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Naslov disertacije: Usmeravanje pretrage u automatskom dokazivanju teorema

Rezime: U ovom radu se razmatra problem usmeravanja pretrage u automatskom
dokazivanju teorema. Rad se sastoji od dva dela ¢ija je dodirna tacka CDCL sistem
pretrage, koji se intenzivno koristi kod modernih SAT resavaca.

U prvom delu rada razmatran je problem jednostavnog usmeravanja pretrage
— izborom resavaca, njegovih heuristika i njihovih parametara, a u zavisnosti od
svojstava instance koju je potrebno resiti. Osnova predlozenih metoda za izbor al-
goritama je sintaksna sli¢nost formula koja se odrazava na njihovu grafovsku struk-
turu. Ova slicnost je prvi put pouzdano ustanovljena i analizirana pomoc¢u ori-
ginalne mere sli¢nosti grafova (koja se pokazala korisnom i u drugim domenima).
Praktiéni pristupi merenju sli¢nosti formula se zbog ra¢unske efikasnosti ipak za-
snivaju na numerickim atributima iskaznih formula. Predlozene su dve jednostavne
metode izbora algoritma zasnovane na algoritmu £ najblizih suseda. Prva tehnika,
ArgoSmArT se zasniva na klasifikaciji instance u jednu od unapred zadatih familija
za koje su poznati algoritmi koji ih efikasno resavaju. Instanca se resava algoritmom
koji odgovara familiji u koju je instanca klasifikovana. Druga tehnika, ArgoSmArT
k-NN se zasniva na nalazenju nekoliko sli¢nih instanci u trening skupu za koje je po-
znato vreme resavanja pomocu svih algoritama kojima sistem raspolaze. Instanca
se resava algoritmom koji se najbolje ponasa na pronadenim instancama. Tehnika
ArgoSmArT je pogodnija za izbor konfiguracije SAT resavaca, a ArgoSmArT k-NN za
izbor samog SAT resavaca. Tehnika ArgoSmArT k-NN se pokazala znacajno efikasni-
jom od najvaznijeg i pritom vrlo slozenog sistema za izbor SAT resavaca — sistema
SATzilla. Pored problema izbora KNF SAT resavaca i njihovih heuristika, razma-
tran je i problem izbora ne-KNF SAT resavaca u kojem fokus nije bio na tehnikama
izbora resavaca, posto se predlozene tehnike direktno primenjuju i na taj problem,
ve¢ na atributima kojima se ne-KNF' instance mogu opisati, a koji do sad nisu pre-
dlozeni. Rezultati u ovom domenu su pozitivni, ali za sada ogranic¢eni. Osnovni
razlog za to je nedostatak ve¢eg broja ne-KNF' resavaca raznovrsnog ponasanja, Sto
ne iznenaduje s obzirom da je ova vrsta resavaca tek u svom povoju.

Pored konstrukcije efikasnog sistema za izbor SAT reSavaca, prikazana je i me-
todologija poredenja SAT resavaca zasnovana na statistickom testiranju hipoteza.
Potreba za ovakvom metodologijom proizilazi iz velike varijacije vremena reSavanja
jedne formule od strane jednog SAT reSavaca, Sto moze dovesti do razlicitih re-
dosleda SAT resavaca prilikom poredenja njihovih performansi ili rangiranja, sto
je 1 eksperimentalno demonstrirano. Predlozena metodologija pruza ocenu stati-
sticke znacajnosti testiranja i ocenu velicine efekta, poput verovatnoce da jedan

SAT resavac bude brzi od drugog.



Drugi deo rada se odnosi na uopstavanje CDCL sistema pretrage na fragmente
logike prvog reda. Predlozeni sistem moze predstavljati osnovu za efikasno dokaziva-
nje u nekoj logici ukoliko je u njoj moguce definisati pravila rezolucije i faktorisanja.
Ova pravila su definisana za jedno uopstenje koherentne logike. Za ovaj sistem
su dokazana svojstva potpunosti i saglasnosti. Sistem ima nekoliko vaznih karak-
teristika koje su posledica prethodno sprovedene analize izazova u dokazivanju u
koherentnoj logici. Sistem omogucava rezonovanje prvog reda, umesto bazno, $to
je karakteristika svih postoje¢ih dokazivaca za koherentnu logiku. Takode, sistem
koristi povratne skokove i u¢enje lema. Prilikom dizajna sistema, posebna paznja je
posvetena mogucnosti da se na osnovu rada dokazivaca generisu ¢itljivi dokazi. Ova
mogucnost je jedna od osnovnih prednosti koherentne logike, ali to nije lako postici
pri koris¢enju CDCL sistema pretrage. Jedno od svojstava ovog sistema proisteklo
iz potrebe za ¢itljivim dokazima je o¢uvanje kvantifikatora prilikom dokazivanja i
vrlo je nekarakteristi¢no za postojec¢e CDCL sisteme. Takode, prednost formulisanja
CDCL sistema je moguc¢nost prenosenja heuristika koje su se ve¢ pokazale korisne u
reSavanju SAT problema.

Nad predlozenim sistemom, definisana je procedura Calypso, za dokazivanje u
prosirenoj koherentnoj logici, koju je moguce primeniti i na standardnu koherentnu
logiku. Predlozeno je proSirenje algoritma Rete koje omoguéava nalazenje literala
koji se mogu propagirati, detekciju konflikata i predlaganje literala za pravilo De-
cide. Procedura Calypso je implementirana u jeziku C++. Evaluirana je na re-
prezentativnim problemima zapisanim u koherentnoj logici i na njima se pokazala
superiornom u odnosu na druge dokazivace za koherentnu logiku, kao i dokazivac
Vampire, najefikasniji dokazivac za logiku prvog reda.

Na osnovu rezultata izlozenih u ovom radu, moze se zakljuciti da je potvrdena
njegova osnovna teza — da se sistem pretrage koji se koristi u CDCL SAT resavac¢ima
moze znacajno unaprediti jednostavnim usmeravnjem, a da se takode moze uspesno
formulisati i za fragmente logike prvog reda kao sto je koherentna logika, kao i da

su dati konkretni odgovori na pitanje kako se to moze uraditi.
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Disertation title: Guiding search in automated theorem proving

Abstract: In this thesis the problem of guiding search in automated theorem pro-
ving is considered. The thesis consists of two parts that have the CDCL search
system, the system intensively used by modern SAT solvers, as their common topic.

In the first part of the thesis a simple approach to guiding search is considered
— guiding by the selection of the solver, its heuristics, and their parameters, based
on the properties of an instance to be solved. The basis of the proposed methods
for algorithm selection is syntactical similarity of formulae which is reflected in their
graph structure. This graph similarity is established and analyzed by using an
original graph similarity measure (which turned out to be useful in other contexts,
too). Yet, practical approaches to measuring similarity of formulae are based on their
numerical features due to the computational complexity issues. Two simple methods
for algorithm selection, based on k nearest neighbors, were proposed. The first
technique, ArgoSmArT is based on classification of instance in one of the predefined
families for which the efficient algorithms are known. The instance is solved by
algorithm corresponding to the family to which the instance was classified. The
second technique, ArgoSmArT k-NN is based on finding several similar instances in
the training set for which the solving times by all considered algorithms are known.
The instance is solved by the algorithm that behaves the best on those instances.
ArgoSmArT technique is better suited for configuration selection of a SAT solver,
and ArgoSmArT k-NN for SAT solver selection. ArgoSmArT k-NN technique showed
to be more efficient than the most important and very complex system for SAT
solver selection — SATzilla system. Apart from CNF SAT solver selection, the
problem of non-CNF SAT solver selection is considered. The focus was not on
solver selection techniques, since the proposed techniques are directly applicable,
but on the attributes that can be used to describe non-CNF SAT instances, which
have not been proposed earlier. The results in this domain are positive, but still
limited. The main reason for that is the lack of greater number of non-CNF SAT
solver of different behaviour, which is not surprising, having in mind that this kind
of solvers is in its early stage of development.

Apart from construction of efficient SAT solver selection system, the methodo-
logy of SAT solver comparison, based on statistical hypothesis testing is proposed.
The need for such a methodology comes from great run time variations of single
instance solving by a solver, which can result in different SAT solver orderings when
one tries to compare their performance or rank them, as experimentally demonstra-
ted. The proposed methodology gives the estimate of statistical significance of the

performed test and the estimate of the effect size, for instance the probability of a



solver being faster than another.

The second part of the thesis is concerned with generalizing CDCL search system
to fragments of first order logic. The proposed system can be used as a basis for
efficient proving in some fragment if the rules of resolution and factoring are specified
for that fragment. These rules are defined for an extension of coherent logic. The
soundness and completeness of the system are proved. The system has several
distinguishing features which are a consequence of previously performed analysis
of challenges in coherent logic theorem proving. The system enables first order
reasoning, instead of ground one characteristic for all existing coherent logic provers.
Moreover, it introduces backjumps and lemma learning. The special attention in
system design was paid to the possibility of generating readable proofs by the prover
implementing the system. This possibility is one of the greatest qualities of coherent
logic, but it is not easy to achieve if CDCL search system is used. One of the
properties of the system that came from the need for generation of readable proofs
is preservation of quantifiers in proving process which is rather unusual for existing
CDCL systems. Another advantage of the proposed CDCL system is the possibility
of transfer of heuristics which are already successfully employed in SAT solving to
other domains.

Based on the proposed system, the proof procedure Calypso for extended co-
herent logic was defined which can also be used in standard coherent logic. The
extension of Rete algorithm which enables detection of conflicts and literals to be
propagated or decided is proposed. Procedure Claypso is implemented in C++. It
was evaluated on a representative coherent logic problems and it showed superior to
other coherent logic provers and also the prover Vampire, the most efficient prover
for first order logic.

Based on the results presented in this thesis, it can be concluded that the main
hypothesis of this work, that the search system used in CDCL SAT solvers can be
significantly improved by simple guiding and that it can be successfully formulated
for fragments of first order logic such as coherent logic, was confirmed and that the

concrete answers on how to do that were provided.
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Glava 1

Uvod

U prethodne dve decenije automatski dokazivaci teorema su doziveli velika una-
predenja na planu algoritama, heuristika i implementacionih tehnika. Povecanje
efikasnosti kojim su ova unapredenja rezultovala omogucilo je primenu dokazivaca
teorema na probleme sa stotinama hiljada aksioma. Ovo je ucinilo mogué¢im au-
tomatsko resavanje mnogih prakti¢nih problema poput automatske verifikacije i
dizajna hardvera i softvera, automatskog planiranja i rasporedivanja, dokazivanja
matematickih teorema i drugih.

Dve kljuéne odluke u dizajnu automatskog dokazivaca teorema za konkretnu
teoriju su izbor skupa pravila ¢ijom se primenom dokazivanje vrsi i izbor tehnika
kojima se usmerava primena ovih pravila. Interakcija izmedu ova dva izbora je jedna
od najvaznijih tema u razvoju automatskih dokazivaca teorema i obi¢no najvazniji
razlog njihove uspesnosti ili neuspesnosti u primenama. U sluc¢aju mnogih doka-
zivaca je tesko postaviti strogu granicu izmedu pravila izvodenja i pravila koja sluze
za navodenje, pa se diskusija u nastavku moze smatrati specificnom za neke fami-
lije dokazivaca. Pre svega, misli se na rezolucijske dokazivace za logiku prvog reda,
dokazivace zasnovane na rezonovanju unapred, SAT resavace i na SMT resavace. Za-
jednicka crta ovih dokazivaca je eksplicitna ili implicitna povezanost sa rezolucijom

1 moguénost pruzanja rezolucijskih dokaza.

Pravila izvodenja. Pravila izvodenja koja dokaziva¢ koristi opisuju transforma-
cije kojima se od postoje¢ih formula dobijaju nove formule. Primeri ovakvih pravila
su pravilo rezolucije i pravila prirodne dedukcije [37]. Trenutno najefikasnji doka-
zivaci teorema za logiku prvog reda kao pravilo izvodenja koriste upravo pravilo
rezolucije. Jedan od rezolucijskih dokazivaca — Vampire, ve¢ godinama ubedljivo
dominira takmicenjima automatskih dokazivaca teorema za logiku prvog reda. U

dokazivanju teorema iskazne logike najefikasniji dokazivaci, zasnovani na DPLL pro-
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ceduri [23, 22], koriste pravilo rezolucije u procesu analize konflikta i ucenja, kojima
najvise duguju za svoju efikasnost. Primena pravila izvodenja ne mora uvek biti
eksplicitna. Primera radi, u originalnoj DPLL proceduri nema eksplicitnih pravila
izvodenja, ve¢ su data samo pravila pretrage. Medutim, svakom stablu pretrage
indukovanom izvrsavanjem DPLL procedure na nezadovoljivoj iskaznoj formuli do
njenog zaustavljanja, odgovara neko rezolucijsko pobijanje te iskazne formule, koje
se moze izvesti na osnovu stabla pretrage. U modernoj DPLL proceduri [13], pri-
mena pravila rezolucije je eksplicitna i dobijene rezolvente se mogu dodati u skup
klauza. Izbor rezolventi koje ¢e biti dodate u skup klauza je voden nekom heuri-
stikom. Pravilo rezolucije je korisno i u slucaju zadovoljivih formula — u izgradnji

modela.

Usmeravanje primene pravila izvodenja. Pravila izvodenja se ¢esto mogu pri-
meniti na razli¢ite formule iz skupa postoje¢ih formula. Na primer, pravilo rezolucije
se Cesto moze primeniti na vec¢i broj klauza. U sluc¢aju nekih sistema moze postojati
viSe razli¢itih primenljivih pravila. Stoga, proces dokazivanja nije pravolinijski, vec¢
se moze razmatrati kao proces pretrage. Vreme dokazivanja teoreme moze drasti¢no
varirati u zavisnosti od nacina na koji se pravila izvodenja primenjuju. Primera
radi, ukoliko se dokazivanje vrsi rezonovanjem unapred, odnosno primenom aksioma

¢ije su pretpostavke zadovoljenje, tvrdenje Vo (p(x) = t(x)) se iz aksioma
Al: Vo (p(x) = q(z) Vr(z)) A2: Vz (p(z) = s(x)) A3: Vx (s(z) = t(x))

moze dokazati na dva nacCina neformalno prikazana na slici 1.1. Drugi dokaz je
oc¢igledno efikasniji u smislu veli¢ine dokaza, ali automatski dokaziva¢ teorema moze
proizvesti i prvi dokaz.

Vazna tema u analizi sistema pravila na kojima se automatski dokazivaci za-
snivaju je slozenost dokaza (eng. proof complexity) koje dopustaju. Na primer, u
slucaju dokazivanja nezadovoljivosti iskaznih formula, moderna DPLL procedura
dopusta dokaze eksponencijalno manje velicine u odnosu na dokaze koji se mogu do-
biti koris¢enjem originalne DPLL procedure [81]. Pitanje koje se prirodno namece
je kako iskoristiti takvu moguénost, odnosno kako primenjivati pravila sistema tako
da se u sto manjem broju koraka dode do sto kra¢ih dokaza. Ispostavlja se da je
u slucaju sistema koji dopustaju kra¢e dokaze, problem optimalnog ili makar kvali-
tetnog izbora pravila koja se primenjuju puno tezi nego u sluc¢aju sistema sa veé¢om
slozenoséu dokaza (ovo zapazanje je potvrdeno i empirijski i teorijski [1]). Ovim
tehnike za usmeravanje primene pravila, odnosno pretrage za dokazom, dodatno

dobijaju na vaznosti.
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Dokaz 1:

Neka vazi p(a) za neko a
na osnovu aksiome Al i p(a), vazi q(a) V r(a)
Neka vazi q(a)

— Na osnovu aksiome A2 i p(a), vazi s(a)

— Na osnovu aksiome A3 i s(a), vazi t(a)

— Stoga, vazi p(a) = t(a)

— Kako je a proizvoljno, vazi Vz (p(x) = t(x))

Neka vazi r(a)

— Na osnovu aksiome A2 i p(a), vazi s(a)

— Na osnovu aksiome A3 i s(a), vazi t(a)

— Stoga, vazi p(a) = t(a)

— Kako je a proizvoljno, vazi Vz (p(z) = t(z))

Dokaz 2:

Neka vazi p(a) za neko a

Na osnovu aksiome A2 i p(a), vazi s(a)

Na osnovu aksiome A3 i s(a), vazi t(a)
Stoga, vazi p(a) = t(a)

Kako je a proizvoljno, vazi Vo (p(z) = t(x))

Slika 1.1: Dva dokaza tvrdenja Va (p(z) = t(x)).

Tehnike usmeravanja pretrage u automatskom dokazivanju teorema su brojne i
mogu se odnositi na razlicite aspekte pretrage. Neke od njih su algoritamskog karak-
tera, poput povratnih skokova [89] koji omoguéavaju eliminaciju grananja u dokazu,
ako ta grananja nisu relevantna za zatvaranje grane dokaza. Takvo je grananje u
prvom dokazu na slici 1.1. Ovakve tehnike omoguc¢avaju odsecanje velikih delova
prostora pretrage. Druga vrsta tehnika je heuristicka i fokusira se na inteligentan
izbor pravila koje treba primeniti ili nac¢ina na koji pravilo treba primeniti. U pri-
meru na slici 1.1, heuristika koja daje prioritet primeni aksioma koje ne dovode do
grananja u dokazu bi bila dovoljna da dokazivac¢ proizvede zeljeni dokaz. U slucaju
problema zadovoljivosti iskaznih formula, heuristike se bave izborom promenljive po
¢ijoj vrednosti se vrsi grananje u pretrazi, izbor vrednosti te promenljive, odnosno
grane kojom ¢e se pretraga nastaviti, izbor trenutka za otpocinjanje pretrage iznova
i drugim slicnim aspektima pretrage. U daljem tekstu ¢e u razlicitim kontekstima

biti razmatrane obe vrste tehnika za usmeravanje pretrage.

Usmeravanje pretrage izborom ili podesavanjem algoritma. Moderni do-

kazivaci teorema ¢esto omogucavaju podesavanje razlic¢itih aspekata svog rada. Neki
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dokazivaci implementiraju razlicite tehnike za usmeravanje pretrage i omogucavaju
korisniku izbor izmedu njih. Dodatno, svaka od tehnika moze imati parametre koji
preciznije definisu njeno ponasanje, koji se takode mogu birati prilikom pokretanja
dokazivaca. PonaSanje razlicitih konfiguracija istog dokazivaca na istim problemima
moze biti drasti¢no razli¢ito i naizgled vrlo nepredvidljivo. Tim pre, razumljivo je i
da ponaSanje razli¢itih dokazivac¢a na istim problemima moze biti vrlo razli¢ito ¢ak
i ako su oni zasnovani na istim ili slicnim algoritmima. Jedan nac¢in usmeravanja
pretrage predstavlja izbor dokazivaca ili njegove konfiguracije za konkretan problem
koji je potrebno resiti. Ovaj izbor se vrsi jednom, pre pocetka dokazivanja i ne
podrazumeva promene u toku rada dokazivaca (bilo bi moguée razmatrati i problem
konfigurisanja u toku rada dokazivaca, ali se taj problem u ovom radu ne razmatra).
Problem izbora dobrog dokazivaca, tehnika pretrage koje ¢e on koristiti i vrednosti
njihovih parametara je netrivijalan i zahteva puno ljudskog vremena. U tabeli 1.1
prikazan je broj teorema iz unapred datog skupa koji svaki od dokazivaca moze da
dokaze u odredenom vremenu, kao i maksimalan broj teorema koje bi mogle biti
dokazane ukoliko bi se znalo koji je dokaziva¢ najbolje primeniti. Konkretan izbor

dokazivaca i problema o kojima je re¢ u ovom trenutku nije relevantan. Kao sto

Tabela 1.1: Broj dokazanih teorema iz nekog skupa za 6 dokazivaca i maksima-
lan broj teorema koje bi se mogle dokazati izborom najboljeg dokazivaca za svaku
teoremu.

Dokazivac 1 2 3 4 5 6  Maks.
Broj teorema 282 252 244 238 259 243 444

se moze primetiti, uz poznavanje najboljeg dokazivaca, broj dokazanih teorema se
moze znacajno povecati u odnosu na bilo koji pojedina¢ni dokazivac. Stoga je pro-
blem automatskog izbora dokazivaca ili njegovog automatskog podesavanja, kako bi
pretraga za dokazom bila sto kraca, od velikog znacaja. Taj problem je prvi problem

kojim se ovaj rad bavi.

CDCL sistem pretrage. Tehnike za usmeravanje pretrage se nekad formulisu za
vrlo specificne aspekte sistema pravila koji se koristi i mogu biti neprimenljive u
drugim kontekstima. Medutim, neke tehnike pretrage se mogu prenositi iz jednog
konteksta u drugi. Identifikovanje takvih tehnika koje su uspesne u vise domena i
njihova eksploatacija su od posebnog znacaja. Jedan sistem pretrage, zasnovan na
konfliktima vodenom ucenju klauza (eng. conflict driven clause learning), skra¢eno
CDCIL, se pokazao kao najuspesniji u ispitivanju iskazne zadovoljivosti i primenjen je
u mnogim SAT resavacima, ali i u SMT resavacima koji vrse ispitivanje zadovoljivosti

formula logike prvog reda. Dodatno, formulisane su i vrlo uspesne heuristike za

4
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specificne aspekte primene pravila ovog sistema. Zbog toga, ovaj sistem pretrage je

zanimljiv kandidat za prenosenje u bogatije logike.

Koherentna logika. Jedan fragment logike provog reda, koherentna ili geometrij-
ska logika, je od posebnog znacaja u primenama automatskog dokazivanja teorema.

Formule koherentne logike su sledec¢eg oblika:

Vﬁ (pl(ﬁ) AN /\pn(ﬁ) = Elg Ql(’U? ?7) V...V Elg Qm(ﬁa ?j)),

gde p1,...,p, oznacavaju atomicke formule, a @Qq,...,Q,, konjunkcije atomickih
formula. Razliciti problemi iz oblasti poput geometrije i algebre se mogu prirodno
predstaviti u ovoj logici bez ikakvih ili sa vrlo malim transformacijama polaznih
formula. Zahvaljujué¢i prirodnom deduktivnom sistemu zasnovanom na rezonovanju
unapred, koherentna logika je posebno pogodna za automatsko generisanje ¢itljivih
dokaza matematickih teorema. Dokazivaci koji se trenutno koriste u koherentnoj
logici uglavnom koriste vrlo jednostavne i neefikasne sisteme pretrage. Zbog te
¢injenice i svog znacaja, koherentna logika je prirodan domen za formulisanje teh-
nika pretrage analognih onima koje se ve¢ uspesno koriste u drugim domenima.
Prenosenje tehnika CDCL pretrage u domen koherentne logike je drugi problem

kojim se ovaj rad bavi.

Osnovna teza ovog rada je da se sistem pretrage koji se koristi w CDCL SAT
resavacima moze znacajno unaprediti jednostavnim usmeravnjem, a da se takode
moZe uspesno formulisati 1 za fragmente logike prvog reda kao Sto je koherentna

logika.

Doprinosi ovog rada su slededi:

e Uocena je i empirijski analizirana veza izmedu sintaksne sli¢nosti iskaznih for-
mula i slicnosti algoritama koji su najpogodniji za njihovo resavanje. Ova veza
je uocena koris¢enjem mere slicnosti grafova koja je formulisana u ovu svrhu.
Rad o tome je objavljen u casopisu Intelligent Data Analysis [75] (potpoglavlje
3.1.2).

e Na osnovu uocene sli¢nosti, predlozena su dva algoritma za izbor i konfigurisa-
nje SAT resavaca zasnovanih na CDCL sistemu pretrage. Predlozeni algoritmi
su mnogo jednostavniji od postojec¢ih, a postizu znacajno bolje rezultate od
njih u empirijskoj evaluaciji. Jedan rad o tim algoritmima je prikazan na

konferenciji Theory and Applications of Satisfiability Testing [73], a drugi ob-
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javljen u ¢asopisu Artificial Intelligence Review [77] (poglavlja 3.2, 2.4, 3.4 i
3.5).

e Predlozen je metod poredenja SAT resavaca koji je zbog velikog variranja vre-
mena resSavanja iskaznih formula zasnovan na statistickom testiranju hipoteza
i omogucava procenu statisticke znacajnosti poredenja. Rad o ovom metodu
je prikazan na konferenciji Theory and Applications of Satisfiability Testing
[74] (poglavlje 3.6).

e Predlozeno je uopstenje CDCL sistema pretrage koje se moze instancirati kako
za koherentnu logiku i jedno njeno prosirenje tako i za iskaznu logiku, ali i za
druge logike u kojima bi se na pogodan nacin definisala pravila rezolucije i fak-
torisanja. Svojstva ovog sistema su teorijski analizirana i dokazana je njegova
saglasnost i potpunost. Rad o ovom sistemu pravila prikazan je na konfe-
renciji Conference On Intelligent Computer Mathematics u sekciji Claculemus
[76] (poglavlje 4.4).

e Implementiran je dokaziva¢ teorema za koherentnu logiku koji odgovara pre-
dlozenom CDCL sistemu i proizvodi dokaze u sistemu koherentne rezolucije.
Empirijskom evaluacijom je pokazano da je novi dokaziva¢ efikasniji od po-
stoje¢ih dokazivaca za koherentnu logiku i najefikasnijeg opsteg dokazivaca
za logiku prvog reda primenjenog na ovom fragmentu. Dokazivac je uspesno

primenjen na probleme koji sadrze i po 30000 aksioma (poglavlje 4.5).

Ostatak rada je organizovan na sledeci nacin:

e U glavi 2 opisane su tehnike pretrage koris¢ene u modernim SAT resavacima,
sa naglaskom na CDCL sistemu pretrage. CDCL sistem je formulisan u obliku
apstraktnog sistema pravila koji ga precizno definise. Bice prikazani i osnovni

rezultati vezani za ispravnost SAT resavaca.

e Glava 3 opisuje tehnike za prilagodljivo resavanje SAT problema koje na pre-
tragu uticu kroz izbor algoritma, heuristika koje on koristi ili vrednosti njihovih
parametara. Ove tehnike su primenjene u slucaju kako klasi¢nih, KNF, tako
i novih, ne-KNF SAT resavaca. U ovoj glavi se diskutuje i poredenje SAT

resavaca.

e U glavi 4 je formulisan sistem pretrage za dokazivanje teorema u koherentnoj
logici inspirisan CDCL sistemom koriséenim u iskaznoj logici. Dokazana su
njegova osnovna svojstva i opisan je dokaziva¢ Calypso koji ga implementira.

Opisani su i drugi sistemi za dokazivanje u koherentnoj logici.
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e Glava 5 daje zakljucke ovog rada i opisuje dalje pravce istrazivanja koji iz

njega proisticu.



Glava 2

SAT problem i SAT resavaci

Iskazna logika se bavi istinitosc¢u iskaza, izgradenih nad iskaznim promenljivim
pomocu iskaznih veznika. Iskazne promenljive predstavljaju elementarne iskaze.
Nacin izgradnje slozenijih iskaza iz njih je definisan sintaksom iskazne logike. Istini-
tosnu vrednost ispravnih iskaza opisuje semantika iskazne logike. Osnovni problem
iskazne logike — problem SAT je problem ispitivanja da li je iskazna formula zadovo-
ljiva, to jest, da li postoji dodela vrednosti promenljivim za koju je iskazna formula
tacna. Ovaj problem je jedan od fundamentalnih matematickih problema i ima
centralno mesto u teoriji slozenosti izracunavanja. Dokazano je da je problem SAT
NP-kompletan [19]. Posto ima Siroke primene, posvetuje se velika paznja algorit-
mima koji bi Sto efikasnije resavali instance ovog problema u praksi. Pod resavanjem
iskazne formule, podrazumeva se ispitivanje njene zadovoljivosti. Do sada je razvijen
veliki broj SAT resavaca, sistema koji implementiraju ovakve algoritme.

SAT resavaci se mogu svrstati u dve grupe — potpune i stohasticke. Za datu
iskaznu formulu, potpuni SAT resavaci sigurno nalaze zadovoljavaju¢u valuaciju ili
utvrduju da ona ne postoji, dok stohasticki resavaci ne mogu dokazati nezadovolji-
vost formule iako mogu pokazati njenu zadovoljivost. Njihova prednost je u tome
Sto za neke klase formula, mogu utvrditi zadovoljivost brze od potpunih resavaca.
U ovom radu bic¢e razmatrani samo potpuni SAT resavaci.

Moderni potpuni SAT resavaci su najcesée zasnovani na proceduri DPLL [23, 22],
opisanoj ranih Sezdesetih godina. SAT resavaci su postigli veliki napredak na prelazu
proslog u ovaj vek, kada su se pojavili poznati resavaci kao SATO, CHAFF, MiniSAT i
drugi. Ovaj napredak je bio posledica kako konceptualnih, tako i implementacionih
unapredenja procedure DPLL koja su vodila do takozvane CDCL varijante DPLL
procedure. U daljem tekstu ¢e se pod SAT resavacima podrazumevati potpuni SAT
reSavaci.

U ovoj glavi ¢e biti razmotreni osnovni pojmovi iskazne logike, tehnike pretrage



2.1 Osnovni pojmovi iskazne logike

koje se koriste u resavanju SAT problema, apstraktni sistem pravila koji opisuje
CDCL sistem pretrage, heuristike koje se koriste za upravljanje razlicitim aspektima

rada modernih SAT resavaca, kao i rezultati vezani za ispravnost CDCL sistema.

2.1 Osnovni pojmovi iskazne logike
U tekstu se koriste naredne definicije osnovnih pojmova iskazne logike [46, 64].

Definicija 1 Skup iskaznih formula ZF nad prebrojivim skupom iskaznih slova P

je skup za koji vazi:

e iskazna slova (iz skupa P) i logicke konstante T i L su iskazne formule;
e ako su A i B iskazne formule, onda su i (—A), (AANB), (AV B), (A= B) i
(A < B) iskazne formule.

U zapisu iskaznih formula, zagrade mogu biti izostavljene i u tom slucaju se
podrazumeva prioritet operatora u sledecem poretku, od najviseg ka najnizem: —,
A, V.

Iskazna slova nazivamo i iskaznim promenljivim, a iskazna slova i logicke kon-
stante nazivamo atomickim iskaznim formulama. Atomicke iskazne formule i njihove
negacije nazivamo literalima. Disjunkcije literala nazivamo klauzama.

Ako je p iskazno slovo i [ literal nad tim iskaznim slovom, [ oznacava literal —p

ukoliko je [ = p, a literal p ukoliko je [ = —p.

Definicija 2 Skup potformula formule A je najmangi skup formula koje zadovolja-

vaju sledece uslove:

e A je potformula sama sebi;
e Ukoliko je A jednako —B, potformule formule B su potformule formule A;
Ukoliko je A jednako BAC, BVC', B = C'ili B < C, onda je svaka potformula

formule B i svaka potformula formule C', takode potformula formule A.

Definicija 3 Pozicija je niz aj.as. . ... an, pri cemu jen >0 i a; € {1,2} za svako
i (1 <i<n) Uslucaju kad je n = 0, pozicija se naziva praznom i zapisuje
€. Polaritet moZe biti bilo koja od vrednosti -1,0,1. Za formulu A, potformula na
poziciji m, A|m i polaritet potformule na poziciji m, pol(A, ), definisu se na sledeci

nacin:

o Al.=Aipol(Aye)=1;
e ako je A, jedanko —A;, onda je Al,1 = Ay i pol(A,m.1) = —pol(A,7);
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e ako je Al|; jednako Ay N Ag ili Ay V Ay, onda je Alz; = A; i pol(A,m.i) =
pol(A,m) zai1=1,2;

e ako je Al, jednako Ay = As, onda je Al,; = A; za i = 1,2 i pol(A,7.1) =
—pol(A, A|r) i pol(A,m.2) = pol(A, A|r);

o ako je Al; jednako Ay & Asy, onda je Al = A; i pol(A, 7)) =0 zai=1,2.

Definicija 4 Funkcije koje preslikavaju skup iskaznih slova u skup {0, 1} se nazivaju
valuacijama. Polazeéi od valuacije v konstruise se funkcija I, koja preslikava skup
iskaznih formula u skup {0,1}. Nju nazivamo funkcijom istinitosne vrednosti za

valuaciju v 1 definisemo na sledeci nacin:

e [,(p) =v(p), za svaki element p skupa P;

o I(T)=1iI,(L)=0;

o [,(-A) =1 ako je I,(A) =0 i I,(=A) =0 ako je I,(A) =1;

e [,(ANB)=1 ako je I,(A)=1iI,(B) =1; I,(AA B) =0 inace;
e [,(AV B)=0 ako je I,(A)=0iI,(B)=0; I,(AV B) =1 inace;

Definicija 5 Iskazna formula F' je zadovoljiva ako postoji valuacija v takva da je
I,(F) = 1. Takva valuacija se naziva modelom formule F', §to se zapisuje v |= F.
U suprotnom, F je nezadovoljiva. Iskazna formula F' je valjana (tautologija) ako
za svaku valuaciju v vazi I,(F) = 1. U suprotnom, F je poreciva. Formula F je
logicka posledica skupa formula T, Sto se zapisuje I' = F, ukoliko je svaka valuacija

koja je model za sve formule iz skupa I', takode model i za formulu F.

Definicija 6 Iskazna formula je u konjunktivnoj normalnoj formi (KNF) ako je
oblika
AfNAS AN A,

pri cemu je svaka od formula A; (1 <i < n) klauza.

Definicija 7 Supstitucija (ili zamena) formule C' formulom D u formuli A je funk-
cija A[C — D] :TF xITF xIF — IF definisana na sledeéi nacin:

e ako je A jednako C, onda je A[C +— D] jednako D;

e ako A nije C i A je iskazno slovo, onda je A[C' +— D] jednako A;

o ako A nije C i wvazi A = (—B) za neku iskaznu formulu B, onda je A|[C — D]
jednako —(B[C + DJ);

e ako A nije C 1 vazi A = By N\ By, odnosno A = By V By, za neke iskazne
formule By i Bs, tada je A[C' — D] jednako B,[C +— D] A By[C — D],
odnosno B1[C'+— D]V By|C — DJ.

10
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function dpll (F': KNF formula) : bool
begin
if F =( then return true
else if () € F then return false
else if {l} € F then return dpll(F[[l+— T]]
else if pureLiteral(l/,F) then return dpll(F[[l — T])
else begin
select [ such that [€ C and C € F
if dpll(F[[l — T]]) = true then return true
else return dpll(F[[l — L]
end
end

Slika 2.1: Osnovna DPLL procedura.

Primene supstitucija ¢e uvek biti pisane postfiksno.

Definicija 8 Ako je A iskazna formula, a l literal, onda

e A[[l = T]| oznacava formulu A[l — T|[l — L] iz koje su uklonjene sve klauze
koje sadrze konstantu T i sva pojavijivanja konstante L ;

o A[[l — L]] oznacava formulu A[[l — T]I;

2.2 Osnovne procedure pretrage

U ovom poglavlju ¢e biti prikazane osnovne procedure pretrage koje se koriste u
resavanje SAT problema. Prvo ¢e biti opisana osnovna DPLL procedura [22], a po-

tom i njena moderna varijanta definisana koja implementira CDCL sistem pretrage.

2.2.1 Osnovna DPLL procedura

Osnovni algoritam za proveru zadovoljivosti iskaznih formula je Dejvis-Patnam-
Logman-Lovelandova procedura (DPLL procedura) [22]. Formula ¢ija se zadovolji-
vost ispituje mora biti u konjunktivnoj normalnoj formi. Formula se predstavlja kao
skup klauza, a klauza kao skup literala. DPLL procedura je data na slici 2.1 [64].
Funkcija pureLiteral ima vrednost true ukoliko je [ literal koji se javlja u formuli
F, pri ¢emu se [ ne javlja u formuli F.

DPLL algoritam se moze koristiti i za proveru da li je formula valjana, tako sto
se krene od negacije polazne formule i ako je ona nezadovoljiva, zakljucuje se da je

polazna formula valjana.

11
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function dpll (F': KNF formula) : bool
begin
M =[]
repeat begin
if vy = F then return true
else if vy = —F then
if M = M'|l M" and | ¢ M" then M = M’
else return false
else if {{}UC € F and vy |=—-C then M := M|
else begin
select | such that [€C and C € F and [ ¢ M and [ ¢ M
M = M|l
end
end
end

Slika 2.2: Iterativna DPLL procedura.

2.2.2 Moderna DPLL procedura

Veéina modernih SAT resavaca se zasniva na DPLL proceduri, ali ¢esto sa kom-
pleksnim izmenama. Modifikovanje formule i njeno prosledivanje u rekurziju je
neefikasno u praksi. Takode, nalazenje literala [ za koji vazi pureLiteral(1,F) se
upraksi ispostavlja kao neefikasno. Stoga se DPLL procedura implemenitra itera-
tivno, bez modifikovanja formule. Umesto toga, gradi se lista literala M koji se
smatraju tacnim i ona se menja dok valuacija vy, koja joj odgovara ne zadovolji for-
mulu ili dok se ne ustanovi da takva valuacija ne postoji. Iterativna procedura data
je na slici 2.2. Ova procedura predstavlja prvi korak ka modernoj DPLL proceduri.

Izbor literala koji se dodaje u listu M se naziva odlukom (eng. decision). Li-
teralu koji je odlucen u listi M prethodi oznaka |. Prilikom odluke, najcesée se
odovojeno bira promenljiva ¢ija ¢e vrednost biti zadata, kao i njen inicijalni polari-
tet, tj. odreduje se da li pri odluci promenljiva u valuaciji vy, prvo dobija vrednost
0 ili 1. Kada se ispostavi da neka promenljiva mora imati odredenu vrednost (u
slucaju kad vazi {I} UC € F and vy | —C), radi se o implikaciji (eng. impli-
cation). Situacija u kojoj vazi vy, | —F, naziva se konfilkt (eng. conflict). Kada
se desi konflikt, potrebno je izvrsiti promenu prethodne odluke kako bi se pokusala
na¢i neka valuacija koja zadovoljava formulu.

Kako bi se procedura dalje poboljsala, moguce je traziti razloge zbog kojih je
do konflikta uopste doslo. Oni se formulisu u obliku naucenih klauza (eng. learnt
clauses) koje se dodaju u pocetni skup klauza, a konstruisu se nekim mehanizmom
rezonovanja (na primer iskaznom rezolucijom), na osnovu informacija koje su ras-

polozive o konfliktu. Ako je, na primer, klauza {z,y, z} postala netacna u toku

12
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resavanja, onda {—x, -y, -z} nazivamo razlogom konflikta (eng. reason set of the
conflict) [28]. Vrednost 0 je implicirana za promenljivu z, na primer, tako §to je
prisutna klauza {—u, —v, -z}, a promenljive u i v imaju vrednost 1 u tekué oj parci-
jalnoj valuaciji. Odatle sledi da i skup {u, v, =y, =z} takode mora voditi ka konfliktu.
Taj konflikt se moze spreciti dodavanjem klauze {—u, —w,y, z} za koju kazemo da je
naucena (eng. learnt). Kako bi se pretraga nastavila, potrebno je otkloniti konflikt i
da bi se to ucinilo, preduzima se povratni skok pri ¢emu se parcijalna valuacija koja
se gradi skrac¢uje tako da naucena lema vise nije neta¢na u njoj. Kako broj naucenih
klauza obi¢no raste, njihovo analiziranje opterecuje resavac, pa stoga ove klauze u
nekom trenutku treba brisati (one su ionako uvek izvedene iz polaznih klauza).
Ovaj postupak se naziva zaboravljanje. Kako je drvo pretrage koju DPLL procedura
sprovodi veliko, resava¢ moze veliku koli¢inu vremena potrositi pretrazujucéi grane
koje ne sadrze resenje. Da bi se to sprecilo, proces reSavanja s vremena na vreme
otpocinge iznova (eng. restart). Da otpocinjanje iznova ne bi ugrozilo potpunost
pretrage, ono se obic¢no vrsi sve rede i rede u toku resavanja.

Tehnike povratnih skokova i u¢enja lema, pored nekih implementacionih tehnika,
su najzasluznije za efikasnost modernih SAT resavaca i ¢ine jezgro takozvanog CDCL
sistema pretrage. Povratni skokovi omogucavaju da se posle konflikta ne ispituju
alternative odluka koje nisu bile zasluzne za dolazenje do konflikta i time se vrsi
veliko odsecanje prostora pretrage. Ovo odsecanje nazivamo odsecanjem unazad.
Uloga ucenja lema je da se u buducénosti pretrage skrati izvodenje konflikta koji bi
nastao iz istih razloga kao konflikt na osnovu kojeg je lema izvedena. Dakle, ume-
sto da se do istog konflikta ponovo dode pretragom, on biva otkriven zahvaljujuéi
prisustvu leme. Ovakvo odsecanje delova prostora pretrage naziva se odsecanjem
unapred. Znacaj ucenja lema u modernim SAT reSavac¢ima je inspirisao novi pogled
na modernu DPLL proceduru — umesto posmatranja DPLL procedure kao proce-
dure pretrage, ona se moze smatrati mehanizmom usmeravanja rezolucije u cilju

izvodenja prazne klauze i formiranja rezolucijskog dokaza nezadovoljivosti formule.

2.3 Apstraktni sistem pravila za CDCL pretragu

Moderni SAT resavadi, zasnovani na CDCL (eng. conflict driven clause learning)
sistemu pretrage, su cesto medu sobom vrlo sliéni. Mnogi od njih su nastali ma-
njim ili ve¢im modifikovanjem resavaca MiniSAT [28]. Cesto se razlikuju pre svega
u heuristikama koje upravljaju nekim aspektima njegovog rada. Dodatno, imple-
mentacije reSavaca nisu jednostavne ni lake za razumeti. Zarad boljeg razumevanja

SAT resavaca korisno je razdvojiti razlicite komponente njihovog dizajna i uociti u
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¢emu se sastoji osnovni mehanizam pretrage, koje komponente ¢ine implementaci-
ona poboljsanja, a Sta su heuristike koje upravljaju nekim aspektima rada resavaca.
U tom cilju predlozena su dva apstraktna sistema pravila koji opisuju samo osnovni
mehanizam pretrage i apstrahuju sve druge aspekte modernih SAT resavaca [72, 53].
Ovakvi sistemi omogucavaju analizu teorijskih svojstava SAT resavaca poput sagla-
snosti, zaustavljanja i potpunosti bez optere¢ivanja implementacionim detaljima ili
heuristikama koje ne uti¢u na ove aspekte, ve¢ samo na efikasnost izvrsavanja. Ap-
straktni sistemi pravila su i osnova za formalnu analizu i dokazivanje svojstava SAT
reSavaca u sistemima za formalno dokazivanje teorema [66] o ¢emu Ce vise re¢i biti
u poglavlju 2.5. U nastavku je analiziran apstraktni sistem Krsti¢a i Goela [53].

Apstraktni sistem pravila za SAT problem opisuje proces provere zadovoljivosti
iskazne formule kao lanac stanja. Stanje je uredena trojka (F, M, C') gde je F skup
klauza, M lista literala, a C' moze biti klauza ili poseban simbol no_cflct. Relacija
prelaska — nad stanjima je definisana tako da su dva stanja S7 i S, u relaciji S7 — 95
ukoliko se stanje S moze dobiti iz stanja S; primenom nekog od pravila sa slike 2.3,
¢iji opis sledi. Stanje S je zavr$no ukoliko ne postoji stanje S’ takvo da S — S'.
Zavrsno stanje je prihvatajuce ukoliko vazi C' = no_cflct, a odbacujuce u suprotnom.
Svaki lanac stanja oblika S — ...S; — S;11 — ... je konacan, odnosno primena
pravila ovog sistema se zaustavlja. Takode, sistem je saglasan i potpun, odnosno
odgovor koji daje na pitanje zadovoljivosti bilo koje iskazne formule je tacan, i
za svaku iskaznu formulu je u stanju da da odgovor. U prihvatajuéem zavrSnom
stanju, lista M indukuje valuaciju iskaznih promenljivih vy, takvu da je vy (v) =1
ukoliko v € M, a vy (v) = 0 ukoliko —v € M i koja zadovoljava polaznu formulu
F. Valuacija v je dobro definisana zahvaljujuci tome sto je lista M u svakom stanju
neprotivrecna.

Pravila na slici 2.3 opisuju nacine na koje se mogu menjati elementi stanja. U

nastavku su data objasnjenja ovih pravila.

Decide opisuje pravljenje pretpostavke o tacnosti nekog literala. Ukoliko ni literal

ni njegova negacija nisu u listi M, onda se on moze dodati u nju.

Unit propagation opisuje korak jednostavnog zakljucivanja. Ukoliko su svi li-
terali neke klauze, osim jednog (takvog da ni on ni njegova negacija nisu u M),
netacni u valuaciji vy, koju indukuje lista M, onda taj literal mora biti tacan i moze
se dodati u listu M.

Conflict opisuje ustanovljavanje postojanja konflikta. Ukoliko su svi literali neke

klauze neta¢ni u valuaciji vy, konfliktna klauza se pamti u elementu stanja C' kako
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2.3 Apstraktni sistem pravila za CDCL pretragu

Decide: B
lel Ll¢g M
M:=M |l

Unit propagation: B B B
IVLV ...V eF li,...,lx eM I,l¢ M

M:=MI
Conflict: B B
C =nocflct LV...Vi,eF li,...,lxeM
C .= {ll,...,lk}
Explain:

leC IVLV... VI, eF L,y <1
C::CU{ll,...,lk}\{l}
Learn:

C:{ll,...,lk} Zl\/...\/zk¢F
F=FU{liV...VI}
Backjump:
C:{l,ll,...,lk} Z\/Zl\/...\/fkeF level [ > m > level [;
C :=nocflct M:=M™1

Forget:
C =nocflct ceF F\ckEc
F:=F\c
Restart:
C =mno_cflct
M := MU

Slika 2.3: Apstraktni sistem pravila za SAT predlozen od strane Krstica and Goela
(L je skup svih literala nad datim skupom iskaznih promenljivih, [; < I; oznacava
da literal [; prethodi literalu [; u listi M, [ oznacava literal suprotnog polariteta
od literala [, | oznacava da je slededi literal odlucen, level [ oznacava broj odluka
zakljuéno sa literalom [, a M™ oznacava prefiks liste M pre odluke m + 1)

bi se daljim objasnjavanjem konflikta mogli nac¢i njegovi uzroci. Proces kojim se

dolazi do ovih uzroka se naziva analiza konflikta.

Explain opisuje korak analize konflikta pri kojem se uocava jedan literal iz kon-
fliktne klauze C' i nalazi se klauza iz F' koja ga je mogla propagirati. Objasnjavanje
se vrsi rezolviranjem te klauze sa trenutnom konfliktnom klauzom i tako nastaje

nova konfliktna klauza.

Learn omogucava da se trenutna konfliktna klauza doda u skup klauza ukoliko
ve¢ nije u njemu. To je moguce jer je ona posledica polaznog skupa klauza jer je

nastala njihovim rezolviranjem.

Backjump omogucava vracanje u pretrazi. Pri tome se preskacu odluke koje nisu
bile relevantne za dolazak do konflikta i njihove alternative se ne ispituju. Povratni

skok se vrsi skrac¢ivanjem liste M tako da se ukloni poslednji literal [ iz nje koji
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2.4 Heuristike za usmeravanje pretrage u CDCL sistemu

klauzu C' ¢ini konfliktnom. Uslovi primene ovog pravila garantuju da posle njegove
primene, ova klauza moze da propagira literal {. Pri povratnom skoku se moze iz

liste M ukloniti veliki broj odluka cije se alternative ne ispituju.

Forget omogucéava uklanjanje impliciranih (izvedenih) klauza iz skupa klauza. Ra-
zlog za zaboravljanje je pre svega prakticne prirode — u sluc¢aju prevelikog broja

klauza, SAT resavaci mogu raditi vrlo neefikasno.

Restart se realizuje uklanjanjem svih literala iz liste M osim onih koji prethode
prvoj odluci. Ovo omogucava izlazak iz delova prostora pretrage u kojima pretraga
predugo traje sa nadom da ¢e se do reSenja brze doc¢i u nekom drugom delu pretrage.
Otpocinjanjem iznova se ne ponistava prethodni rad resavaca. Jedan od razloga za
to je sto se zadrzavaju naucene klauze koje ¢e eliminisati delove prostora pretrage

koji su vec¢ obideni.

2.4 Heuristike za usmeravanje pretrage u CDCL

sistemu

Mnogi aspekti ponasanja SAT reSavaca se mogu preciznije definisati i to se po-
stize uvodenjem razlicitih heuristika. Za neke od tih aspekata ¢e biti detaljnije

opisane heuristike koje se najcesce koriste.

Heuristike izbora promenljive

Heuristike izbora promenljive se odnose na izbor promenljive u vezi sa Cijom
vrednoséu ¢e biti doneta odluka. U nastavku ¢e biti opisane neke od njih.

Jednostavna heuristika je heuristika pseudosluc¢ajnog izbora jedne od promen-
ljivih ¢ija vrednost u datom trenutku nije definisana nekom prethodnom odlukom
niti implicirana. Ovu heuristiku ¢emo u daljem tekstu oznacavati VS,.ugom. Ova
heuristika se moze uopstiti tako Sto bi se dozvolilo da se u odredenom broju biranja
izbor promenljive vrsi u skladu sa heuristikom VS, 4,40m, & 1 ostalim, prema alterna-
tivnoj ponudenoj heuristici. Za zadatu verovatnocu izbora p (0 < p < 1) u skladu sa
sluéajnom heuristikom, ovakvu heuristiku éemo dalje oznacavati sa VS? .~ o VS,.

Iako zanimljiva u kontekstu teorijske analize rada SAT resavaca, heuristika slu¢ajnog

izbora se u praksi pokazuje vrlo loSe i stoga se ne koristi. S druge strane, koris¢enje
heuristike VS?

random® VSz za vrlo malo p moze biti uspesnije od koriS¢enja same al-

ternativne politike.
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2.4 Heuristike za usmeravanje pretrage u CDCL sistemu

Nesto slozenija i, ujedno, najpopularnija heuristika izbora promenljive je heuri-
stika VSIDS. Ona koristi dinamicko rangiranje promenljivih prema njihovom uéeséu
u skorasnjim konfliktima. Za svaku promenljivu se ¢uva faktor aktivnosti. Prilikom
svakog konflikta, svim promenljivama koje ucestvuju u njemu povecava se faktor
aktivnosti za neku vrednost bumpAmount. Prilikom konflikta, bumpAmount se mnozi
koeficijentom decayFactor koji je ve¢i od 1. Na taj nacin, promenljive koje su
ucestvovale u skorijim konfliktima imaju vece faktore aktivnosti. S vremena na
vreme, svi faktori aktivnosti se skaliraju kako ne bi doslo do prekoracenja. Pro-
blem sa heuristikom VSIDS je §to na pocetku resavanja ni jedna promenljiva nema
prednost nad nekom drugom. Jednostavna modifikacija koja se u praksi pokazala
kao korisna je da se, na pocetku resavanja, faktor aktivnosti svake promenljive ini-
cijalizuje na broj njenih pojavljivanja u formuli. Politika je opisana u pseudokodu
koji sledi, a u nastavku teksta ¢emo je oznacavati sa VS%}%L? gde je b skracenica za
bumpAmount, d za decayFactor, a init oznacava da li se vrsi inicijalizacija polaznih

aktivnosti.

function selectVariable () : variable

begin
select v such that activityl[v] = max(activity)
return v

end

function onConflict (c: clause) : void
begin
foreach v in ¢
bumpVariableActivity(v)

end

function varDecayActivity () : void
begin
bumpAmount := bumpAmount * decayFactor

end

function bumpVariableActivity (v : variable) : void
begin
activityl[v] := activity[v] + bumpAmount
if activity[v] > MAX_ACTIVITY then
rescaleVariableActivities()

end
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2.4 Heuristike za usmeravanje pretrage u CDCL sistemu

function rescaleVariableActivities () : void
begin
foreach v
activity[v] := activityl[v] / MAX_ACTIVITY
bumpAmount := bumpAmount / MAX_ACTIVITY

end

Heuristike izbora polariteta promenljive

Kada je izabrana promenljiva u vezi sa ¢ijom vrednoséu ¢e biti doneta odluka,
potrebno je izabrati i njen polaritet, tj. odluciti da li ¢e joj prilikom odluke biti prvo
dodeljivana vrednost 0 ili 1. Najjednostavnije su heuristike konstantnog izbora. Pod
PSositive ¢e se podrazumevati heuristika koja uvek bira pozitivan polaritet za pro-
menljivu, dok ¢e PS,cgqtive 0zZnacavati heuristiku koja uvek bira negativan polaritet.

Heuristika koja se bazira na slu¢ajnom izboru, tako da se sa verovatno¢om p odlucuje

p

za pozitivan polaritet, a inaCe za negativan, oznacavace se sa PS) .

it

Nesto slozenija i cesto koris¢enja heuristika cuvanja polariteta, PS). i1, cachings

koja se u praksi pokazala vrlo uspesnom, bira polaritet promenljive koji je za nju
bio poslednji put izabran u odluci ili impliciran. Za polazni polaritet se u izvornoj
verziji politike bira negativan. Kako na ovaj nacin postoji moguc¢nost da se negativan
polaritet predugo zadrzi za veliki broj promenljivih i da tako ova politika bude
previse slicna politici PS,,¢gqtive, Ona se ¢esto modifikuje tako da se pocetni polaritet
promenljive inicijalizuje na pozitivan ako ona u formuli ¢es¢e ucestvuje bez negacije,

mnit

a na negativan u suprotnom. Ova politika ¢e se oznacavati sa PSSV . ching-

Heuristike otpocinjanja iznova

Najjednostavnija heuristika otpoc¢injanja iznova je da se ono ne koristi. Ona ¢e
se oznacCavati sa R, restart. Druge heuristike koje ¢e biti opisane se zasnivaju na
brojanju konflikata do sledeceg otpocinjanja iznova.

Heuristika koju koristi MiniSAT zahteva da se kao parametar zada polazni broj
konflikata do otpocinjanja iznova numConflictsForFirstRestart. Posle svakog
otpocinjanja iznova, broj potrebnih konflikata se pove¢ava mnozenjem sa drugim pa-

rametrom restartInc koji treba da bude veci od 1. Za ovu politiku buée korisé¢ena

'q

oznaka R . ede je ¢y skracenica za numConflictsForFirstRestart, a ¢ za

restartInc. Ova heuristika je opisana pseudokodom u nastavku.

function init () : void
begin

numConflictsForNextRestart := numConflictsForFirstRestart
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2.4 Heuristike za usmeravanje pretrage u CDCL sistemu

end

function shouldRestart () : bool

begin
if numConflicts >= numConflictsForNextRestart then return true
else return false

end

function onRestart () : void
begin
numConflicts := 0
numConflictsForNextRestart = numConflictsForNextRestart * restartInc

end

function onConflict () : void
begin
numConflicts = numConflicts + 1

end

Zbog eksponencijalnog rasta broja potrebnih konflikata posle kojeg dolazi do
otpoc¢injanja iznova pri ovoj politici, ono posle odredenog vremena prakticno ne-
staje. Zbog toga su formulisane dve heuristike brzog otpocinjanja iznova. Lubijeva
heuristika [61], vrsi i-to otpo¢injanje iznova posle t; - sizeFactor konflikata od
prethodnog. Pri tome je sizeFactor parametar politike, dok je niz ¢; definisan na

sledeéi nacin:

k=1 ako jei=2F—1
ti,Qk—1+1 ako je Qk_l S 1 S 2k —1

Prvih nekoliko elemenata niza t; su:

1,1,2,1,1,2,4,1,1,2,1,1,2,4,8,1, ...

Za ovu heuristiku Ce biti koris¢ena oznaka Ry}, gde m skracenica za sizeFactor.
Heuristika koris¢ena u resavacu PicoSAT [48], kao parametre trazi pocetni broj
konflikata do otpoc¢injanja iznova numConflictsForFirstRestart i faktor kojim se
ovaj broj mnozi — restartInc. Mnozenje se vrsi posle svakog otpocinjanja iznova,

sve dok broj potrebnih konflikata ne prede odredeno ogranicenje. U tom trenutku se
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2.4 Heuristike za usmeravanje pretrage u CDCL sistemu

to ograni¢enje mnozi sa restartInc, a broj potrebnih konflikata se ponovo postavlja
na numConflictsForFirstRestart. Ova politika Ce biti oznacena sa RG% . gde je

co skracenica za numConflictsForFirstRestart, a ¢ za restartInc. U nastavku

je dat odgovarajuc¢i pseudokod.

function init () : void

begin
inner := numConflictsForFirstRestart
outer := numConflictsForFirstRestart
end

function shouldRestart () : bool

begin
if numConflicts >= numConflictsForNextRestart then return true
else return false

end

function onRestart () : void
begin
numConflicts := 0;

if inner >= outer then

begin

outer := outer * restartInc

inner := numConflictsForFirstRestart
end

else inner = inner * restartInc

numConflictsForNextRestart := inner

end

function onConflict () : void
begin
numConflicts := numConflicts + 1

end

Heuristika izbora klauza za zaboravljanje

U trenutku kada treba vrsiti zaboravljanje, potrebno je imati nac¢in izbora kla-
uza koje ¢e biti zaboravljene. Kod MiniSAT resavaca, klauze se sortiraju prema
ucestalosti njihove upotrebe u analizama konflikta. Zaboravlja se odredeni proce-

nat, percentToForget, ukupnog broja klauza koje smeju biti zaboravljene. Klauze
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koje ne smeju biti zaboravljene su one koje su uzrokovale dodelu vrednosti trenutno
impliciranih promenljivih. Njih nazivamo zakljuc¢anim (eng. locked).
Aktivnost klauza se ra¢una na isti nacin kao aktivnost promenljivih kod politike

VShdmit Stoga u pseudokodu koji sledi racunanje aktivnosti klauza nije prikazano.

function onForget (learntClauses : clausel[]) : void
begin
unlockedClauses := removeLockedClauses(learntClauses)
sortAscendingOnActivity(unlockedClauses)
firstToForget := length(ulockedClauses) * (1 - percentToForget)
for i := firstToForget to length(unlockedClauses)
delete(unlockedClauses[i])

end

Heuristika izbora trenutka zaboravljanja

MiniSAT koristi heuristiku kod koje se zaboravljanje vrsi posto se nauci odredeni
broj klauza. Ovaj broj se povec¢ava za faktor forgetInc posle svakog otpocinjanja

iznova. U nastavku je dat odgovarajuéi pseudokod.

function init () : void
begin
numClausesForNextForget = numInitialClauses / 3

end

function shouldForget () : bool

begin
if numlearntClauses >= numClausesForNextForget then return true
else return false

end

function onConflict () : void
begin
numClausesForNextForget = numClausesForNextForget * forgetInc

end

function onForget () : void
begin
numLearntClauses := 0

end
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2.5 Ispravnost SAT resSavaca

Moderni SAT resavaci predstavljaju slozene softverske sisteme. Njihove imple-
mentacije zasnovane na CDCL sistemu pretrage ukljucuju netrivijalne algoritme i
tehnike na implementacionom nivou. Zbog toga je tesko ili ¢ak nemoguce uveriti se
da ne sadrze greske bez njihove formalne analize. Opisi novih procedura se obi¢no
diskutuju vezujuci se za konkretne implementacije i njihove tehnicke detalje, dok su
dokazi njihovih svojstava poput ispravnosti obi¢no dati u vrlo neformalnom obliku.
S obzirom na njihovu primenu u aplikacijama poput verifikacije softvera i hardvera
u kojima je ispravnost od kriticnog znacaja, dokazivanje njihvove ispravnosti pred-
stavlja vazan problem u nauc¢noj oblasti resavanja SAT problema. Prve korake u
teorijskoj analizi SAT reSavaca predstavlja formulisanje apstraktnih sistema pravila
koji ih formalno opisuju. Jedan takav sistem je prikazan u potpoglavlju 2.3. Na
osnovu tih apstraktnih sistema, uradeni su prvi dokazi ispravnosti SAT resavaca
[72, 53]. Kako su ovi dokazi bili standardni dokazi ,,na papiru”, sadrzali su ne-
preciznosti i nedorecenosti. Dodatno, nisu sadrzali dokaze ispravnosti algoritama i
slozenih struktura podataka koje se koriste na konkretnom nivou — u implemen-
tacijama SAT resavaca. Alternativa standardnim dokazima izvedenim ,na papiru”
predstavljaju formalni dokazi proverivi od strane specijalizovanog softvera — inter-
aktivnih dokazivaca (eng. proof assistant) ¢iji su glavni predstavnici sistemi Isabelle
[78] 1 Coq [25].

Formalizacija modernih SAT resavaca je uradena u sistemu Isabelle [65, 66, 67,
68]. Formalizacija je uradena na nekoliko nivoa. Dokazana je korektnost osnovne
DPLL procedure [67], potom korektnost apstraktnog sistema pravila za SAT [68],
zatim korektnost funkcionalne implementacije SAT resavaca [66] i korektnost impe-
rativne implementacije u okviru horove logike [65]. Formalizacija se oslanja na ap-
straktni sistem pravila Krsti¢a i Goela [53]. Dokaz saglasnosti SAT resavaca oslanja
se na nekoliko uocenih invarijanti apstraktnih pravila sistema. Dokaz zaustavljanja
se zasniva na zapazanju da je medu listama literala M koje indukuju parcijalne
valuacije za ulaznu formulu, moguce definisati parcijalno uredenje > takvo da vazi
My = M ukoliko je M; lista literala u stanju koje je dobijeno primenom pravila
na stanje kom pripada lista M;. Dokaz zaustavljanja se zasniva na svojstvima ovog
uredenja i ¢injenici da postoji konacan broj listi literala koje zadovoljavaju inva-
rijante pravila. Tezina dokaza zaustavljanja potice pre svega iz prisustva pravila
povratnog skoka. Takode se dokazuje da sva stanja u kojima se pravila ne mogu pri-
meniti, moraju biti ili prihvatajuca ili odbacujuca. Ova tri rezultata ¢ine ispravnost
SAT resavaca.

Ideja uvodenja uredenja nad listama literala bi¢e kluéna i u ovom radu u po-
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2.5 Ispravnost SAT resavaca

glavlju 4.4 prilikom dokazivanja svojstava CDCL sistema za koherentnu logiku. Ta-
kode, ispostavice se da su i neka od drugih svojstava CDCL sistema za SAT resavace
koja figurisu u dokazu zaustavljanja, takode korisne i u dokazima svojstava CDCL

sistema za koherentnu logiku.
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Glava 3

Prilagodljivo resavanje SAT

problema

Ova glava se bavi pristupima usmeravanja pretrage u resavanju SAT problema
zasnovanim na izboru resavaca, heuristika koje oni koriste i njihovih parametara, a
na osnovu svojstava konkretne instance problema koju je potrebno resiti. Ovaj izbor
se vrsi jednom — pre pocetka pretrage. Umesto razdvajanja i posebnog razmatranja
izbora SAT resavaca, heuristika ili njihovih parametara, moze se govoriti opste, u
terminima izbora algoritma. Ovo je opravdano utoliko pre $to se za sve pomenute
zadatke mogu koristiti iste ili vrlo sliéne tehnike.

Izvor potrebe za prilagodljivim resavanjem SAT problema je varijacija vremena
koju algoritmi pokazuju na razlicitim SAT instancama, zahvaljuju¢i cemu nijedan
algoritam nije pogodan za reSsavanje svih SAT instanci. Sistemi koji implementi-
raju tehnike za ovakvo prilagodljivo resavanje problema nazivaju se algoritamskim
portfolijima i vrlo su korisni u resavanju SAT problema. Iskustvo sa takmicenja u
reSavanju SAT problema (eng. SAT Competitions'), na kojem ucestvuju najbolji
sistemi za reSavanje SAT problema, pokazuje da algoritamski portfoliji za SAT ne
predstavljaju vise samo korisnu nadogradnju SAT reSavaca, ve¢ su sazreli da budu
primarni izbor u prakti¢nom resavanju SAT problema. Metode izbora algoritma
koje ¢e biti predlozene u ovoj glavi su znacajno jednostavnije od ranije koriS¢enih
metoda, a u praksi se pokazuju superiornim u odnosu na njih. Ove metode pocivaju
na sintaksnoj slicnosti instanci kojima odgovaraju isti algoritmi. Analiza sintaksne
slicnosti instanci uradena je pomocu dve predlozene metode, od kojih jedna pociva
na slicnosti grafova, a druga na rastojanjima izmedu vektora svojstava koja opisuju
instance.

Pored varijacije vremena reSavanja koju na istom problemu pokazuju razliciti

"http://www.satcompetition.org/



3.1 Osnove prilagodljivog resavanja SAT problema

algoritmi, postoji i znacajna varijacija vremena pri ponavljanju resavanja jedne in-
stance istim algoritmom pri malim promenama u zapisu problema, poput zamene
redosleda klauza ili literala u klauzi. Zbog ovog fenomena, za temeljno poredenje
SAT resavaca potrebne su naprednije tehnike od prostog merenja vremena resavanja,

opisane u narednim poglavljima.

3.1 Osnove prilagodljivog resavanja SAT problema

Pristup prilagodljivom resavanju SAT problema koji ¢e biti prikazan, sustinski se
temelji na pojmu slicnosti SAT instanci. Sli¢nost koja je od znacaja je prvo sintaksna
slicnost, a potom i slicnost algoritama koji su adekvatni za resavanje datih instanci.

Iskazne formule ¢iju je zadovoljivost potrebno proveriti ¢esto dolaze iz primena u
kojima se iskazna logika koristi za modelovanje stvarnih problema, uredaja i sli¢no.
Zahvaljujuéi tome, one se mogu podeliti u famzilije formula istog porekla. Opravdano
je pretpostaviti da slicnosti u njihovom poreklu impliciraju i slicnost algoritama koje
treba primeniti prilikom njihovog resavanja kako bi se dobilo na brzini. Stoga bi za
SAT resavanje bilo korisno da za razlicite familije formula budu poznati algoritmi
koji se ponasaju u proseku najbolje na njima, a da se algoritam koji treba primeniti
na nepoznatoj instanci bira na osnovu sli¢nosti sa ve¢ poznatim instancama.

Formule koje dolaze iz primena, a pripadaju razli¢itim familijama imaju razlicite
i, u pogodnoj grafovskoj reprezentaciji, vizuelno prepoznatljive strukture. Postoji
veéi broj nacina reprezentovanja formula grafovima. Takode, postoji i veéi broj
nacina vizualizovanja grafova. Stoga ovo zapazanje predstavlja samo neformalnu
motivaciju za dalje razmatranje, a ne formalan argument. Ipak, vizualizacija gra-
fovske strukture formule je tema kojoj je u literaturi ve¢ poklonjena paznja [91].
Pretpostavka na kojoj pocivaju metode koje Ce biti izlozene je da se ta struktura
moze na neki nacin automatski prepoznati i da se na osnovu nje moze postic¢i visok
nivo preciznosti klasifikacije. Kao ilustraciju prepoznatljivosti prikaza grafovskih
struktura koje odgovaraju formulama, navodimo nekoliko primera. Razmatrane
formule pripadaju korpusu sastavljenom za takmicenje SAT resavaca, SAT Compe-
tition 2002, a odgovarajuéi grafovi su vizuelizovani pomoéu paketa GRAPHVIZZ. Na
slikama 3.1, 3.2 1 3.3 su prikazane grafovske reprezentacije po dve formule iz tri fami-
lije. Neformalno govoreci, o¢igledno je da prikazi grafova koji predstavljaju formule
koje pripadaju istoj familiji imaju slican oblik, iako imaju razlicit broj ¢vorova.

Postojanje slicnosti izmedu formula iz iste familije se moze demonstrirati meto-

dama istrazivanja podataka — tako Sto bi se izvrsila automatska klasifikacija formula

’http://www.graphviz.org/
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Slika 3.1: Prikaz formula bart10.shuffled.cnf sa 144 promenljive i 560 klauza i
bart20.shuffied.cnf sa 270 promenljivih i 1476 klauza. Obe formule potic¢u iz pro-
blema verifikacije hardvera.

Slika 3.2: Prikaz formula homer06.shuffled.cnf sa 180 promenljivih i 830 klauza
i homer(09.shuffled.cnf sa 270 promenljivih i 1920 klauza. Obe formule poticu iz
problema verifikacije hardvera.

Slika 3.3: Prikaz formula rope_0003.shuffled.cnf sa 108 promenljivih i 252 klauze
i rope_0008.shuffled.cnf sa 288 promenljivih i 672 klauze. Obe formule poticu iz
problema bojenja grafova.
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u familije i proverio njen kvalitet.

3.1.1 Problem klasifikacije i slicnost SAT instanci

Klasifikacija je jedan od najces¢ih problema u istrazivanju podataka. Neka po-
stoji konacan broj unapred odredenih disjunktnih klasa C; ¢ija je unija ceo skup
instanci. Problem se sastoji u tome da se za novu, nepoznatu instancu pronade
jedna klasa kojoj ova instanca pripada. Formalno, ako je X skup svih instanci i ako
je dat skup {(z1,c1), (z2,¢2),...,(xn, )} gde je x; € X, a ¢; € N predstavlja redni
broj klase kojoj pripada i-ta instanca, onda je potrebno naci funkciju h : X — N
koja preslikava skup instanci X u skup rednih brojeva klasa kojima te instance
pripadaju.

Problem Kklasifikacije se moze javiti u razli¢itim prakticnim situacijama: prepo-
znavanje relevantnih priloga na Internet grupama [56], prepoznavanje rukom pisanog
teksta [59], prepoznavanje autora dokumenata [51] i sli¢no.

Problem klasifikacije se cesto resava tehnikama masinskog ucenja. Ucenje se
vrsi na osnovu podataka koje nazivamo podacima za trening, a njihov skup trening
skupom. Rezultat procesa ucenja nazivamo modelom. Nauceni model se kasnije na
neki na¢in primenjuje na nepoznate podatke kako bi se doslo do zakljucaka o njima.
Pre upotrebe uobic¢ajeno je da se model testira i evaluira. U tu svrhu se koristi
odvojen skup podataka za testiranje — test skup na kojima se ocenjuje unapred
izabrana mera kvaliteta kao Sto je procenat pravilno klasifikovanih instanci.

Ako se odredi neka funkcija rastojanja (ili slicnosti) nad instancama koje treba
klasifikovati, za resavanje problema klasifikacije moze se koristiti algoritam k& naj-
blizih suseda koji novu instancu dodeljuje klasi koja se najcesée javlja medu k naj-
blizih instanci za trening u smislu usvojene distance (ili sli¢nosti) [27].

Standardna mera kvaliteta klasifikacije je preciznost klasifikacije — broj tacno
klasifikovanih instanci podeljen ukupnim brojem instanci.

Kako bi se ispitala teza o slicnosti iskaznih formula iz iste familije potrebno
je proveriti preciznost klasifikacije iskaznih formula u familije. Za to je potrebno
definisanje mera sli¢nosti nad iskaznih formulama. U nastavku su predlozena dva

nacina merenja slicnosti.

e Prvi pristup merenju slicnost SAT instanci se zasniva na meri sli¢nosti nad gra-
fovima, posto je prva indikacija sli¢nosti upravo vizuelno ustanovljena slicnost

grafova.

e Drugi pristup se zasniva na predstavljanju iskaznih formula vektorima nu-

merickih atributa i koris¢enju mera rastojanja nad tim vektorima.
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3.1.2 Sli¢nost grafova i klasifikacija zasnovana na njoj

Slicnost grafova je od centralnog znacaja za razne tehnike analize podataka i
postoji veéi broj takvih metoda [52, 38, 14, 101]. Ove metode su uspesno prime-
njene u vise domena poput rangiranja rezultata upita prilikom pretrage Interneta
[52], izdvajanja sinonima [14], uparivanja struktura baza podataka [70], konstrukcije
filogenetskih stabala [38], analize socijalnih mreza [58] i slicno. Ove tehnike se ¢esto
zasnivaju na iterativnom raCunanju slicnosti ¢vorova grafova i izvodenju ukupne
mere slicnosti za cele grafove iz slicnosti ¢vorova. Medutim, poznatim metodama
nedostaju odredena pozeljna svojstva koja su potrebna za analizu sli¢nosti iskaznih
formula. Stoga je potrebno profinjenje pojma slicnosti grafova koje vodi do nove
metode za merenje slicnosti grafova i njihovih ¢vorova [75]. Za ovu novu metodu,
dokazana je konvergencija ali i sledec¢a pozeljna svojstva, od kojih svakoj postojecoj

meri sli¢cnosti nedostaje bar jedno:

e Pri racunanju sli¢nosti grafa sa samim sobom, svaki ¢vor bi trebalo da bude

e Vrednosti mere slicnosti ¢vorova treba da budu iz fiksiranog intervala, pri ¢emu
slicnost ¢vora sa samim sobom treba uvek da bude maksimalna vrednost iz

intervala.

e Vrednosti mere sli¢nosti ¢vorova ne treba samo da odrazavaju relativnu slicnost
slicnost dva ¢évora i nezavisno od sliénosti drugih ¢vorova (ovo svojstvo je

posebno vazno za konstrukciju mere sliénosti celih grafova).

e Slicnost ¢vorova treba prepoznati i u slucaju nedostatka grana koje vode ka

tom ¢voru ili od njega.

Sli¢nost ¢vorova grafova. U postoje¢im metodama, racunanje slicnosti x;; ¢vora
i iz grafa A i ¢vora j iz grafa B se bazira na sabiranju ili uprosec¢avanju sli¢nosti svih
parova ¢vorova koji su susedni ¢voru ¢ u grafu A i ¢voru j u grafu B. Predlozena
metoda, koja ¢e biti nazvana metoda uparivanja suseda, se bazira na principu koji
se moze ilustrovati slede¢im primerom. Dve ljudske ruke deluju sli¢no ne zato sto su
svi prsti jedne ruke slicni svim prstima druge ruke, ve¢ zato sto svakom prstu jedne
ruke odgovara jedan prst druge koji mu je vrlo slican. Analogno, koncept sli¢nosti se
moze korigovati — dva c¢vora i i j se mogu smatrati slicnim ukoliko se susedi ¢vora

© mogu upariti sa susedima cvora j koji su im vrlo slicni.
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Ako je (i,7) grana u grafu, ¢vor i se naziva ulazni sused ¢vora j, a ¢vor j se
naziva izlazni sused ¢vora i. Ulazni stepen us(i) ¢vora i je broj ulaznih suseda ¢vora
i, a izlazni stepen is(i) ¢vora i je broj izlaznih suseda ¢vora i. Ako su A i B dva
konac¢na skupa, uparivanje elemenata ovih skupova je skup parova M = {(7,j)|i €
A,j € B} takvih da ni jedan element jednog skupa nije uparen sa vise od jednog
elementa drugog skupa. Za uparivanje M, funkcije nabrajanja f: {1,2,...k} — A
ig:{1,2,...k} — B se definisu tako da vazi M = {(f(l),g(1)) | | = 1,2,...,k}
gde vazi k = |M|. Ako je w(a,b) funkcija koja dodeljuje tezine parovima elemenata
a € Aib e B, tezina uparivanja je suma tezina dodeljenih parovima elemenata
tog uparivanja. Problem dodele je problem nalazenja uparivanja elemenata skupova
A1 B najvece tezine, koje nazivamo optimalnim. Problem dodele se obi¢no resava
poznatim Madarskim algoritmom slozenosti O(mn?) gde je m = max(|A[,|B]) i
n = min(|A|, |B|) [54].

Racunanje slicnosti z;; ¢vorova 7 i j se zasniva na iterativnoj proceduri datoje

slede¢im jednacinama:

k+1 kJrl
Gt Su (69) 8 (1,7)

ij 5
gde je
Ml nis
s (i, ) <— — Z Tt (gt sEL(i, Z T iz (g2 1) (3.1)
My = max(us(i), us(j)) m;, = max(is(i),is(j))
Ny = min(us(i), us(y)) n;, = min(is(i),is(j))

pri ¢emu su funkcije ;jl i gzl funkcije nabrajanja za optimalno uparivanje ulaznih

suseda ¢vorova i i j u odnosu na funkciju tezine w(a,b) = xf,, i analogno za f;7 i

0
]

za svako 7 1 7. Kriterijum zaustavljanja je max;; \xij — :L‘Z.j’ !'| < & za neku odabranu

gfj U jednac¢inama (3. 1) = se definise kao 1. Polazne vrednosti slicnosti z;; su 1

preciznost €.

Primer 1 Zarad ilustracije metoda, metod je primenjen na dva grafa (prikazana na
slici 3.4). Vrednosti mere slicnosti njihovih ¢vorova su date u tabeli 3.1. U datoj
tabelt moze se primetiti znacajna slicnost ¢vorova 14 sa 1g i 3 posto oni tmaju
samo po jednu izlaznu granu 34 sa 6 posto oni imaju samo po jednu ulaznu granu.

Cwor 24 je slican ,,unutrasnjim” ¢vorovima 2,45 @ 5g.
70 J
Predlozeni metod konvergira, kao sto tvrdi sledeca teorema.

Teorema 1 Za bilo koja dva grafa A i B, i za bilo koji par ¢vorovai € A i j € B,

postoji granicna vrednost x;; = limy_,o zF. sa vrednoséu u intervalu [0, 1].

ij
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1 2 3
o——0—0
Ga

Slika 3.4: Primer dva grafa.

Tabela 3.1: Slicnosti ¢vorova grafova datih na slici 3.4, izracunate koris¢enjem me-
tode uparivanja suseda za ¢ = 1074,
]-B QB 3B 43 53 63
14 0.682 0.100 0.597 0.200 0.000 0.000
24 0.000 0.364 0.045 0.195 0.400 0.000
34 0.000 0.000 0.000 0.091 0.091 0.700

Dokaz. Za svako i € Aij € B, niz (z;)72, je neopadajuéi. To ¢e biti dokazano
indukcijom po k.

Polazna vrednost sli¢nosti x¥ ; Je jednaka 1, po definiciji. U prvoj iteraciji, tezina
optimalnog uparivanja ulaznih, odnosno izlaznih ¢vorova je jednaka n,;, odnosno n;,,
posto je tezina uparivanja bilo koja dva ¢vora 1. Posto vazi my; > Ny 1 mi, > ny.,

Niz

vazi sk (i,7) = % <1lis.(i,7) = o

< 1. Isto vazi i za prosek ove dve vrednosti
koji je po definiciji x . Ovim je dokazano da u prvom koraku vrednost sli¢nosti ne
moze da poraste Sto je baza indukcije.

Pretpostavimo da je do iteracije k£ niz vrednosti x’?- neopadajuci, sto znaci da

k-1

vazi xk < z;; . Ovo znaéi da tezine uparivanja (Sto su upravo x; ) bilo koja dva

¢vora pr1hkom racunanja s*™ i P nisu veée nego tezine (v ij) prilikom racunanja

iz
k k
Sl 1 Sizs

k:+1
ul

i stoga vazi st < sk, 1 sFH < sk Ovo ée biti dokazano u sluéaju sliénosti
ulaznih ¢vorova, a rezonovanje za shcnost izlaznih ¢vorova S ! je analogno.
Neka su ij i gij funkcije nabrajanja optimalnog uparivanja ulazmh suseda ¢vorova

i € Aij € B uiteraciji k. Tada vazi

Nl Nl Nyl

k+1
E $k+1 k+1l)_ E $k+1l)k+1 < E $fkl)k
7]

Prva nejednakost vazi na osnovu induktivne pretpostavke, a druga iz optimalnosti
uparivanja definisanog funkcijama fJ; i g7, u iteraciji k. Deljenjem svih izraza sa m.,
zakljucuje se da vazi s¥71(i,7) < s¥,(i,7). Isto vazi i za slicnosti izlaznih évorova.
Stoga vazi xk“ < xfj Ovim je dokazan korak indukcije. Stoga je niz vrednosti

slicnosti (zf;)72 neopadajuci.
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Indukcijom po k ¢e biti dokazano da su u svim iteracijama vrednosti sli¢nosti
nenegativne. U prvoj iteraciji vrednosti slicnosti su nenegativne po definciji. U sva-
koj sledecoj iteraciji, vrednosti se azuriraju uprosecavanjem vrednosti iz prethodne
iteracije. Uprosecavanjem nenegativnih vrednosti dobijaju se nenegativne vredno-
sti. Stoga su vrednosti slicnosti ogranicene odozdo nulom. Nerastuéi niz ogranicen

odozdo mora imati graniénu vrednost, tako da x;; = limy_ . 2 postoji. Posto je
’ J - iJ

0

ij

posto su svi elementi nenegativni, grani¢na vrednost mora biti nenegativna. Ovim

niz nerastudéi i vazi x;; = 1, grani¢na vrednost ne moze biti ve¢i od 1. Takode,
je teorema dokazana. [J

Jednostavnim primerima se moze pokazati da je ova mera slicnosti moze uzeti i
maksimalnu i minimalnu vrednost iz intervala [0, 1].

Vazno svojstvo sli¢nosti za izomorfne grafove, dato je slede¢om teoremom.

Teorema 2 Neka su A i B dva izomorfna grafa. Neka je f : A — B izomorfizam

ova dva grafa. Za svaki cvori € A, vazi x; 5y = 1.

Dokaz. Indukcijom po k se moze dokazati da vazi xﬁf(i) =1lzasveiec Aisvek > 0.

Po definiciji, polazna vrednost 332 ) je jednaka 1 za sve i € A. Ovim je doka-
zana baza indukcije. Neka je k& > 0. Neka vazi xf’f(i) = 1zasvei € A. Posto je
f izomorfizam dva grafa, ¢vorovi ¢ i f(i) moraju imati isti broj ulaznih i izlaznih
suseda. Stoga vazi m,; = ny 1 m;. = n;.. Stoga je dovoljno dokazati da su tezine
optimalnih uparivanja za ulazne i izlazne sli¢nosti jednake n,; i n;,. Prvo ¢e biti
razmotrena sli¢nost ulaznih ¢évorova. Posto je f izomorfizam, f preslikava sve ulazne
susede ¢vora ¢ u ulazne susede ¢vora f(i). Tezine x,5(,) uparivanja svakog ulaznog
suseda a Cvora ¢ sa ulaznim susedom f(a) ¢vora f(i) su jednake 1 na osnovu in-
duktivne hipoteze, sto je pri tome maksimalna vrednost. Stoga, uparivanje ulaznog
suseda a ¢vora i sa ulaznim suedom f(a) ¢vora f(i) je optimalno. Posto postoji
n.; ulaznih suseda, tezina optimalnog uparivanja ulaznih suseda je n;,. Analognim
zakljuc¢ivanjem se moze pokazati da je tezina optimalnog uparivanja izlaznih suseda
jednaka n,,. Stoga, i ulazna i izlazna sliénost évora ¢ sa évorom f(i) u koraku k+1
je 1 za sve i € A, pa je stoga i njihov prosek $f}“(12) takode jednak 1 za sve i € A.

Posto vazi xﬁf(i) =1lzasve k> 0,17 € A, limes z; y;) je takode jednak 1 za sve
e A0

U slucaju gde je A = B i f trivijalni automorfizam f(i) = i, za sve i € A, ova

teorema ima jednostavnu posledicu.
Posledica 1 Za svaki graf A i svaki cvori € A, vazi xy; = 1.

Prema navedenim tvrdenjima, metoda uparivanja suseda poseduje prve dve od

nabrojanih pozeljnih osobina.
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A B C
Slika 3.5: Primer tri grafa.

Kako se matrica slicnosti [x;;] ne normira na kraju iteracije kao kod drugih
metoda, lako je naéi primere grafova ¢iji svi ¢vorovi imaju sliénost 0 ili 1. U sluc¢aju
¢vorova kojima nedostaju ulazne ili izlazne grane, njihova ulazna, odnosno izlazna,
slicnost je 1. Moze se zakljuciti da metoda uparivanja suseda poseduje sva navedena

pozeljna svojstva.

Sliénost grafova. Slicnosti z;; izracunate metodom uparivanja suseda mogu se
upotrebiti za definisanje mere slicnosti dva grafa. Neka su f i g funkcije nabrajanja
optimalnog uparivanja ¢vorova grafova A i B u odnosu na funkciju tezine z;; i neka
vazi n = min(|A|,|B]). Tada se slicnost grafova A i B moze definisati na sledeéi
nacin

1 n
S(A, B) = ﬁ Z xf(l)g(l)' (32)
=1

Na osnovu teoreme 1, vrednost mere slicnosti s je u intervalu [0, 1]. Posledica teo-
reme 2 je da u slu¢aju da su A i B izomorfni grafovi, vazi s(A, B) = 1. Naravno, i

drugacije definicije slicnosti dva grafa su moguce.

Primer 2 Na slici 3.5, prikazana su tri grafa. Vazi s(A,B) = 0.74, s(A,C) =~
04 s(B,C) =~ 0. Razlog za ovakav odnos slicnosti parova grafova bi se mogao
tlustrovati sledecom neformalnim razmatranjem. U prva dva grafa, protok duz grana
se iz spolynih ¢vorova koncentrise u centralni deo grafa, dok kod treceg grafa postoji

ciklican protok.

Metoda uparivanja suseda se u evaluaciji na nekoliko problema pokazala superi-

ornom u odnosu na druge metode [75].

Sli¢nost iskaznih formula. Iskazne formula se mogu predstaviti grafom ¢iji su
¢vorovi klauze i literali i u kojem postoji grana izmedu klauze i literala ukoliko
literal ucestvuje u klauzi. To je takozvani graf literala i klauza. Formula se moze

predstaviti i grafom ¢iji su ¢vorovi promenljive i u kojem postoji grana izmedu dve
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promenljive ukoliko se one javljaju u istoj klauzi u iskaznoj formuli. Ovo je graf
promenljivih.

Kako bi se proverila teza o slicnosti iskaznih formula iz iste familije, uradena je
klasifikacija iskaznih formula u familije, koris¢enjem metoda k najblizih suseda. Za
merenje slicnosti koriséena je metoda uparivanja suseda. Koris¢eno je 149 instanci iz
9 familija iz korpusa sa takmicenja SAT 2002.> Odabrane instance su one sa manjim
brojem ¢vorova u grafu literala i klauza, kako bi ra¢unanje slicnosti bilo vremenski
efikasno. Grafovi literala i klauza za vec¢inu formula su imali do 1000 ¢vorova, ali su
grafovi 25 formula bili veéi (do 5280 ¢vorova). Klasifikacija je izvrsena koriséenjem
algoritma k najblizih suseda sa unakrsnom validacijom [27] — za svaku formulu F,
algoritmom k najblizih suseda odabrana je klasa na osnovu preostalih formula.

Eksperimenti su sprovedeni na klaster racunaru sa 32 Intel Xeon procesora rad-
nog takta od 2GHz sa dva jezgra i sa 2GB RAM memorije po procesoru. Ukupno
vreme eksperimenta, koje je ukljucivalo 11026 izracunavanja slicnosti, je 102 sata, a
prose¢no vreme racunanja slicnosti je 33 sekunde. Najbolja preciznost klasifikacije
je bila 93% za k = 7. Ovim je potvrdeno da iskazne formule iz iste familije imaju
strukturu koja se moze uspesno automatski prepoznati, ali je racunanje slicnosti
grafova koji odgovaraju formulama previse racunski zahtevno da bi se koristilo u

praksi.

3.1.3 Numericki atributi iskaznih formula i klasifikacija za-

snovana na njima

SATzilla, algoritamski portfolio koji dominira prethodnim takmicenjima SAT
reSavaca?, je najvazniji i najuspesniji algoritamski portfolio za SAT problem, sa za-
divljujué¢im performansama [99, 98]. Medu brojnim doprinosima sistema SATzilla,
verovatno je najvec¢i uticaj na dalji razvoj oblasti ucinilo predlaganje skupa atributa
kojima se mogu okarakterisati instace SAT problema. Ovaj skup atributa intenzivno
je koris¢en u mnogim drugim sistemima ukljucujuéi i one koji su predlozeni u ovom
radu. Ovi atributi su prvi put predlozeni od strane Nudelmana i saradnika [79], ali
su u kasnijim verzijama prosirivani [98].

Na slici 3.6 su prikazani atributi SAT instanci koje koriste sve verzije sistema
SATzilla [99]. One se mogu podeliti u dve kategorije. Prvu grupu ¢ine ¢isto sin-
taksni atributi (1-33) koji mogu biti izrac¢unati jednostavnim pregledom instance.
Drugu grupu ¢ine atributi koji se racunaju na osnovu kratkih pokretanja algoritama

pretrage nad ovim instancama (34-48). Ovi atributi su koriséeni od strane vise al-

3Instance su dostupne na adresi http://www.satcompetition.org.
‘http://www.satcompetition.org/
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goritamskih portfolija za SAT problem [99, 73, 49, 62, 77]. U svim eksperimentima

opisanim u nastavku ¢e biti koris¢eni samo sintaksni atributi.

1-3.

9-13.

14-17.

18-20.

21-25.

26-27.

28.
29-33.

34-38.

39-40.

41-44.

45.

46-47.

48.

Atributi vezani za velicinu instance:
Broj klauza ¢, Broj promenljivih v, Odnos v/c

Atributi vezani za graf literala i klauza:

. Statistike stepena cvorova literala: prosek, koeficijent varijacije,

minimum, maksimum i entropija.
Statistike stepena cvorova klauza: prosek, koeficijent varijacije,
minimum, maksimum i entropija.

Atributi grafa promenljivih:

Statistike stepena ¢vorova: prosek, koeficijent varijacije, minimum
i maksimum.

Atributi vezani za odnose:

Odnos broja pozitivnih i negativnih literala u klauzama: prosek,
koeficijent varijacije i entropija.

Odnos broja pozitivnih i negatvinih pojavljivanja promenljivih:
prosek, koeficijent varijacije, minimum, maksimum i entropija.
Udeo klauza duZine dva © tri.

Blizina Hornovoj formuli:

Udeo Hornovih klauza
Broj pojavijivanja svake promenljive v Hornovim klauzama: pro-
sek, koeficijent varijacije, minimum, maksimum i entropija.

Atributi pretrage DPLL procedurom:

Broj jedini¢nih propagacija: racunat na dubini pretrage 1,4,16,64
i256.

Ocena wveli¢ine prostora pretrage: prosetna dubina konflikta,
ocena logiratma broja ¢vorova u stablu pretrage.

Atributi lokalne pretrage:

Broj koraka do najboljeg lokalnog minimuma po pokretanju: pro-
sek, medijana, deseti i devedeseti percentil za lokalni reSava¢ SAPS.
Proseéno poboljsanje kvaliteta tekuceg resenja v odnosu na najbolje
resenje po pokretanju reSavaca SAPS.

Udeo poboljsanja dobijenog na osnovu prvog lokalnog minimuma:
prosek za resavace SAPS i GSAT.

Koeficijent varijacije broja nezadovoljenih klauza u svakom lokal-
nom minimumu pri pokretanju reSavaca SAPS.

Slika 3.6: Atributi koriséeni od strane sistema SATzilla.

Kako bi se vektori numerickih atributa koristili za klasifikaciju algoritmom k&

34



3.2 Metode prilagodljivog resavanje SAT problema

najblizih suseda, potrebno je definisati funkciju rastojanja nad njima. U ovom radu
bice koriséeno nekoliko funkcija rastojanja koje su se pokazale uspesnim u drugim

domenima [94].

di(w,y)= [ D (i —u)? (3.3)

T € atributi

2
Li — Yi
da(,y) = (—— ) (3.4)
xegz:buti |[E1y7,’ +1

‘371 Yil
) > NETES (3.5)

TE€ atributi

2
Ti — Yi
di(z,y) = D <—> 3.
rEatributi |x2yz‘ + 10

Za klasifikaciju je koriséen ceo korpus sa takmicenja SAT 2002, od 1964 formule.
Eksperimenti su sprovedeni na klaster racunaru sa 32 Intel Xeon procesora radnog
takta od 2GHz sa dva jezgra i sa 2GB RAM memorije po procesoru. Proseéno vreme
racunanja atributa je bilo 0.39 sekundi, a najbolja preciznost izracunata unakrsnom
validacijom postignuta je za k = 1 sa merom rastojanja ds i iznosila je 98,6%. Pri-
stup klasifikovanju instanci pomoc¢u numerickih atributa daje izrazito visoku preci-
znost, a vreme racunanja atributa i rastojanja je za prakticne potrebe zanemarljivo

i stoga se moze koristiti kao osnova prilagodljivog resavanja SAT problema.

3.2 Metode prilagodljivog reSavanje SAT problema

Kao §to je rec¢eno, najefikasniji i najznacajniji algoritamski portfolio za SAT
problem je SATzilla [99]. SATzilla je vrlo uspesan sistem, ali vrlo slozen i nije
ga lako razumeti, reimplementirati ili modifikovati. Ovo inspiriSe na potragu za
jednostavnijim principom za izgradnju algoritamskog portfolija. U ovom poglavlju
bi¢e opisana dva pristupa prilagodljivom izboru algoritma za resavanje zadate SAT
instance. Oba se zasnivaju na metodi k-najblizih suseda. Pri tome, oba su znacajno
jednostavniji od sistema SATzilla, a u eksperimentalnoj evaluaciji pokazuju bolje
rezultate. Kako je SATzilla najefikasniji postojec¢i portfolio sistem, zakljucuje se

da su predstavljene tehnike bolje od postojec¢ih pristupa.

Tehnika zasnovana na klasifikaciji. Iskazne formule koje nastaju zapisivanjem

prakti¢nih problema (na primer, rasporedivanje ¢asova, verifikacija razlicitih vrsta
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3.2 Metode prilagodljivog resavanje SAT problema

function ArgoSmArT (
T : (atributeVector,family) [],
f : function (F : family) : algorithm,
k : integer,
i : instance

) : algorithm

begin
v o

computeAtributeVector (i)
T’ := nearestNeighbors(k,v,T,distance)
F := mostFrequentFamily(T’)
return f(F)

end

Slika 3.7: Procedura za izbor algoritma zasnovana na klasifikaciji instanci u familije.

hardvera i slicno) se mogu podeliti u familije na osnovu svog porekla, odnosno
problema koji predstavljaju. Kao sto je pokazano u potpoglavljima 3.1.3 1 3.1.2, in-
stance koje pripadaju jednoj familiji su medu sobom obi¢no sintaksno sli¢nije nego
instance koje pripadaju razlicitim familijama. Ove sli¢nosti se mogu iskoristiti kao
osnova za izgradnju algoritamskog portfolija zasnovanog na klasifikaciji algoritmom
k najblizih suseda. Prva predlozena tehnika, zasnovana na klasifikaciji nepoznate
instance u neku od poznatih familija, podrazumeva da je skup instanci unapred
particionisan na familije i da je za svaku od tih familija poznato koji algoritam, iz
nekog skupa unapred datih algoritma, u proseku najbrze resava instance te familije.
Nepoznata instanca koju je potrebno resiti, se klasifikuje algoritmom k najblizih su-
seda u jednu od familija i reSava se algoritmom koji odgovara toj familiji. Precizniji
opis je dat na slici 3.7. Na osnovu rezultata prikazanih u potpoglavlju 3.1.3, naj-
bolja vrednost za parametar k je 1 i ta vrednost ¢e biti koriS¢ena u svim narednim
eksperimenitma, tako da u njima k nece figurisati kao parametar tehnike. Izbori
funkcija computeAtributeVector i distance mogu biti razli¢iti i nisu definisani
opisom ove opste tehnike. Takode nacin na koji ¢e za svaku familiju biti odabran
pogodan algoritam nije jedinstveno odreden, ali postoji nekoliko metoda pomocu

kojih je to moguée uraditi [43, 3]. Ova tehnika ¢e se zvati ArgoSmArT.

Tehnika zasnovana na sliénosti pojedinac¢nih instanci. Druga tehnika je in-
spirisana zapazanjem da postojeci portfolio sistemi za SAT, pa i tehnika ArgoSmArT,
grade svoje modele (regresioni modeli, grupisanje instanci, itd.) unapred bez ob-
zira na karakteristike ulazne instance. Stoga je pozeljno isprobati tehniku koja bi
se oslanjala na lokalne modele specificne za instancu koju je potrebno resiti. To

je takode moguce postic¢i razmatranjem njenih suseda u prostoru zadatih atributa.
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3.2 Metode prilagodljivog resavanje SAT problema

function ArgoSmArTkNN (
A : algorithm[],
T : (atributeVector,time)[],
k : integer,
i : instance
) : algorithm

begin
v := computeAtributeVector(i)
T’ := nearestNeighbors(k,v,T,distance)
foreach a in A

c’[a] := cost(a,T?)
select A’[] such that a € A’ iff a € A and c¢’[a] = min(c’)
foreach a in A’
c’’[a] := cost(a,T)
select A’’[] such that a € A’’ iff a € A’ and c’’[a] = min(c’’)
select a such that a € A’’
return a
end

Slika 3.8: Procedura zasnovana na lokalnom izboru algoritma.

Sledec¢a tehnika podrazumeva da je dat skup instanci za koje je poznato vreme
izvrsavanja svih algoritama (u okviru unapred odredenog maksimalnog vremena za
resavanje) u algoritamskom portfoliju. Na osnovu ovih vremena, za svaki solver se
moze izracunati cena pokretanja na svakoj instaci (Sto je vede vreme pokretanja,
veéa je cena). Za ulaznu instancu se prvo nalazi k najblizih poznatih instanci, a onda
se instanca resava algoritmom koji na nadenim instanciama ima najmanju cenu. U
slucaju da vise algoritama ima jednaku cenu na tim instancama, onda se bira bilo
koji od njih sa najmanjom cenom na celom skupu poznatih instanci. Ova procedura
je preciznije opisana na slici 3.8. Funkcije computeAtributeVector, distance i
cost se mogu izabrati na razlicite nacine i nisu definisane opisom ove opste tehnike.
Ova tehnika ce se zvati ArgoSmArT k-NN.

Neke karakteristike ovih tehnika se mogu uociti i bez empirijske evaluacije. Teh-
nika ArgoSmArT k-NN zahteva poznavanje vremena reSavanja k susednih instanci
pomocu svih algoritama. U sluc¢aju velikog broja algoritama, kao u slucaju pro-
blema izbora heuristika i njihovih parametara gde broj moguc¢ih kombinacija moze
da se meri hiljadama i desetinama hiljada, primena ove tehnike je prakticno ne-
moguca osim u slucaju k = 1 kada je za svaku instancu dovoljno poznavati makar
jedan algoritam koji je efikasno resava. S druge strane, ArgoSmArT k-NN ne zahteva
nikakvo grupisanje instanci koje moze predstavljati ogranic¢enje u slucaju nedostatka
adekvatnog korpusa.

U nastavku su prikazani rezultati primene datih tehnika na slede¢e probleme:
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3.3 Izbor heuristika SAT reSavaca

1. problem izbora heuristika SAT resavaca pogodnih za reSavanje ulazne KNF

instance,
2. problem izbora SAT resavaca pogodnog za resavanje ulazne KNF instance i
3. problem izbora SAT resavaca za reSavanje zadate ne-KNF instance.

Drugi relevantni sistemi za reSavanje tih problema su diskutovani na kraju svakog

poglavlja.

3.3 Izbor heuristika SAT reSavaca

U ovom poglavlju ¢e opste tehnike prikazane u poglavlju 3.2 biti primenjene na
problem izbora heuristika SAT resavaca ArgoSAT [64]. ArgoSAT predstavlja visoko
podesivi CDCL SAT resavac koji nudi vise razli¢itih heuristika za razne aspekte svog

funkcionisanja.

Konfiguracije resavaca. U tabeli 3.2, prikazane su heuristike koje ¢e biti koriséene
sa svojim parametrima u skladu sa oznakama iz poglavlja 2.4. Jedan izbor heuri-
stika za svaki od nabrojanih aspekata rada SAT resavaca nazivace se konfiguracijom.

Ukupan broj konfiguracija je 60 (3 - 5 - 4).

Tabela 3.2: Pregled heuristika koris¢enih u eksperimentu.

.o 1.0,1.0/0.95, FRE:
Izbor promenljive VS, andoms VSvsing “
0.05 1.0,1.0/0.95, FREQ
VSmndomO VS VSIDS
Izbor polariteta promenljive PS,qg, PSype, PSY2
pSNEG PSFREQ
polarity_caching’ polarity_caching
TR 100,15 psi2  pl00,1.5
Otpocinjanje iznova Ro_restarts Ripinisats Rluby’ Rpicosat

Korpus. Predlozene tehnike bi¢e primenjene i evaluirane na korpusu sa takmicenja
SAT resavaca SAT 2002.° Tako postoje korpusi iz skorijih godina, prednost ovog kor-
pusa je sto se sastoji iz velikog broja familija iskaznih formula slicnog porekla. Ovo
svojstvo ga Cini zanimljivim za primenu tehnike ArgoSmArT. Ukupan broj instanci
u korpusu je 1964, a broj familija (skupova instanci koji poticu od istog problema)
je 38.

Shttp://www.satcompetition.org/
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3.3 Izbor heuristika SAT reSavaca

Empirijska evaluacija. Sve instance iz korpusa su resene za svih 60 konfigura-
cija koje se mogu dobiti kombinovanjem heuristika iz tabele 3.2. Dozvoljeno vreme
reSavanja za jednu instancu i jednu konfiguraciju je bilo 600s. Ukupan broj pokre-
tanja SAT resavaca je bio 117840 (= 1964 - 60). Eksperimenti su sprovedeni na
klaster racunaru sa 32 Intel Xeon procesora radnog takta od 2GHz sa dva jezgra
i sa 2GB RAM memorije po procesoru. Ukupno procesorsko vreme potroseno za
eksperimente je oko 505 dana. U svrhe evaluacije, iz korpusa je slu¢ajnim izborom
izdvojena jedna trec¢ina instanci koje ¢e biti koris¢ene iskljucivo za testiranje.

Za funkciju rastojanja koriséena je funkcija dz koja se pokazala kao najbolja u
eksperimentima opisanim u potpoglavlju 3.1.3. Kao i u tim eksperimentima, i u
ovom su bila koris¢ena prva 33 atributa sistema SATzilla. Atributi nisu skalirani
posto koris¢ena funkcija dz ukljuc¢uje normiranje razlika vrednosti atributa. Za funk-
ciju cene koristi se PAR10 skor koji je jednak vremenu resavanja instance ako je
instanca resena, a desetostrukoj vrednosti vremenskog ogranic¢enja ukoliko instanca
nije reSena [43]. PARI0 skor reSavaca na skupu instanci jednak je sumi PARI0
skorova na pojedina¢nim instancama. U slu¢aju tehnike ArgoSmArT, na osnovu
rezultata prikazanih u potpoglavlju 3.1.3, najbolja vrednost za parametar k je 1.
Za tehniku ArgoSmArT k-NN, eksperimentalno je utvrdeno da je najbolja vrednost
k = 5. Pored ove vrednosti, bi¢e prikazani rezultati i za ArgoSmArT 1-NN zbog po-
sebnog znacaja ove varijante prokomentarisanog u prethodnom poglavlju. U tabeli
3.3, prikazano je poredenje broja resenih formula i medijana (sredisnjih vrednosti)
vremena resavanja koje su na odvojenom test skupu postigli ArgoSmArT, ArgoSmArT
1-NN, ArgoSmArT 5-NN, najbolja pojedina¢na konfiguracija na trening skupu®, port-
folio sistem ISAC [49] i virtualna najbolja konfiguracija — teorijski najbolji prortfolio

koji za svaku instancu bira najbolju od raspolozivih konfiguracija.

Tabela 3.3: Poredenje algoritamskih portfolija za izbor heuristika SAT resavaca.

Metoda Broj reSsenih  Medijana vremena

instanci reSavanja
Najbolja pojed. konf. 337 256.4s
ArgoSmArT 1-NN 343 224.2s
ISAC 357 118.9s
ArgoSmArT 357 110.7s
ArgoSmArT 5-NN 358 129.6s
Virt. najbolja konf. 372 58.7s

Kako bi se shvatio pun znacaj prikazanih rezultata, treba imati u vidu vrlo brz

rast niza sortiranih vremena resavanja za sve tehnike prikazan na slici 3.9. Sa slike se

1.0,1.0/0.95, FREQ

U ovom eksperimentu to je bila konfiguracija (VSygrpg , PSNEG 100,1.5 ).

polarity_caching’ '“minisat
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3.3 Izbor heuristika SAT reSavaca

uocava da je resavanje svake sledec¢e instance mnogo teze nego resavanje prethodnih
instanci. Dodatno, svi metodi resavaju 40-50% instanci iz test skupa za manje od
1s. Ovo znaéi da bi relativne razlike izmedu brojeva resenih instanci izgledale mnogo
vece kad bi se lake instance uklonile.

Moze se primetiti da algoritamski portfoliji znacajno nadmasuju najbolju po-
jedinacnu konfiguraciju. Rezultat ostvaren od strane tehnike ArgoSmArT 1-NN je
znacajno losiji od ostalih varijanti predlozenih tehnika. Najverovatniji razlog za to
je veliki broj vrlo lakih instanci u korpusu koje su uspesno resene koris¢enjem bilo
koje konfiguracije, pa stoga jedna susedna instanca ¢esto ne daje dovoljno informa-

cije za razlikovanje konfiguracija.

o
S 4
o
—e— Najbolja konfiguracija
—A—  ArgoSmArT
8 _|—+— ArgoSmArT 1-NN
O |—>=— ArgoSmArT 5-NN
—&— Virtualno najbolja konfiguracija
o
S
<
(3]
£ 8 -
9 [92]
>
o
S
N
o
S
-
o -

0 100 200 300

Redni broj formule u sortiranom nizu

Slika 3.9: Sortirana vremena reSavanja za razlicite tehnike izbora konfiguracije.

Treba primetiti da iako ArgoSmArT 5-NN resava najvise instanci, ArgoSmArT je
ipak pogodniji za reSavanje ovog problema, s obzirom da resava samo jednu formulu
manje, a zahteva samo da se za svaku familiju zna jedna dobra konfiguracija Za
razliku od njega, ArgoSmArT k-NN za k > 1 zahteva da se na svim instancama
trening skupa zna vreme reSavanja svih mogué¢ih konfiguracija. S obzirom na to da

broj svih mogucih konfiguracija nekad moze da se meri i desetinama hiljada, ovo je
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3.4 Izbor KNF SAT resavaca

ozbiljna mana tehnike ArgoSmArT k-NN.
Prikazani rezultati pokazuju da se inteligentnim, a ipak jednostavnim, izborom

heuristika SAT resavaca moze znacajno povecati njegova efikasnost.

Relevantni sistemi. ISAC je sistem za konfigurisanje resavaca koji se moze ko-
ristiti kao algoritamski portfolio [49]. Ovaj sistem je u literaturi opisan godinu
dana posle tehnike ArgoSmArT [73] i koristi vrlo sli¢ne ideje. Za razliku od tehnike
ArgoSmArT, ISAC automatski vrsi grupisanje instanci u familije koriS¢enjem metoda
klasterovanja. On ukljucuje GGA, sistem za nalazenje pogodnih konfiguracija za sku-
pove instaci [3]. Takodse, instance se predstavljaju koris¢enjem SATzilla atributa
skaliranih u interval [-1,1]. Za ulaznu instancu, racunaju se atributi, i nalazi se
centar najblizeg klastera u trening skupu. Ukoliko je rastojanje do centra tog kla-
stera manje od nekog praga, za reSavanje ulazne instance koristi se konfiguracija
najbolja za taj klaster. U suprotnom se koristi konfiguracija koja je najbolja za ceo
trening skup. S obzirom na sli¢nost ovog sistema sa predlozenim tehnikama, sli¢nost
dobijenih rezultata nije iznenadujuca.

SATzilla nije pogodan sistem za izbor konfiguracija SAT resavaca s obzirom
na to da SATzilla mora da trenira po jedan predikcioni model za svaku konfigu-
raciju, a broj mogucih konfiguracija moze biti izuzetno veliki. Kao §to je receno,
za primenu tehnika ArgoSmArT i ArgoSmArT 1-NN, dovoljno je poznavati po jednu
dobru konfiguraciju za svaku familiju ili pojedina¢nu instancu uz trening skupa, Sto
je mnogo lakse obezbediti. Poredenje ovih tehnika sa sistemom SATzilla bic¢e dato
u slede¢em poglavlju na drugom problemu.

Pored ovih, postoje i stariji pristupi koji nemaju dostupne implementacije niti
ucestvuju na takmicenjima resavaca [55], ili su orijentisani na reSavanje drugih,

srodnih, problema [88].

3.4 Izbor KNF SAT resavaca

U ovom poglavlju ¢e tehnike iz poglavlja 3.2 biti primenjene na problem izbora
SAT resavaca koji kao svoj ulaz uzimaju formulu u KNF obliku, $to je standardni
ulaz za SAT resavace. Kako je ovo isti zadatak koji resava i sistem SATzilla ekspe-

riment je dizajniran tako da se omogucéi direktno poredenje sa tim sistemom.
Komponentni resavac¢i. U eksperimentima je koriS¢eno 13 SAT resavaca koje

koristi sistem SATzilla 2009 [98]. To su resavaci: Kenfs04, March d12004, MiniSAT
2007, MiniSAT 2.0, Vallst, Zchaff rand, Tts, PicoSAT 846, MXCO08, Adapt g2w
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SAT 0, Adaptg2wSAT Plus, Gnovelty Plus i SATenstein qcp.

Korpus. Umesto reSavanja instanci iz trening skupa, kao podaci za primenu pre-
dlozenih tehnika, koriséeni su podaci pomocu kojih je treninran sistem SATzilla
2009 [98] i koji su dostupni na sajtu posveéenom ovom sistemu.” SATzilla sistem
je treniran koris¢enjem 5883 instance sa SAT takmicenja od 2002 do 2005 i 2007 i sa
SAT trka 20068 i 2008°. Podaci dostupni na sajtu uklju¢uju informacije o reSavanju
za 4701 instancu. Samo te instance su koriséenje u evaluaciji. Od dostupnih po-
dataka koris¢éena su vremena reSavanja instanci pomocu razlic¢itih resavaca, dok su
atributi izracunati iznova kako bi se izbeglo pretprocesiranje koje SATzilla vrsi.
Dozvoljeno vreme reSavanja instanci je bilo 1500s. Kada su odstranjene instance
koje nisu resene ni jednim reSavac¢em u ovom vremenu, kao i viSestruka pojavlji-
vanja nekih instanci, preostalo je 4276 instanci u trening skupu. Kao test skup

koriS¢ene su instance sa SAT takmicenja iz 2009. godine koji sadrzi 1143 instance.

Empirijska evaluacija. Instance iz test skupa su reSene pomoc¢u u nastavku na-
vedenih sistema. Eksperimenti su izvrseni na klaster racunaru sa 32 Intel Xeon
procesora radnog takta od 2GHz sa dva jezgra i sa 2GB RAM memorije po proce-
soru.

SATzilla sistem ima tri specijalizovane verzije za tri razlic¢ite vrste instanci —
za slucajno generisane, za ru¢no dizajnirane i za industrijske [98]. Za predlozene
tehnike nisu pravljene specijalizovane varijante. Kako poredenje ne bi favorizovalo
predlozene tehnike, na svakoj od tri kategorije, u eksprimentima je koris¢ena odgo-
varajuca verzija SATzilla sistema. Za funkciju rastojanja u predlozenim tehnikama
koris¢ena je funkcija ds koja se pokazala kao najbolja u eksperimentima opisanim
u potpoglavlju 3.1.3. Kao i u tim eksperimentima, i u ovom su bila koris¢ena prva
33 atributa sistema SATzilla. Za funkciju cene koriséen je PAR10 skor. U eksperi-
mentalnu evaluaciju ukljucen je resava¢ MXC08, kao najbolji pojedinacni resavac na
trening skupu, SATzilla, ArgoSmArT, ArgoSmArT 1-NN, ArgoSmArT 9-NN (k =9 se
pokazao kao najbolji izbor na trening skupu) i virtualno najbolji resava¢ kao gor-
nja granica moguc¢ih performansi. Rezultati su dati u tabeli 3.4 i ukljucuju broj
reSenih instanci i medijanu vremena reSavanja po kategorijama. Rezultati pokazuju
da ArgoSmArT k-NN znacajno nadmasuje ostale sisteme u svim kategorijama.

Uobicajena je praksa na takmicenjima SAT resavaca da se ponavljaju instance

koriS¢ene na prethodnim takmicenjima. Ovo rezultuje preklapanjem trening i test

"http://www.cs.ubc.ca/labs/beta/Projects/SATzilla/
8http://fmv.jku.at/sat-race-2006/
9http://baldur.iti.uka.de/sat-race-2008/
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3.4 Izbor KNF SAT resavaca

Tabela 3.4: Poredenje algoritamskih portfolija za izbor SAT resavaca. Za svaki
sistem dat je broj reSenih instanci i medijana vremena reSavanja na celom korpusu
SAT 2009 i broj resenih instanci po pojedinac¢nim kategorijama koje sadrze slucajno

generisane, ru¢no dizajnirane i industrijske instance.
TSve NSve NSlu NRuc Nlnd

MXC08 >1500s 355 84 124 147
ArgoSmArT 874s 609 308 154 147
SATzilla 635s 635 375 128 132

ArgoSmArT 1-NN  390s 685 367 158 160
ArgoSmArT 9-NN  353s 692 390 149 153
VNR 115s 816 454 188 174

Tabela 3.5: Poredenje algoritamskih portfolija za izbor SAT resavaca. Za svaki
sistem dat je broj resenih instanci i medijana vremena reSavanja na korpusu SAT
2009 bez instanci koje su se pojavljivale na prethodnim takmic¢enjima i broj resenih
instanci po pojedinacnim kategorijama koje sadrze slu¢ajno generisane, rucno dizaj-
nirane i industrijske instance.

TS'Ue NS'Ue NSlu NRuc Nlnd

MXCO08 >1500s 243 84 7 82
ArgoSmarT 895s 475 308 88 79
SATzilla 497s 513 375 68 70

ArgoSmArT 1-NN  343s 533 367 86 80
ArgoSmArT 9-NN  274s 553 390 83 80
VNR 76s 659 454 115 90

skupa. Zarad temeljnosti evaluacije, u tabeli 3.5 su prikazani rezultati na test skupu
iz kojeg su odstranjene instance koje postoje u trening skupu. Tako su od 1143
preostale 894 instance.

Na osnovu rezultata iz tabele 3.5, moze se primetiti da se na industrijskim in-
stancama komponentni resava¢ MXCO8 ponasa bolje od svih portfolio pristupa. Ovo
verovatno znaci da se industrijske instance u test skupu u znacajnoj meri razli-
kuju od onih u trening skupu. Na celom test skupu ArgoSmArT k-NN znacajno
nadmasuju ostale sisteme. Moguéi razlog za to je Sto ArgoSmArT k-NN za razliku
od tehnike ArgoSmArT i sistema SATzilla ne koristi predefinisane grupe instanci
niti prediktivne modele izgradene bez znanja o instancu koju treba resiti. Umesto
toga, ArgoSmArT k-NN bira reSava¢ uzimajuéi u obzir samo susede instance koju
treba resiti u trening skupu. Na taj nacin se zanemaruje uticaj instanci koje nisu
relevantne. Uistinu, sistem SATzilla popravlja svoje performanse upravo gradeci
specijalizovane verzije za manje skupove instanci (slu¢ajno generisane, ru¢no dizaj-
nirane i industrijske) [99], sto potkrepljuje ponudeno objasnjenje.

Zanimljivo je da i ArgoSmArT 1-NN znacajno nadmasuje sistem SATzilla. Pre-
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3.4 Izbor KNF SAT resavaca

dlozeni pristup time pokazuje da buduc¢nost portfolio sistema ne mora pocivati na

velikoj kompleksnosti.

Relevantni sistemi. Kako zbog svog znacaja, tako i zbog jasnijeg kontrasta
sa jednostavnoséu predlozenih tehnika, sistem SATzilla ¢e biti detaljno opisan.
SATzilla raspolaze skupom SAT resavaca za koje je temeljnom evaluacijom utvrdeno
da se ponasaju razli¢ito jedni od drugih. Osnovni princip izbora resavaca je slededi.
SATzilla predstavlja SAT instance koje je potrebno resiti pomoéu odredenog broja
numerickih atributa, i potom bira najbolji za resavanje te instance na osnovu ovih
atributa oslanjajuéi se na empirijske modele tezine problema koji su dobijeni u fazi
treniranja sistema. Empirijski modeli tezine su statisticki regresioni modeli cija je
svrha predvidanje tezine problema.

SATzilla je vrlo kompleksan sistem. Na datu instancu koju treba resiti, SATzilla
prvo, na kratko (na primer, po 5 sekundi), primenjuje dva predresavaca u nadi da ée
trivijalne instance biti vrlo brzo resene bez primene sofisticiranih tehnika. Ukoliko
instanca ne bude resena predresavacem, potrebno je izracunati atribute koji joj od-
govaraju. PoSto racunanje atributa moze dugo da potraje, pre racunanja atributa
predvida se vreme koje je potrebno za to racunanje pomocu regresionog modela
treniranog u ovu svrhu. Ukoliko je procenjeno vreme racunanja preko dva minuta,
racunanje se ne vrsi, ve¢ se primenjuje rezervni SAT resavac. Ukoliko je predvideno
vreme manje od dva minuta, racunaju se atributi i primenom empirijskih modela
tezine, predvida se vreme reSavanja. Za resavanje problema koristi se resavac za koji
je predvideno vreme najmanje. Ukoliko ovaj reSava¢ nepravilno zavrsi izvrsavanje
(na primer zbog manjka memorije ili greske u programiranju) pokreée se drugoran-
girani resavac.

Podaci na kojima se treniraju empirijski modeli tezine se dobijaju merenjem
vremena resavanja svih problema iz nekog izabranog korpusa instanci za trening
pomocu svih SAT resavaca koje SATzilla koristi (uz koriséenje unapred odredenog
vremena nakon kojeg se izvrsavanje prekida). Za svaku kategoriju SAT instanci koja
se koristi na takmicenjima SAT resavaca — slucajno generisane, ru¢no pravljene i in-
dustrijske instance, konstruise se poseban SATzilla sistem. Za svaki od tih sistema,
trenira se poseban empirijski model tezine. Predvidanje koje on daje se dobija kom-
binovanjem predvidanja uslovnih modela koji se treniraju posebno za zadovoljive i
nezadovoljive instance. Kako bi ovakva kombinacija bila mogucéa, SATzilla koristi
statisticku ocenu verovatnoce zadovoljivosti instance koju resava. Svaki od uslovnih
modela se dobija na sledeé¢i nacin. Prvo, polazec¢i od skupa polaznih atributa, vrsi

se izbor njegovog podskupa kako bi se nasli atributi pri ¢ijem koriséenju se najvise
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3.5 Izbor ne-KNF SAT resavaca

smanjuje greska predvidanja na podacima za treniranje. Potom se u skup odabranih
atributa dodaju proizvodi njihovih parova i ponovo se vrsi izbor podskupa atributa.
Potom, se trenira regresioni model za predvidanje vremena na osnovu izabranih atri-
buta. Iz skupa resavaca koji su evaluirani na trening podacima, automatski se bira
podskup resavaca koriséenjem randomizovane iterativne procedure. Predresavaci i
rezervni resavac se takode automatski biraju.

Pristup modeliranja latentnih klasa se zasniva na statistickim modelima ponasanja
resavaca koji se koriste za izbor resavaca [90]. Predlozeni model pokusava da opise
zavisnosti izmedu resavaca, problema i trajanja resavanja. Prilikom treniranja, svaka
instanca mora biti reSavana puno puta od strane svakog resavaca. Model se tre-
nira na osnovu dobijenih vremena koris¢enjem poznatog algoritma maksimizacije
ocekivanja. U toku faze testiranja, model se azurira na osnovu novih podataka.
Ovaj pristup omogucava i izbor resavaca i izbor vremena reSavanja. Autori prija-
vljuju da je njihov sistem grubo uporediv sa sistemom SATzilla.

Pristup zasnovan na metodi k£ najblizih suseda je nezavisno razvijen i paralelno
predlozen od strane Malitskog i drugih [62]. Odredene razlike u odnosu na pre-
dlozene tehnike ipak postoje. Pomenuti pristup koristi euklidsko rastojanje i skali-
ranje atributa u interval [0,1]. Takode, koristi svih 48 atributa sistema SATzilla.
Implementacija ovog pristupa nije javno dostupna, ali je elemente koji se razlikuju
bilo mogucée implementirati u okviru implementacije tehnike ArgoSmArT k-NN. Broj
reSenih instanci na trening skupu za oba sistema, za razlicito k, je prikazan na slici
3.10. Vidi se da je ArgoSmArT k-NN uniformno bolji od alternativnog pristupa.

Pored broja resenih instanci, znacajno je razmotriti i vreme racunanja atri-
buta. Vremena rac¢unanja za 33 atributa i za 48 atributa su data u tabeli 3.11.
Vreme racunanja za 48 atributa je znacajno ve¢e. Moze se zakljuciti da je uprkos
slicnostima, predlozeni pristup bolji.

Pored ovih, postoje i stariji pristupi koji nemaju dostupne implementacije niti

ucestvuju na takmicenjima resavaca [60, 100, 35, 41].

3.5 Izbor ne-KNF SAT resavaca

Problem zadovoljivosti iskaznih formula, SAT, po definiciji podrazumeva da se
radi o formulama u konjunktivnoj normalnoj formi (KNF). Medutim, kad se formula
transformise u KNF oblik, strukturalna informacija u formuli, potencijalno vazna i
upotrebljiva u procesu resavanja, se gubi. Kako bi se ovaj problem izbegao, razvijaju
se algoritmi, takozvani ne-KNF SAT resavaci, koji proveravaju zadovoljivost formula

koje nisu u KNF obliku [93, 44, 45]. Nazalost, i dalje nema puno takvih resavaca, a
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Slika 3.10: Broj resenih instanci iz trening skupa za ArgoSmArT k-NN kada se koristi
rastojanje ds i euklidsko rastojanje nad normianim vektorima za k£ od 1 do 30.

Broj atributa/Vreme Minimalno Prosetno Maksimalno
33 0,0017s 0,45s 51,2s
48 0.002s 19.2s 6257s

Slika 3.11: Vremena racunanja SATzilla atributa.

postojeci resavaci nisu lako dostupni, ali se moze ocekivati da ¢e se sa napretkom u
oblasti to promeniti.

Kao sto je primeceno u slucaju KNF SAT resavaca, algoritamski portfoliji su u
stanju da znac¢ajno nadmase performanse pojedinacnih resavaca. Slicno ponasanje se
moze ocekivati i u slucaju ne-KNF SAT resavaca, Sto motivise izgradnju algoritam-
skog portfolija za tu vrstu resavaca. Portfoliji za KNF SAT resavace se uglavnom
oslanjaju na atribute sistema SATzilla. Sli¢nih atributa za formule koje nisu u
KNF obliku, nema. Stoga, u ovom poglavlju se prvo predlazu atributi, inspirisani

atributima sistema SATzilla, za formule u ne-KNF obliku.
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3.5 Izbor ne-KNF SAT resavaca

Atributi za ne-KNF SAT instance. Prirodan nacin predstavljanja ne-KNF in-
stanci je usmereni acikliéni graf (UAG). Prednost predstavljanja ne-KNF' instance
pomoc¢u UAG-a je u tome da se ponovljena pojavljivanja potformule u formuli za-

pisuju samo jednom.

Primer 3 Na slici 3.12 prikazanje UAG i stablo koji odgovaraju formuli ((rV p) A
(=pVq)) = ((-pVq) ANq). Usled deljenja zapisa potformule —p V q, reprezentacija

u obliku UAG-a je manja nego reprezentacija u obliku stabla.

/</:>\‘ A /</:>\\ A
r £ 7"/\}9 —'/\& ﬂ/\q
Lo

Slika 3.12: UAG (levo) i stablo (desno) za formulu ((rVp)A(—=pVq)) = ((-pVq)Aq)

Stoga je prirodno formulisati atribute oslanjajuci se na tu strukturu. Ne-KNF in-
stance mogu ukljucivati veznike negacije, konjunkcije, disjunkcije, implikacije i ekvi-
valencije, §to treba uzeti u obzir pri predlaganju atributa (prosirenje na veéi broj
veznika je trivijalno). PredloZeni atributi, podeljeni na tri grupe su dati na slici 3.13.
Prva grupa se sastoji od jednostavnih atributa vezanih za veli¢inu problema. Druga
grupa se sastoji od atributa vezanih za raspodelu pojavljivanja veznika, promenlji-
vih i razlic¢itih polariteta u instanci. Trec¢a grupa su atributi vezani za grafovsku
strukturu. U pocetku je razmatran i siri skup atributa, ali su zadrzani samo atri-
buti koji se mogu izra¢unati u linearnom vremenu u odnosu na velicinu UAG-a.
Atributi se racunaju'® kako za UAG koji odgovara instanci, tako i za stablo koje
odgovara instanci. Pritom, posto bi konstrukcija stabla bila memorijski i vremenski
vrlo zahtevna, atributi vezani za stablo se racunaju bez njegove eksplicitne konstruk-
cije — obilaskom UAG-a. Postoje jasne sli¢nosti sa atributima sistema SATzilla.
Ti atributi uklju¢uju neke atribute vezane za velicinu formule, atribute vezane za
grafovsku strukturu i za polaritet promenljivih. Medutim, ne mogu se svi atributi
sistema SATzilla formulisati za ne-KNF instance, poput atributa koji se direktno
odnose na svojstva klauza (atributi 1,3,26-33 na slici 3.6). Za neke od njih, poput
atributa koji se odnose na svojstva grafova i literala (atributi 2,4-25 na slici 3.6)

mogu se definisati analogni atributi. Povrh toga, predlozeni su i neki atributi bez

10Ra¢unanje atributa su implementirali Aleksandar Zeljié i Milan Todorovié, studenti doktorskih
studija na Matematickom fakultetu.
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3.5 Izbor ne-KNF SAT resavaca

analogona u skupu atributa sistema SATzilla. To su atributi koji se odnose poja-

vljivanja veznika, svojstva UAG-a i stabla i odnose tih njihovih svojstava (atributi
2-23,40-43,54-57 na slici 3.13). Posto ne-KNF SAT resavaci nisu otvorenog koda,

nije se moglo eksperimentisati sa atributima zasnovanim na algoritmima pretrage.

O N Ot W=

9-10.

11-16.

17-22.

23.
24-27.

28-30.

31-33.

34-36.

37-39.

40-43.

44-48.

49-53.

54-55.

56-57.

Atributi vezani za veli¢inu instance:

Broj promenljivih

Broj pojavljivanja iskaznih veznika u stablu formule [y

Broj pojavljivanja iskaznih veznika v UAG-u lg

Veli¢ina stabla formule s;

Velicina UAG-a sq

Faktor kompresije i njegova reciproéna vrednost si/sq, Sq/st
Broj pojavljivanja promenljivih u stablu formule vy

Odnos broja pojavljivanja iskaznih veznika i promenljivih u stablu
formule i njihova reciprocna vrednost ly /vy, ve/ly

Atributi vezani za veznike:

Raspodela frekvencija (Ch) pojavljivanja veznika u stablu formule:
raspodela i entropija.

Raspodela frekvencija (Cy) pojavijivanja veznika u UAG-u: raspo-
dela i netropija.

Pirsonov koeficijent korelacije p(Cy, Cy)

Raspodela frekvencija (Vi) promenljivih u stablu formule: prosek,
minimum, maksimum i entropija.

Udeo efektivno pozitivnih pojavljivanja promenljivih p/(p+n): pro-
sek, koeficijent varijacije i entropija.

Balansiranost polariteta promenljivih min{p,n}/(p + n): prosek,
koeficijent varijacije i entropija.

Udeo efektivno pozitivnih pojavljivanja svake potformule pg/(py +
ng): prosek, koeficijent varijacije i entropija.

Balansiranost polariteta potformula min{ps,n¢}/(ps + nys): pro-
sek, koeficijent varijacije i entropija.

Atributi vezani za grafovsku strukturu instance:

Duzina putanja od korena do lista u stablu formule: prosek, mini-
mum, maksimum i koeficijent varijacije.

Izlazni stepen ¢vorova UAG-a (arnost veznika): prosek, minimum,
maksimum, koeficijent varijacije i entropija.

Ulazni stepen ¢vorova UAG-a: prosek, minimum, maksimum, ko-
eficijent varijacije i entropija.

Odnos dubine UAG-a i broja promenljivih i njegova reciproéna
vrednost.

Odnos broja grana i ¢vorova v UAG-u i njegova reciproéna vred-
nost.

Slika 3.13: Predlozeni atributi za ne-KNF SAT instance.
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Komponentni resavac¢i. Kao komponentni resavaci za porfolio, koriS¢ena su tri
reSavaca — Nflsat [45], Lingeling [12] i kw_aig [2]. Dok je Nflsat pravi ne-KNF
reSavac, Lingeling i kw_aig su u sustini KNF resavaci koji pre resavanja vrse Cajti-
novu transformaciju [95] kako bi dobili instancu u KNF obliku. Korigéeni su Nflsat i
kw_aig posto su oni ucestvovali na SAT trci u okviru koje se vrsi poredenje ne-KNF
SAT resavaca i dostupni su. Lingeling je koris¢en kao efikasniji naslednik resavaca
PicoSAT koji je takode ucestvovao na SAT trci. Drugi dostupni ne-KNF' resavaci
nisu koriséeni posto su u preliminarnim testovima pokazali dosta losije rezultate od
ovih. Zbog manjka resavaca, koris¢eno je nekoliko konfiguracija svakog od dostupnih
resavaca (9 konfiguracija za Nflsat, 8 za Lingeling i 1 za kw_aig) pri cemu je svaka

od njih tretirana kao poseban resavac.

Korpus. Polazni korpus se sastojao od 3923 ne-KNF instance. KoriS¢ene su in-
stance sa SAT trke 2008'', SMT problemi instituta FMV!? i strukturalne SAT in-
stance FMV instituta!®. Sve instance su zapisane u takozvanom AIG formatu u
kojem se formule zapisuju pomocéu veznika konjunkcije i negacije!. Svaka instanca
je resena svakim resavacem i vreme reSavanja je zabelezeno. Maksimalno dozvoljeno
vreme je bilo 900s. Ako instanca nije resena ni jednim reSavacem, odstranjena je
iz trening skupa (83 instance su odstranjene na ovaj nacin). Dodatno, instanca je
odstranjena ako se moze smatrati lakom, to jest ako je resena od strane svih resavaca
(3094 instance su uklonjene na ovaj nacin)'®. Dodatno, odstranjene su i formule koje
se pojavljuju u test skupu (31 instanca je uklonjena na ovaj nacin). Finalni trening
skup se sastojao od 746 instanci. Kao test skup, koris¢eno je svih 100 instanci sa
SAT trke 20106,

Izbor atributa. Pre evaluacije na test skupu, izvrSen je izbor atributa unazad
na trening skupu. Izbor atributa unazad je uobicajena iterativna procedura za
izbor atributa [99]. U svakom koraku procedure, za svaki atribut iz tekuéeg skupa
atributa, radi se sledece. Atribut se izdvaja iz skupa, racuna se PAR10 skor za
portfolio na trening skupu bez tog atributa i atribut se vra¢a u skup. Najlosiji
atribut, odnosno onaj ¢ije uklanjanje rezultuje najveéim PAR10 skorom se belezi

i uklanja. Ovo se radi dok skup atributa ne postane jedno¢lan. Na kraju se bira

Uhttp://baldur.iti.uka.de/sat-race-2008/downloads/AIG-SAT-Race-TS.tgz, http://
baldur.iti.uka.de/sat-race-2008/downloads/SAT-Race-2008-AIG.tar

2http://fmv. jku.at/aiger/smtqfbv-aigs.7z

Bhttp://fmv. jku.at/aiger/tip-k-ind-aigs-01234g.zip

Yhttp://fmv. jku.at/aiger/

15Uklanjanje ovihinstanci ne utice na rezultate. Njihovo prisustvo samo donekle usporava por-
folio u fazi koris¢enja.

nttp://baldur.iti.uka.de/sat-race-2010/
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najbolji evaluirani skup atributa — onaj sa najmanjim PAR10 skorom. U nasem
slucaju, 19 atributa je izabrano ovom procedurom: 1, 2, 4, 9, 10, 11, 16, 27, 28, 33,
35, 37, 39, 49, 50, 52, 55, 56, i 57. Samo ovi atributi su koriséeni u daljoj evaluaciji.
U svakom koraku procedure, najbolji izbor za parametar k& je bila vrednost 3, tako

da je ova vrednost koriséena i u daljoj evaluaciji.

Empirijska evaluacija. Eksperimenti su sprovedeni na klaster racunaru sa 32
Intel Xeon procesora radnog takta od 2GHz sa dva jezgra i sa 2GB RAM memorije
po procesoru.

Atributi su izracunati za sve instance u trening skupu (najveca instanca je imala
viSe od 4 miliona konjunkcija). Minimalno, prosecno i maksimalno vreme ra¢unanja
atributa bilo je 0.008s, 0.89s i 21.9s, sto pokazuje da je racunanje atributa dovoljno
efikasno za upotrebu u algoritamskim portfolijima.

Za izbor ne-KNF SAT resavaca koriséena je tehnika ArgoSmArT k-NN, posto se na
problemu izbora resavaca u prethodnom poglavlju pokazala superiornom. Takode,
za rastojanje je koris¢ena funkcija ds, a za funkciju cene PAR10 skor. Ovaj pristup
je uporeden sa najboljim pojedina¢nim reSavac¢em na trening skupu, koji predsta-
vlja minimalno ocekivanje od portfolija i sa virtualnim najboljim resavacem kao
teorijskim maksimumom performansi portfolija. Tabela 3.8 prikazuje broj reSenih

instanci iz test skupa i medijanu vremena resavanja za svaki od pomenitih sistema.

Tabela 3.6: Broj resenih formula i ukupno vreme resavanja na test skupu. Vrsta dobi-
tak oznacava odnos ostvarenog poboljsanja (u poredenju sa najboljim pojedina¢nim
resavacem) u odnosu na moguce poboljsanje.

Broj resenih  Vreme

Najbolji pojedina¢ni resavac 62 229
ArgoSmArT 3-NN 66 223
VNR 68 132
Dobitak 67% 6%

Tabela 3.8 pokazuje da je razlika izmedu rezultata najboljeg fiksiranog resavaca
i virtualnog najboljeg reSavaca prilicno mala. U rezultatima SAT trke za 2010,'7
razlika izmedu prvog i poslednjeg resavaca je bila 5 formula. U tom svetlu, postig-
nuti rezultati su pozitivni. Ipak, mogla se ocekivati veca razlika sa 18 koriséenih
reSavaca. Kako bi portfolio postigao dobre rezultate, potrebno je da komponentni
resavaci budu nezavisni u smislu da se vremena resavanja medu reSavacima na is-

tim instancama znacajno razlikuju. Da bi se razmotrilo ovo svojstvo, izracunata je

"http://baldur.iti.uka.de/sat-race-2010/results.html

20



3.6 Poredenje SAT resavaca

korelacija vremena resavanja komponentnih resavaca na test skupu. Minimalni koe-
ficijent korelacije izmedu vremena resavanja dva reSavaca je bio 0.55, a prosecni 0.8.
Ovi koeficijenti su vrlo visoki, sto znac¢i da komponentni resava¢i nisu bili dovoljno
nezavisni. Razlog za to je najpre koriSec¢enje vise konfiguracija svega 3 razlicita
resavaca.

Performanse portfolija zavise od nezavisnosti njegovih komponentnih resavaca i
od sposobnosti portfolija da detektuje bolje resavace za ulazne instance. Za svaku
instancu, resavaci se mogu rangirati prema vremenu za koje resavaju tu instancu.
Dobar portfolio ¢e birati bolje rangirane resavace. Verovatnoca izbora resavaca
odredenog ranga se moze oceniti na test skupu. Kumulativna raspodela verovatnoce
pokazuje verovatnoc¢u izbora solvera zadatog ili boljeg ranga. Slika 3.14 prikazuje
kumulativnu raspodelu verovatnoce za predlozeni pristup i najbolji resavac na tre-
ning skupu. Frekvencija izbora prvorangiranog resavaca je skoro duplo veca prilikom
koriS¢enja portfolija, nego prilikom koris¢enja resavaca koji se ponasa najbolje na
trening skupu. Ovo pokazuje da predlozeni atributi omogucéavaju izgranju portfolija
koji donosi bolje izbore nego sto je bilo koji konstantan izbor na osnovu trening

skupa.

Relevantni sistemi. Drugih portfolija za ne-KNF SAT instance nema, ali moze
se skrenuti paznja na upotrebu atributa sistema SATzilla ili njihovih proSirenja u
razli¢itim domenima. Na osnovu predvidanja vremena izvrSavanja na osnovu atri-
buta koje koristi SATzilla, uspesno je konstruisan algoritamski portfolio za problem
zadovoljenja najveceg broja klauza u SAT instanci (MAX-SAT problem) [69]. Port-
folio resavac za problem ispitivanja zadovoljivosti kvantifikovanih iskaznih formula je
konstruisan na osnovu atributa inspirisanih atributima koje koristi SATzilla, ali je
ukupan broj atributa bio veéi zbog specificnosti ovog domena [84]. Oslanjajuéi se na
atribute sistema SATzilla, postignuti su dobri rezultati u predvidanju zadovoljivosti
iskaznih formula pomoéu metoda masinskog ucenja [26]. U oblasti zadovoljavanja
ogranicenja, razmatran je problem automatskog podesavanja algoritma pretrage pri

¢emu su koris¢eni atributi inspirisani atributima sistema SATzilla [4].

3.6 Poredenje SAT reSavaca

U ovom poglavlju ¢e biti predlozena metodologija za poredenje SAT resavaca
zasnovana na statistickom testiranju hipoteza. Dodatno, bi¢e prikazana i njena
empirijska evaluacija u poredenju nekoliko SAT resavaca na dva korpusa. Razlog za

predlaganje ovakve metodologije je velika varijacija vremena reSavanja jedne instance

o1



3.6 Poredenje SAT resavaca

e ]
—

=

- |

o o

=

IS

1S

o

c

€ o |

5 o

c

2

=

%]

o

o

S s

S o

«

[S]

]

=

S

S

=

s o

L o

—— PredloZena tehnika

g — —A— Najbolji reSavac na trening skupu

T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18

Rang reSavaca (r)

Slika 3.14: Kumulativna raspodela verovatnoce ranga izabranog resavaca.

od strane jednog SAT resavaca, Sto dovodi u pitanje pouzdanost poredenja bez ocene

statisticke znacajnosti.

3.6.1 Motivacija za poredenje SAT resSavaca

U prethodnih 15 do 20 godina, SAT resavaci su doziveli mnogobrojna una-
predenja. Odlucivanje o tome koji je resavac ili koja je verzija resavaca bolja, se
u okviru zajednice koja se bavi resavanjem SAT problema obi¢no vrsi na osnovu
empirijske evaluacije koja ukljucuje poredenje resavaca ili njihovih verzija. Takva
poredenja omogucavaju identifikovanje i afirmaciju dobrih ideja. Upravo to je jedna
od glavnih svrha SAT takmicenja i SAT trka koje su u znac¢ajnoj meri pomogle u
usmeravanju razvoja SAT reSavaca. I pored postojanja ovakvih takmicenja, glavna
odgovornost za evaluaciju novih ideja je ipak na samim istrazivacima.

Mnogi SAT resavaci nastaju modifikovanjem postoje¢ih SAT resavaca, poput
resavaca MiniSAT [28]. Kako bi se procenio znacaj predlozene modifikacije, obiéno
se osnovna i modifikovana varijanta SAT resavaca pokre¢u na nekom skupu SAT

instanci. ReSavac koji resi viSe instanci se smatra boljim. Isti postupak se koristi
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3.6 Poredenje SAT resavaca

Tabela 3.7: Broj resanih instanci za ,,sretnu” i ,mnesre¢nu” verziju svakog od
resavaca.

Industrijske Bojenje grafova
Resavac Srec¢an | Nesrecan | Srecan | Nesre¢an
MiniSAT 09z 161 111 180 157
minisat cumr r 156 107 190 180
MiniSAT 141 93 200 183
MiniSat2hack 144 93 200 183

i u slucaju poredenja dva proizvoljna resavaca. Razlika u performansama koja je
potrebna da bi se rezultat smatrao pouzdanim nije odredena i predstavlja stvar
licnog uverenja istrazivaca. Mana ovog pristupa je Sto vremena reSavanja instanci
mogu znacajno da variraju u zavisnosti od trivijalnih svojstava formule ili reSavaca,
poput poretka klauza i literala u njima, imenovanja promenljivih i polazne vrednosti
generatora pseudoslucajnih brojeva. Razlike u ovim svojstvima mogu dovesti do
razli¢itih eksperimentalnih rezultata, iako su, u matematickom smislu, ova svojstva
potpuno nebitna.

Kako bi se ova tvrdnja potkrepila, sproveden je sledeci eksperiment. Izabrana su
Cetiri reSavaca koja su ucestvovala u takmicenju SAT 2009, u posebnom odeljku za
modifikacije resavaca MiniSAT. Izabrani su prvorangirani i poslednji resavac¢, polazni
resavaC MiniSAT i reSavac sa srednjim rezultatima na osnovu rezultata takmicenja'®.
Koris¢ena su dva skupa instanci. Prvi se sastojao od 292 industrijske instance
koris¢ene u ovom takmicenju, a drugi od 300 instanci koje poticu od problema boje-
nja grafova sa takmicenja SAT 2002. Svaki resavac je pokretan na 50 izmesanih va-
rijanti svake instance. Izmesane varijante se dobijaju slu¢ajnim prerasporedivanjem
klauza, literala u njima i preimenovanjem promenljivih. ReSavanje je trajalo najvise
1200 sekundi po instanci.

Prvo je analizirano koliko broj resenih formula moze da varira. ReSavac se smatra
srec¢nim ukoliko za svaku formulu koju treba da resi, dobija njenu izmeSanu varijantu
koju resava za najmanje vremena. ReSavac se smatra nesreénim ukoliko za svaku
formulu koju treba da resi, dobija njenu izmeSanu varijantu koju reSava za najvise
vremena (ili je ne resava ukoliko takva varijanta postoji). U tabeli 3.7 dat je broj
reSenih formula za svaki reSavac i svaki skup instanci. Uocava se da varijacija u
broju resenih formula moze biti drasti¢na.

Ispitan je i efekat primecene varijacije vremena na poredenje resavaca. Potvrdeno
je da za se svaka dva resavaca, na skupu industrijskih instanci moze izabrati pogodna

izmeSana varijanta za svaku instancu, tako da je prvi resavac bolji od drugog, ali i

Bhttp://www.cril.univ-artois.fr/SAT09/results/ranking.php?idev=25
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da se izmeSane varijante mogu izabrati tako da je drugi resava¢ bolji od prvog (oba
resavaca se pokreéu na istoj izmeSanoj varijanti svake formule). Naravno, ovakav
dogadaj moze biti izuzetno redak i njegova verovatnoca mora biti uzeta u obzir.
Za svaki par resavaca, izvrSeno je 10000 simuliranih poredenja pri ¢enu je izmeSana
varijanta svake instance slucajno birana kako bi se procenila verovatnoca da se jedan
reSavac ispostavi kao bolji od drugog. Za veé¢inu parova, izmena ishoda poredenja se
pokazala kao vrlo malo verovatna. Medutim, ima izuzetaka. Pri poredenju resavaca
MiniSAT 09z i minisat cumr r na industrijskim instancama, Sanse za pobedu u
poredenju su 92% prema 8%, pri poredenju reSavaca minisat2hack i MiniSAT na
industrijskim instancama, Sanse su 94% prema 6%, i prilikom poredenja resavaca
MiniSAT i minisat2hack na instancama vezanim za bojenje grafova, Sanse su 74%
prema 26%. Interesantno je primetiti da se ni dobijene Sanse od 8% ili 6% za
pobedu losijeg resavaca ne bi mogle smatrati zanemarljivim u bilo kom eksperimentu
koji ukljucuje proveru statisticke znacajnosti rezultata. Zanimljivost je da se na
takmicenju SAT 2009 desio upravo manje verovatan raspored reSavaca MiniSAT i
minisat2hack.

Prikazani primeri se zasnivaju na mesanju instanci. Medutim, meSanje instanci
nije od kljuénog znacaja za ovaj fenomen. Uloga meSanja je da ucini da resavac do-
nese razli¢ite odluke u toku resavanja u razlicitim pokretanjima i da se na taj nacin
dobije informacija o raspodeli vremena reSavanja. Takav efekat se takode mogao
postiéi promenom polazne vrednosti generatora pseudoslucajnih brojeval®. Ilustra-
cije radi, u tom slucaju, ,,sre¢na” varijanta resavaca MiniSAT resava 144 instanci,
a ,,nesretna” 96, Sto je slicno varijaciji dobijenoj prilikom mesanja. Ovi eksperi-
menti sugerisu da je koris¢enje velikog broja formula u eksperimentima nedovoljno
za donoSenje pouzdanih zakljucaka.

Pored prikazanog rezultata, u nauc¢noj praksi postoje i problemi vezani za nacin
izvodenja zakljucaka iz dostupnih eksperimentalnih rezultata. Nekada se rezultati
prezentuju tabelama koje pokazuju da se jedan SAT resava¢ ponasa bolje od drugog
na jednom podskupu instanci, a losije na drugom, bez jasnog zakljucka o ukupnoj
razlici. Dodatno, poredenja SAT resavaca se zakljucuju bez diskusije o tome da li
je dobijena razlika mogla biti dobijena slucajno ili je autenti¢na.

U ovom poglavlju bi¢e formulisana statisticki zasnovana metodlogija poredenja
SAT resavaca koja je u stanju da (i) ublazava efekat slucajnosti u poredenju, kao
sto je slucaj sa statistickim testovima u drugim oblastima, (ii) da odgovor postoji
li ukupna pozitivna ili negativna razlika medu resava¢ima i (iii) da informaciju o

statistickoj znacajnosti razlike medu resavacima. Takva metodologija ¢e omoguciti

9Upotreba slucajnih brojeva je vrlo vazna u radu SAT resavaca.
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lakse prepoznavanje dobrih i losih ideja, olaksavajuci fokusiranje na one koje vise
obecavaju.

Postoji nekoliko problema na koje je potrebno obratiti paznju prilikom formulisa-
nja ovakve metodologije. Prvi je prisustvo cenzurisanih podataka. Ukoliko formula
nije resena u predvidenom vremenu, poznato je samo da je za njeno resavanje po-
trebno vise vremena, ali ne ta¢no koliko. Drugi problem je potreba za poredenjem
raspodela vremena resavanja umesto vremena resavanja pri jednom pokretanju SAT
reSavaca, za koja je pokazano da su nepouzdana. Tre¢i problem je nalazenje nacina
da se objedine zakljucci dobijeni na pojedinacnim instancama iz korpusa kako bi se
doneo ukupan zakljucak.

Metodologija koja ¢e biti predlozena je zamisljena pre svega za detekciju po-
boljsanja nad nekim konkretnim resavacem (npr. mnogi uspesni resavaci su dobijeni
unapredivanjem resavaca MiniSAT), ali se moze koristi bez ogranicenja, za poredenje
bilo koja dva resavaca. Dodatno, bi¢e pokazano kako se ova metodologija moze pri-
meniti na rangiranje vise reSavaca. Pritom, metodlogija se ne bavi izborom instaci
na kojima se resavaci porede. Pretpostavlja se da su koriSéene instance reprezenta-

tivne za probleme od znacaja.

3.6.2 Osnove poredenja SAT resavaca

U ovom potpoglavlju se opisuju koncepti i tehnike vazni za razumevanje pre-

dlozene metodologije i uvodi se notacija koja ¢e biti koris¢ena.

Statisticko testiranje hipoteza i pojam veli¢ine efekta. Statisticko testira-
nje hipoteza se bavi odredivanjem da li je predlozena hipoteza o nekoj populaciji
(odnosno populacijama) tac¢na, na osnovu uzorka populacije (odnosno populacija).
Test se obi¢no obavlja tako Sto se pokusava odbaciti nulta hipoteza Hy. Hy je obicno
tvrdnja o nedostatku efekta u razmatranoj populaciji (odnosno populacijama), po-
put nedostatka korelacije, razlike medu prosecima i sli¢no.

Kako bi se testiralo da li hipoteza Hy vazi, na uzorku se racuna vrednost t neke
test statistike 7' (koja zavisi od svrhe i formulacije testa), koja ima poznatu raspo-
delu verovatnoce. Verovatnoca dobijanja opazene ili ekstremnije vrednosti statistike,
pod pretpostavkom da hipoteza H, vazi, naziva se p vrednost. Ukoliko je p vrednost
manja od nekog unapred odredenog praga « (obiéno 0.05), opazeni dogadaj se sma-
tra previse neverovatnim ukoliko hipoteza H, vazi, pa se stoga hipoteza Hj odbacuje.
Takav rezultat se naziva statisticki znacajnim na nivou statistickog testiranja o. U
suprotnom (p > «), hipoteza Hy se ne moze odbaciti.

Sto je p vrednost manja, veéa je pouzdanost da opazeni efekat nije dobijen
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slucajno. Medutim, mala p vrednost nije dovoljna da se zakljuc¢i da je efekat ve-
liki u bilo kom prakti¢no vaznom smislu, posto p vrednost zavisi kako od veli¢ine
efekta, tako i od velicine uzorka. Stoga, ¢ak i ako je efekat statisticki izuzento
znacajan, i dalje moze biti previse mali da bi bio od bilo kakvog prakticnog znacaja.
Zbog toga su predlozene mere veli¢ine efekta. Postoji vise standardnih mera veli¢ine

efekta [87, 36]. Jedna, ¢esto korséena takva mera, je point-biserijska korelacija [87].

Point-biserijska korelacija. Point-biserijska korelacija pyy izmedu dve slucajne
promenljive Z; i Z_; je korelacija izmedu vrednosti tih promenljivih i indikatorske
promenljive koja uzima vrednost 1 za vrednosti promenljive Z;, a -1 za vrednosti

promenljive Z_;. Uzoracka ocena ove veli¢ine 7,, se racuna po formuli:

NN v 6 D s[5 5
VEX (X - X2 /SN (v - V)2

gde su X; vrednosti iz uzoraka promenljivih Z; i Z_4, a Y; su odgovarajuce vrednosti
indikatorskih promenljivih. X i Y oznacavaju proseke vrednosti X; i Y;, a N je broj

elemenata u celom uzorku.

Primer 4 Neka je {1,2,4} uzorak vrednosti promenljive Zy, a {3,5,6} uzorak vred-
nosti promenljive Z_1. Vrednosti X1, Xo, X3, X4, X5 1 Xg mogu biti 1, 2, 3, 4, 51
6 (mogu biti i drugacije rasporedene). Vrednosti Yy, Ys, Y3, Yy, Y5 i Ys su onda 1,

1, -1, 1, -1, -1. Uzoracka ocena 1y, velicine py, je -0.683.

Velicine p,p, 1 rpp uzimaju vrednosti u intervalu [—1,1]. Apsolutna vrednost blizu 1
znaci da su raspodele slucajnih promenljivih Z; i Z_; bolje razdvojene, dok apso-
lutna vrednost blizu 0 znaci da se te raspodele znacajno preklapaju.

Ukoliko nema informacije o raspodeli podataka, podaci se pre racunanja point-
biserijske korelacije rangiraju, odnosno zamenjuju svojim indeksima, odnosno ran-
govima u sortiranom uzorku. Ukoliko su neke vrednosti u uzorku jednake, rang
svake od njih je prosek indeksa tih vrednosti u sortiranom uzorku. Point-biserijska
korelacija izra¢unata nad rangiranim podacima predstavlja instancu Spirmanovog
koeficijenta korelacije [21, 20].

Ocena 71, je asimptotski normalno raspodeljena sa prosekom p,,. Varijansu
vrednosti r,, nije lako odrediti ukoliko se koristi rangiranje ili ukoliko raspodela po-
dataka nije normalna, osim u slu¢aju p,, = 0 [21, 20]. Ipak, ona moze biti ocenjena
poduzorkovanjem (eng. bootstrapping), tehnikom koja se zasniva na uzimanju no-
vog uzorka sa ponavljanjem iz postoje¢eg uzorka i racunanju varijanse na osnovu

vrednosti statistike na poduzorcima [29, 30]. Varijansa ocene ry, je jako zavisna od
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vrednosti ppy. Stoga se 1, u statistickom testiranju obi¢no koristi nakon primene
Fiserove transformacije za stabilizaciju varijanse z(x) = arctanh(z) [42]. Dodatno,
transformisana promenljiva je blize normalnoj raspodeli od polazne. Ona ima pro-
sek 2(pp), a varijansa se moze oceniti izrazom var(ry)(1 — 7)) 7> gde je var(rpy)
varijansa ocene 7.

U cilju interpretacije veli¢ine vrednosti r,,, mogu se pratiti Koenove prakticne
smernice — efekti sa vrednostima |r,| u intervalima [0,0.1), [0.1,0.3), [0.3,0.5), i
[0.5,1], se mogu smatrati, zanemarljivim, malim, srednjim i velikim. Treba imati u
vidu da ove preporuke ne poc¢ivaju na objektivnoj teorijskoj analizi, ve¢ predstavljaju

samo okvirne smernice.

Cenzurisani podaci. Pod cenzurisanim podacima podrazumevaju se podaci za
koje se zna da su vec¢i od nekog praga koji ¢e biti nazvan prag cenzurisanja, ali se
tacna vrednost ne zna. Jedan poznat test za poredenje uzoraka sa cenzurisanim
podacima je Gehanov test [34]. Statistika koja se koristi u ovom testu se moze
formulisati na slede¢i nacin [63]. Objedinjeni uzorak je uzorak koji ukljucuje elemente
oba uzorka koji se porede. Pritom su moguca ponavljanja elemenata. Neka je U;
razlika u broju elemenata objedinjenog uzorka od kojih je i-ti element strogo veci
minus broj elemenata od kojih je i-ti element strogo manji. U slucaju jedinstveno
odredenog praga cenzurisanja, cenzurisani elementi se tretiraju kao jednaki i vec¢i od

svih necenzurisanih elemenata?. Gehanova statistika se definise kao

1
W=7 U
] 2

gde je A; skup indeksa u objedinjenom uzorku koji pripadaju elementima iz j-tog
uzorka (j = 1,2). Kako je pokazao Gehan [34], koris¢enjem teorije U statistika
[39, 57], Gehanova statistika je konzistentna ocena veli¢ine w = P(X > Y)—P(X <
Y). Ona je asimptotski normalno raspodeljena i ima prosek w. Varijansa statistike
We se lako racuna ukoliko vazi w = 0. U drugim slucajevima moze se koristiti
poduzorkovanje [29, 30]. Kao u sluc¢aju statistike r,,, varijansa statistike W¢ zavisi

od vrednosti w, smanjujuci se kako se w priblizava ekstremnim vrednostima -1 i 1.

3.6.3 Metodologija poredenja resavaca

Ideja predlozene metodologije za poredenje dva reSavaca je jednostavna. Nefor-
malno, za svaku instancu iz nekog korpusa, racuna se pogodno izabrana razlika u

performansama dva reSavaca na toj instanci. Ukoliko su performanse dva resavaca

20U sluéaju varirajuéeg vremena cenzurisanja, koriste se drugacije metode.
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priblizno iste na datom korpusu, onda bi razlike izracunate na pojedina¢nim in-
stancama trebalo da se potiru pri sumiranju, pa prosek tih razlika ne bi trebalo da
bude veliki. U ovoj metodologiji pojam raspodele vremena reSavanja je vazan, ali
mehanizam uzorkovanja je ostavljen nedefinisan i metodologija je primenljiva bez
obzira na to koji se mehanizam koristi (mesanje instanci, menjanje polazne vrednosti

generatora pseudoslucajnih brojeva, itd).

Skica metodologije. Neka promenljiva 77 predstavlja vreme resavanja instance £’
od strane resavaca S; (j = 1,2) Kako vreme resavanja moze biti vrlo veliko, uvodi se
maksimalno vreme resavanja T'. Razlika performansi dva SAT resavaca predstavlja
se nekom funkcijom §(7!,7%) koja meri pogodno izabranu razliku izmedu raspo-
dela ovih promenljivih. Posto raspodele promenljivih nisu poznate, zakljucivanje o
njima ¢e biti vrseno na osnovu njihovih uzoraka. Stoga, vrednost razlike 0 izmedu
raspodela se aproksimira razlikom d izmedu uzoraka. Razlike §; koje odgovaraju
formulama F; mogu se uproseciti kako bi se dobila ukupna vrednost § koja meri
razliku izmedu resavaca na celom korpusu formula. Uzoracka ocena velicine d je
prosek vrednosti d; i bi¢e oznacavana sa d. Raspodela proseka d pri nultoj hipotezi
0 = 0 bice oznacena sa ©. p vrednost se moze izra¢unati na osnovu ove raspodele
i dobijenog proseka d. Dobijeni rezultat se smatra statisticki znacajnim ukoliko
je p vrednost manja od « za neki unapred odredeni nivo znacajnosti statistickog
testiranja a. Procedura za poredenje resavaca je preciznije data na slici 3.15.
Ocigledno, da bi se ova metodologija prakti¢no primenila, potrebno je diskutovati
njene razlicite aspekte. Najvazniji su izbor funkcije d i ocena raspodele ©, odnosno

utvrdivanje statisticke znacajnosti.

Izbor ocene razlike. Uloga funkcije d je da kvantifikuje razliku u performansama
dva resavaca na jednoj instanci na osnovu uzoraka njihovih vremena resavanja. U
tu svrhu analiziramo tri razli¢ite mere velicine efekta.

Jedan od intuitivnih indikatora da se dva reSavaca ponasaju jednako na nekoj
instanci F' bi bio da je verovatnoca da jedan reSavac resi instancu brze nego drugi

jednaka verovatno¢i da drugi reSavac resi tu instancu brze nego prvi, preciznije:
P(r' > %) = P(r' < 1%

ili ekvivalentno
w=Pr' >~ P(r' <) =0

Ove dve verovatnoc¢e se ne moraju sabirati do 1 ukoliko su prisutni cenzurisani
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function compareSolvers (
S1 : solver,
S2 : solver,
N : integer,
F : instancel[],

alpha: real
) : (different: bool, pValue : real, S : solver, difference: real)
begin
foreach f in F
begin
for i :=1 to N
begin
T1[i] := sampleSolvingTime(S1,f)
T2[i] := sampleSolvingTime(S2,f)
end
differenceOnInstance([f] := d(T1,T2)
end
difference := average(differenceOnInstance)
Theta := estimate of distribution of difference if § =0

pValue := estimatePValue(difference,Theta)
if pValue > alpha then

return (false, pValue, NA, difference)
if difference < O then

return (true, pValue, S1, difference)
else

return (true, pValue, S2, difference)

end

Slika 3.15: Procedura za poredenje SAT reSavaca.

podaci. Neka je
1 —w

== P(r' < 7) + %P(Tl =7?)
Ova vrednost je intuitivna mera koja kombinuje jac¢inu empirijskog dokaza da se je-
dan resava¢ ponasa bolje od drugog sa neizvesnoscu koja proizilazi iz izjednacenosti
reSavaca na nekim instancama. Kako se u praksi svaka dva necenzurisana podatka
razlikuju makar malo ukoliko se merenje vrsi sa dovoljno preciznosti, slucaj iz-
jednacenih vremena resavanja se pre svega odnosi na situaciju kad oba resavaca nisu
resila neku instancu. Vrednost 7 je u literaturi koris¢ena kao mera velicine efekta
[36]. Kako se veli¢ina w moze oceniti statistikom W, veli¢ina 7 se moze oceniti sta-
tistikom (1 —W¢)/2. Mana koris¢enja veli¢ina w i 7 je nedostatak transformacije za
stabilizaciju varijanse i priblizavanje normalnoj raspodeli poput one koja je poznata
u slucaju point-biserijske korelacije (opisane u potpoglavlju 3.6.2), koja bi merenje
statisticke znacajnosti ucinila pouzdanijim. Iako je pogodnija za merenje statisticke

znacajnosti zbog dostupnosti pomenute transformacije, za point-biserijsku korela-
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3.6 Poredenje SAT resavaca

ciju nije ocigledno u kakvom je odnosu sa prethodnim pomenutim merama. Takode,
mera poput 7 je intuitivnija i lakSsa za razumevanje veé¢em broju ljudi. Sledeca
teorema ustanovljava odnos izmedu uzoracke point-biserijske korelacije 7y, 1 stati-
stike Wg. Za vrednosti X;, S% oznacava >_(X; — X)?, pri cemu X oznacava prosek
vrednosti X;.

2 e .
, velicine ny 1 no.

Teorema 3 Neka su T i T? uzorci sluc¢ajnih promenljivih 74 i T
Neka je X; i-ti element u sortiranom objedinjenom uzorku, R; njegov rang u uzorku,
Y; odgovarajuca vrednost indikatorske promenljive i rp, uzoracka point-biserijska ko-
relacija izmedu R; 1 Y;. Tada, ukoliko nema jednakih vrednosti u objedinjenom

uzorku i prag cenzurisanja je konstantan, vazi sledeca relacija:
WG = T’prRSy/nlng (37)

Dodatno, ukoliko ny/ne — ¢, gde je ¢ konacna pozitivna konstanta, kada ny — oo,

onda vazi

lim var(Wg) = lim var(ry)SaSy/nins (3.8)

n1—0o0 ni1—o0

Dokaz. Neka je N = nq + ng, neka su brojevi cenzurisanih podataka u uzorcima 7'
i T? redom c; i ¢5 i neka je C = ¢; + ¢o. Sa I' i I? biée oznaceni skupovi indeksa
u objedinjenom uzorku necenzurisanih podataka iz uzoraka 7" i T?. Dodatno, neka
je I = I' U I?. Skup indeksa elementata prvog uzorka u objedinjenom uzorku svih
podataka bice oznacen sa A;.

Prvo ¢e biti pokazano da vazi relacija (3.7). Biée razmotreni izrazi nin.We
i SpSyrp 1 bic¢e pokazano da su jednaki. Bice koris¢ena Mantelova formulacija
statistike W [63] i zapazanje da se ona moze razloziti na zbir izraza vezanih za

necenzurisane podatke, plus izraz za cenzurisane podatke.

€A ielt

=2> Ri—(m—c)(N+1)+ci(N=C)

ent

=2Y Ri—(n1—20)(N+1)—c(C+1)

Razmotrimo SgSyrp:
N N N N N
SpSyrp =Y (Ri—R)(Yi=V) =Y RYi—Y RY Y RYi+Y RY
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
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3.6 Poredenje SAT resavaca

pri éemu su R i Y proseci vrednosti R; i Y;. Kako su poslednje tri sume jednake,

vazi N Ny v
SRSYpr = Z RY; — Z Ri? = Z RY; — By
i=1 i=1 i=1

pri ¢emu je By = (N + 1)(ny — na)/2 i dobija se koris¢enjem ¢injenice da je suma
rangova konstantna i jednaka N(N +1)/2 i da je Y = (n; — ny)/N. Razdvajanjem

cenzurisanih i necenzurisanih podataka, dobija se

SRSYT’pb = ZRIY; +E2 — E1 = ZR’ - ZRZ +E2 — E1
iel ielt iel?
pri cemu je Ey = (2N — C + 1)(¢; — ¢2)/2, jer je (2N — C' + 1)/2 prosecni rang
cenzurisanih podataka. Posto su svi necenzurisani podaci manji od cenzurisanih i
posto je suma njihovih rangova konstanta, druga suma se moze izraziti preko prve

sume, zahvaljuju¢i cemu se dobija:

SRSYprZQZRi—(N—C)(N—C+1)/2+E2—E1

iell

Jednostavnim racunom se dobija:

SrSyrp =2 Ri— (n1—2c1)(N +1) — 1 (C + 1)

elt

¢ime je relacija (3.7) dokazana.

U daljem izlaganju, zbog tehnicke pogodnosti, bi¢e koriséene oznake a; = ¢1/ny
i as = ¢1/ny. Jedina svojstva uzorka od kojih zavise veli¢ine Sg 1 Sy su upravo a;
i ap. Koris¢enjem relacije (3.7) i osnovnih svojstava varijanse, za uslovnu varijansu
statistike W¢ dobija se var(Wglay, az) = %var('r’pb). Kako bi se dokazala relacija
(3.8), dovoljno je pokazati da vazi var(Wg)/var(Wglay,as) — 1 kada ny — oo (s
obzirom da vazi ny /ny — ¢, dovoljno je razmatrati grani¢ne vrednosti kad n; — 00).

Na osnovu zakona potpune varijanse, vazi
var(We) = Eqy ayvar(Welay, az) +vare, o, E(Welaq, as)

Na osnovu zakona velikih brojeva, a; i as teze u verovatnoci svojim ocekivanjima
a1 and s kada ny — co. Kako, na osnovu toga, verovatnoce vrednosti a; takvih da

la; — a;| > € teze nuli za svako € > 0 kada n; — oo, vazi

Eo, ayvar(Weglay, as)

var(Weglay, az)
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3.6 Poredenje SAT resavaca

kada n; — 1 posto i brojilac i imenilac u tom slucaju teze var(We|aq, as).
Sto se tice drugog izraza u formuli zakona potpune varijanse, po definiciji vari-

janse, vazi
Vara, oy EWalay, az) = Euy 0y B*(Wglar, ag) — (Bay.an E(Welar, az))?

Ova vrednost tezi nuli kad ny — 1 na osnovu istih argumenata kao u proslom slucaju.
Ovim je dokazana relacija (3.8). O

Uslovi teoreme se mogu smatrati ispunjenim u kontekstu resavanja iskaznih for-
mula. Kao sto je ve¢ primeceno, pretpostavka da nema jednakih vrednosti u objedi-
njenom uzorku za necenzurisane podatke je realisticna poSto se vremena reSavanja
u praksi makar malo razlikuju. Takode, pretpostavka o jedinstvenom pragu cen-
zurisanja je standardna u evaluaciji resavaca. Poslednju pretpostavku je trivijalno
ispuniti posto se veli¢ina uzoraka moze kontrolisati. Na primer, mogu se koristiti
uzorci jednake velic¢ine za oba resavaca.

Teorema pokazuje da prilikom poredenja SAT resavaca, koris¢enje bilo koje od
statistika W¢ 1 7y, vodi ka istim zaklju¢cima u poredenju, makar u slucaju veli-
kih uzoraka. Razlog za to je Sto p vrednost zavisi samo od kolicnika test stati-
stike i korena njene varijanse, koji su prema prethodnoj teoremi priblizno jednaki
kada su uzorci veliki. Stoga, ima smisla koristiti ove statistike naizmenicno ili za-
jedno. Tehnicki najpogodnija point-biserijska korelacija se moze koristiti prilikom
racunanja p vrednosti, ali se u rezultatima poredenja dva SAT resavaca, kao intui-

tivnija, moze prijaviti i ocena vrednosti 7.

Utvrdivanje statisticke znacajnosti. Smatra se da dva resavaca imaju jednake
performanse ukoliko vazi p,, = 0, odnosno ukoliko rp, nije znacajno razlicito od 0
u smislu statistickog testiranja. Statisticko testiranje zasnovano na statistici r,;, se
obi¢no vrsi posle Fiserove transformacije prikazane u potpoglavlju 3.6.2. Kako bi
se proverila statisticka znacajnost razlike izmedu dva resavaca na celom korpusu, za
svako 7; racuna se vrednost z(r;). PoSto su statistike z(r;) asimptotski normalno
raspodeljene, na osnovu svojstava normalne raspodele sa prosekom z(p;) i varijansom

var(r;) /(1 — r?)?, vazi da je i prosek z asimptotski normalno raspodeljen:
M M
_ 1 1 var(r;)
ya NN <M Zz<pl)7 _QZ (1 — T2)2>

Kako bi se ustanovilo da li je moguée odbaciti nultu hipotezu § = 0, potrebno je

proveriti da li dobijeni prosek Z znacajno odstupa od njegove ocekivane vrednosti
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3.6 Poredenje SAT resavaca

0 pri nultoj hipotezi. p vrednost (dvostrana) se moze izra¢unati na osnovu formule
2(1 — ®(z/+/var(z))), gde je ® funkcija raspodele N'(0,1). Na kraju, p vrednost
je potrebno uporediti sa nekim unapred izabranim pragom statisticke znacajnosti
(obi¢no 0.05 ili 0.01). Ukoliko je p vrednost manja od tog praga, nulta hipoteza se
odbacuje i konstatuje se da su performanse resavaca znacajno razlicite. Koji od dva
resavaca je bolji odlucuje se na osnovu znaka vrednosti d ili Z, kao §to je prikazano

na slici 3.15.

Poredenje vise reSavaca. U slucaju poredenja vise reSavaca, pored poznavanja
svih pojedina¢nih poredenja, potrebno je raspolagati i metodom rangiranja. Vazan
problem vezan za primenu statistickih testova je njihova potencijalna netranzitiv-
nost. Pri tome, takva mogucénost nije mana ni jednog testa, ve¢ prirodni probabili-
sticki fenomen. Naime, postoje primeri slucajnih promenljivih A, B i C' takvih da
vazi P(A< B) > 1iP(B < C) > 1, alida P(A < C) > 1 ne vazi. Efronove kockice
predstavljaju popularnu ilustraciju ovog fenomena [17]. Kako bi se izbegli ovakvi
problemi koji onemogucavaju naivno rangiranje na osnovu rezultata pojedinac¢nih
poredenja, moze se koristiti, na primer, metod Kendala i Veija [50] koji je dizajniran

za situacije koje uklju¢uju netranzitivne rezultate poredenja.

3.6.4 Empirijska evaluacija

U ovom potpoglavlju su prikazana dva eksperimenta. Prvi se tice broja izmesanih
varijanti instance koje su potrebne za primenu metodologije, a drugi prikazuje re-
zultate primene prikazane metodologije. U oba eksperimenta su koris¢ena ista cetiri
resavaca i dva korpusa kao u uvodu ovog poglavlja. Za nivo statisticke znacajnosti
« uzet je uobicajeni nivo 0.05. Uzorak iz raspodele vremena reSavanja za svaku
formulu je uzet tako sto je reseno 50 izmesSanih varijanti te formule sa vremenskim
ogranic¢enjem od 1200 sekundi. Ukoliko su sve izmeSane varijante neke formule resene
za manje od 0.1 sekunde?! od strane oba regavaca ili ni jedna izmesana varijanta nije
reSena od strane ni jednog resavaca, instance su odstranjivane kao neinformativne.
Za funkciju d izabrana je ocena point-biserijske korelacije r,,. Varijansa ocene 7, je
ocenjena poduzorkovanjem sa 100000 poduzoraka [29].22

Prvo vazno pitanje vezano za primenu predlozene metodologije je njena racunska
zahtevnost koja se odrazava kroz broj izmesanih varijanti koje je potrebno resavati

kako bi se dobila pouzdana ocena velicine efekta i statisticke znacajnosti. Pored

2INajvise jedna industrijska instanca i 30 instanci vezanih za bojenje grafova su odbageni na
osnovu ovog kriterijuma u bilo kom poredenju.

22Izvorni kéd softvera koji je koriséen za sve statisticke kalkulacije dostupan je na adresi http:
//www.matf.bg.ac.rs/~nikolic/solvercomparison/sc.zip
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3.6 Poredenje SAT resavaca

Tabela 3.8: Ocene korelacije p,, pri poredenju razlicitih verzija MiniSAT reSavaca.
Umesto celih imena, date su samo oznake koje ih razlikuju.

Industrijske Bojenje grafova
09z | cumr r | polazni | hack 09z | cumr r | polazni | hack
09z - -0.097 -0.249 | -0.229 - 0.206 0.453 0.461
cumr r | 0.097 - -0.241 | -0.208 | -0.206 - 0.327 0.333
polazni | 0.249 | 0.241 - 0.072 | -0.453 | -0.327 - -0.001
hack 0.229 | 0.208 -0.072 - -0.461 | -0.333 0.001 -

racunske zahtevnosti, pove¢avanje broja izmeSanih varijanti vodi ka smanjenju p
Prakticni

savet u ovakvim slucajevima je ne uvecavati uzorak posto je ocena velicine efekta

vrednosti usled povecanja uzorka, iako bez povecanja veli¢ine efekta.

stabilizovana [18]. Kako bi se proverilo koji je broj izmesanih varijanti potreban, za
svaka dva resavaca, na grafiku je prikazana vrednost 7,, za broj izmesSanih varijanti
od 1 do 50. Grafici za oba korpusa su dati na slici 3.16. Grafici sugerisu da je
dovoljan broj izmeSanih varijanti izmedu 10 i 15.

U tabeli 3.8, prikazane su ocene statistike p,, pri poredenju svaka dva reSavaca
koristeci 15 izmesanih varijanti svake formule. Dobijeni rezultati nisu iznenadujuéi s
obzirom na informacije prikazane u tabeli 3.7. U svim poredenjima p vrednosti (dvo-
strane) su manje od 0.001, osim prilikom poredenja originalnog MiniSAT resavaca i
njegove modifikacije MiniSat2hack na instancama poteklim iz bojenja grafova. U
tom slucaju p vrednost je 0.945. I pored visoke statisticke znacajnosti, neke razlike
se mogu smatrati zanemarljivim u svetlu preporuka za interpretaciju velic¢ine r,, da-
tih u potpoglavlju 3.6.2. U ovom eksperimentu nema netranzitivnosti i rangiranje
je lako izvesti iz tabele. U sluc¢aju industrijskih instanci, rangiranje je 5715559453, a u
slucaju instanci poteklih iz bojenja grafova, rangiranje je 53545251, gde su oznake
iste kao u tabeli 3.8.

3.6.5 Drugi pristupi

Postoji vise radova na temu poredenja SAT resavaca. Le Ber i Simon su prvi
uocili znacaj ovog pitanja u oblasti resavanja SAT problema [8]. Takode, primeéeno
je da mesanje instanci moze da dovede do zamene redosleda resavaca. Sugerisano je
da se u korpuse mogu dodati izmesane varijante formula. S druge strane, njihov rad
se bavi standardnim nacinom poredenja resavaca. Odemar i Simon su dalje anali-
zirali uticaj meSanja na broj resenih formula i zakljucili da on moze biti znacajan
[5].

Ecioni i Ecioni su predlozili statisticke testove za cenzurisane podatke u evaluaciji

metoda ucenja zarad ubrzavanja (eng. speedup learning), ali poredenje vremenskih
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Slika 3.16: Grafici statistike 7, za industrijske instace (gore) i za instance potekle iz
problema bojenja grafova (dole) u funkciji broja izmesanih varijanti koje se koriste
za njeno racunanje.
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raspodela nije razmatrano [31]. Brglez i saradnici naglasavaju znacaj statistickog
pristupa poredenju SAT resavaca [15, 16]. Dodatno, uocen je znacaj raspodele vre-
mena reSavanja za poredenje SAT resavaca. Oni su primenili statisticke testove u
poredenju SAT reSavaca, ali samo na po jednoj instanci. Nije razvijena puna me-
todologija koja bi omogudéila koris¢enje korpusa instanci kombinovanjem rezultata
testiranja na pojedinacnim instancama, niti je uoc¢en znacaj pojma veli¢ine efekta,
koji je vazan u takvoj metodologiji. Rangiranje viSe reSavaca i probelm netranzitiv-
nosti takode nisu razmatrani.

Metodama za rangiranje sistema u automatskom rezonovanju i svojstvima koja
takve metode treba da imaju bavio se Pulina [85]. Neka od ovih svojstava su sta-
bilnost pri variranju velicine korpusa, stabilnost pri variranju dozvoljenog vremena
reSavanja i koreliranost ranga resavaca prilikom primene evaluirane metode ran-
giranja i njegovog doprinosa virtualnom najboljem resavacu sastavljenom od svih

resavaca koji se porede. U ovom radu se ne razmatra statisticko poredenje resavaca.
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Glava 4

CDCL pretraga za dokazivanje u

koherentnoj logici

U ovoj glavi ¢e biti formulisan sistem pretrage za dokazivanje u koherentnoj logici
zasnovan na CDCL sistemu pretrage za ispitivanje zadovoljivosti iskaznih formula.
Dokazana su i najvaznija svojstva ovog sistema — saglasnost i potpunost. Ovaj
sistem predstavlja odgovor ili makar polaznu tacku za razlicite izazove u dokaziva-
nju teorema u koherentnoj logici, koji ¢e biti analizirani u nastavku. Pored CDCL
sistema pretrage, prikazana je i njegova implementacija — dokaziva¢ Calypso. Ovaj
dokazivac se pokazao superiornim u odnosu na druge dokazivace za koherentnu lo-
giku, kao i u odnosu na najefikasniji dokazivac¢ za opstu logiku prvog reda primenjen

u ovom fragmentu.

4.1 Osnovni pojmovi koherentne logike

Kohrentna logika je fragment logike prvog reda koji se sastoji od formula oblika:
VU (p1(0) Ao A pp(V) = 3y Q1(0,§) V...V IY Qu(7, 7)),

gde su ¥ i ¢ kona¢ni nizovi promenljivih, p;(?),...,p,(¥) oznacavaju atomicke
formule koje uklju¢uju promenljive iz niza v, a Q1(0,7), ..., Qn(V,y) konjunkcije
atomickih formula koje ukljuc¢uju promenljive iz nizova ¥ i . U sluc¢aju da vazi
m = 0, umesto desne strane implikacije, piSe se L. Aksiome i mnoge teoreme u
disciplinama poput geometrije i algebre se mogu prirodno predstaviti u ovoj logici.
Postojanje prirodnog deduktivnog sistema, bliskog sistemu prirodne dedukcije, ¢ini
da koherentna logika bude posebno pogodna za automatsko generisanje ¢itljivih do-

kaza matematickih teorema. U nastavku ovog poglavlja bic¢e predstavljena sintaksa



4.1 Osnovni pojmovi koherentne logike

i semantika logike prvog reda koji su primenljivi i u koherentnoj logici, prirodni

deduktivni sistem koherentne logike i svojstva koherentne logike.

4.1.1 Sintaksa i semantika logike prvog reda
U tekstu se koriste naredne definicije osnovnih pojmova logike prvog reda [46].

Definicija 9 (Signatura) Signatura je uredena trojka L(X,11,ar), gde je ¥ pre-
brojiv skup funkcijskih simbola, IT prebrojiv skup predikatskih simbola, a ar : ¥ U
IT — N funkcija arnosti, pri éemu vazi X N 11 = ().

Definicija 10 (Skup termova) Skup termova T; nad signaturom L i prebrojivim

skupom promenljivih V' je nagmangi skup za koji vazi:

e svaki simbol konstante (funkcijski simbol arnosti 0) je term;

e svaki simbol promenljive je term;

e ako je f funkcijski simbol za koji je ar(f) =mn ity,..., t, su termovi, onda je
f(ty, ... tn) term.

Definicija 11 (Skup atomickih formula) Skup atomickih formula (ili krace ato-
ma ) nad signaturom L i prebrojivim skupom promenljivih V' je najmangi skup za koji
Vazi:

e logicke konstante konstante T 1 L su atomicke formule;

e ako je p predikatski simbol za koji je ar(p) =mn itq,...,t, su termovi, onda je

p(t1, ..., t,) atomicka formula.

Definicija 12 (Skup formula logike prvog reda) Skup formula logike prvog reda
(ili krace formula) F nad signaturom L i prebrojivim skupom promenljivih V' je naj-

mangi skup za koji vazi:

e svaka atomicka formula je formula logike prvog reda;

ako je A formula logike prvog reda, onda je i (—A) formula logike prvog reda;
ako su A i B formule logike prvog reda, onda su i (AN B), (AV B), (A= B)
i (A< B) formule logike prvog reda;

ako je A formula logike prvog reda i x promenljiva, onda su (Vx A) i (3z B)

formule logike prvog reda.

Prilikom pisanja formula, zagrade mogu biti izostavljene i u tom sluc¢aju se pod-
razumeva prioritet operatora u slede¢em poretku, od najviseg ka najnizem: V, 3, —,
AV, =, S

Bazni term je term koji ne sadrzi ni jednu promenljivu. Bazna formula je formula

koja ne sadrzi ni jednu promenljivu.
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Definicija 13 (Slobodno i vezano pojavljivanje) Slobodno pojavljivanje ¢ ve-

zano pojavljivanje u formuli se definise na sledeci nacin:

e svako pojavijivanje promenljive u atomickoj formuli je slobodno u toj formuli;

e svako pojavljivanje promenljive koje je slobodno u formuli A je slobodno i u
formuli —~A; svako pojavljivanje promenljive koje je vezano u formuli A je
vezano i u formuli —A;

e svako pojavljivanje promenljive koje je slobodno u formuli A ili u formuli B
je slobodno i u formulama (AN B), (AV B), (A = B) i (A & B); svako
pojavljivanje promenljive koje je vezano u formuli A ili u formuli B je vezano
i u formulama (AN B), (AV B), (A= B) i (A< B);

e svako slobodno pojavljivanje promenljive razlicite od x u formuli A je takode
slobodno u formulama Yx A i dx A; pojavljivanje promenljive x u formulama

Ve A i3x A je vezano.

Promenljiva je slobodna u formuli ako i samo ako ima slobodno pojavljivanje u toj
formuli. Promenljiva je vezana u formuli ako i samo ako ima vezano pojavljivanje

u toj formul.

Definicija 14 (L-struktura) Za datu signaturu L, L-struktura D je par (D, 1),
gde je D neprazan skup koji se naziva domen, a I funkcija, koja se naziva interpre-

tacijom, pri cemu vazi sledece:

e svakom simbolu konstante c iz X2, funkcija I pridruzuje jedan element cy iz D;

o svakom funkcijskom simbolu f iz ¥ za koji je ar(f) = n in > 0, funkcija 1
pridruzuje jednu totalnu funkciju f;: D™ — D;

e svakom predikatskom simbolu p iz 11 za koji je ar(p) = n in > 0 funkcija I

pridruzuje jednu totalnu funkciju py : D™ — {0,1}.

Valuacija za prebrojiv skup promenljivih V' u odnosu na domen D je preslikavanje
v:V — D.

Definicija 15 (Funkcija istinitosne vrednosti) Neka je D = (D, I) L-struktura
za neku signaturu L 1 v valuacija za skup promenljivih V' u odnosu na domen D.

Tada se funkcija istinitosne vrednosti I, definise na sledeéi nacin:

o [,(x) = ()zaxGV'

e [,(c) = ¢y za simbol konstante ¢ iz 3;

. Iv(f(tl,..., n)) = fr(L(t1), ..., L,(t,)) za funkcijski simbol f iz 3 za koji je
ar(f) =

o I,(T) =1, L(L)=0;
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o I,(p(ty,....tn)) = pr(Ly(t1),..., L,(t,)) za predikatski simbol p iz 11 za koji je
H(f) = n;
o [,(—A) je 1 ako je I,(A) =0, a 0, inace;
e [,(AAB) je 1 ako je I,(A) =114 1,(B) =1, a0, inace;
e [,(AV B) je 0 ako je I,(A) =14 1,(B) =1, a 1, inace;
(
(

Q

e [,(A= B) je 1 ako je I,(A) < I,(B), a 0, inace;

e [,(A< B) je 1 ako je I,(A) = I,(B), a 0, inace;

o [,(Jz A) je 1 ako postoji valuacija w sa domenom D koja se eventualno ra-
Zlikuje od v jedino w vrednosti promenljive x i za koju vazi I,(A) = 1, a 0,
mace;

o [,(Vz A) je 0 ako postoji valuacija w sa domenom D koja se eventualno ra-
zlikuje od v jedino w vrednosti promenljive x i za koju vazi I,(A) = 0, a 1,

mace.

Definicija 16 (Model, zadovoljivost i valjanost) Neka je I, interpretacija odre-
dena L-strukturom D sa domenom D i valuacijom v nad domenom D. Formula A
je taéna u interpretaciji I, ako vazi I,(A) = 1. L-struktura D sa valuacijom v se
naziva modelom formule A, $to se oznacava (D,v) = A. Formula je zadovoljiva ako
ima model, a nezadovoljiva ili kontradiktorna ako ga nema. Ako vazi (D,v) = A za
svaku L-strukturu D sa domenom D i valuaciju v nad domenom D, formula A se
naziva valjanom. Ako formula nije valjana, onda je poreciva. Skup formula je zado-
voljiv ako postoji model koji zadovoljava svaku formulu iz tog skupa. U suprotnom,

skup formula je kontradiktoran.

Definicija 17 (Logicka posledica i logicka ekvivalentnost) Neka jeI" skup for-
mula i neka je A formula nad signaturom L. Formula A se naziva logickom posledi-
com skupa I', §to se oznacava I |= A, ukoliko za svaki model (D,v) vazi (D,v) E A
ako wvazi (D,v) = I'. Formule A i B su logicki ekvivalentne ako vazi A = B i
B [ A.

Definicija 18 (Supstitucija u termu) Supstitucija promenljivih xq,..., x, ter-
movima ti,...t, u termu t je funkcija tfzy — t1,...,xp = t,] : Te X V"X TP = T;

i definise se na sledeéi nacin:

e ako je t simbol konstante, onda je t[xy v t1,...,x, — t,] =t;

o akojet=uwx; zai=1,....n, onda je tlxy — t1,..., 2, — t,] =t;;

e akojet=vy, gdejey #x; zai=1,...,n, onda je tfxy — t1,...,x, — t,] =1t

e ako jet = f(t),...,t ), onda je tlxy — ti,...,x, — t,] = f(t)[zr1 —
L2 T A O i B T 2 P
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Definicija 19 (Supstitucija u formuli) Supstitucija promenljivih 1, ..., x, ter-
movima ty, ..., t, u formuli A je funkcija Alxy v ty, ..., x5 > ty] : Fo X VX T —

Fr i definise se na sledeci nacin:

o Ty —=ty,...,xp—t,]) =T,

o L[ry—ty,...,xp =ty =L,

e ako je A = p(tl.,....t), onda je Alxy — t1,...,2, — t,] = p(ti[z1 —
(R D A i PO o A o S 2 P I A

o (DAt .., xy oty = (Al = by, X, ty])

o (AAB)[x1 = t1,. .., 2y =ty = Alxy = b, .. 2y =t ABlxy = by, 2,
tn]

o (AVB)[xy = t1,...,xn =ty = Alxy = t1, .., 2y = VB[ — t, o X,
tn]

e (A= B)lxy = t1,...,2q = t,] = Alxy — t1,...,2, — t,| = Bl —
Ty ey Ty > Ty

e (A& B)lxy — ti,...,xy — L] = Alzy — t1,...,2, — t,] & Blx; —
L1y ey Ty > Ly

o (Va; A)fxy —ty,...,xn =ty = (Va; A) zai=1,...,n

o (Fz; Ay —ty,...,xn =ty = Fx; A) zai=1,...,n

e akojex; #vy zai=1,...,n, neka je z promenljiva koja se ne pojavijuje ni u

Yy Aniut; zai=1,...,n; tadaje Vy A)jxy — t1,..., 2, = t,] =Vz Ay —
Z][.’L’ll—>t1,...,$n|—>tn];
e akojex; vy zai=1,...,n, neka je z promenljiva koja se ne pojavijuje ni u

Jy Aniut; zai=1,...,n; tada je (Jy A)[xy — t1,..., 2, — t,] = 3z Aly —

2l[xy =ty T LS
Definicija 20 (Kompozicja supstitucija) Za supstitucije ¢ = [x1 — t1,..., T, —
to] © AN = [y1 & S1,...,yn — S|, kompozicija supstitucija ¢\ je supstitucija
[x1 = G .z = B A Y > St Un > Sy ez zamena oblika x; — x; 0 bez

zamena oblika y; — s;, gde je y; = x; za neko 1 i j.

Za supstituciju se kaze da je bazna supstitucija nad nekim promenljivim ukoliko
svakoj od tih promenljivih dodeljuje neki simbol konstante. Primene supstitucija ¢e

uvek biti pisane postfiksno.

Definicija 21 (Unifikator i najopstiji unifikator) Ako su e; i ey dve formule
ilt dva terma, 1 ako postoji supstitucija o takva da vaZi eyoc = eso, onda kaZemo
da su izrazi e; 1 ep unifikabilni ¢ da je supstitucija o unifikator za ta dva izraza.
Supstitucija o je najopstiji unifikator za e; 7 es ako svaki unifikator T za ey i ey

moze biti predstavljen u obliku T = op za neku supstituciju p.
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4.1.2 Koherentni dokazi

Standardni deduktivni sistem koherentne logike se zasniva na rezonovanju una-
pred na osnovu baznih atoma. Moze se zapisati u stilu prirodne dedukcije na sledeci
nacin [92]:

@] [pa(@)

p@Vv...vpu@ A ... A

p1(@) A ... A pp(d) L
w@ i vE  Gefa
p1(@) ... pp(@) pr(@)A .. App(T) = TG Q1T Y1) V...V T Qi (T, Uim) -
Q1(a, W) V...V Qn(d, by)

gde je @ niz konstanti, a w; (za 1 < j < m) su nizovi novih simbola konstanti,
takozvanih svedoka, kojima se prosiruje signatura. U zapisu se podrazumeva da su
slobodne promenljive univerzalno kvantifikovane.

Koherentna formula
P A Apa(®) = I QUED V...V 3T Qu(@. )

je teorema neke teorije zadate skupom aksioma AX, ukoliko se iz aksioma AX i
pretpostavki teoreme instanciranih konstantama koje se ne javljaju u polaznoj sig-
naturi p1(@), ..., p,(@) , primenom datih pravila mogu izvesti svi konjunkti formule
Q;(a@,w) za neko j (1 < j <m) i za neki niz konstanti .

Postoji vise procedura dokazivanja koje se zasnivaju na ovom sistemu [10, 92].
One su u stanju da generiSu objekine dokaze, odnosno dokaze opisane do nivoa
aksioma i primena pravila deduktnivnog sistema, kako u formalnim jezicima inter-
aktivnih dokazivaca kao $to su Isabelle [78] i Coq [25], tako i u pirodnom jeziku.

Dobar primer teorije za koju je pogodno koristiti koherentnu logiku je euklidska
geometrija. Veliki delovi aksiomatskih sistema Hilberta i Tarskog, kao i relevantna
tvrdenja se vrlo lako, ¢esto i bez ikakvih intervencija, zapisuju u koherentnoj lo-
gici. Kao ilustracija primene koherentnih dokazivaca u dokazivanju geometrijskih
teorema, dat je slededi izlaz dokazivaca ArgoCLP [92]. Izlaz ukljucuje formulaciju
tvrdenja i njegov dokaz na prirodnom jeziku, za tvrdenje koje je u polaznom obliku

zadato u formalnom jeziku.

Primer 5 (Preuzet iz rada [92]) Assuming that p # q, and q¢ # r, and the line
p 1s incident to the plane o, and the line q is incident to the plane o, and the line
r 1s incident to the plane «, and the lines p and q do not intersect, and the lines q

and r do not intersect, and the point A is incident to the plane «, and the point A
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18 incident to the line p, and the point A is incident to the line r, show that p = r.
Proof:

Let us prove that p = r by reductio ad absurdum.
1. Assume that p # r.

2. It holds that the point A is incident to the line q or the point A is not
incident to the line q (by aziom of excluded middle).

3. Assume that the point A is incident to the line q.

4. From the facts that p # q, and the point A is incident to the line p,
and the point A is incident to the line q, it holds that the lines p and

q intersect (by axziom az_D5).

5. From the facts that the lines p and q intersect, and the lines p and q

do not intersect we get a contradiction.

Contradiction
6. Assume that the point A is not incident to the line q.

7. From the facts that the lines p and q do not intersect, it holds that

the lines ¢ and p do not intersect (by aziom ax_nint_[_1_21).

8. From the facts that the point A is not incident to the line q, and the
point A is incident to the plane «, and the line q is incident to the
plane «, and the point A is incident to the line p, and the line p is
incident to the plane «, and the lines q¢ and p do not intersect, and
the point A is incident to the line r, and the line r is incident to the
plane «, and the lines q and r do not intersect, it holds that p = r
(by aziom ax_E2).

9. From the facts that p = r, and p # r we get a contradiction.
10. Contradiction.

Therefore, it holds that p = r.

This proves the conjecture.

Pored euklidske geometrije, vazan primer primene dokazivanja u koherentnoj
logici je automatizacija dokaza Hesenbergove teoreme [11]. Ovaj dokaz nije spro-
veden potpuno automatski, ve¢ uz pomo¢ coveka tako Sto su uocene leme koje je
bilo mogucée automatski dokazati i pomocu kojih je bilo moguée automatski doka-
zati Hesenbergovu teoremu. lako se ne radi o potpunoj automatizaciji, ovaj pristup

dokazivanju teorema je vrlo znacajan jer omogucava coveku da se skoncentriSe na
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zanimljive i inventivne delove dokaza, dok se racunaru prepusta da sprovede delove

tehnickog karaktera.

4.1.3 Svojstva koherentne logike

Koherentna logika je prvi put definisana od strane Skolema, pocetkom proslog
veka. U prethodnih 15 do 20 godina, ponovo postaje popularna zahvaljujuéi svojim
svojstvima, znac¢ajnim u domenu formalizacije matematickog znanja [10, 32, 11, 92].
Svaka formula logike prvog reda se moze prevesti u logicki ekvivalentan skup for-
mula koherentne logike bez primene skolemizacije ili razbijanja formule do klauzalne
forme. Stoga, koherentna forma se moze smatrati normalnom formom za logiku pr-
vog reda, poput klauzalne forme. Medutim, osnovni kvalitet koherentne logike je
Sto njena izrazajnost, koja se ogleda u prisustvu egzistencijalni kvantifikatora i u
implikacijskoj formi, omogucava da za razne teorije ili pojedinacne teoreme, zapis u
koherentnoj formi bude vrlo blizak ili ¢ak identican polaznom zapisu. Rezonovanje
unapred, predstavlja prirodan, saglasan i potpun metod dokazivanja u koherent-
noj logici [10]. Prethodna dva svojstva omoguéavaju generisanje ¢itljivih dokaza
— dokaza izrazenih na jeziku koji je blizak jeziku polaznog problema, a izvedenih
primenama aksioma na nacin svojstven coveku.

Svodljivost problema provere valjanosti u logici prvog reda na proveru valjanosti
u koherentnoj logici, pokazuje da provera valjanosti u koherentnoj logici nije odluciv
problem [9].

Rezonovanje unapred u koherentnoj logici je intuicionisticko. Usled neposto-
janja negacije u koherentnoj logici, iskljucenje treceg nije moguce izraziti. Stoga
su dokazi u koherentnoj logici konstruktivni. Naravno, ova konstruktivnost je od
znacaja samo ukoliko u prevodenju problema iz polazne forme u koherentnu formu
nije uradena ni jedna transformacija klasicne logike. Medutim, klasi¢ne transfor-
macije su u opstem slucaju sastavni deo svakog prevodenja iz logike prvog reda u
koherentnu logiku [83]. Ukoliko se u zapisu polaznog problema koristi negacija, ona
se moze simulirati u okviru koherentne logike. Ako je A atomicka formula, —A se
moze predstaviti u obliku A = 1, ali se ovo ne moze uraditi u slucaju proizvoljne
neatomicke formule jer to koherentna forma ne dozvoljava. Uobicajeno, sastavni
deo prevodenja formula koje uklju¢uju negaciju u koherentnu logiku je uvodenje
dodatnih predikatskih simbola koji odgovaraju negaciji polaznog simbola. Tako se
za predikatski simbol p uvodi novi simbol p, koji zamenjuje —p, i dodaju se sledece
aksiome: VZ (p(Z¥) A p(Z) = 1) i VZ (p(Z) V p(Z)). Uvodenje druge aksiome je
nepozeljno jer je po njoj moguce granati bez potrebe da se prethodno zadovolje

neke pretpostavke. Nju je u nekim situacijama moguée izostaviti [83].
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Koherentna logika ima svojstvo kompaktnosti — za svaku formulu za koju postoji

klasi¢cni dokaz, postoji i intuicionisticki dokaz [10].

4.2 Sistemi za dokazivanje u koherentnoj logici

Prvi dokaziva¢ teorema zasnovan na koherentnoj logici je Euklid [47]. Euklid
nije opsti dokazivac¢ za koherentnu logiku, ve¢ je specijalizovan za geometriju i si-
stem aksioma je zadat kroz implementaciju i ne moze se menjati. Rezonovanje koje
Euk1lid koristi je bazno rezonovanje unapred sa jednostavnim vracanjem u pretrazi
na prvo prethodno grananje u dokazu. Ovaj dokazivac je u stanju da pruzi dokaze
na prirodnom jeziku. Posluzio je kao inspiracija za kasnije dokazivace za koherentnu
logiku, ukljuc¢ujuci i dokaziva¢ Calypso zasnovan na sistemu pravila koji ¢e biti pre-
dlozen u ovoj glavi. Neke ideje, prvi put upotrebljene u dokazivacu Euklid, vezane
za redosled primene aksioma i ogranicavanje dubine pretrage, su koriséene i u kasnije
predlozenim dokazivac¢ima.

CL je opsti dokazivac za koherentnu logiku koji se moze primeniti na proizvoljno
tvrdenje i proizvoljan aksiomatski sistem [10]. Koristi bazno rezonovanje unapred
i, kao i Euklid, prilikom vracanja u pretrazi uvek se vra¢a na prvo prethodno gra-
nanje. Uprkos jednostavnom nacinu pretrage, ispostavilo se da postoje koherentna
tvrdenja na kojima je CL neuporedivo efikasniji od najboljih dokazivaca za logiku pr-
vog reda. Ovaj rezultat je znacajno ohrabrenje za razvoj specijalizovanih dokazivaca
za koherentnu logiku. CL moze da da izlaz u jeziku interaktivnog dokazivaca Coq
[25]. Dokazivaé¢ teorema napravljen po ugledu na CL je ugraden i u sistem Isabelle.

Geolog je dokazivaC zasnovan na istim principima kao dokaziva¢ CL, ali ima
graficki korisnicki interfejs koji omogucava izvrsavanje dokazivaca korak po korak i
iscrtavnje stabala dokaza.

Prvi dokaziva¢ teorema za koherentnu logiku, ili preciznije za fragment logike
prvog reda vrlo blizak koherentnoj logici, koji implementira ucenje lema je Geo [24].
Zahvaljuju¢i ucenju lema, prilikom vracanja u pretrazi, primena naucene leme u
svakom od prethodnih grananja koja nisu bila bitna za zatvaranje grane pretrage u
kojoj je lema naucena, dovodi do toga da se pretraga nastavlja od prvog prethodnog
grananja koje je relevantno za zatvaranje te grane pretrage. Rezultuju¢e ponasanje
dokazivaca je vrlo slicno ponasanju koje bi se dobilo koris¢enjem tehnike povratnih
skokova. Geo je pre svega sistem za nalazenje minimalnih konac¢nih modela, ali se,
kao takav, moze upotrebiti i za dokazivanje teorema pobijanjem. Na takmicenju do-

kazivaca teorema CASC! je nagraden u kategoriji sistema za nalazenje modela. Re-

http://www.cs.miami.edu/~tptp/CASC/
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zonovanje koje Geo sprovodi je takode bazno rezonovanje unapred i uc¢enje lema koje
je formulisano se ne moze primeniti prilikom rezonovanja koje nije bazno. Takode,
forma naucenih lema je ograni¢ena — naucene leme na desnoj strani implikacije
mogu imati samo 1. Geo ne pruza objektne dokaze tvrdenja.

ArgoCLP je dokazivac teorema za koherentnu logiku inspirisan sistemom Euklid
[92] koji moze da se primeni na proizvoljnu koherentnu teoriju. Koristi bazno rezono-
vanje unapred sa jednostavnim vra¢anjem u pretrazi. U stanju je da pruzi objektne
dokaze u jeziku Isar [97], koji se koristi u interaktivnom dokazivacu Isabelle i do-
kaze na prirodnom jeziku. Uspesno je primenjen u dokazivanju teorema euklidske
geometrije u Hilbertovom aksiomatskom sistemu [92], a u toku je njegova primena i
na dokazivanje teorema u aksiomatskom sistemu Tarskog.

Dokazivac za koherentnu logiku clp zasnovan je na baznom rezonovanju unapred
i implementira tehniku povratnih skokova [40]. Takode, implementira i algoritam
koji omogucava da se pokusSaji unifikacije pretpostavki aksiome sa istim atomima ne
ponavljaju, Sto je posao u koji ¢ini veliki deo ukupnog vremena prilikom dokazivanja
teorema rezonovanjem unapred. U eksperimentalnoj evaluaciji u kojoj su koris¢ene
koherentne instance, ovaj dokaziva¢ se pokazao efikasnijim od dokazivac¢a CL, pod-
jednako efikasnim kao dokaziva¢ Geolog, ali manje efikasnim od dokazivaca Geo [40].
Takode, na istim instancama, pokazao se efikasnijim od dokazivaca za opstu logiku
prvog reda Vampire i Eprover [40].

Pored dokazivaca za koherentnu logiku, za sistem koji ¢e biti predlozen rele-
vantni su i postojeéi sistemi zasnovani na DPLL proceduri. Jedan takav sistem je
razvijen za fragment logike prvog reda poznat kao efektivno iskazna logika ili Bernejz-
Senfinkelov fragment [82]. Efektivno iskazna logika predstavlja klauzalni fragment
logike prvog reda bez egzistencijalnih kvantifikatora i funkcijskih simbola osim kon-
stanti. Ovaj fragment je odlu¢iv. Racun evolucije modela predstavlja podizanje
moderne DPLL procedure u klauzalni fragment logike prvog reda [7] i osnovu za
dokaziva¢ Darwin [6]. U ovom pristupu prilikom transformacije u klauzalnu formu,
razbija se struktura polazne teorije i uvode se Skolemove funkcije. U dokazivanju
svojstava ovog racuna, povratni skokovi se ne tretiraju kao deo racuna, veé¢ kao
implementaciona tehnika. Ovo je vazno jer je, kao Sto je pomenuto u glavi 2.5,
najveci deo tezine dokaza potpunosti DPLL procedure vezan za prisustvo povratnih

skokova.
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4.3 Izazovi u dokazivanju teorema u koherentnoj
logici

Kao sto je opisano u prethodnom poglavlju, osnovu vec¢ine dokazivaca za kohe-
rentnu logiku ¢ini bazno rezonovanje unapred sa jednostavnim vracanjem unazad
na prvo prethodno grananje u dokazu [10, 92], ali postoje i dokazivaci koji su u
stanju da preskocCe nerelevantna grananja u dokazu [40] ili, jo§ vaznije, da po za-
tvaranju svake grane nauce lemu koja uopstava razloge za zatvaranje te grane [24].
Neki od dokazivaca su u stanju da pruze objektne dokaze za tvrdenja koja dokazuju
[10, 92, 40]. Medutim, ni jedan od postojeéih dokazivaca ne objedinjuje sve ove
elemente. Ovakvo stanje stvari u oblasti ne predstavlja slu¢ajnost. Neke od ovih
elemenata je tesko formulisati u koherentnoj logici, a neke je tesko uskladiti. U
nastavku su izlozeni neki od najvaznijih izazova vezanih za izgradnju dokazivaca za

koherentnu logiku.

Rezonovanje prvog reda. Bazno rezonovanje ima ocigledne mane vezano za
kompaktnost reprezentacije znanja do kog se dolazi u toku rada dokazivaca. Na
primer, u slu¢aju aksiomatskog sistema koji ukljucuje aksiome Vz p(x) i Va (p(z) =
q(z)), za svaki simbol konstante a je moguée izvesti instancu prve aksiome p(a),
pa primenom druge aksiome izvesti ¢(a). Kako broj simbola konstanti moze biti
veliki, i broj izvedenih atoma moze biti veliki. Dodatno, ovaj postupak mora biti
ponavljan prilikom svakog uvodenja novih svedoka dobijenih eliminacijom egzisten-
cijalnog kvantifikatora. Pri ovakvom nac¢inu rezonovanja, ne samo Sto se koristi veliki
broj koraka u toku izvodenja, nego se dokaziva¢ usporava usled ceste pretrage kroz
izvedene atome. Umesto toga, bilo bi pozeljnije jednom primenom druge aksiome
na prvu aksiomu izvesti zaklju¢ak Vx ¢(x). U drugom primeru, ako su date for-
mule 3z p(z) i Vo (p(z) = L), bilo bi pozeljno ustanoviti kontradikciju bez potrebe
za eliminacijom egzistencijalnog kvantifikatora. Korist od takve moguénosti ne bi
bila zanemarljiva zato sto u nekim sistemima koris¢enje atoma sa novouvedenim
konstantama nije odmah dozvoljeno, pa detekcija kontradikcije moze biti dodatno
odlozena i nakon eliminacije egzistencijalnog kvantifikatora. Bilo bi pozeljno detek-
tovati kontradikciju i u sluc¢aju slede¢ih formula 3z p(x) V Iz ¢(z), Vx (p(x) = L)
iVz (¢(x) = 1), bez potrebe za grananjem po disjunktima i eliminacijom egzisten-
cijalnih kvantifikatora.

Zbog opisanih problema, potrebno je omoguditi koris¢enje atoma sa slobodnim
promenljivim (implicitno univerzalno kvantifikovanim) i/ili prosirenih egzistencijal-

nim kvantifikatorima. Ovakva odluka nosi sa sobom skrivene probleme vezane za
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ucenje lema, koji ¢e biti pomenuti u nastavku.

Povratni skokovi i u¢enje lema. Povratni skokovi i u¢enje lema su dva naj-
znacajnija unapredenja modernih SAT resavaca, koja su dovela do CDCL sistema
pretrage. Dokazivaci za koherentnu logiku koji ih implementiraju se pokazuju efika-
snijim od onih koji se zasnivaju na obi¢nom rezonovanju unapred [40, 24]. Medutim,
ucenje lema za logiku vrlo blisku koherentnoj, koje je implementirano u sistemu Geo
[24] je primenljivo je samo u sluc¢aju baznog rezonovanja unapred, $to je znacajno
ogranicenje. Takode, kao Sto je pomenuto, leme koje Geo uci su ogranicene forme
Sto je pozeljno izbedi.

U slucaju odluke da se dozvoli rezonovanje prvog reda, ucenje lema nosi odredene
izazove i dovodi do potrebe za prosirivanjem fragmenta logike u kojem se rezonuje.
Na primer, ukoliko se koriséenjem aksioma Vz p(x) i Vo (p(xz) = ¢(z)) izvede za-
kljuéak Vz ¢(x), lema koja odgovara ovom zakljucivanju je (Vx p(z)) = (Vy q(y)).
Ova lema ne pripada koherentnoj logici zbog prisustva univerzalnog kvantifikatora
u levoj strani implikacije. Medutim, ovakvo proSirenje je neophodno, jer je po-
trebno da lema izrazi sve pretpostavke pod kojima se doslo do izvedenih zakljucaka.
Stoga, postoji potreba da se, zarad ucenja lema, fragment logike u kojem se rezonuje
prosiri tako da se u levoj strani implikacije mogu pojavljivati onakve potformule ka-
kve se mogu koristiti prilikom primene aksiome u rezonovanju unapred. Prilikom
uopstavanja baznog rezonovanja za koherentnu logiku, dovoljno je razmatrati vrste
potformula koje se mogu javiti u desnoj strani implickacije, posto se prilikom re-
zonovanja unapred mogu izvoditi samo takve formule i samo one mogu sluziti za
primenu aksioma. Na taj na¢in se moze uociti slede¢a korespodencija vrste formula
na koje se prilikom rezonovanja unapred mogu primenjivati aksiome i fragmenata

logike koji su potrebni za ucenje lema:

e U slucaju da se u rezonovanju unapred na osnovu koherentnih aksioma koriste
samo bazni atomi, naucene leme se mogu predstaviti u okviru koherentne

logike.

e U slucaju da se u rezonovanju unapred za primenu koherentnih aksioma koriste
bazni atomi i formule oblika V& p(@, &) i formule oblika 37 p(a, Z), gde u oba

slucaja a sadrzi samo konstante, naucene leme se mogu predstaviti u slede¢em
obliku
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pa je stoga potrebno prosiriti razmatrani fragment logike na fragment koji se

satoji iz ovakvih formula.

e U slucaju da se pored formula pomenutih oblika dozvoli primena aksioma i na
formule oblika Y23y p(@, ¥, ), naucene leme se mogu predstaviti u sledeéem
obliku

VU (VE3Z (p1(0,Z,2) A Apn(0,2, 7)) = 3G Q1(0,4) V... V 3T Qu(7,7)),

pa je stoga potrebno prosiriti razmatrani fragment logike na fragment koji se

satoji iz ovakvih formula.

Ucenje lema i c¢itljivi dokazi. Dokazivaci za koherentnu logiku koji ne koriste
ucenje lema mogu da proizvedu objektni dokaz za dokazano tvrdenje memorisa-
njem svih izvedenih koraka prilikom rezonovanja unapred i njihovim prevodenjem
u neki formalni ili prirodni jezik [92, 40, 10]. Neki od ovih dokazivaca su u stanju
da pruze dokaz iz kojeg su uklonjeni svi suvisni koraci, bilo postprocesiranjem [92],
bilo pomo¢u mehanizmima koji se za to staraju u toku rada [40]. U slucaju sistema
koji koristi uc¢enje lema, postavlja se pitanje na koji nac¢in naucene leme treba da
figurisu u objektnom dokazu. Naucene leme mogu biti dugacke u zapisu i ¢oveku
nezanimljive ili teSko razumljive. U slucaju da se u toku dokazivanja nau¢i puno
takvih lema, pracenje dokaza u kojem one figuriSu moze biti vrlo naporno za ¢oveka.
S druge strane, eliminacija lema iz dokaza u najgorem sluc¢aju dovodi do eksponen-
cijalnog rasta dokaza, Sto ga ponovo ¢ini teskim za prac¢enje. Naravno, dokazivac
koji ne koristi uc¢enje lema bi u startu proizveo preveliki dokaz, tako da moguénost
koriS¢enja lema u dokazu nije mana, ve¢ prednost koju treba iskoristiti. Osnovno

pitanje je kada lemu treba zadrzati u dokazu, a kada je iz njega treba eliminisati.

Implementacione tehnike. Prilikom izgradnje modernih dokazivaca, posvecuje
se velika paznja implementacionim tehnikama. Zahvaljujuci njima, moze se znac¢ajno
dobiti na efikasnosti. U slucaju SAT resavaca, tehnika dva nadgledana literala koja
sluzi za efikasno nalazenje literala koji se mogu propagirati je dovela do velikog
ubrzanja resavaca [71]. Analogan problem u koherentnoj logici je problem unifika-
cije pretpostavki aksiome sa izvedenim formulama, u ¢emu se provodi najveéi deo
vremena u toku rada dokazivaca [40]. Jedan algoritam za unifikaciju pretpostavki

aksiome koji se koristi kod dokazivaca clp je Rete algoritam formulisan za bazno
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rezonovanje [40] koji omoguéava ¢uvanje parcijalnih unifikatora za pretpostavke ak-
siome, zahvaljujuc¢i cemu se u kasnijim pokusajima unifikovanja ne pokusava unifi-
kovanje sa istim atomima, ve¢ samo sa atomima koje mogu dovesti do prosirivanja
parcijalnog unifikatora, Sto smanjuje koli¢inu posla u unifikaciji pretpostavki ak-
siome. Konstrukcija i unapredivanje ovakvih algoritama je od velikog znacaja za

efikasnost dokazivaca.

Formulisanje heuristika. Moderni SAT resava¢i svoju efikasnost u znacajnoj
meri duguju pametnim heuristikama, pre svega heuristici VSIDS za izbor promen-
ljive prilikom odlué¢ivanja [71], ali i heuristici ¢uvanja polariteta [80]. Formulisanje
CDCL sistema pretrage za koherentnu logiku bi omogucilo da se ovakve heuristike

ili njihovi analogoni formulisu i u tom domenu.

4.4 Novi CDCL sistem za dokazivanje u koherent-
noj logici

Osnovna svrha predlaganja CDCL pristupa za dokazivanje u koherentnoj logici
je formulisanje teorijskog okvira za izgradnju dokazivaca za koherentnu logiku na
osnovama koje su se pokazale vrlo efikasnim u resavanju SAT problema — apstrakt-
nom sistemu pravila za CDCL pretragu. Pristup koji se predlaze ima tri vazna

oslonca:

Pogodnost koherentne logike. Koherentna logika ima nekoliko pozeljnih svoj-
stava razmatranih u poglavlju 4.1. Njen znacaj je pre svega u njenoj izrazajnosti
i moguénosti generisanja ¢itljivih dokaza — dokaza nastalih na osnovu aksio-
matskog sistema ¢ija je forma ista ili bliska originalnoj umesto da je razbijena
do nivoa klauzalne forme ili da se koriste Skolemove funkcije. Takode, ovi
dokazi mogu biti zapisani i u formalnim jezicima koje koriste interaktivni do-
kazivaci. Eksploatacija ovih prednosti je vazan faktor koji treba uzeti u obzir

prilikom dizajna sistema pravila.

Prakticna unapredenja u reSavanju SAT problema. U toku prethodne dve de-
cenije napravljen je veliki napredak u resavanju SAT problema. Predlozeno je
nekoliko algoritamskih i implementacionih poboljSanja, zahvaljuju¢i kojima
moderni SAT resavaci mogu da se nose sa industrijskim instancama koje
ukljucuju stotine hiljada klauza i desetine hiljada promenljivih. Predlozeni
pristup bi trebalo da omoguéi prenos ovakvih tehnologija u dokazivanje u ko-

herentnoj logici.
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Teorijski napredak u resavanju SAT problema. SAT resavacisu precizno opi-
sani apstraktnim sistemima pravila, sto omoguc¢ava njihovu temeljnu mate-
maticku analizu. Kao sto je ukazano u poglavlju 2.5, njihova ispravnost je
dokazana prvo neformalno [72, 53], a potom i formalno uz pomo¢ interak-
tivnih dokazivaca [65, 68]. Ovi rezultati su pomogli u razdvajanju razlicitih
koncepata koje SAT resavaci koriste, a koji su ¢esto izmesani u tipi¢nim optimi-
zovanim implementacijama. Dodatno, oni olaksavaju dublje razumevanje rada
SAT resavaca. Ideje koriséene u apstraktnim sistemima pravila za reSavanje
SAT problema su koriséene u dizajnu i opisu apstraktnog sistema pravila za

koherentnu logiku i za dokazivanje njegovih svojstava.

4.4.1 Temelji CDCL dokazivanja u koherentnoj logici

Apstraktni sistem pravila za koherentnu logiku je uopstenje apstraktnog sistema
pravila za iskaznu logiku koji je dat u poglavlju 2.3 i predstavlja osnovu za pro-
ceduru poluodluc¢ivanja za koherentnu logiku. Ovi sistemi su formulisani u istom
duhu. Pravila za iskaznu logiku imaju svoje analogone u sistemu za koherentnu
logiku u nesto komplikovanijem obliku. U sistemu za koherentnu logiku nedostaju
pravila otpocinjanja iznova i zaboravljanja. Otpocinjanje iznova nije ukljuc¢eno jer
je u slucaju ispitivanja zadovoljivosti iskaznih formula njegov znacaj u slucaju ne-
zadovoljive ulazne instance znac¢ajno manji nego u slucaju zadovoljive instance, a
upravo je prvi slucaj taj koji odgovara dokazivanju teoreme, sto je svrha predlozenog
sistema, dok drugi odgovara nalazenju kontramodela. Zaboravljanje nije pogodno
koristiti kada je cilj generisanje dokaza, jer se pri zaboravljanju mogu izgubiti i leme
neophodne za generisanje objektnih dokaza. Ipak, dodavanje bilo kog od ova dva
pravila predstavlja legitimno prosirenje predlozenog sistema.

Predlozeni sistem ¢e ukljucivati klasi¢no rezonovanje i objektni dokazi koji se na
osnovu ovog sistema budu proizvodili mogu ukljucivati iskljucenje treceg.

U ostatku teksta, ukoliko nije drugacije naglaseno, bi¢e koriS¢enja konvencija
da p(t1, ..., t,) oznacava atom koji ukljucuje neke (mozda nijedan) od elemenata, iz
nizova t; (i = 1,...,n) promenljivih i/ili konstanti kao svoje argumente. Pri tome

arnost simbola p ne mora biti n.

Definicija 22 (Relacija ~) Neka za atom [, l; oznacava njegov i-ti arqument.
Neka su data dva atoma l = p(ty, ... t,) il =p(t,,...,t). Neka je I; skup indeksa
takvih da vazi j € I; ako i samo ako l; € t;. Neka je I! skup indeksa takvih da vaZi
j € I ako i samo ako l; € th. Kazemo da | i ' odgovaraju jedan drugom i pisemo

[ ~ 1" u koliko za svako i € {1,...,n} vazi I; = I! i postoji funkcija f; takva da za
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svako j € I; vazi l; ER U ili za svako j € I} vazil’ EiR l;.

Na primer, neka se razmatraju zapisi p(f1,t2) i p(f,, ), pri cemu je t; = x1 9,
o = U1 Yo, t_'l =ci 1572 = u. Dve konkretne formule koje dati zapisi mogu oznacavati
su p(x1,y1, T2, y2) 1 plc,u, c,u) = L.

U svim narednim formulama, smatra se da su slobodne promenljive implicitno
univerzalno kvantifikovane.

U CDCL sistemu za SAT problem, pojam literala ima centralno mesto. Da bi
se formulisao CDCL sistem za koherentnu logiku, potrebno je definisati relevantne
elementarne formule koje ¢e imati ulogu literala u tom sistemu. Te formule ¢ée biti

izabrane tako da je moguce rezonovanje prvog reda.

Definicija 23 (Kvantifikovani literal) Pozitivni kvantifikovani literal je formula
oblika p(v) ili formula oblika 3y p(y), gde je p predikatski simbol i 3y p(y) nema
slobodnih promenljivih. Negativni kvantifikovani literal je formula oblika p(v) =
L dli formula oblika (VZ p(Z)) = L gde je p predikatski simbol i YZ p(Z) nema
slobodnih promenljivih. Kvantifikovani literal ili k-literal je pozitivni ili negativni
kvantifikovani literal. Skup kvantifikovanih literala nad signaturom ¥ se obeleZava
QL(Y).

Formule oblika V% p(¥,Z) © 3y p(V, ) su pozitivni prosireno kvantifikovani lite-
rali. Formula oblika (V% p(¥,Z)) = L je negativni prosireno kvantifikovani literal.
Prosireni kvantifikovani literal ili pk-literal je pozitivni ili negativni prosireno kvan-
tifikovani literal.

Umesto | = L, moze se pisati |. Za skup literala S = {Iy,...,1,}, S oznacava
skup {l1,...,1,}.

Primer 6 U ovom i narednim primerima, na konstante c',c?,... ée se referisati

oznakama a,b,.... Smatraée se da vazi 11 = {p,q,r,s,0',¢ 7", s,p",...} gde je
ar(p) = ar(q) = ar(r) =2 i ar(s) = 1, a arnosti predikatskih simbola sa oznakom '
je ista kao 1 arnost odgovarajuceq predikatskog simbola bez te oznake.

Formule p(a,b), p(a,x) i Iy p(a,y) su kvantifikovani atomi. Formule Yz p(a,x),
Vx p(v,x), 1 Jy p(x,y) su prosireni kvantifikovani atomi (usled prisustva univer-

zalnog kvantifikatora v prva dva slucaja i egzistencijalnog kvantifikatora u trecem

sluc¢aju. Formule p(a,b), p(a,x), p(x,y) su negativni kvantifikovani literali, dok je

formula Yz p(x,y) negativni prosireno kvantifikovani literal.

Prema razmatranju iz poglavlja 4.3, izbor elementarnih formula koje se koriste

u rezonovanju, povla¢i i izbor fragmenta koji je dovoljan da obezbedi u¢enje lema.
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Tamo predlozeni fragment koji odgovara kvantifikovanim literalima kao elementar-

nim formulama je

VZ p1 (U, Z) A ... AVZ p, (0, %) = 7 Q1(7,9) V...V I Qun(V, )
gde su Q;, za i = 1,...,m, konjunkcije pk-literala.

Ovaj izbor elementarnih formula i fragmenta predstavlja kompromis izmedu
povecanja izrazajnosti u rezonovanju i tehnicke komplikovanosti pri izgradnji si-
stema za rezonovanje u datom fragmentu.

Tako ¢e se u nastavku intenzivno koristiti obe vrste literala, osnovna razlika u
ulogama k-literala i pk-literala je da se samo na osnovu izvedenih k-literala moze
vrsiti rezonovanje, odnosno da se samo na osnovu njih mogu propagirati pk-literali i
ustanovljavati kontradikcije, sto je u skladu sa upravo uc¢injenim izborom fragmenta.
U nastavku Ce se uvek birati najmanje opst izraz koji je primenljiv. Odnosno,
ukoliko u nekom kontekstu figurise k-literal, insistirace se na tom izrazu umesto da
se upotrebi opstiji izraz pk-literal.

Kako CDCL pristup nije pogodan za rezonovanje koje ukljucuje disjunkcije ko-
njunkcija, ve¢ samo disjunkcije literala, forma dozvoljene formule se moze dodatno
modifikovati uvodenjem novih predikata kojima se zamenjuju konjunkcije u desnoj
strani formula, pri ¢emu je potrebno uvesti dodatne aksiome kako bi se izrazila veza

izmedu konjunkcija i predikata koji ih zamenjuju:

pri ¢emu su q, . . . , ¢, novouvedeni predikatski simboli koji se ne javljaju u signaturi
i pri cemu se dodaju aksiome ¢;(v,7) = Qg(ﬁ, y) za svako i (1 < i < m)ij
(1 <j < |Qi]) gde je |@;| broj atoma u konjunkciji Q;, a @’ j-ti konjunkt u toj
konjunkciji i aksiome Q;(¥, %) = ¢;(V,¢) za svako i (1 < ¢ < m). Uvedeni predikati
mogu biti eliminisani iz objektnog dokaza na osnovu ovih aksioma. U nastavku
teksta, pod koherentnom formulom, podrazumeva se formula koja ima formu (4.1).

Formule koje se razlikuju samo u imenovanju promenljivih ¢e se smatrati jed-
nakim. Radi jednostavnije prezentacije, skup elemenata liste L ¢e biti obelezavan
takode sa L, a prazna lista ¢e biti obelezavana (). Dodatno, skup formula u ko-
njunkciji P, odnosno disjunkciji @ ¢e biti oznacavan takode sa P, odnosno Q. Ako
je P jednako {pi,...,pn} i ako je Q jednako {qi,...,q,}, onda VZ P oznacava
{VZ p1,...,VZ p,}, a Iy Q oznacava {3y q1,...,37 ¢}

U nastavku teksta podrazumeva se da za svaku koherentnu formulu P = Q vazi

PN Q = (). Formule koje ovo ne zadovoljavaju se izbacuju iz skupa aksioma, a bice
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pokazano da ne mogu nastati primenom pravila sistema.

Ako je F formula, zapis F, u zavisnosti od konteksta, moze da oznacava i skup
pk-literala formule F. Neka je m : F — X funkcija. Funkcija m™ : m(F) — P(F),
gde P(F) oznacava partitivni skup skupa pk-literala formule F, je definisana kao
m- () ={l'e F|m{l') =1}

4.4.2 Koherentna rezolucija i koherentno faktorisanje

Dva osnovna pojma na kojima pociva sistem koji ¢e biti predlozen su pojam ko-
herentne rezolucije i pojam koherentnog faktorisanja. Prvo ¢e biti definisan pojam
koherentne rezolucije. Koherentna rezolucija je inspirisana klauzalnom rezolucijom,
ali je formulisana tako da se vrsi direktno nad implikacijama i kao rezolventu izvodi
implikaciju. Takode, kvantifikatori se ne eliminisu ve¢ su ukljuceni u pravilo rezo-
lucije. Sledeca definicija uvodi pomo¢ ni pojam unifikatora pozitivnih pk-literala, a

potom se uvodi pojam koraka koherentne rezolucije.

Definicija 24 (Unifikator pozitivnih pk-literala) Supstitucija \ je unifikator
za pozitivne pk-literale VT p(v, Z) i p(v,0"), odnosno za pozitivne pk-literale 37 p(v, )
i p(U,0"), ukoliko vazi p(v,%) ~ p(v',0") i ukoliko za neko @ i W vazi p(¥,T)\ =
p(i, %) i p(T, ")\ = p(i@, W), pri cemu vai p(ii, T) = p(i, W) gde je u preimenovange

promenljivih 0.

Primer 7 Supstitucija A\ = [x — y,z — y| je unifikator za pk-literale p(x,z) i
p(y,y) jer vaZi p(z,2)A = p(y,y) i p(y, y)A = p(y,y). Supstitucija X = [x > 2] je
unifikator za pk-literale p(x, z) i Iy p(y,y) jer vazi p(z,z)\ = p(z,z) 1 p(y,y)\ =
p(y,y), pri cemu je p(y,y) = p(z, 2)u, gde je p = [z — y| preimenovangje promenljive
z.

Definicija 25 (Relacija koraka koherentne rezolucije: ResStep) Pravila kohe-

rentne rezolucije su sledeca dva pravila

P=QuU{Ijr@ 9} {r@ 7)IUP =Q P = U{r@ )} {¥ir(@#)}UP=Q
(PUVE P = QUIT" Q)A (V& P'UP = 3" Q' UQ)A

pri cemu je N unifikator za pk-literale 3y r(v,y) i r(0',7") u prvom slucaju, a za
pk-literale r(0', ") i VZ r(U, &) u drugom slucagu, i pri cemu formule koje se rezol-
viraju nemaju zajednickih promenlyivih. Ukoliko se formula R moZe dobiti jednom
primenom nekog od pravila rezolucije na formule Fi i Fo po pk-literalima ly iz Fq i
ly iz Fo, pri unifikatoru A, to se zapisuje ResStepl/\lHl2 (F1,F2,R).

Ukoliko uw datom kontekstu preslikavanje l; — ly ili supstitucija A nisu bitni,

mogu se 1zostaviti u zapisu.
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Ukoliko je S skup koherentnih formula, ResStepy(F,S, L) oznacava da vazi
ResStep\(F,F', L) za svaku formulu F' € S.
Vrednost funkcije uparivanja pri rezolviranju formula po istaknutim pk-literalima

r:PUQUP UQ — QL(X), za pk-literal | je
o [\, ukoliko vazil € Pilil € Q,
o VU I\, ukoliko vazil € P/,

o V" I\, ukoliko vazil € Q'.

Smisao funkcije uparivanja je povezivanje pk-atoma polaznih formula sa pk-
atomima rezultujuce formule koji su od njih nastali. Smisao funkcije uparivanja
¢e i u narednim definicijama biti slican. Ova funkcija je dobro definisana zahva-
ljujuéi pretpostavei da ni jedna koherentna formula nema isti pk-literal i u levoj i u
desnoj strani i pretpostavci da su skupovi promenljivih formula koje se rezolviraju
disjunktni. Ukoliko su duzina niza ¢ u prvom pravilu i duzina niza & u drugom
pravilu jednaki 0, dva pravila rezolucije su jednaka i u tom sluc¢aju nije vazno ra-
zlikovati koje je pravilo upotrebljeno. Ukoliko nije naglaseno drugacije, u daljem

tekstu se pod rezolucijom podrazumeva koherentna rezolucija.

Primer 8 Neka su date formule p(v,u) = q(v,u)V Iy r(v,y) ir(0,u)Ap (v, ') =
q (v, u'). Primenom prvog pravila koherentne rezolucije na ove formule se moze do-
biti rezolventa p(v,u) AVu' p'(v,u') = q(v,u) vV I ¢ (v,u). U ovom slucaju, funk-
cija upraivanja pri rezolviranju je data sledeéim pridruzivanjima p(v,u) — p(v,u),
P ) — Yu' p'(v,d), qlv,u) — q(v,u) @ ¢V, W) — F ¢ (v,u). Neka su
date formule p(v,u) = q(v,u) V r(v,u) i Yo' r(v',2) Ap/ (V' u') = ¢ (V). Pri-
menom drugog pravila koherentne rezolucije na ove formule se moZe dobiti rezol-
venta Yu p(v,u) A p'(v,v') = Ju q(v,u) vV ¢ (v,u'). U ovom slucaju, funkcija
upraivanja pri rezolviranju je data sledeéim pridruZivanjima p(v,u) — Yu p(v,u),

P u) =P (v, ), qv,u) = Ju g(v,u) i ¢ (V) = 3 ¢ (v, ).

Sledeca definicija uvodi koherentno faktorisanje. Primer koji ilustruje potrebu
za uvodenjem ovog pojma je slede¢i. Neka su date formule s(u) = Jv3w p(v,w) i
p(z,y) Ap(x,z) = L. Ocigledno je da se na osnovu datih formula, rezonovanjem
unapred moze dokazati formula s(u) = L. Rezolviranjem po drugom atomu prve
formule i prvom atomu druge, dobija se s(u) AVaVz p(x, z) = L, §to je formula koja
se ne moze ponovo rezolvirati sa prvom formulom. S druge strane, ako se iz polazne
formule prvo izvede formula p(z,y) = L, iz nje se rezolviranjem dobija formula

s(u) = L. Posto se pravilo rezolucije primenjuje samo na po jedan pk-literal iz obe
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formule, potrebno je uvesti relaciju faktorisanja. Prvo se uvodi relacija faktorisanja
za samo jednu grupu pk-literala, a onda se induktivno definise relacija potpunog
faktorisanja formule koje je korisna u sluc¢aju da formula sadrzi vise razlicitih grupa

pk-literala po kojima je moguée uraditi faktorisanje.

Definicija 26 (Relacija koraka koherentnog faktorisanja: FactStep) Neka su
P = QiP = Q koherentne formule im : (P = Q) — QL(X) preslikavanje. Neka
za neki k-literal I, iz m(P = Q) i skup S = m~*(l.) vazi |S| > 1. Takode, neka vazi

jedan od sledecih uslova:

e [. je pozitivan k-literal, postoji pk-literal V2 | takav da vazi ResStep(l.,VZ [, 1)
i da vazi ResStep,(lo,SA, L) ivazi P’ = (P\S)AU{VZ I} i Q' = Q\;

e [. je negativan k-literal, postoji pk-literal 3y | takav da vazi ResStep(l., Iy 1, L)
i da vazi ResStep,(lo,SA\, L) ivazi P'=PXi Q = (Q\S)A\U {3y I},

pri éemu je o supstitucija koja slobodnim promenljivim pk-literala ¥z 1 (u prvom
sluc¢aju), odnosno 3y 1 (u drugom slucéaju), dodeljuje medusobno razlicite simbole
konstanti koji misu u signaturi, \ je supstitucija u kojoj ne ucestvuju konstante
koje misu u signaturi, a j je supstitucija koja ukljucuje samo zamene promenljivih
konstantama koje nisu u signaturi. KaZe se da se formula P' = Q' dobija fakto-
risanjem formule P = Q po skupu S u odnosu na preslikavanje m, Sto se zapisuje
FactStepS(P = Q,m, P’ = Q).

Ukoliko u datom kontekstu skup S il supstitucija A nisu bitni, mogu se izostavits
U Zapisi.

Vrednost funkcije uparivanja pri faktorisanju formule P = O po skupu S u

odnosu na preslikavanje m, f: PUQ — P'UQ', za pk-literal I je
o V7 | ukoliko je l. pozitivan k-literal i vazi l' € S,
e 3y | ukoliko je l. negativan k-literal i vazil' € S ili

o '\ ukoliko vazil' ¢ S.

Svrha uslova ResStep(l.,VZ I, L) je da k-literal I. koji moze da zadovolji pk-
literale u levoj strani aksiome, takode moze da zadovolji i pk-literal koji ih zame-
njuje u formuli dobijenoj faktorisanjem. Svrha uslova ResStep,(lo, S\, L) je da
proizvedeni pk-literal zadovoljava sve pk-literale u faktorisanoj formuli koji odgo-
varaju pk-literalima koje je zamenio. Svrha uslova u drugom slucaju definicije je

sliéna.
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Primer 9 Neka je data formula F = q(z,y) AVz p(z,y,2) AVz p(z,z,v) = L i k-
literali q(u, v) i p(u, u,w). Neka jem preslikavanje [q(z,y) — q(u,v),¥z p(z,y, z)
p(u, u,w),Vz p(z, z,v) — pu,u,w)] i neka je F' = q(u,u) A\V2'VZ p(a’ 2, 2') = L.
Neka je S = {Vz p(x,y,2),Yz p(z,2z,v)} i A\ =[x — u,y — u]. Tada, na osnovu pr-
vog slucaja definicije relacije FactStep, vazi FactSteps(F,m,F'). To pokazujemo

detaljnije. Ocigledno vazi ResStep(p(u,w,w), Vo'V p(a’ 2’ 2"), L). Takode vazi

ResStepy(Va'V2' p(a’, o', 2'),{Vz p(u,u, 2),Vz p(z,2,v)}, L), sto znaci da je prvi
uslov definicije ispunjen. U ovom primeru su i p i o prazne supstitucije. Funkcija
uparwanja f je [q(z,y) — q(u,u),Vz p(x,y, z) — V'V’ p(a’ 2, 2'),Vz p(z,z,0) —
Va2 p(a’, o) ).

Treba primetiti da je faktorisanje uvek mogucée u slucaju kad vaz |S| > 1.
Ukoliko je l. = p(Z), za pk-literal V&' | se moze uzeti VZ p(Z). Ukoliko je . = 3y p(¥),

za pk-literal VZ' | se moze uzeti p(¢) (niz Z je prazan). Ukoliko je I, = p(¥), za pk-

literal 3y [ se moze uzeti 37 p(y). Ukoliko je l. = V& p(¥), za pk-literal 3y [ se moze

uzeti p(Z) (niz ¢ je prazan).

Definicija 27 (Relacija potpunog koherentnog faktorisanja: Fact) Formula
F' se dobija potpunim faktorisanjem od formule F u odnosu na preslikavanje m :

F — QL(Y), sto se zapisuje Facty(F, m,F"), ukoliko vazi jedan od uslova:
o F=Fil=];

o FactSteps (F,m,F") i Facty,(F',mo f~1,F') pri cemu je X = MAg, a f
funkcija uparivanja pri faktorisanju formule F po skupu S pri preslikavanju

m.

Vrednost funkcije uparivanja pri potpunom faktorisanju formule F u odnosu
na preslikavanje m, '+ F — QL(X) je u prvom sluéaju identicka funkcija, a u
drugom se definise kao f' = f" o f pri cemu je f" funkcija uparivanja pri potpunom

faktorisanju formule F" u odnosu na preslikavanje m o f~1.

Primer 10 Neka je data formula F = Yx p(v,z) A Vz p(z,v) = Jy q(v,y) V
Jy q(y,v) i preslikavanje m = [Nz p(v,z) — p(/,v"),Yo p(z,v) — p/,v')],
Jy q(v,y) — W i Jy q(y,v) — g/, V). Tada vazi Fact(F,m,F"), gde je
F' =Yu'V' p(u!,v") = 3u'I' q(u',v') jer vazi FactStepl"® po2)ve el (F m F'),
gde je F' = Yu'Yv' p(v',v") = Jy q(v,y) V Jy q(y,v) i Fact(F', F"). Poslednja re-
lacija vazi zato $to vazi FactStep{3y q(v,y), Iy q(y,v) }(F',m, F").

Na osnovu pravila rezolviranja i faktorisanja, moze se definisati uopsteno pravilo
koherentne rezolucije. U njemu formule koje se rezolviraju nece biti tretirane sime-

tricno. Samo ¢e prva formula koja ucestvuje u rezoluciji biti faktorisana pre primene
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pravila rezolucije. I druga bi mogla biti faktorisana, ali, kao Sto ¢e se ispostaviti, to

nije potrebno u predlozenom sistemu.

Definicija 28 (Relacija uopstenog koherentnog rezolviranja: ResGen) For-
mula R se dobija od formula Fi © Fo uopstenom koherentnom rezolucijom u od-
nosu na preslikavanja my @ Fi — QL(X) i my : Fo — QL(X), Sto se zapi-
g

suje ResGen F1, Fa,my, ma, R) ukoliko su ispunjeni uslovi Facty, (Fy, my, F;),

ResStepl/\l,HlQ( 1, Fo, R') i Facty, (R',m,,R), pri éemu vazi
o Formule Fy © Fo nemaju zajednickih promenljivih,

o S, = fi1 (L) pri cemu je fi funkcija uparivanja pri potpunom faktorisanju

formule Fi;
o A=\ )\,

e preslikavanje m, : R' — QL(X) se definise kao m,(I) = my(f; (r71(1)))
ukoliko vazi r=(1) C Fy, a m.(1) = ma(r=*(1)) ukoliko vazi r='(I) € Fo.

Vrednost funkcije uparivanja pri uopstenom rezolviranju formula Fi @ Fo u od-
nosu na preslikavnja my © mo, u : Fy U Fo — R, za pk-literal | se definise kao
u(l) = f(r(fi(l))) ukoliko vazil € Fy i fi(l) # 1y, a kao u(l) = f(r(l)) ukoliko vazi
[ € Fy il #ly pri cemu je v funkcija uparivanja pri rezolviranju formula Fi i F, a

f funkcija uparivanja pri potpunom faktorisanju formule R’.

Funkcija uparivanja je dobro definisana zahvaljujuci pretpostavci da nijedna ko-
herentna formula nema isti pk-literal i u levoj i u desnoj strani i pretpostavci da su
skupovi promenljivih formula koje se rezolviraju disjunktni.

Slede¢a definicija uvodi relaciju rezolviranja koja vazi ukoliko se formula R moze
dobiti od formule F tako Sto se jedan po jedan k-literal iz liste L rezolvira sa formu-
lom F, odnosno njenim rezolventama iz prethodnih rezolviranja. Ovakva relacija
je korisna za izrazavanje konflikta formule sa skupom k-literala ili mogucénosti da
se na osnovu neke formule i skupa k-literala propagira pk-literal. Funkcija m koja
se pojavljuje u definiciji relacije rezolviranja povezuje pk-literale iz formule F sa

k-literalima iz liste L po kojima je vrSeno rezolviranje.

Definicija 29 (Relacija izvodenja rezolucijom: Res) Formula R se izvodi re-
zolucijom iz formule F i k-literala iz liste L, $to se oznacava Resy'(F, L, R), ukoliko

vazi

o F =R, pri cemu je m prazno preslikavanje, a A prazna supstitucija ili
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e postoje preslikavanja mp : F — QL(X) i my : {l} — QL(X), gde je l k-
literal iz L, takva da vazi ResGenf’jl(}—,l,mF,mL,R') za neku formulu R’
i Res\?(R',L,R), pri cemu je m definisano kao m(l') = I ukoliko vazi l' €
S, a m(l') = ma(u(l")) ukoliko vazi ' ¢ S gde je u funkcija uparivanja pri
uopstenom rezolviranju formula F i1 u odnosu na preslikavanja mp i my i pri

cemu je A = A As.

Ukoliko vazi Resy(F,L,R) za neko m, pise se i Res\(F,L,R). Ukoliko vazi
Resy(F,L,R) za neko A, pise se i Res™(F,L,R). Ukoliko vazi Resy'(F,L,R)
za neko m i neko A, pise se i Res(F, L, R). Skup m(F) se onda naziva konfliktnim

skupom, k-literali v njemu konfliktnim literalima, a m konfliktnim preslikvanjem za
formulu F.

Treba primetiti da se u definiciji konfliktnih literala insistira na tome da su oni
k-literali, nasuprot pk-literalima. Razlog za ovo potice od izbora fragmenta logike

u kojem ocekujemo da budu naucene leme.

Primer 11 Vazi Res™(s(x) = 3y p(z,y), [Tz s(x)], IxTy p(x,y)) pri cemu je m =
[s(z) = Jz s(x)], ar=[3y p(z,y) = 2Ty p(z,y)].

Vazi Res™ (3x3y p(x,y), [p(z,y)], L), pri cemu jem’ pridruzivanje Ix3y p(x,y) —
p(x,y). Dodatno, vazi Res™(s(x) = Jy p(x,y), [p(z,y), Iz s(z)], L) za m(s(x)) =

3z s(x) i mIy p(r,y)) = m'(rFy p(x,y))) = m'(F2Iy p(x,y)) = p(z,y).

4.4.3 Apstraktni sistem pravila za koherentnu logiku

U nastavku se definisu osnovni elementi apstraktnog sistema pravila za kohe-

rentnu logiku, kao i sam sistem.

Definicija 30 (Signatura i koherentno tvrdenje) Neka je £ = (X°°,11, ar) sig-
natura takva da je X° = {c' | i € N\ {0}}, pri cemu za svako i = 1,... vaZ
ar(c’) = 0 i neka je I konacan skup predikatskih simbola. Neka je no_cflct speci-
jalny simbol koji se ne pojavljuje u signaturi.

Neka je data koherentna teorija T, to jest konacan skup koherentnih aksioma
AX, nad prebrojivim skupom promenljivih V' i signaturom (Xr,11, ar) gde je ¥y =
{c',...,cF} € ¥ ik > 0, i koherentno tvrdenje ® = V¥ H(7,7) = Iy G(V,7)
nad istom signaturom, pri cemu je H(V,Z) jednako hy(U,Z) A ... Ahy,(U,Z) i G(U,7)
jednako g1(U,4) V ...V g,(0,7), a h; i g; su predikatski simboli iz 1I. Sa PR(P)

5
5 .

oznacava se skup {hy(V,Z), ..., hp(U,T), g1(U, 7))

s gn(U, ) }A, pri cemu je A bazna
supstitucija nad v gde sve konstante koje se javljaju u supstituciji X pripadaju skupu

YN\ X7 i medusobno su razlicite.
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U daljem tekstu pod izrazom tvrdenje ¢e se podrazumevati koherentno tvrdenje.
Tvrdenje ¢e u predlozenom sistemu biti dokazivano pobijanjem, a prilikom primene

sistema pravila, skup PR(®P) e sluziti kao skup polaznih pretpostavki.

Definicija 31 (Stanje) Stanje je uredena petorka (X,I', M,C, 1), gde je 3 konacna
lista elemenata 1z X°°, T' je konacna lista koherentnih formula nad prebrojivim
skupom promenljivih V' i signaturom (Xp,I1,ar), M je lista razlicitih prosireno
kvantifikovanih literala nad skupom promenljivih V' i signaturom (3,11, ar), C je
formula koja se naziva konfliktnom implikacijom ili simbol no_cflct, a ¢ je in-
deks poslednje uvedene konstante. Polazno stanje za tvrdenje ® je stanje Sy =
(30, AX, PR(P),no_cflct,n), gde je g skup konstanti iz PR(P) i X7 (ako je ¥
prazna lista, u nju se dodaje prva konstanta iz X°), a n je maksimum indeksa

konstanti u listi Y.

Intuitivno, uloga komponenti stanja je sledeca: 3 sadrzi konstante iz polazne
teorije i uvedene svedoke, I' sadrzi aksiome i naucene leme, M sadrzi pretpostavljene
i izvedene pk-literale. Izvedeni pk-literali predstavljaju logicke posledice aksioma i
pretpostavljenih literala. Formula C se koristi u procesu analize konflikta ¢iji je cilj

pronalazenje opstijeg razloga zbog kojih je doslo do konflikta u cilju ucenja leme.

Definicija 32 (Nivoi odlucivanja) FElementi listi M i3 se mogu podeliti na nivoe
odluc¢ivanja. FElementi razlicitih nivoa odlucivanja se razdvajaju simbolom |. Redni
broj (pocevsi od 0) nivoa u listi M na kojem se nalazi pk-literal | se oznacava level(l).
Prefiks liste L koji ukljucuje tacno elemente prvih m nivoa odlucivanja se obeleZava
sa L™.
Za listu L 1 element e, zapis L e oznacava listu dobijenu od L dodavanjem ele-

menta e na krag liste L ukoliko vazi e ¢ L, a listu L ukoliko vaZi e € L.

Definicija 33 (Relacija prethodenja: <) Ako u nekom stanju za listu M wvaZi
M = My I My " M3, pri ¢emu bilo koja od listi M; (i = 1,2,3) moZe biti prazna, to
se zapisuje | < I'. Ako za skup pk-literala S i pk-literal I vazi | <1 za svaki literal
[ €8S, to se zapisuje S < I'.

Primer 12 Neka je M = [p(a,b),q(x,y),r(z,y)]. Tada vazi p(a,b) < q(x,y). Ta-
kode vazi {p(a,b), q(z,y)} < r(z,y).

Sledeéa definicija uvodi relaciju tac¢nosti pk-literala u odnosu na listu M. In-
tuitivno, relacija tacnosti se definise na osnovu relacije rezolviranja po principu da
jedan pk-literal povlaci drugi ako je u kontradikciji sa njegovom negacijom. U de-
finiciji se pribegava koris¢enju skolemovih konstanti za eliminaciju egzistencijalnih

kvantifikatora nastalih negiranjem implicinih univerzalnih kvantifikatora.
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Definicija 34 (Relacija ta¢nosti: 1) K-literall je tacan u odnosu na listu M, sto
se zapisuje | T ukoliko postoji k-literal I w listi M, takav da vaZi jedan od sledecih

uslova

e | =p(?) i ResStep(l',p(v)o, L)

e | =37 p(§) i ResStep(l', p(y), L)

o [ =p(¥) i ResStep(l', p(v)o, L)

o | =VZ p(¥) i ResStep(l', p(Z), L)
pri cemu je u oba slucaja o supstitucija koja promenljivim U dodeljuje medusobno
razlicite stmbole konstanti koji nisu u signaturi.

Pk-literal | koji nije k-literal je tacan u odnosu na listu M ukoliko postoji bilo

kakav pk-literal I u listi M koji zadovoljava neki od prethodnih uslova.

Razlika u tretmanu k-literala i pk-literala dovodi do toga da k-literal moze biti
ubacen u listu M cak i ako u njoj postoji pk-literal ¢ija je dati k-literal posledica.
Naime, kako izbor fragmenta logike u kojem se radi namece ogranicenje na vrstu
elementarnih formula koje ¢e biti koris¢ene u rezonovanju, upotrebna vrednost pk-
literala i k-literala nije ista. Na primer, ukoliko vazi p(z,y), Ve ¢(z,y) € M, moze
se zakljuciti da je formula p(x,y) = q(z,y) u kontradikeiji sa listom M. Medutim,
u opsStem slucaju, upotreba pk-literala u cilju detekcije kontradikcije ili jedini¢ne
propagacije moze dovesti do toga da se lema koju bi trebalo nauciti ne nalazi u
koriS¢éenom fragmentu. S druge strane, zakljucak o kontradiktornosti bi mogao biti
izveden i u sluc¢aju da je u listi prisutan k-literal W, a koriSc¢enje k-literala
u pomenute svrhe ne moze dovesti do navedenog problema. Stoga se dozvoljava
dodavanje k-literala u listu M, cak i ako je u njoj veé prisutan pk-literal ¢ija je on

posledica.

Primer 13 Ukoliko vazip(u,v) € M, onda vazi p(z,x) T, zahvaljujuéi tome sto vazi
ResStep(p(u,v),m[x — ¢], L), pri ¢emu je ¢ simbol konstante koji nije u sig-
naturi. Smisao definicije postaje jasniji eksplicitnim navodenjem univerzalne kvan-
tifikacije slobodnih promenljivih i koriséenjem negacije. Pk-literal p(x, x) predstavlja
formulu Yz p(z,x). Njena negacija je =Vx p(x,x) = Jx —p(x,z). Skolemizacijom,
1zostavljanjem univerzalnog kvantifikatora i zapisa negacije v implikacijskoj formi se
dobija p(z,z)[x — c|. Kontradiktornost (ustanovljena rezolucijom) formula p(u,v)
z'p(c—,c) svedoci da je pk-literal p(x,z) logicka posledica pk-literala p(u,v), odnosno
liste M u kojoj se poslednji pk-literal nalazi.
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Slede¢a definicija uvodi relaciju konflikta literala sa listom M.

Definicija 35 (Relacija konflikta: |) Pk-literal | je u konfliktu sa listom M, Sto
se zapisuje 1 |, ukoliko postoji pk-literal | u listi M, takav da vazi ResStep(l,l',1).

Definicija 36 (Relacija neodredenosti: 7) Pk-literal je neodreden u odnosu na

listu M, sto se zapisuje 7, ukoliko ne vazi ni l T, nil |.

Definicija 37 (Apstraktni sistem pravila za koherentnu logiku) Za datu fik-
siranu signaturu £ = (X°°,I1, ar), apstraktni sistem pravila za koherentnu logiku
je sistem pravila® prikazan na slici 4.1. Svako pravilo, kada je primenljivo, presli-
kava jedno stanje u drugo. Pre primene pravila, vrsi se preimenovanje promenljivih
u formulama na koje se referise u preduslovima pravila, tako da formule nemaju

zagednickih promenljivih.

Decide:
€ QL(Y) 1?7
M := M|l ¥ =13

Intro:
dyle M JF N € QL(Y) IMN'? za svako N\

M := M Ny — 1y > P Yi=3 R L:=0+k

Unit propagation:
Ferl Res(F, M,1) 7

M:=M1
Conflict:
C = no_cflet Fel Res(F,M, 1)
C:=F
Explain:

C # no_cflet Res™(C, M, 1) lem(C) Fel
Res™ (F, M, 1) m/'(F) <1 ResGen(C,F,m,m', R)

C:=R
Learn:
C #nocflct Cé¢rT
r=rc
Backjump:

CeTl Res(C,M, 1) Res(C, M™,1)
M= M"1 Yi=3" C :=no-cflct

Slika 4.1: Apstraktni sistem pravila za koherentnu logiku. Iz konteksta je jasno koja
je vrsta objekata koji figurisu u sistemu.

20bjasnjenja pravila, koja je preporuéljivo &itati paralelno sa njihovim definicijama, kao i primer
izvrSavanja pravila sistema, dati su u nastavku.
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Decide: Ovim pravilom se uvodi pretpostavka. Pretpostavka moze biti k-literal koji
je neodreden u odnosu na listu M (na primer, ako je kvantifikovani atom s(y) u listi,
tada se pravilo ne moze primeniti za kvantifikovane atome s(c) i 3z s(x)). U ovom
koraku se u listama M i ¥ oznacava da poéinje novi nivo (koji zavisi od napravljene
pretpostavke).

Intro: Ovim pravilom se eliminiSe egzistencijalni kvantifikator i uvodi se novi simbol
konstante kao svedok. Na primer, ukoliko je M = [3y ¢(a,y)] 1 ¥ = [a], ovo pravilo
moze da doda novi simbol konstante b u listu ¥ i kvantifikovani atom ¢(a, b) u listu
M.

Unit propagation: Ukoliko se rezolviranjem formule sa kvantifikovanim literalima
iz liste M moze dobiti pk-literal [ koji je neodreden u odnosu na listu M, onda se on
moze dodati u listu M. Ako je p(z,y) € M, na osnovu formule s(z) = 3y p(z,y)
je moguce propagirati pk-literal @ Ukoliko je m € M, moze se propagirati
Ta). Ukoliko je 3z s(z) € M, propagira se pk-literal 323y p(z,y).

Conflict: Ukoliko se rezolviranjem formule sa k-literalima iz liste M moze izvesti
prazna klauza, onda je skup trenutnih pretpostavki iz liste M i aksioma kontradik-
toran i potreban je povratak u pretrazi. Tada zapocinje proces analize kofnlikta, ¢iji
je cilj pronalazenje opstijeg razloga konflikta na osnovu ¢ega se moze nauciti lema
koja se moze koristiti za zatvaranje kasnijih grana pretrage koje se mogu zatvoriti
izvodenjem analognim onome koje je dovelo do tekuceg konflikta.

Explain: Ovo pravilo vrsi analizu konflikta rezolviranjem konfliktne implikacije i for-
mule iz I' koja je mogla propagirati k-literal u konfliktnom skupu. Neka je konfliktna
implikacija p(u, v) A q(u,v) = r(u,v) i neka postoji aksioma s(x) = Jy p(x,y) koja
je propagirala k-literal koji je u konfliktnom skupu konfliktne implikacije. Rezolvira-
njem ovih formula dobija se nova konfliktna implikacija s(x) AVy ¢(z,y) = Jy r(x,y)
koja zamenjuje staru.

Ucenje: U procesu analize konflikta, izvodi se formula C. Posto je ova formula
posledica aksioma moze se dodati u skup I' kao naucena lema.

Povratni skok: Posto je konfliktna implikacija C u konfliktu sa listom M, neki od
k-literala iz liste M moraju biti uklonjeni, pa se stoga primenjuje povratni skok.
Nivo na koji se povratni skok vrsi je bilo koji takav da se ukloni samo k-literal iz
konfliktnog skupa sa najvisim nivoom u listi M. Kako su svi ostali k-literal iz kon-
fliktnog skupa i nakon povratnog skoka prisutni u listi M, iz konfliktne implikacije
se moze izvesti novi pk-literal koji sprecava da se uklonjeni k-literal iz konfliktnog

skupa ponovo pojavi u listi M.

Definicija 38 (Relacija prelaska: ) S = S’ oznacava da stanje S’ moze biti

dobijeno iz stanja S primenom pravila r. S — S’ oznacava da vazi S = S’ za neko
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pravilo r. Niz stanja S;, takvih da vazi S; — S;y1 za svako i, se naziva lanac.

Naredna definicija uvodi pojam zavrsnih stanja. S obzirom na to da je namena
sistema dokazivanje teorema, a ne pronalazenje modela, stanje se smatra prihva-

taju¢im ukoliko je pobijanje uspesno izvrseno.

Definicija 39 (Zavrsna stanja) Prihvatajuce stanje je stanje u kojem vazi C #
no_cflet, Res™(C,M, L) i m(C) C PR(P), pri cemu je ® turdenje ili stanje S
ako u njemu vazi Res(l, M, 1) za neki k-literal | € M. To se zapisuje AX ‘o
VZ H(U, %) = ¥ G(U, 7). Odbacujuce stanje je stanje S koje nije prihvatajucée i za
koje nema stanja S’ takvog da vazi S — S’. Zavrsno stanje je prihvatajuce stangje

ili odbacujuce stange.

Slede¢i primer ilustruje primenu pravila predlozenog sistema.

Primer 14 Neka su aksiome AX teorije T implicitno univerzalno zatvorene for-
mule:

(Azl) p(z,y) N q(z,y) Ar(z,y) = L,

(Az2) s(z) = Ty q(z,y),

(Az3) q(@,y) = r(z,y) i

(Az4) s(x) V q(y,y)

i neka je turdenje ® =Vz p(x,z) = L.

Slobodna promenljiva x u tvrdenju se instancira novom konstantom a i vaZzi
PR(®) = {p(a,2)}. Polazno stanje je Sy = ({a}, AX,p(a,z),0,0,1). Detalji jed-
nog moguceg izvrsavanja sistema su dati u tabeli. Posto redosled primene pravila
nije fiksiran, mogucéa su i drugacija izvrsavanja. Kako je poslednje stanje u tabeli

prihvatajuce stanje, tvrdenge je dokazano.

’ Pravilo ‘ b ‘ '\ AX (leme) ‘ M ‘ C1 = Ca

a 0 p(a, 2) 0 = {no-cflect}
Decide al 0 p(a, 2)|s(a) 0 = {no-cflct}
UP (Az2) al 0 p(a, 2)|s(a), Iy q(a,y) 0 = {nocflect}
Intro alb | 0 p(a, z)|s(a), Iy q(a,y),q(a,b) 0 = {nocflect}
UP (Az1) alb | 0 p(a, z)|s(a), Iy q(a,y),q(a,b),r(a,b) | 0 = {no—cflct}
Conflict (Az3) | alb | 0 p(a, z)|s(a), Iy q(a,y),q(a,b),r(a,b) | qlz,y) = r(z,y)
Explain (Az1) | alb | 0 p(a, z)|s(a), 3y q(a,y),q(a,b),7(a,b) | p(z,y) Aq(z,y) = L
Explain (Az2) alb | 0 p(a, z)|s(a), Iy q(a,y),q(a,b),r(a,b) | Yy p(z,y) As(z) = L
Learn alb | Yy p(z,y) As(z) = L | p(a,z)|s(a),Iy q(a,y),q(a,b),r(a,b) | Vy p(x,y) As(z) = L
Backjump a Yy p(z,y) As(z) = L | p(a,z),s(a) 0 = {no—cflct}
UP (Axz4) a Yy p(z,y) As(z) = L | pla,z),s(a),q(y,y) 0 = {no—cflct}
UP (Az1) a Yy p(z,y) As(z) = L | p(a,z),s(a),q(y,y),7(a,a) 0 = {no—cflct}
Conflict (Az3) | a | Vy p(z,y) As(z) = L | p(a,2),s(a),q(y,y),7(a,a) q(z,y) = r(z,y)
Ezplain (Az1) | a | Vyp(z,y) As(z) = L | p(a,2),s(a),q(y,y),7(a,a) p(z,y) Ng(z,y) = L
Ezplain (Az4) | a | Yy p(z,y) As(z) = L | pla,2),s(a),q(y,y),r(a,a) p(z,z) = s(2)
Ezplain (lema) | a Yy p(z,y) As(z) = L | p(a, 2),s(a),q(y,y),r(a,a) p(z,z) AVu p(z,u) = L
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U automatskom dokazivanju teorema, zarad obezbedivanja potpunosti sistema
ili procedura za dokazivanje, ¢esto se koristi sistemati¢na pretraga. Na primer, u
slucaju rezolucije, formulisu se strategije izbora klauza za rezolviranje koje garan-
tuju da ¢e prazna klauza biti izvedena ukoliko je tvrdenje koje se dokazuje zaista
teorema date teorije. U slucaju rac¢una evolucije modela, ogranicava se dubina ter-
mova koji mogu figurisati u klauzama koje se smeju koristiti i ta se dubina postepeno
povecava. Slicnu strategiju je moguce formulisati i za predlozeni sistem, sto ¢e biti
reSeno uvodenjem dodatnog pravila i malim modifikovanjem postojec¢ih. Stanje se
prosiruje sa dva elementa — listom brojeva A i brojem §. Stoga, stanje je sedmorka
(3, T, M,C,¢,A,)). U polaznom stanju Sy vazi 6y = ¢y 1 Ag = do. Dodaje se pravilo
Limiter:
Limiter: '

Druga pravila nisu primenjiva d <mazfi | eXx}
0:=0+1

Pravilo Intro se menja tako da je primenljivo samo ukoliko za svaku konstantu ¢ iz
pk-literala (Jy 1)\ vazi ¢ < §. Akcije pravila Decide se prosiruju dodelom A := A| 4,
a pravila Backjump dodelama A := A™ 1§ := ¢’ gde je ¢’ poslednji element u A™.

4.4.4 Odnos CDCL sistema za koherentnu logiku sa CDCL

sistemom za SAT

Predlozeni CDCL sistem za koherentnu logiku je uopstenje CDCL sistema za
SAT. Jedina neophodna izmena koju je potrebno uciniti kako bi se dobio sistem
ekvivalentan CDCL sistemu za SAT je zamena skupa kvantifikovanih literala QL(3)
skupom iskaznih literala L. Uklanjanjem elementa stanja ¥ i referisanja na njega
i uklanjanjem pravila Intro se dobija jednostavnija i preglednija reprezentacija si-
stema, ali to nije neophodno. Jedna od vaznih razlika u prezentaciji dva sistema je
koris¢enje konfliktne implikacije, a ne konfliktnog skupa, kao osnovnog elementa za
analizu konflikta. Razlog za takvu odluku je to sto korespodencija izmedu konfliktne
implikacije i konfliktnog skupa u koherentnoj logici nije trivijalna kao korespoden-
cija izmedu konfliktne klauze i konfliktnog skupa u iskaznoj logici. Prednost se daje
konfliktnoj implikaciji zato $to je nju potrebno rezolvirati u toku procesa analize
konflikta i zato Sto se na osnovu nje moze naci i konfliktni skup, dok obratno ne

vazl.
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4.4.5 Procedura Calypso

Apstraktni sistem pravila prikazan u prethodnom potpoglavlju ne definise re-
dosled primene pravila. Redosled pravila nije strogo impliciran ni potrebom za
saglasnoséu i potpunoséu postupka dokazivanja koji bi bio zasnovan na ovim pravi-
lima, ali primena pravila ne moze biti ni sasvim proizvoljna. Sledeéi primer, koji je

ve¢ razmatran u drugom kontekstu, to potvrduje.

Primer 15 Neka su date aksiome 3y p(y), p(x) = q(x) i p(x) A q(z) = L. Tada
se moze doc¢i do konfliktnog stanja primenom pravila Intro na prou aksiomu Sto
dage atom p(a) za novu konstantu a, a onda se moze propagirati q(a), $to dovodi
do moguénosti primene pravila konflikt, pri kojoj aksioma p(x) A q(x) = L postaje
konfliktna implikacija. Ukoliko se pravilo Fxplain primeni na konfliktnu implikaciju
i prou aksiomu, dobija se nova konfliktna implikacija V¥ q(z) = L. Rezolviranjem
sa drugom aksiomom, dobija se VZ p(x) = L, Sto se vise ne moZe rezolvirati i proces
analize konflikta ostaje nedovrsen. U slucaju da se pravilo Ezxplain primeni prvo na
konfliktnu implikaciju i drugu aksiomu, dobija se p(x) Ap(x) = L. Rezolviranjem sa

prvom aksiomom, dobija se 1, sto znaci da je polazni skup aksioma kontradiktoran.

Dati primer demonstrira potrebu za uredivanjem redosleda primene pravila. Na
slici 4.2 prikazana je procedura Calypso — jedna procedura poluodlucivanja za
problem AX Fqp F (gde je AX skup koherentnih aksioma, a F koherentno tvrdenje)
zasnovana na predlozenom sistemu.

U datoj proceduri se pretpostavlja da su svi elementi stanja globalne promenljive.
Funkcije ¢ija imena pocinju sa applicable proveravaju preduslove odgovarajué¢ih
pravila i eventualno jos neke uslove ukoliko je to posebno naglaseno. Funkcije ¢ije ime
pocinje sa apply izvrsavaju akcije predvidene odgovaraju¢im pravilom i eventualno
jos neke komande ukoliko je to posebno naglaseno.

Vazna struktura podataka koja se koristi u implementacijama CDCL sistema
za SAT je asocijativni niz razloga literala u kojem se za svaki literal pamti na
osnovu koje klauze je propagiran. Ova struktura se koristi za usmeravanje pravila
Explain. Slicna struktura ¢e biti koriS¢ena i u proceduri Calypso. Pretpostavlja
se da postoji niz k-literala conflictSet koji igra ulogu konfliktnog skupa m(C) i
asocijativni nizovi reasonFormula i reasonLiterals koji za svaki pk-literal u listi
M ili signaliziraju da on nije propagiran ili cuvaju formulu i skup k-literala na osnovu

kojih je pk-literal propagiran u listu M.

e funkcija applyDecide za k-literal [ koji je odlucen postavlja odgovarajuce

vrednosti nizova komandama
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function calypso(AX : clFormula[], F : clFormula) : bool
begin

setInitialState(AX,F)
repeat begin
while applicableUnitPropagate() do
applyUnitPropagate ()
if applicableConflict() then
begin
applyConflict ()
while not suitableToLearn(C) do
begin
if applicableExplain() then
applyExplain()
if isAcceptingState() then
return true
end
applyLearn()
applyBackjump ()
end
else
begin
if applicablelIntro() then
applyIntro()
else if applicableDecide() then
applyDecide ()
else if applicablelLimiter() then
applyLimiter ()
else
return false
end
end

Slika 4.2: Procedura Calypso koja proverava da li je data koherentna formula teo-
rema skupa koherentnih aksioma.

reasonFormula[l] := 0

reasonlLiterals[1l] := O

Sto oznacava da k-literal [ nije propagiran.

funkcija applyUnitPropagate, za pk-literal [ koji propagira, postavlja odgo-

varajuce vrednosti nizova komandama

reasonFormula[l] := F

reasonLiterals[1l] := getConflictSet(F’)
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gde je F formula iz koje je pk-literal [ propagiran, a F’ njen deo bez pk-literala

koji odgovara propagiranom pk-literalu [ i koji je u konfliktu sa listom M,

e funkcija applyIntro za k-literal I’ dobijen eliminacijom egzistencijalnog kvan-

tifikatora postavlja odgovarajuce vrednosti nizova komandama

reasonFormula[l’] := reasonFormulal[l]

reasonliterals[1’] := reasonLiterals[1]

gde je [ pk-literal iz kojeg je literal I’ dobijen,

e funkcija applyConflict postavlja niz conflictSet komandom

conflictSet := getConflictSet(C)

e funkcija applicableExplain vraca false ukoliko vazi reason[l] = 0 gde
je [ k-literal iz konfliktnog skupa takav da vazi I’ < [ za svaki k-literal I iz
konfliktnog skupa i

e funkcija applyExplain je definisana na slede¢i nacin:
function applyExplain() : void
begin
select 1 such that 1 € conflictSet and
if 1° € conflictSet then 1’ < 1
F := reasonFormulal[l]
resolve(C, F, 1)

remove (conflictSet, 1)

conflictSet :

conflictSet := join(conflictSet, reasonLiterals)

end

Funkcija suitableToLearn odreduje koje ¢e rezolvente biti smatrane pogodnim za
naucene leme. Ona moze biti definisana na razlicite nacine, ali ¢e biti pretpostavljeno
da vraca false ukoliko konfliktna implikacija ne zadovoljava uslove u preduslovima

pravila Backjump osim uslova C € T'.
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4.4.6 Saglasnost i potpunost apstraktnog sistema pravila i

procedure Calypso

U ovom poglavlju se dokazuju osnovna svojstva apstraktnog sistema pravila i
procedure Calypso — saglasnost i potpunost. Saglasnost sistema pravila znac¢i da
ukoliko postoji lanac koji pocinje u polaznom stanju, a zavrSava se u prihvataju¢em,
onda je razmatrano tvrdenje zaista logicka posledica skupa aksioma. Kako pro-
cedura Calypso koristi samo pravila pomenutog sistema, njenom izvrsavanju uvek
odgovara neki lanac. Stoga je saglasnost ove procedure direktna posledica saglasno-
sti sistema pravila. Potpunost sistema pravila znaci da za svaku koherentnu logicku
posledicu skupa koherentnih aksioma postoji lanac ¢ije je prvo stanje polazno, a
poslednje prihvataju¢e. Ukoliko je procedura Calypso potpuna, odnosno ukoliko
svakom koherentnom tvrdenju koje je logicka posledica skupa koherentnih aksioma
odgovara jedan takav lanac, onda je potpun i sistem pravila. Stoga, kako bi sa-
glasnost 1 potpunost sistema pravila i procedure Calypso bili dokazani, dovoljno je

dokazati saglasnost sistema pravila i potpunost procedure.

Saglasnost

Dokaz saglasnosti sistema pravila i procedure Calypso se zasniva na tome da
pravilo Explain izvodi logicku posledicu formula na koja se primenjuje. Ostala pra-
vila nisu bitna za saglasnost sistema. Razlog za to je sto se definicija prihvatajuceg
stanja zasniva na tome da je tvrdenje logicka posledica poslednje naucene leme, a
ta lema je dobijena samo primenom pravila Explain na prethodno naucene leme i

aksiome.

Lema 1 Neka za koherentne formule Fy, Fy i R vazi ResStep(Fi,Fa, R). Onda
vazi fl,FQ ): R.

Dokaz. Formula R se moze dobiti primenom jednog od dva pravila koherentne
rezolucije. Dokaz ¢e biti izveden za slucaj primene prvog pravila. Dokaz za slucaj
primene drugog pravila se izvodi analogno. Neka je F; = Py = Q; U {3y r(v,y)}
i1 Fo = {r(v,v")} UPy = Qy gde su Iy p(v,y) i p(v',v") pk-literali po kojima
se vrsi rezolviranje kojim se iz formula F; i F, dobija formula R. Tada je R =
VOV (PrA U YD Pod = Q1A U 30" Qo)) za A za koje vazi ResStepy(Fi, Fa, R),
pri cemu je m = [y p(v,y) — p(v',v")].

Dovoljno je ustanoviti kontradiktornost formula V& (P; = Qi V 3y r(v,vy)),
Voo (r(v',v") APy = Qa) 1 2VOVT (PIAAYT” Pod = Q1A V 30" Qs)), odnosno
formula Vo (=P vV Q1 V 3y r(v,y)) , VOV (-r(0',0") V =Py V Q) 1 03T (PrAA

99



4.4 Novi CDCL sistem za dokazivanje u koherentnoj logici

V" PoAN—=QIANAVT" = Qs \). Dokaz e biti sproveden pobijanjem pomoc¢u klauzalne

rezolucije. Dovoljno je dokazati da je sledeci skup klauza nezadovoljiv:

pri ¢cemu je prva klauza dobijena tranformisanjem prve formule, druga klauza trans-
.
fg i f? nizovi funkcija dobijenih skolemizacijom u prve dve formule, a ¢1i & nizovi

formisanjem druge formule, dok ostale klauze poti¢u od trece i pri ¢emu su fg,

konstanti dobijeni skolemizacijom u trecoj formuli.
Literali (7, fg(ﬁ)) i = (7, 7") se mogu rezolvirati pri unifikatoru A[7” — f2(7)].
Rezolviranjem prve dve klauze po tim literalima dobija se klauza:

“PH@A, FEON)), -, =ph, (BN, FL@N), gt (BN, FHON), - - b, (B, FHON),
( TP, (TN (D), B (0N f(@),
GON SO, 3@\ @), (@A F (0, (@A, J3(@)
Izvedena rezolventa se moze rezolvirati sa jednoclanim klauzama do prazne klauze,

¢ime je dokaz zavrsen. [

Lema 2 Ako za koherentne formule F i F' i preslikavanje m vazi FactStep(F,m, F'),
onda vazi F = F'.
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Dokaz. Formula F' se moze dobiti od formule F faktorisanjem po skupu literala u
levoj ili u desnoj strani formule F. Dokaz ¢e biti izveden za prvi slucaj, a za drugi
slucaj se izvodi analogno.

Za razliku od dosadasnje prakse da p(Z, ) oznacava atom sa predikatskim sim-
bolom p koji ukljuc¢uje neke od promenljivih iz nizova Z i 7/, u nastavku dokaza e
u slucéaju predikatskog simbola r (i samo u tom sluc¢aju) uvek biti podrazumevani
tacno oni argumenti koje pk-literal sa tim predikatskim simbolom ukljucuje.

Neka je F = SUP = O formula sa slobodnim promenljivim v, pri cemu je S =
{VZ, r(v1,21),... V& r(U, )} gde suU; C ¢'ineka je F' = {V& r(U,, 2, ) JUPA =
O\ za S i )\ za koje vazi FactSteps(F,m,F'), pri ¢emu je V¥ r(v",7’) pk-literal
koji zamenjuje S u formuli dobijenoj faktorisanjem. Onda vazi V; r(0;, Z)\ =
VZ; r(0).,%;) za svako i =1,... k.

Da bi se dokazalo tvrdenje, dovoljno je dokazati kontradiktornost formula V&' (SA
P = Q)i-Vu (V& r(v,&) A P\ = QM), odnosno formula V&' (=S V =PV Q) i
VL r(v, ) NPAA Q). Za ovo je dovoljno pokazati klauzalnom rezolucijom

da je sledeé¢i skup klauza nezadovoljiv:

—

[=r (v, fpl(ﬁ))a ooy (T, fzﬁ(ﬁ))? —p1 (7, p(ﬁ))a R

—n(C, Y)
pri ¢emu je prva klauza dobijena transformisanjem formule F i pri ¢emu su literali sa
predikatskim simbolom r dobijeni transformisanjem podformule S, a ostale klauze
su dobijene transformisanjem formule F’. Pri tome su ﬁ; i f; nizovi funkcija dobi-
jeni skolemizacijom u prvoj formuli, ¢ konstante dobijene skolemizacijom u drugoj
formuli. Za svako ¢ = 1,...,k, za nizove promenljivih v; vazi v; C ¥, a za nizove
funkcija ﬁ vazi ﬁ - ﬁ;. Takode vazi ¢, C ¢.

Na osnovu definicije relacije FactStep, posto su ¢ medusobno razli¢ite pro-
menljive koje nisu u signaturi, vazi ResStep,(r(¢.,%,), S\, L) za neke supstitu-
cije ;i A takve da p ukljucuje samo zamene promenljivih konstantama iz ¢, a
u A ne figuriSu konstante iz ¢. To znaci da se r(¢.,Z,) moze koherentno rezol-

virati sa svakim od literala VZ; r(;, Z;) pri unifikatoru Ay, odnosno da, za svako
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i, vazi V&, r(0;, @)\ = V&, r(G.,7;). Odatle sledi da se r(¢,, @) i —w"(ﬁl-,fz(ﬁ))
mogu rezolvirati pri unifikatoru Auw;, odnosno vazi (., Z)Auy; = r(¢,, fi(0)) i
=1 (T, f2(0)) My = —r(E, f;(ﬁ)) Odatle sledi da se (¢, Z') moze rezolvirati sa svim
—r (1, ﬁ(ﬁ)) pri unifikatoru Auv gde je v = vy ... 1. Imajuéi u vidu da promenljivih
2’ na koje deluje supstitucija v nema u prvoj klauzi, odatle sledi da se rezolviranjem

r(¢,2') sa prvom klauzom dobija rezolventa

—

(“pl(ﬁ, ﬁ(ﬁ))’ ) _'pm(777 fp(g))a ql(ﬁﬂ ﬁ;(ﬁ))? s 7Qn<77’ ﬁ;(ﬁ))))\,u

odnosno

—

(ﬁpl(ﬁl7 ﬁ,(ﬁl)), S 7_‘pm(17/7 fp(ﬁl»v QI('J/’ ﬁ;(ﬁl))v cee 7%1(17/? ﬁ;(ﬁl)))u

Posto na osnovu za svako i = 1,...,k vazi VZ; p(t;, Z)\u = V& p(U.,Z)p =
VT, p(¢,, ¥;), zakljucuje se da vazi p = [U]. — &,], odnosno da supstitucija p slika neke
od promenljivih ¢" u one konstante iz ¢ koje su im pridruzene prilikom skolemizacije
(kojom su uvedene konstante ¢). Na osnovu toga, iz ove klauze se rezolviranjem sa
ostalim jedinicnim klauzama pri unifikatoru [o7 — & — f,(7)] moze izvesti prazna
klauza. [

Lema 3 Neka za koherentne formule F i F' i preslikavanje m vazi Fact(F,m,F’).
Onda vazi F = F'.

Dokaz. Neka je n = |m(F)|. Dokaz ¢e biti izveden indukcijom po n. Neka jen =1
i neka je {I.} = m(F). Ukoliko je [m~!(l.)| = 1, tada na osnovu definicije relacija
Fact i FactStep vazi F = F', pa je tvrdenje dokazano. Ukoliko je [m~1(l.)| > 1,
tada na osnovu definicije relacije Fact vazi FactStep(F, m,F'). Na osnovu leme 2,
tvrdenje vazi.

Neka tvrdenje vazi za n < k i neka je n = k + 1. Neka je I, € m(F). Ukoliko je
|m~1(l.)| = 1, tada na osnovu definicije relacija Fact i FactStep vazi F = F', pa je
tvrdenje dokazano. Ukoliko je |m~'(l.)| > 1, tada na osnovu definicije relacije Fact
vazi FactStep(F,m, F") i Fact(F",mo f~1 F'), pri cemu je f~! funkcija uparivanja
pri faktorisanju formule F. Na osnovu leme 2, tvrdenje vazi F = F”. Na osnovu
induktivne hipoteze i i Fact(F",mo f~1, F'), vazi F" = F'. Stoga, vazi i F | F,

¢ime je dokaz zavrSen. []

Lema 4 Neka za koherentne formule F i F' i neka preslikavanja m i m' vazi

ResGen(F,F',m,m',R). Onda vazi F,F' = R.
Dokaz. Tvrdenje vazi na osnovu definicije relacije ResGen ilema 11 3.
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Sledeca teorema izrazava saglasnost sistema pravila, odnosno da ukoliko za neki
skup aksioma i neko tvrdenje postoji lanac sa zavrSnim stanjem, onda je tvrdenje
logicka posledica skipa aksioma. Osnovna ideja dokaza je da u zavrSnom stanju
postoji stablo u ¢ijem se svakom ¢voru nalazi koherentna formula, pri ¢cemu je u
korenu poslednja izvedena lema i pri ¢emu je svaka formula dobijena rezolucijom
nad prethodno izvedenim formulama i aksioma. Kako je pravilo koherentnog re-
zolviranja saglasno, ovo stablo predstavlja rezolucijski dokaz za poslednju izvedenu

lemu. Potom se pokazuje je polazno tvrdenje logicka posledica izvedene leme.

Teorema 4 (Saglasnost sistema pravila) Ukoliko za skup koherentnih aksioma
AX i koherentno tvrdenje VT H(U,Z) = 3y G(U,9) vazi AX Fop VI H(V,Z) =
3y G(V,y), onda vazi AX |=VZ H(U,Z) = Fy G(7,9).

Dokaz. Ukoliko vazi AX o VE H(U,Z) = 37 G°¥,7), po definiciji relacije
e, postoji stanje S takvo da vazi Sy — S, Cy # {no_cflct}, Res™(C,M, L) i
m(C) C PR(VZ H(v,Z) = J¢ G°(¥,¥)). Formula C je izvedena pomoc¢u konacnog
broja primena pravila Explain na osnovu prethodno izvedenih rezolventi (ukljucujuéi
naucene leme) i aksioma. Stoga, za lemu C postoji binarno stablo T¢, takvo da je
lema C u korenu i deci N; i N, svakog ¢vora N, odgovaraju formule F; i F> na osnovu
kojih je primenom pravila Explain dobijena formula F koja odgovara ¢voru N. Kako
je na osnovu leme 4 rezolventa logicka posledica formula od kojih je dobijena, jedno-
stavnom indukcijom po dubini stabla T¢ se moze dokazati da vazi AX = C. Da bi se
dokazala teorema, dovoljno je dokazati da vazi C = VZ H(¥,Z) = Iy G(v,¥), odno-
sno da vazi C = (V& H(7,Z) = 3y G(V,§))o za proizvoljnu baznu supstituciju o koja
promenljivim ¢ dodeljuje medusobno razlicite simbole konstanti. Kako je supstitu-
cija A iz definicije 30 proizvoljno izabrana takva supstitucija, dovoljno je izvesti dokaz
za 0 = A. Dovoljno je dokazati da vazi C,VZ H(v,Z)\ | Iy G(V,§)A, odnosno da
vazi C,V& H(U,Z)\, -3y G(U,§)A | L, odnosno C,VZ H(V,Z)\,Vy —G(0, 1)\ E L,
za Sta je dovoljno pokazati da je sledeéi skup klauza nezadovoljiv:

—

_'pl(glu f;(ﬁl))a S 7_'pk<17/7 ﬁ;(ﬁ")), QI<U/7 ﬁ;(ﬁl))v ce 7%(27,7 fqu_ﬂ))
I (, )\
o (5, )\
=g1(7, §)A

“9n (177 :J) A
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pri cemu je prva klauza dobijena transformisanjem konfliktne implikacije, a ostale

transformisanjem preostale dve formule i pri ¢emu su nizovi funkcija ﬁ i f_; dobijeni

skolemizacijom u konfliktnoj implikaciji. Na osnovu uslova m(C) C PR(VZ H (v, %) =
7 G°(V, %)), iz ovog skupa klauza se moze izvesti prazna klauza. [J

Direktna posledica ove teoreme je teorema o saglasnosti procedure Calypso.

Teorema 5 (Saglasnost procedure Calypso) Ukoliko za skup koherentnih aksi-
oma AX i koherentno tvrdenje Y& H(v,7) = 3y G(U,y) procedura Calypso wrati
vrednost true, onda vazi AX |=VZ H(V,Z) = Iy G(U, V).

Potpunost

Zarad prezentacije dokaza potpunosti, prvo se uvode definicije pojmova i oznaka
koji nisu bili neophodni za prezentaciju sistema, ali su potrebni u dokazu potpunosti.
Prefiks liste L koji ukluc¢ujue sve elemente koji prethode elementu e se oznacava L°.
Ukoliko vazi e ¢ L, onda je L® = L. Sva pravila osim pravila Limiter se nazivaju
osnovnim pravilima. Skup svih simbola konstanti iz skupa 3 sa indeksima manjim
ili jednakim 0 se naziva skupom dopustivih konstanti i oznacava Y. U kontekstima
u kojima se referise na vise razlicitih stanja, da bi se naglasila veza izmedu elementa
stanja i stanja, oznaka stanja ¢e se dodavati na poziciji indeksa. Na primer, Mg
oznacava listu M u stanju S. Vrednost funkcije reasonFormula(l,S) je vrednost
polja reasonFormulal[l] u proceduri Calypso u stanju S. Calypso lanac je lanac
stanja koji odgovara izvrsavanju procedure Calypso. Naredna definicija predstavlja

jednostavno prosirenje relacije tacnosti.

Definicija 40 (Relacija posledice: IF) Pk-literal | je posledica liste L, $to se za-
pisuje L b | ukoliko postoji pk-literal I u listi L, takav da vaZi jedan od sledecih

uslova

o [ =p(V) i ResStep(l',p(v)o, L)

o [ =3y p(y) @ ResStep(l',p(y), 1)
o | = p(¥) i ResStep(l', p(v)o, L)

o | =VZ p(¥) i ResStep(l', p(Z), L)

pri cemu je u oba slucaja o supstitucija koja promenljivim U dodeljuje medusobno

razlicite simbole konstanti koji nisu u signaturi.

Definicija 41 Neka je Sy — ... — S lanac i neka je Mg = Mg, M'. Lista
My je kontradiktorna wukoliko postoje pk-literali Iy € M i ly € M’ takvi da vaZi
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ResStep(ly,ly, L). Za listu Mg kaZemo da je ispravna ukoliko nije kontradiktorna i

ne sadrzi ponavljanja pk-literala.

Primetimo da je uslov definiciji kontradiktornosti da jedan pk-literal ne pripada
Mg, tehnicka pogodnost koja vodi elegantnijim formulacijama kasnijih lema. U
slucaju da su oba medusobno kontradiktorna pk-literala iz Mg,, Sy je prihvatajuce

stanje, pa se u njemu procedura Calypso zaustavlja.
Lema 5 Neka je C'= Sy — ... — S Calypso lanac. Tada je lista Mg ispravna.

Dokaz. Tvrdenje ¢e biti dokazano indukcijom po broju prelaza n od Sy do S. Neka
je n = 0. Lista M, po definiciji kontradiktornosti ne moze biti kontradiktorna.
Dodatno, M, po definiciji stanja Sy sadrzi k-literale iz skupa PR(®P), zbog cije
skupovne prirode ne moze sadrzati ponovljene pk-literale. Neka tvrdenje vazi za
n < k za neko k i neka vazi n = k + 1. Neka je S’ stanje iz kojeg je S dobijeno
primenom pravila r. Tada prema induktivnoj pretpostavci u stanju S, lista M je
ispravna. Ukoliko je r neko od pravila Conflict, Explain, Learn ili Limiter, stvrdenje
vazi posto ta pravila ne menjaju listu M. Ukoliko je r pravilo Decide ili Unit
propagation, uslovi tih pravila zabranjuju umetanje pk-literala koji su u njoj vec
sadrzani ili ¢ine listu M kontradiktornom. Ako je r pravilo Intro, neka je [ k-literal
dodat u listu M tim pravilom ineka je IxI" € M pk-literal iz kojeg je [ izveden. Posto
je lista Mg ispravna, nema pk-literala I” € Mg takvog da vazi ResStep(l”, 3«1, 1)
ili " I+ 3xl’. Ukoliko bi vazilo ResStep(l”,l, L), onda bi vazilo i ResStep(l”, Ixl’, L),
sto je kontradikcija. Dodatno, uslov pravila Intro ne dozvoljava dodavanje k-literala
koji je ve¢ prisutan u list M. Kako je [ jedini k-literal dodat u listu M u prelazu iz
S"u S, lista Mg je ispravna. Neka je r pravilo Backjump, neka je [ pk-literal koji se
primenom pravila Backjump dodaje u listu M, I’ k-literal iz konfliktnog skupa koji
je uklonjen primenom pravila Backjump i neka je ¢t nivo liste Mg. Prema poslednja
dva uslova pravila Backjump, lista Mg je neprotivrecna, a prema definiciji notacije
L e, kad vazi e € L, vazi L e = L, pa stoga pravilo Backjump ne moze u listu dodati

pk-literal koji je ve¢ prisutan u listi. Time je tvrdenje dokazano. [J

Lema 6 Neka je So — ... — S — ... Calypso lanac u kojem posle stanja S nema
prelaza pomocu pravila Backjump 1 Limiter. Tada je broj prelaza uz pomo¢ pravila

Decide, Intro v Unit propagation konacan.

Dokaz. Kako nakon stanja S nema prelaza pomocu pravila Limiter niti Backjump,
skup T je u narednim stanjima konstantan i skup konstanti koje mogu figurisati

u literalima je konacan. Skup predikata II, nad kojim se grade formule, je takode
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konacan. Zahvaljujuéi tome sto se formule koje se razlikuju samo u preimenovanju
promenljivih smatraju jednakim, broj pk-literala nad skupom predikata II i kon-
stanti T je konacan. Kako na osnovu leme 5, lista M ne moze sadrzati ponovljene
pk-literale, svi pk-literali u njoj moraju biti razli¢iti, Sto znaci da je duzina liste M
u stanjima koja slede S ogranicena. Kako nakon stanja S nema primena pravila
Backjump, lista M se ne moze smanjivati, postoji poslednje stanje u lancu u kojem
dolazi do izmene liste M. Neka je to stanje S’. Kako posle stanja S’ nema izmena
liste M, to znaci da posle njega nema prelaza pomocu pravila Decide, Intro, i Unit
propagation, ¢ime je tvrdenje dokazano. [J

Naredna lema tvrdi da se, bez koris¢enja povratnih skokova i proSirivanja skupa

dopustivih konstanti, analiza konflikta mora zavrsiti u konacnom broju koraka.

Lema 7 Neka je C' =Sy — ... = S — ... Calypso lanac i neka u njemu posle
stanja S nema prelaza primenom pravila Backjump i@ Limiter. Tada, je broj prelaza

upotrebom pravila Conflict, Exzplain i Learn konacan.

Dokaz. Kako je C' Calypso lanac, ukoliko posle S nema primene pravila Backjump,
nema ni primene pravila Learn, posto iza primene tog pravila uvek sledi primena
pravila Backjump.

Na osnovu leme 6, sva ostala pravila, osim eventualno Conflict i Explain se mogu
primeniti samo konacno mnogo puta nakon stanja S. Neka je S’ stanje nakon ko-
jeg nema primena pravila osim eventualno pravila Conflict i Explain. Sva stanja
nakon S’ imaju istu listu M = Mg . Ukoliko nakon S’ nema primena ni ovih pra-
vila, tvrdenje je dokazano. Pretpostavimo suprotno. Jedino pravilo koje postavlja
C na no_cflct je pravilo Backjump. Stoga, ukoliko se pravilo Conflict primeni nakon
S, nije primenljivo u narednim stanjima. Odnosno, pravilo Conflict je primenljivo
najviSe jednom. Ukoliko u narednim stanjima nije primenljivo pravilo Explain,
tvrdenje je dokazano. U suprotnom, u nekom od narednih stanja vazi C # no_cflct.
Neka je C'S7, CS,, . .. niz konfliktnih skupova u narednim stanjima koja se dobijaju
primenom pravila Explain. Prisvakoj primeni pravila Explain, neki k-literal se ukla-
nja iz konfliktnog skupa i potencijalno se dodaju drugi k-literali koji mu prethode
u listi M. Iskoristi¢emo ovo svojstvo kako bismo pokazali da je niz C'Sy,CSs, ...
konacan i time, da ima kona¢no mnogo primena pravila Explain nakon stanja S.

Neka je index (1) indeks (koji polazi od 0) pk-listerala [ € M. Oznac¢imo

,}/(L) _ Z 2indexM )

leL

Posto pri svakoj primeni pravila Explain dolazi do uklanjanja k-literala iz konfliktnog

skupa i dodavanja k-literala nizeg indeksa i posto vazi 1 4+ 2 + ... + 2" < 27+L

106



4.4 Novi CDCL sistem za dokazivanje u koherentnoj logici

zakljucujemo da vazi v(C'S;y1) < v(CS;). Kako je v(L) nenegativan broj, moze biti

svega konactno mnogo primena pravila Explain nakon stanja S. [J

Lema 8 Neka je C' = Sy — ... = S — ... lanac bez prihvatajuceg stanja, neka u
stanju S vazi C # no_cflct i neka je pravilo Explain neprimenljivo. Tada je u stanju

S primenljivo pravilo Learn ili pravilo Backjump.

Dokaz. Ako vazi C # T', pravilo Learn je primenljivo. Pretpostavimo vazi C € T.
Posto stanje S nije prihvatajuce, postoji k-literal [ u konfliktnom skupu koji nije
medu inicijalnim k-literalima PR(®). Neka je njegov nivo n. Pretpostavimo da je
n = 0. Tada [ nije dodat u M primenom pravila decide. Ukoliko je [ dodat u M pri-
menom pravila Unit propagation ili Backjump, onda postoji reasonFormula(l,S)
takva da je pravilo Explain primenljivo, sto je kontradikcija. Ukoliko je dodat prime-
nom pravila Intro, onda postoji pk-literal I’ na koji je pravilo intro primenjeno. Ovaj
pk-literal ne moze biti iz PR(P) jer sadrzi egzistencijalni kvantifikator. To znaci da
je dodat pravilom Unit propagation ili Backjump i da postoji reasonFormula(l’, S)
takva da se na nju i k-literal [ moze primeniti pravilo Explain, sto je kontradikcija.
Stoga, mora vaziti n > 0.

Pretpostavimo da postoje dva k-literala u m(C) na nivou n. Posto ne mogu oba
biti odluceni k-literali, jedan od njih to nije. Onda je morao biti dodat u M nekim
od pravila Intro, Unit propagation ili Backjump i za njega se istim rezonovanjem
kao u proslom slucaju izvodi da je pravilo Explain primenljivo §to je kontradikcija.
Stoga, na nivou n liste M postoji tacno jedan k-literal iz m(C). U tom slucaju vazi
Res(C, M™1,1I') za neki pk-literal I, ¢ime su uslovi za primenu pravila Backjump
ispunjeni. [J

Naredne definicije uvode poredak na skupu listi pk-literala. Ova relacija ¢e biti
koris¢ena za dokazivanje da je broj promena koje se mogu uciniti nad listom pk-

literala M u toku izvrSavanja procedure Calypso konacan.

Definicija 42 Neka su M, i M, liste pk-literala. Neka je | prvi negativni kvantifi-
kovani literal u M, takav da postoji I' € My takav da vazi ResStep(l,l', L). Pisemo
M, <; My ukoliko vazi M% - M{/. Za stanja S 1 S’ pisemo S <y S" ukoliko vazi
Mg <, Mgr.

Naredna lema trivijalno sledi iz prethodne definicije i definicije pravila Backjump.

Backump
_—

Lema 9 Ukoliko vazi S S’, onda vazi S <, 5.

Lema 10 Neka je M skup svih listi pk-literala uw svim stanjima S takvim da vazi

So = ... = S. Na skupu M, relacija <, je tranzitivna, nerefleksivna i aciklicna.
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Dokaz. Tranzitivnost relacije <; je trivijalna. Pretpostavimo da vazi M <; M za
neku listu M € M. Tada je M kontradiktorna lista $to nije moguce prema lemi 5, sto
znaci da je relacija <; nerefleksivna. Pretpostavimo da postoji niz My, Ms, . .. takav
da vazi My <; ... <; M, < M,. Tada, na osnovu tranzitivnosti vazi M, <, M,
sto je kontradikcija sa nerefleksivnoséu relacije <;. Ovo dokazuje da je relacija <;
aciklicna. Svojstva relacije <y slede iz svojstava relacije <;. [

Naredna lema tvrdi da ¢e konstanta koja je trajno prisutna u signaturi od nekog

stanja postati dopustiva.

Lema 11 Neka je C = Sy — ... = S — ... Calypso lanac bez prihvatajuceg
stanja. Ukoliko u stanju S @ u svim narednim stanjima vazi ¢ € %, tada je u stanju
S ili u nekom od narednih stanja konstanta ¢ dopustiva i ni jedno osnovno pravilo

nije primenljivo.

Dokaz. Pretpostavimo da za neku konstantu vazi ¢® € ¥ i § < k u stanju S i svim
narednim stanjima u lancu C'. Na osnovu lema 9, 10 i konacnosti skupa listi pk-
literala nad ogranicenim skupom dopustivih konstanti T C Egk i predikata II, moze
biti konacno mnogo primena pravila Backjump nakon stanja S. Neka je S’ stanje iz
lanca C' dobijeno poslednjom primenom pravila Backjump nakon stanja S ili ukoliko
takvo stanje ne postoji neka vazi S’ = S. Posto nema primene pravila Backjump
nakon stanja S’. § se ne moze smanjivati. Posto vazi § < k postoji poslednje stanjeu
kojem je pravilo Limiter primenjeno i neka je to stanje S” ukoliko je to stanje nakon
S’ a 8" = S u suprontom. Nakon stanja S” nema primena pravila Backjump i
Limiter. Na osnovu lema 6 i 7 postoji konaéno mnogo stanja u C' nakon stanja S” u
kojima je primenljivo bilo koje osnovno pravilo. U pravom stanju nakon S” u kojem
nije primenljivo ni jedno osnovno pravilo, primenljivo je pravilo Limiter jer je u tom
stanju § < k < max{i | ¢! € X}, to je kontradikcija. Stoga, u stanju S ili u nekom
od narednih stanja vazi ¢ € T. Oznac¢imo to stanje sa S;. Pretpostavimo da nakon
tog stanja nema stanja u kojem ni jedno osnovno pravilo nije primenljivo. To znaci
da ni u jednom slede¢em stanju, pravilo Limiter nije primenljivo i da se d ne menja.
Stoga se ni T ne menja. Kao i ranije, izvodi se zakljucak da mora postojati neko
naredno stanje u kojem je pravilo Limiter primenljivo sto je kontradikcija. Stoga
tvrdenje vazi. [J

Naredna definicija uvodi vaznu strukturu koja ¢e sluziti kao model za skup aksi-

oma i kontramodel za tvrdenje prilikom dokazivanja potpunosti procedure Calypso.

Definicija 43 (Erbranov univerzum i Erbranova struktura za lanac) Neka
je C' lanac @ neka je L skup svih pk-literala | za koje postoji stanje S u lancu C' takvo

da vazil € M u stanju S 1 u svim stanjima iz C posle njega. Erbranov univerzum
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Yo za lanac C, je skup svih simbola konstanti koje se pojavljuju v atomima iz L.
Erbranova struktura Ec za lanac C, je skup baznih atoma, nad konstantama 1z X¢
i predikatima iz 11 takvih da je bazni atom | uw Ec ako © samo ako vazi L IF 1. Bazni

atom je tacan u Erbranovoj strukturi za lanac C' ako i samo ako joj pripada.

Naredna tema tvrdi da ukoliko su premise aksiome zadovoljene atomima iz liste
M u nekom stanju i u svim narednim stanjima u lancu, onda postoji stanje takvo

da su zakljucci aksiome takode zadovoljeni u tom i narednim stanjima.

Lema 12 Neka je C = Sy — ... = S" — ... Calypso lanac bez prihvatajuceqg
stanja. Neka u stanju S" vazi P = Q € I' i neka je o bazna supstitucija nad
slobodnim promenljivim formule P = Q i konstantama iz Xc. Neka u stanju S’ i
svim narednim stanjima vazi | T za svako | € Po. Tada postoji k-literal 3% 1 € Qo
i supstitucija o’ nad nekim slobodnim promenljivim iz | i konstantama iz ¢, tako

da od nekog stanja, u svim stanjima iz C' vazi lo’ 1.

Dokaz. Po definiciji Erbranovog univerzuma ¥, mora postojati stanje u lancu C'
takvo da su sve konstante iz supstitucije ¢ u skupu X u tom stanju i svim narednim
stanjima iz lanca C'. Na osnovu leme 11 u lancu C' mora postojate stanje S nakon S’
tako da su sve konstante koje figurisu u supstituciji ¢ dopustive i ni jedno osnovno
pravilo nije prihvatljivo i neka je S prvo takvo stanje u C' pocevsi od 5'.

Prvo dokazujemo da u stanju S i svim narednim stanjima u kojima ni jedno
osnovno pravilo nije primenljivo, mora postojati pk-literal I’ € M bez egzistencijal-
nih kvantifikatora takav da vazi I’ IF 3 % [ za neki k-literal 3 x [ € Qo. Posto pravilo
Decide nije primenljivo, za svaki k-literal 3% [ € Qo u tom stanju vazi ili 3% 1
ili 41 |. Ukoliko vazi 41 | za svaki k-literal 3 %[ € Qo, onda u tom stanju
mora da vazi i C # no_cflct jer bi u suprotnom bilo primenljivo pravilo Conflict.
Takode mora da vazi i C € I', inace bi bilo primenljivo pravilo Learn. Posto pravilo
Explain nije primenljivo, na osnovu leme 8, pravilo Learn ili pravilo Backjump mora
biti primenljivo sto je kontradikcija. Stoga, mora da vazi 4% [ T za neki k-literal
Jx 1 € Qo. Kako su sve konstante iz 3 * [ dopustive (poSto su sve konstante iz
supstitucije o dopustive u stanjima lanca C' pocevsi od S) i kako je pravilo Intro
neprimenljivo, mora postojati k-literal ' € M bez egzistencijalnih kvantifikatora
takav da vazi I’ IF 3 x (.

Neka je S niz St, S™, 52,52, ... svih stanja takvih da vazi

o S1=09,

e u stanju S° ni jedno osnovno pravilo nije primenljivo (i stoga vazi 3 x [ 1 za

neki k-literal 3 [ € Qo),
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e S’ je prvo stanje nakon S* takvo da ni za jedan k-literal 3% € Qo ne postoji
k-literal I” € M bez egzistencijalnih kvantifikatora takav da vazi I’ IF 3 %[,

e S%je za i > 1 prvo stanje nakon S”~! takvo da ni jedno osnovno pravilo nije

primenljivo.

Primetimo da su sva stanja S’ dobijena primenom pravila Backjump posto je to
prvo stanje u kojem je uklonjen odredeni k-literal, sto je moguée samo usled primene
pravila Backjump.

Za sva stanja iz niza S ¢emo dokazati da vazi T C Tg (gde je T skup dopustivih
konstanti). To po definicji niza S vazi za stanje S'. Neka tvrdenje vazi za stanje S°.
Tada dg: ne moze biti veée od dg: Stanje S” je dobijeno primenom pravila Backjump
koje postavlja vrednost 0 na poslednju vrednost u A™ gde je m nivo povratnog
skoka. Kako je ovim pravilom izbacen iz liste M k-literal koji je u njoj u stanju
S%, m mora biti manje nego nivo u stanju S°. Kako su vrednosti u A neopadajuce,
vazi 0gi < dgi, odnosno Ygi C Yg. Neka tvrdenje vazi za stanje S”. Posto je S7+!
prvo stanje nakon S” u kojem ni jedno osnovno pravilo nije primenljivo, mora, biti
dgi+1 = g pa vazi Ygi+1 C Tg. Zakljucujemo da vazi T C Tg u svakom stanju
niza S

U nastavku pokazujemo da je niz & konacan. Pretpostavimo da je niz & bes-
konacan. Neka je [; pk-literal ubacen u M od strane pravila Backjump kojim je
dobijeno stanje S”. Pk-literal I je ili pristuan u svim narednim stanjima ili biva
uklonjen primenom pravila Backjump u nekom od slede¢ih stanja. Ukoliko biva
uklonjen pravilom Backjump, drugi pk-literal se umeée na nizi nivo. Neka je l’jﬁ
niz pk-literala takvih da je l’il =10Ui l’gH je pk-literal ubacen primenom pravila
Backjump kojom je uklonjen pk-literal l’{. Za svako ¢ 1 j vazi da je nivo u listi M
pk-literala l’{“ manji od nivoa pk-literala l’g . Medutim, kako su nivoi u listi M
ograni¢en odozdo, u svakom od nizova, mora da postoji poslednji pk-literal {”; koji
nikad ne biva uklonjen. Kako je & beskonac¢an i ponovljeni pk-literali se, prema
lemi 5, ne dodaju u M, niz I”; za i = 1,... mora imati beskona¢no mnogo razli¢itih
pk-literala. Posto se oni nikad ne uklanjaju iz liste M, postoji stanje S™* takvo da
je I"; u listi M u stanju S’ i ostalima. Pokaza¢emo da je ovo kontradiukcija se
¢injenicom da vazi Ygi C Yg za svako ¢ = 1,.... Neka je K; = |Xg,|. Kako se sve
nove konstante koje uvodi pravilo Intro dodaju na kraj liste ¥ i maksimalni nivo u
stanju S je manji od nivoa u stanju S, vazi [Sg/| < K; za svako i = 1,.... Broj
pk-literala nad Tg je konacan i broj konstanti koje se mogu dobiti primenom pravila
Intro nad tim pk-literalima je konacan. Stoga, broj konstanti koje se mogu pojaviti
< K za

svako ¢ = 1,.... Neka je N ukupan broj pk-literala sa predikatskim simbolom iz

u Xg, je ogranicen nekim brojem K za i = 1,.... Tada takode vazi |Xg:
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IT koji se mogu konstruisati nad bilo kojim skupom konstanti velicine K. U stanju
S’kn+1 postoji bar N + 1 razliciti pk-literal, §to je kontradikcija. Otud niz S mora
biti konacan.

U poslednjem stanju niza S mora da vazi 3 * [ T za neki k-literal 3% [ € Qo.
Poslednje stanje mora biti jedno od stanja S% a ne S”, inace bi na osnovu leme 11
postojao jos jedan element niza iza tog stanja, Sto je nemoguée. Neka je I prvi k-
literal bez egzistencijalnih u listi M za koji vazi I’ IF 3x[. Ovaj k-literal nece vise biti
uklanjan iz liste M jer bi u suprotnom postojalo jos jedno stanje S” iza poslednjeg
stanja niza S, §to je nemoguce. Primetimo da to znaci da su sve konstante iz I’ u
Y. Kako su [ i1’ pozitivni atomi bez kvantifikatora, na osnovu [’ IF 3 % [ mora da
vazi l'oc’ = lo’ gde je o’ najopstiji unifikator za [’ i [. Posto je ¢’ najopstiji unifikator,
on ne sadrzi konstante koje nisu prisutne u I’ i [. Oba skupa konstanti su iz Y¢, pa
je o supstitucija nad X, ¢ime je tvrdenje dokazano. [

Naredna teorema izrazava potpunost procedure Calypso, odnosno da ukoliko
je neka formula logicka posledica skupa aksioma, onda se izvrSavanje procedure
Calypso zaustavlja u prihvatajuéem stanju. Osnovna ideja dokaza je da se pret-
postavi suprotno, da se procedura ne zaustavlja, na osnovu cega se pokazuje da
postoji Erbranova struktura u kojoj su sve aksiome tacne, ali tvrdenje nije. Kako je
tvrdenje po pretpostavci logicka posledica aksioma, ovo je kontradikcija i zakljucuje

se da se procedura mora zaustaviti.

Teorema 6 (Potpunost procedure Calypso) Ukoliko za skup koherentnih aksi-
oma AX i koherentno turdenje V¥ H(V, %) = 3y G(v,7) vazi AX = VT H(V,Z) =

3y G(U,9), onda u svakom Calypso lancu postoji prihvatajuce stanje.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka u nekom Calypso lancu C' ne postoji prihva-
tajuce stanje. Takav lanac je ili beskonacan ili se zavrSava odbacuju¢im stanjem.
U nastavku se pokazuje da ni jedan od ova dva slucaja ne moze vaziti i da stoga
teorema vazi.

Neka je £ Erbranova struktura za lanac C. Neka vazi P = Q € AX i neka je
konjunkcija Po tacna u E¢ za neku baznu supstituciju ¢ nad slobodnim promenlji-
vim iz P = Q i konstantama iz . Ukoliko je konjunkcija Po tacna u &q, tada
postoji stanje S u C, takvo da u njemu i u svim narednim stanjima iz C' vazi [ 1 za
svako [ € Po. Tada, na osnovu leme 12, postoji naredno stanje S’ u C, takvo da
za neko 3 x| € Qo postoji supstitucija ¢’ nad X¢ za koju vazi lo’ 1 u stanju S’ i
svim narednim stanjima. Na osnovu toga, disjunkcija Qo je tacna u strukturi Ec.
Odatle, struktura £¢ je model za aksiome iz AX.

Razmotrimo tanost tvrdenja u strukturi £-. Posto su svi kvantifikovani literali

iz konjunkcije H u L, konjunkcija H je tacna u strukturi £-. Potrebno je dokazati
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da disjunkcija G nije ta¢na u ovoj strukturi. Ukoliko vazi G = L, onda disjunkcija
G nije tacna u strukturi £;. Ukoliko vazi G # 1, pretpostavimo da je G is tacno
u strukturi £-. Tada postoji stanje S u lancu C' i kvantifikovani atom [ takav da
u stanju S i stanjima posle njega vazi [ € M il I G. Na osnovu toga Sto se
u inicijalizaciji u listi M dodaju atomi takvi da vazi ResStep(l,l’, 1) koji u njoj
ostaju u svim narednim stanjima i leme 5 zakljucuje se da je ovo kontradikcija.

Ovo znaci da je - model za skup aksioma AX, ali ne i za formulu VZ H (¥, Z) =
Jy G(¥,7) sto je nemoguce jer je pretpostavljeno da vazi AX | VZ H(U, %) =
37 G(U, ). Na osnovu toga, nije mogudée da postoji Calypso lanac bez prihvatajuceg
stanja za tvrdenje Vi H(v,¥) = 3y G(v,y). O

Direktna poslediva ove teoreme je potpunost sistema pravila.

Teorema 7 (Potpunost sistema pravila) Ukoliko za skup koherentnih aksioma
AX i koherentno tvrdenje ¥Z H(U, %) = Iy G(U,y) vazi AX = Vi H(V,Z) =
37 G(U,9), onda vazi i AX bop VZ H(U,Z) = 3§ G(U, 7).

4.5 Dokazivac Calypso

U ovom poglavlju ¢e biti opisani detalji implementacije dokazivaca Calypso.
Najvazniji deo implementacije su struktura i algoritam koji se koriste za za otkrivanje
konflikata i k-literala koji se mogu propagirati ili odluceni. Bié¢e dato i poredenje

dokazivaca Calypso sa drugim dokazivac¢ima.

4.5.1 Implementacija

Dokaziva¢ Calypso je implementiran u programskom jeziku C++4. Najvazniji

implementacioni detalji se odnose na slede¢e probleme:

e izbor k-literala u pravilu Decide,

nalazenje pk-literala koji se mogu propagirati pravilom Unit propagation,

detekcija konflikta,

uslovi za dodavanje konfliktne implikacije u skup formula kao naucene leme i

izbor unifikatora pri rezolviranju u pravilu Explain,

Odgovor na prva cetiri problema je u potpunosti ili delimi¢no vezan za modifikaciju
Rete algoritma koji je veé koriséen u dokazivacu clp [40] i bi¢e dat kroz opis i

razmatranje ovog algoritma.
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Tabela 4.1: Elementi ¢vorova tipa « i njihovi tipovi.
Element  Tip
literal referenca na pk-literal
unifiers niz unifikatora
children niz referenci na ¢vorove tipa (3

Tabela 4.2: Elementi ¢vorova tipa (i njihovi tipovi.
Element Tip
unifikatori niz unifikatora
a-parent referenca na ¢vor tipa
b-parent referenca na ¢vor tipa 3
child referenca na ¢vor tipa

Modifikovani Rete algoritam. Rete algoritam je algoritam za unifikaciju pret-
postavki aksiome sa atomima u bazi znanja koris¢en u dokazivacu clp za standardnu
koherentnu logiku [33, 40]. Njegov osnovni kvalitet je $to ne ponavlja pokusaje unifi-
kacije sa istim ¢injenicama. Algoritam pokusava da unifikuje pretpostavke aksiome
sa atomima u bazi znanja polaze¢i od prvog atoma u formuli i proSirujuéi parci-
jalni unifikator za prvih & — 1 atoma pretpostavki svim saglasnim unifikatorima
k-tog atoma sa atomima iz baze znanja. Ovaj algoritam je prosiren tako da radi
u prosirenom fragmentu koherentne logike za koji je formulisan apstraktni sistem,
unifikuje i levu i desnu stranu aksiome i ima moguénost azuriranja pri povratku u
pretrazi.

Neka je L skup svih pk-literala [ koji se javljaju u desnoj strani neke formule
iz T i pk-literala [ takvih da se [ javlja u levoj strani neke formule iz I'. Ovaj
skup moze biti prosirivan prilikom ucenja lema. Neka svakom od pk-literala iz L
odgovara jedan évor tipa o. Cwor tipa a je struktura ¢iji su elementi dati u tabeli
4.1. Neka je F = 4 A ... lx = lgs1 V... VI, formula iz skupa I'. Formuli F
odgovara niz (8 évorova duzine m + 1. Cuvor tipa 3 je struktura ¢iji su elementi dati
u tabeli 4.2. Tabela 4.3 prikazuje strukturu unifikator. Uloge elemenata pomenutih
struktura ¢e biti opisane kasnije. Rete mreZa je neusmereni graf (V F) gde je V
skup « ¢vorova koji odgovaraju pk-literalima u formulama iz I' i S ¢évorova koji
odgovaraju formulama iz I'. E je skup grana. Postoji grana izmedu u i v ukoliko su
u 1 v susedni ¢vorovi tipa [ u nizu koji odgovara nekoj formuli iz I'. U tom slucaju
se ¢vor sa manjim indeksom u nizu naziva roditeljem ¢vora sa ve¢im indeksom, a
¢vor sa vecim indeksom detetom c¢vora sa manjim indeksom. Takode postoji grana
izmedu u i v ukoliko je u ¢vor tipa a koji odgovara pk-literalu [; iz neke formule F
i v je i-ti B ¢vor u nizu koji odgovara formuli F. U tom sluc¢aju se a ¢vor naziva

roditeljem odgovarajuceg S ¢vora, a [ ¢vor detetom tog o ¢vora.
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Tabela 4.3: Elementi strukture unifikator i njihovi tipovi.

Element Tip

equalities niz jednakosti
a-parent referenca na unifikator
b-parent referenca na unifikator
literal referenca na pk-literal
delete {true,false, undef}

Struktura « ¢vora sadrzi referencu na pk-literal iz formule sa kojim je pove-
zana, niz unifikatora sa k-literalima iz liste M i niz referenci na decu ¢vorove tipa
B. Struktura [ ¢vora sadrzi niz parcijalnih unifikatora za deo formule koji prethodi
pk-literalu kojem ¢vor odgovara, referencu na « ¢vor koji odgovara istom pk-literalu
i referencu na prethodni i naredni 8 ¢vor. Struktura unifikator sadrzi niz jednakosti,
reference na unifikatore ¢ijim spajanjem je unifikator nastao, referencu na pk-literal
na osnovu kojeg je nastao a-roditelj i indikator koji se koristi tokom brisanja unifi-
katora prilikom vrac¢anja u pretrazi.

Prilikom ucenja lema, Rete mreza se prosiruje ¢vorovima i granama koji odgova-
raju naucenoj lemi. Prilikom ubacivanja k-literala u listu M, o tome se obavestava
Rete mreza pozivom funkcije notify koja je data na slici 4.3, a koja poziva funk-
ciju insert koja je data na slici 4.4. Funkcija clashUnifier kao argumente uzima
dva pk-literala [ i I’ i vraca najopstiju supstituciju A za koju vazi ResStepy(l,1’, L).
Ukoliko to ne vazi ni za jednu supstituciju A, funkcija clashUnifier vrac¢a null.

Funkcija signalConflict signalizira da je primecen konflikt. Na osnovu ¢lana
b-parent mogu se nac¢i svi preci unifikatora koji figurise u konfliktu. Kako taj
unifikator i svi njegovi preci imaju ¢lan literal, mogu se pronadi svi k-literali iz
liste M koji ucestvuju u konfliktu.

Funkcija signalUnitPropagate signalizira da je moguce propagirati pk-literal,
osim ukoliko se on ili opstiji pk-literal ve¢ nalaze u listi M. Kao i u sluc¢aju konflikta,
moguce je naéi sve k-literale iz liste M koji su zasluzni za propagaciju. Ovako defini-
san algoritam je u stanju da pronade jedini¢ne propagacije samo ukoliko je se propa-
gacija vrsi na osnovu posldenjeg pk-literala u formuli. Algoritam je moguce prosiriti
tako da nalazi sve jedini¢ne propagacije, ali u eksperimentima cena nalazenja pro-
pagacija se pokazala jednakom dobitku, pa to prosirenje nece biti prikazano.

Rete mreza omogucava i nalazenje k-literala za primenu pravila Decide. Funkcija
getDecideLiteral koja nalazi takav literal je prikazana na slici 4.5. Pri tome
funkcija findAcceptablelInstance kao argumente uzima pk-literal [ i vraca k-literal
I' koji je instanca pk-literala [, takva da vazi I'? ukoliko takva instanca postoji, a

null ukoliko takva instanca ne postoji.
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function notify(l : literal) : void
begin
foreach a in alphaNodes do
begin
u := clashUnifier(a.literal, 1)
if u = null then
return
a.unifiers := a.unifiers u
foreach ¢ in a.children do
begin
if c.parent = null then
unifiers := [null]
else
unifiers :
foreach pu in unifiers do
begin
mu := mergeUnifiers(pu, u)
if mu != null then
insert(c.child, mu)

c.unifiers

end
end
end
end

Slika 4.3: Funkcija koja obavestava mrezu o novom k-atomu koji je dodat u listu
M.

Na slici 4.6 prikazana je funkcija backtrack(lvl : integer) koja azurira Rete
mrezu pri povratku u pretrazi. Uklanjaju se svi unifikatori pri ¢ijem je dobijanju

ucestvovao k-literal sa nivoa liste M koji je manji od nivoa na koji se vrsi povratak.

Izbor unifikatora pri rezolviranju. Za razliku od klauzalne rezolucije kod koje
je izbor unifikatora pri rezolviranju trivijalan problem (uvek se bira najopstiji) kod
koherentne rezolucije izbor unifikatora igra vaznu ulogu. Primera radi, ako su date
formule p(x)Aq(x,y) = L, Jy p(y) iq(y, z) i prva se rezolvira sa drugom pri praznom
unifikatoru, dobija se rezolventa V¥ ¢(z,y) = L. Dalje rezolviranje sa tre¢om
formulom je nemoguée. Medutim, ukoliko se rezolviranje uradi pri unifikatoru [y —
x], dobija se rezolventa V¥ ¢(x,x) = L, koja se moze rezolvirati sa tre¢om formulom.
Stoga je izbor unifikatora vazan. U nastavku je opisan njegov izbor.

Sledecéa definicija uvodi funkciju eliminacije simbola iz supstitucije.

Definicija 44 (Funkcija eliminacije simbola: elim) Neka je data supstitucija
poi skup simbola S = {si,...,8,} @ neka vaZi p = pipg|ry = S1, ..., Ty,

S1yevey Tl 7 Spy ey Tpm,, F> Snl, PTi cemu u g nema simbola iz S, o deluje samo
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function insert(b : betaNode, u : unifier) : void
begin

end

foreach bu in b.unifiers do
begin
if bu.equalities = u.equalities then
if level(u.literal) < level(bu.literal) then
begin
bu.a-parent = u.a-parent
bu.b-parent = u.b-parent
bu.literal = u.literal
break
end
end

b.unifiers := b.unifiers u

if b.child = null then
begin
signalConflict ()
return
end

merged := false
foreach au in b.a-parent.unifiers do

begin
mu :

mergeUnifiers(u, au)
if mu != null then
begin
merged := true
insert(b.child, mu)
end
end

if not merged and b.child.child = null then
signalUnitPropagate()

Slika 4.4: Funkcija koja propagira novi unifikator.

na simbole iz S i simboli x;; nmisu iz S ni za jedno i 1 j. Neka je X = py[x12 —

T11y - -

5 Timy 7 T11, - -

S Tpe P Tply ooy T, F> To1]. Supstitucija A se dobija od

supstitucije p eliminacijom simbola is skupa S, $to se zapisuje A = elim(u, S).

Primer 16 Vazi [z — z,u+— v] = elim([x — a,y — b,z — a,u > v], {a,y}).

Neka su Fj 1 Fy formule takve da vazi ResGeniHl(}], Fo,my,my, R) pri ¢emu

je p najopstija supstitucija za koju data relacija vazi. Neka je I’ pk-literal za koji
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function getDecidelLiteral() : literal

begin
foreach f in Gamma do
begin
m := length(f)
for i :=m -1 to 0 do
begin
b := getBetalNode(f,i)
foreach u in b.unifiers do
begin
1 := applyUnifier(f[i],uw)
1’ := findAcceptableInstance(1)
if 1’ != null then
return 1°
end
end
end
end

Slika 4.5: Funkcija koja bira literal za pravilo Decide.

vazi l' € Fp il ¢ Silil' € Fo il' # 1. Neka je I” = m(l'). Neka je I skup
svih indeksa na kojima se u k-literalu {” nalaze slobodne promenljive. Neka je A
najopstiji unifikator za skup jednakosti {l; =1 | i € I}, neka je C = {l! | i € I}
i neka je N = elim(\,C). Neka je A = pX;---\,, pri ¢emu su \; sve supstitucije
koje odgovaraju pk-literalima koji zadovoljavaju uslov za I’. Unifikator koji se bira
pri rezolviranju je upravo A\. Na ovaj nacin se obezbeduje da se rezolventa moze
rezolvirati sa istim konfliktnim literalima sa kojima se mogu rezolvirati formule od

kojih je nastala.

4.5.2 Generisanje dokaza

Dokaziva¢ Calypso je u stanju da generiSe dokaze u sistemu koherentne rezolu-
cije zapisane u TPTP formatu®. Ovaj format je jedan od standardnih formata za
zapisivanje dokaza u logici prvog reda i izmedu ostalog se koristi u takmicenjima
dokazivaca za logiku prvog reda. Pogodnost koris¢enja ovog formata je moguénost
automatske provere generisanih dokaza pomocu sistema za proveru javno dostupnog
na TPTP sajtu?. Svaka linija dokaza predstavlja formulu koja moze biti aksioma ili

rezolventa uz koju se cuva informacija o tome na osnovu koje dve prethodne formule

3Vige detalja o ovom formatu se moze naéi na adresi http://www.cs.miami.edu/~tptp/TPTP/
QuickGuide/Derivations.html
“http://www.cs.miami.edu/~tptp/cgi-bin/SystemOnTSTP
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function backtrack(lvl : integer) : void
begin
foreach a in alphaNodes do
backtrack(a, 1vl)
foreach b in betaNodes do
backtrack(b, 1vl)
end

function backtrack(a : alphaNode, lvl : integer) : void
begin
foreach u in a.unifiers do
if level(u.literal) > 1lvl then
remove(a.unifiers, u)
end

function backtrack(b: betaNode, 1lvl : integer) : void
begin
foreach u in b.unifiers do
if u.delete = true or checkToDelete(u, 1lvl) = true then
remove(b.unifiers, u)
end

function checkToDelete(u : unifier, 1vl : integer) : {true, fale, undef}
begin
if u = null then
return false
if u.delete != undef then
return u.delete
u.delete := checkToDelete(u.b-parent, 1lvl)
if u.delete = false then
if level(u.literal) > 1vl then
u.delete = true
return u.delete
end

Slika 4.6: Funkcije za azuriranje Rete mreze pri povratku u pretrazi.

je dobijena. Dokazi se konstruisu tako sto se prilikom rada dokazivaca pri svakoj
primeni pravila explain uz novu konfliktnu implikaciju ¢uvaju pokazivaci na formule
iz kojih je ona nastala. Pri tome, iako se mnoge od konfliktnih implikacija koje
se izvode u analizi konflikta ne dodaju u skup formula, one se ¢uvaju u memoriji
kako bi se na kraju mogao rekonstruisati dokaz. Na kraju rada dokazivaca, dokaz se
generiSe jednostavnim obilaskom binarnog stabla u ¢ijem korenu je korenu poslednja

konfliktna implikacija.
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4.5 Dokazivac¢ Calypso

4.5.3 Poredenje sa drugim sistemima

Dokaziva¢ Calypso je uporeden sa drugim relevantnim sistemima. Ti sistemi
su koherentni dokazivaci CL, clp i Geo opisani u glavi 4.2 i najefikasniji rezolucijski
dokaziva¢ Vampire [86]. Dokazivaci su pokrenuti na skupu od 66 problema koji je
kori¢en i u ranijim istrazivanjima [40]. Za svaki problem, dat je skup aksioma i
tvrdenje koje je potrebno dokazati. U ovim problemima, aksiomatski sistemi sadrze
i do 30000 aksioma. Prilikom dokazivanja, koris¢eno je vremensko ogranic¢enje od
300 sekundi. Meren je broj dokazanih teorema i proseéno vreme dokazivanja. Broj

dokazanih teorema za svaki od dokazivaca, dat je u tabeli 4.4. Iz tabele se vidi

Tabela 4.4: Broj dokazanih teorema i prosecno vreme izvrsavanja u sekundama za

svaki od dokazivaca.
Dokaziva¢  CL  clp Geo Vampire Calypso

Dokazanih 43 20 25 57 o8
Vreme (s) 103.6 73.5 50.7 47.7 40.7

da je Calypso najefikasniji dokazivac i po broju dokazanih teorema i po vremenu
izvrSsavanja. Kako je za sve dokazivace ve¢ina dokazanih teorema dokazana za ma-
nje od jedne sekunde, na vreme izvrsavanja najvise utice broj neresenih instanci, pa
stoga ove mere kvaliteta prenose slicnu informaciju. Treba imati u vidu da se radi o
osnovnoj implementaciji sistema Calypso koja ostavlja puno prostora za dalja po-
boljsanja poput heuristika navodenja i implementacionih trikova od kojih se ocekuje
dalje ubrzanje sistema, dok su Geo i Vampire dokazivaci na kojima je duze radeno i

koji su ucestvovali i na takmicenjima dokazivaca za logiku prvog reda.
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Glava 5
Zakljucci 1 dalji rad

U ovoj glavi se sumiraju rezultati prikazani u radu i izvode zakljuéci rada. Potom
se skiciraju pravci daljeg rada kako u oblasti prilagodljivog resavanja SAT problema,

tako i u oblasti dokazivanja teorema u koherentnoj logici.

5.1 Zakljucci

U ovom radu je razmatran problem usmeravanja pretrage u automatskom doka-
zivanju teorema. Fokus je bio na CDCL sistemu pretrage za koji je pokazano da se
njegova efikasnost moze znacajno unaprediti jednostavnim navodenjem, ali takode i
da se moze uopstiti za bogatije logike od iskazne za koju je polazno formulisan.

U prvom delu rada razmatran je problem jednostavnog usmeravanja pretrage
— izborom resavaca, njegovih heuristika i njihovih parametara, a u zavisnosti od
svojstava instance koju je potrebno resiti. Osnova predlozenih metoda za izbor al-
goritama je sintaksna sli¢nost formula koja se odrazava na njihovu grafovsku struk-
turu. Ova sliénost je prvi put pouzdano ustanovljena i analizirana pomocu originalne
mere slicnosti grafova (koja se pokazala korisnom i u drugim domenima). Prakti¢ni
pristupi merenju sli¢nosti formula se zbog rac¢unske efikasnosti ipak zasnivaju na
numerickim atributima iskaznih formula. Predlozene su dve jednostavne metode iz-
bora algoritma zasnovane na algoritmu % najblizih suseda. Prva tehnika, ArgoSmArT,
se zasniva na klasifikaciji instance u jednu od unapred zadatih familija za koje su
poznati algoritmi koji ih efikasno resavaju. Instanca se resava algoritmom koji od-
govara familiji u koju je instanca klasifikovana. Druga tehnika, ArgoSmArT k-NN,
se zasniva na nalazenju nekoliko sli¢nih instanci u trening skupu za koje je poznato
vreme resavanja pomocu svih algoritama iz portfolija. Instanca se resava algoritmom
koji se najbolje ponasa na pronadenim instancama. Tehnika ArgoSmArT je pogod-

nija za izbor konfiguracije SAT resavaca, a ArgoSmArT k-NN za izbor samog SAT



5.1 Zakljucci

reSavaca. Tehnika ArgoSmArT k-NN se pokazala znacajno efikasnijom od najvaznijeg
i pritom vrlo slozenog sistema za izbor SAT resavaca — sistema SATzilla. Pored
problema izbora KNF SAT resavaca i njihovih heuristika, razmatran je i problem
izbora ne-KNF SAT resavaca u kojem fokus nije bio na tehnikama izbora resavaca,
posto se predlozene tehnike direktno primenjuju i na taj problem, veé¢ na atributima
kojima se ne-KNF' instance mogu opisati, a koji do sad nisu predlozeni. Rezultati
u ovom domenu su pozitivni, ali za sada ograniceni. Osnovni razlog za to je ne-
dostatak ve¢eg broja ne-KNF resavaca raznovrsnog ponasanja, Sto ne iznenaduje s
obzirom da je ova vrsta reSavaca tek u svom povoju.

Pored konstrukcije efikasnog portfolija za SAT problem, prikazana je i metodolo-
gija poredenja SAT resavaca zasnovana na statistickom testiranju hipoteza. Potreba
za ovakvom metodologijom proizilazi iz velike varijacije vremena reSavanja jedne for-
mule od strane jednog SAT resavaca, sto moze dovesti do razli¢itih redosleda SAT
reSavaca prilikom poredenja njihovih performansi ili rangiranja, $to je i eksperimen-
talno demonstrirano. Predlozena metodologija pruza ocenu statisticke znacajnosti
testiranja i ocenu velic¢ine efekta, poput verovatnoce da jedan SAT resavac bude brzi
od drugog.

Drugi deo rada se odnosi na uopstavanje CDCL sistema pretrage na bogatije
fragmente logike prvog reda. Predlozeni sistem moze predstavljati osnovu za efikasno
dokazivanje u nekoj logici ukoliko je u njoj moguce definisati pravila rezolucije i
faktorisanja. Ova pravila su definisana za jedno uopstenje koherentne logike. Za ovaj
sistem su dokazana svojstva potpunosti i saglasnosti. Sistem ima nekoliko vaznih
karakteristika koje su posledica prethodno sprovedene analize izazova u dokazivanju
u koherentnoj logici. Sistem omogucava rezonovanje prvog reda, umesto bazno sto
je karakteristika svih postoje¢ih dokazivaca za koherentnu logiku. Takode, sistem
koristi povratne skokove i u¢enje lema. Prilikom dizajna sistema, posebna paznja je
posvetena mogucnosti da se na osnovu rada dokazivaca generisu ¢itljivi dokazi. Ova
mogucénost je jedna od osnovnih prednosti koherentne logike, ali to nije lako postici
pri koris¢enju CDCL sistema pretrage. Jedno od svojstava ovog sistema proisteklo
iz potrebe za citljivim dokazima je ocuvanje kvantifikatora prilikom dokazivanja i
vrlo je nekarakteristi¢no za postojec¢e CDCL sisteme. Takode, prednost formulisanja
CDCL sistema je moguc¢nost prenosenja heuristika koje su se ve¢ pokazale korisne u
reSavanju SAT problema.

Nad predlozenim sistemom, definisana je procedura Calypso, za dokazivanje u
prosirenoj koherentnoj logici, koju je moguce primeniti i na standardnu koherentnu
logiku. Predlozeno je proSirenje algoritma Rete koje omogucava nalazenje literala

koji se mogu propagirati, detekciju konflikata i predlaganje literala za pravilo De-
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5.2 Dalji rad

cide. Procedura Calypso je implementirana u jeziku C++. Evaluirana je na re-
prezentativnim problemima zapisanim u koherentnoj logici i na njima se pokazala
superiornom u odnosu na druge dokazivace za koherentnu logiku, kao i dokazivac
Vampire, najefikasniji dokazivac za logiku prvog reda.

Na osnovu rezultata izlozenih u ovom radu, moze se zakljuciti da je potvrdena
njegova osnovna teza — da se sistem pretrage koji se koristi u CDCL SAT resavac¢ima
moze znacajno unaprediti jednostavnim usmeravnjem, a da se takode moze uspesno
formulisati i za fragmente logike prvog reda kao sto je koherentna logika, kao i da

su dati konkretni odgovori na pitanje kako se to moze uraditi.

5.2 Dalji rad

Postoji vise pravaca daljeg rada. Sto se tice prilagodljivog SAT resavanja, ra-
zvijene tehnike mogu biti upotrebljene u problemu predikcije vremena izvrSavanja
SAT resavaca. Tekuéi pristupi ukljucuju kompleksne sheme treniranja regresionih
modela na velikim skupovima instanci. SAT resSavaci mogu ispoljavati drasti¢no
razli¢ita ponasanja na razli¢itim grupama instanci koje su zastupljene u okviru ovih
korpusa. Ocigledna mana postojec¢ih pristupa je sto se pomocu jednog regresionog
modela pokusavaju pokriti evidentno razlicite zakonitosti. Slicnost instanci uocena
u ovom radu, koja se automatski moze prepoznati pomocu predlozenih metoda klasi-
fikacije visoke preciznosti, se moze iskoristiti za particionisanje celog skupa instanci
u manje podskupove medusobno slicnih instanci. Ovo moze biti uradeno na osnovu
unapred postojeéeg znanja o familijama kojima instance pripadaju ili automatski
— klasterovanjem. Na svakom od ovih podskupova moguce je trenirati jedan regre-
sioni model. Zahvaljujué¢i srodnosti ovih instanci, moze se ocekivati da ¢e regresioni
modeli imati znacajno veéu preciznost, ali se postavlja pitanje koji model treba pri-
meniti za predvidanje vremena izvrsavanja za datu instancu. Izbor modela se moze
izvrsiti koris¢enjem metoda klasifikacije predlozenih u ovom radu.

Eksperimenti vezani za portfolio ne-KNF SAT resavaca su pokazali pozitivne
rezultate, ali i dalje ne ubedljive kao u sluc¢aju portfolija KNF SAT resavaca. Osnovni
razlog za to je nedovoljna raznovrsnost ne-KNF SAT resavaca u ovom trenutku.
Kako se razvoj SAT resavaca krece prilicno brzo, uskoro bi bilo moguée iznova
ispitati potencijale ove ideje i, ako je potrebno, doraditi predlozene atribute za ne-
KNF instance.

Primena mere slicnosti grafova, predlozene u svrhe analize slicnosti SAT instanci,
je ve¢ dovela do znacajnih rezultata u analizi studentskih zadataka [96]. Njene dalje

primene su moguce i u drugim domenima.
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U domenu dokazivanja teorema u koherentnoj logici, osnovni pravac daljeg rada
je generisanje citljivih dokaza, kako u jezicima, kao Sto je Isar, koji omogucuju
masinsku proveru dokaza, tako i u prirodnom jeziku. Kako bi se to realizovalo,
potrebno je nac¢i nacin da se na osnovu rada resavaca konstruisu dokazi u prirod-
nom deduktivnom sistemu koherentne logike zasnovanom na rezonovanju uapred,
razmatranom u potpoglavlju 4.1.2, ili u nekom slicnom sistemu. Kako je dokaz u
koherentnoj rezoluciji ve¢ dostupan, prirodno se postavlja pitanje moguénosti ek-
strakcije ¢itljivog dokaza iz dostupnog rezolucijskog dokaza. Ovde ¢e, na primeru,
biti skiciran planirani nac¢in na koji bi to moglo biti uradeno. Neka je dat skup

aksioma (podrazumeva se da su sve aksiome univerzalno zatvorene):

(Ax1) p(z,y) Nq(z,y) = L
(Ax2) s(z) = Jy q(z,y)
(Ax3) s(r) V q(y,y)

i tvrdenje (VaVy p(x,y)) = L. U nastavku je dat dokaz tvrdenja pomocu koherentne
rezolucije, sto je polazni dokaz, i stablo koje opisuje postupak izvodenja cinjenica
rezonovanjem unapred, Sto je struktura iz koje se moze generisati citljivi dokaz u
prirodnom ili nekom formalnom jeziku. Pri tome se podrazumeva da se prilikom
izvodenja svakog zakljucka u stablu mogu koristiti sve ¢injenice izvedene duz grane
od korena do trenutnog ¢vora. Grananja u stablu su rezultat postojanja disjunkcija

u desnim stranama aksioma.

s()Valy,y) pley) Nglz,y) = L s(z) = Fyqlz,y) pl@,y) Aglz,y) = L
p(z,x) = s(2) Yy p(z,y) A s(x) = L
p(z,x) AVy p(z,y) = L

L

2(0.0) = (Axl)
Jy q(a,y) .
1 Jy q(z,y)
) =Y T
AX, p(z,y) !

Izvedeno stablo se dobija iz rezolucijskog dokaza njegovim obilaskom u dubinu
s leva nadesno. U korenu stabla su literali iz pretpostavki tvrdenja. Prva aksioma
na koju se nailazi prilikom obilaska rezolucijskog dokaza je aksioma Ax3 i stoga se

ona prva primenjuje, Sto dovodi do grananja u dokazu. Predak ¢vora koji odgovara
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Ax3 je rezolventa koja se dobija od Ax3 i Ax1 (Sto je slededi list koji se posecéu
je pri obilasku) po literalu ¢(y,y), pa je stoga grana stabla u kojoj se generisanje
nastavlja grana ¢(y, y). Kako se vrsi rezolviranje sa aksiomom Ax1, to znaci da se ta
aksioma primenjuje sledeca i izvodi se zakljucak | koji zatvara granu stabla. Potom
se generise druga grana stabla ukojoj se pretpostavlja da vazi s(z). Slededi list koji
se posec¢u je u obilasku rezolucijskog dokaza je aksioma Ax2 ¢ijom se primenom
dobija Jy ¢(z,y). Prilikom izvodenja egzistencijalno kvantifikovanih atoma, oni
se instanciraju ako imaju slobodne promenljive i vr§i se eliminacija egzistencijalnog
kvantifikatora. Sledeci list koji se posecuje obilaskom rezolucijskog dokaza je aksioma
Ax1, ¢ijom primenom se izvodi L Sto zatvara poslednju granu stabla. Generisanje
c¢itljivog dokaza iz ove strukture bi trebalo da bude pravolinijski posao. Formalno
opisivanje, dokazivanje korektnosti i implementacija ovog postupka su netrivijalani
zadaci koji ¢e biti obradeni u daljem radu.

Predlozeni sistem je dao osnovu za prenoSenje heuristika koje su se pokazale
uspesnim u reSavanju SAT problema u domen koherentne logike. Najvaznija he-
uristika je heuristika za izbor literala za pravilo Decide. Moderni SAT resavaci u
ove svrhe koriste heuristike zasnovane na aktivnosti koje prate koliko ¢esto odredeni
literali ucestvuju u konfliktima, jedinicnim propagacijama itd. U slucaju reSavanja
SAT problema, skup literala je konacan i poznat na pocetku rada resavaca. S druge
strane, u toku rada dokazivaca za koherentnu logiku mogu se pojavljivati literali koji
nisu videni u ranijem koracima. Stoga se postavlja pitanje kako se mogu donositi
heuristicke pretpostavke o korisnosti literala za proces rezonovanja na osnovu poda-
taka o prethodnom koris¢enju drugih literala sa istim predikatskim simbolom ili li-
terala koji su sadrzali iste simbole konstanti. Takode se postavlja pitanje prenosenja
tehnika poput otpocinjanja iznova ili zaboravljanja naucenih lema. Zaboravljanje
naucenih lema bi moglo da onemogucéi generisanje dokaza i stoga je u tom pitanju
potrebna posebna paznja.

Pored prosirivanja moguénosti apstraktnog sistema pravila za koherentnu logiku
i unapredivanja dokazivaca, u planu su i njegove primene u dokazivanju teorema u
matematickim disciplinama u cilju formalizacije matematickog znanja. Najpogod-
nije teorije su geometrijske, zasnovane na aksiomama Hilberta, Tarskog i modernim
varijantama u Euklidovih aksioma. Dokaziva¢ Calypso se moze upotrebiti kao alat

za delimi¢nu automatizaciju napora formalizacije.
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Mpunor 1.

U3jaBa o ayTopcTBY

MNoTnncanu-a

6poj nHaekca

MUsjaBrbyjem

aa je OOKTOPCKa ,uMcepTaqua noa HacrioBoMm

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKor paga,

e [a npesioxeHa gucepraumja y LeNuHM HU y AenoBuma Huje buna npegnoxeHa
3a gobujake Owno Koje gunnome npemMa CTyaujCkuM nporpamuma gpyrmx
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBaA,

e [acy pe3ynTtaTi KOPEKTHO HaBedEeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/ria ayTopcka npaBa WM KOPWUCTMO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagy,




Mpunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eJfIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa

Bpoj nHpekca

Crtyamjckun nporpam

Hacnos paga

MeHTOP

MoTnucanw/a

U3sjaBrbyjem fa je witamnaHa Bep3nja MOr OJOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
BEp3nju Kojy cam npegao/na 3a o6jaBrbMBake Ha noptany AurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce o6GjaBe MOjU NUYHM nogaunm Be3aHu 3a goOujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3ume, rogMHa u Mecto pohera n gatym
ogbpaHe paga.

OBM nnM4yHM nogaum Mory ce o6jaBuTM Ha MPEXHUMM CTpaHuuama gurutanHe
BGubnnoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory u y nybnukaumjama YHuBep3auteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpaay,




Mpunor 3.
UsjaBa o kopuwhemwy
Osnawhyjem YHuepautetcky 6ubnuoteky ,CBetosap Mapkosuh® ga y OurntanHu

penosutopujym YHueepauteta y Beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKy AvcepTauujy nop
HaCMNoBOM:

Koja je Moje ayTopcKo aerno.

OucepTaumjy ca cBuM npunosvmMa npegao/na cam y enekTpoHckoMm oopmarty norogHoM
3a TpajHO apxuBupame.

Mojy OOKTOpCKY AucepTaumjy noxpaweHy y durntanHn penosutopujym YHuBepauteTa
y Beorpagy mory fa kopucte CBW Koju nowTyjy ogpeabe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatmeHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4duno/na.

1. AytopcTBo

2. AyTOpCTBO - HEKOMepLuumjanHo

3. AyTopcTBO — HekomepuumjanHo — 6e3 npepaae

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpUWMjanHo — AenUTU NO4 UCTUM yCrioBUMa
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage

6. AyTopcTBO — OennTn nog UCTUM ycrioBnuma

(MonMmo pa 3aoKkpyxuTe camMo jedHy O LWecCT NOHyheHWx nuueHuw, KpaTak ornuc
nuueHumM Aar je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc pokTopaHaa

Y Bbeorpagay,




1. AytopcTtBo - [lo3BOSbaBaTe yMHOXaBawe, OUCTPUOYLMjy M jaBHO caoniTaBah-e
Jena, n npepage, ako ce HaBege MMe ayTopa Ha HaduMH ogpeheH of cTpaHe ayTopa
UnNn gaeBaoua nuueHue, Yak n y komepuuvjande cepxe. OBo je HajcnobogHuja o cBux
NULEHUMN.

2. AyTOpCTBO — HekomepuujanHo. [Jo3BorbaBaTe YMHOXaBawe, AUCTpUbyLmjy 1 jaBHO
caonwtaBawe gena, v npepage, ako ce HaBede Mme aytopa Ha HayduH ogpeheH oa
CTpaHe aytopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He O03BOSfbaBa komepuujarnHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTopCcTBO - HekomepuujanHo — 0e3 npepage. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBake,
anctpubyumnjy n jaBHo caonwTaBakwe fAena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBara WUnu
ynotpebe gena y CBOM feny, ako Ce HaBede MMe ayTopa Ha HauuH oapeheH of
CTpaHe aytopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He O03BOSfbaBa komepuujarnHy
ynoTpeby Aena. Y ogHoCcy Ha cBe ocTane nuvueHue, OBOM fMLUEHLOM Cce orpaHuyaBa
Hajsehu o6um npaBa Kopuwhewa gena.

4. AyTOopcTBO - HekomepuujanHO — OAenuTv nof WUCTMM ycroBuma. [lo3BorbaBaTe
yMHOXaBah-e, AUCTpMOYyLMjy 1 jaBHO caonwiTaBare Aena, U npepage, ako ce HaBefe
MMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH o cTpaHe ayTopa Mnv gasaoua NMUeHLe U ako ce
npepaga AMCTpUOyMpa MoA4 WCTOM WM CMYMHOM NvueHuom. OBa nuueHua He
[103BOrbaBa koMepuujanHy ynotpeby gena v npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBate yMHOXaBahe, OUCTPUBYLMjY U jaBHO
caonwTaBawe gena, 6e3 npomeHa, npeobnukosara unu ynotpebe gena y ceom geny,
ako ce HaBege MMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH o CcTpaHe ayTopa vnuM gasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BorbaBa KoMepuujanHdy ynotpedy aena.

6. AyTopcTBO - [OenutM nog uUCTUM  ycroBuma. [lo3BorbaBate yYMHOXaBame,
ANCTpubyLMjy 1 jaBHO caonwiTaBawe Aena, U npepage, ako ce HaBede ume aytopa Ha
HauuH oapefeH o4 cTpaHe ayTopa WNM [aBaoua IvueHue M ako ce rnpepaja
anctpubyupa nog UCTOM unu  crivdHOM  nuueHuom. OBa nuueHua [o3BoSbaBa
koMepuujanHy ynotpeby gena v npepaga. CnudHa je coPTBEPCKMM nuvLUeHLama,
O[HOCHO NuueHuama OTBOPEHOr koaa.



