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[Togamm o JOKTOPCKO] AMCePTaIlnju

HacJsioB mokTopcke aucepranmuje
PjemaBame Hekux mpobsemMa y HacTaBU IIPUMjEHOM MeTO1a KOMOMHATOPHE ONTUMHU-

3anuje.

Pe3ume

Y 0BOM pajiy ce HCTPazKyjy HEKM aKTYeJHU NPo0IeMu KOMOWHATOPHE ONITHMUA3AIIH]E.
Amnanmusupane cy W IpeacTaB/beHe Pa3IUUNTe MeToje pjemaBama chegehmx NP
TemKux mnpobseMa: mpobJieM TpoHATaKemha MAKCUMAJTHe TIOBe3aHe NapTUIje, yor-
mreHd 1npobJieM HpoHaJIaZKeha MaKCUMaJiHO OajlaHCHpaHe I0Be3aHe [apTuiuje y
rpady ca ¢ maprunuja (¢ > 2), npobieM mpoHAIaKema Mojjesie CKyNa Ha JIBUje
napruimje u npod/eM MpoHAJIaYKerha p-apHe TPaH3WTHUBHE peayKimje y aurpady.
3ajeiHO ca UCTPAXKUBAKHEM METO/[a KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIIN]e, KOjuMa, Ce Pjerra-
Bajy HaBeJIEHH MPOOJEeMHU, Yy JIHCepTAllMju ce HUCTpakKyje W MOIYNHOCT HpUMjeHe
HEKWX O] HaBeIeHuX mpobieMa KOMOMHATOPHE ONTUMHU3AINAje Y OPraHu3aluji HacTa-
Be.

3a cBakm 0J] OBUX IpoOJeMa MpHKa3aHe Cy MeTaxeypUCTHKE 33 BUXOBO pjelra-
Bambe: METOJ| IPOMjeH/bUBUX OKOJIMHA je Pas3sBUjeH 3a CBa YeTUpHU mpod/ieMa, JOK je
3a poOJIeM TpaH3UTUBHE peayKnuje y aurpady pa3BHjeH W MeHETCKH aJTOPUTAM.
3a mpob/ieM MaKCcUMaJIHO OaJlaHCUpaHe TMoBe3aHe napTunmje y rpady je pa3Bujen u
MOJIeJI MjeIIOBUTOT 11jeJI00POJHOT JIMHeaPHOT IIporpaMupaiba, Koju omoryhasa npona-
JIayKere TAaYHOT pjelleba 3a MHCTaHIe MambuxX JuMensuja. JlobujeHn ekcrepuMeH-
TAJIHU PE3Y/ITATH yKa3yjy Ha BUCOKY YHOTPEOHY BPUjEIHOCT CBUX PA3BUjEHUX METOIA.

[IpobGJyiemu Koju cy pjeniaBaHu y OBOM PaJLy Cy O/ BEJIMKOI' TEOPUJCKOI U IIPAKTUY-
Hor 3Hadaja. Kopucre ce y mpou3Boamu, 00JacTIMa PAYyHAPCKUX Mperka, HHZKe-
IEepPCTBY, 00pa/iu C/InKa, OMOJIOTHjU, JIPYIITBEHUM HayKaMma, a Takohe u y objiactuma
npuMujeleHe MaTeMaTukKe U padyHapCTBa.

Y pazay je pa3zmaTpaHa IMpUMjeHa HEKHUX O/ HaBeJICHUX IIPOo0JIeMa Y OpraHu3alIiuju
nacrae. [lokasajio ce Jla ce nmpoHajiazkema MaKCUMaJIHO OajlaHCHpaHe IOBe3aHe
naprunuje y rpady u mpobieM IpoHaJIaKema IMojjese CKyIa Ha JIBHje MapTHIIHje
VCIjeTTHO MOTY TPWMHJEHUTH y OTPpAaHW3aIlMji IJIaHOBA W MPOrpaMa, Kako je TO

HPUKA3aHO M HA KOHKPETHUM HpuMjepuma. Pa3BujeHe cy TeXHUKe 3a HAYMHE I0BE31-
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Baba JIEKIM]a, Kao U 3a ojpehuBame lbUXOBUX TEKHUHA, 3aCHOBAHUX HA 00jeKTUBHUM
moKazaTe/buMa M cyOjeKTUBHUM IIpoljeHama 1mpodecopa. Tume je moCTUTHYTO J1a ce
YUTAB KypC MPEJCTaBU Kao MOBE3aH TEKUHCKH Tpad, MTO npyzxKa moryhHoct ja
ce MpobOJeM Tojesie JeKInja YHyTap Kypca mocMaTpa U pjenraBa Kao MaTeMaTHIKN
IpOOJIEM.

[TpuapyxuBamem jeknuja oaroapajyhum kareropujama (TeMaTCKuM IjenHAMA )
VHYTap jeJIHOT Kypca, Kpeupa ce haMiinja noJACKynoBa (TeMaTCKUX IjeJIMHA) YATABOT
CKyTIa JIeKnuja. AKO TpeTnocTaBuMo Ja JeKIuje Kypca Tpeba pa3onuTn y aBa JIncjyH-
KTHA MOJICKyIa (Ha HpUMjep Ha 3MMCKU U JbETHU CeMecTap), Tako Jia [ITO BHUIIe
TeMaTCKHuX IjestnHa Oyae "mokpupeno' y oba Ta moacKyma, Tajga ce HaBeJeHH Ipo0IeM
CBOJIM Ha pjelraBare mpodjeMa MaKCUMaJIHe To/Ijesie CKyIa.

PasBujenum MojesiuMa y opranusanuju Hacrase, u3 Kojux Hacrajy NP reiiku
npo0eMu, OBOM PaJLy je, Mope/ HAyYHOT JONPUHOCA Y MOy MaTeMAaTHIKOT MPorpa-
MUPalba 1 OTIePAIMOHUX UCTPAKUBaba, HPUJIOAAT U JOTTPUHOC U3 00JIACTH METOJI0J10-
r'vje HACTaBHOT IIPOIECca, Ca HATTACKOM Ha MeTOJO0JIOTHjy HAcTaBe MaTeMaThUKe U

padyHapcTBa.

Kipyune pujeun

KOMOMHATOPHA ONTUMU3AIIN]a, I[jeJI00POjHO JIMHEAPHO MPOrPAMUPAIhe, MeTaXeyPUCTH-
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Solving some problems in teaching by using combinatorial optimization methods

Abstract

In this work some actual combinatorial optimization problems are investigated. Sev-
eral different methods are suggested for solving the following NP hard problems:
maximally balanced connected partition problem in graph, general maximally bal-
anced problem with ¢ partitions (¢ > 2), maximum set splitting problem and p-ary
transitive reduction problem in digraphs. Together with investigation of combinato-
rial optimization methods for solving these problems, the applying of these problems
in education is also considered in the dissertation.

For solving each of these problems, metaheuristics are developed: variable neigh-
borhood search is developed for each problem and genetic algorithm is used for solv-
ing p-ary transitive reduction problem in digraphs. For maximally balanced con-
nected partition problem a mixed linear programming model is established, which
enables to solve the problem exactly for the instances of lower dimensions.

Achieved numerical results indicate the high level of reliability and usability of
the proposed methods.

Problems solved in this research are of a great interest both in theoretical and
practical points of view. They are used in production, computer networks, engineer-
ing, image processing, biology, social sciences and also in various fields of applied
mathematics and computer science.

In this work the applying of some problems in educational issues is also consid-
ered. It is shown that approaches of finding maximally balanced connected partition
in graph and finding maximum splitting of the set can be successfully used in course
organization, which is verified on the concrete examples. Based on the objective
indicators and professor’s assessment, the techniques for the identifying the con-
nections between the lessons, as well as the weights of the lessons are developed.
Thus, whole course can be represented as a connected weighted graph, enabling the
resolving of the lesson partition problem by mathematical approaches.

By assigning the lessons into the appropriate categories (topics area) inside a
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IIpearosop

Y 0BOM pajiy ce UCTPazKyjy HeKH aKTyeJHH MpobieMn KOMOUHATOPHE ONTHMU3AIII]e
U IHUXOBA MPUMjeHA Yy OPraHU30Balby HAacTaBe. Y BPEMEHY WHTEH3WBHUX pedopMu
y obpa3oBaby jaBjbajy ce cuenuduuaHn OpraHu3aluoHu HPoOIeMH KOjU MHUIUPA)Y
Pa3BOj CJI0KEHUX U HAIIPEeTHUX METO/a 3a HUXO0BO pjemaname. [Ipobiaemu npucyTHn
y Opranu3alliju HacTaBe 4decTo ce cpehy u y apyrum objiacTumMa U HPeIMeT Cy
n3ydaBarba He caMO MaTeMaTndapa, Beh u nctpakmpada u3 JApyrux HAyIHUX 001aCTH,
Kao IITO Cy eKOHOMHja, MeHAIIMEHT W WHKemepcTBO. C 003UpOM Ha CIIOKEHOCT W
BeJIMKe JIuMeH3uje npodjieMa, 1mpej; ocobe YK/bydeHe y yipaB/bahe OPraHu3aiuoHIM
MpoIecuMa TOCTaB/hajy Cce 3aJalld dHje pjernaBarbe MOoJApa3yMUujeBa MMPOHATAXKEHHe
ako He HajOosber, oHaa 6ap J0BOJHHO JI00POT pjeliemna.

Y Behem Opojy ciiydajeBa, oka3yje ce jila OpraHu3aluoOHu MPo0JIeMHU Y HACTaBHOM
IPOIeCy Y CBOM U3BOPHOM OOJIMKY 3alpaBo jecy MpodIeMu MaTeMaTuIKe MPUpPOe u
Ka0 TaKBU Ce jaB/bajy W y apyrum obsactuva. (CrTora ce TpoBjepeHe W JOKAa3aHe
MeTOJIe pjelaBamba CJAUYHUX 1pobjieMa, Ka0 U UCKYCTBA CTE€YeHA y TEOPUjCKUM
aHaJIM3aMa | IPAKCH, (Kao IITO Cy yIPaB/haike MPOU3BOIHOM, OPraHU30BAKEe TPAHC-
nopTa, yipab/batmhe PAIyHAPCKAM MpeykaMa WT[.), MOy MPUMHjeHUTH W Y OpraHu-
30Baly HACTABHOT MPOIIECA.

[Iuss oBOr HCTparkuBalba je Jia ce JeTa/bHO aHAJIM3UPA]y HeKe crenuduane morpe-
Oe y opranu3oBaby HacTaBe, Te Jia Ce 3a oCMaTpaHe npakTudHe npobJjiemMe KOHCTPY-
uiy ojarosapajyhm mareMaTwdku Mojae un. MaTeMaTHUIKH MOJETH KOjH OJAroBapajy
npobJjieMruMa aHAJIM3UPAHUM Y OBOM paJly MMAajy CBOjy TIUPY TPUMJEHY U CIaJIajy
y kjacy 13B. NP remkux mpobsiema, 3a Koje He IOCTOJU aJIrOPUTAM HOJMHOMCKE
CJIOYKEHOCTHU KOJH pjelaBa ommTH caydaj. Crora cy ompaBIaHd Pa3BOj U MPUMjeHA
npuOINZKHUX, METaXeyPUCTUUIKUX METO/Ia 38 IhUXOBO pjelaBarbe.

[TokazaJio ce ja nojjesia Jiekiyja jeIHOI Kypca Ha JiBa Jikje/ia, Tako Jia TeKnHa

THX JixjesioBa Oy/1e KOJTUKO je ToJ Moryhe BHUIIe yjeIHaYeHa, MOZKe OUTH O MPAKTHY-
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HOI 3Ha4aja. AKO ce OBOM HPHUCTYIY NPHJOAA U 3aXTjeB KojuM ce jedununrie
MOBE3AHOCT JIEKIIHja, OHJIA Ce 3a Taj IPUCTYII MOKe (bopMUpaTH eKBUBAJIEHTAH MaTe-
MaTHYKH IIPOOJIEM, Y TEOPHjU TIO3HAT Kao MPo0JIeM ITPOHAIaXKeha MaKCUMAJTHE TOBe-
3aHe naptunuje y rpady. CIudHo, IPUCTYI ¥ KOjeM ce JIeKIHje Kypca TPYIHIILY Y
TeMaTCKe IjeJTuHe, JOK ce Kao 3a/laTaK IOCTaB/ba IO/Ijesa JeKIja Ha JIBa JIhjesa,
TAKO JIa IIITO BHIIlE TEMATCKUX IjesinHa Oyje NpUcyTHO y oba jujesia, CBOJU Ce Ha
npo0JeM MpoHaJIaXKemha Tojjese CKyna Ha ABuje naprunuje. OBaj mpucTym ce Takobhe
VCIIjeTTHO MOYKe TPUMUJeHUTH Y OTPAHW3aIlNji HACTaBHUX TJIAHOBA W TTPOrpaMa, Kako
je TO IpPUKa3aHO U HA KOHKPETHUM IIPUMjepUMa.

Y aucepTalnuju cy CTOra aHaJW3UpaHe W Mpe/ICTaB/heHe pa3JIuduTe MeToJe pje-
masama cbeehnx NP remkux mpobiema: npobsem npoHajazkKema MaKCHMaJIHe
HOBE3aHe HAPTUIMje U YOUIITeHhe OBOI' 1pobJemMa, 1Hpob/eM POHAJIAZKeha MAKCU-
MaJIHO GaslaHCHpaHe ToBe3ane naprumuje y rpady ca ¢ maprunuja (¢ > 2) u npobsem
NpoHaJaXKemha Mo/ijesie CKyIa.

PasBojem meToa 3a pjeniaBame 0BUX MpoOIeMa, 0OTBapa ce MOTyYhHOCT mpuMjeHe
THX MeTOJla M 3a pjelllaBaibe HEKUX Jpyrux cpoguux NP Temkux mpobsema, Koju
HpoHaJIa3e MPUMjEeHY Y JPYIUM OPraHU3AIMOHUM [MHTabUMa, Ko IITO Cy npodjiemMu
y OMOJIOTHjU, WHXKEHEPCTBY HJIM YIIPaB/baiby y HpuBpeau. Tako je, y3 momMeHyTe
npobJieMe, y IuCEPTAIUjH MPOYYaBaH U MPOOJIEM ITPOHAIAYKEha P-apHe TPAH3UTUBHE
peaykuuje y aurpady.

PesyaraTtu mocTurnyTu y aucepranuju cy O TEOPUjCKOT W MPAKTHIHOT 3HAUYaja.
Ba mare npobJieme pasBujere cy euKacHe METOE 3a pjenaBame, dnja je e(puKacHOCT
1 TOY3JaHOCT IMOKAa3aHa M3BPIIaBameM aJropuTaMa Ha OAroBapajyhuM TecTHHM
nojanumMa. ViycrpanujoM ynorpede HeKUX 0] aHAJTU3UPAHUX MpobhieMa Ha KOHKPeT-
HUM KYPCEBUMA, jiepUHKCAH je TTpaBall KOPUIITEHha JATUX IIPUCTYIIA Y OpraHUu3aIliju
HaCTaBe.

Kenum j1a ce 3axBajiuM MeHTOpY, Joi. Jap Baagumupy @uiunosuhy, koju je
PYKOBOJIUO HM3PaJIOM MOje JOKTOPCKe Jiucepraliuje, Kao u 4dianoBuma Komucuje:
upod. ap lymany Tomwuhy, npod. ap Munany boxuhy, non. ap Wnuju Jlanosuhy,
qor. ap Astekcanapy Capuhy Ha HayK/bUBOM YNTay W KOPUCHUM CyrecTHjamMa Koje
cy 11000/bllIajIe KBaJUTEeT OBOI PAJIa.

TokoM JOKTOPCKHX CTYy/Hja UMao caM MOJAPIIKY u y mpodecopuma gap ‘Bophy

Jyrommju, np Anekcanapy Jlunkosckom u gap 3opunu Cranmmuposuh ca Marema-

vii



tudkor akyirera y beorpajy, upod. jap Henany Muajgenosuhy u jp Jozedy
Kparumnu, nayunum capjerauniuma MartemaTuakor mHCTUTYTa y Beorpay, mpodeco-
puma Jp Mwunany Josanosuhy u jp dymky Jojuhy ca [Ipupoano maremaruykor
dakynTera y Bamanymu, Te npodecopuru akagemuxky ap Onarn Xanuh u mpodeco-
puma gp Bypu llayuuhy u ap Cununmn llpsenkosuhy ca IIpupogino maremaruakor
dakynrera y Hosom Cany. Hagzam ce ga hy y ¢Bojoj Oyayhoj maydnoj n HacTaBHO]
KapHujepu ONMpaB/IATU HUXOBO MOBjepeIbe U MOJIPIIKY.

BaxBaJIHOCT 3a MOJAPINKY Yy THUCAY AuUcepTanuje ayryjem kojeruaunu Mapuju
Muranosuh u xosern Ajtekcanapy Kaprespy, acucrentuma na Maremarudakom da-
KysaTery y Beorpamy, kao u kostern Biaagumupy Tenebaky ca Ilpupogno maremaTnd-
Kor (akysrera y Bamasymu.

Cuary, BOJbY U CTPIUBEIE 3a JyI' U 1noCBelieH paJji KaKaB OBAKBA IUCEPTAIN]a
3axXTHjeBa W 3acayzKyje, IpOHAIIa0 caM y CBOjoj mopoaumu, cynpysu /lparanm m

gjenm Harammm u Mustany, MmojuM HajBehuM »KUBOTHUM yCIIjecUMa.
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I'1aBa 1

YBOI

Y BpeMeHy UHTEH3UBHUX pedopMu y 00pa30oBaiby jaB/bajy ce OPraHu3aiiioHu 1pobh-
JIeMHU KOjU HHUIAPA]Y Pa3B0Oj CIOKEHUX U HAIPeTHUX MeTO/1a 33 IhbUXOBO PjellaBambe.
Kako 6u ce nocturjia 60/pa epukacnoct, Beha yirrejia pecypca Wik CMamberhe TPOIIi-
KOBa, TpeJ ocobe yKJ/bydeHe y yIpaB/baibe U OPraHM30Bamke HACTABHOI IPOIEca
ce cTam/bajy 3aJalli dhje pjernaBame MojapasyMiujeBa IMpoHaJIarKemhe Hajoober niin
bapeM I0BOJBHO s100por pjemema. OBakBu mpobaemMu ce y mpakcu decto cpehy u
mpeaMeT €y HM3ydaBama He caMO MaTeMaTwdapa, Beh W HCTpakuBada U3 JIPYTUX
HAay4YHHUX 00/1aCTH, KAO IITO Cy €KOHOMUja, MEHAIMEHT U UHZKEHEPCTBO.

Y Behem Opojy ciiydajeBa, HoKa3yje ce jila OpraHu3aluoHu 1podJIeMu y HaCTaBHOM
IPOIECY Y CBOM M3BOPHOM OOJIMKY 3aIlpaBO jecy MpoOJeMH MaTeMaTH4dKe MPHPOJIe
1 Ka0 TAaKBW Ce jaB/bajy W y Apyrum obsactuma. CTora ce mpoBjepeHe W JOKa3aHe
MeTOJIe pjeliaBamba CITUIHAX ITpodIeMa, Kao U HCKYCTBa CTedeHa Y IPYTUM 001acTHMA,
HayKe U NpuBpeje, (Ko MTO Cy yIpaBbaibe MPOH3BOIHOM, OPraHH30Balbe TPAHC-
OpTa, YIPaB/batkhe PAIYHAPCKAM MpekaMa UT[.), MOy MPUMHJEHUTH U Y OpPraHu-
30Barby HACTABHOL Mpolleca. TuMe ce oTBapa IIMPOKAa IMajera ajara U CHCTeMa 3a
pjelaBambe, MTO T'eHepaJIHO MOZKe Ja JIOIpUHece IpoHaJIaXKemy J00pHUX pjeliema u
KO/I 1IpO0JIeMa OpraHr30Balba HACTaBe.

Kao mro ce mMoxke odeKMBaTH, OBaKBH IIPOOJEMHU Cy BeoMa cjoxkeHu. llaxo y
JIaHAIHe BpUjeme yrorpeda padyHapa y 3Ha4ajHOj MjepH oJIaKITaBa lIUXOBO pjerna-
Bame, I0Ka3yje ce Jla ce 3a oBe mpobJsieme MOpajy passujaru ciieiiududHe MeTo/e
pjelmaBarma, Koje Cy 3acHOBaHe Ha Pa3BOjy HOBUX MaTeMAaTHIKHX MOjeaa W T3B.
MeTaxXeypUCTHIKOM MPUCTYITY, KOjU MO/Ipa3yMujeBa ycMjepaBame Impoleca mpoHaJIa-

CKa pjelnema Ka OHIM 00J1aCTUMa, IPOCTOPa MpeTparKuBaiba 3a Koje ce MPeTIoCTaB/ba
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Jla cajpzke 6oJba pjelierba.

Jla ©6u ce HampaBMO MaTeMATHYKH MOJeJ 3a JaTH MpoOJIeM, CBAaKU eJeMeHT
npobjieMa Mopa OWTH TMPeICTaB/beH OAroBapajyhoM MareMaTudkoM CTPYKTYPOM,
JIOK ofaHocH u3Mely eemenara wHIYKYjy oaroBapajyhe penanuje uamely tux mate-
MaTHIKIX CTPYKTypa. 3a pjelllaBarme OBHX MpobJieMa MCTPaKUBAIU TexKe Ka yIo-
Tpedbu epukacHUX 1 PYyHKIIMOHAJIHUX MaTeMaTHIKUX CTPYKTypa 3a Koje Beh mocroje
TEOPUjCKU Pe3yJITATH U 3a KOje cy Beh pa3BujeHn ajgaTu 3a pjelraBame. 3a pjerraBambe
MHOT'UX ITPOo0JIeMa, KOju Cy KOMOMHATOPHE TPUPO/IE, KOPUCTE Ce MATEMaTHIKe CTPYK-
Type u3 objactu KoMOMHATOPUKE U Teopuje rpadoBa, Te ce 3a pjelniaBambe 0/iI0Ba-
pajyhux rpadoBcKux mpodgeMa KOpUcTe mocTojehie win pa3BHjajy HOBe TEXHHUKE U3

te obsractu|80).

1.1 IIpobaeMnm KOMOMHATOPHE ONTHMMI3AIIN]je

[Ipumaukom pjenraBama ONTUMUA3AIMOHUX MPOOIeMa, OUIO0 Ja je prujed O TEOPUjCKOM
UM TPAKTHIHOM MPUCTYITY, je/IHO OJ OCHOBHUX W TIOJIA3HUX MHUTAMHa Ca KOJeM Ce
cycpehemo je m360p HajOObe KOH(MUTYpAIIHje 3a MpeICTaB/haibe CKYIIa ITPOMjeH/bIUBUAX
KOjHMa Ce OIHCYjy eleMeHTH mpobsieMa. OUTHMH3AIMOHA TPOOJIEMH Ce CTOTa, IpeMa
NPUPO/IN NIPOMjEeH/BUBUX KOje ce KOPHUCTe, Jihjesie y JABHje Kjace: OHe KO/l KOJUuX ce
pjelrerna MpecTaB/bajy peaTHuM IPOMjeH/bUBIMA M OHE KO KOJUX Ce 3a TPeICTaB-
Jbalbe pjerierha KOPUCTe JTUCKpPeTHe CTPyKType. ONTUMU3AIMOHYU TTPOOJIEMH KOjU
KOPHCTE JIUCKPETHE CTPYKTYpe hopMHUpajy KJjacy mpod/ieMa KOMOMHATOPHE ONTUMHU-
zanmje. Y mpobjeMuMa KOMOWHATODHE ONTUMHU3AIMje, 00jeKaT KOjH IpPe/ICTaB/ba
pjelnieme TPpaKMMO y HEKOM KOHA4YHOM, WM TpedpojuBom ckymy. Taj objekar je

najuenthe muo 6poj, noJAcKyl, nepmyranuja, rpad u cangauo [90.

Hedbununmja 1. IIpobarem xomburnamopne onmumusayuje P = (S, f) ce moorce
depunucamu na coedefiu navun [10]: nexa je X = {x1, 29, ..., x,} ckyn npomjensu-

BUT U HEKG Ce 3HaAJY:
e domenu 3a npomjennuse Dy, Do, ... Dy;
® 02PAHUYENDA HA NPOMIEHHUSUMA;

o fynryuja yuna f xoja ce munumusyje: f: Dy x Dy x ... x D, — R™.
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Cryn
S ={s=(v1,v9,...,0,)|v; € D;, s 3aj10B0/baBa CBa OrpaHUYEHHA }

HA3UBG CE CKYN JONYCIMUSUL MANMAKA UL NPOCTOP PIEULEtsad U CEAKU CAEMEHM,
ckyna S npedcmasma nomenyujarno pjewerse npobaema. Llun onmumusayuoroe
npoueca je npoHaradak one donycmuse mavke s* € S 3a kojy dynryuja f docmuoice
munumasny epujednocm, my. eascu (Vs € S) f(s*) < f(s). s* ce s06e 2nobanno

onmumano pjewerse npobaema (S, f).

Muoru no3natu npobdjseMu KOMOMHATOPHE ONTHUMHU3AIKje Cy TaKBHU J1a CaJIPrKe
peaTUBHO jeJHOCTAaBHY (hopMyIalnjy, 0K je IbHUXOBO PjelIaBarmbhe MPUITIHO TEIIKO.
Ha npumjep, npobsiem TproBadkor myTHUKA win mpodsieM Gojema rpada ce Beoma
JIAKO JiepUHUIILY U Pa3yMJbUBH Cy U MaTeMaTUIKUM JIAUIUMA, JIOK 34 pjelliaBaibe THX
npobJieMa He IOCTOjH aJTOPUTAM KOjU OIIITH CJIYYaj pjeliaBa y pa3yMHOM BpeMeHy.
OBwu 1pobsIeMu TPUTIAIAjJy TUPOKOM CKYIy Mpob/ieMa KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIIN]je
3a KOje HUje [MO3HAT aJIr0OPUTaM IOJTMHOMCKE CJIOZKEHOCTH KOjU pjerraBa cam pobJiem,
JIOK ce BepudmuKaiuja pjelrema MOKe PeaJu30BaTH Y IOJHHOMCKOM BpeMeHy. Y
TEOPUjU KOMILJIEKCHOCTH je JIOKAa3aHO Jia OBY 1podsiemMu npunajiajy kiacu NP remkux
npobsiema. C 063upoM Ha BEJIMKH 3HAYA] OBUX IIPOOIEMA Ca jeTHe CTpaHe U YNHeHUIe
Jla 3a BeJuKe JUMeH3Hje ImpobjieMa JakK HU HajcaBPEMEHHjU padyHapd He MOTY Ja
nponal)y TauHO pjelieme y pa3yMHOM BpeMeHy, jaBjba ce oTpeda 3a pa3BojeM MeTo/1a
3a IpUOJNKHO pjeliaBaibe OBHX Ipo0/ieMa, ca IMU/beM Jia Ta HPUOIUZKHA pjellermha
Ooyay mobpa y HeKoj 3a/0BosbaBajyhoj mjepu.

Autropurmu Koju nipoHasiaze mpubJINZKHO Djelliehe ce Ha3uBajy npubnzKHE (ar-
POKCUMATHBHH) AJTOPATMHU. 3a pjellema J00ujeHa OBUM aIrOPUTMUMA Ce 3Ha KOJIH-
KO MaKCHUMaJIHO MOTY Jia OJICTYIIAjy O/ ONTHUMAJIHOT, Tj. 3HA ce T3B. (paKTop Mmpud-
JzKHOr ajiropurma (dakrop anpokcumanuje). 3a upobieme Makcumusaiuje, hak-
TOp allpokcuMalgje r, < 1 je oHa BpHjeHOCT 3a KOJy BaKu Jia pjellermne J00ujeHo
JIaTUM AJITOPUTMOM CHUTYpHO Huje Jommuje o Bpujemnoctu x - OPT, raje je OPT
ONITUMAJIHO pjeliee mpodaeMa. 3a MpuOINKHE aIrOpUTMe KOjuMa ce pjerraBajy
npobaeMu MHUHHMH3aIHje, 3a (pakTop almpoKCHMalldje ce y3UMa OHA BPHjeIHOCT
r, r > 1, TakBa Ja pjerieme J00UjeHO JaTUM aJIIOPUTMOM CHUI'YPHO HEje Behe o
- OPT (OPT je ontumaJsHo pjelietse).

[MTupoxy kJy1acy XeypuCTHIKUX MeTO/a YnHe u T3B. "yHuBep3aJHe' xeypuctruike
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MeTOJIe KOje ce MOry IIPUMjehUBaTU Ha BHIlle 1IpodJieMa. TakBe MeTojie Ha3uBaMO

METAaXCYyPUCTHIKHUM METOJHNMa, UJIN ME€TaXeypuCcTuKaMa. MeTaXGypI/ICTI/IKaM& je II0-

ceehen ojje/bak KOju cjujejiu.

1.2

MeraxeypucTuke

Meraxeypuctuka ce ¢popMaHo jgeduHmIre Ka0 UTEPATHBHUA HIPOIEC KOju KOPHUCTHU

npudInzKHEe METO/Ie, KOMOMHYjyhu Ha WHTE/JUTeHTaH HAYMH Pa3IuduTe KOHIENTEe 3a

HpeTpaXKuBambe U UCKOPUIITEHEe YMTAaBOI IPOCTOPA pjelleba, Ja 01 ce y pa3yMHOM

BpeMeHy, Ha eUKacaH HAUUH, OJIPE/IIIO Pjelllelbe TTO OJnzKe onTuMaanom [89).

Ca mpakTudHOT, yHOTPEOHOT aCleKTa, IH/b METAXEYPUCTUKA je MPeTPaKuBaHe

CKyIla JIOIYCTUBUX pjelllerba, TpH demy je (YKOJUKO je MOTPeGHO) J03BOJHEHO U

OpOIINPeme TOT CKyIla U eJeMeHTHMAa KOJU HUCY JIOIMYCTUBH, Npesa3ak y pjelrema

cjabujer KBajuTera Kako Ou ce usdjersiv JJOKaJIHU ONTUMYMHU KOjU HUCY U IJ100aJHH,

KOMOMHOBae ca JIpyruM xeypucrukama ut. [Ipema [10], cibeaehe ocobune meraxey-

PUCTHKA Ce MOTY cMaTpaTu (pyHTaMEHTAJTHUM:

Meraxeypucruke ynpas/bajy HPOIECOM MPETPAKUBAIbA;

[Hum je ma ce edpukacHO MpeTpazkyje YUTaB MPOCTOP Ja O ce MPOHAILIO IITO

6o/be, a 'y HajOO/bEM CJIyUajy ONTUMAJIHO Pjellerbe;

Texnuke Koje ce KOpucTe yHyTap MeTaxeypUCTUKA CY Y PACHOHY 0/1 je/IHOCTABHUX
NpoTeypa JoKaJaHe MpeTpare, Ta 0 CJIOKEHUX MPoTeca 3aCHOBAHUX HA TeX-

HUKaMa ydermba;
Meraxeypucruke cy npubJinzkiae MeToje u OOUYHO HEeJeTePMUHUCTHIKE;

Mory cagpzkaBaTn MexaHusMe 3a m30jeraBarbe yrmaJama y JOKAJTHA CyOOnTH-

MaJTHa, pPjernermna;

Konnent meraxeypucruka omoryhasa jiecpunucame mpoiiejiypa Ha alcTpak THOM

HUBOY
Meraxeypucruke ce He Be3yjy 3a crerududne mpobJieme;

Meraxeypucruke Mory Jia KOpucre ca3Hamba clieliuduina 3a KOHKpeTaH JIOMeH
y dopMH XeypHuCTHUKa KOjce ce KOHTPOJUIILY HEKOM CTPATerujoM Ca BUIITUX

HUBOA;
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e Caspemene Meraxyepucrtuke namre meljypjeriesma 100ujeHa y mpeTxoHiuM urepa-
nujaMa, Kako Om yop3aJie wim 00/be ycMjepuse nperpary Ka obehasajyhum

obJlacTuMa, Iperpare.

1.2.1 Kunacudukaruja MmeTaxeyprucTuKa

C 063upoM Ha BeJIUKH OpOj pa3HUX MeTaXeypHUCTHKA KOje ce pa3BHjajy y IHOC/beIhe
BpHUjeMe, MMPUPOJIHO je OYEeKHBATH Jia Ce 33 HUXOB PAa3B0Oj KOPHUCTE BPJIO PA3JIUIUTH
HPUCTYIIH, IOYEB OJ1 OJIa3He MOTHBAIIHj€, IPEKO CTPATeruje IpeTpazkKuBarmba, Pas3/in-
YATUX HaMjeHa ¥ KJiaca mpobjemMa Ha KOjuMa ce MpuMjermyjy. ¥ caBpeMeHO] JInTe-
parypu, cpehe ce HEKOJIMKO KpUTepujyMa 3a KJacudukaimjy Mmeraxeypucruka.

Knacudukanuja meraxeypucTuka ImpemMa II0Ja3HO] MOTHBAIUjH UJICHTHMUKY]e
T3B. MeTaxeypHCTHKe 3aCHOBaHE Ha CUMYJAIMju TPUPOJHUX mojaBa (eHr. nature
based metaheuristics), kao mTo cy Ha TpUMjep T€HETCKU AJITOPUTME, MPABJhe KOJIO-
HHUje, WU eJleKTpoMarueru3zaM. HacympotT mwuma, BesiuKu Opoj MeTaxeypuCTUKA HIHje
MOTHBHCAH MPHPOJHUM Iponecnma (Ha npuMjep, taby nperpakuBambe, HTepaTnBHA
JIOKATTHA TIPeTpara ur. )

[Tpema 6pojy Tavyaka KojuMa ce pacliojiake YHyTap jeaHe uTepaldje, Meraxey-
PHCTHKE Ce Jidjesie Ha J(BHje KJlace: MeTaxeypHCTHKe 3aCHOBAHEe Ha MOIyJIaiuju (eHr.
population based) u Meraxeypuctuke Koje pajie ca jeJJHOM Ta4KOM YHyTap jejiHe
urepanuje (enr. single point search). Y npBoj Kjacu, y HCTOM TPEHYTKY aJrOpUTaM
pacioJiazke ca BHille Tadaka. lIperpaxuBame IpocTOpa je 3aCHOBAHO Ha IPUMjEHHU
Pa3/IMIUTHX OllepaTopa peKOMOMHOBaIba, TOMjepaiba, U3MjeHa U 0/1abupa Moje IMHUX
Tavaka, Kako OW ce y cBakKoj HOBOj mrTepanuju (popmupasia HOBa MHOMyJaluja, Ca
HOTEHIIN]aTHO DOJBUM jeUHKAMa. 1aKBe MeTaXeypUCTHKEe CY: TeHEeTCKH aJTOPUTMH,
MpaB/be KOJIOHHUje, eJleKTpOMarHeTW3aM, jaTa NTHUIA HTA. Y MeTaxeypucTuKaMma
KOje pacroJiazkKy jeJHOM TadyKoM, IpUMjerbyje ce cTpaTeruja 3acHOBaHa Ha mmpahemy
Tpajektopuje (enr. trajectory methods), koju mojpasymujesa ja ce Kpo3 ureparuje
dbopmupa HE3 pjerniema, 0] KOjUX je CBaKO HapeaHo (M0 MpaBuJIy, aau He 0 00aBe3HO)
6osbe oz nperxoanor. OBu ajaropurmu Hajuenthe, (aau oner He 1 06aBE3HO) KOPHCTE
1 HEKe MeTo/Ie JIOKAJIHOT IIPpeTpazkuBaba, IJije ¢ce HOBO, IIOTEHINjaIHO O0/be pjelierhe
Oupa yHyTap HEKe OKOJIMHE TPEeHYTHOr pjernema. Heke oy MeToma Koje mpHIagajy
OBOJj KJIACH Cy METOJIa IIPOMjEH/bUBUX OKOJIMHA, Tady IIPeTparKuBatbe, CUMYJIUPAHO

KaJ/beibe UT/I.
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[Ipema Tuity dpyHKIuje 1u/ba, MOZKE Ce HAIIPABUTH KJlacuduKaluja Ha OHe MeTaxey-
PHUCTUKE KOje KOPHUCTe CTATUYKY, Te OHe KOje KOPUCTe JUHAMHUYKY (DYHKIIU]Y IUIbA.

Hexke ox najuenthe kopuinrenux mMeraxeypucTuka Cy:

e [IOXJIETTHH AJrOpUTaM ca npusaroherom ciydajuom mperparom (enr. Greedy

randomized adaptive search procedure - GRASP);
e 1a0y mperpaxuBame (enr. Tabu search - TS);
e renercku ajaropuram (eur. Genetic algorithm - GA);
e MeToJ1 IpoMjeHsbuBUX OKoJMHA (eHr. Variable neighborhood search — VNS);
e JlarpamzkoBa penakcanuja (enr. Lagrangian relaxation - LR);
e neyponcke mpexe (enr. Neural network algorithm - NNA);
e cumysmpaHo Kasbeme (enr. Simulated annealing - SA);
e Mpabibe Kostouuje (enr. Ant colony optimization - ACO);
e nuennmbe Kosonuje (enr. Artificial Bee Colony - ABC);
e ejekTpomarternsaM (enr. Electromagnetism - EM);
e yIpaB/baHO JOKaJIHO nperpazkuBame (enr. Guided Local Search - GLS).

C o03upoM Ha TO jJa ce 3a pjemiaBarbe mpobjieMa y OBOM pajly KOPUCTe JiBHUje
MeTaxeypucuiIke MerToje: Merosa mpomjernsbusux okosnaa (VNS) u renercku asro-
purmu (GA), Tum Mmerogama cy mocsehene HapeHe jpuje cexnuje. JlerabHuju
OIMCH OCTAJIMX MEeTOJa MpeBa3ujia3u OOMM OBOI' pajia M Hajiaze ce, Ha HpuMjep,

v [10, 89, 42].

1.2.2 Meroaa npoMjeH/bUBUX OKOJIMHA

Metona mpoMjeH/pUBUX OKOJIMHA je MeTaxeypuCTHKa yBejeHa oj crpane Henasa
Munanenosuha u ITjepa Xancena y [87]. Tlperpara je 3acHOBaHA HA CHCTEMATCKO]
MpOMjeHr OKOJINHA, J1a 01 ce n3bjersie curyarmje kaga aaropuram "ymazga' y cybonTn-
MaJjHa pjemema. Edukacaoct VNS ajmropurma je 3acHOBaHa Ha pa3MaTpamy Ja y
MHOTHM HPAKTHIHAM ONTHMHU3AIMOHIM PO IeMIMa [TOCTOjH Be3a u3Mel)y JTOKaJTHIX

vMuaEMyMa. CrTora MeTod MpOMjeH/BUBUX OKOJIMHA W He MPaTh yHAIPHjel 3a1aTy
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nyTamy, Beh "ckade" Ha noTeHnujaHO 00/ba pPjelieba KOja ce HaJla3e y HEKOj OKOJIMHI
TpeHyTHO Hajoo/ber. Ha oBaj ce HaunH 04yBaBajy /100pe 0COOMHE TPEHYTHOT pjelllerha
(ako cy Heke mpomjeHsbuBe Bell JOCTHUIIIE ONTHMAIHE BPUjeJIHOCTH), JOK Ce y HOBUM
OKOJIMHAMA MOKYIIABA]y MOOOBITATH TpeocTate npoMjernsbuBe. OBaj cucTeM je jpoma-
THO OjavaH CHCTeMOM JIOKAJIHOT MpeTpaykKuBama, KOjUM Ce Hpesa3u U3 TPEeHYyTHOT
pjerema y HajKBAJUTETHUjE Pjellierhe Y HEKO] HeroBOj OKOJIMHU.

Tako, ujeja Ja ce mperpara ycMmjepu ca jegnor ua (Moryhe 60/b1) IpyTH MEHUMYM
KOjW je CMjeliTeH y HeKOj OKOJIMHYU TMOJa3HOT MUHIMYMa MTPeICTaB/ha Pa3yMaH u, Kao
LITO je TO CJIy4aj y BeJMKOM OpOjy pa3sHUX OITUMHU3AIUOHUX 1PODOJeMa, OlpaB/aH
OPUCTYII.

Jla 6u ce mpormupuia nperpara, VNS y morpas3un 3a 00/bUM JTOKATHAM MUHUMY-
MOM 0OMYHO KOpUCTH OKOJinHe pacryhe Kapjaunajnoctu. /la Ou ce jedunucao ckyu
OKOJIMHA, IPETIIOCTABUMO JIa je T IIPOU3BOJHHO pjertethe U Nk, 3a k = Kmin, -+, Kmaz,
KOHAYaH CKYI CTPYKTypa okojuna. Tama ce Ni(r) gedunnime kao ckyn pjemema
y k-Toj okoTMHHU Tauke x. Kpurepujym 3a MpeKuJ HTePATHBHOT MPOIECca je OOMTHO
JIOCTH3albe MaKCHMAJTHOT Opoja uTepalyja, MaKCUMaJIHOT Opoja urepanuja 6e3 yHa-
npehema pjerrema, WM MAKCHMAJIHO JI03BOJHEHOI BPEMEHA M3BPIIEHha.

[[Tupoka mpumjena VNS meTose, Kao U pa3He UMILIEMEHTAIje T03BObaBajy W
paznuunte crpareruje. leraspauju onuc paszuux Bapujantu VNS mpobiema Moxke ce
nponahu y [47, 48|, 1ok je ocnoBHa mema 3a VNS anropuram npukazana va Comiu
1.1.

Yuras VNS ajropuram ce peasim3yje mpeko jBuje yramjexkiaene mersbe. Cro-
JbaIllha MeT/hba KOHTPOJIUIIE YUTAB TPOIEC TPETPaXKUBambha, JI0K ce TIaBHA MpeTpara
OJIBHja y YHYTPAIIh0] IIeT/bH, IIPEKO JABHje HajBaKHUje mporeaype: ""pasMpaaBama’
(enr. shaking) u siokanue nperpare. Ilporenypa pasmpaaBama yipaBba OKOJHHAMA
U Y CBAKOM KOpaKy, Tpejjiake HOBY TAUKy U3 HeKe OKOJMHE TPEHYTHOT pjellerha
Kao TOTEHIHNjaJHO HOBO pjemneme. JIokagHa mperpara mokymniaBa ja YHAIPHUjeIn
HpPEeJIJIOZKEHO HOBO pjeriere, aHajausupajyhu u tpaxkehu OoJsba pjeliema y Heroboj
OKOJIMHH. Y HYTpAalllihba MeT/ha e TIOHAB/hA CBe JIOK Ce BPIIU yHaIpeheme pjerrerna.
Kama ce oma 3aBpmin, cro/barimha MeT/ba yJIa3u y HOBY HTEpAIHjy, CBE JIOK Ce He

UCIIYHU KPUTEPUJyM 3a 3aBpIIETAK.
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1. UcitajUlaznePodatake();
2. z = InicijalnoResenje();
3. N = GenerisiOkoline(kmin, kmaz);
4. OdaberiKriterijjumZaustavljanja();
5. While(!IspunjenKriterijumZaustavljanja()) do
6. k= kmin;
7. While (k <= kmas) do
8. ' = Razmrdavanje(z,Ny);
9. 2"/ = LokalnaPretraga(x’);
10. If (FunkcijaCilja(z" ) <FunkcijaCilja(z)) then

11. z = 2”;

12. Goto 6;
else

13. k=k+1;

14. StampajRjesenje();

Cruka 1.1: OcuoBna mema VNS ajropurma

1.2.3 T'emerckm aJiropuTMu

[eneTckm anropuT™Mu craaajy v Kaacy eBOJTYIHjCKAX aJTOpUTaMa, dhje TMOHAIIAmhe
HOTHYe U3 NIPOIeca eBOIyIIje KOJU ce OJBHja y IPUPOIU. Y OCHOBU Ce MO/Ipa3yMujeBa
pa/i ca TMOMYJallnjoM jeJIMHKHU, TJje cBaKa jeJIMHKa MpeJICTaB/ba MOTEHINjaJHO pPje-
Imeme, a CBaKa MOMyJIallija je MOJACKYT YKYIHOT MIPOCTopa MpeTpazkKuBama. [lomyma-
¥ja ce y UTepaTUBHOM TOCTYIKY MHUjerha TaKo IMTTO Ce CTape jeJNHKe MUjerhajy
HOBUM, IOTEHIUjaaHo 0o/buM. OCHOBHH OKBHD 3a (DYHKIHMOHUCAHE TEHECKHX aJIr0-
purama je mat ox crpame [lona Xonanga, y paay ,,Adaptation in natural and artificial
systems“ [51]. Cpakoj jeauHKu ce Jo/jesbyje BpUjeAHOCT, T3B. mpujaarofjeHoct (eHr.
fitness), koja onjemyje KBasurer nocmarpade jeauake. [ub renerckor agropurma je
Jla ce U3 uTepalgje y uTepalyjy IpoHaJiase jeJJuHKe ca cBe 60/b0M mpuaarohenomhy,
[0/, 9MMe Ce CMaTpa M MOjeIMHAYHO 1MODO/bITakhe CBaKe jeJIMHKe, aji W MPOoCjedHa
OPUIAroheHOCT KOMILIETHE TOMYJIAIlHje, TTO ¢e MOCTUXKE CTAHIAPIHUM TeHeTCKUM
OIepATOPHUMA: CEJTEeKIINjOM, YKPIITAkheM U MYTaIldjOM.

[Tomynamnuja je menTpajiHa CTpyKTypa KoJI M€HeTCKOI aJI'OPUTMa U OHA OOMYIHO
Opoju 0] HEKOJIUKO, A JI0 HEKOJIUKO CTOTHHA jeUHKH (y PUjETKUM CHTYaIMjaMa u
J0 xubaay). CBaka jeMHKA ce MpeJCTaB/ba TeHeTCKUM KOJIOM, KOji Ce 3aIucyje y
HEKO] KOHA4HOj a30yiu (Hajuenthe GuHAPHO] MM HAK 11je7100POjHO]).

[lTouerna momynanuja ce OOMYHO Kpenupa Ha caydajaH HauWH, YUMe ce oMoryhasa
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Kpenpame Pa3HOBPCHOI I'€HETCKOI MaTepujaJ/ia, KOPUCHOT 3a KacHuje (raze ajaropurma
U Pa3HOBPCHOCT CAMUX je/IMHKU. Y HEKHM CJIydajeBUMa ce 32 TeHepHucambe MOJa3HuX
JeIMHKY KOPUCTH U HEKA, JIPyra XeypUCTUKA, YMMe Ce TIpeTpara oJ o4eTKa ycMjepaBa
Ka OHUM 00JIACTHMA MPeTPaKUBamba 3a Koje ce MPETIOCTaB/ha /1 CaIpyKe KBAJTUTET-
HOja pjerniema.

Tokom pajia ajropurma, Ha IOIYJIAIK]Yy Ce HPHUMjerhyjy T€HETCKH OlepaTopu
ceseKImje, MyTalije U YKPIITamba.

Omneparop ceneximje bupa jeInHKe KOje TPe:KnB/baBajy y nporecy esoaynuje. [lo
npasuity, 60/puM jeuHKaMa (jeauakama ca 60/60M npuiarohenonily) ce oneparopom
cesekiuje gaje Beha BjepoBaTHOha ja he mpekuBjeTu y HapeHy TeHepalujy, JT0K
ciabuje jeIMHKe CeJIeKINjoM J001jajy Matby TTaHCY /1a TPEeKUBe, Te Ce TaKO n30aIryjy
u3 nonysanuje. Heke o noiyjjapHUjuX TeXHUKA CejleKnuje cy jegHocraBHa (ujiu
pyJier) cesieKiuja, TyPHUPCKA, e TUMIHAIN]CKA CeIeKINja U eTuTu3aM. Pyser ceyex-
nuja JIUKTUPA Ja je BjepoBaTHoha jia he jeiuHKa IPEeKUBjeTH Y HAPEJHY MeHePaIn]y
nponopiuonaana npunarohenoctu. Koa TypHupcke cenekimje ce ¢popMupajy CKy-
IOBU jE€JIMHKH, OJI KOJUX caMO OHAa ca Haj00/hoM IpHjaroheHorhy mpekupbaBa y
c/bejiehy renepanujy. EjmMmuHanujcka cejiekiyja je HIpuMapHO 3aCHOBaHa Ha u30a-
MUBAILY JIOMINX jeJUHKHU IpHje Hero Ha ofadbupy O0bUX 3a HApETHY TeHepalwjy.
Enmtusam nogpasymvujesa ja fie HeKOJMKO Haj00/bUX (€JIUTHWUX) jeIMHKH JIUPEKTHO
upehu y HapejiHy remeparnujy, 4yuMe ce jiaje noys3jiaHa MpeTiocTaBKa Jla aJropuTam
TeXKH [JI00ATHOM OMTUMYMY.

VKpiitameM ce peKOMOWHYjy TeHH jeJuHKH. Pe3yarar ykpiiTama jeJJuHKU Cy
HOBE jeIMHKe, KOje MOTeHIHjaaHo caapzke "modpe" reme pomumreba o1 KOjUX Cy
Hactajie. OBUM MeXaHU3MOM H jeJIMHKe cjiabuje IMPUIaroheHoCTH, all Koje caJiprKe
J100pe rene, j00Wjajy IMaHCY Ja yYeCTBYjy Yy penpoiykKiuju u npenecy "modap"
reHeTcKn Marepujasa Ha cbenehy remepanmjy. Hajuemhe kopumrenu omeparopn
VKPITama Cy T3B. jeJIHOMO3WIIMOHO, OJHOCHO JABOMO3UIIMOHO YKPIITamhe, KO KOJUX
ce oxapehyje jeaHa, OJHOCHO JBHje TadKe NPEKH/a Ha KOjUMa Ce OJIBUja pa3MjeHa
TeHeTCKUX KOJIOBA POJUTE/hA, PECIIEKTHBHO.

Myraijom ce BpIm cirydajHa mpomjeHa oapeheHor rena (ca HEKOM MaJlOM Bje-
poBaruohom na he ce myramuja jgecurn), dume ce nocruke moryhnocr ppahama
JIOOPOr' TeHEeTCKOI MaTepHjaJia, YKOJIUKO je OH U3ryO/beH IPUMjEeHOM CeseKIuje H

ykpiitama. Tume ce mporec nperpare u3Bjadyu U3 NpeypameHe KOHBEpPreHiuje u
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ycMmjepaBa Ka OHMM 0OJlacTUMa IIpeTpaKuBatba KOje CajprKe IOTeHIUjaIHO 00Jbe
jeTmHKe.

Hakon npumjene remerckux oneparopa, popmupa ce Hape/ina reaepanuja. [lomy-
JIaliAja ce TaKo CacTOj! O MOTOMaKa N HEKUX CTAPHjUX jJeIMHKU KOje CYy TpezKuBjeste
¢ 003UpPOM Ha BHUXOB KBasuTeT (eauTHe jejuHke). IIpojyKiuja HOBHX reHepalluja
ce HACTaB/ba CBE JIOK He OY/ly MCIIYH-€HU YCJIOBH 3a 3aBPIIETaK aJIlOPUTMA.

OcnoBHa memMa (pyHKIIMOHUCATHbA T€HETCKOT aITOPUMAa je TMpUKa3aHa Ha CJUIH
1.2.

Npop O3Ha4aBa yKynad Opoj jenunku y mnomynanuju. Nege je Opoj eauTHHX
JeIMHKH, JOK Cy TPOMjeH/bUBHUMA ¢ U 0bj; MpeacTaB/beHe jeIMHKe U ojroBapajyha

BpHjeIHOCT (PYHKIU]jE MUbA.

1. UcitajUlaznePodatake();

2. P = GenerisilnicijalnuPopulaciju(Npop);

3. OdaberiKriterijumZaustavljanja();

4. While(!IspunjenKriterijumZaustavljanja()) do
5. For (i = Nejjte + 1;1 < Npop; i + +) do

6. Obj; = RacunajFunkcijuCilja(P;);

7. RacunajFunkcijuPrilagodjenosti( P);
8. IzvrsiSelekciju(P);
9. IzvrsiMutaciju(P);
10. IzvrsiUkrstanje(P);

11. StampajRjesenje();

Cimka 1.2: Ocuosua mema GA ajropurva

Kao n y ciydajy merose mpoMjeH/bUBUX OKOJNHA, JeTAa/bHUJU OMUC TE€HETCKUX
aJIropuTaMa MpeBa3uaasu 0OMM OBOT pajia n MoKe ce iponahin, Ha pumjep, y |7, 36,
99]. V mapenna TpH O/jesbKa Cy MaJIo JieTasbHuje 00janimbenn crenuduaHn acueKkT
reHeTCKOT aJITOPUTMa KOPHUIITEHOI 3a pjelllaBaibe mpobJieMa U3 OBOI paja. 1o cy

¢duHO rpajmpana TYPHUPCKA CeJIeKINja, KOHIENT CMP3HYTUX T'eHa U KelTPabe.

®duHO rpasupaHa TyPHHPCKA CeJIEKITHja

Y curyanmjama Ka/1a je moKeJbHO J1a MpoCcjedHa BeJInduHa TypHUpa Oy/1e parnoHaaian
Opoj, MOxKe ce KOpUCTUTH T3B. (DUHO rpajupana TypHUPCKa cejeknuja (enr. fine
grained tournament selection - FGTS) [35] koja je ynanpeherme crangapne TypHup-

cke cesiekije. Kao u y craniapHoj TYpHUPCKO] CEIEKINjHU, 3a Ja/by PEHPOLYKIIH]Y
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ce U3 1mocMaTpaHor TypHupa bupa oHa jejuHKa ca Hajoo/puMm durHecom. Mehyrum,
KOJ[ CTaHIap/He TYPHUPCKE CeIeKIije, CBU TYPHUPH Cy HCTe BEeJUYHHE, TOK CY KOJI
FGTS-a npucyrre npuje BesmuuHe. 3a CBaKy reHepaldjy, IMPBH THUI TYPHUPa Ce
CIIPOBOJIH k1 TIyTA U HerOBa BeTUUUHA je | Fioy, |, TOK Ce JIDYTH THII TYPHUPA, Y KOjeM
yaectByje | Fiour| jenuuku peanusyje ko myra. BpojeBu ki u ko ce ompebyjy Tako
J1a 3a10BosbaBajy cbenehe yceaose: ki + ko = Npop — Nejite, @ TIPOCjedHa BeIHINHA
TYPHHUPA je MITO OJIMKa BPHjeTHOCTH Fipyy.

Y [37, 35, 36| je mpukazaHO MHONITBO HYMEPUYKNX EKCIIEPHMEHATa 3a pas3He
onTuMu3anuoHe mpobdseme. Pesysiraru oBux ekcrnepumenara yka3dyjy ga FGTS naje
HajOo/be pe3ynrare 3a BpHjeaHOCT Fi,, = 5.4, Koja je Takohe kopumrena y GA
UMILIEMeHTallnjamMa 3a pjerraBarme mpobsema y oBoMm pajy. Ha mpumjep, ako ce
FGTS upumjemyje va Nyoner = 50 HECUTHCTUYKUX jeJUHKU, YKYIHO CE OJIpXKABa
k1 =20 u ky = 30 Typuupa BesimuuHa 6 U 5 pecueKTHBHO.

Bpujeme uzpmema FGTS oneparopa je O(Nponer * Fiour). Y CllyuajeBuMa Kaja
ce Fiour 1 Nponer CMaTpajy KOHCTaHTaMa (He 3aBHCE OJ1 JUMeH3Huje mpobiema), Tajia

orepaTop CeﬂeKHI/Ije HMa KOHCTaHTHY BPEMEHCKY CJIOZKEHOCT.

Kounenr cMp3HyTHX reHa

Toxom m3Bpriema GA MOXKe ce JeCHTH Ja Ha HEKOj MO3HUIUjH CBe jeMHKE CaJIpiKe
ouT ucre BpujeHocTu. Takas ren ce HazuBa cMp3HyTu red. [lojaBa cMp3HyTHX TeHA
MOXKE JPACTUYHO CMABHUTU IIPOCTOP IpeTpazkKuBamba, mTo nopehapa BjepoBaraohy
nojase npeyparbene Koupepreuiuje [68]. Ha npumjep, y caydajy GuHApHOT KOAUpamba,
aKo je Opoj cMp3HYTHX OUTOBa My, Taja MPOCTOP HpeTpazKuBama mocraje 2"/ myra
Mamu. OnepaTopu cefeknuje n YKpIiTamba He MOT'Y IPOMUjeHUTH BPUjeTHOCT CMP3-
HYTHX I'€Ha, 0K je BjepoBaTHoha ma he ce Oamr Ha Taj OMT HPUMUjEHUTH OCHOBHA
MyTallja MPUJIKIHO MaJsa. Kao rmoc/bejuiia, jaB/ba ce I0jaBa Jia ce U3ryO0/beHun
MOJPErNOHN TIpeTpare BUIIIe He MOTY BpaTHTH. MexaHmszaM KOJUM ce OBa TOjaBa
eJIMMIHUIIIE je 3aCHOBAaH Ha 3Ha4YajHOM noBehamy BjepoBaTHohe ja he Ha cMp3HyTHM
reanma OnTu npumujemena myrtanuja. (Crora ce 3a CMP3HYTEe I'€HE Y T'€HEeTCKOM
AJITOPUTMY OCHOBHU HUBO MYTaIlfje MHOXKH O/iroBapajyhum 6pojeM, (bakTopoMm MyTa-

nuje 3a cMpsHyTe ree (enr. frozen factor).
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Kemupame

3a Bpujeme u3Bpiiema reHeTCKOT aJIT0pUT™Ma, Moryha je mojaBa mjieHTUIHUX je/INHKH.
C ob3upoMm J1a je pauyHambe (DYHKIHje TU/ba BDEMEHCKN YeCTO 3aXTjeBHA OIePAIyja,
HOZKe/bHO je MPUMHjeHUTH TeXHUKY KOJOM Ce IMaMTe IeHEeTCKH KOJIOBH U HHXOBe
BPUjeIHOCTH, 114 WX KACHHje KOPUCTUTH, HEr0 WX yBUjeK m3HOBa padynaru. Osa
TeXHUKA Ce HA3WBA TeXHUKA Kellupama, Koja je yseaena y [66]. Kemr je umrmiemen-
THpaH Kao xem-pej (enr. hash-queue) crpykTypa mojartaka, yHanpujen 3agaHor
kananurera. Kajia rpeba jia ce paduyna BpujeHocT (DyHKIUje U/ba 3a JaTy JeJUHKY,
IPBO ce IMpoBjepaBa Ja JIM je Ta BPUjeIHOCT Bell m3padyHaTa U MOXpalbeHa y Kelry.
Y cayudajy ja BpHjeIHOCT He TIOCTOjU Y Kelll CTPYKTYPH, OHA Ce Tajia 10 MPBU IMyT
padyHa W Loxpambyje y Keni. Y ciydajy Jia je BpujeJHOCT lipoHahena, oHa ce He
padyHa, Bell ce caMo MpoYNTa U3 Kemra. ¥y CIydajy Ja ce Kelll HallyHu, OpUIIy ce OHe
BPHj€IHOCTH KOje Haj/iyzKe Hucy Kopuiirene. Tpeba ucrahu ja kemmupame HA Yy KOM

CAydYajy He yTHYe Ha KBAJUTET pjellera, Beh caMo CIyKu 3a yOp3ame H3BPIIeHha

GA.

1.3 Hekn npobjieMn KOMOMHATOPHE ONTHUMMI3AIINje

KOjU ce MpUMjemyjy Yy HacTaBu’

Bjeposarno Hajio3naruja ¥ HajBullle U3ydaBaHa KJjaca MpobjieMa KOMOMHATOPHE
ONITUMU3AIK]e KOjH Ce OJIHOCEe Ha HACTABHU IIPOTIEC je Mpo0JIeM IpaB/beha paciopeia
(enr. timetabling problems). Osa mupoka KJaca nmpobsema ce npema [96] aujean Ha
TPH TOTKJIace: MpobJieM OpraHu30Baba paciope/ia dacosa y mmkosama (enr. school
timetabling), Te mpobieme Koju ce 0JJHOCE Ha YHUBEP3UTET: MPOOJIEM OPraHH30BAbA
pacrniopesia Kypcepa (eHr. course timetabling) u mpobJiem oprann3oBarba ucrnura (eHr.
examination timetabling).

[Ipobem pacmopeja dacoBa y IIKOJIaMa Ce OJHOCH Ha KpeHparbe CeJIMHIHOT
pacrope/ia 3a cBe 4acoBe y jesiHoj mKoJim. [Ipobsem ce cacToju oj CKylia HaCTaBHUKA,
VUIHOHUIIA, ITpeMeTa, pa3peia i npejaeduHucanux ceIMIUHEX mepuoa. PjemraBame
npobJieMa ce ¢BoJu Ha ojipehuBame y KoM Iepuojly KOju HACTaBHUK JIPZKH 9aC Y KOM
paspe/y, y3 HOIMTOBAKE MPONUCAHUX Orpannydema. OCHOBHU YCJIOB KOjU Pa3/uKyje
oBaj mpobeM oJ1 MpobIeMa YHUBEP3UTETCKOD paclope/ia je Ja HACTaBHUK Y UCTO

BpHjeMe MoyKe TpeJlaBaTH CaMoO jeITHOM pas3peiy, OJHOCHO pa3pel] Y WCTO BpHjeMe
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MOZKEe CJIyHIaTh HACTaBYy U3 CAMO jeJHOI' IIpejMeTa.

[Ipo6em opanm3oBama KypceBa Ha YHHBEP3UTETY IOJpa3yMUjeBa U3paLy Cell-
MUYHOT pacropesa 3a CBe TpejJMeTe KOju Ce HyJe y HacTaBHOM mporpamy. 3a
Pa3JIUKY OJ1 MpobhIeMa MpaB/berha MIKOJICKOT PAcIope/ia, Y YHUBEP3UTETCKOM Mpob.ie-
My Ipylle cTyJleHaTa Hucy ¢puKcHe, Beh CBaKu CTYJAEHT IOCje/Iyje COICTBEHY JIUCTY
kypceBa. [Ipasibeme pacnopeja Ha dakyarery y3uma y 003Up M JOCTYITHOCT U
KalamuTeTe MpocTopHuja. Y HAeAJTHOM CIydajy, pacmopes M3ryeaa TaKo Ja HU 3a
JeJIHOT CTYJIeHTa He IOCTOjU KOJW3Hja, aJu Ce Yy CTBAPHUM MpobJeMuMa, yC/bes
OrpaHMYeHuX pecypca (HPOCTOPHja, TEPMHHA) M Y€CTO BEJUKOI Opoja cry/eHara,
npobJieM CBOJIM Ha MUHUMH30Baibe Opoja CTy/IeHaTa KOJ KOjUX IOCTOjJH KOJU3Uja Y
pacropey.

[IpobGiiem Kpeuparba paclopejia UCIHUATA Y UCHATHOM POKY Ce CacTOju 0J1 Pacio-
pebuBama ucnuTa y ojrosapajyhe mpocropuje m TepMUHE, y3 OCHOBHHU YCJIOB Jia
UCIUTH, KOJU UMajy 3ajeJHUYKe CTYJIeHTe, HEe CMUjy OUTH OPraHu30BaHU y HCTOM
TPEHYTKY. 3a Pa3/JHuKy O IpaB/belkha paclopejia HacTaBe, Yy OBOM HpobJyeMmy je
JIOBBOJ/bEHO JIa Y MCTOM TPEHYTKY Y HCTOj HPOCTOPHUjH Oy/1y OJPrKAHU PA3TUIUTH
UCHUTHU. Y OIIITEM CJIy4ajy, TEXKHU Ce U3Pa/Id OHUX paclopeia KoJl KOjUX Cy TePMUHU
O/Ip:KaBIba, MCIIUTA, KOjU UMajy 3ajeJHUUKE CTYIeHTe, MelycoOHO yaa/beHH IITO je
BuIe mMoryhe.

[Tosunaro je ja je npobJiem Kpeuparba paciuopeja y OJIMCKO] Be3u ca 1mpodieMom
bojema rpada. Ha mpumjep, Kox mpobiieMa mpaB/beiba paclope/ia UCIUTa, UCIHTe
npejcTaBbaMo dBopouma rpada. /Isa uBopa (aBa mcnuTa) cy cycjeam ako MocToju
OapeM jelaH CTYIEHT KOju mojazke oba ucnuta. bBoje, Kojuma ce 60je YBOPOBH, BE3Yjy
ce 3a Tepmune ucnuta. I[Ipobsem mpapsbema pacrnopeja UCIUTa Ce TaKO CBOJAU Ha
npobsem 6ojera uBopoBa rpada: JBa YBopa MoOry OuTH 000jeHH MCTOM 00jOM aKO
HUCY TIOBe3aHH I'PAHOM, Tj. JIBa UCIHTA MOI'Y OHUTH OJprKaHa Y UCTOM TEPMHHY aKO
HeMa CTy/JeHaTa KOjU TMOJaKy 00a Ta MCIHTA.

JerasbHuja anajmsa HaBejeHUX HpobJieMa MPaB/beiba PACIope/ia HUje HpeIMeT
oBor paja. [Ipersiegau pajoBu HOBHjer JaTyMa O NPHCTYIHIMA 3a pjelllaBambe Mpob-
JemMa pacropefa Mory ce nahu y [96, 91, 72, 85].

[TpobGJiem mpaBJbema paciiopejia uCIuTa Ce MOKe Jla/be KJIACu(PUKOBATH HA C/be 1e-
hux mer mpobsiema: pacnopehuBame Kypcesa (enr. course scheduling), npasbeme

pacriopesia pa3pe] - HacraBHUK (class-teacher timetabling), mpaBibere pacropea 3a
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crygente (student scheduling), npobsem pacnopeljuBamwa nHacraBHuka (enr. teacher
assignment) u npobsiem pacnopehuBatbe yunonuna (enr. classroom assignment) [12]
U CBAaKW O] OBUX MPOD/IEMA Ce MOZKEe TTOCMATPATH HE3ABUCHO O] OCTAINX U (DOKyCHPa
npeTpary u Mmporec ONTUMHU3AINje Ha 3acedaH HAYWH.

Ha npumjep, ko npobiema pacnopehuBama HacraBHuKa (eHr. teacher assign-
ment problem) dokyc ce craBba Ha pacnopehuBame HacTaBHHKa Ha oJrobapajyhe
npeaMeTe, y3 pa3Ha OTpaHuYerha Koja ce 0JHOCe Ha 3ay3eToCT mpodecopa, mpodeco-
poBO TIpoheCHOHAIHO 3HAHE, MKOJICKe pecypce, pedepupane mpeaMere U CJIUIHO.
Heka oz ckopujux ucrpazkupama oBOr nmpobsema cy npukaszana y [102, 44, 43|, raje
CY Pa3BUjaHN I€HETCKU aJITOPUTMU, TaOy MpeTpazkKuBambe U aJIrOPUTaM CUMYIADPAHOT
Ka/beha 32 pjenraBame OBUX Mpod/ieMa.

[Ipobuiem pacriope/ia 3a CTyAEHTE 0/IPA3YMUjeBa IIOBE3UBAHE CTYACHATA CA CEK-
nujamMa KypceBa, KOju ce HyJe Y Pa3IunIuTHM BPeMeHCKUM IIePHOIIMa YHYTAp jeHe
ceavuiie. usb je uciymeme CTYIeHTCKUX 3aXTjeBa, W Kpeupame paciopeja 0e3
KOHMJIMKATA Y3 MOMTOBAE OTPAHIYEhA Y BE3W ca MPOCTOpUjaMa, HaTaHCHpambeM
BeJnunHA ceknuja. Kao u y apyrum npobiemuma, Moryhu cy U JTOMTATHA 3aXTjeBH U
orpanuvema. Heka paHuja ucTpazKubama OBOI 1mpobJiemMa Cy JO0IPUHUjeJa PA3BOjy
pasHux Meroza 3a pjemaBame: "branch and bound" merome xkomOuHOBaHEe ca xey-
puctukoM y [69], moxsenHor aaropur™a Koju je yuanpujehen naTeurenTHIM 0pelju-
BambeM pacropeja cryjgenara 93|, cumysnupano kaweme [30], musbHO porpaMuparse
(enr. goal programming) y [86], Te dopmynanuje 3acHoBane Ha TOKy y [23].

Meroa npomjeH/pUBIX OKOJIMHA je y pasy [41] ycmjemHo npumMujeena Ha mpob-
JeM JI0/jje/buBaha TeMa 3a CeMHHAPCKe PajioBe CcTyldeHaTa. AyTopu pa3marpajy
OpaKTUYaH MpoOJeM 3aCHOBAH Ha PeaJHUM MOJalMa MPUKYI/beHUM Ha HeKHM
IEMAYKUM YHUBEP3UTETHMA. XE€YPUCTUUYKUM HPUCTYIIOM KOJU YKJ/by4dyje CydajHy
HHUANHUJATHY JOjey U METOAY MPOMjeH/bUBUX OKOJHHA 3a MODOJbIIAIbe pjeliena,
JI0JIjeJbyjy Ce TeMe 3a CeMWHAPCKe PaJIoBe TIpeMa CTYIeHTOBUM Ke/baMa 1 MoTpedama
caMor ceMuHapa.

Hekun xkoMmOumHaTopHE NIpoOJeMH y OpraHU3allMji HAacTaBe CIaJajy y HpobJeme
pyTuparma Bo3uia (enr. vehicle routing problem). Ha mnpuwmjep, y [82], npuka3zan
j€ XeypuCTUYKHU MPUCTYII PjeliaBamba, mpodjeMa OpraHn30Bamba pyTa 338 HACTABHUKE
(enr. the teaching assistants assignment routing problem - TAARP) koju npyzkajy

TepeHcKy momoh gjeru ca nocebuum norpebama y duamanckoj 3ajeaannm (Bearnja).
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V3 nomrroBamwe cienupuIHuX OI'paHuvdehba, pa3BUjeHa je XeypucTudka MeTojia Koja
KOMOUHYje T3B. ayKIIUjCKU aJITOPUTAM U METOJLY IPOMjeH/bUBUX OKOJIUHA. AJITOpUTAM
je yCIIjenHo MpuMHujerhbeH Ha KOHKpPeTaH peaJiaH npobdseM m omoryhuo je 3nadajHo
CMambemhe TPOITKOBA.

[Iupoky kJyacy mpobJieMa, KOju KOPUCTe MeToJie KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIU]e,
YUHE U IPOOJIeMHU ay TOMATCKOT OPraH30Baba eJIEKTPOHCKOT 00Pa30BHOI MaTepHjaia
Ha OCHOBY 3a/IaTUX MOJA3HUX KpuTepujyMa. Kako je m3 maHa y J1aH cBe MacOBHHjA
ynorpeba padyHapa W JPYruX eJeKTPOHCKUX ypehaja y oOpa30BHOM IpoIiecy, cBe
je Beha u norpeba 3a UHTEJUIEHTHUM AJIATHUMA 34 MOJPIIKY IIPOIECY eJIeKTPOHCKOT
ydema, 3aCHOBAHUM Ha HEKOM KOHIENTY BjellTadke mHTenurenmuje. lIpuje cera,
oBa TOTpeda MOTHYE U3 YUILEHUIIE JIa CUCTEMUMA, 3a YUehe MPEeKO MHTEePHeTa MpH-
CTylla Ha XUJ/ba/le CTyJ/IeHaTa, Te je HACTAaBHUIMMA HPAKTUYHO HeMoryhe npyzkurtu
CBY HEOIIXOJHY MOAPIIKY cTyaernTuMa. [lopea Tora, morpebe cTymenaTta 3a 00pa3os-
HUM Ca/IpyKajeM Cy YIJIABHOM XeTepOoreHe, Te MPe3eHTOBAhe UCTOT CaJIpzKaja CTY/IeH-
THMAa PA3TIUIUTHX CIIOCOOHOCH U MOTpeda, He MPeJICTaB/ha CaMO HeIOCTATaK CUCTEeMA,
Beh 030u/bHO HapyIIaBa U KBaJUTET KOMILIETHOI OOPAa30BHOI MIPOIECA.

Hekwu o1 npaBana koju ce y 0BOM CMHCJIy UHTE€H3UBHO UCTPAXKYjy IOJpa3yMu-
jeBajy ynorpe0y XeypUCTHYKHUX METO/Ia Y T3B. MPUJIATOA/BUBOM €JIEKTPOHCKOM YUEeIbY
(enr. adaptive eLearning) u y ayToMarckoM Kpenpamy TeCTOBA.

Nuren3uBan pa3Boj unrepHera u uHMOOPMAIMOHUX TEXHOJIOIU]A YOIIIIITE, JI0BEJIH
cy JI0 pa3Boja U IMUPOKe yIoTpebe BETUKOT Opoja ajara 3a yueme HA Ja/biUHy (EHT.
distance learning). Belinna tux anara cy, y OCHOBH, HHTeDHET 3aCHOBAHE all/IMKAIINje
U T0Ipa3yMujeBajy WHTEPAKIU]y CTYAeHTa (yUeHHKA) ca CHCTeMOM, Ge3 Wium y3
IPUCYCTBO HacTaBHUKA (TyTopa). Heku 0J] HOBUjUX OBAKBHX CHCTEMA OIMUCAHU CY
y |13, 19, 17, 18, 14, 52, 101|. IIpucryn o6pa3oBHOM MaTepujady IIyTeM WHTepHeTa
omoryhno je rakossanu "6uo kas - 6uro ryje" (enr. whenever - wherever) kommenr
KOj¥ TIOJIpa3yMujeBa Jia CTYJIEHTH, ¥ TPOU3BOJ/HHO BpHjeMe, ca MPOU3BO/LHOI MjecTa
IPEKO Pa3HUX CUCTEMA - ajlara, MOI'y HPUCTYIATH 00OPA30BHOM MaTepujajly U Tako
yantu. Ca apyre cTpane, BehHa OBAaKBUX CHCTeMa He YKJbydyje MepCOHATH3AIN]Y
caJiprkaja mpemMa cTyeHToBuM Moryhroctnma u ciocobrnoctuma. Crora ce 3a mpuia-
rohasame marepujasia cuenuduiHuM norpedaMa CTyJIeHTUMa MOPajy aHI'ayKOBATU
HACTABHUIM (TYTOPH), IITO Yy CHTYAIMjaMa BEJTUKOT OPOja CTYIeHATA U PATHINTHX

[JIAHOBA W MPOTPaMa MPe/ICTaB/ba W3Y3eTHO 3aXTjeBaH U CKyT M0cao. OBe YHmHeHUIe
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VBox

onpap/iaBajy 1morpedy 3a pa3BojeM HHTEJUIE€HTHUX CHCTeMa KOju lpuarohasajy
00pa30BHU MaTepHjaJI MOjeIMHATHUM CTY/IeHTUMA, YiMe ce yHampehyje uuraB oopa-
30BHHU TPOIIEC.

OnTuMu3anujcKu mpodieMu KOju MIPOUCTHYY U3 OBOT pa3MaTpamba ce CBOjJe Ha
oJpehuBame OHOT ceTa 0OPA30BHOI MaTepHjaa KOju O/IroBapa CTYAeHTOBUM MOTpe-
bama y Hajbo/b0j moryhoj mjepu. Mojenn Kojuma ce ONHUCYjy OBaKBU CHCTEMU
Hajuerlie 0JroBapajy TeMKNM MATeMATHIKAM IIpobaeMuMa (Kao Ha IpuMjep mpob.ie-
MHMa MjeIOBHUTOT I1jeJI00POJHOT JIMHEAPHOT MTPOrPpaMUparha UJIM HEKUM JIPYTHM KOM-
OuHATOPHUM TIPOOIEMIMA) U, ¢ 063UPOM Ha OIPOMHY KOJHMYUHY [0JaTaKa KOjU Cy
y CHCTeMy NpUCYTHHU, HUje Moryhe MpUMUjeHUTH er3akTHe ontuMuianuje. Ctora je
3a pjelnraBaibe OBUX ITPOOJIeMa ONpaB/JaH0 KOpUcTuTU npudmzkue merojie. Heke oj

XCYPUCTUYIKUX METOAda KOPHUIITEHE 3a aJallTUBHO €JIEKTPOHCKO y4€Hhe CYy:

e onrumu3anuja momoly poja uwecruma (enr. Particle Swarm Optimization -
PSO), 53] xoja ce kopucTn 3a Kpeuparmbe MOMOIHOr 00pa30BHOr MaTepHjaia

Ha OCHOBY KpeHpaHuX 0JI0roBa;
® IeHETCKH AJITOPHTAM 3a KPeHparbe ImyTeBa yuema [H3];

® NPHUCTYI KOju KOMOWHYje MeToay k-Tor HajOamuzKer cycjeaa 3a Kaacupukaimjy
objekara u remercku aiaropuram [18] na 6u ce upeHTHdUKOBAIN CTHIOBU CTY-

JIEHTOBOT yUema YHyTap eLearning cucrema;

® 3a Kpemparhe ayTOMATCKUX 0J['0OBOPA Ha CTY/IEHTOBA uTama y |57 je passujen

edpuKacaH reHeTCKH aJropuTaM,

® aJiaT KOjI/I KOPUCTHU 'EHETCKH! aJIFOPUTAM 3a Kperupahe HEPCOHAJIN30BaAHUX €JICK-

TPOHCKHX KypPCeBa y3 HAIJIAlIeHO HeYK/by YNBatbhe HeaIeKBaTHOT caapikaja [15].

[Ipobiemu ayTomMaTcKor Kpenparmba TeCToBa ce TaKohe MOy MaTeMaTHIKU MOJIe-
noBatu. Tako je HA TpUMjep, y WIAHKY [55| pa3BujeH MoJIes1 MjeloBUTOT 1je1I00POjHOT
JINHEAPHOT IIpOrpaMuparba 3a pjeniaBame mIpod/ieMa Oprann3oBambha TeCTOBA Ha OCHOBY
BeJIMKKUX DaHaKa IMUTamba, Te JBUje XeyPUCTUUKe MeTo/ie KOje pjeriaBajy JaTu mpod/ieM.
3a ayToMaTCKO Kpenpame KOPHUIITeHH Cy Pa3Hu eBOJIyIujcKu npuctynu [56, 54, 71],
te PSO amropurmu [103| nam y [24]), raje ce PSO meron xopuctn 3a Kpenparbe
TECTOBA 3aCHUBAHUX HA IIPOIJEHU PeJIeBAaHTHOCTH, TexkuHe 1nocjehennx Tema, ppek-

BEHIIWjU YIOTpeOe U TeXKWHU oJpeheHux IMUTamba.
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I's1aBa 2

IIpobiiem MmakcuMaJHO OaJjsaHcUpaHe

roBe3aHe napTtuiiuje y rpady

2.1 VYBoJ

Heka je G = (V, E) nose3an rpad ca ckynom usoposa V = {1,2,...,n} u ckynom
rpana F. Heka je |E| = m wu meka cy w; TeXuHE HA IBOPOBHMA. 3a MPOU3BOJHAH
nogackyn V' C V' yseaumo osnaky w(V') 3a cymy rmexkuna cBux usopoBa u3 V',
1j. w(V') = Y .. w;. Ilpobiem maxcumasino GasancHpame IOBe3aHe HApPTHIHje
y rpady (MBCP) je onpehusame naprunuje ckyna usoposa V' y /Ba JAHCjyHKTHA,
Hempa3Ha ckyma V; u Vs, TakBa ga cy nmoarpadosu rpada G uaaykoanu ca Vi u V5
HOBE3aHH, a CyMe TexKHHa IBOpoBa u3 Vi u Vs cy 10 BpHjeHOCTHU IIITO OJIMKE je/IHa
JIPYTOj, Tj. pasjimka uzMmehy cyma TexKkKuHa je HajMamwa moryha.

®opmanno, MBCP je nponanaxkeme naprumuje (V1,V3), Takse na cy norpadobu
on G unaykosanu ca Vi and V5 noesanu, a spujegnoct obj(Vy, Vo) = |w(Vy)—w(Vs)|

je MUHUMAJIHA.

ITpumjep 2.1. Ilocmampajmo epagd Ha cauuu 2.1. Hexa cy ueoposu o3nauenu
bpojesuma 1,2, ...,6, a mescune cy nasedene y 3aepadama, noped 03HAKE 460POBAQ.
Yrynna meostcuna ceux weoposa je 30. YV wmajbomem cAyuwajy, cCKYnosu 4eoposa 1y
napmuyuju 6u mpebanro da umajy ucmy mescuny (15), aru y mom cayuajy owna
KOMNOHERMA Koja cadpotcu weop 5, (ca mestcunom 10) 6u maxohe mpebana da cadporcu
u weop 1 (ca mestcurom 5), uau weopose 3 u 6, aau y oba cayuaja komnonenme {1,5}
u {3,5,6} nucy nosesane. Cmoza onmumasno pjewerse e moxce bumu nyaa, eeh

HajMmarbe 2, jep je cyma ceux mestcuna napar 6poj. Jedno onmumanrmo pjeuerve, Koje
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Makcumastno 6a/taHcHpaHa MOBe3aHa MapTHIIH]a

Vi

Cnuka 2.1: [Ipumjep jeanoctauor rpada u pjememe 3a MBCP

je npukasano u na cauyu 2.1, je (Vi, Vo) = ({3,4,5},{1,2,6}), u easrcu obj(Vy, Vo) =
|16 — 14| = 2. Jpyzo onmumanno pjewewe je (VI V) = ({1,2,3,6},{4,5}), ca
jednarom epujednowhy dynruuje yuma obj(Vy, Vo) = |16 — 14| = 2.

MotuBanuja 3a HCTpakKuBalbe OBOI IpoOJeMa ce IPOHAIA3HN y UHIHEHUIH 1
MHOI' &JITOPUTMU KOPHUCTE PEKYP3UBHU IIPUCTYIL: aKO je MOTPeOHO PUjENTuTH HEKU
npo6aem Ha rpady G = (V, E), onza ce npso rpad moaujesin Ha jiBa Mama rpada Gy
1 G2, KOju ¢y IMpHOINZKHO jeTHAKIX 0COOMHA, Te Ce OH/A JATH AJITOPUTAM IIPUMEjeHH
Ha pjenraBame HOTHpod/IeMa Ha JobujeHuM MamuM rpadoBumMa. Y ciaydajy ja je
moJa3Hu rpad moBe3aH, MPUPOTHO je 3aXTHUjeBATH Jia CY W HOBOHACTAJIU, MAhU
rpacdoBu moBe3anu. Yciaos ga noarpadosn G u Gy Oyay OajmaHcupaHu, TITO je
Buiiie Moryhe, Munumu3zyje jyouny pekypsuje u pazanauroct rpadosa j106ujeHux y

MOje/TMHATHUM KOpaIuMa peKyp3uBHOT ITPOTIECa.

2.2 IIpumjena MBCP y obGpa3oBamy

VY obpaszosamwy, MBCP ce moxke uckopucruru 3a ojpehuBame pjeirea HEKUX IpaK-
TUYHUX OPTaHU3AIUOHUX MPOOIeMa, YK/bydyjyhu yiupaB/baimbe KypceBuMa, CTY/IeHT-

CKHUM TI'DyllaMa WX OPraHu30BabeM UCTPazKUBa4da Yy IIOBE3aHE I'pyIie.
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Makcumastno 6a/taHcHpaHa MOBe3aHa MapTHIIH]a

2.2.1 Heku npakTuvHu IIpUMjepu MIPUMjEHE

Y oBOM offje/bKy YKpATKO he ce HaBecTH HeKN MpakTudHu npuMjepu npuMjene MBCP
y 00paszoBamy: HapTUIMOHKCAe ([Ofjesia) JeKIuja Kypca Ha JBHje [MOBe3aHe, IO
TEXKUHU Yje/[HaueHe IjeJInHe, OpraHu30Baibe CTY/JeHaTa y rpylie U OpraHu3aiujy
HCTpazKuBada Ha HEKOM BeheM IpOojeKTy.

Marepwujaj 3a HEKU Kypc ce OOMYIHO AMjeIn Y JeKIMje U CBaKOj JEKIHUji ce MOKe
JIOJIUjeJINTU TeKUHA. YCIOCTaB/baibe Be3a u3dMelhy JIeKIuja MOKe Ce OCTBAPUTH 110
HEKOJINKO KPHUTepHjyMa, Kao IITO CY CAUYHOCT, aHAJOTH]a, YOIIITEHe WU YCJIOB-
sbeHocT. [loajena jekmnuja Kypca y JBHje IfjeJIMHE ce BPINMH y3 JIOTHYaH 3aXTjeB Jia
cBaka IjesinHa Oy/ie 1OBe3aHa, a Jla TeXuHe Te JiBuje njesune Oyay y mro Behoj
MjepHu CJITIHE.

Kao apyru npumjep mMoxkeMo HaBECTH TO/Ijesly CTyJ/leHaTa y JBHje Maibe Ipylie.
"ITosezamoct" crymenara ce MoxKe Ha HpuMjep medHHHCATH Kao 'CIOCOOHOCT Ia
pase 3ajeano". Ilup O6m Morao OMTH: IIOAUjeIUTH CTY/IEHTE Y JBHje Maibe Ipylle,
umajyhu y Buy ja rpyiue Tpebda jia Oyay dajaHcupaHe mpemMa CliocOOHOCTUMA, CTY/Ie-
HaTA.

MBCP ce moze KOpUCTUTH 33 OPraHU3AINjy UCTPasKuBada y HEKOM BelieMm mpo-
jekTy. Y OBOM cCilydajy, HCTParKMBa4dM Ce IPeJCTaB/bajy 4BopoBuMa y rpady, a
TeKMHA YBOPOBA MOZKe OnTH AeduHncana Kao "KoIndnHa BpeMeHa KOjy HCTPAaZKHBAT
miaHupa Jga nposene Ha npojekty'. Penammja "koayropeTso' je mpupomHa Besa
n3Mely mcTpakmBada M CAHYHOT je 3HAUeha Kao MOMEHyTa Be3a 'CIocoOHOCT ma
paze 3ajeaHo" m3 mperxomHOr macyca. Tako ce mpobsem cBomu Ha oapehuBame
napTHUIFje CKyla CBUX HCTPakMBada, TaKo JIa je YKYIHO BpHjeMe MOTPOITeHO Ha,

paJ Ha TMPOjeKTy y o0je TpyIe CKOpO IO/ IjeTHAKO.

2.2.2 IlapTummoHucame Kypca m3 ¥YBojJa y TeopHujy OpojeBa

Y oBoMm ofjesbKy npukazahemo naprunyjy Kypca Ogadpane Teme u3 Teopuje bpojeBa
y JABuje DaJsiaHcupane mnaprunuje. Pe3yiaraTtu 1npe3eHTOBAHU Yy OBOM OJ[je/bKYy ITPHU-
KazaHu cy y pauy [81].

Yurap Kypc je noaujesber y 32 Jjekinje, a Be3e naMmely Jiekinja cy TpuKa3aHe
Ha cjunu 2.2.

Kypc ce npencraBba Kao mosesan rpad Ko/l Kojer YBOPOBHU OJroBapajy JeKIjaMa.

JIBuje Jiekiuje cy IoBe3aHe CaMO aKO IMOCTOjU JIUPEKTHA CEeMAaHTUYKA WU METO-
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Makcumastno 6a/taHcHpaHa MOBe3aHa MapTHIIH]a

JloJionika Be3a. [IpenusHuje, Be3e mamely Jiekimja ce ycHocTaB/bajy y CJydajy
aHaJIOTHje, YCJIOB/HEHOCTH WM ce y o0je Jieknuje obpalyjy camdne MaTeMaTHUKe
CTPYKTYPe.

Ha npumjep, @epmaoBa Masia TeopeMa je aupeKTHa mnocsbeanra OjrepoBe Teo-
peme. Takobe, oHa je y JUPEKTHO] pesialiju ca KOHIPpYEHIIjaMa U ICEY/I0 - IIPOCTHM
OpojeBuMa, jep jeaHa BaykKHa KJjaca IICeyIo - MPoCcTux OpojeBa morude u3 mwe. Crora
je @epMmaoBa Maja TeopeMa IMoBe3aHa ca oBe Tpu Jeknuje: (jIepoBOM TEOpeMOM,
KOHTPYEHIIHjaMa 1 Tcey 10 - mpocTuM OpojeBuma. Ca apyre cTpaHe, y METOLOIOTITKOM
cmucsy, @epmaoBa Majia TeopeMa Ce TEImKO MOYKe JOBECTH y JUPEKTHY Be3y ca
DepMaoBOM MOCHETIHOM TEOPEMOM, MAaKO 00je MOTHYY OJ] HCTOI MaTeMaTHJapa.
3aro ce u3mehy Te iBUje Teopeme He ycrocTaB/ba Be3a. CeMaHTHIKA Be3a je yCIoCTaB-
Jbena u3mely seknuja [Ipocru 6pojesu n Capiienu 6pojesu, 10K je uamehy Jieknmja
[Ipoctu 6pojeBu n Hajsehu mpoct 6poj ycnocraB/beHa Be3a yeaoB/beHocTH. V3melhy
jgeknuja Eykiaumaos ajropuram 3a nponasaxkeme H3J/I-a uw EparocrenosBo cuto ce
ycrnocTaBba Be3a camdnoctu. (Octase penanuje ce uUIeHTHMUKY]Y Ha aHATOTaH
HAYUH.

Tpeba namnomenyrtu ja je ojpehuBame Besa uzMmely Jiekiuja ¢JekcuOUIHO U
y NPUWINYHO] Mjepu MOKe J1a 3aBUCH O] HACTABHUKOBOI MUIILbelha W CyOjeKTUBHE
npoijene. /lera/bHuja anam3a ycrocTaB/bamba Be3a u3Mely JIeKIuja y mpeioKeHOM
KypPCy Ce OBJije U30CTaB/ba, JOK Ce Ka0 OCHOB 32 Ja/be UCTPAZKUBAE Y OBOM CMjepy
npe/iaxky kmure u3 Teopuje 6pojesa [83] u [50].

O pehuBame TexkuHe JIeKInja Takohe MoKe OUTH peMeT cyOjeKTUBHE MPOIjeHe
HACTABHUKA W 3aBHUCH O] HACTABHUKOBE MPOIjeHe O MOTPeOHOj KOJUYWHE TPAINBa,
HUBOY TIpe3eHTallfje JeKIuje, MI/beBa Kypca, CTYIeHTCKAX CIOCOOHOCTH W CJIUYHO.
Y cBakoOM cJjiy4ajy, MOTY Ce yCIIOCTaBUTU HEKU OOJeKTHMBHU KPUTEPUJYMH 3a OJipe-
buBame Texkmue smeknumje. Jla O6m ce "uamjepmia' TexkuHa Jeknmje, TOTPeOHO je

yBecTu (pakToOpe KOju yTUIy Ha TEKUHY:
o Daxrop I: 0bum sexiuje;

o PaxTop II: HEBO TUNIMIHUX CTYAEHTCKHUX CIIOCOOHOCTHU U 3HAIHa MpHUje IMOUYeTKa

CJIyIIarma JIeKIje;
e Qakrop III: BaxkHOCT JIeKInje 3a HApeJHE JIEKIH]e;

e DakTtop IV: BaxkHOCT JIeKIIHje 38 MATEMATUKY YOIIIIITE;
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JacHo je ja daxrop I yrude Ha TekuUHY JIEKIUje, jep Cy JIEKIUje KOje cajiprKe
BHIlle jiechbuHUIIMjAa U TeopeMa, reHepaJjHo Texke Hero Kpahe yiekmuje. pyru dpakTop
ce TIoBe3yje ca HUBOOM MOTPEeOHOT CTYAeHTOBOT 3Haha U CIIOCOOHOCTH KOje Cy oTped-
He ja Om Jjeknuja Omiaa Jakime pasymbuBa. llockeama aBa dakTopa yKaszyjy
Ha HUBO JI€Ta/bHOCTH JIO KOI' ce JieKInuja obpabyje, y cMHCIY Ja JIeKIuje Koje Cy
IPeJyC/I0BYU 33 HAPE/IHE JIEKIUje W FeHePATHO MATEeMATHIKO 3HAke Tpeda 1a Oy1y
obpahuBane jmera/bHIje.

Jla O6u ce oxpeansa TeXKWHA CBaKe JieKInje, YBOAUMO c/begaehy noranujy: Heka
KoeDUIM]EeHTH D1, P2, P3 U Py O3Ha4aBajy yrunaj dakropa (I-IV) u neka je L sexiuja.
Ako ca fi1(L), fo(L), f3(L) u f4(L) o3HaunMO BpUjeIHOCTH 0/ Hje/heHe CBAKOM (haK-

topy (I-IV)3a gary nekuunjy L, Tana ce Texkuna jeknuje L padyna momohy dbopmyse

w(L) = 10 Zpifm. (2.1)

Cge Bpujeanoctn p;, @ = 1..4 ce Gupajy u3 unrepsana [0, 1] n Baxu 1a je ykynna

cyma
4

> pi=1 (2.2)

i=1

Y mnaiiem npumjepy, koedunujentu p;, ¢ = 1..4 cy nocraB/beHU HA BPUjEIHOCTH:
p1 = 0.45, po = 0.25, p3 = 0.15 u p, = 0.15.

Tabena 2.1 caap:xu mHbOpMaIKje O JI0AMje/beHUM BPHjEJIHOCTHMA 33 TEXKHHE
CBaKe HojeIMHAYHE JIeKuje nocmarpanor kypca Oabpaune Teme u3 reopuje 6pojesa.
[IpBe jiBUje KOJIOHE Ce OJIHOCe Ha HA3WB JieKIuje (1oaujesbenu 6poj u ume). Hapeane
YeTHPHU KOJIOHE CaJipzKe BpujeiHocTH Koje ce ojnoce Ha pakrope [-IV. Iocsbeama
KOJIOHA, Ha3BaHa w(L) cajpKu BPUjeTHOCT TeKWHE JIEKIHje, KOja ce padyHa IIo
dbopmynu (2.1).

Bpujeanoctu 3a cBa uerupu daxropa cy ckaqmpane y uarepsas [0,10], u ¢
063upoMm Ha (2.2), J1aKo ce BUJIU Ja 3a cBaky Jiekiujy L, Bpujeanoct w(L) uspadynara
nomohy dopmyne (2.1) npunazga uarepsaiy [0, 100]. Ha npumjep, sexmuju ITpoctu
OpojeBu cy Jo/uje/beHe MakcuMaJ/iHe BpujeaHoctu 3a dakrope fi, f3 u fy. Tume
ce oapehyje na je seknuju [Ipoctu 6pojeBu, 300r 0dUMa JIeKIHje U HeHe IPUMjeHe,
KaKO y JIa/bUM JIEKIFjaMa TaKO W Y MATeMaTHIKOM 3HAmYy YOIIITE, I0INje/beHa
Beha ykymHa TexkmHa, koja msnocu 85. Jlekmuje Koje ce olHOCE HA AJTOPUTME 3a

nponasazkemne H3/I-a (Eykiugos aaropuram), ogaocHo npoctux 6pojesa (Eparocre-
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29 8 7

29 4 15 6 25
28 11

32

26 24 31 20

Cmuka 2.3: I'padoscka unTepnperanuja (1ujeBo) u pjerierme (JIeCHO)

HOBO CHTO) HE 3aXTHjeBajy BHUCOKO TPEJ3HAIE, a M0 OOMMY Cy PEJTATHBHO MaJie.
Osum Jsieknujama je gar Masio Belin 3HaUaj 3a MO3HABae MareMaTHKe yorrnre (fy
= 5), jep ce MOke cMaTpaTH Ja je mo3HaBame EyKiImIoBor ajropuryMa u NPUHIAIA
paga EpatocrenoBor cuta crBap ommte Kyarype. Ca apyre crpane, daktopy fi je
Joanjesber Mambn ytunaj (pg = 0.15) Ha IjesoKyNnHY TeKHHY, TAKO Ja CBEYKYITHO
rJ1eJIaHO, OBe JIBUje JIEKIMje HeMajy BeJIMKY YKYIIHY T€KUHY M OHA 3a 00je JIeKIuje
n3nocu mo 22. Jlexmmje kKoje ce omHoce Ha onpehuBame HajBeher mpocror 6poja
(HapaBHO, MOIITO je CKyI MpocTuxX OpojeBa OecKOHAa4YaH, MUCIH ce Ha ojapeljuBame
najseher mpocTor 6poja Koju ce MOxKe TAYHO OJIPeUTH) U Ha oapehuBame Hajsehier
[IO3HATOI CaBpIIIeHOr Opoja 110 OOUMY HHCY BeJIMKE, aJIi 0/ Ipa3yMujeBajy MO3HABALE
TeXHWKa Teopuje OpojBa, Kao W IO3HABAIbe TEXHUKA KOje ce OJ[HOCe Ha paJj ca
BeJINKUM OpojeBuMa Ha padyHapy. /Jlasbe, oBe gBHje JeKIje HUCY O/ BEJUKOT
3HaYaja 3a HacTyMajyhe jJeknuje, JJ0K UM ce TPU/Iaje CpeImbi 3Ha4Yaj 38 MaTeMaTHIKO
3HAE YOIIITE.

OnuMTamHo pjemneme M00WjeHo TOTaJIHOM eHyMeparyjoM je (0.5, a oarosapajyha
ONTUMaJIHA TAPTHUIHja je:

Vi={1,2,3,4,5,6,10,11,13,16,21,22,24,29,31}

Vo ={7,8,9,12,14,15,17, 18, 19, 20, 23, 25, 26, 27, 28, 30, 32}

Jlako ce moxe n3spauynaru ga je w(Vi) = 713.5 n w(Va) = 714.

Ha cmumu 2.3 (nmjeBo) je mpukasana rpadoBcKa MHTEpIpeTanuja JaTor Kypea.
Ha necnoj crpanu, rpane Koje npuiajiajy nojarpady HHIYKOBAHOM ca Vi cy 1mojed-
JbaHe, JIOK Cy rpane u3 nojrpada unjykosanor ca Vo y HopmaJsinoj Bejimunnu. ['pane

u3Mmely oBa sBa moarpada cy npukKaszaHe UCHPEKHTAHAM JIHHUjaMa.
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Tabena 2.1: Jloajena TexKuHa JIeKIHjaMma

.0. Nwme nexmuje fil fol fa] fao| w(L)
1 Bpojuun cucremu 31 41 3| 5| 355
2 jesbuBocT 10 2|10] 8 7
3 MepcenoBu nipoctu 6pojeBu 31 4 2| 3 31
4 [Ipupoanu 6pojeBu 6| 2| 410 23
5 Pamunonaninu u upanuonaJHu OpojeBH 6| 2| 4| 8 50
6 Anrebapcku u TpaHci. OpojeBH 6| 4| 4| 8 55
7 Hajmamwu 3ajeiHUYKU caIpzKuIallL o1 1| 610 49
8 Hajsehu 3ajejanyku jjesiuialr o 1| 610 49
9 V3ajamuo npocTn OpojeBn 31 4 2| 2] 295
10 | [Ipoctu 6GpojeBu 10| 4|10 10 85
11 | CaBpurenu 6pojeBu o1 2 3| 8 44
12 | Kourpyenrnuje 10| 6|10 8 87
13 | Kunecka Teopema 0 ocTaTKy 6| 4| 2| 3| 445
14 | CucremMu KOHTDYEHIH]ja 6| 6| 4| 4 54
15 | Eyknumos agropuram 3a pad. H3/1 20 1] 2| 5 22
16 | EparoctenoBo cuTo 21 1| 2| 5 22
17 | Hajsehu npoct 6poj 21 5| 2| 6] 335
18 | Hajsehu caspimen 6poj 21 5| 2| 6] 335
19 | J/luneaphe KOHIpyeHIIU]je 6| 4| 4| 3| 475
20 | /IuocdanTose jejHaunne 6| 4| 6| 6 95
21 | OcHoBHA TeOpemMa apuTeMTUKE 6| 4| 6| 8 o8
22 | [Ipumjena Ojiepose Teop. y kpurrorpad. 6| 4| 4| 3| 475
23 | llpumjena teop. 6pojesa y kpunrorpaduju | 6 | 4| 6| 3| 50.5
24 | Bpoj npoctux 6pojeBa 6| 4| 2| 3| 445
25 | ®epmaoBu OpojeBH 31 4 2| 3 31
26 | ®epmaoBa MaJjia TeopeMa 31 4] 2| 6] 355
27 | ITuraropune Tpojke 31 11 2| 5] 265
28 | KBajparHe KOHI'DYEHIIHje 41 1] 2] 3 28
29 | OjrepoBa Teopema 20 1 2| 5 22
30 | [IceymompocTu 6pojeBu 31 4] 2| 2] 295
31 | Pacnope/ npocrux 6pojesa 6| 4| 2| 3| 445
32 | [locwenma Pepmaona Teopema 6| 5| 3| 6 53
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2.3 Panuju pesynraru

[IpBu 3HavajHUju TEOPUjCKHM PE3y/aTaTH KOju ce oiHoce Ha pjerraBambe MBCP ce
jaBibajy y |25], raje je qokazauno na je mpobiem NP rexkak u cyrepucas je jesHocraBan
OPUOJIMZKHE AJITOPAUTAM MOJTMHOMCKE BPEMEHCKe 3aBHCHOCTH, ca 100puM (haKTOpOM
anmpoxkcuManmje 1.072.

Vcrjenna nMILIeMeHTaIja FfeHeTCKOr ajaropurma 3a pjemasame MBCP npuka-
3ana je y [33]. Tlomenyru GA KopucTu GUHADHY PelPe3eHTAI]Y XPOMO30Ma, MOMOTy
KOje ce 4YBOpOBH pacmuopelyjy y jeJHY O JABHje KOMIIOHEHTe. Y CJyd4ajy Hero-
BE3AHUX KOMIIOHEHTH (CAMHM THM HEKODEKTHUX Djelllerba), PUMjerbyje ce Ka3HeHa
dyukmmja, nomohy koje ce GA ycmjepaBa Ka mpocToOpy JOMYCTHBHX pjereba. [loys-
manocT u epekTuBHOCT OBOT GA je mcnmraHa HA C/Iy9ajHO TeHEPUCAHUM WHCTAHIIAMA
Koje cazapzke 10 300 yBoposa um 2000 rpana.

MBCP npumnaga mmpoKoj Kaacu mpobdJjema Koju ce oaHoce Ha oapeljupame mapTu-
nuja y rpady u Kao TakaB IIpOHAJIA3U PUMjEHY Y Pa3/IuduTUM 00/IaCTUMa, HAYKe U
TeXHUKE.

Ha npuwmjep, 3a ynpas/bambe U pyTHPambe Yy BEJIUKHUM OCKUYHUM MpexKama, y
mpezku o, N Kjiacrepa CBakyu KJIacTep 0JArosapa jejlHoj riasu kiacrepa (edr. claster
head). /la 6u ce mojeTHOCTABIIIO YIPAB/bakhe MPEZXKOM, HJIEja je Ja ce TaKO BeJIHKa
Mperka MOJ/Iuje/Tn Y JIBUje MOJAMPezKe, KojuMa On ce yIpaB/ba/io HE3aBUCHO jeTHOM O]
apyre. Mpezka ce Mojieupa Kao HeycMjepen nosesan rpad, G(H, A), raje je H ckyn
rnaBa Kiaacrepa , H = {CH, : i = 1..N} a A je ckyn neycmjepennx sesa (CH;, CH;),
raje cy CH; u CH; nBuje ranase kiacrepa. Lusp je nanpasuru naprunujy rpadga Gy
noBe3ane GajaHcupaHe HapTuimje u oBaj mpobdem oarosapa MBCP. V [98|, ayropu
Cy MPUJIATOUJIN TPUCTYT MPE3eHTOBAH Y [25] 1 MCKOPUCTHIIN Ta J1a TIORjesie MPexKy

y JIBHje Maibe, HOBe3aHe MOIMpPerKe.

2.4 ®dopmynanmuja MjemIOBUTOT IjeJJ00pOjHOT
JINHEAPHOT IIporpamMmupama
OBa ceknuja caapku (hopMyIanujy MjeroBUTOT 1jeTI00POjHOT IMHEAPHOT MPOTPaMU-

pama 3a MBCP. Pesynararu npukasanu y oBoj CeKnuju cy npukaszanu y paiy [79],

KOju je y Bpujeme 1ucama jucepraiuje y ¢a3u pereHsuje.

25



Makcumastno 6a/taHcHpaHa MOBe3aHa MapTHIIH]a

[IpejacraBbame mpobiiema jguckperHe onruMusaiyje momohy dopmyranuja mje-
IIOBUTOT IjeJI06pojHOr JimHeapHor nporpaMupata (edr. Mixed Integer Linear Pro-
gramming - MILP) moxke 6uTH KOPHCHO 3a IMPOHATAXkKEHe ONTHMATHHUX Djeliermha
jgaror npobsema. OBO ce OOMYHO MOCTUXKE MPUMjEHOM PA3HUX ONTHMUBAIUOHHUX
TeXHUKA M yHOTpeOOM HEeKuX 0J1 J00pO MO3HATUX I[POrpaMa 3a pjeliaBarmbe OBHX
npobuema |65, 1, 94].

30or came mpupose GYHKIHUje MHba, HUje TENIKO OJPEeIUTH HeHYy JIHHeapHY
dopmynamujy y MILP momeny. Ca apyre crpane, onpehuBame orpanndema, Koje
JiecbuHuUIy 1MOBE3aHOCT MH/IYKOBaHUX 1OArpadoBa, MpejicTaB/ba 3aXTjeBaH 3a/[aTaK,
MOCeOHO YKOJIUKO je IMUJ/b HAIIPABUTH MOJIEJI ca MOJUHOMCKHAM OpojeM OrpaHuverna.
Je/iHa mjieja Koja BOJM Ka TOM pjellierhy je KOPHUIITEHhe MPUCTYHA CJUYHOT Kao y
mpexkuoMm ToKy (enr. network flow). Osaj upucryn nojpasymujesa ja rpad, Ha
KOjH ce TOK IIpuMjembyje Oyje moBe3aH U Jia cBaka I'paHa uMma opujenTarujy. [lomrro,
HPUJIMKOM OJipeluBamba Kpajiber pjeriemha, Huje yHAIPUje/i M03HATO KOjOj HapTUILju
(V} mim V,) mpunasa koju 4Bop, ujeja je ja ce 9uraBoM rpady npugoa jeJaH HOBI
aBop (03Haven Gpojem 0) u jga Taj yBop Oyje moJa3HA Tavuka 3a TOK. HakoH Tora ce
OJ1 TOr WBOpa IyInTa TOK Bejmauue |V|| 10K je nmusb 1a ce Ha CBAKOM IPEOCTAIOM
yBopy rpada octaBu Tok Bestmunne 1. Ha taj nauwmn ce rapantyje 1a he cBu ¥BopoBu
OuTH yKJbydeHH y TOK. Tako, J0faTHU 4BOP pjeniaBa mpobyeM MoBe3aHOCTH (IBOD
0 y crapTy mOBeXKeMO ca CBUM 4BOpoBuUMA U3 V).

[TomTo Hamr rpad HEje yeMmjepeH, moTpebHo je jpeduHucaTi OpHujeHTaIjy IpaHa.
Opwujenranuja rpana Koje cy uHImaeHTHe ca uBopoM 0 je jacHa (cBe rpaHe cy ycMmje-
pere Tako ja je usop 0 mosmaszum). Jla 6u ce oapeausa OpHjeHTANUja MPEOCTATHX
rpaHa, YBOJAMMO HJiejy MOKpuBajyher crabja. ¥ crabamma, IpuUpOJHO ypeherme
gBopoBa uae of "oma" ka "morommmma''. YKoaMKO Ha maruMm mnoiarpadosuma Oyie
ycrmjena KOHCTPYKIHja oAroBapajyhux mokpusajyhux crabaJia, To 61U 3HAYMIO 12 je
HCIYEheH yCa0B moBesaHocTn (crabia cy nosesana). OrpaHudera Koja JeduHUTITY
cTabJ/10 Ha nojrpadoBuMa cama 1o cebu HUCY KOMILIMKOBAHA, jep je JI0BOJ/bHO UCIIU-
TaT Ja Jia je 6poj rpana y cBakom uHjykoanom noarpady Gy u G jennax |Vi|—1,
onurocHo |Va| — 1, y3 uckibyueme 1ojaBe KOHTYpa Ha jgaruM moarpadosumva. Ha
upumjep, Ja 6u ce uCKJby 4u/1a MOrynHOCT 110jaBe KOHTYpa, v nogarpady G, norpedbno
je W JOBOJAHO HCIHMTATU Ja JIK CBaKH MojArpad HHIYKOBAH OWJIO0 KOJjUM CKYIIOM

aBoposa S, |S| > 3,5 C G; uma najsume |S| — 1 rpany. Y oBom ciyuajy, yBoheme
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MPEXKHOI' TOKa ce 4YaK 4uHu U HenorpeOnum. Mehyrum, oBako ce 3a jgaru rpad
y MOJIeJy JIMHeapHOT IMporpaMuparma jaB/ba e€KCIOHEHIHjaJ aH Opoj OorpaHHYerba.
Crora, npomnucanu Mo/l KOMOWHY]je U/Iejy MPEeKHOT TOKa U MoKpuBajyher craba:
nokpuBajyhe crabyio gedunuine opujeHTanujy rpaHa, J0K MOJET TOKA HUCK/bYdyje
[0jaBy KOHTYpa: y CYHPOTHOM, aKO OM y TOKY IIOCTOjaJ/ia KOHTypa ca TOKOM Behum
ox 0, y Tom ciaydajy O6u ce TOK MOrao HpOILyIITaTH KPO3 KOHTYPY HEOIDAHUYEHO
MHOI'O IIyTa, IITO JOBOJU JO jacHe KOHTpajukmuje. Taxobhe, Tpeba mpuMujeTuTn
Jla y CBaKOj KOMIIOHEHTHU TOCTOJW TO jeJlaH YBOP, KOJU je TMOJa3H!W 9BOP 34 TOK Y
KOMIIOHEHTH.

Jla 61 ce KOHCTpPYHCAO MO JIMHeapHOT MpOorpaMupamba 3aCHOBaH Ha TOpe OIU-
CaHOM MPHHIMILY, NOTPeOHO je yBectu jgojarue ejnemenrte. Heka je G = (V) F)
rpad. [Ipso yBomumo uBop 0, Koju je noBesan ca ¢cuMm uBopoBuMa u3 V. O3HAYNMO
ca V IOpOLIMpeHH CKyl 4BopoBa, Tj. V = V U {0}. TIpommpenom ckymy rpaxa
(o3maummo ra ca E) je y omHocy Ha 10Jga3Hu Kyl npugoxaro nosux |V| rpana koje
cy mHIIIeHTHe ca uBopoM 0 m usoposuMa m3 V., E = EUOE, taje je OF = {(0,1) :
i € V}. YKymHO CyMy CBHX TeXKHHA YBOPOBA M3 V O3HAYUMO €& Wsym = ZUZEV w;.
[In/b je oapeauTu nmapruimjy CKyla 4BOpOBa y JiBa Helpas3Ha JAUCjYHKTHA CKYIIa,
Vi n Vs, TakBy nma cy maaykoBanu moapragosu G and Gy moBe3aHH W BpHjeTHOCT
obj(V1, Vo) = |w(V1) — w(V3)| je munumanna. Heka cy Fy u FEy ckynosu rpana u3
G1 n (G5, pecueKTUBHO.

[Tomrro cy Gy u G moBe3anu, cajipzke nokpusajyha cradna, 171 (Vy, EY) u Ty (Va, EY),
pecnektuBHo. Heka cy pu q, p € V4 u ¢ € V5, nBa uBopa. ledpunumumo ckymnose
E, = E,Uu{0,p)} n E, = E,U{(0,q)}, xao u rpadose T = (V,E, U E}) u

T=(V,E,UE,).

Cama yBoaumo npomjensbuBe 3a MILP mozen

1, 1€V
v = b (2.3)
0, i€V,
1 ecE 1 ecE
Ye = ! Ze = ? y (24)
0 wunaue 0 wunaue
Ue € [-n,n],e € E. (2.5)

3a cBaky rpany e € E, mIpoMjeH/bUBa U, O3HAYaBa BPU]ETHOCT TOKA HA T'DAHHU €.
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MILP dopmysranuja 3a MBCP je:

min —Weym, + 2 Z Wi, (2.6)
i=1
y3 OrpaHuYerba
i=1
1 1

Ye < =y, + 3% €€ E, (2.8)

1 1
Ze < 1— o%ie = 5%, €€ E, (2.9)
Ye <z, e€IE, (2.10)
ze<l—w,, e€OE, (2.11)
Ue <N -Ye+N-2, e€E, (2.12)
Ue > =N Yo —N -2, eED, (2.13)

due— Y u=1 ieV, (2.14)

eje=1 €le=1
> ue=mn, (2.15)
e:ie=0
Zye—i—Zze:n—Q, (2.16)
eckE eclk
>yt > =2 (2.17)
ecOFE ecOFE
Ti, Ve, 2¢ €{0,1}, i €V, e € E, (2.18)
u. € [-n,n], e € E. (2.19)

Kao mro ce moxke BugjeTn, cBa TphW BEKTOpa Y,2 W U Ce OTHOCE HA TpaHe

Koje mocroje y rpady, Kao u Ha rpaHe uamely npugomzaror upopa () m mpeocTasnx
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4yBopoBa. JIako ce MOxKe u3padyHaTH Jla MOJIEJI CAJAPKU YKYITHO 2m + 3n OuHapHux
BapujabJu, m + n peanHux Bapujadsu 4m + dHn + 4 orpanuvema.
Cana ce objyrrp nedunume xao objyrrp(x,y,z,u) = —Weum + Zixiwi C
003mpoM Ha orpanmdena (2.7)-(2.19). .
[Tokakumo ja je pjemteme jobujeno u3z MILP dopmysianuje yjeano u pjerniemme
3a MBCP.

Cipeneha Jlema maje rapaHIujy Ja y ¢BaKOj KOMIIOHEHTH MOCTOJU TAYHO TI0 jeTaH

4BOP, MOBE3aH ca JoJaTHUM 4BOopoM 0.

Jlema 1. U3 oepanuuerva (2.8)-(2.17) caujedu da nocmoje weoposu p € Vi u q € Va,
maxeu da je uopy = |Vi|, w9 = |Vo| wu@s =0, i #p,q.

Jlokas. U3 (2.17), nupekrro caujenu ga nocroje asuje rpane (0,p) u (0,q). Ose
rpane npunajaajy ckyny OF u 3a wux Baxku y, = 1 wim 2z, = 1. Tpeba nokaszaru
Jla p U q upunaJiajy pasjauautuM nojckymnosuma Vi u V,. Cynporao u 6e3 rybibema
ONIITOCTH, MPETIIOCTABUMO Ja 06a uBopa p u ¢ npunazgajy Vi. U3 (2.15) caujenu
U(o,p) T U(0,q) ="

Harme, y caydajy kajga i, € Vi u j. € Vs, necua crpana orpannuemna (2.8) u (2.9)
cy jemHake % U ¢ 003UPOM Jia Cy IPOMjeH/bUBE Y. U 2, OMHAPHE, caujean ja je Yo = 0
u z. = 0. Ba TakBe rpaHe e, ¢ 003upoM Ha orpanuderba (2.12) u (2.13), caujeau na
je u. = 0. Cnu4no, 3a rpaHe 3a Koje Baxu ja je 1. € Vo U j. € Vi, Takobhe je u. = 0.

Cabepnmo cBa orpanudema n3 (2.14).

VA= (D we— Y u) =

1€V eje=i ele=1

=D e Y we=

e:je€V e €V
= D wt Y wt ) ue—< > wt U>
ete€VINje€EVL ete=0NjecEV1 eie€EVaNje€VL ete€VINje€EVL eie€EVINje €V

= Z Ue = U(0,p) T U(0,g) = T

ete=0Aje€EVL
jep ce mpBa u YeTBpTa CyMa aHyJIupajy, 10K Tpeha u mera cyma nmajy cBe cabupke
jeaHake Hysa, Kako je Tope u JokaszaHo. Tako ce gobuja mspas |Vi| = n, mro je y
KOHTPAUKIIUJU Ca IYUIEHHUIIOM JIa He MOTY CBH x; 6utnu jeanaku 1. Samcra, ako Ou

cBU T; Onn jemgHaku 1, Taja Ou jeqHa mapTuilja cajiprKaBaJja cBe YBOPOBe, a JIpyra
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nujejiad upop. PyHkiuja nusba Ou y TOM ciydajy Oujia je/iHaKa 30Mpy CBUX TeXKUHA,

mro je Hemoryhe ako rpad mma 6ap jaBa uBopa. Tume je goka3s Jjieme 3aBpiieH. [

Teopema 1. Ilapmuyuja V* = (Vi*,V5) je onmumaara axo u camo axo nocmoju

onmumanro pjewerve (x,y,z,u) npobaema (2.6)-(2.19).

Jlokas. (=)
Ba naprunujy V*, upso he ce koHcrpyucaru npomjensbuse (T,y, 2, u) , TAKBe Jia
Baxku objyrrp(x,y, z,u) < obj(ViF, V).

Bes rybibema onmroctu, npermnocrasumo ga je w (V) > w(Vy'). Heka cy npomjen

JpuBe T; nedunucane npema (2.3), a y. u 2z, nupema (2.4). Oxmvax ce Buau ja je
orpanndemne (2.18) ucmymeHo.
IIpomjenbuBe U, e € E ce nedurmmy Ha cpenelin Haamn:

Ba e € OF, nedununiemo

|V1*|’6j =P
ue =19 |V5lej=4q - (2.20)
0, nHaye

[Tomro je |Vi*| < nu |Vy| <n, u. € [-n,n|, 3a cBe e € OF.

Jla 61 ce nedpuHICATe BPHjeIHOCTH U, 3a IpeocTase rpane, e € E\OE, kopucTu-
hemo yumwenuily jia y crabyy 6110 KOju 4BOP MOKe OUTH JIeKJIapucaH Kao KOPHUjeH,
JIOK Ce CBU OCTAJIM YBOPOBU MOTY YDPEJUTH MpeMa HEKOM AJTOPUTMY 3a MPeTParKu-
Bame crabsia. He mpumjep, Moke ce KOPUCTUTH jeJlaH O/1 JBa CTAHIAPIHA AJITOPUTMa
3a uperpary: uperpara y jyOuHy wium nperpara y mmpuny. Heka cy F| u FE)
nokpusajyha crabma ox V" m V' nobujena HeKmM oJ aJropurama 3a IpeTpary.
Kopucrehn pedunucan pemocinje aBopoBa ojapehen Tum ajaropuTMom, y ciaydajy
KaJa je 4BOp %, 'oTam'" 4BOpa j., BPHjeJHOCT TOKA U; ;, Ce AedbUHHIIE Kao OPOj
YBOPOBa y TOACTA0/Iy, ca KOPHjEHOM J.. ¥ Ciay4ajy aa je uBop j. "otam" of i,
BPHjeIHOCT TOKa U;, j, ce JedWHHUIIe Ka0 HeraTHBHA BPHjeIHOCT Opoja 4BOpOBa Y
noscTabiry, ca KOPUjeHOM i.. 3a CBe ocTaje TpaHe, KOje He TMpumaaajy Hu F| Hu

%, nedpunnimemo u, = 0 . Tlomrro je 6poj YBOpOBa y CBAKOM TIOACTA0Y MAHU UJTH
jeaHak n, Baxku Ja u. npunajga |—n,n], 3a ceaky rpany e € E. Tako je orpannveme
(2.19) 3am0BOMBEHO 32 cBe € € E.

Hejeanaxkocr objyrrp(x,y, z,u) < obj(Vi*, V5') je 3amoBosbena 360r
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objmiLp(T,y,2,u) = —Weym + 2> xow; = Y w;(2z; — 1) = > w;(2x; — 1) +
i=1 i=1 iEVy

> wi2r —1) = 3 wi— >0 wy = w(Vy) —w(V5) = obj(V7).
ievy ievy vy

Tpeba npumujeruTn jaa je gokasano objyrpp = obj(V*), mro je jaum yciaos of
norpe6uor. Takobe, ¢ 063upom ana je obj(V*) > 0, ucuymweno je u (2.7).

Jokazxkumo cafa ga cy orpanndema (2.8)-(2.17) 3am0Bo/bena.

Ha 6u ce gokasana Hejeqrakoct (2.8), pazmarpajy ce aBa ciydaja:

i. yo = 0. Hejennakocru (2.8) cy 3amo0Bosbene, jep je ;,, x;, > 0 no nedununuju.
i ye=1=eceF =, =1, =1=y <315, + 515

Ha 6u ce jokazase nejegnakocru (2.10), HOHOBO pa3zmMarpamo JBa CJiydaja:

i. y. = 0. Hejeanakoctu (2.10) cy 3amoBosbene jep je xj, > 0 mo gedunumnuju.

ii. yy=1=ec E,. Homro e € JE, ¢ € £, NIE = {(0,p)}, onaxie cinjean
je:p€‘/1:>[lfj€:1.

Hejenmaxocrn (2.9) u (2.11) ce qoka3yjy aHAJIOMHO KA0 y IPETXOAHA JBA KOPAKa.

Ja 6u ce nokaszase uejequnakoctn (2.12) u (2.13) moHOBO aHATH3UPAMO JBA CIyUaja:

i. e€ Ell U E; Hecne crpane nejegnakocrn (2.12) u (2.13) cy jennake n u —n,

pecuekrusno. Ilowro u. € [—n,n|, Baxu ga cy (2.12) u (2.13) 3a0B0sbeHe.

ii. e ¢ E/l U E; Tana je u. jennako 0 no medbununuju. Hejeanakocrn (2.12) n
(2.13) cy 3as0BobeHE, jep cy jeche crpate (2.12) HeHeraTuBHe, a JIeCHe CTPaHe

(2.12) memo3uTuBHe.

Ha 6ucwmo nokazanu uejeanakoct (2.14), 6e3 ryb/bema OIMIIToCTH, PETIOCTABAMO
na ¢ € Vi. IlocmarpajMo rpame u3 Ell, KOje UMAajy WU MOJIa3HU WIH KPajibu IBOP
. JemHa o1 oBWX rpana moJasn o "oma' 3a maTw 4BOp, JOK CBE OCTase IpaHe BOJIe
ka "morommuma'. 3a cBe jpyre rpaHe WHIMIEHTHE Ca ¢, & KOjeé HE MPUIAIA]Y Ell,

BPUjEJIHOCT U, je jeanaka (0 u oHe He yruday Ha (2.14).

Zue—Zue: Z Ue + Z Ue — Z Ue — Z Ue =

eje=1 ele=1 e:je=1A\ue>0 e:je=1A\ue<0 e:te=1AUe>0 ete=1AUe<0
E |te| + E —|te| — E |te| — E —|ue| =
e:je=1Aue>0 e je=1Aue<0 ete=1AuUe>0 ele=1A\Ue<0
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Z |u€|+ Z |ue| _( Z |u6|+ Z |ue|)'

e:Jje=1tAue>0 ete=1AUe<0 e:je=1Aue<0 e:te=1AUe >0

Y mpBe JBHje cyMe, MOCTOjU €CaMO jeJHa I'paHA KOja 3a0BO/baBa YCJIOBe U Ta
rpana Boau ox "ona" uBopa ¢ g0 uBOpa i. 3a Ty rpamy, |u.| je jennako Gpojy
YBOPOBA Y MOJICTAOJY ca KOPUJEHOM 7. ¥ TOC/be/IIbe BHje CyMe, YIeCTBYjy CBe IpaHe
ca TOJIa3HUM YBOPOM i Ka CBUM heroBuMm ''morommuma' y mokpusajyhem crabmay 7.
3a oBe rpane, BpujegHOCT |u.| ka0 G6poj uBOpoBa y oaroapajyhem mogacrabiy, ca
KOpHjeHOM y HeKoM "moToMKy" o 7.

C 0063upom J1a jeIMHO IBOP ¢ yUECTBYje y MOACTA0Iy KO KOTa je KOPUjeH YIIPaBo

pmanan 3 fuel+ D0 fuel = (D0 fuel+ D fue]) =1,

e:je=1A\ue>0 ete=1A\Ue<0 e:je=1Aue<0 ete=1A\Ue >0
Ja 6ucmo mokazanu nejeqaakoct (2.15), kopuctumo nedbuauim]jy (2.20) o e, e €

oFE:
Do U= Y U= U(0,p) T UW(0,q) = VI + VS| =n

e:te=0 ecOFE
[Mowrro ¢y Ty u Ty nokpusajyha crabaa on G1 u Go, Baku Y y. = |Ej| = |V1|—1
eck
u Y, z. = |Ey = |Vo| — 1. Onmarne je > ye+ > ze = |[Vi| +|Va] =2 =n — 2. Tako
ecll eckl ecE

je mejeanakocr (2.16) gokaszana.
Ba e € OF, y. = 1 3a camo jeany rpany e u TO ynpaso 3a ony rpany e = (0, p).

3a cBe mpeocrasne rpane u3z e € 0F, y. = 0, omakie caujeau aa je » Yo = 1.
ecOFE

Camuno, Y. z. = 1, omakJie ce 3aksbyuyje ja je Hejegnakocr (2.17) 3a10BosbeHA.
e€0F

(«=). [pernocrasumo ja je (z*,y*, 2%, u*) onrumasiHO pjernieme Koje 3a/10B0JbaBa
yeaose (2.6)-(2.19). Ha ocuoy Tor pjemema, koucrpyucahe ce naprunuja (V1, Va),
TakBa J1a je 3a10Bosbeno 0bj(Vy, Vo) < objyp(x*, y*, 2%, u*).

HHedunumnmumo

Vi={ieV:e;=1},E,={e€FE:y.=1}u

Vo={ieV:a; =0}, Ey={cec F:z =1}

Orpanndema (2.8)-(2.11) rapanTyjy /1a ¢y CKynoBu Ell " EIZ J100po Jedunncanu,
Tj. CBe TpaHe U3 Ell nmajy kpajie usopose y Vi U {0} mok cBe rpane u3 E; nMajy

Kpajme uBopose u3 Vo U {0}:

i. e € B} cujequ y, = 1. V13 orpanuuersa (2.8) u GuHAPHE IPUPO/IE TPOMjEH/bUBIX

x;, U T, cadjenn ga je x;, = 1 x;, = 1, ogakie i., j. € V1.

e

ii. e € OEN E/l takohe wMrummupa y. = 1. V3 orpanmuema (2.10) caunjean

xj, = 1 omakiie jaspe caujenu jo € Vi.
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Comano, orpanndersa (2.9) u (2.11) 06e36jelyjy ja ce rpane u3 E’Q uMajy Kpajme
uBopose u3 Vo U {0}. Orpannueme (2.16) o6e36jehyje na je ykynan 6poj rpana Koje
cy yKJbydene y nokpunajyhe crabdso ynpao n — 2. Beh je nokazano jia je

w(Vy) —w(Va) = —wsym + 2 z;w;. 13 orpanndema (2.7) camjequ w(Vy) —
=1

w(V3) > 0, tako je mejeqnaxoct |w(Vy) — w(Va)| < —wsym + 2 > x;w; ncnymena.
i=1

U3 nejeqnakocrn (2.12) u (2.13), comjenn xa je ue = 0, 3a cse e ¢ B, U E,,

Caya ce moxe nokasaru ja cy rpadosu (Vi, EY) u (Va, Eb) nosesann. Tokazahemo
nosezanoct rpada (Vi, EY), 10K je 3a apyru rpad JoKa3 canvaH.

Heka cy S’ S” nma npomssosbna moackyma on Vy, taksa ga je, S'US" = Vi n
S'NS" =@,8,5" #+ @. Hokazahemo na nocroju rpana (de € EY), i, € S'Aj. € S”.

Cabepumo cBa orpanmdera jgarta ca (2.14), 3a ce i € S'. Jlobujamo

ST ue— > w) =19,

1€S" e:je€S’ e €S’

AKo pa3BujeMo cCyMmy Ha JIHjeBOj CTpaHH, 100HjaMo c/beaehn m3pas:

DD we= ) u)=

€S’ e:jo.€S! ee€S’

duet Y uwet Y uet+ Y ue

€:je €S Nie€S! €:je €S Nie€S" €:je €S/ Nie=0 €:§e €S Nie€Va
— < E Ue + E Ue + E ue> .
eie €S Nje €S’ e:ie €S Nje €S eie €S Nje€Va
OznauuMo cabupke y noc/beamoj jeanakocru ca A, B, C, D, E, FFu G, n

3aIUMAMO TY jeTHAKOCT Kao
Y ue— Y u)=A+B+C+D—(E+F+G)
1€S! e:je€S’! e €S’

Ounrnemno je A= Eu D =G =0 (u3mehy V) u V; wema rpana y E'). dame,
C =0 wm C = |Vi| y 3aBucuoctu ox tora ga qu p € S" wim p ¢ S, jep Jlema

1 mponucyje ma nocroju Taano jegan usop (p) u3 Vi nosesan ca usopom 0. Tako

Z Ue F Z Ug.

€:je €S Nig€S" e €S Nje €S

JI00mjamMo
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U3 nocsweawe nejeanakocru caujeau (3e) (((ie € S') A (e € S”)) V ((i. € S”) A
(je € 5)) ue #0. N3 ue #0 = y. = 1 = e € E] u TaK0 CMO IIPOHAILIN T'PAHY
msmehy S’ u S” .

Tuwme je pokazana nosesanoct (Vi, EY).

Jaxkse, koncrpyucana naprunmja (Vi, Vs) je nosesana u Bazku

Obj(‘/l,‘/Q) S ObjM]LP(x*ay*ay*’u*)‘ O

ITpumjep 2.2. Heka je G epagp us npumjepa 2.1. Onmumanrro pjeuierve, HakoH
pjewasarsa MILP-a (2.6)-(2.19) ynompebom CPLEX [27| pjewasaua je:
r1=0,29=0,23=1,24=1,25=1,26d =0
Bpujednocmu sa sexmope y, z u u cy dame y mabeasu 2.2, dok je pjewerve npukra-

3aHO HA CAUYL 2.4.

1(5) 2(6)

Ciuka 2.4: Pjememe 3a rpad u3 Ilpumjepa 2.1

Ha ocnosy Jleme 1, dodammnu ueop je moeezam ca no mauno JjeOHUM 4E0POM
no xkomnonenmu. Axo ce dpoicumo eeh ysedene nomayuje, 3a NPEY KOMNOHEHMY
weop p je ueop H, dox je 3a dpyey womnowewmy ueop q ueop 6. U3z Teopeme 1
caujedu da cy moxrosu na epanama (0,p) u (0,q) jednaru |Vi| u [Va|: mj. mokosu
na eparnama (0,5) u (0,6) cy jednaxu 3 y osa cayuaja, jep ceaka KOMNOHEHMA

cadpotcu no 3 ueopa. Ceaka 2pana koja npunada nokpusajyhum cmabAuUMG UMG

Tabena 2.2: Bpujeanoctn 3a vy, 2z, u paaynare CPLEX-om

rpana 1-2 1-6 2-3 2-4 2-6 3-4 4-5 4-6 5-6 0-1 0-2 0-3 0-4 0-5 0-6
y 0 0 0 o0 o0 1 1 0 0O 0 0 0 0 1 0
z 1 0 0 O 1 0 o 0 O O 0 O 0 0 1
vw -1 0 0 0 -2 -1-2 0 0 0 0 0 0 0 3
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mok pazaudum 00 nyae, 0ok 3nak moka 3aéucu 00 opujernmauyuje zpane. Toxoeu
HG 2PaHama Koje ne npunadajy nokpusajyhum cmabiuma cy jednaru wyasu. Haro je
epag pesamueno maru, 6udy ce da je (ancoaymna) 6pujedHocm moka 3a c6aky 2pany
(1,7) y noxpusajyhem cmabay jednakxa 6pojy ueoposa y odzosapajyhem nodcmabay

ca KOpujeHom Yy 4eopy j.

IIpumjep 2.3. Ha cauyu 2.5 (aujeso) npukazana je npasoyeaona mpesca (ewe.
grid graph). Ilpasoyeaona mpesica dumensuje n =1 X s je 2pag ko0 Kojez 460poO6U
00208apajy Maukama Yy pasHy ca UjesodbpojHum xoopdunamama. Jlea ueopa cy nose-
3aHU 2parom Kad200 cy odzosapajyhe mavke wa ydavenocmu 1. Yrnympawrou 460posu
NPaABoOY2a0He MPENHCE UMATY NO YeMUPU CYcjeda, 48oposy Y cmpara 2pada umajy
no mpu cycjeda, Jok u60POSU Y Y2A08UMA (YKYNHO “EMUPU 460pa) uMajy no 06a
cycjeda. Ilpasoyzaone mpeoce cy pujemru epagosu u cadpoice yrynmno (2 s —r —S)
eparna. Jedna mestcuncra npasoyeaona mpesica, dumensuje 5 X 5 je npukazar Ha
cauyu 2.5 (aujeso) u cadporcu ykynno 25 usoposa u 40 epana. Jedno pjewerse je
npukasano na cauyy 2.5 (decwo). Jla bu ce nojednocmasuaa cauxa 2.5 (decwo),
U30CMABMHENE CY Medcure 48oposa, dok 3nak moka odpehyje opujenmavujy. Kao
wmo ce sudu ca cauke, dodamnu weop 0 je nosesar ca wsoposuma 12 (weop p) u 14
(weop q). Toxosu wa epanama (0,p) u (0,q) cy jednaxu 12 u 13, wmo yrasyje da
Komnowenme Yy napmuyuju umajy 12 odnocro 13 weoposa. Kao wmo je nasedeno
y dokasy meopeme 1, ancoaymmua epujednocm moka Ha ceakoj zpanu (i,7), Koja
npunada nokpusajyhem cmabay, je jednara 6pojy 460posa Yy nodcmabry ca KopUjeHOM
Y ueopy j. AKo ce u3pauyHajy cyme mencuHa 460posa no KOMMOHEHMAMG, 6UJU CE
da je pasauka muz cyma jednaka |630 — 629] = 1. Osa wurwenuya dokasyje da je
pjewerve npukazano na cauyy 2.5 (decno) onmumantio, jep je cyma c6uT mestcuna

HENApPHa, ¢ GYHKYUJQ Yuba je HeHe2amueHa.

2.5 Metosa NpoOMjeH/bUBUX OKOJIMHA 34

pjemntaBame MBCP

Y 0BOj CeKIWju OMMcaHa je MeTo[a MPOMjeH/bUBAX OKOJINHA 3a pjermaame MBCP.
Pesyararu npukaszanu y OBOj CeKIUju Cy HPHKa3aHU 3ajeHO Ca pe3yJraruMa u3
nperxonue cekiuje y pajay [79]. Heramuuju omuc VNS merTome jar je y YBOJHO]

TJIABH, Te ce OBJje 300T TOTa N30CTABJbA.
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Camka 2.5: TlpaBoyraonma mpexa 05x05 (nmjeBo) m naprunuja gobujena MILP

pjermaBadem (IecHO)

2.5.1 MWuwumumjammsanuja m QyHKIja IATHA

Pjemteme 3a gatu rpad G = (V, E) je nupeacraB/beHo Kao OUHADHHU HU3 T Jy:KHUHE
|V|. EnemenTu Husa oArosapajy YBOPOBAMA U yKa3yjy Ha TO KOjO]j KOMIIOHEHTH JIATH
yBOp mpumnaga, tj. ¢ € V4 ako x; = 1 u i € V5 ako x; = 0. Ilonmasno pjememe ce
onpehyje Ha ciydajaH HAYWH.

Tokowm mporeca nperpazkubama, JaCHO je Jia Ce OBAKBOM PEIPe3eHTAIIjOM MOIy
jABUTH HEJIOMYCTHBA pjellerba, MITO 3HAYN Ja cy jepan (wam 0b6a) noarpada wHIy-
koBana ca Vi u Vo (G7 m Go pecnektuBrO) Henope3ann. CraHIap/aH HAYWH 32
HpeBa3mJlazkerhe CUTyallije 0jaBe HEKOPEKTHUX Pjelerha je yBoheme kazuene pyHK-
nuje. YONITe, BpUjeHOCT Ka3HeHe dyHKIMje Ou Tpebasao ga Oyme mano Beha mero
MHUHUMAJIHA [HjeHa moTpedHa j1a ce oAropapajyhe HeKopekKTHO pjerierme "monpasu"
Ha KopekTHO. CympoTHO, ako OM BpHjeIHOCT KazHeHe (DYHKIMje OMIa Marba O
nujeHe MAHUMAJIHe KOPeKIHje, HEKOPEKTHA pjellerha ce MOTY jaBUTH Kao KOHAYHO
pjererme, mMTO HapaBHO HEje pomymreno. Ca Jpyre crpaHe, ako je BPHUjeTHOCT
Ka3HeHe (YHKIMje 3HaUajHO Beha of mujeHe MUHHMAJHE IONpaBKe, HEKOPEKTHA
pjerniema cy TOTAJIHO JUCKPUMUHUCAHA U Y cTapTy ce ojdaiyjy. OBa 1mojaBa Huje
HpeNnopy4/biBa, 3aT0 IITO Ce MOHEKaJI I00pa, KBaJUTeTHA Pjelliermha Jakiie g100ujajy
HOMPABKOM HEKOPEKTHUX pjelllerhba, Hero MPeKo MOMpPaB/barba JIOMHUX U JTOMYCTHBUAX
pjeriema.

VY cayuajy MBCP, npupoano je ga ce y dopmyanujy Ka3nene pyHKIEje YK/bY 91
nojaTak o Opojy KommoueHTH nopesanoctu. OBaj 6poj je moTpedHO yBehaTn oarona-
pajyhu 6poj myTa, Koju 3aBucu o KOHKpeTHOT Tpada. Excuepumentu cy noxkazain
Jla y padyHame Ka3HeHne (pyHKIHUje Tpeba YK/BYUHTH HajBehy TexuHy. Tako, ma

Ou ce KOHCTpyHucaJja Ka3zHeHa pyHKIH]ja, IOTPeOHO je n3padyHaTH OpOj KOMIIOHEHTH
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IIOBE3AHOCTH. 3a 0Baj 3a/IaTaK, KOPHCTH C€ ajJlrOpHTaM Iperpare y ImupuHy (eHr.
breadth-first search algorithm - BFS). ¥V cayuajy kaga BFS mnponale nemosesany
KOMIIOHeHTY (msim 06je) npumjemyje ce kasnena ¢ynkmuja. Tako, ako cy nc(Gy) u
nc(Gy) 6pojeBu KoMmmoHeHTH moBe3aHoctu of Gy, oxHOCHO Go, Ka3HeHa (DYHKIHja

fpen ce padyHa momohy dopmyte

fpen = (nc(G1) + ne(Ga) — 2) * Winag, (2.21)

I7je jé Wyee MAKCHUMATHA TEKHHA IBOPa y rpady.
3a J1aTo pjelreme, aaropuTaM padyHa BpHUjeIHOCT (byHKIHje nusba momohy dop-
MyJie

0bj(Vi, Vo) = [w(Vi) = w(Va)| + fpen- (2.22)

U3 (2.21), jacuo je ma ako cy G1 u Gy noBe3anu, kasuena (hyHkImja je jeanaxa 0,
jep je nc(G1) = ne(Ge) = 1. Y Tom cayudajy, KasHeHa (yHKIHja HeMa YTHUIA] HA
padyHame BpujegHocTH GyHKIMje nuba (2.22). Y ciydajy mojaBe HemoBe3aHHUX
KOMIIOHEHTH, Ka3HeHa (pYHKIHja 3HAUYajHO yBehaBa BpHjeHOCT (DYHKIHjE IHba,
OITO 3HaYM Ja HEKOPEKTHAa pjeme}ba HE MOTY OyTO OIICTaTH. qI/II{)eHI/IIIa Ja Cy
3aBpIlTHA pjellietha J0IyCTHBa yKa3yje Ha TO ja Ka3HeHa (pyHKIMja uMa Behy Bpu-
jeTHOCT OJ1 IHjeHe MUHUMAaJHe IompaBKe. Takobhe, mpeMa ekcliepuMeHTAJTHUM pe-
3yJITATUMa, YMHU Ce Jia Ka3zHeHa (PYHKIMja HUje TPeCTPOra.

Ha comiu 2.6 je upukasan nceyaokos (PyHKIMje Hu/ba 3a Jaro pjememe S. 3a
cBako i, € V, BpujenHocru x[i| 03HaYaBajy KOMIIOHEHTY 3a 4YBOp i. BpujegHocr
Winqr O3HAYABA MAKCHUMAJIHY TEXKWHY, KOja Ce padyHa jeJIHOM, MPUJINKOM WHHIU-
jamuzanmje. Bpujeagnoctn suml m sum?2 ce padyHajy Kao YKyIHe cyMe TexKWHA
yBopoBa u3 Vi u V,, 10K ce Bpujeanoctu ncl m nc2 padynajy yHyTap QyHKIHje
ncomp(), Koja kopuctu cranmapanun BES amropuram 3a oapeljuBame KoMmoHeHTH
MOBE3aHOCTH.

Bpewmencka cioxkenocT ¢dpyHKIMje 1njba ce ojapelyje Ha c/begehn HaUWH: BpeMeH-
CKa 3aBHCHOCT 3a PadyHambe CyMe Texkuna y oarosapajyhnm noackynosuma je O(|V ).
Bpemencka cioxkeHocT 3a ompehuBame BpHjeHOCTH (PYHKIHjEe ncomp je jeaHaka
BpeMeHCKOj cioxenoctn BES anropurma, koja usuocu O(|Vi| + |E1|) 3a npsy un

O(|Va]4+|Es]) 3a apyry komnonenry. Tako je yKynHa BpeMeHCKa CJI0KeHOCT by HKImje
muma O(|V| 4+ |E|).
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function Obj(S)
suml =0, sum?2 :=0;
ncl :=0, nc2 := 0;
for i € V do
if z[i] =1
then
suml := suml + wlil;
else
sum2 := sum2 + wli];
endif
endfor
nel:=ncomp(1);
ne2:=ncomp(2);

return abs(suml — sum2) + (ncl + ne2 — 2) * w_mazx

Cnuxka 2.6: [Ipukas nceymno-koma 3a hyHKIH]Y Hba

2.5.2 OxkoJumHe M mponeaypa pa3MpaaBamba

Y okBUpY LIpOLEIypPe pasMpjaBama, Kpeupa ce HOBO pjememe x', (x' € Ni(z))
3aCHOBAHO Ha TPEHYTHO HajOO/beM pjernemy x. k-Ta oKoJHWHA ce jgeduHUIIe Ha
cpenehn maunn: Hekwux k uoposa w3 V' ce OGupa nHa caydajan Haund. CBakowm
n3a0paHOM YBOPY MHUjeHa Ce KOMIIOHEHTA KO0joj OH mpunaga: AKO je n3adpaH 4BOP
Koju mpunajga Vi, taja ce on npedamnyje y Vo u obpayro. Popmasino, k-ta OKOJIHHA
BekTopa x ce sarmcyje kao Ni(z) = {2’ : {i1,da, ..., ix} C {1, 2,...,[V|} 2, = 1—a; }.

Y anroputmy, ki, jé TOCTaBHEHO HA BPHjEIHOCT 2, TOK Ce Ki,q, deduHuire Kao
Emaz = min{30, %} Paszsor 3a oBakBy Jed>MHAIU]Y BPUjETHOCTH Ky,pq, HOTHYE U3
MOTHUBaIKje ja Oy/ie 3a0BO/beH TEOPUJCKHU YCJIOB KOjU JUKTHPA /1a BEJMINHA CBAKE

HapegHe oKoJmHe Tpeba ja Oyae Beha om mperxomme. I[lomTo je Berumunna k- Te

V]

5 camjenn (‘Y'l) < (|V|) , Tj. | Ni_1(z)] < |Ng(z)| n ycios

V]
OKOJINHE (k ), 3a k < ) X

je 3amoBosbeH. 3a Behe mHCTaHIE, €KCHEPUMEHTH CY IMOKa3aad Ja je Kpjae = 30
JIOBOJbHA 33 JIOCTU3aH¢ KBAJTUTETHAX DPjelIciba.

Jlako ce BUAM Ja ce mpomeaypa pasMplaBama CacToju On k KOpakKa BPEMeHCKe
caoxenocru O(|V]), Tako na je yKynHa BPeMEHCKa CJI0KEHOCT HPOLELypPe Pasmp-

naBamba O(kmaz - |V]).

2.5.3 JlokajHO mpeTpaknBamke

3a pjememe ' 100HMjeHO y MPOLEAYPH pa3MplaBaiba IIO3UBa Ce JOKATHO IIpeTpa-
JKUBame. Y CBaKOj WTepalju JIOKAJHe TpeTpare, aJroputaM pa3Mjemyje KOMITO-

HeHTe 3a jBa uBopa. Ha upumjep, ako je y pjememy ' u € Vi u v € V5, Hakon
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3amjene, craryc je u € Vo m v € V5. Heka je oBakBoM pa3mjerHom (pOopMUPAHO HOBO
pjememe . Y caydajy na je x” 6o/be ox x’, Taga x’ nocraje jequnako x”, (y apyrom
caydajy, ' ce He MHjera) U JIOKATHO MPeTPaKNBabhe HACTAB/bA 3aMjeHOM cJbejelier
mapa IBOpOBa.

JIoKaiHO mpeTpaKuBaibe ce 3aBpIllaBa KaJia ce pjelierbe He MOzKe BHIIe 000 b-
marn. AKo je Bpujeanoct pyHKIMje Iu/ba 38 pjemmeme x' crporo selie ox Bpujeanoctn
pjelnema x, Tajga TPeHYTHO HajOO/he Pjellerbe ocTaje X, a IMpeTpara ce HacTaB/ba, Ca
cibeehoM OKOJIMHOM.

Ako je Bpujeanocr (pyHKHOUje nuba 3a pjememe ' Mame Hero 3a x, taja X’
nocTaje TpeHyTHO HajOoJbe pjememe (z = x'). Ako cy BpujeanocTH (DYHKIHjA MHbA
3a OBa JBa pjellerma UCTa, OHJA Ce Ca BjepOBATHONOM Pi,ope MOCTABBA T = I’ W
AJI'OPUTAM HACTaBJ/ba lIPETPAry ca UCTOM OKOJIMHOM. Y JIDYI'OM CJIy4ajy, iperpara ce
ca BjepoBaTHONOM 1 — P00 HACTAB/bA Ca UCTHM PjellIebeM £ U HapeTHOM OKOJIMHOM.

Ouursieao je ga Jiokajna mperpara ¢popMupa mapoBe YBOPOBA UUjH je YKyHaH
opoj O(|V|?). 3Bamjena xommnonentu ce spmu y O(1) BpemeHy, J0K ce padyHame
dbyuknuje muba HOBOr pjemerma spmm y Bpemeny O(|V] + |E|). Crora je ykynma
BpeMencKa 3apucHoct jokaane nperpare O(|V|? + |E| - [V]?).

[TomTo cy pa3marpaHe CBe OKOJIMHE, aJTOPUTAM HACTaB/ba MPETPAKUBAILE Ca
MPBOM OKOJIMHOM, CBe JIOK He Oy/e MCIyHheH KPUTePHjyM 3a 3aBpIlieTak ajiropuTma.

Y Hamem cjiy4ajy, KpUTepujyM 3a 3aBplIeTak je JOCTUI'HYT MaKcuMaJjian Opoj ure-

parnmuja.

2.6 ExcnepuMeHTaJHU pe3yJaTaTH

Y 0BOM 0jije/bKy Cy HPUKA3aHU €KCIEPUMEHTAJIHU Pe3y/ITaTu KOju 1npukasyjy edu-
kacHocT nponucane MILP dopmynamnuje u VNS metosa.

Csu TectoBu cy obas/bern Ha padyHapy Intel Core 2 Quad Q9400 @2.66 GHz ca 8
GB RAM. 3a tecrupame MILP dbopmynanuje kopumrena cy asa MILP pjemasaua:
CPLEX 12.1 [27] u Gurobi 4.0 [45]. 3a oba pjemaBada, BpujeMe U3BpIICba je
orpanmdeno Ha 7200 cexynau. VNS nMmiiemMentamnuja je KogupaHa y mpOrpaMCcKOM
jesuky C. VNS je 3a cBaky Tectny mHcTaniy mokperad 20 myTa. 3a cBaKy WHCTAHILY
BPUjeHOCT ki je ogieniena Ha 2. Jla 6u 6no ucnymwen reopujcku yeaoB (Vk) (ki <
k < kmaz — 1) |Nk(z)] < |Ngs1(2)|, 3a uncranne ca mamwe ox 60 uBoposa, k. je

nojenieHo Ha n/2; a 3a Behie uncranne wa 30. IlapaMerap Ppope UMa BPUjEJTHOCT
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0.4. Anropuram 3aBpmiaBa ca pajuoMm Hakon 500 nrepanuja. 3a CBe €KCIIEPUMEHTE
KODHIIITEeHA Cy MCTa JBa JBa CKylla WHCTAHIN: TpaBoyraone Mpexe u3 [10], y oBom
pany o3naveHe Kao BR wHcTaHme u ciayvajuo resepucane nucranne u3 [33], o3nadene
kao DKTF uncrante.

Cxyn BR mrHCTaHtN ce cactoju o YKynHO 16 MHCTAHIM: HajMamba MPABOYTaOHA
Mpexka uma 25 guBoposa, (n = 05x05), a najseha 225 (n = 15x15). 3a uncranne
quje MMe 3aBpIIaBa CJOBOM (a), TeXKWHE YBOPOBa Cy IHjeu OpojeBu, n3abpaHu
yuaudopmuo 3 waTeppaia [1, 100], a y apyrom ciayuvajy (WHCTaHIE 4Hje WMe 3aBp-
masa ciaosom (b)) Bpujennoctn rexuna cy yHudopmHO Oupane u3 mHrepBasa |1,
500]. TIpsa uncranma (ca umenom gg 05 05a) je ynpaBo MHCTAHIA MPUKA3AHA W
anajimsupana y [Ipumjepy 2.3.

Hpyru ckyu uncranuu (DKTF uncranne) cajgpzxu ykyuno 21 nosesan rpad rexe-
pPHUCAH Ha CJIyYajaH HAYUH Ca PeaJTHIM TeKMHaMa Ha YBOPOBUMA, KOje ¢y YHU(MDOPMHO
oupane u3 nurepsasa (0, 100].

Tabene 2.3 u 2.4 mpuKa3yjy eKCnepuMeHTATHEe Pe3yaTaTe 3a JIBa OMUCAHA CKYIa
WHCTAHIH. Y [pPBe TPU KOJOHEe MpUKa3aHa Cy UMeHa WHCTAHIH, Te OpOj YBOPOBA U
rpana y rpady. HapejHa KojioHA caJipzKu ONITUMAJHY BPHUjeHOCT, Ca 3HAKOM -, y
caydajy Kaja ONTUMAaJHA BPUjeIHOCT HUje TMO3HATA.

Hapenne nsuje xomone ce ognoce wa apa MILP pjemasaga: CPLEX u Gurobi.
[Tojamnu y oBuM KoJiOHAMa Cy JiBojaku: y cjy4dajy Ja je oarosapajyhu MILP pje-
maBav yCIuo Jia npoHalje ONTUMAIHO pjerere y Mambe o aBa cata (7200 cexynm),
NpUKa3aHO BpHjeMe W3BPINema. y JIPYyroM caydajy, Kaja pjeniaBad HUje TMPOHAIIIA0
ONTUMAJHO pjerebe Vv 7200 ceKyHM, ABa MOACTyYaja Cy aHAJIU3UpaHa: TpoHaheHo
je pjerieme, aqu HUje BepUMUKOBAHO KA0 ONTUMAJIHO, OJHOCHO, pjeliaBad YOIIIITe
HHUje ITPOHAIIA0 Pjernere. Y MPBOM IMOCAYYa)y, IPUKA3AHO je TO Pjelleme ca 03HaKOM
(n.v.), Koja 03HAUABA Ja pjelleme Huje BepU(MUKOBAHO KAO ONTHMATIHO. Y JPYroM
nojcay4ajy, kajga MILP pjermasad nuje yorrmre ycnno ga Hahe pjerneme, npukasaHna
je osnaka N/A. Hape/ue nBuje kostone cajpzke Jo0ujeHe pesy/arare U BpujeMe n3Bp-
mema GA u3 [33], ca o3uakom opt ako je GA 3a 1aTy HHCTAHILY JTOCTUTAO ONTUMAJTHO
pjememe. [loc/benmme aBuje KoIoHE ce ogHoce Ha nmponucann VNS: Hajoo/ba q00njeHa
BPHU]jEHOCT, Ca O3HAKOM opt aKO je yjeJIHO W ONTHUMAJIHA, T€ IMPOCJeYHO YKYIHO
BpujeMe u3Bpinema VNS aaropurma.

Jlako ce Buam ja omnTumasHo pjeniere 3a BR wHcTanne we moxke 6utm mame
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Tabesia 2.3: Excuepumentasinu pedysraru 3a BR uncranie

Uncr. | |V] | |E] | opt | teprex(S) | tgur(s) | GA | tga | VNS | tyns(s)
05x05a | 25| 40 11.26 | 1016.99 | opt | 0.36 | opt 0.34
05x05b | 25| 40 56.41 | 536.27 | opt | 0.37 | opt 0.33
05x06a | 30 | 49 4.11 0.17 | opt | 0.41 | opt 0.50
05x06b | 30 | 49 101.58 | 7077.59 | opt | 0.43 | opt 0.60
05x10a | 50 | 85 866.49 | 2539.09 | opt | 0.72 | opt 2.30
05x10b | 50 | 85 N/A | N/A |opt| 091 opt| 247
05x20a | 100 | 175 N/A N/A | opt | 1.73| opt 18.12
05x20b | 100 | 175 N/A N/A | opt | 1.77| opt 20.81
07x07a | 49| 84 3139.73 | 2528.21 | opt | 0.804 | opt 2.79
07x07b | 49 | 84 1053.79 N/A | opt | 0.743 | opt 3.31
07x10a | 70 | 123 N/A | 1858.10 | opt | 1.249 | opt 6.38
07x10b | 70 | 123 6112.54 N/A | opt | 1.186 | opt 7.33
10x10a | 100 | 180 N/A N/A | opt | 1.809 | opt 22.40
10x10b | 100 | 180 N/A N/A | opt | 1.633 | opt 25.05
15x15a | 225 | 420 N/A | N/A | opt | 4439 | opt | 195.49
15x15b | 225 | 420 N/A N/A | opt | 4.669 | opt | 216.16

OO R RO R FEOF OO MFHIFH O M —

on 0, ako je cymMa CBHX TeKMHA MapaH OpOj, OJHOCHO Mama oJ 1 ako je cyma
TeYKNWHA HelapHa, jep je BpHujeJHoCT (YHKIUje IH/ba HEHEraTUBHA, a CBE TEYKUHE
cy nmjesin 6pojeBu. 3aTo ce 3akJbydyje ga cy 3a cBe BR mHCTaHme obje xeypucruke
JlocTurie onTuMasaHo pjemreme. 13 Tabene 2.3 ounrmnenno je na ce MILP pjemasaun
MOT'Y KODHUCTUTH 3a ITPOHAJIAYKEHHe ONTUMAJIHUX Pjellerha 3a Mambe WHCTaHe. ¥
ciaydajy BR uncrannu, oba pjemanada npoHasiaze OUTHUMAJIHA pjelieha 3a Behuny
uncranu 10 70 aysopoBa: CPLEX mocruzke 8 (ox 10), mok je Gurobi mocrurao 7
(om 10) onrumasnux pjemema. 3a Behe nHcTaHIE, HUjeJaH pjelaBad HUje YOIIITe
IPOHAIIAO pjellierbe, MITo je y Tabeau o3Haueno o3nakom N/A.

N3 Tabese 2.4 ce mako moxke yountu Aa je Gurobi pjemasad ycHjerrHuju y
nponajaxkemy onrumagaux pjemema 3a DKTF wncranme. 3a uwncranne o 50
yBopoBa, Gurobi mpoHaJa3u ONTHMATHA pjelielba 38 CBe WHCTAHIIE OCUM jejTHe, TOK
CPLEX mponaJja3n ONTHMAJHO pjerreme caMo 3a wHcTaHIe 10 20 9BOpoBa U jeaHy
uHCTaHIy Koja caapzku 30 uBopoBa. Takobhe, Bpujeme uszBpirema Gurobi aaropurma
je mame Hero Kox CPLEX-a.

Kao mro je ouekmBano, MILP pjemaaun nucy morim jgoctuhm onrumasiHa
pjemema 3a Behe uncrane, amm 3a ope uHcranie CPLEX nponanasu pjeniesme, Koje

HHUje JoKaszaHo kKao ontuManHo y 7200 cexkyumu. ['ypobu je y oBuM ciydajeBuMa
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Math€e yCIljelaH U MPoHaJia3u TaKBO pjellerhe 33 caMo jeHYy UHCTAHILY.

VNS nako joctuke onTuMaHa pjeliema 3a cBe BR wHCTaHIe, mTo ce BUIU U3
tabesie 2.3. Takobhe, onrumasHo pjerieme je JOCTUTHYTO y cBuxX 20 U3BpIIEHA, MITO
nokasyje BUCOKY moyszaanocT VNS anroputma. Bpemena usBpimema cy TPUIAIHO
MaJja, j10 216 cekynau 3a HajBehe nHcramie.

3a mpse asuje DKTF uncranne, (rnd01 u rnd02 u3 Tabese 2.4), 1 GA u VNS
JIOCTH2KY ONTHMAJTHO pjememe. 3a npeoctane DKTF wmncranne, nponucanun VNS
y CBHM CJIydYajeBuMa IOCTH:Ke Beoma j00pe pesyarare, 6obe Hero GA. Kao mrro
ce Buan u3 tabene 2.4, gocTurHyTH pesyiratu cy mawu ox 1073 (ocum 3a Tpu
WHCTaHIE), JO0K je 3a HajBehe mucranne, ca 100 u Bume yBopoa u 300 u Buie
rpana, BpujeaHocT GyHKIHje muiba je Mama ox 107%. 3a apuje nucranme, (rnd17 u
rnd21), gocruruyru pesysraru ¢y jejHaku 0, HITO je 3aCUry PHO OLUTHUMAJIHO Djellee,
jep je BpujeanocT (yHKIHje Mu/ba HeHeraTuBHa. Tako, MpUKaszaHU pe3yJiTaTd y
tabenama 2.3 u 2.4 jacuo ykasyjy jga ce VNS npuctyn MoKe yCI[jelirno KOPUCTUTH 3a
MHCTAHIE BEJIUKUX TUMEH3Uja, V CaydajeBuMa KaJga er3akTHe MeTOJie He YCIIHjeBajy
na mpoHaly onTmManHO pjemneme. Ymopebhyjyhm Bpujeme u3Bpiiema IBHje Xey-
pucruke, ounryiegaso je ga GA Opxke mponHasasu pjemema, 10K VNS gocTuzke pje-

mema dDoJber KBaJuTeTA.

2.7 3appmHa pa3Mmarpama 3a MBCP

OBa riasa je nocsehena mpob/ieMy MaKCHMAaJIHO OajlaHCHPaHe IMOBE3aHe MaPTHII)e
y rpady 1 IpHMjeHHn TOr mpobeMa y OpraHn3oBamy Kypca. AKo ce mohe o mpeTo-
cTaBKe Ja Kypc Tpeba MoJuje/IMTH Ha JBa, 10 TEKUHU yje/IHaYeHa Mamba Kypca, y3
o4dyBabe peJlaliuje MOBEe3aHOCTH, 3a Taj 3a/arak moryhe je dhopmuparu ojrosapajyhu
MaTeMATHIKU MOJEN U Ihera PUjelTuTi HeKOM MeTOI0M KOMOMHATOPHE ONTUMU3ATIHje.
Onucan je meros ojpehuBama MOBE3aHOCTH, Ka0 W MeTOJ oipehuBama TeknHA
neknuja. Ha dopmupann moBe3saH TexKuHCKH Tpad TpUMHUjelbeHa je TeXHHKa 3a
pjemaBame oarosapajyher MBCP u mpessoxkeHo je onTuMasaHO pjeleme MMOjese
kKypca u3 Teopuje 6pojena.

VY nacraBky ['1aBe, mpukKa3aH je TEOPUjCKHU pe3yJITaT KOjuM je (DOPMYTUCAH MOJIET
MJeIOBUTOT I[jeJIOOPOJHOr MporpamMuparka, ca nparehum g0Ka30M 0 KOPEKTHOCTH
Mojiesia. [IpejicraB/benu Mojies KOPUCTHU IOJIMHOMCKY OPOj OI'paHuyYerbha, MITO yKa3yje

Jla ce MOYKe KOPUCTUTHU U Yy TEOPHUJCKAM U Y MPAKTHIHAM pa3MaTparbuMa.
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Tabena 2.4: Excuepumenrtannu pesyiararu 3a DKTF uncranie

Inst. ‘ Vl |E‘ Opt tcple:p tgur GA tGA VNS tVNS
rnd01| 20| 30(1.14274| 500.13 187.51 opt| 0.52 opt| 0.159
rnd02| 20| 50[0.01965| 1899.18 480.89 opt| 0.49 opt| 0.198
rnd03| 20| 100 0] 1307.85 36.1010.00626 | 0.68| 0.0008| 0.281
rnd04| 30| 50 0|{n.v:0.1817 5510.0/0.00915| 0.58/0.00241| 0.522
rnd05| 30| 70 0] 5361.1 2081.6]0.01036| 0.65/0.00148| 0.505
rnd06| 30| 200 0|n.v:0.0108 403.56{0.00029| 0.93]0.00007| 1.036
rnd07| 50| 70 -1n.v:0.0328 |n.v:0.4176 1 0.01608 | 0.92|0.00104| 3.282
rnd08| 50| 100 0] n.v:0 5188.610.00531| 1.10/0.00005| 2.386
rnd09| 50| 400 0{n.v:0.0484 5112.0]0.00024| 1.92|0.00008| 5.864
rnd10| 70| 100 -n.v:0.2083 N/A|0.01328| 1.40/0.00022| 7.678
rnd11| 70| 200 -l nv:0 N/A0.00023|1.737/0.00001 | 8.140
rnd12| 70| 600 - n.v:0.0356 N/A0.00232/2.9100.00004 | 13.202
rnd13[100| 150 -l n.v:0 N/A0.00859|2.032|0.00037|23.473
rnd14{100| 300 -l n.v:0 N/A0.00137|2.355/0.00001 | 22.984
rnd15(100| 800 -(n.v:0.7812 N/A0.00155|3.812/0.00001 | 46.39
rnd16{200| 300 -l n.wv:0 N/A0.00574|4.972|0.00006 | 203.31
rnd17(200| 600 -l n.wv:0 N/A|0.00058 |5.255 0]206.34
rnd18|200|1500 -l n.wv:0 N/A|0.00011|7.380|0.00001 |411.47
rnd19(300| 500 -l n.wv:0 N/A|0.00039|7.747|0.00001 | 692.21
rnd20| 3001000 -l n.wv:0 N/A0.00025|7.5600.00001 |609.02
rnd21 {300 2000 -1 n.wv:0 N/A0.00008|11.61 011256.5
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Ba pjemaBame oBor NP remkor mpobsema pa3BujeHa je XeypHCTHYKa METOA
3aCHOBaHa Ha MeTOJM IPOMjeHJbUBHUX OKosimHa. llorogHo m3abpame okojmHe Cy
3aCHOBaHe Ha IIPOMjeHU KOMIIOHEHTH 3a pacTyhu 6poj uBopoBa. mijiementupana je
eduKacHa 1 peJaTUBHO Op3a JIOKATHA IIpeTpara, Koja modo/blaBa KBAJTUTET pjelllemha
3aMjeHOM KOMIIOHEHTH 3a IapoBe YBOPOBA.

Jla Ou ce npukasaJia yrnorpeOHa BPHUjeJHOCT W MOY3aHOCT PA3BUjEeHUX METOoj1a,
cripoBesieHn cy aetasbHU ekcrmepuMenTn. MILP momen je mokperanm ma aa MILP
pjemasada, CPLEX 12.1. u Gurobi 4.0. [lobujenn pesyararu yka3lyjy Jga ce Ha
MambHUM MHCTAHIIAMA HA OBAj HAYMH MOry mobutu onrumaJau pesyararud. Cyaehun
no mobujennM pesyaratuma, VNS MeTon ce moka3zyje Ja je BeoMa yCIjelraH. 3a
Malbe WHCTaHIle NMPOHaJa3u BeNMHY MO3HATHX ONTHMAJIHUX pjelierha, J0K 3a Behe
MHCTAHIE ITPOHAJIA3U BeoMa JI0Ope pesyJirare.

HcTpaxkuBame Mpe3eHTOBAHO Y OBOj [ 71aBm MOyKe ce TPOIMUPHTH Y HEKOJHKO
npaBaiia. Pa3Bujene Texuuke 3a ojpehuBaime TexknHe JIeKInja 3aCHOBaHe Ha 00jeKTHB-
HUM TIOKa3aTe/hbUMa U CYOjeKTHBHHM IpoIjjeHaMa Ipodecopa MOTYy ce KOPUCTUTH
Uy JIPYTHM, CIUYHEM pas3MarpamuMma. [Ipemioxena MILP dopmynanuja, kao n
npormcanun VNS ajropuram ce y ga/bUM HCTPAKUBABUMA MOTY XHOPUIU30BATH
ca JIPYIUM er3aKTHUM M XEYPUCTHUYKHM MeTojaMa, Kako O ce J00WIu jour 00/bu
pesyaratu. [Ipomucanu cucrem opranuzaiyje Kypca u3 Teopuje 6pojesa, 110 TPUHIIHITY
no/ijejie Kypca Ha JiBa [0 TEKUHU yjeJqHadeHa Jujejia, MOXKE Ce NMPUMUjeHUTH Ha

Jpyre MaTeMaTU4dKe WA padyHapCKe KypceBe.
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I'taBa 3

IIpobyem nmpoHaJaxKemha MaKCUMAJIHO

OajlaHcupale Iope3aHe napTuinje y

rpady ca ¢ mapTuimja

3.1 VYBona

VY oBoMm ojjesbky pasdmarpa ce yorrere MBCP, rako3sanum mpobiemMom npoHasia-
JKeha MaKCUMAJHO MoBe3aHe mapruiuje y rpady ca ¢ naprunuja (enr. Balanced
Connected Partition of graphs for q partitions - BCPq). 3a naru nuo 6poj ¢, raje je
q > 2, norpebHO je noBe3an rpad ca 3ajaTuM TeKUHAMA HA YBOPOBUMA, [OJIUjE/IUTU
y ¢ maprumuja Vi, ..., V,, Tako ma je cBakum HHIYKOBaH moArpad moBe3aH H Ja je
pacrniopes TexkuHa 110 moArpadosuMa mro je moryhe yjeanadenuju. Y [20] je mar
npubsimzkau ajaropuram ca ¢akropom 2 BCPq upobsiema 3a ¢ = 3 u g = 4. Y
HUCTOM paJIy je goKazano ja je npobsiem NP Texkak. Takobhe, pasmarpan je u ciyuaj
KaJla ¢ nuje (pukcHO, Te je MOoKa3aHo Jia y TOM CJy4ajy npobJieM Hema mpubInKHI
anroputaM ca (akTopoM MamuM o1 6/5, ocum ako He Baxku jia je P = NP.
[Tpo6em cimuan BCPq npobiemy je T3B. (I, u) HapTHIMOHHCALE, Ije je b
nojiujesinT rpad Ha KOMIOHEHTHEe, TaKO Jla YKYITHA TeKUHA Y CBAKOj KOMIIOHEHTHU
Oyme HajMame [, a HajBumie u. CKoOpHja HCTpazkKuBamba OBOT TpobeMa cy IpuKa3aHa
y [58, 59]. Ha npumjep, y [58|, ayropu amannsupajy Tpu npobiema mpoHATaKemha

(I, u) napruuuje:

(a) mpobsem munuMasse (I, u) maprunmje, Tj. TpoHaTaxkeme ([, u) mapTuimje ca

MUHUMAJTHUM OPOjeM KOMITIOHEHTH;
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(6) upobuem makcumasine (I, u) naprunuje, Tj. nponasiaxemwe (I, u) naprunuje ca

MaKCHMAaJIHIM GpojeM KOMIOHEeHTH;
(1) mpobsem mpoHataxkema (I, u) naprumnmje ca 3aJaTuM 6pojeM p KOMIIOHEHTH.

Naxko je mpo6iiem mpoHastazxkema (I, u) maprunuja y ommrem caydajy NP texak, 3a
HeKe clienujaHe Kiace rpadoBa, NpodJjeM je pjelus y IoJTHHOMCKOM Bpemeny. Ha
npumjep, y 58], ayropu cy nokasaau jga u npobieMu MUHUMAJHE ¥ MaKCHMAJHEe
naprunuje Mory omtu pujemenu y O(u'n) Bpemeny, a mpobGieM HpoHasaxKermba p
- maptunmje y O(p?uin) Bpemeny 3a 6mio Koju cepujcko - mapaiennn rpad ca n
4BOPOBa. KpaTKoM aHa/JIM30M MOXKe Ce noKaszaTu ja ce ogpehusame nocrojama (I, u)
HapTHUIje MOKe CBeCTH Ha pjemaBame BCPq mpobiiema: Ako je mponaljeno pjereme
3a BCPq npobiiem, Tako ja je Bpujegnoct PyHKIHje MU/ba 3a Pjeliehe Mambe 01 0,
raga (I, u) naprunuja nocroju 3a uzabpane | =t sum/q—9duu =1t sum/q+ 0,

rjje je tsum yKynaH 30Up CBUX Te:KHHA.

IIpumjep 3.1. Ha aujesoj cmparu cauke 3.1 npukadana je npagoyzo0ama Mpertca ca
25 weoposa. Y3 ceaku w60p HANUCAGHA je MeAHCUNA, DK CY UMEHA YB0POBH U30CMAG-
MWEHG. YEYNaH 30up ceux mestcuna 46oposa y epady je 1259. Kako cy cee meotcune
yujent, 6pojesu, a YKYnHa MeNCuHa Huje dJespusa ca mpu, ONMUMGAHAE 8PUJEOHOCTN,
dynryuje yuwa 3a napmuyunucarbe 2pada Ha mpu noee3ana nodzpagda He moogice
bumu wyaa, eeh y najbomem caywajy jedan. Axo weopose epaga, ca aujesa wa decHo
u 000300 Ha 2ope, obumesrcumo bpojesuma 00 1 do 25 (dorwu aujesu usop je wsop 1,
decno do rweza weop 2 umd.), mada decnoj cmparu cauke 3.1 odzosapa napmuyuja

Vi=1{1,2,6,7,8,9,11, 16,21, 22},

Vo = {12,17, 18,20, 23,24, 25},

Vs ={3,4,5,10,13,14,15,19}.

Jlaxo ce mootce uspauyrnamu da je w(Vy) = 420, w(Vz) = 419 u w(V3) = 420,
odaxae saxpyuyjemo da je dynruuja yumsa jednara 1, me je osa napmuuyuja 1jeoro

u onmumaira.

3.2 Panuju pe3yjaratu

Kao u MBCP, u BCPq npumaja mupokoj Kjacu mpod/eMa KOju ce OJHOCe Ha

HAPTUIHOHKUCAE I'pada U Ka0 TAKAB UMA BEJIUKY JUPEKTHY U UHUPEKTHY HIPUMjEHY
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2 93 97 14 26
62 32 1 39 70
21 78
82 99 100
38
17 31 31 30
5 67 17 100 27

Vs

Cnuka 3.1: TIpaBoyraona mpexka gumensuje 05x05 (7ujeBo) m mapTuiija Ha TpH
KOMIIOHEHTE (JIeCHO)

y pa3sHuM 00JIaCTHMA WHKEHEPCTBA, MEHAIIMEHTa, pjeliaBarby HEKUX COIMjaJTHUX
1pobJieMa, Kao u 1npobdjemMa y odpasoBaiby.

Y obpajiu ciuKa, MapTUIHOHUCAE Ce MOZKe MCKOPUCTUTH y CUTyaIjaMa Kaja
JIOJIa3K JIO TOTOPINakha KBAJUTETA CIMKE YC/beJl KOHBEPTOBaba U3 jeJHOT 0bJIMKa Y
apyra. Y cuTyangjaMa Kajga HeMa mHMOpMaIdja O HpOIeCy Jaerpaallfje, jeInHH
HAYMH Ja ce 1mobosbllla KBAaJUTET je ja ce nmoeha KoHTpacT m cMmambe omrrehema
MOI'0JIHUM U3MjeHaMa Ha HuBOMMa cuBe 0oje. Jla Ou ce HampaBuo rpad Koju ojaroapa
caunm, oapehyje ce cKym YBOpoOBa KOjU OJroBapajy HHBOMMA CHBe 0Oje, a TexKhuHe
YBOPOBA ce AedUHATITY Kao OPO]j mojaB/buBara ojropapajyhe uujance y canmu. [Ipo-
HaJlazKebe onTuMaJjiHe TpaHcgopMmaluje cCUBUX HUBOA ce (hopMyJiniile Kao HAPTU-
IUOHHUCAame ojaroBapajyher rpada, Tako jJa 30MpOBH TeKMHA YBOPOBA IO CBAKO]
KOMIIOHEHTH Oy/Iy MTo yjeanadenuju [77].

[Tpummkom ojpehuBarmba HOJMUTUYKUX IMOJAPYYja - U300PHUX jeJIMHUIA, [Hb je
IO/IMje/TUTH YUTaBy OOIacT (Maly) Ha HEKOJUKO PErHoHa €a CKOPO MOJjeTHAKIM
opojem riacada. Ako je G oxmrosapajyhm myamau rpad mame M, cBaku 4BOp U
on G mpejcTaBba jejlaH PEruoH, a BpujeaHOCT w(v) mpeacraB/ba Opoj Taacava y
JlaroM peruony v. /IBa uBopa y rpady cy cycje/iHa ako cy cycjegHHu ojroBapajyhu
peruonn y M. OnrumusanuoHu TpodeM Ce CBOAU HA IMPOHAJIAKEHE MapPTHIIH]je
rpacda (aujesberbe yuTaBe Marne Ha mMoj00JaCTH), TAKO Jia ofaroapajyhe mogobmactu
UMajy CKOpO TojijeHaK Opoj Tyiacada, a PEruoHM YHyTap CBake 1000JIacTH Ccy
nosezanu. Y [11] je 3a pjemasame oBakBor npodsieMa IpuKa3aHa XeypucTuKa 3acHO-
BaHa Ha Taly NMpeTpaKUBaIby.

Pjemapame BCPq npobiiema ce MozKe yCIjenHo NpUMAjeHUTH U 3a yHanpeheme
O3HAUaBama 00JACTH MOTHIMjCKUX Tmarpona [6]. Hajupuje ce 3a cBaku Ju0 HEKOT

rpaja (WM muper perumoHa) uaeHTH(hUKYje HIBO KpuMuHAIa. Kao mub ce 3a/aje
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nojijesia rpajia Ha 1o/100/1acTu, Tako Ja MOJMIKU]CKe HaTpoJie JIje1yjy v JaTuM I10/1-
obJ1acTuMa, a Jia HIBO KPUMHHAJIA 110 10100/1acTHMa Oy/ie yjeanaden. Meros onucan
y [6] ce cacroju o nBuje dbaze: nHUIMjATHOr TAPTHIMOHUCAHA U JOJIATHOT MOOOJbINA~
wa. Y 1npBoj ¢azu ce rpad moamjesim Ha JBa moarpada, 0K ce v apyroj ¢asm,
y musby 1mobosblllatba Kpajiber pe3yJTara, XeypUCTUUKH BPIIH pa3MjeHa YBOPOBA

u3Mmelhy maprunuja.

3.3 Metoaa NpoMjeH/bUBUX OKOJIMHA 34

pjemaBame BCPq npobaema

Caznama g00ujeHa TPUINKOM KOHCTPYHCAIha METOJ/e MPOMjeH/bUBUX OKOJIMHA 33
MBCP cy y ojpehenoj Mjepu HCKOPHUTIITEHA W 3a PA3B0Oj CJAMIHE METO/IE 3a PjeraBarhe
ommurer ciaydaja. Ca japyre crpaHe, ¢ 003UpOM Ha CJI0KEHHje KOAMPAIhe pjerierha
U CJIOXKeHHU]y (DYHKIH]Y Iu/ba, HHUje MOryhe yCIOCTaBUTH IOTIYHY aHAJIOTHjy ca
CHenujaJHuM caydajeM. ¥y 0BoM ojjesbKy mpe3enToBat je VNS 3a pjemasame BCPq

upobJiema.

3.3.1 Wuunujasmsanuja u QyHKIMja AbA

Heka je gmar nosasuu rpad G = (V, E) u ueka je 3amar 6poj q. Pjememe paror
npobGeMa ce MpeJcTaB/ba HH30M T jayzxkuue |V raje ejleMeHTH HH3a OJroBapajy
uBoposnMa rpada. Ejnementu Husa x ysumajy spujegnoctn u3s ckyma {0,1,2,...,q—
1} m ykasyjy Ha TO KOjOj KOMIIOHEHTH JATH YBOP HPUIAJAA, Tj. UBOP i IPUNAILA
KoMIoHeHTu V; ako x; = j — 1. V¥V moja3noM pjellemy ce 3a CBaKH 4BOD Ha
caydajaH HAuYWMH OWpa mpumnajgajyha KOMIIOHEHTa, IITO 3HAYM Ja C€ 3a CBAKU YBOP
ojiroBapajyhu ejieMeHT HU3a HA CJy4dajaH HA4YMH, Ca I110/je/IHAKOM BjepOBATHONOM,
6upa u3 uarepsaiaa {0,1,2,...,q — 1}.

Hakon kpewpama 1moJia3Hor pjerierba, a U 3a BpUjeMe MMpoleca MpeTpazkuBaba,
OYUTJIESTHO je JTa OBaKBa pelpe3eHTalnja MOXKe MPOM3BECTU HEJIOMYCTUBO pjelernhe,
jep noarpadoBu NH/IYKOBAHI YBOPOBUMA YHYTAP KOMIIOHEHTH MOI'Y OMTH HEIIOBE3aHH.
Kao n y cayuajy 3a ¢ = 2, u oBJije ce oKa3yje KOPUCHUM yBODerme KazHeHe (pyHKIuje.
ExcnepumenTn mokasyjy /a Uy OBOM CJIy4Yajy IPUJIUKOM padyHarmha Ka3HeHe (pyHK-
nuje Tpeda YK/bYIUTH Y 003up OpOj KOMIIOHEHTH [TOBE3aHOCTH 33 CBaKU I10jeINHATHI

nojarpad, te Taj OPOj MHOXKHTH Ca MaKCHMAJHOM TEKHHOM 4BOpa y rpady. 3a
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padyHame OpOja KOMIIOHEHTHU IIOBE3AHOCTHU 33 CBAKU MOArPad KOPUCTH CE aJITOPUTAM
nperpare y mupuny (BFS). Ako 6poj xommonentn mopesanoctu y moarpady G
ozmaanmo ca nc(G,), Taga ce BpujenHocT KasHene (dyHKIUje fye, padyHa momohy
dopmye

q

Foen = Y _(ne(G5) = 1) * Winaa, (3.1)

Jj=1
IJ1j€ je Wine, MAKCUMaJIHA TeKuHa YBOpa y rpady. /la 6u ce uzpadynasia BpujeHOCT
dyHIEje nHuba, TPBO je MOTPEOHO OJIPEIUTH KOMIOHEHTE ca HajMamOM, OIHOCHO

HajBehoM TeKMHOM, OJJHOCHO HUXOBE OjroBapajyhe Texume:

mins = min{w(G;) : j € {1,2,...,q}}, (3.2)

mazs = max{w(G;) : j € {1,2,...,q}}. (3.3)

Bpujeanoct dynkiuje nupa se taja padyHna moMmohy dpopmyiie
Obj(‘/b‘/%a‘/q) = maxrs —min8+fpen. (34)

U3 (3.1), jacuo je jga ako cy cu nojrpacdosu nosesanu (6poj KOMIIOHEHTH [10BE3a~
HOCTH 3a cBaku noAarpad je jeanak 1), taga kasuwena dpynkinuja uma spujeasoct 0. Y
TOM CJIy4ajy, Ka3HeHa (PYHKIMja HEMA YTHUIIA] HA padyHabe BPUjeIHOCTH (DYHKIH]je
nuba (3.4). Y ciyuajy nojaBe HeMOBe3aHUX KOMIIOHEHTH, Ka3HeHa (hyHKINja 3HAUAj-
Ho yBehasa BpujeHOCT (DyHKIH]je IU/ba, IITO IPOIeCy ONTHMHU3aIuje oMoryhasa ja

TaKBa pjerema 3aMUAJeHN IOy CTHBIM.

3.3.2 OkoJmHE U IIPOIEeaypa pa3Mp/IaBama

VY nporeaypu pasmpaaBama ce popMHupa CHCTeM OKOJNHA W Y CBAKOM KOPaKy Ce U3
TPeHyTHE OKOJIMHE Kpeupa HOBO pjemewe x', (' € Ni(x)) 3acHOBaHO HAa TPEHYTHO
Hajoo/beMm pjemeby x. Jla 6u ce bopmupana k-ta okoJiMHA, Ha CAyYajaH HAIUH
ce Oupa Hekux k uBopoBa V. 3a cBaku m3abpaHU YBOP, MHjema ce mnpumagajyha
KOMIIOHEHTA, TaKO IITO ce OHa, n3Mely ¢BUX ocTaanx KOMIOHEHTH, Opa Ha CIydajaH
HAYMH: aKo je n3abpaHu YBOD IpPHje IpUMjeHe pa3Mp/iaBamba IPHUIAIa0 KOMIOHEHTH

V;, Tana ce u3 ckyna {{1,2,...,q}\j} Ha cayuajan maunu Gupa 6poj [, re ce narn
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4BOp yOallyje y KOMIOHEHTY V.

3.3.3 JlokasHO TIpeTpakmuBarbe

Haxon onpehupama pjemema ' yayrap nponeaype pasMpaaBamba, IIO3HBa, Ce MPOLe-
JIypa JOKAJTHOT MpeTparKuBamba.

Y cBakoj WTepanmju JOKaJHe IpeTpare, aaropuTaM pa3Mjemyje KOMIIOHEeHTe 3a
JBa 4BOpa. AKO y pjemtemy &’ aBa 4BOpa U M U IPHIAAAjy KoMuoHentama V; u Vj
pecIeKTHBHO, HaKOH 3aMjeHe, craryc je u € Vyu v € V;. Heka je oBakBoM pasmjenom
dopmupano woBo pjememe . YV caydajy ga je x” 6o/me ox ', Tama x’ mocraje
jemnaxo 2", (y apyrom ciydajy, ' ce He Mujerba) Uy JIOKAJIHOM IPETPAZKUBALY Ce
HACTaB/ba Cca 3aMjeHOM cJbejiehier mapa 4BopoBa.

JIoka/iHO mpeTparkuBaibe ce 3aBplliaBa KaJia ce pjerierhe He MozKe Buiie 1mobosb-

maTu. HakoH 3aBpImeTka JOKaIHe IpeTpare, pa3TuKyjeMo Tpu Moryha ciaydaja:

(a) Axo je Bpujennoct dhyHKIM]je nusba 3a pjelteme ' crporo Behe o BpujeHocTH
pjelema T , Tajia TPEHYTHO HajOO/be pjelliebe OCTaje & , a ipeTpara ce HacTaB/ba

ca cpegehoM OKOJIMHOM.

(6) Axo je Bpujemnoct dbyHKIUje IUba 3a pjeliemne ' Mame Hero 3a x, Taja '
10CTaje TPeHyTHO Haj0obe pjeleme (r = x') u npeTpara ce HacTaB/ba ca HCTOM

OKOJIMHOM.

() Ako cy BpujemHocTn (yHKIMja IHM/ba 3a OBa JiBa pjellierba HCTa, OHJA Ce ca
BJEPOBATHONOM Ppope OCTAB/BA T = T’ M aJrOpuTaM HACTAB/ba IIPETPAry ca
HICTOM OKOJIMHOM. ¥ JIPYTOM CJIy4ajy, IpeTpara ce ca BjepoBaTHONOM 1 — Ppope

HaCTaBJ/ba Ca UCTUM pjeme}beM I 1 HapeJHOM OKOJIMHOM.

[TomTo cy pa3maTpane cBe OKOJIMHE, aJTOpHTAM HAaCTaB/ha MpeTparkKuBarbe ca
IPBOM OKOJIMHOM, CBe JIOK He Oy/ie HCIIYEeH KPUTEPUjYM 3a 3aBpIIeTaK aJropuTMa.

VY Hamiem ciy4ajy, KpUTEPU]YM je JIOCTUIHYT MaKCuMaJiaH OpOj urepaiuja.

3.4 ExKcnepuMeHTAaJHU Pe3yJITaTu

ExcrnepumenTn npukasanu y OBOM O/1jeJbKY CaJIpKe pe3y/arare J00WjeHe TPpUMjeHOM

VNS merome va mcre rpyne nacrannm Kao y caydajy MBCP: npaBoyraone mpezke
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Tabesna 3.1: Ilpukas pesyarara 3a BR uncranie

q=3 q=4 q=5
IVI| |E| | Min St Tieels] | Min St Tieels] | Min St Tiels]
25 | 40 1 235 0.58 4 4.6 0.81 8 11.8 0.94
25| 40 4 7.9 0.60 23 23 0.77 71 82.9 0.99
30 | 49 0 0.6 1.11 4 6.9 1.49 8 11.3 1.80
30 | 49 5 8.2 1.33 9 1345 1.52 18 39.1 1.93
50 | 85 0 0 6.49 1 2.35 9.60 3 6.55 11.43
o0 | 85 1 1.6 6.49 2 9.5 10.30 8§ 2515 12.37
100 | 175 0 551 57.33 1 81.1  105.72 1 584  139.15
100 | 175 0 199.3 67.60 4 45225 119.09 3 31225 153.24
49 | 84 1 1 6.64 0 2.1 10.18 2 2.8 12.15
49 | 84 0 1.55 7.21 3 10.6 10.64 11 28.45 13.19
70 | 123 1 1 19.29 1 6.25 33.33 1 3.3 44.78
70 | 123 1 1.25 20.87 3 5.7 35.79 5 19.5 47.27
100 | 180 1 1 61.67 1 20.8  109.19 2 17.05 158.38
100 | 180 0 49.6 72.08 1 27.6  146.38 3 58.65 182.40
225 | 420 1 81 611.94 1 131 1176.99 | 101 266.05 2005.51
225 | 420 0 612.5 729.46 0 931.6 1537.90 10 11534 2435.67

(BR wuncranne), ysegene y |10| u cayuajuo renepucane rpadose (DKTFE uncrannge)
u3 [33]. Csu TecroBu cy obaBbenu Ha pauynapy Intel Core 2 Quad Q9400 @2.66
GHz ca 8 GB RAM. VNS mmmniemenTanmja je KogupaHa y mporpamckom jesuky C
U 32 CBAKY TECTHY MHCTAHILy ajropuram je mokperan 20 myra. 3a cBaKy WHCTAHILY
BPUjEHOCT Ky, je mofieriena ua 2. Jla 6u 6uo ucnymwen reopujcku yeiaos (Vk) (ki <
k < kmaz — 1) |Nk(z)] < |Nge1(2)|, 3a uncranne ca mamwe ox 60 usoposa, k. je
nojienieHo Ha n/2, a 3a Behe uncranmne ua 30. ITapamerap ppove UMa BpujeaaocT 0.4,
a a’aropuTaM 3aBplnaBa ca pajoM HakoH 500 mTepamnmja.

Y rtabenama 3.1 m 3.2 npukazaHu Cy MOCTUTHYTH pe3yararu onucanor VNS
MeTO/Ia Ha HaBeJeHWM WHCTAHIIaMa, 3a caydajeBe ¢ = 3, ¢ = 4 mw q = 5. Y 1upBe
JIBUje KOJIOHEe TTpUKa3aHu cy Opoj uBopoBa u rpana y rpady. Hakon oBux kojiona,
y obje TabeJie, PeCleKTUBHO 3a BpHjejHOCTH ¢ = 3, ¢ = 4 u ¢ = D HpuUKa3aHe Cy
pesioM, Hajoo/ba U IPOCjedHa BPUjeTHOCT, T€ YKYIHO IIPOCjeYHO BpHjeMe padyHamba
AJITOPUTMA Y CeKYHaMma.

Kao mto ce Buam m3 tabena 3.1 m 3.2, mpeamoxKeHa MeTOJa HTPOMjeHHUBHUX
OKOJIMHA IOCTUZKE KBaJIUTeTHe peldynaTare 3a Behuny muctaniu. Ca jpyre crpame,
3a HeKe WHCTaHIe, Kao Ha npumjep, 3a BR uacranme ca 100 uBoposa u 175 rpana,

OJIHOCHO ca 225 rpana, npumjehyje ce ga cpeama BpHjeTHOCT 3HATHO OJCTYIIA O/I
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Tabesna 3.2: Ilpukas pesy/rara 3a ciydajue rpadose
q=3 q=4 q=>5
V] |E| Min St Tiotls] Min St Tiotls] Min St Tiotls]
20 | 30 | 12.7831 13.468  0.26 | 62.873 72.066  0.32 | 110.862 115219  0.34
20 | 50 | 0.0922 0.9774 044 | 6491 8976 052 | 27.791  29.263  0.54
20 | 100 | 0.0635 0.3619  0.64 | 0.900  2.104  0.91 1.821 3.413 1.02
30 | 50 | 1.0625 2.2651 096 | 4.128 10.715 131 | 25.089  43.319 1.51
30 | 70 | 0.0873  0.4659 118 | 1.065  4.124 1.69 | 8273 15453  2.08
30 | 200 | 0.0084 0.1124 198 | 0156  0.572 271 | 0.558 1484  3.36
50 | 70 | 0.2054 5.0229 589 | 3.813 28.353  7.56 | 30481  76.349  8.46
50 | 100 | 0.0806 0.3347  6.23 | 1.297  3.211 9.43 |  6.020  11.346  10.96
50 | 400 | 0.0121 0.0518  11.03 | 0.088 0269 1576 | 0195  0.518  20.47
70 | 100 | 0.1665 2.5334  17.98 | 5.479 19.442  23.26 | 19.686  51.471  27.49
70 | 200 | 0.0075 0.0469  18.92 | 0.257  0.505  30.67 | 0.735 1.391  41.93
70 | 600 | 0.0113 00322  29.0 | 0.085 0.116 44.89 | 0.106  0.240  59.14
100 | 150 | 0.1296 04784  63.7 | 1507 4726  96.0 | 3701  14.919  113.3
100 | 300 | 0.0024 0.0295  47.3 | 0.062  0.211 71.2 | 0508  0.774  109.7
100 | 800 | 0.0023 0.0084  89.0 | 0.013  0.046  120.8 | 0.064  0.142  151.8
200 | 300 | 0.0196 0.1170  490.7 | 0.389  1.131  826.2 1.647 5112  1141.8
200 | 600 | 0.0022 0.0077 427.2 | 0.011  0.044 703.8 | 0.037  0.187  958.9
200 | 1500 | 0.0002 0.0015  794.3 | 0.001  0.008 10653 | 0.018  0.029 1259.1
300 | 500 | 0.0074 0.0313 1528.2 | 0.086  0.234 2752.8 | 0.331 0.853  3562.5
300 | 1000 | 0.0005 0.0026 1374.6 | 0.009  0.018 2246.1 | 0.012  0.056 2944.9
300 | 2000 | 0.00001 0.0007 2309.6 | 0.002 0.004 2888.6 | 0.007  0.015 3537.7

MUHAMAJIHE, TITO yKa3yje Ha YHIHEHUIy /1 aJTOPUTaM Yy HEKHM H3BPINEHUMA He
MozKe J1a u3bjerne "3araBspbuBame y jokagHuM cybonTumasinuM pjememnumva. OBa
nojaBa ce y Mam0j Mjepu jaB/ba u Koj DK'TFE mucranmu ca 50 uBoposa u 70 rpana.
Bpujeme msppiiema asaropurma 3a HajBehe mucranme we mpesnaszu 3600 cexyH/im.
Kaxko Buanmo u3 kosona Ti.[s] u3 o6je Tabene 3.1 u 3.2, Bpujeme u3BpIIema aaro-

pUTMA 3a CBaKy MHCTAHILy Cpa3MjepHO pacTe ca OpojeM TparKeHUX KOMIIOHEHTH.

3.5 3aspmraa pa3marpama 3a BCPq npobiem

Metoma mpoMjeH/BFUBUX OKOJNHA, WHATMjATHO pa3BUjaHa 3a MAPpTUITHOHUCATHE TTOBe-
3aHor rpada Ha JiBuje DaJlaHcUpaHe TTOBe3aHe MapTHInje, YCIjenHo je yHanpujehena
U 3a pjelllaBaibe OIIITer cjydaja, HapTUIMOHKMCAba rpada Ha MPOUu3BO/baH OpOj
naprunuja. [[lokazano ce ga ce HeKM KOHIENTH CHENHjATHOT Caydaja MOTY UCKOPH-
CTUTH Wy onmiTeM (Kao MmTo je ynorpeba KasHene (yHKIUje WM JOKATHO TpeTpa-
JKHUBAbE), JOK Ce JPYIU €JeMEeHTH AJIrOPUTMa, Kao IITo cy (DyHKIHUja nuba M
OKOJIMHE, PA3/IUKYjy y oapehenoj Mjepu. MeToja mpoMjeH/bUBUX OKOJIMHA, JAKJIe, Y
OKBUPY IpPOIEype pasMpaBaimba (oOpMUpa OKOJIMHE 110 PUHIUITY TPOMjeHe IpuIia-
najyhux xkommonenTu 3a pactyhum 6poj aBOpoBa, Tjje ce m300p HOBE KOMIIOHEHTE
Obupa Ha cIydYajaH HA4YWH. Y JIOKQJIHOM HPETPaKWBAIbYy pjelllelhe ce IMOKYyIIaBa
YHAIIpHUje/IMTH pa3MjeHOM KOMIIOHEHTH 3a TTapOBe YBOPOBA.

ExcrnepumenTasHu pe3ysiTaTl Cy BPIIEeHN Ha UCTUM HWHCTAHIIAMA Kao My CIydajy
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napruimje Ha jpuje komionenre. /lobujeHn pesy/raru yKasyjy Ha peJiaTuBHO jg00ap
KBaJIUTET IPE/IJIOKEHOT aJropuT™ma. EKcriepuMeHTH T0Ka3yjy jia BpujeMe H3BpIIeha
aJropuTMa cpa3MmjepHo pacte ca nopehamem 3agaTor 6poja KOMIIOHEHTH.
PenaruBno ayro Bpujeme u3Bpinema aaropurMa 3a Behu 3amaru 6poj mapTunmja
yKa3syje Ha IpaBaill Ja/bel' HCTPazKuBarba, Koju O6u mojpa3yMujeBao yop3ame JoKaJI-
HOT' IIpeTpakKuBaiba yrnoTpedoM HeKe Jpyre cTpareruje, Kao U eBeHTyaaHo (popmu-
pame apyradmjer cucteMa okosmHa. (C 003WpoOM 11a oBaj MpoOIeM 10 caja HIUje
MHTEH3WBHO pjeriaBaH IPyruM MeTaxeypUCTUIKAM MeTo/ilaMa, OUI0 O MHTEePECAHTHO
UCHUTATH KaKBe cy MOI'YhHOCTH LpUMjeHe JIPyrux MeTaxeypHUCTUKA, KaOo U HUXOBE

XUOPHUIU3AIL]eE.

23



I'1aBa 4

IIpobyem p - apHe TpaH3UTUBHE

peaykuuje y rpady

4.1 VYBona

Y 0BOj IIaBU aHAJU3UPaA Ce MPoOJeM p - apHe TpaH3UTHBHE peyKiuje y rpady,
raje je p mosuruBaH nuo Opoj, (emr. p - ary transitive reduction - TR, prob-
lem) u mpenmaxKy ce TeHETCKU AJTOPUTAM U METOJA MPOMjEH/bUBHX AJTOPUTAMA
3a pjemasame TR, nmpobiema. Pesyntarn npukasanm y 0Boj INTaBH 00jaB/beHH Cy
y |84]. TRy yk/byuyje npobiem npoHaiazkema ycMjepeHe XaMUITOHOBE KOHTYDe y
rpady, Te je crora, kao yommrewe NP - remkor npo6iema [40] u cam NP rexaxk.
Croenumjaran caydaj TR, npobiema, kaga je p = 1, je mosnaru mpobJieM IpoOHATIa-
JKeha MUHHUMAJIHOI eKBHBasieHTHOr nurpada (enr. minimum equivalent digraph -
MED problem).

MED n TR, cy npobsemn ox npaktuuanor uarepeca. MED mpobiem ce jaBba
y JM3ajHUPakby PAadyHAPCKUX MPerKa Koje 33/[0BOJbaBajy ycjose nosesanoctu [62].
OcHoBHE TpoOJIeM Iu3ajHUpama Mpeyka y KOHTEKCTY ycMjepeHuX rpadoBa je cibe-
naehu: 3a narm nurpad, npornahu Hajmamu ckyn rpana (koje opMupajy MuHIMAaIaH
ekBuBajieHTaH aurpad), Koju cajapxku cse penamuje "mgocrukuocru" (enr. reacha-
bility), 3acHoBane Ha pesanuju "gocruzkuaocTu" y mosaasHom rpady.

TR4 ce MoxKe IPUMUJEHUTH Y aHAJU3U ¥ BU3YeIU3AIUjU cOlUjaJiHuX Mpezxka. /la
O ce ucmuTasNe COIUjaTHe Mperke U TOMOLJIO TIpolecy Busyaausamumje, v [34] je 3a
pjemasame TR; mpobsema pas3Bujen npaBoauHUjcKn "moxJenan'’ aaropuram, Koju

je npuMujermeH Ha JI0OPO HO3HATY IMPOKY COILHUjAJIHY MPEXKY [03HATy Kao EHpOH
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p-apHa TpaH3WTHBHA DEJVKIIHja V rpady

(enr. Enron corpus).

Snauajuy npumjeny mpoodiema TRy cpehemo y 6momoruju. TRy ce kopuctu 3a
OTKPHUBalhe HaUWHA PEHOCA CUTHAJIA y OMOJIONIKAM MpexkaMa. Behunra Omosomkux
KapaKTepUCTUKA MOTHYe O] CJI0XKeHOT MehymjemoBama pas3Hux cacrtojaka henmje,
kao mTo cy /JIHK, PHK, nporennn nu manum mosekynu. hennje KopucTe myTeBe n
MexaHu3Me peryJiaiuje jia Ou KoopuHucaJje BuiecTpyke gpyukiuje, omoryhasajyhu
UM Jla OJIrOBOpPE M IMpHJIArojie ce Ha MPOMjeHy OKpy:Kerma. ¥ eKCIepHMeHTaJHIM
MeTojlaMa 3a HennTHBame resoma (enr. Genome-wide methods) ce naentndukyjy na
xusbaje hejmjckux KoMmionenT. Excriepumentasine nudopmaiiuje o mehyijesioBamy
y JaT0j Mpe:KH KOMIIOHEHTH MOTry OWTH JUpPEKTHe, Tj. J0OHjeHe IOCMATparmbheM
ojapehenux wHTepaknuja u3mehy MojieKysia y HEKOM TOCEOHOM €KCHEPUMEHTY, WU
UH/IUPEKTHE, Tj. OHE KOje ce JIo0ujajy Ka/la yTu4eMO Ha HEKY KOMIIOHEHTY y MPeXKu
U [IOCMaTpaMo HheH yTHIA] Ha Jpyre KommoHenTe. /la 6u ce cBe oBe mHopmalmje
CUHTETU30BaJIe Y jeJIHy MPEXKY, MOPa Ce OJPEeIUTH KAKO Ce Pa3/IMIuTe WHTEPAKIje
nobujene ekcnepuMenTuMa MehycobHo ykiaamnajy. TR, niu Ounapra TpaH3UTHBHA
peayknuja (enr. binary transitive reduction - BTR ), omoryhasa ga ce ompeu
Hajpjebhu rpad (onaj rpad koju mMa HajMame rpaHa) KOH3UCTEHTAH Ha eKCIePHMeH-

TasTHa 3amakama. OBaj IPUCTYN je K/bYYHH JIHO MPOTIE/ype CHHTe3e MpezKe, OTICaH

y [3].

4.2 MareMaTnIKn MOJEJI

TR, je npennsuo nedunucan y [4]. Ba marn yemjepen rpad G = (V. E) ca gatom
dbyukujom Koja nedunumre gabene Ha rpasama w : F+— {0,1,2,...,p— 1} 3a Heku

dukcupan nuo 6poj p > 0, yBoaumo cibejiehe jrebuHuUAje 1 HOTAIU]Y:
e Csu nyresu (Moryhu cy u camonpecujenajyhu) cy ycMmjepenu myresu.

e "Ilapurer" (enr. parity) myra P u3 uBopa u J0 4Bopa v je »_ w(e) (mod p).
ecP

. xX
e Horanuja v = v o3nauasa nyT o u g0 v napurera € {0,1,2,... p— 1}
AKo He HaryamaBaMo IIAPUTET, TA1a MyT jeJHOCTABHO O3HAYABAMO Kao U = V.

. X
['pana ce jegnocTaBHO O3HA4YaBa ca U — UV WX U — V.

e 3a mojackyn ckyna rpada F' C F, ckyn dostupni(E’) je ckyn cBux ypeljennx

Tpojku (u,v,T) TaKBUX Ja Baxku u = v je nyt y (mox)rpady (V, E').
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Tabesa 4.1: I'pane u ojarosapajyhe JiabeJie
nouerak(e) | kpaj(e) | w(e)
1 2

U = W NN - N
= Ot W = == Ot Ww
NN OO N DNDO

Cauka 4.1: Ourumaiso pjemere 3a npumjep 4.1.

Hedununuja npobaema p-apue tpamsurusie peayknmje (TR,) je cpeneha. Heka
je G = (V, E) ycemjepen rpad ca marom dyukmujom w : E+— {0,1,2,...,p—1} u
JIATEM CKYIIOM KPUTHUYHUX TpaHa Fi.e C FE. 3amarax je mponmahm momrpad
G' = (V,E') vaje je Egriticne € E' C E, dostupni(E’)=dostupni(E) u |E’| je mTo je

Moryhe mMamu CKYyII.

IIpumjep 4.1. Hexa je p =3, V ={1,2,3,4,5}, |E| =9 u Epriticne = 0. Tpane u
odzosapajyhe nabese na epanama cy dame y mabeau 4.1.

Onmumanro pjewerse, dobujero momastom enymepayujom, je 6 u odzosapajyha
mpansumuena pedykyuja ce cacmoju od epana (1,2), (1,5), (2,4), (3,1), (4,3) u
(5,4). Horaznu epad G u 1e206a MUHUMAAHKG MPAH3UMUBHAE PEOYKUUTA JE NPUKA3AHA
Ha cauyu 4.1. Ipare epada G, Koje Hucy yxmyuweHe y ONMUMAAHO DJEWEE, CY

npukazane ucnpexudanum aunujama. Y epady G cxyn dostupni(E) ce cacmoju 00
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ceux mozyhux mpojru, mj. dostupni(E)={(u,v,x)| (u,v) € E,z € {0,1,...,p—1}}.
IIposjepumo da cee makee mpojre maxohe npunadajy u ckyny (E').

122:15%2

122:1%2 254 45%33%1,15%2.

Hpumujemumo da nocmoju yurasyc: 1 SN 2, 2 EN 4, 4 5 3,3 SN 1, myg. 1 = 1
Cmoza, ako 3a nexu weop v # 1, nocmoju 1 = v, mada nocmoju 1 = v, 3a cearu
r € {0,1,...,p — 1} jep ce no youerom yuKAYCYy MONHCEMO KPEMAMU NPOUIEONHAH
6poj nyma, 3anpaso MoACEMO Ce KPEmamu OHOAUKO NYMa KOAUKO je nompebHo.

Taxo, 3a ceavu v € {0,1,....,p — 1}, 1 = 3 nocmoju y G' jep nocmoju nym
1=3:1—=5,5—4,4—=3.

Cauuno 31 =4:1—-55—=>4ul=>51—05.

Cada, nowmo cmo nomepduau da y epady G nocmoju nym o0 ueopa 1 do
bun0 Koz u6opa, 4 u3 UCMo2a passo2a u Kowmypa 1 =N 1, axo nponahemo nym
(npoussownoez napumema) v = 1, 3a weop v # 1, mada cee mpojre (v, w,x), 2dje
w e V\{v} vz e€{0,1,...,p— 1} npunadajy ckyny dostupni(E’). Iymesu 2 = 1,
3=1,4=1, ub = 1 nocmoje y G', odaxae caujedu da je E' mpanzumusna

pedyruuja norasznoe epagpa G.

4.2.1 Panuju pe3yiaratn

VY [88], mpumujeheno je ga ce 6uio koje pjememe MED mpo6iema gekomnonyje y
pjeliiema 3a Crporo HoBe3aHe KOMIIOHEHTe U pjeniee 3a rpad komuoxentu (rpad
J06UjeH KOHTPaKIUjOM CBaKe moBe3aHe KoMmioHeHnTe). Tako ce mpobiiem peaykyje y
JINHEAPHOM BpPEMeHY 3a JIBa cjiydaja: rpad je mjim anukJudaH Ud CTPOro NMOBE3aH.
Axko je rpad amukmmaan, MED npobiem je ekBuBasleHTaH IPOOJIeMY TPAH3UTHBHE
peJIyKIje, 3a Koju je y [2] mokazaHo J1a je eKBUBAJEHTAH TPAH3UTHBHOM 3aTBODEbY,
Te je cTora pjenuB y MOJUHOMCKOM Bpemeny. [IpobJiem TpaH3uTHBHE pejyKiuje ce
CacTOoju OJ1 MpoHATaKema moarpada garor rpada G ca HCTUM TPAH3UTUBHUM 3aTBO-
pemem Kao u (G, TakBOr 7a y ceOn He caaprKu mpaBu morpad ca MCTOM OCOOMHOM.

Y [97], je upejcraBben ajroputam JUHEAPHE CJIOKEHOCTH 3a IPOHAKEHe MUHH-
MaJiHe TPAH3UTUBHE DeIyKIHje 3a JaTh cTporo mose3an qurpad. VY [61] ce naBoau
Jla JATU aJITOPUTaM HUje KOPEKTaH.

Y |63] je sokazano ja je y crporo noesaHuM rpadoBUMa, KOjU HEMAjy yCMmje-

peHuX KOHTYpa Koje cajpzke Buire oy Tpu rpane, MED mnpobsiem exBuBajieHTaH
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MaKCUMaJIHOM OUIapTUTHOM cliapuBamwy. Kopucrehu 0OBYy 4uibeHHILy, ayTOpU Cy
yHampujeauiu pannjy anpokcumanujy 3a MED u3 [62] u npukazaiau HOBY, ca dhakr-
opoMm 1.617.

Y [95] je ummaemMeHTHPAH W TECTHpAH AJTOPHTAM CHMY/JIHPAHOT Kasbema (SA)
3a pjemaBame MED mpobiema. Y cBakoM Kopaky, SA XeypHCTHKa pa3MaTpa HEKY
OKOJIMHY TPEHYTHOI CTambha U MPodadUINCTUYKU OJJIydyje Jia JIk Ja cucTeM mpebaru
y Ty HOBY OKOJINHY, HJI OCTaHe Yy TPeHYTHOM cTamy. BjepoBaTHohe ce Ompajy Taxo
Jla CHCTEM TeYKH Ka IPeJIacKy y cTambe ca MamoM ereprujom. Moryhnonrhy mpesracka
Wy CcTama ca BUIIOM €HEPrHjoM ce cMalbyje Heyke/beHa IT0jaBa 3alvlaB/bUBatba y
JIOKQJTHUM, CYOONTHMATHUM DjellerhbuMa.

Y [8] je dopmasHO pasBHjeH TeHepuuKM TporpaM Koju oipelyje MuHUMaIaH
HOJICKYII KOjU 3a/I0BOJ/baBa HEKe ocoOUHEe JlaTor cKyla, KomOunyjyhu Heke mHBapu-
jaHTHe TeXHWKe ca TEOPUjCKUM U JIOTHIKNM padyHamuMa. (OBaj reHepuIK TPUCTYII
je Jajbe MPUMUjeheH Ha ITPOHAJIazKemhe pjeliermha 3a Heke 1mo3HaTe rpadoBcke mpod-
JeMe, a u3Mehy ocTanuxX W Ha MPOHAJTAYKeHme TPAH3UTHUBHE PEIyKIUje CTPOTO TOBe-
3aHor rpada.

Y Jureparypi je OlKUCaHO U HEKOJUKO pub/imkHux ajaropurama 3a MED 1po6-
aem. MED mpob6iewm je takohe mosuar u kao MAX-SNP-texkak mpobsieMm Koju je
pjermB y MOJMHOMCKOM BpeMeHy ca ¢akTopom 1.645 + € 3a cBaky KoHCTaHTy € > ()
[62]. HajuoBuja anpokcumanuja ca dakropom 1.5 mara je y [100]. 3a rexuucky
Bapujauty MED npo6/iema, y K0joj cBaka rpaHa MMa HeHETaTUBHY peasHy TeXKUHY,
nponaljen je mpubnzkan aaropuram ca dgakropom 2 [38, 64]. C o63upom Ha mosesa-
noct MED u TR; npobiema, ciujean na u 3a npobaem TR, moctoju mpubimKHI
ajaropuraM ca ¢paxkTopom 2.

Hedbununnja TR, npobiema je ysemena y [4]. dokazamo je ma je 3a ycmjepene
anukKan4dHe rpadope mMpobdIeM pjellinB y JTHHEeapHOM BpeMeHy 3a O1JIo KOju 1o Opoj
p > 0, m npukazan je npudan:kau ajaropuram 3a TR, ca daxkropom 1.78, 10K je 3a
rpadose youurre nocrurayTa anpokcumaimja ca dbakropom 2 + o(1) 3a TR, raje je
p > 1 npoct 6poj.

Y [3]| je yBesaen HOBH MeTOn Koju KOMOWHYje CHHTe3y W Ca3Hama O Mperkama
OuoJIOMKUX curHaJia. [J1aBHA U/eja JIeXKH y PeICTaB/baby IMOCMATPAHUX WH/UPEKT-
HUX YCJOBHUX Be3a Kao MyTeBa y MPeXKH U yHOoTpeOn TeXHUKA KOMOWMHATODHE ONTHU-

Mu3aluje ga ce npoHahe najpjehu rpad KoH3UCTEHTAH Ca CBUM €KCIIePUMEHTAINM
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nocmarpamuMa. PaudyHapcko Haj3axrjeBHuju Kopak uumraor npucryna je BTR
npobsieM. Aytopu cy gokasanu jga ce BTR pjemasa y moanHOMCKOM BpeMeHY aKo
rpad Hema KoHTypa ayzKuHe Behe ox 3. [dasbe, onucan je jeman "moxsenan" npuctyn
3a pjemaBame BTR npobiema, koju Opuiite HemorpebHe rpaHe CBe JIOK OHE IOCTOje
U TIOKA3aHO je /1a 0Baj MPUCTYII BOJYM alIPOKCUMANHjU ca (haKTOPOM 3.

Ha ocnoBy oBux pesysrara, y [60] je pazsujen codrsep Koju KOMOUHYje CHHTE3Y,
MeDhy/jesioBambe U MOjeTHOCTABBEee MPeKe MPEeHOCHUX curHaia (eHr. signal trans-
duction networks), [3|. Buosonika ynorpebpuBoct codrBepa niIycTpoBaHa je mpuM-
jeHOM Ha peTxXoAHO 00jaB/beHY MpPEXKY MPEHOCHHX CHIHaJa |73]|, Te Ha meroBy
yIOTpeOy 3a HCTParKUBambe CMPTHOCTHU hesuja y HeKUM 000/bemhuMa.

VY 9] je nokazano mocrojarme anmpoKCHMATHBHOT aaropur™a ca dpakropom 1.5 3a

MED, TR;, u TR, upobseme, raje je p duxcan upocr 6poj.

4.2.2 Besa usmebhy TR, n npyrux npobJema

Y oBoMm oznjespKy ce onmcyje Besa usmely TR, m apyrux npobiema, momenyTux Ha
noueTKy yBomue ceknuje. Cnemumjanan ciaydaj BTR mpobiema, kama cse Jabene
Ha TpaHAMa WMajy BPHUjEIHOCT HY/A, YKJBydyje mMpobjieM MpoHAIAXKema YCMjepeHe
Xamuaronose koutype y rpady. 3a garu yemjepen rpad G = (V, E'), MED npo6.iem
je mpoHazeme ckyna F' C F TakBuX /1a 3a CBaKa JiBa YBOPA U M U BayKU: aKO IMOCTOjH
nyr uz wy vy F, trana nocroju nytr vy vy E'. Axko je Epritiecne = 0, Taga je TR
yupao MED upob6iem.

Y Honarky 2 winanka [3] npukasana je ¢dpopMmy/amnuja MjemoBUTOr 11je00pojHOT
nporpamupatsa 3a npodsem BTR (TRy). Weja je 3acHoBana Ha MpeKHIM TOKOBAMA
u3Mmelhy aBopoBa.

ITpBo, 3a KoHCTpYKIWjy HOBOr rpada G = (Vi, E1) ox nonasuor rpada G =
(V, E), y3 ouyBame penanuje JOCTUZKHOCTU U JIOK C€ CUMYJITAHO eJIMMUHHUIIE TOTPeba
3a JrabeslaMa, Kopuctu ce cbegeha mpomneaypa. CBaka rpana e = u L v e Ece
yk/byayje v F1 n ako € € Fpiticne, OHIA Ce TPaHa € O3Ha4YaBa u Kao Kputndna y (.
3a cBaky rpany e = u Sve E, ykibyuyje ce HoBu uBop w y Gy, y Fy ce yk/byuyjy
rpame e; = u Lown ey = W L vmakoe € Elriticne, Taza ce obje rpaHe e; U €
O3HaYaBajy Kao Kputudne y Fj.

CBaka rpana y (7 uma ucry Jjabey u Crora MOXKEMO 3aHeMapuTu Jabdese y

G,. Jla 6u ce onpeania OuHApHA TpaH3UTUBHA peayknuja y (G, Mopa ce OIpeIuTn
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OunapHa TpaH3uTUBHA peaykuuja y G, Te ce T pesyararu upenoce nasajg y G.
Baaro napymasajyhu Hotanujy, o3Haka Ejy iticne C€ KOPUCTH 3a O3HAYABAIHLE U CKYIIA
kputnaaux rpaHa y Gi.

MILP momen 3acHoBaH Ha MpexkHOM TOKYy 3a BTR mpobiem npumujemeHoM Ha

(1 yBoau cbesiehe mpomjerspuse:

e 3a cBaky rpany e € E mupomjenbuBa z. € {0,1} uma Bpujeanoct 1, ako u

caMo ako je rpaHa e MPHCYTHA y TPaH3UTHBHO] peaykuuju ox Gy,

e 3acBeu,v € V, e € F, npoMmjenbuBe 3a TOK [ u gff}‘fe y3UMajy HeHeraTHBHE

u,v,e

peaJiHe BPUjeJIHOCTH ¥ Ha3UBAjy ce NMapHU U HENAPHU TOKOBU, PECHEKTUBHO.

3a garu upobiem G = (V, E), upocrop pjemema uma |V|? - |Ey| + | E1| npomjen-
JHUBUX, OJ KojuX je |Fj| GUHADHUX HNPOMjEeH/bUBUX, KOje Y3UMAjy BPHjEJIHOCT W3
{0,1}, 1ok cy npeoctanux |V|? - |E;| peaine HeHeraTupHe OpOMjeH/bHBE. Y BEUMO
jom u momarny Horanmjy: ulazece(z) u izlazece(x) ce omnoce ma ckynose {ulu —
r € E1} n {ulx - u € Ei}, pecnekrusuo. MILP mozen 3a mpobiem OGuHapHe

TpaH3UTUBHE PeayKiuje je cibeaehmn:

min Z Te, (4.1)

yB OrpaHuYemal
z, =1, 3a cBe € € E1 N Epriticne (4.2)

Z v = 1, 3acBe e =u—vE F (4.3)

z€izlazece(u)

dd
Z fzi,\;iral:_fs,v,m = _]-’

z€ulazece(v)

3acBee=u—>veEFE nwe)=0 (44)
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even __ podd __ 1
U,,T u,v,x )

z€ulazece(v)

3acBee=u—>v€E€FE nwe)=1 (4.5)

even . odd __ 0
U,y wy T

y€ulazece(z) y€Eizlazece(x)

3acBe e =u— v € FyncsexeVi\{uv} (4.6)

odd . even __ 0
u,v,Y wy T

y€Eulazece(x) y€Eizlazece(z)

3acBe e =u— v € Ky ncsexe Vi\{uv} (4.7)

Z woe odd " o | 3acee e € By, u,veV. (4.8)

uv,e —

Oynknuja nuba (4.1) obesdjehyje na he pjememe Guru MuHEMATAH TOArpad
KOjU 3aJ10BOJbaBa orpaHmdema. [IpBu ckym orpanmdema (4.2) obesbjebhyje ma he
pjeleme caIpKaBaT CBe KPUTHIHE IPAHE.

Orpanndersa (4.3)-(4.8) ce Kopucre Ja 61 ce OCUTYPAJIO Ja pjellehe 33 10B0baBa
CBe pesalije JTOCTUKHOCTH, KOje Cy MPHUCYTHEe U Y OPUTHHATHOM Tpady.

Y BTR npobiemy, nocroje aBuje Bpcre mapuTera: MapHa W HemapHa. 3a CBakKy
rpany y rpady, orpanndema Koja ce ognoce Ha Tok y MILP momeny ocurypasajy
IIOCTOjalbe MPEXKHOT TOKa y pjeliery (MApHOr WM HEMApHOr TOKa, y 3aBUCHOCTH
OJi TOora Ja Jin je TpaHa y opuruHaiaHoM rpady osnadena ca 0 mim 1). Cpaka
HPOMjEH/bUBA 32 TOK Ce Be3yje 3a I'PaHy U OJHOCHU C€ 33 TOK U IMAPUTET y MOJIa3HOM
npo6aemy. IIpBu ckynm orpanudema 3a Tok (4.3) ocurypasa ja he mocrojaTu Heku
MO3UTHBAH TOK KOjH MOJA3W W3 W3BOpa MpekHor Toka. Orpannvema (4.4) n (4.5)
ocurypasajy na he Tox yauru y 3aspiiau 4Bop (ymrhe). Orpanuuema (4.6) u (4.7)
ocurypasajy "ycios kouszepsanuje'. Tloc/benmu ckyn orpanndema (4.8) ocurypasa

Jla aKO ce T'paHa KOPUCTH Y TOKY, TaJa je OHa U m3adpaHa.

4.3 Tenercku ajaropuraM 3a pjemasame TR,

mpobJjiemMa

Y 0BOj ceKImju ce ONHCyje TeHETCKM aJropuTaM 3a pjemasame npobiema TR,.

PesyaraTu pe3eHTOBAHN ¥ OBOj CEKIUjuU cy 0GjaB/beHn y pay [84].
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4.3.1 Penpe3eHTaluja jeAMHKA U KPEUPAHKHE€ WHUIIUjAJTHE
ToMmyJIamnuje

3a pemnpe3eHTaIujy jeJMHKH KOPUCTH ce OMHApHO Kojuparme. (CBako pjelierme ce
npejcraB/ba GuHapHUM HU30M Iy KUHE | F\ Egpiticne|. Tlommo Kpurndne rpane yBujexk
HPUNJIAJy pjeley, one ce He Konupajy. CBaku OuT y TeHETCKOM KOy OJIroBapa
jemnoj rpauu u3 ckyna B\ FEgpitiene. Y CIy4ajy Ja je IpaHa YK/byueHA y pjellene,
ojrosapajyhu 6uT mma BpujeHOCT 1, JIOK je y NPOTUBHOM BPHjeIHOCT OUTA je/IHaAKa
HYJIH.

[Ipumukom naunMjau3anuje, Hajupuje ce Kopuctu Floyd- Warshall-os anroputam
3a padyHame cBuX ypehenux tpojku (u,v,r) TakBux ja y garom rpady G mocroju
IyT Ol YBOpa U O YBOPA U, MapWTeTa T, Tj. U = v. VHnmmjasHa momynammja
o Npop = 150 jenuuKum ce TeHepuille Ha cIy4ajaH HAdMH, duMe ce obe30jehyje
MaKCHMaJTHa Pa3HOBPCHOCT FeHeTCKOr MaTepujata. MehyTum, ciaydajHo renepucane
jenHKe MOry OMTH HeKOpekTHe. J[ogaTHo, MONITo aJropuTamM KOPUCTHU CTaHIap/IHe
retercke orneparope (kako he To 6uru KacHuje jgeTasbHEUje 00jalllEbEHO), IIPUM]EHOM
THX OIepaTopa Takohe MOry HACTaTH HEJIOMYCTUBA pjellerba, ITO je 3aIpaBo YecT
cayudaj. HekopekTHe jenmnake ce "momparspajy" mpuimkom padyHama (QYyHKIHje

11/ba, KAKO je TO 00jallbeHO Y 0/1jeJbKYy KOJU CJIAjeIu.

4.3.2 PauyyHawme DyHKIEje MNba

Heka E' C F o3navaBa CKyl rpaHa Koje Cy y JaTOj JeIMHKH YK/bYUYeHEe Y Pjerere
(Te rpaHe cy y remerckoM Koy kogupase jegununom). Ogrosapajyhu rpad je
raga G' = (V, E’). Kopuctumo Floyd-Warshall-oB anropuram 3a padyHarme CBHX
ypeljernx Tpojku (u, v, x), Taksux ga y rpady G’ mocroju u = v.

Cipenehn xopak je oapehusame Tpojku xoje mocroje y G, anum ne nocroje y G'.
AKoO Hema TaKBUX TpPOjKH, TaJa je cKyn F' jeaHa TpaH3uTHBHA PEIYKIIHja MOJA3HOT
rpada G, Tako jia je j1aTa jeIMHKA JOIYCTHBA. Y MPOTHBHOM, aJrOPUTAM IIPOHAIA3H
ony rpany u3 F koja seh nuje y F’, unjum 6u ce ybanupameMm yK/byano Hajselin 6poj
rpojkn. Tana y E' ykmwyuumo Ty nponaleny rpany. Ilponec ykibyuusama rpane
o rpade y ckyn E’ ce HacTaB/ba 10 ONHCAHOM IPUHIHITY, CBe H0K E’ He mocrane
TpaH3UTHUBHA peayKmuja o G.

Bpujeanocr dynknuje nupa je |E'|.

Y Hajropem ciay4ajy, y pjeiieme je morpeOHo je YKbydnTH CBUX |E\ Fgriticne|
rpana. 3a cBaky TakBy rpany, Ha HoBodopmupanu rpad G, moTpeGHO je NOKpeHyTH
Floyd- Warshall-osy npoueaypy cioxenoctu O(p?-|V [*). Taxobe, na 6u ce nponamnia

OHAa I'paHa KOja HajBHIIE OJITOBapa, Y HajropeM CJIydajy aaropuTaM Mopa mpohu Kpo3
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CBe KOJlUpaHe I'paHe, CBe TPOjke U cBe Jjabesie, MITO UMILIMIUPA JIa je BPEMEHCKA
cioxenoct O(p? - |[V|* - |E|). Crora je yKyliHa BpeMeHCKa CJIOKEHOCT 32 padyHame
bynknuje nuba O(max{p? - |V >, p* - |V|*- |E|}).

Hexa maw,,; o3navaBa MakCumMyM, a ming,; MUHIMYM (DYHKIHje Ii/ba, HoCMaTpa-
HO II0 CBUM jeuiKaMa y momyanuju. [Ipmrarohenoct jemunku (fit;eq) y nomymanujun
ce oapebhyje kao smHeapHa HOpMasnU3anuja Bpujegnoctn GyHKIja musba (00]jed) ¥

unrepsaiy [0,1], pauynara npeko dopmyse 4.9:

MaZob; — 0bJjed

fitjed = (49)

MAToh; — MiNep;
Crora je jenmuka ca HajBehom npumyarohenomniily oHa ca MUHUMAJHOM BPH]jejI-
nomthy dyHKIje 1nu/ba, 1 0OpHYTO, jejuHKa ca Hajsehom BpujeHohy dyHKImIje

U/ba UMa HAajMamby MPUIaroheHoct.

4.3.3 T'eHerckm omeparopu
Ceneknuja

[Tpusmkom npumjene oneparopa cesneximuje, Neje = 50 eINTHUX je TUHKH JTUPEKTHO
npoJia3u y cjbejieny reHepanujy U Ha HbUX Ce PeHEeTCKH OllepaTopu He HPUMJerby]y.
[locwemuano, 3a Te jeuHKe ce HE MHUjelha HU BPHjeIHOCT (PYHKIHje IU/ba, Ha Ce
caMUM THUM OHA He MOpa HU padyHaTu. Twume ce y 3HAUYAjHO] Mjepu ODOJbIITABAjy
yKyIHe nepdgopMance YuTaBor ajJropurma.

Omnepatop cenexnuje 6upa jeaunke Koje he ydecTrBoBaTu y mporecy peKoMOnHa-
nuje u gatu noroMke. OBaj mporec paBopusyje jeInHKe ca 60/b0M mpuiarohenomhy.
Y 0BOj MMILIEMEHTAIMjH, KOPUCTH ce (DUHO TpajupaHa TyPHUPCKa CesieKiuja (eHr.
fine grained tournament selection operator - FGTS), npeacrasmena y [37]. Kako
je To Beh ommcano y onjesbky 1.2.3 yBoane riase, FGTS onmepatop je ynampebheme
KJIACUYHEe TYPHHUPCKE CeJIeKIMje KOjU je 3aCHOBaH Ha YBODHermy palllOHAJIHOI Tapa-
Merpa Figr, KOjU 1pejcTaB/ba 10XKE/bHY LPOCjeYHY BeJUYUHY TypHUpaA. Y O0BOj

UMILIeMEHTAIjH, BPUjeTHOCT mapamerpa Fio,, = 5.4.

Ykpimrame

13 ckyna neesnrnux jepunku, 6upa ce |(Npop — Neite)/2| naposa jejnnku na
cnydajan HaumH. Ha cBakm map ce ca BjepoBaTHONOM peross = 0.85 mpumjemyje
orepaTop yKpIITama. ¥ MPONUCAHOM aJTOPUTMY €€ KOPUCTU CTAHIAP/IHO jeHOIO-
3UIMOHO yKpIITame. Tadyka yKpliTamba ce Oupa Ha cjaydajaH HAuYMH, a YKPIITaibe

GYHKIMOHUIIIE O CTAaHIAPHOM NPHHIUNY: DuHapHa penpe3eHTalyja MOTOMAaKa
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ce ¢opMupa KOIUPamEM I'eHEeTCKOI KOJIa jeJIHOI' POJIUTEe/ba OJ IMOYETKA JI0 TAauKe
VKpIITama, a JPYyror poauTesba O TadKe YKpIITama, A0 Kpaja. Tako cBaKHM

VKPIITamkeM HacTaje JBa MOTOMKA.

MyTamnuja

Kako 6u ce u3zbjeryia KoHpepreHigja y JoKaJHa CyOOIITUMAJIHA pjeliehba 1 0OOHOBHO
n3ry0/beHN TeHEeTCKHW MaTepujaJi, Ha jeJIMHKe Ce Cca HEeKOM MaJioM BjepoBaTHONOM
(koja ce 30Be HUBO MyTalje) HpuMjemyje oneparop myranuje. CiydajHo ogabpanom
reHy Ha KOjU ce MyTalldja IpuMjemyje obphe ce BpujeJHOCT y T€HETCKOM KOy ca
HyJIe Ha jelaH W O0pHYTO. Ajropuram KOpucTH MOAU(MUKOBAHU OMEPATOP MPOCTE
MyTalnmje, Koju npeno3naje t3B. 'cmp3myre" rene y remerckom 3amwmcy. [en ce
Ha3uBa "cMp3HyTEM'" aKO CBe jeIMHKE MMAajy UCTY BPHjeTHOCT OMTA HA TOj MO3UIIM]H.

KonnenTt cMmp3nyTtux rema objamrmeH je y omjepkKy 1.2.3 yBojaHe TiiaBe. Y OBO)j

0.4
‘E\Ek:’riticne ‘ ’

1.0
‘E\Ek'r‘iticne ‘ )

UMILJIEMeHATAIMju BjepoBaTHONA 3a MyTallijy HECMP3HYTUX I'eHAa U3HOCH

JIOK je 3a CMP3HYTe reHe BjepoBaTHoha MyTarmuje 2.5 myTa Beha u nu3nocn

EanMuHncame IMOHOB/bEHUX U CJAMYIHIX jeAI/IHKI/I

Y nonynanuju je moryha mojaBa jeJJMHKHM ca MCTUM TeHeTCKUM KojoMm. /Jla Ou ce
CIPHjEYMJIO JIa aJropuTaM 3alla/iHe y JIOKaJHa CyOolTuMaJ/Ha pjelieha, BPUjeHOCT
npuIaroheHocTn 3a cBe OBe jeJMHKe, OCUM jeJlHe, ce MOCTaB/ha Ha HYJy, YAME Ce
omoryhasa J/1a orepaTop CejIeKIje OBe jenHKe MW30CTaBh 3a C/belehy reHeparmjy.
Takobhe, ako Ou nocrojao 3Ha4vajan OpPOj jeIMHKKM KOje HeMajy MCTU I'eHeTCKU KO, a
UMajy UCTY BpHjeaHOCT (DYHKIMje IMIba, MMOHOBO OU JIOILIO JO CMalbemha Pa3HOBp-
HOCTH T€HEeTCKOI MaTepHujasa, MTO y3POKyje IpeBpeMeHy KOHBeprenmujy. Crora je

Opoj OBaKBHX jeJIMHKU OrpaHuyeH Ha BpujegHoct N, = 40.

Kemupame

Pauyname BpujeinocTn (byHKIM]je [H/bA je HAj3aXTjeBHUJU 3a/IaTaK Y YATABOM aJIro-
purmy. /[la 6u ce ynanpujeguiie mnepdopmance ajropurMa, KOPUCTH C€ TEXHHUKA
Kemuparma. Kemr je mmninemanTupan Kao hash-queue cTpyKTypa mojaTaka, Kamaru-
teta 5000. Kama 3a gary jeamnky Tpeba /1a ce padyHa BphjeIHOCT DYHKIHje MU/ba,
HPBO ce, 33 TY jeJIMHKY, TJIeJia Jia JIX je Ta BPUjeHOCT Beh n3padyHara u moxpameHa
y Kemmy. Y cayd4ajy /1a BpUjeTHOCT HUje Beh m3padyHaTa, TeK Tajla ce OHA pavyHa U
noxpamyje y Kemr. Y caydajy /ia jecTe m3padyHaTa, OHA ce He padyHa MOHOBO, Beh ce
caMo TIPOYNTa W3 Kerra. Y Caydajy Ja ce Kell HallyHU, OPHITY ce OHe BPHjeTHOCTH

Koje Hajayzke Hucy kopumrene. Oueparop Kemmpama IjeJIJAMHUTIHO je OMHCAH Yy
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onjesbky 1.2.3, 110K je jerasbuuju onuc jgar je y |66).

4.4 Metoa mpoMjeH/bUBIX OKOJIMHA 34 PjemniaBaibe
TR,

Y oBoMm omjespKy he OWTH ommcana MeTOIAa MPOMjeH/PUBUX OKOJHWHA Da3BUjeHA 3a
pjemasame TR, mpobieva. Pe3yiaTaTn mpeseHTOBaHM y OBOj CEKIMjH, 3aje/lHO ca
pesyJaTaTHMa U3 IPeTXO/He ceKIje, 06jaB/benn cy y payy [84].

PenpesenTanuja pjemnema je m3BpIleHa HA UCTU HAYUH KAaO KO T€HETCKOT aJro-
purma. CBako pjelieme ce IpeJcTaB/ba OMHADHUM HU30M JyKuHe |E\Firiicnel.
Qyukiuja 1u/ba ce Takohe padyHa Ha UCTH HAYMH KAO KOJI F€HETCKOI aJrOpUTMa.

3a pasyiuKy Of CTaHJAPJTHOT MeTOJa IpeTpare moMohy mpoMjeH/bUBAX OKOJIMHA,
y OBOM QJITOPUTMY je MPUMUjeheH JApYyraduju MPUCTYI: TIpeTpara ce OJBHja CaMO
VHYTap Tporeaype pa3MpjaBarma, T0K Ce JIOKaJHA Mperpara m30cTaBba. (OBakan
HPUCTYIL je YecT Yy claydajeBuMa KaJjla ce YHyTap Ipole/ype pa3dMp/laBatba 0JiBUja
"ny6spa mperpara y oJHOCY Ha CaMoO Ipesakemhe y HOBe OKOJIHHE, JIOK je JIpyru
pas3JIor 3aCHOBAH Ha YUILEHUIN JIa je BpHjeMe u3Bpliema pyHKIje 1u/ba Beh npuim-
YHO BeJIMKO, Te OU IpeTpara yHyTap Ipoliejiype 3a JOKaJIHO PeTPaKuBatbe JI0Besa
JI0 jorr Belier yKYIHOT BpeMeHa W3BPIIeTKa aJrOPUTMA.

Cowmane Bapujante pepykopanor VNS-a (enr. Reduced VNS - RVNS) mory ce
cpectu Ha npumjep y [28, 49].

Tok anroputma je mpukazan Ha caunu 4.2. Hajupuje ce, Ha ciaydajan HadwWH,
BPIIIN WHUTIjATA3AIHja [MOJJa3HOT pjellleha U TeHEePHUIly ce JIBa CHCTeMa OKOJIMHA.
[Ipuposa camux oOkoJiMHA, KAaO0 ¥ HAYUH TIPeJIazkema U3 jejiHe OKOJIMHE Yy JIPpYTY,
objammenu cy y oajesbky 4.4.2. YV ¢BAKOj urepanmju ajaropurmMa, HoBo pjemere x’
ce OWpa Ha cIyYajaH HAUWH Y HEKOj OKOJTMHY TadKe . Y 3aBUCHOCTH OJ BPUjeTHOCTH
dyukumje muba 3a pjememe ', ogayuyje ce ga jnm he ce npehu y HoBo pjememe x’
uau he ce ocraru y TpeHyTHOM pjemiemy. AKO je BpujegHocT (DYHKIHjE Mu/ba 3a
x’ 60/ba (Tj. CTPUKTHO Mama) OJ BPHjeJHOCTH 3a T, OHJA MOCTAaB/haMO T = &' u
nperpara HacTaBba, Ca UCTOM OKOJMHOM. AKO je Bpujennoct ¢yHKIuje nusba 3a &’
CTPUKTHO Beha y OJHOCY Ha pjelierme T, Tajla Ce Iperpara HacTaB/ba €a CTapUM
pjelielmeM & W HapeJgHOM OKOJWMHOM. Y CJIy4ajy Ja Cy OBe JBHje BPUjeTHOCTH
jelHaKe, OHJIAa Ce Ca BJePOBATHONOM Dyyope IOJEIIABA T = X' U IIpeTpara ce HaCTaBJba
ca MCTOM OKOJIMHOM, JIOK Ce ca BjepoBaTHONOM 1 — P,u0pe OCTaB/ba CTAPO HAjOOIHE
pjelnerme U HapeTHOM OKOJIMHOM. HakKoH IMITO ce cBe OKOJIMHE pa3MOTpe, MpeTpara
HOHOBO MOYWIHE €A MPBOM, CBe JIOK KPHUTEPHUjyM 3a 3ayCTaB/baibe aJTOPUTMa He

Oyae wcnymeH. Y HallleM CJyd4ajy, KPUTEPUjyM 3a 3ayCTaB/baibe je 3aJaT MPEeKO
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. UcitajUlaznePodatake();

. & = InicijalnoResenje();

. N[1] = GenerisiOkolinel (kmin, kmax);
. N[2] = GenerisiOkoline2(kmin, kmaz);
. iter = 1;

. tipOkoline = 1;

. pomjeranje=false;

k = kmin;

. While(iter < itermas) do

© 0 N S TR W N

12. If(poboljsanje < 0)
13. z = a';
14. pomjeranje = true;

15. Elself(poboljsanje==0)
17. = 2;

19. If(lpomjerange)

21 If(k < Kumaz)

2. k=k+1;

Else
23. k = kmin;

24. pomjeranje=false;
25. iter = iter + 1;
26. StampajRjesenje();

10. 2’ = Razmrdavanje(z, N [tipOkoline]y);
11. poboljsanje = FunkcijaCilja(z’)—FunkcijaCilja(z);

16. If(slucajnaUniformna(0,1)< pmove)

18. pomjeranje=true;

20. tipOkoline = 3 — tipOkoline;

Cmnuka 4.2: Ocnosna mema VNS anropurma

JIOCTH3alba MaKCUMaJIHOT Opoja ureparuja.

4.4.1 WMuunnmjagunsanuja u pyHKOHja IUba

Kao mro je Beh pedueno, pernpesenranuja pjerierma je W3BPIIeHA HA UCTU HAYHH

Ka0 KOJ reHeTckor ajropurma. (CBakKo pjemieme ce mpejcraB/ba OMHAPHUM HU30M

jyube | E\ Egpitiene|- Y cIydajy Ja je BpujeIHOCT eJleMenTa Hu3a jeHaka 1, oarosa-

pajyha rpana je yk/pydena y pjernieme, a y caydajy Ja je ejleMeHT Hu3a jeaHak 0,

HUje.

OyHKIMja MI/ba ce TAKOhe padyHa HA UCTH HAYUH KAO KOJT TeHETCKOT aJrOpUTMA.

VY ciyuajy mojaBe HEKOPEKTHOT pjelieba, yuyTap (hyHKImje uba, ajaropuram "mor-

pas/ba' pjerreme Mo UCTOM HPHUHIUIY Kao KO T€HETCKOT aJropuTMa.

4.4.2 IIponeanypa pa3MpaaBamba

Y oBOM aqropuTMy AedUHUINLY Ce IBa TUIA OKOJTMHA.

N,‘jbrm(x): Y 1IPBOM THILy OKOJIMHA, BPIIIK CE NUHBEPTOBAHE BPUjEIHOCTH HEKUX

k enemenara nmsa. llpenusuuje, y k - T0j OKOJUHE BPIIH ce U300p HEKuxX k

eJleMeHaTa HU3a KOJU OATroBapa TPEHYTHOM Djeriemy.

CBaku ejleMeHT HH3a
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OJIlOBapa jeJHOj I'PAHU U 3a CBAKHU eJIeMeHT (CBaKy I'DaHy) ce BPIIH HWHBEPTO-
Baibe, HA c/bejiehn HAUMH: y c/Iydajy Ja je rpaHa paHuje IMPHUIAIAIa Pjelnemny
(oarosapajyhu esemMenT HU3a je MMao BpujeaHOCT 1), Taja ce Ta TpaHa yK/amba
U3 pjeniema. Y cjydajy Ja rpaHa HUje HPUIAJAJA Djeriermby (IaTh eJeMeHT
Hu3a je mMao Bpujeasoct (), Taza ce Ta rpaHa YK/bydyje y pjellieme, Tj.

eJIeMeHT Hu3a J00uja BpujeaHocT 1.

N, gkl‘mi(x): Jpyru Tun okosimHa ce (popMHUpa TAKO IITO Ce Y HU3Y KOJU 0JIT0Bapa
pjertesy T n3abepe HEKUX k MO3WIINja ¥ BPUjeTHOCTH oAroBapajyhux esiemenara
ce nocrase Ha 0, JIOK ce npeocraJie 1mo3uiuje He aupajy. lIpakrudno, Ha oBaj
HAYWH ce 3a HeKuX k rpana u3 ckyna rpaa F\ Fgiicme YKIabha U3 pjelemna,
6e3 063upa Ha TO Jla JIU HEKEe OJI TUX I'paHa Beh MOHAKO HUCY YKJbydeHe Y

pjenieme.

IMpumjep 4.2. Anarusupajmo epad G us npumjepa 1. Ha npumjep, nexa je mpe-
HYmMHo pjewserve T npedcmasseno nudom 110100110 u nexa je k = 4. Axo onepamop
Pasmpaasarba wa cayuwajar wavur usabepe nosuvyuje 2, 5, 7, u 9, pjewere 'y
oxoaunu npeoz muna (obrni) 6u 6uaro 100110011, dok je odzosapajyhie pjewerse sa

dpyeu mun oxoauna (ukloni) 100100010.

Ouursiesino je na penamyja k < |E\ Exriticne| MOpa 6utn 331080/beHa. Kapaunaanoct

|E\Ekm’ticne|)
k .

Emar < |E\FEgriticne| /2 3a10Bo/beHa 32 BehMHY MHCTAHIM KOje Cy KODUIITEHE Y
onjesbKy 4.5, mvamo J1a je (lE\Ekk:ilmnel) < (|E\Ek]ziticne\), Tj. |Nk71(:v)| < |Nk(l‘)|, TAKO

cBake OkoJlHHe, ¢ 063upoM Ha 1o je |[NF(z)| = ( [Towro je pesauuja

J1a 3a OKoJnHe jebHICaHe Ha 0BAj HAYNH BAayKH 1A je 3a/I0BOJbEH yCJIOB (hopMupama

OKOJIMHA ca pacTyhoM KapawHaJoIIhy.

N360p oarosapajyhe okonuHe

Ba garm Opoj k, asropuram Kpehe ca mpBUM THIIOM OKOJIMHA W KOPHUCTHU Ia, CBE
JIOK ce aJaropuTaM IOoMjepa Ha HOBO pjemerme. Hakon Tora ce "akrtusBupa' npyrum
TUIl OKOJIMHA, KOJU ce TMpHuMjemyje CcBe TO0K BaxkKum mcTu npuHnun. [IpaxkTtmdno,
aJIrTopuTaM NMPUM]jemyje jeaH TUII OKOJMHA CBe JIOK Ta OKOJWHA Jlaje pjeriema Koja
HOTIPaB/hajy TPEHYTHO HAjOOhe pjelebe, a HAKOH TOTa ce Y3UMa JIPYTHU TUII OKOJTHHE.
Wreparusno, BpujeHoct k ce yBehasa 3a 1, cBe JIOK ce He JJOCTUTI'HE BPUjETHOCT Kinaz,

HAKOH Yera ce k peceryje Ha K.
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4.5 EKcnepuMeHTaJHU Pe3yJTaTu

Csu ekcrepumentu cy obasbenun una AMD DualCore @ 2 GHz ca 2 GB RAM
paaynapy. Kpurepujywm 3a 3aycraspame GA je mocturayr makcumasian o6poj ox 500
rerepanuja, uan 200 rerepanuja 6e3 MOOOIBINAKHA BPUjeTHOCTH (DYHKITHjE THhA.

RVNS ce 3aycraBpa nakon 100 mrepamumja. Ipyrum mapamerpu 3a RVNS cy:
Emin = 2, kmae € {8,10, 15}, 3a uncranne xoje caapxke 10,15 n 20 uBopoBa pecnek-
TUBHO U ke, = 20 3a nHCTaHIE KOje cajapzke Buire o1 20 4BOpoBa.

[TapameTap Ppove je mogemted Ha 0.6. Tectupame GA u RVNS je usspimeno Ha
HUCTOM, CJIYYajHO T€HEePHCAHOM CKYyIy WHCTaHIW. [eHepucarme WHCTAHIM je BPITEHO
ca copesiehnm ynaszuum napamerpuma: 6poj usoposa (|V]), 6poj rpana (|E|), 6poj
KpuTuIHUX TpaHa (|Ekiicne]) W yKyman 6poj nabena (p). [da 6u ce ompeansio
ONTHUMAJIHO pjelllebe 3a MaJjle WHCTaHIle Koje caapzke 10 30 rpaHa, NIpuMHjemeHa je
TEXHUKA TOTaJHE eHyMmepalyje. 3a CBaKy WHCTaHIy 0b6a MeTaxeypucTudka Meroja,
GA u RVNS cy nokperana 20 myTa.

Tabena 4.2 caapxku pesynrare o1 GA u RVNS 3a mame uncranne (|E| < 30
u 0e3 KpUTHIHUX I'paHa), MoK Tabese 4.3 u 4.4 caapxke pesynirare jgobujene Ha
pehum umncrannava (|[E| > 30). YV cBe Tpu Tabene, npse KoJOHE Cajpzxe OPO]
YBOpOBa, OpOj IpaHa W BPHUjETHOCT IapaMeTpa p, PecleKTUBHO. Y Tabenn 4.2
HapejHa KOJIOHA, Ha3BaHa oplt CaJpyKU ONTUMAJHO Pjerierme J00MjeHO TOTAJTHOM
enymeparujom. 3a cBe uHcTanie npuka3ane y tabesn 4.2, 1 GA u RVNS nponasaze
ONTHMAJHO pjenteme. Y tabenama 4.3 u 4.4, yerspra kosona (|E.|) cagpxu 6poj
KPUTUYHUX I'paHa. 3a mare uHcranne |[F. = 0 Te je osa kojona y rtabein 4.2
u3ocTaB/bena. ¥ neroj kosonu (Kosona best) y rabesama 4.3 u 4.4 3a gary uHCTAHILY
je mpukasan Haj6obu J00UjeHN pe3yarar, uspadyHar Kao min{G Ay, RV N Sg,}.

Hapenme qeTupu xoJsione y cBe Tpu Tabese ce ognoce Ha GA mpucrtymn. Y KOJOHH
sol, mpukazaHo je Hajbosbe 100UjeHO pjeriere, ca 03HAKOM opt (y Tabesn 4.2) wiu
o3nakoM best (tabene 4.3 u 4.4) y cayuajesuMa kajga GA J10CTHIKE ONTHMATHO
pjemerse (Tabesna 4.2) uin Hajbosse mozHaTo pjememe (tabere 4.3 u 4.4). Hapenna
KoJIOHA (1) y cBe Tpu Tabese CaapKu TPOCjeTHO YKYIHO Bpujeme (y CeKyHIama)
norpebno 3a 3aspmerak GA. Kpasurer pjemema y ¢cBux 20 u3BpIiema je npoIujemnheH
Y KOJIOHAMA agap W o, TJje ce IPOoCcjedHa pelaTuBHA IPEeIKa (eHT. average gap - agap)
padyHa Kao agap = 55 Zz L gap;, taje je gap; = 100% 22 L Opt
pjelieme opt ako je OHO T03HATO, OJJHOCHO Y OJHOCY Ha HaJ6OJB€ [O3HATO Pjelerhe

best, Tj. gap; = 100 % *=—= beSt y Caydajy Kaja ONTHMAJTHO pjelleihe HHje MO3HATO,

y OJTHOCY Ha OMTHMAJIHO

(sol; mpeacraB/ba pjelemne ,D;O6I/IJeHO y i-Tom u3Bpinewy). CrangapiHa JeBujaja

je pauyHnara o dopmynn o = \/20 ZZ (gap; — agap)?.
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[Toc/benmme gyeTupu KosioHe y c¢Be Tpu Tabese ce omxnoce Ha RVNS, a mogamu cy
IPUKA3aHN HA UCTH HA4YMH Kao 1 Kox GA.

N3 Tabese 4.2 jacuo ce Buan ma u GA mw RVNS y kparkom BpemeHy T0CTHKY
CBa ONTHMAJIHA pjelliera 3a MHCTaHIE Koje caapzke 10 30 rpana. 3a CBe HHCTAHIE
GA y cBux 20 u3BpIIema JOCTUXKE ONTHMAJTIHO pjeniee (y KOJIOHH agap, Koja
ce omHocn Ha GA y cBUM OBHM ciIydYajeBnMa je mpukasana spujegHoct (), mTo
Huje ciaydaj u ca RVNS amropurmom. Ca apyre crpane, y Behunm ciydajesa,
RVNS je suauajuo 6pxu ox GA, (ox 10 g0 30 myra). C o63upom Ha To ga je GA
MeTaxeypHCTUKa 3aCHOBaHa Ha IOIYJIAIUjH, padyHame (PYHKIHje u/ba BpeMEHCKI
3axTjeBHa omnepaiuja, a Jokagna nperpara y RVNS je m3ocraBibeHa, 3a 0O4eKuBaTH
je na he GA y Behunu ciiyuajesa 6urn cnopuju. Ca japyre crpase, eKCIePUMEHTAIH
pesysatatu mokasyjy ga GA mma 6os/be MexaHH3Me 3a u3jga3ak u3 CyOONTHMATHUX
pjemema. ExcrnepumenTtn cy takohe mokazasn jga usspimerbe RVNS y Burme o 100
urepainuja He yHaupelhyje Kkpajie pjelriemne, Tako Jia pa3/inKa Yy BpeMeHY H3BpIletha
OBa JIBa MPHUCTYIA MOKe Takohe OuTu objalibeHa U peJaTUBHO MaJauM OpojeM uTe-
pamuja RVNS anropurwma.

Kao mro ce Buan u3 radese 4.2, Bpujeme u3Bpiinema 006a ajaropurMma 04eKuBaHO
pacTe ca mopacToMm Opoja rpana y rpady. Takolje, BpujeMme m3Bpliema pacte u
nopacToM Imapamerpa p. /Jla/be, MoxKeMO 3aK/byduTH Ja Opoj p uma Behm yTumaj
Ha BpHjeMe u3BpIIea Hero 6poj rpana (Ha IpUMjep, 3a WHCTaHIEe ca 15 9BOpoBa,
BpHjeMe U3BpIIemha pacTe ca MOpacTOM HapaMeTpa p, YaK W y CJAy4dajy Kajaa Opoj
rpana y rpady omaja).

VY cayuajy Behux nncrannm, pesyararu jacHo ykasyjy g1a u GA u RVNS nponasasze
pjemiema y pazymuom Bpemeny. Ilonoso, Bugaumo ja je GA crnopuju og RVNS u na
Bpujeme m3ppirema GA mme 10 HeKOMHMKO Xmbada cekyuau. Ca apyre crpane, GA
Jno6uja 6osbe pesyarare pyHknuje musba y oanocy Ha RVNS 3a Behuny nrcranmm.

Ny ciiyuajy BeJIMKUX MHCTAHIU, BUJIMMO Jla BpUjeMe U3BPIletha HPUPOHO 3aBUCU
O/l JTUMeH3Hje mpobieMa. YTHIA] HapaMeTpa p je Takohe 3HadajaH: MOPACTOM
BPHj€IHOCTH ITapaMeTpa p, 00a IMPUCTYIIa IpOo/IyzKaBajy BpujeMe u3Bpilema. Ekcie-
PUMEHTH NOKa3yjy ja y ciaydajeBuma p = 1 u p = 2, 06a ajaropurma OpzKe 1npoHaJia3e
pjemema (y mopehemy ca Behum BpujegHOCTHMA mapameTpa p), WTO yKa3yje Ha
YUILEHUILY J1a ce 00a HMPUCTYIIa IOY3/IaHO0 MOI'Y KOPHCTHUTHU 3a pjemaame MED n
BTR npobaema. Bpoj rpana koje npunanajy Eiiticne HE yTHYE 3HAYAJHO HA TTOPACT
BpeMeHa W3BpIIema (Ha mpuMjep, y caydajy mHcTauuum ca 40 uBopoBa y Ttabenn
4.4). TIpocjeuna peJaTHBHA TDENIKA W CTAHJAD/HA JEBUjAlllja Cy PEJIATHBHO MAJH
y Behunn ciydajea (noce6uo kox GA), mro goKasyje moysaaHoct oba MeToja.

Naxko nopeheme ca japyrum pajioBuMa HEje MOryhe yc/bej HejgoCcTaTKa 3aje/ 1Hu -
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Tabena 4.2: Pesynrarn nobujenun npumjenom GA m RVNS na mase mHcTaHIe

GA RVNS

V| |E| p opt|sol t —agap o |sol t —agap o

(sec) (%) (%) (sec) (%) (%)
10 23 2 12|opt 1.411 O 0 [opt 0.100 0.608 2.255
10 29 3 12jopt 5388 0 0 [opt 0.362 0.617 2.247
10 16 4 1l|opt 2.040 O 0 |opt 0.166 0.550 2.076
10 19 1 11|opt 0.201 O 0 |opt 0.021 0.564 2.064
10 22 2 12jopt 1.324 0 0 |opt 0.088 0.617 2.264
10 21 3 12|opt 2.682 0 0 [opt 0.163 0.617 2.264
10 19 4 11jopt 3.758 0 0 [opt 0.305 0.591 2.071
10 21 5 14|opt 3.311 0 0 |opt 0.213 0.700 2.642
15 20 2 16jopt 2.390 O 0 |opt 0.154 0.800 3.020
15 17 10 16|opt 32.798 0 0 [opt 2.385 0.800 3.020
15 25 1 16jopt 1.080 O 0 [opt 0.064 0.806 3.027
15 22 2 18|opt 5.660 0 0 [opt 0.169 0.900 3.397
15 23 3 16jopt 7.502 0 0 [opt 0.368 0.800 3.020
15 21 4 16|opt 11.074 O 0 [opt 0.631 0.822 3.005
15 25 5 18|opt 19.816 0 0 |opt 0.926 0.906 3.403
20 26 2 22|opt 5655 O 0 |opt 0.340 1.134 4.125
20 26 3 22|opt 19.617 O 0 |opt 0.791 1.105 4.146
20 23 4 22|opt 35.309 O 0 |opt 1.237 1.100 4.152
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Tabena 4.3: Pesynratu nobujenn npumjenom GA m RVNS na Besuke nHcTaHIe

GA RVNS

V| |E] p |E best]| sol t agap o sol t agap ©

(sec) (%) (%) (sec) (%) (%)
15 30 2 0 16 |best 5.70 0.00 0.00 |best 0.34 0.86 2.98
15 32 4 2 18 | 19 1598 556 0.00 |best 1.12 0.99 3.56
15 32 5 3 17 |19 34.51 11.76 0.00 |best 2.27 0.96 3.57
15 39 2 2 17 |best 7.30 1.18 6.71 |best 0.33 0.88 3.20
15 41 3 0 17 |best 17.09 0.00 0.00 |best 0.94 0.89 3.19
20 33 4 3 26 |best 83.06 2.88 14.38 |best 1.43 1.47 5.47
20 35 2 0 21 |best 1297 0.00 0.00 |best 0.67 1.09 3.96
20 38 3 2 25 |best 29.66 0.00 0.00 |best 1.16 1.30 4.71
20 41 6 4 21 |best 81.32 0.00 0.00 |best 6.44 1.12 3.97
20 98 1 12 22 |24 13.17 9.99 4.93 |best 1.11 1.38 4.71
20 99 2 0 21 |best 6991 048 230 | 23 4.43 10.82 3.93
20 99 1 4 22 |best 19.79 136 6.54 | 23 1.19 5.85 4.09
20 106 1 0 20 |best 2218 0.75 3.35 | 22 1.35 11.31 4.01
20 108 5 8 21 |best 397.51 20.48 108.49| 22 28.31 9.99 18.28
20 110 8 14 24 | 26 749.56 9.80 5.67 |best 71.03 1.50 5.29
20 112 1 16 22 | 25 14.70 13.86 1.15 |best 1.36 1.40 4.75
20 116 3 5 21 |best 174.60 2.14 11.19 | 22 12.22 6.08 4.19
20 126 10 13 22 | 24 965.86 20.00 48.27 |best 83.88 1.40 4.76
20 141 1 17 22 | 26 21.14 19.78 6.03 |best 2.27 1.56 5.21
30 125 2 8 32 |best 28257 1.09 4.61 | 37 14.89 17.71 6.41
30 126 1 0 31 |best 9266 258 10.36 | 36 3.74 18.21 6.46
30 129 2 0 31 |best 337.35 1.29 5.60 | 35 13.31 14.91 6.13
30 129 1 7 32 |best 93.20 1.88 878 | 33 4.23 5.08 6.33
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Tabena 4.4: Pesynraru mgobujenu npumjenom GA u RVNS ma Besuke nHCTaHIE
(HacTaBak)

GA RVNS

\V| |E| p |E.| best| sol t agap o | sol t agap o

(sec) (%) (%) (sec) (%) (%)
40 183 1 0 42 |best 344.49 214 9.83 | 50 11.48 22.00 8.58
40 187 2 0 42 |best 1373.06 1.07 7.38 | 51 50.03 24.11 7.89
40 187 1 25 49 |best 246.31 1.43 8.72| 51 13.22 6.82 9.37
40 204 5 19 46 |best 7619.83 1.96 8.28 | 51 311.80 13.75 9.22
50 104 5 11 56 |best 5970.34 2.86 14.53|best 100.60 3.03 11.10
50 136 5 0 55 |best 9285.69 0.82 3.46 | 61 188.87 14.14 10.60
50 213 1 19 60 |best 618.03 1.67 6.86 | 68 24.70 17.15 12.12
50 226 2 22 61 |best 2645.79 0.66 2.98 | 66 91.45 11.86 12.25
50 245 2 0 53 |best 2873.49 1.32 6.04 | 68 98.78 32.01 10.38
50 277 1 0 53 |best 1090.57 1.23 6.64 | 71 36.03 37.90 10.57
60 157 5 31 72 |best 10977.84 0.56 3.14 | 77 383.03 10.89 13.54
60 179 2 0 67 |best 5040.59 0.97 3.94 | 79 88.56 22.14 12.99
60 183 3 33 74 |best 5191.59 1.08 6.09 | 80 141.24 11.49 14.25
60 188 1 0 67 |best 1105.83 0.90 5.13 | 73 25.12 12.86 12.63
70 212 2 0 81 |best 10213.43 3.40 17.22]102 128.92 31.39 16.00
70 230 1 0 76 |best 2719.73 0.53 3.09 | 94 47.22 28.55 14.38
70 248 2 14 81 |best 12698.17 6.05 32.37| 95 177.91 22.28 15.47
80 183 2 0 89 |best 12389.59 7.53 31.87|107 84.32 28.36 25.28
100 319 1 0 115 |best 5662.65 0.87 3.88 | 150 68.71 38.23 22.27
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KHUX MHCTAHIM, MOKEMO 3aKJ/by YUTH Jia 00a aJropurMa impoHajiase OnTUMAJIHO Pjeriie-
b€ 33 Malbe HHCTaHIE, JIOK 3a Belie HHCTaHIle 00a aaropuTMa IIPOHAIa3e Pjelemnha y

Pa3yMHOM BpEMEHY.

4.6 3aspmna pasMarpama 3a TR, npobaem

VY 0BOj Iy1aBH omMHCaH je TpoOJIeM p-apHe TPAH3UTHBHE PeIyKIUje U JIBUje MeTaxeypu-
CTUYKe MeToJle Koje Ta pjenrapajy: TeHeTCKW aJlrOpuTaM W MeTOJ MPOMjeHJbUBUX
okosimaa. llpommcann GA kopuctu OWHAPHO KOJAWPame W CTaHIAP/IHE TEeHETCKE
onepatope. PyHKIHja MUba MOMPaB/ha HEKOPEKTHE jeIMHKE CYKIIECUBHUM J0/Ia-
BambeM TIpaHa, HA HA4YUH Jla ce JI0JaBalbeM CBakKe I'paHe Jaje HajBeha mramca ma
HOBOHACTAJIO Pjeleme MocTane J0IyCcTUBO. Bpujeme u3Bpiiermna aaropurMa je mobdosb-
IAHO yHoTpeOOM TexXHHuKe Kemupama. Takobhe, ynorpeda "cmp3nyTux rexa' yrude
Ha nosehame Pa3HOBPCHOCTU MeHETCKOT MaTepujaia. ¥y PeIyKOBAHOM METOIY MPOM-
jeHJbUBHUX OKOJIMHA, IIPeTpara ce oJiBuja y Mpoleype pasMpiaBama, y OKBUPY KOje
ce KOMOUHY]Jy /iBa TUIIA OKOJIMHA: 33 k- TY OKOJIMHY, HOBO pjellierhe ce Oupa NHBEPTO-
BarbeéM BPHjeTHOCTH HEKUX Kk ejleMeHaTa HU3a BE3aHOT 3a TOJA3HO Djellleme, I
MOCTaB/baheM HEKHX Kk eleMeHaTa HU3a Ha HyJy, dume ce obe3djehyje ma tux k
oJiroBapajyhux rpana He yJjia3u y pjellieme.

ExcnepuMmenTn m3BpIIeHM Ha CIyYajHO TeHEpHCAHUM WHCTAHIIaMa yKa3yjy Ha
HOY3JAHOCT YIOTpebe OBHX MeTOo/a. 3a Makhe MWHCTAHIE, JOCTUTHYTA CY ONTHMAJTHA
pjelema, Koja cy BepuduKOBaHA METOIOM TOTAJIHE eHyMepaluje. 3a Behe wHCTaHIE,
0ba MeTo/Ia JIOCTUXKY KBAJTUTETHA pjereha y pazymuoM Bpemeny. RVNS je snauajno
op:xxu o GA, mok GA mponamasm pjemema Oos/ber Kpajaunrera. OBH pe3yiaTaru
npeJicTaB/bajy MpBe eKCIIepUMEHTAJHEe pe3yJTaTe 3a ciaydajere p > 2.

[TperxoHO ONMCaHO UCTPAsKUBAKE CE MOYKE HPOIIUPUTH Yy HEKOJUKO CMjepoBa.
Hywmepuuku pesynrtatu mo0ujeHn 3a BpujeHocTH p = 1 u p = 2 cy oxpabpyjyhu 3a
npumMjeny ajroputma 3a pjemasambe MED u BTR npobiema, kao n npumMjeny na
peajine mHCTaHie u3 Owosioruje. JIpyru npapary jgaber ucrparkuBarba MOXKe OUTH
OPUjeHTUCAH KA MMILIEMEHTAIM]U aJrOpuTaMa Ha MapajeJJHUM MAIAHAMA TITO OU

3HAYAJHO YHAIPHjeIuI0 nepdopMance caMux aJropurama.
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I'maBa 5

IIpobsem nujesbema CKyIa

5.1 VYBoJ

Heka je C' kosnekmuja konadnux mnojgckynoBa ckyna S. [Ipobiem jujespema ckyma
(enr. Set splitting problem) je oxpehuBame ma s mocroju maprunuja ckymna S
Ha J[BAa HempasHa mojckyna P, u P, TakBa ja cBaku ejeMeHT Kojeknuje C uma
Hernpa3aH npecjek u ca Py u P,. JIpyrum pujednma, nujenan ejeMent koseknuje C'
Huje noackyn uu P v Pp. Onrumusanumona BapujanTa OBOT 1mpobJieMa ce HAa3UuBa
[IpobGyieM mpoHasazKema Makcumaiie nogajese ckymna (ear. Maximum Set Splitting
Problem - MSSP), rije je unp nponahu ony napruiujy ckyma S, TakBy Ja je Opoj
ejemenara Kosekunuje C' ca HenpasHMM LpecjekoM u ca P; u ca P, mMakcumaJiad.
[Toxckymosu kKomekmuje C' ca 0BOM OCOOHHOM Ce HAa3WMBAjy nodujemeri, nodckynosu.
Y TeKWHCKO] BapWjaHTH OBOT TPOOJIeMa, TMOACKYTOBH Kosekmuje C' nMajy TekunHe,
a IU/b je MAKCUMU30BATH YKYITHY T€XKHUHY TO/UjEe/beHUX MOJCKYIIOBA.

Hoka3z na je osaj mpobiaem NP texkak nao je L. Lovéasz y [76], raje je ayrop
HUCTPazKUBAO HeKe MHBapujanTe xuneprpacdosa. Xwumneprpad je yommreme rpada,
rjije 3a JaTu CKyIl YBOpoBa V', ca jeJIHOM I'paHOM, MOZKe OUTH WHIIMJIEHTaH TTPOU3BO-
JhaH Opoj uBopoBa u3 V' (0OBakBa rpaHa Ha3uBa ce xuneprpana). [Ipo6iem nponaia-
JKeba MUHUMAaJIHOT Opoja 60ja Koje cy morpedHe Jia ce 000je IBOpoBHU I'pada Ha Taj
HAYWH JIa HUjeJIHA IpaHa HEMa CBe YBOPOBe 000jeHe camo jeJHOM 00joM ce MoKa3ao
1OJIje/IHAKO TelKuM Kao u ojipehuBame xpomarckor Opoja rpada. Iloceban ciiyuaj
je bojeme YBOpOBa y TaYHO JBHje 00je, a ONTHUMHU3AIMOHA BapHjaHTa OBOT IpodIeMa,
ce HazwBa "'MakcumasHo 2 - 6ojeme xuneprpada’ (enr. Max Hypergraph 2-Coloring
- MH2C). Ilpenunsnuje, 2 - 60jeme xuneprpada je ogpehuBare Ja Jii ce CBU YBOPOBU
rpaca Mory obojuru ca jaBuje 6poje (Ha mpumjep y Gujesry u IpHY), TaKO Ja CBaKa

XHuIleprpaHa uMa HajMambe Mo jeJaH 4Bop cBake Ooje. Ilpobsiem maxcumasiHor 2-
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bojema xuiieprpada je MaKCUMU30Bambe Opoja Xulleprpata Koje ca/ipke HajMarbe 110
jeran Oujesu u jeJaH NPHH IBOP.

YrBpheno je ma cy MSSP u MH2C wuctu npobiaemu. 3amcra, 3a JaTH CKYII
yBoposa V' y xuneprpady, cBaka xuneprpasa jedunuiie jejan nojckyi o V', koju
CaJIpKM eJieMeHTe MHIUJAEHTHe ca XumeprpanoM. Tajga je CKymn cBUX XHIeprpaHa
3ampaBo jegna kojaekiuja C nmoackymnosa ox V. Tako, ogpehuBame 2-60jema ckyma
YBOPOBA KOJUM Ce MaKCHUMH3Yje Opoj xuieprpaHa Koje cajipKe 9YBOpoBe y o0je 0oje
je mCTH 3aaTakK Kao U MpoHAJIazKeibe MapTUIje cKymna V', TakBe Ja CBaKHU MOJICKYI
3 C' cajpKu 9BOpOBe U3 00je MmapTHImje.

Jlo6po nmoznarn Max Cut npobsem je cnenujaiana BapujanTta ox MSSP. 3a gatun
rpadp G = (V, E), Max Cut upobiem je oapehubame naprunmje ckyua V' y asa
nojyickymna V; u Vs, Takas jia je 6poj rpaHa ca KpajeBUMa y Pa3/JIMIATUM ITapTUIIAjaMa
MakcuMu3oBaH. Tako, moxke ce pehu ga je Max Cut mpobsem noceban ciayaaj MH2C
npobJjiemMa KOJI KOra je CBaKa XWIEePrpaHa WHIUJICHTHA Ca TA4HO JBa UBOPA, HJIH

ciaydaaj MSSP, kox kora cy cBu ckynoBu u3 Koseknuje C' KapAnHAJTHOCTH 2.

ITpumjep 5.1. Hexa je S = {1,2,3,4,5,6,7} u C = {S1,S59,55,54,55}, S1 =
{1,2,3,7}, So = {2,3}, S35 ={2,3,4,5}, Sy = {4,5,7}, S5 = {1,6,7}. Ha cauyu 5.1
je npukasan unepepad, ca weopoeuMa {v1, vy, ..., U7} KojU 00208apajy eAeMEHMUMG
ckyna S u zunepzpanama koje odeosapajy esemermuma u3 C. Heoposu vy u vy
cy obojernu bujenom bojom, a ocmany yprwom. Jlaxo ce sudu da ceakra xunepzpara
uma Oapem no jedan usop obojen y ceaky 6ojy. Taxo je napmuyuja (P, P) =
({2,7},{1,3,4,5,6}) onmumanna, jep cearu nodckyn cadpotcu bap no jedan eaemernm

Y €C8AKOJ NAPMUYUIU.

€3

\

Cnuka 5.1: [Ipumjep makcumasHor 2 - 60jema xuneprpada

75



IIpob.tem nmujespema cKyIa

5.2 Illpumjena MSSP y obpa3oBaiby

Kao u japyru ciamanm mpobseMu KOju IOJpa3yMujeBajy IMOjely jeJiHe IjesinHe Ha
Marbe JIhjesIOBe 10 HeKOM 3aaToM Kpurepujymy, u MSSP morke 6utn npumujemeH 3a
pjelaBame HeKIX OPraHu3aIuoOHuX TpodIeMa. Y 0OBOj CeKINjU aHAJTU3NUPAJY Ce HeKe
OTINTe MpHUMjeHe, Kao U jeJHa jJeTa/bHUja WIycTpalnja MpuMjeHe Tojjese JeKIja

Kypca Ha JBa Jifjea.

5.2.1 Omnmre mpuMmjeHe MSSP y obpa3oBamy

[IpetnocTaBuMO ma ce y pajHO] JeIUHUIA PacIoJiazke CKYIOM 3allOCTeHUX KOju
Tpebajy 1a obaBe HeKe 3agaTke. CUBaKM 3aI0CIeHE MOYKe J1a 00aB/ba BUIIE 3aaTaKa
1 33 CBAKM 3a/IaTaK MOKE JIa [IOCTOJU BHIIE 3alI0CJAEHUX KOjU MOIY Jia ra 00aB/bajy.
Axko je mub ga ce 06e30ujean (bIeKCHOMTHOCT Yy OPraHU3AIUji TAKO IITO Ce CKYII
3ajaTaka pa3buja Ha JBa TOJACKyHa (Ha mpuMjep obaB/bare 3ajaraka Ha JBHje
JIOKaIje), Ha HAYMH Jla OPOj 3all0C/IeHnX KOju MOIY Jjia pajie bapeM jeJlaH 3ajarak
Ha CBaKoj JoKamuju Oye mTo je moryhe Behu, ouja ce oBaj nmpob./ieM 3alpaBo CBOIU
Ha pjermmaBame MSSP, rije ce cBakm 3ajartak mocMaTpa Kao eJIeMeHT CKyIa CBUX
3ajlaTaka, JIOK Ce CBaKH 3aloCjieHd HjeHTU(UKYyje ca MOJICKYIIOM TOr CKyna. 1aj
MOJICKYII CAJIP:KU CBe OHE 3aJlaTKe KOje Taj 3aloC/eHH MOxKe jJa obaBbha. Pjerierme
MSSP rtana oarosapa mocTaB/bEHOM IIHIBY.

C 003upoM j1a je OJHOC 3aJaTaka W 3allOCAeHHX T3B. OJHOC "Buile Ha mpema
Buiie" | /b ce MOYKe MOCTABUTH W OOPHYTO: 3aMOCTIEHN e TOCMATPA]y KO eJIeMeHTH
CKYIIa, a 3aJali Cy TOJCKYIOBH TOI CKyHa (MOJACKYIl CAAp:KU CBe OHe 3aIOC/IeHe
KOju MOTy Ja 06aB/bajy JaTh 3a1aTak). Y OBOj MOCTaBIM CKYI 3alOCJIeHuX Tpeda
pas3buru y JiBa MOJCKYIIa, KOJU Ce Ha IIPUMjep Be3yjy 3a JIBa JIUCjyHKTHA BPeMEHCKa
epuoJia, ajad Tako Ja je Opoj 3ajaTaka KOju ce MOI'Yy 00aB/haTH U Y jeJIHOM U Y
JPYTOM NEepUuoay MaKCUMHU30BaH.

Y obpa3oBaiby, OBaj HIPUCTYII C€ MOYKE IPUMUJEHUTH, HA IPUMjep, Y OPraHU30Balby
JheTIUX U 3UMCKUX IKOIa. [IpermocraBumo ja ce pacnosazke ckynom { £y, Fo, ..., E,, }
OJ1 M TpeJiaBava u YKYIHO N HACTaBHUX obJsactu {t1, ta, ..., t, } 3a Koje Tpeba opraHuszo-
BATH TpeJaBamba. 3a CBAKy HACTaBHY 00JIACT MOCTOjJH JIMCTA TpejaBava (MOJCKYII
CKyIla TpeJaBavda), KOju MOTY Jia Tpeaajy Ty o6aacT. 300T cMambemba TPOIIKOBA,
CBaKW MPeJIaBaY Ce aHTaXKyje CaMO Y jeJIHOM Tepuojy (W Y JbeTHhO] WK Y 3UMCKO]
mkosn). Ik je 3a cBakor mpepaBada OIpeUTH MEPHOJ Kaja je aHTarXKOBaH, aJiu
TaKo Jia je Opoj obJiacT Koje Ccy HMOKpUBEHe HpejaBadnma y 0ba 1nepuojia MakKCUMU-
3oBaH. OBOM IuJby O/roBapa pjerreme oarosapajyher MSSP.

Jpyru mojie1 npuMjene, Koju he y HapeIHOM 0/1je/bKy ONTH JieTa/bHIUje 00jallbeH,
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cBO/IM ce Ha cJbejiehe pasmarpamwe. Marepujaji 3a HEKM KypC e HPUPOJIHO JIUjeJIH 110
neknujama. [IpermocraBumo j1a u3 Heke HaydHe 00JIACTU MOCTOjU BHIIE TEMATCKHUX
I[jeJINHA, KOje ce y HEeKOj Mjepu MOKPUBAjy JaTuM KypcoMm. JeaHa JieKIiuja MOXKe J1a
cHajia y pas/imdure TeMaTCKe IjeJIMHe, a CBaKa TeMaTCKa IjeJIMHa CAJIPKHU BUIIE
ngekmnuja. Ca MeTOIUYKOr acmeKTa, Ona0 OM KOPUCHO HAPABUTH IMOJjeTy JeKIja y
JiBHje mjesnne (Ha MpUMjep Ha 3UMCKH W JbeTHhH CeMecTap), aji Tako Ja MITO BHIITe
TEeMaTCKuX IjesinHa Oyay mnpucyrthne y oba cemectpa. Tume 6u ce omoryhujo ja
OCHOBe (M He caMO OCHOBe) CBAKe TEMATCKE IIjeTuHe Oy Iy MTOHOB/beHe U KOHTUHYHPAHO
obpahuBaHe TOKOM YUTaBe aKaJAeMCKe FOJuHe, IITO MFeHePAJTHO JIOIMPUHOCH 11000 bIIIa-
by KBajauTera ydema [92]. Ako 3a oBaj npucTyn HanpaBumo oarosapajyhin marema-
THUYKH MOJ€EJI U J'[eKI_H/Ije 1IPeACTaBUMO €JIEMEHTUMA CKYlla, a TeMaTCKe ]_IjeJ'II/IHe njaeH-
TUUKYjeMO Kao IOJICKYIIOBE KOjHU cajipzKe ojroBapajyhe Jekiuje, Taja pjeriemy
ONMCAHOI 3aJaTKa oaronapa pjemieme oxarosapajyher MSSP. Opo pasmarpame je

WJIYCTPOBAHO HA KOHKPETHOM KYPCY Y HApe/IHOM O/1jeJbKY.

5.2.2 Ilogjesa cKyna Jiekiija n3 Kypca YBOA y padyHapCTBO

3a moTpebe waycTpalmje mogjesie Kypca Ha aBa aujena mo npuaiuny MSSP ogabpan
je Kypc u3 YBoJla y padyHapCTBO KOjU Ce Ipejiaje Ha I[PBOj I'OJMHU CTY/Auja Ha
Crynujckom mporpamy Maremaruka u nadopmaTuka [Ipupoano maremarudakor da-
kynrera y Bamaaynu. [lusb kypca je ma crygearuma omoryhu capiaiaBame OCHOBHUX
3HAbA U3 APXUTEKTYPE padyHapa U OCHOBA IMPOrpaMUPamba, KPO3 NPOTPAMCKH jE3UK
Python. Ykynau dhon yacoBa npegasama je 90 (15 cenmuna mo 3 gaca ceJIMUYIHO,
y JiBa CeMeCTpa).

Jla 6u ce manpaBuo ojrosapajyhm mMareMarudkyu MoJiesl 3a JaTH KypPC Ha KOju
MOZKe JIa ce IPUMEjeHN HeKa TeXHUKa 3a pjemanBame MSSP, morpebHo je 1a ce ypaje

TpH 3a/IaTKAa:
(a) muenrudukanmja JeKuja;
(6) mupenrudukanmja TEMATCKUX IjEJHHA;

(1) cMmjemrame Jeknuja y oxropapajyhe remarcke mjesimge.

UnenTudukanuja sekmuja

Ha ocrHoBy mytana m mporpama, JOCTYIHOT W Ha WHTepHeT cTpannnamMa Paxynrera
(http://www.matinf.pmfbl.org), Buau ce ga je campxkaj auraBor Kypca pacrnopehen
y aBa cemecTpa of 1o 15 cenmuna. C o63upom Ha BOHI 01 3 Yaca CeAMHUIHO, Y

3aBUCHOCTH O] 0OMMa JIeKIMja U TeXKUHe IpajuBa, Y CBAKOj CEJIMHUIU ce Hajdemrhe
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obpabyjy no jsuje wiu Tpu Jjexknuje. Ha Taj Hauun, ujeHTuUKOBAHO je YKYIIHO
76 nexmumja, Koje y MaTeMaTHIKOM MO/IeJTy Ipe/ICTaB/bajy eleMeHTe CKyIa KOju ce
MMapTUIIUOHHUIIIE.

Crucak cBuX JIeKIyja, mpuKa3ad je y tabesu 5.1. 300r ymrreae npocropa u 60/be
IperJieTHOCTH, HA3UBY HeKHX JieKnuja cy ckpahenn. [lo 3BaHmdHOM aKpeuTOBAHOM
nporpamMy, YUTaB Kypc W3 YBOJa Y padyyHApPCTBO je MOJAWjeJheH W OpTaHW30BaH Yy
JIBa jeJlHOCeMecTpaJ/iHa Kypca, YBOJ y padyHapcTBO 1 u YBOJ y padyHApCTBO 2.
TpenyTHa moajesia JeKI#ja Mo ceMeCTpUMAa OAroBapa peaocaujely JeKIuja y Tadean
5.1: mpBux 39 Jeknuja cy JeKIyje U3 3UMCKOT, TOK Cy JIeKIuje o peanor opoja 40
710 76 u3 jbermer cemectpa. C 003UpOM HA YWEHEHUILY 1A CYy JeKIje Beh moauje/bene

110 CEMECTPUMA, Wb UCTPAKUBAIbA IPUKA3AH Y OBOM OJIjeJbKY je JIBOjaK:

(a) Ja ce ycTaHOBH KOJIMKO TPEHYTHA MOJjesIa Kypca OJroBapa Mpernopyi jia miro

BUIIIE TEMATCKUX I[jeJinHa Oy/1y NpucyTHe y 00a cemecTpa;

(6) ma ce mpemIoKHU MpepacHojjesia JeKIuja, y oaHocy Ha mocrojely, Kako 6u ce

nocTurja 0oJba Mmojjesia, Ha OCHOBY (bOpMUPAHOT MATEMATUIKOT MO/IEJIa, JaTOT

MSSP.

Tabena 5.1 — Crnmcak jeknmja

P.6. | Ha3us nekmuje

1 Xapasep u cobreep. CPU u rnaBua memopuja. Input/Output jexuuune. Kareropuje codrsepa.

2 AHAJIOTHO W JUIHTAIHO. JlururasaHo mpeacTraB/bambe MOJaTaka. bunapau O6pojesu.

3 Crnenudukanuja pagynapa. Memopuja. dyBame nojgataka y MeMopuju. BpcTe n KamanuTeT MeMOpHje.

4 Crpykrypa CPU. IHCTPpYKIIMOHH ITUKJITYC.

5 Mpexke padyHapa, HauuHU nOoBe3mBama. NuTeprer. TCP/IP. Tomern. WWW. HTML

6 OdyuKIHUja padyyHapckor cucreMa. CTpyKTypa padyHapckKor cucreMma. Opranmsanuja U apXUTEKTypa
pauyHapckor cucrema. Pon HojmaHoBa MamuHa.

7 Asbyka u kogoBu. bpojuannu cucremu. [IpeBoheme nmjennx 6pojeBa. [IpeBoherme pa3ioMibeHOr amjesa.
Xujepapxuja mogaTaka y padyHapy. 3amuC 3HAKOBHUX IIOJATAKA y PadyHAPY.

8 Cabupame u oy3uMame y OHUHAPDHOM U XeKCaJeluMaJIHOM cucTeMy. lIpeBoheme n3 xekcaenuMaJHOT y
JEKaJHU CUCTEM U 00paTHO.

9 3amnc HEO3HAYMEHUX U O3HAUEHUX OPOjeBa, HEMOTIYHH W HMOTIYHH KOMILJIEMEHT.

10 KonBep3uja wu3Mmehy 3ammca pasznmauTux [JgyKHHA, MOPOMjeHA 3HAKAa U cabupame U OLy3UMame
Heo3HadeHUX OpojeBa, cabuparme u ogy3uMame OPOjeBa y HEMOTIYHOM U MOTIYHOM KOMIIJIEMEHTY.

11 MHOXeme HEO3HAYEHUX Iujesiux OpojeBa, MHOXKEme Iujesinx OpojeBa y HEMOTIyHOM W TOTILYHOM
KOMILIIEMEHTY, Aujesberbe Iujeux OpojeBa.

12 JlenuMaJiHa apUTMETHKA: IIPOMjeHa 3HaKa, cabupame u ojy3uMame. PeajHu OpOjeBH y HEIIOKPETHOM WU
MOKPETHOM 3ape3y. 3aIUC Ca XEKCAJEIMMAIHOM OCHOBOM.

13 IEEE crangaps 754. Cabupame u 0Jy3uMarhe y HEIIOKPETHOM U IOKETHOM 3ape3y. MHOXKEeme U Jujesbehe
yV HEIOKPETHOM H IOKDPETHOM 3ape3y.

14 3amuc TeKCTa, CJAUKE U 3BYKA.

15 Jedunnnuja omporpama, IporpaMupama U PATYHAPCKUX HAYKA.

16 Mucrananyuja u OOuC pagHOT OKPYXKema 3a mporpamcku jesuk Python. Ilpomec dopmupama mporpama
vy pagHOM OKpy»Kemy. M3pa3u y Python-y.

17 ApurMernuku u jgorundku udpasu. Tunmosu y Python-y. Tunoswu int u float. IIpuopurer omeparopa.

18 Bapujabsie u oneparop goajese spujeguoctu. CloKeHH ONEPATOPU U OLEPATOP [0/jesie BPUjeJHOCTH.

19 I'pemike u MexaHM3MHU OTKpHBama rpemaka. llojam ¢yaKIuje u ocHOBHe ocobuHe dyukIuja. Jlokanne
u ryiobasine Bapujadiie.

20 Vrpabene dyukuuje (enr. Build-in) jesuka Python. CruyioBu npu mucamy mporpama Koju CaJgpike u3pase
u omepaTtop goxjerne. KomeHTapu y mporpaMmuma.

21 CrpuHroBu u onepanuje Haj CrpuHropuma. KEscape ceksennie. CrpuHrosu y Buuie JjuHuja. Komanja
print(). ®opmarupame nznaza. KopucHuuku yna3 m Komanga raw_input().

22 Moaynu u npumMjepu Mmoayna. VmmoproBame moayna. ledbunucame Brnactutux moxyna. [llTa ce memasa
NPUINKOM HMIOPTOBamba MOayia. Ilporpamupame help-a y Python-y.

78



IIpob.tem nmujespema cKyIa

Tabesa 5.1 — Cuucak Jeknuja - HacTaBaK

P.6. | Ha3us nekmuje

23 Ob6jextn u meTone y Python-y.

24 Paj ca caukama. [Tukcenu u 6oje.

25 Jlucre. Jlucre m manekcu. MoguduxkoBame auctu. Yrpabene dynkiuje 3a pajg ca scrama. Ob6pama
wiaHoBa aucre. U3nsajamwe gujenosa sucre (enr. slicing). WMuseps smcre u nanuaapomu. llceyponumu
(aliasi). Meroge sucre. Yramjexene qucre. Pasae BpcTe HE30Ba. JlaTOTEKe Ka0 juCTe (IPEACTABIHARE
JIATOTEKe JIUCTaMa). APIyMEeHTH KOMAHIHE JIHHH]E.

26 Kowmanzne usbopa (rpanama) y Python-y. Bymosa noruka. Bynosm oneparopu. PesanmoHm oneparopw.
IIpumjena Bymosux omeparopa Ha int, float i string.

27 Komanga if. YrmerkgeHe KoOMaH e rpaHama, OIEPATOD JOAjesie U YCIOBH IDAHABA.

28 Komanje nonassmpama y Python-y. Komanzga for. @ynkuuja range(). @yukuuja enumerate().

29 Yruujexaene for nerspe. llpumjep obunakema gsoguMen3nonanue Marpune. Komanga while. Komanne
break m continue. CtunoBu npu nporpaMuparmy KOMaHIW T'DaHAHka U METIHU.

30 Jlatoreke. OTBapame JaTOTEKa Ca padyHapa 33 UYUTAe, J0JaBarme WiIu nucame. OTBapame JATOTEKA
ca Interneta. Pax ca marorekoM koja mma jemaH ciaor y juxnju. CJIOrOBH Ca BHUINE NOJbA y JIHHH)U.
CJioroBu ca MO3UIMOHUPAHUM NobUMa y guHHju. CyoroBu ca Buine juHHja. Look ahead mpu untamy
aTOTEKA.

31 IIucame y maroreke.

32 Ckynosu y Python-y. Pjeununu. MuBeproBame pjeunuka. Asropurmu. Euklid-oB, Wirth-os u mkomacku
asnropuram 3a H3JI.

33 Pexkyp3uja. Pekyp3uBHH H WTEpaTHBHH aJTOPHTAM 3a padyHame dakTopujana u Fibonacci-jeBux
Opojesa.

34 AnroputMmu mperpajkuBama. llopeheme mporpama mo gykuHEH BpemeHa m3Boljema. IIperparkuBame u
COPTUDPATHE.

35 OCHOBHO JIMHEAPHO MPETPAKUBAKE W TNpeTpakupBame ca sentinel-om. Mjepeme BpemeHa JMHEAPHOT
NpeTpaykuBakha. BUHAPHO MPETPAKUBAIHE.

36 Copt Mmjexypuhuma. Copt m3bopom. Coprt ymeramem. Quick copr. Merge copr. Ilopeheme Bpemena
paja aJropuTaMa COpTUPAIHA.

37 Koucrpykuumje. Jlogarae ocobune dyHKIuja.

38 N3yszenu. Tectupame nporpama. Jlebarupame mnporpama.

39 Vaopuu (enr. Patterns)

40 Jlormuke ocHOBe 00paje nmomaraka: Bysnosa aarebpa, ITyu cucrem dynknuja, SDNF u SKNF, Merozxe
MUHHMH3AIMje JOTUIKUX DYHKIHja, JIornuku eneMeHTH 3a 06paay mojaTaka, KoMOMHAIMOHE Mpexe,
Cexksennujanane mpexe, I[Ipumjepu.

41 CrpykTypa caspemenor padyHapckor cucrema: Pom Hojuamosa mammua, Cucrem npekuga, bp3una
obpajie mogaTaka

42 TIpomecopu: Opranusanuja MEHTPAJHOr Mpolecopa, Perucrpu, TexHosoruje uspaje MUKPOIPOIECOPA,
Tpansucropu, Texmomnoruje m3page 6p3ux uunosa, CISC m RISC apxuTekTypa MHKPOIPOIECODA,
Ocobure RISC npomecopa.

43 Mamuncke nHCTpyKnuje: KapakTepucTuke MAIIMHCKAX HHCTPYKIUja, POopMaTu U TUIOBU HHCTPYKIHjA,
Bbpoj aapeca y uncrpykuuju. Hauunu ajpecupama y MALIMHCKUM HUHCTPYKLIHjAMa

44 Mamuacku u acembiepcku jesunu, [loduBu mogmporpama, CMjemrame MOgaTaKa ¥ MEMODH)HU.

45 MewMopuje u yna3HO/M3/Ia3HU MOJCHCTEM: YHyTpammba MeMopuja, Kapakrepucruke, Kem memopwnja,
Coospamnme Memopuje, MarneTHu u ONTHYIKA MEIHjH,

46 V/M monynu, Texuuke u3spmasama Y /U onepanuja, Y /U ypehaju n BuxoBe KapaKTepUCTHKE

47 OTKpuBame 1 KOpeKIrja rpemaka: MeToje 3a OTKPUBAKHE U METO/I€ 34 OTKPUBAE M KOPEKIH]y I'DEIIaKa,

48 IIperpaxkuBame: Hanaxeme MmumHEHMyMa y Jauct, lIponaxeme Kpo3 usmcty, Mjepeme BpemeHa
nperpakKupakba,

49 Jluneapuo nperpaskusame: while u for Bep3uje nureapHor nperpakusama, Sentinel, Tajuunr guHeapHOT
MPeTPAKUBAKA.

50 Bunapuo nperpakuame: ClokeHOCT aJiropuTamMa OWHAPHOr NpeTpakWBama, yrpahena dyskmuja
OUHAPHOT MPETPAYKUBAHA

51 Anropurmu, IIporpam

52 CuoxenocT coproBa y Hajbossem m Hajropem caydajy: Copr mjexypmhmma (emr. Bubble sort), Copt
ymerameMm (enr. Insert sort), Copr mz6opom (eur. Choice sort).

53 Copr cnajamem (err. Merge sort), Bpsu copt (err. Quick sort)

54 Hedunnunuje dyuxknuja: Ilonpasymujesann (enr. default) mapamerpu, JIucre napamerapa, Ilapamerpu
ca Ha3UBHMA.

55 Nzyzenu: tray n except, except o0jexkara. N3ysenn: Oyukimje n n3ysein, raise n3yserak, Still nsyserka.

56 TecTtupame: DyHKIIMOHATIHU TecT, unit test, black-box test, glass-box test, HezaBucuoct, Orpannyema,
Tecrom BOheH pa3poj mporpama. /lebarupame.

57 Obpacnu nusajuupama: FuxcHe Bpujennoctu, Cremepu u KayHTepu, Hajmoxke/pHuju HOcHIAI, 3aIbU
HOCHJIAII,

58 Konrejuep, Axywmynarop, Temmopasna Bapwujabna, 3acraBuia. Kmace:  Arpubytu, Meroge,
KoucrpykTopu.

59 Crenujanse metofe: init ; str ; repr ; add ; sub Merone dir u help.

60 Wukancynanuja y o6jeKkTHO opujenTucanom nporpamupatsy (enr. Encapsulation)

61 Ilonumopduzam u HackrehusBame: ad hock monmumopduzam, Ilapamerapcku mnosmumopduzaM,

XujepapxujCKu NOJIHMOPGU3AM.
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Tabesa 5.1 — Cuucak Jeknuja - HacTaBaK

P.6. | Ha3us nekmuje

62 Hacmwehusame: I[Ipumjepu class Atom u class Molecule.

63 GUI: OcuoBuu mojmosu, Event-driven mporpammpame. Modul Tkinter: Widgets: Button, Canvas,
Checkbutton, Entry, Frame, Label, Listbox, Menu, Message, Menubutton, Text, TopLevel.

64 Ocunosue GUI koncrpykuuje: Frame, Entry, Jlaku u temiku uponecu. Mutable variables: intVar, String-
Var, BooleanVar, DoubleVar.
65 Mogenu, nornenu, koutposnepu: IIpumjep. Kopumreme Lambda: IIpumjep.

66 Crun nucama GUI: Font, Color, Layout. Widget-i: Text, Checkbutton, Menu.

67 Ob6jextno-opujertucanu GUI: [Tpumjep.

68 Base nogaraka: Apxurekrypa 6a3a nogaraka , sqlite3, MySQLdb, SQLAlchemy. sqlite3 dyukiuje:
connect(), cursor(), execute(), commit().

69 | SQL tipovi podataka: NULL, INTEGER, REAL, TEXT, BLOB. Ta6ene y SQL: CREATE TABLE
TableName(ColumnName Type, ColumnName Type, ...), INSERT INTO VALUES.

70 Hanaxeme mogataka y Basama mogaraka: SELECT FROM, fetchone(), fetchall(), SELECT FROM

ORDER BY. Ymouru ca ycnosuma: SELECT FROM WHERE, =; ! =; >; <;>=;<=.

71 AnjgejroBame u Gpucame y 0aszama momaraka: UPDATE SET WHERE, DELETE FROM WHERE,
DROP TABLE.

72 Tpancakuuje y Bazama nmogaraka. NULL kao 3amjena 3a Henocrojehe momarke. Kopumreme JOIN 3a
kombunoBame tabena(INNER JOIN).

73 KipydyeBu u orpanuuema y basama nogmaraka. Hanpemse rmexnuke Basa nogaraka: Arperanuja,

I'pynucame, SelfJoins, Yruujexk1eHu yIHTH.
74 Mpexun mogynu : Socket. Kuujenr/Cepsep nap: IIpumjep. Mpesxxuu mogysu urllib i urllib2: Orsapame
yIaJbeHUX JATOTEeKa, moBpahaj yiameHnx garoreka.

75 Onnc dyHKNMja HEKUX MpPEXHUX Momyna 1: asynchat, asyncore, cgi, Cookie, cookielib, email, ft-
plib,gopherlib, httplib, imaplib.
76 Omnuc dyHKNHja HEKUX MpeXXHUX Moayna 2: mailbox, mailcap, mhlib, nntplib, poplib, robotparser,

impleXMLRPCServer, smtpd, smtplib, telnetlib, urlparse, xmlrpclib.

Nnentundpukanmja reMaTckux mjeanHa

C 003upoM HA OIPOMHY KOJIMYUHY HAYYHOL, 00PA30BHOT, KOMEPIHjAJTHOT, 3a0aBHOI U
JIpyror nHOPMATUUKOT Ca/IpzKaja, Te Ha MPUJIXIHO XeTeporeHe u3Bope u Kiacudu-
Kaluje, ogpehuBame TeMaTCKUX IjeJIMHa KOje MOKPHUBajy YnNTaBy 00JIaCT padyHap-
CKUX HayKa IIPeJICTaB/ba 3axXTjeBan nocao. Kako 0u ce ocurypao ob6jekTuBaH HpUCTyIl,
ca jejJHe cTpaHe, U KOMILIETHOCT M KOPEKHOCT ca JIpyre, Kao IiaBHa pedepeHna 3a
ojipehuBame TeMaTCKUX IjeJiIMHA Y OBOM pa/ly KOPHUIITEHU CY pecypcu 00jaB/beHU
o crpane yapyzxkewa Association for Computing Machinery (ACM), jenuor o
HAJIO3HATHUjUX U HajBeNUX CBjeTCKUX 0OPA30BHUX M HAYUHUX VAPYKeHha U3 0071aCTH
padyHapCKUX HayKa. JeJlaH oJ] 3a/laTaka OBe OpraHu3allije je KOHTHHYHPaHa MCIO-
pyKa MaTepujajia Koju CaJIpzKu IPEnopyKe 3a Kpeupaibe IJIaHOBa U ITPorpaMa pady-
HAPCKUX KypceBa, Ka0 W YUTABUX CTYAUjCKHX TIPOrpaMa, KakKo OW Ce YCIIjellHHje
HpaTUJIM HALJIU Hallpeiak U Op3e mpoMjeHe y 00/1acTH padyHapCTBa.

Y cBom mocsbeamem u3pjemrajy [26] w3z 2008. rommne, ACM je y capajtmu
ca oxnjesiom 3a enykanujy IEEE yapyxewa (IEEE Computer Society Education
Activities Board) npencrasno mHoBu Boaumd 3a dopMupame maaHOBa W IporpaMa
3 00JIacTH KOMITJYTEPCKUX HayKa, 3aCHOBaH Ha mperxoaHoMm m3sjemrajy u3 2001.
roJiMHEe W HOBHM Ca3HambuMa Koja cy credeHa y MmehysBpemeny. OBaj u3Bjernraj
IpyzKa BaJHMJIHY OCHOBY 3a Kpenparbe IJIAHOBAa CTYAUjCKHX Iporpama u3 00JacTu
padyHapCKUX HayKa, Kao U Paclope/ia MojeINHAYHUX KypceBa U KOPUCTH C€ Y MHOTHM

BUCOKOHIKOJICKMUM YyCTaHOBaMa IIUPOM CBI/IjeTa. Kao ocnoBun JAOIPUHOC MTPpUKa3aH Yy
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Tabesia 5.2: Cumncak 00JIaCTH 3HAHA

Obuacr O6sacr (enr.) cKp. | 00. | u3.
JluckperHe CTPyKType Discrete Structures DS |6 0
OcHoBe mporpaMupama Programming Fundamentals PF | 8 0
AJIrpuT™Mu ¥ KOMILIEKCHOCT Algorithms and Complexity AL |5 6
ApxuTekTypa 1 OpraHmusalmja Architecture and Organization AR | 6 4
OmnepaTuBHU cUCTEMU Operating Systems OS |6 8
Mpe:KHO padyHapCTBO Net-Centric Computing NC | 3 6
[Iporpamcku jesuru Programming Languages PL |6 5
WNaTepakimja 10BjeKa U padyHAPa Human-Computer Interaction HC |2 8
I'paduka u BU3yessHO padyHamke Graphics and Visual Computing | GV | 2 11
WNuTenurentu cucremu Intelligent Systems IS 3 8
VYupas/bamwe nndopmanujama Information Management IM |3 12
Hpymreenn u npodecuon. acnektu | Social and Professional Issues SP |7 4
CodrBepcku MHKEHEPUHT Software Engineering SE |8 6
Hayka o uzpauyHaBamy Computational Science CN |0 3

OBOM W3BjenrTajy, ujeHTudukoBano je t3B. "tujeso 3uama" (enr. body of knowl-
edge), Koje cajipKu CBe peJieBaHTHE padyHapcKe obaacTu, noaujesbene y 14 "obractu
snama" (enr. knowledge areas). Y tabesn 5.2 npukasane cy Te 00J1aCTH, Ca HA3UBAMA
HA HAIlleM W eHIJIECKOM je3uKy, cKpaheHHM HAa3WBOM HA €HIJIECKOM je3UKY, 3ajeITHO
ca OpojeM KJbYyUHHUX, OJJTHOCHO H300PHUX 00JIaCTH.

Csaka o7 0BHX 00J1aCTH 3Hama MOJWje/beHa je Ha TeMaTCKe IjeJInHe, O3HAYeHe
Kao KJbyuHe uju u30opHe. YKYyHHO je upejiozkeHo 146 reMarTcKux IjejiuHa, o/l
Kojux cy 65 kK/by4He, a 81 m3bopHe. VY 3aBHCHOCTH OJ TOra KOJTUKU Ce 3HAYA]
nocsehyje mocmarpanoj njesnun, y ussjernnrajy [26] je npeaiozken u 6poj yacosa Koje
Tpeba MOCBETUTH KJ/byYHUM TeMaTckKuM ImjejinHamva. llpupojno, dynjamentasnum
obsacTuMa je gata Beha BaykKHOCT, Tj. TpeJiozKeH je Behu 6poj K/byIHUX TEMAaTCKUAX
njesimaa u Behu npetoxken 6poj vacosa. To cy, npuje cBuUX, 00JaCTU: JIUCKPETHE
CTPYKTYpP€, OCHOBE IpOrpaMupara, aJrOPUTMHU U KOMILJIEKCHOCT, apXUTEKTypa H
OpTaHU3aIlHja, ONePATUBHU CHCTEMHU, IPOIPAMCKH je3UIH, COPTBEPCKU HHKEHHEPUHT,
Te APYIITBEHU U NPO(ECUOHATHI ACIEKTH. 3a OCTaJje 00JIaCTH 3HAA IIPEI0ZKEH je
Mamu 0poj catu U MamK Opoj K/bydHHX oOjactu. Tume ce KpeaTropuma ILJIaHOBA U
nporpama omoryhasa Beha dekcubnIHOCT 1 Mpuaarohapame crenupuIHIM TOTpe-

baMma.

CwMjemniTame JIeKIja Y TeMaTCKe I[jeJInHe

C 003upoM Ha YUHEHUILY Jia MpeJIoKeHo "Tujesio 3Hama' MOKpHUBa 4uTaBy 00JIACT
padyHapCKuX HayKa, 3a MOTpede HCTPAZKUBaIba U IPYIUCAIbA JIEKIHja Kypca Y BOJ Y

padyHapCcTBO y ojiroBapajyhe Temarcke ijesinne, Opoj rTeMarckux 06/1acTH je 3Ha4ajHO
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Tabena 5.3: Cnucak TeMarcKux MjejnHa W NPHIIagajyniux JeKmnmja

P.6. | Ha3us TemaTcke njesune O6usacr (enr.) | Cumcak sexnuja

1 DyHKIM]je, pesalnje u CKyIOBU DS 18,19,32,33,61,37

2 OCHOBHA JIOTUKA DS 17,26,40,70

3 TexHUKEe JJOKA3UBAKBA, DS 17,19,33,40

4 OcHoBe npebpojaBama DS 7,9,17,24,40,48

5 I'padoBu u crabia DS 33,35,50,74

6 JuckperHa BjepoBaTHoha DS 36,52,53

7 OcHOBe KOHCTPYKIIHja PF 2,17,18,20,27,28,29,30,54
8 AJropuraMcko pjernaBame npobiiema PF 15,32,33,34,35,38,47,51,56
9 CTpyKType mojaTaka PF 17,21,25

10 | Pexypauja PF 33,35,37,50

11 | IIporpamuparme 3aCHOBaHO Ha jorahajuma PF 38,55,63

12 | O6GjeKTHO OpHjeHTUCAHA MAPATUTMA PF 23,58,60,61,62,67

13 | Curypuo nporpamupame PF 19,47,55

14 | OcHOBHA aHaJM3a aJaropuramMa AL 32,36,48,52,53

15 | AsropuTaMcke cTpaTeruje AL 20, 32,34,35,39,50

16 | OcHOBHU aJITOPUTMH AL 32,35,36,48,49,50

17 | JlururanHa JIOTHKA B pelpe3eHTalija M0 aTaKa AR 2,3,7,8,9,10,11,12,13,14
18 | Pauynapcka apxuTeKTypa X OPraHU3AIN]a AR 1,3,4,6,40,41,42,43,44
19 | Unrepdejcu u ¥V /U crpareruje AR 1,30,46

20 | ApxuTekTypa MeMopuje AR 1,3,44,45

21 | ®yHKUMOHAJHA OPraHU3aIMja, AR 1,3,4,42,43

22 | Ypebhaju AR 2,14,24

23 | OcHOBHE TperJie]] OEPATUBHUX CHCTEMA (ON] 1,45,46

24 | MpekHe KOMyHUKAIje NC 5,74,75,76

25 | Ilperyiey; nporpaMcKux jesuka PL 15,16,58,59,60,61,62

26 | OcHOBe npeBobhema jesuka PL 15,16,19,20,68,69

27 | Jleknapalyje U TUIIOBH PL 17,18,20,58

28 | MexaHu3Mu alncTpaxijje PL 22,57,58,65

29 | O6jeKTHO OpHjEHTHCAHO IPOIPAMHUPAIHE PL 16,58,60,61,62,63,64,65,67
30 | OcHOBe WHTepaKIHje YOBjeK-padyHAP HC 16,63,66

31 | Usrpagmwa GUI unrepdejca HC 63,64,65,66,67

32 | EBasryamnuja KopucHUYKE opujeHTHCaHuX cucrema | HC 47,56,57

33 | duzaju GUI HC 65,66

34 | OcHoBe TexHuKe rpaduke U BU3YeJHOT padyHama | GV 14,24

35 | Uadopmanuonu Moaesu M 60,68

36 | Jesunm ynura M 68,69,70,71,72,73

37 | Ucropuja pauyHapcTBa SP 2,15,41

peayKOBaH. 3aJpzKaHe cy yBOoAHe (byHIaMeHTaIHe TeMaTcKe 00/1acTu, 10K je BehnHa
0bJacT Koje ce OIHOCe HA HAIIpe/IHe KypCceBe U3 PadyHApPCTBA M30CTABIHEHA.
[Ipersies1 yBpIITEeHHX TeMaTCKHUX IjeJIMHA MpUKa3aH je y Tadbenu 5.3. llpee Tpu
KOJIOHE caJipyKe pejHu Opoj, Ha3WB TeMaTCKe IjejinHe u cKpaheHu Ha3uB 00OJIACTH
3Haba KOJOj TeMaTcKa IjeJIMHa TPUIaJa, JIOK je Y Kpajiboj JIECHO] KOJIOHU HaBeJleH
CIHUCAK peaHux OpojeBa npunajgajyhux nekmuja. Pegnn 6pojeBu JieKnuja oaroBapajy
peaauM OpojeBuma u3 Tabese 5.1. Kao mro ce Buam u3 tabdese 5.3, Jekimje cy
CBpPCTaBaHE CaMO y OHE TEMaTCKe IjeJIMHE 33 KOje Ce MOy3JaHO MOYKe CMATpaTh J1a
ce mpobJieMaTHKa TeMaTcKe IjeinHe obpalhyje yHyTap Jieknuje, a He caMO YCIyTHO
nomuibe. [Ipumjehyjemo ma cy cBe dyHaMeHTaJIHE TEeMaTCKe IjeTMHe TTOKPUBEHE
Behum Opojem Jiekinuja, 0K ce Heke jpyre obpahyjy camo y mamem Opojy Jekimja.
Y Tabemu 5.4 cucTeMaTH30BaHA je pacrojjesa JieKIuja M0 TeMATCKUM IfjeTmHaMa.
Buaumo nma je 3a 21 TemaTcky IjesimHy Opoj JieKnuja y KojuMma ce oHe obpabyjy
Mambu win jegHak oj 4, 3a 11 Temarckux njesinHa BaxKu jia ce oopalhyjy y o5, 6 wian

7 Jexmmja, JTO0K ce H TeMaTcKux Ijennna oopahyje y 9 u Bure jekmuja.
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Tabesa 5.4: Pacnopej 6poja JieKigja 110 TeMaTCKUM IfjeJImHamMa

bpoj neknuja | Bpoj remarckux ujesmua

ca matum OpojeM JIeKImja
2 3
3 10
4 8
) 3
6 7
7 1
8 0
9 4
10 1

Tabena 5.5: Cnucak mjemna 3a Koje He BayKd TPAYKEHU YCJIOB

P.6. | Temarcka mjesnna Obaacr | Tpucyria
(emr.) | camoy
22 | Ypebaju AR BUMCKOM
31 | Usrpagma GUI unrepdejca HC JBETHEM
32 | EBanyarnuja KOpUCHUYKYN OPUjeHTUCAHUX CUCTEMA HC JHeTHEM
33 | Huszaju GUI HC JbETHEM
34 | OcnoBe TexHuke rpaduKe U BU3YETHOT PATyHAbHA GV 3UMCKOM
35 | Nadopmanmorn Mmomean M JHETHHEM
36 | Jezurm ynura M JbETHEM

Anannsza TpeHyTHe mojjesie JeKnuja U MPUjeaior modbospinama

Ha ocHoBy TpenyTHe 1ojijesie Kypca Ha JBa JAujesa, HalpaB/beHA je aHAIN3a KOJNKO
Ta MoJIjes1a oJipakaBa I110JIa3Hy HPENOPYyKY Jla HITO BUIE TeMATCKUX IjesinHa Oyjie
obpaljeno y oba cemecrpa. [ToHOBEMO J1a ce 110 TpeHyTHO] pactojjenu, (Tabena 5.1),
JIeKIje ca peannm OpojeBuma 1-39 obpalyjy y 3umckom cemectpy, a Jiekimje 40-
76 y sperheM. lIIpema pacriopejy JieKiigja 10 TEMATCKUM I[jeJIMHAMA ITPUKA3AHOM
y Tabeu 5.3, 3a 30 TeMATCKUX IjjeTMHA BayKu Ja ce oHe obpalyjy y 6ap mo jemamoj
JIeKIUju y 00a ceMecTpa, /IOK 3a 7 TeMaTCKHX IjeJnHa Taj yeJIoB He Baxku. [Ipumuje-
TUMO JIa aJIrOpUTaM KOjuM ce ojipel)yje 6poj no/iuje/beHuX TeMaTCKUX IjeJIMHa 0/IroBa-
pa ajaropurMmy Bepudukamuje pjemema oaropapajyher MSSP. V npse aBuje Kojione
tabese 5.5 cy MpUKa3aHU peJHU OPOjeBU U MMeHa TeMATCKUX I[jeJTMHa 33 KOje YCJIOB
MO/IMje/beHOCTH HEe BaKW. Y HAPEJIHO] KOJIOHU je TpukaszaH ckpahenu enrjeckn
Ha3uB ojrosapajyhe obsiactu 3Hama, a y Kpajiboj JIECHO] KOJIOHU WHGOpMaIuja y
KOM CeMecTpy je IjeJnHa IpHUCYTHA.

Kao mro Buanmo u3 tabene 5.5, ox cemam "HenoanjesbeHux 1jesnHa’, Mo jegHa
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Tabesa 5.6: Cucremarusainuja npejIoKeHUX Pjeriemha

ITocTymak

Edekar na
TEeMaTCKe T[jeJTmHe

Ilocibepuia HA
YKYITHO Djellemne

[IpebanuBame nexiuje 24
y JbETHH CEMeCTap

Temarcke 1mjenmae
22 n 34 he 6utn
oMjebeHe

Cmameme Opoja
HETO/IMje/bEHNX
JIEKTIja 3a 2

[IpebaruBame Jyeknuje 56
y JbETHU CeMecTap

Temarcka mjennna
32 he outnm
ojIijebeHa

Cmameme Opoja
HETO/IMje/bEHNX
Jekmuja 3a 1

[IpebaruBame Jyeknuje 65
y BUMCKHU CeMecTap

Temarcke 1mjermae
31 u 33 he Oburn
nouje/beHe

Cmameme 0Opoja
HETO/IMje/bEHNX
JIEKTIja 32 2

[IpebaruBame yeknuje 68
y BUMCKHU CeMecTap

Temarcke 1mjenmae
35 u 36 he butn
nouje/beHe

Cmameme 0Opoja
HETO/IMjeJbEHNX
JIEKTIja 32 2

ce OJTHOCH HA APXUTEKTYPY padyHapa, Te rpaduKy U BU3YETHO padyHAe, TOK Ce TPH
OJIHOCE Ha MHTEPAKIU]y YOBjeKa U padyHapa u JIBUje Ha yIIpaB/baibe HH(MOpMAIjaMa.
[Ipumjehyjemo Takohe ja ce objacTuMa Koje ce OJlHOCe HAa WHTEePAaKIHjy YOBjeKa U
padyHapa u yiipaB/batby nH(pOpMalmjaMa laxKiba 110CBehyje y JbeTHEM CeMecTpy,
JIOK Y 3UMCKOM CEeMeCTPY OBOj MpoOJeMaTuny Huje mocBehieHa 3HAYAjHUja TMaXKba.
Crora 6m mpasar yaanpehema [l1ana n mporpama Kypca Morao ja ce 3aCHWBa Ha
YKJbyUUBalby 10 jejHe JIeKIuje U3 rpaduyukor KOPUCHUYKOD OKpPyzKema, Te Da3a
noJaTaka y 3MMCKoM cemMecTpy. [lazkK/buBOM aHATIN30M TPEHYTHOT PAcIopea JeKITh-
ja, MOzKe ce IPUMUjeTUTH Jia 6u ce mpebaruBameM IoJ1a3He JeKIuje y Be3u ca 6azama
nojlaTaka M jejHe JieKIUje Yy Be3U ca MHTEPAKIMJOM YOBjeKa M padyHapa y 3UMCKU
cemMecTap, MOrao pujemutu npooaem "Henomujesenoctn mjermaa 35 u 36, OIHOCHO
31 u 33, a 7a ce He Hapyuie JPYrd METOAUYKHN aCHeKTHU, KAaO IITO Cy KOHTUTYHUTET
WJIW 3aBUCHOCT JIEKIH]a.

Takobhe, moxe ce 3aksbyuntu Ja 6u ce pasmjeHom Jieknuja 24 u 56 ("Paj ca

" omrocHo "Tecrupame: QyHKIMOHATHE TeCT, unit test,

caukama. Ilukcenn u Goje.'
black-bozx test, glass-box test, Hezasucuoct, Orpanundema, Tecrom Bohen pa3Boj mpor-
pama. [debarupame.") nocruria curyanuja ja cy njeaune 22, 32 u 34 nopujesbene,
a IOJINje/beHOCT MPEOCTATNX TeMATCKUX I[jeJINHA ce He OM HapyIIUIA.

CucremaTu3saluja npeII0yKeHNX yHaInpehema mpruKas3ana je y tadean 5.6.

OBoM mpepacrojejioM JIeKIja J00uja ce cTambe Jia Cy CBe TeMaTCKe Ifje/InHe
moIujesheHe.

Ha xpajy oBor omje/bKa, 3HAYAjHO je HAIVIACHTH Ja Ce MPUKA3AHOM AHAJIHI30M

JIOIILIO JI0 ca3Hama Ja TPeHyTHa Mojjeaa Kypca y 3HadajHoj mjepu "mparu' nponu-
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CaHM LPUCTYII Hojijesie jekiuja. Kao mro ce Bujiu u3 tadesie 5.6, MUHOPHUM pa3Mje-
HaMa JieKnuja m3Mely cemectapa Taj pacmopes ce MOYKe YYHHUTU W ONTUMAJTHIM.
OBa ynmenna yka3yje Ha mpeTnocTaBky ja cy ayropu [Lirana u mporpama, MOTHBH-
myhu ce OBUM MJIM HEKUM CJAMYHUM HPUCTYIIOM, Y 3HAYAjHO] MjepH BOJIMJIM padyHa
Ja ce (pyHIaMeHTasHe Ifje/IMHEe pasMarpajy y oba ceMecTpa, Kako O ce O4yBao

KOHTUHYWUTET y W3y4YaBamy.

5.3 Panuju pesyiararu

MSSP npobiem je moc/bembuX TOJAUMHA MPeJIMEeT HCTPaKiuBama U ca KOMOMHATOPHE
U ca ajJropuTaMcKe Tadke riejuimita. [loHoBuMO jia je mpBHU JI0Ka3 jJa je mpodsem
NP rexak nmar y [76] u mpobsiem ocraje NP Tekak 9ak u ako ¢y CBU TOJCKYHOBH
KapIMHAJTHOCTH Makbe uin jeguako 3 [40]. Yak u ako cy cBu nojckynosu pukcae
KapIUHAJIHOCTH 1, 7 > 2, mpobsem omet octaje N P rexak. /lame, MSPP je mw APX
KOMILJIETaH, Tj. HE MOXKe Ce AlPUKCHMOBATH y TOJUHOMCKOM BpeMeHYy (haKTOpPOM
sehuwm o 11/12 |46]. ojennocrasbena Bapujanta npobsema je ciaydaj Kaja CBaKu
efqeMenT ckyna C' mMa HajBHIIe JIBa eleMeHTa. BapujaHTa oaTydnBamba Ta a IoCTaje
"pobstem 2 Gojema rpada’ Koju ce MOoXKe PHUJjENTATH Y TMOJWHOMCKOM BpPEMEHY, Ha
npuMjep, IPUMjeHOM J00PO MO3HATOr AJTOPUTMA HPETPAKUBAbHA Y J1yOuHY.

[TomTo je mpobiem NP Texkak m He MoxKe ce pjemiaBaTH er3akKTHHM MeTOIaMa
y pa3yMHOM BpeMeHy, OllpaBJaHa je KOHCTPYKIHja aJaropuTaMa KOju IMpOoHAJIa3e
NpUOJINZKHO Djellierhe HeKOI' rapaHTOBAHOT, JIOKA3WBOI KBasmrTera. Tako je y [5]
KBajJpaTHa Ijenoopojua dopmynamnuja 3a MSSP uckopumrena 3a KOHCTPYKIH)y
npubmKHOT anroputma ca dakropom 0.724. YV [106], ayTopu cy go1aBameM HEKHX
HOBUX HEjeIHAKOCTU U TOOO/bINAKbEeM HAYHMHA 3a0KPYKUBAMha, TPE3eHTOBAIN TTPHO-
JimkaH ajiropuram ca gaxropom 0.7499.

Hekonmko pesyntara Koju ce OJHOCE Ha MeTOJe KepHeTapu3alyje Cy YHaIIPHU-
jeInIv TOpEY TPAHWILYy 3a BpHjeMe H3BPIIemha ajiropuTMa. 3a Jath 0poj k moau-
jeJbeHUX MOJICKYIIOBA U BeJInduny 1mpod/ieMa [N, IpBOOUTHO Cy PE3eHTOBaHE I'PAHUILE
ppevena O(728FNOW) u O(8*NOW) w3 [31] u [32], a y [74] je mocTurmyro mHOBO
yranpeheme koje mznocu O(2.65FN°W) VY [21, 22| je npesenropan airopuranm ca
spemenom O(2% + N) 3a Texkuncky sapujanty npobiema, 10k je y [75], ynorpeGom
KJIACHYHEe TeopeMe JTYATHOCTU 3a MOBE3AHOCT Y XUMeprpaoBUMAa, TTOCTUTHYT Pe3YJI-
tat O(1.96* + N).

Auropuram 3a pjemasame MSSP 3acnosan na "JIHK" npucrymny je npesenroBan
y |16]. TIpocrop pjemema JTHK xesukca je koncrpyucan y3 nomoh "crukepa (enr.

sticker based model), a makon Tora cy Ha AjieMan - JIMITOH MOJET TPUMHE]jEHEHH
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OMOJIONIKY OllePATOPHU.

[IpBu Momest 1jeso6pojHOr JTuHeapHOT IporpaMupaa (enr. Integer linear pro-
gramming - ILP) u jenan renercku aaropuram 3a pjemasate MSSP cy nmpesenroBann
y |70]. Ynorpebom nmanpeaux codbrsepckux anara (CPLEX) 3a pjemasame npob-
JleMa JIUHEepaHOT MporpaMupara, TecTupaH je nporucanu ILP momen m mokasano
je na CPLEX ycmjenno nponaJia3u ONTHMAJIHA pjellierha 3a CBe Mame W BehnHy
cpeambux TecTHUX uHCTaHIU. GA nMILIeMeHTaInuja KOPUCTH OMHAPHO KOJUPAme U
CTaHJAp/IHe TeHEeTCKe olepaTope MpHIaroheHe JgaToM MIpodJaeMy, KOju Cy YHAIpPH-
jebenn ymorpebom Kemmmpama. EKcrepuMeHTAaTHU pe3yJiTaTu Cy U3BPIIEHH Ha JBa
CKYTIa WHCTAHIU, YUMe je JOKa3aHa e(PUKACHOCT U MOY3aJHOCT MPONHUCAHE METOJIE.

Xeypucruka 3acuoBana Ha enekrpomarserusmy (EM) je upesenrosana y |67).
OBa EM xeypucTtuka je 3acHOBaHa Ha XHUODPUIHOM IPHUCTYIY yV KOjeM ce KOMOWHYje
MexaHu3aM "'mpuBiademe - oadujame'" 3a moMjepame YecTuna ca TeXHUKOM CKaJIu-
pama. EM kopuctu Op3y JioKaJIHY HpeTpary Koja JojaTHO yHalipehyje epukacHocT
YUTABOT CHCTeMa. AJITOpHTAM je TeCTHpAH HAa UCTUM WHCTaHaMa kao y [70] u
JI00MjeHn pe3yaTaTu jacHO TOoKa3yjy aa je mpornucann EM mpucryn kopucran ajaar
3a pjemaBame MSSP.

Kao u apyrm mpobieMn Koju ce OJHOCe Ha HMapTHIHje CKYIoBa WU T'padoBa,
MSSP ce npuMmjemyje y pasauM obsacTuMa HayKe. JelHa KOPHUCHA MPHUMjeHA OBOT
npucryna npukasasa je y [105, 104]. Ayropu kopucre T3B. TepHApHY MEMODH]Y
ca ajpecabuaHuM cajpkajeM (eHr. ternary content addressable memory - TCAM)
Ja 6u ce pujentno KaacupUKAIM]CKH TPOGIeM ca BUIIECTPYKUM CIIApUBAHEM (€HT.
multi-match classification problem), koju ce KopucTH 3a HeKe Mpe:KHE MpPHMjeHe:
CUCTEMU 32 JIeTEeKIN]y Halla 1a win npaheme uCopy YeHnX maKkeTa mogaTaka y MPezKi.
Jla 6u ce ynanpujemamie nepgopmance ymorpedbe TCAM memopuje, ayTopu KOpUCTe
aJropuTaM 3a Jnjesbere ckymna (set splitting algorithm - SSA) na 6w moaujenan
duarepe y BuirecTpyke rpyme. SSA ce gasbe nmapaJiesJiHO moKpehe Ha OJBOjeHHM
rpynamMa. OBUM DPUCTYIIOM HajMarbe MOJOBUHA Tpecjeka ce m3balyje Kaja ce CKyI
dunarepa pazduje y jBa ckyna. To pesyiarupa yurremay y MeMopuju u 00be mepdop-

MaHCE€ YUTaBOI' aJITOpUTMa.

5.4 Marematuuka popMyJianmja

Y 0BOM 0IjeJbKy ce Mpe/ICTaB/bajy /ABHje Mo3HaTe (hopMyIaluje IjeT00POjHOT MPoTpa-
Mupamha: KBaJpaTHa IjesodbpojHa dopmynanuja (enr. quadratic integer program-
ming QIP) u3 |5| u muueapua mjenobpojua dopmynanuja (ILP) u3 |70]. IIpuje mero

ITO ce HaBemy hopmynanmje, yBeauMo oaropapajyhy moramujy. Heka je S konauan
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ckyn Kapaunajgnocru m = |S| n neka je C' = {5, Sz, ..., S, } KoneKMja noACKyIOBA
on S. Be3 rybipema ommrrocTu, MoxkeMo mnpernocrasutu jga je S = {1,2,...,m}.
Heka je (P, P) maprumuja ox S. Ilomosumo ga 3a ckyn S; € C kaxemo jga je
"mogujespen", ako S; uma HenpasaH npecjex u ca P u ca P.

Ksasparha 1jeno6pojua dbopmynamuja (5.1)-(5.4) yBoau 1Ba cKyIa npoMjeH/bUBUX:

1, 1e P ,
Yi = . , 3atr=1,..m,
—1, ’LGPQ

, 3aj=1,..n.

{ 1, S, je moguje/pen
Zj =

0, S; nuje moauje/ben

QIP ce nedununimre kao
max Z Z; (5.1)
j=1

y3 OrpaHnvena

1 1- i1 " Yi
’S<|——1 Z % > Zj, 3a CBe€ Sj eC (52)
J
2.172.2 € Sj
i1 # 12
z;€{0,1}, saj=1,..,n (5.3)
y; €{-1,1}, sBai=1,...,m (5.4)

3a ILP yBoaumo mapamerpe

1 71€8;
Sij = Z J 3a Z == 1,...7m, ]: 1,...7n7
0 Z¢Sj

KOjU O3HaJYaBajy Ja Jn ejgeMeHT ¢ m3 S mpunaja noiackymy S;. IIpomjenspuse ce

1 1eP
€T, = .
0 7€ P2
1 S; je monujespen
0 S; Huje monmjesben

JiecbuHuUIILy Kao

Y; =
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ILP momen 3a MSSP ce dpopmysuiine kao

max Z Yj (5.5)
j=1

y3 Oorpanmnvema

y; < islj - X, zacee j=1,..,n (5.6)
i=1
yj + isiﬂ' cx; <|Sj] . sacsej=1,..,n (5.7)
i=1
y; €{0,1} , 3acBej=1,..,n (5.8)
r; €{0,1} , 3acBei=1,...m (5.9)

Jlako ce Buau mga ILP dbopmynanuja pacmnoaazke ca m + n OMHAPHUX TPOMjeH/BUBHUX

1 YKYIIHO 2 - 1 OrpaHuYemna.

5.5 Metoxa mpoMjeHbUBUX OKOJIMHA 3a MSSP

Y 0BOM 0/1jeJbKy OIIUCYje ce MeTO/I IIPOMjEeH/bUBUX OKOJIMHA IIPUMUJEHEH U PA3BUjeH

3a pjemaBame MSSP. Pesynraru mpeseHTOBaHW y OBOM Ofje/bKy 00jaB/BEHU CY Y
[78].

5.5.1 MWMuumnmjammsanuja m QyHKIja IATHA

Heka je S komauan ckyn u |S| = m. Ilaprunuja (P, P,) ckyna S, Koja je jeauo
pjereme, MpeJicTaB/ba ce Kao OMHApHYU HU3 X JyKuHe m. EjgemenTu nusa ojronsapajy
eJleMeHTHMa CKyla S W 03HAYaBajy KOM OJ JBa MOJCKYIA JIATH €JIEMEHT MPUIIAJIA.
Qopwmasno, ¢ € Py ako x; = 1 u i € P, ako je x; = 0. Ilonasno pjereme ce bupa Ha
cJIydajaH HauWH.

Craku ckyn kosekiuje C' je npecTaB/beH jeIHIM HU30M KOjU CaJIPYKU OJIr0OBapa-
jyhe enemenre. 3a gary naprunumjy (P, P»), n 3a cBaxku exement S; € C, Bpujeanoct

y; ce padyna nmomohy dopmye

1, S; je moaujespen

Y = . .
! { 0, S; Huje moawje/beH

3a ngaro pjerreme, aaropuTaM padyHa BpujeaHOCT (PYHKIHjE uba noMohy ¢op-
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MyJ1e
n

Obj(Pl,Pg) == Zy] (510)

i=1
Ba cBako j € {l,..,n} BpemeHCKa CJI0xkKeHOCT 3a ojpehuBame BpHjeIHOCTH Y; je

O(m), Tako ga je yKynHa BPEMEHCKA CJOXKEHOCT 3a padyHame (DYHKIHje Mu/ba

O(mn).

5.5.2 OKoJmHE U IIPOIEeaypa pa3Mp/IaBamba

VY mporedypu pasMpjaBama ce Kpeupa HOBO pjemewme x', (¢ € Ni(x)) koje je
3aCHOBAHO Ha TPEHYTHO HajObo/beM pjemremy x. a 6u medunncana k-ta oKoauHa, y
AJICOPUTMY Ce Ha CJIydajaH HaduH Oupa Hekux k ejemenara u3 S. CBakoM uzabpaHoM
eJIeMeHTY MHjelba ce HMpuIaajyha KOMIOHEHTa, Tj. CBU M3aOpaHU eJeMeHTH KOju
npunaiajy P ce npebamyjy v P, u odpuyro. Popmasino, k-Ta OKOJIMHA BEKTOPA T
ce mozke sammcarn kKao Ni(x) = {a’ : {i1, 42, ..., i} C {1,2, ..., |[S]} 2, =1 —my; }.

Y mpomnucaHoM aJrOpUTMy, K, jé MOCTaB/heHO Ha Bpujeanoct 2. Jla 6u ce
3a/I0BOJBVIO TEOPUjCKU YCJIOB KOjU TPOIHKCYje Ja BeJIWYNHa CBaKe HapeaHe OKOJIMHE
Tpeba na Oyae Beha ox nperxomne, kyg., ce aebunnme kao k., = min{20, |S|/2}.
[TomTo je Bemuauna k - Te OKOJIHHE ('i'), 3a k < |S|/2 caujenn na je (k‘,f'l) < (‘}jl),
1j. |Ng—1(z)] < |Ng(x)| u ycnos je 3amoBosben. 3a Behe uHCTaHIE, €KCIIEPUMEHTH
Cy TOKa3aJd JIa je JIOBOJbHO Y3eTH BPUJETHOCT K. = 20. Jlako ce Buam ma ce
npoIeypa pa3mMpaBama cactoju of k kopaka Bpemencke ciaoxkenocru O(|S]), Tako

Jla je yKyMHa BPeMEHCKa CJI0KeHOCT mpoteaype pasmpiaaBamba O(kmaz - |S]).

5.5.3 JlokaJjqHOo mpeTpaXKuBame

3a pjememe ', Koje je mo0MjeHO y TPONEAyPU Pa3sMpIaBamba, MO3UBa Ce JIOKAJIHO
nperpaxKuBamwe. Y CBaKOj UTepalujyu JIOKAJIHe IpeTpare ajropuraM HOKylaBa Jia
HOTIPABHU pjellielbe TaKO IMITO MUjelba IpuIaajyhe KOMIIOHEHTE 3a apoBe ejieMeHaTa
n3 .S. Ha npumjep, akoa € Py ub € P,, Taja HakOH pa3Mjere umamMo a € Pou b € P;.
O3HauMMO HOBO pjenieme Koje je nobmjeno Ha opaj Haumu ca x”’. Y caydajy aa je
x” 6oibe on pjemema x’, Taga ' mocraje jeanaxko x”. Jlokanna mperpara mpecraje
ca paJioM HAKOH MPBOI TAaKBOT MOOO/BIIAmA. Y JAPYTOM CJIyYajy, aKO HEje JIOILIO
J10 nobosbiama (2 Huje Go/be o1 &), JOKaJHA Tperpara HacTaBba ca cibegehinm
mapoM ejieMeHaTa.

Kana ce jokanna mperpara 3aBpliiy, aHAJIU3UPajy ce cbesieha Tpu ciaydaja:

a. Ako (byHKIHja IU/ba 3a pjeliemne ©’ UMa Maiby BPUjeIHOCT Y OJHOCY Ha pjellemhe

T, TaJa ce IpeTpara HaCTaB/ba Ca UCTUM DjeliemheM T U HapeJHOM OKOJUHOM.
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6. Y cayuajy na dyHKIuja nu/ba 3a pjememe r’ uMa Belly BpujeHocT y 0aHocy

HA Pjellerhe T, TaJa TPEeHYTHO HajObo/be pjelleme T 1001ja BpUjeHoCT .

B. Y caydajy na (yHKIHUje Muba JIBa pjeriema & U T’ UMajy UCTY BPH]jeTHOCT,
Taja ce MocTaB/ba T = &' ca BjepOBATHONOM Ppope M QJTOPHTAM HACTABJ/bA
nperpary ca UCTOM OKOJMHOM. ¥ JIDYTOM CJIy4ajy, Hperpara ce moHaB/ba Ca
HCTHM DpjellierbeM & W HapeIHOM OKOJHMHOM, ca BjepoBaTHONOM 1 — Ppiove. Y

MPE3eHTOBAHOM AJTOPUTMY, Pmove J€ TOCTaB/beHa Ha BpujeHOCT (.4.

ExcnepumenTn cy mokasasu ja IIPONHCAHA aJTOPUTAM pajd MOY3JaHO YaK H 3a
Pmove = 0, aJIvi ce y TOM cjIydajy aJropuTMy He Jaje HUKaKBa IMaHca J1a ce mpebdaim ca
jeIHOr Ha, JIPYTO pjernermne ca uctom Bpujeanomhy dpyukmuje muba. Ca apyre crpane,
HAKO €€ TEOPUJCKHU Dpope OUpa U3 uHTepBasa [0, 1], BPUjeIHOCTH 32 Ppope OIHUCKE
O6pojy 1 Mory npoy3poKOBaTH NHUK/JIUPAbe 10 pjelllelbuMa ca UCTOM BpHUjeTHOMINY
dyukmuje muba. Crora je y Behunu ciaydajeBa HajOObE Dpope MOTECUTH HA BPHUjeI-
HOCT KOja je m3Mmely JBHUje Kpajibe BPUjeIHOCTH.

Jlako ce Bu/in ja JIoOKaJTHa IpeTpara popMupa rmapoBe ejleMeHaTa 1 Ja je yKyIaH
6poj Tux maposa orpanuden ca O(m?). 3amjeHa KOMIIOHEHTH ce BPIIU y BPeMeHy
O(1), a pauyname dyuxuuje nubay O(mn). Crora je yKynHa BpeMEHCKa CJIOZKEHOCT
nokasne nperpare O(m3n).

[To 3aBprieTKy pa3marparba CBUX OKOJIMHA, aJITOPUTAM TIOHOBO TIOYHIHE Ca TTPBOM
OKOJIMHOM CB€ JIOK C€ He MCILyTHU KPeTepHujyM 3a 3aBpIIeTaK aJropurMa. » Haliem

caydajy, TO je 3aJaTh MaKCcuMaJaH Opoj uTeparuja.

5.6 ExcnepuMmeHTaJHU pe3yaTaTH

Y 0BOM 0OJije/bKY Cy IIPUKA3aHU €KCIIEPUMEHTAJIHU Pe3y/ITaTu JI00MjeHr PUMjeHOM
nponucanor VNS meroma. MmmiemenTanuja ajaropurma je usspirena y C mporpam-
ckoM jesuky. Usa Tectupama cy ypahenana ua Intel Core 2 Quad Q9400 @2.66 GHz
ca 8 GB RAM pauynapy. TecroBu cy u3BpIiieHu Ha JIBa CKyIla WHCTAHIW: MiNi-
mum hitting set nacrannama (MHS) u3 [29] u Steiner triple systems uncTanmama
(STS), koje cy omucane y [39]. Ilpsa kmaca uncranmu (MHS) caapxu yKymHO
JleceT MHCTAHIM, ca pasanautuM 6pojem egemenara (m = 50, 100, 250, 500) u
pazmuuutuMm 6pojem mojckynosa (n = 100, 10000, 50000). Knaca STS uncraniu
CaJIPzKM cejaM MHCTAHIU: HajMama uMa 9 ejeMmenara u 12 mojickymnosa, a Hajseha
243 enmementa um 9801 momckym. STS wucranme cy o3nadene kao texke, jep ILP
pjemasad Huje MOTrao OJPEJUTH ONTUMAJIHO PjEIIehe 33 CPE/be U BEJUKE WHCTAHIE,
Koje caap:ke 27 u Buiie enemenara [70]. 3a caky wuncranine VNS je mokperan 20

myTa, a CBAKO TMOKpeTame ce 3aBprasa HakoH 100 urepamuja.
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Tabesa 5.7: VNS pesyararu 3a MSSP na MHS ucaranmama

m n o/b VNS tyns agap o

50 1000 1000 opt  0.17835 0.0 0.00
50 10000 10000 opt  2.71175 0.0 0.00
100 1000 1000  opt 0.2969 0.0 0.00
100 10000 10000 opt 3.7231 0.0 0.00
100 50000 50000 opt 124.589 0.0 0.00
250 1000 1000 opt  0.80325 0.0 0.00
250 10000 10000 opt 12.3331 0.0 0.00
500 1000 1000  opt 1.64985 0.0 0.00
500 10000 10000 opt 20.11155 0.0 0.00
500 50000 50000 opt 225.2309 0.0 0.00

Y rabenama 5.7 u 5.8 cy HpHKa3aHH Pe3yaTaTH TecTUpama nponucaHor VNS
amroputMa Ha MHS m STS wmacranmama. O6je Tabene cy opranum3oBane HAa HCTH
HA4YWH: TIPBe JBHje KOoJIoHe cajpyke nHbopmainuje o 6pojy eaemenara (m) u 6pojy
nogckynosa (n). Hapeana kosona (o/b) cagprku onrumanzo, OJHOCHO HAjOOJbe

M aKo HHUje MO3HATO Ja JIH je OHO M ONTHMAJHO.

pjenrere, O3HAYEHO 3HAKOM
Hajooma Bpujennoct mobmjena VNS amropurmom je mpukazano y Koiaonu VNS, ca
o3HakoM opt y ciaydajeBuma Kaja VNS jocTuke yHANpHUjes MO3HATO ONTHMAJIHO
pjelneme, OJTHOCHO ca 3HaKOM best ako VNS nmocrmzke 10 caga HajoO/be TMO3HATO
pjerreme.

Ouursieno je ga Omio Koje pjerreme He Moxke Outn Behe o1 ykymHOr Opoja
nogckynosa. Crora, 3a upBy kiacy uncranuu (MHS uncranne), jacho je jga cy
JIOCTUTHYTE BPHjeJHOCTH ONTHMAaTHe. 3a JApyry kiacy uucranne (STS wncTanre),
ONITUMAJIHN PEe3YJITATH 33 MpPBE JIBUje WHCTAHIE Cy JOKA3aHU YIOTPEOOM er3aKkTHe
merojie y [70]. 3a nupeocrasne STS uncranie He MOXkKe ce TapaHTOBATH JIa CY JOCTHUI-
HyTa Hajoo/ba pjertema ontumasna. [Ipocjeano Bpujeme morpedbno ma VNS mocturue

CBOje HajOoJbe pjerierme MPUKa3aHo je y KOJOHU ca o3HakoM t. Kmammrer pjerrerma

y 20 msBpmema (i = 1,2,...,20) je nmpuka3zana IpPeKO KOJOHA agap W O, TAje Ce
IpOCjedHa pejaTuBHA Tpemika (agap) padyHa Kao agap = %2?21 gap;, raje je
gap; = 100 % y OJHOCY Ha, OITHMAJIHO pjemreme Opt.sol ako je OHO MO3HATO,

Best.sol—sol;

OJIHOCHO y OJIHOCY Ha HajboJbe 1o3HaTOo pjeniewe Best.sol, i.e. gap; = 100% =522

y CJlydajy KaJla OITUMAJIHO Pjelliethe HUje 03HaTo, (Sol; upejcraB/ba pjeiiemne 106u-
jeHo y i-rom usspiuewy). CranmapiHa jJeBujanuja je padyHara M0 HOpMYId o =

\/ 20 Lo (9ap; — agap)?.

N3 rabesna 5.7 u 5.8 ce jacHo Buan ga VNS ocTHzKe CBe MO3HATE ONTHMAJIHE W

Hajoosbe pesyaTaTe. Takohe, oBU pe3ynTaTu ce J0CTHXKY v cBuX 20 MOKpeTama, ITO
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Tabena 5.8: VNS pesynararu 3a MSSP na STS ncaranmama

m n o/b VNS tyNs agap o
9 12 10 opt 0.0009 0.0 0.00
15 35 28 opt 0.002 0.0 0.00
27 117 91* best  0.00915 0.0 0.00
45 330 253* best 0.04215 0.0 0.00
81 1080 820* Dbest 0.27625 0.0 0.00
135 3015 2278* best 1.2607 0.0 0.00
243 9801 7381* best 11.84055 0.0 0.00

yKasyje Ha J00py MOy3JaHOCT aJaropuTMa. BpujeMe u3Bpiinema aaropuTMa je MaJjo
gak u 3a "Hajsehe MHS wmucranne ca 100 u 500 exemenara u 50 000 momckymosa.
3a oBe MHCTaHIE, BpUjeMe U3BpIIaBamba ujae 10 124 u 225 ceKyHau, PeclueKTHBHO.
Ba ce STS wuncranne, VNS J1ako jocTuzke cBa onTuMajHa/Hajooba pjeliema y
kpaTkom Bpemeny. Tabese 5.9 u 5.10 caap:ke ynopenne pesyarare gooujene na MHS
u STS wHCcTaHaMa TpuMjeHoM paszanantux Merojaa u3s |70, 67|, re nponucanor VNS

MeTosa. Kosone tabesia cy oprann3oBaHe Ha cJbejehn HAUWH:
® IpBe JBHje KOJIOHE CAIPKe M U N;

e Tpeha Kost0HA CaIp:KK ONITUMAJIHY BPHjEeTHOCT aKoO je IO3HATa, OJTHOCHO HajOObY

NO3HATY BPUjETHOCT ¢a O3HAKOM ~*7;

e HapejIHe JIBHUje KOJI0He caipzKe Bpujeme nmorpebno CPLEX pjemasady 1a npoHa-
he onrumaitHo pjememe, y3 o3uaky N/A ako pjememe Huje mporaheHo ycibes

BPEMEHCKHUX U MEMOPHjCKHX orpanudemsa |70[;
e HapeJHe JIBUje KOJOHE cajiprKe BpujeaHocT u Bpujeme usppiiema GA [70];
e HapeJiHe JIBUje KOJOHE CajipyKe BPUjEJHOCT U BpujeMe u3Bpiiema EM [67];
® 1I0C/bE/IbEe JBHje KOJIOHE CapKe BPUjeJIHOCT U BpHjeMe u3Bpinema VNS;

VY ¢BUM CJIydajeBUMa, aKo je aJrOpuTaM JOCTUTA0 ONTUMATHO (PeCIEeKTUBHO HajOObe )
pjerere, KopuinTena je o3uaka opt(best) ymjecto onruvastie (Hajoosbe) Bpuje HOCTH.
[Tomanmu npukazanm y tabenama 5.9 m 5.10 ykazyjy Ha Bucoke mepdopMance
nporucanor VNS anropurma. Kao u GA, VNS goctuzke ¢Ba mo3HATA ONTHMAJTHA /HAj-
6o/pa pjenrerma, 10k EM He ycnujeBa ga nponale Hajoosbe pjemterme 3a MHS nacranmy
ca 10000 esiemenara u 50000 nojckynona. [lopehemem Bpemena usBpiiasamwa JaTux
aJropuTaMa, BUIH ce 11a je 3a Behuny uncrannu GA 5-10 myTa ciopuju o1 mpeoctaJie

neuje xeypucruke. 3a Behuny MHS wncrannm VNS je mo asa myra Opxwu ox EM,
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Tabena 5.9: Kommaparusuu pesynraru 3a MHS ucaranme

m n O/b CPL tcpr, GA taa EM tem VNS ty NS

50 1000 1000 opt 0.078 opt 2.582 opt 0.158 opt  0.17835
50 10000 10000 opt 3.265 opt  60.039 opt 3.212 opt  2.71175
100 1000 1000 opt 0.188 opt 4.67 opt 0.334 opt 0.2969

100 10000 10000 opt 8297 opt 168.603 opt 10.593  opt 3.7231

100 50000 50000 opt 155.2 opt 683.147 49998 216.316 opt  124.589
250 1000 1000  opt  0.219 opt 8.626 opt 1.062 opt  0.80325
250 10000 10000 opt 30.063 opt 336.894 opt 45.393 opt  12.3331
500 1000 1000 opt 0.500 opt  13.325 opt 2.336 opt  1.64985
500 10000 10000 opt 106.09 opt 437.909 opt 94.473  opt  20.11155
500 50000 50000 N/A - opt 2086.517 opt  486.124 opt 225.2309

Tabena 5.10: Kommnaparuuu pesyiaratu 3a ST'S ucHTanie

m n O/b CPL tCPL GA tGA EM tEM VNS tVNS
9 12 10 opt 0.031 opt 0.193 opt 0.001 opt 0.0009
15 35 28 opt 0.343 opt 0.233 opt 0.003 opt 0.002

27 117 91* N/A - best 0.382 best 0.005 best 0.00915
45 330 253* N/A - best 0.914 best 0.030 best 0.04215
81 1080 820* N/A - best 2.893 best 0.173 best 0.27625
135 3015 2278* N/A - best 7.858 best 0.905 best 1.2607

243 9801 7381* N/A - best 65.409 best 14.953 best 11.84055

(3a wacranme ca 10000 mogckynosa wak n 3-5 myra 6pxu). Ha STS mHcTanmama
Bpemena usspiiema VNS u EM ajropurama cy cimana. Mako cy ckymoBu nHCTAHIH
pPeJTATUBHO MAaJId, jeJMHO TPaBeIHO Topeheme m3Mel)y pasguuuTux MeTo/Ia MOKe
outu ypaheno camo ynorpe6oM HCTHUX TECTHUX MolaTaKka. KKcIepuMeHTaTHT pe3yJI-
TaTh yKa3yjy Ha To g1a VNS mocruzke 6o/be nepdopmance y ogrocy Ha GA u3 [70] u
EM u3 [67]. [TocTurayTu pe3yaTaTi jajy MOy3/JaHy MPETIOCTABKY JIa e MPONUCAHH

VNS moxe edbukacHo Kopuctutu y pjemasamy MSSP.

5.7 3SappmHa pa3Marpama 3a MSSP

Y oBOM 0jijesbKy je pa3mMarpaH Hpod/ieM MacKuMaJiHe mojjesie cKyna. Pa3marpane
Cy HeKe IpaKTUYIHEe IpUMjeHe OBOT IIpob/ieMa 1 IpUKa3aHa je MeTo/Ia IIPOMjeH/bIUBUX
OKOJIMHA 32 FHEerOBO pjermaBambe.

MSSP je ox mpakTudHOr 3Ha4Yaja 1y 00pa3oBamy. AKO ce pazMarpa METOI0JIOIIKI
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IPUCTYI HOjjesie Kypea Ha JBa jujesia (Ha HpUMjep Ha JiBa ceMecTpa), Ha HAYuH Jia
IITO BUIE TeMATCKUX IfjeTMHa OyJe MPUCYTHO y oba Aujesa, OHIA MaTeMaTHJIKa
MOCTaBKa OBOT MpHCTymna oaroapa mocramu MSSP. V 0Boj riasm, nmpukasana je
no/ijesia Kypca YBOJ, Y PadyHapCTBO U aHAJU3UPAHA TPEHYTHA Hojjena. AHajiu30M
ce JOILIO [0 Ca3HAama Ja TPeHyTHa IOjena Kypca y 3HadajHoj Mjepu 'mparm"
MPOIKUCAHN TPUCTYTI, JIOK Ce MUHOPHIUM pa3MjeHama Jiekinja u3mely cemecrapa, Taj
pacrope i Moke yIuHUTH u onTuMajauM. OBa YNILEHUIA yKa3yje Ha MPEeTHOCTaBKY
na cy aytopu llmama m mporpama, MOTHBHITYhHM ce OBUM WM HEKUM CJIUIHUM
HPUCTYIIOM, Y 3HAYAJHO] MjepU BOJIUIN padyHa Ja ce pyHIaMeHTaHe [jeTuHe pa3Mar-
Tpajy y oba cemecTpa, Kako Ou ce 09yBao KOHTUHYUTET y u3ydaBamby. lcrparknpame
HPUKA3aHO Yy OBOj IVIaBU LIpyzKa MOI'YhHOCT JlojiaTHOI yHalpehema 1mocMaTpaHor
IJIaHA U IPOTPaMA.

VNS meros kopucTu cTangapHe MpoIeaype: pa3Mp/iaBambe U JOKAJIHO MpeTpa-
KUBarbe. Y OKBUPY HPOIE/ype pa3Mp/iaBatba, aJropuram (popMupa CucTeM OKOJIMHA,
KOje Cy 3acHOBaHe Ha MPOMjeHU KOMIIOHEHTH 3a pactyhm Opoj eremenara. OBaj
MPUCTYII yCMjepaBa mpeTpary y J00poM mnpaBily u omoryhasa eduKacHy mpuMjeHy
JIOKQJIHOT' ITIpeTpakuBatba Ha TPEHYTHO pjemieme. Jla O6u ce y OKBHUPY JIOKaJIHE
npeTpare YHaIpHjeanJio TPEeHYTHO pjelierbe, aJropuTaM pa3Mjerbyje KOMIOHEHTe
3a mapoBe ejeMeHaTa, MoKylraBajyhu ja ce npebamu y 00/be pjeniere u3 JIOKaJHe
OKOJINHE.

[Ipema excrepuMeHTATHIM pe3yaTaTHMa, MpuMujerbeHn VNS IpHCTyI ce moKa-
3yje yenjermanM. VNS mocTuzke cBa mo3HaTa ONTUMAJIHA, OJHOCHO HAjOOIbA pjelremna
y Kparkom Bpemeny. Ekcrnepumentn ykasyjy ga VNS anaropuram mokasyje 00/be
nepdopmance oJ1 JIpyrux MeTojia KOPUIITEHUX 3a pjeliaBatbe oBor npob/ieMa.

Moryhu npaBnu mapux HCTpakKuBamba YKbBYIYjy MOIYNHOCT TpuMjeHe moMeHyTor
NPUCTYTIa Ha TO/IjesTy IPYTuX Kypcea. Takohe, Ouio Ou mHTEPECAHTHO NPUMUjEHUTH
OBaj IPUCTYI HA YUTAB CeT Kypcesa (Ha IpUMjep Ha [jeJIOKYITHE CTy/ije 13 001acTu
padyHapCcKuxX Hayka). Tume 6u ce Gpoj JieKIuja U TeMATCKUX I[jeJINHA 3HAYAJHO
noBehao, To 6 OMpaBIATIO TPUMjeHy MeTaxeypPUCTHUKOT IPHUCTYIa 33 pjellaBarmbe
garor npobsema. Ca TeOPHjCKOr acleKTa, UCTPayKUBamba OM MOIJIa J1a YK/bYIY]y
KoMOWHAaNujy npeamozxenor VNS mpucrymna ca APYTUM XeYPUCTHIKUM WU er3aKT-

HUM METOJaMa Ha OB&j NN CJn4He HpO6J’I€M6.
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I'mtaBa 6

3aKJbydak

Y 0BOM paJiy Cy UCTPAKEHU aKTyeJHH MpobieMu KOMOMHATOPHE ONTHMHU3AIHU]e, KA0
u MoryhHOCT mpuMjeHe HEKHX O[T IbUX Y OPraHn30Bamby HacTaBe. AHaJIM3HpaHe Cy H
[pe/ICTaB/beHe pa3JnduTe METO/Ie pjeliaBamba cbeehnx npobsema: mpodeM MpoHa-
JIAXKeHha, MaKCHMAaJIHe T0Be3aHe HapTuImje, mpod/eM MPOHAIAKEmha MAKCHMAJHO
banancupame moBe3ane napruiyje y rpady ca g napruiuja (¢ > 2), npobiem mpoHa-
JlayKerba Iojjesie CKylla Ha JIBHje HapTHIEje W HpobJieM MpoHAJTazKema p - apHe
TPAH3UTUBHE PejIyKiuje y aurpady.

3a cBaku 0J1 OBUX HpoO/IeMa MPUKA3AHE Cy METaXeyPUCTUKE 32 PjelraBambe: Me-
TOJI IPOMjeH/bUBUX OKOJIMHA je pa3BHjeH 3a CBa 4eTUPHU IpodseMa, JIOK je 3a pjema-
Bame TR, passujen n remerckn ajropuram.

Ba MBCP pasBujen je m Mo/esl MjeIIoOBHTOI IjeJI00POJHOT JIMHEAPHOT MPOrpa-
MHpaiba, KOju oMoryhaBa IpoHa/IaKemhe TATHOD pjelllehba 3a WHCTAHIE MAmbUX JIH-
Mens3uja. [Ipukasan je JeTa/baH T0Ka3 KOPEKHOCTH ITPEJJIOKEHOT MOJIETIA, Te lheroBa
HpuMjeHa 3a pjerniaBame MOMEHYTOI' MO/jieia YIIoTpedoM caBpeMeHUuX COMTBEPCKUX
pjerraBada.

Metona nmpomjensbuBux okosnmua 3a npobiaeme MBCP, MSSP u TR, xopucte
ouHapHO Koaupame, a 3a BCPq mjesobpojuo koaupame. ['eHerckn ajropuram mpu-
mujemen Ha upobsiem TR, Takohe kopucrtu 6unapHo xkojupame. Y IeHeTCKOM KOy
aaropurMa 3a TR, mpobieM cBaku 6uT ofrosapa jeHOj I'DaHU KOja jecTe WIN HUje
VKJbyUeHa y pjeriemme.

3a VNS asropurme koju ce oguoce na npobaeme MBCP u BCPq koncrpyucana
je cruemududHa GYHKIHja MHBA, KOja YHyTap cebe KOPUCTH Ka3HeHY (hYHKIIH]Y,
omoryhasajyhn mpommpeme nperpare n Ha HekopekTHe jeaunke. 3a TR, mpobiewm
dyuknuja muspa je ucra 3a GA u 3a VNS u nonpas/ba HEKOPEKTHE je/IMHKE CYKIIe-

CHBHHUM J0JiaBal-éM I'paHa, HA HAYWH JIa ce J0/JaBaibeM CBake rpaHe jaje HajBeha
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3aK/pydaK

MIAHCA JIa HOBOHACTAJIO Pjellerhe MOCTane J0ImycTuBo. 3a cBaku o VNS ajropurama,
pasBujeHu cy crenudUYHA CUCTEeMHU OKOJIMHA, KojuMa ce omoryhaBa ycmjepaBambe
nperpare ca jexHor Ha (Moryhe 60sb1) Apyrn MUHHMYM, CMjEIITEH Y HEKO] OKOJIMHY
TPEHYTHOT pjeriema.

PasBojem eduracHux MeTosa JIOKAJTHOD IpeTpakuBama 3a mpobieme MBCP,
MSSP u BCPq 3nauajno ce ynamnpehyje uurtas VNS 3a pjernraBame MOMEHYTHX MPOO-
JleMa dMMe CBeyKyIllHa Iperpara Jiobuja Ha KBaJUTETY, Y3 pa3yMHO noBehame Bpe-
MeHa m3BpIIema. 3a TR, mpobiaem, 3HaUajHa mpeTpara ce ofBHja Yy OKBUPY IIPOIIe-
JIype pa3Mp/iaBaiba, Te je 300r 1Mo00/blllaba KOMILIETHIX IepdOpMaHCH CaMOT aJiro-
puTMa, JIOKaJIHA peTpara 3a 0Baj mpod/ieM n30CTaB/beHa.

lenerckn anropuram 3a TR, npobiiem KopucTu cranjgap/iHu I'eHeTCKH OLepaTop
VKPIITaba, J0K je CTaHJapIHa MyTalija yHanpujehena KOHIENTOM CMP3HYTHX T'eHa,
qUMe ce 3a T0jeInHe TeHe jlaje Behinm HUBO MyTalnje. Y OBOM aJlOPUTMY Ce KOPUCTHU
ynanpujehenu oneparop ¢puno rpajupane TypHUPCKe cejieKiuje. Y OKBUPY OBOT
TeHEeTCKOT aJITOPUTMA Ce KOPUCTHU U Kelparmbe, YNMe ce 3HAYajHO yOp3aBa padyHambe
dyHKIHIje uba.

Y pajy je pazmarpaHa HIpuMjeHa HEKUX OJI HaBeIeHUX 1pobjieMa y OpraHu3aliyju
nacrase. llokazano ce ma ce ce MBCP u MSSP ycmjermmuao Mory nmpuMujeHuTH y
mo/jesin KypceBa, KaKo je TO MPUKa3aHO W Ha KOHKPEeTHHM IpuMjepuMa. PasBujene
Cy TeXHUKe 33 HauMHe [I0BEe3UBaba JIEKINja, Kao U 3a ojipehuBarmbe hUXOBUX TE€KUHA,
3aCHOBAHMM Ha 00jeKTUBHHUM IOKa3aTe/bUMa U CyOjeKTHBHUM IIpOIjjeHaMa mpodeco-
pa. Tume je mocTUrHYTO /A ce YUTaB KypC MPe/ICTaBU KAao MOBe3aH TeKUHCKHU rpad,
ITO je OTBOPMJIO MOryhHoCT 3a mpuMjeHy ajgropurama 3a pjemasabe MBCP nHa
dopmupanu rpad. lera/bHa aHajusza OBOI' HPUCTYIIA UJIYCTPOBAHA je HA LIPUMjEpPY
Kypca YBOI y Teopujy OpojeBa.

[TpuapyxuBamem Jekiuja oaropapajyhuM kareroprjama (TemMaTcKuM IijenHa-
Ma) yHyTap jeJHOT Kypca, Kpeupa ce (amMuinja mojcKynoBa (TeMaTcKux IjesinHa)
YUTABOT CKYIIa JeKnuja. AKO MpeTmocTaBuMo JIa JIeKIHje Kypca Tpeba pa3douTu y 18a
JIACjVHKTHA MOJCKYTIa, TAKO /1A IITO BUIIE TEMATCKUX IjeJnHA Oy/1e TOKPUBEHO y 00a
Ta MOJICKYTa, Taja ce HaBeleHu mpodseM ¢Bou Ha pjemasame MSSP. YV nucepramujn
je JeTa/bHO aHAJIM3UPAH OBaj MPUCTYN HA MPUMjepy Kypca YBOJ y PA4yHAPCTBO.

N3 wmznoxkennx mogena ynorpebe MBCP u MSSP y opranmsoBamy HacTaBe,
MOZKe Ce 3aKJbYUNTH Jla OBa JIBa MPUCTYIA NpeJJlaKy NPUJINIHO PA3JINYATe, 9aK 1
CYTIPOTCTaB/beHEe KOHIIENITe, Te Ce CTOra U He MOTY KOPDUCTHTHU y UCTUM CUTYAIHjaMa.
[Tomjena xkypca 3acaoBana na MBCP nmpuctyny nonpasyvujesa 6aaancupaHoCT auje-
JIOBA Kypca 110 TeKWHU, Y3 09yBathe MOBE3aHOCTH JeKInja. Hacympor Tom KoHIenTy,

y MSSP npucryny ce He pa3dmarpajy TexKHHe JIEKIHja W HHXOBA MOBe3aHoCT, Beh
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ce IO3UTHBAH MeTOAMYKH edeKar MOHAB/bAbA OCHOBA TEMATCKUX IjejuHa (CBHX
win Gap BehuHe) mMOCTHXKe KPO3 KBAJUTETHY DACIOjETy JEeKIHja M0 CeMeCcTpuMa,
uMajyhu y BUJIy TPHUIAIHOCT JIEKIja OJroBapajyhuM TeMaTcKuM IijjeJInHaMa.
CunTesa METOAUYKOT ¥ MATEMATHIKOT IPUCTYIIA, U3/I0ZKEHA Y OBOM Pa/Ly, YKa3yjy
Ha MPAaBIIE JIaJhel NCTPAKUBAIHA Y IUJ/bY MOO0JbITAha KBAJTUTETA HACTABHOT MPOTIeca,
yHOTpeOOM W pas3Hux JApyrux npobjiemMa KOMOMHATOpHE ONTUMH3AIHMje, KAao IITO CY

JIOKAIUJCKU TPO0JIeMH, PoO/IeMu PyTUPaba, CKAJIUIITEHa, UT/I.

6.1 Hay4Hu JjjonpuHOC pajaa
HajBakauju pesyaTaru KOju Ipe/icTaB/bajy HAyIHH JOMPUHOC OBOT pajia Cy:
o Qopmystanuja MjemoBUTOr 1jeoopojuor nporpamupama 3a MBCP.

e PazBoj pazimuuTux cucreMa OKOJIMHA O/ KOJUX je CBAKHU 110CeOHO 11POjeKTOBAH
3a jiatu mpobeMm y okBupy VNS metoje, 3a npobdieme MBCP, BCPq, MSSP
n TR,.

e Pa3Boj edpbukacHuX MeTO/a JIOKAJIHOI IpeTpazxKkKuBama y ykBupy VNS metose,
3a npobeme MSSP, MBCP u BCPq.

e Pa3Boj ciennduaHOr HaUNHA KOAuparma jeanakn y GA u cnenuduyane penpesen-

tanyje pjemema 3a VNS merony 3a TR, npobiem.

e Pa3Boj bynknnje nupa 3a GA n VNS 3a TR, npobem y okBUpY Koje ce BpIH

kopeknuja jequaku y GA u kopeknuja pjentemsa y VNS meroim.

e Ilpumjena npodsiema MBCP u MSSP y macrasu, omHOCHO TpHjeaIor HOBOT
HPUCTYHA OPraHU3alUju KypceBa yrnoTpedoM MeToja KOMOMHATOPHE ONTUMU-

3aruje, Koju omoryhasa bieKcuOMIHOCT 1 e(pUKACHOCT ¥ OpraHN30Balby HACTABE.

Pjemema nmpukaszana y 0BOM pajy yCIjelTHO ¢ MOTY TPUMUJEHUTH Ha pjeliaBarmbe
OMHCAHNX, AJIH U CJAUIHUX IpoOiema. Haydno mcrpakuBame OMUCAHO Y OBOM DAy
Jaje gornpuHOC obJjlacTMMa KOMOWHATOPHE ONTHMH3AIlNje W MeTaxeypHUCTHKA, a ca
JIpyre crpaHe, ocodaMa YKBYUEHUM Y OPraHU30Bahe HACTABHOI MPOIECA MPE/TAZKEe
edbukacan asar 3a aHaIU3y KBaJIUTETa MOCTOjehuX M MpaB/bele HOBUX ILTAHOBA W

nmporpama.
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Buorpadmja

Hparan Matuh je pohen 23. aBrycra 1977. ronuae y Cpemckoj MutpoBunu. OCHOBHY
mkony 1 ['mmHasujy 3aBpmuo je y bujessunu (bochna n Xeprieropuna).

Jurnomupao je 2001. roqune va [IpuponHo-marematiukoM ¢akyntery y HoBom Cany
ca mpocjeqHoM orjeHoM 9,46, a na ucrom @akynrtery 2009. roaunHe 3aBpiiaBa u
MOCTAMIIIOMCKE-MAcTep CTYZAMje, OJO0paHHMBIIM MacTep paj IOJ Ha3MBOM | eHeTHYKH
JITOPUTMU M MYy3HKa.

Hoktopcke crynuje Ha Karenpu 3a metoquky Matemarnakor dakynrera y beorpany je
ynucao 2008. ronuse.

On oxto6pa 2001. rogune paau Ha [Ipuponno matemaruykom ¢akynrery y bamanyuu,
npBo y 3Bamy acucrenta (2001-2009), te y 3Bamwy Buiier acucteHra (ox kpaja 2009.
roguHe 10 AaHac), Ha Kartenpu 3a muHpopmaTtuky (yka HayuHa obmact [Iporpamcku
jesunn). TokoM acCHCTEHTCKOT cTaka IpiKao je BjeskOe u3 Beher Opoja mHPOpMATHIKIX
U HEKHX MareMaTHukux mnpeamera: OcHoBe mporpamupama, OCHOBE padyHapCKHUX
cucrema, OOjeKTHO-OPHJEHTUCAHO TpOrpaMupame, AHaIM3a W JAU3ajH aJTrOpHTaMa,
MaremaTnuko nporpaMmupame, MeTtoarnka HacTaBe pauyHapcTBa, TeopHuja ayTomara u
¢dopmanHUX je3uKa, Ka0 U OCHOBHE KypCeBE M3 OCHOBa MH(pOpPMATUKE 3a CTYJCHTE
xemuje, reorpaduje u 6uosoruje.

VY nepuony ox 2006. no 2012. aHraxoBaH je W Kao KOHCYITaHT Ha pa3Bojy U
UMIUIEMEHTAIIMjH CUCTEMa 3a EJEKTPOHCKO YUYemhe, Ka0 M Ha JAPYrMM JIoMahuM |
MehyHapoguuM npojektuMa y bocHu u XepreroBuHu u3 001acTH MHPOPMALMOHUX
TEXHOJIOTHja.



Mpunor1.

UsjaBa o aytopcTBY

MoTtnncann AdparaH Matuh

6poj nHaekca 2024/2008

UsjaBrbyjem
[a je OOKTOopCKa aucepTaumja nog HacrioBoM

PjewaBare HeKux Nnpobrnema y HactaBu NpMMjeHOM MeToAa KOMOMHaTopHe
onmmMusauuje

e pesynTaT CONCTBEHOr UCTPaXMBAYKOr paaa,

e [a npeanoxeHa gvceprauuja y LEenvHU HU Yy AenoBuMa Huje Guna npeanoxeHa
3a pobujare 6Guno koje gunnome npema CTyOMjCKMM nporpamvma Lpyrux
BMCOKOLLKOJICKMX YCTaHOBA,

e [1a Cy pesynTaTi KOPEeKTHO HaBeaeH U

e [a HMCaM KpLUMO/Na ayTopcka npaBa U KOPUCTUO WHTEMEKTYyanHy CBOjUHY
ApYyrvX nvua.

Momuc gokTopaHaa

Y Beorpagy, 20.5.2013.
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Mpwvnor2.

MUsjaBa 0 MICTOBETHOCTM LITaMNaHe U efieKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Wme u npe3nme aytopa: OparaH Matuh
Bbpoj nHoekca _ 2024/2008
Cryaujckm nporpam MaTematuka

Hacnos paga: PjewaBare Hekux npobnema y HacTasu NpuMmjeHOM meToaa
KOMOUHATOpHE onTMMM3aunje

Mentop ap Brnagnmnp dununosuh, goueHT
Motnucann dparad Matuh

M3jaBreyjem Oa je wramnaHa Bep3unja MOr JOKTOPCKOr paja UCTOBETHA €NeKTPOHCKO]
Bep3nju Kojy cam npegao/ma 3a objaBrbuBawe Ha noptany OdurutanHor
peno3utopujyma YHMBep3uteTa y beorpaay.

[losBorbaBam ga ce objaBe MOjM NMYHM Nogaun Be3aHu 3a Aobujare akagemckor
3Bara OKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3vme, rogmMHa u Mecto pohera u gatym
onbpaHe paga.

OBM nuM4yHM nogaun Mory ce o06jaBUTU Ha MPEeXHUM CcTpaHuuama gurutarnHe
6mnbnmoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTtarory 1 y nyénunkaunjama YHuBepauteta y beorpaay.

Momuc nokTopaHaa

Y beorpagy, 20.5.2013.
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Mpwvnor 3.

UsjaBa o kopuwhemwy

Osnawhyjem YHusepsutetcky 6ubnmoteky ,CBetodap Mapkosuh® ga y AdurutanHu
penosutopujym YHuepauTeta y beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKY AucepTtauujy nog
HacroBOM:

PjewaBate HeKUX Npobriema y HacTaBM NPMMjeHOM MeToAa KOMGMHATOpHe

onmmMusauuje

Koja je Moje ayTopCKo aero.

[vcepTtaumjy ca cBum Npunosvma npegao/na cam y enekTpoHCKoM dopmaty norogHoM
3a TpajHO apxvBupame.

Mojy OOKTOPCKY aucepTtauujy noxparweHy y AurutanHn penosutopujym YHuBepsuTeTa
y Beorpagy mory aa kopucte cBu koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nmueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyyumo/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTopcTBO - HEKoMepLujanHo

3. AyTopcTBO — HEKOMepuujanHo —6e3 npepage

4. AyTopCcTBO — HEKOMEPLMjarHoO — OenUTU NoAd UCTUM yCrioBUMa
5. AytopctBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — [EennTu Nog UCTUM YCrioB/MMa

(Mormmo fa 3aokpyxuTe camo jeHy Of LWwecT MOHyheHux nuueHum, Kkpatak onuc
nMueHum gar je Ha nonehuHu nucta).

Momuc aokTopaHaa

Y Beorpagy, 20.5.2013.




1. AytopcTBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBare, AUCTPUOYLM)y W jaBHO CaorluTaBaHe
[lena, n npepage, ako ce HaBede UMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH o cTpaHe ayTopa
N1 gaBaola NuLeHLe, Yak u y komepuujanHe cepxe. OBO je HajcnobogHuja of CBUX
NNLEeHL .

2. AytopcTBO — HekomepuujanHo. [lo3sorbaBate ymMHOXaBahe, ANCTPUBYLUjy 1 jaBHO
caonwrraearwe fena, u npepage, ako ce Hasede ume aytopa Ha Ha4duH ofpeheH o
CTpaHe ayTopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He 403BOrbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby gena.

3. AyTOopcTBO - HekomepuujanHo — ©e3 npepage. [o3BorbaBate yMHOXaBahe,
ANCTpMOyLMjy W jaBHO caonwTaBakwe Aena, 6e3 npomeHa, npeobrnvkoBaka wunu
ynotpebe gena y cBOM Jeny, akO Ce HaBede UMme aytopa Ha HayduH ogpeheH o
CTpaHe ayTopa wunu gasaoua nvueHue. OBa nuueHua He J03BOrbaBa KomepLujanHy
ynotpeby gena. Y ogHOCY Ha CBe ocTasne fuueHLue, OBOM JIMLEHLOM Ce OrpaHnyaBa
Hajsehn 06um npaBa Kopuwherwa gena.

4. AyTOpCTBO - HeKomepuwjanHo — LermTu nopd MUCTum ycrosuma. [Jo3BorbasaTte
yMHOXaBake, AUCTpMOYLIMjy 1 jaBHO caornwTaBarwe Aena, 1 npepage, ako ce HaBefe
nve aytopa Ha HauuH ogpeheH oA cTpaHe aytopa Unn AaBaola JMLEHLE M ako ce
npepaga AucTpubyupa nog MCTOM WNM ChAMYMHOM ruueHuyom. OBa nuueHua He
[03BOrbasa komepuujanHy ynotpeby aena v npepaga.

5. AytopctBo — 6e€3 npepage. [lo3BorbaBaTte yMHOXaBaw-e, OUCTPUOYLM)y U jaBHO
caonwraBane gena, 6e3 npomeHa, npeobnmkoBakwa nnmn ynotpebe gena y cBom geny,
aKo ce HaBede MMe ayTopa Ha HauuH oapeheH o cTpaHe ayTopa unn gaBaoua
mvueHue. OBa nuueHLa A03BOSbaBa koMepLmjandy ynotpedy gena.

6. AyTtopcTBO - pgermmtM nog UCTUM ycrioBuma. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBahse,
ANCTpnbyuujy 1 jaBHO caonwTaBakwe Aena, U npepage, ako ce HaBefe uMe aytopa Ha
HauyvH ogpeheH o cTpaHe aytopa WM Jasaoua IvueHue U ako ce npepaga
avctpubympa nog WCTOM UM CnMYHOM  nvueHuoM. OBa rnuvueHua [[o3BoSbaBa
KoMmepuujanHy ynotpeby pdena v npepaga. CnuyHa je codiTBEpPCKUM NMUeHLama,
OOHOCHO fu1LieHL,ama OTBOPEHOT KoAa.
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