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Dinamicka analiza posebnih klasa sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem

Apstrakt

U disertaciji su razmatrani problemi dinamicke analize posebnih klasa sistema sa Cistim
vremenskim kasnjenjem. ProSireni su osnovni rezultati na polju ljapunovske stabilnosti
linearnih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Data
je Ljapunov—Krasovski metoda za vremenski diskretne sisteme sa ¢istim vremenskim
kaSnjenjem. Prezentovani su potrebni i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti, zavisne
od disto vremenskog kaSnjenja, linearnih, vremenski kontinualnih
i diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Dati su dovoljni uslovi
asimptotske stabilnosti, nezavisne od c¢isto vremenskog kaSnjenja, klase linearnih,
perturbovanih sistema sa viSestrukim vremenskim kasnjenjem. Prezentovani su dovoljni
uslovi D—stabilnosti klase linearnih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem. Dati su dovoljni uslovi eksponencijalne stabilnosti vremenski diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kas$njenjem i perturbacijama. Prezentovani su potrebni
i dovoljni uslovi kvadratne stabilnosti linearnih, vremenski diskretnih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju i neodredenostima. Potrebni i dovoljni
uslovi asimptotske stabilnosti, zavisni od ¢isto vremenskog kasnjenja, velikih, linearnih,
vremenski kontinualnih i diskretnih sistema sa €istim vremenskim kaSnjenjem, su dati.
Proucena je stabilnost velikih, intervalnih, vremenski kontinualnih i diskretnih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Izvedeni su novi dovoljni kriterijumi, zavisni
1 nezavisni od cisto vremenskog kaSnjenja, stabilnosti na konaénom vremenskom
intervalu i atraktivne prakti¢ne stabilnosti linearnih, vremenski kontinualnih i diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, kao i odgovarajuci rezultati koji se ticu
problema prakti¢ne nestabilnosti. IstraZzen je problema stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu za klasu linearnih, vremenski diskretnih sistema sa vremenski
promenljivim kaSnjenjem. Numeric¢ki primeri su dati da demonstriraju primenu

prezentovanih metoda.

Kljuéne reci: Stabilnost na konacnom vremenskom intervalu, atraktivna prakti¢na
stabilnost, D—stabilnost, eksponencijalna stabilnost, kvadratna stabilnost, vremenski
diskretni i kontinualni sistemi sa Cistim vremenskim kas$njenjem, veliki sistemi,

intervalni sistemi, sistemi sa vremenski promenljivim kasSnjenjem
Naucna oblast: MaSinstvo

UZa naucna oblast: Automatsko upravljanje



Dynamical analysis of particular class of time-delay control systems

Abstract

In this paper, the problems of dynamical analysis of particular class of time—delay
control systems are considered. Some of the basic results in the area of Lyapunov
stability of linear, discrete time—delay systems are extended. A Lyapunov—Krasovskii
method for discrete time—delay systems is gived. Necessary and sufficient conditions
for delay—dependent asymptotic stability of linear, continuous and discrete time—delay
systems is offered. Sufficient conditions, independent of delay, for asymptotic stability
of a particular class of linear perturbed time—delay systems with multiple delays
are gived. New sufficient conditions for the D—stability of a particular class of linear,
discrete time—delay systems are established. Sufficient conditions for the exponential
stability of discrete time—delay systems with perturbations are gived. Necessary
and sufficient conditions for quadratic stability of uncertain linear discrete systems
with state delay are presented. New necessary and sufficient conditions
for delay—dependent asymptotic stability of a particular class of large—scale, linear,
continuous and discrete time—delay systems are established. The stability of continuous
and discrete large—scale time—delay interval systems are considered. A new sufficient
delay—dependant and delay—independent criteria for the finite time stability
and attractive practical stability of linear continuous and discrete time—delay systems
has been derived, as well as corresponding results concerning instability problems.
Finite—time stability problem has been investigated for a class of linear discrete
time—varying delay systems. Numerical examples are given to demonstrate

the application of the proposed methods.

Key words: Finite time stability, attractive practical stability, D—stability, exponential
stability, quadratic stability, discrete and continuous time—delay systems, large—scale

systems, interval systems, systems with time—varying delay
Scientific discipline: Mechanical engineering

Scientific subdiscipline: Automatic control engineering



Predgovor

Vec¢ vise od pola veka sistemi sa kasnjenjem priviace paZnju naucne i strucne
Jjavnosti Sirom sveta. Njihovo prisustvo u svim granama nauke i tehnike vise je nego
evidentno i u tom smislu brojni naucni radovi i obimna publicisticka delatnost u punoj
meri su iskazali interes koji je za njih bio pokazan.

U matematickom smislu, ova klasa sistema opisana je obicnim diferencijalnim
Jjednacinama sa pomerenim argumentom, sto uslovljava citav niz dodatnih poteskoca
pri njihovom reSavanju. S druge strane, kao sistemi beskonacne dimenzije, njihovo
proucavanje u kompleksnom domenu uslovljeno je suocavanjem sa transcedentnim
prenosnim funkcijama, Sto u izvesnim slucajevima zahteva radikalnu preformulaciju
postojecih kriterijuma i metoda razvijenih za obicne linearne sisteme, a ponekada
i formiranje sasvim novih prilaza i postupaka za razreSavanje postavljenih zadataka
kako klasicne, tako i moderne teorije automatskog upravijanja.

Nesto jednostavniji nivo matematickog aparata neophodan je u dinamickoj analizi
vremenski diskretnih sistema sa kasnjenjem, ali odsustvo eksponencijalnog karaktera
odziva ove klase sistema i nekih drugih osobina, bez obzira na cinjenicu da je njihov
prostor stanja konacne dimenzije, onemogucava primenu citavog niza efikasnih resenja
i prilaza koji se mogu primeniti u prvom slucaju.

Materija ovde prezentovana, nastavlja, razvija i izlaZe potojece doprinose na polju
stabilnosti i robusne stabilnosti, prvenstveno vremenski diskretnih sistema sa cistim
vremenskim kasnjenjem prisutnim samo u stanju sistema, proteZuci se i na nove klase
sistema koje u tom smislu obuhvataju vremenski kontinualne, kompozitne, velike
i intervalne sisteme, a i sisteme sa promenljivim vremenskim kasnjenjem.

Znacajan i evidentan doprinos ove doktorske disertacije leZi u cinjenici da je ovde
data Sira rekapitulacija svetski poznatih rezultata Sirokog spektra naucnika
i strucnjaka.

Imajuci u vidu da u nekim prakticnim prilikama nije uvek od interesa razmatrati

stabilnost sistema u smislu Ljapunova, ve¢ je od posebne vaZnosti utvrditi granice



do kojih doseZu trajektorije sistema pri njegovom kretanju u integralnom prostoru
stanja razvijen je Ccitav spektar koncepata tzv. neljapunovske stabilnosti, koji
prvenstveno obuhvata stabilnost na konacnom vremenskom intervalu, prakticnu
stabilnost, krajnju stabilnost i tehnicku stabilnost.

Dobro je poznato da sistem moZe da bude stabilan, pa cak i asimptotski stabilan,
ali prakticno neupotrebljiv zbog neprihvatljivih pokazatelja kvaliteta prelaznog
procesa.

Zbog toga je od posebnog znacaja razmatrati stabilnost sistema u odnosu na zadate
skupove dozvoljenih i pocetnih stanja u faznom prostoru, koji su po pravili a priori
definisani za dati problem.

Sta vise, imajuci u vidu veoma stroge i oprecne zahteve koji se danas namecu
kvalitetu dinamickog ponaSanja realnih sistema, od posebnog je interesa razmatrati
njihovo ponasanje na konacnom vremenskom intervalu.

Osobine granica do kojih doseZu reSenja sistema su veoma vazne sa inZenjerske
tacke gledista. Uzimajuci u obzir ovu cinjenicu, uvedene su mnogobrojne definicije
takozvane tehnicke i prakticne stabilnosti.

Prema tome, analiza ovih partikularnih granicnih osobina reSenja je vaZan korak,
koji prethodi projektovanju upravijackih signala, kada se razmatra koncept stabilnosti
na konacnom vremenskom intervalu ili prakticne stabilnosti.

Sa velikim zadovoljstvom autor izraZava duboku zahvalnost mentoru
Dr  Dragutinu Lj. Debeljkovicu, profesoru Masinskog fakulteta Unviverziteta
u Beogradu, za ideje za realizaciju doktorske disertacije i za niz sugestija koje
su u velikoj meri doprinele i uticale na njen kvalitet.

Neosporna je i cinjenica da je veliki deo ove doktorske disertacije bio inspirisan
naucnim  doprinosima Dr  Sretena B. Stojanovi¢a, vanrednog profesora,
i Dr Dragutina Lj. Debeljkovica, redovnog profesora, objavijenim tokom poslednjih
desetak godina, kao i zajednickom naucnom monografijom u kojoj je ucestvovao i autor
ove doktorske disertacije, pa im tim povodom autor duguje veliku zahvalnost.

Dr Mihailu Lazarevicu, profesoru Masinskog fakulteta Univerziteta u Beogradu,

autor duguje zahvalnost na korisnim sugestijama tokom izrade doktorske disertacije.

Beograd, april, 2012. Nebojsa J. Dimitrijevié
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Opsta razmatranja

I OPSTA RAZMATRANJA

1. UVODNA RAZMATRANJA

U ovoj doktorskoj disertaciji razmatraju se dve posebne klase linearnih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem prisutnim u stanju sistema, kao i njihovo dinamic¢ko
ponasanje kako na beskonacnom tako i na kona¢nom vremenskom intervalu. U tom
smislu proucavaju se sistemi sa konstantnim i vremenski promenljivim ka$njenjem.

Naime, ve¢ od sedamdesetih godina dvadesetog veka, sistemi sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem privlace veliku paznju nauc¢ne i strucne javnosti. Njihova pojava u robotici,
dugackim hidrauli¢énim, pneumatskim i elektricnim vodovima, dinamici letelica
i velikim sistemima, podstakla je brojne naucnike da se njima intenzivno bave.

Prisustvo Cisto vremenskog kasnjenja, bez obzira da li je ono prisutno u upravljanju
/ili u stanju moZe da proizvede neZeljene prelazne karakteristike pa €ak i nestabilnost.
Poslednje pomenuti slucaj veoma je Cest kada su u pitanju sistemi automatskog
upravljanja sa povratnom spregom. Zbog toga je ovaj problem naiSao na veliko
interesovanje kod mnogih istraZivaca. U opStem slucaju razmtranje problema koji
ukljucuje i Cisto vremensko kasnjenje povlaci daleko slozeniju matematicku analizu.

Ovde razmatrana klasa sistema, opisana je u matematickom smislu u vidu sistema
diferencnih jednacina, sa pomerenim argumentom, poseduje Citav niz dodatnih
specificnosti i osobina koje se ne susrecu kod standardnih kontinualnih sistema
automatskog upravljanja i opisana je u prostoru stanja slede¢im matematickim

modelom:
x(k+1)=Ayx(k)+ A x(k-h),
i sa odgovaraju¢om funkcijom pocetnih uslova, gde je sa & oznaceno Cisto vremensko

kaSnjenje u stanju.



Opsta razmatranja

U postoje¢im kriterijumima stabilnosti klase sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenja dominiraju dva prilaza. Jedan koji u kriterijume ne unosi iznos Ccisto
vremenskog kaSnjenja i drugi koji to ¢ini. U prvom slucaju veoma cesto se dobijaju,
na izgled, veoma lepe relacije koje su obicno iskazane u vidu Cisto algebarskih
jednacina ili nejednacina ali je manjkavost evidentna jer se ne sagledava iznos i uticaj
¢isto vremenskog kaSnjenja na stabilnost sistema.

Cak i danas postoji samo manji broj radova koje su se bavili ljapunovskom
stabilno§¢u posebnih klasa vremenski diskretnih sistema sa vremenski cistim
i promenljivim kaSnjenjem, prisutnim samo u stanju sistema.

Prvi ozbiljni rezultati o stabilnosti sistema sa kaSnjenjem su dati u radu Mori et al.
(1982). Nesto vise svetla u ovu problematiku wuneli su brojni radovi,
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004-2009) iako je ostalo jo§ mnogo otvorenih pitanja
kada se recimo govori o robusnosti.

Ova klasa sistema, pored niza specifi¢nosti, dodatno je optere¢ena cinjenicom
da je u vektoru stanja prisutno i Cisto vremensko kasnjenje, koje ovu klasu sistema
uvrstava u sisteme kona¢ne dimenzije, $to sloZenoj problematici daje moguénost nesto
jednostavnijeg matematickog tretmana u odnosu na odgovaraju¢e probleme koji
se javlju kod analogne klase kontinualnih sistema sa kaSnjenjem. U tom smislu
pomenuti rezultati su se bavili samo stabilno$¢u ove klase sistema u smislu Ljapunova
Sto drugim reCima moze da se veZe za izuCavanje osobina njihove stabilnosti
u asimptotskom smislu ili na beskona¢nom vremenskom intervalu.

Pored uvek interesantnog istraZivanja osobina stabilnosti ove klase sistema, koje
se javlja u relevantnoj literaturi, poCev negde tek od 2000. god., ne manji znacaj
se poklanja ispitivanjima kojima se moZe proceniti njihova robusnost u uslovima
njihovog normalnog funkcionisanja a u prisustvu strukturnih ili nestrukturnih
neizvesnosti prouzrokovanih nedovoljnom precizno$¢u matematickog modeliranja,
otkazu pojednih komponenti ili neprestanim delovanjem unutra$njih i/ili spoljaSnjih
perturbacija.

U sferi ispitivanja stabilnosti, akcenat je joS uvek na istraZivanjima vezanim
za ljapunovsku stabilnost, dok se neSto manji broj radova bavi takozvanom
neljapunovskom (tehni¢kom) stabilno$¢u Sto podrazumeva najces$¢e koncepte stabilnosti

na kona¢nom vremenskom intervalu i/ili prakti¢ne stabilnosti.
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U praksi je Cesto od posebnog interesa, ne samo ispitivati stabilnost sistema
po Ljapunovu, ve¢ je od daleko veceg znacaja utvrditi da li trajektorije sistema pri
njegovom kretanju u prostoru stanja dosezu ili ostaju unutar ranije propisanih granica.
Sistem moze da bude stabilan u smislu Ljapunova a potpuno neupotrebljiv sa stanovista
njegovih pokazatelja prelaznog procesa. Tu se u prvom redu misli na nedozvoljeni
preskok ili neprihvatljivo dugo vreme smirenja. Zbog toga je sasvim opravdano kretanje
sistema posmatrati unutar unapred propisanih granica koje se mogu usvojiti u obliku
hiper—cilindara u prostoru stanja koji mogu biti shvaceni kao skupovi dozvoljenih stanja
u kojima se sistem moze zadesiti. Isti ti skupovi mogu biti stacionarni ili vremenski
promenljivi i potrebno je da budu unapred definisani. Mimo toga, od posebnog
je interesa da se i dinamiCko ponaSanje sistema posmatra na kona¢nom vremenskom
intervalu.

Granice do kojih dostiZe odziv sistema bilo u slobodnom bilo u prinudnom radnom
reZimu predstavlja veoma znaCajan problem sa inZenjersko—tehnicke tacke glediSta.
Uvazavajuéi ovu cinjenicu pojavio se veliki broj definicija prakticne stabilnosti
1 stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu. Grubo govoreéi, ove definicije
se baziraju na unapred odredenim granicama dozvoljenih pocetnih stanja sistema kao
i na dozvoljenim granicama u kojima se oCekuje kretanje razmatranog sistema.

U inzenjerskim primenama ova ¢injenica dobija posebno na teZini, a nekada postaje
i krucijalna kada se, na primer, radi o procenama kretanja sistema u prostoru stanja
i neophodnosti uvodenja adekvatnog upravljanja. Samim tim, izucavanje koncepta
prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu predstavlja
poseban izazov za svakog istraZivaca, posebno kod sistema sa kaSnjenjem gde se svi
ovakvi problemi izuzetno usloZnjavaju.

Imajuéi u vidu iznete Cinjenice, prirodno je ovaj koncept proSiriti i na ovu klasu
sistema, §to je i prvi put uradeno u radu Debeljkovié, Aleksendri¢ (2003), ali tu postoji
jos Citav niz otvorenih pitanja koje treba istraziti i dati kona¢ne rezultate.

S druge strane, imaju¢i u vidu da ova klasa sistema sadrzi i Cisto vremensko
kaSnjenje, u literaturi se izdvajaju dva osnovna pristupa ovoj problematici kada
su u pitanju odgovarajudi kriterijumi koji u formi ili potrebnih i dovoljnih ili samo

dovoljnih uslova iskazuju osobinu stabilnosti.
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Naime, prva grupa kriterijuma u svoje konacne uslove ukljucuje iznos Ccisto
vremeskog kasSnjenja, tako da osobina stabilnosti razmatranog sistema zavisi kako
od sistemskih matrica tako i od Cisto vremenskog kaSnjenja.

Druga grupa kriterijjuma ne uzima u obzir iznos ¢isto vremenskog kaSnjenja
1 sa tog stanoviSta bliZa je inZenjerskoj praksi, imajuci u vidu da su ti kriterijumi obi¢no

dati u vidu samo dovoljnih uslova, algebarskog tipa.
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II OPSTA PITANJA DINAMIKE
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

2. VREMENSKI DISKRETNI SISTEMI
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM '

2.1 Preliminarna razmatranja

Iako vremenska kaSnjenja u diskretnim sistemima ne stvaraju kvalitativno nov
problem, ona su, iz nekoliko razloga zanimljiva. Podsetimo se da kada se trazi
numericko reSenje za bilo koji problem u upravljanju koji ukljucuje razlomljene
diferencijalne jednacine, pre ili kasnije ¢emo nai¢i na model kona¢nih dimenzija koji
je najcesce predstavljen u vidu diferencne jednacine.

U primeni, izraZena je tendencija da se problemi upravljanja postavljaju pomocu
diskretnih jednac¢ina od samog pocetka Sto se javlja iz dva razloga.

Prvo, u mnogim procesima, vrednosti promenljivih procesa su bitne samo
u odredenim, diskretnim trenucima (raCunari, relejni i digitalni uredaji, konacni
automati). Drugo, diskretni vremenski modeli se preporuCuju inZenjeru svojom
jednostavnoscéu, sa nadom da ¢e se izbeci sloZena matematika. Ovo je uglavnom

pogresno jer se uvode nove i komplikovane aproksimacije.

! Debeljkovié¢ et al. (2004.a).
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Ipak, ne moze se porec¢i da diferencne Seme koriScene u teoriji upravljanja imaju
opstiji pristup, tj. one se ne odnose na posebne tipove sistema opisanih obi¢nim,
parcijalnim ili funkcionalnim diferencijalnim jednacinama. Zato diskretne jednacine

nude jedinstveni pristup vecini problema upravljanja.

2.2 Priroda i osobenosti fenomena kasSnjenja

u prenosu signala u fizickim procesima

Sistemi sa kasnjenjem su sistemi u kojima postoji vremensko kaSnjenje izmedu
ulaza ili upravljanja i ispoljavanja efekata tih dejstava na sistem. Ona su ili posledica
kasnjenja svojstvenih komponentama sistema ili namernog uvodenja kaSnjenja radi
lakSeg upravljanja sistemom. Kasnjenja su Cesta u elektronskim, mehanickim, bioloSkim
i hemijskim sistemima. Odgovaraju vremenu potrebnom za prenos signala (seizmicki
talasi, hormoni u krvotoku, fluidi u hemijskom procesu) ili vremenu potrebnom
za obradu signala (analiza TV slike pomocu robota, sraunavanje izlaza digitalnim
upravljac¢kim algoritmom ili izvodenje analize hemijskog sastava nekog jedinjenja).

Uticaj fenomena kasnjenja je veoma bitan za pravilno kvalitativno i kvantitativno
opisivanje razli¢itih procesa. Tipi¢ni vidovi kaSnjenja kod kontinualnih sistema
su: transportno, tehnolosko i informaciono kasnjenje.

Transportno kaSnjenje obicno se javlja u procesima prenosa materije, energije
ili signala sa jednog mesta na drugo. TipiCan predstavnik ove grupe objekata
sa kaSnjenjem je transporter za ugalj. Transportno kaSnjenje susrecemo
i u termoenergetici, gde ono predstavlja vreme neophodno da mazut ili gas
iz odgovarajucih rezervoara stigne u loZiste parnog kotla, i tako dalje.

Tehnolosko kasnjenje susrece se u hemijsko—tehnoloskim procesima, kao na primer
u proizvodnji sumporne kiseline, proizvodnji stakla i u razli¢itim difuzionim procesima.
Konkretno, recimo kod meSanja dve tecnosti razli¢itih koncentracija, vreme potrebno
da se postigne izjednacena koncentracija meSavine, takode predstavlja tehnoloSko
kaSnjenje. Vreme od upaljenja nekog goriva do postizanja punog plamena spada takode

u ovu grupu kaSnjenja.
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Informaciono kaSnjenje obicno se javlja kada se merenje neke veliine i njena dalja
obrada ne odvijaju na istom mestu, S$to je Cesto uslovljeno tehnoloskim
i/ili eksploatacionim uslovima. Kao tipi¢an primer navodi se merenje debljine trake
u valjaoni¢nom stanu koja se ne obavlja neposredno jer se dava¢ debljine ne moze,
iz konstruktivnih razloga, nalaziti u samom zevu izmedu valjaka, ve¢ na nekom
rastojanju iza njega. Slina pojava prisutna je i kod magnetofona, imajuci u vidu
evidentno rastojanje izmedu glave za snimanje i glave za reprodukciju.

Osim fenomena kasnjenja, sistemi koji su predmet ovog rada imaju jo§ jednu vaZnu
osobinu—diskretan prenos signala. Ako se vremenski diskretan prenos signala javlja bar
u jednoj prenosnoj liniji sistema, to znaci da je sistem definisan samo u odredenim,
diskretnim trenucima vremena. Izucavanje diskretnih sistema ima opravdanje u njihovoj
velikoj prakti¢noj primeni. Vremenska diskretizacija signala omogucava postizanje vece
tanosti u prenosu signala nego u slu¢aju kontinualnog prenosa.

Cifarski racunari imaju niz prednosti nad analognim rafunarima i prenosnim
organima. Cifarski raCunari mogu da obrade veliki broj podataka za kratko vreme.
Na osnovu dobijenih podataka, a u skladu sa odgovaraju¢im algoritmom, oni mogu
da donose brze i pravilne odluke, da ostvaruju pravilna upravljacka dejstva. Cifarski
racunari su prilagodljivi promeni algoritma upravljanja.

Vrlo znacajna prednost vremenske diskretizacije signala sa stanoviSta tehnicke
realizacije i ekonomskog efekta je moguénost koriséenja jednog kanala veze za prenos
veceg broja razlicitih signala, $to je vazno narocito pri transportu signala na vece
daljine. Vremenski diskretni sistemi su pouzdaniji u radu nego analogni sistemi,
kompaktniji su i manjih su gabarita.

Proucavanje diskretnih sistema je dovelo do posebnog, novog i originalnog prilaza
proucavanju sistema uopste, a posebno sistema automatskog upravljanja.

Na primer, veliki broj sistema automatskog upravljanja, u kojima postoji vremenska
diskretizacija signala, su hibridni jer je upravljani proces vremenski kontinualan.
Pogodno je proucavati dinamicka ponaSanja ovih sistema samo u trenucima odabiranja.
Tada se oni posmatraju kao diskretni sistemi.

U sluc€aju pojave kaSnjenja prilikom prenosa signala, ovi sistemi postaju diskretni

sistemi sa kaSnjenjem i osnovna su tema ovih razmatranja.
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2.3 Klasifikacija sistema sa kasnjenjem

Podela sistema sa kasnjenjem data je u tabeli 2.1.
Matematicko predstavljanje vremenski diskretnih sistema sa kaSnjenjem iskazuje
se odgovaraju¢im sistemom diferencnih jednaCina sa pomerenim argumentom.

Vremenski kontinualni sistemi, opisani diferencijalnim jedna¢inama, imaju promenljive

definisane u svim vremenskim trenucima na tipi¢nom polu—otvorenom intervalu [to,oo) .

Diskretni sistemi su sa druge strane definisani samo u diskretnim vremenskim
trenucima. Oni se opisuju diferencnim jedna¢inama. Hibridni sistemi (ili mesoviti
sistemi) su delom kontinualni, a delom diskretni. Opisani su diferencijalno—diferencnim
jednacinama.

Imajudi u vidu sve prethodno receno, valja istaci da ¢e se sva reSenja postavljenih
zadataka a prema prirodi problema traziti u klasi linearnih, vremenski diskretnih,
stacionarnih i nestacionarnih, deterministickih sistema sa usredsredenim parametrima,
a sa konstantnim cistim vremenskim kasnjenjem iskazanim u vidu iskljucivo pozitivnih
celih brojeva.

Tabela 2.1 Podela sistema sa kaSnjenjem

Prema formalnom Prema obliku

matematickom Prema osobinama “ s .
. kasSnjenja
opisu
Sistemi sa g s ‘.
. Deterministicki Stohasticki Konstantno kasnjenje
prethodenjem

Sistemi neutralnog | Sa usredsredenim| Sa raspodeljenim | Vremenski promenljivo

tipa parametrima parametrima kaSnjenje
i i . . . . li funkcij
Slvs t?ml. 34 Kontinualni Diskretni Ne fnearha tunkeya
kasnjenjem stanja
Prema lokaciji u Linearni Nelinearni Prenia .pl‘l?0d1
SAU kasSnjenja
(0] Stacionarni Nestacionarni Transportno kasnjenje
Jednostruk Visestruk " ‘e
[ONS Ccanostruko 15€STIURO Tehnolosko kasnjenje
prenosni prenosni
SAU Staticki Dinamicki Informaciono kasnjenje
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2.4 Moguénosti reSavanja diferencnih

jednacina sa pomerenim argumentom

Razmatra se sistem oblika:
x(k+1)=f(kx ), k=ky, k+1 ko +2, ... @.1)
gde je x(k)eR" zavisna promenljiva (trenutno stanje), a upravljanje u(k) uzima

vrednosti iz skupa R”, f(-) je u opStem slu¢aju nelinearna funkcija, tako da:

X, =1x|(k—-h ), i=0, ..., N
= {x(k=h) } 2.2)
u, ={u(k-d,), i=0, ..., N}
gde su h;, 1 d, nenegativni celi brojevi, koji zadovoljavaju: 0= hy<h <...<h

10=4d,<d <...<d,.PocCetni uslovi su:

x(k)=y(k), k=(ky—hy), (k,—hy+1), ... k, , 2.3)
u(k)=w, (k). k=(k,—dy), (ks—dy +1), ... (k,~1)
gde su ¥ 1 y, date funkcije.

Za dato upravljanje u(k), reSenje jed. (2.1) uz pocetne uslove iz jed. (2.3)
definisano je nizom {x(k), k=k,—hy.ky—hy+1, ...k k,+1,...} takvim da x(k)
zadovoljava jed. (2.3) za k <k, ijed. (2.1) za k > k.

Ocito je da nisu potrebne posebne pretpostavke po funkciji f(.,.) da bi reSenje
postojalo i bilo jedinstveno. Takode je lako proveriti da reSenje neprekidno zavisi

od poetnog uslova ¥ ako je f(.,.) neprekidna po svom prvom argumentu

za proizvoljno izabrana druga dva argumenta. Neprekidnost reSenja u odnosu

na upravljanje u(k) zahteva da funkcija f(.,.) bude neprekidna i po svom drugom

argumentu. Sa formalne tacke glediSta, jed. (2.1) je vremenski diskretna diferencna

jednacina reda (&, +1). Pretpostavka o skupu diskretnih vremenskih trenutaka oblika
{ky,k, +1,...} nije ograniCena s obzirom da se za bilo koji diskretni niz {k,,i=0,1,...}
i bilo koju funkciju F:k, i=0,1,..} >R" moze definisati

F(k,+i)=F(k), i=0,1,....
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Jedna vaZna odlika sistema datog jed. (2.1) jeste da se uvodenjem novih zavisnih

promenljivih on moze pretvoriti u diferencni sistem prvog reda ili u sistem

bez vremenskog kasnjenja po x(k) . Da bi se ovo i formalno izrazilo, neka je:

X, =x(k), k=hy—h+1
X, (k+1)=%, (k)
X, (k+1)=%,(k) : (2.4)

%, (k+1)=f(k, & (k). %, (k).....%, (k). u(k),....u(k-d,))

Kod vremenski kontinualnih sistema eliminisanje kasnjenja nije moguce.

Linearni diskretni modeli imaju slede¢i oblik:

x(k+1):‘

1

N
(A, (K)x(k—=h)+B (k)u(k—d,))+£(k), k=kyky+Lk,+2,..., (2.5)
=0
gdesu A, (k) i B;(k), (nxn) i (nxm) matrice, sledstveno.
Pocetni uslovi i pretpostavke su kao i u jed. (2.1).
Sa x(-, ¥, ¥,, u, ) oznacice se reSenje jed. (2.5) koje odgovara pocetnim uslovima

datim jed. (2.3), sa {u(k), k 2k, } upravljanje i slobodni &lan sa f (k).

Naredna formula varijacije konstanti vaZi za sistem dat jed. (2.5):

hy dy
xX(ky +1+ py .y, uf) = > @ (p.q)y (ke —q)+ D P, (p. )W, (k,—q)
q=0 g=1
, (2.6
P P
+> @, (p.q)u(k,+9)+ > @(p.q)f (k +9)
q=0 q=0
gde je ®(p,q) odredeno sa:
N
CD(p,q):ZAi(ko+p)CI>(p—hi—1,6]), qsp
i—0 , (2.7)
@(p,p)=1, ®(p.q)=0, g>p
1:
@ (p.g)= Y, ®(p.h—q)A(k,—g+h)
q<hi<p+q
®,(p.q)= D, ®(p.d,;—q)B/(k,—q+d,). (2.8)
qsdi<p+q
CI>3(p,q)= Z q)(p’di+q)Bi(ko_q+di)
di<p—q

10
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Jed. (2.6) se moze proveriti direktnom zamenom u sistem jed. (2.5).
Analogija sa kontinualnim slu¢ajem moZe se jos viSe produbiti.

Dalje ¢e biti razmatrani stacionarni diskretni sistemi oblika:

x(k+1)= i(Ai(k)x(k—h,.)+Bi(k)u(k—d,.))+f(k), k=kyky+1 ko +2,.... (2.9)

i=0

A, 1 B, su konstantne matrice odgovarajucih dimenzija.

Prouci¢e se eksponencijalna reSenja slobodnog sistema i1 homogenog dela

jednacine:
N
x(k+1)=> A x(k=h), k=ky.ky+1,..., (2.10)
i=0

pri proizvoljnim pocetnim uslovima.
Neka je 4# 0 kompleksni broj, a ¢ kompleksni nenula n —vektor.
Jed. (2.10) ima eksponencijalno reSenje A'e, k =k, —h,,k,—h, +1,... ako i samo
ako je:
A(A)e=0, (2.11)
gde je:
N
A(A)=1AMNT =D AN TA, (2.12)
i=0
Vektor ¢ koji zadovoljava jed. (2.11) postoji ako i samo ako za karakteristicnu
jednacinu vazi:
detA(1)=0. (2.13)
Determinanta detA(A) je polinom po A na stepen n(h,+1) i naziva
se karakteristicnim polinomom sistema.
Nule polinome se zovu karakteristi¢nim nulama sistema iz jed. (2.9).
Sve kompleksne nule su konjugovano—kompleksne (parne), s obzirom na ¢injenicu
da je matrica A, definisana nad poljem realnih brojeva.
Ovde se treba podsetiti nekoliko elementarnih Ccinjenica iz teorije linearnih
diferencijalnih jednacina.

Neka je A, i=l,...q, red svih utvrdenih karakteristicnih nula, svaka

1

k
sa viSestrukos¢u p,. Tadaje Y p,=n(hy+1).

i=1

11
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Za svako A#0 postoji tatno p, linearno nezavisnih reSenja jed. (2.10) oblika

(k) A*

1

Wi

gde je w

, polinom reda manjeg od p;, koji uzima vrednosti

iz n —dimenzionalnog kompleksnog prostora.

Lako se proverava da ako je w;(k)A!

1

reSenje, tada je njegov konjugovano—

kompleksni par w; (k) A takode resenje, a i Re(wij(k)ﬂk) i Im(wij(k)/lf).

i

Tako, ako je svako A, i=l,...,q razli¢ito od nule mozZe se obrazovati skup

od n(hy +1) linearno nezavisnih resenja jed. (2.10) za neodredene pocetne uslove.
Resenje jed. (2.10) koje odgovara bilo kojoj pocetnoj funkciji y moZe
se konstruisati kao realna linearna kombinacija elemenata ovog skupa. Svakako, takvo

realno reSenje moZe se dobiti i kao kompleksna linearna kombinacija n(hy +1)

linearnih nezavisnih kompleksnih resenja oblika w; (k)AL

Dalje, ako postoji koren karakteristicne jednaCine jednak nuli, moZe se samo reci

da postoji trenutak k°, k" <k,+n(h,+1), takav da za k>k" bilo koje reSenje

jed. (2.10) je linearna kombinacija reSenja w, (k) A; .
Primer 2.1 Razmatra se jednostavan primer:
)= - Hxk=1), k=01
X = x(k-1), k=0,1,....
0 0

Ovdeje n=2, hy, =1, A;=0, N=1,
-1 -1 -1 -1
A(A)= = et =1*(A*-1)=0.

Karakteristi¢ni polinom A° (12 —1) ima tri razli¢ita korena: A, =0 viSestrukosti 2,

A, =11 A, =—1 viSestrukosti 1. Sopstveni vektori koji odgovaraju 4,, 4, su:

A1)

Stoga se za dovoljno veliko k svako reSenje moZe izraziti u obliku:

X(k){cl +c2(—1)"]

0
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Opsta pitanja dinamike diskretnih sistema sa Cistim vrem. kasnjenjem

gde su C, i C, realne konstante koje zavise od pocetnih uslova.
Jednostavnim izracunavanjem proverava se da li ova formula vazi za svako k>0
idalije:

C = %(Wl (0) Y, (0) Ty (_1) TV, (_1)) ’

1
G, = 5('//1 (0) ¥, (0) —¥ (_1) —¥, (_1)) :
Analogno Laplasovoj transformaciji kod diskretnih sistema se Kkoristi tzv.

Z —transformacija.

Neka je F funkcija koja preslikava {0,1,2,...} > R". Njena Z —transformacija,

oznadenasa z F ili F, funkcija je kompleksne promenljive definisane izrazom:
F(z)=) F(k)z™*. (2.14)

Pretpostavlja se da je niz sa desne strane konvergentan za |z|>r, gde je

r pozitivan realan broj.

A

Inverzna Z —transformacija od F, oznacena sa z'F, moZe se naéi na sledeéi
nacin. Neka je C krug sa centrom u koordinatnom pocetku i precnikom dovoljno

velikim da sadrZi sve polove polinoma F', pozitivno orijentisan.

Tada iz jed. (2.14) sledi :

jﬁ(z)zm_ldz:iF(k)jz’"_k_‘dz, (2.15)
i:
(Z”F)(m)=F(m)=2ji.”cﬁ(z)zm“dz- (2.16)

Tako je, na osnovu Kosijeve teoreme, F(m) jednako sumi svih rezidijuma
funkcije z — F(z)z"".
Sada se primenjuje Z —transformacija na stacionarni sistem dat jed. (2.9) za k,=0

pod pretpostavkom da su svi relevantni nizovi konvergentni u odredenom delu

kompleksnog prostora.
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Opsta pitanja dinamike diskretnih sistema sa Cistim vrem. kasnjenjem

A A

Sa X(z) oznagice se Z—transformacija restrikcije x|, , a sa U(z)

Z —transformacija od u | Za svako k =0,1,... mnoZe se obe strane jed. (2.9) sa ¢

[0,00) *

Sumiranje po k od nule do beskonacnosti daje:

oo oo

> 2 x(k+1) ZAZ S (k-

k=0 k=0 , (2.17)

oo

+ZBZ Z u(k-d,) +ZZ

k=0 k=0

X(2)-2x(0)=3 3 (4, (k)4 5y, (0)

o § o (2.18)
£ 4R () + 2B 2 0() +F (2)
Odatle je:
X(z)=Al"l(z)(lA’(z)+H(z)fJ(z)+lA7(z)), (2.19)
A(z)=z1-Y Az ", (2.20)

N N -1 h; N o
P(Z)=§,k;h A, (k) + Bw, (k) ]+ 2w(0), H(Z)=§Bizd’. (2.21)

Porede¢i jed. (2.20) sa jed. (2.12) vidi se da, ako nula nije koren, svi polovi A, (2)

jednaki su karakteristicnim korenima sistema. Original reSenja dobija se iz jed. (2.16):

x(k)zz;z_ A (2)(P(2)+H (2) () +F(2)) " dz. (2.22)

2.5 Moguénosti analize vremenski diskretnih sistema sa kaSnjenjem

2.5.1 Uvod

Diskretni sistemi su izuzetno rasprostranjeni u savremenoj tehnici.

Vremenskom diskretizacijom signala postize se niz prednosti u odnosu
na kontinualan prenos: Cesto je moguca veca taCnost prenosa signala, omogucéava
se implementacija digitalnih raCunara i odgovaraju¢ih upravljackih algoritama,

ekonomicnije i efikasnije koriS¢enje pojedinih instrumenata i energije u sistemu uopste.
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Opsta pitanja dinamike diskretnih sistema sa Cistim vrem. kasnjenjem

2.5.2 Vremenski domen

Ulogu izvoda kod diskretnih sistema preuzima diferenca, odnosno konacna razlika.

Kako se sistem posmatra na diskretnom vremenskom skupu odredenom periodom
odabiranja, potrebno je definisati normalizovano diskretno vreme: k :F’ te K,

pri ¢emu je K vremenski diskretan skup.

Svakoj veli¢ini x() je pridruZena funkcija f prema relaciji:

f(k):%x(t), (2.23)
odnosno:
1 T
f(%):f(k) =N ?x(t+T)=f(%]:f(k+l)' (2.24)

Na ovaj nacin diferenca Dx(7) moZe se dobiti samo u funkciji normalizovanog

diskretnog vremena:

Dx(t):M:f(k+l)—f(k):Af(k). (2.25)

Za proceduru koja ¢e biti prikazana potrebno je definisati i operator pomeranja

#(+), na sledeéi nacin:
ox(k)=x(k+1), (2.26)

pri demu je x(k) proizvoljna skalarna ili vektorska veli¢ina.

Tako se dalje dobija:
Ax(k)=x(k+1)—x(k)=gpx(k)-x(k)=(p-1)x(k), (2.27)
odnosno za proizvoljnu diferencu j —tog reda:
Ax(k)=(p-1) x(k), (2.28)
©'x(k)=x(k+j). (2.29)

Napominje se da se prethodna razmatranja odnose na diskretni sistem
a ne na diskretizovani kontinualni sistem.

Ovde se posmatra sistem koji je diskretan, tako da nema potrebe da se uvode
produZavaci signala (nultog ili prvog reda), jer se sistem posmatra samo na diskretnom

vremenskom skupu.
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Takozvani hibridni sistemi nisu interesantni u svetlu problematike koja se tretira
u ovoj disertaciji.

Analogno postupku sa kvazi—polinomijalnim matricama, u radu Janusevski (1978)
je razvijen pristup za predstavljanje diskretnih sistema sa kaSnjenjem, koji se u nastavku
izlaze.

Polaze¢i od diferencne jednaCine ponaSanja i koristeéi specifiénost diskretnih
sistema sa kaSnjenjem kod kojih su kaSnjenja celobrojni umnoSci normalizovanog

vremena k , dobijaju se sledece relacije:
ox(k)=x(k+1), (2.30)
o x(k)=x(k-1), (2.31)
odnosno ka$njenje je u ovom slucaju izrazeno preko istog operatora kojim se predstavlja
1 diferenca.
Ova okolnost se obilato koristi pri analizi diskretnih sistema sa kaSnjenjem

jer matrice analogne prethodno uvedenim L(p) i G(p) nece biti kvazi—polinomijalne,

ve¢ polinomijalne, Sto ¢e biti i kada se prede u kompleksni domen kori§¢enjem
Z —transformacije.
Koriste¢i jed. (2.9-2.10), kao polazni sistem, u radu Janusevski (1978) posmatra se

diskretna jednacina ponaSanja tipa:

L(p)x,(k)=G(p)x,(k), k=0,12,..., (2.32)

uz pocetne funkcije (koje se ovde svode na konac¢ni broj pocetnih uslova):
x, (k)= ‘//x,.(k)’ k=0,-1,....,—h, (2.33)
xu(k):l//xu, k=0,-1,....,—d_, (2.34)

pri emu su matrice L(g) i G(g) odredene sa:

l
L(p)=Y.L(p)p™", G(p)=.G'(p)p™", (2.35)
i=0 i=0
L(p)=Lo'+.+L, G (9)=G,p"+..+G,, (2.36)
a Cista vremenska kaSnjenja, po izlazu odnosno ulazu zadovoljavaju:
O=h,<h<..<h, (2.37)
0=d,<d <...<d,, (2.38)

i celobrojni su umnosci & .
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U ovom slucaju g ¢e biti stvarni red sistema i to konacan, kako ¢e se kasnije

pokazati u prostoru stanja ovih sistema.

Pretpostavlja se da je period odabiranja fiksiran i da su kaSnjenja celobrojni
umnosci perioda odabiranja.

Jednacine stanja i izlaza bice sli¢ne onima kod vremenski kontinualnog sistema,

samo ¢e se umesto prvog izvoda vektora stanja javiti pomeranje za jedan period

odabiranja:
x(ie+1) =1 (e x(8) x(k 1), x(k=2)....x(k=N), - (2.39)
~u(k)u(k-1),u(k-2),....,u(k-R))
xi(k)=g(kvx(k)’x(k_1)’X(k_2)""’x(k_N)’ . (2.40)

u(k),u(k=1),u(k-2),....,u(k—R))
Treba primetiti da su jed. (2.39) i jed. (2.40) Ciste diferencne jednacine.

Za stacionarni, linearni diskretni sistem sa kasSnjenjem jednacine stanja i izlaza bice:

N R

x(k+1)=A(k)x(k)+> A (k)x(k—i)+ B(k)u(k)+ZB,. (k)u(k—i), (2.41)

x,(k) = C(k)x(k) + Y€, (k)x(k =)+ D(k)u(k) + D, (K)u(k-i).  (242)

Ako je sistem jo§ i vremenski invarijantan, matrice nece zavisiti od k
(tj. bice konstantne). Diskretni sistem sa kaSnjenjem ¢iji period odabiranja nije fiksiran
ili ¢ija kasnjenja nisu celobrojni umnosci perioda odabiranja, ne mogu se opisati Cistim
diferencnim jednacinama. Oni su opisani diferencno—diferencijalnim jednacinama.

Nasuprot vremenski kontinualnim sistemima sa kasnjenjem Ciji je prostor stanja
beskonacan, prostor stanja diskretnih sistema sa kas$njenjem je konac¢nih dimenzija.
Razlog za to je Cinjenica da vektor stanja diskretnog sistema, u svakom trenutku

odabiranja, ima konacan broj elemenata, gde je svaki element funkcija odredena samo

u datom trenutku odabiranja, a ne na nekom intervalu.

2.5.3 Prostor stanja

Kod diskretnih sistema sa kasnjenjem, postupak izbora velicina stanja se sprovodi
na potpuno analogni nacin, kao kod vremenski kontinualnih sistema s tim §to se koristi
ranije pomenuta pogodnost da je kod diferencnih jednacina konacna razlika izraZena

istim operatorom kao i kas$njenje.
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Ovaj ranije uvedeni operator pomeranja & pokazuje i znacaj raznih ogranicenja
koja se uvode pri razmatranju diskretnih sistema sa kasnjenjem kod kojih je kasnjenje
jednako celobrojnom umnosku normalizovanog trenutka k .

U radu Janusevski (1978) sproveden je postupak izbora veli¢ina stanja polazeci

od diferencne vektorske jednacine ponaSanja sistema u operatorskom obliku:
L(p)x (k)=G(p)x, (k). (2.43)
za k=0,1,2,...,uz poCetne funkcije tipa:

%, (k) =y, (k), k=0,1...—h

, (2.44)
x, (k)=y,(k), k=0,—1,...,—d,
pri ¢emu su polinomijalne matrice po argumentu g odredene sa:
L(p)=L@'+.+L, G (p)=G,p"+..+G,, (2.45)
l r
Lp)=Y L(p)p". G(p)=D.G'(p)p . (2.46)
i=0 i=0
dok cista vremenska kaSnjenja zadovoljavaju:
O=hy<h<..<h, 0=d,<d <...<d,. (2.47)

Jasno je da su elementi matrica G i L polinomi sa konstantnim koeficijentima.
Ako se iskoristi relacija:

P"x (k—h)=p"x.(k), Vp<q, (2.48)
postupak formiranja matematicCkog modela u prostoru stanja je identican kao
za kontinualne sisteme sa kasnjenjem, Debeljkovi¢, Milinkovi¢ (1999).

Sprovodenjem procedure do kraja, dobija se diskretna vektorska jednacina stanja

sistema sa kasnjenjem u obliku:
l r
x(k+1)=> A x(k—h)+> B x,(k-d,), (2.49)
i=0 i=0
kao i jednacina izlaza sistema:
x,(k)=Cx(k), (2.50)

uz pocetne funkcije u obliku:

(2.51)
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Neka su sada komponente novog vektora stanja odredene slede¢im izrazima:
X(k_hi) =X, (k)
x, (k+1)=x(k)
............ , (2.52)

Xh,

tako da je novi vektor stanja transformisanog sistema, dat sa:

xm(k):[xr(k),x{(k)vu,xz(k)“",xz(k)}r. (2.53)

Sli¢no se transformise i vektor ulaza, medutim to u ovom slucaju nije od posebnog
interesa. Paznja ¢e se zadrzati na transformisanom vektoru stanja i pridruZenoj
mu matrici. Na ovaj nacin povecan je red sistema, ali je on i dalje konacan.

Transformisani sistem se sada moze predstaviti novom jednaCinom stanja
i jednac¢inom izlaza a sa novo definisanom matricom sistema. Ovde ¢e se razmatrati
slu¢aj kada nema kaSnjenja po ulazu.

Tada se matrice A, 1 B, svode na sledeci oblik, s tim Sto ¢e se nadalje najvece

kasnjenje u diskretnim sistemima umesto sa [, kako stoji u originalnom radu

Janusevskog (1978), oznaCavati sa N :

A A . A LA, B,
I, 0 0 0 0

A,=|0 I, .. 0 .. 0| B,=|0 (2.54)
0 0 ... 0 .. I 0

Posmatra se slobodni radni rezim i matrica A,. Ova kvadratna matrica

ima dimenziju: (nx(N+1)) $to odgovara redu novo formiranog diskretnog sistema

bez kasnjenja.

Procedura eliminisanja kaSnjenja je svojstvena samo diskretnim sistemima
i omogucéava da se umesto sistema sa kaSnjenjem analizira sistem bez kasnjenja.

Cena koja se pla¢a za ovu pogodnost ogleda se u porastu dimenzionalnosti sistema,
ali ona je uvek konacna, a s obzirom da digitalni racunari danas gotovo trenutno vrse

operacije sa matricama vrlo visokog reda, tako da je postupak sasvim prihvatljiv.
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Kako je ve¢ pomenuto ranije, sama priroda diskretnih sistema omoguéava ovakvu
transformaciju. Funkcional (integral) koji se pojavljuje u reSenju vremenski
kontinualnog sistema sa kaSnjenjem kod vremenski diskretnih sistema je zamenjen
sumom sa kona¢nim brojem sabiraka. Pocetna funkcija kod diskretnih sistema nije nista
drugo do konacan skup pocetnih vrednosti.

Dalje ¢e se posmatrati uglavnom diskretni sistem sa kasnjenjem, dat vektorskom

diferencnom jednacinom stanja oblika:

N
x(k+1)=> A x(k-i), (2.55)
i=0
uz pocetnu funkciju tipa:
x(i)=y(i), Vi=0,-1...,.—-N. (2.56)

U nekim daljim izlaganjima posebna paZnja ¢e biti posvecena i na slucaj kada

postoji samo matrica A, .

2.5.4 Kompleksni domen

Kompleksni domen je mozda najinteresantniji i najfunkcionalniji domen
za predstavljanje diskretnih sistema sa kaSnjenjem.

Diskretne prenosne funkcije se mogu definisati kao kod sistema bez kaSnjenja.
Ove funkcije imaju konacan broj polova, odnosno karakteristicni polinom
je sa konac¢nim brojem nula, koji odgovara dimenziji ekvivalentnog (proSirenog)
sistema bez kasnjenja.

Z —transformacija, kao $to je dobro poznato, vrsi preslikavanje leve s—poluravni
u kruznicu jedini¢nog polupre¢nika sa centrom u koordinatnom pocetku.

Pokazalo se da je matematiCki aparat neophodan za definisanje dovoljnih uslova
stabilnosti diskretnih sistema sa kasSnjenjem posebno efikasan kada se primenjuje
u Z —ravni.

Ovo se pre svega odnosi na kriterijum ljapunovske stabilnosti za vremenski
diskretne sisteme sa kaSnjenjem, kao i druge sli¢ne kriterijume.

Direktnom primenom Z —transformacije na jed. (2.55), dobija se:

f(z)=det(zl—§:z‘Aij. (2.57)

i=0
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Ovde treba pomenuti i da ranije uvedena ekvivalentna matrica zadovoljava slede¢u
relaciju:
N
f(z)= det(z I z"A,,J = det(zlnx(NH) —Aeq) : (2.58)
i=0
Ova relacija je i1 osnovni razlog uvodenja ekvivalentne matrice jer je to,
po dimenziji, najmanja matrica koja sadrzi sve potrebne informacije bitne za analizu
diskretnog sistema sa kaSnjenjem. Njen specifican oblik, pruza mogucénosti
dekomporzicije karakteristicnog polinoma koji se koristiti pri proveri rezultata ili
u posebnim prilazima formulisanje kriterijuma stabilnosti u smislu Ljapunova
i stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu.
Razmatra se stacionarni, vremenski diskretni sistem sa jednim kaSnjenjem

i periodom odabiranja / po stanju:

x(k+1)=A)x(k)+A, (k)x(k—-1)+Bu(k), k=k,, (2.59)
x,(k)=Cx(k)+Du(k). (2.60)

Treba primetiti da je [ ceo broj. Z —transformacija jed. (2.59-2.60) daje:
X(z)-2x(k,) = 4, X(2)+4,z"X(z)+BU(2), 2.61)
X, (z)=CX(z)+DU(z). (2.62)

Ako je pocetno stanje nulto, tada je X,(z)=H (z)U(z) gde je:
H(z)=C(z1-A-Az") B+D. (2.63)
Vazna razlika izmedu H (z) u jed. (2.63) i analogne veli¢ine W () kod vremenski
kontinualnih sistema sa ka$njenjem je to §to je H (z) racionalna funkcija kompleksno

promenljive a ne transcendentna kao u W (s).

Polovi sistema su definisani kao one kompleksne vrednosti z za koje diskretna

prenosna funkcija H (z) teZi beskonacnosti.
Stoga, vrednosti z zadovoljavaju jednakost:
det(z/—-A,—A4,z")=0. (2.64)

Jed. (2.64) ima konacan broj korenova. Ovo potvrduje da je prostor stanja

vremenski diskretnog sistema sa kasnjenjem konacne dimenzije.
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2.5.5 Frekventni domen

O predstavljanju diskretnog sistema sa kasSnjenjem u frekventnom domenu moZe
se viSe saznati u radu Gruji¢ (1991). Ova razmatranja nisu ovde od posebnog interesa
s obzirom na osnovne doprinose disertacije koji se, kao §to ¢e se kasnije pokazati,

dobijaju iskljucivo u vremenskom i/ili kompleksnom domenu.

2.6 Metode analize diskretnih sistema sa kasnjenjem

2.6.1 Uvod

Diskretni sistemi sa kaSnjenjem, kako je ve¢ pokazano, mogu se tretirati kao obicni
diskretni sistemi bez kaSnjenja nakon transformacije stanja. Ipak, diskretni sistemi
sa kasnjenjem, u svom izvornom obliku, su interesantni iz viSe razloga. Gotovo uvek
kada se trazi numeri¢ko reSenje neke od funkcionalno—diferencijalnih jednacina koje
se dobijaju pri analizi vremenski kontinualnih sistema sa kaSnjenjem, u odredenom
trenutku vrs$i se prelaz (aproksimacija) na sistem konacne dimenzionalnosti, Koji
je upravo predstavljen diferencnim jednacinama sa kasnjenjem. U teoriji automatskog
upravljanja, StaviSe, postoji tendencija da se problemi upravljanja od samog pocetka
formuliSu preko diferencnih jednacina. U mnogim procesima vrednosti procesnih
promenljivih (velic¢ina stanja) bitne su samo u odredenim vremenskim trenucima
(kada je u proces upravljanja ukljucen, na primer, konacni automat ili digitalni racunar).

Nije potrebno posebno apostrofirati pogodnosti koje pruza implementacija
digitalnog ra¢unara u upravljackom sistemu.

Na kraju, upotreba diferencnih jednacina, samim tim i diskretnih upravljackih
algoritama omogucava pristup jednom jako Sirokom spektru inZenjerskih problema
iz prakse. Svakako da treba obratiti paZnju pod kojim se uslovima vrsi diskretizacija,
kao i utvrditi odnos izmedu kasnjenja i uvedene periode odabiranja, Gruji¢ (1991).

Nadalje ¢e se razmatranja zadrzati isklju¢ivo na vremenski diskretnom sistemu kao
takvom i on ¢e, u svim razmatranjima, biti polazna tacka i na koji ¢e se primenjivati

adekvatane metode i postupci.
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2.6.2 Odredivanje kretanja vremenski diskretnih sistema u vremenskom domenu

Jednacina ponasanja diskretnog sistema sa kasnjenjem moze biti data u slede¢em

obliku:
a,x,(k+n)+a, x, (k+n-1)+ ... +o,x,(k)

n—1“%i

+0{_,xi(k—1)+...+a_h] x, (k=N)=x, (k) (2.65)

Mogucéa su dva pristupa pri reSavanju kretanja sistema definisanog prethodnom
diferencnom jednacinom i oba dovode do Zeljenih rezultata.

Prvi je direktna primena Z —transformacije, a drugi se sastoji u primeni proSirenog
vektora stanja Sto je ve¢ detaljno objasnjeno ranije. U tom slucaju dobija se obi¢na
diferencna jednacina povisenog reda, koja se moZe reSavati standardnim postupcima
datim u radu. Gruji¢ (1991).

Primenom Z —transformacije na jed. (2.65), uz nulte pocetne uslove moze se pisati:
o, z")A(l. (z)+a, z"_l)A(i (z)+...+¢, Xi (2)

e 1 IO (2.66)

ta, 7 X, (Z)+'“+a—h, z X, (Z) =X, (Z)

sredivanjem se dobija:

%0 S| %0 2.67)

odnosno vra¢anjem u diskretni vremenski domen:

%, (k)= 2" {[z « Zj X, (Z)}, (2.68)

Sto se dalje moZe reSavati na primer razvijanjem u red ili drugim metodama.
Drugi pristup je promena tekuce promenljive k, uvodenjem smene tako

da se formalno eliminiSe kasnjenje i podigne red diferencne jednacine.
Nova promenljiva j se uvodi sa j=(k—N), odnosno k=(j+N), tako
da se jed. (2.65) svodi na:
a,x,(j+n+N)+..+a yx,(j)=x,(j+N). (2.69)

Dalje se jed. (2.69) reSava poznatim metodama diskretne matematike.
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2.6.3 Odredivanje kretanja vremenski diskretnih

sistema sa kasnjenjem u prostoru stanja

Vremenski diskretni sistemi sa kasSnjenjem se mogu analogno predstaviti u prostoru
stanja, vektorskom diferencnom jedna¢inom stanja, kako je ve¢ pokazano:
x(k+1)=Ayx(k)+A,x(k—-N), (2.70)
i poCetnom funkcijom u obliku:
x(k)=w(k), Vk=(k,—N).(k,—N+1),..., k,, (2.71)

pri cemu je oc¢igledno dopusteno jedno proizvoljno veliko diskretno kasnjenje.

Teorema 2.1 ReSenje jed. (2.70) moZe se predstaviti sumom:

ko

x(k)= > @(kj)w(j), Vk2k,, 2.72)

k=N
pri ¢emu diskretna fundamentalna matrica @ zadovoljava:
D(k+1,j)=AP(k,j)+A, P(k—N,j), Vk=k,, (2.73)
@(k,j)=16(k—j), Vk,jelk,—N,k,], (2.74)
Malek—Zavarei, Jamshidi (1987), JanuSevski (1978).
Najpogodniji oblik kretanja, koji ¢e se nadalje stalno Kkoristiti pokazace
se na jednacini stanja diskretnog sistema sa kaSnjenjem, za proizvoljan broj kasnjenja.

Polaze¢i od jednacine stanja i pocetnih uslova sledeceg oblika:

N

x(k+1)=Ax(k)+> A x(k—i), (2.75)
i=1
x(k)=w(k), Vk=0,-1,...,—N, (2.76)
u radu Janusevski (1978) je prikazano reSenje jed. (2.75) u obliku sume:
N
x(k)=®(k)x(0)+ > ®(k—i)A x(-i). (2.77)
i=1
Osobine ®(k) su sledece:
N
D(k+1)=D A ®(k-i), (2.78)
i=0
P(0)=1. (2.79)

Interesantno je sada uporediti reSenja vremenski kontinualnog i vremenski

diskretnog sistema.
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Ocigledno je da fundamentalne matrice imaju vrlo slicne osobine, a kada se uzme
u obzir da je sumiranje u diskretnom domenu pandan integraljenju u kontinualnom
domenu, analogija je potpuna.

Poznato je da je fundamentalna matrica vremenski kontinualnih sistema

sa kasnjenjem oblika:

o(r)=L" [sl—zk:A,. e’ ] . (2.80)

Ovakav izraz ocigledno se ne moZe direktno reSiti zbog prisustva beskonacnog

broja korenova, koji poti¢u od transcedentnog ¢lana e *“ .
Kod vremenski diskretnog sistema sa kasnjenjem situacija je potpuno drugacija.

Primenom Z —transformacije na jed. (2.75) dobija se:

D(k)=2" (zl—iziAiJ . (2.81)

Ova relacija se o€igledno moZe relativno lako resiti, imajuc¢i u vidu konacan broj
korenova. Dobija se karakteristi¢ni polinom po z stepena nx(N +1), kome odgovara
isto toliko korenova.

U radu Gorecki et al. (1989) ovaj polinom je dat sa:

N
A(A)=12""+ > AN A, (2.82)
i=0
Sto dovodi do istog zakljucka kada se ima na umu da je polazna reprezentacija sistema
sa kaSnjenjem bila data u matri¢cnom zapisu jed. (2.75) reda n.

Sada se moZe uvesti jedna nova matrica A, . Naziva se ekvivalentna matrica
uoznaci A, , a koja zadovoljava jedinu relaciju koja je bitna za povezivanje diskretnog

sistema sa kaSnjenjem sa njemu ekvivalentnom sistemu bez kaSnjenja,
ali povecane dimenzije.

Zahtev koji ova matrica mora da zadovolji je taj da postoji Biunikova
korespondencija njenih sopstvenih vrednosti 1 sopstvenih vrednosti, odnosno
reSenja jed. (2.82).

Ovo se moZe zapisati na sledec¢i nacin:
-1 N ) -1
(Zlnx(NH)_Aeq) :(ZIH_ZZ A,j . (283)
i=0
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Ocigledno je da je ova matrica upravo ona matrica A, proSirenog sistema

bez kaSnjenja iz jed. (2.27) i da ona u sebi objedinjuje sve informacije potrebne
i dovoljne da se, uz poznavanje pocetne funkcije (uslova), odredi kretanje sistema.
MozZe se zakljuciti da se na ovaj nacin fundamentalna matrica vremenski diskretnog
sistema sa kasnjenjem, a samim tim i kretanje, moZe uvek vrlo lako i brzo odrediti,
cak i za sisteme viSeg reda, ako se uzmu u obzir velike brzine matri¢nog proracuna koje
danas imaju digitalni racunari.
Takode, ako se uzme u obzir ¢injenica da se kasSnjenje naj¢esce javlja u samo jednoj

matrici, odnosno ostale A, su nula—matrice, proracun kao i formulacija samog problema

dodatno se uproscava.
Samim tim mogucée je ispitivati, relativno jednostavno, kako [japunovsku
(asimptotsku) stabilnost diskretnih sistema sa kaSnjenjem, tako 1 stabilnost

na konacnom vremenskom intervalu.
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III HRONOLOSKI PREGLED POSTIGNUTIH
REZULTATA NA POLJU IZUCAVANJA
LJAPUNOVSKE STABILNOSTI VREMENSKI
DISKRETNIH I KONTINUALNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

3. HRONOLOSKI PREGLED BAZICNIH REZULTATA

3.1 Opsta pitanja teorije stabilnosti sistema

3.1.1 Uvodna razmatranja

U savremenoj teoriji upravljanja sistemima predloZeni su i koriste se razliciti
koncepti stabilnosti, kao na primer: ljapunovska, neljapunovska i tehnicka stabilnost,
stabilnost tipa “ogranic¢eni ulaz—ograniceni izlaz”, i tako dalje, od kojih se, u prvom redu
ocekuje da odgovore na sledeéa sustinska pitanja:

¢ O ¢ijoj se stabilnosti radi?

e Kako se definiSe rastojanje izmedu posmatranih stanja, odnosno kretanja

u odnosu na razmatrano stanje, ¢ija se stabilnost ispituje?

e Kako se definiSe “bliskost” izmedu stanja, odnosno kretanja?

¢ Pod kojim uslovima se zahteva traZena “bliskost”?

e Na kom se vremenskom intervalu zahteva trazena “bliskost”?
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U standardnom kontekstu ovih razmatranja, uvazavajuéi usvojenu klasu sistema,
uobic¢ajeno se prvo razjasnjavaju pitanja vezana za definiciju, postojanje, jedinstvenost
i stabilnost ravnoteznog stanja sistema, a zatim se, shodno predloZenom konceptu, daje
definicija i odgovarajuci uslov stabilnosti. Na taj nacin, dolazi se do potrebne platforme
i pozicija sa kojih je mogude efikasno analizirati dinami¢ko ponaSanje razmatranog
sistema sa Zeljenog aspekta.

Jasno je da se, koriS¢enjem odgovarajucih kriterijuma, mogu dobiti odgovori
po pitanju stabilnosti razmatranih sistema i bez reSavanja njihovih diferencijalnih
jednacina kretanja, ¢ime se postiZe pun analiticki efekat. U tom smislu, preporucuju
se klasi¢na dela: Lyapunov (1956), Hahn (1963, 1967), Krasovskii (1963),
Rouche et al. (1977), Gruji¢ et al. (1984), Khalil (1980) i Yoshizava (1996).

U nastavku ¢e se izloziti deo razmatranja, u celosti preuzet iz rada Gruji¢ (1970)
koji na jedinstven, rigorozan i koncizan nacin daje najcelovitiju podlogu za traZenje

odgovora po svim ranije postavljenim pitanjima.
3.1.2 Stabilnost sistema

Problem ispitivanja stabilnosti je jedan od najosnovnijih i najvaznijih zadataka koji
treba da se reSi pri analizi i sintezi ponaSanja svih, a posebno zatvorenih, sistema
automatskog upravljanja. Stabilnost sistema izrazava jednu od njegovih najbitnijih
osobina i, najprostije reCeno, ona iskazuje da li se razmatrani sistem odlikuje stalno$c¢u
odredene karakteristike svog ponasSanja koje predstavlja rezultat njegovog kretanja
i delovanja, pri ¢emu pojam kretanja treba shvatiti u najSirem smislu te reci,
Gruji¢ (1970). Kao Sto je poznato, postoji veoma veliki broj definicija stabilnosti,
pri ¢emu su one nastale ili nastaju kao rezultat razlicitih prakti¢no—tehnickih zadataka
i teZnji da se Sto dublje i preciznije iskaZze ova znacajna osobina sistema.

Za sveobuhvatno poimanje stabilnosti i kasnije proisteklih koncepata od sustinskog
Znacaja je razmatrati i uociti sledeca pitanja i pojmove, koji se ovde izvorno prenose

iz rada Gruji¢ (1970). Uocimo sistem koji se do nekog trenutka ¢ =17, kre€e na Zeljeni
(zahtevan) nacin. Pretpostavlja se da je poznato Zeljeno kretanje i nakon trenutka # =¢,,

kako je to ilustrovano na slici 3.1.
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z

t> 1

1> 1,
t=1t 0

Slika 3.1 Zeljeno i poremeéeno kretanje
Dalje se pretpostavlja da ¢e se sistem kretati po trajektoriji 3. i za V¢ 21, ukoliko

njegov rad ne bude poremecen iz bilo kog razloga. U tom slucaju, njegovo kretanje
naziva se neporemecenim.

S druge strane, moZe se postaviti pitanje kako ¢e se sistem kretati ako od trenutka
t =t, bude podvrgnut delovanju nekog nezZeljenog uticaja?

Da li ¢e stvarno kretanje, koje sada predstavlja poremeceno kretanje, prikazano

trajektorijom 3, slika 3.1, biti dovoljno blizu Zeljenog 3. za V¢ =1, i dali ¢e mu se

vremenom pribliZavati ili ¢e se udaljavati od njega?
Odstupanje stvarnog kretanja sistema od Zeljenog ne mora da bude posledica

nezeljenog uticaja samo neke spoljne velic¢ine. U trenutku 7 =7, moZe da se promeni
zeljeno kretanje 3. i da odstupi od prvobitno Zeljenog kretanja, odnosno trajektorije
3., za t=t,. U graniénom slucaju, moZe se pretpostaviti da se promena Zeljenog
kretanja odvija momentalno u trenutku 7=¢,. Ako sistem nije podvrgnut nikakvim
nezeljenim i nepredvidljivim spoljaSnjim uticajima, moZe se re¢i da u trenutku =t

postoji pogetno odstupanje AS3(z,) stvarnog od Zeljenog kretanja 3., slika 3.2.

S :Szio
Slika 3.2 Odstupanje stvarnog od Zeljenog kretanja
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Stvarno kretanje sistema i dalje karakterie trajektorija 3, slika 3.2. Kretanju
sistema, tj. njegovom stvarnom ponasanju, postavljaju se odredeni zahtevi. Priroda tih
zahteva zavisi od potrebe reSavanja konkretnih zadataka.

MoZe se, na primer, zahtevati da stvarno kretanje S, ne odstupa od Zeljenog 3.
ni u jednom trenutku vise nego $to je dozvoljeno, ¢im je to odstupanje posledica uticaja
bilo pocetnih odstupanja, bilo nezZeljenog dejstva nekih spoljasnjih veliCina,
a u okvirima njihovih prirodno dozvoljenih intenziteta.

Ako se prethodno razmatranje interpretira u prostoru stanja, slika 3.3, jasno je da se

stvarna trajektorija 3 nalazi stalno u hipercilindru (HC), ¢iju osu predstavlja Zeljena

trajektorija 3., a bazu hipersfera (HS) sa centromna S, u trenutku 7 =1, slika 3.3.

e 3:
<3,
A — / 7
P /./
e
e

sistema P (HC)

1<ty

Slika 3.3 Kretanje sistema unutar hipercilindra

Ukoliko je poremeceno kretanje nastalo kao posledica delovanja nenultih pocetnih
uslova, oni treba da pripadaju hipersferi (HS,) dozvoljenih podetnih stanja za koje
¢e trajektorija 3, sigurno, sve vreme, biti u hipercilindru (HC), Gruji¢ (1970).

Za dalja razmatranja, usvaja se da ponaSanje sistema ne zavisi od njegove

“praistorije”, sto prakti¢no znaci da stanje sistema X(t) u trenutku ¢, zavisi samo

od pocetnog stanja sistema X,=X, (), poetnog trenutka 7, i trenutka 7.
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Neka je stvarno ponaSanje sistema opisano vektorskom diferencijalnom
jednacinom:
X(t)=9(t.X(1)), (3.1)
a Zeljeno ponasanje sa :
X.(1)=9,(t.X.(1)). (3.2)

Na osnovu jed. (3.1) i jed. (3.2) dobija se vektorska diferencijalna jednacina

ponasanja u odstupanjima kao:

x(1)=o(t,x()), (3.3)
gde je:
x(1)=X(1)-X.(1), (3.4)
<p(t,X(t))=<P1(t,X(t))—<pl(f,Xg(t))_ 45
0(0,:)=0

Jasno je da jed. (3.1) opisuje stvarno kretanje X(t,X,,t,) prikazano trajektorijom

S, slika 3.3, da jed. (3.2) opisuje neporemeleno kretanje X, (1,X.,,f,) kome

b
odgovara trajektorija 3., slika 3.3, a da jed. (3.3) opisuje poremeceno kretanje.
U pocetnom trenutku t =¢,, vaZi:
X, =X,(%), X.,=X(z,). (3.6)
X, =X(7,). (3.7)
Za odstupanja se dobija, na osnovu jed. (3.4):
x(1)=x(t, Xy, 1) - (3.8)
Kada je 3. geometrijsko mesto tacaka u prostoru stanja, govori se o stabilnosti

procesa. Ako se Zeljena trajektorija 3. degeneriSe u tacku S., koja predstavlja

odredeno stanje, govori se stabilnosti ravnoteznog stanja. Zeljeno stanje kretanja tada
je stanje mirovanja, slika 3.4.
Razmatranje stabilnosti kretanja (sistema, procesa) moZe se svesti na ispitivanje

stabilnosti ravnoteZnog poloZaja ako se za Zeljenu trajektoriju 3. veZe pokretan

koordinatni sistem.
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Tada se  dobijaju  jednacine  poremeclenog  kretanja, jed.  (3.3)
do jed. (3.5), iz kojih se vidi da je Zeljeno odstupanje x.(7) =0, $to znadi da se Zeljeno
stanje nalazi u koordinatnom pocetku tog pokretnog koordinatnog sistema,

Gruji¢ (1970), pa se ispitivanje stabilnosti sistema svodi na ispitivanje stabilnosti

ravnoteznog poloZaja njegovog poremecenog kretanja.

Slika 3.4 Stabilnost ravnoteznog polozaja

Ovde razmatrana pitanja, uz jasno razgraniCavanje pojmova poremecenog
i neporemecenog kretanja sistema, kao i moguci odgovori na ranije postavljena pitanja,
omogucila su i dalje omogucavaju da se predloZi veliki broj definicija stabilnosti

iz kojih proisticu i brojni koncepti ove znacajne osobine sistema.

3.1.3 Pregled nekih bazi¢nih koncepata stabilnosti sistema

U radu Gruji¢ (1970) date su brojne definicije stabilnosti, primenljive kako
na sisteme u slobodnom, tako i u prinudnom radnom rezimu. Pored ve¢ klasi¢ne
ljapunovske definicije stabilnosti, spomenute su i navedene definicije stabilnosti
u smislu Lagrange—a, totalne, apsolutne, orbitalne 1 hiperstabilnosti. Mimo toga, iznete
su i definicije osobine privlacenja i asimptotske stabilnosti, kao i ravnomerne i globalne
stabilnosti.

Zbog potrebe poznavanja brzine kojom se poremeceno kretanje pribliZava
neporemecenom, spomenute su i date definicije eksponencijalne stabilnosti ravnoteZnog

stanja, kao i moguda reSenja razmatranih sistema.
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Priroda vecine realnih sistema je takva da na njih deluju poremecaji €iji su trenuci
nastajanja i intenziteti, u opStem slucaju, nepoznati, $to im s punim pravom daje sva
obeleZja stohastickih procesa.

Jasno je da se stabilnost takvih sistema razmatra u prinudnom radnom reZimu,
a uobicajeno se takvi poremecaji tretiraju kao Markovljevi procesi. Samim tim,
sve uvedene definicije stabilnosti moraju se iskazati na probabilistcki nacin, odnosno
kroz odgovarajuéu meru verovatnoce, $to je takode dato u ranije navedenoj referenci.

I konacno, razmatran je izvestan broj definicija koje se odnose na neke osobine
stabilnosti stacionarnih skupova, Gruji¢ (1970).

Lako se uvida da se izvesni koncepti stabilnosti medusobno niti uslovljavaju,
niti iskljucuju, Sto prakticno znaci da pozitivan zaklju¢ak po jednom primenjenom

konceptu ne znace afirmativan zakljuc¢ak po drugom, i obrnuto.

Neka opsta pitanja teorije stabilnosti sistema u smislu Ljapunova

Kapitalno delo A. M. Ljapunova nastalo je 1982. god. inspirisano idejom i delom
A. Puankarea o kvalitativnoj analizi nelinearnih diferencijalnih jednacina drugog reda.

Kroz svoju drugu metodu, Ljapunov je uspeo da odgovori i resi fundamentalno
pitanje opSte teorije stabinosti. U tom smislu, dobijen je odgovor i reSenje zadatka
ispitivanja stabilnosti neporemecenog kretanja, a bez reSavanja, odnosno integraljenja
sistema nelinearnih diferencijalnih jednacina, koje opisuju dinamiku razmatranog
sistema, odnosno bez pojedinacnog odredivanja i proucavanja poremecenih kretanja
za svako pocetno stanje iz datog skupa stanja, Gruji¢ (1974) i Grujic et al. (1984).

U svojoj doktorskoj disertaciji, Ljapunov je utemeljio princip kvalitativne analize
odnosa izmedu poremecenog (stvarnog) i neporemecenog (zeljenog) kretanja. Pri tome,
on je posmatrao ponasanje odgovarajucih funkcija duz kretanja tih sistema. Te funkcije
mogu da predstavljaju razliCite oblike energije i/ili materijalnih tokova u sistemu,
Sto jasno ukazuje na njihov pun fizicki smisao. Oslanjaju¢i se dalje na pojam
neprekidnosti  funkcija, Ljapunov je uveo suStinsku definiciju stabilnosti

neporemecenog kretanja u odnosu na neke funkcije, potéinjene zahtevu (&-9)

bliskosti vrednosti tih funkcija, uzetih duZ poremecenog i neporemecenog kretanja,

Grujic et al. (1984).
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S druge strane, neposredni odgovor i uvid u stabilnost sistema dobija se neposredno
iz jednacina poremecenog kretanja, a na osnovu uvedenih funkcija odredenih po znaku.
Pomoc¢u tih funkcija i njihovih totalnih izvoda, sracunatih saglasno jednacinama
poremecenog kretanja, osnovni zadatak ispitivanja stabilnosti neporemecenog kretanja
svodi se na ispitivanje ponasanja funkcija odredenih po znaku duZ kretanja sistema.
Znak totalnog izvoda te funkcije proverava se u svim tackama koje pripadaju okolini
neporemecenog kretanja. Jasni zahtevi koje treba da ispunjava agregaciona funkcija
i odredenost (znak) njenog totalnog izvoda sraCunatog duZz reSenja poremecenog
kretanja, bili su dati u pomenutoj disertaciji za sluCajeve: ravnomerne stabilnosti
i ravnomerne asimptotske stabilnosti, kao i za nestabilnost neporemecenog kretanja.

lako sam Ljapunov nije tacno odredio pojmove privlacenja i asimptotske
stabilnosti, u odnosu na uvedene funkcije odredene po znaku ovi znacajni pojmovi
javljaju se kasnije u radovima velikog broja naucnika i nedvosmisleno i viSe nego

ocigledno su povezani sa idejama koje je predo€io Ljapunov, Grujic et al. (1984).

Neka opsta pitanja teorije prakticne stabilnosti i stabilnosti na konacnom

vremenskom intervalu

U prakti¢nim prilikama nije uvek od interesa razmatrati stabilnost sistema u smislu
Ljapunova, ve¢ je ponekad od posebne vaznosti utvrditi granice do kojih dosezu
trajektorije sistema pri njegovom kretanju u integralnom prostoru stanja. Sistem moze
da bude stabilan, pa ¢ak i asimptotski stabilan, ali prakti¢no neupotrebljiv zbog
neprihvatljivih pokazatelja kvaliteta prelaznog procesa. Zbog toga je od posebnog
znacaja razmatrati stabilnost sistema u odnosu na zadate skupove dozvoljenih i pocetnih
stanja u faznom prostoru, koji su po pravili a priori definisani za dati problem.

S druge strane, imajudi u vidu veoma stroge i opre¢ne zahteve koji se danas namecu
kvalitetu dinami¢kog ponaSanja realnih sistema, od posebnog je interesa razmatrati
njihovo ponasanje i na konacnom vremenskom intervalu.

Prethodna izlaganja valja potkrepiti nekim primerom iz prakse i u tom cilju
razmatra se ponasanje jednog Cisto mehanickog sistema, prikazanog na slici 3.5, u dve
svoje moguce fizicke realizacije. Istovetna razmatranja i objasnjenja mogu se bez

ikakvih poteskoca proSiriti i na sve ostale sisteme drugacije fizicke prirode.
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Sa stanoviSta ljapunovske stabilnosti, ravnotezno stanje sistema sa slike 3.5.a
je asimptotski stabilno. Za sva dovoljno mala poCetna odstupanja, loptica ¢e se vracati
u svoj prvobitni ravnotezni poloZaj.

Medutim, sa stanoviSta prakticne stabilnosti, ono je nestabilno jer je ocigledno

da ¢e se za njegova pojedina stanja uzeta iz skupa pocetnih stanja S, , njegovo dalje

kretanje odvijati u smislu napustanja skupa dozvoljenih stanja S, .

Sp Sp
Sa

L l-
a) b)

Slika 3.5 Prikaz mehanickog sistema u dve mogucde fizicke realizacije

U drugom slucaju, slika 3.5.b, za bilo koja mala odstupanja od ravnoteznog
poloZaja, dalje kretanje sistema (loptice) ¢e se stalno udaljavati od njegovog
ravnoteZnog polozaja, tako da je ravnoteZno stanje ovog sistema, u smislu Ljapunova

nestabilno.

Ako je skup dozvoljenih stanja S » definisan kao na slici, o¢igledno je da je sistem,

odnosno njegovo ravnotezno stanje, prakticno stabilno za sva pocetna stanja iz skupa
pocetnih stanja S, jer se kretanje sistema ne moZe udaljiti od prvobitnog ravnoteznog
stanja viSe nego $to su propisane (dozvoljene) granice skupa S 5

Sumarno receno, sistem je prakticno stabilan ako njegovo kretanje, koje
je u pocetnom trenutku nastalo ili usled promene pocetnog stanja u skupu dozvoljenih

pocetnih stanja S, i/ili usled dejstva spoljasnjih, dozvoljenih uticaja S,, treba

£

na posmatranom vremenskom intervalu da ostane u unapred zadatom skupu dozvoljenih

stanja sistema S;.
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Graficka interpretacija kretanja u prostoru stanja ova dva sistema, ilustrovana je na

slici 3.6, a vezano za njihova ponasSanja na konatnom vremenskom intervalu?,

S=[t (1,+7)[ -

b x(r) b x(0)

t

AVl T\
N\ /v

a) b)
Slika 3.6 Graficka interpretacija kretanja u prostoru stanja
Iz prethodnog primera lako se uocava suStinska razlika koncepta prakti¢ne

stabilnosti i stabilnosti u smislu Ljapunova, a koja se, vezano za pitanje skupova S, ,
S, i S, moze sumarno izre¢i na slede¢i nacin.

U konceptu ljapunovske stabilnosti zahteva se postojanje skupova S, i S, , uzetih
u obliku hiperkugli u prostoru stanja, za svaki otvoreni skup S, dozvoljenih stanja, koji

garantuju da ¢e ravnoteZno stanje razmatranog sistema biti totalno stabilno.

U konceptu prakti¢ne stabilnosti ovi skupovi S, i S, kao i skup S, koji

je zatvoren su proizvoljnog oblika i unapred poznati ili zadati, Gruji¢ (1970).

Pored toga, koncept prakti¢ne stabilnosti nema lokalni karakter, a koordinatni
pocetak ne mora da bude ravnoteZzno stanje sistema. Koncept prakti¢ne stabilnosti
i stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu poseduje izvesnu “relativnost”, §to se
odraZava u Cinjenici da su do sada izvedeni rezultati uvek iskazani dovoljnim uslovima

ove vrste stabilnosti.

2 Koncept stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu samo je poseban slucaj koncepta prakticne

stabilnosti.
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To se moZze relativno lako objasniti ¢injenicom da se pomenuti uslovi ne izraZzavaju
samo relevantnim osobinama samog sistema, ve¢ da se tu nalaze
i podaci koji zavise od nametnutih ogrnienja kretanju sistema, kao i1 duZina

vremenskog intervala na kome se ova osobina ispituje.
Sasvim je jasno da jedan te isti sistem u odnosu na neki skup {7, } moze biti
prakticno stabilan, a da se ta ista osobina ne moZe pokazati za neki drugi skup

{r.@,, .} . Sli¢ni zakljucci mogu se izvesti ako se fiksiraju vrednosti a, i ,B(A) , amenja

duzina vremenskog intervala 7?) .

Jos neka znacajna pitanja ljapunovske teorije stabilnosti

Izlaganja koja slede u celosti su preuzeta iz rada Khalil (1992).

U savremenoj teoriji automatskog upravljanja, dinamika stvarnih, fizickih sistema
opisuje se verodostojnim matematickim modelima, koji za nestacionarne, autonomne
sisteme mogu da imaju uobicajeni oblik:

x(1)=f(1,x), x(t,)=x,. (3.9)

Da bi se odredilo ponasanje sistema, datog jed. (3.9), u buducnosti, a na osnovu
njegovog tekuceg stanja u trenutku ¢,, problem pocetnih uslova mora da ima
jedinstveno resenje. Ovo pitanje postojanja i jedinstvenosti reSenja razreSava
se 1 obezbeduje se nametanjem odredenih ogranicenja desnoj strani jed. (3.9), odnosno
funkciji f(7,x).

Pokazuje se da klju¢nu ulogu u tome ima tzv. Lipschitz—ov uslov, koji treba
da zadovolji funkcija f(z,x) za sve vrednosti (z,x) i (7,y) u nekoj okolini (z,,x,)-

Drugo pitanje, ne manjeg znacaja, je procena verodostojnosti modela sadrZana
u njegovoj neprekidnosti resenja u odnosu na pocetne uslove.

Ono $to se najmanje oc¢ekuje od matematickog modela jeste da proizvoljno male
greske u podacima ne rezultiraju u pojavu velikih greSaka u reSenju koje se dobija
na osnovu matemati¢kog modela.

Podaci koji odreduju problem pocetnih uslova su pocetno stanje X,, pocetni

trenutak 7, i funkcija f(7,x).
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Osobina neprekidnosti reSenja u odnosu na podetne uslove (7,,x,) i parametre
funkcije f(7,x), takode je od sustinskog znacaja pri iznalaZenju reSenja sistema, datog

jed. (3.9), i odredena je odgovarajuéim rezultatom.
Vratimo se sada pitanjima postojanja i jedinstvenosti reSenja. Za funkciju, koja
zadovoljava jed. (3.10), kaZe se da je Lipschitz—ova po X, a pozitivna konstanta L

naziva se Lipschitz—ovom konstantom. Sada se moZe dati slede¢i rezultat.

Teorema 3.1 Neka je funkcija f(7,x) u delovima neprekidna i neka zadovoljava

Lipschitz—ov uslov:

||f(t,x)—f(t,y)|| < Llx-y

, (3.10)
za.

VX,y € 5p ={Xe R":

|x—x,[|<p}. Vrelt,r]. (3.11)

Tada, postoji neki realan, pozitivan broj o >0, takav da jednaina stanja
sistema (3.9) sa pripadajuéim pocetnim uslovom, ima jedinstveno reSenje
na vremenskom intervalu [z, 7, + 6] .

Matematicka teorija koja se bavi ovim pitanjima razlikuje lokalni i globalni

Lipschitz—ov uslov, a §to se vezuje za domen prostora stanja u kome taj uslov vazi.
Naime, podimo prvo od funkcije f(x), koja je lokalno Lipschitz—ova na domenu
2, 2cR", ako svaka tatka u {2 ima okolinu £, tako da f(-) zadovoljava
Lipschitz—ov uslov, dat jed. (3.10), za svaku taCku iz £2, sa nekom Lipschitz—ovom
konstantom L. Dalje, funkcija f(-) je Lipschitz—ova na skupu ¥/, ako zadovoljava

jed. (3.10) za sve tacke iz }/ sa istom Lipschitz—ovom konstantom L .

Funkcija f(x) je globalno Lipschitz—ova ako je Lipschitz—ova na R".

Istovetna terminologija koristi se kada je u pitanju 1 nestacionarna
funkcija f(7,x). Tada se podrazumeva da se Lipschitz—ov uslov odnosi ravnomerno
po t za sve trenutke ¢ uzete sa razmatranog vremenskog intervala.

Vazno je napomenuti da je Lipschitz—ov uslov nametnut funkciji ja¢i od zahteva

za njenom neprekidnos¢u. S druge strane, taj zahtev je blazi od zahteva

za neprekidno$¢u izvoda te funkcije, $to je oliceno u sledeéem rezultatu.
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Lema 3.1 Neka je funkcija f(z,x) neprekidna na [a,b]x£2, za neki domen
£ cR". Ako (9f/0x) postoji i neprekidan je na [a, b]x£2, tada je f(-) lokalno

Lipschitz—ova po x na [a, b]x £2.

Lema 3.2 Neka je funkcija f(z,x) neprekidna na [a, b]xR". Ako (of /0x) postoji
i neprekidan je na [a,b]xR", tada je f(-) globalno Lipschitz—ova po x na [a,b]xR"
ako i samo ako je (0f /9x) ravnomerno ograni¢en na [a,b]xR".

I konacno, uvazavaju¢i prethodne rezultate, navodi se sledeéi koji uspostavlja

uslove postojanja jedinstvenog reSenja na vremenskom intervalu [to, t*], gde f. moZe

biti proizvoljno veliko.

Teorema 3.2 Neka je f (t,x) u delovima neprekidna po ¢ i neka zadovoljava:

|£(.x)-f(ry)| < L|x-y]. (3.12)
[£(2.x,)] <, (3.13)

za:
vx,ye R", Vie|t,t]. (3.14)

Tada, sistem, dat jed. (3.9), sa pripadaju¢im pocetnim uslovom ima jedinstveno

reSenje ne vremenskom intervalu [to, t*] .

Neprekidnost reSenja u odnosu na poCetno stanje i parametre funkcije f(-) moZe
se dati slede¢im rezultatima.

Teorema 3.3 Neka je funkcija f(7,x) u delovima neprekidna po ¢ i Lipschitz—ova
po X na [to, t*]xW sa Lipschitz—ovom konstantom L, gde je Y/ cR" otvoren
i povezan skup. Neka su y(7) i () reSenja:

y(£)=£f(ry), y(%)=y,> (3.15)

a(r)=f(r.q)+g(r.q), ali)=do; (3.16)
tako da y(t),q(r)e W, Vie|t,, t.].

Pretpostavlja se i da je:
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"g(t,x)”S?], V(t,x)€ [, t.]x WV, (3.17)
zaneko 77 >0 ineka je jos:

lyo—ao| <7 (3.18)

Tada je:

”y(t)—q(t)”S}/exp(L(t—tO))+%(exp(L(t—t0))—l), vie [t t]lim. (3.19)

Prethodna Teorema daje uslove neprekidnosti reSenja u odnosu na pocetne uslove.

3.2 Pregled rezultata

Interesovanje za dinamiCko ponaSanje sistema sa kaSnjenjem okupira paZnju
velikog broja autora ve¢ vise od pola veka. Medutim sa sigurno$éu se moze reci da je to
interesovanje bilo u daleko vecoj meri zastupljeno kada su u pitanju bili kontinualni
a daleko manje kada je bila re¢ o vremenski diskretnim sistemima sa kasnjenjem.

Jedan od glavnih razloga za to je Sto diskretni sistemi sa kasnjenjem imaju konacnu
dimenziju, pa se kao takvi mogu iskazati preko odgovarajuceg ekvivalentnog sistema
bez kasnjenja. Red ovog sistema srazmeran je proizvodu vrednosti kasnjenja i reda
matrica sistema. Pri velikim iznosima ¢isto vremenskog kaSnjenja, red ekvivalentnog
sistema postaje izuzetno veliki, pa je to u proslosti, stvaralo znatne matematicke
poteskoce.

U tom smislu osnovni doprinosi autora isli su u pravcu da se ovaj problem
prevazide analiziraju¢i osobine vremenski diskretnog sistema sa kaSnjenjem
na polaznim matricama sistema i bez nuznih prevodenja istog na ekvivalentni sistem.

Prvi znacajniji rad, koji se bavio problematikom ljapunovske stabilnosti ove klase
sistema pojavio se tek 1982. godine, Mori et al.(1982.b).

Medu prvim koji su izlozili definicije, odredili kretanje diskretizovanog sistema
i dali uslove njegove stabilnosti je rad Koepcke (1965). lako se ne bavi problemom
klasi¢nih diskretnih sistema sa kaSnjenjem, ve¢ diskretnim nastalih diskretizacijom
kontinualnih, rad Koepcke (1965) daje osnovu za odredivanje njihovog kretanja,
po prvi put iznesenih rezultata. Prilino opSirna analiza kretanja diskretnog sistema

sa kasnjenjem i optimizacija njihovog ponaSanja data je u radu Janusevskog (1978).
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U radu Mori et al. (1982.b) dati su jednostavni dovoljni uslovi stabilnosti,
ove klase sistema, zasnovani na koriS¢enju normi matrica i njihovih funkcija.
Izveden dovoljan uslov asimptotske stabilnosti, posebne klase ovih sistema,
ne uzima u obzir iznos Cisto vremenskog kasnjenja ali pruza efikasan rezultat
za testiranje ove vazne osobine sistema. Mimo toga, konac¢ni rezultati ovog rada, bili
su i snaZan podsticaj za ovde iznete rezultate a posebno logi¢ne zakljucke koji se,
na bazi istih, prirodno namecu.

U radu Trinh, Aldeen (1995.a) razmatrana je asimptotska i D —stabilnost diskretnih
sistema sa kasnjenjem 1 predloZeni su dovoljni uslovi koji su manje konzervativni
u odnosu na uslove u radu Mori et al. (1982.b).

U lit. Debeljkovic et al. (2004.b, 2005) poboljsani su postojeci rezultati koji se ticu
asimptotske stabilnosti partikularne klase linearnih, vremenski diskretnih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Ovi radovi proSiruju jedan od osnovnih rezultata
na polju ljapunovske (asimptotske) stabilnosti linearnih, vremenski invarijantnih,
diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem. Rezultati su dati u formi samo
dovoljnih uslova i predstavljaju poboljSanje postojec¢ih rezultati koji se ticu asimptotske

stabilnosti ~ sistema  opisanih  vektorskom  jedna¢inom stanja u  formi

x(k+1)=A,x(k)+ A, x(k—1). Izvedeni rezultati su manje konzervativni u odnosu

na rezultate u postojecoj literaturi.

Osnovni rezultati na polju ljapunovske (asimptotske) stabilnosti linearnih,
vremenski invarijantnih, diskretnih sistema sa Ccistim vremenskim kaSnjenjem
su prosireni u lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.a, 2004.c, 2004.1, 2004.k). Rezultati su
dati u formi samo dovoljnih uslova i predstavljaju generalizaciju nekih prethodnih
rezultata ili potpuno nove rezultate. Za izvedene rezultate se lako moZe pokazati da su,
u vecini slu€ajeva, manje konzervativni u odnosu na rezultate u postojecoj literaturi.

Potrebni i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti, zavisni od ¢isto vremenskog
kaSnjenja, velikih, linearnih, vremenski diskretnih sistema sa cistim vremenskim
kaSnjenjem, su dati u lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.b, 2004.e). Pokazano
je da asimptotska stabilnost ove klase sistema svodi na asimptotsku stabilnost
odgovarajueg i—tog ekvivalentnog diskretnog sistema. Red ekvivalentnog sistema,
je znatno niZi u odnosu na red razmatranog velikog sistema. Potrebno je reSiti sistem

matriénih jednacina Cije reSenje uvek postoji. KoriSéenjem osobine da je razmatrani
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veliki sistem kona¢no dimenzionalan, izvedeni su potrebni i dovoljni uslovi stabilnosti,
nezavisni od Cisto vremenskog kasnjenja, koji se zasnivaju na ekvivalentnoj matrici
sistema, ¢iji je red znatno veci od reda odgovarajuceg ekvivalentnog sistema.

Lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h) prezentuje dovoljne uslove
asimptotske stabilnosti, nezavisne od Cisto vremenskog kasnjenja, partikularne klase
linearnih, perturbovanih sistema sa viSestrukim vremenskim kaSnjenjem. Prezentovani
kriterijumi uvode mali broj pretpostavki i izraZeni su jednostavnim matemati¢kim
formama. Osim toga njihova primena je efikasnija u odnosu na primene kriterijuma
u postojecoj literaturi.

Rad Stojanovi¢ et al. (2004.f) daje dovoljne uslove D—stabilnosti partikularne klase
linearnih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Kriterijumi
nezavisni od Cisto vremenskog kasnjenja su izvedeni pomocu karakteristi¢ne jednacine.

Dovoljan uslov stabilnosti vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem i nelinearnim perturbacijama je dat u radu Stojanovi¢ et al. (2004.g).
Uslov, nezavisan od kaSnjenja, je izveden koriS¢enjem prilaza koji se zasniva na
Ljapunovljevoj direktnoj metodi.

U lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.j, 2005.d) dati su potrebni i dovoljni uslovi
asimptotske stabilnosti, zavisni od Cisto vremenskog kaSnjenja, velikih, linearnih,
vremenski kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim kasSnjenjem. Dobijeni uslovi
stabilnosti su izraZzeni pomocu Ljapunovljeve matricne jednacine za obican (klasican),
linearan, vremenski kontinualan sistem bez prisustva Cisto vremenskog kasnjenja,
gde postoji nepoznata matrica dobijena reSavanjem odredenog sistema matri¢nih
jednacina.

Stabilnost velikih, intervalnih, vremenski kontinualnih 1 diskretnih sistema sa ¢istim
vremenskim kaS$njenjem je razmatrana u lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.a, 2005.b).
Dovoljni uslovi stabilnosti su prezentovani koriS¢enjem Gersgorin—ove teoreme.

Rad Stojanovié¢, Debeljkovi¢ (2005.c) daje dovoljne uslove stabilnosti vremenski

diskretnih sistema sa cistim vremenskim kasnjenjem u formi
x(k+1)=A,x(k)+ A, x(k—h). Izvedeni su uslovi, nezavisni od kasnjenja, korii¢enjem

prilaza koji se zasniva na Ljapunovljevoj direktnoj metodi. Prezentovani rezultati

su manje konzervativni u odnosu na rezultate u postojecoj literaturi.
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U lit. Stojanovié, Debeljkovi¢ (2006a, 2006.c) dati su dovoljni uslovi
eksponencijalne stabilnosti vremenski diskretnih sistema sa cCistim vremenskim
kaSnjenjem i nelinearnim perturbacijama. Uslovi, zavisni od kaSnjenja, su izvedeni
koriS¢enjem prilaza koji se zasniva na Ljapunovljevoj direktnoj metodi.

Rad Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2006.b) poboljSava postojece rezultati koji se ticu
asimptotske stabilnosti partikularne klase linearnih, vremenski diskretnih sistema
sa Cistim vremenskim kasSnjenjem. U tom smislu, ovaj rad daje dovoljan uslov

asimptotske stabilnosti, nezavisan od Cisto vremenskog kaSnjenja, sistema u formi
x(k+1)=A,x(k)+ A, x(k—h). Metodologija korii¢enja u ovom radu se zasniva

na Ljapunovljevom prilazu.

Potrebni i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti partikularne klase velikih,
linearnih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kasSnjenjem su dati
u lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2007.a, 2007.b, 2008.b). Uslovi zavisni od kaSnjenja
su izvedeni koriS¢enjem Ljapunovljeve direktne metode i zasnivaju se na ta¢nom
reSenju partukularnog sistema matri¢nih jednacina.

Lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.b) daje potrebne i dovoljne uslove
asimptotske stabilnosti, zavisne od Cisto vremenskog kaSnjenja, linearnih, vremenski
kontinualnih i vremenski diskretnih sistema sa cistim vremenskim kaSnjenjem.
Kriterijumi zavisni od Ccisto vremenskog kaSnjenja su izvedeni KkoriS¢enjem
Ljapunovljeve direktne metode i isklju¢ivo se zasnivaju na maksimalnim i dominantnim
solventima partikularne matricne jednacine. Dobijeni uslovi stabilnosti nemaju
konzervatizam.

Rad Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.c) prezentuje potrebne i dovoljne uslove
kvadratne stabilnosti linearnih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem u stanju i neodredenostima. Razmatrani sistem sadrzi Cisto vremensko
kaSnjenje u stanju i vremenski promenljive parametarske neodredenosti, ograniCene
norme, koje se pojavljuju u svim matricama modela u prostoru stanja. Rezultati
su dobijeni u vidu linearnih matricnih nejednakosti. U ovom radu su proSireni
postoje¢i rezultati kvadratne stabilnosti vremenski diskretnih sistema sa cistim

vremenskim kasnjenjem i neodredenostima.
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Nova Ljapunov—Krasovski metoda za vremenski diskretne sisteme sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem je data u radu Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2009.a). Na osnovu
metode, izvedeni su uslovi nezavisni od kaSnjenja.

U radovima Debeljkovi¢, Nestorovi¢, Buzurovi¢, Dimitrijevi¢ (2010.a)
i Debeljkovi¢é, Buzurovi¢, Nestorovi¢, Stojanovié, Dimitrijevi¢, Aleksendri¢ (2011.b)
prezentovani su dovoljni uslovi prakticne stabilnosti i stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu linearnih, vremenski kontinualnih sistema sa ¢istim vremenskim
kaSnjenjem.

Klasa linearnih, vremenski diskretnih sistema sa cCistim vremenskim
kaSnjenjem je razmatrana u radovima Debeljkovi¢, Buzurovi¢, Dimitrijevi¢ (2011.a)
i Debeljkovi¢, Stojanovi¢, Dimitrijevi¢, Popov (2012.a), u kojima su izvedeni dovoljni
uslovi prakticne stabilnosti i1 stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu
razmatranih sistema, kao i uslovi prakti¢ne nestabilnosti.

U radu Debeljkovi¢, Stojanovié, Dimitrijevi¢, Popov (2012.b) prezentovani
su dovoljni uslovi stabilnosti, u vidu linearnih matricnih nejednakosti, pod kojima
je linearan, vremenski diskretan sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem stabilan
na kona¢nom vremenskom intervalu.

Uslovi stabilnosti, zavisni od Cisto vremenskog kaSnjenja, za klasu vremenski
diskretnih sistema sa vremenski promenljivim kasSnjenjem, izraZeni u vidu linearnih
matri¢nih nejednakosti, su izvedeni u radu Stojanovi¢, Debeljkovi¢, Dimitrijevi¢
(2012.b) i definisan je novi Ljapunov—Krasovski funkcional, zavisan od intervala ¢isto
vremenskog kaSnjenja, podelom intervala na dva nejednaka podintervala pomodu
podesivog parametra « .

Problem stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu za klasu linearnih,
vremenski diskretnih sistema sa vremenski promenljivim kaSnjenjem je istraZzen u radu
Stojanovi¢, Debeljkovi¢, Dimitrijevi¢ (2012.a), u kome su na osnovu Ljapunovljevih
funkcija i koriS¢enjem odgovarajuceg transformisanog modela originalnog sistema
izvedeni dovoljni uslovi koji garantuju stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu
razmatrane klase sistema. Kriterijum stabilnosti je prezentovan u formi linearnih
matrinih nejednakosti, koje su zavisne od minimalne i maksimalne granice Cisto

vremenskog kaSnjenja.

46



Hronoloski pregled postignutih rezultata na polju izucavanja ljapunovske stabilnosti

Literatura

Abgarijan, K. A., “Ustoicivost dviZenia na kone¢nom intervale” v knjigi Itogi nauki
i tehniki, VINITT AN SSSR, Obscaja mehanika, Moskva, (1976) 43—124.

Abdullin, R. Z., Yu. L. Anapoljskii, “K zadacam praktic¢eskoj ustoiivosti” v kjigi
Vektor—funkcii Ljapunova i ih postoenie, Nauka, Novosibirsk, (1980) 34-91.

Barabashin, E. A, Lyapunov Functions, Nauka, Moscow, 1970.

Debeljkovi¢, D. Lj., Stabilnost sistema automatskog upravijanja na konacnom
i beskonacnom vremenskom intervalu, MasSinski fakultet, Beograd, 2009.

Debeljkovi¢, D. Lj., S. B. Stojanovi¢, “A Short Note to the Lyapunov
Stability of x(k+1)=A)x(k)+A,x(k—1)", Proc. of CDCOC, Shenyang (China),

August 22-24, (2004) CD—Rom.

Debeljkovi¢, D. Lj., M. P. Lazarevi¢, S. B. Stojanovi¢, M. B. Jovanovi¢,
S. A. Milinkovi¢, “Discrete Time Delayed System Stability Theory in the Sense
of Lyapunov: New Results”, Proc. ISIC 2004, Taipei (Taiwan), September 1-4,
(2004.b) CD-Rom.

Debeljkovi¢, D. Lj., M. P. Lazarevi¢, S. B. Stojanovi¢, M. B. Jovanovi¢,
S. A. Milinkovi¢, “Discrete Time Delayed System Stability Theory in the Sense
of Lyapunov: New Results”, Dynamics of Continuous, Discrete and Impulsive Systems,
(Canada), Vol. 12, Series B: Numerical. Analysis, (2005) 433-442.

Debeljkovi¢, D. Lj., T. Nestorovi¢, 1. M. Buzurovi¢, N. J. Dimitrijevic,
“A New Approach to the Stability of Time-Delay Systems in the Sense of Non—
Lyapunov Delay-Independent and Delay—Dependent Criteria”, Proc. of g
International Symposium on Intelligent Systems and Informatics, Subotica (Serbia),
September 10-11, (2010.a), 213-218.

Debeljkovi¢, D. Lj., I. M. Buzurovi¢, N. J. Dimitrijevi¢, “On Finite Time
and Practical Stability of Linear Discrete Time Delay Systems”, 9" IEEE International
Symposium on Intelligent Systems and Informatics (SISY), Subotica (Serbia),
September 8-10, (2011.a) 119-124.

47



Hronoloski pregled postignutih rezultata na polju izucavanja ljapunovske stabilnosti

Debeljkovi¢, D. Lj.,, I. M. Buzurovi¢, T. Nestorovi¢, S. B. Stojanovic,
N. J. Dimitrijevi¢, M. S. Aleksendri¢, “Time Delayed System Stability Theory
in the sense of Non—Lyapunov Delay Independent and Delay Dependent Approach:
New Results”, IEEE Multi—-Conference on Systems and Control, No. 36, Denver, CO,
(USA), September 28-30, (2011.b) 1410-1417.

Debeljkovi¢, D. Lj., S. B. Stojanovi¢, N. J. Dimitrijevi¢, D. Popov, “The Stability
of Linear Discrete Time Delay Systems Over a Finite Time Interval: New Results”,
The 10™ World Congress on Intelligent Control and Automation (WCICA 2012), Beijing
(Chine), July 6-8, (2012.a), accepted.

Debeljkovi¢, D. Lj., S. B. Stojanovi¢, N. J. Dimitrijevi¢c, D. Popov,
“On  Non-Lyapunov Stability of Linear Discrete Time Delay Systems:
LMIs Approach”, The 10™ World Congress on Intelligent Control and Automation
(WCICA 2012), Beijing (Chine), July 6-8, (2012.b), accepted.

Gajié, Z., M. Qureshi, Lyapunov Matrix Equation in System Stability and Control,
Academic Press, San Diego (USA), 1995.

Gruji¢, Lj. T., Automatic Control System Syntehesis of Rigid Body Motion though
a Fluid, M. Sc. Thesis (in Serbian), Electrical Eng. Dept., University of Belgrade,
Belgrade, October 1970.

Gruji¢, Lj. T., Large—Scale Systems Stability, (in Serbian), Faculty of Mechanical
Eng., Belgrade, 1974.

Gruyji¢, Lj. T., A. A. Martinjuk, M. Ribbens—Pavella, Stability of Large Scale
Systems under Structural and Singular Disturbances, Naukova Dumka, Kiev, 1984.

Hahn, W., Theory and Application of Lyapunov’s Direct Method, Prentice Hall,
Englewood Cliffs, 1963.

Hahn, W., Stability of Motion, Spinger—Verlag, Berlin, 1967.

JanuSevskii, R. T., Upravienie objektami s zapazdavaniem, Nauka, Moskva, 1978.

Khalil, H. K., Nonlinear Systems, MacMillan Publ. Company, New York, 1990.

Koepcke, R. W., “On the Control of Linear Systems with Pure Time Lag”,
Trans. ASME J. Basic Eng., (3), (1965) 74-80.

Krasovskii, N. N., Problems in the Theory of Stability of Motion, Stanford
University Press, 1963.

48



Hronoloski pregled postignutih rezultata na polju izucavanja ljapunovske stabilnosti

Lyapunov, A. M., General Problem of Stability of Motion, Moscow, Leningrad
(USSR), Academy of Science, 1956.

Mori, T., N. Fukuma, M. Kuwahara, “Delay—Independent Stability Criteria for
Discrete—Delay Systems”, IEEE Trans. Automat. Contr., AC-27 (4), (1982.b) 946-966.

Rouche, N., P. Haberts, M. Laloy, Stability Theory by Lyapunov’s Direct Method,
Spinger—Verlag, New—York, 1977.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “On the Asymptotic Stability of Linear
Discrete Time Delayed System”, 7" Biennial ASME Conference Engineering Systems
Design and Analysis, ESDA 2004, Manchester (UK), July 19-22, (2004.a) CD-Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Necessary and Sufficient Conditions
for Delay—Dependent Asymptotic Stability of Linear Discrete Large Scale Time Delay
Autonomous System”, 7" Biennial ASME Conference Eng. Systems Design
and Analysis, ESDA 2004, Manchester (UK), July 19-22, (2004.b) CD-Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “On the Asymptotic Stability of Linear
Discrete Time Delay Systems”, CDIC 2004, Nanjing (China), August 18-20,
(2004.c) CD—Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “On Stability of Perturbed Linear Discrete—
Delay Systems with Multiple Delays”, CDIC 2004, Nanjing (China), August 18-20,
(2004.d) CD-Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Necessary and Sufficient Conditions
for Delay—Dependent Asymptotic Stability of Linear Discrete Large Scale Time Delay
Autonomous System”, CDIC 2004, Nanjing (China), August 18-20, (2004.e) CD—Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, M. Lazi¢, V. Veljkovi¢, “D-stability Analysis
of Time Delay Technological Systems with Multiple Time Delays”, Proc. CHISA 2004,
Prague (Czech Republic), Avgust 28-31, (2004.f) CD-Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, M. Lazi¢, V. Veljkovi¢, “Stability of Time
Delay Technological Systems with Nonlinear Perturbations”, Proc. CHISA 2004,
Prague (Czech Republic), Avgust 28-31, (2004.g) CD—Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “On Stability of Perturbed Linear Discrete—
Delay Systems with Multiple Delays”, ICARCV 2004, Kunming (China),
December 06-09, (2004.h) CD—Rom.

49



Hronoloski pregled postignutih rezultata na polju izucavanja ljapunovske stabilnosti

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “On the Asymptotic Stability of Linear
Discrete Time Delay Systems”, ICARCV 2004, Kunming (China), December 06-09,
(2004.1) CD-Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Necessary and Sufficient Conditions
for Delay—Dependent Asymptotic Stability of Linear Continuous Large Scale Time
Delay Autonomous System”, Preprints 2" JFAC Symposium on System, Structure
and Control, Oaxaca (Mexico), December 8-10, (2004.j) CD—Rom.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “On the Asymptotic Stability
of Linear Discrete Time Delay Systems”, Facta Universitatis, Vol. 2, No. 1,
(2004 k) 25-48.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “The Sufficient Conditions for Stability
of Continuous and Discrete Large-Scale Time Delay Interval Systems”,
The fifth International Conference on Control and Automation, ICCA 05, Budapest
(Hungary), June 26-29, (2005.a) 347-352.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “The Sufficient Conditions for Stability
of Continuous and Discrete Large—Scale Time Delay Interval Systems”, International
Journal of Information & System Science, (Canada), Vol. 1, No. 1, (2005.b) 61-74.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “On the Asymptotic Stability of Linear
Discrete Time Delay Autonomous Systems”, International Journal of Information
& System Science, (Canada), Vol. 1, No. 34, (2005.c) 413-420.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Necessary and Sufficient Conditions
for Delay—Dependent Asymptotic Stability of Linear Continuous Large Scale Time
Delay Autonomous Systems”, Asian Journal of Control, (Taiwan), Vol. 7., No. 4,
(2005.d) 414-418.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Exponential Stability of Discrete Time
Delay Systems with Nonlinear Perturbations”, 8" Biennial ASME Conference Eng
Systems Design and Analysis, ESDA 2006, Torino (Italy), July 04-07, (2006),
also in Proc. Asian Control Conference, Bali (Indonesia), July 18-21, (2006.a) 1-4.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Further Results on Asymptotic Stability
of Linear Discrete Time Delay Autonomous Systems”, International Journal

of Information & System Science, (Canada), Vol. 2, No. 1, (2006.b) 117-123.

50



Hronoloski pregled postignutih rezultata na polju izucavanja ljapunovske stabilnosti

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Exponential Stability of Discrete Time Delay
Systems with Nonlinear Perturbations”, International Journal of Information & System
Science, (Canada), Vol. 2, No. 3, (2006.c) 428-435.

Stojanovi¢ S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Stability of Large Scale Linear Discrete
Time Delay Systems: Necessary and Sufficient Conditions”, Proc. The 5™ Edition
of IFAC Knowledge and Technology Transfer Conference Series on Automation
for Buliding the Infrastructure in Developing Countries (DECOM 2007), Cesme—Izmir
(Turkey), May 17-19, (2007.a) CD—Rom.

Stojanovi¢ S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Delay-Dependent Criteria for Stability
of Large-Scale Linear Discrete Time-Delay Systems”, Proc. European Control
Conference 2007 (ECC 2007), Kos (Greece), July 2-5, (2007.b) CD—Rom.

Stojanovi¢ S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Simple Stability Criteria of Linear Discrete
Time Delay Systems: Lyapunov—Krasovskii Approach”, Proc. European Control
Conference 2007 (ECC 2007), Kos (Greece), July 2-5, (2007.c).

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Necessary and Sufficient Conditions
for Delay—Dependent Asymptotic Stability of Linear Discrete Time Delay Autonomous
Systems” Proc. of 17th IFAC World Congress, Seoul (Korea), July 06-10,
(2008.a) 2613-2618.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Delay—Dependent Stability of Linear Large
Scale Time Delay Systems: Necessary and Sufficient Conditions”, International Journal
of Information & System Science, (Canada), Vol. 4, No. 2, (2008.b) 241-250.

Stojanovi¢, S. B, D. Lj. Debeljkovi¢, “Quadratic Stability and Stabilization
of Uncertain Linear Discrete Time Systems with State Delay: A LMI Approach”,
Dynamics of Continuous, Discrete and Impulsive Systems, (Canada), Vol. 15, Series B:
Applications and Algorithms, No. 2, (2008.c) 195-206.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Stability Criteria of Linear Discrete Time
Delay Systems: Lyapunov—Krasovskii Approach”, Proc. ICIEA, Xian (China),
May 25-27, (2009.a) 2497-2501.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, “Delay—Dependent Stability of Linear Time
Delay Systems: Necessary and Sufficient Conditions”, Dynamics of Continuous,
Discrete and Impulsive Systems, (Canada), Series B: Applications and Algorithms.
Vol. 16, No. 6, (2009.b) 887-900.

51



Hronoloski pregled postignutih rezultata na polju izucavanja ljapunovske stabilnosti

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, N. Dimitrijevi¢, “Finite-Time Stability
of Discrete-Time Systems with Time—Varying Delay”, Chemical Industry & Chemical
Engineering Quarterly, (2012.a), DOI:10.2298/CICEQ120126026S.

Stojanovi¢, S. B., D. Lj. Debeljkovi¢, N. Dimitrijevi¢, “Delay—Dependent Stability
of Discrete-Time Systems with Time—Varying Delay: Delay Decomposition
Approach”, International Journal of Computers, Communications & Control, Vol. 7,
No. 4, (2012.b) 242-250.

Tchetaev, N. G., Stability of Motion, Gosthizdat, Moscow, 1955.

Trinh, H., M. Aldeen, “D-Stability Analysis of Discrete—Delay Perturbed
Systems”, International Journal of Control, 61 (2), (1995.a) 493-505.

Valeev, G. K., G. S. Finin, The Construction of Lyapunov Functions, Naukova
Dumka, Kiev, 1981.

Yoshizawa, T., Stability Theory by Lyapunov’s Second Method, The Mathematical
Society of Japan, Tokyo, 1966.

52



Rekapitulacija osnovnih rezultata na polju proucavanja ljapunovske stabilnosti diskr. sistema

IV REKAPITULACIJA NEKIH OSNOVNIH
REZULTATA NA POLJU PROUCAVANJA
LJAPUNOVSKE STABILNOSTI
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

4. REKAPITULACIJA OSNOVNIH REZULTATA

IzlaZe se zavr$ni deo rada Koepcke (1965), koji je relevantan u svetlu problematike
vremenski diskretnih sistema sa kasnjenjem. Diskretizacijom vremenski kontinualnog

sistema, Koepcke (1965), dobija sistem jednacina u sledecoj formi:

x(k+1)=3 AP x(k—i). @.1)

i=0
Definicija 4.1 Sistem opisan matricnom, diferencnom jednacinom:

x(k+1)=f(k,x), 4.2)

ima stabilno nulto ravnoteino stanje, X, =0 _, ako za svaki pozitivni broj &, £€>0,

postoji pozitivni broj §=J(€,k) i norma takva da ako je ||X(k)||$5 to povlaci

"x(i)”S €, za svako i>k. Ako O ne zavisi od normalizovanog vremena k, tada je

ravnotezno stanje sistema ravnomerno stabilno, Koepcke (1965).

Definicija 4.2 Nulto ravnotezno stanje sistema, datog jed. (4.2), je asimptotski

stabilno ako je ravnomerno stabilno i ako za bilo koji pozitivan broj M postoji broj

g(M) i norma takva da ispunjenje ”X(k)”S r povlaci "x(p)”SM za svako p>gq

pri cemu r ne zavisi od M ili X(k) , Koepcke (1965).
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Lema 4.1 Sistem, dat jed. (4.1) je ravnomerno stabilan ako je ispunjeno:
>ar|<1, (4.3)
i=0

Koepcke (1965).

Teorema 4.1 Ako za sistem, dat jed. (4.1), pri ¢emu za bilo koju usvojenu normu

postoje pozitivne konstantne & i ¥<1 takve da je ispunjeno:

EH (4.4)
vazi i
HA,DH <const.<1, 4.5)
razmatrani sistem je ravnomerno asimptotski stabilan, Koepcke (1965).

Prvi rezultat, kada su u pitanju dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti vremenski
diskretnih sistema sa kasnjenjem, dat je u radu Mori et al. (1982.b). Tamo izloZeni
razultat spada u grupu kriterijuma koji ne uzima u obzir iznos Cisto vremenskog
kaSnjenja na stabilnost razmatranog sistema.

Neka je linearni, autonomni, vremenski diskretni sistem sa kasnjenjem dat svojom

vektorskom jednacinom stanja:

x(k+1)=A x(k)+A,x(k—N), (4.6)
uz pocetne uslove u formi:
x(j)=w(j), j=0-1....—N. 4.7
Jasno je da:
x(k)eR", Aj...,A, € R™. (4.8)

Ocigledno je, da se u sistemu javlja samo jedno Cisto vremensko kaSnjenje,

tako da transformisani sistem, u ovom posebnom slucaju, izgleda ovako:

X, (k+1)=A, x,(k), (4.9)

x, (K)=[x"(k) x"(k-1) ... x'(k-N)]. (4.10)
A 0 0 Ay

A, = 1(; ;’ 8 g o eV @1
0 0 . 1 0
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Potrebni 1 dovoljni uslovi svode se tako na ispitivanje diskretnog sistema
bez kasnjenja, odnosno na jednostavnu proveru da li korenovi karakteristicnog

polinoma sistema:
det(z1,,.,— A, )=0. (4.12)

leZe unutar jedini¢ne kruZnice, u kompleksnoj z ravni.
Teorema 4.2 Ako vazi uslov:
=4[ >[4 (4.13)
tada je sistem, dat jed. (4.6), asimptotski stabilan, Mori et al. (1982.b).

Komentar 4.1 Naime, imajuc¢i u vidu kultni rad Mori et al. (1981) koji se bavi
identicnom problematikom, ali za vremenski kontinualne sisteme sa kasnjenjem,
lako se uocava sustinska razlika u oba izvedena rezultata.

Dok se u kontinualnoj verziji prosto imperativno namecée potreba za postojanjem

stabilne (Hurvicove) matrice A, i prakticno ne dozvoljava njeno nepostojanje,
ovde je oc¢igledno da njena egzistencija cak nije ni poZeljna.
Ovakav zakljucak je 1 logi¢an jer A, matrica kao nula matrica samo poboljsava

rezervu stabilnosti razmatranog sistema imaju¢i u vidu da su sve njene sopstvene
vrednosti locirane u ishodistu kompleksne z ravni.

Ukoliko se uslov Teoreme 4.2, dat jed. (4.13), napiSe u pogodnijoj formi:
4ol + A4 <1, (4.14)

lako se namece sledeci zakljucak.

Naime, Sto je sistem bez kasnjenja stabilniji, odnosno §to je manji prvi sabirak,

NN

to sistem moZe da "izdrZi" vecu prisutnost kaSnjenja, oli¢enu u drugom sabirku.
Postavlja se kao osnovno pitanje da li je moguce uopstiti ovaj rezultat na sisteme
sa vise nezavisnih kasnjenja.

Teorema 4.3 Linearni, vremenski diskretni sistem sa ka$njenjem:

N

x(k+1)=Ax(k)+> A x(k—i) , (4.15)

i=1

je asimptotski stabilan ako je ispunjen sledeci uslov:

ZN:“Ai“<1, (4.16)

i=0

Debeljkovic, Aleksendric (2003.a).
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V STABILNOST U SMISLU LJAPUNOVA
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM:
KRITERIJUMI KOJI NE UZIMAJU U OBZIR
IZNOS CISTO VREMENSKOG KASNJENJA

5. ASIMPTOTSKA STABILNOST VREMENSKI DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Mnogobrojni radovi koji se ti€u stabilnosti sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem su objavljeni, sa posebnim naglaSavanjem na primenu Ljapunovljeve druge
metode ili koriS¢enje koncepta matricnih mera, Lee, Diant (1981), Mori et al. (1981),
Mori (1985), Hmamed (1986.a, 1986.b), Lee et al. (1986), Alastruey, De La Sen (1996).

Ocigledno je da postoji vise radova objavljenih na polju vremenski kontinualnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem nego na polju vremenski diskretnih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Sigurno je da jedan od osnovnih razloga leZi
u Cinjenici da su vremenski diskretni sistemi sa Cistim vremenskim kaSnjenjem
kona¢nih dimenzija, tako da se lako mogu formirati ekvivalentni sistemi znatno velikog
reda, Mori et al. (1982.b), Maleu—Zavarei, Jamshidi (1987), Gorecki et al. (1989).

Pod pretpostavkom da je matrica ekvivalentnog sistema poznata moguce je,
koriS¢enjem standardnih postupaka razvijenih za obi¢ne (klasi¢ne), linearne, vremenski
diskretne sisteme, odrediti osobinu stabilnosti vremenski diskretnog sistema sa Cistim
vremenskim kasSnjenjem.

Razmatrajuéi problem ispitivanja linearnih, vremenski diskretnih sistema sa ¢istim
vremenskim kaSnjenjem 1 njihove Iljapunovske stabilnosti, potrebno je ukazati

da ne postoje mnogo rezultata koji se bave ovim problemom.

59



Stabilnost u smislu Ljapunova diskretnih sistema nezavisna od ¢isto vrem. kaSnjenja

U radu Premier, Vacroux (1969) metoda ortogonalne projekcije je koriS¢ena
za izvodenje jednaCine za optimalno ocenjivanje stanja linearnog, vremenski
promenljivog, diskretnog sistema sa viSestrukim ¢istim vremenskim kaSnjenjem.
Izveden je takode Kalman—ov filter sa potrebnom rekurzivhom greskom i unakrsnom
greSkom matri¢ne jednacine.

Problem linearnog—kvadratnog pra¢enja je razmatran, prvi put, u radu
Pindyck (1972), za vremenski diskretne sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem
prisutnim u ulazima.

U radu Mori et al. (1982.b), ovaj problem je prevaziden prezentovanjem nekoliko
kriterijuma stabilnosti, nezavisnih od €isto vremenskog kasnjenja, vremenski diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem. Medutim, ovi uslovi su konzervativniji
1 mogu se primeniti samo na sisteme bez perturbacija.

Rad Trinh, Aldeen (1995.a) prezentuje dovoljne uslove robusnosti
i D-stabilnosti perturbovanih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem. MoZe se pokazati da su ovi rezultati manje konzervativni u odnosu
na rezultate u navedenoj literaturi, narocito u radu Mori et. al (1982.b).

U nekim kasnijim radovima, razmatrana je analiza robusne stabilnosti sistema
sa  Cistim  vremenskim  kaSnjenjem sa  parametarskim  neodredenostima.
Za vremenski kontinualne sisteme, u smislu algebarske Riccati—eve jednacine i linearne
matri¢ne nejednakosti (linear matrix inequatity—LMI), dobijeni su dovoljni uslovi,
Esfahani et al. (1998) i Su, Chu (1999).

Za vremenski diskretne sisteme, istovetni rezultati su prezentovani u radu

Verriest, Ivanov (1995).

Oznadavanje. Neka je ||X||(') norma nekog vektora (gde je -=1,2,00), a ||()|| je

108 r . e 1/2
matriéna norma tog vektora. Ovde ¢e se Koristiti  oznake ||x||zé(x7x)

i ||()||2 =2 (A’A). Prethodno navedeni indeksi ~ i " oznacavaju konjugovano-
transponovanu i transponovanu matricu, sledstveno. Apsolutna vrednost matrice A
oznaena je sa |A|, dok p(A) i det(A) oznadavaju spektralni radijus i determinantu

matrice A. M oznafava klasu realnih kvadratnih matrica sa nepozitivnim

nedijagonalnim elementima i pozitivnim glavnim minorima.
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Linearni, autonomni, vremenski diskretni sistem sa viSestrukim ¢istim vremenskim

kasSnjenjem moZe se predstaviti diferencnom jednac¢inom:

N
x(k+1)=Ax(k)+ Y A x(k—h,), (5.1)

j=
gde je: x(k)eR" vektor stanja, A,eR™ matrica odgovarajuéih dimenzija
1 0=h,<h <h,<...<h, su celi brojevi koji predstavljaju Cista vremenska kaSnjenja

sistema.

Stav 5.1 Linearni, autonomni, vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem, dat jed. (5.1), je asimptotski stabilan ako i samo ako sve nule njegovog
karakteristi¢cnog polinoma leZe unutar jedini¢nog kruga.

Sistem, dat jed. (5.1), moZe da se napise na slede¢i nacin:

x(k+1)=A, %(k), (5.2)
gde je:
R CTur T T T n(ly+1)
%(k)=[x"(k) x"(k=1) .. x"(k—hy)] e R, (5.3)
Ao AAI AhN—l AhN
I, 0 .. 0 0
A=lo 1. .. 0 0| 54
0 0 I, 0

! , Vi=0,1,...,h,. (5.5)

. A, i=h, j=0,1,...,N
A= :
0, i#h, j=01,...,N

Neophodni i dovoljni uslovi za asimptotsku stabilnost sistema, datog jed. (5.1), su:
det(z1,, ,—A,)#0. |z|>1. (5.6)
Lema 5.1 Za bilo koju Hermitsku matricu X € C™ i bilo koji kompleksni vektor
ve C"/{0} vazi:

.
vXvV

*
vy

<1 (X). (5.7)

- max

ﬂmin(X) <

tako da se donja i gornja granica ove nejednakosti mogu dosti¢i ako sopstveni vektor v

odgovara sopstvenoj vrednosti A, (X ), ili 4, (X), sledstveno.

min
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Lema 5.2 Za bilo koju kvadratnu matricu X € R™ i za bilo koji kompleksni

vektor ve C"/{0}, polje vrednosti:

vAY, (58)
Vv
uvek je u pravougaoniku u kompleksnoj ravni ¢ije su Cetiri strane date sa:
[/li(H),jxlk(K)J, i,k ="min","max", (5.9)
gde je:
1 1
H=—(X+X"), K=—(X-X"), j=-L 5.10
X+ XT) K=o X =xT). (5.10)
Matri¢na funkcija:
max\//lz )+ (K (X)) =\p*(H)+p*(K). (5.11)

predstavlja najvece rastojanje u kompleksnoj ravni izmedu koordinatnog pocetka i Cetiri

tacke definisane jed. (5.9).

Teorema 5.1 Sistem, dat jed. (5.1), je asimptotski stabilan ako je:
N
Z“AJ.H <1, (5.12)
j=0

Stojanovi¢, Debeljkovic, (2004.a, 2004.c, 2004.1, 2004.k).

Zakljucak 5.1 Ako je N =1, uslov, dat nejed. (5.12), svodi se na uslov dat u radu
Mori et al. (1982.b).

Teorema 5.2 Sistem, dat jed. (5.1), je asimprotski stabilan ako je ispunjen sledeci

uslov:
>d(4A)<1, (5.13)

gde je matrina funkcija d(-) data jed. (5.11), Stojanovié, Debeljkovic,
(2004.a, 2004.c, 2004.1, 2004 k).

Zakljucéak 5.2 Ako je N =1, uslov, dat nejed. (5.13), svodi se na uslov dat u radu
Mori et al. (1982.b).
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Teorema 5.3 Ako matrica D, definisana sa:

Deln—ﬁw, (5.14)
j=0
N
dii = l_z aif‘
dy = M (5.15)
dy :_Zo‘ai{“
=

pripada klasi matrica M, tada je sistem, dat jed. (5.1), asimptotski stabilan,

Stojanovié, Debeljkovi¢, (2004.a, 2004.c, 2004.1, 2004 k).

Zakljucak 5.3 1z osnovnog uslova Teoreme 5.3, za N =1, sledi uslov dat u radu

Mori et al. (1982.b).
Lema 5.3 Matrica De R™ pripada klasi matrica M ako i samo ako:
ICeR™ 20, JreR*'>p(C), D=rl, -C. (5.16)

Zakljuéak 5.4 Ako se upotrebi norma, ||( )

()’ (-):1,00, u Teoremi 5.1, tada

sledi:
N N N Iy
3l =Slall, oSl 2o Sl e
=0 J=0 Jj=0 () Jj=0
Ako se definiSe:
N
c=3 |20, (5.18)
Jj=0

r:1>p£i‘Aj‘]:p(C), (5.19)
J=0

D:In—i)‘Aj‘, (5.20)
=

tada se iz Leme 5.3 mozZe zakljuditi da matrica D pripada klasi matrica M .

Ovo pokazuje da iz Teoreme 5.1 sledi Teorema 5.3 i da je uslov Teoreme 5.1

restriktivniji od uslova Teoreme 5.3 kada je | ()] =] (-}, iti | (-). -
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Teorema 5.4 Sistem, dat jed. (5.1), je asimptotski stabilan, ako je zadovoljen jedan

od sledeca dva uslova:

N
> p(H))<1, (5.21)
J=0
N
Z(;HHJHZ <1, (5.22)
=
gde su matrice H ; definisane sa:
A+AT
i= o j=0,1L...,N, (5.23)

Stojanovi¢, Debeljkovic (2004.a, 2004.c, 2004.1, 2004.k).
Uslov, dat nejed. (5.22), sledi direktno iz nejed. (5.21) imajuéi u vidu da su matrice

H i simetri¢ne, tako da se moZe napisati:

p(Hj):“Hj

Zakljucak 5.5 Na osnovu elementarnih algebarskih operacija vaze slede¢i izrazi:

j=01,...,N. (5.24)

2’

p(A)=p(H+jK) :ml_ax‘ﬂi(H +jK)|< ml_ax‘li(H)+j/1i(K)‘

. (525
<max |, (H)|+max|j4,(K)|= p(H )+ p(K) =|H], +|K],
o) =|H], =4+ 4], <3|, |a"],) =] 4], (5.26)
1z Bendixsons—ove nejednakosti:
Apin (H)<ReA(A) <A, (H), (5.27.a)
Avin (K)<ImA(A) <A, (K), (5.27.b)
sledi:

A(A)|< A5 + A% (5.28)
Ay = max{[ A, (H)|. Ay, (H)|} = max|2,(H)|= p(H), (5.29)
A =max{| A, (K|, |2, (K)] = max|2,(K)|= p(K), (5.30)

i konacno:

m?x\zi(A)\ep(A)s¢p2(H)+p2(1<)=r%xwf(H)+z§(K)ed(A). (5.31)
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Tako da iz jed. (5.26) i jed. (5.31) sledi:
p(H)=|H|,<d(A), p(H)<|H]|,<|A],- (5.32)

Zakljucak 5.6 Nije teSko dokazati, imajuci u vidu jed. (5.55), da vazi slede¢i izraz:

So(n)<3ala)<r Slu] <3al<. (539

tako da su uslovi dati Teoremom 5.1 1 Teoremom 5.2 restriktivniji od onih datih
Teoremom 5.4.

Shodno dovoljnim uslovima, datim nejed. (5.21-5.22), moze da se izvede sledeci
zakljucak:

—laki su za koriS¢enje s obzirom da se koriste samo norme matrica,

— reSenja su manje restriktivna u odnosu na ona data nejed. (5.12) i nejed. (5.13),

Sto predstavlja uopStenje uslova koje je dat u radu Mori et al. (1982.b).
Lema 5.4 Neka je:
G(z)=(zI,-A)", (5.34)
tada je:

\G(z)z‘h\s;|6(k)|:L, | z|>1, (5.35)

G(k) je niz matrica impulsnog odziva od G(z) pri €mu je G(0)=0,
Trinh, Aldeen (1995.a).
Lema 5.5 Za bilo koju (nxn) kvadratnu matricu X , vazi sledece:
p(X)<l = det(I,—X)#0, (5.36)
Trinh, Aldeen (1995.a).
Lema 5.6 Za bilo koje kvadratne matrice X € R™ i Y e R™, vazi sledeCe:
[X[<pr] = p(X)<p(x])<p(Y) (5.37)
Teorema 5.5 Sistem, dat jed. (5.1), je asimptotski stabilan, nezavisno

od kaSnjenja, ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

p(A)<1, (5.38.a)
p(Lﬁ:‘Aj‘]<l, (5.38.b)
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gde je L definisano jed. (5.35), a G(k) se dobija iz:
G(k)=A"", k=12 ..o G(0)=0, (5.39)
Stojanovi¢, Debeljkovic, (2004.a, 2004.c, 2004.1, 2004.k).

Zaklju¢ak 5.7 Fundamentalna matrica sistema, datog jed. (5.1), bez Ccisto

vremenskog kaSnjenja je:
®(z)=(z1,-4A,) " 2=G(2)z, (5.40)
tako da je:
G(z)=7'®(z) = G(k)=@(k-1)=4A7", G(0)=0. (5.41)

Ako je A, diskretno stabilna matrica, p(A,)<1, tada je beskona¢ni niz:

L=2[6 (k)| =26 ()= 2]A | Al = (1, -[A])". (5.42)
k=0 =1 =0 j=0
konvergentan, tako da se matrica L moZe direktno izracunati.

Zakljucak 5.8 Uslovi dati nejed. (5.38) su manje restriktivni od uslova datih
nejed. (5.12). Razlog lezi u cCinjenici da uslovi dati nejed. (5.38) uzimaju u obzir

strukturu kasnjenja u matrici A;, dok uslov iz nejed. (5.12) uzima u obzir samo normu

matrica.

Primer 5.1 Razmatra se vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim

kaSnjenjem:

x(k+1)=Ax(k)+ A x(k-1)+ A, x(k-2),

(02 03 4 03 0 (01 02
A= 0.1 -015) 1_7/0,2 0.1/ 4, = 0,15 01)°

a ¥ je parametar.

gde su:

Primenjujuéi Teoreme 5.1-5.5 dobijaju se uslovi asimptotske stabilnosti prikazani

u tabeli 5.1.
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Tabela 5.1 Uslovi asimptotske stabilnosti

)], = 1A <0.5
Teorema 5.1 zN:HAJH <1 "( . )”2 |}’| <0,9673
j=0
||l 17 <0.6667
Teorema 5.2 zN:d(Aj)<l |;/|<1,1704
=0
N
D= — > |A.
Teorema 5.3 ’ ,Z;‘ d 11 <1,1055
je M —matrica
N
2 p(H,)<1
j=0
Teorema 5.4 N |7| <1,2719
2|, <1
Jj=0
Teorema 5.5 p[Lﬁ:‘AjU<l |71<1,2440
=

Na osnovu rezultata prikazanih u tabeli 5.1, moZe da se zakljuci sledece:

— rezultati dobijeni Teoremom 5.4 su manje restriktivni od onih dobijenih
primenom Teoreme 5.1 1 Teoreme 5.2, §to je 1 dokazano u Zakljucku 5.6,

— s obzirom da se uslovi Teoreme 5.1 i Teoreme 5.2, u slucaju sistema sa samo
jednim vremenskim kaSnjenjem, svode na rezultate date u radu Mori et al. (1982.b),
sledi da su uslovi Teoreme 5.4 manje restruktivni u odnosu na odgovarajuée uslove date
u radu Mori et al. (1982.b),

— najbolji rezultat postiZe se primenom Teoreme 5.4, pa zatim Teoremom 5.5,

— uslov dat Teoremom 5.4 je vrlo jednostavan za prakti¢nu primenu.

Ako se usvoji vrednost ¥ =1,2719, tada je spektralni radijus ekvivalentne matrice

A,, sistema bez Cisto vremenskog kaSnjenja p(Ae q) =0,9823.

S obzirom da je manji od jedan, rezultat iz tabele 5.1 garantuje asimptotsku

stabilnost razmatranog sistema. Gornja granica za vrednost parametra ¥ iznosi 1,3746

i sistem je, za tu vrednost, granicno stabilan.
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Linearni, autonomni, vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem,
prisutnim u stanju sistema, moZe se predstaviti vektorskom diferencnom jedna¢inom
stanja:

x(k+1)=A,x(k)+ A x(k—h), (5.43)
sa pridruZenom funkcijom pocetnih uslova:
x(0)=wy(0), Oe{-h,—h+1,...,0} (5.44)

Jed. (5.43) se naziva homogenom ili jednafinom stanja u slobodnom radnom
rezimu. x(k)e R" je vektor stanja, Ae R™ je konstantna matrica odgovarajuéih
dimenzija, a isto vremensko kasnjenje je izraZzeno celim brojevima h=1,2,....

Neka je data skalarna funkcija V: R" - R, tako da je ista V(x(t)) ograni¢ena

, takode, ogranicena.

za sve vrednosti svog argumenta X za koje je njegova norma ||X

Lema 5.7 Za bilo koje dve matrice istih dimenzija F i G 1 za neku pozitivhu

konstantu € vazi sledece:
(F+G) (F+G)s(1+€)F'F+(1+¢")G'G. (5.45)
Teorema 5.6 Ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0

takva da je ispunjena sledeca matri¢na jednacina:

(1+€,,) A PA+(1+€, )ATPA -P=-0, (5.46)
gde je:
£, =M (5.47)
™Al

tada je sistem, dat jed. (5.43), asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovi¢, (2005.c).

Lema 5.8 Ako za bilo koju matricu Q=0Q" >0 postoji matrica P=P" >0 koja

je resenje sledece Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

AOTPAO—P:—lf‘:“ 0. (5.48)
. O-max (AI) HAIH . . . .
gdeje £, = = 2 i ako je zadovoljen sledeci uslov:
o (4) A,
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ALY Al
p(A)<, |1+ 5 5 (5.49)

tada je:
i) matrica (Q— P) pozitivno odredena, i

i) matrica: A, diskretno stabilna, Stojanovic, Debeljkovi¢ (2005.c).

Primedba 5.1 1z nejed.(5.49) sledi:

A,
pearsl o) o ] g 1B ok g s

Grafik funkcije t( HA, “2) je prikazan na slici 5.1.

200 T------- e e
1.80 |
1.60 -
140 1 S
1.20 - - =~ R RREaEEEEEEE
1.00 : :

(A1)

0.00 0.50 1.00 1.50
A I,

Slika 5.1 Grafik funkeije (|4, )

Sa grafika se vidi da je funkcija uvek rastuc¢a i veca ili jednaka jedinici, pa je:

inf (sup( (A0)+HA1H2)):1’, (5.51)

Jail,
gdeje: 1" = %12(}(1—5) .

S obzirom na nejednakost p(A,) <||4,[, . iz jed. (5.51) proizilazi sledece:

i, (sup([[au], + ], )) =1 (5.52)
(A AL selp(a)elal )21 .
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Drugim re€ima, najmanji maksimalno dozvoljen zbir normi matrica A, 1 A,
iznosi 1. Ovaj uslov je svakako bolji od uslova HAOHZ +HA1H2 <1, koji je prezentovan
u radu Mori (1982.b).

Posledica 5.1 Ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0
koja je reSenje Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

&

T _p—=_ min
A PA,—P 1+gme, (5.54)
gdeje £, = O-max(Al) = HA1H2 i ako je ispunjen sledec¢i uslov:
o (4)) A,
Auin (Q—P)
(o +o..(4)< - , (5.55)
(Aeom A< ) ()

tada je sistem, dat jed. (5.43), asimptotski stabilan, Stojanovic¢, Debeljkovi¢ (2005.c).

Posledica 5.2 Ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0,

koja je reSenje sledece matri¢ne jednacine:

l+e . YA PA,—P=-¢_Q, (5.56)
min AO AO min
A A
gdeje € . = O-max( 1) = H IHZ 1 ako je ispunjen slede¢i uslov:
o (4)) A,
ﬂ’min (Q)
4 A , 5.57
Ton (A0 ()< G TP >

tada je sistem, dat jed. (5.43), asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.c).

Teorema 5.7 Ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0,
tako da je zadovoljena slede¢a matri¢na jednacina:
2A]PA,+2APA —P=-Q, (5.58)
tada je sistem, dat jed. (5.43), asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovi¢, (2006.b).
Posledica 5.3 Sistem, dat jed. (5.43), je asimptotski stabilan, nezavisno
od kasSnjenja, ako je ispunjen sledeci uslov:
A.(20-P
na(A)) < %Qm) ’
20 (P )

max

(5.59)

70



Stabilnost u smislu Ljapunova diskretnih sistema nezavisna od ¢isto vrem. kaSnjenja

i ako za datu matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0 kao reSenje sledece
Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

Ay PA,-P=-0Q, (5.60)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2006.b).

Posledica 5.4 Sistem, dat jed. (5.43), je asimptotski stabilan, nezavisno

od kaSnjenja, ako je ispunjen sledeci uslov:

max

aZ(AJ<5jﬂigl— (5.61)

i ako za datu matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0 kao refenje sledeée
Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

2A]PA,-P=-0Q, (5.62)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2006.b).

Zakljuéak 5.9 U prethodnim posledicama uslov iz jed. (5.58) je podeljen na dva
dela. Prvi uslov, dat jed. (5.60) ili jed. (5.62), je eliminatoran i ako je on zadovoljen,
drugi uslov, dat nejed. (5.59) ili nejed. (5.61), daje konacan zaklju¢ak o asimptotskoj
stabilnosti.

Uslovi dati jed. (5.60) i jed. (5.62) su zadovoljeni ako i samo ako su A;, odnosno

\/EAO , diskretno stabilne matrice, sledstveno.

Odavde sledi da je Posledica 5.4 restriktivnija od Posledice 5.3 u pogledu prvog

uslova. Medutim, ovo je tacno samo ako je:

<|2,(4,)|<1. (5.63)

-

Neka je ispunjen sledeci uslov:

1
MA%M<Q§. (5.64)

Sve sopstvene vrednosti matrice A, ispunjavaju uslov dat nejed. (5.64).

Sada se uzima da se u Posledici 5.3 i Posledici 5.4, pri ispitivanju stabilnosti koristi

ista matrica Q.

Tadaiz 0<(2Q—-P)<Q sledi:

ﬂ’min(zQ_P)S/lmax(zQ_P)Sﬂmin(Q)7 (565)
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to jest, moZe se re¢i da minimalna sopstvena vrednost matrice Q nikada nece biti manja
od minimalne sopstvene vrednosti matrice (2Q —P).
Kada je P =0, trebalo bi koristiti znak iz nejed. (5.63). Ovo je moguce kada je A,

nula matrica. Sledi da su uslovi stabilnosti iz nejed. (5.61) i jed. (5.62), dati Posledicom
5.4, manje restriktivni u odnosu na uslove iz nejed. (5.59) i jed. (5.60), Posledice 5.3.

S obzirom da iz Teoreme 5.7, uz dodatna ograni¢enja, slede Posledica 5.3
i Posledica 5.4, uslovi stabilnosti ove teoreme su manje restriktivni od uslova stabilnosti

koji su iskazani preko Posledice 5.3 i Posledice 5.4.
Primer 5.2 Razmatra se slede¢i vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim
kaSnjenjem:

x(k+1)=A)x(k)+p A x(k—h),

A0=(0’2 0,3] A:(O,3 0]

o1 «) ' 02 01)

gde je g podesljivi parametar, a skalarni parametar ¢ uzima vrednosti — 0,15 1 0,50.
Uslov asimptotske stabilnosti, nezavisan od kasnjenja, dobija se u funkciji

od parametra @, predstavljen je u tabeli 5.2 i uporeden sa rezultatima datim

u lit. Mori et al. (1982.b) i Trinh, Aldeen (1995.a).

Tabela 5.2 Uslovi asimptotske stabilnosti

frtertjum 0,15 7 +0,50
Mori et al. (1982.b) |p|<1.73 |@|<0,72
Trinh, Aldeen (1995.a) ||<2,08 |p|<1,51
Teorema 5.6 || <2,09 || <1,50
Posledica 5.1 |p|<1,78 || <1,08
Posledica 5.2 || <1,84 |@|<1,10
Teorema 5.7 ||<1,95 |p|<1,47
Posledica 5.3 || <1,68 || <101
Posledica 5.4 |p|<1,70 || <1,06
Granica stabilnosti |p|<2.11 || <1,52
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6. STABILNOST SISTEMA x(k +1) = A, x (k) + A, x(k -1)
U SMISLU LJAPUNOVA

U ovoj glavi razmatra se asimptotska stabilnost partikularne klase vremenski
diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem.

Bi¢e prezentovani dovoljni uslovi, u formi kriterijuma, nezavisnih od Ccisto
vremenskog kasSnjenja.

Ovi rezultati su analogni rezultatu izvedenom u radu Tissir, Hmamed (1996)
za vremenski kontinualne sisteme sa Ccistim vremenskim kaSnjenjem, a manje
su konzervativni u odnosu na uslov prezentovan u radu Jaci¢ et al. (2004).

U literaturi koja obraduje stabilnost sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem,
Cesto se koristi matricna mera. Matriéna mera # za bilo koju matricu Ae C™

je definisana na sledec¢i nacin:

A —
ﬂ(A)zlimllI+€A|l l.

&0 E

(6.1)

Oznacavanje. Za realne simetricne matrice F i G, oznaka F >G (sledstveno,
F>G) znadi da je matrica (F—G) pozitivno poluodredena (sledstveno, pozitivno
odredena). Ako su obe matrice F i G poluodredene, tada je i matrica (F+G)
poluodredena, i ako je jedna od ovih matrica pozitivno odredena, tada je i matrica

(F+G) pozitivno odredena. Ako je matrica F pozitivno odredena, tada je i matrica

F"? pozitivno odredena.
Linearni, autonomni, viSestruko prenosni, vremenski diskretni sistem
sa viSestrukim cistim vremenskim kaSnjenjem moZe se predstaviti vektorskom

diferencnom jednacinom stanja:
N
x(k+1)=Ax(k)+ Y. A x(k—h,), (6.2)
j=

gde su: x(k)e R" vektor stanja, A € R™ matrice, a 0=h,<h <h,<...<h, su celi

brojevi koji predstavljaju Cista vremenska kas$njenja u sistemu.
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Kao specijalan slucaj razmatra se linearni, autonomni, viSestruko prenosni,

diskretni sistem sa Cistim vremenskim kasnjenjem u formi:
x(k+1)=Ayx(k)+ A, x(k-1). (6.3)
Jednadina (6.3) se naziva homogenom ili jedna¢inom stanja u slobodnom radnom
reZimu. x(k) je vektor stanja, A, i A, su konstantne matrice odgovarajucih dimenzija.
Pretpostavlja se da jed. (6.2) zadovoljava uslove glatkosti tako da njena reSenja
uvek postoje, i jedinstvena su i neprekidna u odnosu na k i pocetne uslove, i ograni¢ena
su za sve ograniCene vrednosti njihovih argumenata.

U cilju poredenja rezultata, vremenski kontinualni sistem sa cistim vremenskim

kasnjenjem u prostoru stanja je predstavljen sa:
x(1)=Ax(1)+A x(t-7), (6.4)

gde je x(t)e R" vektor stanja, A, i A, su (nxn) realne matrice.

Vremenski kontinualni sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem

Teorema 6.1 Sistem, dat jed. (6.4), je asimptotski stabilan ako je ispunjen sledeci

uslov:

1(A)+| A <0, (6.5)
Mori et al. (1982.b).

Teorema 6.2 Sistem, dat jed. (6.4), je asimptotski stabilan, nezavisno od cisto

vremenskog kasnjenja, ako je ispunjen sledeci uslov:

O-min (Q% )
|A|<—F—. (6.6)
O-max (Q 2P)
gde je matrica P reSenje Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:
A'TP+PA=-20Q, (6.7)

gde su o, (") i 0,, (") minimalna i maksimalna singularna vrednost matrice (),

max

Tissir, Hmamed (1996).
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Vremenski diskretni sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem
Teorema 6.3 Sistem, dat jed. (6.3), je asimptotski stabilan ako je ispunjen sledeci
uslov:
|4+l a]<1. ©8)
Mori et al. (1982.b).

Teorema 6.4 Sistem, dat jed. (6.2), je asimptotski stabilan ako je zadovoljen

sledeci uslov:
i” A<t (6.9)
i=0

Debeljkovic¢, Aleksendri¢ (2003).

Teorema 6.5 Sistem, dat jed. (6.3), je asimptotski stabilan, nezavisno

od ¢isto vremenskog kaSnjenja, ako je ispunjen sledeci uslov:

Q'ij
| A <L, (6.10)
0, (04P)

gde je pozitivno odredena matrica P reSenje diskretne Ljapunovljeve matricne
jednacine:

AJPA,—P=—(20+A]PA,), (6.11)

gde su o, (") i 0, (") minimalna i maksimalna singularna vrednost matrice (),
Debeljkovic, Stojanovi¢ (2004).
Teorema 6.6 Pretpostavlja se da je matrica (Q—AITPAI) regularna.

Tada je sistem, dat jed. (6.3), asimptotski stabilan, nezavisno od Cisto vremenskog
kaSnjenja, ako je:
o, ((0-47Pa) ")
G, (Q7AP)
gde je matrica P reSenje diskretne Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:
AjPA,—P=-2Q, (6.13)

gde su o, (-) i 0,, () minimalna i maksimalna singularna vrednost matrice (),

max

H A, H < (6.12)

Debeljkovic et al. (2004.b, 2005).
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Teorema 6.7 Sistem, dat jed. (6.3), je asimptotski stabilan, nezavisno

od cisto vremenskog kaSnjenja, ako je:

s %[QZJ

|45 —= (614
O-max [Pz j
gde je matrica P reSenje diskretne Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:
2A)PA-P=-0Q, (6.15)
gde su o, 1 o0, minimalna i maksimalna singularna vrednost matrice,

Debeljkovic et al. (2004.a).
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7. STABILNOST LINEARNIH DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM:
PRILAZ LJAPUNOV-KRASOVSKI

Tokom nekoliko poslednjih godina, znacajna paZnja je poklonjena problemu
analize stabilnosti sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem.

S obzirom da su vecina fizic¢kih sistema vremenski kontinualni, normalno je da su
teorije analize stabilnosti uglavnom razvijene za vremenski kontinualne sisteme.
Uprkos znacajnosti pomenutog, manje paZnje se poklanja vremenski diskretnim
sistemima sa viSestrukim cCistim vremenskim kaSnjenjem, lit. Mori et al. (1985),
Kapila, Haddad (1998), Song et al. (1999), Mahmoud (2000.a, 2000.b),
Lee, Kwon (2002), Fridman, Shaked (2003. 2005.a, 2005.b). Glavni razlog lezi
u Cinjenici da se diferencne jednaCine sa poznatim viSestrukim c¢istim vremenskim
kaSnjenjem mogu pretvoriti u sistem sa kasSnjenjem velikog reda primenom prilaza
prosirenja. Medutim, za sisteme sa velikim iznosom vremenskog kasnjenja, ovo vodi
do sistema velike dimenzije. Osim toga, za sisteme sa nepoznatim Cistim vremenskim
kaSnjenjem Sema proSirenja nije primenljiva.

U ovoj glavi prezentovace se uslovi stabilnosti, nezavisni od Cisto vremenskog
kaSnjenja, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem u stanju.

Ovi uslovi su izvedeni koriS¢enjem nove Ljapunov—Krasovski metode
za vremenski diskretne sisteme sa Cistim vremenskim ka$njenjem.

Linearni, autonomni, viSestruko prenosni, vremenski diskretni sistem sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem prisutnim u stanju sistema, moZe se predstaviti vektorskom

diferencnom jednac¢inom stanja:
x(k+1)=Ayx(k)+ A x(k-h), (7.1)
sa pridruzenom funkcijom pocetnih uslova:
x(0)=y(0), Oe{-h,—h+1,..,0}2A, (7.2)
gde je: x(k)e R" vektor stanja, Ae R™ konstantna matrica odgovaraju¢ih dimenzija,

a he Z" nepoznato Cisto vremensko kasnjenje.
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X, é{x(k—h),x(k—h+1),...,x(k)} , ke Z", je vektor stanja, D(A,R”)—prostor

kontinualnih funkcija oznacava diskretan interval A na R" i ||¢||D :sup||¢(e)||,
oeA

D>¢(68):Ar>R" normaelementa ¢ u D.
Dalje je, DY :{(z)e D: ||¢||D <V,YE€ R} cDD. Za pocetno stanje, pretpostavlja
se slede¢i uslov:
]|, €D~ (7.3)
Ocigledno, x,: A28 — x,(0)=x(k+6)eD ix(k)=x(k,y).
Definicija 7.1 Ravnotezno stanje x=0 sistema, datog jed. (7.1), je globalno

asimptotski stabilno ako za bilo koju pocetnu funkciju y(6) koja zadovoljava:

w(@)e D=, (7.4)
vazi:
%imx(k,\u) —0. (7.5)

Teorema 7.1 Ako postoje pozitivni brojevi @ i f i kontinualna funkcija

V:D—R tako da je:

0<V(x,)<a|x ], . ¥x,#0, V(0)=0, (7.6)

A 2
AV(Xk)zv(Xku)_V(Xk)S_IB”X(k)” ’ (7.7
Vx, € D koje zadovoljava jed. (7.1), reSenje x=0 jednacina (7.1-7.2) je globalno
asimptotski stabilno, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2009.a).

Definicija 7.2 Vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kas$njenjem,
dat jed. (7.1), je globalno asimptotski stabilan ako i samo ako je njegovo reSenje x=0

globalno asimptotski stabilno.

Lema 7.1 Za bilo koje dve matrice F i G dimenzije (nxm) i za bilo koju
kvadratnu matricu P= P’ >0 dimenzije n, vazi sledece:
(F+G) P(F+G)<(l+€)F"PF+(1+¢")G"PG, (7.8)

gde je £ pozitivna konstanta.
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Teorema 7.2 Ako za bilo koju matricu Q =Q" >0 postoji matrica P =P’ >0 tako

da je ispunjena sledeca matri¢na jednacina:

HA‘H ] T [ ||A0|| J T
1 2 1A"PA, +| 1 2 1A"PA,-P=-0Q, (7.9)
{*qum MR

tada je, sistem, dat jed. (7.1), za HA()sttO i A,“zio, asimptotski stabilan,

Stojanovi¢, Debeljkovic (2009.a).
Teorema 7.3 Vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem,

dat jed. (7.1), je asimptotski stabilan ako postoje matrice P>0 i Q>0 tako da vazi

sledeca linearna matri¢na nejednakost:

Q-P 0 AP
* -0 A[P|<0, (7.10)
% % _P

Stojanovié, Debeljkovic (2009.a).
Primer 7.1 Razmatra se vremenski diskretni sistema sa c¢istim vremenskim
kaSnjenjem:

x(k+1)=Ax(k)+ A, x(k-h),

A0=(0’2 0,3} A =50(0’3 0 j

0,1 a 0,2 0,1

gde je g podesljiv parametar a skalarni parametar a ima slede¢e vrednosti: — 0,15
1 0,50. Uslovi asimptotske stabilnosti, nezavisni od kasnjenja, su dobijeni u funkciji
parametra & i predstavljeni su u tabeli 7.1. Za Q =1,, Teorema 7.3 daje rezultate koji
odgovaraju granici stabilnosti, dok Teorema 7.2 daje rezultate koji su veoma blizu

granici stabilnosti. Prema tome, izvedeni rezultati su sasvim precizni.

Tabela 7.1 Uslovi stabilnosti

Parametar a
Kriterijum
- 0,15 + 0,50
Teorema 7.2 || <2,09 |p|<1,50
Teorema 7.3 |50|<2,11 |p|<1,51
Granica stabilnosti | © | =211 | p| =151
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VI STABILNOST U SMISLU LJAPUNOVA
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM:
KRITERIJUMI KOJI UZIMAJU U OBZIR
IZNOS CISTO VREMENSKOG KASNJENJA

8. POTREBNI I DOVOLJNI USLOVI
ASIMPTOTSKE STABILNOSTI ZAVISNI
OD IZNOSA CISTO VREMENSKOG KASNJENJA
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA

Vedina uslova stabilnosti vremenski kontinualnih i diskretnih sistema sa Cistim
vremenskim kasSnjenjem, su dovoljni uslovi, nezavisni od ¢isto vremenskog kasnjenja.
Samo mail broj radova daje potrebne i dovoljne uslove, lit. Lee, Diant (1981), Boutayeb,
Darouach (2001), Xu et al. (2001.b), Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d, 2008.a, 2008.c),
Stojanovi¢ (2006), koji su zavisni od Cisto vremenskog kaSnjenja i uopSteno ti uslovi
su manje konzervativni u odnosu na uslove nezavisne od Cisto vremenskog kasnjenja.

Osnovna inspiracija u ovoj glavi se zasniva na radu Lee, Diant (1981) koji izuc¢ava
problem potrebnih i dovoljnih uslova stabilnosti linearnih, vremenski kontinualnih
sistema sa Cistim vremenskim kas$njenjem. Suprotno pomenutom radu, u ovoj glavi
se razmatraju linearni, vremenski diskretni sistemi sa Cistim vremenskim kas$njenjem
i prezentovace se potrebni i dovoljni uslovi stabilnosti, zavisni od Cisto vremenskog
kaSnjenja.

Najpre ¢e se razmatrati uslovi stabilnosti vremenski kontinualnih i diskretnih

sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.
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U radu Lee, Diant (1981) postoje greske u formulisanju odredenih teorema
za vremenski kontinualne sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, tako da se u ovoj
glavi daje ta¢na formulacija u vidu potrebnih i dovoljnih uslova stabilnosti, zavisnih od
¢isto vremenskog kaSnjenja. Izvedeni rezultati ¢e biti proSireni na vremenski diskretne

sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.

Vremenski kontinualni sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem

U ovom odeljku prezentuju se rezultati iz rada Lee, Diant (1981). Pokazace
se da postoje greske u formulisanju odredenih teorema i dace se njihova korekcija.
Razmatra se klasa vremenski kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem opisana sledecom jednacinom:
x(1)=A,x(1)+Ax(t-7), x(t)=¢(t), -7<1<0. (8.1)
Teorema 8.1 Razmatra se sistem dat jed. (8.1). Ako za bilo koju matricu
Q=0Q" >0 postoji matrica P=P" >0, tako da je:
P(A,+T(0))+(4,+T(0)) P=-0, 8.2)
gde je T (¢) kontinualna i diferencijabilna matri¢na funkcija koja zadovoljava:

T(”:{@%+TN»TUL 0<i<z, T(r)=A

0, t>7

; (8.3)

tada je sistem, dat jed. (8.1), asimptotski stabilan, Lee, Diant (1981).
U radu Lee, Diant (1981) istaknuto je da je klju¢ u uspeSnom formulisanju

Ljapunovljeve funkcije koja odgovara sistemu, datom jed. (8.1), postojanje najmanje
jednog reSenje T (f) jed. (8.3) sa grani¢nim uslovom 7 (7)=A,. Drugim re¢ima,
zahteva se da nelinearna algebarska matri¢na jednacina:

(49+7(0))e

T(0)=A4,, (8.4)

ima najmanje jedno relenje za T (0).

Zakljucak 8.1 Ako se uvede nova matrica:
R=A+T(0) (8.5)
tada uslov, dat jed. (8.2), postaje:
PR+R'P=-0, (8.6)
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Sto predstavlja dobro poznatu Ljapunovljevu jednacinu za sistem bez prisustva Cisto
vremenskog kasnjenja.

Ovaj uslov ¢e biti ispunjen ako i samo ako je R stabilna matrica, to jest ako vaZi:
Re,(R)<O0. (8.7)

Q, i Q, oznatavaju skupove svih reSenja jed. (8.4) po T(0) i jed. (8.6) po R,
sledstveno, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).

Zaklju¢ak 8.2 Jednacina (8.4), izraZena preko matrice R, se moZe napisati
u drugacijoj formi na sledeci nacin:

R—A,—e"7A, =0, (8.8)
odakle sledi:
det(R—A,—e " A,)=0. (8.9)
Zamenjuju¢i matricu R skalarnom promenljivom s u jed. (8.9), karakteristicna
jednacina sistema, datog jed. (8.1), se dobija kao:
f(s)=det(sI—A—e""A)=0. (8.10)
Oznacimo sa:
22{slf(s)=0}, (8.11)
skup svih karakteristi¢nih korena sistema, datog jed. (8.1).

Na osnovu Teoreme 8.1, asimptotska stabilnost sistema moZe se odrediti
poznavanjem samo jednog ali bilo kog reSenja partikularne, nelinearne matri¢ne
jednacine.

Medutim, koriS¢enjem slede¢ih primera pokazaée se da je prethodna

teorema netatna zato S§to ne uzima u obzir sva moguca reSenja jed. (8.2),

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).
Primer 8.1 Razmatra se sistem u formi:

x(t)=A,x(1)+ A x(1-1). (8.12)

Ispituje se stabilnost sistema, datog jed. (8.12),za A, =—2e"'.
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Za ovaj primer lako se pokazuje da jed. (8.4) ima beskonacan broj reSenja, koja se,
kori$¢enjem Lambert—ove funkcije’ W, (-), mogu izraziti na slede¢i nacin:

T(0), =W, (-2¢7), k=0%L%2,...

k
Za k=0,-1, 1i -2, refenja po matrici 7(0)_jed. (8.12) su: —0,40637, -2,
—3,40710x j 7,42371 sledstveno. Druga resenja (za k =%3,t4,...) imaju realni deo
manji od —3,40710. Za k =—1 sledi:
Rel (R,)=Rel, (A +T(0) )=Re (1-2)=-1<0,
prema tome za bilo koju matricu Q=Q >0 postoji matrica P=P >0, tako

da je zadovoljena jed. (8.2). Prema tome, u radu Lee, Diant (1981) dat je netacan
zakljucak da je sistem, dat jed. (8.12), asimptotski stabilan.

Sa druge strane, za k =0 sledi:
Re A, (R,)=ReA, (A +T(0) )=ReA,(1-0,40637)=0,593624 >0,
prema tome, za bilo koju matricu Q=Q >0 ne postoji matrica P=P >0, tako
da je zadovoljena jed. (8.2). Sledi da sistem, dat jed. (8.12), nije asimptotski stabilan,
Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).
Zbog potrebe za korekcijom rezultata, prezentuju se nove formulacije Teoreme 8.1.
Teorema 8.2 Pretpostavlja se da postoji (postoje) resenje (reSenja) T(0)e Q,

jed. (8.4). Tada je sistem, dat jed. (8.1), asimptotski stabilan ako i samo ako vaZzi jedan

od sledeca dva uslova:

i) za bilo koju matricu Q =Q" >0 postoji matrica P =P~ >0 tako da vaZi jed. (8.2)
za svareSenja T(0)e Q, jed. (8.4),

ii) uslov, dat nejed. (8.7), vaZi za sva reSenja R=A+7T(0)e Q, jed. (8.3),

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.b).

3 Lambert—ova funkcija W, (-). ke Z je definisana kao inverzna funkcija od w—> we" . Ako jednatina
we" =z ima beskonagan broj reSenja w za svaku (nenultu) vrednost od z, W, (-) ima beskonacan broj

grana k .
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Zakljuéak 8.3 Iskaz Teoreme 8.2 zahteva da je uslov, dat jed. (8.2), ispunjen
za sva refenja T(0)e Q, jed. (8.4). Drugim redima, zahteva se da uslov, dat
nejed. (8.7), vazi za sva reSenja R jed. (8.8) (posebno za R=R__, gde je matrica

R, € Q, maksimalni solvent jed. (8.8) koji sadrZi sopstvenu vrednost sa maksimalnim

realnim delom A, € X: Re4, =max Res). Prema tome, iz nejed. (8.7) sledi uslov

sex
Re A, (R,) <0, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).

Na osnovu Zakljucka 8.3, moguce je preformulisati Teoremu 8.2 na sledeci nacin.

Teorema 8.3 Pretpostavlja se da postoji maksimalni solvent R jed. (8.8).
Tada je sistem, dat jed. (8.1), asimptotski stabilan ako i samo ako vazi jedan od sledeca
dva ekvivalentna uslova:

i) za bilo koju matricu Q =Q" >0 postoji matrica P =P~ >0 tako da vaZi jed. (8.6)

zareSenje R=R_ jed. (8.8),

ii) Re A, (Rm) <0, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.b).

Teorema 8.3, slicno Teoremi 8.2, koristi samo jedno reSenje jed. (8.8) (maksimalni
solvent) ako ono postoji.

U slede¢em odeljku proSiruju se rezultati Teoreme 8.2 1 Teoreme 8.3
na vremenski diskretne sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. IzveSce
se kriterijumi, zavisni od cisto vremenskog kaSnjenja, kori§¢enjem Ljapunovljeve
direktne metode, a koji se iskljuivo zasnivaju na maksimalnim i dominantnim

solventima partikularne, polinomne matri¢ne jednacine.

Vremenski diskretni sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem

Linearni, vremenski diskretni sistem sa cCistim vremenskim kasnjenjem, moZe

se predstaviti vektorskom diferencnom jednacinom stanja:
x(k+1)=A,x(k)+ A x(k—h), (8.13)
sa pridruzenom funkcijom pocetnih uslova:

x(0)=w(0), Oe{~h,—h+1,..,0}. (8.14)
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Jednacina (8.13) se naziva homogenom ili jednac¢inom stanja u slobodnom radnom

rezimu. x(k)e R" je vektor stanja, A,, A,€ R™ su konstantne matrice odgovarajuc¢ih

dimenzija, a ¢isto vremensko ka$njenje je izraZzeno celim brojevima he Z*.

Sistem, dat jed. (8.13), moze se iskazati slede¢im modelom bez Cisto vremenskog

kaSnjenja:
X, (k+1)=A,x,(k), N=Znx(h+)
x,,(k)=[x"(k=h) x"(k=h+1) .. x'(k)]eR", (8.15)
0 I - 0
A 0 - A

Gorecki et al. (1989), Malek—Zavarei, Jamshidi (1987), Mori et al. (1982.b).

Sistem, dat jed. (8.15), naziva se uvecani sistem a Aeq matrica uvecanog sistema.

Karakteristi¢ni polinom sistema, datog jed. (8.13), je:

n(h+1)
f(A)zdetM (2)= jz(; a, A, aje]R. 516
M(A)=1,A""—A A" - A,
Oznagimo sa:
Q={A1f(2)=0}=2(A,). (8.17)

skup svih karakteristicnih korena sistema, datog jed. (8.1). Broj ovih korenova

je n(h+1).Koren 4, skupa Q sa maksimalnim modulom:

A, Q: |4,|=max|4(a,), (8.18)

se naziva maksimalni koren (sopstvena vrednost). Ako se skalarna promenljiva A

nxn

u karakteristicnom polinomu zameni matricom X e C"", dobijaju se sledec¢a dva

matri¢na polinoma:
M(X)=X""-AX"-A,, (8.19)
F(X)=X"-X"A-A,. (8.20)
Ocigledno je da je F(A)=M(A). Za matriéni polinom M (X ), matrica A,

proSirenog sistema predstavlja blok matricu pratilju, Dennis et al. (1976).
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Matrica S e C™ je desni solvent matri¢nog polinoma M (X ) ako je:
M(S)=0, (8.21)
Dennis et al. (1976).
Ako je:
F(R)=0, (8.22)
tada je Re C™ levi solvent matri¢nog polinoma M (X ), Dennis et al. (1976).
Oznaka S se koristi za oznaCavanje desnog solventa, a R za oznaCavanje levog
solventa matri¢nog polinoma M (X). U prezentovanom radu veéina rezultata se

zasniva na levim solvenatima matri¢nog polinoma M (X ). Nasuprot tome, u postoje¢oj
literaturi se uglavnom izucavaju desni solventi matri¢nog polinoma M (X ). Pomenuto
razilaZenje se moZe prevazici sledecom lemom.

Lema 8.1 Konjugovano transponovana vrednost levog solventa matri¢nog

polinoma M (X) je, istovremeno, desni solvent sledeéeg matri¢nog polinoma:

M, (X)=X""—A] X"—A], (8.23)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).

Zakljucéak 8.4 Na osnovu Leme 8.1, sve karakteristike levih solvenata matri¢nog

polinoma M (X) mogu se dobiti analizom konjugovano transponovane

vrednosti desnih solvenata matri¢nog polinoma MT(X), Stojanovi¢, Debeljkovic

(2008.a, 2009.a).

Prezentovana faktorizacija matrice M (/1) sluzi za bolje razumevanje veze izmedu

sopstvenih vrednosti levih i desnih solvenata i korenova sistema.

Lema 8.2 Matrica M (A) se moZe predstaviti u faktorizovanom obliku na sledeci

nadin:

h

M (A) =[/1h 1, +(S—A0);/1”’i s j(/un -S)

. : (8.24)
=(A1, —R)(ﬂ” I+ AR (R—Ao)j

i=1

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).
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Zakljucak 8.5 1z jed. (8.16) i jed. (8.24) sledi da je f(S)zf(R):O, to jest,
karakteristi¢ni polinom f(A) je anhilirajuéi polinom za desne i leve solvente

matri¢nog polinoma M (X ). Prema tome, vazi A(S)cQ i A(R)cQ, Stojanovid,

Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).
Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori matrice imaju presudan uticaje
na postojanje, brojnost 1 karakterizaciju solvenata matricne jednacine (8.21),

Dennis et al. (1976), Pereira (2003).
Definicija 8.1 M (A) je matricni polinom po A. Ako A,eC tako
da je det(M (/li))zO, tada je A, latentni koren ili sopstvena vrednost matri¢nog

polinoma M (A). Ako nenulti vektor v,e C" tako da je:

M(4,)v, =0, (8.25)
tada je v, (desni) latentni vektor ili (desni) sopstveni vektor matricnog polinoma
M (4), koji odgovara sopstvenoj vrednosti A,, Dennis et al. (1976), Pereira (2003).

Sopstvene vrednosti matrice M (A) se podudaraju sa karakteristi¢nim
korenima sistema, to jest sopstvenim vrednostima njegove blok matrice pratilje A, ,
Dennis et al. (1976). Njihov broj je n(h+1).

S obzirom da vaz F'(1)=M, (1), nije tesko pokazati da matrice M (A)
i M, (A) imaju isti spektar.

U lit. Dennis et al. (1976, 1978), Lancaster, Tismenetsky (1985), Kim ( 2000),

Pereira (2003), su izvedeni dovoljni uslovi postojanja, brojnosti i karakterizacije desnih
solvenata matri¢nog polinoma M (X ). Pokazano je da broj solvenata moZe biti nula,

konacan 1li beskonacan.

Za ispitivanje stabilnosti sistema, datog jed. (8.13), upotrebljivi su samo

weeo

Specijalan  slu¢aj  maksimalnog  solventa je  dominantni  solvent,
Dennis et al. (1978), Kim (2000), koji se, za razliku od maksimalnog solventa, moze

izracunati na jednostavan nacin.
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Definicija 8.2 Svaki solvent S, matri¢nog polinoma M (X ), &iji spektar o(S,,)

sadrzi maksimalnu sopstvenu vrednost A skupa Q je maksimalni solvent.

Definicija 8.3 Matrica A dominira matricom B ako su sve sopstvene vrednosti

matrice A vece, po apsolutnoj vrednosti, u odnosu na sopstvene vrednosti matrice B .

U posebnom slucaju, ako solvent S, matri¢nog polinoma M (X ) dominira solventima

S,,....S,, tada je S, dominantni solvent (potrebno je uociti da dominantni solvent
ne moze biti singularan), Dennis et al. (1978), Kim (2000).

Zakljucak 8.6 Broj maksimalnih solvenata moZe biti vec¢i od jedan. Dominantni
solvent je istovremeno maksimalni solvent, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).

Dominantni solvent S, matri¢nog polinoma M (X ), pod odredenim uslovima

moze se odrediti pomoc¢u Traub—ove, Dennis et al. (1978), i Bernoulli—eve iteracije,

Dennis et al. (1978), Kim (2000).

Uslovi stabilnosti

U nastavku se daje poboljSanje postoje¢ih dovoljnih uslova koje se odnose
na nesingularnost blok Vandermonde—ove matrice i postojanje dominantnog solventa.

Slede¢a lema daje dovoljan uslov regularnosti blok Vandermonde—ove matrice
i ima slabiju hipotezu u odnosu na Teorema 6.1 datu u radu Dennis et al. (1976).
Ova lema predstavlja generalizaciju odgovaraju¢ih rezultata prezentovanih u radu

Kim (2000).

Lema 83 Ako su S,,...,S,, solventi matri¢nog polinoma M (X), gde

>~ htl
je o(S,)N...na(S,,)=9, tada je matrica V(S,,...,S,,, ) nesingularna.
U radu Dennis et al. (1978) pokazano je sledeCom lemom da je uslov

nesingularnosti matrice  V(S,,...,S,,,) suviSan, s obzirom da sledi direktno

iz nesingularnosti matrice V (S,....,S,,,) .

Lema 8.4 Ako je blok Vandermonde—ova matrica V(S,....,S,,,) nesingularna, tada

je matrica V (S,....,S,,,) takode nesingularna.

97



Stabilnost u smislu Ljapunova diskretnih sistema zavisna od ¢isto vrem. kasnjenja

Kombinovanjem Leme 8.3 i Leme 8.4 mogu se modifikovati postoje¢i uslovi
konvergencije Traub—ovog i Bernoulli-evog algoritma prezentovanih u radu
Dennis et al. (1978). Ovi uslovi imaju slabiju hipotezu u odnosu na uslove date u radu

Dennis et al. (1978).
Lema 8.5 Ako je M (X ) matri¢ni polinom stepena (2 +1) tako da:
i) ima solvente §,,...,S,,,,
ii) S, je dominantni solvent,
iio(S,)N...na(S,,,)=9,
tada Traub—ov i Bernoulli—ev algoritam konvergiraju, Dennis et al. (1978).
Istovetno definiciji desnih solvenata S, i S, matri¢nog polinoma M (X ), mogu

se definisati maksimalni levi solvent, R , i dominantni levi solvent, R,, matri¢nog
polinoma M (X). Levi solventi matricnog polinoma M (X) se vise koriste
u teoremama koje slede. Pomocu Leme 8.1, oni se mogu odrediti pomocu odgovarajucih
desnih solvenata matri¢nog polinoma M, (X ). U opstem slucaju, sve §to je pomenuto
o postojanju, brojnosti i karakterizaciji desnih solvenata matri¢nog polinoma M (X ),
vaZi i za desne solvente matri¢nog polinoma M, (X ), kao i za leve solvente matri¢nog
polinoma M (X ).

Potrebni i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti linearnog, vremenski diskretnog
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, datog jed. (8.13), su kao Sto sledi,

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).

Teorema 8.4 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni levi solvent
matri¢nog polinoma M (X) i sa R, se oznatava jedan od njih. Tada je linearni,
vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (8.13),
asimptotski stabilan ako i samo ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji Hermitska
matrica P=P" >0 tako da:

R PR —-P=-0Q, (8.26)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.b).

98



Stabilnost u smislu Ljapunova diskretnih sistema zavisna od ¢isto vrem. kasnjenja

Posledica 8.1 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent
matri¢nog polinoma M (X) i sa R, se oznatava jedan od njih. Tada je sistem,
dat jed. (8.13), asimptotski  stabilan ako i samo ako p(R,)<I,

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.b).

Zakljucak 8.7 Posledica 8.1 se moze dokazati na slede¢i nacin. Iz Zakljucka 8.5

sledi G(R)Cﬂzl(Aeq) a na osnovu osobina maksimalnog solventa R, sledi

p(R,)= p(Ae . ) Prema tome, ako je maksimalni solvent diskretno stabilan tada je A,

diskretno stabilna matrica i obratno, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).
Posledica 8.2 Pretpostavlja se da postoji dominantni levi solvent R, matri¢nog
polinoma M (X ). Tada je sistem, dat jed. (8.13), asimptotski stabilan ako i samo ako

p(R,) <1, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.b).

Zakljucak 8.8 U slucaju kada se dominantni solvent R, moZe izvesti pomocu

Traub—ovog ili Bernoulli-evog algoritma, Posledica 8.2 predstavlja prilicno
jednostavnu metodu. Ako pomenuti algoritmi ne konvergiraju, ali postoji najmanje
jedan maksimalni solvent R , tada bi trebalo da se koristi Posledica 8.1. Maksimalni
solventi se mogu naci, na primer, koriS¢enjem koncepta sopstvenih parova,
Pereira (2003). Ako ne postoji maksimalni solvent R , tada se prezentovani
potrebni i dovoljni uslovi nemogu koristiti za ispitivanje stabilnosti sistema,
Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).
Zakljucak 8.9 U sistemima sa velikim iznosom ¢isto vremenskog kasnjenja vazi:
dim(R,)=dim(R,)=dim(A,)=n<dim(A, )=n(h+1). (8.27)
Na primer, ako je disto vremensko kaSnjenje £ =100, i red matrice sistema
je n=2, tada je: R,,R, eC™> i A, € C*™?% | Za ispitivanje stabilnosti pomocu
sopstvene vrednosti matrice A, , potrebno je odrediti 202 sopstvene vrednosti, $to nije
numeriCki jednostavno. Sa druge strane, ako se dominantni solvent moZe izraCunati

pomocu Traub—ovog ili Bernoulli-evog algoritma, Posledica 8.2 zahteva relativno mali

broj sabiranja, oduzimanja, mnoZenja i inverzija matrice formata (2x2).
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Prema tome, u slu€aju sistema sa velikim iznosom ¢&isto vremenskog kaSnjenja,
primenjujuc¢i Posledicu 8.2, ocekuje se manji broj izraCunavanja u poredenju
sa uobiCajenim postupcima ispitivanja stabilnosti pomoc¢u sopstvene vrednosti matrice

pratilje A, , Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).

Primer 8.2 Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem, dat jed. (8.1),

sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju:
0,1 0,3 0,3 04
A, = , A= , h=1.
0,1 -0,15 0,2 0,25
Primenjuju¢i koncept sopstvenih parova, Pereira (2003), levi solventi R,

matri¢nog polinoma M (X) se izratunavaju pomoc¢u desnih solvenata S, matri¢nog

polinoma M, (X):

. (3,548 4,759 . (~1,812 2,490
Rl :Sl = s R2 :S2 =
~2,408 —3,391 1,171 1,604
. (0,453 0,576 . (0,402 0,620
R3253: s R4:S4=
0,342 0,326 0,388 0,287
. ~0,345 —0,502 o [-0386 0,417
ST 120,191 —0,394) ¢ 70 (0,167 —0,443

Solventi R, R, i R, su maksimalni solventi, s obzirom da sadrZe sopstvenu
vrednost 4, =0,838€ Q.

Usvajaju¢i R =R, 1 O =1, u Ljapunovljevoj jednacini (8.26) sledi P >0 i prema
tome razmatrani sistem je asimptotski stabilan.

Istovetno, ako se usvoji maksimalni solvent R, = R,, na osnovu Posledice 8.1 sledi

p(Rm) =0,838<1 i prema tome razmatrani sistem je asimptotski stabilan, Stojanovic,

Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).

Primer 8.3 Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem, dat jed. (8.1),

sa Cistim vremenskim ka$njenjem u stanju:
0 -1 11
A= , A= , h=1.
0 O 0 0
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Levi solventi R, matri¢nog polinoma M (X ) su:

1 0 -1 2 1 0
R, = , R,= , Ry= :
-1 -1 0 0 0 0
S obzirom da A(R)={-11}, A(R,)={-10} i A(R,)={L0} ne postoji
dominantni solvent, ali sva tri solventa su maksimalni solventi. Sa obzirom
da je p(Rl.)=l, 1<i<3, na osnovu Posledice 8.1, sledi da sistem nije asimptotski

stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).

Primer 8.4 Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem, dat jed. (8.1),

sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju:

7/10 -1/2 1/75 1/3

A= , A= .
1/2  17/10 -1/3 —49/75

Za h=1, postoje dva leva solventa matricne polinomne jednaCine (8.22)

19/30 -1/6 /15 -1/3

R, = , R = .

1/6  29/30 /3 11/15

S obzirom da /1(R ): i,i , /1(R ): g,g , dominantni solvent je R, .
V1575 1575 :

(RP—RA,—A,=0):

Nakon (4+3) iteracija Traub—ovog algoritma i 17 iteracija Bernoulli-evog

algoritma, dominantni solvent se moZe naéi sa tacnoScu 10*. S obzirom
da je p(Rl ) ZE <1, na osnovu Posledice 8.2, sledi da je razmatrani sistem asimptotski

stabilan.

Za h=20, primenjuju¢i Bernoulli-ev ili Traub—ov algoritam za izraCunavanje
dominantnog solventa R, matri¢ne polinomne jednacine (8.22) (R21 —R¥A - A, :O) ,

dobija se:

0.6034 —0,5868
10,5868 1,7769 |

S obzirom da je p(R,)=1,1902>1 na osnovu Posledice 8.1, sledi da sistem nije

asimptotski stabilan.
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Proverava se:
1

0,00 | 40x40
Ao \Aeg | = 4
max{ eq} max( AO ‘ 02><2 O2><2 Al

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).

J:1,1902>1,

Primer 8.5 Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem, dat jed. (8.1),

sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju:

17/6 -11/6 ~5/3 17/12
A= . A= , h=1.
113 273 -2/3 5/12

Sopstvene vrednosti matrica M (X) su date sa {0,5, 0,5, 0,5, 2} =Q. Postoji
samo jedan solvent matri¢ne polinomne jednacine (8.22):
12/7 177
R= ,
-4/7 16/7
gde je A(R)={0,5, 0,5}. MoZe se pokazati da ne postoji dominantni i maksimalni
solvent jednacine (8.22), tako da se prezentovani uslovi stabilnosti ne mogu primeniti.
Ako se zanemari pretpostavka o postojanju maksimalnog solventa R, , primenjujuci

Posledicu 8.1, na osnovu p(R)=0,5<1, dobice se pogreSan zakljucak da je sistem

asimptotski stabilan. Medutim, sistem je nestabilan s obzirom da ima karakteristi¢ni

koren A, =2>1, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).
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VII STABILNOST U SMISLU LJAPUNOVA
PERTURBOVANIH VREMENSKI DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

9. STABILNOST PERTURBOVANIH
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Greske koje se ¢ine prilikom modelovanja sistema cesto puta dovode do znatnog
odstupanja stvarnog od Zeljenog ponasanja objekta u sistemu automatskog upravljanja.
Na gresku modelovanja njacesce utiCu varijacije u samom sistemu, nastale kao
posledica promene radnih uslova i sliéno. Svi faktori koji dovode do greske
modelovanja se mogu obuhvatiti pojmom perturbacije parametara modela i u zavisnosti
od nacina njihovog tretmana postoji viSe teorijskih pristupa problemu odredivanja
njihovog uticaja na ponaSanje sistema (teorija osetljivosti, stohasticki tretman,
pouzdanost, adaptibilnost, robusnost i tako talje).

Jedan od najznacajnijih tretmana u proceni valjanosti modelovanja sistema jeste
robusnost sistema, koja se definiSe u odnosu na neko njegovo izabrano svojstvo.
Robusnost sistema u smislu odredenog svojstva 0 u odnosu na dati skup A je njegova
sposobnost da odrzi to svojstvo na oznaCenom skupu A. To znaCi da se teorija
robusnosti moZe primeniti na razne osobine sistema, bitne za njegovo ispravno
funkcionisanje i kvalitetno dinami¢ko ponaSanje, kao §to je stabilnost, upravljivost,
osmotrivost, adaptibilnost i tako dalje. Dakle, teorija robusnosti bavi se problemom
ocuvanja odredenih osobina sistema u prisustvu velikih perturbacija u njegovom
modelu, kao i analizom moguénosti kompenzacija razlika izmedu matematickog modela
i realnog objekta. Robusnost odredene osobine sistema se mora garantovati sa

sigurno$¢u, a ne sa nekom verovatnoc¢om, kao §to je to slucaj kod stohastickog tretmana.
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Robusnost stabilnosti (robusna stabilnost) predstavlja sposobnost sistema da ocuva
stabilnost ¢ak i u prisustvu raznih perturbacija parametara. Shodno datom tipu
perturbacije (jake, slabe, strukturne, nestrukturne, ...), postoje razliite metode
za procenu robusne stabilnosti. Sto se ti¢e sistema sa ka$njenjem, perturbacije za ovu
klasu sistema se mogu iskazati na dva nacina: a) pomoc¢u vremenskih promena matrica
sistema, koje mogu biti strukturno ograni¢ene (po svim parametrima modela ponaosob)
ili ograniCene po intenzitetu (normi), i b) kao vremenske promene u kasnjenju sistema
(intervalne promene). Moguca je razmatrati istovremeno uticaj oba pomenuta tipa
perturbacije.

Analiza robusne stabilnosti perturbovanih, vremenski diskretnih sistema
je istrazivana u sledecoj lit. Kolla (1989), Rachid (1989, 1990), Yaz (1989),
Chou (1991), Niu (1992), Lee (1992), Horng (1993) i Yedavalli (1993).

U lit. Jury (1974) i Bishop (1975) prezentovano je nekoliko metoda za ispitivanje
stabilnosti  vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem
sa neparametarskim perturbacijama. Dok su ove metode dosta lake za koris¢enje
u slucaju malog iznosa Cisto vremenskog kasSnjenja, poteskoce nastaju kada se povecava
iznos Cisto vremenskog kasnjenja. Glavni razlog lezi u Cinjenici da se, u ovim
metodama, broj sopstvenih vrednosti sistema povecava srazmerno n puta kaSnjenju,
gde je n red sistema.

U radu Mori et al. (1982.b), ovaj problem je prevaziden prezentovanjem nekoliko
kriterijuma stabilnosti, nezavisnih od €isto vremenskog kasnjenja, vremenski diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Ovi kriterijumi su izraZeni jednostavnim
formama u smislu parametara postrojenja. Medutim, ovi dovoljni uslovi
su konzervativniji i mogu se primeniti na sisteme bez perturbacija.

Rad Trinh, Aldeen (1995.a) prezentuje dovoljne uslove D —stabilnosti
perturbovanih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.
Pokazano je da su ovi rezultati manje restriktivni u odnosu na rezultate u postojecoj
literaturi.

U poslednje vreme, problemi robusne stabilnosti linearnih sistema sa Cistim
vremenskim kasnjenjem privlace znacajnu paznju i izuCavaju se u velikoj meri.

U lit. Mohmoud, Shen et al. (1991) i Al-Muthairi (1994), prezentovani

su kriterijumi robusne stabilnosti, nezavisni od Cisto vremenskog kasnjenja.
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Sa druge strane, u lit. Su, Huang (1992) i Niculescu et al. (1994) su razvijeni
kriterijumi robusne stabilnosti, zavisni od Cisto vremenskog kaSnjenja, koriS¢enjem
reSenja algebarske Riccati—eve jednacine ili Ljapunovljeve jednacine da bi se smanjio
konzervatizam rezultata, nezavisnih od €isto vremenskog kaSnjenja.

U radu Li, De Souza (1997) prezentovani su Kriterijumi robusne stabilnosti, zavisni
od disto vremenskog kaSnjenja, sistema sa vremenski promenljivim kasSnjenjem
1 neodredenostima pomo¢i LMI (linearnih matri¢nih nejednakosti) i ovi rezultati
su manje konzervativni u odnosu na druge rezultate.

U ovoj glavi razmatra se asimptotska stabilnost linearnih, perturbovanih sistema
sa viSestrukim cistim vremenskim kasnjenjem. Prezentovace se nekoliko kriterijuma,
koji su nezavisni od ¢isto vremenskog kasSnjenja. Prvi kriterijum se zasniva na analizi
vremenski promenljive perturbovane matrice ekvivalentnog sistema. Drugi kriterijum se
zasniva na formalnoj dekompoziciji matrice na realan i imagionaran deo, kori$¢enjem
principa poredenja, Mori et al. (1981).

Kriterijum prezentovan u radu Trinh, Aldeen (1995.a), ¢e se generalizovati
i koristiti kao trec¢i uslov stabilnosti. Koristice se za poredenje sa drugim kriterijuma
prezentovanim u ovoj glavi, da bi se ocenila efikasnost prezentovanih rezultata.
Prethodno pomenuti kriterijum se zasniva na direktnoj primeni predloZenog postupka na
karakteristi¢ni polinom uporednog sistema. U tom smislu potrebno je uociti da je njegov
izraz prili¢no jednostavan i pogodan za prakti¢nu upotrebu.

Oznacavanje. R 1 C oznacavaju skup realnih i kompleksnih brojeva, sledstveno.

Imaginarna jedinica je oznaena sa j, to jest, j°=—1 a |a | oznacava apsolutnu

vrednost skalara « . Neka je || X ||(A) norma nekog vektora (gde je -=1,2,...,00), a "()”

je matricna norma tog vektora. Ovde c¢e se Koristiti oznake ||X||2£(XTX)1/2
i ||(-)||2=/1,‘,1’;(A*A). A,(:) oznatava sopstvenu vrednost matrice (), a Re, (")
i ImA,(-) su realni i imagionarni delovi, sledstveno. Prethodno navedeni indeksi

*

i © oznatavaju konjugovano—transponovanu i transponovanu matricu, sledstveno.

Apsolutna vrednost matrice A oznacena je sa |A|, dok p(A) oznatava spektralni
radijus matrice A. Matrica A je nenegativna kada vaZzi da je a, 20 i to se oznacava
sa A20. Uopsteno, A2 B znati da je a; 2b,. Istovetno, matrica A je pozitivna kada

je a; >0 itoseoznacavasa A>0.
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Razmatra se linearni, perturbovani, vremenski diskretni sistem sa viSestrukim

¢istim vremenskim ka$njenjem:

X(k+1):Ao(k)x(k)+iAj(k)x(k—hj), (9.1)

Jj=1

gde su O0=h, <h <h,<...<h, celi brojevi koji predstavljaju Cista vremenska kaSnjenja
sistema.

Perturbovane matrice, zavisne od vremena, A (k)eR™, ;j=0,12,...N
su nepoznate, ali su poznata maksimalna odstupanja njihovih elemenata

m]flx‘a{, (k)‘ <a). U poredenju sa radom Trinh, Aldeen (1995.a), gde je samo osnovna

matrica A, (k) vremenski promenljiva, pretpostavlja se da su sve matrice A, (k),
0< j<1, vremenski promenljive.
Ako se definiSu matrice U, j=0,1,2,...,N na slede¢i nacin:

J

o Emaxar, wj 2L <)L U, =(u]). ©:2)
J

tada je:

A (k)| <e,U,, j=012,..N, Vk. 9.3)
Lema 9.1 Neka je:

G(z)2(z1,-A)", (9.4)

tada je:
G(e)"|<X[G()|=JAlA L. |<]21, 9.5)

k=0 k=0

G(k) je niz matrica impulsnog odziva od G(z) pri €mu je G(0)=0,
Trinh, Aldeen (1995.a).
Lema 9.2 Za bilo koju (nxn) kvadratnu matricu X , vazi sledece:
p(X)<1 = det(l,-X)=#0, (9.6)
Trinh, Aldeen (1995.a).
Lema 9.3 Za bilo koje kvadratne matrice X € R™ i Y e R™, vazi slede(e:
X = p(X)<p(X]) (1), 0
Meyer (2001).
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Lema 9.4 Linearni, vremenski invarijantni, diskretni sistem sa Cistim vremenskim

kasSnjenjem:
N
x(k+1)=Ax(k)+ Y. A x(k—h,), (9.8)
j=
je asimptotski stabilan ako su ispunjeni sledeci uslovi:

N ) N
p(A)<1, p(LZ‘AjU<1, L=Y|G(k)|=>"|4)]. 9.9)
J= k=0 j=1
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).

Lema 9.5 Linearni, vremenski invarijantni, diskretni sistem sa Cistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (9.8), je asimptotski stabilan ako je ispunjen sledeci uslov:

ZN: (H,)<1, Hj:%(Aj"'Af)’ 0<js<N,

Jj=0

Stojanovié, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).

(9.10)

Lema 9.6 Linearni, vremenski invarijantni, diskretni sistem sa ¢istim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (9.8), je asimptotski stabilan ako je ispunjen sledeci uslov:

N
Z”Aju<1. 9.11)
j=0
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).
Teorema 9.1 Sistem, dat jed. (9.1), je asimptotski stabilan ako je:
p(Aw)<1, 9.12)
gde je:
do Ao Alljl &hN—l AhN—l hy lth
I, 0 0 0
A,=| 0 I, 0 0o | (9.13)
0 0 I, 0
. |&U, i=h, j=01,.,N
&U =4 07 »J , 0<i<h,, (9.14)
0, i#h, j=0,1,..N

Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).
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Teorema 9.2 Sistem, dat jed. (9.1), je asimptotski stabilan ako je ispunjen jedan

od sledecih uslova:

N

;ajp(Hj)d, Hj:%(Uj"'Uf)’ 9.15)
N
>olu|<t. (9.16)
=0

Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).
Zakljucak 9.1 Imajudi u vidu da je:
1 1
plt)=|t |, =5u,+Uil, <5 (ol i) =le L. e

sledi da je uslov dat nejed. (9.16) restriktivniji od uslova datog nejed. (9.15)
zanormu |- |, , Stojanovié, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).

Teorema 9.3 Sistem, dat jed. (9.1), je asimptotski stabilan ako su ispunjeni sledeci

uslovi:
N
a,p(U,) <L, p(lozajU_,-]d, (9.18)
j=
LO:Z(aOUO)k :(In_aOUO)il’ (919)
k=0

Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).

Zakljucak 9.2 Fundamentalna matrica linearnog, vremenski diskretnog sistema bez

prisustva Cisto vremenskog kaSnjenja, sa &, U, kao matricom sistema, je:

CI)(z)=z(zIn—a'0U0)_l=zGo(z), (9.20)
tada je:
Gy(z)=2"®(z), 9.21)
tako da je:
G,(k)=®(k-1)=(e,U,)"". G,(0)=0. (9.22)
S obzirom da je:
plea,U,)=a,p(U,)<1, (9.23)
tada je beskonacni niz:
Ly= Z|G0 (k)| = Z|010 Uo|k71 = Z(ao Uok ) = (In - on1 ) (9.24)
k=0 k=1 k=0
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konvergentan, tako da se matrica L, moZe direktno izraCunati na sledeci nacin:

L,= (In -0 Uo)_1 > (9.25)
Stojanovié, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).

Teorema 9.4 Ako je:

p(iaj U_,.J<1, (9.26)

tada je sistem, dat jed. (9.1), asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovic¢

(2004.d, 2004.h).

Primer 9.1 Razmatra se stabilnost linearnog, perturbovanog, vremenski diskretnog

sistema sa Cistim vremenskim ka$njenjem opisanog sa:

x(k+1)=A, (k) x(k)+ A x(k=1)+A, (k) x(k=2),

gde su:
max|A((k)|< 0,2 0,3 _03 2/3 1 —a U
e O o 0,15) W13 172) 00
2/3 1 ’
= ,=03, U,=

1/3 1/2

max‘A (k)‘S}/ 0’3 0 20,3}/ ! 0 :051(7)U1

ko1t 0,2 0,1 2/3 1/3

1/3

0,1 0,2 172 1
max 4, (k)| < =0,2 =, U,
p 0,15 0,1 3/4 1/2

1/72 1
= a,=02 U,=

1 0 ’
= o (y7)=03y, U, = 23 , 7>0

3/4 1/2
Kori$¢enjem Teorema 9.1-9.3 za y=1 ispitana je stabilnost sistema. Osim toga
nadena je gornja granica parametra %, , koja garantuje da je razmatrani sistem stabilan.

Rezultati su prikazani u rabeli 9.1.

Lako se uoCava da je za ¥ =1 razmatrani sistem asimptotski stabilan.

Takode, ocigledno je da se uslov, dat nejed. (9.16), Teoreme 9.2 ne moze koristiti
za ispitivanje stabilnosti sistema. Ovaj uslov predstavlja generalizaciju rezultata

prikazanih u radu Mori et al. (1982.b), za klasu linearnih, perturbovanih, vremenski
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diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem, i potvrduje Cinjenicu da je prili¢no

konzervativan.
Tabela 9.1 Vrednosti kriterijuma i parametara
T Vrednost kriterijuma Vrednost parametra
Kriterijum _
za y=1 7,
Teorema 9.1
) 0,9817 1,1055
(nejed. (9.12))
Teorema 9.2
) 0,9930 1,0206
(nejed. (9.15))
Teorema 9.2
1,0462 0,8734
(nejed. (9.16))
Teorema 9.3
0,9453 1,1055
(nejed. (9.18)

S obzirom na rezultate prikazane u tabeli 9.1, ocigledno je da se najbolji rezultati
mogu posti¢i koris¢enjem Teoreme 9.3. Imajuci u vidu nadenu gornju granicu parametra

7, s obzirom da njena vrednost definiSe granicu stabilnosti, Teorema 9.1, Teorema 9.3

i Teorema 9.4 daju identi¢ne rezultate i zakljucke.

Objasnjenje lezi u Cinjenici da je maksimalna sopstvena vrednost ekvivalentne

matrice Aeq za y =17, , unasem slucaju, jednaka A4, =1.

Na osnovu uslova p( (7h )) =1, Teorema 9.1 se Koristi za odredivanje parametra

7, to jest, iz uslova det =0, dobija se:

|D12 -a,U,

11
I 0
t(I-a,U,-a(y,)U, -a,U,)det Nt

det(l A de{
det
det

t(I-a,Uy—a,(7,)U,-a,U,)=0
D,=1-o,U,-,(,)U -a,U,
D12:_0{1(7/b)U1_a2U2

Sto je identi¢no uslovu:

,0(&'0 U0+a1(7b)U1+a'2U2):1-

111



Stabilnost u smislu Ljapunova perturbovanih diskretnih sistema sa ¢istim vrem. kasnjenjem

Teorema 9.4 takode sluZi za odredivanje parametra ¥, . Iz uslova:
det(I-a, U, —a,(3,)U, -, U,) =0,
ako je ispunjen uslov p( U,) <1, sledi:
det(l_ao Uy~ (7,)U,-a, Uz)
=det(I-U,)-det(1-(1-U,)" (& U, + &, (,)U, +,U,)) =0

Prethodni uslov je ekvivalentan slede¢em uslovu:
p(1-U,)<0
p((I_Uo)_l (aoUo +%,0U, +Olez)) =1

Sto je osnovni uslov Teoreme 9.3.
Ovo pokazuje da su rezultati prezentovani u Teoremi 9.1, Teoremi 9.3 i Teoremi 9.4

ekvivalentni, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.d, 2004.h).
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10. STABILNOST PERTURBOVANIH
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA VISESTRUKIM CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

10.1 Analiza D-stabilnosti sistema

sa viSestukim ¢istim vremenskim kasnjenjem

U analizi dinamickih sistema, Cesto se susre¢u parametarske neodredenosti koje
poticu zbog gresaka identifikacije, varijacija radnih taCaka, i tako dalje. Zbog toga je
problem analize robusne stabilnosti sistema sa parametarskim neodredenostima naiSao
na veliko interesovanje kod mnogih istraZivaca i viSe znacajnih rezultata koji se ti¢u ove
problematike su objavljeni u lit. Yedavalli (1989), Chou (1990) i Wei, Zeng (1995).

Poznato je da je polozaj svih karakteristicnih korenova vazan pokazatelj dinamickih
performansi linearnih sistema automatskog upravljanja. U praksi, svi karakteristicni
korenovi se ne mogu podesiti u fiksnim poloZajima ali se mogu locirati unutar neke

ograni¢ene oblasti zbog neizbeZnih parametarskih perturbacija. Jedna takva specifi¢na

oblast za vremenski diskretne sisteme je disk D(e,r) sa centrom u (,0) i radijusom
r, gde je |a |+r<1. PodeSavanje svih polova sistema unutar specificnog diska

D(a,r) naziva se problem D —razmeStanja polova.

U poslednje vreme, problem D —stabilnosti koji garantuje da su svi karakteristicni
korenovi sistema automatskog upravljanja locirani unutar specificnog diska
u kompleksnoj ravni postaje interesantno podrucje istraZivanja pomenutih sistema,
lit. Lee, Lee (1986), Furukawa, Kim (1987), Vicino (1989), Chou (1991)
i Chou et al. (1992).

Zbog izraCunavanja podataka, fizickih osobina elemenata sistema i prenosa signala,
Cisto vremensko kaSnjenje je prisutno ne samo u fizickim, industrijskim
i hemijskim sistemima ve¢ takode i u politickim i ekonomskim sistemima, i tako dalje.
S obzirom da se broj polova sistema u zatvorenom kolu dejstva povecava usled Cisto
vremenskog kasSnjenja, uvodenje Cisto vremenskog kaSnjenja ¢ini problem

D —razmestanja polova komplikovanijim.
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Problem D —stabilnosti vremenski diskretnih sistema sa cistim vremenskim
kaSnjenjem je razmatran u lit. Lee et al. (1992), Su, Shyr (1994), Trinh, Aldeen (1995.a)
1 Hsiao (1998), a za vremenski kontinualne sisteme u radu Lee (1995).

U ovoj glavi, razmatraju se linearni, perturbovani, vremenski diskretni sistemi
sa viSestrukim cCistim vremenskim kaSnjenjem. Prezentovace se dovoljan kriterijum
za sopstvene vrednosti perturbovanih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim
vremenskim kaS$njenjem, koje su locirane u specificnom disku. Razmatraju
se i strukturne i nestrukturne perturbacije.

Bic¢e prezentovan dovoljan uslov za ispitivanje D —stabilnosti vremenski diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, kao i dovoljan uslov koje garantuje da sve

sopstvene vrednosti vremenski diskretnog sistema sa viSestrukim c¢istim vremenskim

kaSnjenjem i nestrukturnim perturbacijama leZe unutar kruznog diska D(a,r) i dace se

generalizacija dovoljnog uslova D(a,r)-stabilnosti vremenski diskretnog sistema sa

strukturnim perturbacijama prezentovanog u radu Trinh, Aldeen (1995.a).

Linearni, autonomni, vi§estruko prenosni, perturbovani, vremenski diskretni sistem
sa viSestrukim cistim vremenskim kasSnjenjem moZe se predstaviti vektorskom
diferencnom jednacinom:

x(k+1)=ﬁ(Aj +AA ) x(k=h,), O0=hy<h<..<h,, (10.1)
=0
sa pridruzenom funkcijom pocetnih uslova:
x(0)=y(0), Oc{-h—h+1,..,0}, (102)
gde je: x(k)eR" vektor stanja, A€ R™ konstantna matrica, a Cista vremenska
kaSnjenja su izraZena celim brojevima h; € T, .
AA e R™, 0<j<N su matrice koje predstavljaju perturbacije u sistemu.

Razmatraju se nestrukturne i strukturne perturbacije definisane na slede¢i nacin:

“AAJ.“ <aeR, , (10.3)

‘AAJ.‘SRJ.E R™ (10.4)

sledstveno.

115



Stabilnost u smislu Ljapunova perturbovanih diskretnih sistema sa ¢istim vrem. kasnjenjem

Lema 10.1 Neka je:
G(z)=(z1,-A)", (10.5)

tada je:
G(2)z "< |G (k)| =L. |z|>1. (10.6)
k=0
gde je G(k) niz matrica impulsnog odziva od G(z), Trinh, Aldeen (1995.a).

Lema 10.2 Za bilo koju (nxn) matricu X , vaZi sledece:
p(X)<l = det(l —X)#0, (10.7)

Trinh, Aldeen (1995.a).

U slucaju kada ne postoje perturbacije u sistemu, datom jed. (10.1), to jest AA; =0,

stabilnost razmatranog sistema se moze iskazati slede¢om lemom.

Teorema 10.1 Sve sopstvene vrednosti sistema bez perturbacija, datog jed. (10.1),

su unutar diska D(e,r) ako je zadovoljen sledeéi uslov:

a+r

, ), (10.8)

Y46 <5 &=min(la-r
j=0
Stojanovi¢ et al. (2004.1).

D robusna stabilnost vremenski diskretnih sistema sa distim vremenskim
kasnjenjem
U slucaju sistema, datog jed. (10.1), sa nestrukturnim perturbacijama, definisanim

nejed. (10.3), D(a’, r) stabilnost sistema se moze iskazati slede¢om teoremom.

Teorema 10.2 Sve sopstvene vrednosti perturbovanog sistema, datog jed. (10.1),

sa perturbacijama, definisanim nejed. (10.3), su unutar diska D(a,r) ako je zadovoljen

sleded¢i uslov:

a+r

). (10.9)

’

ﬁ(}”AJHé‘_hj < 5‘2% 5", &= min(|a'—r
Jj= =

Stojanovic¢ et al. (2004.1).
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Zakljucak 10.1 U slucaju kada ne postoje perturbacije u sistemu, datom jed. (10.1),

to jest AA; =0, vazi a; =0. Odavde sledi da je Teorema 10.1 posledica Teoreme 10.2,

Stojanovic¢ et al. (2004.1).

U slucaju sistema, datog jed. (10.1), sa strukturnim perturbacijama, definisanim

nejed. (10.4), D(a', r) stabilnost sistema se moze iskazati slede¢om teoremom.

Teorema 10.3 Pretpostavlja se da su sve sopstvene vrednosti matrice A, unutar
diska D(a,r). Sve sopstvene vrednosti perturbovanog, vremenski diskretnog sistema

sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, datog jed. (10.1), sa perturbacijama, definisanim

nejed. (10.4), su unutar diska D(e,r) ako je zadovoljen sledeéi uslov:

p(Ha’,(RO+ZN:(‘Aj‘+Rj)5h~/D<r, (10.10)

5:min(|a—r|,|a'+r
[(A=22)
r

Primer 10.1 Razmatra se perturbovani, vremenski diskretni sistem sa Cistim

). (10.11)

- B -1
HW:Z :([n_‘wj , (10.12)
k=0 r

Stojanovi¢ et al. (2004.1).

vremenskim kasnjenjem, dat jed. (10.1), sa jednim vremenskim kaSnjenjem u stanju,

0,1 0,1 0,02 0
A = , A= '
0 0,05 0,01 -0,015

Neka je D(a,r)= D(0,3, 0,6) 1 pretpostavlja se da su nestrukturne parametarske

gde je:

perturbacije AA, 1 AA, ograni¢ene normom, sledstveno, ||A0||Sa0 i ”AIHSal.
Konstante a, 1 a, su nepoznate pozitivne konstante koje se ocenjuju tako

da je razmatrani sistem D(0,3, 0,6) stabilan.
KoriS¢enjem uslova, datog nejed. (10.9), dobija se:
||A0”+HA'H 6'<d-a,—a, 5",
tada je:
0,1532<0,3-a,-a,/0,3,
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prema tome:
a, +?a1 <0,1468,
Stojanovic¢ et al. (2004.1).

Primer 10.2 Razmatra se vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (10.1), sa jednim vremenskim kasnjenjem u stanju, gde je:
0,54 0,05 0,02 0
A = . A= _
0 05 0,01 -0,015

Neka je D(a,r)=D(0,3, 0,6) i pretpostavlja se da su strukturne parametarske
perturbacije AA, 1 AA, ograni¢ene normom, sledstveno, |AAO| <0,117,, ‘AAI‘ <0,051,.

Koris¢enjem uslova, datog nejed. (10.10), dobija se:

p[HO’S,O,(, (0,1 1, +?(‘Al‘ +0,05 1, )D <0,6,

1,667 0,208
H 03,06 — 0 15 )

tada je:

p(-)=0,5909<0,6.

Prema tome, razmatrani sistem je D(0,3, 0,6) stabilan, Stojanovi¢ et al. (2004.1).

10.2 Stabilnost sistema sa ¢istim vremenskim kasnjenjem

i nelinearnim perturbacijama

U radu Tsao (1994) prezentovana su dva dovoljna uslova asimptotske stabilnosti
nelinearnih, vremenski varijantnih, diskretnih sistema.

U ovoj glavi izvrSice se generalizacija rezultata prezentovanog u radu Mori et al.
(1982.b) za slucaj nelinearnih, vremenski varijantnih sistema.

Razmatra se asimptotska stabilnost partikularne klase vremenski diskretnih sistema
sa Cistim vremenskim ka$njenjem i nelinearnim perturbacijama.

Prezentova¢e se dovoljan uslov, u formi kriterijjuma nezavisnog od Ccisto

vremenskog kasnjenja.
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Linearni, autonomni, viSestruko prenosni, perturbovani, vremenski diskretni sistem
sa viSestrukim cistim vremenskim kaSnjenjem moZe se predstaviti vektorskom

diferencnom jednainom:

N M
X(k“):Z(Aj"‘AAJ‘)X(k_hj)"'zfj(x(k_hj)’k)
= = , (10.13)
O=h,<h<..<hy, MS<N
sa pridruZzenom funkcijom pocetnih uslova:
x(0)=y(0), Oe{-hy,,—hy+1,..,0}, (10.14)

gde je: x(k)e R" vektor stanja, A;e R™ konstantna matrica, a Cista vremenska

kasnjenja sistema su izraZena celim brojevima h, e T,. Vektor f,(-,-):R"xXR - R"

je nelinearna perturbacija koja zadovoljava uslov:

X(k—hj)H, beR,. (10.15)

fj(x(k—hj),k)u <b;

Lema 10.3 Thebyshev-ljeva nejednakost vaZzi za bilo koji realni vektor v, :

T
(Zvlj [ZviJSmZviTvi. (10.16)
i=l i=1 i=1
Lema 10.4 Za bilo koje matrice W, F, G i Z istih dimenzija (mXn), ako je:

W=F+G+Z, (10.17)
tada za bilo koju pozitivnu kvadratnu matricu P =P’ >0 dimenzije n i pozitivne
konstante &, &, 1 & vazida je:

WIPW<(l+&+&" )X PX+(1+6,+&" )Y PY +(1+&+¢,") 2" PZ.(10.18)
Teorema 10.4 Sistem, dat jed. (10.13), je asimptotski stabilan ako je:

1 1
2+((M +1)be]2 <1, (10.19)

J=0

N
|4 +|N 2474,
j=1
Stojanovic¢ et al. (2004.g).

Primer 10.3 Razmatra se vremenski diskretni sistem sa c¢istim vremenskim
kaSnjenjem:
x(k+1)= A x(k)+ A x(k—1)+ A, x(k—2)+£ (x(k),k )+, (x(k-2).k),

gde je:
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(o1 ol L (020 (01 02
AO_{O,l —0,15} ‘_{0,2 O,J’ Az_(o,os O,J’
I£, (x (k). )| <0.01x (k)] |£, (x(k=2).k)]|<0,01[x(k-2)].
Primenjujuci Teoremu 10.4 sledi:

4]+ 2 A7 A, + AL A, +3(0.01+0,01) =0,9282 <1.

Prema tome, razmatrani sistem je asimptotski stabilan, Stojanovic et al. (2004.g).

U slucaju kada sistem, dat jed. (10.13), ne sadrzi nelinearne perturbacije

(f1 ()=£()= O), dobija se:

4]+ 2] A7 4, + A7 4| =0,6833.
Ovaj uslov je manje konzervativan u odnosu na uslov:
A+ A |+ A, = 0.7272<1,

prezentovan u radu Mori et al. (1982.b).
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11. EKSPONENCIJALNA STABILNOST
PERTURBOVANIH VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA VISESTRUKIM CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Poznato je da su stabilnost i robusnost osnovni zahtevi koji se postavljaju
za sisteme automatskog upravljanja. U praksi, da bi se zadovoljile tehnicke performanse
i da bi sistem imao dobre prelazne karakteristike, sistemi automatskog upravljanja
se Cesto projektuju da imaju rezervu stabilnosti. Ako sistem automatskog upravljanja
ima rezervu stabilnost &, tada je on eksponencijalno stabilan. Nekoliko rezultata koji
se bave problemom eksponencijalne stabilnosti je prezentovano u lit. Gruji¢, Siljak
(1974), Mori et al. (1982.a), Bourles et al. (1990) i Hmamed (1991.a. 1991.b).

U industrijskim procesima, Cista vremenska kaSnjenja se Cesto prisutna prilikom
prenosa informacija ili materijala izmedu razlic¢itih delova sistema. Hemijski procesi,
duge transmisione linije, telekomunikacioni sistemi i elektrane su tipi¢ni primeri
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.

S obzirom da prisustvo €isto vremenskog kaSnjenja Cesto prouzrokuje znacajno
pogorsanje stabilnosti i performansi sistema, znacajna paznja je posvecena problemima
upravljanja sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.

Problem ispitivanja eksponencijalne stabilnosti sistema sa distim vremenskim
kaSnjenjem je komplikovaniji od ispitivanja eksponencijalne stabilnosti sistema
bez prisustva &isto vremenskog kasnjenja i/ili neodredenosti. U lit. Gruji¢, Siljak (1974),
Mori et al. (1982.a) i Hmamed (1991.a. 1991.b) razmatrani su problemi ispitivanja
rezerve stabilnosti vremenski kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.
Proverom uslova stabilnosti i ponovnim izraCunavanjem, moze se oceniti rezerva
stabilnosti linearnih sistema sa ¢istim vremenskim kasnjenjem.

Medutim, u radu Hsien, Lee (1995) razmatran je isti problem za vremenski
diskretne sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem Glavni razlog je Ccinjenica
da se takvi sistemi mogu transformisati u proSirene sisteme bez prisustva Cisto
vremenskog kaSnjenja. Ovo proSirenje sistema, medutim, nije odgovarajuce za sisteme
sa nepoznatim, visestrukim Cistim vremenskim kasnjenjem ili za sisteme sa vremenski

promenljivim ka$njenjima.
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U ovoj glavi ¢e se razmatrati eksponencijalna stabilnost vremenski diskretnih
sistema sa neodredenostima. KoriS¢enjem Ljapunovljeve teoreme stabilnosti, dobice
se kriterijjum koji ¢e garantovati eksponencijalnu stabilnost vremenski diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem i neodredenostima. Prezentovace se dovoljan
uslov, u formi kriterijuma zavisnog od ¢isto vremenskog kasnjenja.

Takode, prosiruju se rezultati dati u lit. Mori et al. (1982.b) i Tsao (1994).

Linearni, autonomni, viSestruko prenosni, perturbovani, vremenski diskretni sistem
sa viSestrukim cistim vremenskim kasnjenjem moZe se predstaviti vektorskom

diferencnom jednacinom:

x(k+1)=ﬁ‘,(A,-+AAj)X(k—h;)+2fj(x(k‘hf)’k), (11.1)

Jj=0 J

M<N, h,=0
sa pridruzenom funkcijom pocetnih uslova:

x(0)=wy(0), Oe{-hy,—h,+1,..,0}, hy=maxh, (11.2)
gde je: x(k)e R" vektor stanja, A € R™ konstantna matrica, a Cista vremenska
kaSnjenja sistema su izraZena celim brojevima ;€ T,. M 1 N su dati celi brojevi.

Vektor f; (,-):R"XT, > R" je nelinearna perturbacija koja zadovoljava uslov:
Ie, (x(k=n). k)| <07 |x (k=,)]. b eR.. (113)

Lema 11.1 Thebyshev-ljeva nejednakost, Lee, Radovi¢ (1987), vazi za bilo koji

realni vektor v, :

(ivl) [ivijsiniﬂvi. (11.4)

Lema 11.2 Za bilo koje matrice W, F, G i Z istih dimenzija (an), ako je:

W=F+G+Z, (11.5)
tada za bilo koju pozitivnu kvadratnu matricu P=P" >0 dimenzije n i pozitivne

konstante &, &, 1 & vazi da je:

WPW<(l+&+&" )X PX +(1+&,+& )Y PY +(1+&,+&")Z"PZ. (11.6)
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Definicija 11.1 Sistem, dat jed. (11.1), ima rezervu stabilnosti & (eksponencijalno
je stabilan), gde je a>1 realan, pozitivan skalar, ako se stanje sistema, datog jed.

(11.1), moZe predstaviti u slede¢em obliku:
x(k)=a*p(k), (11.7)
a sistem odreden stanjem p(k) je globalno asimptotski stabilan.

U tom slucaju, parametar « se naziva brzina konvergencije (videti rad

Sun, Hsieh (1996) za slucaj vremenski kontinualnih sistema).

Teorema 11.1 Sistem, dat jed. (11.1), je asimprotski stabilan ako je:

|40+ NZAT ( M+1)2b Jz <l, (11.8)

Stojanovic¢ et al. (2004.g).

Teorema 11.2 Sistem, dat jed. (11.1), je eksponencijalno stabilan ako je:

a||Ao||+JNz

gde je « rezerva stabilnosti, Stojanovié, Debeljkovi¢ (2006.a, 2006.c).

|aza) +\/ (M +1 ia““bz <1, (11.9)
j=0

Primer 11.1 Razmatra se vremenski diskretni sistem sa c¢istim vremenskim

kaSnjenjem:

x(k+1) ZA x(k - h)+z]:fj(x(k—hj),k),

Jj=0

A= 0.1 0,1 L (02 0 A= 0.1 02
Lo -015) "' lo2 o1) " 10,05 01)

x(k—hl) ,

gde je:

e, (x (). <01, [ (x( =) k)] < h=1, h=2.

Primenjujuéi Teoremu 11.1 sledi:

4]+ 24 4, + AL 4, +[2(0.12 +0.1°) =0.8833<1.

Prema tome, razmatrani sistem sa poznatim, viSestrukim Ccistim vremenskim
kaSnjenjem je asimptotski stabilan.
U slu€aju kada sistem, dat jed. (11.1), ne sadrZi nelinearne perturbacije

(fo(-,-) =f,(-") :0) , dobija se:
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4o+ 2 AT A, + A7 A =0.6833.
Ovaj uslov je manje konzervativan u odnosu na uslov:
|4+ A +]4,] = 0.7272<1,

prezentovan u radu Mori et al. (1982.b).
Primenjujuéi rezultate Teoreme 11.2 za data Cista vremenska kaSnjenja sledi

da je rezerva stabilnosti: & =1,0385.

Takode, sledi da polovi razmatranog vremenski diskretnog sistema sa Cistim

vremenskim kaSnjenjem, sa prisutnim datim perturbacijama, leZe unutar kruga,

wees

Stojanovi¢, Debeljkovic (2006.a, 2006.c).
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12. KVADRATNA STABILNOST LINEARNIH
VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA SA CISTIM
VREMENSKIM KASNJENJEM I NEODREPENOSTIMA:
PRILAZ SA POZICIJA LINEARNIH
MATRICNIH NEJEDNAKOSTI

Analiza robusne stabilnosti sistema sa parametarskim neodredenostima
su problemi koji pobuduju interesovanje mnogih istrazivaca, lit. Chou (1990),
Zeng (1995) 1 Bo et al. (2004).

Tokom poslednjih decenija, znacajna paznja je poklonjena problemu analize
stabilnosti sistema sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem.

U skladu sa naprednom teorijom robusnog upravljanja, za sisteme sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem i neodredenostima, prezentovano je viSe metoda robusne
stabilnosti u lit. Li, De Souza (1997), Su et al. (2003), Xia, Jia (2003), Wu et al. (2004)
1 Yue, Han (2005).

Manje paznje je poklonjeno odgovarajuim rezultatima za vremenski
diskretne sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, koji su razmatrani u lit.
Verriest, Ivanov (1995), Kapila, Haddad (1998), Song et al. (1999), Mahmoud (2000.a),
Shi et al. (2000) i Fridman, Shaked (2005).

Glavni razlog je ¢injenica da se takvi sistemi mogu transformisati u proSirene
sisteme bez prisustva Cisto vremenskog kasnjenja.

Ovo prosirenje sistema, medutim, nije odgovarajuce za sisteme sa nepoznatim,
viSestrukim ¢istim vremenskim kas$njenjem ili za sisteme sa vremenski promenljivim
kasSnjenjima.

Jedan od najpopularniji nacin da se reSi problem analize robusne stabilnosti
je prilaz koji se zasniva na konceptu kvadratne stabilnosti, rad Xu et al. (2001.b)
bez prisustva Cisto vremenskog kasnjenja i lit. Moheimani, Petersen (1997),
Esfahani et al. (1998) 1 Su, Chu (1999) sa prisutnim cisto vremenskim kaSnjenjem.

Kvadratna stabilnost znac¢i da postoji Ljapunovljeva funkcija koja garantuje

stabilnost sistema sa neodredenostima.
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U radu Xu et al. (2001.b) prezentovani su uslovi kvadratne stabilnosti linearnih,
vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju
i neodredenostima u smislu nelinearnih matri¢nih nejednakosti, koje se nemogu
efikasno numericki resiti.

U ovoj glavi, ova poteSkoca se prevazilazi prezentovanjem novih uslova kvadratne
stabilnosti u  smislu  linearnih  matriénih  nejednakosti  (LMI)  koje
se mogu reSiti uspe$no koriS¢enjem izvedenih algoritama konveksne optimizacije,
Boyd et al. (1994).

Takode se razmatra analiza kvadratne stabilnosti linearnih, vremenski diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju i neodredenostima.

Razmatrani sistem sadrZi Cisto vremensko kaSnjenje u stanju i parametarske
neodredenosti.

Pretpostavlja se da su parametarske neodredenosti vremenski promenljive
1 ograni¢ene norme.

Razmatra se klasa linearnih, vremenski diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim

kaSnjenjem u stanju i neodredenostima:

x(k+1)=(A, +AA, (k))x(k)+( A, +AA, (k))x(k—h)+(B+AB(k))u(k), (12.1)
gde je: x(k)e R" vektor stanja, u(k)e R” vektor upravljanjai & je pozitivan ceo broj.
A,» A, i B su poznate realne konstantne matrice, AA,(k), AA, (k) i AB(k)

su vremenski promenljive parametarske neodredenosti za koje se pretpostavlja

da su u formi:

(A4, (k) 8A,(k) AB(K))=MF(k)(N, N, N,). (12.2)
gdesu M, N, , N, i N, konstantne matrice, a F (k)e R™ je matrica neodredenosti
koja zadovoljava uslov:

F(k)F"(k)<I. (12.3)
Neodredenosti AA,(k), AA,(k) i AB(k) su dozvoljene ako vaze i jed (12.2)

i nejed. (12.3).
U ovoj glavi, koriste se sledece definicije kvadratne stabilnosti sistema

sa Cistim vremenskim ka$njenjem i neodredenostima, datog jed. (12.1-12.3).
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Definicija 12.1 Vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem

i neodredenostima, dat jed. (12.1-12.3), je kvadratno stabilan ako postoje matrice
P>0, 0>0 i skalar £>0 tako da, za sve dozvoljene neodredenosti AA,(k)
i AA (k), sistem, dat jed. (12.1), u slobodnom radnom reZimu (u(k)EO),
zadovoljava:

AV (k) =V (k+1)-V (k) <-¢]| %[, (12.4)

za sve parove (%,k)e R xR, gde je:
(k)=[x"(k) x"(k=h)] . (12.5)
V(k)=xT(k)Px(k)+' x' (7)Ox(j)- (12.6)

U ovoj glavi prezentovace se potrebni i dovoljni uslove kvadratne stabilnosti
za vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kasnjenjem i neodredenostima,

dat jed. (12.1-12.3).

Teorema 12.1 Vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kasSnjenjem

i neodredenostima, dat jed. (12.1-12.3), je kvadratno stabilan ako i samo ako postoje
matrice P>01i Q>0 iskalar 6 >0 tako da vaZi slede¢i LMI uslov:

O-P 0 AP 6N, O

¥ -Q AP 6N, O

T ) )
i i s x  _5]

Stojanovié, Debeljkovi¢ (2008.c).
Teorema 12.2 Vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kasSnjenjem
i neodredenostima, dat jed. (12.1-12.3), je kvadratno stabilan ako i samo ako postoje

matrice L>0 1 W >0 i skalar ¢ >0 tako da vazi slede¢i LMI uslov:

W-L 0 LA? LN},
o LA LN, <0 (12.8)
* *  —L+eMM" 0
k k % _el

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.¢).
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Napomena 12.1 Lako se pokazuje da se Teorema 12.1 podudara sa Teoremom 1

u radu Xu et al. (2001.b). Naime, iz:

0-P 0 Al P ON},
k- Al P '
Q ! N | o, (12.9)
* * —P+5'PMM'P 0
k k k _51
sledi:
0-P 0 Al P IN;,
¥ —Q ATP + Ny |87 (8N, SN, 0)<0. (12.10)
* * —P+6'PMM'P 0
T T -1 T T -1
Q-P+6N, Ni +A;T'A, 6N, N; +AT/'A, <. 121
*k _1"2
S2Q-P+JIN, Ni +A;T'A,
- (12.12)
+(SN, NL +ATTTA TS (SN, NG + AT T A, ) <0
gde je:

£¢">0, T[2P"'=6"MM" >0, T,20-6N, N; —ATT'A,>0. (12.13)

Uslovi dati nejed. (12.12-12.13) su takode izvedeni u radu Xu et al. (2001.b),
ali na komplikovaniji nacin.

Potrebno je uociti da uslovi dati nejed (12.12-12.13) nisu u formi LMI, tako da je
postupak ispitivanja prili¢no komplikovan.

U radu Xu et al. (2001.b) ovaj problem je delimi¢no reSen, na osnovu sledeéeg
algoritma:

1. Usvajaju se proizvoljne vrednosti za varijable P, Q i J.

2. Proveravaju se uslovi dati nejed. (12.12-12.13). Ako ovi uslovi nisu ispunjeni,
ide se na korak 1, a ako su ispunjeni sistem, dat jed. (12.1-12.3), je kvadratno stabilan.

Ako razmatrani sistem nije kvadratno stabilan, ovaj proces se stalno ponavlja.

U ovoj glavi, LMI uslovi dati nejed. (12.7) i nejed. (12.8) se svode na izvodljiv
problem, Boyd et al. (1994), koji se moZe uspeSno reSiti koriSéenjem izvedenih

algoritama konveksne optimizacije, Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.c).
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Primer 12.1 Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa ¢istim
vremenskim kaSnjenjem u stanju 1 parametarskim neodredenostima, dati

jed. (12.1-12.3), u slobodnom radnom reZimu sa slede¢im parametrima:

-0,5 -0,4 0,3 0,1 0,3
AOI . AI: 5 M: N
0,2 -0,6 -0,1 0,1 0,1

N, =(015 01), N, =(02 01), h=2,

Xu et al. (2001.b), (Primer 1).

Radi poredenja rezultata, prvo se ispituje stabilnost razmatranog sistema
koris¢éenjem wuslova datih nejed. (12.12) i nejed. (12.13) izvedenih u radu
Xu et al. (2001.b) i zatim koriS¢enjem LMI uslova datih nejed. (12.7) i nejed. (12.8)

dobijenih u ovoj glavi.

Uslovi dati nejed. (12.12) i nejed (12.13), Xu et al. (2001.b), (Teorema 1).
Usvaja se:

e 0,7385 0,0882
10,0882 2,4882)

1,1486  —0,0065
, 0=2,8430.
—0,0065 1,2895
Koris¢enjem uslova datih nejed. (12.12) i nejed. (12.13) iz rada Xu et al. (2001.b)
sledi:
_( 0,7483 -0,1912

, [,>0, T,>0, A(S)={-0,102,0,791}= S £ 0,
-0,1912 —0,0588] 1 ? (5)=1 J

tako da je potrebno ponoviti prethodni korak za novi skup varijabli P, Q i O.

Pretpostavlja se da je usvojena slede¢a matrica P :

(2,7385 0,0882}
P = 5

0,0882 4,4882

a vrednosti ostalih varijable se ne menjaju.
Tada se dobija:

-0,3789 0,1224
>0 I,>0, S= <
0,1224  -0,7807

Prema tome, na osnovu nejed. (12.12) i nejed. (12.13) sledi da je razmatrani sistem
kvadratno stabilan.

LMI uslovi.

Za prethodni sistem, LMI wuslovi dati nejed. (12.7) i nejed. (12.8)

su izvodljivi i dobija se:
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_(2,7385 o,osszj _[1,1486 ~0,0065

, 0=2,843,
0,0882 14,4882 —-0,0065 1,2895

_(231,524 —12,297) W_£98,998 ~7,472

, e=145,45.
—-12,297 161,692 —7,472 47,645
Iz Teoreme 12.1 ili Teoreme 12.2, sledi da je sistem kvadratno stabilan, Stojanovic,

Debeljkovic (2008.c).
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VIII STABILNOST U SMISLU LJAPUNOVA
VELIKIH VREMENSKI DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

13. STABILNOST VELIKIH VREMENSKI DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Oslanjajuéi se na dostupne izvore, prvenstveno na lit. Gruji¢ (1972, 1974), lako
se uoCava da se pravi interes za prouCavanje velikih, vremenski diskretnih sistema
pojavio znatno kasnije u odnosu na kontinualne.

Tako, u prvom radu posveéenom ovoj klasi sistema, Araki et al. (1971), proucava
se jedna veoma uska klasa velikih, nelinearnih, nestacionarnih sistema.

U radu Gruji¢, Siljak (1972.a) odredeni su dovoljni uslovi stabilnosti jedne Sire
klase velikih, vremenski diskretnih sistema.

Ljapunovsku stabilnost kako vremenski kontinualnih tako i vremenski diskretnih
velikih sistema, prvi su razmatrali Lee, Radovi¢ (1987, 1988). U nastavku se razmatra
odgovaraju¢a problematika vezana za ispitivanje pomenutog koncepta stabilnosti
velikih, vremenski diskretnih sistema.

Razmatra se linearni, vremenski diskretni, veliki, autonomni sistem sastavljen

od N medusobno povezanih podsistema S, .
U dinamickom smislu svaki podsistem S, opisan je svojom vektorskom

diferencnom jednainom stanja:

1

N
Si X, (k+1)=Ax (k)+> A,x,(k—h,). (13.1.a)
j=1

i pridruZenom funkcijom pocetnih stanja:
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x,(0)=v,(0). Oe{-h,.~h, +1,...,0}, 1Si<N. (13.1.b)

npxn;

x,(k)e R" je vektor stanja, A, R"™" oznatava matricu sistema a A, € R
predstavljaju matrice veza izmedu i—togi j—tog podsistema.

Konstantno ¢isto vremensko kaSnjenje /4, uzima vrednost iz skupa pozitivnih celih
brojeva h, =maxh, .
' j
Neka je data skalarna funkcija V:R" — R, tako da je ista V(X(k)) ogranicena

za sve vrednosti svog argumenta x za koje je njegova norma || X || , takode, ogranicena.

Posmatra se, prvo, sistem, dat jed. (13.1), sastavljen od dva podsistema, N =2.

Teorema 13.1 Neka je dat slede¢i sistem matri¢nih jednacina:

Rilzml+1 —RfmlAl _R:'ml—llllAll —Rfml_hZIS 1421 :0’ (132)
R™S—R"™S A, R ™S A, —~R"™ A, =0, (13.3)

pri Cemusu A, A,, A,, A,,, A, 1 A,, matrice sitema, datog jed. (13.1), za N =2,
asa (n,) je oznacena dimenzionalnost podsistema, Stojanovié, Debeljkovi¢ (2004.b).

Ukoliko postoji reSenje sistema matricnih jednacina (13.2-13.3) po nepoznatim
matricama R, € C"™" i Se C"™™ tada sopstvene vrednosti matrice R, pripadaju skupu
korena karakteristicne jednacine sistema, datog jed. (13.1),za N =2.

Teorema 13.2 Neka je dat slede¢i sistem matri¢nih jednacina:

h,

RIY —RIMA, Ry A, RIS AL =0, (13.4)

RS —RM™MSA RIS A, ~RMTA, =0, (13.5)
pri Cemu su A, A,, A,, A,,, A, 1 A,, matrice sitema, datog jed. (13.1), za N =2,
a sa (nl.) je oznacena dimenzionalnost podsistema. Ukoliko postoji reSenje sistema
matri¢nih jednacina (13.4-13.5) po nepoznatim matricama R,e C"™™ i Se C"™™ tada

sopstvene vrednosti matrice R, pripadaju skupu korena karakteristitne jednacine

sistema, datog jed. (13.1), za N =2, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.b).
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Posledica 13.1 Ako je sistem, dat jed. (13.1), asimptotski stabilan tada su matrice
R, 1 R,, definisane jed. (13.2-13.3) i jed. (13.4-13.5), sledstveno, diskretno stabilne,

Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.b)

Definicija 13.1 Matrice R,, odnosno R,, koje zadovoljavaju sistem matri¢nih

jednacina (13.2-13.3), odnosno jed. (13.4—13.5), sledstveno, nazivamo solventima ovih

sistema matri¢nih jednacina, Stojanovié¢, Debeljkovi¢ (2004.b)
Definicija 13.2 Koren karakteristi¢ne jednacine sistema, datog jed. (13.1), 4, <>

sa maksimalnim modulom ( :max|2|=max‘/1i(A)‘), naziva se maksimalni koren
1

A,

(sopstvena vrednost) sistema, datog jed. (13.1) , Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.b)

Definicija 13.3 Svaki solvent R, sistema matri¢cnih jed. (13.2-13.3), odnosno
jed. (13.4-13.5), ¢iji spektar sadrzi maksimalnu sopstvenu vrednost A, sistema, datog
jed. (13.1), naziva se maksimalni solvent, Stojanovic, Debeljkovi¢ (2004.b)

Teorema 13.3 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent
sistema matri¢nih jed. (13.2-13.3) 1 sa R, se oznacava jedan od njih.

Tada je sistem, dat jed. (13.1), za N =2, asimptotski stabilan ako i samo ako
za bilo koju matricu Q=Q >0 postoji matrica P=P >0 kao reSenje sledece
diskretne Ljapunovljeve jednacine:

R,, PR, -P=-0, (13.6)
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.b).

Teorema 13.4 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent

sistema matri¢nih jed. (13.4-13.5)isa R, se oznacava jedan od njih.

2m

Tada je sistem, dat jed. (13.1), za N =2, asimptotski stabilan ako i samo ako
za bilo koju matricu Q=Q >0 postoji matrica P=P >0 kao reSenje sledece
diskretne Ljapunovljeve jednacine:

2m

PR,,—P=-R, (13.7)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2004.b).
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Iz predhodnog izlaganja sledi da je za ispitivanje asimptotske stabilnosti sistema,

datog jed. (13.1), sasvim svejedno da li se koristi matrica R, ili R

1m 2m*

U vezi toga uvodi se sledeca definicija.

Definicija 13.4 Vremenski diskretni sistem:
x(k+1)=R,, x(k), (13.8)
gde je matrica R,, maksimalni solvent sistema matri¢nih jed. (13.2-13.3) za i=1,

odnosno maksimalni solvent sistema matri¢nih jed. (13.4-13.5) za i =2, naziva se i—ti
diskretni, ekvivalentni sistem koji odgovara diskretnom, velikom sistemu

sa kaSnjenjem, datom jed. (13.1). Matrica R, naziva se matricom i-tog diskretnog,

ekvivalentnog sistema, Stojanovié, Debeljkovi¢ (2004.b).
Dakle, i-ti diskretni, ekvivalentni sistem se moZe iskoristiti za ispitivanje
stabilnosti odgovaraju¢eg diskretnog, velikog sistema sa kaSnjenjem, Sto je

u numerickom smislu mnogo jednostavniji problem.

Zaklju¢ak 13.1 U vecini slucajeva, ukoliko se dati veliki, linearni, vremenski
diskretni sistem sastoji od N podsistema, moguce mu je pridruziti N odgovarajuéih
diskretnih, ekvivalentih sistema. Svaki od njih se, sasvim ravnopravno, moZe iskoristiti
za ispitivanje stabilnosti polaznog velikog sistema. Jedini uslov je da postoji bar jedan
maksimalni solvent kao reSenje odgovarajuceg sistema matri¢nih jed. (13.2-13.3),
ili jed. (13.4-13.5), Stojanovi¢, Debeljkovic (2004.b).

Zakljucak 13.2 Matricne jed. (13.6) i jed. (13.7) su u formi Ljapunovljevih
matri¢nih jednacina ispisanih za obi¢ne sisteme bez kasnjenja, kao da je u pitanju
sistem, dat jed. (13.8).

Matrica R, sadrZi neohodne informacije u odnosu na potrebne osobine i strukturu

organizovanosti razmatranog velikog, diskretnog sistema. Prema tome, ispitivanje
stabilnosti velikog, diskretnog sistema moZe se svesti na proveru ove znacajne osobine

na diskretnom, ekvivalentom sistemu.
Dimenzija sistema, datog jed. (13.1), iznosi (nl(hml+1)+n2(hmz+1)) (videti

Teoremu 13.7). Nasuprot tome, dimenzija i-tog diskretnog, ekvivalentnog sistema

iznosi samo n,, pa je oCigledna razlika u redovima ova dva sistema.
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Zbog toga je predloZena metoda ispitivanja stabilnosti sistema, datog jed. (13.1),
u prednosti nad tradicionalnom procedurom ispitivanja stabilnosti pomoc¢u sopstvenih
vrednosti matrice ekvivalentnog sistema (videti Teoremu 13.7).

U postojecoj literaturi ne postoje adekvatne numericke metode za direktno
izraCunavanje maksimalnih solvenata sistema matri¢nih jed. (13.2-13.3) ili
jed. (13.4-13.5). Do pojedinacnog reSenja pomenutih jednacina moZe se do¢i primenom
minimizacionih metoda, koje zahtevaju pocetno pogadanje. Pri tome konvergencija ovih
reSenja direktno zavisi od poCetnog pogadanja.

Maksimalni solvent se dobija izdvajanjem bilo kog solventa, iz ovako dobijenog
skupa reSenja pomenutih sistema matri¢nih jednacina, koji sadrzi maksimalnu sopstvenu

vrednost A4, .

Nedostatak ove metode zasniva se na cinjenici da maksimalni solvent uopste
ne mora da egzistira. U tom slucaju predloZzena metoda se ne moze iskoristiti
za ispitivanje stabilnosti sistema, datog jed. (13.4), Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.b).

U nastavku se razmatra veliki, vremenski diskretni sistem sa kasnjenjem, dat

jed. (13.1), sacinjen od N podsistema.

Teorema 13.5 Neka je dat slededi sistem matri¢nih jednacina:

hy,, . +1

N
R™S —R"S, A=Y R" S A,=0,S,eC"™, =1 1<i<N, (13.9)
j=1

zadato /, 1</<N,pricemusu A, i A;, ISi<N, 1< /<N, matrice sistema, datog
jed. (13.1), n, redovi podsistema i /7; kaSnjenje u sistemu. Ukoliko za dato
l,1<¢< N, postoji reSenje sistema matricnih jednacina (13.9), po nepoznatim
matricama R, € C" i S, 1<i<N, i#/(, tada vazi o(R,)cX,, gde je X, skup
svih korena karakteristi¢ne jednacine sistema, datog jed. (13.1), Stojanovié, Debeljkovi¢
(2004.b).

Teorema 13.6 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent
sistema matri¢nih jednacina (13.9) za dato /, 1I<S/<N 1 neka R, oznaava jedan
od njih. Tada je sistem, dat jed. (13.1), asimptotski stabilan ako i samo ako za bilo koju
matricu Q=Q >0 postoji matrica P=P >0 kao refenje sledece Ljapunovljeve

matri¢ne jednacine:
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-P=-0, (13.10)
Stojanovié¢, Debeljkovi¢ (2004.b).

U nastavku sledi potreban i dovoljan uslov asimptotske stabilnosti sistema, datog
jed. (13.1), iskazan preko stabilnosti sistema bez kaSnjenja, pomocu takozvane
ekvivalentne matrice 4,,.

Naime, sledeca teorema bazira se na Cinjenici da diskretni sistem sa kaSnjenjem

pripada klasi kona¢no dimenzionalnih sistema.

Red ovih sistema je vrlo visok i zavisi od kasnjenja.

Teorema 13.7 Sistem, dat jed. (13.1), je asimptotski stabilan ako i samo ako

je ispunjen sledeci uslov:

p(A,)<l, (13.11)
gde je matrica A, definisana na slede¢i nacin:
N, xN, &
A, =(A,)eR"™, N, :;ni(hmi D), =maxhy, (13.12)
1. h, +1
l
A 0 A, 0
f, 0 0 0 , (13.13)
Aeqii _ I,,Li 0 0 c R”i(h’”iH) X ”i(hm,~+1)
S 0
0 O 0 0
Lo i+l
\ \
0 ... A, ... 0 13.14)
0 0 e 0 ni(hml_+l) X ”j(hm-"'l) ’ ( .
ogii =| .o eR !
0 ... 0 ...0

pri ¢emu su A, i Al.j, I<i<N, 1£j<N, matrice sistema, datog jed. (13.1),

Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2004.b).
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IX STABILNOST U SMISLU LJAPUNOVA
VELIKIH VREMENSKI KONTINUALNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

14. STABILNOST VELIKIH VREMENSKI KONTINUALNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Prema dostupnim saznanjima autora, prvi rad koji se bavio ljapunovskom
stabilnoS¢u velikih, vremenski kontinualnih sistema, je rad Bailey—a (1966),
gde je razmatrana pomenuta klasa sistema sa eksponencijalno stabilnim podsistemima,
da bi se ova problematika u radu Gruji¢, Siljak (1972.a) bila proSirena i na sisteme
sa eksponencijalno nestabilnim podsistemima.

U hronoloSkom redu mogu se navesti i znacajni doprinosi koji su dati u lit.
Michel (1970.b), Thomson (1970) i Siljak (1971), barem kada je re¢ o vremenski
kontinualnim sistemima.

Analiziraju¢i dalje veliko interesovanje autora na ovom polju, moZe
se sa sigurnos$cu reci, da je na ovim prostorima izuzetne rezultate i doprinose na ovom
polju dao Gruji¢ (1972, 1974) u svojoj doktorskoj disertaciji i u brojnim, kasnije
publikovanim radovima, koji su pobrojani u monografiji Gruji¢ et al. (1984) koja,
po oceni autora ove disertacije, sigurno predstavlja najve¢i domet u ljapunovskoj
stabilnosti najrazliCitijih klasa vremenski kontinualnih, velikih sistema.

ProSirenje koncepta stabilnosti u smislu Ljapunova na klasu linearnih, vremenski
kontinualnih, velikih sistema sa kasnjenjem dato je u lit. Lee, Radovi¢ (1987, 1988),
Wang et al. (1995) i Wang, Mau (1997).

Razmatra se linearni, vremenski kontinualni, veliki, autonomni sistem sastavljen

od N medusobno povezanih podsistema S, .
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U dinamickom smislu svaki podsistem S, opisan je svojom vektorskom

diferencijalnom jednac¢inom stanja:

N

St % (1)=Ax(1)+Y.A,x,(t-7,), (14.1)
j=1
i pridruZenom funkcijom pocetnih stanja:
x,(0)=0,(0). 0e{-z,. 0}, 1<i<N, (14.2)

gde je x,(t)e R" vektor stanja podsistema, A,€ R"™" oznatavaju matrice podsistema

a A€ R"™  reprezentuju matrice uspostavljenih veza izmedu i-tog i j-tog

podsistema. Sa Tij ozaceno je ¢isto vremensko kaénjenje, dokje 7, —max Tﬁ .
i ;
J

Neka je data skalarna funkcija V: R" - R, tako da je ista V(x(t)) ograni¢ena

za sve vrednosti svog argumenta x za koje je njegova norma || X || , takode, ogranicena.

IzlaZu se rezultati, u osnovi, dati u radu Stojanovic¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Razmatra se, prvo, veliki sistem koji se sastoji samo od dva podsistema, tj. N =2.
Teorema 14.1 Neka je dat slede¢i sistem matri¢nih jednacina:
R —A—e ™A, —e™SA, =0, (14.3)
R S—SA—e ™A, - ™S A, =0, (14.4)
pri Cemu su: A, A,, A,,, A,, A, 1 A,, matrice sitema, datog jed. (14.1), za N=2,
(n i) red podsistema i 7, vremensko kaSnjenje sistema.
Ukoliko postoji reSenje sistema matri¢nih jednacina (14.3—14.4) po nepoznatim

nyxny

matricama R e C i SeC"™, tada sopstvene vrednosti matrice R, pripadaju

skupu korena karakteristicne jednaine sistema, datog jed. (14.1), za N=2,

Stojanovié, Debeljkovi¢ (2005.d).
Teorema 14.2 Neka je dat slededi sistem matri¢nih jednacina:
R,—A —e ™ SA,—e ™A, =0, (14.5)

R, S—SA—e ™A, —e ™A, =0, (14.6)
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gdesu: A, A, A, A,, A, 1 A, matrice sitema, datog jed. (14.1), za N =2, (nl.)
red podsistema i 7; vremensko kaSnjenje sistema. Ukoliko postoji reSenje sistema

matri¢nih jedna¢ina (14.5-14.6) po nepoznatim matricama R,€ C*™ i Se C"™™, tada
sopstvene vrednosti matrice R, pripadaju skupu korena karakteristicne jednacine
sistema, datog jed. (14.1), za N =2, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Posledica 14.1 Ako je sistem, dat jed. (14.1), asimptotski stabilan, tada su matrice
R, 1 R,, definisane jed. (14.3-14.4) i jed. (14.5-14.6), stabilne (Hurvicove) matrice,

sledstveno, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Definicija 14.1 Matrica R, (Rz) naziva se solvent sistema matri¢nih jednacina

(14.3-14.4) (jed. (14.5-14.6)).

Definicija 14.2 Svaki koren karakteristicne jednacine A, sistema, datog
jed. (14.1), koji zadovoljava slede¢i uslov:
A, ={s,:s,€XL,Res, =max{Res:se I}}, (14.7)
naziva se maksimalni koren (maksimalna sopstvena vrednost) sistema, datog jed.(14.1).

Valja wuo¢iti da je A u stvari koren karakteristicne jednacine

m

g(s)=detG(s,S)= Zaj s’, a;€ R, sanajvecim realnim delom.
j=0

Definicija 14.3 Svaki solvent R, (R,,) sistema matri¢nih jednadina (14.3-14.4)
(ed. (14.5-14.6)), ¢iji spektar sadrzi najvecu sopstvenu vrednost A, sistema, datog
jed. (14.1), naziva se maksimalni solvent datog sistema matri¢nih jednacina.

Teorema 14.3 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent
sistema matri¢nih jednacina (14.3-14.4) i oznaCava se sa R, .

Tada je sistem, dat jed. (14.1), za N =2, asimptotski stabilan ako i samo ako
za proizvoljno izabranu matricu Q=0 >0 postoji matrica P=P >0 kao reSenje

sledec¢e Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

R, P+PR, =-0, (14.8)

1m 1m

Stojanovi¢, Debeljkovic (2005.d).
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Teorema 14.4 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent
sistema matri¢nih jednacina (14.5-14.6) i oznaCava se sa R, .

Tada je sistem, dat jed. (14.1), za N =2, asimptotski stabilan ako i samo ako
za proizvoljno izabranu matricu Q=Q >0 postoji matrica P=P >0 kao reSenje
slede¢e Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

R, P+PR, =-0, (14.9)
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Iz prethodno recenog i pokazanog nedvosmisleno sledi zaklju¢ak, da nema razlike

u testiranju asimptotske stabilnosti razmatranog sistema bilo da se, tom prilikom, koristi

matrica R ili matrica R, .
S tim ciljem i da bi se joS pojasnili neki detalji uvodi se slede¢a definicija.

Definicija 14.4 Vremenski kontinualni, linearni sistem:
x(r)=R,,x(1), (14.10)
gde je matrica R, definisana jed. (14.3-14.4) za i=1 i jed. (14.5-14.6) za i=2,
sledstveno, naziva se i—ti kontinualni, ekvivalentni sistem za kontinualni, veliki sistem
sa kaSnjenjem. Matrica R, naziva se matricom i-tog kontinualnog, ekvivalentnog
sistema. Oznaka za i-ti kontinualni, ekvivalentni sistem podrazumeva da se
kontinualni, ekvivalentni sistem bez kasnjenja moZze pridruZiti odgovarajuéem

kontinualnom, linearnom, velikom sistemu sa kasnjenjem, ranije datog jed. (14.1),

Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Zakljucéak 14.1 Matri¢ne jed. (14.8) i jed. (14.9) date su u formi koje odgovaraju
Ljapunovljevim matricnim jedna¢inama za obi¢ne, vremenski kontinualne sisteme

(bez kaSnjenja), jed. (14.10). U tom smislu matrica R, sadrzi informaciju

o odgovaraju¢em vremenski kontinualnom, velikom sistemu i njegovoj strukturi,

Stojanovi¢, Debeljkovic (2005.d).

Zakljucak 14.2 Primenjujuci Teoremu 14.3 i Teoremu 14.4, ispitivanje stabilnosti
sistema, datog jed. (14.1), svodi se na ispitivanje stabilnosti odgovarajuceg i-tog
ekvivalentnog, kontinualnog sistema koji je ustvari obiCan (klasi¢an), linearni,

vremenski kontinualni sistem bez prisustva Cisto vremenskog kasnjenja.
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Dimenzija sistema, datog jed. (14.1), je beskonatna, dok je dimenzija

i—tog ekvivalentnog, kontinualnog sistema konaCna i iznosi n,, Stojanovic,
Debeljkovi¢ (2005.d).

Zakljucak 14.3 Za ispitivanje stabilnost sistema, datog jed. (14.1), Teorema 14.3
i Teorema 14.4 su medusobno u potpunosti jednake. Prema tome, moze se zakljuciti
da ne postoji razlika u ispitivanju asimptotske stabilnosti razmatranog sistema bilo

da se koristi matrica R, ili R,, . Jedini uslov je da postoji najmanje jedna od ovih

matrica kao reSenje odgovarajueg sistema matricnih jednaCina. U suprotnom,

nemoguce je primeniti ove teoreme, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Zakljucak 14.4. Prezentovani kriterijumi stabilnosti su izraZeni u formi potrebnih
1 dovoljnih uslova i kao takvi nemaju konzervatizam kao postoje¢i dovoljni kriterijumi

stabilnosti, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Zakljucak 14.5 Prema dostupnim saznanjima, u postojecoj literaturi, ne postoje
adekvatne numeri¢ke metode za direktno izracunavanje maksimalnih solvenata R,
ili R, sistema matri¢nih jednaCina (14.3-14.4) ili (14.5-14.6), sledstveno. Umesto

2m

toga, koriS¢enjem razlicitih pocetnih vrednosti solvenata R,, prvo se odreduje S$to

je moguce Siri skup reSenja sistema matri¢nih jednacina (14.3-14.4) ili (14.5-14.6)
primenjujuci, na primer, metodu minimizacije koja se zasniva na nelinearnom
algoritamu najmanjih kvadrata. Pocetne vrednosti solvenata direktno uticu
na konvergenciju reSenja. Konacno, iz tako dobijenog skupa reSenja, maksimalni
solvent se dobija izolovanjem solventa Cije sopstvene vrednosti odgovaraju korenu
karakteristicne jednacine sistema, datog jed. (14.1), sa najve¢im realnim delom,
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

U nastavku se razmatra vremenski kontinualni, veliki sistem sa kaSnjenjem,

dat jed. (14.1), sastavljen od N podsistema.

Teorema 14.5 Neka je dat sledeci sistem matri¢nih jednacina:

N
R S,—S,A-Y e S A, =0, S,eC"™, §=1I, I<i<N, (14.11)

ny
J=1
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za dato [, I<I<N, gde su A, i Ajl., 1<i<N, 1£j<N matrice sistema,
datog jed. (14.1). 7, je vremensko kaSnjenje posmatranog sistema.

Ukoliko postoji solvent sistema matriénih jednaina (14.11) po nepoznatim

nyxn;

matricama R, e C i S, 1<i<N, i#l[, tada sopstvene vrednosti matrice R,

pripadaju skupu korena karakteristi¢ne jednacine sistema, datog jed. (14.1), Stojanovié,

Debeljkovi¢ (2005.d).

Teorema 14.6 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent

sistema matri¢nih jednacina (14.11) za dato /, 1</<N 1i neka R, oznaCava jedan

od njih. Tada je linearni, vremenski kontinualni, veliki sistem, dat jed. (14.1),

asimptotski stabilan ako i samo ako za proizvoljno izabranu matricu Q=0 >0 postoji
matrica P =P’ >0 kao resenje slede¢e Ljapunovljeve matri¢ne jednadine:

R, PR, -P=-Q, (14.12)
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d).

Zakljucak 14.6 Neka od N sistema matri¢nih jednacina, koji su definisani
jed. (14.11), njih M <N daju kao reSenje maksimalne solvente. Tada je velikom,
linearnom, vremenski kontinualnom sistemu, datom jed. (14.1), moguce pridruziti M
odgovarajuc¢ih ekvivalentnih, kontinualnih sistema koji se, medusobno potpuno
ravnopravno, mogu iskoristiti za ispitivanje stabilnosti polaznog velikog sistema,

Stojanovié, Debeljkovi¢ (2005.d).
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X STABILNOST VELIKIH INTERVALNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

15. STABILNOST VELIKIH INTERVALNIH
VREMENSKI KONTINUALNIH I DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Tokom poslednjih godina, izucavanje sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem
privla¢i znacajnu paZnju s obzirom da je Cisto vremensko kasnjenje Cesto izvor
nestabilnosti i postoji u razli¢itim industrijskim, bioloskim i privrednim sistemima usled
konacne brzine obrade informacija.

Intervalni sistemi, sa viSestrukim cistim vremenskim kaSnjenjem su ekstenzivno
izu€avani tokom poslednjih godina u lit. Bialas (1983), Daoyi (1985), Yedavalli (1986),
Jiang (1987), Petkovski (1988), Soh, Evans (1988), Soh (1991), Wang, Lin (1991)
i Chen (1992), a sistemi bez prisustva Cisto vremenskih kaSnjenja u lit. Ozturk (1988),
Wang, Lin (1991), Lee, Hsien (1997.b), Sun (1997). Glavni razlog ne leZi samo
u teoretskom interesovanju ve¢ zbog toga Sto su intervalni sistemu mocan alat
za analizu robusnosti sistema, lit. Su, Huang (1992), Niculescu et al. (1994),
Li, De Souza (1997), Lee, Lee (1999), Huang, Zhou (2000), Han, Gu (2001),
Kim (2001) i Xu et al. (2001.b).

Prema dostupnim saznanjima, postoji mali broj raziltata koji se tiCu analize
stabilnosti velikih, intervalnih sistema sa €istim vremenskim kasnjenjem. U to smislu,
na osnovu rezultata iz rada Lee, Hsien (1997.b), prezentovale se dovoljni uslovi
asimptotske stabilnosti velikih, intervalnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem
koris¢enjem Gersgorin—ove teoreme. Razmatraju se vremenski kontinualni i diskretni

sistemi.
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Razmatra se linearni, kompozitni sistem definisan sa dva medusobno povezana

podsistema S, 1 §, sa Cisto vremenskim kaSnjenjima:

i) u slucaju vremenski kontinualnog sistema:

S, :Xl(t):Alxl(t)+A11Xl(t_Tll)+A12 XZ(t_TIZ)

. , (15.1)
S, 1%, (1) = A%, (1) + Ay X, (1 =75, ) + Ay X, (1= 7;,)
i) u slucaju vremenski diskretnog sistema:
S ex (k+1)=Ax (k) + A, x, (k—hy, )+ A, x, (k=h,) (152

S, X, (k+1)=A,x,(k)+ A, X, (k—hy )+ Ay, X, (k—hy,)
gde, u oba modela, x,(t)e R" predstavlja stanje podsistema S,, A,eR"™

i AUER""X"", 1<i<2, 1<j<2, su intervalne matrice, a 7,€ R, i h, >0, koja
ne moraju biti celi brojevi, oznacava kasnjenja u meduvezama.
Pretpostavlja se da elementi (a’fj) i (a;?) matrica A, i A, , imaju sledece osobine:

rs?
g =% =% Sy =% =% (15.3)

k
ij°

—k s+ —rs
gdesu a;, a;, a; 1 a; poznate konstante.

Lema 15.1 (Gersgorin—ova teorema) Svaka sopstvena vrednost A matrice

M = (m )e R™" zadovoljava najmanje jedan od uslova:

ij
n

|/1—m,.i| < Z‘ m;
=

J#i

, 1<i<n. (15.4)

Lema 15.2 (Gersgorin—ova teorema) Svaka sopstvena vrednost A matrice

M = (mlj ) € R™ zadovoljava najmanje jedan od uslova:

, 1<i<n. (15.5)

n
|/1—m,.,.| < Z‘ m;
1

J#
DefiniSe se:

G'=(gh)e R™™, 1<k<2 gi=a,, gi=max{lalla1}.i#j, (156)
G"=(gy)eR"™, 1<r<2, 1<5<2, g/ =max{lgj 1’ I}. (157

E'=(ef)e R™™, 1<k<2, ¢ =max{lg;lIa;|}. (15.8)
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U ovoj glavi, kori§¢enjem Leme 15.1 i Leme 15.2, prezentovace se kriterijumi

stabilnosti vremenski kontinualnih i diskretnih sistema, sledstveno.

Veliki intervalni vremenski kontinualni sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem

Teorema 15.1 Ako vaze sledeéi uslovi:

min{ S,, S, }<0, (15.9)

S, =max{S!,S’}, S =max{s!, S}, (15.10)

. = max nzl(ghgé')ﬂ“igf}, (15.11)
ST LE j=1

Sf:fggﬁ{i(gﬁJrgf)Jrig;l}, (15.12)
{ (8,,+g,,)+Zg } (15.13)

> (85 +85 )+ Zg } (15.14)

tada je sistem, dat jed. (15.1), asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovic¢
(2005.a, 2005.b).

Veliki intervalni vremenski diskretni sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem

Teorema 15.2 Ako vaze sledeci uslovi:

min{ R, R } <1, (15.15)

R, =max{R!,R’}, R =max{R.R’}, (15.16)
R! =lmax{§:(e;j+g;jl)+ig:f}, (15.17)
<i<nj = =

R; =323§2{Zz(e§+g52)+21g3‘}, (15.18)
- j=1 j=1

=

j=1

R! ]max{Z(eﬂ+gﬂ) igif}, (15.19)
<i<nj =
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& - Bler ) Bt 1520

j=1
tada je sistem, dat jed. (15.2), asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovic¢
(2005.a, 2005.b).

Primer 15.1 Razmatra se veliki, intervalni, vremenski kontinualni sistem

sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (15.1), gde je:

-11 0 0 -7 0 0
A= 0 —-12 0|<A<I 0 -9 0 |=A4,
0 0 -9 0 0 -6
-1 0 -1 1 00
A,=| 0 -1 0 |<A,<[0 0 0 |=4,,
0 0 -2 00 -1
-0,5 0 10
A,=| 0 -0,5|<A,<|0 0|=A4,,
0 1 0 1

Az_—o,s 0<A2<01—Z
= 1o 1) lo 1) ™™

Kori$éenjem jed. (15.6) i jed. (15.7), dobija se:

-7 0 0 1 0 1
G'={0 -9 0/, G"=|0 1 0],
0 0 -6 00 2
1 0 -
G*=|0 0,5|, G*= ,
0 -5
0 1

G21=1 0 1 G - 0,5 1
0 0 1) 0 1)

KoriSéenjem kriterijuma datih jed. (15.9-15.14) dobija se:
min{ S,, S, } =-3<0.
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Prema tome, razmatrani sistem je asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovié
(2005.a, 2005.b).

Primer 15.2 Razmatra se veliki, intervalni, vremenski diskretni sistemi sa ¢istim
vremenskim kasnjenjem, dat jed. (15.2), gde je:
-0,55 0 0 -0,35 0 0
A=l 0 -06 0 |<A<| 0 -045 0 |=A
0 0 -0,45 0 0 -0,3

_0’1 O _0,1 0,1 0 0
A,=| 0 -01 0 [<A,Z< 0 0 |=4,,
0

0 0 =02

A, = -0,05 0 <A< 0 01 _ZZ
=1L o o1)7"” (o o01)
Kori$¢enjem jed. (15.7) 1 jed. (15.8) dobija se:
0,55 0 0

1 , (045 0
E'=l 0 06 0 | E-= ,
0 0535
0 0 045
01 0 01 01 0
G'=| 0 01 01 G*=|0 005],
0 0 02 0 0,1

G :[O,l 0 0,1)’ G :(0,05 0,1].
0 0 01 0 01
KoriS¢enjem kriterijuma datih jed. (15.15-15.20) dobija se:
min{ R,, R, }=0,85<1.
Prema tome, razmatrani sistem je asimptotski stabilan, Stojanovi¢, Debeljkovié

(2005.a, 2005.b).
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XI NOVI REZULTATI

16. PRILAZ STABILNOSTI SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM
U SMISLU NELJAPUNOVA:
KRITERIJUMI NEZAVISNI I ZAVISNI
OD CISTO VREMENSKOG KASNJENJA

16.1 Uvod

Problem ispitivanja sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem je podrucje koje
se istrazuje godinama. Cisto vremensko kasnjenje je veoma Gesto prisutno u razli¢itim
tehnickim sistemima, kao Sto su elektri¢ne, pneumatske i hidrauli¢ne mreze, dugacke
transmisione linije, i tako dalje. Postojanje ¢isto vremenskog kaSnjenja, bilo da je ono
prisutno u upravljanju ili/i stanju, moZe prouzrokovati neZeljene prelazne odzive
sistema, ili ¢ak nestabilnost. Kao posledica, problem analize stabilnosti ove klase
sistema je jedno od glavnih polja istrazivanja za mnoge istrazivace. U opStem slucaju,
uvodenje faktora Cisto vremenskog kaSnjenja ¢ini analizu komplikovanijom.

Kada se wuopSteno razmatraju sistemi sa Cistim vremenskim kaSnjenjem,
u postoje¢im kriterijumima stabilnosti, primenjena su uglavnim dva prilaza.

Naime, prvi prilaz je da se dobije uslov stabilnosti koji ne ukljucuje informaciju
o Cisto vremenskom kaSnjenju, a drugi prilaz je metoda koja uzima u obzir kasnjenje.
Prvi prilaz se Cesto naziva kriterijum nezavisan od Cisto vremenskog kaSnjenja
i generalno obezbeduje jednostavne algebarske uslove. U tom smislu pitanje njihove

stabilnosti zasluzuje veliku paznju.
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U prakti¢nim prilikama nije uvek od interesa razmatrati stabilnost sistema u smislu
Ljapunova, ve¢ je, ponekad, od posebne vaznosti utvrditi granice do kojih dosezu
trajektorije sistema pri njegovom kretanju u prostoru stanja.

Sistem moZe da bude stabilan u klasicnom smislu, ali prakticno neupotrebljiv zbog
neZeljenih vrednosti pokazatelja kvaliteta prelaznog procesa.

Zbog toga je od posebnog znaaja da se stabilnost sistema razmatra u odnosu
na zadate pod—skupove u prostoru stanja, koji su a priori definisani za dati problem.

Pored toga, imaju¢i u vidu veoma stroge i opre¢ne zahteve koji se danas namecu
kvalitetu dinamickog ponaSanja realnih sistema, od posebnog je interesa razmatrati
njihovo ponasanje samo na konacnom vremenskom intervalu.

Pomenute osobine ograni¢enosti odziva sistema, to jest reSenja sistema, su veoma
vazne sa inZenjerske taCke glediSta. Uzimajuéi u obzir ovu cinjenicu, uvedene
su mnogobrojne definicije takozvane tehnicke i prakti¢ne stabilnosti.

Grubo govoredi, ove definicije se baziraju na predefinisanju granica perturbacija
pocetnih uslova i dozvoljenih perturbacija odziva sistema. U inZenjerskim primenama
upravljackih sistema, ova Cinjenica postaje veoma vazna i ponekad krucijalna, u cilju
karakterizacije unapred, na kvantitativan na¢in, moguc¢ih odstupanja odziva sistema.

Prema tome, analiza ovih partikularnih grani¢nih osobina resenja je vaZan korak,
koji prethodi projektovanju upravljackih signala, kada se razmatra koncept stabilnosti
na kona¢nom vremenskom intervalu ili prakti¢ne stabilnosti.

Na osnovu rezultata koji se tiCu prakti¢ne stabilnosti iz lit. La Salle, Lefschetz
(1961) i Weiss, Infante (1965, 1967), uvode se razliCite kategorije stabilnosti
na kona¢nom vremenskom intervalu, za vremenski kontinualne sisteme i kostantan skup
grani¢nih trajektorija.

Dalji razvoj ovih rezultata je ostvaren zahvaljuju¢i mnogim drugim autorima.

16.2 Hronoloski pregled prethodnih rezultata i motivacija

U kratkom prikazu, koji sledi, upozna¢emo se samo sa rezultatima postignutim
za vremenski kontinualne, linearne sisteme sa cistim vremenskim kasnjenjem na polju

neljapunovske stabilnosti.
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Prakticna stabilnost i stabilnost na konacénom vremenskom intervalu

sistema sa cistim vremenskim kasnjenjem

U kontekstu stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu ili prakti¢ne stabilnosti
partikularne klase nelinearnih, singularnih, perturbovanih, visestrukih sistema sa cistim
vremenskim kasSnjenjem, razliiti rezultatu su, po prvi put, dobijeni u radu
Feng, Hunsarg (1996). Definicije iz ovog rada su veoma slicne definicijama
u lit. Weiss, Infante (1965, 1967), ocigledno prilagodene sistemima sa Cistim
vremenskim kasnjenjem. Potrebno je napomenuti da se ove definicije znacajni razlikuju
od definicija prezentovanih u ovoj glavi.

U kontekstu stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu i prakti¢ne stabilnosti
linearnih, vremenski kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, razliciti
rezultatu su, po prvi put, dobijeni u lit. Debeljkovi¢ et al. (1997.a, 1997.e)
1 Nenadié et al. (1997).

U lit. Debeljkovi¢ et al. (1997.a) i Nenadi¢ et al. (1997) proSireni su neki osnovni
rezultati na podrucju stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢ne
stabilnosti partikularne klase linearnih, vremenski kontinualnih sistema sa Cistim
vremenskim kasSnjenjem. Izvedeni su dovoljni uslovi stabilnosti, zavisni od Ccisto
vremenskog kaSnjenja, izrazeni u vidu fundamentalne matrice sistema sa Cistim
vremenskim kasnjenjem. Osim toga, u slucaju kada je moguce uspostaviti odgovarajucu
vezu izmedu fundamentalnih matrica linearnog sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem i sistema bez prisustva Cisto vremenskog kaSnjenja, prezentovani rezultati
omogucuju efikasne procedure za ispitivanje praktine stabilnosti kao i stabilnosti
na konacnom vremenskom intervalu sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem.

Prilaz matricnih mera je, po prvi put, primenjen u lit. Debeljkovi¢ et al.
(1997.e, 1998.c) za analizu prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intervalu linearnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Na osnovu Coppel—ove
nejednakosti i uvodenjem prilaza matricnih mera dobijeni su veoma jednostavni
dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu,
zavisni od Cisto vremenskog kaSnjenja, bez potrebe za izraCunavanjem fundamentalne
matrice sistema sa istim vremenskim kaSnjenjem.

U radu Nenadi¢ et al. (1997) ovaj problem je reSen za sisteme sa Cistim

vremenskim kaSnjenjem u prinudnom radnom rezimu.
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Prilaz, koji se zasniva na dobro poznatoj Bellman—Gronwall-ovoj lemi,
je primenjen u radu Debeljkovi¢ et al. (1998.c) kako bi se dobili efikasniji, dovoljni
uslovi, zavisni od Cisto vremenskog kaSnjenja, za ispitivanje stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu i prakti¢ne stabilnosti vremenski kontinualnih sistema sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem u stanju.

Pregled svih prethodnih rezultata i doprinosa je prezentovana u radu
Debeljkovi¢ et al. (1999.b) sa opStim komentarima i blago modifikovanim Bellman—
Gronwall-ovim prilazom.

U radu Debeljkovi¢ et al. (2000.a), modifikovan Bellman—Gronwall-ov princip,
je prosiren na partikularnu klasu vremenski kontinualnih neautonomnih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem na konacnom vremenskom intervalu.

U ovoj glavi prezentovace se dva potpuno razliita prilaza razmatranom problemu
1 nastavlja se ispitivanje na uobicajen nacin.

Naime, prvi rezultat je izraZzen direktno preko sopstvenih vrednosti osnovnih

matrica sistema A, i A,, koje se prirodno pojavljuju u modelu sistema, i izbegava se

potreba za uvodenjem bilo koje kanoni¢ne forme, ili transformacije u iskazu teoreme.

U drugom slucaju teorija geometrijske koezinstencije vodi do prirodne klase
pozitivno odredenih kvadratnih normi na potprostoru koji sadrzi sva resenja.

Ova Cinjenica omogucava razvoj ljapunovske i neljapunovske teorije stabilnosti ¢ak
1 za vremenski kontinualne, linearne sisteme sa Cistim vremenskim ka$njenjem u smislu
da je osobina atraktivnosti ekvivalentna postojanju simetri¢nih, pozitivno odredenih
reSenja opSte forme Ljapunovljeve matricne jednacine koja ukljucuje uslov koji se
odnosi na ogranicenost resenja.

Prva metoda se zasniva na klasicnom prilazu koji se uglavnom koristi za izvodenje
dovoljnih uslova stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu, nezavisnih od cisto
vremenskog kasnjenja. Takode se prezentuje nova definicija, koja se zasniva na osobini
atraktivnosti reSenja sistema, koja se moze tretirati analogno kvazi—kontraktivnoj
stabilnosti, Weiss, Infante (1965, 1967).

Osim toga, izveSc¢e se dovoljan uslov, zavisan od Cisto vremenskog kaSnjenja, koji
garantuje da ¢e razmatrani sistem biti prakticno stabilan sa osobinom atraktivnosti
njegovih resSenja, koji se moze tretirati kao novi koncept takozvane neljapunovske

stabilnosti.
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16.3 Oznake i preliminarna razmatranja

R Realan vektorski prostor

C Kompleksan vektorski prostor
I* Jedini¢na matrica

F= ( fi ) e R™ Realna matrica

FT Transpozicija matrice F

F>0 Pozitivno odredena matrica
F=0 Pozitivno polu—odredena matrica
A(F) Sopstvena vrednost matrice F'

| F||=/ 4w (F'F)  Euklidska norma matrice F

U opsStem slu€aju, upravljacki sistemi sa €istim vremenskim kaSnjenjem se mogu

opisati kao:
, (16.1)

gde je x(7)e R" vektor stanja, u(r)e R" je vektor upravljanja, ¢e C =C([—T, 0], R”)
je prihvatljiva funkcija pocetnih stanja, C= C([—T, 0], R”) je Banach—ov prostor

vremenski kontinualnih funkcija koje preslikavaju vremenski interval [-7,0] u R”

sa topologijom uniformne konvergencije.

Vektorska funkcija zadovoljava:
f( ):IXR"XR"XR" ->R", (16.2)

1 pretpostavlja se da je dovoljno glatka da obezbedi postojanje i jedinstvenost reSenja

na vremenskom intervalu:
S=[t,. (1,+T) eR, (16.3)
kao i neprekidnu zavisnost reSenja oznacenog sa x(7,7,,X,) u odnosu na ¢ i poetne

podatke.

* Videti Prilog A
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Veli¢ina T mozZe biti ili pozitivan realan broj ili simbol +co, tako da se stabilnost

na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢na stabilnost mogu istovremeno tretirati,
sledstveno.

U opstem slucaju, za autonomni sistem se ne zahteva da:
£(1,0,0)=0, (16.4)
Sto znaci da nije neophodno da koordinatni pocetak prostora stanja bude ravnotezno
stanje. R" oznaCava prostor stanja sistema, datog jed. (16.1), a || () || oznacava
Euklidsku normu.
Neka V:3xR" >R, tako da je funkcija V(t,x(t)) ograni¢ena za Vie 3,

Vx(t) zakoje je "x(t) " takode ograni¢ena.

Definite se Ojlerov izvod funkcije V(¢,x(¢)) duZ trajektorije sistema, datog

jed. (16.1), na sledeci nacin:

V(t,x(z)):W{gmdv(z,xu))]%( ). (16.5)

16.4 Prethodni rezultati

Razmatra se linearni, vremenski kontinualni sistem sa cistim vremenskim
kaSnjenjem u stanju, opisan sa:
x(1)=A,x(1)+ A, x(1-7), (16.6.a)
sa poznatom vektorskom funkcijom pocetnih uslova:
x(t)=0,(t), —-7<1<0, (16.6.b)

gde su A, i A, konstantne matrice odgovaraju¢ih dimenzija.

Definicija 16.1. Sistem, dat jed. (16.6), je stabilan u odnosu na

{a. . 7. T.|x

}. @< f ako za bilo koju trajektoriju x(¢) uslov |x,|<ea povlaci

||X(t)||<ﬁ, Vte [—A, T], A=t , Feng, Hunsarg (1996).

ax
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Definicija 16.2 Sistem, dat jed. (16.6), je kontraktivno stabilan u odnosu na

{a, B, 7.7, T.| x|}, y<a<p, ako i samo ako za bilo koju trajektoriju x() uslov

X

|| X, || <o povlaci:

x|}

(ii) postoji "€ ]0, T [ tako da |x(t)[ < 7 za Vie |¢, T[ , Feng, Hunsarg (1996).

(i) stabilnost u odnosu na {0{, B, -1, T,

Definicija 16.3 Sistem, dat jed. (16.6.a), koji zadovoljava pocetni uslov,

dat jed. (16.6.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na
{g“(t), B, T} ako i samo ako:
¢.(1)<{(1),
povlaci:
|| x(t)”2 <p, tel0,1],
{(t) je skalarna funkcija sa osobinom 0<{(f)<a, —7<r<0, gde je a realan,

pozitivan broj i fe R i f>a, Debeljkovi¢ et al. (1997.a, 1997.e), Nenadi¢ et al.
(1997), videti sliku 16.1.

p
_______ s
S(r) 27
I_.... o. (7)),
E'\-// : . -
-T 0 T 27 T t

Slika 16.1 Graficka ilustracija Definicije 16.3

Uslovi stabilnosti zavisni od isto vremenskog kasnjenja

Teorema 16.1 Sistem, dat jed. (16.6.a), sa pocetnom funkcijom, datom

jed. (16.6.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, B, T,T} ,

ako 1 samo ako je zadovoljen sledeci uslov:
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pBla
|@(1)], < Wz, vie[o, T], (16.7)

gde je || () || Euklidska norma matrice a ®(7) je fundamentalna matrica sistema, datog
jed. (16.1), Debeljkovic et al. (1997.a), Nenadi¢ et al. (1997).

Kada je 7=0 ili H A, H =0, problem se svodi na slu¢aj obi¢nog, linearnog sistema,
Angelo (1970).

Teorema 16.2 Sistem, dat jed. (16.6.a), sa pocetnom funkcijom, datom
jed. (16.6.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, B, T,T}

ako 1 samo ako je zadovoljen slede¢i uslov:

gl Bl vie[o, 7], (16.8)

B

1+7llA, I,

gde | ()| oznatava Euklidsku normu, Debeljkovi¢ et al. (1997.¢).

Uslovi stabilnosti nezavisni od ¢isto vremenskog kasnjenja

Rezultati koji ¢e biti prezentovani u nastavku omogucavaju da se ispita stabilnost
na kona¢nom vremenskom intervalu razmatranog autonomnog sistema, to jest sistema
datog jed. (16.6.a) i jed. (16.6.b), bez nalazenja fundamentalne matrice ili odgovarajuce
matri¢ne mere.

Izraz dat jed. (16.6) se moZe prepisati u njegovoj opstoj formi na slede¢i nacin:

X(t0+19)=(px(19)
_r<9<0 , (16.9)
(px (19)E C[_T’ 0]
gde je t, pocetni trenutak posmatranja sistema, datog jed. (16.6), a C[—T, 0]

je Banach—ov prostor vremenski kontinualnih funkcija na vremenskom intervalu

duzine 7, koji preslikava vremenski interval I:(t—z'), t} u R" sa normom

definisanom na slede¢i naéin:

o(9)|. (16.10)

o] = max

-7<9<0
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Pretpostavlja se da su prisutni uobicajeni uslovi glatkosti tako da ne postoje
poteskoce po pitanjima postojanja, jedinstvenosti i neprekidnosti reSenja u odnosu

na pocetne podatke. Osim toga moZe se napisati:
x(1,+0)=0,(9), (16.11)
kao i:
(1)) =f(1,,9,(9)). (16.12)
Teorema 16.3 Sistem, dat jed. (16.6.a), sa pocetnom funkcijom, datom
jed. (16.6.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, B, T} ,

ako je zadovoljen sledeci uslov:

(14(1=1,) Gy () €200 g vielo, T], (16.13)

max

0. (+) je maksimalna singularna vrednost matrice (-), to jest:

O () = O (A1) + 0 (A1), (16.14)

max max

Debeljkovi¢ et al. (1998.c).
U slu€aju kada je u Teoremi 16.3:

A =0, (16.15)
to jest A, je nula matrica, dobija se rezultat sliCan rezultatu prezentovanom u radu

Angelo (1974).

16.5 Glavni rezultati

Definicija 16.4 Sistem, dat jed. (16.6.a), sa pocetnom funkcijom, datom
jed. (16.6.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, ,B,T} , ako

1 samo ako:
[x(O) =[x |" <e.
povlaci:

|x()|" <B. vielo.T].
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Teorema 16.4 Sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (16.6), je stabilan

. 2 ..
na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a’, B.T, ()” }, a< [, ako postoji

konstanta ¢, tako da:

|x(r=2)|" <o x(r)]". wvrelo.T]. V|x(s)] <A. (16.16)
1 ako je zadovoljen sledeci uslov:
s B e 0,1, (16.17)
a
gde je:
MM=A)+A,+AAl +91, (16.18)

Debeljkovi¢, Nestorovi¢, Buzurovié, Dimitrijevié (2010.a).

Dokaz. Definise se slede¢a funkcija:

V(X(t)):xT(t)X(t)+ij(ﬁ)x(z}‘)dz}‘. (16.19)

t

Izvod funkcije V (#,x(¢)) duZ trajektorija sistema je:

V(.x(r)) = (xf(t)x(t))+%_jxf(ﬂ)x(ﬂ)dzs

=x" (1)(Af + A, )x(t)+2x" (1) A, x(1 7). (16.20)
+x (1)x(2)+x" (t—7)x(1-7)
1z jed. (16.20) ocigledno je da je:
d

YN

E(xT (1)x (1)) =x" (1) (A} + Ay )x () +2x" (1) A, x (1= 7), (16.21)
a na osnovu dobro poznate nejednakosti5 1 sa partikularnim izborom:
X' (1)Tx(1)=x" (1)x(1)>0, V| x(1)]" <B. (16.22)
tako da:
d

E(XT (£)x(1)) <x" (1)( AL + A, )x (1) +x" (1) A A x (1) +x" (1=7) Ix(t—7). (16.23)

o’ ()v(t-7)<u” ()T Ma(r)+v (t-7)Tv(r-7), T>0
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Koriséenjem pretpostavke, date nejed. (16.16), jasno je da se nejed. (16.23) svodi

na:

d T T T T
— t)x(1))<x (1)(A, +A,+AA +01)x(t
dt(x ( )X( )) X ( )( 0 0 A+ )X( )’ (16.24)
< A (D) X" (1) x(2)
gde je matrica Il definisana jed. (16.18).

1z nejed. (16.24) dobija se:

T ()x(0) <Ay (M) dt, (16.25)
ili:
jdi{é;ig?) <[Au (m)ar, (16.26)

X' (1)x(1) <x" (0)x(0)e =" (16.27)
Konacno, ako se iskoristi prvi uslov Definicije 16.4, tada:
X (O)x(t)<a-"", (16.28)
i na kraju, primenom nejed. (16.17), dobija se:
X ()x(t)<a-L< g, vie[o.1], (16.29)

a
¢ime je teorema dokazana.

Napomena 16.1 Sugestije koje se tiCu mogucéeg izbora funkcije se mogu naci
u radu Debeljkovic et al. (1999.b).

Definicija 16.5 Sistem, dat jed. (16.6.a), sa pocetnom funkcijom, datom

jed. (16.6.b), je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {a, 3,T} , ako i samo ako:
2
[x©), =Ixl, <.
povlaci:
[x(1)]. <B. veelo.T].
sa osobinom da:

1im||x(t)||i —0.

k—yoc0
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Teorema 16.5 Sistem, dat jed. (16.6.a), sa pocetnom funkcijom, datom

()”i} , a<f3,ako

jed. (16.6.b), je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {a, B.T,

postoji konstanta ¢, tako da:

2

. vielo. 1], V|x(1)]) <. (16.30)

2
[x(:=2)], <o]x(2)],
i ako postoji matrica P =P" >0 koja je resenje sledece matri¢ne jednadine:

AP+PA,=-0Q, (16.31)

i matrica Q=0 >0,iakosu zadovoljeni sledeci uslovi:
1 1
H A1H<%n[(Q ~A[PA)) ZJG;LX[Q 2AﬁP], (16.32)

e o g vie[0,T]. (16.33)
gde je:
Do () = 2, X" (1) (PA P AT P+ P)x(1):X" (1) Px(1) =1},  (16.34)
Debeljkovi¢, Nestorovi¢, Buzurovié, Dimitrijevié (2010.a).

Dokaz. Definise se sledec¢a funkcija:
V(x(r))=x" ()P x(1)+ [ X (8)Qx(8)dD. (16.35)

Izvod funkcije V (#,x(¢)) duZ trajektorija sistema je:

V(ex(0) =L (x' () Px(0)) + L j X7 () 0x(19)d

t

=x"(t)(AjP+PA,)x(t)+2x" (1) PAX(t 7). (16.36)
+x' (1) Ox(1)+x" (1—7)0x(t—7)
1z jed. (16.36) moZe se zakljuciti da je:

%(XT(I)Px(t))=xT(t)(AgP+PAO)x(t)+2XT(t)PAlx(t—z'), (16.37)
ili:
%(xr(t)P x(1)) =x" (1) (A7P + PA, +0)x(1) o

X7 (1) PAX(1—7) =X (1)0x(1)
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1z jed. (16.31) sledi:

d

E(XT (1) P x(r))=—x" () Ox(t)+2x" () PAx(t -7), (16.39)

i kori§¢enjem ranije pomenute nejednakosti, sa partikularnim izborom:
X' (1)Tx (1)=x" (1) Px" (1)>0, Vie[0.T]. V|x(r)[.<B. (16.40)
i ¢injenice da je:
x' (1)0x(t)>0, Vie[0,T], (16.41)

pozitivno odredena kvadratna forma, dobija se:

d

E(XT (1)P x(t)) <2x" (1) PAX(t~7)

(16.42)
<x' (t)PAPTATP x(1)+x' (1—7)Px(t—7)

Na osnovu pretpostavke, date nejed. (16.30), jasno je da se nejed. (16.42) svodi na:

%(XT(I)PX(I))“TU)(PA]P1A,TP+¢P)X(t), (16.43)

ili:
%(XT(Z‘)PX(Z))<ZmaX(ﬁ)XT (1) Px(1), (16.44)

ili:
Id v (S)ppxx(ii)) < I Ay (T)d 1, (16.45)
X" (t)Px(t) <x" (0) Px(0)e"™ ™" (16.46)

Konacno, ako se iskoristi uslov, dat Definicijom 16.5, tada:

' (1) Px(t) <", (16.47)

1 osnovni uslov Teoreme 16.5, dat nejed. (16.33), moZe se zakljuciti da je:
() Px(t)<a-L<p wiefo,T]. (16.48)
a

Napomena 16.2 Asimptotska stabilnost sistema, datog jed. (16.6), je garantovana

jed. (16.31) i nejed. (16.32), Tissir, Hmamed (1996).
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17. STABILNOST NA KONACNOM VREMENSKOM
INTERVALU I PRAKTICNA STABILNOST
LINEARNIH VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

17.1 Opis sistema i preliminarni rezultati

Rezultati, koji se ti€u analize neljapunovske stabilnosti linearnih, vremenski
diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kasSnjenjem, su uvedeni u radu Debeljkovic,
Aleksendri¢ (2003). Pokazano je da je ispitivanje stabilnosti sistema koriS¢enjem
diskretne fundamentalne matrice kompleksno, a ponekad ¢ak nemoguce. Kao posledica,
ideja je da se nade efikasnija metoda za analizu stabilnosti. Matematicki izrazi koji
su koriS¢eni se zasnivaju na izraCunavanju odgovaraju¢ih sopstvenih vrednosti
ili odgovarajuéih matrica sistema. Ideja metode se zasniva na sli¢nim ispitivanjima kao

za vremenski kontinualne sisteme.

Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem

u stanju, opisan sledeCom jedna¢inom:
x(k+1)=A x(k)+ A x(k-1), (17.1.a)
sa funkcijom pocetnih uslova:
x(k))=w(k,), —1<k,<0, (17.1.b)
gde je X(k) € R" vektor stanja, a A, i A, su konstantne matrice odgovarajucih

dimenzija. Cisto vremensko kasnjenje je konstantno i jednako jedinici.
Jednacina sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju moZe se prikazati

na slede¢i nacin:
M
x(k+1)=Ax(k)+ Y A x(k—1h,), (17.2.2)
j=1

x(9)=y(d), de{-h—-h+1,..,0}, (17.2.b)
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gde je x(k)e R", A;e R™, j=1,2, h je ceo broj koji predstavlja Cisto vremensko
kaSnjenje sistema a y(-) je poznata vektorska funkcija pocetnih uslova. R" oznacava
prostor stanja sistema, datog jed. (17.1-17.2), a "()” je Euklidska norma.
K, oznacava diskretni vremenski interval, kao skup nenegativnih celih brojeva:
Ky={k:0<k <N}. (17.3)

Veli¢ina N moZe biti ili pozitivan ceo broj ili simbol +eo, tako da se stabilnost
na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢na stabilnost mogu istovremeno tretirati,

sledstveno.

Neka V(x(k)):R" >R, tako da je funkcija V(x(k)) ogranidena za Vke K,
i Vx(k) zakoje je || x(k)” takode ograni¢ena.

Definife se potonja razlika funkcije V(x(k)) duZ trajektorije sistema, datog

jed. (17.1-17.2), na slede¢i nacin:
AV (x(k)) =V (x(k+1))-V (x(k)). (17.4)

Definicija 17.1 Sistem, dat jed. (17.1), je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na

{a, B, N}, ako i samo ako:

[x(O)]y,, =l%ollizpn, < (175)
povlaci:
[x(k) jg,,Ao <B. VkeK,, (17.6)
sa osobinom da:
limx ()], =0 (17.7)

Definicija 17.2 Sistem, dat jed. (17.1), je prakticno stabilan u odnosu na {e, 3, N},
ako 1 samo ako:
x| <a. (17.8)
povlaci:

Ix(k)] <B. Vkek,. (17.9)
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Definicija 17.3 Sistem, dat jed. (17.1), je atraktivno prakticno nestabilan u odnosu

na {a,ﬁ,N, ()”2} a< f3, ako za:

%[5, <@ (17.10)
postoji trenutak: k =k" € K, tako da je ispunjen sledei uslov:

(')

28, (17.11)

ATpay

sa osobinom da:

lim”x(k) 2

T
k—oo ApPAg

(17.12)

Definicija 17.4 Sistem, dat jed. (17.1), je prakticno nestabilan u odnosu na

{a,ﬁ,N, ()||2}, o< B3, ako za:

%[ <. (17.13)

postoji trenutak: k =k € K, tako da je ispunjen sledec¢i uslov:

> A, (17.14)

zaneko k=k € K,,.

Definicija 17.5 Linearni, vremenski diskretni sistem sa cistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (17.2.a), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu

na {a. 4. N.|()

zadovoljava pocetnu funkciju, datu jed. (17.2.b), tako da:

}, a<f, ako i samo ako, za svaku trajektoriju x(k) koja

|x(k)|<e k=0-1-2,...-N, (17.15)
sledi:
|x(k)|<B. kek,. (17.16)

Angelo (1974), Aleksendri¢, Debeljkovic (2002) i Debeljkovié, Aleksendri¢ (2003).
Prethodna definicija je analogna definicijama prezentovanim u lit.

Debeljkovic et al. (1997.a, 1997.e) i Nenadic¢ et al. (1997).
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17.2 Prethodni rezultati

Teorema 17.1 Da bi linearni, vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (17.2), bio stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu

na {aﬁ,N,”()"} ,a<f, a,feR,, dovoljno je da je:

| (k)| < A1 wk=o1..N, (17.17)

Aleksendri¢, Debeljkovi¢ (2002) i Debeljkovic¢, Aleksendric (2003).

Dokaz. Resenje jed. (17.2.a), sa poCetnim uslovom, datim jed. (17.2.b), moZe
se izraziti pomocu fundamentalne matrice, na slede¢i nacin:
x(k)=®(k)x(0) + ®(k)Ax(-1) +...+D(k)A,x(-N). (17.18)
Napomena 17.1 Matri¢na mera se u velikoj meri koristi kada se ispituju vremenski
kontinualni sistemi sa Cistim vremenskim kasnjenjem.
Priroda vremenski diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem omogucava
primenu ovog prilaza kao i Bellman—ovog principa, tako da se problem moZe analizirati

koris¢enjem norme. Kao posledica, dobija se:

| x(k) [ =] @ (k)x(0)+® (k) Ax(=1)+:@(k) A, x(~N)|
<l [0+ Sl - |<fo | a3
<cfo()1+3a |

gde se koristi prvi uslov Definicije 17.5.

j, (17.19)

Da bi se dobio konacan rezultat, koristi se nejed. (17.17), tako da se moZe napisati:

B
||x(k)||<0{~+(l+§:”AjHj<ﬁ, Vk=0,1,2,....,N,  (17.20)
4]

1+) il
=

¢ime je teorema dokazana.
Rezultat je analogan rezultatu koji je prvi put izveden u lit. Debeljkovi¢ et al.

(1997.a, 1997.e), za vremenski kontinualne sisteme sa ¢istim vremenskim kasnjenjem.
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17.3 Glavni rezultati

Teorema 17.2 Sistem, dat jed. (17.1), pri ¢emu je detA, #0, je atraktivno

prakticno stabilan u odnosu na {a, B.K,, ()”2} , @< [, ako je ispunjen sledeéi uslov:

1
A2 ()<ﬁ, Vke K, (17.21.a)
(24

gde je:
A () =max{x" (k) A[PAx(k):x" (k) AjPA,x(k)=1},  (17.21.b)
i ako postoji matrica P = P" >0, koja je reSenje sledeée matri¢ne jednakosti:
2A[PA,—-P=-Q, (17.21.¢c)
gde je Q=Q" >0, Debeljkovié, Buzurovié, Dimitrijevié (2011.a).
Dokaz. Neka je Ljapunovljeva funkcija za razmatrani sistem:
V(x(k))=x"(k)Px(k)+x" (k-1)0x(k-1), (17.22)
sa matricama P=P' >0i Q=0" >0.

Kao posledica, koris¢enjem jednacine kretanja (17.1.a), dobija se:

AV (x(k))=V (x(k+1))-V (x(k)), (17.23)
ili:
AV (x(k))=x" (k+1)Px(k+1)-x" (k) Px(k)
+x' (k) Qx(k)-x" (k=1)Qx(k-1)
=x" (k)(AjPA, + Q- P)x(k) : (17.24)

+2x" (k) AT PA, x(k —1)
—x" (k-1)(Q—A] PA,)x(k-1)
Kao $to je pokazano u lit. Debeljkovié et al. (1998.f, 1999.b), ako je:
2A0PA,-P=-0, (17.25)
gdeje P=P">01i Q=0" >0, tada za:
V(x(k))=x"(k)Px(k)+x" (k-1)0x(k-1), (17.26)

potonja razlika duZ trajektorija sistema je:

175



Novi rezultati

AV (x(k))

V(x(k+1))-V (x(1))

x" (k)( Ay PA, - P+Q)x(k)

( (17.27)
" (k=1)(A"PA, - Q)x(k—1) ’
(

+x" (k) AgPA, x(k—1)+x" (k—1) Al PA, x (k)

ili:

x" (k) (247 PA,— P+Q)x(k)

AV (x(k))

, (17.28)

T

+x" (k) AT PA, x(k=1)+x" (k—1)AT PA, x (k)

)ATPA,x(k)—x" (k—1) AT PAx(k —1)

XT

(
+x" (k-1)(2A] PA, - Q)x(k-1)
(
(k
i uzimajudi u obzir jed. (17.25), dobija se:
AV (x(k))=x" (k—1)(2A] PA, - Q) x(k 1)
, . (17.29)
—(A,x(k)— A x(k-1)) P(A,x(k)-A x(k-1))
S obzirom da je matrica P = P’ >0, moZe se zakljugiti da je:
AV (x(k))<x" (k-1)(24] PA, - Q)x(k-1). (17.30)
Kombinovanjem desnih strana jed. (17.24) i nejed. (17.30), sledi:
x" (k)( Ay PA, +Q—P)x(k)
+2x" (k) AgPA, x(k—1)
~x" (k=1)(Q-ATPA,)x(k-1)

x" (k—1)(24] PA, - Q)x(k-1)

(17.31)

tako da:
AV (x(k))=x" (k)(Af PA, +Q - P)x(k)+2x" (k) Aj PA, x(k -1)
. (17.32)
x" (k—1)(A]PA,)x(k-1)
Kori$éenjem dobro poznate nej ednakosti®, sa partikularnim izborom:

1
F:E(AITPAI), (17.33)

dobija se:

S2u” (r)v(r)<u” ()T u(e)+ v (1)Tv(r), T>0
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-1
x" (k)( Ay PA, +Q— P+A}PA, [(%ATPAID AITPAOJX(k)
, (17.34)

+%xT(k—1)(A1TPA1)x(k—1)< x' (k=1)(A]PA, )x(k-1)
ili:
x' (k)(2A5PA,+Q— P+ A} PA, )x (k) < %xr(k—l)(AITPAl)x(k—l). (17.35)

S obzirom da je:

2A;PA,+Q-P=0, (17.36)
konacno se dobija:
x" (k) AT PA, x(k) <%xr(k—1)(A1TPAl)x(k—1), (17.37)
ili:
x" (k) Al PA,x(k) <%me( )x" (k=1) Al PA, x(k-1), (17.38)
gde je:

T ()= max{x" (k) AT PAX(k):(24] PA, = P) == Q. X' (k) A PA,x(k)=1}. (17.39)
S obzirom da je ovaj postupak nezavisan od k, moZe se napisati:
x' (k+1)AJPA x(k+1) <=2, ( )x"(k)AlPA,x(k), (17.40)

ili:

Inx" (k+1)AjPA, x(k+1)< lnl
2 . (1741
1
2

Inx" (k+1)ALPA, x(k+1)-Inx" (k) ALPA, x(k)<In A2 ().  (17.42)
ko+k—1
Ako se izvrsi sumiranje )’ () obe strane nejed. (17.42) za Vk e K, dobija se:
Jj=ko
ko+k—1
D Inx" (j+1)AjPA x(j+1)—Inx" () AJPA,x( )
o . (17.43)
ko+k—1 _l ko+k—1 _l
< Z ln/lnzlax( )Sln H ﬂ’liax( )
J=ko Jj=ko
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Moze se pokazati da je:

ko+k—1

Z (lnxT(j+1)x(j+1)—lnxT(j)x(j))

J=ko
=Inx" (k,+1)x(k, +1)+Inx" (k, +2)x(k,+2)
e et
+Inx" (ky+k=2+1)x(k,+k—2+1)
+Inx’ (k, +k-1+1)x(k, +k —1+1)
—(Inx" (k,)x(k,) +Inx" (K, +1)x(k, +1)

, (17.44)

+..+Inx" (ky +k—1)x(k, +k 1))
=Inx" (k,+k)x(k,+k)—Inx" (k,)x(k,)
tako da nejed. (17.43) postaje:
Inx" (k, +k)AjPA, x(k, +k)—Inx" (k,) Aj PA, x(k,)

ko+k—1

1 1
<in [] 22.()<m22 (), Vkek,

max

, (17.45)
J=ko

kao i:

1
lnxT(kO+k)A€PA0x(k0+k)$1n/7n%:x( )+Inx" (k,) A PA,x(k,), VkeK,. (17.46)

2

T <O 1 uslov Teoreme 17.2, dat
0 0

Uzimajuéi u obzir Cinjenicu da je ||x0||
nejed. (17.21.a), dobija se:

1
Inx" (k, +k) AT PAX(k,+k)<In A2 () +Inx" (k,) A PAx(k,)

max

(17.47)

max

1
T EN| )<lna-£<ln,8, Vke K,
o

Napomena 17.2 Pretpostavka da je det A, #0 ne umanjuje opStost ovog rezultata,

s obzirom da ovaj uslov nije krucijalan kada se razmatraju vremenski diskretni sistemi.

Napomena 17.3 Asimptotska stabilnost u smislu Ljapunova i stabilnost
na kona¢nom vremenskom intervalu su nezavisni koncepti: sistem koji je stabilan
na kona¢nom vremenskom intervalu ne mora biti asimptotski stabilan u smislu
Ljapunova, nasuprot tome, asimptotski stabilan sistem u smislu Ljapunova bi mogao

biti stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu, ako njegovo kretanje prelazi ranije

specificiranu granicu ( B ) u toku prelaznih procesa.
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Osobina atraktivnosti je garantovana jed. (17.21.c), to jest Ljapunovljevom
jednacinom, a kretanje sistema unutar specificiranih granica je garantovano uslovom
datim nejed. (17.21.a).

Sada je moguce razviti kriterijum, nezavisan od Ccisto vremenskog kasnjenja,
za analizu stabilnosti razmatranog sistema na kona¢nom vremenskom intervalu. Sistem
ne mora biti asimptotski stabilan. Kao posledica, prethodni zahtev koji se ti¢e osnovne

matrice sistema A, ne mora biti ispunjen. Matrica A, ne mora da bude diskretna
stabilna matrica.

Teorema 17.3 Pretpostavlja se da je matrica (I—AITA,)>0. Sistem,
dat jed. (17.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{a, B, /(N,”(-)”z} , < [, ako postoji pozitivan, realan broj g, g >1, tako da:

|x(k-1)|" <p|x(k)|". Vkek,. V|x(k)] <8, (17.48)
i ako je ispunjen sledei uslov:
2 ( )<§, VkeK,. (17.49.a)
gde je:
A ()= A (A7 (1= ATA ) A+ 1), (17.49.b)

Debeljkovi¢, Buzurovi¢, Dimitrijevi¢ (2011.a).

Dokaz. Analizira se sistem dat jed. (17.1).

DefiniSe se Ljapunovljeva funkcija za sistem, dat jed. (17.1), kao:
V(x(k))=x"(k)x(k)+x" (k-1)x(k-1), (17.50)
Tada, potonja razlika AV(X(k)) duz trajektorija sistema, se dobija kao:
AV (x(k) =V (x(k +1)) -V (x(k))
x (k+1)x(k+1)=x" (k-1)x(k—1)

=x" (k)AL A, x(k)+2x" (k) Aj A, x(k~1) (1750
+x" (k=1)AJ A, x(k—1)-x" (k-1)x(k-1)
Iz jed. (17.51), dobija se:
X (k+1)x(k+1)=x" (k) Ay A, x(k)+2x" (k) AgA, x(k—1) (1752

+x' (k—1)A] A x(k-1)
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Koris¢enjem dobro poznate nejednakosti, sa partikularnim izborom:
T=(I-AfA)>0, (17.53)
gde je I jedini¢na matrica, dobija se:
x' (k+1)x(k+1)< x' (k)AgAO x(k)
x" (k) ATA, (1-ATA,)" AT A, x(k), (17.54)
+x' (k=1)x(k-1)
1 kori$¢enjem sli¢nog prilaza kao u radu Xu, Liu (1994), usvaja se da je:

=0, (17.55)

jasno je da se nejed. (17.54) svodi na:
X" (k+1)x(k+1) <x" (k)(Ag (1-474,)" A, +/31)x(k)

< Ao (A0 A B)x" (k) x (k)

, (17.56)

gde je:
A (A Ay B) = Ao (Ag (1-474,)" 4, +ﬁ1) , (17.57)
sa oCiglednom osobinom da:
Ao (Ags Ay B) = A (AOT (1-474)" 4, +,61) >0, (17.58)
kada je:
(1-A7A,)>0. (17.59)
Slede¢i procedure iz predhodog odeljka, moZe se napisati:
Inx" (k+1)x(k+1)—Inx" (k)x(k)<Ind, (). (17.60)
kgrk—1
Ako se izvr$i sumiranje Z ( ) obe strane nejed. (17.60) za Vk € K, dobija se:
i=ko

Inx" (k, +k)x(k,+k)<InA% () +Inx" (k,)x(k,), VkeK,. (17.61)
Uzimajuéi u obzir ¢injenicu da je ||X0||2<0¥ i uslov Teoreme 17.3, dat

nejed. (17.49.a), dobija se:

Inx" (k, +k)x(k, +k) <In A%, (Ay, A, B)+Inx" (k,)x(k,)
B . (17.62)
<lna -, (A, A.B)<lna-E<Inp, VkeK,
a

max
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Dalja objasnjenja matematickih koncepata koji su korisc¢eni za izvodenje rezultata

se mogu naci u lit. Kalman, Bertram (1960.b) i Weiss, Infante (1965, 1967).

Teorema 17.4 Pretpostavlja se da matrica (I —AITA])> 0. Sistem, dat jed. (17.1),

je prakticno nestabilan u odnosu na {a', LK., ()”2} a < f3, ako postoji pozitivan,
realan broj g, ¢ >1, tako da:
|x(k-1)|" <@ x(k)|". Vkek,. v|x(k)| <B. (17.63)

i ako postoji: realan, pozitivan broj o, 0 6]0,0{[ i vremenska Kkonstanta

k, k=k :Ell(k* > ko)e K, zakoju je ispunjen sledeci uslov:

Ak >§, K'ek,, (17.64)

Debeljkovi¢, Buzurovié¢, Dimitrijevi¢ (2011.a).

Dokaz. Neka je:
V(x(k))=x"(k)x(k)+x" (k-1)x(k-1). (17.65)
Tada primenjujudi identi¢ni postupak kao u prethodnoj teoremi, dobija se:
Inx" (k+1)x(k+1)—Inx" (k)x(k)>Ind (), (17.66)
gde je:
Ao (Ags AL B) =2, (Ag (1-474,)" 4, +,BI) . (17.67)
kgHk-1
Ako se izvr§i sumiranje z () obe strane nejed. (17.66) za Vk € K, dobija se:
i=ko

Inx" (k,+k)x(k,+k)>In A%

fnl ) +Inx" (k))x(k,), VkeK,. (17.68)
Jasno je da za bilo koje x, sledi: 5<||X0||2 <a a za neko k' € K, i uzimajuéi
u obzir osnovni uslov Teoreme 17.4, dat nejed. (17.64), dobija se:

Inx" (ky+&")x(ky+&") > In A%, (Ag, A, B)+Inx" (ky)x(k, )

>Ing- A~

‘min

(Ay.A,.B)> 1n5-§ >img . (17.69)

zaneko k" e K,
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18. TEORIJA STABILNOSTI SISTEMA
SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM
U SMISLU NELJAPUNOVA: PRILAZI NEZAVISNI
I ZAVISNI OD CISTO VREMENSKOG KASNJENJA

18.1 Preliminarna razmatranja i prethodni rezultati

Razmatra se linearni, vremenski kontinualni sistem sa d¢istim vremenskim
kaSnjenjem u stanju, opisan sa:
x(r)=A,x(1)+ A x(t—7). (18.1.2)
sa poznatom vektorskom funkcijom pocetnih uslova:
x(t)=0,(t), —-7<r<0, (18.1.b)

gde su A; 1 A, konstantne matrice odgovarajuc¢ih dimenzija.

Uslovi stabilnosti zavisni od Cisto vremenskog kasnjenja

Teorema 18.1 Autonomni sistem, dat jed. (18.1.a), sa pocetnom funkcijom, datom

jed. (18.1.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{0{, B.t, T, ,uz(AO) #* O} ako je zadovoljen slede¢i uslov:

M) ¢ pla . veelo, 7. (18.2)
i (4,)] 4 '(l‘e%(AO)T)

Debeljkovic et al. (1997.e).

Teorema 18.2 Autonomni sistem, dat jed. (18.1.a), sa poCetnom funkcijom, datom

jed. (18.1.b), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{J&, \/E, 7, T, ,u(AO) :0} , ako je zadovoljen slede¢i uslov:

1+7llA L, <{pla, Yte [(), T], (18.3)
Debeljkovic et al. (1999.b).
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18.2 Glavni rezultati

Definicija 18.1 Sistem, dat jed. (18.1.a), sa pocetnom funkcijom, datom

jed. (18.1.b), je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {a, 3,T} , ako i samo ako:

[x(O, =Ixl; <. (18.4)
povlaci:
|x(c)| <B. vielo.T]. (18.5)
sa osobinom da:
1i£g||x(r)||i 0. (18.6)

Teorema 18.3 Sistem, dat jed. (18.1.a), sa pocetnom funkcijom, datom
jed. (18.1.b), je atraktivno prakti¢no stabilan u odnosu na {0{, ﬁ,T,”()”i} , a<f3, ako
postoji matrica P = P" >0, koja je reSenje sledeée matri¢ne jednacine:

AyP+PA,=-0Q, (18.7)
i matrica Q=Q" >0, ¢ je pozitivan, realan broj, g >1, tako da:

[xte+)l, < s [+, <ol 50,

(18.8)
vie[0.7]. V|x(1)]’ <B
i ako su zadovoljeni sledei uslovi:
A< o (Q%)G;,ix (Q_%P), (18.9)
i:
et <§, vie[0,7]. (18.10)

gde je:
Do (T) = Ay (X7 (1)(PAPTA]P+°P)x(1): X' (1) Px(1)=1 )., (18.11)
Debeljkovic, Buzurovi¢, Nestorovié, Stojanovi¢, Dimitrijevic, Aleksendri¢ (2011.b).

Dokaz. DefiniSe se sledeca funkcija:

V(x(0) =X ()P x(1)+ [ %" (#)0x(9)do. (18.12)

-7
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Izvod funkcije V (x(t)) du? trajektorija sistema, se dobija kao:

V(x(t))=%( g %jx a9
x" (t)(AJP+PA,)x(t)+2x" (1) PAX(1 - 7). (18.13)

+x' (1)0x(r)-x' (1-7)0x(t-7)

1z jed. (18.13), ocigledno je da je:

%(XT(t)Px(t)):XT(t)(A€P+PA0)x(t)+2xT(t)PAlx(t—T), (18.14)
ili:
d T T
E(X (1) P x(r))=x"(t)( Aj P+ PA, +Q)x(1) | (18,15
+2x" (1) PAX(t—7)—x" (1) 0Ox(t)
1z jed. (18.7), sledi:
%(XT(t)Px(t)):—XT(t)Qx(t)+2xT(t)PAlx(t—Z'), (18.16)

kao i, koriS¢enjem ranije pomenute nejednakosti, sa partikularnim izborom:
X' (1)Ix (1)=x" (1) Px" (1)>0, vie[0.T]. V|x(r),<B. (18.17)
i ¢injenice da je:
x' (1)0x(t)>0, Vte[0,T], (18.18)

pozitivno odredena kvadratna forma, dobija se:

d

—(XT (r)P x(t)) <2x" (1) PAx(1-7)

dt (18.19)

<x' (t)PAPTATP x(1)+x' (1—-7)Px(t—7)

Na osnovu pretpostavke, date nejed. (18.8), jasno je da se nejed. (18.19) svodi na:

%(XT (1) Px(r))<x"(1)(PAP'A[P+4*P)x(t), (18.20)
ili koris¢enjem jed. (18.11), dobija se:
%(XT(t)PX(t))</1max( )" (1) Px(r). (18.21)
ili:
d(j((tt));xxt(; ) < A () dt (18.22)
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ili:

<jZ ()d«, (18.23)

X" (1) Px(t) <x" (0) Px(0) ™™™ (18.24)
Konacno, ako se iskoristi prvi uslov dat Definicijom 18.1, tada:
X" (1) Px(t) < a0 (18.25)
i osnovni uslov Teoreme 18.3, dat nejed. (18.10), dobija se:
() Px(t)<a-L < g, wie[or]. (18.26)

a
Napomena 18.1 Asimptotska stabilnost sistema, datog jed. (18.1) je garantovana
jed. (18.7) i nejed. (18.9), na osnovu ideja prezentovanih u radu Tissir, Hmamed (1996).
Prethodno prezentovani rezultati su nezavisni od Cisto vremenskog kaSnjenja,
dok su rezultati koji slede zavisni od kaSnjenja.
Radi celovitijeg sagledavanja problema, prezentuje se slede¢i rezultat,
Lee, Dianat (1981).

Lema 18.1 Razmatra se vremenski kontinualni sistem, dat jed. (18.1),
diferencijabilan na [0, 7], sa karakteristicnom matricom P, (¢) reda (nxn), P,(7)=0

bilo gde, i skalarna funkcija:

0 0

v(x,,f)=[ (t)+jPl(§)x(t—ﬁ)dﬂJ Po(x(t)+jPl(ﬁ)x(t—§)dﬁj, (18.27)
gde je P,=P, >0 Hermitian matricai x, (&) =x(t+9), de[-7, 0].
Ako je:
B(4,+R(0))+(4,+R(0) B=-0, (18.28)
P (8)=(A,+P(0))R(¥), 0<ss<r, (18.29)
gdeje B(7)=A, i Q=0 >0 Hermitian matrica, tada:
V(x,, r)=%v(x,,r)<0, (18.30)

Lee, Dianat (1981).
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Jed. (18.27) definiSe Ljapunovljevu funkciju sistema, datog jed. (18.1),

a ~ oznatava konjugovano transponovanu matricu. U radu Lee, Dianat (1981)

naglaSeno je da je klju¢ uspeha u konstruisanju Ljapunovljeve funkcije koja odgovara
sistemu, datom jed. (18.1), postojanje najmanje jednog reSenja P (¢) jed. (18.29)
sa grani¢nim uslovom P,(7)=A,.
Drugim re¢ima, zahteva se da nelinearna algebarska matri¢na jednacina:
O p (0)= A, (18.31)
ima najmanje jedno redenje po matrici P,(0).

Teorema 18.4 Razmatra se sistem opisan jed. (18.1). Ako za bilo koju datu

pozitivno odredenu Hermitian matricu Q postoji pozitivno odredena Hermitian matrica

F,, tako da:
P, (A, +B(0))+(A,+ B (0)) B+0=0, (18.32)
gde za ¥€ [0, 7], matrica P, (&%) zadovoljava:

B.(9)=(A+ RO)A (). (1833)
sa grani¢nim uslovom P, (7)=A, i P,(7)=0 bilo gde, tada je sistem asimptotski
stabilan, Lee, Dianat (1981).

Teorema 18.5 Razmatra se sistem opisan jed. (18.1) i osim toga, neka jed. (18.31)

ima nesingularno reSenje P,(0). Tada je sistem asimptotski stabilan ako i samo ako

je zadovoljena jed. (18.32), Lee, Dianat (1981).
Potrebni i dovoljni uslovi stabilnosti sistema su izvedeni primenom Ljapunovljeve

direktne metode preko konstruisanja odgovarajuce energetske funkcije. Ova funkcija

postoji ako se moZe odrediti reSenje P,(0) algebarske nelinearne matri¢ne jednacine
A= expr(AO +P, (0)) -P,(0).

Potvrdeno je, u radu Lee, Dianat (1981), da se znak izvoda Ljapunovljeve funkcije
(Lema 18.1) i na taj nacin asimptotska stabilnost sistema (Teorema 18.4
i Teorema 18.5) mogu odrediti na osnovu poznavanja samo jednog ili bilo kog reSenja

odgovarajuce nelinearne matricne jednacine.
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U nastavku ¢e se analizirati poboljSanje Leme 18.1, uzimajuci u obzir sva moguca
reSenje jed. (18.31).

Kontra primer, koji se zasniva na predloZenom prilazu i koji je podrZzan primenom
Lambert—ove funkcije, dat je u lit. Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d, 2008.a, 2008.b)
i Debeljkovi¢, Stojanovi¢ (2008).

Napomena 18.2 Ako se uvede nova matrica:

R2A,+P(0), (18.34)
tada uslov dat jed. (18.28) glasi:

PR+RP=-0, (18.35)
Sto predstavlja dobro poznatu Ljapunovljevu jednacinu za sistem bez prisustva Cisto

vremenskog kasnjenja.

Ovaj uslov ¢e biti ispunjen ako i samo ako je R stabilna matrica, to jest ako vaZi:
Re A, (R)<0, (18.36)
Stojanovié, Debeljkovi¢ (2005.d).

Napomena 18.3 Jed. (18.31) izraZena preko matrice R se moZe napisati u razlicitoj

formi na slede¢i nacin:
R—A,—e A =0, (18.37)
odakle sledi:
det(R-A,—¢ ™ 4,)=0, (18.38)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2005.d).

Zamenjuju¢i matricu R skalarom s u jed. (18.38), karakteristi¢noj jednacini

sistema, datog jed. (18.1), dobija se:
f(s)=det(sI-A,—eA,)=0. (18.39)
Neka sa:
22{s1f(s)=0}, (18.40)
oznacimo skup svih karakteristi¢nih korenova sistema, datog jed. (18.1).

Potreba za ispravnoscu zeljenog rezultata, dovodi do novih formulacija Leme 18.1,

Teoreme 18.4 1 Teoreme 18.5.
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Lema 18.2 Pretpostavlja se da postoji (postoje) reSenje (reSenja) PI(O)
jed. (18.31) i neka je Ljapunovljeva funkcija data jed. (18.27). Tada, V(x,,7)<0
ako i samo ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica P,=P," >0 tako da vazi
jed. (18.28) za svako (sva) reSenje (reSenja) P,(0), Stojanovié, Debeljkovié (2005.d)

i Debeljkovi¢, Stojanovi¢ (2008).

Teorema 18.6 Pretpostavlja se da postoji (postoje) reSenje (reSenja) P,(0)
jed. (18.31). Tada je sistem, dat jed. (18.1), asimptotski stabilan ako za bilo koju
matricu Q=0Q" >0 postoji matrica P,=P, >0 tako da vaZi jed. (18.28) za sva reSenja

P,(0) jed. (18.31).

Teorema 18.7 Pretpostavlja se da postoji (postoje) reSenje (reSenja) P,(0)

jed. (18.31). Ako je sistem, dat jed. (18.1), asimptotski stabilan, tada su sledeci iskazi

ekvivalentni:

(i) Za bilo koju matricu Q=Q >0 postoji matrica P,=P, >0 tako da vaZi
jed. (18.28) za sva reSenja P,(0) jed. (18.31).

(i) Uslov Red,(A,+P,(0))<0 vaz za sva reSenja P,(0) jed. (18.31),
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d) i Debeljkovié, Stojanovic (2008).

Napomena 18.4 Teorema 18.5 daje dovoljan a Teorema 18.6 potreban uslov
stabilnosti.

Na osnovu prethodnih rezultata, u nastavku ¢e se formulisati uslovi stabilnosti.

Teorema 18.8 Pretpostavlja se da postoji (postoje) reSenje (reSenja) P,(0)

jed. (18.31). Tada je sistem, dat jed. (18.1), asimptotski stabilan ako i samo ako vazi
bilo koji od sledeéa dva iskaza:
(i) Za bilo koju matricu Q=Q >0 postoji matrica PO:P* >0 tako da vazi

0

jed. (18.28) za sva reSenja P, (0) jed. (18.31).

(i) Uslov Re 2, (A, +P,(0)) <0 vazi za sva resenja P, (0) jed. (18.31).
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Napomena 18.5 Iskazi Leme 18.2, Teoreme 18.6 i Teoreme 18.7 zahtevaju
da su ispunjeni odgovarajuci uslovi za bilo koje reSenje P, (()) jed. (18.31) ili reSenje R
jed. (18.37).

Ovi matri¢ni uslovi su analogni slede¢em poznatom skalarnom uslovu asimptotske
stabilnosti.

Sistem, dat jed. (18.1), je asimptotski stabilan ako i samo ako uslov Res<O0
vazi za sva reSenja s jed. (18.39), Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.d),
Debeljkovié¢, Stojanovic (2008).

Napomena 18.6 1z prethodne teoreme, namece se sledece prakti¢no pitanje: Kako

se mogu numericki izraCunati sva moguca reSenja P, (0) jed. (18.31)?

Ovaj problem ne moZe se direktno numericki resiti zato $to broj reSenja P, (0)

nije  poznat unapred, 1 moZe biti veoma velik ili  beskonacan,
Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.b).

Medutim, da bi se efikasnije ispitala stabilnost sistema, pomenuti numericki
problem moZe se zameniti novim, numericki jednostavnijim problemom koji glasi:

a) jed. (18.37) se reSava umesto jed. (18.31), i

b) izraCunavanja se vrSe za reSenje R jed. (18.37) Ciji spektar sadrZi sopstvenu
vrednost 4, € X sa maksimalnim realnim delom.

Korak b) u poslednjem problemu zahteva istrazivanje novih numerickih algoritama

za direktno izraCunavanje matrice R _ iz nelinearne (eksponencijalne) matri¢ne

jednacine (18.37). Prema dostupnim saznanjima, takvi algoritmi nisu prezentovani
u postojecoj literaturi. Danas se koriste postojeci algoritmi koji se baziraju na razli¢itim
standardnim metodama optimizacije i koji zahtevaju pocetna pogadanja reSenja date
jednacine.

Na osnovu Napomene 18.5, moguce je reformulisati Teoremu 18.8 na sledeci nacin.

Teorema 18.9 Pretpostavlja se da postoji reSenje R, jed. (18.37). Tada

je sistem, dat jed. (18.1), asimptotski stabilan ako i samo ako vaZi bilo koji od sledec¢a

dva ekvivalentna iskaza:
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(i) Za bilo koju matricu Q=Q >0 postoji matrica P,=P, >0 tako da vaZi
jed. (18.35) zareSenje R, .

(i) Re, (R

max

)<0.

Teorema 18.10 Autonomni sistem, dat jed. (18.1.a), sa po¢etnom funkcijom, datom

jed. (18.1.b), je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {a,ﬁ,T,”(-)”i} , a< 3, ako

postoji pozitivan, realan broj g, g >1, tako da:

(el < s [xto+9), <gl <00,
| (18.41)
vie[0o.7]. V|x(1)|, <8

i ako za bilo koju matricu Q=Q >0 postoji matrica E):E)*>O tako da vazi

jed. (18.35) za sva redenja P,(0) jed. (18.31)" i ako je zadovoljen sledeci uslov:
S B geor, (18.42)
o

gde je:

T () = 2o (X (AT B+ P+ BARATR + 4B )x(1):x' (1) Bix(1) =1) (18.43)

Debeljkovic, Buzurovié¢, Nestorovic, Stojanovi¢, Dimitrijevi¢, Aleksendri¢ (2011.b).

Dokaz. Definise se sledec¢a funkcija:

V(x.7)=x (1) Bx(1) + [ [ (1=v) BT (v) B, B () x (1~ ) dvay
00 (18.44)

T

X" (1) B[ B(n)x(1=m)dn + [x" (1) B (n)dn

0

Izvod funkcije V (#,x(t)) duZ trajektorija sistema, se dobija kao®:

T

v‘(x,,r){ (r)+ia(n)x(t—n)dn] (—Q>(x<t)+ i Pl(ﬂ)X(t—ﬂ)dﬂ]» (18.45)

0 0

7 Alternativno:

Uslov Re 4, (AO +P (0)) <0 vazi za sva reSenja P, (0) jed. (18.55), Stojanovié, Debeljkovi¢ (2005.d).

8 Pod uslovima Leme 18.2.
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i s obzirom da je (— Q) negativno odredena i o¢igledno: V (x,,7) <0, sistem sa &istim

vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (18.1), poseduje osobinu atraktivnosti.

Osim toga, ocigledno je da:

d dt
[”XT(t—v)PIT(V)E)PI(n)x(t—n)a’vdn , (18.46)

R(n)x(t-n)dn+ ]xf(r—n)e(n)dn)

tako da, prateci standardnu proceduru iz prethodnog odeljka, dolazi se do slede¢e forme

jed. (18.14):
4
dt

Radi saZetosti, ostatak dokaza je izostavljen i identian je dokazu prezentovanom

(x" (1) B x(1))=x"(t)(AL B, + RA, )x (1) +2x" () BAX(t—7).  (18.47)

u predhodnom odeljku. Prema tome, prema Definiciji 18.1, Teorema 18.10 je dokazana.
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19. STABILNOST NA KONACNOM VREMENSKOM
INTERVALU LINEARNIH VREMENSKI DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

19.1 Uvodna razmatranja

Mnogobrojna proucavanja koja se ticu stabilnosti sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem su objavljenja sa partikularnim osvrtom na primenu Ljapunovljeve druge
metode. Druga reSenja se zasnivaju na koriSenju matricne mere kao Sto je
prezentovano u lit. Lee, Diant (1981), Mori et al. (1982.b) i Hmamed (1986.a, 1989).

Potrebno je ukazati da ne postoje rezultati koji se ticu problema neljapunovske
stabilnosti vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.
Na osnovu rezultata koji se ticu prakticne stabilnosti iz lit. La Salle, Lefschet (1961)
1 Weiss, Infante (1965, 1967) uvode se razli¢ite kategorije stabilnosti na konacnom
vremenskom intervalu za vremenski kontinualne sisteme i kostantan skup grani¢nih
trajektorija.

Dalji razvoj ovih rezultata je ostvaren zahvaljujuéi mnogim drugim autorima.
Razultati o stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i prakticnoj stabilnosti
partikularne  klase nelinearnih, singularnih, perturbovanih, viSestrukih sistema
sa Cistim vremenskim kaSnjenjem su uvedeni u radu Hang, Hunsarg (1996).
Definicije prezentovane u ovom radu su slicne definicijama prezentovanim u lit.
Weiss, Infante (1965, 1967), ali prilagodene za sisteme sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem.

U kontekstu stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢ne stabilnosti
linearnih, vremenski kontinualnih sistema sa cistim vremenskim kaSnjenjem
razli¢iti rezultati su prezentovani u lit. Debeljkovi¢c et al. (1997.a, 1997.e)
i Nenadi¢ et al. (1997).

Za analizu prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu
linearnih sistema sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem prilaz matricne mere je primenjen

u lit. Debeljkovic et al. (1998.c, 1999.b).
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Neki inicijalni rezultati koji se u potpunosti zasnivaju na diskretnoj fundamentalnoj
matrici sistema su prezentovani u radu Debeljkovi¢, Aleksendri¢ (2003).

Poznato je da je izracunavanje diskretne fundamentalne matrice ponekad teZe nego
pronalaZenje reSenja sistema iz izvedene diferencijalne jednacine.

Rezultati u radu Debeljkovi¢, Aleksendri¢ (2003) predstavljaju prosirenje koncepta
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢ne stabilnosti na klasu linearnih,
vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.

Kod vremenski diskretnih sistema sa kaSnjenjem, Cisto vremensko kaSnjenje moZe
prouzrokovati probleme u dinamici sistema kao i u razvijanju kriterijuma stabilnosti.

Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem

u stanju opisan slede¢om jednac¢inom:
x(k+1)=A,x(k)+A x(k—h), (19.1.a)
sa poznatom vektorskom funkcijom pocetnih uslova:
x(¥) =y (), de{-h,—h+l,..,0}, (19.1.b)
gde je x(k)eR" vektor stanja a A, u A, su konstantne matrice odgovaraju¢ih

dimenzija. Cisto vremensko kasnjenje 4 je konstantno.

Rezultati koji razmatraju i ispituju problem analize neljapunovske stabilnosti
linearnih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem
su prezentovani u radu Debeljkovi¢, Aleksendri¢ (2003), gde je ovaj problem razmatran

prvi put.

Definicija 19.1 Linearni, vremenski diskretni sistem sa cistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (19.1.a), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu
na {(Z, B, N, ||()|| } , a<f, ako i samo ako za svaku trajektoriju x(k) koja
zadovoljava pocetnu funkciju, datu jed. (19.1.b), tako da:

|x(k)|<e. k=0.-1-2....-N, (19.2)
sledi:

|x(k)|<B. Vkek,. (19.3)
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19.2 Prethodni rezultati

Teorema 19.1 Sistem, dat jed. (19.1), sa detA, #0, je atraktivho prakticno

stabilan u odnosu na {Ot, B.Ky,

()||2} , a< ﬂ 5 akO pOStOji matrica P — PT > 0’

koja je reSenje slede¢e matricne jednacine:
2A)PA,—-P=-0, (19.4)

gde je Q=0Q" >0 i ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:

1 1
|4 <0., L(Q—AITPAI) QJG;LX(Q zAgPJ, (19.5)
1
VN )<§, vkeK,, (19.6)
gde je:
A () =max{x" (k) A PAx(k): x" (k) AjPA,x(k) =1}, (19.7)
Debeljkovic (2011).

Teorema 19.2 Pretpostavlja se da matrica A, ispunjava uslov (1 —A1TA1)>O.
Sistem, dat jed. (19.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{0{, B, /(N,”(-)”z} , < [3, ako postoji pozitivan, realan broj p, p >1, tako da:

|x(k=1)| <p?|x(k)|". vkek,. v|x(x)] <5, (19.8)
i ako je zadovoljen slededi uslov:
25 ( )<§, VkeK,, (19.9)
gde je:
Ao ()= A (DA, (1= ATA)ATA + P71 ). (19.10)
Debeljkovié (2011).
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19.3 Glavni rezultati

Pre prezentovanja krucijalnog rezultata, potrebno je diskutovati i objasniti neke
dodatne rezultate.

Karakteristi¢ni polinom sistema, datog jed. (19.1), je:

n(h+1)
A)&detM (A) = a A, aeR
£(2) (4) Z A, aeR 1911

M(A)=1,A""—A,A" - A,
Oznacimo sa:
Q={ A1 f(2)=0}=4(4,,). (19.12)
skup svih karakteristi¢nih korena sistema, datog jed. (19.1).

Broj ovih korenova je n(h+1).

Koren A4, skupa Q sa maksimalnim modulom:

A,€Q:

z

:max‘}i(Aeq)

, (19.13)

se naziva maksimalni koren (sopstvena vrednost).

Ako se skalarna promenljiva A u karakteristicnom polinomu zameni matricom
X € R™, dobijaju se slede¢a dva matri¢na polinoma:
M(X)=X""-A,X"-A,, (19.14)
F(X)=X""-X"A,-A,. (19.15)
Ocigledno je daje F(A)=M (A4).
Matrica  SeR™  je desni solvent matritnog polinoma M (X),
Dennis et al. (1976), ako je:
M(S)=0. (19.16)
Ako je:
F(R)=0, (19.17)
tada je Re R™ levi solvent matri¢nog polinoma M (X ), Dennis et al. (1976).
Oznaka S se koristi za oznaCavanje desnog solventa, a R za oznafavanje levog

solventa matri¢nog polinoma M (X).
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U prezentovanom radu vedina rezultata se zasniva na levim solvenatima matri¢nog
polinoma M (X ). Nasuprot tome, u postojecoj literaturi se uglavnom izu¢avaju desni
solventi matri¢nog polinoma M (X ).

Pomenuto razilazenje se moze prevazi¢i slede¢om lemom.

Lema 19.1 Konjugovano transponovana vrednost levog solventa matri¢nog
polinoma M (X) je, istovremeno, desni solvent slede¢eg matri¢nog polinoma:

M, (X)=X""-AlX"-A], (19.18)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).

Zakljucak 19.1 Na osnovu Leme 19.1, sve karakteristike levih solvenata matri¢nog

polinoma M (X) mogu se dobiti analizom konjugovano transponovane vrednosti
desnih solvenata matri¢nog polinoma M, (X ). Prezentovana faktorizacija matrice

M(A) sluzi za bolje razumevanje veze izmedu sopstvenih vrednosti levih

i desnih solvenata i korenova sistema, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2008.a, 2009.a).

Lema 19.2 Matrica M (1) se moZe predstaviti u faktorizovanom obliku na sledeci
nacin:
h
M(A)= (it”ln +(S—4,)D> As J(/iln -S)

=1

, : (19.19)
=(AI,- R)(}t”ln +> AR (R- AO)J

i=l

Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).
Definicija 19.2 Neka je M (A) matri¢ni polinom po A. Ako A,eC tako
da je det(M (/ll.)):O, tada je A, latentni koren ili sopstvena vrednost matri¢nog
polinoma M (4).
Ako nenulti vektor v, R" tako da je:
M (li)VA

1

=0, (19.20)
tada je v, (desni) latentni vektor ili (desni) sopstveni vektor matricnog polinoma

M (1), koji odgovara sopstvenoj vrednosti A,, Dennis et al. (1976), Pereira (2003).
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Sopstvene vrednosti matrice M (Z) se podudaraju sa karakteristicnim korenima
sistema, to jest sa sopstvenim vrednostima njegove blok matrice pratilje A, ,
Dennis et al. (1976). Njihov broj je n(h+1).

S obzirom da vaz F'(1)=M, (1), nije tesko pokazati da matrice M (A)
i M, (A) imaju isti spektar.

U lit. Dennis et al. (1976, 1978), Kim (2000) i Pereira (2003) su izvedeni dovoljni

uslovi postojanja, brojnosti i karakterizacije desnih solvenata matri¢nog polinoma

M (X ). Pokazano je da broj solvenata moZe biti nula, konadan ili beskonacan.

Za ispitivanje stabilnosti sistema, datog jed. (19.1), upotrebljivi su samo

weee

Specijalan  slu¢aj  maksimalnog  solventa  je  dominantni  solvent,
Dennis et al. (1978), Kim ( 2000), koji se, za razliku od maksimalnog solventa, moze

izraCunati na jednostavan nacin.
Definicija 19.3 Svaki solvent S, matri¢nog polinoma M (X ), ¢iji spektar o(S,,)
sadrzi maksimalnu sopstvenu vrednost 4 skupa Q je maksimalni solvent.

Definicija 19.4 Matrica A dominira matricom B ako su sve sopstvene vrednosti

matrice A vece, po apsolutnoj vrednosti, u odnosu na sopstvene vrednosti matrice B .

U posebnom slucaju, ako solvent S, matrinog polinoma M (X) dominira
solventima S,,...,S, tada je S, dominantni solvent, Dennis et al. (1978), Kim (2000).
Potrebno je uociti da dominantni solvent ne moZe biti singularan.

Zakljucak 19.2 Broj maksimalnih solvenata moze biti veéi od jedan. Dominantni
solvent je istovremeno maksimalni solvent, Stojanovi¢, Debeljkovié¢ (2008.a, 2009.a).

Dominantni solvent S, matri¢nog polinoma M (X ), pod odredenim uslovima
se moze odrediti pomoc¢u Traub—ove, Dennis et al. (1978), i Bernoulli-eve iteracije,
Dennis et al. (1978) i Kim (2000).

Potrebni i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti linearnog, vremenski diskretnog

sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem, datog jed. (19.1), su dati u slede¢oj teoremi.
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Teorema 19.3 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni levi solvent

matri¢nog polinoma M (X) 1 sa R, se oznaCava jedan od njih. Tada je linearni,

vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (19.1),
asimptotski stabilan ako i samo ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji Hermitska
matrica P=P" >0, tako da:
R PR, -P=-0Q, (19.21)
Stojanovi¢, Debeljkovic (2008.a, 2009.a).
Teorema 19.4 Pretpostavlja se da postoji najmanje jedan maksimalni solvent
matri¢nog polinoma M (X) i sa R, se oznatava jedan od njih. Tada je linearni,

vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (19.1),
O} «<s.

a,f€ Z,, ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji Hermitian matrica P=P >0

sa detA, #0, atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {a, B.N,

tako da:
R,PR, -P=-0, (19.22)
i ako je ispunjen slede¢i uslov:
B
|®(k)|<—F5—=. Vk=0.L...N, (19.23)
a(i+])

Debeljkovié¢, Stojanovié, Dimitrijevi¢, Popov (2012.a).

Dokaz. Prvi deo dokaza je viSe nego ocigledan i direktno sledi iz cinjenice
da je osobina atraktivnosti garantovana jed. (19.22).
ReSenje jed. (19.1) se mozZe izraziti pomoc¢u fundamentalne matrice na sledeéi
nacin:
x(k)=®@(k)x(0)+P(k)A x(-1). (19.24)
U skladu sa osobinama norme, moZe se napisati:

I <afe @1+ 1925

gde se koristi prvi uslov Definicije 19.1.

Da bi se dobio krajnji rezultat, koristi se nejed. (19.23), tako da je:
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pa(i+|a])
af1+]a])

[x (k)] <

<pB, Vk=0,l,...N, (19.26)

¢ime je teorema dokazana.

Teorema 19.5 Pretpostavlja se da matrica A, ispunjava uslov (1 —AITAI)>O.

Sistem, dat jed. (19.1), je prakticno nestabilan u odnosu na {a,ﬁ, Ky, ()”2} , a<pf,
ako postoji pozitivan, realan broj g, ¢ >1, tako da:
|x(k=1)|" <@ x(k)|". vkek,. V|x(x)| <B. (19.27)

i ako postoji realan, pozitivan broj J, J€ ]O,a'[ i vremenska konstanta

k, k=k" :EI!(k* > ko)e K, zakoju je ispunjen sledeéi uslov:

Ak >§, Kek,, (19.28)
Debeljkovic, Stojanovié, Dimitrijevi¢, Popov (2012.a).
Dokaz. Neka je:
V(x(k))=x"(k)x(k)+x" (k—1)x(k-1). (19.29)
Slede¢i klasi¢ne procedure, Debeljkovi¢ (2011), dobija se:
Inx" (k+1)x(k+1)—Inx" (k)x(k)>InA ( ), (19.30)
gde je:
A ()=A,. (AgAl(I—AlAlT ) AT, +go21). (19.31)
koHk—1
Ako se izvr§i sumiranje z obe strane nejed. (19.30) za Vk € K, dobija se:
i=ko
. g+ —1
Inx" (k, +k)x(k,+k)=1n JI:[O Ao () 19
>InAL, () +Inx" (k,)x(k,), VkeK,

Jasno je da za bilo koje x;, sledi J< ||xo||2 <a iza neko ke K, uzimajuéi
u obzir osnovni uslov Teoreme 19.5, dat nejed. (19.28), moze se zakljuciti da je:

Inx’ (k,+k")x(k,+&") > In 2L, (A4, A,.0) +Inx" (k,)x(k,) - (1933)

>Ing-A5 ( )>Ind-B/8>In B, zaneko k'€ K,

min
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20. NELJAPUNOVSKA STABILNOST
LINEARNIH VREMENSKI DISKRETNIH
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM:
LMI PRILAZ

20.1 Uvodna razmatranja

U poslednjih dvadesetak godina, linearne matricne nejednakosti (LMI) pokazale
su se korisnim alatom za analizu i projektovanje upravljackih sistema. Zahvaljujuéi
veoma brzom razvoju kompjuterske tehnike kao i pronalasku vrlo efikasnih algoritama
za konveksnu optimizaciju, veliki broj kako postojecih tako i novih problema u teoriji

upravljanja preveden je u obliku LMI, Boyd et al. (1994).

S obzirom da LMI pripada klasi konveksnih optimizacionih problema, oni uvek
poseduju globalno reSenje. U poslednje vreme, za potrebe reSavanja LMI problema,
razvijeni su mnogobrojni efikasni algoritmi, poput ,inferior point“ metode,
Boyd et al. (1994). Kao rezultat toga, brojni problemi, koji nisu imali analiticko
ili reSenje u zatvorenom obliku, sada se veoma efikasno numericki reSavaju

pomocu LML

Drugim rec¢ima, ukoliko smo u stanju da redukujemo upravljacki problem

na konveksni problem koji ukljuuje LMI, tada se dati problem moZe smatrati reSenim.

Druga prednost LMI prilaza ogleda se u tome §to on obezbeduje jedinstveni okvir
za analizu i sintezu upravljackih sistema. Na primer, kada se jednom dode do LMI
uslova stabilnosti sistema, onda se oni mogu iskoristiti i za reSavanja problema sinteze

sistema sa razli¢itim upravljackim ciljevima, ograni¢enjima i strukturama regulatora.

Rezultati koji razmatraju i ispituju problem analize neljapunovske stabilnosti
linearnih, vremenski diskretnih sistema sa €istim vremenskim kasnjenjem dati su u radu

Debeljkovic, Aleksendric (2003), gde je problem razmatran prvi put.
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Ispitivanje stabilnosti sistema pomocu diskretne fundamentalne matrice je veoma
teSko, tako da postoji potreba da se pronadu efikasnije metode koje trebaju
da se zasnivaju na jednostavnom izracunavanju sopstvenih vrednosti ili norme
odgovarajuc¢ih matrica sistema, kao §to je uradeno za vremenski kontinualne sisteme,
ili da se primeni LMI prilaz.

Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim kaSnjenjem

u stanju opisan sa:

x(k+1):A0x(k)+§:ij(k—hj), (20.1.a)
x(9) =y (), de{-N,(-N+1),....0}, (20.1.b)

gde je X(k)E R", Aje R™, j=1,...,.M, hj, j=1,....M, su celi brojevi koji

predstavljaju cista vremenska kaSnjenja sistema, szax{hl,hz,...,hM} i \|1()

je poznata vektorska funkcija pocetnih uslova.
JednacCina sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju moZe se prikazati

na sledeci nacin:
x(k+1)=A,x(k)+ A, x(k—h), (20.2.2)
sa poznatom vektorskom funkcijom pocetnih uslova:
x(¥)=wy(¥), de{-h,—-h+l,..,0}, (20.2.b)
gde je x(k)eR" vektor stanja, A, i A, su konstantne matrice odgovaraju¢ih
dimenzija, h je ceo broj koji predstavlja ¢isto vremensko kaSnjenje sistema, a (-
je poznata vektorska funkcija pocetnih uslova.

Definicija 20.1 Linearni, vremenski diskretni sistem sa d{istim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (20.1.a), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu
na {0{, B, N, ”()”2 }, a<f, ako i samo ako za svaku trajektoriju x(k) koja

zadovoljava pocetnu funkciju, datu jed. (20.1.b), tako da:
[x(0) <. k=0,-1-2....-N, (20.3)

sledi:

[x(0) < B. kek,. (20.4)

Debeljkovi¢, Aleksendri¢ (2003).

207



Novi rezultati

20.2 Glavni rezultati

Definicija 20.2 Sistem, dat jed. (20.2), je stabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {&, #, N} ako i samo ako:

[x(k)] <. k=-10, (20.5)
povlaci:

[x(0)| < B. Vkek,. (20.6)

Definicija 20.3 Sistem, dat jed. (20.2), je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na

{a, B, N}, ako i samo ako:

[x(k)]}y,, <@ k=-10, (20.7)
povlaci:
[x(k)]y,, <B. VkeK,. (20.8)
sa osobinom da:
lim|x(k)[;,, =0 (20.9)

Definicija 20.4 Sistem, dat jed. (20.2), je prakticno nestabilan u odnosu na

{0!,,6’,N, ()”2} , < [, ako za:

[x(k)) <er. k=-10, (20.10)

postoji trenutak: k =k € K, tako da je ispunjen sledeci uslov:

>3, (20.11)
zaneko k=k € K.

Definicija 20.5 Sistem, dat jed. (20.2), je atraktivno prakticno nestabilan u odnosu

()”2} , a< [, ako za:

na {0{,,[)’,N,

[x(%)[,,, <e. k=-10, (20.12)

AbPa,

postoji trenutak: k =k € K, tako da je ispunjen slede¢i uslov:
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2

“x(k*) _— (20.13)
AQPA(
sa osobinom da:
. 2
lim|[x (k) i, =0 (20.14)
Teorema 20.1 Sistem:
x(k+1):A0x(k)+Alx(k—h), (20.15)
je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na { a, B.K,, () ”2} ,a<p,

ako postoji pozitivan skalar ¢ >0 i pozitivnho odredene matrice P i Q tako da vaze

sledec¢i uslovi:

_ [AGPA+Q+P—pP A PA, .
ATPA, Q- ATPA, '

(3 (P) A4 (0)
(+1) (mm”zmm(m

Debeljkovié¢, Stojanovié, Dimitrijevi¢, Popov (2012.b).

j<ﬁ, Vke K,,
o

Dokaz. Razmatra se slede¢a Ljapunovljeva agregaciona funkcija:

V(x(k) =X (k) Px(k)+ kzk; X (j)ox(J).

h

J

Tada, potonja razlika AV (x(k)) duz trajektorija sistema, se dobija kao:

AV (x(k))=x" (k)(AjPA,+ Q- P)x(k)
+2x" (k) AT PA, x(k —h)
" (k=h)(Q—ATPA,)x(k—h)
=" (k)rg(k)
gde je:
¢ (k)=[x"(k) x"(k=h)]
Fz(AgPAO+Q+P ATPA, J
Al PA, Q- Al PA,

1z nejed. (20.16) i jed. (20.19), dobija se:

(20.16)

(20.17)

(20.18)

(20.19)

(20.20)
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=pV(x(k))
s obzirom da je &' (k)Z¢(k)<O0.
Osim toga, ocigledno je da je:

AV (x(K))=V (x(k+1) =V (x(0))<pV (x(k)).

tako da:

V(x(k+1))<(p+1)V(x(k)).

Primenjujudi iterativno nejed. (20.23), dobija se:

V(x(k))<(@+1)V (x(k-1))

<(p+1)V (x(k-2))
<(p+1)'V(x(k-3))...
<(p+1)k (x )

Sa druge strane, dobija se:

1 sa pretpostavkom datom nejed. (20.3) dovodi do:
V(x(0)) <@( Ay (P)+ 1 2,0 (Q))-
Ocigledno je da je:
V(x(k))>x (k) Px(k)= A, (P)x" (k)x(k).

(20.21)

(20.22)

(20.23)

(20.24)

(20.25)

(20.26)

(20.27)
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Kombinovanjem nejed. (20.23), nejed. (20.26) i nejed. (20.27), lako se uocava

da je:
Ao (P)X" (k)x(k) <V (x(k)) < (+1)" V (x(0
(P O V(W) <(or) V)
<(9+1) (A (P) 454, (Q))
ili:
T k /?’max(P) ﬂ’max(Q)
x' (k)x(k)<(p+1) a(/lmin(P)+h/11mn(P) . (20.29)
Primenom uslova, datog nejed. (20.17), i prethodne nejednakosti dobija se:
x' (k)x(k)< B, VkeK,. (20.30)

Napomena 20.1 Potrebno je napomenuti da uslov u Teoremi 20.1 nije klasi¢an

LMI uslov u odnosu na g, P i Q. Medutim, lako se proverava da je uslov, dat

nejed. (20.17), garantovan impozantnim uslovima:

vi<P<yl
0<0<pyl , (20.31)
“nBE+)" pla yfan
}/2\/5 -7, 0 <0

ylah 0 -7

za pozitivne skalare 7, ¥, 1 ;.
Kada se jednom fiksira g, uslovi dati nejed. (20.16) i nejed. (20.17) se mogu

preobratiti u LMI izvodljiv problem.
U nastavku se prezentuje primer kako bi se pokazalo da je izvedena metoda

efikasna u primeni.

Primer 20.1 Razmatra se slede¢i vremenski diskretni sistem sa ¢istim vremenskim

kasnjenjem u stanju:

05 0 025 0,1
x(k+1)= x(k)+ x(k-2). (20.32)
0,05 0,6 04 025

Potrebno je ispitati stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na

{/(N,a,ﬂ,

()”2} , sa partikularnim izborom:
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3 4 5

T
, ve{-2,-1,0}. (2033
3 -3 —3j e oo @039

a=40, =290, \|/(z9)=(

ReSavanjem LMI, datog nejed. (20.16) i nejed. (20.31) za fiksirane vrednosti
#=0,065 1 h=2, dobijaju se sledeca izvodljiva reSenja:

1,2862 —0,0132)
= x10°*, (20.34)
~0,0132  0,5383
3,6258 1,8416) |
- x10°, (20.35)
1,8416 1,0343
¥ =53744x10°, 7, =1,2891x10°, 7, =4,5949x10°, (20.36)

za k = kf\;" =9. Prema tome, sistem u slobodnom radnom rezimu, dat jed. (20.32), je

N max

stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na {9,40,290,”(-)”2} .

Slika 20.1 prikazuje promenu sa vremenom trajektorije stanja sistema, datog

jed. (20.32), sa po&etnim uslovom y(¥¥), de{-2,-1,0}.
MoZe se primetiti da vrednosti varijabli stanja |xl.(k)| —oo, i=1,2 kada k — oo,

¢ime je dokazano da sistem nije asimptotski stabilan.

Promena sa vremenom norme trajektorije stanja je prikazana na slici 20.2
i slici 20.3. MozZe se videti da trenutak kada trajektorija napusta granicu [ =290
je k =182. Prema tome, pokazano je da su asimptotska stabilnost u smislu

actual
Ljapunova i stabilnost na konaénom vremenskom intervalu nezavisni koncepti: sistem

koji je stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu ne mora biti asimptotski stabilan.

Slika 20.1 Trajektorija stanja sistema, datog jed. (20.32)
sa pocetnim uslovom y (&), de {-2,-1, 0}
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Slika 20.2 Detaljan prikaz norme trajektorije stanja sistema,
datog jed. (20.32), sa po¢etnim uslovom y (&), de{-2,-1, 0}

I S [

0
-10 10 30 50 70 90 110 130 150 170 190
k

Slika 20.3 Opsti prikaz norme trajektorije stanja sistema,
datog jed. (20.32), sa pocetnim uslovom y (&), e {-2,-1, 0}
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21. STABILNOST ZAVISNA OD CISTO VREMENSKOG
KASNJENJA VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA VREMENSKI PROMENLJIVIM KASNJENJEM:
PRILAZ DEKOMPOZICLJE KASNJENJA

21.1 Uvod

Cisto vremensko ka$njenje je Cesto prisutno u mnogim prakti¢nim sistemima, kao
Sto su industrijski, telekomunikacioni, privredni sistemi i tako dalje. S obzirom da je
¢isto vremensko kaSnjenje glavni izvor nestabilnosti i slabih performansi sistema,
znacajna paznja se poklanja problemu analize stabilnosti i sinteze regulatora vremenski
kontinualnih sistema sa cistim vremenskim kaSnjenjem u lit. Fridman (2001),
Moon et al. (2001), Fridman, Shaked (2002.a, 2002.b), He et al. (2004),
Yue, Han (2004), Wu et al. (2004), Xu, Lam (2005), Han, Yue (2007), Park, Ko (2007),
Shustin, Fridman (2007), Yue et al. (2009), Zhang, Han (2009) i Zhu, Yang (2010).
Nasuprot tome, manju paznju privlace odgovarajuci rezultati za vremenski diskretne
sistema sa Cistim vremenskim kaS$njenjem, lit. Lee, Kwon (2002), Gao et al. (2004),
Fridman, Shaked (2005.a, 2005.b), Jiang et al. (2005), Xu et al. (2005), Boukas (2006),
Liu et al. (2006), Gao, Chen (2007), Chen, Fong (2008), Leite, Miranda (2008)
i Yue et al. (2009). Glavni razlog je Cinjenica da se takvi sistemi mogu transformisati
u prosirene sisteme bez prisustva Cisto vremenskog kasnjenja. Ovo prosirenje sistema,
medutim, nije odgovarajuée za sisteme sa nepoznatim kaSnjenjem i za sisteme
sa vremenski promenljivim kasnjenjem koji su predmet analize u ovoj glavi.

U poslednje vreme, veca paZnja je posvecena problemu stabilnosti, zavisne od ¢isto
vremenskog kaSnjenja, linearnih sistema sa vremenski promenljivim kaSnjenjem,
za sluCaj vremenski kontinualnih sistema u lit. Fridman (2001), He et al. (2004),
Yue, Han (2004), Wu et al. (2004), Xu, Lam (2005), Han, Yue (2007), Park, Ko (2007),
Shustin, Fridman (2007), Zhang, Han (2009) i Zhu, Yang (2010), a za slucaj vremenski
diskretnih sistema u lit. Gao et al. (2004), Fridman, Shaked (2005.b),
Jiang et al. (2005), Boukas (2006), Liu et al. (2006), Gao, Chen (2007),
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Chen, Fong (2008), Leite, Miranda (2008) i Yue et al. (2009), i izvedeno je veliki broj
kriterijuma stabilnosti, zavisnih od Cisto vremenskog kaSnjenja. Kljuna tacka
za izvodenje kriterijuma stabilnosti, zavisnog od ¢isto vremenskog kaSnjenja, je izbor
odgovarajuceg Ljapunov—Krasovski funkcionala. Poznato je da je postojanje
kompletnog kvadratnog Ljapunov-Krasovski funkcionala dovoljan i potreban uslov
asimptotske stabilnosti sistema sa cCistim vremenskim kaS$njenjem. Kori$¢enjem
kompletnog kvadratnog Ljapunov—Krasovski funkcionala, dobija se maksimalna
dozvoljena gornja granica Cisto vremenskog kasnjenja koja je veoma blizu analitickoj
granici Cisto vremenskog kasSnjenja za stabilnost. Medutim, kompletni kvadratni
Ljapunov—Krasovski funkcional vodi ka komplikovanom sistemu parcijalnih
diferencijalnih jednacina, ¢ime se dobijaju beskona¢no dimenzionalne linearne matri¢ne
nejednakosti (Linear Matrix Inequalities — LMI). Osim toga, da bi razvili jednostavniji
kriterijum stabilnosti, mnogi autori su koristili specijalne forme Ljapunov-Krasovski
funkcionala pre nego kompletnog kvadratnog Ljapunov—Krasovski funkcionala, $to daje
LMI konacnog reda i smanjenu vrednost maksimalne dozvoljene gornje granice.

U cilju smanjenja konzervatizma postojecih rezultata, prezentovane su nove metode
analize, kao $to su metoda transformacije deskriptivnog sistema, lit. Fridman (2001)
i Fridman, Shaked (2002.a, 2002.b), metoda slobodno tezinske matrice, lit.
He et al. (2004), Yue, Han (2004) i Gao, Chen (2007), metoda matri¢ne nejednakosti,
lit. Moon et al. (2001), Han, Yue (2007) i Park, Ko (2007), i prilaz sa pozicija ulazno—
izlaznih relacija, rad Shustin, Fridman (2007). KoriS¢enjem ovih metoda, izvedeni
su mnogi kriterijumi stabilnosti ispitivanjem promene Ljapunov—Krasovski funkcionala
na celom intervalu cisto vremenskog kaSnjenja. Suprotno ovom prilazu, u lit.
Yue et al. (2009) i Zhang, Han (2009), da bi se dobili manje konzervativni uslovi
stabilnosti, interval promene ¢isto vremenskog kaSnjenja je podeljen na vise jednakih
podintervala i definisan je Ljapunov—Krasovski funkcional, zavisan od intervala Cisto
vremenskog kaSnjenja. Ispitivanjem Ljapunov—Krasovski funkcionala, zavisnog od
promene intervala Cisto vremenskog kasSnjenja, definisanog na podintervalima, izvedeni
su novi kriterijumi stabilnosti, zavisni od ¢isto vremenskog kaSnjenja. Korisno je
napomenuti da glavna razlika izmedu Ljapunov—Krasovski funkcionala i Ljapunov—
Krasovski funkcionala zavisnog od intervala Cisto vremenskog kasnjenja leZi u €injenici

da se u drugom sluc¢aju uzimaju razlicite tezinske matrice na razli¢itim podintervalima.
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Prema tome, Ljapunov-Krasovski funkcional, zavisan od intervala cisto
vremenskog kaSnjenja, kao Sto se ocekuje, daje manje konzervativan Kriterijum
stabilnosti, zavisan od ¢isto vremenskog kasnjenja.

Na osnovu ideje iz rada Zhu, Yang (2010) u kome je interval promene Ccisto
vremenskog kaSnjenja vremenski kontinualnih sistema podeljen na dva nejednaka
podintervala, u ovoj glavi je razvijena nova metoda za analizu stabilnosti vremenski

diskretnih sistema sa vremenski promenljivim kasnjenjem.

Interval promene Cisto vremenskog kasnjenja [k—hM,k—l] Ljapunov—Krasovski

funkcionala, zavisnog od intervala ¢isto vremenskog kaSnjenja, je podeljen na dva
nejednaka podintervala: [k—h,, k—a—1] i [k—a,k—1], gde je 0<a<h, podesivi
parametar.

Novi Ljapunov—Krasovski funkcional, zavisan od intervala cisto vremenskog
kaSnjenja, je definisan sa razli¢itim tezinskim matricama na razli¢itim podintervalima.
Metoda slobodno teZinska matrice i metoda transformacije sistema se ne Kkoriste
da bi se izveo kriterijum zavisan od Cisto vremenskog kasnjenja. Pokazace se da je
prezentovani uslov stabilnosti manje konzervativan u odnosu na postoje¢e uslove
iz lit. Lee, Kwon (2002), Gao et al. (2004), Fridman, Shaked (2005.a, 2005.b),
Xu et al. (2005), Boukas (2006), Liu et al. (2006), Gao, Chen (2007),
Chen, Fong (2008), Leite, Miranda (2008) i Yue et al. (2009), zbog Cinjenice da ima
manju vrednost maksimalne dozvoljene gornje granice. Izvedeni uslovi se mogu
posmatrati kao proSirenje metoda iz lit. Yue et al. (2009) i Zhang, Han (2009), u kojima
je ceo opseg Cisto vremenskog kasnjenja podeljen na n>2 jednaka podintervala.
S obzirom da je broj podintervala u lit. Yue et al. (2009) i Zhang, Han (2009) veci
od dva, prilaz dekompozicije je komplikovan i rezultujuéi uslovi stabilnosti su vise
konzervativni i teSko ih je proveriti.

Oznacavanje. R" i 7" oznaCavaju n—dimenzionalan Euklidski prostor i skup

pozitivnih celih brojeva. Oznaka P>0 (P2>0) znadi da je matrica P realna,
simetri¢na i pozitivno odredena (poluodredena). Za realne, simetri¢ne matrice P i Q,

oznaka P>Q (P2=Q) znadi da je matrica P—Q pozitivno odredena (pozitivno

poluodredena). I je jedini¢na matrica odgovarajuée dimenzije. Gornji indeks """

ozna€ava transpoziciju. U simetriénim blok matricama ili kompleksnim matri¢nim

izrazima, Kkoristi se zvezdica (*) da bi predstavio ¢&lan proistekao iz simetrije.

Ako dimenzije matrica nisu eksplicitno iskazane, pretpostavlja se da su kompatibilne

za algebarske operacije.
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21.2 Glavni rezultati

Razmatra se sledeci sistem sa vremenski promenljivim ka$njenjem:
x(k+1)=Ax(k)+Bx(k-h(k)), (21.1)
gde je x(k)eR" stanje u trenutku k, Ae R™ i Be R™ su konstantne matrice,
a h(k) je pozitivan ceo broj koji predstavlja ¢isto vremensko kasnjenje sistema za koje
se pretpostavlja da je vremenski promenljivo i koji zadovoljava sledeci uslov:
0<h(k)<h,, (21.2)

gde je h,, poznat, pozitivan i konacan ceo broj.

U ovoj glavi ¢e se izvesti dovoljan uslov, zavisan od €isto vremenskog kasSnjenja,
koji garantuje stabilnost sistema, datog jed. (21.1), koji je manje konzervativan u
odnosu na rezultate u postojecoj literaturi.

Prvo ¢e se prezentovati sledeci rezultati, koji ¢e se koristiti u dokazu glavnih

rezultata.

Lema 21.1 Neka je y(k)=x(k+1)—x(k). Za bilo koju matricu R >0 vazi:

T [_RR —RR]K((::ZM))} , (21.3)

_(hM _hm) k—lz—hm y (m)Ry(m)S{X((k_hm

m=k—hy,

Yue et al. (2009).

Teorema 21.1 Za date skalare h,(h, >0) i a(0<a<h,), sistem, dat
jed. (21.1-21.2), je asimptotski stabilan ako postoje matrice P=P" >0, Q.=0 >0

i Z,=2 20, (i=1,2,3), tako da vazi slede¢i LMI:

q)ll CDIZ 0 O q)IS
* ¢22 ¢23 0 (DZS
o= * = P, d, 0 |<0, (21.4)
% % k @44 0
* * * * P
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Y= * * w. 0 0 |<0, (21.5)
* * W, 0
k k k k lP55
gde je:
1
&, =A"PA-P+0,+0,——(Z,+Z,)

a

®,=A"PB +l(z] +7,), ®,=(A-1)'U,
(94

1 1
®,=B"PB-0, —;(221 +Z,), @, :ZZ" @, =B"U,
1 1 1
P,=—-0+0,——Z,— zZ,, ®,= Z,
o h, —o h, —o
1
P,=-0,- zZ,, ®,=-U,

M

T

¥, =d,, ¥,=A"PB, l1113:1(Zl+z3), Y.,=(A-1) U,
(04

1= 1

1 1
‘P22:BTPB_Q3_h _ (2Z2+Z3)’ ‘P23=h—_(Z2+Z3)

M M

lPZ“:hl Z,, ¥=B'U,
-a

M

1
Y. =—0+0,—(Z +Z,)-
33 Ql Q2 a( 1 3) hM_a

1
Y,=-0, _h—Zz’ ¥Y,=-U,

(2,+2,)

M

U=aZ+(h,-a)Z,+aZ,, U,=aZ+(h,-a)Z,+h, Z,
Stojanovi¢, Debeljkovic, Dimitrijevi¢ (2012.b).

Dokaz. DefiniSe se Ljapunov—Krasovski funkcional, zavisan od intervala ¢isto

vremenskog kaSnjenja, na sledec¢i nacin:

V(k)=V,(k)+V,(k)+V,(k), (21.6)
gde je:
V,(k)=x"(k)Px(k), (21.7)
v,(k)=Y x(i)0,x(i)+ E”XT(,-)QZX(I-H X (i)0,x(i),  (21.8)
i=k—ct i=k—hyy i=k—h(k)
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-1 k-1 -l-a k-1 —1 k-1
=22y (NZy(i)+ 2 2y (DNZy(i)+ 2 2 ¥ (1)Zy(i), 219)
i=—a j=k+i i=—hyy j=k+i i=—h(k) j=k+i
gdeje P=P" >0, 0,=0" 201 Z =2 >0, (i=1,2,3). Valja uotiti, da je interval
gisto vremenskog kasnjenja [k —h,,, k—1] u Ljapunov—Krasovski funkcionalu podeljen
na dva nejednaka podintervala: [k—hM,k—a—l] 1 [k—a,k—l], gde je O<a<h,
podesivi parametar.
Potonja razlika funkcije AV, (k)=V,(k+1)-V,(k), se dobija kao:
AV, (k)=x"(k)(A"PA-P)x(k)+2x" (k) A"PBx(k—h(k))
. (21.10)
x' (k—h(k))B"PBx(k—h(k))
AV, (k)=x"(k)Q x(k)-x" (k-a)Q x(k—a)
x' (k-a)0,x(k—a)-x"(k—h,)0,x(k—h,), (21.11)
+x' (k)Q,x(k)—x" (k—h(k))Q,x(k—h(k))

AVy (k)= 3 (¥ (k) Zy (k) =y" (k+0)Zy (k +i))
ST 02y () (k)2 y (0 41)
+ Z( (k)=y" (k+i)Z,y (k+i))

:ayT(k)zly(k)—; y (k+i)Z y(k+i)

Hhy @)y (K)Zoy (k)= Sy (k+1)Zyy(k+i)

i=—hyy

(k)Y (K)Zoy (k)= 3 ¥ (k+i)Zyy (k+i)

i=—h(k)
(azl+ @)Z,+h(k)2,)y(k)
k-1 k-l-o ’ k-1
m= a’y )_m:kZ—;IMy ( m=k—h(k y 3y )(2112)

Poznato je iz nejed. (21.2) da je, za bilo koje keZ*, h(k)e[0,a—1]
ili h(k)e [, h,]. Definisu se dva skupa:

Q,={k:n(k)e[0.a]. ke Z"}, (21.13)
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Q,={k:h(k)e[a+Lh,].keZ"}. (21.14)

U nastavku se razmatra promena funkcije AV (k) za dva slucaja (k eQ ke, ) .
Slu¢aj 1.Za ke Q,, tojest 0<h(k)<

k-1 k—1-h(k) k-1

2 ¥ (m = > ¥ )+ Z y' (m)Z,y(m). (21.15)
m=k—a m=k—-a I(k)
k=1-h(k)
AV, (k)=y" (k)(az +(h, —a)Z,+h(k)Z,)y(k)- y' (m)
k-1 k-l-ar A (21.16)
= 2 Y (m)(Z+Z)y(m)- X yr(m)Zzy(m)
m=k—h(k) m=k—hy;

S obzirom da je Z, +Z,>0, h(k)<a i a—h(k)<a, kori§¢enjem Leme 21.1,
sledi:

k-1

y m)(Z,+Z2,)y(m)
S—h(lk)(x(k) (k=h(k)))" (Z,+2,)(x(k)~x(k—h(k) ..
s;xT(k)( Z,-Z7,) (k)+a2xT(k)(Z +Z,)x(k—h(k))
+ X (k=h(k)) (=7~ Z,)x{k~h(K))
-3 Y )z
L (x(k=h(k))=x(k-a)) Z,(x(k=h(k))-x(k-a
)kl 2 (slehtk)i-al)
SéxT(k—h(k))(—Zl)x(k—h(k))+$2xT(k—h(k))le(k—a')
+$XT(I<—0{)(— )x(k - a)
< l_a(x(k—a)—x(k—hM))TZZ(x(k—a)—x(k—hM))
{” .(21.19)
< (@) (Z)x(ka) s o (k=) Zx (k)
g () (Z2)x (k)
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Kombinovanjem jed. (21.10-21.19), dobija se:

AV (k) <&" (k) g(k)
@, +(A-1)'U(A-1) ®,+(A-I))UB 0 0
&= * ®,+B'UB &, 0 (21.20)
* * q)33 q)34
*k k *k (I)

44
SR =[x (k) ¥ (k=h(k)) x"(k=a) ¥ (k=hy)]'

Otigledno, AV (k)<0 za keQ, ako je ®<0. Koris¢enjem Schur—ovog
komplementa, lako se uogava da vazi AV (k) <0 akoje ®<0 i h(k)e[0,].

Sluéaj 2. Sli¢no, za ke Q,, to jest @+1<h(k)<h,, koriS¢enjem Schur—ovog
komplementa, lako se uogava da vazi AV (k) <0 ako je ¥ <0.

Iz prethodnog razmatranja, moZe se pokazati da je za sva ke Z*, ako vaZe
nejed. (21.4-21.5), AV(k) <0, ¢ime je dokaz zavrSen.

Napomena 21.1 Teorema 21.1 prezentuje rezultat stabilnosti koji zavisi

od maksimalne granice Cisto vremenskog kaSnjenja h,. Uslovi u Teoremi 21.1

su iskazani u vidu LMI, i prema tome mogu se lako proveriti kori§¢enjem standardnog

numerickog softvera.

Napomena 21.2 Interval ¢isto vremenskog kaSnjenja [k —hy,, k— l] Ljapunov—
Krasovski funkcionala, zavisnog od intervala ¢isto vremenskog kasnjenja, je podeljen na
dva nejednaka podintervala: [k -h,, k—a— 1] i [k -, k— 1] , gde je O<a<h,

podesiv  parametar. Kao posledica, koriste se razliCite tezinske matrice

u Ljapunovljevom funkcionalu na razli¢itim podintervalima a informacija

o vremenskom kaSnjenju u stanju x(k —¢) se moZe uzeti u razmatranje. Pored toga,
koriS¢enjem podintervala i Leme 21.1, vrednosti gornje granice ¢lanova u AV3(k)
su taCnije ocenjeni u odnosu na prethodne metode s obzirom da je gornja granica h,,
gisto vremenskog kaSnjenja h(k) na intervalu 0<h(k)<h, zamenjena sa dve manje
konzervativne gornje granice ¢ i h,, na podintervalima 0<h(k)<a i a<h(k)<h,,

sledstveno. Prema tome, metoda dekompozicije prezentovana u Teoremi 21.1 vodi

ka smanjenju vrednosti maksimalne dozvoljene gornje granice.
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Algoritam za odredivanje parametra « (O<a’ < hM) koji zadovoljava

nejed. (21.4-21.5), tako da maksimalna dozvoljena gornja granica h,, ima maksimalnu

vrednost, je izloZen u nastavku.

Algoritam 21.1

Korak 1. Usvajase h=01 a=0.

Korak 2. h=h+1.

Korak 3. a=a+1.

Korak 4. Ako su nejednakosti (21.4-21.5) izvodljive, tada je o, =, a=0, ide
se na Korak 2, u suprotnom slucaju, ide se na Korak 5.

Korak 5. Ako je a=h-1, ide se na Korak 6, u suprotnom slucaju, ide
se na Korak 3.

Korak 6. Maksimalna vrednost cCisto vremenskog kaSnjenje je h, =h-1
a minimalna vrednost podesivog parametra & je ¢, .

U nastavku se prezentuju dva primera. Dobijeni rezultati ¢e se uporediti sa vise
rezultata iz postojecih kriterijuma.

Primer 21.1 Razmatra se sistem, dat jed. (21.1), sa vremenski promenljivim
kaSnjenjem h(k) koje zadovoljava uslov dat nejed. (21.2) i:

A:(O(,)8 z) B:(:gj _(())’J, 2€{0,91, 0,97} .

Sluéaj 1 (A4=0,91). Ovaj sistem je razmatran u lit Lee. Kwon (2002)
i Xu et al. (2005). U tabeli 21.1 je prikazana maksimalna dozvoljena gornja granica
Cisto vremenskog kasnjenja dobijena iz Teoreme 21.1. Radi poredenja, rezultati iz lit.
Lee, Kwon (2002) i Xu et al. (2005) su takode prikazani u fabeli 21.1. Jasno

je da je rezultat dobijen primenom Teorema 21.1 bolji u odnosu na rezultate iz lit.

Lee, Kwon (2002) i Xu et al. (2005).

Slu¢aj 2 (1=0,97). Radi poredenja, rezultati iz literature Gao et al. (2004),

Fridman, Shaked (2005.a, 2005.b) i Chen, Fong (2008) i rezultat Teoreme 21.1
su prikazani u tabeli 21.2. Jasno je da Teorema 21.1 daje bolje rezultate u odnosu

na postojece kriterijume, zavisne od Cisto vremenskog kasnjenja.
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Tabela 21.1 Uporedni prikaz vrednosti maksimalnih dozvoljenih gornjih granica

Cisto vremenskog kasnjenja dobijenih razli¢itim postoje¢im metodama za A= 0,91

Metoda hy,
Lee, Kwon (2002) 41
Xu et al. (2005), Posledica 1 42
Teorema 21.1 46 za ¢ =19,...,30

Tabela 21.2 Uporedni prikaz vrednosti maksimalnih dozvoljenih gornjih granica

Cisto vremenskog kasnjenja dobijenih razli¢itim postoje¢im metodama za A =0,97

Metoda hy,
Gao et al. (2004), Teorema 1 4
Fridman, Shaked (2005.b), Teorema 3 8
Fridman, Shaked (2005.a), Lema 2 8
Chen, Fong (2008), Teorema 1 10
Teorema 21.1 17 za ¢ =9,10,11

Primer 21.2 Razmatra se sistem, dat jed (21.1), sa vremenski promenljivim

kaSnjenjem h(k) koje zadovoljava uslov dat nejed. (21.2) i:
Slucaj 1. Boukas (2006), Liu et al. (2006), Leite, Miranda (2008) :
0,6 0 0,1 0
A = N B = .
0,35 0,7 0,2 0,1
Sluéaj 2. Gao et al. (2004), Liu et al. (2006), Gao, Chen (2007), Yue et al. (2009):
O’ 8 O - O,l O
A= , B= .
0,05 0,9 -0,2 -0,
Za prethodne sisteme, LMI uslovi stabilnosti, nezavisni od c¢isto vremenskog

kasnjenja, Mahmood (2000.c):

-P+Q 0 A'P
P=P"' >0, 0=0">0, * -Q B'P|<0,
* * -P

su izvodljivi, na osnovu ¢ega sledi da su oba sistema stabilna za 0 < h(k) <oo,
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Koris¢enjem postojec¢ih kriterijumima, zavisnih od Cisto vremenskog kasnjenja,
dobijaju se samo konacne vrednosti maksimalne dozvoljene gornje granice, koja
garantuje stabilnost datog sistema. Tabela 21.3 (slu€aj 1) i tabela 21.4 (slucaj 2)
prikazuju intervale cisto vremenskog kaSnjenja za razliCite metode. Na osnovu

Teoreme 21.1, dobijene su velike numeri¢ke vrednosti maksimalne dozvoljene gornje

granice (/,, —>o0). Prema tome, kori§¢enjem Teoreme 21.1 dobijaju se bolji rezultati

u odnosu na razultate iz lit. Gao et al. (2004), Boukas (2006), Liu et al. (2006),
Gao, Chen (2007), Leite, Miranda (2008) i Yue et al. (2009).

Tabela 21.3 Interval €isto vremenskog kasnjenja za slucaj 1

Metoda Interval
Boukas (2006), Teorema 3.1 2< h(k) <10
Liu et al. (2006), Teorema 1 i1 Teorema 2 2< h(k) <13
Leite, Miranda (2008), Teorema 3.2 0< h(k) <12
Chen, Fong (2008), Teorema 1 2< h(k) <15
Teorema 21.1 0<h(k)<10-10"

Tabela 21.4 Interval ¢isto vremenskog kaSnjenja za slucaj 2

Metoda Interval stabilnosti
Gao et al. (2004), Teorema 1 0< h(k) <6
Liu et al. (2006), Teorema 2 0<h(k)<10
Gao, Chen (2007), Teorema 1 0< h(k) <12
Yue et al. (2009), Teorema 5 2<h(k)<19
Yue et al. (2009), Teorema 7 2<h(k)<20
Teorema 21.1 0<h(k)<9,61-10°
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22. STABILNOST NA KONACNOM VREMENSKOM
INTERVALU VREMENSKI DISKRETNIH SISTEMA
SA VREMENSKI PROMENLJIVIM KASNJENJEM

22.1 Uvod

Klasi¢ni koncepti stabilnosti (to jest ljapunovska stabilnost, BIBO stabilnost)
razmatraju dinamiCko ponaSanje sistema na beskonatnom vremenskom intervalu.
Ovi koncepti zahtevaju da su promenljive sistema ogranicene, pri ¢emu vrednosti
granica nisu propisane. Prema tome, klasi¢ni koncepti stabilnosti nisu prikladni
za praktiCne primene, s obzirom da postoje slucajevi gde nisu prihvatljiva velika
odstupanja veli¢ina od njihovih nominalnih vrednosti pri njihovom kretanju u prostoru
stanja. U tom smislu ¢ini se da je opravdano da se definiSe kao stabilan sistem cije
kretanje, pri datim pocetnim uslovima, ostaje unutar propisanih granica na fiksiranom
vremenskom intervalu. Izraz prakticna stabilnost je uveden za sisteme koji rade
na beskonatnom vremenskom intervalu sa propisanim granicama, u radu
La Salle, Lefschetz (1961). NesSto ranije, u radovima Kamenkov (1953)
i Lebedev (1954.a) koji su objavljeni u ruskoj literaturi, razmatrane su i propisane
granice kao i konacni vremenski intervali, pod nazivom stabilnost na konacnom
vremenskom intervalu. Prema tome, konceptu praktiCne stabilnosti i konceptu
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu je zajednicko da imaju specificirane
granice, ali se razlikuju u veli¢ini vremenskog intervala koji se razmatra.

Mnogi rezultati su dobijeni za ovaj tip stabilnosti za vremenski kontinualne sisteme
u lit. Kamenkov (1953), Lebedev (1954.a), Dorato (1961), La Salle, Lefschetz (1961),
Weiss, Infante (1967), Angelo (1970), Amato et al. (2001, 2003, 2006),
Moulay, Perruguetti (2006), Garcia et al. (2009), Ming, Shen (2009),
Chen, Jiao (2010, 2011) i Zheng et al. (2011), i za vremenski diskretne sisteme
u lit. Amato et al. (2004, 2005, 2008, 2010, 2011), Amato, Ariola (2005),
Mastellone et al. (2005), Shen (2008), Ichihara, Katayama (2009.a, 2009.b)
1 Zhu et al. (2009).
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U skorije vreme, konceptu stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu je
posvecena paznja u kontekstu teorije linearnih matri¢nih nejednakosti (Linear Matrix
Inequality — LMI), koja omogucava pronalaZenje manje konzervativnih uslova koji
garantuju  stabilnost na konatnom vremenskom intervalu i  stabilizaciju,
lit. Amato et al. (2001, 2004, 2005, 2006, 2010, 2011), Amato, Ariola (2005),
Ichihara, Katayama (2009.a, 2009.b) i Zhu et al. (2009).

U postojecoj literaturi, stabilnost sistema na kona¢nom vremenskom intervalu
se moze klasifikovati u slede¢e dve kategorije: a) (klasicna) stabilnost na konacnom
vremenskom intervalu (pri datoj granici pocetnog uslova, kretanje sistema
ne prelazi propisanu granicu u toku specificiranog vremenskog intervala),
lit. Amato et al. (2003, 2004, 2005, 2006, 2008, 2010), Amato, Ariola (2005),
Mastellone et al. (2005) i Garcia et al. (2009), 1 b) atraktivna stabilnost na konacnom
vremenskom intervalu (kretanje sistema dostiZze stacionarno stanje na kona¢nom
vremenskom intervalu), lit. Moulay, Perruquetti (2006), Chen, Jiao (2010, 2011)
i Zheng et al. (2011). U ovoj glavi, razmatraju se samo problemi stabilnosti
na kona¢nom vremenskom intervalu.

Osim toga, stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu u prisustvu spoljasnjeg
ulaza vodi ka konceptu ogranicenosti na konacnom vremenskom intervalu,
lit. Amato et al. (2001, 2003, 2006), Amato, Ariola (2005), Ichihara, Katayama
(2009.a, 2009.b) i Zhu et al. (2009), (sistem je ogranien na kona¢nom vremenskom
intervalu ako, za datu granicu pocetnog uslova i karakterizaciju skupa dozvoljenih
ulaza, promenljive stanja ostaju unutar propisanih granica za sve ulaze u skupu).

Cisto vremensko ka$njenje se ¢esto javlja u mnogim kontinualnim industrijskim
sistemima (hemijski procesi, bioloski sistemi, dinamika priraStaja, neuronske mreze,
veliki sistemi, ...). Pokazano je da je prisustvo Cisto vremenskog kaSnjenja izvor
nestabilnosti i loSih performansi sistema upravljanja. Prema dostupnim saznanjima,
malo je radova koji razmatraju stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu
i stabilizaciju vremenski kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.
Prethodni rezultati stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu sistema sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem se mogu naéi u lit. Debeljkovi¢ et al. (1997.a, 2000.a)

i Lazarevi¢ et al. (1999).
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Metode u ovoj literaturi daju konzervativnije rezultate zato Sto se zasnivaju
na  majorizaciji ~ odziva  sistema  koriS¢enjem  odredenih  nejednakosti.
U skorije vreme, na osnovu teorije linearnih matricnih nejednakosti, dobijeni
su rezultati koji se ti€u stabilnosti na konatnom vremenskom intervalu u lit.
Debeljkovic et al. (1997.a, 2000.a), Lazarevi¢ et al. (1999), Jiang (2009),
Gao et al. (2011), Liu, Shen (2011) i Shang et al. (2011), 1 ograni¢enosti na kona¢nom
vremenskom intervalu u lit. Shen et al. (2007), Wang et al. (2009, 2010),
Lin et al. (2011) 1 Liu, Shen (2011), za partikularne klase sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem. U lit. Shen et al. (2007), Jiang (2009) i Wang et al. (2009, 2010),
se razmatra problem stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu, rad Jiang (2009),
i ograni¢enost na kona¢nom vremenskom intervalu, lit. Shen et al. (2007)
i Wang et al. (2009, 2010), neuronskih mreZa sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.
U radovima Lin et al. (2011) i Liu, Shen (2011) proucavana je ogranicenost
na kona¢nom vremenskom intervalu priklju¢nih linearnih sistema sa vremenski
promenljivim kaSnjenjem i spoljasnjim poremecajima. Radovi Gao et al. (2011)
i Shang et al. (2011) istraZuju problem upravljanja na kona¢énom vremenskom intervalu
za mreZne sisteme upravljanja sa vremenski promenljivim kasnjenjem. U radu
Shang et al. (2011) uvedena je partikularna linearna transformacija da bi se originalan
sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem pretvorio u sistem bez prisustva cisto
vremenskog kaSnjenja. Atraktivna stabilnost na konacnom vremenskom intervalu
1 stabilizacija nelinearnih diferencijalnih jednacina sa kaSnjenjem su razvijeni u radu
Moulay et al. (2008).

Za razliku od vremenski kontinualnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem,
manje paznje je posveceno vremenski diskretnim sistemima sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem. Glavni razlog je cinjenica da se takvi sistemi mogu transformisati
u proSirene sisteme bez prisustva Cisto vremenskog kasnjenja. Ovo proSirenje sistema,
medutim, nije odgovarajuce za sisteme sa nepoznatim ¢istim vremenskim kasnjenjem
i za sisteme sa vremenski promenljivim kaSnjenjem koji su predmet analize u ovoj
glavi. Prema dostupnim saznanjima, u literaturi ne postoje dostupni rezultati koji
se tiCu stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i stabilizacije klase linearnih,

vremenski diskretnih sistema sa vremenski promenljivim kaSnjenjem.
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Cilj ove glave je prezentovanje novih dovoljnih uslova stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu razmatrane klase sistema. U tom smislu, polazi se od rezultata
prezentovanih u radu Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2011) koji se bavi asimptotskom
stabilno$¢u vremenski diskretnih sistema sa vremenski promenljivim kaSnjenjem.
Da bi se reSio problem stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu Kkoristi
se Ljapunovljeva metoda. Dovoljni uslovi ¢e biti izrazeni u formi LMI koji je zavisan
od minimalne i maksimalne granice Cisto vremenskog kaSnjenja. Numericki primeri
¢e se koristiti da ilustruju primenljivost razvijenih rezultata. Razmatraju se dva slucaja:
a) kada je sistem asimptotski stabilan, i b) kada je sistem nestabilan. Pokazace se, u oba

slucaja, da su sistemi stabilni na kona¢nom vremenskom intervalu.

22.2 Formulacija problema i preliminarna razmatranja

Oznacavanje. R" i Z" oznaCavaju n-dimenzionalan Euklidski prostor i skup

pozitivnih celih brojeva. Oznaka P>0 (P>0) znadi da je matrica P realna,
simetritna i  pozitivno  odredena  (poluodredena). A, (P)ZminReA(P)
i A,.(P)2maxRed(P) oznatavaju minimalnu i maksimalnu sopstvenu vrednost

simetricne matrice P . Za realne, simetriCne matrice P i Q, oznaka P >(Q (PZQ)

znaci da je matrica P—Q pozitivno odredena (pozitivno poluodredena). I je jedinicna

nTn

matrica odgovaraju¢e dimenzije. Gornji indeks oznacava transpoziciju.

U simetri€nim blok matricama ili kompleksnim matri¢nim izrazima, koristi se zvezdica

(*) da bi predstavio ¢lan proistekao iz simetrije. Ako dimenzije matrica nisu eksplicitno

iskazane, pretpostavlja se da su kompatibilne za algebarske operacije.
Razmatra se linearni, vremenski diskretni sistem sa vremenski promenljivim
kaSnjenjem u stanju:
x(k+1)=Ax(k)+A,x(k—h(k)), (22.1)
sa funkcijom pocetnih stanja:
x(0)=wy(6), Oe{-h,,—h,+1,..,0}, (22.2)

koja zadovoljava:

(w(6+1)-y () (w(6+1)—w(8)<p, Oe{-hy,,—h,+1,...,-1}, (22.3)
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gde je x(k)eR" stanje u trenutku k, Ae R™ i A,€ R™ su konstantne matrice.
h(k) je pozitivan ceo broj koji predstavlja vremenski promenljivo ka$njenje koje
zadovoljava:

h,<h(k)<h,,, (22.4)
gde su h, i h, konstantni, pozitivni celi brojevi koji predstavljaju minimalno

1 maksimalno ¢isto vremensko kasSnjenje, sledstveno.

Pretpostavka o ¢istom vremenskom kasnjenju A (k) data nejed. (22.4) karakterizuje
realnu situaciju u mnogim praktiénim primenama. Tipi¢an primer koji sadrZi Cisto
vremensko kasnjenje a koji se moZe karakterizovati nejed. (22.4) se moZe naci
u mreZznim sistemima upravljanja, gde su Cista vremenska kaSnjenja uvedena usled
mreZzne transmisije (bilo iz senzora do kontrolera ili iz kontrolera do aktuatora)
su zapravo vremenski promenljiva kasnjenja, i moZe se pretpostaviti da postoje
minimalna i maksimalna granica Cisto vremenskog kasnjenja bez gubitka opStosti.

U ovoj glavi se proucava stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu klase
sistema, datih jed. (22.1), sa vremenski promenljivim kaSnjenjem. Cilj

je da se razvije dovoljan uslov tako da je sistem, dat jed. (22.1), stabilan na konacnom
vremenskom intervalu za bilo koje h(k) koje zadovoljava h, <h(k)<h, . Najpre

se uvodi slede¢a definicija stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu sistema

sa Cistim vremenskom kaSnjenjem, datog jed. (22.1).

Definicija 22.1 Vremenski diskretni sistem sa Cistim vremenskim kasSnjenjem,

dat jed. (22.1), sa funkcijom pocetnih stanja, datom jed. (22.2), je stabilan na konacnom

vremenskom intervalu u odnosu na (&, 3,N), gde je 0< < f3, ako:

sup v (k)y(k)<a = x (k)x(k)<pB, Vkell,2,...,N]. (22.5)

ke[~hyy , —hpg+1,+-,0]

Napomena 22.1 Asimptotska stabilnost u smislu Ljapunova i stabilnost
na kona¢nom vremenskom intervalu su nezavisni koncepti: sistem koji je stabilan
na kona¢nom vremenskom intervalu ne mora biti asimptotski stabilan, nasuprot tome,
asimptotski stabilan sistem u smislu Ljapunova bi mogao biti stabilan na kona¢nom
vremenskom intervalu, ako njegovo kretanje prelazi propisane granice u toku prelaznih

procesa.
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22.3 Glavni rezultati

U ovom odeljku, uvodi se kriterijum stabilnosti na konacnom vremenskom
intervalu za sistem, dat jed. (22.1), koriS¢enjem Ljapunovljeve metode kombinovane
sa LMI tehnikom. Polazi se od rezultata prezentovanog u radu Stojanovi¢, Debeljkovié
(2011), koji daje kriterijum asimptotske stabilnosti, zavisan od Ccisto vremenskog

kasSnjenja, i izvodi se dovoljan uslov stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu.

Teorema 22.1 Sistem, dat jed. (22.1), sa vremenski promenljivim ka$njenjem je

stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na (0{, ﬁ,T) , @< f3, ako postoje
pozitivno odredene simetri¢ne matrice P, Q, Z, pozitivni skalari 6,, 6,, 6,, 6,

i skalar ¥ >1, tako da vazi slede¢i LMI:

I, (A+A) PA, —A"PA, h,(A-1)Z

r| * -0 -A'PA,  h,A'Z <0
* * -Z 0 . (22.6)
* * & -7

I, =- ;/(P+PT)+(hM —hm+1)Q+ATP(A+Ad)+(A+Ad)TPA

61<P<6,1
0<0<6,1 , 22.7)
0<z<0,1
-7 Bé \/562 \/393 \/594
* -6, 0 0 |,
* * -6, 0
* * * —494
§=al(h, +(h, -1)(h, -2)/2~(h,-1)(h,-2)/2), (22.8)

e=phy, (h,-1)/2
Stojanovié¢, Debeljkovi¢, Dimitrijevi¢ (2012.a).
Dokaz. Neka je:
n(m) = x(m+1)-x(m)
:Ax(m)+Adx(m—h(m))—x(m), (22.9)

:(A—I)X(m)+AdX(m—h(m))
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Z ( (m+1)—x(m)). (22.10)
>

Tada se sistem, dat jed. (22.1), moZe transformisati u:

x(k+1)=Ax(k)+ A, x(k—h(k))

=Ax(k)+A, (X(k)_m_:m"(m)}

x(k+1)=(A+A,)x(k)=4, >, n(m). (22.11)

to jest:

Izborom diskretnog Ljapunov—Krasovski funkcionala na slede¢i nacin,
Stojanovié, Debeljkovi¢ (2011):
V (k) =V, (k)+V,(k)+V; (k) +V, (k)
Y, (k) =x" (k) Px(k)

k-1

V,(k)= > x"(i)ox(i) , (22.12)
i=k—h(k)
v3<k)=_i 2 ¥ (Dox()
ZHT(J

gdesu P, Q i Z pozitivno odredene matrice koje ¢e biti izracunate.
Potonja razlika AV =V (k+1)-V (k) duZ reSenje sistema, datog jed. (22.1),

i transformisanog sistem, datog jed. (22.11), se dobija kao, Stojanovi¢, Debeljkovic

(2011):
AV (k) <E" (k)QE(k), (22.13)
gde je:
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Q, %(A+Ad)TPAd+hM(A—1)TZAd —%ATPAd

1

Q=| * ~-Q+h,A'ZA -—A'PA
O+l 24, 27 (22.14)
+ % 1,
hM
Q,=A"P(A+A,)=P+(h, —h, +1)Q+h, (A-1) Z(A-1)
Neka je
(y-1)P 0 0O
r2o-| o0 00
0 0 0
A 1 T T 1
I E(A+Ad) PAd+hM(A_I) Z A, _EATPAJ , (22.15)
=| = —Q+h,AZA, —%AdTPAd
* * —LZ
hM
gde je:

[, =A"P(A+A,)-P+(h, —h,+1)Q+h, (A=1) Z(A-I)-(y-1)P
=A"P(A+A,)-yP+(h, —h,+1)Q+h, (A-1) Z(A-1I)

y=1
Ako je:
<0, (22.16)
tada je:
(y-1)P 0 0
AV (x(k))=¢" (k)Qég(k)=¢" (k){T+| 0 0 0|r&(k)
0 0 0
(y-1)P 0 0
A A ] L R
(y-1)P 0 ©
<g (k)] 0 0 0lg(k)=(r-1)x" (k)Px(k)
0 0 0
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to jest:
V(x(k))<yV(x(k-1)). (22.18)
Primenjujudi iterativnu proceduru na nejed. (22.18), dobija se:
V(x(k))<yV(x(k-1))=pV(x(k-2))=...= ¥ V(x(0)). (22.19)

Dalje je:

—1

V(x(0))=x"(0)Px(0)+ > x"(i)ox(i)

i=—h(k)
=h,+1 -1 -1 -1
+ > Y x(i)ox(i)+ D, X" (J)Zn())
jE—hg +2 i=j-1 =y =i
<A (P)X (0)x(0)+ 2, (0) 3 ¥ (1)x(i)
i=—hy
—hytl - 1 - T
max Z Z max Z Zn
J==hy +2 i=j-1 i==hy j=i
~hy,+1 — — —
V(x(0) <Ay (P)at 2, (Q) S a4 4 (0) S S atan ()Y Su
iy el +2 =1 i=—hy =i
Iy -1 Iy
=/1max (P)a+2’max (Q)hM 6x-i_/'i’max (Q)az j+/lmax (Z)IUZJ
J=hy, j=1

A (P Oy 2, (0)a] 315 20 (2103,
V (5(0)) <A (P)et+ A (0, @

A (Q)t((hy ~1)(hy ~2)=(h, ~1)(h,~2))/2. (2220
+ A (Z):UhM (hM _1)/2

max

V(x(k))>x" (k) Px(k)= A, (P)x" (k)x(k). (22.21)
Na osnovu nejed. (22.19), nejed. (22.20) 1 nejed. (22.21), ako je ispunjen sledeci

uslov:

A (P)a+ A (@) =1) iy =2)/ 2=, =) (8 =2)/2)
+ e (Z) 1l (hyy =1)[2< 7" 2, (P) B
dobija se:
x' (k)x(k)<p, Vkell,2,...,N], (22.23)

to jest sistem, dat jed. (22.1), je stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu.

Neka je:
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0<0 <ﬂ’mm( )’ 9 >2’max( )’ 6 >ﬂ’max(Q)’ 6 >]’ (Z)
s=a(hy, +(h, ~1)(h, =2)/2=(h,~1)(h,~2)/2), e=ph,(h,~1)/2"
Tada iz nejed. (22.22) sledi:
6I<P<6 1, 0<0<6.1I, 0<Z<0,1
! 2 Q<6 ! (22.24)
-y "BO+ab,+50,+€6,<0

Lako se proverava da su uslovi dati nejed. (22.24) garantovani nametanjem uslova

datih nejed. (22.7-22.8). Iz nejed. (22.16), uvodenjem smene P <> 2P, dobija se:

T, (A+A,) PA,+h,(A-1)ZA, —A'PA,

C=| * -Q+h,AZA, —APA, |<0
* * —LZ
h’M
T, =-y(P+P")+A"P(A+A,)+(A+A,) PA . (2225)

+(hy, —h, +1)Q+h, (A=1) Z(A-1)
Dalje je:

T, (A+A,) PA,+h,(A-1)ZA, -ATPA,
s -Q+h,A'ZA, -APA,

* * _LZ

M
I, (A+A) PA, —-A"PA, | (h,(A-1)" Z(A-1) h,(A-1)"ZA, ©
=| * -Q -APA, |+ s h,A'ZA, 0] ,(22.26)

) N —LZ * * 0
h

M

T, (A+A) PA, —-A"PA, | [(A-1)Z

-1
- = -0 -A"PA, |-| A'Z —hizj (z(A-1) z4, 0)<0
M
* * —LZ 0
hM
gde je

I, :fll_hM (A_I)TZ(A_I)
=—y(P+P")+A"P(A+4,) . (22.27)
+(A+A,) PA+(h, —h,+1)Q
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Koris¢enjem Schur—ovih komplemenata, lako se pokazuje da je uslov dat

nejed. (22.26) ekvivalentan uslovu:

I, (A+A) PA, —A"PA, (A-1)Z
* -0 -A'PA, A'Z
] ] 1y 0 |<o. (22.28)
hM
* * * _LZ
hM

Uvodenjem smene h,,Z <> Z , dobija se LMI dat nejed. (22.6).

Napomena 22.2 Uslovi dati nejed. (22.6-22.8) su LMI uslovi, prema tome lako
se proveravaju koriS¢enjem standardnog numerickog softvera. Ovi uslovi zavise
i od maksimalne i od minimalne granice Cisto vremenskog kaSnjenja.

Napomena 22.3 Iz Teoreme 22.1, za slu€aj konstantnog Cd¢isto vremenskog

kaSnjenja, h,, =h, = h, dobija se sledeci rezultat.
Posledica 22.1 Sistem, dat jed. (22.1), pri ¢emu je h(k)=h, je stabilan

na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na (a,B.,T), a<f, ako postoje
pozitivno odredene simetriéne matrice P, Q, Z, pozitivni skalari 6,, 6,, 6,, 6,
iskalar ¥ >1, tako da vazi slede¢i LMI:

I, (A+A) PA, —A"PA, h(A-1)Z

% -0 -A'"PA,  hAZ <0

* * -Z 0 , (22.29)

* s * -7

L, =—y(P+P")+Q+A"P(A+A,)+(A+A,) P A

61<P<b,1
0<0<6,1 , (22.30)
0<z<0,1
-r"pe \/592 \/503 \/294
* -6, 0 0 |_,
% % — 6, 0 , (22.31)
* * * — 94

S=ah, e=ph(h-1)/2

Stojanovi¢, Debeljkovi¢, Dimitrijevi¢ (2012.a).
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Dokaz. Za h,, =h, =h, uslovi dati nejed. (22.29-22.31) slede direktno iz uslova
datih nejed. (22.6-22.8).

22.4 Rezultati i diskusija

Primer 22.1 Razmatraju se slede¢i asimptotski stabilni, vremenski diskretni sistemi

sa vremenski promenljivim kasnjenjem u stanju, Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2011):

0,60 0,00 0,10 0,00
x(k+1)= x(k)+
0,35 0,70 0,20 0,10

jx(k—h(k)). (22.32)
(1) Izracunava se gornja granica vremenski promenljivog kaSnjenja h,, koriS¢enjem
Teoreme 22.1, tako da je sistem, dat jed. (22.32), stabilan na kona¢nom vremenskom
intervalu u odnosu na (@, ,N)=(2,1,50,50) i sa partikularnim izborom &, =2 i:
o 1 1 1 1 1 1
= —-6) ... 0))= .
Ocigledno je:
v (O)w(0)<2<a=21 6e{-6,-5,..,0},

(w(6+1)-y () (w(6+1)-y(8))<l<u=11, 6e{-6,-5,.,-1}.
ReSavanjem LMI, datog nejed. (22.6-22.8), za fiksiranu vrednost ¥ =1,0011,
dobija se sledece izvodljivo resenje:

(h)=6, P 678,86 4,49
Su =0, =
P 4,49 7584

0= (36,83 491 j 7 (40,82 8,71 J
491 294 ) 8,71 348
6,=7491 6,=693,63 6,=3875 6,=45,30
Ocigledno je da vaze sledece nejednakosti:
0<A,(P)e{75,81, 678,90}

0<A(Q)e{2.24, 37,53} ,
0<A,(2)e{1,55, 42,75}
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6,=7491<7581=4,, (P)
6, =693,63>67890=A4,, (P)
6,=38,75>37,53=1,..(0)
6,=45,30>4275=14,. (Z)
Prema tome, sistem, dat jed. (22.32), sa vremenski promenljivim kaSnjenjem
2<h(k)<6 je stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na (2,1, 50, 50) .
(i) Ponavlja se ispitivanje stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu
ali kori§¢enjem Posledice 22.1 i izraCunava se gornja granice konstantnog kasnjenja h

tako da je sistem, dat jed. (22.32), stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu

u odnosu na (2,1,50,50) i:

‘Vee{f11,710,4..,0}:(‘V(_ll) \V(O))

(0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)
-1 -1 -1 =1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

ReSavanjem LMI, datog nejed. (22.29-22.31), za fiksirane vrednosti ¥ =1,0003
i 4 =1,1, dobija se sledec¢e izvodljivo resenje:

8169,80 —70,62
sup(h)=11, P=

~70,62 842,62
(55915 6741 o 169.93 3475
| 6741 5370 ) 7\ 3475 1646

6, =840,05 6,=8211,54 6,=571,96 6, =178,98

Prema tome, sistem, dat jed. (22.32), sa konstantnim kaSnjenjem A4 <11 je stabilan
na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na (2,1, 50, 50) .

Uporedivanjem ova dva rezultata moZze se zakljuciti sledece:

a) Teorema 22.1 uzima u obzir promenljivost Cisto vremenskog kaSnjenja,
dok Posledica 22.1 to ne ¢ini. Tako, kada se ispituje stabilnost na konacnom
vremenskom intervalu sistema sa vremenski promenljivim kasSnjenjem, mora se koristiti
Teorema 22.1.

b) Usled postojanja €isto vremenskog kaSnjenja, primenom Posledice 22.1 dobijaju

se vece vrednosti gornje granice Cisto vremenskog kaSnjenja:

sup(h)=11>6=sup(h,, ).
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Prema tome, kada se ispituje stabilnost sistema na konacnom vremenskom intervalu

sa konstantnim ka$njenjem, bolje je primeniti Posledicu 22.1.

Primer 22.2 Razmatraju se slede¢i vremenski diskretni sistemi sa Cistim

vremenskim kasnjenjem:

x(k+l):(

0,60 0,00 0,20 0,25
x(k)+ x(k—h(k)). (22.33)
0,35 0,70 0,25 0,15

a) Neka je h(k)=2. Ocigledno, sistem, dat jed. (22.33), nije asimptotski stabilan.
IzraCunava se gornja granica [, tako da je sistem, dat jed. (22.33), stabilan

na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na (e, 8,N)=(2,1, S, 10) i
-1 -1 -1
\IIBE{—Q,—],O} = (\I’(_z) ‘I’(_l) ‘II(O)) :L 0 1 1] :
Ocigledno je:
v (0)y(0)<2<a=21, Oe{-2,-10},

(\|1(9+1)—\|1(6))T(\|1(t9+1)—\|1(9)) <l<u=11, Oe{-2,-1,0}.
Kori$¢enjem Posledice 22.1 za fiksiranu vrednost ¥ =1,7258, dobija se sledece
izvodljivo reSenje:

80539,40 —8705,52
[ =242504 P=

—8705,52  44064,95

_(27308,33 2443748 7 26533,28 23870,36
(2443748 2324563 ) - 123870,36 22094,39 )
6, =42093,69 6,=82510,68 &,= 4979876 6, =48287,20

Prema tome, sistem, dat jed. (22.33), je stabilan na kona¢nom vremenskom
intervalu u odnosu na (a,f,N)=(2,1, 2425,04, 10), ali nije asimptotski stabilan
(videti Napomenu 22.1).

b) Neka je h,=1<h(k)<2=h, i h(0)=2. ReSavanjem LMI, datog

nejed. (22.6-22.8), za fiksirane vrednosti ¥ =2,227, N =7 i:

‘Vae{—z,—l,o}:(‘l’(_z) ‘V(_l) ‘I’(O)):(_l B _IJ,

0O 1 1

dobija se sledece izvodljivo resenje:
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-98,19 902,12
434,04 377,52 347,69 308,53

(377,52 361,30} (308,53 280,75}
6,=879,59 6,=133027 6,= 77694 6,=624,1

1307,72  —98,19
[=20829 P=

Prema tome, sistem, dat jed. (22.33), sa vremenski promenljivim kaSnjenjem

1<h(k)<2 je stabilan na konatnom vremenskom intervalu u odnosu na

(o0, B.N)=(2.1, 2082,9, 7).
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XII ZAKLJUCAK

Prvo poglavlje ove disertacije bavi se opStim razmatranjima vezanim za klase
sistema koja su predmet izu€¢avanja.

U drugom poglavlju disertacije razmatrana su opsta pitanja dinamike vremenski
diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Iznete su osobenosti fenomena
kaSnjenja u prenosu signala u fizickim procesima i izvrSena klasifikacija diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem. Razmatrane su mogucénosti reSavanja
diferencnih jednacina sa pomerenim argumentom. Date su mogucnosti analize
vremenski diskretnih sistema sa cCistim vremenskim kaSnjenjem u vremenskom,
kompleksnom i frekventnom domenu, kao i u prostoru stanja. Odredeno je kretanje
vremenski diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim ka$njenjem u vremenskom domenu
iu prostoru stanja.

U tre¢em i Cetvrtom poglavlju disertacije dat je hronoloski pregled postignutih
rezultata i rekapitulacija nekih osnovnih rezultata na polju proucavanja ljapunovske
stabilnosti vremenski diskretnih i kontinualnih sistema sa cistim vremenskim
kaSnjenjem.

Stabilnost u smislu Ljapunova vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem, u vidu kriterijuma koji ne uzimaju u obzir ¢isto vremensko kaSnjenje,
je razmatrana u petom poglavlju disertacije. Prezentovani su kriterijumi za ispitivanje
asimptotske stabilnosti linearnih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem. Ovi rezultati su manje restriktivni u odnosu na rezultate u postojecoj
literaturi. Prezentovan je rezultat analogan rezultatu datom u radu Tissir, Hmamed
(1996), za vremenski kontinualne sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, koji
obuhvata sve specificne osobine vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem i koji je manje konzervativan u odnosu na rezultat prezentovan u radu
Jaci¢ et al. (2004). Na osnovu nove Ljapunov—Krasovski metode, prezentovani
su dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti, nezavisne od ¢isto vremenskog kasnjenja,

linearnih, vremenski diskretnih sistema sa €istim vremenskim kasnjenjem.
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Stabilnost u smislu Ljapunova vremenski diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim
kaSnjenjem, u vidu kriterijuma koji uzimaju u obzir Cisto vremensko kaSnjenje,
je razmatrana u Sestom poglavlju disertacije. Dati su potrebni i dovoljni uslovi
asimptotske stabilnosti partikularne klase linearnih, vremenski kontinualnih i diskretnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Prezentovani su kriterijumi, zavisni od ¢isto
vremenskog kaSnjenja, koji se isklju¢ivo zasnivaju na maksimalnim i dominantnim
solventima partikularne matri¢ne jednacine. U slucaju vremenski diskretnih sistema
sa velikim iznosom Ccisto vremenskog kaSnjenja, pokazano je da, ako se dominantni
solvent moze izraCunati pomoc¢u Traub—ovog ili Bernoulli—evog algoritma, ocekuje
se mali broja izraCunavanja u poredenju sa uobicajenim postupcima koje se zasnivaju

na sopstvenim vrednostima prosirene matrice A, .

U sedmom poglavlju disertacije izu€avana je stabilnost u smislu Ljapunova
perturbovanih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Problem
robusne asimptotske stabilnosti je razmatran za slucaj linearnih, perturbovanih,
vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Osim dva
rezultata, koji predstavljaju dalju generalizaciju nekih prethodnih rezultata iz lit.
Mori et al. (1982.b) i Trinh, Aldeen (1995.a), prezentovan je rezultat u formi samo
dovoljnog uslova. Generalizovani rezultati su se koristili kao osnova za uporedivanje

rezultata. Prezentovani su dovoljni uslovi koji garantuju D(«,r) robusnu stabilnost

linearnih, perturbovanih, vremenski diskretnih sistema sa viSestrukim Cistim
vremenskim kaSnjenjem. Razmatrane su i strukturne i nestrukturne parametarske
perturbacije. Takode je dat dovoljan uslov koji garantuje stabilnost linearnih sistema sa
¢istim vremenskim kaSnjenjem i nelinearnim perturbacijama. Prezentovan je dovoljan
uslov koji garantuje eksponencijalnu stabilnost linearnih, perturbovanih, vremenski
diskretnih sistema sa viSestrukim d{istim vremenskim kaSnjenjem i nelinearnim
perturbacijama. IzuCavan je 1 problem analize kvadratne stabilnosti linearnih,
vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem u stanju
i neodredenostima. Dati su potrebni i dovoljni uslovi, koji ne zavise od Cdisto
vremenskog kasSnjenja, u smislu linearnih matricnih nejednakosti. Prezentovani
rezultati predstavljaju proSirenje rezultata kvadratne stabilnosti vremenski diskretnih

sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem i neodredenostima iz rada Xu et al. (2001.b).
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Stabilnost u smislu Ljapunova velikih, vremenski diskretnih sistema sa Cistim
vremenskim kasSnjenjem je razmatrana u osmom poglavlju disertacije. Dati su potrebni
i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti partikularne klase velikih, linearnih, vremenski
diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem. Kriterijumi zavisni od Cisto
vremenskog kaSnjenja se zasnivaju na tanom reSenju partukularnog sistema matri¢nih
jednacina. Takode je prezentovan potreban i dovoljan uslov stabilnosti, koji se zasniva
na ekvivalentnoj matrici, a koji je nezavisan od ¢isto vremenskog kasSnjenja. Rezultati
za velike, linearne, vremenski diskretne sisteme sa dva Cista vremenska kaSnjenja
proSireni su na velike, linearne, vremenski diskretne sisteme sa viSestrukim Cistim
vremenskim kaSnjenjem. U slucaju sistema sa velikim iznosom disto vremenskog
kaSnjenja i velikog broja podsistema N , primenjujuéi prezentovane rezultate, ocekuje
se manji broj izraCunavanja u poredenju sa uobicajenim postupcima koji se zasnivaju

na sopstvenim vrednostima matrice A,, proSirenog sistema.

Stabilnost u smislu Ljapunova velikih, vremenski kontinualnih sistema sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem je razmatrana u devetom poglavlju disertacije. Prezentovani
su potrebni i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti partikularne klase velikih, linearnih,
vremenski kontinualnih sistema sa cCistim vremenskim kaSnjenjem. Ovi uslovi
stabilnosti nemaju konzervatizam, medutim, zahtevaju kompleksne numericke
proracune. Ako se numeric¢ko reSavanje pomenutog sistema pojednostavi, prezentovana
metoda za ispitivanje stabilnosti sistema ima veliku prakticnu vaznost. Rezultati
za velike, linearne, vremenski kontinualne sisteme sa dva vremenska kaSnjenja proSireni
su na velike, linearne, vremenski kontinualne sisteme sa viSestrukim ¢istim vremenskim
kaSnjenjem.

U desetom poglavlju disertacije razmatrana je asimptotska stabilnost velikih,
intervalnih, vremenski kontinualnih 1 diskretnih sistema sa d¢istim vremenskim
kaSnjenjem. Prezentovano je nekoliko kriterijuma nezavisnih od d¢isto vremenskog
kaSnjenja.

U jedanaestom poglavlju disertacije prezentovani su novi rezultati.

Izvedeni su novi dovoljni kriterijumi, zavisni i nezavisni od Cisto vremenskog
kaSnjenja, stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i atraktivne prakti¢ne
stabilnosti linearnih, vremenski kontinualnih i diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim

kaSnjenjem, kao i odgovarajuéi rezultati koji se ticu problema prakti¢ne nestabilnosti.
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Uslovi garantuju atraktivnu prakti¢nu stabilnost i stabilnost na kona¢nom vremenskom
intervalu unutar specificiranih vremenski invarijantnih skupova u prostoru stanja.
Na iste klase sistema primenjen je i LMI prilaz koji daje manje restriktivne rezultate
u poredenju sa drugim rezultatima, s obzirom da ne namece bilo kakva ogranicenja
matricama sistema.

Najznacajniji doprinos disertacije je ispitivanje problema stabilnosti vremenski
diskretnih sistema sa vremenski promenljivim kaSnjenjem.

U cilju smanjivanja konzervativnosti kriterijuma stabilnosti vremenski diskretnih
sistema sa promenljivim intervalnim kasSnjenjem, u glavi 21, je izvrSena dekompozicija
intervala vremenskog kasnjenja diskretnog Ljapunov—Krasovski funkcionala na dva
nejednaka podintervala. Veli¢ine ovih podintervala su kontrolisane podesivim
parametrom ¢, i na svakom od njih u diskretnom Ljapunov—Krasovski funkcionalu
su izabrane razlicite slobodne matrice, Cije su optimalne vrednosti odredene reSavanjem
odgovaraju¢ih LMI. Zahvaljuju¢i ovako izabranom diskretnom funkcionalu, kao
i ¢injenici da su koriS¢ene precizne metode za procenu gornje granice nekih unakrsnih
¢lanova koji se pojavljuju u razlici ovog funkcionala, dobijeni su dovoljni uslovi
stabilnosti koji su manje konzervativni u odnosu na postojeée rezultate.

U glavi 22 definisana je i razmatrana stabilnost na konacnom vremenskom
intervalu diskretnih sistema sa promenljivim intervalnim kaSnjenjem. Pokazano
je da se primenom funkcionala, koji je slican diskretnom Ljapunov—-Krasovski
funkcionalu, moZe uspostaviti uzroéno—posledi¢na veza izmedu gornje granice modula
pocetne funkcije dikretnog sistema sa kasSnjenjem i gornje granice modula vektora
stanja na kona¢nom vremenskom intervalu. Dobijeni su potpuno novi rezultati u obliku
LMI, koji se mogu jednostavno implementirati pomocu odgovarajuceg softvera

(na primer Matlab).
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PRILOG A - Oznake
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procesa, matrica
alternativna matrica sistema
metricki prostor

elementi matrice A,
koeficijenti karakteristi¢nog

kvazipolinoma
funkcija

matrica upravljanja, matrica

elementi matrice upravljanja,

koeficijent, konstanta
vektor upravljanja
funkcija
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promenljiva, konstanta,

tekuci indeks
skalarna funkcija

matrica

maksimalna sopstvena

vrednost matrice ()

sopstvena vrednost matrice

tekuci indeks

matri¢na mera
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promenljiva, teku¢i indeks

spektralni radijus matrice
metrika datog prostora

realan pozitivan broj,
konstanta

skalarna funkcija
simetri¢na, pozitivho
odredena matrica
Ludolof-ov broj
parameter, konstanta
invarijantni skup

Banach—ov prostor

realni deo kompleksnog broja

singularna vrednost matrice

spektar sopstvenih vrednosti

skup, kontinualni

vremenski interval
trajektorija
Cisto vremensko kasnjenje

skalarna funkcija

pocetna funkcija

fazno—frekventna

karakteristika

fundamentalna matrica
rezolventna matrica
funkcija

spektar sopstvenih vrednosti

ucestanost
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POSEBNE OZNAKE

LULU{IIUJ/|<<>“:

1 4
L

— W

B ~NnNn>CcC—m®mmn

zatvoren interval
otvoren interval

i

ili

iskljucivo ili
preslikava

sledi

ako i samo ako

za svako

postoji

postoji barem jedan
ne postoji

koji ima osobinu
tako da

tako da

pripada

ne pripada

skup, sekvenca, niz
unija skupa

presek skupova
podskup

razlika skupova
simetri¢na razlika
ekvivalentni skupovi

granica skupa
otvoren skup

zatvoren skup

komplement skup

unutra$njost skupa S
prazan skup

po definiciji

konacna potonja razlika
posebno znacenje, simbol

skalarni proizvod vektora

® @ gM * X

—_
~—

1))

grad
det
exp
inf
max

min

degree

det( )

diag{ }
Ind( )

mng( )
tr( )
£{}

proizvod

konvolucija

suma

proizvod
Kronecker—ov proizvod
direktna suma
amplituda,

apsolutna vrednost
norma

gradijent

determinanta
eksponent

infinum

maksimum

minimum

supremum

(-) dimenzionalni
kompleksni vektorski prostor

skup svih kompleksnih
brojeva

nulti prostor matrice ()

podrucje vrednosti

matrice ()

skup svih realnih brojeva
(-) dimenzionalni realni

vektorski prostor
stepen polinoma

determinanta matrice ()
dijagonalna matrica { }
indeks matrice ()

rang matrice ( )

trag matrice ()

Laplasova transformacija
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DONJI INDEKSI

es

kr

estimirano, procenjeno
izlaz

krajnje

krajnja vrednost
pocetna vrednost

neka proizvoljna vrednost,
poremeceno

pocetno

ravnotezZno

skup

vreme smirenja
vremensko

ulaz

Zeljeno

neka posebna vrednost

GORNJI INDEKSI

konjugovano—kompleksna
* transponovana vrednost,

neka posebna vrednost

D* gornji desni Dini—jev izvod
D, donji desni Dini—jev izvod
T transpozicija

un unutra$njost skupa

-1 inverzija

() izvod po vremenu

() k~ti izvod po vremenu
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Izjava o autorstvu

Potpisani-a NebojSa Dimitrijevic¢

broj indeksa

Izjavljujem
da je doktorska disertacija pod naslovom

DINAMICKA ANALIZA POSEBNIH KLASA
SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

e rezultat sopstvenog istrazivackog rada,

e da predlozena disertacija u celini ni u delovima nije bila predlozena za dobijanje
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Potpis doktoranda
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Izjava o istovetnosti Stampane i elektronske verzije
doktorskog rada

Ime i prezime autora __Neboj8a Dimitrijevié
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Studijski program

Naslov rada __DINAMICKA ANALIZA POSEBNIH KLASA SISTEMA
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Mentor Dr Dragutin Debeljkovi¢, redovni profesor,
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Potpisani/a ___NebojSa Dimitrijevi¢

Izjavljujem da je Stampana verzija mog doktorskog rada istovetna elektronskoj verziji
koju sam predao/la za objavljivanje na portalu Digitalnog repozitorijuma Univerziteta

u Beogradu.
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Univerziteta u Beogradu unese moju doktorsku disertaciju pod naslovom:

DINAMICKA ANALIZA POSEBNIH KLASA

SISTEMA SA CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

koja je moje autorsko delo.

Disertaciju sa svim prilozima predao/la sam u elektronskom formatu pogodnom za
trajno arhiviranje.

Moju doktorsku disertaciju pohranjenu u Digitalni repozitorijum Univerziteta u Beogradu
mogu da koriste svi koji poStuju odredbe sadrzane u odabranom tipu licence Kreativne
zajednice (Creative Commons) za koju sam se odlucio/la.

@Autorstvo
2. Autorstvo - nekomercijalno
3. Autorstvo — nekomercijalno — bez prerade
4. Autorstvo — nekomercijalno — deliti pod istim uslovima
5. Autorstvo — bez prerade
6. Autorstvo — deliti pod istim uslovima
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Potpis doktoranda
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1. Autorstvo - Dozvoljavate umnozavanje, distribuciju i javno saopstavanje dela, i
prerade, ako se navede ime autora na nacin odreden od strane autora ili davaoca
licence, ¢ak i u komercijalne svrhe. Ovo je najslobodnija od svih licenci.
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ovom licencom se ograni¢ava najveci obim prava kori§¢éenja dela.

4. Autorstvo - nekomercijalno — deliti pod istim uslovima. Dozvoljavate umnozavanije,
distribuciju i javno saopStavanje dela, i prerade, ako se navede ime autora na nacin
odreden od strane autora ili davaoca licence i ako se prerada distribuira pod istom ili
slicnom licencom. Ova licenca ne dozvoljava komercijalnu upotrebu dela i prerada.

5. Autorstvo — bez prerade. Dozvoljavate umnozavanje, distribuciju i javno
saopsStavanje dela, bez promena, preoblikovanja ili upotrebe dela u svom delu, ako se
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