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Dinamicka analiza posebnih klasa linearnih singularnih sistema sa kasSnjenjem na

kona¢nom i beskona¢nom vremenskom intervalu

Apstrakt

U disertaciji su razmatrani problemi dinamicke analize posebnih klasa singularnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem prisutnim u stanju sistema, kao i njihovo
ponasanje na kona¢nom i beskona¢nom vremenskom intervalu. PruZen je presek
savremenih koncepata stabilnosti, prednosti jednih nad drugima i posebno su obradeni
tzv neljapunovski koncepti: stabilnost na konacnom vremenskom intervalu i koncept
prakti¢ne stabilnosti. Nadogradene su osnovne definicije stabilnosti. Isrpno je izloZen
hronoloski sistemati¢an pregled osnovnih koncepata stabilnosti, polaze¢i od
ljapunovske metodologije, kao osnove na kojoj se zasniva dinamiCka analiza sistema.
Ukazano je na istorijski razvoj i nastanak ideja i rezultata u ovoj oblasti i na taj nacin su
izvedene i smernice daljih istraZivanja otvorenih problema. U disertaciji su sistemi
tretirani sa stanovista dva savremena pristupa: deskriptivnog i LMI, odnosno sa pozicija
linearnih matri¢nih nejednakosti, koja se svodi na metode konveksne optimizacije.

Izvedeni su i saopSteni novi rezultati. IzloZzen je prilaz koji se bazira na
kvaziljapunovskim funkcijama za dobijanje uslova prakti¢ne i stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu posebne klase singularnih sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenje, u stanju sistema. Pokazano je da, polaze¢i od pretpostavke da agregacione
funkcije ne moraju da budu odredene po znaku i da njihovi izvodi duZ trajektorija
sistema ne moraju da budu negativnho odrredene funkcije, uz pomoc¢ deskriptivnog
prilaza se mogu dobiti novi kriterijumi za ocenu neljapunovske stabilnosti.
Kombinovanjem rezultata sa ljapunovskim prilazom, izvedeni su o uslovi atraktivne
prakti¢ne stabilnosti. Drugi doprinos je odredivanje dovoljnih uslova stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu iste klase sistema pomocu savremenih LMI metoda.
Dobijeni i prezentovani rezultati imaju prakticnu primenu u savremenoj teoriji i praksi
upravljanja i mogu se primeniti na sve klase proucavanih sistema, pod uslovom da su
dostupni verodostojni matematicki modeli. Verifikacija rezultata je izvedena kroz

numericke primere

Kljuéne reci: Singularni sistemi, deskriptivni sistemi, stabilnost na kona¢nom
vremenskom intervalu, atraktivna prakti¢na stabilnost, vremenski diskretni i kontinualni

sistemi sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, prakti¢na stabilnost
Nauc¢na oblast: Masinstvo

UZa nau¢na oblast: Automatsko upravljanje



Dynamical analysis of particular class of linear singular time-delay control

systems on finite and infinite time interval

Abstract

In this thesis the problems of dynamical analysis of particular class of singular
control systems with time delays are considered, as well as their behavior on finite and
infinite time intervals. Emphasis has been put on the peculiar properties of singular ad
descriptor systems, concerning the existence and uniqueness of the solutions, the
problems of impulsive behavior, consistent initial conditions and causality of the system
itself. On overview of the modern stability frameworks has been presented, starting
from the classical Lyapunov ideas and extending through so called non-lyapunov
concepts: finite time stability and practical stability in particular. A historical overview
of ideas, concepts and results has been presented and the key contributions have been
highlighted through key papers from the modern literature. This dissertation follows two
main lines of research: the descriptive approach and the LMI (linear matrix inequalities)
methodology, the latter being known to reduce control tasks to convex optimization
problems, thus making them easily solvable by numerical computation.

New results are presented. A new approach, based on lyapunov-like functions, is
used in order to establish new sufficient conditions of practical and finite time interval
stability of a particular class of singular time delay systems. Another new result is based
on the modern LMI approach and gives new sufficient conditions for finite time
stability. The obtained results are numerically verified and have great practical value, as

they are easy to compute and less restrictive and conservative than their predecessors.

Key words: Singular systems, descriptor systems, finite time stability, attractive
practical stability, discrete nad continuous time-delay singular systems, practical

stability

Scientific discipline: Mechanical engineering
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Predgovor

Poznato je da singularni sistemi, odnosno sistemi opisani kombinacijom

diferencijalnih i algebarskih jednacina, pruZaju citav niz prednosti u odnosu na
uobicajene, “normalne” sisteme: zadriavanje znacajnih fizickih svojstava u
matematickom modelu, bliska veza sa stvarnim fizickim velicinama, bolji prikaz
strukture sistema, laksa formulacija bilansnih jednacina, pojava “Supljih” matrica koje
uproscavaju numericke procedure i mnoge druge.

Cinjenica da je kod singularnih sistema diferencijalnim priduZen i sistem
algebarskih jednacina znatno komplikuje njihov tretman i povlaci niz dodatnih pitanja i
specificnosti. Postojanje impulsnih clanova, mogucnost nesvojstvenosti prenosne
matrice, nekauzalnost izmedu ulaznih vrelicina i stanja i izlaza, samo su neki od
aspekata koji izdvajaju ovu klasu sistema i cine je privlacnom sa naucnog gledista.

Singularni sistemi se javljaju u mnogobrojnim raznorodnim oblastima: od teorije
elektricnih i magnetnih kola, preko dinamike letelica i robota, do velikih sistema u
energetici, ali i u naizgled potpuno razlic¢itim oblastima poput ekonomije, demografskih
sistema, biologije i drugo.

Pocetak razvoja istraZivanja singularnih sistema se vezuje za kraj sedamdesetih
godina proslog veka: radovi Campbell et al. (1974) i Luenberger (1977) su udarili
temelje istraZivanjima koja traju do danasnjih dana.

Sa druge strane, sistemi sa kaSnjenjem privlace paZnju naucne i strucne javnosti

Sirom sveta preko pet decenija. Njihovo prisustvo u svim granama nauke i tehnike je
ocigledno i o njemu svedoce i brojni naucni radovi i obimna publicisticka delatnost koja
tretira ove sisteme.

U matematickom smislu, ova klasa sistema opisana je obicnim diferencijalnim
Jjednacinama sa pomerenim argumentom, Sto uslovljava citav niz dodatnih problema pri
njihovom resavanju. Kao sistemi beskonacne dimenzije, njihovo proucavanje u
kompleksnom domenu uslovljeno je suocavanjem sa transcedentnim prenosnim
Sfunkcijama, sto u izvesnim slucajevima zahteva radikalnu izmenu postojecih kriterijuma
i metoda razvijenih za obicne linearne sisteme, a ponekad i formiranje sasvim novih
prilaza i postupaka za reSavanje postavljenih zadataka kako klasicne, tako i moderne

teorije automatskog upravljanja.



Na kraju, u mnogim slucajevima se dobijaju sistemi automatskog upravljanja koji u
sebi objedinjuju ove dve klase sistema i predstavljeni su spregnutim sistemom
diferencijalnih ili diferencnih jednacina sa pomerenim argumentom, kojima je
pridruZen sistem algebarskih jednacina.

Imajuéi u vidu da u prakticnim prilikama nije uvek najkorisnije analizirati
stabilnost sistema u smislu Ljapunova, ve¢ je znacajnije utvrditi granice
do kojih doseiu trajektorije sistema pri njegovom kretanju u integralnom prostoru
stanja, razvijen je Ccitav spektar koncepata tzv. neljapunovske stabilnosti, koji
prvenstveno obuhvata stabilnost na konacnom vremenskom intervalu, prakticnu
stabilnost, ali i druge koncepte.

Dobro je poznato da sistem moZe da bude stabilan, pa cak i asimptotski stabilan,
ali prakticno neupotrebljiv, zbog neprihvatljivih pokazatelja kvaliteta prelaznog
procesa.

Zbog toga je od posebnog znacaja razmatrati stabilnost sistema u odnosu na zadate
skupove dozvoljenih i pocetnih stanja u faznom prostoru, koji su po pravili a priori
definisani za dati problem.

Imajuci u vidu veoma stroge i kontradiktorne zahteve koji se danas namecu
kvalitetu dinamickog ponasanja realnih sistema, od posebnog je interesa razmatrati
njihovo ponasanje na konacnom vremenskom intervalu.

Osobine granica do kojih doseZu reSenja sistema su veoma vaZne sa inZenjerske
tacke gledista. Uzimajucéi u obzir ovu cinjenicu, uvedene su mnogobrojne definicije
takozvane tehnicke i prakticne stabilnosti.

Analiza ovih granicnih osobina reSenja je vaZan korak koji prethodi projektovanju
upravljackih signala kada se razmatra koncept stabilnosti na konacnom vremenskom
intervalu ili prakticne stabilnosti.

Autor izraZava duboku zahvalnost mentoru Dr Dragutinu Lj. Debeljkovicu,
profesoru Masinskog fakulteta Univerziteta u Beogradu, za ideje pri realizaciji
doktorske disertacije i za niz sugestija koje su doprinele njenom kvalitetu.

Posebnu zahvalnost prema profesoru Debeljkovicu, autor disertacije duguje zbog
vec¢ dugogodisnje saradnje i neprekidne i nesebicne podrske u akademskim izazovima.

Neosporna je i ¢injenica da je veliki deo ove doktorske disertacije bio inspirisan

naucnim doprinosima Dr Dragutina Lj. Debeljkovica, redovnog profesora i Dr Sretena
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I OPSTA RAZMATRANJA



1. UVODNA RAZMATRANJA

Predmet nauc¢ne rasprave u ovoj doktorskoj disertaciji su tri posebne klase sistema:
linearni kontinualni singularni sistemi, linearni kontinualni sistemi sa Cistim vremenskim
kasnjenjem prisutnim u stanju sistema i linearni kontinualni singularni sistemi sa Cistim
vremenskim kasnjenjem prisutnim u stanju sistema, kao i njihovi diskretni analogani.

U ziZi interesovanja ¢e biti njihovo dinamicko ponaSanje, kako na kona¢nom, tako
i na beskona¢nom vremenskom intervalu.

U tom smislu, u prvom slucaju razmatrace se tzv. neljapunovska stabilnost olicena u
konceptima stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu i prakticnoj stabilnosti.

U drugom slucaju predmeti interesovanja bi¢e ovde pomenute klase sistema
u svetlu stabilnosti u smislu Ljapunova, sa posebnim naglaskom na razmatranja koja se
odnose na asimptotsku stabilnost istema.

U nekim posebnim slucajevima, u ZiZi interesovanja ¢e biti moguc¢a kombinacija oba
pomenuta koncepta, objedinjena u dobro poznatom konceptu atraktivne prakti¢ne

stabilnosti.

1.1 Klase razmatranih sistema

1.1.1 Kontinualni singularni sistemi

Kontinualni singularni sistemi, u matematicCkom smislu, predstavljaju dinamicke
sisteme opisane kombinacijom algebarskih i diferencijalnih jednacina, $to ne dozvoljava
njihovo predstavljanje u klasicnom obliku vektorske diferencijalne jednacine stanja, a
samim tim i onemogucava reSavanje tog sistema jednacina uobiCajenim metodama koje
se koriste za reSavanje “normalnih” sistemema.

U tom smislu, algebarske jednacine predstavljaju ograni¢enje nametnuto reSenju,
odnosno resavanju dela sistema koji sadrzi diferencijalne jednacine.

Za razmatranja koja su ovde od interesa, matematicki model ovih sistema je moguce

zapisati u sledecem obliku:



E(())x(r) = Ax(1)+ Bu (1
(1.1)
X, (1)=Cx(t)+ Du(r)
pri ¢emu su date matrice odgovaraju¢ih dimenzija, a kvadratna matrica FE
je u nekom smislu obavezno singularna. Prethodni model se odnosi na prinudni radni
reZim.

Brojni rezultati i prakti¢ne primene pokazali su da ovako formirani modeli imaju
izvesne prednosti u odnosu na tzv. “normalne” sisteme, koji po broju uveliko prevazilaze
ovde razmatranu klasu sistema. Neke od prednosti ovih sistema su:

ZadrZavanje bitnih fizickih svojstava u samom modelu;

Blisku povezanost sa stvarnim fizickim promenljivim stanja sistema i,
u izvesnom smislu, bolje prikazivanje strukture razmatranog sistema ili procesa;

Ne zahteva se eliminacija spregnutih promenljivih veli¢ina, Sto je prakticno i nemoguce u
nelinearnim slu¢ajevima;

Formulacija bilansnih i1 drugih jednacina daleko je neposrednije, sa posebnom
pogodnoscu da su iste iskazane kroz stvarne fizicke veliine;

Matrice koje figuriSu u ovim modelima, po pravilu su “Suplje”, Sto znatno

pojednostavljuje numericke procedure u onim prilikama kada su iste neophodne.

Sama cCinjenica da su singularni sistemi iskazani kombinacijom algebro-
diferencijalnih jednacina, povlaci za sobom niz specificnosti i osobenosti koje ih jasno
izdvajaju i razlikuju u odnosu na tzv. “normalne” sisteme.

U tom smislu, razmatranja egzistencije, jedinstvenosti i strukture tih reSenja
predstavljaju fundamentalna pitanja, na koja treba globalno odgovoriti, u svetlu
postavljenih ciljeva istraZivanja.

Osim toga, postojanje impulsnih Clanova i vremenskih izvoda ulaznih veli¢ina u
kretanju singularnih sistema, kao i moguéa nesvojstvenost prenosne matrice
i nekauzalnost izmedu ulaznih veli¢ina i veli€ina stanja i izlaza, Cine ih joS osobenijim, a
samim tim i privlacnijim sa nau¢nog stanovista.

Na kraju, potrebno je podvuéi da, ma koliko sva pomenuta nau¢na nastojanja isla u
pravcu istraZivanja njihovih specificnosti, ipak treba priznati da se sadaSnji opsti trend
njihovog razmatranja utapa u pokusaje izvodenja rezultata koji proisti¢u iz opSte moderne

teorije sistema.



Ovo postaje daleko jasnije ako se shvati ¢injenica da se osnovna resenja tih problema
ne nalaze u celom prostoru stanja, ve¢ da ih treba traZiti u nekom njegovom potprostoru.

Singularni sistemi se prirodno pojavljuju u mnogim inZenjerskim disciplinama
i problemima, kao Sto su elektricna, elektronska i magnetna kola, u dinamici letelica i
robota i velikim energetskim sistemima i sistemima sa povratnom spregom, Uu
problemima upravljanja i optimizacije, a takode i u biologiji, ekonomiji, demografiji i
kao granican slucaj singularno perturbovanih sistema.

Treba posebno naglasiti i ¢injenicu da se ova klasa sistema javlja u svim onim
prilikama, kada se razmatrani sistem moZe predstavita sa svoja dva podsistema, od kojih
u jednom dominiraju brze pojave (algebarski deo) a drugi je okarakterisan sporim
prelaznim procesima (diferencijalni deo).

Kao eklatantni primeri ovakvog posmatranja singularnih sistema su primeri parnog
bloka (turbina + kotao) i motorno vozilo (senzor + motor), itd. Sli¢nih primera ima

Singularni sistemi su prvobitno razmatrani u radu Campbell et al. (1974) i kasnije u

antologijskom radu Luenberger (1977).

1.1.2 Diskretni deskriptivni sistemi

Diskretni deskriptivni sistemi, u matematickom smislu, predstavljaju dinamicke
sisteme opisane kombinacijom algebarskih i diferencnih jednacina, $to ne dozvoljava
njihovo predstavljanje u klasicnom obliku, preko vektorske diferencijalne jednacine
stanja, a samim tim onemogucéava reSavanje tog sistema jednaCina uobiCajenim
metodama koje se koriste za reSavanje “normalnih” sistemema.

Sasvim je jasno da je poznavanje linearne algebre i teorije sistema neophodno za
razumevanje i adekvatno tumacenje dobijenih rezultata.

Sa tog stanovista, postoji viSe razli¢itih prilaza proucavanju ove klase sistema. Neki
autori ovu problematiku svode na analiti¢ki prilaz, numericku ili kvalitativnu analizu, dok
drugi tu podelu prihvataju sa dva aspekta: geometrijskog prilaza ili Ciste algebre.

Za razmatranja koja su ovde od interesa, matematicki model ovih sistema se moZe

zapisati u sledecoj formi:



E(())x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) .
x, (k)= Cx(k)+Du (k) '
u kojoj su date matrice odgovaraju¢ih dimenzija, pri ¢emu je kvadratna matrica E
u nekom smislu obavezno singularna. Ovde izneti model se odnosi na prinudni radni
reZim.

Ocigledno je da u slucaju vremenski diskretnih deskriptivnih sistema, koncept
glatkosti ima mali znacaj, ali ideja konzistentnih pocetnih uslova x,, koji generiSu
sekvencu reSenja (x(k) k2 O), ima svoj potpuni fizicki smisao i znacenje.

Inace, sve S§to je prethodno receno za kontinualne singularne sisteme,
u pogledu njihovih osobina i prednosti u odnosu na tzv. normalne sisteme vazi i kod
diskretnih sistema.

Diskretni deskriptivni sistemi razmatrani su po prvi put u kultnom radu Luenberger

(1978), koji im je i dao ime.
1.1.3 Kontinualni sistemi sa kasnjenjem

Ve¢ od sedamdesetih godina dvadesetog veka, sistemi sa Cistim vremenskim
kasnjenjem privlace veliku paZnju naucne i strucne javnosti.

Njihova pojava u robotici, dugackim hidrauli¢nim i pneumatskim i elektricnim
vodovima, dinamici letelica i velikim sistemima podstakla je brojne naucnike da se njima
intenzivno bave.

Prisustvo Cistog vremenskog kaSnjenja, bez obzira da li je ono prisutno
u upravljanju i/ili u stanju moZe da proizvede neZeljene prelazne karakteristike, pa i da
dovede do nestabilnosti. Pojava nestabilnosti je veoma Cesta kada su u pitanju sistemi
automatskog upravljanja sa povratnom spregom. Zbog toga je ovaj problem naiSao na
veliko interesovanje kod mnogih istrazivaca.

U opS$tem slucaju razmatranje problema koji ukljucuje i ¢isto vremensko kasnjenje
povlaci daleko sloZeniju matematicku analizu.

Klasa sistema razmatrana u ovom radu je u matematickom smislu opisana sistemom
diferencijalnih jednaCina sa pomerenim argumentom i poseduje Citav niz dodatnih

specifinosti i osobina koje se ne susrecu kod standardnih kontinualnih sistema
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automatskog upravljanja. Ova klasa sistema je u prostoru stanja opisana slede¢im

matemati¢ckim modelom:

x(1)=Ax(t)+Ax(t—7) (1.3)
i sa odgovarajuc¢om funkcijom pocetnih uslova:

x(1)=9(t), —7<r<0 (1.4)

gde je sa 7 oznaceno Cisto vremensko kasnjenje u stanju.

Sa druge strane, u prvom slucaju, kao sistemi beskonacne dimenzije, njihovo
proucavanje u kompleksnom domenu uslovljeno je suocavanjem sa transcedentnim
prenosnim funkcijama, $to u izvesnim slucajevima zahteva radikalnu preformulaciju
postoje¢ih kriterijuma i metoda razvijenih za obicne linearne sisteme, a ponekada i
formiranje sasvim novih prilaza i postupaka za reSavanje postavljenih zadataka kako sa
pozicija klasi¢ne, tako i moderne teorije automatskog upravljanja.

Prisustvo ovakvih sistema je o¢igledno u brojnim tehnoloskim procesima, dugackim

elektri¢nim, pneumatskim i hidraulicnim vodovima, u informacionim sistemima itd.
1.1.4 Diskretni sistemi sa kasnjenjem

Diskretni sistemi sa kaSnjenjem, opisani su u matematicCkom smislu u vidu sistema
diferencnih jednacina sa pomerenim argumentom i poseduju citav niz dodatnih
specifi¢nosti 1 osobina koje se ne susrecu kod standardnih kontinualnih sistema. Klasa

ovih sistema je opisana u prostoru stanja slede¢im matematickim modelom:
x(k+1)=Ax(k)+Ax(k—h) (1.5)
i sa odgovarajuc¢om funkcijom pocetnih uslova:
x(9)=v(8), de{-h(-h+1)...,0} (1.6)

gde h oznacava Cisto vremensko kaSnjenje u stanju.

Nesto jednostavniji nivo matematickog aparata neophodan je u dinamickoj analizi
vremenski diskretnih sistema sa kas$njenjem, ali odsustvo eksponencijalnog karaktera
odziva ove klase sistema i nekih drugih osobina, bez obzira na Cinjenicu da je njihov
prostor stanja kona¢ne dimenzije, onemogucéava primenu Citavog niza efikasnih reSenja i

prilaza koji se mogu primeniti u prvom, vremenski neprekidnom, slucaju.



1.1.5 Kontinualni singularni sistemi sa kasnjenjem

Potrebno je istac¢i da postoji veliki broj sistema automatskog upravljanja u kojima je
istovremeno izrazen fenomen Cistog vremenskog kasnjenja uz ociglednu singularnost,
tako da ova klasa sistema poznata pod imenom singularni (deskriptivni) sistemi sa
kasnjenjem zasluZuje posebnu paznju, imajuci u vidu da nedvosmisleno objedinjuje ranije
ukazane specifi¢nosti pojedinacnih klasa, prethodno opisanih sistema. Ovi sistemi imaju
mnogo specifi¢nih karakteristika.

Ako postoji potreba da se ovakvi sistemi rigorozno opiSu, da se projektuju sa visokim
stepenom tacnosti ili da se njima kvalitetno upravlja, neophodno je posvetiti veoma
veliku paznju dubokoj spoznaji njihovih sustinskih osobina i posebnosti koje ih u, velikoj
meri, razlikuju od drugih klasa sistema.

U matematickom smislu ova klasa sistema automatskog upravljanja predstavljena je
uparenim sistemom diferencijalnih jednacina sa pomerenim argumentom, kojima je
pridruzen sistem odgovarajucih algebarskih jednacina koje, u opstem slucaju, mogu biti
takode sa pomerenim argumentom ili bez njega.

U takvim prilikama njihov matematicki zapis u prostoru stanja moZe biti zadat

u sledecem obliku:
Ex(t)=Ax(t)+Ax(t—7) (1.7
sa obavezno singularnom matricom E i ostalim konstantnim sistemskim matricama i
prihvatljivom funkcijom pocetnih stanja, definisanom sa:
x(1)=0(t), —7<r<0 (1.8)
za samo ona trenutna pocetna stanja koja pripadaju potprostoru konzistentnih pocetnih

uslova ¥/, , generisanih slede¢im algoritmom, u prostoru stanja:
W, =R",
: (1.9)
W..=A"(Ew,), j=0
pri ¢emu A™'(-) oznadava inverzni lik (-) nad operatorom A .

Kao i kod sistema sa kaSnjenjem, prvobitno ponaSanje sistema se iskazuje kroz

funkciju konzistentnih poc€etnih uslova.



1.1.6 Diskretni deskriptivni sistemi sa kasnjenjem

U matematickom smislu ova klasa sistema automatskog upravljanja predstavljena je
uparenim sistemom diferencnih jednacina sa pomerenim argumentom, kojima je
pridruZen sistem odgovarajucih algebarskih jednacina, koje u opStem slucaju mogu biti,
kao i kod vremenski neprekidnih sistema, sa pomerenim argumentom ili bez njega.

U takvim prilikama njihov matematicki zapis u prostoru stanja moZe biti iskazan

u slede¢em obliku:
Ex(k+1)=Ax(k)+Ax(k—h) (1.10)
sa obavezno singularnom matricom E i ostalim konstantnim sistemskim matricama i

prihvatljivom funkcijom pocetnih stanja, datom sa:
x(9)=y(8), de{-h(-h+1)...,0} (1.11)

za samo ona trenutna pocetna stanja koja pripadaju potprostoru konzistentnih pocetnih
uslova.

Valja ista¢i da posle svega prethodno izloZenog, ostaje Cinjenica da analogija
konzistentnih pocetnih uslova, koji su neophodni u kontinualnom slucaju, i pocetnih
uslova u diskretnom slucaju nije potpuna.

Ovaj fenomen c¢e biti jo§ viSe apostrofiran i razjaSnjen posle izlaganja u narednim
glavama, u kojima se neposredno govori o reSenju singularnog sistema diferencnih
jednacina kao i o moguéem uticaju pocetnih i krajnjih uslova na izgled samog resenja.

Medutim, bez obzira na pomenute razlika, klasicno odredivanje konzistentnih
pocetnih uslova, za ovu klasu sistema, moze se takode definisati i ta materija izlaze se u
nastavku.

Fundamentalni geometrijski alat za karakterizaciju potprostora konzistentnih

pocetnih uslova }V/, , je sekvenca potprostora:
W,,=R"
: (1.12)
W, n=A"(EW,,), (j=0)
A7'(-) oznatava inverzni lik (-) nad operatorom A, a X(F) i R(F) oznatavaju

kernel i rang nad operatorom F , sledstveno.



Sekvenca potprostora {}4/ o Wit Wyss } se gnezdi u smislu da:

W DWW, oW, 3D (1.13)
Osim toga:
X(A)c W, ., (j=0) (1.14)

i postoji ceo broj k >0, tako da:

Wa =Wk (1.15)
iprematome M, =MW, za j21.
Ako je k* najmanji takav ceo broj sa ovom osobinom, tada:
W, "R(E)={0}, (k=k") (1.16)
obezbeduje da je matrica (AE—A) invertibilna za neko Ae C, Owens, Debeljkovic

(1985).

Na kraju je potrebno ista¢i da je za sve ovde predmetne klase sistema potrebno sa
paZnjom pristupiti njihovom ispitivanju, imajuc¢i u vidu sve njihove specificnosti kako u
pogledu postojanja i jedinstvenosti reSenja (uvek smo zainteresovani za reSenja koja se
mogu dobiti u zatvorenoj formi), konzistentnih pocetnih uslova, nekonzistentnih poc€etnih
uslova koji mogu da generiSu impulsna ponasSanja ili, kod diskretnih sistema, pitanje

njihove fizicke ostvarljivosti i kretanju sistema u opStem slucaju.

1.2 Koncepti stabilnosti

Poslednjih decenija su prezentovani mnogobrojni znacajni doprinosi na polju
Ljapunovljeve stabilnosti razli¢itih klasa sistema.

Bilo bi gubljenje vremena vrSiti rekapitulaciju svih doprinosa na ovom, uvek
atraktivnom podrucju, s obzirom da su svi potrebni detalji dobro poznati. Medutim u
praksi nije samo interesantna stabilnost sistema (na primer u smislu Ljapunova), veé
takode i granice trajektorija sistema.

Sistem moZe biti stabilan, ali i potpuno neupotrebljiv, ukoliko poseduje nezeljene
prelazne performanse. Prema tome, korisno je razmatrati stabilnost takvih sistema u
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odnosu na odredene podskupove prostora stanja, koji su a priori definisani u datom
problemu.

Ti skupovi mogu biti vremenski invarijantni ali i vremenski promenljivi $§to ovoj,
ionako sloZenoj problematici, daje posebnu teZinu.

Zbog toga je od posebnog znaCaja razmatrati stabilnost sistema u odnosu
na zadate skupove dozvoljenih i pocetnih stanja u faznom prostoru, koji su po pravilu
unapred poznati za dati problem.

S druge strane, imajuc¢i u vidu veoma stroge i Cesto oprecne zahteve koji se danas
namec¢u kvalitetu  dinamickog ponaSanja realnih  sistema, od posebnog
je interesa razmatrati njihovo ponaSanje i na konacnom vremenskom intervalu.

Zbog toga je od posebnog znacaja baviti se ponaSanjem dinamickih sistema na
kona¢nom vremenskom intervalu, ne uslovljavajuéi da se krajnje stanje sistema vrati i u
njegovo pocetno ravnotezno stanje, ali dozvoljavajuéi i takvu moguénost.

Ove granicne osobine odziva sistema, odnosno reSenja sistema, su veoma vazne
sa inZenjerske tacke gledista. Uzimajuci u obzir ovu ¢injenicu, uvedene su mnogobrojne
definicije takozvane tehnicke i prakticne stabilnosti. Grubo govoreci, ove definicije se
baziraju na predefinisanju granica perturbacija pocetnih uslova i dozvoljenih perturbacija
odziva sistema.

U inZenjerskim primenama upravljackih sistema, ova Cinjenica postaje veoma vazna i
ponekad krucijalna, u cilju karakterizacije unapred, na kvantitativan nacin, mogucih
odstupanja odziva sistema.

Prema tome, analiza ovih partikularnih grani¢nih osobina reSenja je vazan korak, koji
prethodi projektovanju upravljackih signala, kada se razmatra koncept stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu ili koncept prakti¢ne stabilnosti.

Kada se uopSteno razmatraju sistemi sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, u postojec¢im
kriterijumima stabilnosti, primenjena su uglavnom dva prilaza.

Prvi prilaz je da se dobije uslov stabilnosti koji ne ukljucuje informaciju o cisto
vremenskom kasSnjenju, a drugi prilaz iskazan je kroz uslove koji taj iznos uzima u obzir.

Prvi prilaz se Cesto naziva kriterijumom nezavisnim od ¢istog vremenskog kaSnjenja i
u opstem slucaju obezbeduje jednostavne algebarske uslove.

U drugom slucaju, koji je ocigledno kvalitetniji, jer pored sistemskih matrica

u formulaciji kriterijuma figuriSe i iznos Cistog vremenskog kasnjenja, postoji potreba za
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reSavanjem neSto sloZenijih izraza, a u nekim slucajevima i potreba za reSavanjem
ili  transcedentih algebarskih jednaCina ili nelinearnih matricnih jednacina
visokog reda.

Osim navedenog, u kontinualnim slucajevima, kako bi se iskoristili dobijeni
kriterijumi, potrebno je odredivanje i maksimalnih ili minimalnih solvenata takvih
jednacina, Sto Cesto vodi ka optimizacionim postupcima veoma sloZenih algoritamskih

procedura
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II OSOBINE I SPECIFICNOSTI KLASA
RAZMATRANIH SISTEMA
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2. KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI

2.1 Uvodna razmatranja

Poslednjih nekoliko decenija smo svedoci veoma intezivnog razvoja teorije sistema
automatskog upravljanja, koji je obuhvatio Siroke i znacajne oblasti kao $to su linearni i
nelinearni sistemi, deterministicki i stohasticki sistemi, optimalni sistemi, robusni sistemi,
oblasti ocenjivanja stanja sistema, identifikacije sistema, zatim adaptivni sistemi, sloZeni
sistemi i, u poslednje vreme, inteligentni sistemi - zasnovani na masinskoj inteligenciji i
neuronskim mreZama.

Tokom pomenutog perioda javlja se i znacajni interes na polju izu€avanja singularnih
sistema automatskog upravljanja. Ovi sistemi se pojavljuju kao rezultat matematickog
modeliranja mnogih fizickih procesa.

U cilju dobijanja §to ta¢nijeg modela fizickog procesa, singularni sistemi se namecu
kao adekvatan matematicki aparat, koji problem modeliranja reSava na temeljan nacin.
Ovi sistemi, uopsSteno gledano, predstavljaju kombinaciju diferencijalnih i algebarskih
jednacina. Do sada je uloZen znacajan napor u proucavanju ove klase sistema, a rezultat
je da je izvedeno vise koncepata u njihovom razmatranju, Buzurovié¢ (2000).

Postoji i vise prilaza proucavanju ove klase sistema. Neki autori to svode na analitic¢ki
prilaz, numericku ili kvalitativnu analizu, dok drugi tu podelu prihvataju sa dva aspekta:
geometrijskog prilaza ili Ciste algebre, Debeljkovic et. al (1996). Za razliku od klasi¢ne
teorije automatskog upravljanja, koja se bazirala na dinamickom opisu razmatranog
sistema kroz njihovo ulazno - izlazno ponasanje, savremena teorija se u potpunosti

oslanja na koncept stanja.

Stanje fizickog sistema u trenutku ¢ € [—00, + 00] je ona njegova unutraSnja situacija u
tom trenutku 7 ¢ije je (direktno ili indirektno) poznavanje zajedno sa poznavanjem ulazne
veli¢ine na intervalu {7,+ o0} neophodno i dovoljno da se jednozna¢no odrede vrednosti
njegove izlazne veli¢ine, kao i samo njegovo stanje u svakom trenutku 7€ [T, + oo] .

Bilo da je re¢ o analizi ili sintezi sistema, sasvim je jasno da je polazni podatak u oba

sluc¢aja poznata dinamika posmatranog objekta ili procesa.
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U tom smislu, moderna teorija automatskog upravljanja je uvela, kao osnovno
polaziste, opis unutrasnje dinamike sistema kroz vektorsku diferencijalnu jednacinu
stanja i njoj pridruZenu jednacinu izlaza.

U opStem slucaju, matematicki posmatrano, navedene jednacine imaju oblik :
x(¢)=f(t,x(r).u(z)) 2.1
x,(t)=g(t.x(),u(z)) (2.2)
pri éemu su vektorske funkcije f((-)) i g((-)), u opstem slucaju:
f:RxR"XR" ->R", g:RxR"XR" —>R” 2.3)
dok re R, oznatava vreme, a x(7)e R", u(r)e R" i x,(¢)e R” vektore stanja, ulaza i

izlaza sledstveno, Lewis (1986), Campbell (1990), Debeljkovic et. al (1996).
Jed. (2.1) i (2.2) predstavljaju matematicki model objekta, procesa ili sistema u
prostoru stanja.

Nesto drugaciji zapis modela sistema moZe se dati u slede¢em obliku,
£(2,%(1),x(t).u(r).x, (1)) =0 (2.4)
poznatom pod nazivom sistem implicitnih diferencijalnih jednacina.

Sistemi opisani ovim jednacinama se, shodno tome, nazivaju implicitnim sistemima.

Jedna od moguc¢ih kanoni¢nih formi modela, datog jed. (2.4), je:
E(t,x(t),2(t))x(t) = (t.x(¢),u(z),2(¢)) (2.5)
g(t.x(t),u(r),x,(t),z(¢))=0 (2.6)
u kojoj vektor z(#) predstavlja, uslovno re€eno, nezeljene veli¢ine stanja.
U tom smislu, x(7) ima ulogu prefendenta za poziciju vektora stanja sistema,
ukoliko je moguée eliminisati z(7)iz jed. (2.5 - 2.6).
Za odredene klase sistema matrica E ((‘)) moZe biti pravougaona, a kada je i kvadratna
moZe biti singularna.
U prvom slu¢aju matrica E((-)) moZe biti i nepotpunog ranga, 3to posebno otezava

matematicki tretman takvog sistema. U neSto jednostavnijim slucajevima, susre¢u se

kanonicke forme implicitnih sistema, date jed.(2.7) ili jed.(2.8), kako sledi:
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E(t.x(t))%(¢)=f(£.x(),u(z)) 2.7)

E(t)x(t)= A(t.x(t))x(¢)+ B(t.x())u(t) (2.8)
odnosno:
Ex(t)=f(t,x(t),u(t)) 2.9)
x, (t) =g(t.x(¢),u(t)) (2.10)

U posebnom, ujedno i najcesce susretanom slucaju koji se razmatra, vektorske

funkcije £(()) i g(()) su linearne funkcije svojih nezavisno promenljivih, tako da se

dobija jednacina stanja i jednacina izlaza sa konstantnim matricama A, B, C, D koje

su odgovaraju¢ih dimenzija, ali sa konstantnom kvadratnom matricom E, obavezno

A
singularnom, rang E =g < n, tako da se moZe napisati:

Ex(r) = Ax(r)+ Bu(1) (2.11)
X, (t)=Cx(t)+ Du(r) (2.12)
Imajuéi u vidu ovu Cinjenicu, velika klasa ovih sistema poznata je u literaturi kao
singularni sistemi.
U prilikama kada je matrica E nesingularna, odnosno kada vazi detE # 0 sistem,
dat jed. (2.11), svodi se na:
x(1)=E"'Ax(t)+ E'Bu(r) (2.13)
odnosno:
x(1)=Ax(7)+Bu(r) (2.14)
Sto predstavlja klasicnu formu opisa sistema u savremenoj teoriji upravljanja,
sa dobro poznatim rezultatima koji se na nju oslanjaju, Lewis (1986).
Singularni sistemi se Cesto nazivaju i diferencijalno algebarski sistemi jer su u
pitanju zapravo diferencijalne jednaCine sa ograni¢enjima koja im namecu pridruzene
algebarske jednacine.

Jo§ jedan naziv za ovu klasu sistema su deskriptor (deskriptivni) sistemi, a poznati

suikao semi-state sistemi (polustanja) i uopsteni sistemi u prostoru stanja.
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2.2 Nastanak i Kkraéi pregled rezultata postignutih na polju

proucavanja singularnih sistema

O istorijskom pregledu singularnih sistema do detalja se moZe procitati
u radovima Lewis (1986) i Campbell (1990). Tu se mogu naci i prvi izvorni radovi koji
su uticali na dalji razvoj singularnih sistema.

Weierstrass je jo§ davne 1867. godine postavio osnove za proucavanje linearnih
singularnih sistema opisanih jed. (2.11) u svojoj teoriji elementarnih delitelja.

On je proucavao regularni slucaj singularnog sistema, tj. det(sl —A)#0.

Kronecker je 1890. godine prosirio teoriju Weierstrass-a na singularni slucaj,
4j. kada jedet (s —A) =0.

Gantmacher je u knjigama Gantmacher (1977.a,b), dao poseban tretman ovih
problema. Nije ni cudo S§to su te dve kultne knjige, uz Campbell-a (1980.a)
i Campbell-a (1980.b), ubedljivo najcitiranija bazicna literatura na polju proucavanja
singularnih sistema i to kod gotovo svih autora.

Osnovna podela koja je rezultat razlicitih pristupa je proucavanje sa stanovista
frekventnog domena i pristup sa stanovista vremenskog domena.

Predvodnik prve grupe je Rosenbrock (1974), koji je pruCavao vremenski

invarijantni sluc¢aj u frekventnom domenu, razmatraju¢i konacnu strukturu matricnog

para (A, E) jos 1974. Kasnije, ovu teoriju prosiruje na beskona¢nu frekventnu strukturu

definiSu¢i pojmove nula u beskona¢nosti matri¢nog para (sE—A) kao nula od (sE—A),

kadajes=0.

Pugh, Ratcliffe (1979) pokazuju da se sve nule mogu definisati na drugaciji nacin i to

kao nule od (lE—AJ kadaje s=0.
s

Varghese (1978) pokazuje da dozvoljeni pocetni uslovi razliciti od nule mogu

dovesti do  strukturne nestabilnosti u smislu  prethodnog pojma nula

u beskonacnosti. Ispitivanje izlazno-nultih karakteristika matri¢nog para (A, E ) takode

spada u analizu u frekventnom domenu, kao i ispitivanje baze potprostora

u odnosu na sopstvenu strukturu matricnog para.
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Znacajni predstavnici su, pored pomenutih, Lewis, Van Doren, Ozcaldiran
i drugi. Detalje oko osnovnih radova i bazi¢nih rezultata na polju singularnih sistema
moguce je dalje na¢i u Lewis (1986).

U tu grupu proucavanja spadaju ispitivanja i diskretnih singularnih sistema, problemi
optimizacije, kao 1 proSirenje teorije na nelinearne sisteme.

Klasi¢an predstavnik ovog pravca je Campbell, sa poznatim reSenjem singularnih
sistema koriste¢i Drazin-ovu inverziju, pa zatim Yip, Sincovec, Cobb, Dziurla, Newcomb
i drugi.

Za celovit prikaz kompletnog razvoja i rezultata na polju singularnih sistema, korisno

je prouciti i knjigu Dai (1988).

2.3 Priroda i osobenosti singularnih sistema

Singularni sistemi se prirodno pojavljuju u mnogim inZenjerskim disciplinama i
problemima, kao Sto su elektri¢na, elektronska i magnetna kola, u dinamici letelica i
robota, u velikim energetskim sistemima 1 sistemima sa povratnom spregom, u
problemima upravljanja i optimizacije, a takode i pri modeliranju sistema iz netehnickih
disciplina, Debeljkovic et. al (1996), Debeljkovi¢, Buzurovié (2007).

Zbog niza neophodnih, specifi¢nih termina, sistemi kod kojih je det E # 0, nazivace
se normalnim sistemima.

Za razmatranja koja su ovde od interesa, moZe se matematicki model singularnih

sistema, det E =0, zapisati u sledecoj formi:

E(())%(r) = Ax(r)+ Bu(z) (2.15)
E(())%(r) = Ax(t)+ Bu(r) (2.16)
X, (1) =Cx(7)+Du(r) (2.17)

pri ¢emu su date matrice odgovaraju¢ih dimenzija, a kvadratna matrica E je
u nekom smislu obavezno singularna

Sama Ccinjenica da su singularni sistemi iskazani kombinacijom algebro-
diferencijalnih jednacina povlai sa sobom 1 niz specifiCnosti i1 osobenosti

koje ih jasno izdvajaju i razlikuju od normalnih sistema.
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Ovo postaje daleko jasnije ako se shvati Cinjenica da se osnovna reSenja tih problema
ne nalaze u celom prostoru stanja, ve¢ da ih treba traZiti u nekom njegovom potprostoru,

Debeljkovic et. al (1996).

2.4 Klasifikacija i podela singularnih sistema

Opsta klasifikacija sistema automatskog upravljanja je poznata i moZe se naci u
literaturi Debeljkovic et. al (1996). Ovde je od interesa analizirati vrste [inearnih
kontinualnih singularnih sistema. Regularni singularni sistemi imaju uvek jedinstveno
reSenje koje, zavisno od prirode pridruZenih pocetnih uslova, moze da bude “glatko” ili
impulsno.

Iregularni singularni sistemi mogu uopste da nemaju reSenja, a ako ga i imaju, ono je
nejedinstveno. U tom slucaju broj reSenja moZe biti konacan ili beskonacan. Kao i kod
regularnih sistema, i ovde je moguca pojava “glatkih” ili impulsnih reSenja.

Stacionarna singularnost podrazumeva singularnu matricu £ nad poljem realnih
brojeva. Singularnost moZze biti strukturna i parametarska.

Posebna podela singularnih sistema takode pociva na razlici u strukturi matrice E.
Naime, matrica £ mozZe biti pravougaona, sto je redi slucaj, ili kvadratna, Sto se daleko

ceSce srece u praksi.

2.5 Neke specifi¢nosti singularnih sistema

Kao i za ostale klase sistema, tako i za singularne sisteme od najvece vaznosti je
ispitati njihovo dinamic¢ko ponasanje u razli¢itim uslovima rada.

Zbog mnogih specifi¢nosti, od kojih su neke ve¢ bile spomenute, kao i zbog
¢injenice da je u matematickom smislu njihovo ponasanje iskazano sistemom algebro -
diferencijalnih jednacina, treba stalno imati na umu niz novih, dodatnih problema koji
neminovno prate njihovu analizu i sledstveno, mogucu sintezu.

Posebno su znacajna razmatranja pitanja postojanja i jedinstvenosti reSenja, odnosno
egzistencije takvih pocetnih uslova koji generiSu glatka reSenja, ali ne i impulsna, zatim
moguénost formalnog matematickog opisa onih singularnih sistema koji ne mogu da

oforme matricu prenosnih funkcija, tretmana sluCajeva kada se matrica E javlja kao
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pravougaona, kao i pristupa regularizacije, kao svojevrsnog postupka globalnog svodenja

singularnih sistema na obi¢ne, normalne sisteme.

Kada se svemu tome doda ¢injenica da proucavanje osobina matri¢nog para (E, A)

omogucava duboko sagledavanje osobina singularnih sistema sa geometrijskog
stanovista, onda postaje jasna Cinjenica zaSto se ovoj klasi problema posvecuje naroc€ita
paznja, Buzurovic (2000), Debeljkovi¢, Buzurovi¢ (2007).

Kako bi se precizno utvrdio okvir narednih izlaganja, neophodno je odrediti klasu
singularnih sistema i klasu ulaznih signala koje ¢e biti predmet svih razmatranja.

U tom smislu, posmatrate se vremenski neprekidni stacionarni linearni singularni

sistemi, bilo u slobodnom radnom reZimu:

Ex(t)=Ax(r);x(0) =x, (2.18)
x,(1)=Cx(t) (2.19)
bilo u prinudnom radnom reZimu:
Ex(t)=Ax(1)+Bu(r);x(0) =x, (2.20)
sa matricom E e C™ obavezno singularnom i ostalim matricama:

Ae C™, Be C™, Ce C", u opstem slucaju.
U velikoj vecini sluajeva elementi pomenutih matrica pripadace skupu realnih

brojeva.

2.6 Resivost linearnog singularnog sistema diferencijalnih jednacina

sa konstantnim koeficijentima

Razmatra se linearni singularni stacionarni sistem, opisan svojom vektorskom

diferencijalnom jednacinom stanja:
Ex(t)+Ax(t)=Bu(r), x(0)=x,, (2.21)
sa kvadratnom matricom E, obavezno singularnom.
Najcelovitiji rezultat, kojem se uvek stremi u analitiCkom prilazu reSavanja sistema

diferencijalnih jednacina ili algebro-diferencijalnih jednacina je takozvani zatvoreni oblik

reSenja.
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Da bi se za ovu klasu sistema dobio takav rezultat, potrebno je da budu ispunjeni
odredeni, posebni uslovi.

Naime, pokazano je u literaturi, Gantmacher (1977), da, ukoliko je matricni par'

(SE+A) regularan, tj. ukoliko je:

det(sE+A)#0,seC (2.22)

tada reSenja sistema, datog jed. (2.21), postoje i jedinstvena su, a ukoliko su im
pridruzeni konzistentni pocetni uslovi, ona su tada i “glatka” (ne sadrZe impulse) i mogu
se dobiti u zatvorenom obliku.

Prema tome resivost sistema, datog jed. (2.21), direktno zavisi od regularnosti
matricnog para (sE + A), Sto se moZe testirati na vise razlicitih nacina.
Prvi nacin svakako predstavlja testiranje jed. (2.21).

Ukoliko se, naime, pokaze da je:

det(sE+A)=0 (2.23)

singularni sistem je iregularan.

ResSenja mogu da postoje, mogu da budu jedinstvena ili nejedinstvena, ili mogu
uopste da ne postoje.

Da bi se ova pitanja stavila u rigoroznu matematicku formu, navodi se sledeci

znacajni rezultat, Campbell (1980).

Naime, Campbell et al. (1976), izneli su sledeci rezultat:

Stav 2.1. Ako je matriéni par (AE + A) regularan, onda je:

X(E)AX(A)={0} (2.24)

Medutim, ispunjenje uslova datog jed. (2.24) nije dovoljno da garantuje regularnost

matri¢nog para (AE+A) zaneko A, A€ C.

¥ eng Matrix pecil;
Sasvim je svejedno da li se razmatra (sE + A) ili (sE—A).

U drugom slucaju uobicajeno se jednacina stanja
usvaja u obliku: EX(Z‘) = AX(t) + Bll(t) , X(O) =X,
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Debeljkovi¢, Owens (1985) pokazali su slede¢i rezultat:

Stav 2.2. Ako je matri¢ni par (AE + A) regularan, A € C, onda je:
W, R (E)={0} (2.25)
gde je M/, potprostor konzistentnih pocetnih uslova.

Kao i u prethodnom stavu, obrnuto ne mora da vazi.
Na kraju, za singularni sistem dat u svojoj normalnoj kanonickoj formi, uslov resivosti
(regularnosti) definisan je sa:
det(sl - A,) det(-A, - A, (s - 4) 4,) =

(2.26)
=(-1)"det A, det((sI — A)) - A,A;'A;)#0

Ovaj rezultat moze se naci u radu Bender, Laub (1987.b).

2.7 Konzistentni pocetni uslovi

Dobro je poznato da se reSenje “normalnog” sistema jednacina moze odrediti, kako u
slobodnom, tako i u prinudnom radnom rezimu, za proizvoljne poCetne uslove.

Medutim, klasa sistema opisana implicitnim diferencijalnim jednacinama,
koja se u posebnom slucaju transformise u singularne sisteme, susrece se u znatnoj meri
sa problemom odredivanja reSenja u zavisnosti od pocetnih uslova.

Ocigledno je da zbog implicitnog karaktera tih jedna¢ina u odnosu na X(f) i
¢injenice da su pored diferencijalnih jednacina prisutne i algebarske jednacine svi moguci
pocetni uslovi nisu prihvatljivi.

Prema Bajicu (1992.a), oni pocetni uslovi koji su prihvatljivi, nazivaju se
konzistentnim.

Njihovo jasnije tumacenje dato je kroz odgovarajucu definiciju, koja potiCe iz rada
Campbell et al. (1976), a izneta je u sklopu formulacije jedinstvenosti resenja singularnog

sistema.
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Osnovno obeleZje konzistentnih pocetnih uslova je Cinjenica da oni generiSu “glatka”
reSenja, a ako se razmatranom sistemu jednacina dodele (pridruZe) nekonzistentni uslovi,
javice se impulsno ponasanje na pocetku njihove integracije.

U svakom slucaju, daleko je veci interes za prisustvo “glatkih” reSenja, mada se
impulsna reSenja nekada u praksi neizbeZzna. O ovom problemu bi¢e viSe govora u
nastavku.

Posebno znacajan doprinos u tom smislu, predstavlja rad Verghese et al. (1981), u
kojem su jasno data razgranienja pocetnih uslova, koja sistem vode u impulsno
ponasanje, a koja obezbeduju glatkost resenja.

Problemom i odredivanjem konzistentnih pocetnih uslova bavili su se mnogi autori,
tako da danas postoji niz postupaka za njihovo odredivanje.

Naredna izlaganja bavie se detaljno ovim pitanjem, polaze¢i od vektorske

diferencijalne jednacine stanja linearnog singularnog sistema:
Ex(t)=Ax(1), x(0)=x,. (2.27)
Potprostor konzistentnih pocetnih uslova, u oznaci ¥, , prvi su definisali i pokazali

kako se odreduje Campbell et al. (1976).

Naime, iz uslova:

(1-EE”)x, =0, (2.28)
Sto je ekvivalentno sa:
W, =X(1-EE") (2.29)

moZe se odrediti skup svih vektora x, koji obrazuju potprostor konzistentnih pocetnih

uslova ¥, .

Sa E oznadena je matrica:
E=(AE-A)'E, (2.30)
a indeks “D ” oznacava Drazinovu inverziju matrice.
Prema definiciji datoj u Owens, Debeljkovi¢ (1985), pocetni uslov x e .t
je konzistentan, ako postoji diferencijabilno, neprekidno reSenje sistema, jed. (2.27). Za

numericki tretman i konkretno odredivanje »¥/ , obi¢no se prostor .2~ identifikuje sa R"
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pogodnim izborom bazisa prostora stanja, ili sa Hilbertovim prostorom sa pogodno
usvojenom metrikom.

U ovim razmatranjima E i A su linearni operatori koji preslikavaju

A" u n - dimenzionalni realni, linearni vektorski prostor x.
Osnovno geometrijsko orude u karakterizaciji potprostora konzistentnih pocetnih

uslova je sekvenca potprostora, odredena sa:
W, =R"

: (2.31)

W, =a"(EW,), j20

J

gde A (-) predstavlja inverzni lik (- ) pod dejstvom operatora A .

Lema 2.1. Sekvenca potprostora {}/I/0 m W, .. } formirana je tako da

zadovoljava:
Wy oW, oMW, oW,..D (2.32)
§tavi§e, moZe se napisati:
R(A)c}/l/j, j=0 (2.33)
pri ¢emu postoji nenegativan ceo broj k =0, takav da je:
Wia =MW, (2.34)
tako da vaZi:
Wo.,=W,, j=z1 (2.35)
Ako je k* najmanji nenegativni ceo broj koji zadovoljava prethodnu jednacinu, tada je:
W,.NR(E)={0}, k>k (2.36)

pod uslovom da je (AE — A) invertibilno, za neko 1€ R.

Teorema 2.1. Pod uslovima Leme 2.1, x, je konzistentni pocetni uslov

za sistem dat jed. (2.1) ako i samo ako je x, € Wk* .

Stavige, xo generise jedinstveno resenje x()e W., t20
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Dokazi ovih i svih drugih ranije izloZenih teorema detaljno su izloZeni
u lit. Debeljkovi¢ et al. (2005.b) ili Pjesci¢ et al (2008) a ovde su, iz jasnih razloga,
izostavljeni.

Koriste¢i druge prilaze Bernhard (1982) i Ozcaldrian (1985) dosli su do sli¢nih
rezultata koje daje i Lema 2.1, a koji omoguc¢avaju da se u rekurzivnoj proceduri odredi
potprostor konzistentnih pocetnih uslova.

Vrlo jednostavan nacin odredivanja potprostora konzistentnih pocetnih uslova pruza
mogucénost prevodenja polaznog singularnog sistema na sopstvenu normalnu kanonicku
formu.

Algebarski deo sistema, tada, u potpunosti definise taj prostor, odnosno:

0=Ax,+AX, (2.37)
ili, u ekvivalentnoj notaciji:
W, =X((A, A,)) (2.38)
Sli¢ne

mogucnosti pruza i SVD (eng. Singular value decomposition) kanonic¢ka forma.
Singularni sistem dat jed. (2.27) je u SVD kanonickoj formi, ako se

njegova vektorska diferencijalna jednacina stanja i jednacina izlaza mogu prikazati kao:

UEV z(t)=UAVz(t)+UBu(t), (2.39)
x,(t)=CVvz(t)+ Du(t) (2.40)
gde su:
2 A, A
vev=|* ° , UvAv=| " T (2.41)
0O 0 Ay Ay
B z, (1)
UB=|'|, cv=(C G,), =", 2.42
W ECEST Lzm} 42
detU #0, detV #0,
(2.43)
¥ =diag{o,, 0,, -, 0,, 0, -+, 0},
gdesu o,, i=1, ..., V5 singularne vrednosti matrice E koje se razlikuju od nule, u(t) je

vektor ulaza, a X, (7) je vektor izlaza sistema.

25



2.8 Prenosna funkcija i impulsno ponasanje singularnog sistema

Prenosna funkcija

Posmatra se linearan, stacionaran singularni sistem opisan svojom vektorskom

diferencijalnom jednac¢inom stanja i jednac¢inom izlaza:

Ex(t)= Ax(t)+ Bu(t) (2.44)
x, (1) =Cx(1) (2.45)
Koriste¢i Laplace-ovu transformaciju, pri svim pocetnim uslovima jednakim nuli,
dobija se:
- adj(sE—-A
W(s)=C(sE—A)" B=c UBE=4) (2.46)
det(sE—A)

prenosna matrica singularnog sistema sa svojim karakteristicnim polinomom:

[ (s5)=det(sE-A) (2.47)

Matricu prenosnih funkcija mogu da oforme samo regularni singularni sistemi, tj. samo

oni kod kojih je det(sE—A) #0,zanekose C.

Ukoliko je singularni sistem iregularan, odnosno kada je det(sE—A)=0,

Vs, on nema matricu prenosnih funkcija, ali to jo§ ne znaci da on ne moze da ostvari
odgovarajuce dinamicko ponasanje.

Stavise, to je moguée, pri ¢emu se njegovo ulazno-izlazno ponasanje karakterise
sledecom relacijom:

R(S)Xi(s):Q(s)U(s) (2.48)
gde su R(s) i Q(s) polinomi.

O ovoj klasi singularnih sistema moZe se daleko viSe na¢i u radovima Dziurla,
Newcomb (1987.b) i Dai (1989.a), u kojima su prezentovane i njihove odgovarajuce
fizicke realizacije.

Brojni postupci za izraCunavanje matrice prenosnih funkcija linearnog singularnog

sistema, iscrpno su dati u lit. Debeljkovi¢ et al. (2005.b).
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Impulsno ponasanje

Osobina reSivosti razmatranog singularnog sistema jednacina direktno zavisi od
matrica E i A. Ukoliko postoji jedinstveno reSenje, ono ¢e se dobiti uz koriSéenje
odgovarajucih pocetnih uslova. Izbor pocetnih uslova odreduje pojavu eksponencijalnih
ili impulsnih modova.

U praksi se naravno teZi eksponencijalnim modovima koji garantuju tzv. “glatka
reSenja” bez pikova, odnosno impulsa, a za pocetne uslove koji generiSu “glatka” reSenja
kaZe se da su konzistentni (saglasni).

Impulsno kretanje singularnih sistema se moZe javiti i u slobodnom radnom reZimu,
kada su dozvoljeni proizvoljni pocetni uslovi.

U nastavku Ce se izloZiti postupak za ispitivanje singularnih sistema u pogledu broja
eksponencijalnih i impulsnih modova u izrazu za kretanje singularnog sistema.

Izlaganje koje sledi prvenstveno se oslanja na rad Verghese et al. (1981) i delimi¢no
na rad Campbell (1980).

U ovim razmatranjima polazi se od standardnog opisa singularnog sistema:
Ex(r) = Ax(t)+ Bu(1), (2.49)
x,(1)=Cx(1), 120, (2.50)
gde x(7)eR", u(r)eR" i x,(r)e R”, uz m < n i odgovarajuéim dimenzijama
prate¢ih matrica.
Ako je EX(O") poznato, kao i u(r) za t > 0, sistem dat jed. (2.49 — 2.50)
moZe se prevesti u kompleksni domen:
X(s)=(sE-A)" (Ex(07)+BU(s)) (2.51)
Xi(s)=CX(s) (2.52)
pod pretpostavkom da je matri¢ni par (A, E) regularan.
Pri nultim pocetnim uslovima, EX(O_) =0, moZe se oformiti i odgovaraju¢a matrica

prenosnih funkcija regularnog singularnog sistema:

W(s)=C (sE-A)" B. (2.53)
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Kada je re¢ o tzv. “normalnim” sistemima, odnosno kada je E = I,

neosporne su sledece €injenice.

(i) Poznavanje pocetnih uslova EX(O_) =X, , potrebno je i dovoljno za odredivanje

reSenja x(7), 12> 0, kada je poznato u(r) zat > 0.

Tada n-dimenzionalni vektor pocetnog stanja moze da ima n nezavisnih vrednosti.
U tom smislu, sistem dat jed. (9.11) ima n stepeni slobode, a broj n oznaava njegov
red, odnosno dimenziju.

(ii) Matrica prenosnih funkcija je striktno svojstvena, $to znaci da zadovoljava uslov:

EmW (s)— 0 (2.54)

§—>o0
(iii) Odziv sistema u slobodnom radnom reZimu sastoji se od linearne kombinacije

eksponencijalnih modova pri tzv. prirodnim ili karakteristicnim frekvencijama odredenih
oblikom, strukturom i poloZajem korenova karakteristi¢ne jednacine det(s/ —A)=0.
Kada je sistem jed. (2.49) singularan, tj. det £ =0, moZe se konstatovati sledece, a

kao poredenje sa prethodno iznetim.

() Broj stepeni slobode sistema, odnosno broj nezavisnih vrednosti koje pocetni
vektor EX(O_) moze da uzme, redukovan je na:
g=rangE<n, (2.55)
pa je broj stepeni slobode manji od reda sistema.
(i)g Matrica prenosnih funkcija W(s) ne mora viSe da bude striktno svojsvena i

obicno se moZe predstaviti u vidu dva sabitka, od kojih prvi ima
tu osobinu, a drugi odgovara nekom polinomu po s.

(fii)g Za slucaj kada je det E=0, mozZe se definisati stepen karakteristicnog
polinoma matri¢nog para (A, E), kao:
deg det(sE—A)=r<g<n (2.56)

U ovom slu€aju, odziv sistema u slobodnom radnom reZimu sadrzi,
kao i u analognom slucaju, eksponencijalne modove na r konac¢nih ucestanosti,

ali takode i (¢ — r) impulsnih ¢lanova ili (¢ — r) modova “beskonacne ucestanosti’.
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Da bi se pokazalo postojanje impulsa u reSenju singularnog sistema diferencijalnih
jednacina, jed. (2.44) dekomponovace se prostor stanja .2"=R" u dva potprostora, tako
da =4 ®.1,, pri dim.t, =n,.

Na ovaj nacin, dolazi se do Weierstrass-ove kanonicke forme:

X, (t)=Jx,(t)+Bu(t) (2.57)
Nx,(t)=1x,(t)+Byu(r) (2.58)
pri ¢emu su: x,(7)e R™ I X, (t)e R">, J je Jordan-ov, a N je nilpotentni matri¢ni

blok, indeksa nilpotentnosti V.

Podsistem dat jed. (2.57) je po Cobb-u (1983) “spor”, jer u osnovi odgovara po formi
“normalnom” sistemu i ima svoju usporenu dinamiku ograni¢ene ucestanosti.

Podsistem dat jed. (2.58) je po Cobb-u “brz” jer sadrzi nedinamicka ograniCenja i

neogranicene je ufestanosti, Sto se posebno vidi iz resenja singularnog sistema jednacina:

X, (t)=¢”x,(0)+ [’ Bu(r)dz, (2.59)
]
v-1 v-1
X, (1)==>.6""(t)N'x,(0)- > N'Bu® (1), (2.60)
i=1 i=0
gde u()(¢) predstavlja i-ti izvod funkcije u(r), a "~ ", (i — 1) izvod impulsne funkcije.
Impulsi u jed. (2.60) odredeni su strukturom matrice N =diag{N,, N,, ... N, }

U stvari, svaki &k X k (k > 1) nilpotentni blok ima k — 1 stepeni slobode
i odreduje k — 1 nezavisnih impulsnih kretanja u slobodnom radnom rezimu.

Takode je ocigledno da su trivijalni (1 X 1) nilpotentni blokovi predstavljeni samo
nedinamickim algebarskim ograni¢enjima.

Stoga se singularni sistemi sastoje iz dinamickog dela 1 nedinamickih ogranicenja.

Dinamika sistema se sastoji od eksponencijalnog i impulsnog ponasanja.

I konac¢no, od posebne vaznosti je pokazati u kakvom odnosu stoje pitanja
regularnosti singularnih sistema i njihovih prodruZenih pocetnih uslova.

. . .. . v o e . .y . .t
Naime, ako se singularni sistem, prikaze u svojoj normalnoj kanonickoj formi:

" = degree det(sE—A)!.
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R e e
0 0)|x,(r)| (A A,)Ix,(r)] \B,
onda je uslov regularnosti dat jed. (2.24 — 2.25).

Kljuénu ulogu po tom pitanju ima tada, ocigledno, submatrica A4, odnosno ukoliko je
submatrica A4 regularna i singularni sistem je regularan. Ovo je uobicajena pretpostavka
kako bi bio ispunjen uslov regularnosti, $to povlaci postojanje i jedinstvenosti reSenja.

StaviSe, ova pretpostavka garantuje da neée biti ni impulsnih ¢lanova u kretanju
sistema za proizvoljne pocetne uslove, s obzirom na Cinjenicu da se tada singularni sistem
redukuje na “normalni” nesto nizeg reda.’

Nasuprot tome, moZe se pokazati da ukoliko je A4 singularna, onda sistem,
ako je reSiv, poseduje impulse u svom kretanju u slobodnom radnom rezimu,
a za posebno izabrane pocetne uslove, Verghese (1981).

Jasno razgranicenje koji uslovi vode u eksponencijalno ili impulsno resenje, najbolje
se moze sagledati ako se razmatrani singularni sistem prvo prevede u svoju SVD
kanonicku formu, a zatim podvrgne preispitivanju postoje¢ih modova, Bender, Laub
(1987.b).

Kao $to je ve¢ ranije bilo receno, singularni sistem sadrZzi tri vrste modova:
dinamicke konacne, dinamicke beskonacne 1 nedinamicke beskonacne.

Dinamicki beskonacni modovi generiSu impulsno ponasanje singularnog sistema,
koje je nepozeljno.

Samim tim, postavlja se pitanje kako ih prvo identifikovati, a zatim,
po mogucéstvu minimizirati ili potpuno ukloniti. Izlaganja koja slede bavi¢e se samo
prvim pitanjem.

Uticaj beskonacnih modova na dinamicko ponaSanje sistema moZe se relativno lako
sagledati preko tzv. beskonacnih generalisanih sopstvenih vektora matri¢nog para (sE —
A).

Oni se defini$u kao sopstvene vrednosti, pri A = 0 matri¢nog para (E — AA), Bender,

Laub (1987.b).

" Videti Debeljkovié et al. (2005.b), str.28.
* Tada je moguce resiti algebarski sistem jedna¢ina po X,(1).
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Definicija 2.1. Beskonacni generalisani sopstveni vektori.
(i) Beskonacni generalisani sopstveni vektori matricnog para (sE — A), stepena 1,
zadovoljavaju:
Ev,=0 (2.62)
(i) Beskonacni generalisani sopstveni vektori matri¢nog para (sE — A), stepena k (k = 2),
koji odgovaraju i-tom beskonacnom generalisanom sopstvenom vektoru stepena 1,
zadovoljavaju:

Evi" = Av} (2.63)

Sada se mogu dati sledeci rezultati.

Lema 2.1.
(i) Postoji (n — ' nezavisnih beskonacnih generalisanih sopstvenih vektora stepena 1
matriénog para (sE — A), u 0znaci: vy, v, ... Vi, s, .
(i1) Ako je:
degdet(sE—A)=r (2.64)
tada postoji nezavisan skup od (77— r) nezavisnih beskonacnih sopstvenih vektora stepena
k (k > 2) matricnog para (SE — A), u oznaci: V., V., .., V', V3, Vi, .V2,

Ve, Vo, ... V,“, gde je indeks 4 < (n — 7).

u
Stavige, tada postoji i n x (n — r) matrica V oformljena od kolona vektora v/ kaoi (n
— 1) X (n —r) Jordan-ova forma nilpotentne matrice N koje zadovoljavaju:
EV =AVN (2.65)
(iii) Postoji i (n X r) matrica W sa linearno nezavisnim kolonama, kao
i (r X r) Jordan-ova forma matrice A koje zadovoljavaju:
AW =EWA (2.66)
Dokaz, zbog svoje slozenosti, prevazilazi okvire ovih izlaganja i moZe se naci u

Lewis, Ozcaldrian (1984).

- broj singularnih vrednosti matrice E, razli¢itih od nule.
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)

Na osnovu prethodne Leme mogu se izvuci sledeci zakljucci:
Kolone matrice V razapinju sopstveni prostor’ matrice (sE — A), koji odgovara
beskonacnim sopstvenim vrenostima, tj. taj prostor odgovara sopstvenim vrednostima
matri¢nog para (E, A) za A = 0.
Kolone matrice @~ W  razapinju sopstveni prostor matrice (sE — A)
koji odgovara kona¢nim sopstvenim vrednostima matricnog para (E, A).

Ove konac¢ne sopstvene vrednosti su dijagonalni elementi matrice A.

Definicija 2.1. — Dinamicki i nedinamicki modovi
Beskonacni generalisani sopstveni vektori matri¢nog para (sE — A) stepena 1, razapinju
prostor nedinamickih resenja singularnog sistema jednacina; odgovarajuc¢e beskonacne
sopstvene vrednosti matrice (sE — A) su nedinamicki modovi razmatranog singularnog

sistema, datog jed. (2.49).

(i) Beskonacni generalisani sopstveni vektori matri¢nog para (sE — A), stepena k (k = 2),

razapinju prostor impulsivnih reSenja sistema, datog jed. (2.49); odgovarajuce beskonacne
sopstvene vrednosti matrice (sE — A) su dinamicki modovi u beskonacnosti ili impulsni

modovi sistema, datog jed. (2.49).

(iii)) Matrica W razapinje prostor kauzalnih ili tzv. resenja konacnih ucestanosti sistema,

datog jed. (2.49); dijagonalni elementi matrice A su konacni dinamicki modovi sistema,

datog jed. (2.49).

" Na engleskom jeziku: eigenspace.

Neka je x “linearni vektorski prostor definisan nad poljem kompleksnih brojeva.

c c
Neka A: X — X predstavlja datu linearnu transformaciju.
Tada skup svih vektora Xx; koji zadovoljavaju A(x;) = Ax, za poseban izbor A,
zove se sopstveni prostor A;.
Sopstveni prostor se sastoji od svih sopstvenih vektora pridruzenih svim sopstvenim

vrednostima, ukljucujuéi i nulti vektor.

.
Sopstveni prostor je potprostor prostora X. .

32



Nedinamicki  modovi  su  beskonacne  sopstvene  vrednosti  matrice
(s — A) pridruzeni pravcima deskriptivnog vektora u kojima postoji Cisto
algebarska zavisnost izmedu promenljivih stanja (deskriptivnog vektora stanja), vektora
ulaza i vektora izlaza.

Prostor nedinamickih reSenja razapinje nulti prostor matrice E.

Dinamicki modovi u beskonacnosti su beskonacne sopstvene vrednosti matrice (sE —
A) pridruZeni pravcima u kojima deskriptivni vektor moZe da poprimi impulsno
ponasanje zahvaljuju¢i odgovaraju¢em pocCetnom uslovu pri nultoj vrednosti ulazne
veliCine.

Imajuéi u vidu prethodne cinjenice i Lemu 2.1 mogu se dati slede¢i rezultati koji

objedinjuju sva prethodna razmatranja.

Lema 2.2. Neka je matricni par (E, A) regularan.

Tada:

(i) Sve beskonacne sopstvene vrednosti regularnog matricnog para (sE — A), koje nisu
pridruzene dinamickim modovima beskonacne ucestanosti, su pridruzene nedinamic¢kim
modovima.

(i) Broj (konacnih i beskonac¢nih) dinamickih modova sistema, datog jed. (2.49) jednak
je rangu matrice E.

(iii) Broj konaénih nedinamickih modova sistema, datog jed. (2.49) jednak je (n — q).
Lema 2.3. Pretpostavimo da je sistem, dat jed. (2.49), preveden na svoju
SVD kanonicku formu.

Tada, ako je Ay nesingularna matrica, vazi:

(i) Matricni par (E, A) je regularan.

(ii) Sistem, dat jed. (9.11), ne poseduje impulsne modove.
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Dokaz. Na osnovu izraza za determinantu blokovskih matrica’, a pod pretpostavkom da
postoji A, , vazi:
T -A, -A
det(sE—A)=de{s n lzj
—4A, —Ay,
= det(_Azz )det( (SE2 - A11 ) _(AIZ - A2_21A21 ))’

¢ime je dokaz zavrSen.

(2.67)
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3. DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI

3.1 Uvodna razmatranja

Kao i za ostale klase sistema, tako je i za diskretne singularne sisteme od najvece
vaznosti ispitati njihovo dinamicko ponasanje u razli¢itim uslovima njihovog rada.

U tom smislu, obi¢no se podrazumeva primena standardne teorije i koncepata koji
treba da posluze utvrdivanju njihovih inherentnih osobina kao S$to su: stabilnost,
upravljivost, osmotrivost, dostiZljivost, optimalnost, osetljivost, robusnost, itd.

Zbog mnogih specifi¢nosti o kojima je ve¢ bilo re¢i kao i zbog Cinjenice da je u
matematiCkom smislu njihovo ponaSanje iskazano sistemom algebro-diferencnih
jednacina, treba stalno imati na umu niz novih, dodatnih problema koji neminovno prate
njihovu analizu i, sledstveno, moguénosti sinteze.

Bez posebne Zelje da se na ovom mestu detaljno obrazlaZu ta pitanja, nije na odmet
samo ih napomenuti.

U tom smislu, od posebnog su znaCaja razmatranja koja se odnose na postojanje i
jedinstvenost resenja, egzistenciju takvih pocetnih uslova koji generisu kauzalna reSenja,
moguénosti formalnog matematickog opisa onih singularnih sistema koji ne mogu da
oforme matricu prenosnih funkcija, tretmana sluCajeva kada se matrica E javlja kao
pravougaona, kao i evidentnih pristupa regularizacije, kao svojevrsnog postupka
globalnog svodenja singularnih sistema na obi¢ne (normalne).

Kada se svemu tome doda i €injenica da proucavanje osobina matricnog para (E, A)
omogucava duboko sagledavanje singularnih sistema sa geometrijskog stanovista, onda
postaje sasvim jasna Cinjenica zaSto je njihovo izuCavanje pobudilo paznju izuzetno
velikog broja nauc¢nika.

To interesovanje proizvelo je impozantan broj radova, od kojih je vecina
najznacajnijih navedena u priloZenom spisku referenci.

Imajuéi u vidu tematiku ovog rada, izostavlja se pregled doprinosa citiranih autora i
njihovih radova na polju osnovnih, globalnih koncepata ispitivanja dinamickih osobina
sistema, jasno za tematiku analize dinamickog ponaSanja, robusnosti stabilnosti, same

38



stabilnosti i stabilizacije posebnih klasa linearnih vremenski diskretnih deskriptivnih
sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem.

Da bi izlaganja koja slede postigla svoj Zeljeni cilj, neophodno je odrediti klasu
deskriptivnih sistema i klasu ulaznih signala koji ¢e biti predmet ovih razmatranja.

U tom smislu, posmatrace se vremenski diskretni deskriptivni stacionarni linearni

sistemi, bilo u slobodnom:

(3.1)
x; (k)= Cx(k),
bilo u prinudnom radnom reZimu:
Ex(k+1)=Ax(k)+ Bu(k), x (0)=x,
(k)+Bu(k) (0)=x, 32

x, (k)=Cx(k)+Du(k)
sa matricom FEe C™ obavezno singularnom i ostalim matricama: Ae C™",

Be C™ , Ce C™i De C™, uopstem slu¢aju. U velikoj vecini slutajeva elementi
pomenutih matrica pripadace skupu realnih brojeva.

Kada su u pitanju jed. (3.1) 1 jed. (3.2) treba odmah naglasiti da, u opStem slu€aju,
pocetni uslovi za slobodni i prinudni radni rezZim ne moraju da budu isti.

Ispitivanje dinamickih osobina singularnih sistema odnosi¢e se iskljucivo na
prisustvo samo deterministickih signala na njihovim ulazima.

Na kraju valja ista¢i da u metodoloSkom smislu postoje tri osnovna
nacina za ispitivanje dinamic¢kog ponaSanja i osobina singularnih sistema, a to su:

analiticki, numericki i kvalitativni.

3.2 ReSivost linearnih singularnih diferencnih jednacina sa

konstantnim koeficijentima

. . . P . . - . . . .
Sva osnovna pitanja 1 specifiCnosti osobina reSivosti' linearnih kontinualnih

singularnih diferencijalnih jednacina detaljno su razmotrena i izloZena u prethodnoj

" Na engleskom jeziku: solvability
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glavi. Ovo je vazno odmah naglasiti s obzirom na nespornu Cinjenicu da izmedu tih
rezultata postoji Cista analogija i da su oni za kontinualne sisteme bili i prvi u
hronoloskom redu nastajanja.

Osnovna pitanja resivosti singularnih sistema svakako su prvi dotakli Godbout,
Jordan (1975), a uspeSno matematicki resili Campbell et al. (1976).

Polaze¢i od diskretnog modela singularnog sistema, Luenberger (1977, 1978) je
pored dobro poznatog testa reSivosti, tzv. “shuffle” algoritma, dao i izvanredno tumacenje
ove osobine, povezuju¢i je sa ne manje vaznom osobinom uslovljivosti® sistema,
istovremeno ukazujuéi da je re¢ o dualnim konceptima.

Za ova razmatranja vratamo se na singularni sistem diskretnih jednacina,

vec ranije opisan na vise mesta, a ovde dat kao:
E. x(k+1)=Ax(k)+u(k), k=0,1,2,... N-1 (3.3)

ili u blokovskoj formi:

-4, E X(O
0 -4 x(1) “((1’)
: = u(: ) (3.4)
E,, 0 |[x(N-1) '
0 -Ay, E, L X(N) i U(N_l)

sa ve¢ ranije objaSnjenim oznacavanjem.

Jed. (3.4) sadrzi (N +1) nepoznatih vektora x(k), x(k)e R", mada postoji samo N
matri¢nih jednacina istih dimenzionalnosti 7.

Prema tome, postoji viSak nepoznatih u odnosu na postoje¢i broj jednacina,
pa se samim tim postavlja pitanje postojanja uslova koji obezbeduju moguce reSenje.

S druge strane, ti isti uslovi mogli bi da diktiraju dekompoziciju dinami¢kog modela

u dva dela: dinamicki i Cisto staticki deo, ¢ime bi se omogucilo rekurzivno izracunavanje
« v et . .
trazenog reSenja’ pri poznatoj sekvenci u (k).

Kako je to uobicajeno, blokovska matrica u jed. (3.4) se mozZe oznaciti sa F (0, N).

¥ Na engleskom jeziku: conditionability

T Sistemi koji zadovoljavaju ove uslove nazivaju se regularnim.
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Njene dimenzije su N X (N +1) ili, uvaZavaju¢i dimenzionalnost vektora stanja, nN X
n(N +1).
Blokovska matrica F (0, N) uobiCajeno se zove koeficijentnom matricom i tada se

moze dati sledeca definicija, Luenberger (1977):

Definicija 3.1 Linearni, diskretni, dinamicki singularni sistem jednacina,

jed. (3.3), je resiv ako je njegova koeficijentna matrica F (0, N) punog ranga.

Sistemu jednacina, datom sa jed. (3.4), moZe se pridruZiti i tzv. “uslovna” matrica

tipa:

G(0.N)= . (3.5)
EN—I

-A

N-1

koja, o€igledno, predstavlja submatricu matrice F (0, N), oformljenu eliminacijom prvih
n 1 poslednjih n kolona koeficijentne matrice.

Kao drugi test reSivosti moZe se sada dati sledeca Definicija.

Definicija 3.2 Linearni, diskretni, dinamicki singularni sistem jednacina,
jed. (3.4), je uslovljiv ako je njegova uslovna matrica G (0, N) nultog ranga.

Imajuéi u vidu kako je formirana uslovna matrica, jasno je da su prethodnim
definicijama iskazana dva dualna koncepta.

U tom smislu, ako je subdualni sistem:
EkTq(k—l):AkTq(k)+V(k), k=0,1,2,... N—1 3.6)

vaze sledeci rezultati, Luenberger (1977):

Teorema 3.1 Sistem dinamickih jednacina je uslovljiv ako i samo ako je njegov

subdualni sistem resiv.
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Teorema 3.2. Sistem dinamickih jednaCina je resiv ako i samo ako je njegov

subdualni sistem uslovijiv.

Ovde se ovaj koncept izlagao samo kao alternativni test reSivosti singularnog sistema
diferencnih jednacina. Kako jed. (3.4) odgovara nestacionarnom sistemu jednacina, u
citiranim radovima je pokazano da isti zakljucci vaze i da se bez ogranicenja proSiruju i
na stacionarne diskretne singularne sisteme, opisane svojom jedna¢inom stanja:

Ex(k+1)=Ax(k)+Bu(k), k=0,1,2,...N-1 3.7)

Kao najvaZniji rezultat prethodnih razmatranja, proistice slede¢a teorema,

Luenberger (1977):

Teorema 3.3 Sistem dat jed. (3.3) je resiv ako i samo ako det(A—zE)'

nije identicki jednaka nuli.

Jasno, ako je uslov Teoreme 3.3 zadovoljen, za matri¢ni par (E, A) je regularan.

I konacno, navodi se rezultat koji objedinjuje Teoreme 3.11 3.2.

Teorema 3.4 Sistem dat jed. (3.3) je resiv ako i samo ako je uslovljiv, Luenberger

(1977).

Da bi se ova razmatranja stavila u rigoroznu matematicku formu, navode se slede¢i
znacajni rezultati, Campbell (1980), koji jos viSe potvrduju i afirmiSu prethodna

izlaganja.

Definicija 3.3 Neka matrice E,Ae C™ ikye R.
Vektorx(k,)e R"naziva se konzistenmi pocetni vektor pridruZen trenutku ko, ako

jed. (11.5) ima najmanje jedno resenje.

¥ z— kompleksan broj Z transformacije, z € C.
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Definicija 3.4 Jedn. (3.3) je traktabilna ako ima jedinstveno reSenje za svaki

konzistentni pocetni vektor.

Ako je linearna homogena jed. (3.3) traktabilna bar u jednom trenutku

k,€ R, onda je ona traktabilna u svakom trenutku k€ R, pa se jednostavno kaze da je

traktabilna.

Teorema 3.5 Za E, A e€C"™, homogena algebro-diferencna jed. (3.5)

je traktabilna ako i samo ako postoji skalar z € C, takav da postoji (A—zE) .

Dokaz ove kao i svih drugih, ovde prezentovanih, Teorema moze se naci

u izvornom radu ili u Debeljkovic et al. (1996.a).

Naime, Campbell et al. (1976), su izveli sledeci rezultat:

Stav 3.1 Ako je matri¢ni par (zE+ A) regularan, onda je:

X(E)nX(A)={0} (3.8)

Medutim, ispunjenje uslova datog jed. (3.8) nije dovoljno da garantuje regularnost

matri¢nog para (zE+A) zanekoz, ze C.

Debeljkovi¢, Owens (1985) pokazali su slede¢i rezultat:

Stav 3.2 Ako je matri¢ni par (zE+ A) regularan, z € C, tada je:
W, AR(E)={0} (3.9)

gde je }V/, potprostor konzistentnih pocetnih uslova deskriptivnog sitema.

Kao i u prethodnom stavu, obrnuto ne mora da vazi.
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3.3 Konzistentni pocetni uslovi diskretnih deskriptivnih sistema

Dobro je poznato da se reSenje “normalnog” sistema jednacina moze odrediti, kako u
slobodnom, tako i u prinudnom radnom rezimu, za proizvoljne pocetne uslove. Medutim,
klasa sistema opisana implicitnim diferencnim jednac¢inama, koja se u posebnom slucaju
transformiSe u singularne sisteme, susrece se sa ovim problemom u znatnoj meri.

Ocigledno je da zbog implicitnog karaktera tih jednacina u odnosu na x(7) i ¢injenice
da su pored diferencijalnih, prisutne i algebarske jednacine, svi moguci pocetni uslovi
nisu prihvatljivi. Prema Baji¢-u (1992.a), oni pocetni uslovi koji su prihvatljivi, nazivaju
se konzistentnim.

Kada su u pitanju kontinualni singularni sistemi, konzistentni pocetni uslovi imaju
viSestruki znacaj. Naime, ako je takav sistem regularan, onda se njegovo reSenje moze
dobiti u zatvorenom obliku i ono je jedinstveno.

Stavise, ako je vektor podetnog stanja izabran iz skupa konzistentnih pocetnih
uslova, tada je reSenje “glatko” i ne sadrzi impulsne Clanove.

Potprostor konzistentnih pocetnih uslova, u oznaci M/, prvi je definisao

i pokazao kako se odreduje Campbell et al. (1976).

Koriste¢i geometrijski prilaz, Bernhard (1982), Ozcaldrian (1985), Owens,
Debeljkovi¢ (1985) izveli su niz slicnih rezultata koji, polaze¢i od bazi¢nih matrica, u
rekurzivnoj formi i bez potrebe koriS¢enja Drazinove inverzije, generiSu potprostor
konzistentnih pocetnih uslova.

Za singularni (deskriptivni) sistem dat u normalno-kanonickoj formi, algebarski deo
u potpunosti definiSe taj prostor.

O ostalim detaljima i moguénostima konkretnog odredivanja potprostora
konzistentnih pocetnih uslova za kontinualne sisteme, zainteresovani Citalac se upucuje
na lit. Debeljkovi¢ et al. (2005.b).

Kada su u pitanju diskretni deskriptivni sistemi, kao Sto je ve¢ ranije bilo receno,
postojanje ““glatkih” reSenja prakti¢no nema smisla, ali ideja o konzistentnim pocetnim
uslovima koji generiSu reSenje sistema jednacina u vidu sekvence (x(k): k = 0) ima svoj
potpuni fizicki smisao. Samim tim, ovaj problem postaje neSto sloZeniji nego kod
kontinualnih sistema, pa ga je potrebno detaljno razmotriti.

Neka je diskretni deskriptivni sistem, dat svojom jednacinom stanja:
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Ex(k+1)=Ax(k)+Bu(k), k=0,1,2,...N—-1 (3.10)
regularan, tj. det(zE—A)#0.
U tom slucaju, sekvenca reSenja x(k) postoji za sve date sekvence ulaznog signala

u(k). Prirodni broj N odreden je posmatranim vremenskim intervalom, Luenberger
1977).

Kada je matrica E nesingularna, sistem jednacina dat jed. (12.1) moZe se reSiti
iteracionom procedurom, kori§¢enjem wunaprednih konacnih razlika' pri poznatom
vektoru pocetnih uslova x(0).

S druge strane, ako je pri tome matrica A takode nesingularna, onda se isti sistem
jednacina mozZe takode u iterativnom postupku resiti, ali sada koriS¢enjem unazadnih
konacnih razlika® pri poznatom vektoru krajnjih uslova x(N) .

Situacija postaje znacajno sloZenija kada su matrice E i A singularne. Za taj slucaj,
koji je sustinski predmet ovih interesovanja, Luenberger (1977) je takode pokazao, pod
pretpostavkom da je matricni par (E, A) regularan, da je jedinstvena sekvenca reSenja
x(k) odredena sekvencom u(k) i dodatnim uslovima nametnutim sekvenci x(k) u
pocetnom trenutku k = 0 i krajnjem trenutku k = N.

U opstem slucaju, dodatni uslovi x(0) i x(N) ne mogu da budu specificirani
proizvoljno i oni su predmet rada mnogih autora, a sa razliitih tataka glediSta. Ovaj
problem poznat je u literaturi kao odredivanje “dozvoljenih dodatnih uslova”.

Nekim od ovih ozbiljnih pitanja ¢e biti posvecena paZnja u nastavku.

Kao §to je vec ranije napomenuto, diskretni singularni sistem jednacina ima uvek veci
broj nepoznatih nego jednacina i zbog toga reSenje, ako postoji, nece biti jedinstveno.

Da bi se dobilo jedinstveno reSenje, moraju se propisati dodatne relacije, odnosno

dodatni uslovi. Za tako nesto postoji sasvim dovoljno prostora.

" Na engleskom jeziku: forward differences.

¥ Na engleskom jeziku: backward differences.
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Ovi dodatni zahtevi, na primer, mogu precizirati tacno odredene fiksirane vrednosti
deskriptivnog vektora stanja u tacno naznacenim trenucima ili mogu da odrede neku
njihovu mogucu linearnu kombinaciju u istim tim trenucima, itd.

Kada su pod lupom istraZivanja singularni dinamicki sistemi, prirodno je da se
dodatni uslovi specificiraju preko deskriptivnog vektora stanja u pocetnom
i krajnjem trenutku razmatranog vremenskog intervala.

Medutim, za neke posebne sisteme jednacina ove klase sistema, jedinstveno resenje
moZe se specificirati samo podeSavanjem dodatnih uslova na deskriptivni vektor stanja,
ne u pocetnim ili krajnjim trenucima, ve¢ samo izmedu tih tac¢aka.

Takve jednaCine su u izvesnom smislu degenerativne, jer sadrze
promenljive stanja koje su van uticaja uslova definisanih na krajevima razmatranog
vremenskog intervala.

Kriterijum koji treba da obezbedi da se nesto tako ne dogada formulisan je kroz
koncept uslovljivosti, o kome je u prethodnoj glavi bilo dovoljno reci.

Imajuéi u vidu i sve ovo ovde receno, nedvosmisleno proistice zakljucak da je
uslovljivost ekvivalentna osobini da, ukoliko su dopunski uslovi specificirani kroz
pocetno i krajnje stanje deskriptivnog vektora, tada je reSenje sistema jedinstveno.

Valja jos ista¢i da skup dodatnih uslova, koji treba da kompletno odredi resenje
sistema, moZe uzeti najrazlicitije forme.

Te jednacine ¢e, u opStem slucaju, zahtevati poznavanje deskriptivnog vektora stanja
i vektora ulaza u nekoliko vremenskih trenutaka.

Medutim, kao Sto je ve¢ rec¢eno, od posebnog je znacaja ove uslove iskazati samo
preko poznavanja disto pocetnog ili Cisto krajnjeg stanja deskriptivnog vektora, tj.

poznavanja samo x(0) ili x(N), a bez bilo kakve informacije o vektoru ulaznih velicina.

Sada se sva prethodna razmatranja mogu saZeti i objediniti kroz znacajan rezultat,

koji se navodi bez dokaza, Luenberger (1977).

Teorema 3.6 Ako je dinamicki diskretni singularni sistem jednacina uslovljiv, tada

se skup dodatnih uslova moze iskazati uvek samo preko pocetnog i krajnjeg uslova.
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Prema tome, bilo koji resljiv i uslovljiv sistem jednacina sa pridruZenim skupom od n
pocetnih i krajnjih uslova, moZe se resiti primenom nekog od numerickih postupaka, kao
Sto je npr. “double sweep” metoda, Luenberger (1977).

Ideja ove metode pociva na unaprednoj propagaciji vektora pocetnog stanja

sve do krajnje tacke N. U toj taCki, moguce je uspostaviti n nezavisnih relacija,

na osnovu kojih se odreduje X(N ).

Poznavaju¢i sada taj vektor i sve prethodne uslovne vektore, moguce je unazadnim
operacijama sracunati sve neophodne vrednosti deskriptivnog vektora u prethodnim
trenucima.

Kao ilustracija prethodnih izlaganja mogu se razmatrati neki primeri diskretnih
deskriptivnih sistema.

Tako na primer, skalarni sistem dat sledeCom jedna¢inom:
xi(k):u(k+1) (3.11)

ogigledno je resljiv, det(zE—A)+#0, medutim proizvoljni uslovi ne mogu se specificirati
u poc¢etnom trenutku k = 0.

Da bi reSenje bilo jedinstveno, dva dopunska uslova moraju se specificirati
u krajnjem trenutku N.

Sli¢na situacija javlja se i kod prediktora viSeg reda, Luenberger (1977):

x, (k+1)=x, (k)+u, (k)

x3(k+1)fx2(k)+uz(k) (3.12)

0=x, (k)+u, (k)
Ni ovde se ne mogu propisati proizvoljni pocetni uslovi. n proizvoljnih konstanti u

reSenju sistema, odgovarace konacnim vrednostima deskriptivnog vektora stanja.

Medutim, lako se uvida da se za n =1 jednacine prediktora svode na skalarni slucaj,
tj. 0=x(k)+u(k), koji ne sadrzi predikciju, pa je u tom smislu skalarni sitem kauzalan,

aza n=2, sistem dat jed. (3.12) je nekauzalan, iako je resiv.”

" Kauzalnost se ovde tretira prema Luenbergeru (1977) i konceptualno odgovara fizickoj ostvarljivosti

sistema. Svi “normalni” sistemi su kauzalni, kada je n > m.
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Konacno, valja ista¢i da posle svega ovde izloZenog, stoji Cinjenica da analogija
konzistentnih pocetnih uslova, koji su neophodni u kontinualnom slucaju, i ovde
navedenih nije potpuna.

Medutim, bez obzira na te razlika, klasicno odredivanje konzistentnih pocetnih

uslova, za ovu klasu sistema, mozZe se takode dati, kako sledi u nastavku.

Lema 3.1 Ako se ¥/ (j20), generie sekvencom:

W, =R"
3 3 (3.13)
W, =(A-AE) EW, AeC
tada je:
W=, (j=0) (3.14)

gde je M, potprostor konzistentnih pocetnih uslova kontinualnog singularnog

sistema, Owens, Debeljkovic¢ (1985)".

Lema 3.1 omogucava jos jedan znacCajan rezultat, Owens, Debeljkovi¢ (1985).

Teorema 3.7 Pod uslovima Leme 3.1., X, je vektor konzistentnih pocetnih uslova za
autonomni sistem dat jed. (12.1) ako i samo ako x, € }/Vd* .
StaviSe, x, tada generiSe sekvencu reéenja(x(k): k 20) takvu da x(k)e W, za

Vk=0.

3.4 Matrica prenosnih funkcija diskretnog deskriptivnog sistema

Posmatra se linearni, diskretni singularni sistem opisan svojom vektorskom

diferencnom jednacinom stanja i jednac¢inom izlaza:

Ex(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) (3.15)

* Potprostor konzistentnih po&etnih uslova diskretnih sistema obelezava se sa W, .
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x, (k)= Cx(k) (3.16)
Primenjuju¢i Z transformaciju na prethodne jednacine, dobija se:

(zE—-A)X(z)=zEX(0)+BU(z) (3.17)
X, (z)=CX(z) (3.18)
gde X(z), U(z) i X,(z) predstavljaju odgovarajuce Z likove.

Pod pretpostavkom da je sistem, dat jed. (3.15 — 3.16) regularan, iz jed. (3.17)

dobija se:
X(z)=(zE-A) " (zEX(0)+BU(z)) (3.19)a
pri nultim pocetnim uslovima, dobija se:
- dj(zE-A
W(Z):C(ZE—A)IB:C.M (3.20)
det (zE—A)

matrica prenosnih funkcija diskretnog sistema, sa svojim karakteristi¢nim polinomom:
f.(z) =det(zE - A) (3.21)
Ukoliko je razmatrani diskretni singularni sistem iregularan, on tada ne poseduje
matricu prenosnih funkcija, jer je oCiglednodet(sE—A)=0 , $to ne zna¢i da nema
dinamicko ponasanje.
Ono je tada opisano tzv. ulazno-izlaznim relacijama tipa:
R(2)X.(z)=0(z)U(z) (3.22)
gde su R(z) i Q(z) odgovarajuéi polinomi.
O ovoj klasi singularnih, posebno kontinualnih sistema, moze se daleko vise naci u
radovima Dziurla, Newcomb (1987.b) i Dai (1989.a) i oni nisu predmet ovih razmatranja.
Dobro je poznato da matrica prenosnih funkcija, jed. (3.20), nije u opStem slucaju

striktno svojsz‘venaT 1 moZe se, po pravilu, predstaviti u vidu dva sabirka, od kojih prvi

ima tu osobinu, a drugi odgovara nekom polinomu po z.

" Matrica prenosnih funkcija je strikmo svojstvena ako imW (z) — 0.
z—0

49



Znacajnije osobine matrice prenosnih funkcija, doduse za kontinualne sisteme,
iscrpno su analizirane u radu Verghese et al.(1981) i bez ikakvih ograni¢enja mogu se
primeniti i na ovaj slucaj.

S druge strane, iz opSte teorije linearnih sistema poznato je da datoj matrici

prenosnih  funkcija odgovara ¢itav niz reprezentacija matematickih modela

u prostoru stanja, tako da svi kvarteti (E, A, l~3, C ) povezani sa polaznim sistemom

nesingularnom matricom transformacije 7, na slede¢i nacin:
E=TET™'
A=TAT™
(3.23)
c=cr
imaju istu matricu prenosnih funkcija.
Medutim, jasno je da jednom kvartetu (E, A, B, C) odgovara jedna i samo jedna
matrica prenosnih funkcija.
Razmotrimo neke osobine matrice prenosnih funkcija i jo§ neka druga pitanja,
neposredno vezana za dinamiku diskretnog singularnog sistema.
U teoriji regularnih matri¢nih parova, Rosenbrock (1974.b), poznato je da uvek
postoje dve nesingularne matrice U i V , takve da:
K=U(zE-A)V
o, —A 0 (3.24)
:( 0o I, - ZNJ
gde je N nilpotentna matrica indeksa v =Ind (N), a r =degree det(zE—A).
StaviSe, matrica N ima specijalnu Jordan-ovu formu sa svim nultim elementima na
prvoj dijagonali.
Matrica K poznata je u literaturi kao Kronecker-ova forma matricnog para
(zE-A).

S druge strane, jed. (13.5) mozZe se napisati i u ovakvom obliku:
E-A -B) X EX(0
¢ (2)] _| :EX(0) (3.25)
C 0 )| U(z) X, (z)
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pri ¢emu je koeficijentna matrica poznata i pod nazivom sistemska matrica,
Rosenbrock (1974.b).
Sistem dat jed. (3.25) je ograniceno sistemski ekvivalentan sistemu,

koji ima sledec¢u sistemsku matricu:
U 0\zE-A -B\V 0 U(zE-A)V -UB
: _[U(E=4) (3.26)
0 I C 0 )lo I Ccv 0

Zamenjujuci jed. (3.24) u jed. (3.25), koriste¢i pri tome transformaciju:

v |:X1(Z)

X(z)= XZ(ZJ:V—IX(Z) (3.27)

dolazi se do sistema, koji je takode ograniceno sistemski ekvivalentan sistemu,

datom jed. (3.25):

d,—A 0 -B | X,(2) zX, (0)
0 I_,-zN -B [[X,(z)|=|-2NX,(0) (3.28)
o G, 0 U(Z) Xi(z)
gde su:
_ _ B1
C=CV=(C, C,), B=UB= 5 (3.29)
2

Ako se sada primeni inverzna Z - transformacija na jed. (3.28), dobija se:

x, (k+1)=Ax, (k)+ Bu(k) (3.30)

Nx, (k+1)=1x,(k)+B,u(k) (3.31)
_ X, (k)

x,(k)=(C, cz){xz(k)} (3.32)

Sistem, dat jed. (3.30), odgovara striktno svojstvenom delu matrice

prenosnih funkcija i ima oblik, Christodolou, Mertzios (1985):
— —\-1
W(z)=C (I, -A) B, (3.33)
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a sistem, dat jed. (3.31), odgovara polinomu:
P(z)=C,(N-1,,) B, (3.34)
tako da konacno, matrica prenosnih funkcija moZe da se napise kao:
W(z)=W(z)+P(z2) (3.35)

Jasno je da W (z)odgovara sporom delu a P(z) brzom delu deskriptivnog sistema,
Debeljkovic et al. (1996.a).

Dobro je poznato da singularni (deskriptivni) sistemi sadrze tri vrste modova:
dinamicke konacne, dinamicke beskonacne 1 nedinamiCke beskonacne modove,
Verghese et al. (1981).

Dinamicki beskonacni modovi (modovi ‘“beskona¢ne ucestanosti”) mogu da
proizvedu nepoZeljno impulsno ponaSanje.

Karakter matrice prenosnih funkcija ima odlucuju¢i znaaj na te osobine

i o tome govori i slede¢a lema, Bender, Laub (1987.b).

Lema 3.1 Sledeéi uslovi su medusobno ekvivalentni:

e Autonomni sistem, dat jed. (3.15) nema beskona¢ne dinamicke modove.

* Rezolventna matrica (zE — A)_1 je svojstvena.

o degdet(zE—A) " =rangE.

Slede¢i rad Verghese et al. (1981) tamo naveden primer lepo ukazuje
1 na povezanost striktne svojstvenosti matrice i kauzalnosti odgovarajuceg deskriptivnog
sistema.

Prethodna razmatranja bazirala su se na radovima koji su uglavnom tretirali
problematiku kontinualnih singularnih sistema.

Fang et al. (1994) pokazali su da se ti rezultati mogu bez problema proSiriti
na diskretne deskriptivne sisteme.

Prakticno  sraCunavanje matrice  prenosnih  funkcija ne polazi jasno

od jed. (3.30), ve¢ su za to razvijene odgovarajue procedure, zasnovane na razvoju

rezolventne matrice (zE — A)_l u red.
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4. VREMENSKI KONTINUALNI SISTEMI SA  CISTIM
VREMENSKiM KASNJENJEM

4.1 Uvodna razmatranja

Analiza i projektovanje savremenih sistema automatskog upravljanja, na danasnjem
stepenu razvoja nauke i tehnike, kao i neophodnost ispunjavanja veoma strogih zahteva
koji se namecu kvalitetu dinami¢kog ponaSanja sistema u celini, traZe poznavanje
njihovih dovoljno ta¢nih, u inZenjersko-tehnickom smislu, matematickih modela.

Za njihovo formiranje od velikog znacaja je sustinsko poznavanje procesa ili objekta
koji se modelira, precizno definisanje “kontrolne granice”, potpuno razgranicavanje
pitanja primarnih i sekundarnih uticaja, kao i korektno ispisivanje odgovarajucih
bilansnih jednacina za neuravnoteZena stanja procesa.

Preostali deo posla oko svodenja matematickog modela na svoj konacni oblik, obi¢no
predstavlja rutinski zadatak.

Ako se pretpostavi da matemati¢ki modeli dovoljno tacno opisuju fizi¢ke sisteme i da
daju njihov verodostojan opis, onda oni sadrZe sve informacije o osobinama tih sistema i
u toj formi pruZaju moguénost da se primenom odgovaraju¢ih metoda i postupaka, kroz
analizu i sintezu, utvrde njihove objektivne osobine ili projektuju nove upravljacke celine
shodno postavljenim zahtevima ili usvojenim kriterijumima.

Prema tome, imajuci u vidu prethodno re€eno, naredna izlaganja ¢e biti posvecena
upoznavanju i proucavanju jedne specificne klase sistema i predstavljanju analitickih
postupaka koji treba da omoguce da se neke njihove specificne osobine razmotre, utvrde,

kvantifikuju i efikasno iskoriste u praksi.
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4.2 Priroda i osobenosti fenomena kasnjenja u prenosu signala u

fizickim procesima

U savremenim sistemima automatskog upravljanja, bilo u objektu, bilo u
upravljackom delu sistema, postoje obicno izvesni prostori neujednacenog gabarita kroz
koje se vrsi transport mase i/ili energije najrazli€itijih fluida.

Predaja energije i/ili impulsa, ili pomeranje radnog tela sa jednog mesta na drugo, se
ne odvija trenutno, ve¢ sa nekim kasnjenjem.

Pri tome treba imati posebno u vidu i konacnu brzinu prostiranja signala nastalih
poremecaja u datoj sredini. U vecini slucajeva to kasnjenje ima konstantnu vrednost i
jednako je vremenu potrebnom da radno telo savlada odredeno rastojanje pri konstantnoj
brzini kretanja.

Kako bi se iskljucila moguénost pojava razli€itih greSaka pri analizi i sintezi sistema
automatskog upravljanja, neophodno je uzimati u obzir pojavu ovog kasnjenja, na svim
mestima na kojima je ono prisutno, imajuc¢i posebno u vidu ¢injenicu da ono nekada
znatno prevazilazi vreme koje je potrebno da signal prode kroz neki drugi deo sistema.

Uticaj fenomena kasnjenja je veoma bitan za pravilno kvalitativno i kvantitativno
opisivanje razlic¢itih procesa. Tipicni vidovi kaSnjenja su: tramsportno, tehnolosko i
informaciono kasnjenje.

Transportno kasnjenje se obicno javlja u procesima prenosa materije, energije ili
signala sa jednog mesta na drugo. Tipi¢an predstavnik ove grupe objekata sa kasSnjenjem
je transporter za ugalj. Transportno kaSnjenje susre¢emo i u termoenergetici, gde ono
predstavlja vreme neophodno da mazut ili gas iz odgovaraju¢ih rezervoara stigne u
loZiste parnog kotla, itd.

TehnolosSko kasnjenje je prisutno u hemijsko-tehnoloskim procesima, kao npr. u
proizvodnji sumporne kiseline, proizvodnji stakla i u razli¢itim difuzionim procesima.
Konkretno, recimo kod meSanja dve tecnosti razli¢itih koncentracija, vreme potrebno da
se postigne izjednacena koncentracija meSavine, takode predstavlja tehnolosko kaSnjenje.
Vreme od paljenja nekog goriva do postizanja punog plamena spada takode

u ovu grupu kasnjenja.
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Informaciono kasnjenje se obicno javlja kada se merenje neke veliCine i njena dalja
obrada ne odvijaju na istom mestu, Sto je cesto uslovljeno tehnoloskim i/ili
eksploatacionim uslovima. Kao tipiCan primer navodi se merenje debljine trake u
valjaonicnom stanu, koja se ne obavlja neposredno jer se dava¢ debljine ne moZe, iz
konstruktivnih razloga, nalaziti u samom zevu izmedu valjaka, ve¢ na nekom kona¢nom
rastojanju iza njega.

Prema tome, postojanje sistema sa kasnjenjem je posledica ili inherentnog prisustva
kaSnjenja u objektu i/ili pojedinim komponentama upravljackog sistema, ili svesnog
uvodenja kasnjenja u sistem, objekat ili proces, na primer koriS¢enjem povratne sprege, a
sa ciljem da se stvari njegovo kvalitetno upravljanje ili neka druga poboljSanja.

Vremensko kasSnjenje prisutno je u mehanici, maSinstvu, elektrotehnici,
elektromagnetizmu, hemiji, metalurgiji, biologiji i ekonomiji, $to znaci prakti¢no svuda.
Da li ¢e se ono uzimati u obzir ili ne prilikom proucavanja sistema na osnovu njihovih
matematickih modela, zavisi prvenstveno od njegove razmere u odnosu na druge
vremenske konstante procesa.

Potenciranje prisustva kaSnjenja i na mestima gde ono nije opravdano moZze lako da
dovede do formiranja cisto akademskih matematickih modela, imaju¢i u vidu svu
sloZenost matematickog aparata neophodnog za tretman ove klase sistema.

Sistemi sa kasSnjenjem, u osnovi su opisani algebarskim ili obi¢nim diferencijalnim
jednacinama sa “pomerenim argumentom”.

Pri sastavljanju ovih jednaina, zavisnost izmedu pojedinih veli¢ina trebalo
bi posmatrati u jednom istom trenutku.

Medutim, kako je priroda procesa takva da se fizicke veli¢ine pojavljuju razdeljene u

vremenu, tada ih je neophodno svesti na jedan isti trenutak razmatranja. Matematicki
gledano to znaci da Ce se, pored razmatrane veliCine x(7), pojaviti i neka druga ili ista ta
veli¢ina uzeta u trenucima (7 —7) ili (1+7).

Kada se u diferencijalnoj jednadini ponaSanja pojave izrazi i za x(r) 1 za
x(t—7), i eventualno njihovi izvodi, onda je jasno da je re¢ o dvema promenljivama. Da
se u jednacini ne bi javljala neodredenost, neophodno je utvrditi dopunsku vezu izmedu
vrednosti x(¢) i x(r—7).

Sa 7 je oznaceno cisto vremensko kasnjenje.
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Pri reSavanju obi¢nih diferencijalnih jednacina zadaju se odgovarajuéi pocetni uslovi,
koji bliZe odreduju vrednost promenljive i njenih izvoda u nekom odredenom trenutku.

Kod diferencijalnih jednacina sa pomerenim argumentom neophodno je poznavati
zakon promene promenljive ne u jednom fiksiranom trenutku, ve¢ na nekom odredenom
pocetnom vremenskom intervalu. U tome i jeste sustinska razlika izmedu ove dve klase

sistema.

4.3 Moguénosti resavanja diferencijalnih jedna¢ina sa pomerenim

argumentom

Dinamika jednostavnijih sistema automatskog upravljanja sa kaSnjenjem moZe se

opisati slede¢im sistemom diferencijalnih jednacina:
x(t)=f(t, x(t), x(t-7)) 4.1
gde je f(,,,) u opStem slutaju nelinearna vektorska funkcija, a ¢ konstantno
vremensko kasSnjenje.
Kosijev zadatak sastoji se u odredivanju neprekidnog reSenja x(7) koje pri
t >ty zadovoljava jed. (4.1), apri 1<ty1 jednacinu:
X(t,+89)=0(8), —o<8¥<0 4.2)
gde je sa @ (¢¥) oznacena unapred poznata neprekidna pocetna funkcija, sl. 4.1.

Vremenski interval tp — 7 < ¢ < 1), na kome je zadata pocetna funkcija naziva se
pocetnim skupom, a ty pocetnom tackom.

Obicno se usvaja da je:

x(2,+0)=o(z,) (4.3)
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x=gl{)

0 f-T in £ F

Slika 4.1

Ako se argument ¢ u jed. (4.2) menja u intervalu e ]—oo, 0[, tada se jed. (4.1)
naziva jednacinom sa neogranicenim kasnjenjem, a ako je njegova promena odredena
zavisno$éu e ]—T, 0 [ , tada je jed. (4.1) sa ogranicenim kasSnjenjem.

U odredenom broju zadataka, pocetna funkcija ¢ (?%) odreduje se eksperimentalnim

putem.

Za razliku od obicnih diferencijalnih jednacina, resenje KoSijevog zadatka, za
sisteme sa kaSnjenjem &ak i za beskonacno puta diferencijabilne funkcije ¢ () i f(, , ,)

ima, u opStem slucaju, prekid prvog izvoda u tacki t = 1.

U stvari:
x(t,+0)=£(0, () (4.4)
i nije jednako, u opStem slucaju, sa:
x(z,—0)=¢(0) 4.5)
U taCki tr=t,+7 reSenje ima, u opStem sluCaju, prekid drugog izvoda,

ali je prvi izvod u toj tacki obavezno neprekidan.
Koriste¢i ovu osobinu, reSenje sistema diferencijalnih jednacina sa kaSnjenjem

najcesce se nalazi metodom koraka, Debeljkovic, Milinkovic, Stojanovic (1995).
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5. VREMENSKI DISKRETNI SISTEMI SA CISTIM VREMENSKOM
KASNJENJEM

5.1 Uvodna razmatranja

Iako vremenska kaSnjenja u diskretnim sistemima ne stvaraju kvalitativno nov
problem, ona su, iz nekoliko razloga zanimljiva.

Kada se traZi numericko reSenje za bilo koji problem u upravljanju koji ukljucuje
razlomljene diferencijalne jednacine (FDE)", pre ili kasnije ¢e se nai¢i na model konacnih
dimenzija koji je najcesce predstavljen u vidu diferencne jednacine.

U primeni, izraZena je tendencija da se problemi upravljanja postavljaju pomocu
diskretnih jednacina od samog pocetka $to se javlja iz dva razloga.

Prvo, u mnogim procesima, vrednosti promenljivih procesa su bitne samo u
odredenim, diskretnim trenucima (racunari, relejni i digitalni uredaji, kona¢ni automati).

Drugo, diskretni vremenski modeli se namec¢u inZenjeru svojom jednostavno$cu,
polazec¢i od tendencije da se izbegne sloZena matematika. Ovo je uglavnom pogresno jer
se uvode nove i komplikovane aproksimacije.

Ipak, ne moZe se pore¢i da diferencne Seme koriS¢ene u teoriji upravljanja imaju
opStiji pristup, tj. one se ne odnose na posebne tipove sistema opisanih obicnim,
parcijalnim ili funkcionalnim diferencijalnim jedna¢inama.

Zato diskretne jednacine nude jedinstveni pristup vecini problema upravljanja.

¥ Videti Lazarevid, Debeljkovié (2003).
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5.2 Priroda i osobenosti fenomena kasnjenja u prenosu signala u

fizickim procesima

Sistemi sa kasnjenjem su sistemi u kojima postoji vremensko kaSnjenje izmedu ulaza
ili upravljanja i ispoljavanja efekata tih dejstava na sistem. Ona su ili posledica kaSnjenja
svojstvenih komponentama sistema ili namernog uvodenja kasnjenja radi lakSeg
upravljanja sistemom. KaSnjenja su Cesta u elektronskim, mehanickim, bioloSkim i
hemijskim sistemima. Odgovaraju vremenu potrebnom za prenos signala (seizmicki
talasi, hormoni u krvotoku, fluidi u hemijskom procesu) ili vremenu potrebnom za obradu
signala (analiza slike pomocu robota/softvera, izraCunavanje izlaza digitalnim
upravljackim algoritmom ili izvodenje analize hemijskog sastava nekog jedinjenja).

Uticaj fenomena kasnjenja je veoma bitan za pravilno kvalitativho
i kvantitativno opisivanje razli¢itih procesa.

Osim fenomena kasnjenja, sistemi koji su predmet ovog rada imaju jos jednu vaznu
osobinu — diskretan prenos signala. Ako se vremenski diskretan prenos signala javlja bar
u jednoj prenosnoj liniji sistema, to znaci da je sistem definisan samo u odredenim,
diskretnim trenucima vremena.

Izucavanje diskretnih sistema ima opravdanje u njihovoj velikoj prakti¢noj
primeni.Vremenska diskretizacija signala omogucava postizanje vece tacnosti
u prenosu signala nego u slucaju kontinualnog prenosa.

Digitalni racunari imaju niz prednosti nad analognim raCunarima i prenosnim
organima, pre svega zbog Cinjenice da mogu da obrade veliki broj podataka za kratko
vreme.

Na osnovu dobijenih podataka, a u skladu sa odgovaraju¢im algoritmom, oni mogu
da donose brze i pravilne odluke, da ostvaruju pravilna upravljacka dejstva, kroz
kompleksne algoritme..

Vrlo znacajna prednost vremenske diskretizacije signala sa stanoviSta tehnicke
realizacije i ekonomskog efekta je moguc¢nost koriS¢enja jednog kanala veze za prenos
veceg broja razlicitih signala, §to je vaZno naroc€ito pri transportu signala na vece daljine.

Vremenski diskretni sistemi su pouzdaniji u radu nego analogni sistemi. Kompaktniji

su i manjih su gabarita.
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Proucavanje diskretnih sistema je dovelo do posebnog, novog i originalnog prilaza
proucavanju sistema uopste, a posebno sistema automatskog upravljanja.

Na primer, veliki broj sistema automatskog upravljanja, u kojima postoji vremenska
diskretizacija signala, su hibridni jer je upravljani proces vremenski neprekidan. Pogodno
je proucavati dinamicka ponaSanja ovih sistema samo u trenucima odabiranja. Tada se
oni posmatraju kao diskretni sistemi.

U slucaju pojave kaSnjenja prilikom prenosa signala, ovi sistemi postaju vremenski

diskretni sistemi sa ka$njenjem i osnovna su tema ovih razmatranja.

5.3 Kretanje diskretnih sistema sa kasSnjenjem u prostoru stanja

Vremenski prekidni sistemi sa kaSnjenjem se mogu, analogno kontinualnim
sistemima, predstaviti u prostoru stanja, vektorskom diferencnom jednacinom stanja,

kako je ve¢ pokazano:
x(k+1)=Ax(k)+A,x(k—=N) (5.1)
i po€etnom funkcijom, u obliku:
x(k)=w (k), Vk=(k,—N) (ky—=N+1),....k, 5.2)

pri ¢emu je oc¢igledno dopusteno jedno proizvoljno veliko diskretno kasnjenje.

Teorema 5.1 Resenje jed. (5.1) moZe se predstaviti sumom:

x(k)= 3 @(k.j)0,(). Ve 2k, 53)

pri ¢emu diskretna fundamentalna matrica ®(k, j) zadovoljava:

O (k+1,j)=AD(k,j)+A,P(k—N,j), Vk=k,
®(k.j)=1-8(k-j), Vk.je[k—N. k] e
Malek-Zavarei, Jamshidi (1987), Janusevski (1978)9.
Najpogodniji oblik kretanja, koji ¢e se nadalje stalno koristiti pokazace se

na jednacini stanja diskretnog sistema sa kasnjenjem, za proizvoljan broj kasnjenja.

® Dokazi svih Stavova i Teorema mogu se naci u lit. Debeljkovic et al. (2004).
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Polazeci od jednacine stanja i poCetnih uslova sledeceg oblika:

x(k+1):A0x(k)+iAix(k—i) (5.5)

i=1
x(k)=w, (k), Vk=0,~1,..,—N (5.6)

Janusevski (1978) je prikazao reSenje jed. (5.5) u obliku sume:

x(k) :¢(k)x(0)+id>(k—i)Aix(—i) 5.7)

Osobine matrice ®(k), su sledeée:
CID(k+1):ZN0:AiCI>(k—i) (5.8)
®(0)=1 (5.9)

Interesantno je sada uporediti reSenja vremenski kontinualnog i vremenski
diskretnog sistema. Poznato je da je fundamentalna matrica vremenski neprekidnih

sistema sa kasnjenjem oblika:

O(1)=2L *{(g —Zk:Aie‘”f jl} (5.10)

Ovakayv izraz oc¢igledno se ne moZe direktno resiti zbog prisustva beskonanog broja

5T;

korenova, koji poti¢u od transcedentnog ¢lana e
Kod diskretnog sistema sa kasnjenjem situacija je potpuno drugacija.

Primenom Z - transformacije na jed. (5.5), dobija se:

o(k)=2" {(zl—gz"’AiJ_l} (5.11)

Ova relacija se ocigledno moZe relativno lako resiti, imaju¢i u vidu konacan broj
korenova. Dobija se karakteristiéni polinom po z stepena nx(N +1), kome odgovara

isto toliko korenova.

U Gorecki, Fuksa, Grabowsky, Korytowsky (1989), ovaj polinom je dat sa:

N
A(A)=1A"" 4+ AMA, (5.12)
i=0
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Sto dovodi do istog zakljucka kada se ima na umu da je polazna reprezentacija sistema sa
kaSnjenjem bila data u matricnom zapisu jed. (15.75) reda n. Sada se moZe uvesti jedna

nova matrica A, .
Nazovimo je ekvivalentnom matricom u oznaci A, koja zadovoljava jedinu relaciju

koja je bitna za povezivanje diskretnog sistema sa kasSnjenjem sa njemu ekvivalentnom
sistemu bez kasnjenja, ali povecane dimenzije.

Ovo se moZe zapisati na slede¢i nacin:

-1
(ZInX(NH) _Aeq )_1 :(ZI” _iz_iA,} (5.13)
i=0

Ocigledno je da je ova matrica upravo ona matrica A, proSirenog sistema

bez kasnjenja iz jed. (5.13) i da ona u sebi objedinjuje sve informacije potrebne

i dovoljne da se, uz poznavanje pocetne funkcije (uslova) odredi kretanje sistema.
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6. DINAMIKA KONTINUALNIH SINGULARNIH SISTEMA SA
CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

6.1 Uvodna razmatranja

U prethodnim glavama su ukratko izloZene osnovne osobine dve veoma specificne
klase sistema automatskog upravljanja.

Dosta prostora je bilo posve¢eno problematici tzv. singularnih sistema i sistema sa
cistim vremenskim kaSnjenjem kao i njihovim diskretnim analoganima.

Ipak, vazno je istac¢i da postoji veliki broj sistema automatskog upravljanja u kojima
je izrazen istovremeni fenomen Cistog vremenskog kasnjenja i evidentna singularnost.
Ova klasa sistema, poznata pod imenom singularni sistemi sa kasSnjenjem, zasluZzuje
posebnu paznju, imaju¢i u vidu da nedvosmisleno objedinjuje ranije ukazane
specificnosti pojedinacnih klasa ovde opisanih sistema. Ovi sistemi imaju mnogo
specifi¢nih karakteristika.

Ukoliko je cilj rigorozan tretman sistema, projektovanje sa zavidnim stepenom
taCnosti  ili ostvarivanje kvalitetnog upravljanja, neophodna je spoznaja suStinskih
osobina i posebnosti sistema koje ih u, velikoj meri, razlikuju od drugih klasa.

U matematickom smislu ova klasa sistema automatskog upravljanja predstavljena je
sistemom uparenih diferencijalnih jednacina sa pomerenim argumentom, kojima je
pridruZen sistem odgovarajucih algebarskih jednacina koje u opStem slu¢aju mogu biti,
takode, sa pomerenim argumentom ili bez njega.

Prvo pomenuti slucaj daleko je sloZeniji i u takvim prilikama njihov matematicki
zapis u prostoru stanja, u vidu vektorske diferencijalne jednacine stanja, moZe biti dat u

slede¢em obliku:
Ex(t)=Ax(t)+Ax(t—7) (6.1)
sa obavezno singularnom matricom E i ostalim konstantnim sistemskim matricama i

odgovaraju¢im pocetnim uslovima, o kojima ¢e kasnije biti vise reci .
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Kao i kod obicnih sistema sa kaSnjenjem prvobitno stanje sistema, ovde,
se iskazuje kroz funkciju konzistentnih pocCetnih uslova.

Pored uvek interesantnog istrazivanja osobina stabilnosti ove klase sistema, koje se
javlja u relevantnoj literaturi, pocev tek od 2000. godine, ne manji znacaj se poklanja
ispitivanjima kojima se mozZe proceniti njihova robusnost u uslovima njihovog normalnog
funkcionisanja a u prisustvu strukturnih ili nestrukturnih neizvesnosti prouzrokovanih
nedovoljnom precizno$¢u matematickog modeliranja, otkazu pojedinih komponenti ili
neprestanim delovanjem unutrasnjih i/ ili spoljasnjih perturbacija.

U sferi ispitivanja stabilnosti, akcenat je je jo§ uvek na istraZivanjima vezanim za
ljapunovsku stabilnost, dok se neSto manji broj radova bavi tzv. neljapunovskom
(tehnickom) stabilnos¢u Sto najCeS¢e podrazumeva koncepte stabilnosti na konacnom
vremenskom intervalu ili prakti¢nu stabilnost.

S druge strane, imaju¢i u vidu da ova klasa sistema sadrZi i Cisto vremensko
kaSnjenje, u literaturi se izdvajaju dva osnovna pristupa ovoj problematici kada su u
pitanju odgovarajuci kriterijumi koji iskazuju osobinu stabilnosti u formi ili potrebnih i
dovoljnih ili samo dovoljnih uslova.

Naime, prva grupa kriterijuma u svoje konacne uslove ukljuCuje iznos Cistog
vremenskog kaSnjenja, tako da osobina stabilnosti razmatranog sistema zavisi kako od
sistemskih matrica tako i od cisto vremenskog kaSnjenja.

Druga grupa kriterijuma ne uzima u obzir iznos vremenskog kasSnjenja i sa tog
stanoviSta bliZa je inZenjerskoj praksi, imaju¢i u vidu da su ti kriterijumi obi¢no dati u
vidu samo dovoljnih uslova.

Kao neposredni rezultat ovih razmatranja, oliCenih prakticno u njihovoj analizi,
slededi interes se pokazuje u pravcu sinteze sistema, koja se u ovoj klasi problema,
manifestuje kroz tzv. stabilizaciju, ¢ime se prakticno odreduju uslovi pod kojima je
moguce u prisustvu povratne sprege po veli¢inama stanja ili izlaznim veli¢inama posti¢i
zadovoljavaju¢e ponasanje sistema u zatvorenom kolu dejstva ostvareno zatvaranjem

globalne povratne sprege.
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6.2 Neka opsta pitanja dinamike sigularnih sistema sa cistim

vremenskim kasnjenjem

Opsta  klasa  singularnih  sistema sa  Cistim  vremenskim  kaSnjenjem,

moZe se predstaviti svojim modelom u prostoru stanja, u vidu:
E(t)x(t)=f(t.x(t),x(t=7),u(r)), 120, (6.2)
x(t)=¢(r), -7<1<0, (6.3)
u kojem su: x(7)e R" vektor stanja sistema, u(z)e R" vektor upravljanja, E(r)e R™
kvadratna singularna vremenski promenljiva matrica.
ocl, C ([—T, 0], ]R”) Jje dozvoljena (prihvatljiva) funkcija pocetnih stanja.
c ([—T, 0], ]R”) je Banach-ov prostor vremenskih neprekidnih funkcija,
koje preslikavaju vremenski interval [—T, O] u n—dimenzioni realni prostor,

u oznaci R", sa topologijom uniformne konvergencije.

Norma elementa @ u Banach-ovom prostoru £, uvodi se na slede¢i nacin:

lof= sup [o()], (6.4)
ﬂe[-r, ()]

sa osobinom: f e C' (]R” xR"xR" xR, R”).
Linearna, neautonomna podklasa sistema, datog jed. (6.1), moZe se dati kao:
Ex(t)=Ax(t)+Ax(t—7)+Bu(r)+f(z), 120, (6.5)
x(t)=¢(r), -7<1<0, (6.6)
pri éemu su: A, A, € R™, Be R™ konstantne matrice, a f (t)e R" dovoljno glatka

funkcija koja predstavlja spoljaSnje uticaje na sistem.

6.2.1 Kanonicke forme

U analizi dinamickih svojstava sistema znacajnu ulogu igraju odgovarajuce
kanonicke forme. Njihovim koris¢enjem moguce je neposredno utvrditi odredene osobine

sistema, ne podvrgavajuci ih propisanim metodoloSkim postupcima ili kriterijumima.
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Kada su u pitanju odgovarajuci postupci sinteze, kanonske forme omogucavaju i
znatno olakS8avaju znacajan niz postupaka, koji se sprovode u savremenoj teoriji
upravljanja, koja se u potpunosti oslanja na prostor stanja razmatranih sistema.

Iscrpan pregled kanonickih formi, vremenski kontinualnih i vremenski diskretnih
singularnih ~ sistema, moZze se na¢i u lit.  Debeljkovic et al
(1996.a, 1996.b, 2005.b) i Debeljkovic et al. (1998, 2005.c), sledsveno.

Kada su u pitanju singularni sistemi sa Ccistim vremenskim kasnjenjem,
jedna od najces¢e susretanih kanonickih formi, za sistem dat jed. (6.2),

data je u sledecem vidu, Wei (2004):

x, (1) =A%, (1)+A'x, (1—7)+ A’x, (t—7)+ B'u(t) +£,(¢) ;
(6.7)
Nx, (t)=x,(t)+ A%, (t-7)+ APx, (t—7)+ Bu(t)+1£,(¢), 120

x ()=9,(7), x,(t)=9¢,(1), —-7<r<0 (6.8)
gde je N nilpotentna matrica odgovaraju¢e dimenzije.

Pod pretpostavkom da je matri¢ni par (E, A) regularan i neimpulsan, Debeljkovié et

al. (1996.a, 1996.b), uvek postoje dve regularne matrice: U, V e R™", takve da vaZi:

I O 11 0 All A12
UEV:(O’ OJ, UAOV=(A(‘)) ; J UAIV:[A‘21 AI”’ (6.9)

1 1

n—

gde su: I e R™, 1, | € R ") jedini¢ne matrice, koje sistem dat jed. (6.2) —

—r)x(n—r
(6.3) u slobodnom radnom reZimu mogu da prevedu u sledeéu kanonicku formu,

Xu et al., (2002):
X, (t) = llx1 (t)"' AIHXI (I_T)"' A112X2 (t_T)

(6.10)
0=x,(1)+AYx, (1-7)+A”x, (1-7)

6.2.2 Opsta resenja sistema singularnih diferencijalnih jednac¢ina sa cistim
vremenskim kasnjenjem

U narednim izlaganjima polazi se od opsSteg matematickog modela singularnog

sistema sa cistim vremenskim kasnjenjem, u slede¢em vidu:

E(0)x(1)+ A, (t)x(t)=) A, (1)x(r—7,)+£ (1) (6.11)

M

Il
(=1

1
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koji se, u osnovi, strukturalno ne razlikuje od prethodno iznetih.

Za detaljnija razmatranja posmatrace se posebna klasa ovih sistema, samo sa jednim
kaSnjenjem i vremenski konstantnim matricama. Bez gubitka opStosti, moZe se
pretpostavitidaje 720 a 7,=1.

Tada se jed. (6.11), svodi na:

E(t)x(t)+Ax(t)=Ax(r-1)+£(z);:20 (6.12)

Razmatra se prvo slucaj kada je matrica E regularna. Tada jed. (6.4) poprima sledeci

oblik:
X(1)+Ax(t)=Ax(r=1)+f(r);r>0 (6.13)
Da bi se odredilo jedinstveno reSenje jed. (6.13), mora se prethodno specificirati

proizvoljna neprekidna pocetna funkcija @(z)=x(7)=x, definisana na vremenskom
intervalu [—1, O].

Tada postoji jedinstveno reSenje jed. (6.13) na intervalu [—1, O] tako da je
x(0)=x,(07).

Nastavljaju¢i u tom maniru, za dato reSenje na intervalu [0, n], jed. (6.13) ima
jedinstveno reSenje na intervalu [n, n+1], tako da je: x(n+):x(n'),
a reSenje postoji na intervalu [0, n +l] . Prema tome, jedinstveno, neprekidno reSenje jed.
(6.13), postoji na intervalu [—1, <><>[ za bilo koju neprekidnu funkciju definisanu na
intervalu [—1, O].

Jed. (6.12) ¢e se razmatrati pod pretpostavkom da je matrica (/1E +A0) invertibilna

zaneko A. PonaSanje sistema,opisanog sa jed. (6.12) znacajno se razlikuje od dinamike

sistema da tog jed. (6.13).

Kao $to se i odekivalo funkcija x(7), za sistem dat jed. (6.12), ne moZe se proizvoljno

usvajati na intervalu [-1,0] ",

' Dva eklatantna primera, u vezi ovih razmatranja, mogu se naci u Debeljkovié et al. (2004).
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Ako se u jed. (6.12), stavi f =0, dobija se odgovarajuca homogena jednacina:
Ex(1)+Ax(1)=Ax(t-1) (6.14)

Sasvim je jasno da sva reSenja jed. (6.12) imaju oblik x, (7)+x,(1),
gde je x, () reSenje jed. (6.12) i x, () je bilo koje reSenje jed. (6.8).

Pokazace se da jed. (6.12) ima uvek, bar jednu funkciju pocetnih uslova
za koju jed. (6.12) ima reSenje na intervalu [—1, ) [ , Campbell, (1980).

Zatim ¢e se odrediti svi konzistenetni pocetni uslovi za jed. (6.14)
1 za interval [—1, 00[ 1 za interval [—1, n[

Neka su {x, (¢)}, n211 {f,(¢)}, n=1 dve sekvence beskona&no diferencijabilnih

funkcija definisane na intervalu [O, 1] .

X, (7) (odnosno £, (¢)) tretiraée se kao x (odnosno f ) na intervalu [n—1, n].
Sistem, dat jed. (6.14), sada se transformiSe u:
EX, (1)+Ax,(1)=Ax,  (t)+f, (1);n>1 (6.15)
za dato X, .
Potrebno je na¢i sve one poCetne funkcije x,(#) za koje jed. (6.15) ima reSenje
{x,}_, takvo daje x,(1)=x,,(0).
Na osnovu rezultata datih u Campbell (1980), za n =1, moze da se napise:

x, (t)=e PV EP Ex (0)+ EPe E j(j e Hhor (Ax, (x)+E, (k) di
k-1 (6.16)

#(1-E°E) 3 (-EAS ) A7 (41 (1) +1,7 (1))

gde su:

(AE+A)'E, A,

A

(AE+4,)" A,
(1) =(AE+A)"'t, (1)

E
A 6.17)
A

1=(}“E+Ao)_1 A,

a k je indeks matrice E.
S obzirom da ¢e se ovim izrazom cCesto manipulisati, neka je: P=FEP E,

Q=FEPA, i H=-FEA".
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Primetimo da je P projekcija,a P, Q, H su sve komutativne matrice.

Tako se dobija:

x, ()= 9Px, (0)+ £’ % [ e (Ax, (k) +£, (k))dx

n 0

ey m (6.18)
+(I-P)Y. H AOD(Alx("’)(t)+fn("’)(t))

n—1
m=0

Bez obzira kakvo je x,,(f), stavljajuéi  Px,(0)=Px,, (1) <&ini Px(t)
neprekidno u tacki n.

Poteskoce se javljaju sa izrazom (I —P)x(¢) un.

Ima se:
(1-P)x,(0)=(I-P)x,(1) (6.19)

Sto daje:
(1-P)x, (1) =(1-P) S H" 4" (A% (0) +£. (0)) (620

Pokazace se da za dato f i bilo koje {XO("’) (0)},m >0 moZe se dobiti traZzeno reSenje,
specificiraju¢i samo x," (1).
Uzmimo jed. (6.20) za definisanje izraza (1 —P)x,(1).

Za n>1, dobija se:

(1-P)x, (1) =(1-P) S H"4" (A (0) +£ (0)) 6.21)

m=0

Znaci zahtev da:

(1-P)x,(0)=(1-P)x, (1) (6.22)

da bude zadovoljeno za n =2, je:
k-1 A
(1=P) 2 H"ASA (x71(0)-x,," (1)) =0 (6.23)
m=0

s obzirom da je: fn(’") (0) = fn_l('") (1) ,m20,n=>2.

Iz jed. (6.18),za n>11 r =1, dobija se:
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x, (1)=(-0) e Px,(0)+
EP(-Q) ¢ % (Ax, , (x)+1, (x))dx+

E 3 Qr_[_l (Alxn—l(l) (t) +fn([) (t)) + (624)

T
_o_

(1-P) Y H"AP (Ax (1)+£,7 (1))
U posebnom slucaju:

r—1 R
%(0)=(-0) P (0)+£” 5,07 (Ax," (0) £ (0)
0 (6.25)
HmAOD (Alx(err) (0) +f-0(m+r) (0))

m:O

k 1

Definigimo x” (1)=x!"(0), gde je x\"(0) dato jed. (6.25).
Da beskonacno diferencijabilna funkcija na intervalu [O, 1] postoji za proizvojno
izabrane {X « (O)} , {X o (1)} pokazano je u lit. Campbell (1980).

Neka je x, () bas takva jedna funkcija.

Pokazace se u nastavku da je to konzistentni pocetni uslov.

Za dato to X,, moZze se sraCunati X,, a na osnovu uspostavljenih veza odrediti
x,(1)=x,(0), m>1.
Pretpostavimo dalje da raspolazemo sa x,,...,X, 1da je:

x"™ (1) =x"(0),m>0, r<n-1 (6.26)

r+l

Pokazace se da dobijamo sli¢an izraz i za x

n+l *

Koristec¢i jed. (6.26),vidi se da je jed. (6.23) zadovoljena.

Definicija izraza Px,_,, u smislu jed. (6.16), beskonaCna diferencijabilnost
funkcije f i indukciona hipoteza definisana jed. (6.26) primenjena na jed. (6.27) znaci da
je:

x," (1) =x,," (0) (6.27)

n+l

¢ime je potvrden indukcioni princip.
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Teorema 6.1 Ako je funkcija f(7) beskonacno diferencijabilna na intervalu
[O, +oo[, a {XO('”)(O)} predstavlja proizvoljnu sekvecu brojeva, X, (t) je bilo koja
beskonacno diferencijabilna funkcija na intervalu [O, 1] , sa takvim izvodima u nuli da je

x,” (1) dato jed. (6.25), tada je jed. (6.12) konzistentna i ima beskonacno

diferencijabilno resenje.

Neka je & potprostor prostora C", koji sadrzi beskonacno diferencijabilne funkcije

na intervalu [0, 1] sa familijom polunormi:

P, (£)= sup [£™(1)| (6.28)

0<tr<1

Za bilo koji celi broj n, neka & bude skup onih pocetnih uslova x, () koje

pripadaju & za koje neprekidno reSenje jed. (6.15) postoji na intervalu [0, n]

Teorema 6.2 Svaki skup £

n

je zatvoreni potprostor prostora &,

tJ Cf;l - Cgl’Hl *

Skup konzistentnih pocetnih uslova:
Q:aé (6.29)

je beskona¢no dimenzioni zatvoreni potprostor, prostora £ .
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7. DINAMIKA DISKRETNIH DESKRIPTIVNIH SISTEMA SA
CISTIM VREMENSKIM KASNJENJEM

Prema dostupnim saznanjima autora, do sada se pojavio samo mali broj radova
posvecenih problematici i izucCavanju dinamike ove klase sistema automatskog
upravljanja.

Veéina tih radova, od kojih treba pomenuti Xu er al. (2001, 2002)
i Xu, Yang (2000.a, 2000.b) se prevashodno bave ljapunovskom stabilnos¢u sistema, ne

ulaze¢i u druge dinamicke osobine ove klase sistema.

7.1 Uvodna razmatranja

Ovde ¢e se posmatrati klasa linearnih vremenski diskretnih autonomnih, visestruko
prenosnih sistema sa Cistim vremenskim kasnjenjem, predstavljenih svojom vektorskom

diferencijalnom jednacinom stanja i jednacinom izlaza:

Ex(k+1)=on(k)+ﬁij(k—hj), (7.1)

j=1

x(8)=y(d), de{-h, —h+l, .., 0] (7.2)

pri ¢emu su: x(k)eR" vektor stanja sistema, E, A, e R™ sistemske matrice,
j=1,2,, h je pozitivan ceo broj koji predstavlja cisto vremensko kaSnjenje
u stanju sistema, tako da vazi: O=h,<h <h,<, ..h,, sa matricom E obavezno
singularnom, a y(#%) je unapred poznata diskretna vektorska pocetna funkcija.
U posebnom slucaju jed. (7.1), svodi se na:
Ex(k+1)=Ax(k)+Ax(k—h), (7.3)

x(8)=y(8), de{-h —h+l, ... O} (7.4)

78



Za izlaganja koja slede potrebno je bliZze odrediti neke bitne osobine ove posebne
klase linearnih vremenski diskretnih deskriptivnih sistema sa cistim vremenskim

kaSnjenjem.

Definicija 7.1 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa cCistim

vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (7.2), je regularan ako vazi:

det(’E—zA,—A,) %0 (7.5)

Definicija 7.2 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa Cistim
vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (7.2), je kauzalan (uzro¢an) ako je regularan
i ako vazi:

deg ree (Z" det(zE—AO—ZilAl))=n+rangE (7.6)

Definicija 7.3 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa Cistim

vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (18.2) je stabilan ako je regularan i ako

V4 (E,AO,AI) cD(0,1), gde je:
Z(E.A,.A,)={zl det(z’E-z4,-A,) =0} (7.7)

a D(0,1) skup (otvoreni) tacaka unutar jedini¢nog kruga u z ravni sa centrom

u njenom ishodistu..

Definicija 7.4 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem sa Cistim

vremenskim kas$njenjem je dopustiv ako je regularan, uzrocan i stabilan.
Sve prethodne Definicije preuzete iz rada Xu et al. (2002).
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III OPSTA PITANJA TEORIJE STABILNOSTI SISTEMA
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8. OSNOVNI KONCEPTI STABILNOSTI - LJAPUNOVSKA,
NELJAPUNOVSKA ITEHNICKA STABILNOST SISTEMA

8.1 Uvodna razmatranja

U savremenoj teoriji upravljanja sistemima predloZeni su i koriste se razliCiti
koncepti stabilnosti, kao na primer: ljapunovska, neljapunovska i tehnicka stabilnost,
stabilnost tipa “ograniCeni ulaz - ogranieni izlaz”, i slicno od kojih se, u prvom redu
ocekuje da odgovore na sledeca sustinska pitanja:

O ¢ijoj se stabilnosti radi?

Kako se definiSe rastojanje izmedu posmatranih stanja, odnosno kretanja u odnosu na
razmatrano stanje, Cija se stabilnost ispituje?

Kako se definiSe “bliskost” izmedu stanja, odnosno kretanja?

Pod kojim uslovima se zahteva trazena “bliskost”?

Na kom se vremenskom intervalu zahteva traZzena “bliskost™?

U standardnom kontekstu ovih razmatranja, uvazavaju¢i usvojenu klasu sistema,
uobicajeno je da se prvo razjaSnjavaju pitanja vezana za definiciju, postojanje,
jedinstvenost 1 stabilnost ravnoteznog stanja sistema, a zatim se, shodno predloZenom
konceptu, izlaZe definicija 1 odgovarajuci uslov stabilnosti.

Na taj nacin, dolazi se do potrebne platforme i pozicija sa kojih je moguce efikasno
analizirati dinamicko ponaSanje razmatranog sistema sa Zeljenog aspekta.

Jasno je da se, koriS¢enjem odgovarajucih kriterijuma, mogu dobiti odgovori po
pitanju stabilnosti razmatranih sistema i bez reSavanja njihovih diferencijalnih jednacina
kretanja, ¢ime se postiZze pun analiticki efekat.

Standardni savremeni udZzbenici i citirane monografije pruzaju veliku mogu¢nost da
se zainteresovani Citalac dublje upozna sa ovom problematikom.

U tom smislu, preporucuju se klasi¢na dela: Ljapunov (1956), Hahn (1963, 1967),
Krasovskii (1963), Rouche et al. (1977), Yoshizava (1996), a od novijih Gruji¢ et al.
(1984) 1 Khalil (1980).

Da bi se omogucilo efikasno pracenje i sagledavanje materije i doprinosa autora ove
disertacije teoriji stabilnosti sistema sa kasnjenjem, koji ¢e biti prezentovani u narednim

izlaganjima, izloZi¢e se u nastavku deo razmatranja, u celosti preuzet iz lit. Grujic
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(1970) koji, na jedinstven, rigorozan i koncizan nacin daje najcelovitiju podlogu za
traZenje odgovora po svim ranije postavljenim pitanjima.

Samim tim, pruZice se prilika da se neSto kasnije generalno razmotre fundamentalna
pitanja teorije stabilnosti sistema, da se jasno razgranice postojeci koncepti stabilnosti,
uoce njihova izvorna polaziSta i motivacije nastajanja, kao i da se nedvosmisleno odrede

prema znacaju i primenjivosti istih u praksi.

8.2 O stabilnosti sistema

Problem ispitivanja stabilnosti je jedan od najosnovnijih i najvaznijih zadataka koji
je potrebno reSiti pri analizi i sintezi ponaSanja svih, a posebno zatvorenih, sistema
automatskog upravljanja.

Stabilnost sistema izraZzava jednu od njegovih najbitnijih osobina i, najprostije
receno, ona iskazuje da li se razmatrani sistem odlikuje stalnos¢u odredene karakteristike
svog ponasanja koje predstavlja rezultat njegovog kretanja i delovanja, pri ¢emu pojam
kretanja treba shvatiti u najSirem smislu te reci, Gruji¢ (1970).

Kao $to je poznato, postoji veoma veliki broj definicija stabilnosti, pri ¢emu su one
nastale ili nastaju kao rezultat razli¢itih prakti¢no-tehnickih zadataka i teZnji da se Sto
dublje i preciznije iskaZe ova znacajna osobina sistema.

Za sveobuhvatno poimanje stabilnosti 1 kasnije proisteklih koncepata
od sustinskog znacaja je razmotriti i uociti sledeca pitanja i pojmove, koji se ovde
izvorno prenose iz lit. Gruji¢ (1970).

Uocimo sistem koji se do nekog trenutka r =z, krece na Zeljeni (zahtevan) nacin.
Pretpostavlja se da je poznato Zeljeno kretanje i nakon trenutka 7=t¢,, kako je to

ilustrovano na sl.8.1.

Dalje se pretpostavlja da ¢e se sistem kretati po trajektoriji 3, i za Vt>1¢, ukoliko
njegov rad ne bude poremecen iz bilo kog razloga. U tom slucaju, njegovo kretanje
naziva se neporemecenim.

Sa druge strane, moZe se postaviti pitanje kako ¢e se sistem kretati

ako od trenutka t=t,bude podvrgnut delovanju nekog neZeljenog uticaja? Da li ¢e

stvarno kretanje, koje sada predstavlja poremeceno kretanje, prikazano trajektorijom 3,
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sl. 8.1, biti dovoljno blizu Zeljenog 3. za V¢ =1, i da li ¢e mu se vremenom pribliZavati

ili ¢e se udaljavati od njega?

3:
>t
3,
t=t t>1
SI. 8.1

Odstupanje stvarnog kretanja sistema od Zeljenog ne mora da bude posledica
nezeljenog uticaja samo neke spoljne veli¢ine.

U trenutku r=t, moZe da se promeni Zeljeno kretanje 3, i da odstupi
od prvobitno Zeljenog kretanja, odnosno trajektorije 3., za ¢>t,. U grani¢nom slucaju,
mozZe se pretpostaviti da se promena Zeljenog kretanja odvija momentalno u trenutku
t=t,.

Ako sistem nije podvrgnut nikakvim neZeljenim i nepredvidljivim spoljasnjim
uticajima, moze se re¢i da u trenutku 7 = £y postoji poéetno odstupanje A3 (#y) stvarnog od

Zeljenog kretanja 3, sl. 8.2.

3:=3x

SI. 8.2

Stvarno kretanje sistema i dalje karakteriSe trajektorija 3, sl. 8.2.

Kretanju sistema, tj. njegovom stvarnom ponasanju, postavljaju se odredeni zahtevia,

priroda tih zahteva zavisi od potrebe reSavanja konkretnih zadataka.
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MofZe se, na primer, zahtevati da stvarno kretanje 3, ne odstupa od Zeljenog 3. niu

jednom trenutku viSe nego sto je dozvoljeno, ¢im je to odstupanje posledica uticaja bilo
pocetnih odstupanja, bilo neZeljenog dejstva nekih spoljasnjih veli¢ina, u okvirima
njihovih prirodno dozvoljenih intenziteta'".

Ako se prethodno razmatranje interpretira u prostoru stanja, sL.8.3,

jasno je da se stvarna trajektorija 3, nalazi stalno u hipercilindru (HC)", &iju osu
predstavlja Zeljena trajektorija 3., a bazu hipersfera (HS) sa centrom na 3; u trenutku

t=t,,sl.8.3.

SI. 8.3

Ukoliko je poremeceno kretanje nastalo kao posledica delovanja nenultih pocetnih

uslova, oni treba da pripadaju hipersferi (HS,) dozvoljenih podetnih stanja za koje ¢e

trajektorija 3, sigurno, sve vreme, biti u hipercilindru (HC), Gruji¢ (1970).

' Spisak svih oznaka dat je u Dodatku A.
" U trodimenzionalnom prostoru stanja hipercilindar postaje obi¢an cilindar, &ija osa, kao i izvodnica, nisu
u opStem slucaju prave linije. Kada su u zadacima postavljena ogranicenja vrednostima veli¢ina stanja,

umesto hipercilindra posmatra se hiper-prizma sa hiperparalelopipedom kao osnovom.
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Za dalja razmatranja, usvaja se da ponaSanje sistema ne zavisi od njegove
“praistorije”, $to prakti¢no zna¢i da stanje sistema X(t) u trenutku ¢, zavisi samo od
podetnog stanja sistema X=X () poCetnog trenutka o i trenutka z.

Neka je stvarno ponasanje sistema opisano vektorskom diferencijalnom jednacinom:

X(1)=0,(.X(t)) (8.1
a Zeljeno ponaSanje sa :
X.(t)=9,(t.X.(1)) (8.2)
Na osnovu jed. (8.1) i jed. (8. 2) dobija se vektorska diferencijalna jednacina ponasanja u

odstupanjima kao:

x(1)=9(1.x(1)) (8.3)

u kojoj je:
x(1)=X(t)-X, (1) (8.4)
o(1.X(1)) =0, (1.X(1).) -0, (1.X. (1)), 9(0.1)=0 8.5)

Jasno je da jed. (8.1) opisuje swarno kretanje X(1,X,,t,) prikazano
trajektorijom 3, sl. 8.3, da jed. (8.2) opisuje neporemeceno kretanje X, (1,X..t,)
kojem odgovara trajektorija 3., sl. 8.3, a da jed. (8.3) opisuje poremeceno kretanje.

U pocetnom trenutku ¢ =¢,, vaZi:

X, =X,(5). X, =X(t) (8.6)
X, =x (1) (8.7)

Za odstupanja se dobija, na osnovu jed.(8.4):
x(t)=x(1, x,, 1,) (8.8)

Kada je 3. geometrijsko mesto tacaka u prostoru stanja, govori se
o stabilnosti procesa.

Ako se Zeljena trajektorija 35 degeneriSe u tacku Sy, koja predstavlja odredeno stanje,
govori se stabilnosti ravnoteZnog stanja.

Zeljeno stanje kretanja tada je stanje mirovanja, sl. 8.4.
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Razmatranje  stabilnosti  kretanja  (sistema, procesa) moZe se svesti
na ispitivanje stabilnosti ravnoteznog poloZaja ako se za Zeljenu trajektoriju
3., veZe pokretan koordinatni sistem.

Tada se dobijaju jednacine poremecenog kretanja, jed. (8.3) do jed. (8.5),
iz kojih se vidi da je Zeljeno odstupanje x. (¢)=0, Sto znaci da se Zeljeno stanje nalazi u
koordinatnom pocetku tog pokretnog koordinatnog sistema, Gruji¢c (1970), pa se
ispitivanje stabilnosti sistema svodi na ispitivanje stabilnosti ravnoteznog poloZaja
njegovog poremecenog kretanja.

Ovde razmatrana pitanja, uz jasno razgrani¢avanje pojmova poremecenog i
neporemecenog kretanja sistema, kao i mogu¢i odgovori na ranije postavljena pitanja,
omogucila su i dalje omoguc¢avaju da se predlozi veliki broj definicija stabilnosti iz kojih

proisticu i brojni koncepti ove znacajne osobine sistema.

AS(0)

S1 8.4
U odeljcima koji slede bi¢e data kratka rekapitulacija dobro poznatih i danas najvise
koriS¢enih koncepata stabilnosti, sa posebni osvrtom i naglaSenim razmatranjem koncepta
stabilnosti sistema na konacnom vremenskom intervalu, §to predstavlja prirodno,
pojacano interesovanje za ovu problematiku, s obzirom da on predstavlja okosnicu ove
disertacije u primeni na sisteme sa cistim vremenskim kasnjenjem i posebne klase

singularnih sistema.
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8.3 Pregled osnovnih koncepata stabilnosti sistema

U lit. Gruji¢ (1970) date su brojne definicije stabilnosti, primenljive kako na sisteme
u slobodnom, tako i u prinudnom radnom rezimu. Pored ve¢ klasi¢ne [japunovske
definicije stabilnosti, pomenute su i navedene su definicije stabilnosti u smislu Lagrange-
a, totalne, apsolutne, orbitalne i hiperstabilnosti.  Osim toga, iznete su i definicije
osobine privlacenja i asimptotske stabilnosti, kao i ravnomerne i globalne stabilnosti.

Zbog potrebe poznavanja brzine kojom se poremeceno kretanje priblizava
neporemecenom, spomenute su i date definicije eksponencijalne stabilnosti ravnoteznog
stanja, kao i moguca reSenja razmatranih sistema.

Priroda vecine realnih sistema je takva da na njih deluju poremecaji €iji su trenuci
nastajanja i intenziteti, u opStem slucaju, nepoznati, §to im s punim pravom daje sva
obelezja stohastickih procesa.

Jasno je da se stabilnost takvih sistema razmatra u prinudnom radnom rezimu, a
uobicajeno se takvi poremecaji tretiraju kao Markovljevi procesi.

Samim tim, sve uvedene definicije stabilnosti moraju se iskazati na probabilistcki
nacin, odnosno kroz odgovarajuéu meru verovatnoce, Sto je takode dato u ranije
navedenoj referenci.

I kona¢no, razmatran je izvestan broj definicija koje se odnose na neke osobine
stabilnosti stacionarnih skupova', Gruji¢ (1970).

Lako se uvida da se izvesni koncepti stabilnosti medusobno niti uslovljavaju, niti
iskljucuju, Sto prakti¢no znaci da pozitivni zakljucci po jednom primenjenom konceptu
ne znace afirmativni zakljuak po drugom, i obrnuto.

U prethodnom pregledu nisu spomenute definicije prakti¢ne stabilnosti sistema koje
su, takode, u velikoj meri bile prisutne u citiranom radu, Gruji¢ (1970).

To je ucinjeno iz razumljivih razloga, jer su one tamo kao Sto ¢e biti i ovde, za

aktuelno razmatrane klase sistema, osnovni predmet interesovanja.

" Skup ravnoteZnih stanja sistema je stacionarni skup.
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8.3.1 Stabilnost sistema u smislu Ljapunova

Kapitalno delo A. M. Ljapunova nastalo je 1892." god. inspirisano idejom i delom A.
Puankarea o kvalitativnoj analizi nelinearnih diferencijalnih jednacina drugog reda.

Kroz svoju drugu metodu’, Ljapunov je uspeo da odgovori i reSi fundamentalno
pitanje opste teorije stabinosti.

U tom smislu, dobijen je odgovor i reSenje zadatka ispitivanja stabilnosti
neporemecenog kretanja, a bez reSavanja, odnosno integraljenja sistema nelinearnih
diferencijalnih jednacina, koje opisuju dinamiku razmatranog sistema, odnosno bez
pojedinacnog odredivanja i proucavanja poremecenih kretanja za svako pocetno stanje iz
datog skupa stanja, Gruji¢ (1974), Grujic et al. (1984).

U svojoj doktorskoj disertaciji, Ljapunov je utemeljio princip kvalitativne analize
odnosa izmedu poremecenog (stvarnog) i neporemecenog (zZeljenog) kretanja.

Pri tome, on je posmatrao ponasanje odgovarajucih funkcija duZ kretanja tih sistema.
Te funkcije mogu da predstavljaju razliCite oblike energije i/ili materijalnih tokova u
sistemu, Sto jasno ukazuje na njihov pun fizic¢ki smisao.

Oslanjajuc¢i se, dalje, na pojam neprekidnosti funkcija, Ljapunov je uveo sustinsku
definiciju stabilnosti neporemecenog kretanja u odnosu na neke funkcije, potCinjene

zahtevu (£—0) bliskosti vrednosti tih funkcija, uzetih duZ poremeéenog i

neporemecenog kretanja, Grujic¢ et al. (1984).

Sa druge strane, neposredni odgovor i uvid u stabilnost sistema dobija se neposredno
iz jednacina poremecenog kretanja, a na osnovu uvedenih funkcija odredenih po znaku.

Pomocu tih funkcija i njihovih totalnih izvoda, izraCunatih saglasno jednacinama
poremecenog kretanja, osnovni zadatak ispitivanja stabilnosti neporemecenog kretanja
svodi se na ispitivanje ponaSanja funkcija odredenih po znaku duz kretanja sistema.

Znak totalnog izvoda te funkcije proverava se u svim tackama koje pripadaju okolini
neporemecenog kretanja.

Jasni zahtevi koje treba da ispunjava agregaciona funkcija i odredenost (znak) njenog

totalnog izvoda sracunatog duz reSenja poremecenog kretanja, bili su dati u pomenutoj

" A. M. Ljapunov (1892).
¥ Direktna metoda Ljapunova, Ljapunov (1982).
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disertaciji za sluCajeve ravnomerne stabilnosti i ravnomerne asimptotske stabilnosti, kao i
za nestabilnost neporemecenog kretanja.

Iako sam Ljapunov nije tacno odredio pojmove privlacenja i asimptotske stabilnosti,
u odnosu na uvedene funkcije odredene po znaku ovi znacajni pojmovi javljaju se kasnije
u radovima velikog broja naucnika i nedvosmisleno
i viSe nego ocigledno su povezani sa idejama koje je predoCio Ljapunov,

Grujic et al. (1984).

8.3.2 Prakti¢na stabilnost i stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu

U prakti¢nim prilikama nije uvek od interesa razmatrati stabilnost sistema u smislu
Ljapunova, ve¢ je ponekad od posebne vaZnosti utvrditi granice do kojih dosezu
trajektorije sistema pri njegovom kretanju u integralnom prostoru stanja.

Sistem moZe da bude stabilan, pa Cak i asimptotski stabilan, ali prakti¢no
neupotrebljiv zbog neprihvatljivih pokazatelja kvaliteta prelaznog procesa.

Zbog toga je od posebnog znaCaja razmatrati stabilnost sistema u odnosu
na zadate skupove dozvoljenih i pocetnih stanja u faznom prostoru, koji su po pravilu a
priori definisani za dati problem.

Sa druge strane, imaju¢i u vidu veoma stroge i oprecne zahteve koji se danas
namecu kvalitetu dinamickog ponaSanja realnih sistema, od posebnog je interesa
razmatrati njihovo ponasanje i na konacnom vremenskom intervalu.

Prethodna izlaganja je neophodno potkrepiti nekim primerom iz prakse i u tom cilju
razmotrimo ponaSanje jednog Ccisto mehani¢kog sistema, prikazanog na sl.8.5,
u dve svoje moguce fizicke realizacije.

Istovetna razmatranja i objaSnjenja mogu se bez ikakvih poteskoca proSiriti i na sve
ostale sisteme drugacije fizicke prirode.

Sa stanoviSta ljapunovske stabilnosti, ravnotezno stanje sistema sa sl.8.5.a
je asimptotski stabilno. Za sva dovoljno mala pocetna odstupanja, loptica ¢e se vracati u

svoj prvobitni ravnoteZni poloZaj.
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Medutim, sa stanovista prakticne stabilnosti, ono je nestabilno jer je o€igledno da ¢e

se za njegova pojedina stanja uzeta iz skupa pocetnih stanja S, , njegovo dalje kretanje

odvijati u smislu napustanja skupa dozvoljenih stanja S .

Sl 8.5
U drugom slucaju, sl.8.5.b, za bilo koja mala odstupanja od ravnoteznog polozaja,
dalje kretanje sistema (loptice) ¢e se stalno udalavati od njegovog ravnoteZnog polozaja,

tako da je ravnotezno stanje ovog sistema, u ljapunovskom smislu nestabilno.

Ako je skup dozvoljenih stanja S » definisan kao na slici, o€igledno je da je sistem,

odnosno njegovo ravnotezno stanje, prakticno stabilno za sva pocetna stanja iz skupa

pocetnih stanja S, jer se kretanje sistema ne moZe udaljiti od prvobitnog ravnoteznog

stanja viSe nego sto su propisane (dozvoljene) granice skupa Sg.
Zbirno receno, sistem je prakticno stabilan ako njegovo kretanje, koje je u poCetnom
trenutku nastalo ili usled promene pocetnog stanja u skupu dozvoljenih pocetnih stanja

S

a’

i/ili usled dejstva spoljasnjih, dozvoljenih uticaja S,

£

treba na posmatranom

vremenskom intervalu da ostane u unapred zadatom skupu dozvoljenih stanja sistema

S,.
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Graficka interpretacija kretanja u prostoru stanja ova dva sistema,

ilustrovana je na sl. 8.6, a vezano za njihova ponasanja na kona¢nom vremenskom
intervalu, 3 = [1,. (t,+T)[ .

Y xo Y x0)
N\
[ 4\,
VR \V
, T\

P
D

(a) (b)
S1.8.6

Iz prethodnog primera lako se uo€ava sustinska razlika koncepta prakti¢ne stabilnosti

i stabilnosti u smislu Ljapunova, a koja se, vezano za pitanje skupova S, S; i S, moze

sumarno izre¢i na slede¢i nacin.

U konceptu ljapunovske stabilnosti zahteva se postojanje skupova S, i S, , uzetih u
obliku hiperkugli u prostoru stanja, za svaki otvoreni skup S, dozvoljenih stanja, koji
garantuju da ¢e ravnoteZno stanje razmatranog sistema biti totalno stabilno®.

U konceptu prakti¢ne stabilnosti ovi skupovi (5, AS,) kao i skup S, koji je
zatvoren su proizvoljnog oblika i unapred poznati ili zadati, Gruji¢ (1970).

Pored toga, koncept praktine stabilnosti nema lokalni karakter, a koordinatni
pocetak ne mora da bude ravnoteZno stanje sistema.

Koncept prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu

poseduje izvesnu “relativnost”, Sto se ogleda u €injenici da su do sada izvedeni rezultati

uvek iskazani dovoljnim uslovima ove vrste stabilnosti.

" Koncept stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu
samo je poseban slucaj koncepta prakti¢ne stabilnosti.
¥ Liapunovska stabilnost u prisustvu stalnih poremeéaja, Gruji¢ (1970).
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Ovo se moZe relativno lako objasniti Cinjenicom da se pomenuti uslovi
ne izrazavaju samo relevantnim osobinama samog sistema, ve¢ da se tu nalaze
1 podaci koji zavise od nametnutih ogrniCenja kretanju sistema, kao i duZina vremenskog
intervala na kome se ova osobina ispituje.

Sasvim je jasno da jedan te isti sistem u odnosu na neki skup {3, a, B}
moZe biti prakti¢no stabilan, a da se ta ista osobina ne moZe pokazati za neki drugi skup

{3, B} .

Sliéni zakljuéci mogu se izvesti ako se fiksiraju vrednosti a, i ,B(A),

a menja duZina vremenskog intervala 7,.

8.3.3 Stabilnost tipa “Ograniceni ulaz-ograniceni izlaz”

»

Stabilnost tipa “ograniceni ulaz-ograniceni izlaz”" spada, kao i prakti¢na stabilnost i

stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu u koncepte neljapunovske stabilnosti, pa

je u tom smislu interesantan i zna€ajan sa inZenjerske tacke gledista.

Definicija 8.1 Neka je wu(z) ograniceni vektor ulaza sa vredno$éu %, kao
svojom gornjom granicom.T Ako postoji skalar k takav da za svaki trenutak ¢, vektor
izlaza sistema zadovoljava relaciju || xi(t)||Sk~7m, tada razmatrani sistem poseduje

osobinu stabilnosti tipa ograni¢eni ulaz-ograniceni izlaz.

Ono Sto bitno karakteriSe koncept BIBO stabilnosti jeste razmatranje ponaSanja
izlaza sistema kada na njega deluje ograniceni ulaz, pri nultim pocetnim uslovima.

Obicno se u razmatranje uzima linearni, stacionarni, jednostruko prenosni

sistem, impulsnog odziva ().

T Na engleskom jeziku:
“Bounded input — bounded output stability” ili “BIBO stability”.

+ .
Ekvivalentno supremumu.
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Sa x,(t) obelezimo izlaz sistema, koji je nastao kao reakcija na odgovarajuéi ulaz,

pri nultim pocetnim uslovima.

Tada se, na osnovu dobro poznatog konvolucionog integrala, moze napisati:
5o (1) = [i(1-K)u(x) dx (8.9)
0
Za sistem se smatra da je BIBO stabilan ako i samo ako je zadovoljen uslov:
T|i(t)|dt<+oo. (8.10)
0

Uslov, dat jed. (19. 10), ukazuje da povrSina ispod amplitude impulsnog odziva
sistema treba da bude konacna.

U nastavku ¢e se pokazati da ispunjenje uslova, datog jed.(8.10), garantuje BIBO
sistemu stabilnost, Kamen (1990).

Ukoliko se potrazi apsolutna vrednost leve i desne strane jed. (8. 9), dobija se:
| %o (1) | < []i(t=K)u(x)drc|= [|i (=) || u(x)|dx, (8.11)
0 0

a kako je po definiciji ulazni signal ogranicen, tj.
\u(t)|<7,. V=0, (8.12)

gde je: ¥, =const.>0, lako se dobija:

t

|xi0 (t)| = ?/mj

0

i(t-x)|dx. (8.13)
Koriste¢i smenu promenljive: ¢#=(7—x), dobija se:

Jlit= ) ax=[ i(2)] (1) av=[ | i(9)] s, .14

odnosno, formalnom smenom =46 :

o t—

i(1—x) dl(:t i(x)|dx. (8.15)
0

Pretpostavimo sada, da je jed. (8.10) zadovoljena. Tada, postoji pozitivna konstanta k

< +oo, takva da je:

li(x)|di=k <+e, Vi20. (8.16)

o t—
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Povezujuci jed. (8. 13) i jed. (8. 16), dobija se:
| X (1) |S 7.k, (8.17)

Sto ukazuje na zakljucak da je sistem BIBO stabilan, Kamen (1990).

8.3.4 Tehnic¢ka stabilnost

I ovde je re¢ o jednom neljapunovskom konceptu stabilnosti, koji je bio iskljucivo
predmet interesovanja grupe ruskih autora, ¢ija se imena prakticno ne susrecu u
znacajnijim referencama svetske literature po ovoj problematici.

U tom smislu valja pomenuti radove Abgarijan (1976), Abdullin, Anapoljskii (1980),
Konstatinov (1972), Gurman, Konstatinov (1979), itd.

U nastavku se izlaze jedno videnje ovog problema poslednje pomenutog autora,

Konstatinov (1984).

Razmatra se dinamicki sistem, Cije je stanje u svakom trenutku te 3=[t0, tl]
okarakterisano vektorom stanja x (7)€ R", opisan sistemom diferencijalnih jednacina
tipa:

x(t)=f(t,x(1).2(1)) (8.18)
gde je f(-) n-dimenzionalna, nelinearna vektorska funkcija, a z(7) m-dimenzionalni
vektor poremecaja koji zadovoljava:

z(t)e S, (1), S.(1)eR” (8.19)

Neka je, dalje, zadata neka funkcija z:3—>R", koja zadovoljava
jed. (8.19) za Vte S, vektor pocetnih uslova X i odgovarajuce reSenje X(-) sistema,

datog jed. (8.18).
Nazovimo to reSenje “neporemecenim’” kretanjem sistema, a svako drugo reSenje

sistema, datog jed. (8.18), koje odgovara svim moguéim pocetnim stanjima xo € S, i
proizvoljnim funkcijama z(-) koje za V¢ € 3 zadovoljavaju jed. (8.19), nazovimo

“poremecenim” Kretanjem sistema.
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Za opisivanje poremecenog kretanja uporedo sa jed. (8.18) i jed.(8.19), mogu se

iskoristiti i sledece relacije:

e S(, x(1)) (8.20)

x(1,)e S, 8.21)
u kojoj skup S(,x(t))cR" pri V(£,x(t))e IxR" karakteriSe stalno prisustvo

poremecaja, a skup S, c R" moguca pocetna stanja sistema.

Prelaz sa prikaza sistema datog jed. (8.18) i jed. (8.19) na jed. (8.20),

lako se moZe sprovesti ukoliko se stavi:

S(tx(r))= U {veR": v=f(t.x(1).2(r))} (8.22)

215, (1)

Pod resenjem diferencijalne zavisnosti, date jed. (8.20), koje odgovara pofetnom
stanju Xg € S, podrazumevace se apsolutno neprekidna funkcija x(7):3 - R", takva
da je:

x(t,)=x, Ax(t)e S(1.x(1)) (8.23)

za skoro Vie 3.

Dalje se jo§ pretpostavlja da i X,€S5,, a da funkcija X(-)odgovara reSenju
diferencijalne jednacine, date jed. (8.20), pri vektoru pocetnog stanja X, .

Neka je, dalje, za Vi€ 3 zadati skup S, (1) cR" takav da vazi S, C 5,(1,) .

Pojam i koncept tehnicke stabilnosti odreden je sledecom Definicijom.

Definicija 8.2 Sistem, dat jed. (8.20), je tehnicki stabilan u odnosu na

{50,, S, Sﬂ} na vremenskom intervalu 3, ako svako njegovo relenje x(-) koje

odgovara pocetnom stanju xo € S, zadovoljava uslov x(z)e Sﬁ (1), Vte 3.

Sa druge strane, posmatrajudi jed. (19.20) i jed.(19.21) kao neki sistem upravljanja,
moZe se lako odrediti, Siroko rasprostranjen pojam, prisutan u op$toj teoriji upravljanja, a

to je pojam skupa dostiZivosti.
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Definicija 8.3 Skup S, (1, S,

a’

t*) naziva se skupom dostiZivosti sistema datog

jed. (8.20) u trenutku ¢ ako za svaku tatku iz tog skupa ye S d(m(to, S t*) postoji

o’

reSenje x(-) zavisnosti date jed. (8.20) takvo da x(z,)€ S,,, X(l‘*) =y.

Iz prethodnih definicija sledi o¢igledan zakljucak.

Stav 8.1 Sistem dat jed. (8.20) je stabilan u odnosu na {Sa,S, 5/,}

na vremenskom intervalu 3, ako prisvimze 3 sledida S, , (to, S t) cS,.

o’

Na ovaj nafin, dovoljni uslovi tehnicke stabilnosti neposredno su vezani
sa dovoljnim uslovima pod kojima se skup dostiZivosti datog sistema upravljanja moze
ukljuciti (podvesti) u zadati skup.

Zahvaljujuéi intenzivnom razvoju teorije sistema, pojavili su se mnogi rezultati
vezani za ocenu skupova dostiZivosti, §to je sa druge strane rezultiralo velikim brojem
dovoljnih uslova tehnicke stabilnosti, koji se mogu nac¢i u aktuelnim referencama

savremene literature po ovoj problematici.
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IV KRATKA HRONOLOSKA REKAPITULACIJA
DOPRINOSA NA POLJU SISTEMATSKOG
PROUCAVANJA STABILNOSTI RAZMATRANIH
KLASA SISTEMA

100



9. DOPRINOSI NA POLJU NELJAPUNOVSKE STABILNOSTI

9.1 Kontinualni linearni i nelinearni sistemi: hronoloski pregled
postignutih rezultata na polju izucavanja prakti¢ne stabilnosti i

stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu

Prvi radovi u kojima je zapoceto razmatranje problema stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu poti¢u od ruskih autora, Moiseev (1948), Kamenkov (1953),
Lebedev (1954.a, 1954.b) 1 Chz — Han — Sy — In (1959).

Najbolji uvid u motivacije za istaZivanje ovog novog koncepta stabilnosti moZe se steci iz
izvornog rada Lebedeva (1954.a) gde autor kaZze:

“Zadatak stabilnosti kretanja, iniciran i reSavan od strane A. M. Ljapunova (1956)
karakteriSu sledece osobenosti:

a) Razmatra se neograniceni vremenski interval.

b) Pretpostavlja se da su promene pocetnih uslova, a posledi¢no i dalja proizvedena
kretanja, dovoljno male veliCine.

c) Razmatra se stabilnost neporemecenog kretanja samo u odnosu na promene
pocetnih uslova.

Medutim, u realnim zadacima reSavanja problema stabilnosti javljaju se
i neka druga pitanja i Cinjenice kao Sto su:

e Kretanje sistema se odvija ipak na nekom kona¢nom vremenskom intervalu.

e Promene pocetnih uslova odgovaraju nekim kona¢nim a ne dovoljno malim
veli¢inama.

e Realni materijalni sistemi nalaze se pod stalnim dejstvom, mozda ne velikih po
intenzitetu, ali sigurno kona¢nih poremecajnih sila.

Prema tome, razmatranje stabilnosti kretanja na kona¢nom vremenskom intervalu pri
kona¢nim promenama, kako pocetnih uslova, tako i spoljasnjih poremecaja, predstavlja

poseban interes”.
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Jasno je da su ova pitanja bila postavljana i reSavana u pomenutom radu, kao i
radovima koji su kasnije usledili, oslanjajuci se u potpunosti na prilaz druge metode
Ljapunova.

Prema dosadaS$njim saznanjima, koncept stabilnosti na konacnom vremenskom
intervalu apsolutno se, u formi koja je kasnije permanentno eksploatisana u svim kasnije
nastalim radovima, moZe se pripisati ruskom autoru Chz—Han—Sy—In-u (1959), gde je
izvorno napisano:

“Neporemeceno kretanje nazvaéemo stabilnim u odnosu na « i ﬁ na kona¢nom

vremenskom intervalu ty < t < T, ako je pri t =t,, zadovoljeno:
dYx<a (9.1)
s

a pri svim trenucima ¢ na intervalu ty <t < T, zadovoljeno:

Y < 9.2)

s
Ovde su veli¢ine T, « i  unapred poznate i zadate.”

U tom radu izvedeni su dovoljni uslovi ove vrste stabilnosti za linearne, nestacionarne
1 stacionarne autonomne sisteme.

Posmatrajuc¢i vremenske odzive linearnih nestacionarnih sistema, Dorato (1961) je
izveo dovoljne uslove stabilnosti “na kratkom™  vremenskom intervalu, koje se ne
razlikuju od prethodnih, a iskazani su preko koeficijenata sistema diferencijalnih
jednacina. S druge strane, izvedeni su i potrebni i dovoljni uslovi stabilnosti na
“kratkom” vremenskom intervalu, iskazani kroz matricu impulsnih odziva razmatranog
sistema.

Weiss,  Infante (1965, 1967) su  uopstili  Ljapunovljevu  metodu,
dozvolivsi da agregaciona funkcija i njen totalni izvod duZ kretanja sistema, budu po

znaku neodredene funkcije.

"Izvomo @ =a, f=C.
¥ Na engleskom jeziku: “Short time stability”.
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Za vremenski neprekidne sisteme, oni su izveli dovoljne uslove! razli¢itih vidova
prakticne stabilnosti i stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu, razmatrajuci
sisteme kako u slobodnom, tako i u prinudnom radnom reZimu, na vremenski
invarijantnim skupovima u prostoru stanja.

U radu Weiss (1967), data je modifikovana verzija standardne definicije stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu i prezentovana nova teorema, koja je dala i potrebne i
dovoljne uslove ovog koncepta stabilnosti.

Ti rezultati oformili su prakti€no prvu “konverznu”' Teoremu stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu.

Sli¢nim problemima bavio se u svom radu i Gunderson (1967).

Koriste¢i “princip poredenja”i

, Kayande, Wong (1968) su uspeli da znatno oslabe
uslove nametnute diferencijalnim nejednakostima, iskazane preko tzv. ‘“kvazi-
Ljapunovljevih™ funkcija, ranije izvedenih u radovima Weiss, Infante (1965, 1967). U
istom radu, autori su dali jo§ neka komplementarna videnja ovog koncepta stabilnosti i u
tom smislu ga znacajno upotpunili.

Identican sa prethodnim po sadrZaju, a znacajan po novim rezultatima je rad Weiss
(1968), koji kroz “konverznu teoremu” daje potrebne i dovoljne uslove stabilnosti na
konacnom vremenskom intervalu, proSirujuc¢i ovaj koncept na probleme “uniformne”,
“eksponencijalne” i “eksponencijalno kontraktivne” stabilnosti ovog tipa.

U svom radu Heinen, Wu (1969) su izveli znaCajnu teoremu, koja u odredenim
prilikama, a za uniformnu stabilnost, daje bolje rezultate u odnosu na rezultate njihovih
prethodnika.

Znacajan rezultat dao je Weiss (1969) proSiruju¢i koncept uniformne
i neuniformne stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu na klasu nelinearnih,

nestacionarnih sistema u prinudnom radnom rezimu.

1 7a detaljno razjasnjenje buduée spominjanih razli¢itih vidova koncepata neljapunovske stabilnosti,
videti naredna izlaganja.

" Na engleskom jeziku: “Converse theorem”.

¥ Na engleskom jeziku: “Comparison principle”.

T Na engleskom jeziku: “Lyapunov-like functions”.
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Poseban doprinos proucavanju neljapunovske stabilnosti dao je u svojim radovima
Michel (1969, 1970.a, 1970.b, 1975), primenjujuéi taj koncept i njegove brojne
modifikacije na razlicite klase sistema, Cije se kretanje odvija unutar unapred zadatih
ponekad vremenski invarijantnih, a ponekad vremenski promenljivih skupova u prostoru
stanja.

Isti autor primenio je koncept prakti¢ne stabilnosti na posebnu klasu diskontinualnih
sistema, u zajednickom radu, Michel, Porter (1972).

U svim svojim radovima, Michel se bavio i pitanjima ocena granica do kojih dosezu
trajektorije razmatranih sistema pri njihovom kretanju u prostoru stanja.

Prvu uspes$nu primenu analitickih rezultata stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intervalu, dao je Garrad (1969), a kroz klasiCan pristup metode podeSavanja polova.
IzloZeni rezultati su manje konzervativni u odnosu na prethodne izvedene kori§¢enjem
ljapunovskog prilaza, a posebno su zgodni i jednostavni za prakticnu implementaciju.

Generalizacija svih prethodnih rezultata data je u radu Heinen, Wu (1971),
a kroz novi koncept stabilnosti nazvan “set stability”".

Lako se pokazuje da posebni slucajevi ove vrste stabilnosti odgovaraju ranije iznetim
konceptima i, u sustini kao i prethodni, bave se pitanjima granica do kojih doseZu reSenja
nelinearnih, nestacionarnih sistema, bilo u slobodnom, bilo u prinudnom radnom reZimu
unutar zadatih vremenski promenljivih skupova.

Nazalost, kao i u nekim prethodnim slucajevima, dobijeni su i potrebni
i dovoljni uslovi, ali u razjedinjenim formulacijama, $to donekle umanjuje vrednost
iznetih rezultata.

Potrebne i dovoljne uslove kontraktivne stabilnosti izveo je Kayande (1971) za klasu
nelinearnih, nestacionarnih sistema.

Mnogo opstiji prilaz neljapunovskoj stabilnosti dao je Gruji¢ (1971, 1973.a, 1973.b,
1975.2,1975.b,1975.c,1977.a,1977.b) uvode¢i citav niz novih vidova prakti¢ne
stabilnosti, kao na primer: prakticnu asimptotsku stabilnost sa vremenom smirenja,

prakti¢nu eksponencijalnu stabilnost sa vremenom smirenja. i.t.d.

" Bez adekvatnog prevoda na srpski jezik.
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Tako u radu Gruji¢ (1971) razmatra klasu nelinearnih, neautonomnih sistema sa
viSestrukim nelinearnostima. Izvedeni su dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti sa unapred
zadatim vremenom smirenja i to u formi koja iskljucuje znacaj razmatranih nelinearnih
karakteristika, tako da se isti mogu interpretirati kao uslovi “apsolutne” prakti¢ne
stabilnosti.

U radu Gruji¢ (1973.a) ponovljeni su rezultati prethodnog rada, a u Gruji¢ (1973.b) u
izvesnoj meri, oni su proSireni na problem prakti¢ne stabilnosti “velikih sistema’” *

Dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti sa zadatim vremenom smirenja za klasu
vremenski promenljivih, nelinearnih “kompozimih™® sistema proizvoljne strukture, koji
ne moraju biti totalno stabilni, ali su ili prakticno stabilni, ili stabilni na kona¢nom
vremenskom intervalu. IzloZeni rezultati, odnosno teoreme, dokazani su Weiss-Infante-
ovom generalizacijom Ljapunovljeve metode, kori§¢enjem prilaza na bazi dekompozicije
i agregacije i vektorskog agregacionog koncepta.

Uniformnu prakticnu i uniformnu stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu,
koju je ranije uveo i definisao Weiss (1967) podrazumevajuci da ova osobina stabilnosti
ne zavisi od izbora pocetnog trenutka posmatranja, razvio je, takode Gruji¢, (1975.b) i to
za analizu velikih sistema sa proizvoljno spregnutim podsistemima, koji ne moraju da
budu totalno stabilni i ¢ija se kretanja odvijajuna vremenski prmenljivim skupovima.

Neljapunovsku stabilnost velikih sistema, prizvoljnog reda i strukture,
na vremenski promenljivim skupovima u prostoru stanja, dao je takode
Gruji¢ (1975.c) obezbedivsi rezultatima mogucénost uvida do kojih granica doseZu
trajektorije kretanja.

Lashirer, Story (1972) uveli su novu vrstu stabilnosti nazvanu

“konaéna stabilnost”’

koja se uslovno moze shvatiti kao jedna moguca varijanta koncepta
stabilnosti na kona€nom vremenskom intervalu, na vremenski invarijantnim supovima.

Tamo izvedeni rezultati daju samo dovoljne uslove ove vrste stabilnosti.

¥ Na engleskom jeziku: “Large-scale systems”.
T Na engleskom jeziku: “Composite systems”.

" Na engleskom jeziku: “Final stability”.

105



Lam, Weiss (1974) prosirili su ovaj koncept na sisteme cije se kretanje odvija unutar
vremenski promenljivih skupova i tom prilikom, uz prisustvo relativno prihvatljivih
ogranicenja, dobili i potrebne i dovoljne uslove konacne stabilnosti sistema.

U radu Grippo, Lampariello (1976), izvedeni su dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti
velikih sistema. Ovi uslovi dati su u vidu vektorskih kvazi-Lajpunovljevih funkcija, Cije
komponente mogu da zavise, u opStem slucaju, od vektora stanja podsistema koji
obrazuju osnovni sistem. Isti ti uslovi iskazani su u posebnoj agregacionoj formi, u kojoj
granice kretanja igraju ulogu agregacionih promenljivih.

Koriste¢i koncept vektorske agregacione funkcije, Gruji¢ (1977.a) je izloZio nove
rezultate o prakticnoj stabilnosti velikih sistema. Ovaj prilaz ne zahteva informacije o
osobinama stabilnosti izdvojenih podsistema i sniZava red agregacione matrice sistema na
red jednak broju podsistema.

U radu Gruji¢ (1977.c) je sproveo postupak sinteze neinercionog adapivnog
upravljanja na konacnom vremenskom intervalu za nelinearne, nestacionarne objekte
automatskog upravljanja.

Pokazano je da predloZeni postupak ima znacajne prednosti, koje se sumarno mogu
izraziti u slede¢em:

a) referentni model moZe da bude nelinearni, nestacionarni optimalni sistem,

b) minimizacija vremena smirenja realnog objekta svodi se na minimizaciju istog
pokazatelja referentnog modela,

c¢) primena ovih zakona upravljanja garantuje, sada sistemu u celini,
zahtevanu prakti¢nu stabilnost, kako kretanja sistema, tako i odgovarajuce greske,

d) podaci o varijacijama paramatara objekata i prisutnih nelinearnosti nisu neophodni i

e) laka implementacija kori§¢enjem raunarske podrske.

1997. godine, Dorato et al. (1997) su predstavili studiju na 36-om IEEE CDC na
temu robusne (FTS) sinteze linearnih sistema (sistema stabilnih na kona¢nom
vremenskom intervalu), primenom linearnih matricnih nejednacina (LMls) za
proucavanje zakona upravljanja u povratnoj sprezi po stanju.

Dalji rezultati analize i sinteze linearnih sistema zasnovani na LMI pristupu

predstavljeni su u Amato et al. (1998, 1999.a, 1999.b, 2001, 2002, 2003).
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2002. godine, Abdalah et al. su predstavili tehnike statistickog u¢enja za (FTS) sintezu
sa statickim uskladnikom smesStenim u povratnoj sprezi sistema po izlazu.

Nedavno, tehnike sinteze vremenski diskretnih (FTS) sistema su primenjene za

upravljanje ATM mreza i mreZom upravljane sisteme, Amato et al. (2002)

1 Mastellone (2004)).
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9.2 Diskretni linearni i nelinearni sistemi: hronoloski pregled
postignutih rezultata na polju izucavanja prakti¢ne stabilnosti i

stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu

LaSalle (1962, 1965, 1966) i ostali su razvili su generalizaciju “drugog metoda”
Ljapunova koja koristi odredene invarijantne osobine reSenja obic¢nih diferencijalnih
jednacina. U radu Hurt (1967) su te invarijantne osobine iskoriS¢ene za dobijanje teorema
stabilnosti slicnih onima kod LaSalle-a.

Jednu vrstu prakti¢ne stabilnosti diskretnih sistema koji su definisani na kona¢nim
vremenskom intervalu proucavao je Hurt (1967) sa posebnim osvrtom na mogucnost
pojave greSaka u numerickom sracunavanju rezultata.

Kao ilustracija primene ovih teorema, izveden je region Kkonvergencije
za Newton-Raphson-ov i sekantni iterativni metod. Data je i primenjena modifikacija
jedne od ovih teorema radi izucavanja efekta greSke zaokruZivanja kod Newton-Raphson
i Gauss-Seidel iterativnih metoda.

Koncept stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu, prvi su na diskretne sisteme
primenili Michel, Wu (1969).

U tom radu razvijena je teorija koja se bavi stabilnoSéu diskretnih sistema
na ogranicenom intervalu vremena. Uzeti su u obzir dinamicki sistemi koji su
generalizovani tako da u sebe ukljucuju sisteme u slobodnom radnom reZimu, sisteme u
prinudnom radnom reZimu, linearne sisteme, nelinearne sisteme, vremenski
nepromenljive sisteme, vremenski promenljive sisteme, proste i kompozitne sisteme.

Razmatraju se razliCite definicije stabilnosti i iskazuju i dokazuju odgovarajuce
teoreme. Ove teoreme daju dovoljne uslove stabilnosti i u opsStem slucaju ukljucuju

primenu funkcija slicnih Ljapunovljevim funkcijama koje ne zahtevaju uobicajene uslove
definisanosti po znaku V(k,x(k)) i AV(k,x(k)).

Prakti¢nu  stabilnost, ili  “stabilnost na skupovima”, kroz razmatranje
i procenu kvantitativnog ponaSanja trajektorija kretanja na konacnom vremenskom
intervalu dao je Heinen (1970, 1971), koji je 1 prvi naSao potrebne
i dovoljne uslove ovog koncepta stabilnosti, koriste¢i prilaz sa pozicija Ljapunova i

“diskretnih Ljapunovljevih funkcija ”.
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Prakticno govoreci, diskretni sistem je ,stabilan na skupu® ako sva reSenja koja
pocinju iz nekog odredenog skupa i posle nekog unapred definisanog vremena ostaju u
drugom, unapred datom (moguce i vremenski promenljivom) skupu.

Dalje prosirenje ovih rezultata dao je Weiss (1972) razmatrajuci razlicite aspekte
prakti¢ne stabilnosti diskretnih sistema, kao i pitanja njihove realizacije i upravljivosti.

Istu ovu problematiku Weiss, Lam (1973) prosirili su na izucavanje sloZenih
nelinearnih diskretnih sistema.

Veoma efikasne, dovoljne uslove stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu
linearnih diskretnih sistema izraZene preko normi i/ili sopstvenih vrednosti odgovarajucih
matrica, dali su Weiss, Lee (1971).

Sa druge strane, Lam, Weiss (1974) prvi su primenili koncept tzv. “konacne
stabilnosti”" na diskretne sisteme &ija se kretanja odvijaju unutar vremenski promenljivih
skupova u prostoru stanja.

Nekoliko jednostavnih definicija vezanih za skupove koji predstavljaju diferencne
jednacine, a samim tim i diskretne siteme, dao je Shanholt (1974). Izvedene teoreme daju
dovoljne uslove stabilnosti razmatranih sistema i, iako se u osnovi bave ljapunovskom
stabilno$¢u, u odredenoj meri mogu da se idejno veoma lepo iskoriste za koncept
stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu, pa se u tom kontekstu spominju.

Grippo, Lampariello (1976) uopstili su sve prethodne rezultate i dali potrebne i
dovoljne uslove razlic¢itih vidova prakticne stabilnosti diskretnih sistema, inspirisani
definicijama prakti¢ne stabilnosti i nestabilnosti koje je ranije uveo Heinen (1970). Isti
autori primenili su sve prethodne rezultate u analizi “velikih sistema”, Grippo,
Lampariello (1978).

Prakticnu stabilnost sa unapred zadatim vremenom smirenja razmatrao je,
po prvi put, Debeljkovi¢ (1979.a), a u vezi sa analizom razli¢itih klasa linearnih
diskretnih sistema, dovoljno opStih da ukljuce vremenski stacionarne i nestacionarne
sisteme, autonomne i sisteme u prinudnom radnom reZimu, kao i sisteme cije je

ponasanje iskazano kroz “funkcionalnu matricu sistema ™.

" Na engleskom jeziku: “Final stability”.
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U pomenutom radu izvedeni su i dovoljni uslovi prakticne nestabilnosti
i diskretna verzija poznate Bellman-Gronwall-ove leme.

Preostali radovi, Debeljkovi¢ (1979.b, 1980.a, 1980.b, 1983) bave se slicnim
problemima i uglavnom parcijalno iznose bazicne rezultate doktorske disertacije,
Debeljkovié (1979.a).

Za posebnu klasu vremenski diskretnih sistema, sa funkcionalnom matricom, u radu
Debeljkovi¢ (1993) su izvedeni dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti.

Konaéno, Baji¢ (1983) u svom radu sprovodi kvantitativnu analizu odziva jedne klase
diskretnih, homogenih, nestacionarnih bilinearnih sistema sa stacionarnim linearnim
delom, a na bazi koncepta praktiCne stabilnosti. Dobijeni rezultati omogucavaju
utvrdivanje granica do kojih dosezZe odziv razmatrane klase sistema.

Posle izvesnog zatisja, koje je vladalo kako u kontinualnim'? tako i u diskretnim
sistemima, konacno se pojavljuje prvi rad za ovde razmatranu klasu sistema. Naime, re¢
je o referenci Amato et al (2004), u kojoj autori prvi put izlazu i potrebne i dovoljne
uslove stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu, uz neophodnu konstataciju da se
dobijeni uslovi mogu isklju¢ivo odrediti ukoliko se prethodno odredi fundamentalna
matrica sistema ili nade reSenje posebne diferencne matricne jednacine Ljapunova.

Odmah zatim, slede¢i rad - Amato, Ariola (2005) - proSiruje prethodno pomenute
rezultate na problem stabilizacije sistema, shodno ovde usvojenom konceptu, ukljucujuci
i moguca zasi¢enja u sistemu. Osim toga, sistem u otvorenom kolu dejstva izloZen je
dejstvu spoljasnjih poremecaja, pa se stabilizacija sprovodi uzimaju¢i u obzir i tu
¢injenicu. Rezultati se dalje proSiruju i na uvodenje povratne sprege po izlazu, ¢ime se
zaokruzuje jedna celina. Svi pomenuti rezultati su izrazeni preko LMI uslova.

Dalje prosirenje koncepta stabilnosti na konacnom intervalu na klasu nelinearnih
diskretnih sistema, dato je u radu Mastallone et al. (2004).

Kasnije se pojavljuju brojni radovi iz ove oblasti, sa neznatnim modifikacijama i oni

izlaze van sfere ovih interesovanja. Svi oni se, u osnovi, baziraju na LMI postupcima.

"2 U ovoj klasi sistema, prvi rad se pojavljuje 2001 god., Amato et al. (2001).
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9.3 Kontinualni singularni sistemi: hronoloski pregled postignutih
rezultata na polju izuc¢avanja prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na

kona¢nom vremenskom intervalu

Rad Owens, Debeljkovic (1985) donosi nove rezultate na polju ljapunovske
stabilnosti i prvi put uvodi nov nacin formiranja sopstvenih vrednosti, bez kojeg se dalje
istrazivanje prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu ne bi
moglo obaviti na klasi¢an nacin.

Najznacajniji radovi osamdesetih godina vezani za izucCavanje ovog koncepta
stabilnosti za pomenutu klasu sistema, svakako su radovi Debeljkovi¢, Owens (1985),

115



Debeljkovi¢, Owens (1986) i Owens, Debeljkovi¢ (1986) i odnose se, iskljucivo, na
posebne klase kontinualnih singularnih linearnih sistema.

Debeljkovi¢, Owens (1985) i Owens, Debeljkovi¢ (1986) prvi put su izveli nove
rezultate na polju proucavanja prakticne stabilnosti i nestabilnosti, kao i stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu, klase linearnih singularnih sistema.

Dobijeni rezultati predstavljaju dovoljne uslove ove vrste stabilnosti za razmatranu
klasu sistema, a bazirani su na kori§¢enju “kvaziljapunovljeve” funkcije i njenih osobina
na potprostoru konzistentnih pocetnih uslova.

U posebnom slucaju, ove funkcije ne moraju da budu pozitivno odredene u celom
prostoru stanja i negativho odredene duZ trajektorija sistema. Geometrijski prilaz
koriS¢en u tom radu daje mogucnost uvida u strukturne osobine singularnih sistema i
osobina konzistentnih pocetnih uslova i omogucéava opis dinamiCkih karakteristika
singularnih sistema preko bazi¢nog regularnog matri¢nog para (E, A).

U ostalim radovima predstavljeni su kriterijumi prakti¢ne stabilnosti i nestabilnosti,
kao i stabilnosti sistema na kona¢nom vremenskom intervalu. Dobijeni uslovi su novi i
do tada nepoznati, zasnovani na koriS¢enju modifikovane funkcije ljapunova, Sto je i
ranije kori$¢en prilaz. Poseban znacaj ovim radovima daju tri ¢injenice. Prva je da su
rezultati primenjeni na sistem sa unapred poznatim potprostorom konzistentnih pocetnih
uslova. Kretanja sistema se odvijaju unutar vremenski nepromenljivih skupova. Posebno
znacajno je da su navedeni uslovi dobijeni geometrijskim pristupom, $to do tada, ali ni
kasnije, nije bio slucaj.

U pomenutim radovima Debeljkovi¢, Owens (1985) i Owens, Debeljkovi¢ (1986) se
po prvi put iznose novi rezultati na polju proucavanja prakti¢ne stabilnosti i nestabilnosti,
kao 1 stabilnosti linearnih singularnih sistema na kona¢nom vremenskom intervalu.

U radu Debeljkovi¢ et al. (1992) razmatran je problem ogranicenosti reSenja
singularnih sistema na vremenski invarijantnim skupovima u prostoru stanja,
kako za regularne, tako i za iregularne singularne sisteme.

Dobijeni su jednostavni, dovoljni, algebarski uslovi, koji mogu da posluze za
testiranje postojanja reSenja singularnih sistema koja poseduju sve karakteristike
“ogranicenosti” na kona¢nom, i osobine “prakticne” stabilnosti, na beskona¢nom
vremenskom intervalu. Isti rezultati omogucavaju da se izvrsi i procena potencijalnog

domena prakticne stabilnosti. Takode su dati i dovoljni uslovi prakticne nestabilnosti
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ovih sistema, kao ispomo¢ u dobijanju pravog odgovora, kada teoreme o prakti¢noj
stabilnosti ne daju pozitivan odgovor.

Rad Debeljkovi¢ et al. (1993) razmatra identicnu problematiku kao i prethodni rad.
Vazno je napomenuti da su tom prilikom dobijeni uslovi koji su daleko
blaZi od pomenutih, a garantuju najmanje ista svojstva razmatranim reSenjima sistema.

Evidentno objedinjavanje i znacajno uopStavanje svih rezultata vezanih za ovu
problematiku, bili su predmet rada Debeljkovic et al. (1995.b).

U ovom pregledu rezultata, valja pomenuti rad Jovanovi¢, Debeljkovi¢ (1986), u
kojem su dobijeni dovoljni uslovi prakti€ne stabilnosti i stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu za regularne singularne sisteme u prinudnom radnom reZimu.

U slucajevima kada nije prisutna spoljasnja prinuda, oni se svode na rezultate date u
radu Debeljkovic, Owens (1985).

Rad Debeljkovi¢ et.al (1998) donosi analizu stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intervalu za linearne singularne sisteme, uz geometrijski tretman konzistentnih pocetnih
uslova.

Radovi Kablar, Debeljkovi¢ (1998), Kablar, Debeljkovi¢ (1999) i Debeljkovic,
Kablar (1999) daju razlicit pristup proucavanju stabilnosti na konacnom vremenskom
intervalu za singularne sisteme, koris¢enjem modifikovane ljapunovljeve funkcije. U
radovima su razmatrane i posebne klase linearnih nestacionarnih singularnih sistema i
dati dovoljni uslovi stabilnosti i nestabilnosti.

Dobijeni rezultati bazirani su na koriS¢enju kvaziljapunovljeve funkcije i njenih
osobina na potprostoru konzistentnih po€etnih uslova. Ove funkcije ne moraju da budu
pozitivno odredene u celom prostoru stanja i negativno odredene duz trajektorije sistema.

Geometrijski prilaz koriS¢en u ovim radovima daje moguc¢nost uvida u strukturne
osobine singularnih sistema i osobina konzistentnih pocetnih uslova, §to omogucava opis
dinamickih karakteristika singularnih sistema preko bazi¢nog matri¢nog para (E, A),
Debeljkovié et.al (2005.b).

U radovima grupe okupljenih oko autora Debeljkovica, dobijeni su znacajni rezultati
na polju proucavanja razmatranih koncepata za linearne singularne sisteme. Vecina
rezultata navedena je u Debeljkovi¢ et. al (2005.b), pa je stoga i navedena referenca

vodeca literatura za prac¢enje doprinosa na ovom polju.
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U radovima se razmatraju problemi ograniCenosti reSenja singularnih sistema na
vremenski invarijantnim skupovima u prostoru stanja, za regularne i za iregularne
singularne sisteme. Prikazani su algebarski uslovi koji mogu da sluZe za testiranje
postojanja reSenja sistema koji poseduju sve osobine ogranicnosti na konac¢nom
vremenskom intervalu i osobine prakti¢ne stabilnosti, na beskonacnom vremenskom
intervalu. Isti rezultati omoguéavaju procenu domena prakticne stabilnosti, a dati su i
dovoljni uslovi prakti¢ne nestabilnosti ovih sistema.

U Debeljkovi¢ et.al (2005.b) je prikazan rad koji daje uslove prakti¢ne stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu za regularne singularne sisteme u prinudnom radnom
reZimu. Kada ne postoji prinudni reZim, pokazano je da se uslovi svode na one
u radovima Debeljkovi¢, Owens (1985) i Owens, Debeljkovi¢ (1986).

I konacno, nekoliko novih zajednickih radova, Debeljkovi¢ et al. (1997), Kablar,
Debeljkovi¢ (1998) 1 Debeljkovi¢, Kablar (1999), bave se problemom stabilnosti ove
klase sistema na kona¢nom vremenskom intervalu a sa pozicija primene matri¢ne mere ili
poznate Bellman — Gronwall-ove Leme.

Ovi koncepti, su ovde prvi put primenjeni u dinami&koj analizi singularnih sistema'’.

Kao i kod obi¢nih (normalnih) sistema i u ovoj oblasti je vladalo zatisje, sve do 2006.
godine, kada je, prvi put u radu Shen, Shen (2006) primenjen prilaz sa stanovista LMI na
kontinualne singularne sistema, inspirasani radovima Amata et al. (1998, 1999.a, 1999.b,

2001, 2002, 2003) i Dorata (20006).
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9.4 Diskretni deskriptivni sistemi: hronoloski pregled postignutih
rezultata na polju izu¢avanja prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na

kona¢nom vremenskom intervalu

Debeljkovi¢, Owens (1985) i Owens, Debeljkovi¢ (1986) prvi put su izveli nove
rezultate na  polju  prouCavanja  prakticne  stabilnosti i  nestabilnosti,
kao i stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu, linearnih singularnih sistema.
Dobijeni rezultati predstavljaju dovoljne uslove ove vrste stabilnosti za razmatranu klasu
sistema, a bazirani su u potpunosti na koris¢enju “kvazi —Ljapunovljeve” funkcije i
njenih osobina na potprostoru konzistentnih pocetnih uslova. U posebnom slucaju, slicno
kontinualnim sistemima, ove funkcije ne moraju da budu pozitivno odredene u celom
prostoru stanja i negativno odredene duz trajektorija sistema.

Geometrijski prilaz kori§¢en u tom radu daje moguénost uvida u strukturne osobine

singularnih sistema i osobina konzistentnih pocetnih uslova i omogucava opis dinamickih

karakteristika singularnih sistema preko bazi¢nog regularnog matri¢nog para (E LA).

U radu Debeljkovi¢ et al. (1992) razmatran je problem ogranicenosti reSenja
singularnih sistema na vremenski invarijantnim skupovima u prostoru stanja,
kako za regularne, tako i1 za iregularne singularne sisteme. Dobijeni su jednostavni,
dovoljni, algebarski uslovi, koji mogu da posluze za testiranje postojanja reSenja
singularnih sistema koja poseduju sve karakteristike “ogranicenosti” na konaCnom, i
osobine “prakticne” stabilnosti, na beskonacnom vremenskom intervalu. Isti rezultati
omogucavaju da se izvrsi i procena potencijalnog domena prakticne stabilnosti. Takode
su dati i dovoljni uslovi prakticne nestabilnosti ovih sistema, kao ispomo¢ u dobijanju
pravog odgovora, kada teoreme o prakti¢noj stabilnosti ne daju pozitivan odgovor.

Rad Debeljkovi¢c et al. (1993) razmatra identicnu problematiku kao
i prethodni rad. Valja napomenuti da su tom prilikom dobijeni uslovi koji su daleko blazi
od pomenutih, a garantuju najmanje ista svojstva razmatranim reSenjima sistema.
Evidentno objedinjavanje i znafajno uopStavanje svih rezultata vezanih za ovu
problematiku, bili su predmet rada Debeljkovié et al. (1995.b).

Kona¢no u ovom pregledu rezultata treba pomenuti rad Jovanovié, Debeljkovic
(1996, 1997), u kojem su dobijeni dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na

kona¢nom vremenskom intervalu za regularne singularne sisteme u prinudnom radnom
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rezimu. U slu€ajevima kada odsustvuje spoljas$nja prinuda, oni se svode na rezultate date
u radu Debeljkovi¢, Owens (1985).

Poseban prilaz proucavanju stabilnosti kontinualnih singularnih sistema na kona¢nom
vremenskom intervalu, prvi put je izloZzen u radu Debeljkovic¢ et al. (1997.b), a zasnovan
je na primeni matri¢ne mere i Coppel-ove nejednakosti.'r Tom prilikom razmatrani su
kako autonomni, tako i singularni sistemi koji rade u prinudnom radnom reZimu, na
vremenski promenljivim skupovima u prostoru stanja. Izvedeni rezultati daju dovoljne
uslove prakti¢ne stabilnosti ove klase singularnih sistema i veoma su efikasni za primenu.

Kada su u pitanju diskretni deskriptivni sistemi, prvi rezultati vezani za primenu
koncepta prakti€ne stabilnosti i stabilnosti na kona¢nom intervalu, pojavili su se u
radovima Debeljkovi¢, Dordevi¢ (1985) i Debeljkovi¢, Owens (1986). Ovi rezultati daju
dovoljne uslove stabilnosti ove klase singularnih sistema i, u osnovi, analogni su ranije
izvedenim za kontinualne singularne sisteme, Debeljkovic, Owens (1985).

Da bi se stroze utvrdile granice do kojih dosezu reSenja diskretnog singularnog
sistema, prilikom njegovog rada na kona¢nom vremenskom intervalu, formulisane su i
dokazane teoreme o prakticnoj nestabilnosti ove klase sistema, a u radu Owens,
Debeljkovic (1986).

U radovima Bogicevi¢ et al. (1995) i Dihovicni et al. (1996.a) razmatran je problem
ograniCenosti reSenja autonomnih diskretnih singularnih sistema, a bez limitiranosti po
pitanju regularnosti istih. Mimo standardnih ocCekivanih uslova stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu, dobijeni su i znacajni rezultati koji omogucavaju efikasnu
procenu “potencijalnog domena prakticne stabilnosti” razmatranog sistema, s obzirom na
Cinjenicu da se ova osobina moZe vezati samo za odredeni skup reSenja,
od svih mogu¢ih ponudenih. Isti ti rezultati u velikoj meri su poboljsani
i dogradeni u radu Baji¢ et al. (1988).

Zbog same prirode kretanja diskretnih deskriptivnih sistema, izostala je primena
koncepta matricne mere, ali se pokazuje da diskretna modifikovana Bellman-Gronwall-

ova lema moze da pruZi jos bolje ocene kretanja ovih sistema, kako u slobodnom, tako i u

i Coppel, W. A., Stability and Asymptotic Behavior of Differential Equations, D. C. Heat and Co.,
Boston, 1965.
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prinudnom radnom reZimu, a na konacnom vremenskom intervalu i vremenski
promenljivim skupovima.

Nedavno se pojavila i diskretna verzija rada Shen, Shen (2006), za diskretne
deskriptivne sisteme sa pozicija LMI. U radu su dobijeni odgovarajuci dovoljni uslovi
stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu kao i uslovi ogranic¢enosti na konacnom

vremenskom intervalu, imajuci u vidu prisustvo egzogenog, spoljasnjeg poremecaja.
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9.5 Kontinualni sistemi sa kaSnjenjem: hronoloski pregled
postignutih rezultata na polju izucavanja prakti¢ne stabilnosti i

stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu

Prema dostupnim saznanjima autora, nije moguce sa sigurno$¢u odrediti ko je prvi
koncept prakti¢ne stabilnosti proSirio na vremenski neprekidne sisteme sa kasSnjenjem.
Naime, krajem 1995. godine, Nenadi¢ (1995) iznosi novo videnje ovog problema i, kroz
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odgovarajuc¢e definicije i ostale rezultate date u vidu dovoljnih, a ponegde i u vidu
potrebnih uslova, u punoj meri primenjuje ovaj koncept i proSiruje ga na vremenski
kontinualne sisteme sa kasnjenjem.

Feng, Hunsarg (1996) obelodanjuju svoje videnje koncepta stabilnosti na kona¢nom
vremenskom intervalu u primeni na nelinearne, singularno-perturbovane sisteme sa
viSestrukim kasnjenjem, eksplicitno prisutnim u “brzom” podsistemu.

Iako nastale u skoro isto vreme, nezavisno jedna od druge, osnovne definicije koje
¢ine polaziSte ranije pomenutih autora, sustinski se razlikuju.

S obzirom na ¢injenicu da Feng, Hunsarg (1996) posmatraju posebnu klasu sistema u
prisustvu nelinearnosti, njihovi glavni rezultati prevazilaze interesovanja odredena
okvirima ove disertacije.

U radovima Nenadi¢ et al. (1995.a, 1995.b) i Debeljkovic et al. (1997.a), su izvedeni
dovoljni uslovi stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢ne stabilnosti
jedne klase linearnih, stacionarnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, i to u
prilikama kada je moguce izracunati fundamentalnu matricu sistema. Kako njeno
izraCunavanje moZe nekada da bude komplikovanije od samog reSavanja sistema
diferencijalnih jednacina, ovaj rezultat ima u osnovi viSe akademski, odnosno teorijski
znacaj. Sa druge stane, isti rezultat pokazuje jednu znacajnu Cinjenicu.

Naime,ocigledno je da, ukoliko je potrebno da sistem sa kasnjenjem bude stabilan,
odgovaraju¢i sistem bez kasnjenja mora da bude “dovoljno stabilan”, odnosno da
poseduje odgovarajucu rezervu stabilnosti. U prilikama kada je moguce uspostaviti vezu
izmedu fundamentalnih matrica sistema sa i bez kasnjenja, neki od iznetih rezultata u
pomenutim radovima pruZaju mogucnost da se ispita prakti¢na stabilnost razmatranog
sistema sa kaSnjenjem.

Evidentan nedostatak prethodnih rezultata otklonjen je u seriji radova koji su se
pojavili tokom 1997. godine. Tako je u radovima Nenadi¢ et al. (1997), Debeljkovic et al.
(1997.a — 1997.e), prvi put koriS¢ena matricna mera za dobijanje dovoljnih uslova
prakticne stabilnosti razli¢itih klasa sistema sa kaSnjenjem, kako autonomnih,
tako i onih koji svoje kretanje ostvaruju u prinudnom radnom reZimu. Imajuci u vidu
moguce brojne implementacije matricne mere, dobijen je niz rezultata koji se odnose na
Siroki spektar mogucéih procena konacnog vremenskog intervala, Sto u stvari daje “blaZe”

ili “stroZije” uslove stabilnosti.
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Zakonitost ovog razgranicavanja samo je intuitivno naslucena, ali nije i teorijski
dokazana, $§to moze da bude i jedan od osnovnim pravaca daljih istrazivanja.

Druga grupa radova, Debeljkovié et al. (1998.a, b, d, e) uglavnom daje rekapitulaciju
ranijih rezultata sa njihovim blagim modifikacijama u pravcu iznalaZenja jo$
jednostavnijih i efikasnijih kriterijuma prakti¢ne stabilnosti, u prisustvu nekih blazih ili
strozih ograni¢enja, nametnutih razli¢itim klasama razmatranih sistema.

Sustinski pomak, u odnosu na ranije rezultate, pojavljuje se u radovima Debeljkovic
et al. (1998.c, 1999), u kojima se prvi put koristi poznata Bellman-Gronwall-ova teorema
za dobijanje dovoljnih uslova stabilnosti na konanom vremenskom intervalu, iskazanih
preko singularnih vrednosti bazi¢nih matrica sistema sa kaSnjenjem.

Upotrebna  vrednost ovih rezultata ilustrovana je brojnim primerima,
kao 1 njihova superiornost u pogledu kvaliteta ocena u odnosu na ranije radove autora.

Svi izvedeni kriterijumi u prethodno navedenim radovima, formulisani su u formi samo
dovoljnih uslova, koji ukljuCuju i iznos cistog vremenskog kasnjenja i, sa tog aspekta,

spadaju u onu drugu, kvalitetniju grupu kriterijuma za ocenu stabilnosti.
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9.6 Diskretni sistemi sa kaSnjenjem: hronoloski pregled postignutih
rezultata na polju izu¢avanja prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na

kona¢nom vremenskom intervalu

Kada su u pitanju rezultati koji se odnose na klasu diskretnih sistema sa kasnjenjem,
koliko je autorima poznato, sve do nedavno, objavljen je samo jedan rad.

U radovima Aleksendri¢, Debeljkovi¢ (2002), Debeljkovic, Aleksendri¢c (2003)
inicirano je reSavanje ovog joS nerazmatranog problema. S obzirom na usvojeni koncept
stabilnosti, u tim radovima istraZuje se problem dovoljnih uslova koji garantuju da ce
trajektorije autonomnog linearnog diskretnog sistema sa kasnjenjem u stanju ostati u
unapred zadatom skupu stanja na kona¢nom vremenskom intervalu njegovog rada.

Detalji i opSirna diskusija rezultata sa primerima ¢e biti izloZena u narednom odeljku.
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10. DOPRINOSI NA POLJU LJAPUNOVSKE STABILNOSTI

10.1 Kontinualni singularni sistemi: hronoloski pregled postignutih

rezultata na polju izu¢avanja ljapunovske stabilnosti

Prema dostupnim saznanjima, problem [japunovske stabilnosti ove klase sistema
inicirao je Pandolfi (1980). U tom radu izvedena je Ljapunovljeva matri¢na jednacina, za
autonomni regularni singularni sistem, pod veoma strogim uslovom da je A = I. Sta vise,
pozitivno odredena simetricna matrica P, kao reSenje Ljapunovljeve matricne jednacine,
mora da zadovolji joS neke dopunske zahteve, kako bi se obezbedilo neimpulsno
ponasanje sistema.

Geometrijski prilaz problemu konzistentnih pocetnih uslova i asimptotsku stabilnost
linearnih singularnih sistema, razmatrali su Owens, Debeljkovi¢ (1985). Teorija
konzistentnosti vodi do prirodne klase pozitivno odredenih kvadratnih formi na
potprostoru koji sadrZi sva reSenja. Ova Cinjenica omogucava da se Ljapunovljev koncept
stabilnosti proSiri na singularne sisteme u smislu da je asimptotska stabilnost
ekvivalentna postojanju realne, simetricne, pozitivno odredene matrice kao resSenja
“slabe” singularne matri¢ne jednacine Ljapunova. Kada je E = I, problem se svodi na
klasi¢no resenje.

Do slicnog rezultata, koji obezbeduje “glatka” asimptotski stabilna reSenja
singularnog sistema, ali drugacijim prilazom, dosao je Lewis (1985.b).

Koriste¢i drugu metodu Ljapunova, Bajic et al. (1992a, 1992b) su ispitivali postojanje
reSenja koja teze ishodiStu faznog prostora, kao i postojanje odgovarajuceg “slabog”
domena privlacenja kako za regularne, tako i za iregularne linearne singularne sisteme.
Odgovori na ova pitanja mogu se dobiti ukoliko su ispunjeni odgovarajuci uslovi.

Za prethodno pomenute radove se moZe sa sigurnoSc¢u rec¢i da predstavljaju pionirske
poduhvate po ovoj problematici a bazirani su na analognim reSenjima koja se pojavljuju
kod normalnih sistema, 1 u tom smislu dovode do neke forme klasicne Ljapunovljeve
matri¢ne jednacine.

I pored permanentnog interesovanja za jedan ovakav prilaz u literaturi se, nedavno,

pojavio i jedan novi pristup baziran isklju¢ivo na primeni tzv. linearnih matricnih
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nejednakosti'” . Imajuéi u vidu ovu &injenicu i aktuelnost ove metode, zna¢ajan prostor ée
biti posvecen ovoj problematici u nastavku ovih izlaganja, te se stoga povr$ni komentar
doprinosa na ovom polju, na ovom mestu izostavlja.

Pregled preostalih rezultata na ovom polju, vezanih za razlicite klase singularnih
sistema, izlazi van okvira ovih izlaganja, a mogu se prepoznati u navedenoj literaturi
prilicno izrazajnim i konstruktivnim naslovima, koji u velikoj meri govore o tematici
odgovaraju¢ih radova.

Posle 1980. godine napisano je viSe od hiljadu radova koji tretiraju ovu problematiku,

tako da bilo kakva diskusija opSteg karaktera prevazilazi potrebe ove disertacije.
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10.2 Diskretni deskriptivni sistemi: hronoloski pregled postignutih

rezultata na polju izu¢avanja ljapunovske stabilnosti

Kada su u pitanju diskretni deskriptivni sistemi, prvi rezultati mogu se vezati za rad,
Owens, Debeljkovi¢ (1985), u kojem su se autori bavili razmatranjem geometrijskog
prilaza potprostoru konzistentnih pocetnih uslova koji generiSu sekvencu reSenja
(x(k):k=0,1,...).

Dobijeni rezultati su direktno iskazani preko bazicnih matrica E i A, tako da su
izbegnute dodatne algebarske transformacije, koje obi¢no optere¢uju vecinu procedura
namenjenih ispitivanju stabilnosti sistema.

U tom smislu, predloZeni geometrijski prilaz ponudio je ispitivanje dinamickih
osobina ove klase sistema preko “slabe” diskretne algebarske matricne jednacine
Ljapunova. Nazalost, sve do nedavno' testiranje tih rezultata bilo je veoma sloZeno, a §to
je sve proisteklo iz ¢injenice da je pozitivna odredenost relevantnih kvadratnih formi bila
zahtevana samo na odredenom podskupu prostora stanja, a ne na njegovoj sveukupnosti.

U radovima Dihovicni et al. (1996.b), Debeljkovi¢ er al. (1998.a) istraZivano je
postojanje diskretnih sekvenci koje teZe ishodiStu prostora stanja. Koristec¢i
Ljapunovljevu metodu bilo je omoguceno razmatranje kako regularnih,
tako 1 iregularnih diskretnih singularnih sistema. Koriste¢i pogodnu linearnu
nesingularnu transformaciju, polazni sistem preveden je u svoju normalnu kanonicku
formu, koja se pokazala kao izuzetno pogodna za utvrdivanje podklase mogucih reSenja
(sekvenci) koje poseduju razmatranu osobinu. Stavife, tom prilikom definisan je i

odreden “potencijalni (slabi) domen privlacenja” nultog ravnoteZnog stanja.

" Videti rad Miiller (1993).
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Od ostalih znacajnih rezultata na polju Ljapunovske stabilnosti vredi pomenuti rad
Mili¢, Baji¢ (1984) u kojem je izucCavana posebna klasa nelinearnih, nestacionarnih
diskretnih singularnih sistema, kao i odgovarajuci “veliki sistemi’.

Pregled preostalih rezultata na ovom polju vezanih za razliCite klase singularnih i
deskriptivnih sistema, izlazi van okvira ovih izlaganja, a mogu se prepoznati u navedenoj
literaturi prili€no izrazajnim i konstruktivnim naslovima, koji u velikoj meri govore o

tematici odgovarajucih radova.
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10.3 Kontinualni sistemi sa KkaSnjenjem: hronoloSki pregled

postignutih rezultata na polju izu¢avanja ljapunovske stabilnosti

Interesovanje za dinamiCko ponasanje sistema sa kasnjenjem okupira paZnju velikog
broja autora ve¢ viSe od pola veka. Prisustvo cistog vremenskog kaSnjenja, u
matematickom smislu, znatno komplikuje ispitivanje stabilnosti ove klase sistema. U tom
smislu, razvila su se dva sustinski razlic¢ita pravca, po dva sasvim razli¢ita osnova.

U prvom prilazu izvestan broj autora postavio je sebi znacajan zadatak odredivanja i
potrebnih i dovoljnih uslova ljapunovske stabilnosti, uglavnom linearnih sistema sa
kaSnjenjem.

Centralno mesto u tim radovima bilo je odredivanje pogodne Ljapunovljeve funkcije i
traZenje njenog izvoda duZ kretanja razmatranog sistema, Lee, Diant (1981), Mori et al.
(1983), Lee et al. (1986), Xu, Liu (1994), Tissir, Hmamed (1994,1996). Resavajuci isti
problem, znatan broj autora, pocevsi od Mori et al. (1981), zadovoljavao se iznalazenjem
samo dovoljnih uslova stabilnosti.

Ideja o koriSéenju matricne mere u tim problemima inspirisala je veliki broj autora,

koji su, stalnim nadogradivanjem bazi¢nih rezultata, dali veoma efikasne kriterijume,
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Mori et al. (1986), Bourles (1987), Mori, Kokame (1989), Tissir, Hmamed (1996) i
stvorili nove moguénosti za iznalaZenje i ocenu odgovaraju¢ih domena stabilnosti.

Drugo sustinsko opredeljenje autora iSlo je u pravcu odredivanja uglavnom dovoljnih
uslova ljapunovske stabilnosti, u formi koja jeste ili nije sadrzavala informaciju o iznosu
uticaja ¢isto vremenskog kasnjenja na stabilnost sistema.

Tako su stvorene dve velike grupe kriterijuma; jedne koji ukljucuju’, Mori (1985),
Mori, Kokame (1989), Tissir, Hmamed (1996) i druge koji ne ukljuéujui, Kamen (1980),
Brirley et al. (1982), Mori (1982), Bourles (1987), uticaj kaSnjenja na apsolutnu ili
relativnu stabilnost sistema. Za ove druge, dobro je poznato da se dobijaju u formi veoma
prostih algebarskih relacija.

Posebna klasa sistema sa kasnjenjem, opisana sledecom vektorskom diferencijalnom
jednacinom:

x(1)=Ax(1)+Ax(1-7) (10.1)
sa poc¢etnom funkcijom:

x(1)=9(1), -7<r<0 (10.2)
bila je predmet interesovanja velikog broja autora.

Tako su na primer, Lee, Diant (1981), za ovu klasu sistema i agregacionu funkciju
tipa:

V(x,.7)=[x(1)+ P (1)=x(1)] B[x(r)+B () *x(1)] (10.3)
u kojoj je:
x (8)=x(1+8), ve[-r.0] (10.4)
a Py je Hermitova matrica, izveli potrebne 1 dovoljne uslove koriste¢i Ljapunovljevu
drugu metodu, a kroz sistematsku konstrukciju tzv. “energetske funkcije”.

Postojanje ove funkcije neposredno je vezano sa postojanjem reSenja jedne

transcedentne matri¢ne nelinearne, algebarske jednacine.

" Na engleskom jeziku: Delay-dependent criteria

¥ Na engleskom jeziku: Delay-independent criteria
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U radu Mori et al. (1981), je prvi put izvedeno nekoliko jednostavnih kriterijuma
stabilnosti, zasnovanih na koriS¢enju matricne mere, za klasi€énu klasu sistema sa
kaSnjenjem. Ovim bazi¢nim rezultatom, koji u osnovi koristi Teoremu poredenja,
pokazano je da sistem iz kojeg je izostavljeno Cisto vremensko kaSnjenje mora biti
dovoljno'l' stabilan da bi se obezbedila njegova stabilnost u prisustvu ¢istog kasnjenja.

Sli¢an rezultat prezentovan je i u radu Mori et al. (1982), gde su izvedeni dovoljni
uslovi, koji razmatranom sistemu pored stabilnosti i odgovarajucu brzinu konvergencije
resenja.

Koriste¢i linearnu povratnu spregu po veli¢inama stanja, Mori et al. (1983) predlozili
su veoma efikasan postupak za stabilizaciju sistema, opisanog jed. (10.1), na bazi
klasicne agregacione funkcije i konvencionalnog reSavanja jedne modifikovane
Ljapunovljeve matri¢ne jednacine.

Nekoliko jednostavnih kriterijuma za testiranje asimptotske stabilnosti sistema sa
kasnjenjem, jed. (10.1), izvedeno je u radu Mori (1985), a u formi koja u kriterijume
ukljucuje i ¢isto vremensko kasnjenje i matriCne mere matrica sistema.

Hmamed (1986) daje rezultate koji su, u izvesnoj meri, manje restriktivni nego
odgovarajuci dati u radu, Mori et al. (1982).

Ipak, godinu dana kasnije, Bourles (1987) u svom radu pored niza znacajnih
doprinosa na polju izuavanja stabilnosti sistema sa ka$njenjem, ukazuje jednim kontra-
primerom na neodrZivost rezultata koje je dao Hmamed (1986).

Potrebne 1 dovoljne uslove asimptotske stabilnosti sistema sa celobrojnim umnoScima
kaSnjenja, izveli su Lee et al. (1986), polaze¢i od operatorske forme zapisa tih sistema i
generalisane Ljapunovljeve matri¢ne jednacine.

Novi kriterijum za ocenu stabilnosti sistema sa kaSnjenjem, koji ukljucuje i vrednost
¢isto vremenskog kaSnjenja, dat je u radu Mori, Kokame (1989). Pokazano je, StaviSe,
kako se na bazi dobijenih rezultata mogu odrediti domeni u kompleksnoj ravni s u kojima
leze svi koreni kvazi-karakteristi¢ne jednacine sa pozitivnim realnim delovima.

U radu Chen et al. (1995), razmatrane su osobine stabilnosti vremenski invarijantnih

sistema sa kaSnjenjem tipa jed. (4.9). Pod lupom autora je bila asimptotska stabilnost ove

" Odgovarajuéa rezerva stabilnosti.
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klase sistema, koja ne ukljucuje vrednost Cisto vremenskog kaSnjenja. Izvedeno je
nekoliko novih rezultata koji po svojoj vrednosti zna¢ajno premasuju rezultate njihovih
prethodnika. Posebna efikasnost ovih rezultata leZi u Cinjenici da su na najbolji moguci
nacin iskori§¢ene sve znaCajne osobine matri¢ne mere i spektralnog radijusa.

Znacajno poboljSanje rezultata, ranije prezentovanih u radu Mori, Kokame (1986),
dali su Tissir, Hmamed (1996), pokazavsi efikasan nacin za odredivanje regiona u s-
ravni, u kojem su locirani nestabilni koreni kvazi-karakteristicnog polinoma. Pored toga,
predloZen je numericki postupak za implementaciju dobijenih rezultata i izvrSeno njihovo
poredenje sa ranije izvedenim.

Znacajne doprinose u razvoju ljapunovske stabilnosti sistema sa kaSnjenjem, dali su
Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2005.a-2005.d, 2008.a, 2008.b, 2009) u brojnim radovima
objavljenim u periodu od 2004 do 2010 godine, sumarno prikazane u dve monografije
Debeljkovic et al. (2004) i Debeljkovic et al (2010).

Jos jedan rad zasluZuje paznju i potrebno ga je pomenuti. Rece je o preglednom radu
Jean-Pierre- Richard (2003), u kojem je iscrpno prikazan pregled najznacajnihijih
pitanja ljapunovske stabilnosti kontinualnih sisetma sa kaSnjenjem, ukljucujuci analizu
mogucih prilaza reSavanju ovog problema u smislu najpogodnijeg izbora odgovarajuce
agregacione funkcije ili odgovaraju¢ih transformacija kojima se, na primer razmatrani
sistem, svodi na svoj deskriptivni oblik ili diferencijalno-integralnu formu. U oba

poslednje pomenuta slucaja vremensko kasnjenje se ne javlja eksplicitno.
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10.4 Diskretni sistemi sa kaSnjenjem: hronoloski pregled postignutih

rezultata na polju izucavanja ljapunovske stabilnosti

Interesovanje za dinamiCko ponaSanje sistema sa kasnjenjem okupira paZnju velikog
broja autora ve¢ vise od pola veka. Medutim, moZe se sa sigurnoScu re¢i da je to
interesovanje bilo u daleko vecoj meri zastupljeno kada su u pitanju bili kontinualni, a

daleko manje kada je bila rec€ o vremenski diskretnim sistemima sa kasnjenjem.
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Jedan od glavnih razloga za ovo, uslovno reeno, smanjeno interesovanje lezi u
¢injenici da diskretni sistemi sa kasnjenjem imaju konacnu dimenziju, pa se kao takvi
mogu iskazati preko odgovarajuceg ekvivalentnog sistema bez kasnjenja. Red ovog
sistema srazmeran je proizvodu vrednosti kasnjenja i reda matrica sistema. Pri velikim
iznosima Cisto vremenskog kasnjenja, red ekvivalentnog sistema postaje izuzetno veliki,
pa je to u proslosti, stvaralo znatne matematicke poteskoce.

U tom smislu osnovni doprinosi mnogoborojnih radova su i$li u pravcu da se ovaj
problem prevazide analiziraju¢i osobine vremenski diskretnog sistema sa kaSnjenjem na
polaznim matricama sistema i bez nuznih prevodenja istog na ekvivalentni sistem.

Prvi znacajniji rad, koji se bavio problematikom [japunovske stabilnosti ove klase
sistema pojavio se tek 1982. godine, Mori et al.(1982).

Medu prvim koji su izlozili definicije, odredili kretanje diskretizovanog sistema i dali
uslove njegove stabilnosti je rad Koepcke (1965). lako se ne bavi problemom klasi¢nih
diskretnih sistema sa kasnjenjem, ve¢ diskretnim nastalih diskretizacijom kontinualnih
rad Koepcke (1965) daje osnovu za odredivanje njihovog kretanja,

Prilicno opSirna analiza kretanja diskretnog sistema sa kasnjenjem i optimizacija
njihovog ponaSanja data je od strane Janusevskog (1978).

U radu Mori et al. (1982) se daju jednostavni dovoljni uslovi stabilnosti ove klase
sistema, zasnovani na kori§¢enju normi matrica i njihovih funkcija. Tamo izvedeni
dovoljni uslov asimptotske stabilnosti posebne klase ovih sistema ne uzima u obzir iznos
cistog vremenskog kasnjenja, ali pruza efikasan rezultat za testiranje ove vaZzne osobine
sistema. Osim toga, konac¢ni rezultati ovog rada bili su i snazan podsticaj za kasnije iznete
rezultate a posebno logi¢ne zakljucke koji se, na bazi istih, prirodno namecu.

Problem stabilizacije za opSte decentralizovane velike (large-scale) linearne
kontinualne i diskretne sisteme, pomoc¢u kontrolera bez memorije u lokalnim povratnim
spregama, prezentovan je u radu Lee, Radovic (1987). U njemu su izvedeni dovoljni
uslovi stabilizacije i pri tome se, u kriterijumima za kontinualne sisteme, koristila
matricna mera odredenih matrica, dok se kod diskretnih ekvivalenata koristila norma.
Problem stabilizacije pomenutih velikih (large-scale) sistema, takode su razmatrali Lee,

Radovic (1988).
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U radu Trinh, Aldeen (1995) razmatrana je asimptotska i D-stabilnost diskretnih
sistema sa kasnjenjem i predloZeni su dovoljni uslovi koji su manje konzervativni od
Mori et al. (1982).

Na bazi izvedene algebarske nejednakosti, Wang, Mau (1997) su dali kriterijum koji
garantuje robusnu stabilizaciju i estimaciju stanja za perturbovane diskretne velike
sisteme. Ovaj kriterijum je nezavisan od kasnjenja i ne zahteva reSavanje Ljapunovljeve
ili Rikatijeve matri¢ne jednacine.

U radu Debeljkovi¢, Aleksendri¢ (2003), izloZene su prve ideje o jednom novom
prilazu problema ljapunovske stabilnosti diskretnih sistema.

Neke konkretne realizacije i reSenja tih ideja data su, neSto kasnije,
u radovima Debeljkovi¢, Aleksendri¢(2003.a, 2003.b).

U radu Stojanovi¢, Debeljkovi¢ (2003.a) izmedu ostalog, koriste¢i razlaganje matrica
sistema na realni i imaginarni deo, dobijeni su dovoljni uslovi koji garantuju asimptotsku
stabilnost posene klase vremenski diskretnih sistema sa kaSnjenje i koji su manje
restriktivni od vecine postojecih uslova stabilnosti.

Robusna asimptotska stabilnost diskretnih nestacionarnih sistema sa kaSnjenjem
razmatrana je u radu Stojanovic, Debeljkovi¢ (2003.b). Pomenute nestacionarnosti su
tretirane kao perturbacije matrica sistema u obliku simetri¢nih intervalnih matrica.

U radu Stojanovié¢, Debeljkovi¢ (2003.c) su prvi put izvedeni potrebni i dovoljni
uslovi asimptotske stabilnosti linearnih diskretnih sistema sa kasnjenjem sa mogucim
sagledavanjem uticaja Cisto vremenskog kaSnjenja na stabilnost sistema. Izvedeni
rezultati pokrivaju najSire klase ovih linearnih sistema i ukljucuju i slucajeve sistema sa
visestrukim kasnjenjem. Za njih se, u izvesnom smislu, moZe re¢i da predstavljaju
rezultate analogne rezultatima izvedenim za vremenski kontinualne sisteme sa
kasnjenjem, date u lit. Lee, Dianat (1981), ali ih na odredeni nacin i prevazilaze. To se
prvenstveno odnosi na €injenicu da reSenje poznate diskretne matri¢ne jednacine uvek
postoji, §to nije bio slu¢aj u bazi¢nom-kontinualnom rezultatu iz 1981.godine. Problem
je reSen sa pozicija primene Ljapunovljeve druge metode i pogodno odabrane
Ljapunovljeve funkcije za tamo razmatranu klasu sistema.

U radovima Stojanovié¢, Debeljkovi¢ (2003.d, 2003.e) su izvedeni dovoljni uslovi
asimptotske stabilnosti iste slicnih klasa diskretnih sistema sa kaSnjenjem i lako se

pokazuje da su manje restriktivni od onih koje postoje u savremenoj literaturi. Rad
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Debeljkovié et al. (2004) predstavlja potpuni diskretni analogan rezultatu koji je dao

Hmamed (1986) za vremenski kontinualne sisteme sa kasnjenjem.
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11. KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI

11.1 Stabilnost u smislu Ljapunova

Vremenski invarijantan, kontinualan, singularan sistem se moZe prikazati sledeCcom
jednacinom:
Ex(t)=Ax(1), x(1,)=x,(7) (11.1)
gde je x(1)e R" vektor generalizovanog prostora stanja ( eng. co-state, vektor polu—

stanja), E€ R™ je singularna matrica, pri ¢emu je rank E=r<n. E su A su matrice
odgovarajucih dimenzija i definisane su na polju realnih brojeva.

Sistem definisan jed. (11.1) je u slobodnom radnom reZimu i na njega ne deluju
spoljasnje sile. Treba napomenuti da, u opStem slucaju, nisu isti pocetni uslovi za
autonoman sistem i sistem u prinudnom radnom rezimu.

Modeli sistema ovakvog oblika imaju neke vazne prednosti u poredenju sa modelima
normalnih sistema, t.j. kada je E =1, a odgovaraju¢a diskusija se moZe na¢i u radu
Debeljkovic et al. (1996, 2004), kao i u prethodnim glavama ove disertacije/

Slozena priroda singularnih sistema prouzrokuje mnoge teskoce prilikom analitickog
i numeric¢kog tretmana, koje se ne javljaju kada se razmatraju sistemi koji su prezentovani
u normalnoj formi. U tom smislu, prezentovana su pitanja postojanja, reSivosti,

jedinstvenosti i glatkoce, koja se mogu reSiti na zadovoljavajuci nacin.

Definicije stabilnosti

Definicija 11.1 Sistem, dat jed. (11.1), je regularan ako postoji se€C,
det (sE — A) #0, Campbell et al. (1974).

Definicija 11.2 Sistem, dat jed. (11.1), pri ¢emu je A=1, je eksponencijalno stabilan

ako se mogu naci dve pozitivne konstante ¢, ¢, tako da vazi |x(t)|| <S¢y ||x(0)|| za

svako resenje jed. (11.1), Pandolfi (1980).
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Definicija 11.3 Sistem, dat jed. (11.1), je asimptotski stabilan ako i samo ako, za sve

konzistente pocetne uslove x,,, X(7) =0 kad 7 — o, Owens, Debeljkovic (1985).

Definicija 11.4 Sistem, dat jed. (11.1), je asimptotski stabilan ako svi koreni

det(sE—A), tj. sve konacne sopstvene vrednosti ovog matri¢nog para (pencil), leZe u

otvorenoj levoj polovini kompleksne ravni, a razmatrani sistem je neimpulsan ako ne

postoji x, tako da x(z) pokazuje prekidno ponaSanje u slobodnom random reZimu,

Lewis (1986).

Definicija 11.5 Sistem, dat jed. (11.1), je asimptotski stabilan ako i samo ako sve
konacne sopstvene vrednosti A,,i=1, ... ,n,, matri¢nog para (AE— A) imaju negativne

realne delove, Muller (1993).

Definicija 11.6 RavnoteZzno stanje x =0 sistema, datog jed. (11.1), je stabilno ako za

svako £>0, i za bilo koje 7,€ 3, postoji 6 =5(&,1,)>0, tako da ||X(t,t0,xo )” <€ vazi
za svako t>1t,, kada x,€ W/, i ||x0|| <0, gde 3 oznacava vremenski interval tako da

3:[t0,+o<>[, t,=20, a M, je potprostor konzistentnih pocetnih uslova, Chen, Liu

(1997).

Definicija 11.7 RavnoteZno stanje x =0 sistema, datog jed. (11.1), je nestabilno ako

postoji €>0, i 7,€ 3, za bilo koje §>0, tako da postoji " >1,, za koje vazi

[x(r.00.%,)| 2 £ i ako x,€ 74, i [[x,| < &, Chen, Liu (1997).

" ReSenja vremenski kontinualnog, singularnog sistema u ovom istraZivanju su neprekidne

diferencijabilne funkcije vremena ¢ koje zadovoljavaju razmatrane jednacine modela. S obzirom da za

vremenski kontinualni, singularni sistem nece sve poetne vrednosti X, od .X(l‘ ) generisati glatko

reSenje, one koje generiSu takvo reSenje (neprekidno u desno) se nazivaju konzistentnim. Sem toga,

pozitivno resivi uslov garantuje jedinstvenost i zatvorenu formu resenje jed. (11.1).
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Definicija 11.8 Ravnotezno stanje x =0 sistema, datog jed. (11.1), je atraktivno

(privlagno) ako za svako 1,€ 3, postoji 7=17(t,) >0, tako da limx(z,7,,x,) =0, kada

X, € W, i |x,| <, Chen, Liu (1997).

Definicija 11.9 RavnoteZno stanje x =0 singularnog sistema, datog jed. (11.1), je

asimptotski stabilno ako je ono stabilno i atraktivno, Chen, Liu (1997).

Definicija 11.5 je ekvivalentna sa lim x(7)=0.

I—>+o0

Lema 11.1 RavnoteZno stanje x =0 linearnog singularnog sistema, datog jed. (11.1),

je asimptotski stabilno ako i samo ako je ono neimpulsno, i o(E, A)cC”, Chen, Liu

(1997).

Lema 11.2 RavnoteZzno stanje x=0 sistema, datog jed. (11.1), je asimptotski

stabilno ako i samo ako je ono neimpulsno, i limx(z) =0, Chen, Liu (1997).

Teoreme stabilnosti

Teorema 11.1 Sistem, dat jed. (11.1), kada je A=1, I je jedini¢na matrica, je
eksponencijalno stabilan ako i1 samo ako sopstvene vrednosti matrice E nemaju

pozitivne realne delove, Pandolfi (1980).

Teorema 11.2 Neka je /), matrica koja predstavlja operator na R" koji je jedini¢ni
operator na }¥/, inula operator na }¥ . Sistem, dat jed. (11.1), kada je A=1, je stabilan
ako postoji (nxn) matrica P, koja je re3enje slede¢e matri¢ne jednacine:

E'P+PE=-1,, (11.2)

sa slede¢im osobinama:

P=P" (11.3)
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Pq=0, qeV (11.4)

q'Pq>0, q#0, qel, (11.5)

gde je:
W, =X(I-EE") (11.6)
Y =X(EE") (11.7)

W, je podprostor konzistentnih pocetnih uslova, Pandolfi (1980), a X( ) oznatava

kernel ili nulti prostor matrice ( ).

Teorema 11.3 Sistem, dat jed. (11.1), je asimptotski stabilan ako i samo ako:

a) matrica A je invertibilna,

b) postoji pozitivno odreden, samoadjungovan (Hermitov) operator P na R", tako da:
A'PE+E'"PA=-Q (11.8)

gde je O samoadjungovan i pozitivan u smislu da:

x' (1)0x(1)>0 zasvako x(r)e . \{0} (11.9)

Owens, Debeljkovic (1985).

Teorema 11.4 Sistem, dat jed. (30.1), je asimptotski stabilan ako i samo ako vaZi:
a) matrica A je invertibilna,

b) postoji pozitivno odreden, samoadjungovan operator P, tako da:

X' (t)(A"PE+E"PA)x(t)=—x" (1) x(¢) (11.10)
za Sve X€ }/l/k*, gde )/I/k* oznacava potprostor konzistentnih pocetnih uslova, Owens,

Debeljkovic (1985).

11.2 Stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu

Dinamic¢ko ponaSanje sistema, datog jed. (11.1), je definisano na vremenskom

intervalu S ={r:1,<t<t,+T}, pri Gemu veli¢ina 7 moZe biti bilo pozitivan realan broj
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ili simbol +e, tako da se istovremeno mogu tretirati stabilnost na konacnom
vremenskom intervalu i prakti¢na stabilnost.

Pretpostavlja se da su vremenski invarijantni skupovi, koji se koriste kao granice
trajektorija sistema, otvoreni, povezani i ograniceni.

Neka S, oznaCava skup svih dozvoljenih stanja sistema, a S, oznacava skup svih
pocetnih stanja sistema, tako da S, € S,.
U opStem slucaju, moZe se napisati:
S, ={x:[x()], <@} x(r)e m;\{o0} (11.11)
gde se pretpostavlja da je Q simetri¢na, pozitivno odredena, realna matrica a

oznacava podprostor konzistentnih pocetnih uslova koji generiSe glatka reSenja. Vektor
pocetnih uslova je konzistentan ako postoji neprekidno, diferencijabilno reSenje jed.

(11.1). Geometrijski tretman, Owens, Debeljkovic (1985), skupa }¥, kao granice

podprostora algoritma je:
W,=R", W, =A"(EwW,), j=0 (11.12)
gde A™' () oznadava inverzni lik () nad operatorom A.
U radu Campbell et al. (1974) pokazano je da podprostor }/, predstavlja skup
vektora koji zadovoljavaju:
(1-E"E)x,=0, ili W, =X(1-E"E) (11.13)
gde je E = (LE- A)_1 E . ¢ je bilo koji kompleksan skalar tako da:
det(AE-A)#0 ili W, NX(E)={0} (11.14)
Ovaj uslov garantuje jedinstvenost reSenja koja su generisana sa W, a (AE—A) je
invertibilna matrica za neko A€ R. Nulti prostor matrice F je oznaden sa X(F), rang
prostora sa R(F) a gornji indeks "D " se koristi da ozna¢i Drazin—ovu inverziju. Neka
je ” x(1) ||(A) bilo koja vektorska norma (t.j. -=1,2,00) a || () || matri¢na norma.

Matri¢na mera je definisana na sledeci nacin:

u(F):%max/zi(FwF) (11.15)

1
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za bilo koju matricu F e C™. Gornji indeks * oznacava transponovanu konjugovanu

vrednost. U slucaju kada Fe R™ sledi F*=F", gde gornji indeks T oznacava
transpoziciju.
Vrednost partikularnog reSenja u trenutku ¢, koje u trenutku ¢ =0 prolazi kroz tacku

X,, je oznadena sa .xX(1,X,)., u skra¢enoj oznaci x(). Skup svih tataka S, u faznom

prostoru R", S, c R", koji generiSe glatka reSenje moZe se odrediti pomocu inverzne

Drazinove tehnike.
Definicije stabilnosti

Definicija 11.10 Sistem, dat jed. (11.1), je stabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {a&,f,0,3}, @< B, ako i samo ako Vx(z,)=x,€ M, koje

zadovoljava ||x0||; <a,sledi ”X(t)”jz < B, Vte 3, Debeljkovic, Owens (1985).

Definicija 11.11 Sistem, dat jed. (11.1), je nestabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {a, 5,0,3}, a<f, ako i samo ako za Vx(z,)=x,€ W, koje

zadovoljava ||x0||; <a, postoji t'€ 3 tako da sledi Hx(t* )HZQ > 3, Debeljkovic, Owens

(1985).
Stav 11.1 Ako je ¢(x)=x" ()M x(t) kvadratna forma na R" tada sledi da postoje

max max

brojevi A,;, (M) i A,, (M), koji zadovoljavaju —o< A, (M )< A, (M)<-+eo, tako

da:

/1mm(M)s%szm(M), wxe W, \ {0} (11.16)

Ako M=M" i x' (t)Mx(¢)>0, Vxe W, \{0}, tada A, (M)>0 i A, (M)>0,

gdesu A, (M) i A, (M) definisane na slede¢i na¢in:

max
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{xT(t)Mx(t), xe W, \{0}, }

x' (1)E"PEx(t)=1

{XT(t)Mx(t), xe W, \{0}, }

X' (t)E'PEx(t)=1

(11.17)

Pogodno je razmatrati, u cilju razjaSnjenja, funkciju sistema, datog jed. (11.1), sledeceg
oblika:

V(x(t))=x"(t)E"PEx(t) (11.18)

sa partikularnim izborom P =1, I je jedini¢na matrica.
Teoreme stabilnosti

Teorema 11.5 Sistem je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{a, 8,3}, a< B, ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:

. 7.(Q)
(®) o> (11.19)
l Al %(0)

) 7.(2)
(i) InB/a>A(Q)+1 , VteS3 (11.20)
i npla>A(Q)+initiss,  Vie

pri ¢emuje A, (Q) kao u Stavu 11.1, Debeljkovic, Owens (1985).

Stav 11.2 Postoji matrica P=P" >0, tako da %,(Q)=7,(Q)=1, Debeljkovic,
Owens (1985).

Posledica 11.1 Ako je /@ >1, moguée je izabrati matricu P tako da:

£.1nQ) (11.21)

a 7%(0)

Prakticno znaCenje ovog rezultata je da je uslov (i) Teoreme 11.5 moZe biti

zadovoljen pocetnim izborom slobodnih parametara matrice P . Uslov (ii) zavisi takode
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od podataka o sistemu i otuda je sloZenije ali takode prirodno pitanje da li moZemo

izabrati matricu P tako da 4, (Q) <0, Debeljkovic, Owens (1985).

Teorema 11.6 Sistem, dat jed. (11.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu

u odnosu na {e, 3,1,3} ako je zadovoljen slede¢i uslov:

b (1) < g Vie 3 (11.22)

D (1) je fundamentalna matrica linearnog, singularnog sistema, datog jed. (11.1),

Debeljkovic et al. (1997).
Sada se primenjuje prilaz matri¢nih mera.

Teorema 11.7 Sistem, dat jed. (11.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu

u odnosu na {e, f8,1,3}, ako je zadovoljen slede¢i uslov:

e“‘”"<ﬁ, Vie 3 (11.23)
o
gde je:
Y=EPA, A=(sE-A) A, E=(sE-A)E (11.24)

Debeljkovic et al. (1997).
Polaze¢i od eksplicitnog reSenja sistema, datog jed. (11.1), izvedenog u radu
Campbell (1980):
x(t):eEDA(’_t")xo, x, = E Ex, (11.25)
i diferenciraju¢i jed. (11.25), dobija se:
x(1)=EPAe™ M x, = EPAx(r) (11.26)
tako da se samo regularni singularni sistemi mogu tretirati sa matricama datim jed.

(11.24).

Teorema 11.8 Za datu konstantnu matricu EPA bilo koje resenje jed. (11.1)

zadovoljava sledecu nejednakost:
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—IS"DA)(t—tO EDA)(t—tO)

x(r)e TN < ()] <[x ()] N, wre s (11.27)

Kablar, Debeljkovic (1998).

Teorema 11.9 Da bi sistem, dat jed. (11.1), bio stabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {&, 5,1,3}, a< [, potrebno je da je zadovoljen sledeci uslov:

AN \/g, Vie3 (11.28)

gde je 0< 0 <, Kablar, Debeljkovic (1998).

Teorema 11.10 Da bi sistem, dat jed. (11.1), bio nestabilan na konacnom
vremenskom intervalu u odnosu na {e, 3,1,3}, a<f, potrebno je da postoji t €3

tako da je zadovoljen sledeci uslov:

o) \/z el (11.29)
o

Teorema 11.11 Sistem, dat jed. (11.1), je nestabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {a,f,1,3}, a<p, ako .36,0<d<a. i t'e3 tako da je

zadovoljen sledeci uslov:

S B g (11.30)

Kona¢no, prezentuje se Bellman—Gronwall-ov prilaz kako bi se izveli rezultati,

prethodno dati u Teoremi 11.7.

Lema 11.3 Pretpostavlja sa da je vektor q(z,7,) definisan na slede¢i nadin:

q(1,1,)=®(t,1,) E’Ev(1,) (11.31)

Debeljkovic, Kablar (1999).

Tako da ako je:
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Eq(1,1,)= E®(1,1,) E’Ev(1,) (11.32)

tada je:
la(r.e)], <|v ()|, &=t (11.33)
gde je:
A (M) =max{q" (1.1,)Eq(t.1,) :q(1.1,) € W, \{0}, (1134)
Q' (.4,)E"Eq(t.t,) =1, E=A"E+E"A}
V() =a(1,1) (11.35)

Koris$¢enjem ovog prilaza rezultati Teoreme 11.7 se mogu preformulisati na sledeci

nacin.

Teorema 11.12 Sistem, dat jed. (11.1), je stabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {a’, ﬁ,|| (") ||f2 ,S} , a< f3, ako je zadovoljen slede¢i uslov:

@) B e (11.36)
[04

gdeje 4, (M ) dato jed. (30.34), Debeljkovic, Kablar (1999).
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12. DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI

12.1 Stabilnost u smislu Ljapunova

Vremenski invarijantan, linearan, diskretan, deskriptivni sistem se mozZe prikazati

sledec¢om jednacinom:
Ex(k+1)=Ax(k), x(k,)=x, (12.1)
gde je x(7)e R" vektor generalizovanog prostora stanja , E€ R™ je singularna matrica,

pri cemu je rank E=r<n.

E su A su matrice odgovarajucih dimenzija i definisane su na polju realnih brojeva.

U slucaju vremenski diskretnih sistema, koncept glatkosti ima mali znac¢aj kao Sto je

ve¢ pokazano, ali ideja konzistentnih pocetnih uslova x,,, koji generiSu sekvencu reSenja
(x(k):k 20), ima fizitko znacenje i pun smisao.
Fundamentalni geometrijski alat za karakterizaciju potprostora konzistentnih

pocetnih uslova }V/,, je sekvenca potprostora:
W, =R", W, =A"(EW,,). (j=0) (12.2)
A7'(-) oznaava inverzni lik (-) nad operatorom A, a X(F) i R(F) oznacavaju
kernel i rang nad operatorom F, sledstveno.

Lema 12.1 Sekvenca potprostora {)/I/d,o, Wi Wy, } se formira u smislu da:

Wy oW DWW, 30 (12.3)
Osim toga:
X(A)cW, .. (j=0) (12.4)
1 postoji ceo broj k >0, tako da:
Wiia =Wk (12.5)
iprematome M/, . =W, za j=1.
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Ako je k* najmanji takav ceo broj sa ovom osobinom, tada:

W, nR(E)={0}, (k=k") (12.6)
obezbeduje da je matrica (1E—A) invertibilna za neko Ae R, Owens, Debeljkovic

(1985).

Teorema 12.1 Pod uslovima Leme 12.1, X, je konzistentan pocetni uslov sistema,
datog jed. (12.1), ako x,€ )/I/d e Osim toga x, generiSe jedinstveno reSenje
x(t)e W .. (k=0) koje je realno-analiticko na {k:k>0}, Owens, Debeljkovic

(1985).

Teorema 12.1 je geometrijska dopuna algebarskih rezultata iz rada Campbell (1980).
Kratko i saZeto, prihvatljivo i razumljivo objaSnjenje svih ovih pitanja moZe se naci u

radu Debeljkovic (2004).

Definicija 12.1 Linearan, vremenski diskretan, deskriptivan sistem, dat jed. (12.1), je

regularan ako det(s E— A) nije identi¢ki jednaka nuli, Dai (1989).

Napomena 12.1 Treba uogiti da regularnost matri¢nog para (E,A) garantuje

postojanje i jedinstvenost reSenja x(-) za bilo koji zadati poCetni uslov, a obezbeduje

odsustvo impulsnog ponaSanje u pocetnom trenutku za nekonzistentne pocCetne uslove.

Jasno je da, za netrivijalan slucaj, det E # 0, odsustvo impulsa povlaci regularnost.

Definicija 12.2 Pretpostavlja se da je linearan, vremenski diskretan, deskriptivan
sistem, dat jed. (33.1), nedegenerativan (ili regularan), tj. det(zE—A)#0. U

suprotnom, sistem je degenerativan, Syrmos et al. (1995).
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Ako je matrica (z E— A) nedegenerativna, definiSe se spektar od (z E—A), oznaden
sa 0{E, A} kao izolovane vrednosti od z gde ne vaZi da je det(z E—A)#0. Uobicajeno
je da se spektar od (zI—A) oznalava sa o{A}.

Valja uotiti da zbog moguce singularnosti matice E, spektar 0{E, A} moZe zadrzati

konacne 1 beskonacne vrednosti od z .

Definicija 12.3 Linearan, vremenski diskretan, deskriptivan sistem, dat jed. (12.1), je

kauzalan ako je sistem, dat jed. (12.1), regularan i deg det(z E—A)=rank E, Dai
(1989).

Definicija 12.4 Matri¢ni par (E,A) je dozvoljen (eng. admissible) ako je on

regularan, neimpulsan i stabilan, Hsiung, Lee (1999).

Lema 12.2 Linearan, vremenski diskretan, deskriptivan sistem, dat jed. (12.1), je

regularan, kauzalan i stabilan ako i samo ako postoji invertibilna, simetrina matrica
H e R™ tako da vaZe sledece dve nejednakosti:
E'HE=0 (12.7)
A"HA-E"HE<0 (12.8)
Xu, Yang (1999).

Definicije stabilnosti

Definicija 12.5 Linearan, vremenski diskretan, deskriptivan sistem, dat jed. (12.1) je

stabilan ako i samo ako je sistem, dat jed. (12.1), regularan i svi njegovi polovi se nalaze

unutar regiona Q(0,1), Dai (1989).

Definicija 12.6 Sistem, dat jed. (12.1) je asimptotski stabilan ako su sve konacne

sopstvene vrednosti matrice (z E—A) unutar jedini¢nog kruga, bez svojstva predvidanja
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ukoliko se za svako dopustivo X(O) ujed. (12.1) dobijaju jednostrana reSenja, Syrmos et

al. (1995).

Definicija 12.7 Linearan, vremenski diskretan, deskriptivan sistem, dat jed. (12.1), je

asimptotski stabilan ako, za sve konzistentne pocetne uslove x,, imamo da x(7) — 0 kad

t — +oo, Owens, Debeljkovic (1985).
Teoreme stabilnosti

Prvo ¢e se izloziti fundamentalni radovi na polju stabilnosti u smislu Ljapunova
primenjeni na linearne, vremenski diskretne, deskriptivne sisteme, Owens, Debeljkovic
(1985).

PaZnja je ograniCena na slu¢aj kada je matrica E singularna (t.j. neinvertibilna) a
konstruisanje geometrijskih uslova na x, za postojanje kauzalnih reSenja jed. (12.1) u
vidu relativne strukture potprostora E i A. Rezultati su, prema tome, geometrijska
dopuna algebarske teorije iz rada Campbell (1980) gde je dokazano da je zahtevana
forma od x, u vidu Drazinove inverzije, a tehniCko reSenje se sastoji u zameni matrica E
i A sa komutativnim operatorima.

Ideja u ovom poglavlju je direktan rad sa matricama E i1 A, a ne pretpostavlja se
komutativnost. Geometrijska teorija konzistencije vodi ka prirodnoj klasi pozitivno
odredenih kvadratnih formi na potprostoru koji sadrZi sva reSenja. Ova cCinjenica
omogucava definisanje Ljapunovljeve teorije stabilnosti za linearne vremenski diskretne,
deskriptivne sisteme u smislu da je asimptotska stabilnost ekvivalentna postojanju

simetri¢nih, pozitivno odredenih reSenja slabe Ljapunovljeve matri¢ne jednacine.

U ovom izlaganju pretpostavlja se da je matrica (A E—A) invertibilna u konaénom
broju tataka A€ C i prema tome ako postoji reSenje x(k), (k=0) od (x(k):k=0,1,...)
za dati izbor od x,, koje je jedinstveno, Campbell (1980).

Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem je stabilan ako je sistem dat jed.
(12.1) regularan i svi njegovi kona¢ni polovi su unutar regije (0,1), Dai (1989), tako da

pazljivo ispitivanje pokazuje da nije potrebno da matrica A bude invertibilna, u
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poredenju sa slucajem kada se razmatraju vremenski kontinualni sistemi, videti rad

Debeljkovic et al. (2007).

Teorema 12.2 Linearni vremenski diskretni deskriptivni sistem, dat jed. (12.1) je
asimptotski stabilan ako i samo ako postoji realan broj 4" >0 tako da, za sve A u

opsegu 0 <|A| < A", postoji samoadjungovani (Hermitov), pozitivno odreden operator
pseg posto] jung p p

H, na R" koji zadovoljava sledecu jednacinu:

(A-AE) H,(A-AE)-E"H,E=-0, (12.9)

za neki samoadjungovani operator Q, koji zadovoljava pozitivnost sledeceg uslova:

x" (1), x(t) >0, vx(r)e W, .\{0} (12.10)

Owens, Debeljkovic (1985).

Teorema 12.3 Pretpostavlja se da je matrica A invertibilna. Tada je linearan,

vremenski diskretan, deskriptivan sistem, dat jed. (12.1), asimptotski stabilan ako i samo

ako postoji samoadjungovani, pozitivnho odredeno reSenje H na R" koje zadovoljava

sledecu jednacinu:
A'HA-E"HE=-Q (12.11)
gde je matrica Q samoadjungovana i pozitivna u smislu da:

X' (1)Qx(1) >0, vx(r)e W, . \{0} (12.12)

Owens, Debeljkovic (1985).

Teorema 12.4 Linearan, vremenski diskretan, deskriptivan sistem, dat jed. (12.1), je
asimptotski stabilan ako i samo ako postoji realan broj A° >0 tako da, za sve 4 u
opsegu 0<|ﬂ| < A", postoji samoadjungovan, pozitivno odreden operator H, na R”"

koji zadovoljava slede¢u jednacinu:
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X' (1)((A=AE) H,(A-AE)-E"H, E)x(r)=-x" (1)x(r)
vx(r)e W, .

(12.13)
Owens, Debeljkovic (1985).

Posledica 12.1 Ako je matrica A invertibilna, tada je linearan, vremenski diskretan,
deskriptivan sistem, dat jed. (12.1), asimptotski stabilan ako i samo ako jed. (12.13) vazi

za A =0 ineki simetri¢ni pozitivno odreden operator H,, Owens, Debeljkovic (1985).

12.2 Stabilnost na beskona¢nom vremenskom intervalu

Dinamic¢ko ponaSanje sistema, datog jed. (12.1), je definisano na vremenskom
intervalu A~ ={k0, (ko +ky )} gde veli¢ina k, mozZe biti ili pozitivan realan broj ili

simbol 4o, tako da se istovremeno mogu tretirati stabilnost na kona¢nom vremenskom
intervalu i praktiCna stabilnost. Pretpostavlja se da su vremenski invarijantni skupovi,
koji se koriste kao granice trajektorija sistema, otvoreni, povezani i ograniceni.

Neka indeks S u oznaci skupa oznafava skup svih dozvoljenih stanja sistema a
indeks @ skup svih poCetnih stanja sistema, tako da Vx(k,)=x,€ M/,.

Pretpostavlja se da su skupovi otvoreni, povezani i ograniceni i definisani jed. (12.3)

za slucaj diskretnih sistema.
Definicije stabilnosti

Definicija 12.8 Sistem, dat jed. (12.1), je stabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {0:, B, G, L ,)/I/d}, ako 1 samo ako konzistentan pocetni uslov

x, € M, , koji zadovoljava ||x0||2 <a, G=E'PE, povladi da je ”X(k)”z < B, Vke L.
Matrica G je izabrana tako da reprezentuje fizicka ograniCenja sistemskih varijabli i

pretpostavlja se, kao i ranije, da zadovoljava G=G", x'(k)Gx(k)>0,,
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vx(k)e W,\{0}, Debeljkovi¢ (1985, 1986), Debeljkovi¢, Owens (1986), Owens,

Debeljkovic (1986).

Definicija 12.9 Sistem, dat jed. (12.1), je nestabilan na konacnom vremenskom u

odnosu na {K ,a, B, G, Wq}, ako 1 samo ako postoji konzistentan pocetni uslov, koji

zadovoljava ”XO”Z <a, G=E"PE,i ako postoji postoji diskretan trenutak k"€ K , tako

5 2 *
da je ispunjen sledeci uslov Hx(k )HG > 3 za neko k € A, Debeljkovié, Owens (1986),

Owens, Debeljkovi¢ (1986).
Teoreme stabilnosti

Teorema 12.5 Sistem, dat jed. (12.1), je stabilan na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na {&, B, £}, B> a, ako je zadovoljen slede¢i uslov:

max

A Q)< Bla, Vke £ (12.14)

k
‘max

gde je A, (Q) definisano sa:

At (Q):mfx{xT(k)ATPAx(k): x(k)e W, \{0}, x"(k)E'PEx(k)=1} (12.15)

max

gde je matrica P = P" >0, Debeljkovic (1986), Debeljkovic, Owens (1986).

Teorema 12.6 Sistem, dat jed. (12.1), je nestabilan na konacnom vremenskom u

odnosu na {&, B, L}, B>a ako postoji pozitivan skalar ye |0, o[ i diskretan

trenutak k", El(k* > ko)e A tako da je zadovoljen sledeci uslov:

AL

e (Q)> 1y, zaneko ke £ (12.16)
gde je A°(Q) definisano sa:
ﬂ,k

min

(Q)=min{x" (k) A"PAx(k): x(k)e W, \{0}, x"(k)E'PEx(k)=1} (12.17)

Debeljkovi¢, Owens (1986).

175



Teorema 12.7 Sistem, dat jed. (12.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu

uodnosuna { @, 5,A}, f>a, ako je zadovoljen sledeéi uslov:

| ¥ (k)|<B/a. Vkek (12.18)

k ~

gde je: W (k)=(EPA) i E=(cE-A)"E, A=(cE-A)" A, Debeljkovic (1986).
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13. KONTINUALNI SISTEMI SA KASNJENJEM

13.1 Stabilnost u smislu ljapunova

Primena Ljapunovljeve direktne metode (LDM) je izloZeno u mnogobrojnim
referencama.

Zbog njihove brojnosti, doprinosi na ovom polju su izostavljeni u ovom poglavlju.

Deo rada Tissir, Hmamed (1996), koji je posebno interesantan u kontekstu ovih i

daljih istrazivanja, ¢e kasnije biti prezentovan.

13.2 Stabilnost na konaénom vremenskom intervalu

Linearni viSestruko prenosni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem se moZe

predstaviti sledecom diferencijalnom jednacinom:
x(1)=Ax(t)+Ax(t—7) (13.1)
i sa pridruZenom funkcijom pocetnog stanja:
x(t)=wy (1), -7<t<0 (13.2)
Sistem dat jed. (13.1) se naziva homogenim, x(t) € R" je vektor prostora stanja, A,
A,, su konstantne matrice sistema odgovaraju¢ih dimenzija, a 7 je Cisto vremensko
kaSnjenje, 7 = const.,(7>0).
Dinamicko ponaSanje sistema, datog jed. (13.1), sa po€etnim funkcijama, datim jed.
(13.2), je definisano na neprekidnom vremenskom intervalu 3 :{to, I +T} , pri ¢emu

veli¢ina 7" moze biti ili pozitivan realan broj ili simbol +eo, tako da se istovremeno mogu
tretirati stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu i prakti¢na stabilnost.

Ocigledno jeda 3e R, .

Vremenski invarijantni skupovi, koji se koriste kao granice trajektorija sistema,

zadovoljavaju pretpostavke izloZene u prethodnom poglavlju.
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Definicije stabilnosti

Definicija 13.1 Sistem sa Cistim vremenskim kasSnjenjem, dat jed. (13.1-13.2), je

}, @< f, ako za bilo koju trajektoriju x(r)

stabilan u odnosu na {a, B, -7, T, ||X

uslov | x, | < & povlagi || x(1) || <pB Vte[-A, T], A=z, , Feng, Hunsarg (1996).

Definicija 13.2 Sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (13.1-13.2), je

X }, y<a< f3, ako za bilo koju trajektoriju x(7)

stabilan u odnosu na {&, B, -7, T,
uslov x| < e, povlagi:

(i) Stabilnost u odnosu na {&, 8, -7, T, |x|},

(ii) Postoji " € |0, T[ tako da |x(¢)| < y za sve Vre |, T,

Feng, Hunsarg (1996).

Definicija 13.3 Sistem, dat jed. (13.1), koji zadovoljava pocetni uslov, dat jed. (13.2),

je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {§ (1), B, 3} ako i samo
ako || v (1) || <{ (1), povlaci || x(t) || <p, te3, {(t) je skalarna funkcija sa osobinom
0<{(t)<a, -7<t<0, gde je  realan pozitivan broj i fe R i > a, Debeljkovic

etal. (1997.a, 1997.b, 1997.c, 1997.d), Nenadic et al. (1997).

IX(?)l,
A
B
—— a
...
-T 0 T 27 T t

S1.13.1 Ilustracija definicije 13.3

Definicija 13.4 Sistem, dat jed. (13.1), koji zadovoljava pocetni uslov, dat jed. (13.2)

je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {{ (1), B, 7. S, u(A # 0)}
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ako i samo ako wy (r)eS,, Vie[-r, 0] poviati x(i,1,x,)eS,, Vie[0, T],

Debeljkovic et al. (1997.b, 1997.¢).

Definicija 13.5 Sistem, dat jed. (13.1), koji zadovoljava pocetni uslov, dat jed. (13.2)
je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {05, B.7.3, u, (AO) # 0}

ako i samo ako y (1)eS,, Vre[-z, 0] poviati x(f.f,,x,.u(t))eS,, VieS,

Debeljkovic et al. (1997.b, 1997.c).

Definicija 13.6 Sistem, dat jed. (13.1), sa pocetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je

stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {to,S,Sa,S ﬂ}, ako 1 samo ako

|x(,)|" =] %" <. poviaci | x(1)|* < B. Vie 3. Debeljkovic et al. (2010).

Definicija 13.7 Sistem, dat jed. (13.1), sa pocetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je

atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {10,3,5a,5,;}, ako 1 samo ako

||X(t0 )”i :||x0||i <a, povladi: ||x(t)||i <[, Vte 3, sa osobinom da: lim”X(t)”i -0,

k—>o0

Debeljkovic et al. (2010).
Teoreme stabilnosti — Uslovi stabilnosti zavisni od kasnjenja

Teorema 13.1 Sistem, dat jed. (13.1), sa pocetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je
stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {e, S, 7, 3} ako je zadovoljen

sledeci uslov:

le()], < NBla [0, T] (13.3)

trefal,’

|| (+) || je Euklidska norma, a ®(7) je fundamentalna matrica sistema, datog jed. (13.1),
Nenadic et al. (1997), Debeljkovic et al. (1997.a).
Kada je 7=0 ili HAIHZO’ problem se svodi na slucaj obic¢nih linearnih sistema,

Angelo (1974).
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Teorema 13.2 Sistem, dat jed. (13.1), sa pocetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je

stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, f, 7, T} ako je zadovoljen

sledeéi uslov:

e MBI g0, 7] (13.4)
t+zfa,

gde || (- )” oznac¢ava Euklidsku normu, Debeljkovic et al. (1997.b).

Teorema 13.3 Sistem, dat jed. (13.1), sa poCetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je
stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {0!, B.t.T, u, (AO) # 0} ako

je zadovoljen slede¢i uslov:
Sl Blo ,
1+,U51(A0)'HA1H2 '(l_e—m(Ao)f)

Debeljkovic et al. (1997.c, 1997.d).

vie[o, T] (13.5)

Teorema 13.4 Sistem, dat jed. (13.1), sa poCetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je
stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {\/5, \/E .7, T, u(4) :O}
ako je zadovoljen slede¢i uslov:

1+THA1“2 <JBla, vielo, T] (13.6)

Debeljkovic et al. (1997.d).

Rezultati koji e biti prezentovani u nastavku omogucavaju ispitivanje stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu razmatranih sistema, naime sistema, datog jed. (13.1) i
(13.2), bez izracunavanja fundamentalne matrice ili odgovaraju¢ih matri¢nih mera.

Jednacina (13.2) se moze prepisati u svojoj opstoj formi na sledeci nacin:

x(t,+9) =0 (9. ¢ (¥)el[-7, 0], -7<89<0 (13.7)
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pri &emu je #, pocetni trenutak posmatranja sistema, datog jed. (13.1), a C[-7, 0] je
Banach-ov prostor neprekidnih funkcija na vremenskom intervalu duZine 7, koji

preslikava interval [(t -7), t] u R" sa normom definisanom na slede¢i nacin:

o ()] (13.8)

= max
[ol, = max,

Pretpostavlja se da su ispunjeni uobi¢ajeni uslovi glatkosti tako da ne postoje teSkoce
po pitanjima postojanja, jedinstvenosti i neprekidnosti reSenja u odnosu na pocetne
uslove.

Osim toga, moZe se napisati:

x(t,+8) =0, (V) (13.9)
kao i:

x(t,) =£ (.0, () (13.10)

Teorema 13.5 Sistem, dat jed. (13.1), sa pocetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je

stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, B, tO,S} ako je zadovoljen

sledeéi uslov:

)2 eZ(r—tO)o'max <£’ Yte S (1311)

(1+(t-1,)0, o

max
0,.. (*) je najveca singularna vrednost matrice (-), naime:

O = O (Ag) + O (A)) (13.12)

Debeljkovic et al. (1998.c), Lazarevic et al. (2000).

Napomena U slucaju kada je u Teoremi 13.5 A, =0, tj. A, je nula matrica, dobija

se rezultat sli¢an rezultatu prezentovanom u radu Angelo (1974).

Pre prezentovanja krucijalnog rezultata iz ove oblasti, potrebno je razmotriti i

objasniti neke dodatne rezultate.

Predstavlja se sledeci rezultat iz rada Lee, Dianat (1981).
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Lema 13.1 Neka se razmatra sistem, dat jed. (13.1), i neka je P,(r) karakteristicna
matrica, dimenzije (an) , kontinualna i diferencijabilna na vremenskom intervalu

[0, T] 10 van intervala, a funkcija:

V(x,,7) :(x(t)+ij1 (r)x(t—z')erPo(x(t)+j|£Pl (r)x(t—r)er (13.13)

gde je B, =P, >0 Hermitova matricai x, (¢)=x(r+9), o[-z, 0].

Ako:
B, (4,+R(0)+(4,+R(0) B=-0 (13.14)
P (x)=(4A,+PB(0)R(x), 0<k<7 (13.15)

gdeje B(7)=A,i Q=0 >0 je Hermitova matrica, tada je:
; d
V(xt,f):EV(xt,1)<0 (13.16)

Lee, Dianat (1981).

Jed. (13.13) definiSe Ljapunovljevu funkciju sistema, datog jed. (13.1), a * oznacava
konjugovanu transponovanu matricu.

U radu Lee, Dianat (1981) istaknuto je da je klju¢ uspeha u konstruisanju

odgovarajuce Ljapunovljeve funkcije sistema, datog jed. (13.1), postojanje najmanje
jednog resenja P,(t) jed. (13.15) sa grani¢nim uslovom P, (7)=A,.
Drugim recima, zahteva se da nelinearna algebarska matri¢na jednacina:
(40+P,(0))z

P, (0):A1 (13.17)

ima najmanje jedno reSenje za P, (0).

Teorema 13.6 Neka je sistem opisan jed. (13.1). Ako za bilo koju datu pozitivno

odredenu Hermitovu matricu Q postoji pozitivno odredena Hermitova matrica F,, tako

da:
B, (A,+P,(0))+(4,+P(0)) P+Q=0 (13.18)

gde za ¥€ |0, 7] i P,(¥¥)zadovoljava:
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P (8)=(4,+P£(0)P (2 (13.19)
sa grani¢nim uslovom P,(7)=A, i P,(7)=0 van intervala, tada je sistem asimptotski

stabilan, Lee, Dianat (1981).

Teorema 13.7 Neka je sistem opisan jed.(13.1) i osim toga, neka jed. (13.17) ima
reSenje za P,(0), koje je nesingularno. Tada je, sistem, dat jed. (13.1) asimptotski

stabilan ako je zadovoljena jed. (13.19) Teoreme 13.6, Lee, Dianat (1981).

Potrebni i dovoljni uslovi stabilnosti sistema su izvedeni pomocu Ljapunovljeve
direktne metode konstruisanjem odgovarajuce funkcije “energije”. Poznato je da ova
funkcija postoji ako se moZe odrediti reSenje P, (0)algebarske nelinearne matricne

jednaCine A zef(AWP'(O))AP'(O)
. .

U radu Lee, Dianat (1981) je pokazano da se znak izvoda Ljapunovljeve funkcije
(Lema 13.1), a na taj nacin i asimptotska stabilnost sistema (Teorema 13.6 i1 Teorema
13.7) se moZe odrediti na osnovu poznavanja samo jednog ili bilo kog reSenja
partikularne nelinearne matri¢ne jednacine.

U nastavku ¢e se demonstrirati da bi Lema 13.1 trebalo da bude poboljSana s
obzirom da se ne uzimaju u obzir sva moguca reSenja jed. (13.17). Kontraprimer, koji se
zasniva na originalnom prilazu i koji je podrzan primenom Lambert-ove funkcije, je dat u
lit. Stojanovic, Debeljkovic (2006), Debeljkovic, Stojanovic (2008). Konafan rezultat

sledi u nastavku.

Lema 13.2 Pretpostavlja se da postoji (postoje) reSenje (reSenja) P, (O) jed. (13.19) i
neka je Ljapunovljeva funkcija data jed. (13.13). Tada vazi V(xt,r) <0 ako i samo ako
za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica P, =P, >0 tako da vaZi jed. (13.5) za
svako (sva) reSenje (reSenja) P,(0), Stojanovic, Debeljkovic (2006), Debeljkovic,

Stojanovic (2008).
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Napomena 13.2 Potreban uslov Leme 13.2. sledi direktno iz dokaza Teoreme 13.2 u

lit. Lee, Dianat (1981) i Stojanovi¢, Debeljkovié (2006).

Teorema 13.8 Pretpostavlja se da postoji (postoje) reSenje (reSenja) P, (0) jed.
(13.17). Tada je sistem, dat jed. (13.1) asimptotski stabilan ako za bilo koju matricu
Q=0 >0 postoji matrica P, =P, >0 tako da vazi jed. (13.14) za sva reSenja P, (0)

jed. (13.17), Stojanovic, Debeljkovic (2006), Debeljkovic, Stojanovic (2008).

Napomena 13.3 Iskazi Leme 13.2. 1 Teoreme 13.7 i Teoreme 13.8 zahtevaju da su

ispunjeni odgovarajuci uslovi za bilo koje redenje P, (0) jed. (13.17) .

Ovi matri¢ni uslovi su analogni slede¢em poznatom skalarnom uslovu asimptotske

stabilnosti.
Sistem, dat jed. (13.1) je asimptotski stabilan ako i samo ako uslov Re(s)<0 vazi
za sva reSenja s sledece jednacine:
f(s)=det(sI-A,—e"A,)=0 (13.20)

Sada, se prezentuje glavni rezultat, koji se tie prakti¢ne stabilnosti sistema, datog

jed. (13.1).

Teorema 13.9 Sistem, dat jed. (13.1), sa pocCetnom funkcijom, datom jed. (13.2), je

atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {tO,S,a, B, ()”2}, a<f3, ako postoji

pozitivan realan broj g, g >1, tako da:

Ixte+oll, < sup [5G+, <al (o,

0 e[,

(13.21)
g>1, 121, Vie3, Vx(t)eS,

i ako za bilo koju matricu Q=Q" >0 postoji matrica P, =P, >0 tako da vazi jed.

(13.14) za sva resenja P, (0) jed. (13.17) i ako su ispunjeni sledeéi uslovi, Debeljkovic et
al. (2012.b):
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=]

e max( )(t_[()) <£’ VIE 3 (13.22)

o
gde je:
T (0) =2 (¥ ()(BAR ATB+GR)x(0): xT()Bx()=1) (323
Debeljkovic (2011).

Teoreme stabilnosti — Uslovi stabilnosti nezavisni od kasnjenja

Teorema 13.10. Sistem sa Cistim vremenskim kasnjenjem, dat jed. (13.1), je stabilan

na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {10,3,0(,,6,”(-)”2} , @< f3, ako postoji

pozitivan realan broj g, g >1, tako da:

||x(t+7)|| < sup ||x(t+z9)||<q||x(t)||
Be[-7,0]

(13.24)
g>1, t>1,, Vie3, Vx(r)e§,
ako je zadovoljen slede¢i uslov, Debeljkovic et al. (2010):
Fmtln) B e (13.25)
a
gde je:
Ao (T1) = A, (AS + A, + A A] +4°1) (13.26)
Debeljkovic (2011).
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14. DISKRETNI SISTEMI SA KASNJENJEM

14.1 Stabilnost u smislu ljapunova

Primena Ljapunovljeve direktne metode (LDM) je izloZena u mnogobrojnim
referencama. Zbog njihove brojnosti, doprinosi na ovom polju su izostavljeni u ovom
poglavlju.

Deo rada Tissir, Hmamed (1996), koji je od interesa, u kontekstu ovih istraZivanja,
¢e ovde biti predstavljen samo kao ideja koja je posluzila za formiranje konacnih
rezultata istraZivanja.

Posmatra se linearni, diskretni sistem sa kasnjenjem u obliku:
x(k+1)=Ax(k)+Ax(k-1) (14.1)
Jedn. (14.1) je homogena jednadina stanja, x(k)je vektor stanja sistema, dok su A, i A,

konstantne sistemske matrice odgovaraju¢ih dimenzija.

Teorema 14.1 Sistem definisan jedn. (14.1) je asimptotski stabilan ako vazi:
| 4)+] A<t (14.2)

Mori et al. (1981).

Teorema 14.2 Sistem jedn. (14.1) je asimptotski stabilan, nezavisno od kaSnjenja,

ukoliko vazi:

1
(o}
[Al<—+5

T (14.3)
Gmax (Q 2AOP)
pri ¢emu je P reSenje diskretne ljapunovske matricne jednacine:
Ay PAy—P=—(20+A] PA,) (14.4)

a 0,() 1 o0,() su maksimalna i minimalna singularna vrednost matrice (-),

max

Debeljkovic et al.(2004.a, 2004.b, 2004.d, 2005.a).
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Teorema 14.3 Neka je matrica (Q - AITPAI) regularna.

Sistem definisan jedn. (14.1) je asimptotski stabilan, nezavisno od kaSnjenja ako vazi:

(ST

o [(Q—A{PAl ) J
(14.5)

T o]

sa matricom P koja je reSenje diskretne ljapunovske matricne jednacine:
AyPA,—P=-20 (14.6)
pri ¢emu su o, (-) i 0, () maksimalna i minimalna singularna vrednost matrice (-),

Debeljkovic et al.(2004.a, 2004.b, 2004.d, 2005.a).
Pristup zasnovan na ljapunovskoj asimptotskoj stabilnosti

Linearni autonomni multivarijabilni diskretni sistem sa kaSnjenjem je moguce

predstaviti diferencnom jednacinom:

N
x(k+1)=> Ax(k-h,), x(9)=w(d), ve{-h,—h,+L..,0} (14.7)
j=0
u kojoj je x(k)eR", A,eR™, i O=h<h<h<..<hy - celi brojevi koji
predstavljaju vremenska kaSnjenja sistema.

Neka je V(x(k)): R" >R, tako da je V(x(k)) ograni¢ena i za koju je i ||x(k)||

takode ograniceno.

Lema 14.1 Za proizvoljne matrice istih dimenzija F i G 1 za neku proizvoljnu

pozitivnu konstantu £ vazi sledeci izraz , Wang & Mau (1997):

(F+G) (F+G)<(1+&)F'F+(1+&")G'G (14.8)

Teorema 14.4 Neka je A, nenulta matrica. Ako za svaku datu matricu Q=Q" >0

postoji matrica P =P" >0 takva da je slede¢a matri¢na jednacina zadovoljena:
) A, PAy+(1+ €, A PA —P=-Q (14.9)
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sa:

2 (14.10)

tada je sistem, jedn. (14.7) asimptotski stabilan, Stojanovic & Debeljkovic (2005.b).

Posledica 14.1 Ukoliko za proizvoljnu matricu Q=Q" >0 postoji matrica

P=P" >0 koja je resenje sledece ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

£ .
A PA,—P=— H‘:ﬂ 0 (14.11)

u kojoj je €, definisano jed. (14.10) i ukoliko je sledec¢i uslov zadovoljen:

;i’min (Q_P)
O s (49) A (P)

Tada je sistem, jed. (14.7) asimptotski stabilan, Stojanovic & Debeljkovic (2005.b).

(14.12)

O-max (A0)+O-max (Al) <

Posledica 14.2 Ako za proizvoljnu matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0
koja je reSenje matri¢ne jednacine:
(1+¢,,)A PA,—P=—¢,,0 (14.13)
u kojoj je &,,, definisano sa jedn. (14.10), i ukoliko je zadovoljen sledec¢i uslov:

Auin (Q)
c (Ao)ﬂ (P)

max max

Gmax(A0)+O-max(Al)<

(14.14)

tada je sistem, jed. (14.7) asimptotski stabilan, Stojanovic & Debeljkovic (2005.b).

Teorema 14.5 Ako za proizvoljnu matricu Q =Q" >0 postoji matrica P=P" >0
takva da je slede¢a matri¢na jednacina zadovoljena:
2A, PA,+2A"PA,-P=-Q (14.15)

Tada je sistem definisan jedn. (14.7) asimptotski stabilan, Stojanovic & Debeljkovic
(2006.a).
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Posledica 14.3. Sistem definisan jedn. (14.7) je asimptotski stabilan, nezavisno od
kasnjenja ako :

A.(20-P

0_2 (Al)< mm( Q )

" - (14.16)
20° (PE)

pri éemu za svaku zadatu matricu Q=Q" >0 postoji matrica P=P" >0 koja je

reSenje sledece Ljapunovljeve matri¢ne jednacine , Stojanovic & Debeljkovic (2006.a):
A PA,—P=-Q (14.17)
Posledica 14.4 Sistem jedn.(13.7) je asimptotski stabilan, nezavisno od kaSnjenja ako:
A
aﬁ]ax(Al)<LQ)l (14.18)
207, (Pf)

pri ¢emu za svaku matricu Q =Q" >0 postoji matrica P=P" >0 koja je reSenje sledeée
ljapunovljeve matricne jednacine, Stojanovic & Debeljkovic (2006.a):

2A,PA,-P=-Q (14.19)

14.2 Stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu

Koliko je poznato jedini rezultat koji razmatra i istraZzuje problem neljapunovske
analize linearnih vremenski diskretnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, je
jedini pomenuti u uvodu, odnosno Debeljkovic, Aleksendric (2003), u kojem je ovaj
problem razmatran po prvi put.

Ispitivanje stabilnosti sistema pomocu diskretne fundamentalne matrice je veoma
komplikovano, tako da postoji potreba za pronalazenjem efikasnijih izraza koji treba da
se zasnivaju na izraCunavanju odgovarajuce sopstvene vrednosti ili norme odgovarajuce

matrice sistema kao $to je to uradeno za slucaj kontinualnih sistema.

Razmatra se linearni vremenski diskretni sistem sa kaSnjenjem u stanju, opisan
slede¢om jednacinom:
x(k+1)=A,x(k)+A x(k-1) (14.20)

sa poznatom funkcijom pocetnih uslova:
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x(k,)=w(k,), -1<k,<0 (14.21)
gde je x(k)eR" vekor stanja, a A, i A, su konstantne matrice odgovaraju¢ih

dimenzija. Cisto vremensko kasnjenje je konstantno i jednako jedinici.
Za neke druge svrhe, jednacina stanja sa kaSnjenjem se moZe reprezentovati na

sledeéi nacin:

x(k+1):A0x(k)+iij(k—hj) (14.22)
x(9)=y(8), ve{-h-h+l,..,0} (14.23)

gde je x(k)eR", A, e R™, j=1,2, h—je ceo broj koji predstavlja Cisto vremensko

kaSnjenje sistema a y(-) je poznata vektorska funkcija pocetnih uslova.

Definicije stabilnosti

Definicija 14.1 Sistem, definisan jed. (14.22), je atraktivno prakticno stabilan

2

u odnosu na {k.A4,.S,.S,}. ako i samo ako ||X(k0)|| ||X0||§(T)PA0<05,

Alpa, —

2

povladi: ||X(k)|| <fB, VkeAk, sa osobinom da lim”X(k)”ngAo—)O,

AQPAy e

Debeljkovi¢ (2011).

Definicija 14.2 Sistem, dat jed. (14.22), je prakticno stabilan u odnosu na

{ky. £, S,. 55}, ako i samo ako: ||xo||2 <o, povlaci ||x(k)||2 <f, Vke L,

Definicija 14.3 Sistem, dat jed. (14.22), je atraktivno prakticno nestabilan u odnosu

a {ko,/UN,a', ,B,||()||2} , &< f3, ako za ||x0||§gm0 <a, postoji moment: k=k" e A, tako

> [ sa osobinom da ll_)mm”x(k)”2 -0,

da je ispunjen slede¢i uslov Hx(k*) : AT pa,

Abpa,

Debeljkovic (2011).
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Definicija 14.4 Sistem, dat jed. (14.22), je prakticno nestabilan u odnosu na

{ko,/CN,a,,B,

()”2}, a< f, ako za ||X0||2 <a postoji moment: k=k € A, tako da je

ispunjen sledeci uslov Hx(k*)u2 > f3 zaneko k=k € £, .

Definicija 14.5 Linearan, vremenski diskretan sistem sa cCistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (14.22) je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{a, By kg, kys ||()||} , @< f3, ako i samo ako za svaku trajektoriju x(k) koja zadovoljava
podetnu funkciju, datu jed (33.2), tako da ||x(k)||2 <a, k=0,—1,-2,--.— N, povladi

[ x(k)||2 <f. ke K, Aleksendric¢ (2002), Aleksendri¢, Debeljkovi¢ (2002), Debeljkovié,

Aleksendric¢ (2003).
Ova Definicija je analogna definiciji prezentovanoj, po prvi put, u lit. Debeljkovic et

al. (1997.a, 1997.b, 1997.c, 1997.d) i Nenadic et al. (1997).
Teoreme stabilnosti

Teorema 14.6 Linearan, vremenski diskretan sistem sa c¢istim vremenskim

kasnjenjem, dat jed. (14.22), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{a, B.M,N, ()”2} ,a<pf, a,fe R, ako je ispunjen sledeéi dovoljan uslov:
||<I>(k)||<g-+, Vk=0,1,...,N (14.24)
1+2 ]

CI>(k) je fundamentalna matrica, Aleksendric (2002), Aleksendric, Debeljkovic (2002),

Debeljkovic, Aleksendric (2003).
Ovaj rezultat je analogan rezultatu koji je, po prvi put, izveden u radu Debeljkovic et

al. (1997.a) za vremenski kontinualne sisteme sa €istim vremenskim kaSnjenjem.

Napomena 14.1 Matri¢na mera se uveliko koristi kada se ispituju kontinualni sistemi

sa Cistim vremenskim kaS$njenjem, Coppel (1965), Desoer, Vidysagar (1975).
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Priroda diskretnih sistema sa ¢istim vremenskim kas$njenjem omogucava da se koristi
ovaj prilaz kao i Bellman-ov princip, tako da se ovom problemu moZe pristupiti sa

stanoviSta koji se zasniva samo na normama.

Teoreme stabilnosti: Prakti¢na stabilnost i stabilnost na kona¢nom vremenskom

intervalu

Teorema 14.7 Sistem, dat jed. (14.22), sa det A, # 0, je atraktivno prakticno stabilan

u odnosu na {kO,KN,a,ﬁ,

()”2}, a< [, ako postoji matrica P=P" >0, kao resenje

slede¢e matri¢ne jednacine:

2ATPA,—P=-Q (14.25)

gde je 0 =0Q" >0 i ako su zadovoljeni slede¢i uslovi, Nestorovic et al. (2011):

1 1
H AIH < Ouin ((Q—AITPAl) ZJG;LX [Q zAﬁPj (14.26)
1
22, ( )<§, Vke K, (14.27)
u kojoj je:
A () = max{x" (k) AT PAX(k): x" (k) AGPA, x (k) =1} (14.28)
Debeljkovic (2011).

Napomena 14.2 Pretpostavka detA, #0 ne umanjuje opStost ovog rezultata,

s obzirom da ovaj uslov nije krucijalan kada se razmatraju vremenski diskretni sistemi.

Napomena 14.3 Asimptotska stabilnost u smislu Ljapunovljeva i stabilnost na
kona¢nom vremenskom intervalu su nezavisni koncepti: sistem koji je stabilan na
kona¢nom vremenskom intervalu ne mora biti asimptotski stabilan u smislu Ljapunova,

nasuprot tome asimptotski stabilan sistem u smislu Ljapunova nije stabilan na kona¢nom
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vremenskom intervalu ako, u toku prelaznih procesa, njegovo kretanje izlazi van

specificirane granice (/).

Osobina  atraktivnosti  je  garantovana jed. (14.24) i jed.(14.25),
Debeljkovic et al. (2004) a kretanje sistema unutar specificiranih granica je obezbedeno
jed. (33.26).

U nastavku Ce biti izveden kriterijum stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu,
nezavistan od kaSnjenja, razmatranog sistema, nije potrebno da bude asimptotski stabilan,

tako da se redukuje prethodni zahtev da osnovna matrica sistema A, bude diskretno

stabilna matrica.

Teorema 14.8 Pretpostavlja se da je (I—AITAI)>O. Sistem, dat jed. (14.1), je

. . . 2
stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {ko,/UN,a,,B,”(-)” }, a<pf,

ako postoji pozitivan realan broj p, p>1, tako da:

[x(k=n)]" < p* x(0)

i ako je zadovoljen sledeci uslov, Nestorovic et al. (2011):

2

. Vke &y, Vx(k)e S, (14.29)

AL )<§, Vke £, (14.30)
gde je:

Debeljkovi¢ (2011)

Napomena 14.4 U sluCaju kada je A, nula matrica i p=0 rezultat,

dat jed. (14.31), se svodi na rezultat dat u radu Debeljkovic (2001) koji je ranije razvijen

za obi¢ne vremenski diskretne sisteme.
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Teorema 14.9 Pretpostavlja se da je (I—AITAI)>0. Sistem, dat jed. (33.1), je

prakticno nestabilan u odnosu na {kO,KN,a, ,B,||()||2}, a< [, ako postoji pozitivan
realan broj p, p>1, tako da:
[x(k=0)]" < p? [ x()

i ako postoji: realan, pozitivan broj O, d G]O,a'[ i vremenski trenutak

2

, Vkek,, vx(k)eS, (14.32)

k, k=k" :EI!(k* > ko)e A, zakoje je ispunjen sledeéi uslov:
Ak >§, ke £, (14.33)
Debeljkovi¢ (2011)
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15. KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI SA KASNJENJEM

15.1 Stabilnost u smislu Ljapunova

Razmatra se linearni vremenski kontinualni singularni sistem sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem u stanju, opisan slede¢om jednac¢inom:
Ex(r)=A,x(1)+ A x(r—7) (15.1)
sa poznatom funkcijom pocetnih uslova:

x(t)=9(t), —7<1<0 (15.2)
pri ¢emu su A, i A, konstantne matrice odgovarajucih dimenzija.
Cisto vremensko ka$njenje je konstantno, t.j. 7€ R, . Osim toga pretpostavlja se da je

rank E=r<n.

Definicija 15.1 Matricni par (E, A)) je regularan ako det(sE—A,) nije identicki

jednaka nuli, Xu et al. (2002.a).

Definicija  15.2  Matri¢cni  par (E AO) je  neimpulsan  ako je

deg det(s E—A)=rank E, Xu et al. (2002.a).

Linearan, vremenski kontinualan, singularan sistem sa Cistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (15.1), mozZe imati impulsno reSenje, medutim, regularnost i
neimpulsnost matri¢nog para (E, AO) omogucava postojanje i jedinstvenost neimpulsnog

reSenja razmatranog sistema, Sto je definisano slede¢om Lemom.

Lema 15.1 Pretpostavlja se da je matri¢ni par (E, AO) regularan, neimpulsan i

Jjedinstven na intervalu [O, oo [ , Xu et al. (2002).

204



Neophodnost za ispitivanjem stabilnosti sistema dovodi do potrebe za uvodenjem

odgovarajuce definicije stabilnosti.

Definicija 15.3 Linearan, vremenski kontinualan, singularan sistem sa Ccistim

vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (15.1), je regularan i neimpulsan ako je matri¢ni par

(E, AO) regularan i neimpulsan, Xu et al. (2002.a).

Definicije stabilnosti

Definicija 154 Ako Vi,eT i Ve>0, uvek postoji J(z,,€), tako da
VoeS;(0,0) mS(tO, t*), reSenje  x(z, 1), @) jed. (15.1) zadovoljava uslov
H q(t,x(t))” <g, Vte (to, t*) , tada je mnulto reSenje jed. (15.1) stabilno na
{a(r.x(r)). T}, gde je T=[0, +t], 0<1" <oo i

85(0,5)={q)e C([-z. 0] R"),

[0} || <d, 0< 5}. S, (to, t*) je skup svih konzistentnih
pocetnih funkcijaiza Vye S, (to, t ) , postoji neprekidno reSenje jed. (15.1) na intervalu

[to —7, 1*) kroz najmanje jedno (t,, @), Li, Liu (1997, 1998).

Definicija 15.5 Ako je ¢ iskljucivo funkcija € ine zavisi od ¢, tada je nulto reSenje

ravnomerno stabilno na intervalu {q(t,x(t)) s T} , Li, Liu (1997, 1998).

Definicija 15.6 Linearan, vremenski kontinualan, singularan sistem sa cistim

vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (15.1), je stabilan ako za bilo koje £ >0 postoji skalar

J(€)>0 tako da, za bilo koju kompatibilnu pocetnu funkciju ¢(7), koja zadovoljava

uslov: sup (p(t)||$§(€), reSenje x(¢) sistema, datog jed. (15.2), zadovoljava uslov

—-7<r<0

|x(t)| <& vezo0.

Osim toga, ako lim | x(#)[| — 0, sistem je asimptotski stabilan, Xu et al. (2002.a).

t—o0
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Teoreme stabilnosti

Teorema 15.1 Pretpostavlja se da je matricni par (E, AO) regularan, a matrica

sistema A, nesingularna, t.j. detA, # 0. Sistem, dat jed. (15.1) je asimptotski stabilan,
nezavisno od Cistog vremenskog kaSnjenja, ako postoji simetricna pozitivno odredena
matrica P=P" >0, kao reSenje slede¢e Ljapunovljeve matri¢ne jednadine:
AGPE+E"PA,=-2(S+0) (15.3)
sa matricama Q=0" >0 i §=S5", tako da je:
X' (1)(S+0)x(1)>0, vx(t)e 1. \{0} (15.4)
pozitivno odredena kvadratna forma na }/I/k \{0}, M/k . je potprostor konzistentnih

pocetnih uslova, i ako je zadovoljena sledeci uslov:
1 1
H A1H<Cfmm (szd;ix(Q 2ETPJ (15.5)

o () i o () su maksimalna i minimalna singularna vrednost matrice (),

max min

sledstveno, Debeljkovic et al. (2003, 2004.c, 2006, 2007).

Napomena 15.1 Jed. (15.3-15.4) su, u modifikovanoj formi, uzete iz Owens,

Debeljkovic (1985).

Napomena 15.2 Ako je razmatrani sistem obican (klasican, normalan) sistem sa

¢istim vremenskim kaSnjenjem, tj. E =1, dobijaju su rezultati identi¢ni rezultatima

prezentovanim u radu Tissir, Hmamed (1996).
Napomena 15.3 Razmatra se prvi slucaj kada Cisto vremensko kaSnjenje nije
prisutno.Tada je singularna (slaba) Ljapunovljeva matricna jednacina, data jed. (15.3),

prirodna generalizacija klasi¢ne Ljapunovljeve teorije.

U posebnom slucaju:
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a) Ako je E nesingularna matrica, tada je sistem asimptotski stabilan ako i samo ako je

A= E_IA0 Hurwitz—ova matrica. Jed. (15.3) se moze napisati u slede¢em obliku:

A'E'"PE+E'"PEA=-(Q+S) (15.6)

gde je Q simetricna i pozitivno odredena matrica, na celom prostoru stanja, s obzirom

da je tada M/’A = %(Ek* ) =R". U tom slu¢aju E"PE je Ljapunovljeva funkcija sistema.

b) Matrica A, je nesingularna i prema tome sistem ima formu:
E, x(t)=x(t), x(0)=x, (15.7)

Tada, da bi ovaj sistem bio stabilan, mora takode da vazi jed. (15.7) i da ima poznatu

Ljapunovljevu strukturu:
EP+PE,=-Q (15.8)

gde je O simetricna matrica, ali se samo zahteva da bude pozitivno odredena na }/l/k* .

Napomena 15.4 Nije potrebno da razmatrani sistem poseduje osobine date u

Definiciji 15.2, s obzirom da je ovo ocigledno garantovano zahtevom da sva glatka

resenja x(¢) ostajuu /.

Napomena 15.5 Ideja i prilaz se baziraju na radovima Owens, Debeljkovic (1985) i

Tissir, Hmamed (1996).

Teorema 15.2 Pretpostavlja se da je matrica sistema A, nesingularna, t.j. det A #0.
Tada se moze razmatrati sistem, dat jed. (15.1) sa poznatom funkcijom pocetnih uslova i

pretpostavlja se da je rank E, =r <n.
Matrica E, je definisana na sledeéi na¢in: E,=A;'E. Sistem, dat jed. (15.1) je

asimptotski stabilan, nezavisno od €isto vremenskog kasSnjenja, ako je:

| A<, (Q;}f;éx (Q_%EgP) (15.9)
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i ako postoji (nxn) matrica P, koja je reSenje slede¢e Ljapunovljeve matri¢ne
jednacine:

E,P+PE,=-21,, (15.10)

sa osobinama datim jed. (15.19-15.21). Osim toga P je simetri¢na i pozitivho odredena

matrica na potprostoru konzistentnih poéetnih uslova. o, (-) i 0,;, () su maksimalna i

minimalna singularna vrednost matrice (-), sledstveno, Debeljkovic et al. (2005.b,

2005.c, 2006.a).

Napomena 15.6 Osnovna ideja i prilaz se zasnivaju na radovima Pandolfi (1980) i

Tissir, Hmamed (1996).

15.2 Neljapunovska stabilnost

15.2.1 Stabilnost na konacnom vremenskom intervalu

Definicija 15.7 Regularan i neimpulsan singularan sistema sa Cistim vremenskim

kaSnjenjem, dat jed. (15.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{tO,S,Sa,Sﬁ} , ako 1 samo ako Vx,eM, koje zadovoljava uslov

||X(t0)||j;"TE :||X0||ZTE <a, sledi ”X(l‘)”;E <pB, Vte3, gde je ) potprostor

konzistentnih pocetnih uslova.

Napomena 15.7 Singularnost matrice E ¢e obezbediti da reSenja jed. (15.1) postoje

samo za specijalan izbor X, .
U radu Owens, Debeljkovi¢ (1985) pokazano je da je »J/, potprostor konzistentnih
pocetnih uslova limes ugnjezdenog algoritma potprostora:
Wio=R"
: (15.11)
W =A (EW), o 720

(1)) a1=0
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Osim toga, ako x,€ /| tada x(t)e W, Vi20 i (/1E—A0)A]:O je invertibilna za

neko Ae R (uslov za jedinstvenost), tada ', N X(E)={0}.

Teorema 15.3 Pretpostavlja se da je (I -E'E ) >0. Singularni sistem sa Cistim
vremenskim kasSnjenjem, dat jed. (15.1) je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u
odnosu na {IO,S,SQ,Sﬁ,”(-)HZ}, a< B, ako postoji pozitivan realan broj ¢, g>1,
Owens, Debeljkovi¢ (1985), tako da:

[x(r+2)]" <q*|[x(r)

i ako je zadovoljen slede¢i uslov:

2

, ve[-1.0], vieS3, x(r)e W, Vx(1)e S, (15.12)

Fm@0) By g (15.13)
(04
sa.
_ X (ATE+ETA +ETA(I-E'E) A" E+ 2I)X ¢
A (B) = A 4 ’ 1 ) ATE+aT )x(0) (15.14)

x(t)ew;, x'(t)E'E x(1)=1

Debeljkovi¢ (2011).

Napomena 15.8 U slucaju sistema bez prisustva Cisto vremenskog kasnjenjam, t.j.

A, =01 g=0, nejed. (15.9) i jed. (15.10) se mogu svesti na osnovni rezultat dat u radu

Debeljkovi¢, Owens (1985).

15.2.2 Prakti¢na stabilnost

Definicija 15.7 Regularan i neimpulsan singularan sistema sa Cistim vremenskim

kasnjenjem, dat jed. (15.1), je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {tO,S,Sa,S ﬁ} ,

ako i samo ako Vx,€ M/ koje zadovoljava uslov ||x(t0 )”2 <a, sledi

2
= x|
G=ETPE ” Ollg=£"PE
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||X([)||Z:ETPE < f, Vte 3, saslede¢om osobinom }1_1:}” x(1) ||Z:ETPE —0, gdeje W je

potprostor konzistentnih pocetnih uslova.

Teorema 15.4 Pretpostavlja se da je (Q—ETPE ) > 0. Singularan sistema sa Cistim

vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (15.1), sa nesingularnom matricom A, je atraktivno

2

prakticno stabilan u odnosu na {tO,S,Sa,S ﬂ,”( : )” }, a< f3, ako postoji matrica

G=E"PE
P =P" >0 kao reSenje sledece matri¢ne jednacine:
Al PE+E'PA,=-Q (15.15)
samatricama Q=Q" >0 i §=S" tako da je:
x' (£)(S+Q)x(t)>0, vx(t)e W \{0} (15.16)
pozitivno odredena kvadratna forma na ¥/ ;\{0}.
W, je potprostor konzistentnih pocetnih uslova, ako postoji pozitivan realan broj

q, g>1, Owens, Debeljkovi¢ (1985), tako da:

||x(t—r)

2 2

e <@ |x(0) s,y . V2ES, VX(1)€ S, Vx(r)e W N0} (15.17)

i ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

|4/ < 0 (Q%)O',;Lx (Q_%AﬁP) (15.18)
1:
0 B e (15.19)
(44
gde je:
_ X' (1 (ETPA —E'PE) A'PE+¢ )x 1),
Ao (¥) = max ) (@ ) APE+GOJx(r) (15.20)

x(t)e W, x'(1)E'PEx(1)=1

Debeljkovi¢ (2011).
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Napomena 15.9 Asimptotska stabilnost sistema datog jed. (15.1) je garantovana jed.
(15.15) i nejed. (15.18) na osnovu uslova prezentovanih u lit. Owens, Debeljkovié (1985)
i Debeljkovic et al. (2007).
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16. DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KASNJENJEM

16.1 Stabilnost u smislu ljapunova

Razmatra se linearan, vremenski diskretan, deskriptivan sistem sa Cistim vremenskim
kaS$njenjem u stanju, opisan sa:
Ex(k+1)=A,x(k)+A x(k-1) (16.1)
x(k))=0(k,), —1<5k,<0 (16.2)
gde je x(k)e R" vektor stanja. Matrica E€ R™ je obavezno singularna matrica, sa
osobinom rank E =r <n isamatricama A, i A, odgovarajucih dimenzija.

Za sistem, dat jed. (16.1), prezentuju se sledece definicije, preuzete iz rada Xu et al.

(2003 16.b).

Definicija 16.1 sistem je regularan ako det(zzE -zA,— Al) , nije identicki jednaka

nuli.

Definicija 16.2 sistem je kauzalan ako je regularan i ako je

deg(z” det(zE—A0 —zflAl))=n+rangE.

Definicija 16.3 sistem je stabilan ako je regularan i ako je p (E, AO,AI) cD(0,1),

gde je p(E.A,.A)={zl det(2’E—zA,-4,)=0}.

Definicija 16.4 sistem je prihvatljiv ako je regularan, kauzalan i stabilan.
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Definicije stabilnosti

Definicija 16.5 Sistem, dat jed. (16.1) je E —stabilan ako za bilo koje £>0, uvek

postoji pozitivno J tako da je ”Ex(k)” <&, kadaje ||E X0|| <, Liang (2000).

Definicija 16.6 Sistem, dat jed. (16.1) je E— asimptotski stabilan ako je sistem, dat
jed. (16.1) E— stabilan i ako lim Ex(k)— 0, Liang (2000).

k—>+oo
Teoreme stabilnosti

Teorema 16.1 Pretpostavlja se da je sistem, dat jed. (16.1) regularan
1 kauzalan pri ¢emu je matrica sistema A, nesingularna, tj. det A, # 0. Sistem, dat jed.

(16.1) je asimptotski stabilan, nezavisno od €isto vremenskog kasnjenja, ako je:

(&
|A|<———= (16.3)

o (Q%A(T) P)

i ako postoji simetri¢na pozitivno odredena matrica P na celom prostoru stanja, koja je

reSenje sledece diskretne Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:
Ay PA,—E'"PE=-2(S+Q) (16.4)
sa matricama Q=0" >0 i §=S5", tako da je:
x' (k)(S+0Q)x(k)>0, Vx(k)e )4/0%*\{0} (16.5)
pozitivno odredena kvadratna forma na )4/11 o \{0}, }/I/d o je potprostor konzistentnih

pocetnih uslova. o, () i 0,,(-) su maksimalna i minimalna singularna vrednost

max min

matrice (-), sledstveno, Debeljkovié et al. (2004).

Napomena 16.1 Jed. (16.4-16.5) su, u modifikovanoj formi, uzete iz rada Owens,

Debeljkovic (1985).
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Napomena 16.2 Ako je razmatrani sistem obiCan sistem sa Cistim vremenskom

kaSnjenjem, t.j. E =1, dobija se rezultat identian rezultatima prezentovanim u lit.

Debeljkovic et al. (2004.a-2004.d, 2005.a, 2005.b).

Napomena 16.3 Ideja i prilaz se baziraju na radovima Owens, Debeljkovic (1985) i

Tissir, Hmamed (1996).

Teorema 16.2 Pretpostavlja se da je sistem, dat jed. (16.1) regularan i kauzalan.

Osim toga, pretpostavlja se da je matrica (QZ—AITPAAI) regularna, pri ¢emu je

Q,=0," >0. Sistem, dat jed. (16.1) je asimptotski stabilan, nezavisno od &istog

vremenskog kasnjenja, ako je:
1
O-min [(Qﬂ - AfPlAl )2 J

o (Qﬁ (A,-AE) 5)

| A< (16.6)

i ako postoji pozitivan realan skalar A° >0 tako da za sve A4 u opsegu 0 <| A |</1* postoji
simetricna pozitivno odredena matrica P,, koja je reSenje sledece diskretne
Ljapunovljeve matri¢ne jednacine:

(4,-AE) P,(A,~AE)-E"PE=-2(S,+0,) (16.7)
u kojoj je matrica S, =S, , tako da je:

x (k)(S,+0,)x(k)>0, Vx(k)e M/Ii!k*\{O} (16.8)
pozitivno odredena kvadratna forma na )/I/d o \{0}, M/d o je potprostor konzistentnih

pocCetnih uslova i za vremenski diskretan, deskriptivan sistema sa Cistim vremenskim
kaSnjenjem 1 za vremenski diskretan, deskriptivan sistema bez prisustva Cisto

vremenskog kaSnjenja.

Ovakvi uslovi nazvaée se kompatibilni, konzistentni pocetni uslovi. o, (-)

max

i 0, () su maksimalna i minimalna singularna vrednost matrice (-) sledstveno,

Debeljkovic et al. (2007).
215



16.2 Stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu

Definicije stabilnosti

Definicija 16.7 Kauzalan sistem, dat jed. (16.1), je stabilan na kona¢nom

vremenskom intervalu u odnosu na {kO,KN,Sa,S ﬂ}, ako i samo ako Vx,e ¥ . koje

zadovoljava ”XOHZ"TE <a, sledi:”x(k)";E <p, Vke L,.

Definicija 16.8 Kauzalan sistem, dat jed. (16.1), je prakticno nestabilan u odnosu na

{ko,/CN,a,,b’,

()”2}’ a < B, ako i samo ako 3Ix, € )/I/d!k* tako da je ||x0||ZTE < &, postoji

2 ‘
> f3,zaneko k' € £, .
E'E B N

neko k" € K, tako da je ispunjen sledeéi uslov Hx(k)

Definicija 16.9 Kauzalan sistem, dat jed. (16.1), je atraktivno prakticno stabilan u
odnosu na {kO,KN,Sa,Sﬁ}, ako i samo ako Vx,e }/I/dk koje zadovoljava

||X(k0)||j?:ETPE = ||X0||Z‘:ETPE <a, sledi ||X(k)||i:ETPE <pfB, Vke K&,, sa osobinim da

lim|x (k)| _,,, —0. Debeljkovic (2011).

k—o0
Napomena 16.4 Potrebne su sledece definicije najmanje i najvece sopstvene

vrednosti, sledstveno, matrice R=R", u odnosu na potprostor konzistentnih pocetnih

uslova M/d . 1 matrice G .

Pretpostavka 16.1 Ako je x' (k)R x(k) kvadratna forma na R", tada sledi da

postoje brojevi A, (R) i A, (R) koji zadovoljavaju: —eo< A (R)< A, (R)<+oo,

tako da je:

x" (k)R x(k)

ﬂ“min (:‘)SWS/imax (L), VX(k)E M/d,k* \{0} (169)

gde je matrica R =R’ , a odgovarajuce sopstvene vrednosti:
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ARGV, ) =min{x (k)R x(k): x(k)e 1, N0}, x" (k)Gx(k)=1}(16.10)
A (RG IV, | =max X" (k)R x(k): x(k)e W, . {0}, X (K)Gx(k)=1}(16.11)

Valja uotiti daje 4, >0 akoje R=R" >0,
Razmatra se slucaj kada se poklapaju potprostori konzistentnih pocetnih uslova za
vremenski diskretne deskriptivne sisteme sa cistim vremenskim kasnjenjem i vremenski

diskretne deskriptivne sisteme bez prisustva cisto vremenskog kasnjenja.
Teoreme stabilnosti

Teorema 16.3 Pretpostavlja se da je matrica (AITA1 -E'E ) >0 . Kauzalan sistem, dat
jed. (16.1), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na
{ko,/UN,a, ,B,||()||2} , a < B, ako postoji pozitivan realan broj p, p>1, tako da:

2

(k=1 <P [x(®,

(16.12)
Vke K,, Vx(k)e Sy, Vx(k)e W, \{0}
i ako je zadovoljen sledeci uslov:
a* )<ﬁ, Vke K, (16.13)
o
gde je:
Zmax ( ): Zmax {XT (k)Ag (I_Al (AlTAl _E'TE‘)i1 A{
(16.14)
+DPATA ) Ax(K), x(K)e ., X (K)E"Ex(k)=1}
Debeljkovic( 2011).

Teorema 16.4 Pretpostavlja se da je matrica (AITAl -E'E ) > 0. Kauzalan sistem, dat

jed. (16.1), je mnestabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{ko,/(fN,a/, B, ()”2} ,a < 3, ako postoji pozitivan realan broj p, p>1, tako da je:
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2 2

< p2||x(k) AT, (16.15)
Vke Ky, Vx(k)eS;, Vx(k)e W \{0}

| x(k-1)

T
A1 4

i ako za VXx,e }/l/d!k* i ||x0||G:ETE < postoji realan, pozitivan broj 9, 56]0,0![ 1

vremenski trenutak k, k =k : Hl(k* > ko)e A, » za koji je ispunjen slede¢i uslov,

5 ( )>§, ke £, (16.16)
gde je:
Foin ()= T X" (K) A7 (14, (474, - E"E) " 47 +20(k) 1) A, (k)
(16.17)
x(k)e w!, x"(k)E"Ex(k)=1}
Debeljkovic (2011)

Teorema 16.5 Pretpostavlja se da je matrica (AITPA1 -E'PE ) > 0. Kauzalan sistem,

dat jed. (16.1), sa detA,#0, je atraktivno prakticno stabilan u odnosu na

()”2}, a< [, ako postoji matrica P=P" >0, koja je reSenje sledeée

{ko,/UN,a,ﬂ,

jednacine:
Ay PA,—E"PE=-2(0+5) (16.18)
sa matricama Q=0" >0 i §=S5", tako da je:
x (k)(Q+S)x(k)>0, Vx(k)e )/l/qu* \{0} (16.19)
pozitivno odredena kvadratna forma na )/l/d o \{0} , p jerealan broj, p >1, tako da je:

2 2

[x (=, <272 ()

(16.20)
Vke £, Vx(k)e Sy, vx(k)e W MO}
1 ako su zadovoljeni sledeci uslovi:
1
|4]<0, (QZJO';ILX (Q‘%ETP) (16.21)
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max

At ()<g, Vke &, (16.22)

gde je:

1 1

Ay () =max {xT (k) Ay P? (I—A1 (AfPA -E"PE )‘1 Al +p21)P5A0 x(k):

(16.23)
x(k)ew ., x'(k)E'PEx(k) :1}

d.k

Debeljkovic ( 2011).

Napomena 16.5 Izrazi (16.18-16.19) su, u modifikovanoj formi, uzeti iz rada Owens,

Debeljkovic (1985).
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VI DETALJNI HRONOLOSKI I SELEKTIVNI PRIKAZ
POSTOJECIH I NOVIH REZULTATA NA POLJU
SISTEMATSKOG PROUCAVANJA
NELJAPUNOVSKE STABILNOSTI RAZMATRANIH
KLASA SISTEMA:

LMI I DESKRIPTIVNI PRILAZ
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17. KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI

17.1 Stabilnost na konaénom vremenskom intervalu

Model singularnog sistema predstavlja prirodan prikaz dinamickog sistema koji viSe
sluZi za opisivanje velikih sistema nego uobicajenih modela linearnih sistema.

UobiCajen opis prostora stanja linearnih sistema ne moZe predstaviti algebarska
ogranicenja izmedu promenljivih stanja.

Na primer, kod hemijskih procesa, takva algebarska ograni¢enja Cesto slede
iz jednacina termodinamiCke ravnoteze i konturnih (grani¢nih) uslova, Kumar et al.
(1999).

Fenomen impulsivnosti 1 histerezisa, koji je predstavljen u teoriji kola,
takode se ne moZe razmatrati na odgovarajuci nacin primenom klasi¢nih linearnih modela
prostora stanja, Lewis (1986), Wang (1998). Medutim, modeli singularnih sistema nude
efikasan nacin za opis ovih ponasanja.

Ovakvi modeli se cesto srecu kod sistema velikih dimenzija, u ekonomiji,
kod mreZznih sistema, u energetici, i u neuralnim sistemima, Dai (1989),
Wang et al. (1998).

S druge strane, postoji znacajno interesovanje za proucavanje linearnih nestacionarnih
sistema, koje je motivisano potrebom za projektovanjem adaptivnog upravljanja.

Analiza i sinteza ove klase sistema pobudila je znacajnu paZnju i izucavana
je u slede¢im radovima: Apkarian (1995), Becker (1993), Boyd (1994), Ramos (2002),
Montagner (2005).

Vecéina rezultata iz ove oblasti se odnosi na kriterijume stabilnosti
i performanse koji su definisani na neograni¢enom vremenskom intervalu.

U mnogim prakti¢nim primenama, medutim, osnovni interes je ponaSanje sistema na
kona¢nom fiksiranom vremenskom intervalu. U tom smislu, opravdano je definisati
stabilnim sistem Cije kretanje, za zadate pocetne uslove, ostaje u propisanim granicama

na kona¢nom fiksiranom vremenskom intervalu.
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Sa druge strane, sistem je nestabilan ukoliko njegovo kretanje prelazi zadate granice
na datom intervalu.

Amato et al. (2001) su prosirili definiciju stabilnosti na konacnom vremenskom
intervalu, koju su svojevremeno uveli Dorato (1961) i Weiss, Infante (1967)
na definiciju ogranicenosti na konacnom vremenskom intervalu gde se u obzir uzima i
prisustvo i delovanje spoljasnjih poremecaja.

U tom radu je, zatim, dat i dovoljan uslov za ogranicenosti na konacnom vremenskom
intervalu sistema u zatvorenom kolu dejstva koji je nastao uvodenjem povratne sprege po
stanju. Ovaj uslov je zatim preveden u problem optimizacije kori§¢enjem LMI (linearnih
matri¢nih nejednakosti).

U ovim izlaganjima uopSteni su koncepti stabilnosti na konacnom vremenskom
intervalu i ogranicenosti na konacnom vremenskom intervalu na posebnu klasu linearnih

singularnih sistema.

17.2 Postavka problema

U ovim izlaganjima razmatrace se linearni singularni sistem pri delovanju spoljasnjih

poremecaja:
Ex(t)=A(p(¢))x(¢)+B(p(¢))u(t)+ F(p(r))z(?) (17.1)
gde je x(t)e R" vektor stanja, z(t)eR' je spoljasnji poremecaj, u(t)e R”
je upravljacko dejstvo, a E singularna matrica reda rank =r <n.
Matrice A(p(t))e R™, B(p(t))e R™" i F(p(t))e R™ su ograni¢ene politopom
P koji je odreden sa:

P{(A.B.F)(p(r))}:(A.B.F)(p(1))

=2.0,(1)(A,.B,.F) (17.2)

j=1
N
ij(t):l, p;(1)20, jzl,...,N}
j=1

Drugim re¢ima, matrice sistema zavise od vremenski promenljivog vektora p(7) koji

je definisan sa:
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p,(1)=1 (17.3)

za koju se pretpostavlja da se meri i proraCunava u realnom vremenu. Jasno je da
poznavanje vednosti vektora p(¢) definife precizno poznat sistem unutar politope P,

koja je opisana konveksnom kombinacijom svojih ¢vorova.

Tokom daljeg teksta, Gvorovi politope P ¢e se oznaGavati kao (A,B,F ),-
ili kao A, B, F;, j=1,...,N. Spoljasnji poremecaj z(t) je vremenski promenljiv i

zadovoljava ogranicenje:

' (t)z(t)<e, €20 (17.4)

Definicija 17.1. Vremenski promenljiv, linearni, singularni sistem:
Ex(t)=A(t)x(r) (17.5)
je bez impulsa na konaCnom vremenskom intervalu [0, T], ako je

deg det(sE—A(t))=rank E, Takaba (1998).

Definicija = 17.2  Vremenski  promenljiv, linearni, singularni  sistem,

dat jed. (17.7), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {05, ﬁ,T,R} s
pri a<fBiR>0,akoje x' (0)E'RExX(0)< ¢« itadaje:

x' (t)E'"REx(t)<p, Vte|0,T] (17.6)

Definicija 17.3 Vremenski promenljiv, linearni, singularni sistem:
Ex(r)=A(t)x(1)+ F(r)z(r) (17.7)
izlozen dejstvu spoljaSnjeg poremecaja z(t) koji zadovoljava nejed. (17.4),
je ogranicen na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a,p.e,T,R}

pri a<fiR>0,akoje x' (0)E'REx(0)<«, atadaje:
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x' (t)E'REx(t)< B, Vie[0,T]
(17.8)
vz(t):z' (t)z(t)<e

Lako je uociti da je stabilnost na konacnom vremenskom intervalu samo poseban
slu¢aj ogranicenosti na konacnom vremenskom intervalu kada je € =0.

Definicija 17.2 1 Definicija 17.3 su generalizacija prethodno pomenutih koncepata
stabilnosti (ograni¢enosti) na linearne, singularne sisteme, ranije izloZenih u radu dao

Amato et al. (2001).

17.3 Osnovni rezultati

Kao prvo se iznosi uslov koji obezbeduje da linearni singularni sistem:
Ex(1)=Ax(1)+F (1) (17.9)

ne pokazuje impulsno ponasanje i da je ogranicen na konacnom vremenskom intervalu.

Lema 17.1 Linearni, singularni sistem dat jed. (17.9) ne poseduje

impulsno ponasanje 1 ogranicen je na konacnom vremenskom intervalu

1 1

u odnosu na {a,B,€,T,R} ako, stavljajuéi da je PE=E"R? o) R2E, postoji skalarna
veli¢ina >0 i dve simetricne pozitivno odredene matrice Q€ R™

i 0,e R™ takve da vazi:

T pT
FTPT _SOQQ
y) +e(l-e¥")A
‘max (Ql)a 8( € ) max (Qz) <e—69Tﬁ (1712)
/’imin (Ql)

Dokaz. Neka je agregaciona funkcija data sa V(t,x(t))=x"(r) PEx(t)

i oznatimo sa V(t,x(r)) izvod funkcije V(f,x(t))du? kretanja sistema,

datog jed. (17.9).
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Tada je:
V(x(t))=x"(t) PEx(t)+x" (t) PEX(t)
=x"(t)(A"P" + PA)x(t)+2" (t) F"P"x(t)+x (t) PF z(z) (17.13)
[x(1) T(PA+ATPT PFJ x(1)
z(o) F'p' 0 )| z(r)

Iz jed.(17.11), sledi:

V(x(2)) <@V (x(1))+pz" (t)0,z(t) (17.14)
a mnoZenjem nejed. (17.14) sa ™', dobija se:
eV (x(t))—e oV (x(t))<pe 'z ()02 (t) (17.15)
Dalje je:
%(e“mV(x(t))) <pe 7" (1)Q,z(1) (17.16)

Integraljenjem nejed. (17.16) u granicama od 0 do ¢, gde je te[O,T],

dobija se da je:

e 'V (x(t))-V(x(0)) <goje““zT (7)0,z(7)dr (17.17)
Dalje je:

t

V(x(t))< e‘mV(X(O))+gOe‘mJ.e"‘“zT (7)0,z(7)dr

0

<e”'V(x(0))+pe,, (Qz)e‘mje_‘”df
q (17.18)

e [V (x) +ad (0)1 5

= (V(x(0)+d (1-¢) A ()

1 1

Imajuéi u vidu da je PE = E'R? Q, R?E , iz nejed.(17.17), dobija se:
1 1
x' (1)E"R*Q,R* Ex(t)<
[ (17.19)
<e” [xT (0)E"R? QleEX(O)+€(1—e_‘m )lmax (0, )J

Sada se ima:
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1 1

x' (1)E"R*Q,R*Ex(t)> 4, (Q,)x" (1)E"REx(r) (17.20)

e (XT (O)ETREQIREEX(O)'i'g(l—e—Km)ﬂmax (Q2 )J <

(17.21)
< (A (@)X (0)E"Ex(0)+£(1=¢7") 4, (Q,))
Povezujuc¢i zajedno nejed. (17.18), nejed.(17.19) i nejed.(17.20), dobija se:
Ao (Q)a+e(l—e )4, . (O
xT(r)ETREx(r)<eW( (Q)a+el Vo (2) (17.22)

ﬂ'min (Ql)
Uslov dat nejed. (17.12) povlaci da je, za svako 1€[0,T], x' (1)E'REx(t)< /3, §to

je i trebalo dokazati.

Teorema 17.1 Linearni singularni sistem dat jed. (17.9), bez prisustva impulsa je

ogranicen na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a,p,e,T,R} ako,

1 1
stavljajuéi da je P"'E=E"R*>Q, R* E, postoje skalar ¢ >0 i dve simetri¢ne pozitivno

odredene matrice 0, € R™" i 0, € R™ koje zadovoljavaju:

EPT =PE" >0 (17.23)
APT + PAT —EPT F
[ i . © 0, J (17.24)
QzF _sz
8 1—e T -pT
@ ) "B (17.25)

ﬂ'min (_l) ﬂ’mm QZ) max (Ql)

Posledica 17.1 Linearni, singularni sistem dat jed. (17.9) bez prisustva impulsa je

ogranicen na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a,p,e,T,R} ako,

1 1
stavljaju¢i da je P'E=E"R*>Q, R E, postoje skalar >0 i dve simetriéne pozitivno

odredene matrice Q e R™ i Q2 e R™ tako da nejed. (17.22), nejed.(17.23) i:

-pT
@, & _ " (17.26)

ﬂ'min (él) ﬂ’min (QZ) ﬂ’max (Ql)

budu ispunjene.
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Dokaz: S obzirom na ¢injenicu, da je 1—e *” <1, dobija se:

o 8(1—6_WT) o £

—+ — < —+ —
ﬂ’min (Ql) ﬂ’min (Q2) ﬂ'min (Ql) ﬂ’min (Q2)
Prema tome, iz nejed. (17.25) sledi da nejed.(17.24) vazi.

(17.27)

Napomena 17.1 Multiplikator ~(mnoZilac) (1-¢®") u jed. (17.24)

obezbeduje manje konzervativne rezultate.

Posledica 17.2 U sistemu datom nejed. (17.9), za E =1, sistem je ogranicen na

konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {a,f,e,T,R} ako, stavljajui da je

1 1
P=R2Q/R ?, postoje skalar >0 i dve simetricne pozitivho odredene matrice

Q c R™ i Qz e R™ tako da su sledeée relacije:

[AP+fA e e J<0 (17.28)
QzF _sz
-pT
d £ <’ b (17.29)

—+ — < —
ﬂ'min (Ql) ﬂ’min (QZ) ﬂ’max (Ql)
zadovoljene, Shen, Shen (2006).

Napomena 17.2. Posledica 17.2 je zapravo Lema 6 u literaturi Amato et al. (2001).
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18. DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KASNJENJEM

18.1 Stabilnost na konaénom vremenskom intervalu

Singularni model sistema je prirodna reprezentacija dinamickih sistema i opisuje Siru
klasu sistema od normalnih linearnih sistema. Uobic€ajeni prikaz sistema u prostoru stanja
nije u stanju da obuhvati i predstavi algebarska ogranienja koja postoje izmedu stanja
sistema.

Na primer, kod hemijskih procesa, ovakva algebarska ograniCenja se Cesto dobijaju
kao rezultat relacija termodinamicke ravnoteze Kumar et.al. (1999).

Dinamika vazduhoplova je, takode, obi¢no opisana singularnim sistemom
diferencijalnih jednacina, Stevens (1984).

Tokom poslednje tri decenije, singularni sistemi su privukli mnogo paZnje,
zahvaljujuéi primeni u ekonomiji u Leontief dinamickom modelu Silva, Lima (2003), u
elektri¢nim modelima Campbell (1980), kao i mehani¢kim modelima i robotici Muller
(1993, 1997), itd.

Dalje, fenomeni impulsnog ponasSanja i pojave histerezisa koji su prisutni u teoriji
elektricnih kola ne mogu biti tretirani na odgovaraju¢i nacin koriS¢enjem linearnih
modela u prostoru stanja Newcomb (1981), Lewis (1986), Dai (1989).

Sa druge strane, modeli singularnih sistema pruZaju efikasan nacin za opisivanje
ovakvih ponasanja.

Linearni diskretni deskriptivni sistemi (LDDS), poznati i kao degenerativni,
singularni, generalizovani diferencni algebarski ili sistemi polustanja — su oni Cija
dinamika je definisana meSavinom algebarskih i diferencnih jednacina.

U poslednje vreme mnogi naucnici su se bavili sa velikom paznjom deskriptivnim
sistemima i ostvarili su znacajne rezultate.

Kompleksna priroda deskriptivnih sistema postavlja mnogobrojne izazove i teSkoce
pri analitickom i1 numeriCkom tretmanu takvih sistema, posebno u slucaju kada je

potrebno ostvariti upravljanje kvalitetno istima.

231



U praksi nije interesantna samo stabilnost sistema (na primer u smislu Ljapunova),
vec i granice sistemskih trajektorija. Sistem moZe biti stabilan, ali i1 potpuno
neupotrebljiv ukoliko ima neZeljene prelazne performanse.

Sledi da je Cesto korisno razmatranje stabilnosti ovakvih sistema na odredenim
podskupovima prostora stanja koji su a priori definisani za dati problem.

Osim toga, posebno je znacajno uzeti u obzir ponasSanje dinamickog samo na
kona¢nom vremenskom intervalu. Ove ograni¢ene osobine odziva sistema, odnosno
reSenja modela sistema su veoma znacajne iz inZenjerske perspektive. Polaze¢i od ove
¢injenice razvijene su mnogobrojne definicije takozvane tehnicke i prakti¢ne stabilnosti.

Grubo receno, ove definicije su sustinski zasnovane na unapred odredenim granicama
za perturbacije pocetnih uslova i dozvoljenih perturbacija odziva sistema.

U inZenjerskoj primeni automatskog upravljanja ova cinjenica postaje veoma
znacajna i ponekad presudna kada je u pitanju kvantitativno opisivanje mogucih
odstupanja odziva sistema.

Sledi da je analiza ovih ogranicenja na reSenja sistema izuzetno znacajan korak koji
prethodi sintezi upravljackog signala, kada su u pitanju stabilnost na kona¢nom
vremenskom intervalu ili prakti¢na stabilnost.

Motivisani kratkom diskusijom o prakticnoj stabilnosti u monografiji La Salle,
Lefschetz (1961), Weiss, Infante (1965, 1967) su uveli razli¢ite koncepte stabilnosti na
konac¢nom vremenskom intervalu za vremenski neprekidne sisteme i nepromenljive
skupove granica trajektorija sistema.

Amato et. al. (2001) su proSirili definiciju stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intervalu (FTS), Dorato (1961), Weiss, Infante (1967) na definiciju ograni¢enosti na
kona¢nom vremenskom intervalu (FTB) koja bi uzela u obzir i prisustvo spoljnih
poremecaja.

Potrebni i dovoljni uslovi za stabilnost na konaénom vremenskom intervalu obi¢nih
linearnih sistema su takode izvedeni u Amato et al (2001, 2003).

Koncept stabilnosti diskretnih sistema na konacnom vremenskom intervalu je prvi
put analiziran u Michel, Wu (1969).

Dalji rezultati su predstavljeni u Weiss (1972), Weiss, Lam (1973) i mnogim drugim

radovima.
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Stabilnost na konacnom vremenskom intervalu linearnih i nelinearnih vremenski
diskretnih sistema je tretirana u Amato et al. (2004) 1 Mastellone et al. (2004), sledstveno.

Debeljkovic, Owens (1985, 1986) i Debeljkovic (1986.a) su izveli nove rezultate u
oblasti  prakticne i  stabilnosti na  konacnom  vremenskom intervalu
za vremenski nepromenljive linearne singularne sisteme. Ovi rezultati predstavljaju
dovoljne uslove za stabilnost razmatranih sistema i zasnovani su na koriS¢enju tzv.
kvaziljapunovljevih funkcija kao i na njihovim osobinama na podprostoru konzistentnih
pocetnih uslova. Tac¢nije, ove funkcije ne moraju da imaju osobinu pozitivne odredenosti
na celom prostoru stanja i negativne izvode duz sistemskih trajektorija.

U skorije vreme Shen, Shen (2006) su razmatrali problem upravljanja na kona¢nom
vremenskom intervalu za klasu linearnih singularnih sistema sa vremenski promenljivim
parametarski neizvesnostima i egzogenim poremecajima.

Pojam deskriptivnih sistema je uveo Luenberger (1977). Strukturne karakteristike
linearnih vremenski nepromenljivih diskretnih deskriptivnih sistema je, takode, izucavao
Luenberger (1978).

U kontekstu prakti¢ne stabilnosti linearnih diskretnih deskriptivnih sistema, visestruki
rezultati su prvi put dobijeni u radovima Debeljkovic (1986.b) i Owens, Debeljkovic
(1986).

Uopsteno se posmatraju slede¢i linearni vremenski nepromenljivi diskretni
desktriptivni sistemi sa spoljasnjim poremecajem:

Ex(k+1)=Ax(k)+Fz(k), (18.1)

pri ¢emu je x(k)e R" generalisani vektor stanja (polustanja), z(k)e R" je vektor

poremecaja koj zadovoljava:
z' (k)z(k)< &, Vke{l,---,N} (18.2)

i E€ R™ moze biti singularna matrica ¢iji je rang rank E=r <n. Matrice E, A i F su
odgovarajucih dimenzija i definisane na polju realnih brojeva.

Vazno je napomenuti da, u opStem slucaju, pocetni uslovi sistema u slobodnom
i u prinudnom radnom reZimu ne moraju biti jednaki.

Modeli sistema u ovom obliku imaju odredene znaCajne prednosti u odnosu na

modele u normalnoj formi, odnosno u slucaju kada je E=1 a detaljna diskusija o ovoj
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temi se moZe naci u Bajic (1992) i Debeljkovic et al. (2005.a, 2005.b) Debeljkovic (2011)
i Debeljkovic, Nestorovic (2011), odnosno u prethodnim glavama ove disertacije.

Kompleksna priroda deskriptivnih sistema povla¢i mnoge teskoce pri analizi
i numerickoj obradi, koje nisu prisutne kod sistema u normalnoj formi.

U tom smislu pitanja egzistencije, reSivosti i jedinstvenosti se moraju reSiti na
zadovoljavajuci nacin.

U diskretnom slu€aju, koncept glatkosti reSenja nema mnogo smisla, ali pojam
konzistentnih pocetnih uslova x, koji povlace sekvencu reSenja (X(k) k2 O) ima jasno
fiziCko znacenje.

Diferencne jed. (18.1) su traktabilne Campbell et al. (1980) ukoliko problem pocetne
vrednosti ima jedinstveno resenje za svaki konzistentni pocetni uslov x,,

Sledi da je potrebno da vazi:

det(cE-A)#0 (18.3)
kako bi bila obezbedena jedinstvenost reSenja, pri cemu je ¢ realni skalar.

Poznato je da sekvenca reSenja jednacine {X(k)}, k =0, ne postoji za sve pocetne

uslove.

Definicija 18.1 Linearni deskriptivni sistem, dat jed. (18.1), je regularan ukoliko

det(zE — A)nije identicki jednako nuli, Dai (1989).

Napomena 18.1 Regularnost matri¢nog para (E, A) garantuje egzistenciju

i jedinstvenost refenja x(k) za svaki zadati pocetni uslov, a impulsni imunitet

omogucava da se izbegne impulsno ponaSanje u po€etnom trenutku za nekonzistentne
pocetne uslove.
Jasno je da u netrivijalnom slucaju, kada je E # 0, odsustvo impulsa povlaci

regularnost.

Definicija 18.2 Linearni autonomni diskretni deskriptivni sistem, dat jed. (18.3)

je kauzalan ukoliko je regularan i vaZi degree det(sE—A)=rank E , Dai (1989).
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Definicija 18.3 Matricni par (E, A) je prihvatljiv (eng. admissible) ukoliko je

regularan, bez impulsa i stabilan, Hsiung, Lee (1999).

Lema 18.1 Linearni diskretni deskriptivni sistem (18.1) je regularan, kauzalan

i stabilan ako i samo ako postoji inerzibilna simetriéna matrica H € R™ takva da

sledece dve nejednakosti vaZe:
E"HE>0 (18.4)
A"THA-E"HE <0 (18.5)
Xu, Yang (1999).

Definicija 18.4 Sistem, dat jed. (18.1), sa u(7)=0 je stabilan na konatnom
vremenskom intervalu u odnosu na { &, B, N}, a< S, ako:
x'(0)E'"Ex(0) <« (18.6)
povlaci:

x' (k)E"Ex(k)< B, Vke{l,---,N} (18.7)

Definicija 18.5 Sistem, dat jed. (18.1), izloZen spoljasnjim poremecajima, je

ograni¢en na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na { a, B, N } , a< f3,ako:

x'(0)E'"Ex(0) <« (18.8)
povlaci:
x' (k)E"Ex(k)< B, Vke{l,---,N} (18.9)
kada vazi:
z' (k)z(k)< &, Vke{l,---,N} (18.10)

Sada smo u moguénosti da izloZimo dovoljne uslove pod kojima c¢e sistem,
dat jed. (18.1), biti regularan, kauzalan i ograni¢en na konacnom vremenskom intervalu,

istovremeno. Izlaganja koja slede prate rad Debeljkovié, Stojanovié, Aleksendri¢ (2011).
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Teorema 18.1. Linearni deskriptivni sistem, dat jed. (18.1), je regularan, kauzalan i

ograni¢en na konaénom vremenskom intervalu u odnosu na { &, 8, N}, a < S ukoliko

postoji skalar y>1 i dve simetriCne pozitivno odredene matrice Pe R™ and
Qe R™" takvi da vaZi:

-yE'"PE 0 A'P

Q= 0 -yQ F'P|<0 (18.11)
PA PF  -P
i
7N0'/ /lmax(P)+pN gﬂ’max (Q)<ﬂ2'min (P) (1812)

pri ¢emu je:

py=27 =" (18.13)

Dokaz.
Prvo se dokazuje regularnost i kauzalnost sistema.

Prema Surovom komplementu (18.11) je jednako sa:

A"PA-yE"PE AT PF
r=( Y Jso

F"PA F'PF -yQ (18.14)
P=P" >0
Iz jed. (18.14), sledi:
A"PA-yE"PE<0 (18.15)
Pri ¢emu se zay =1, dobija:
A"PA-E"PE<0 (18.16)
Kako je P >0, (16) se svodi na
E"PE>0 (18.17)
Iz jed. (18.16-18.17), zaklju€uje se da je sistem regularan i kauzalan.
Neka je:
V(x(k))=x"(k)E"PEx(k) (18.18)

potencijalna agregaciona funkcija za sistem, dat jed. (18.1).
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Za zadatu agregacionu funkciju, jed. (18.18), opSta potonja razlika duZ trajektorije
sistema, datog jed.(34.1), je:
AV (x(k)) =V (x(k+1) =V (x(k))
=x' (k+1)E"PEx(k+1)-x" (k) E" PEx (k) (18.19)
=[Ax(k)+Fz(k)] E"PE [ Ax(k)+Fz(k)]-x (k) E" PEx(k)

AV(x(k)) _e (k)(ATPA—ETPE ATPFJ (k)

F'PA F'PF
=g" (k)Tg(k)

(18.20)

pri cemu je
x(k . (A"PA-E'"PE A'PF
&(k): ( ) ’ F: T T
z(k) F"PA F'PF

Iz jed (18.14) i (18.20) se dobija:
AV (x(k))=g" (k)& (k)

:gr(k)(r{(}/—l)oETPE ;)QBg(k) (18.21)

Ako je jed. (18.11) (tj.jed. (18.14)) zadovoljena, tada se jed. (18.21), svodi na:
AV (x(k))<(y-1)x" (k) E"PEx(k)+yz" (k)Qz(k)

, (18.22)
=(r=1)V (x(k))+y2" (k) Qz(k)
tako da se dobija:
V(x(k+1))< ¥V (x(k))+yz" (k)Qz(k) (18.23)
Primenom iterativnog postupka na jed. (18.23), dobija se:
V(x(k))< ykv(x(o))+ny 2’ (k—j)Qz(k—j) (18.24)
Dalje je:
V(x(k))<7x" (0)E"PEx(0)+& 4, (Q) p,
SV A (P)X (0)ETEx(0)+ £ A
7/ max( )X ( ) X( )+ max(Q) pk (1825)

< }/a/lmax (P)+£ﬂmax (Q) pk
< 7Na/lmax (P)+C€’/lmax (Q) pN

Sto sledi prema pretpostavci Teoreme 18.1, odnosno prirodnim uslovima nametnutim

spoljasnjim poremecajima i pocetnim uslovima.
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Sa druge strane je
Avin (P)X" (K)E"PEx(k)<V (x(k)) (18.26)
Kombinovanjem jed. (18.25) i jed. (18.26), dobija se:
7" 0 A (P)+€ 2, (Q) Py

"(k)E"PEx(k)< 18.27
¥ (EPEXE) 30 () 1527

Uslov, dat jed. (18.12), i gornja nejednakost povlace:
x' (k)E"Ex(k)< B, Vke{l,---,N} (18.28)

Tada iz Definicije 18.5 zaklju€ujemo da je sistem ograni¢en na konacnom vremenskom

intervalu u odnosu na { &, B, N}, </ §to zavrsava dokaz.

Posledica 18.1. Linearni diskretni deskriptivni sistem (181) je regularan, kauzalan
i ograniCen na konatnom vremenskom intervalu u odnosu na {a, B, N }, a< f,
ukoliko postoje pozitivni skalari ¥ >1, @,, §, 1 §,, i dve simetri¢ne pozitivno odredene
matrice Pe R™ i Qe R™", takve da vazi:
—-yE'PE 0 A'P
Q= 0 -yQ F'P|<0 (18.29)
PA PF P

@l<P<@,l
0<Q<gp@,l (18.30)

_16501 WzW 503\/8p(k)
K%JZ;F —§, 0 <0
593\/510(]‘) 0 —§;

pri cemu je:

Yooyl
MM=ZW=( ) (18.31)
Jj=1 y—1
Dokaz. Izvodenje dokaza je slicno dokazu prethodne teoreme.

Neka je
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0<4501<ﬂ’min(P)’ p2>ﬂ’max(P)’ 4503>ﬂ’max(Q) (1832)

Tada je
ol <P<p,, $ >0, 0<Q<p,l
_16501"'0!7le+£pr3 <0

Koriéenjem Surovog komplementa, (18.33) postaje ekvivalentna jed. (18.31). Ovim

(18.33)

je dokaz zavrSen.

Napomena 18.1 Ovaj rezultat je analogan radu Shen, Shen (2006) za kontinualne

singularne sisteme.

Napomena 18.2 Kada je matrica E nesingularna, sledeca posledica (18.2) vaZi.

Jednostavnosti radi, usvaja se da je E=I..

Posledica 18.2 Linearni diskretni sistem, dat jed. (18.1), je ograni¢en na kona¢nom

vremenskom intervalu u odnosu na { @, B, N}, a< /3, ukoliko postoje pozitivni skalari
y>1, @,, 9, 1 ,, 1 dve simetri¢ne pozitivno odredene matrice Pe R™ i Qe R™"

takve da vazi:

-y 0 A'P
Q= 0 -yQ F'P|<0 (18.34)
PA PF -P
i
ol <P<gp,l
0<Q<gp,l (18.35)

_,3801 2, aVN Sonlgp(k)
«502\]0571\, —§, 0 <0
ps\/gp(k) 0 —§;

gde je:

pP(N)=2 7 =——— (18.36)

239



Navedeni postupak predstavlja dovoljan uslov za ogranicenost na konacnom
vremenskom intervalu posebne klase vremenski nepromenljivih diskretnih deskriptivnih
sistema. Uslov se svodi na problem izvodljivosti primenom linearnih matri¢nih

nejednakosti.
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19. KONTINUALNI SISTEMI SA KASNJENJEM: DESKRIPTIVNI
PRILAZ

Linearan, viSestruko prenosni sistem sa Cistim vremenskim kaSnjenjem se moZe

predstaviti slede¢om diferencijalnom jednacinom:
x(1)=Ax(t)+Ax(t—7) (19.1)
i sa pridruZenom funkcijom pocetnog stanja:
x(1)=9 (1), -7<1<0 (19.2)
Sistem dat jed. (19.1) se naziva homogenim, x(r)e R" je vektor prostora stanja, A,,
A, su konstantne matrice sistema odgovaraju¢ih dimenzija, a 7 je Cisto vremensko
kaSnjenje, 7 = const.,(7>0).
Dinamicko ponasanje sistema, datog jed. (19.1), sa pocetnim funkcijama, datim jed.
(19.2), je definisano na neprekidnom vremenskom intervalu 3 :{to, 1, +T} , gde

veli¢ina T moze biti ili pozitivan realan broj ili simbol +eo, tako da se istovremeno mogu
tretirati stabilnost na konacnom vremenskom intervalu i prakti¢na stabilnost. Oc¢igledno
jeda 3eR,.

U opstem slucaju, za autonomni sistem, dat je. (19.1) se ne zahteva da vazi:

f (0, 0)=0, Sto znadi da nije neophodno da koordinatni poetak prostora stanja bude

ravnoteZzno stanje. R" oznaCava prostor stanja sistema, datog jed. (19.1), a

|| () || oznac¢ava euklidsku normu.

Neka je V: SxR" >R, tako da je funkcija V(z,x(t)) ogranitena za Vie S ,
Vx(t) za koje je " x(1) ” takode ogranicena.

DefiniSe se Ojlerov izvod funkcije V(r,x(t)) duz trajektorije sistema, datog jed.

(19.1), na slede¢i nacin:

V(z,x(z))=W+[gmdv(z,x(z))ff( ).
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Za vremenski invarijantne skupove se pretpostavlja: 5( ) je ogranicen,
otvoren skup. Neka je S ; dati skup svih dozvoljenih stanja sistema za V¢e 3. Skup S,
S, © S, oznacava skup svih dozvoljenih pocetnih stanja.

Skupovi S, i S, su povezani i a priori poznati.
A( ) oznacava sopstvene vrednosti matrice ().

A 1 A, su maksimalna i minimalna sopstvena vrednost, sledstveno.

max
Vremenski invarijantni skupovi, koji se koriste kao granice trajektorija sistema,

zadovoljavaju uobicajene prethodno iznete pretpostavke.

Definicija 19.1 Sistem, dat jed. (19.1), koji zadovoljava pocetni uslov,

dat jed. (19.2), je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu
na {g“(t) B, S} ako i samo ako || (px(t)||<§(t), povlaci ||x(t)||<ﬁ, €3, {(1) je
skalarna funkcija sa osobinom 0< {' (7)<, —7<1<0, gde je & realan pozitivan broj i

BeR, i B>a, Debeljkovic et al. (1997.a, 1997.b, 1997.c, 1997.d), Nenadic et al.
(1997).

Teorema 19.1 Sistem sa Ccistim vremenskim kaSnjenjem, dat jed. (19.1),

Ol

je stabilan na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na {IO,T,S,SQ,.S'/;,

a < [, ako je zadovoljen sledeéi uslov:

Hmi) By g (19.3)
o
gde je:
Amax (H):ﬂ’lmax( )+T'/12max( ) (194)

/llmax( ):ﬂlmax ((Ag +Ao)+(A1T + 4 ))

2 (19.5)
22 max ( ) = ﬂ'2max (SO(AleAgAlT + AlAlAlTAlT ) + 2%1}
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sa: 0 >01 g>1, Debeljkovic et al. (2011.c,d)

Dokaz. Razmatra se vremenski kontinualan, linearan sistem sa ¢istim vremenskim

kaSnjenjem opisan diferencijalnom jedna¢inom sa kaSnjenjem (19.1).

Neka je x(r), t>0, reSenje jed. (19.1) ako su podetni trenutak i stanje 0
i¢,(1), sledstveno.

Poznato je da ako je x(7) neprekidno diferencijabilno za r >0, moZe se napisati:
0
x(1=7)=x(t)= [ (A x(t+8)+ A, x(t =7+ 8)) 9 (19.6)

za t 27, Hale (1977), tako da se dinamika osnovnog sistema, datog jed. (19.1), mozZe
prepisati na slede¢i nacin:

x(1)=(4,+A)x(1)- A, '(f (A x(r+0)+A x(1-7+1))dV (19.7)

za proizvoljnu vremenski kontinualnu pocetnu funkciju @(#) na vremenskom intervalu
re[-26,0].

U radu Hale (1977) utvrdeno je da asimptotska stabilnost sistema,
datog jed. (19.7), mozZe obezbediti asimptotsku stabilnost prvobitnog sistema,
datog jed. (19.1), s obzirom da je osnovni sistem, dat jed. (19.1), samo specijalan slucaj
sistema, Cija je dinamika opisana jed. (19.7). Ova vazna Cinjenica ¢e se direktno koristiti
u drugom delu ove glave, odnosno kada se bude razmatrala atraktivna prakticna
stabilnost.

U ovom delu, radi pojednostavljivanja, koristie se sistem, dat jed. (19.7), da bi se
dobio dovoljan uslov stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu sistema, datog jed.
(19.1), s obzirom da su ispunjeni uslovi manje stroZi nego kada se ostvaruje asimptotska
stabilnost.

Definise se sledeca funkcija:
V(x(2))=x"(t)x(z) (19.8)

Izvod V (x(t)) duz trajektorija sistema, datog jed. (19.43), se dobija kao:
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V(x(t)):xT(t)((AT+A )+ (AT +4,))x()
—2] x(t+9)+A x(1-7+0))dd

U nastavku, sledi se postupak iz rada Su (1994).

(19.9)

Primenjuju¢i Ruzumikhin—ovu teoremu, Hale (1977), pretpostavlja se da za neku realnu

konstantu g >1 vazi slede¢a nejednakost:

V(x(£))<q*V(x(t)), t-20<&<t

(19.10)

Osim toga koriS¢enjem sledece nejednakosti, za bilo koju realnu konstantu g >0 1 bilo

koju simetri¢nu, pozitivno odredenu matricu £, E = ='>0:

=20’ (1) v(t) < pu’ (t)E_lu(t)+éVT (1)Ev (1)

dobija se:

—2j 1) AAX(t+8)d <

<J(gox 1) A A AL ATX (1) +—x" (t+09)x (t+z9)jd19

80

<X (1 )(goA A ATAT+%IJX

2
<Th. (goA AATAT +q—1Jx
%
i na istovetan nacin:
2
—2J AAX(t—T+8)dO<1 Ay, (goAlAlAlTAlT +%IJXT (1)x()
Kori$¢enjem jed. (19.13) i jed.(19.12), dobija se:
V(x(1) < Ay ((Ag +A,)+(A] +4, ))xT ()x(7)
2

+7A (go(AlAOA(T)AlT +AAATAT)+ 2%

z)xT (1)x(1)
<A, (T1)x" (¢)x(z)
A (H) = A (A()’AI’T) = A ( )+Tﬂ'2max ( )

1z jed. (19.14) 1 jed.(19.15), dobija se:

(19.11)

(19.12)

(19.13)

(19.14)

(19.15)
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W<Amx(n)dt (19.16)
ili:
td XT(t)X(t)) '
£W<£Am (I)d ¢ (19.17)
1:
X (6)x(t) <x" (1,)x(t, ) "m0 (19.18)

Konacno, ako se iskoristi prvi uslov Definicije 19.1, tada:

max (H)(t_t 0)

X' ()x(t)<a-e" (19.19)
i na kraju primenom jed. (19.3), dobija se:
¥ ()x()<a-L<p, vies (19.20)
o

¢ime je teorema dokazana.

Teorema 19.2 Sistem, dat jed. (19.1), sa pocetnom funkcijom, datom jed. (19.1), je

2 ..
atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {to,r,s,sa,s > ()” }, a< 3, ako postoji

matrica P=P" >0, koja je reSenje sledece matri¢ne jednacine:

ATP+PA,=-Q (19.21)

i matrica Q = Q" >0 i ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

| 4] <G (Q%)o—;,;x (Q_%P) (19.22)
i
eAmax(Z)(I_tO) <£’ vte S (19.23)
o
gde je:
Amax (Z)z/llmax( )+T/12max( ) (1924)

pricemusu A, ( )i A,,..( )datijed. (19.14)i >0i g>1.
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Dokaz. Ideja i prilaz iz Teoreme 19.1 se koriste za izvodenje uslova atraktivne
prakticne stabilnosti.

Za potrebe stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu razmatra se sistem, dat
jed. (19.1).

Definise se sledeca funkcija:

V(x(t))sz(t)P x(1) (19.25)
Izvod V (x(t)) duZ trajektorija sistema, se dobija kao:
V(x(t)):xT(t)(P(AO+Al)+(A0+Al ) P)x(t)

0 (19.26)
—2[ X" (1) P A, (A x(1+8)+ A, x(1—7+9))dD

Slede¢i rad Su (1994), koris¢enjem jed. (19.26) i procedure iz prethodnih izvodenja, lako

se pokazuje da:

V(x(2)) < A (AT P+ PA, — Q) X" (£)x(1)+
2
+T A, [pP(AIAOP-IAgA{ +AAPATA] )P+ 2%1)}8 (1)x(1) (19.27)

<A (B)X" (1) x(2)

¢ime je dokaz zavrSen.

Napomena 19.1 Asimptotska stabilnost sistema, datog jed. (19.1),
je garantovana jed. (19.21) i jed.(19.22), na osnovu ideja prezentovanih u radu Tissir,

Hmamed (1996).

Teorema 19.3 Sistem, dat jed. (19.1), sa poCetnom funkcijom, datom jed. (19.2), je

2 ..
atraktivno prakticno stabilan u odnosu na {to,r,s,sa,s , ()” }, a< [, ako postoji

matrica P =P >0, koja je reSenje slede¢e matri¢ne jednacine:
AlP+PA,=-21 (19.28)

i ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:

H A H <m (19.29)
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S0 B g (19.30)

a

gde je:

A (M) =2, ()47, () (19.31)
pricemusu 4, ( )i 4, ( )datijed. (19.5)i >0 i 1<q<m/1§ax (P),

1
Debeljkovic et al (2011.d).
Dokaz. DefiniSe se sledeca agregaciona funkcija:
V(x(t))sz(t)P x(t) (19.32)

Dokaz asimptotskih osobina razmatranog sistema je identiCan dokazu prezentovanom u

radu Xu, Liu (1994) za partikularan slucaj, kada je:
f(r.x(t—7(1)))= A x(t-7) (19.33)
Jasno je da je asimptotska stabilnost sistema, datog jed. (19.1), garantovana jed.
(19.28) i jed. (19.29), na osnovu rezultata prezentovanih u radu Xu, Liu (1994)
i dodatnih korekcija u radu Mao (1997).
Ostatak dokaza, koji se tiCe stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu

ili atraktivne prakti¢ne stabilnosti je kompletno identiCan dokazu prezentovanom

u prethodnom odeljku i izostavlja se.
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20. KONTINUALNI SISTEMI SA KASNJENJEM: LMI PRILAZ

Kao §to je ve¢ viSe puta podvuceno u ovom radu, koncept Ljapunovske stabilnosti,
definisane na beskona¢nom vremenskom intervalu, ¢esto nije dovoljan kada su u pitanju
prakti¢ne primene. Razlog leZi u Cinjenici da Cesto nisu dopustive visoke vrednosti
veli¢ina stanja, na primer kada je prisutan fenomen zasi¢enja (saturacije) i slicno. U
ovakvim slucajevima, koncept stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu (KVI)
pruza pogodnu alternativu.

Najjednostavnije receno, za sistem se kaze da je stabilan na konacnom vremenskom
intervalu ako, za odredeni vremenski interval, njegove veliine stanja ne prelaze
odredene granice tokom istog intervala. Problem upravljanja na kona¢nom vremenskom
intervalu se bavi sintezom linearnog upravljackog sistema koji obezbeduje stabilnost na
kona¢nom vremenskom intervalu sistema u zatvorenom kolu dejstva.

Prvi rezultati i reSenja problema stabilnosti na KVI poticu iz Sezdesetih godina 20.
veka, a nakon tog perioda, naucno interesovanje se viSe okrenulo klasi¢nim
ljapunovskim konceptima stabilnosti. Poslednjih godina se, medutim, konceptu
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu pri§lo sa pozicija teorije linearnih
matricnih nejednakosti (LMI), Sto je omogucilo odredivanje i dobijanje manje
konzervativnih uslova koji obezbeduju stabilnost na KVI i stabilizaciju sistema na
kona¢nom vremenskom intervalu, Kao posledica ovog interesovanja, dobijeni su mnogi
rezultati za ovaj tip stabilnosti.

Vremensko kaSnjenje se pojavljuje u brojnim industrijskim sistemima, hemijskim
procesima, bioloSkim sistemima, u modelu dinamike populacije, n neuronskim
mrezama, u takozvanim velikim sistemima. Pokazano je da je kaSnjenje uzrok
nestabilnosti i slabih performansi sistema automatskog upravljanja. Imaju¢i u vidu
Siroku rasprostranjenost sistema sa kasnjenjem i stalnu potrebu za obezbedivanjem
odgovarajuc¢ih i sve stroZije definisanih performansi sistema u razliitim granama
inZenjerstva, jasna je motivacija da se stabilnost i stabilizacija na kona¢nom

vremenskom intervalu primene na klasu sistema sa kaSnjenjem.
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Nije objavljeno mnogo radova koji tretiraju problematiku stabilnosti i stabilizacije
sistema sa kasSnjenjem na kona¢nom vremenskom intervalu. Neki rani radovi o
stabilnosti sistema sa kasnjenjem na KVI se mogu naci u radovima Debeljkovic et al. U
Debeljkovi¢ et al. (1997) i Nenadic et al. (1997) su neki osnovni rezultati iz oblasti
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu proSireni na posebnu klasu sistema sa
kaSnjenjem, koriS¢enjem fundamentalne sistemske matrice. Ipak, ovi rezultati nisu
primenjivi u praksi, s obzirom da iziskuju odredivanje fundamentalne matrice sistema.

Matri¢na mera je prvi put primenjena u radovima Debeljkovic et al. (1997a, 1997b,
1998) i to za analizu stabilnosti na KVI linearnih sistema sa kasnjenjem.

Druga vrsta pristupa, zasnovana na poznatoj Bellman — Gronwallovoj lemi, je
primenjena u  Debeljkovic et al. (1998), Debeljkovic et al. (1999). Na kraju,
modifikovani Bellman — Gronwall princip je proSiren na posebnu klasu kontinualnih
neautonomnih sistema sa vremenskim kasnjenjem na konacnom vremenskom intervalu
u Debeljkovic et al. (2000) . Prethodno nabrojani postupci daju konzervativne rezultate
jer se zasnivaju na osobinama ogranicenosti sistemskih odziva, odnosno resenja modela
sistema.

Konacno, poslednjih godina su objavljeni rezultato zasnovani na linearnim
matricnim nejednakostima (LMI) za stabilnost na konacnom vremenskom intervalu i
ograni¢enost na kona¢nom vremenskom intervalu (eng. finite-time boundedness — FTB)
za posebne klase sistema sa kasnjenjem Gao et al. (2011), Wang et al (2010). Ipak, nije
napravljen pomak kada je u pitanju stabilnost i stabilizacija na KVI klase linearnih
sistema sa kaSnjenjem kori§¢enjem LMI metodologije. Radovi Jiang (2009), Shen et al
(2007), Wang et al (2009) i Wang et al. (2010) razmatraju problem ogranicenosti na
kona¢nom vremenskom intervalu neuronskih mreZa sa kaSnjenjem. U radovima Lin,
Shen (2011) i Lin et al. (2011) se prouCava ograni¢enost na konacnom intervalu
prekidackih linearnih sistema sa vremenski promenljivim kaSnjenjima i spoljaSnjim
poremecajima. Radovi Gao et al. (2011) i Shang et al. (2011) tretiraju problematiku
umreZenih upravljackih sistema sa promenljivim kasnjenjima. U Shang et al. (2011) se
uvodi posebna linearna transformacija kako bi se sistem sa kaSnjenjem konvertovao u
sistem bez kasnjenja. Na kraju, u Moulay et al. (2008) su razvijene metode stabilizacije
na kona¢nom vremenskom intervalu za nelinearne funkcionale direferencijalnih

jednacina sa kaSnjenjem.
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Polaze¢i od rezultata predstavljenih u Lazarevi¢ et al. (1999), Debeljkovic,
Stojanovi¢ (2011) su prosirili rezultate stabilnosti i stabilizacije na konacnom
vremenskom intervalu linearnih sistema sa kasSnjenje, putem Ljapunovljeve metode,
koriS¢enjem linearnih matricnih nejednakosti. U radu su izvedeni novi dovoljni uslovi
stabilnosti i stabilizacije na KVI putem povratne sprege po stanju, u obliku matricnih
nejednakosti, koje se mogu svesti na LMI problem izvodljivosti. Naredna izlaganja u

potpunosti prate rad Debeljkovié, Stojanovic¢ (2011).

20.1 Uvodna razmatranja

Posmatra se linearni sistem sa kasnjenjem, uz standardnu notaciju:
x(t)=Ax(7)+Ax(t—7)+Bu(t
(1)= AX(1)+ Ax(1=7)+ Bu(1) oo
x(t)=¢(1),te[-7,0]

pri  ¢emu je x(z)e R"vektor stanja, wu(f)e R™je upravljatki vektor,
A e R™ A eR™,Be R™ su poznate Kkonstantne matrice, 7je konstantno
vremensko kaSnjenje. Pocetni uslov, ¢(t), je neprekidna i diferencijabilna vektorska

funkcija od t e [-7,0].

U radu se reSava problem odredivanja stabilizirajuceg statickog upravljackog
sistema u sledecem obliku:
u(r)=Kx(t) (20.2)
sa matricom K kao parametrom sinteze koji je potrebno odrediti.
Uklju€ivanjem izraza upravljackog sistema (20.2) u jedn. (20.1) dobijaju se
jednacine dinamike sistema u zatvorenom kolu dejstva:
x(t)= Ax(t)+Ax(t—7) 203)
x(1)=¢(1),te[-7.0]
pri ¢emu je:
A=A, +BK. (20.4)
U radu je razmatrana stabilnost i stabilizacija na konacnom vremenskom intervalu
klase sistema definisanih jedn. (20.1), sa ciljem da se razvije metoda stabilizacije koja bi

obezbedila upravljaCku matricu pojaCanja K, kao i gornju granicu kasnjenja 7,, koja
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obezbeduje da je sistem u zatvorenom kolu dejstva stabilan na kona¢nom vremenskom
intervalu za svako 7 koje zadovoljava 0 <7 < 7,,. Pre nego Sto se nastavi sa izlaganjem

rada, ponovice se blago preformulisana definicija stabilnosti na konacnom vremenskom

intervalu.

Definicija 20.1 Sistem definisan jedn. (20.1) sa u(z)=0je stabilan na kona¢nom
vremenskom intervalu u odnosu na (Cl,Cz,T) , pri ¢emu je 0<¢, <c,, ako vazi:

sup ¢' (1)p(t)<c, =>x (1)x(t)<c,,Vte[0,T] (20.5)

te[-7.,0]

Napomena 20.1 Ljapunovska asimptotska stabilnost i stabilnost na kona¢nom
vremenskom intervalu su dva koncepta nezavisna jedan od drugog: sistem koji je
stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu moZe da ne bude asimptotski stabilan, a
sistem koji je asimptotski stabilan u ljapunovskom smislu moze da ne bude stabilan na
konaénom vremenskom intervalu ukoliko tokom prelaznog procesa veliCine stanja

prelaze utvrdene granice.

20.2 Glavni rezultat

Izvode se dovoljni uslovi stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i
stabilizacije na konacnom vremenskom intervalu, i izvodi se sinteza stabilizirajueg

upravljackog sistema u povratnoj sprezi po stanju za sistem sa ka$njenjem, jedn. (20.1).

Teorema 20.1 Sistem (20.1) sa u(7) =01 vremenskim kaSnjenjem 7 je stabilan na

kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na (cl,cz,T), pri ¢emu je 0<¢, <c,, ako
postoji nenegativan skalar ¢ i pozitivno odredene matrice P,Q takve da su ispunjeni
sledeci uslovi:

_| AyP+PA+Q-aP PA
* -0

Q (20.6)
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- .C‘(P)[imax (P)+7,, (Q)]e” <, (20.7)

mi

Dokaz. Posmatra se sledeca kvaziljapunovska funkcija:

v (x(1)) =x" (1)Px(1)+ [ ' (6)0x(6)d6 (20.8)

t

Tada je vremenski izvod duZ trajektorije sistema (20.1) definisan sa:
V(x(t))=2%"(¢) Px(t)+x" (1) Ox(t)-x" (t-7)Ox(t-7) =
=x"(t)(Ay P+ PA,+Q)x(t)+2x" (1) PAX(t—7)-x" (t—7) Ox(t—7) = (20.9)
=5(r) Q5(r)

T

pri-cemuje &(r) =[x(1)  x(r-7)'] ’F:{AOTP+PAO+Q PAI}

* -0
Iz jed. (20.6) i (20.9) dobija se:

V(x(1))=¢8(r) Q&(r) =

_e(if {r—[‘ff’ 8}}%“):

=g(r) Tg(r)-¢(r) {_(gp g}é(t)= (20.10)

=&(1) Tg(1)+ax(t) Px(r)<ax(r) Px(r)<

<0{XT(t)Px(t)+ j xT(e)Qx(e)de}av(x(z))

t

MnoZenjem jed. (20.10) sa e”* dobija se

d —at
E(e V)<o0 (20.11)

Integraljenjem jed. (20.11) od 0 do #,sa 7€ [0,T], dobija se:
V(x(t))<e™V(x(0)). (20.12)

Tada je:
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0

V(x(0))=x"(0) Px(0)+ [ x" (6) 0x(6)d6 <

-7
0

< s (P)X (0)x(0) +4,,, (Q) [ X7 (6) Ox(8)d6 < (20.13)

- max max

< ﬂ“max (P)Cl +)imax (Q)Tcl = cl |:)imax (P) +Tﬂmax (Q)]
Sa druge strane je:

V(x(2))>x" (t) Px(t) = A, (P)x" (t)x(¢) (20.14)

-7

Kombinovanjem jedn. (20.12), (20.13) i (20.14) dobija se:
X (1)x(1) <mcl [ A (P)+ 74, (0)]e. (20.15)

Uslov (20.7) i prethodna nejednakost povlace

x' (1)x(t)<c,,Vte[0,T] (20.16)

¢ime je dokaz zavrSen.

Napomena 20.2 Ukoliko su uslovi (20.6) i (20.7) teoreme 20.1 zadovoljeni za

a =0, tada je sistem (20.1) i asimptotski stabilan u smislu Ljapunova. U ovom slucaju

je stabilnost na konacnom vremenskom intervalu obezbedena za svako 7 > 0.

Napomena 20.3 1z jed. (20.7) i gornju granicu kaSnjenja od 7,,,takvu da je sistem u

zatvorenom kolu dejstva stabilan na konaénom vremenskom intervalu u odnosu na svako

7 koje zadovoljava 0<7<7,, i konstantne «,c,,c, dobija se:

max

Clﬂmax (Q) ﬂmin (Q)

Sa matricama P i Q definisanim jedn. (20.6).

A (P) A (P) 017

Napomena 20.4 Treba podvuéi Cinjenicu da uslov iz teoreme 20.1 nije standardni

LMI uslov u odnosu na «, P,Q. Ipak, lako se proverava da je uslov (20.7) obezbeden

postavljanjem uslova:
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BI<P<pI

0<Q<pBlI (20.18)
_ﬁlcze_w ﬁz\/a iB%\/CTT
* _:32 0
k k _ﬁ3

za neke pozitivne skalare £, S, if,. Za usvojeno fiksirano « uslovi (20.6) i (20.7) se

mogu svesti na LMI problem izvodljivosti.

Posledica 20.1 (LMI problem izvodljivosti) Sistem jedn. (20.1) sa u(7)=0i
vremenskim kasnjenjem 7, je stabilan na KVI u odnosu na (¢,,c,,T),0< ¢, <c,, ukoliko

za usvojeno « postoje pozitivni skalari £, 3,, 5,1 pozitivno odredene simetri¢ne matrice

P, Q takve da su uslovi (20.6) i (20.18) zadovoljeni.

Polaze¢i od izloZenih rezultata, moguce je izvrSiti sintezu upravljackog sistema sa

povratnom spregom po stanju.

Teorema 20.2. Postoji upravljacki sistem sa povratnom spregom po stanju u formi
jedn. (20.2) takav da je sistem u zatvorenom kolu dejstva (20.3) — (20.4) stabilan na
kona¢nom vremenskom intervalu ako postoji nenegativan skalar ¢ i pozitivno odredene

simetri¢ne matrice P,Q imatrica Z takve da su ispunjeni uslovi :

! X+BZ+Z'B"+Y-aX AX
F:[XAO TAXTBZAZ B 4V —aX A }0 (20.19)
* -y
1:
A (X)— T e <c (20.20)
o /’i’min(X) /’imin(XY_IX) ’

Pojacanje stabilizirajuéeg stati¢kog upravljakog sistema se sada dobija kao K =ZX .

Dokaz. 1z jed. (20.6) i (20.4) dobija se :
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{(A(>+BK)TP+P(§+BK)+Q‘“P PS}O (20.21)

MnoZenjem sa leve i sa desne strane prethodne nejednakosti sa diag{P"l,P'l}i uz

uslove X 2 P7' >0,Y 2 P"'QP™' > 0dobija se :

» +AX +XK'B" +BKX + X0X —aX AX
XA + 4, X ~a %o, (20.22)
* -X0X
Neka je K =ZX ', tada je prethodna nejednakost ekvivalentna sa (20.19). Iz jedn. (20.7)

za P=X"1Q"'=P'Y"'P"' = XY ' X, dobija se izraz (20.20)-

Napomena 20.5 Ukoliko su uslovi (20.19) i (20.20) iz teoreme 20.2 zadovoljeni za

o =0, tada je sistem u zatvorenom kolu dejstva, jedn. (20.3), (20.4) takode asimptostki

stabilan u smislu Ljapunova na beskona¢nom vremenskom intervalu [O,w]. U tom

slucaju je stabilnost na konaénom vremenskom intervalu obezbedena za svako 7 > 0.

Napomena 20.6 Iz jed. (20.20) je mogucée odrediti gornju granicu kasSnjenja

7,, takvu da je sistem u zatvorenom kolu dejstva jedn. (20.3) (20.4) stabilan na KVI za

svako 7 koje zadovoljava 0<7<7,, :

A (XYTX) A (XYTX)
A () T AL -

sa matricama X,Y definisanim preko jedn. (20.22).

20.3 Numericki primeri

Primer 20.1 Razmatra se linearni kontinualni sistem sa kasnjenjem, definisan sa:

x(1)=Ax(r)+Ax(r—7)+Bu(r)

-7 L7 0 L5 -17 0,1 1 20.24)
A=l 13 -1 07[A=-13 1 -03|B=|1]r=02
0,7 1 -0.6 0,7 1 06 1
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Potrebno je ispitati stabilnost sistema na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu
na (c,,c,,T), sa posebnim izborom :
¢, =0,55¢,=100;T=2; ¢" (t)=[0,7 0 O];u(t)=0
Resavanjem LMI (20.6) i (20.18) (posledica 20.1), za usvojeno & =1,95, mogu se dobiti

sledeca prihvatljiva reSenja :

3,1289 0,2410 0,0236 8,5992 -7,2357 -0,0336
P=|0,2410 4,9471 -0,2070 |x10°,Q=|-7,2357 6,7240  0,0360 |x10°,
0,0236 -0,2070 2,1462 -0,0336  0,0360  0,3408

b, =2,1286x10°, b, =4,9954x10°,b, =1,4970x10*
Sledi da je sistem jed. (20.24) u slobodnom radnom reZimu stabilan na kona¢nom
vremenskom intervalu u odnosu na (0,55,100,2).
Na Slici 20.1 su pokazane trajektorije sistema (20.24) sa pocetnim uslovima
9" (1)=[0,7 0 0],te[-7,0]. Vidi se da vrednosti  veli¢ina stanja
|xl. (t)| —oo,i=1,2,3kada t — oo, §to pokazuje da sistem nije asimptotski stabilan. Ovo

pokazuje da su ljapunovska asimptotska stabilnost 1 stabilnost na konac¢nom
vremenskom intervalu dva nezavisna koncepta : sistem koji je stabilan na KVI ne mora
da bude i asimptotski stabilan. Slika 20.2 pokazuje normu odziva stanja u vremenu.

Kori$¢enjem uslova (20.6) — (20.7) (Teorema 20.1) moguce je zakljuciti da sistem jed.
(20.24) nije stabilan na KVI u odnsou na (0,55,100,2), ali jeste stabilan na KVI u
odnosu na (0,55,300,2), sa o=1,801.Tada gornja granica parametra c, iznosi

299,189. Sledi da Teorema 20.1 daje konzervativnije uslove od Posledice 20.1. Gornja

granica kaSnjenja 7,, koja obezbeduje da sistem (20.24) bude stabilan na kona¢nom
vremenskom intervalu u odnosu na (0,55,300,2) ima vrednost 7,, =0,201za
a=1,7901 (iz Teoreme 20.1) ili 7,, =1,561za or=2,08 iz Posledice 20.1.

Zavisnosti parametara ¢, (@) i 7(a@)za ¢, =0,55 i T =2, dobijene iz posledice 20,1

su prikazane na slikama 20.3 i 20.4, sledstveno. Sa grafika funkcije se moZe videti da se

najmanja vrednost ¢, za 7=0,2 1 najveCa vrednost 7za c,=150mogu dobiti

usvajanjem o =2,1.
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Slika 20.1 Trajektorije sistema u slobodnom radnom rezimu, jed. (20.24)
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Slika 20.3 — Zavisnost parametara c, (&) za ¢, =0,55;T =2;7=0,2 dobijene iz

Posledice 20.1
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Slika 20.3 — Zavisnost parametara 7 (&) za ¢, =0,55,T =2;c, =150 dobijene iz

Posledice 20.1

Najmanja vrednost parametra c,, dobijena za vrednost a=2,1 i razliCite vrednosti

vremenskog kaSnjenja 7 iz Teoreme 20.1 i Posledice 20.1 su prikazane u tabeli 1. Zbog
mogucnosti poredenja, u tabeli su prikazane i najmanje vrednosti parametra ¢, dobijene
u Lazarevi¢ et al. (1999) (teoreme 2 i 3). Jasno je da Teorema 20.1 i Posledica 20.1 u

ovom izloZenom radu daju mnogo bolje rezultate od onih iz Lazarevi¢ et al. (1999),

zbog primene LMI tehnike.
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Tabela 20.1 Najmanje vrednosti parametra ¢, za ¢, =0,55,7 =2, =2,1

T 0,2 0,5
Teorema 20.1 201,99 299,75
Posledica 20.1 95,59 145,04

Lazarevic et al. (1999),
2,27x10" 2,27x10"
Teorema 2
Lazarevic et al. (1999),
2,46x10" 2,46x10"
Teorema 2
Primer 20.2

Posmatra se vremenski neprekidni sistem sa vremenskim kasSnjenjem, jed. (20.24).
IzvrSice se projektovanje upravljackog sistema u povratnoj grani po stanju koji
stabilizuje sistem na kona¢nom vremenskom intervalu po Teoremi 20.2, obezbedujuci
sistemu  stabilnost na konaCnom vremenskom intervalu u odnosu na

(¢,¢,,T)=(0,55;5;10).
ReSavanjem linearnih matri¢nij nejednakosti (20.19) i nejednakosti (20.20) za

a =1,1x107, dobijaju se sledeca izvodljiva reSenja sistema u zatvorenom kolu dejstva.

4,1669  2,0632 -0,5508 6,1494 0,6512  0,8662
X =|20632 28710 -0,6659|,Y=|0,6512 3,7410 -0,4156 |,
-0,5508 -0,6659 12,3582 0,8662 -0,4156 35,0295

Z=[-1,8965 -3,5254 -3,0671],K =ZX"'=[0,1900 —1,7720 —1,7566]

1 1
A (X + “T'=3,8652<5=
C1nax ( ) lmin ( )r) /1 ( ):Y—l )r) € %)

Sledi da postoji kosntantni staticki regulator u povratnoj sprezi po stanju, oblika

u(t)=Kx(t)=2zX"'x(t)koji obezbeduje da je sistem u zatvorenom kolu dejstva

stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na (¢,,¢,,7) =(0,55;5;10).
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Na slikama 20.5 1 20.6 su prikazane trajektorije odziva stanja sistema u zatvorenom

kolu dejstva, kao i njihova norma. MoZe se zakljuciti da je sistem u zatvorenom kolu

dejstva asimptotski stabilan (|xl.| —-0,t—> oo). Isti zakljuCak se moZe izvesti i na sledeci

nacin : usvajanjem vrednosti & =0,dobija se da je sistem asimptotski stabilan u smislu

Ljapunova jer je A {F }:—0,170<0. Dalje, sa slike 20.6 se vidi da vazi

=0
x' (t)x(t)<¢, =0,55<c,,Vte [0,], tako da je sistem u zatvorenom kolu dejstva
stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na (c,,c,,T)=(0,55;5;10) i za
a=11-107 se dobija 7, =0,363.Sa druge strane, za vrednosti
(¢,,¢,,T)=(0,55;300;2)iz Primera 20.1, gornja granica vremenskog kaSnjenja daje

znacajno vecu vrednost 7,, =42,841.

0.7 -
0.6 d
0.5 X
0.4

0.3

Trajectories

0.2

0.1

0 2 4 6 8 10
Time (s)

Slika 20.5 Odziv trajektorije stanja sistema u zatvorenom kolu dejstva (20.24) sa

pocetnim uslovom ¢ (1)=[0,7 0 0]
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Slika 20.6 Norma odziva trajektorije stanja sistema u zatv. kolu dejstva
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21. DISKRETNI SISTEMI SA KASNJENJEM: LMI PRILAZ

Linearne matri¢ne nejednakosti (LMI) su se poslednjih godina pokazale kao
izuzetno moc¢an matematicki alat za analizu 1 sintezu (projektovanje) sistema
automatskog upravljanja. Efikasni algoritmi konveksne optimizacije omogucavaju da se
veliki broj upravljackih problema prevede u LMI oblik.

LMI priprada, kao §to je pomenuto, klasi konveksnih optimizacionih problema, $to
znaci da globalno reSenje uvek postoji. Iz navedenog sledi da ukoliko se upravljacki
problem moZze redukovati na LMI problem, moZe se smatrati da je reSen.

Kada je u pitanju problem neljapunovske analize linearnih diskretnih sistema sa
kaSnjenjem, ve¢ je pomenuto da su prvi rezultati predstavljeni u  Debeljkovic,
Aleksendri¢ (2003) kada je problem prvi put i razmatran.

Ispitivanje stabilnosti sistema preko diskretne fundamentalne matrice je veoma
nepogodno i komplikovano, tako da postoji potreba za pronalaZenjem efikasnijih
metoda, zasnovanih na jednostavnim izracunavanjima sopstvenih vrednosti ili normi
sistemskih matrica, kao $to je radeno kod vremenski neprekidnih sistema, ili
jednostavno primenom LMI pristupa.

Posmatra se diskretni sistem sa kasnjenjem definisan sa:

x(k+1)=A0x(k)+fij(k—hj) (21.1)

J=1

x(9) =y ()

21.2
de{-N,(-N+1), ..., 0} 212

pri ¢emu sux(k)eR", A, eR™,j=1...M,h;,j=1...,Mceli brojevi koji
predstavljaju vremensko ka3njenje sistema, N =max{h,h,,....h,}, a y¥(-)je apriori

poznata funkcija pocetnih uslova.
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Definicije stabilnosti

Definicija 21.1 Linearni diskretni sistem sa kaSnjenjem, jed. (21.1) je stabilan na

kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na {a’, B, ky, ()”}, a< 3, ako i samo

ako za svaku trajektoriju x(k)zadovoljava pocetnu funkciju, jedn. (21.2) tako da :
Ix(k)] <o k=0,-1-2,-~N (21.3)
povlaci:
Ix(k)[ <B. kek, (21.4)

Debeljkovic, Aleksendri¢ (2003).
Teoreme stabilnosti

Teorema 21.1 Sistem jed. (21.1) je stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu u
odnosu na {K v O, B, ||( : )”2} , &< f3, ako postoji pozitivan skalar ¥ >0 i pozitivno

odredene matrice P,(Q takve da su ispunjeni sledeci uslovi:

_ [AGPA+Q+P—yP  A(PA 2L5)
o Al PA, Q- Al PA, '
i
A (P A
ﬂ“min (P) ﬂ“min (P) o (216)
Vke K,
Debeljkovic, Stojanovié, Dimitrijevié, Popov (2012).
Dokaz. Ako se posmatra sledeca kvaziljapunovska agregaciona funkcija:
k-1
V(x(k))=x"(k)Px(k)+ > x"(j)Ox()) (21.7)

]
>~

Jj=k—=h

Tada, ukoliko se izracuna diferenca AV (X(k)) duz trajektorije sistema, dobija se:
AV (x(k))=x" (k)(AjPA, + Q- P)x(
~x" (k=h)(Q~ATPA, )x(k—h)=¢ (k)I'¢(k)

k)+2x" (k) ATPA, x(k—h)
(21.8)
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pri cemu je:

¢ (k)=[x"(k) x"(k=h)]

L_[AiPA+Q+P  ATPA, (21.9)
Al PA, Q- Al PA,

Sada se iz jedn. (21.2) i (20.5) dobija:

jg(k) (21.10)

kako je ¢ (k)E¢(k) <O.
Dalje, oigledno je da vaZi:
AV (x(k))=V (x(k+1)) -V (x(k)) <V (x(k)) (21.11)
tako da je:
V(x(k+1))<(y+1)V(x(k)) (21.12)

Iterativnom primenom jed.(21.12) dobija se:
v (x(k)) < (r+ )V (x(k-1)
<(y+1)’v(x(k=2)) < (y+1)’V (x(k=3))--- (21.13)
<(r+1) v (x(0))

Sa druge strane vazi i:

. (21.14)
< A (P)X"(0)%(0) + 4, (Q) D X" (4)x(J)
j=—h
$to uz osnovnu pretpostavku iz definicije 21.1 dovodi do:
V(x(0)) < (A (P)+h- 2,0 (Q)) (21.15)

Ocigledno je da vazi
V(x(k))>x" (k) Px(k)= A, (P)x" (k)x(k) (21.16)
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Kombinovanjem jedn. (21.12), (21.15) 1 (21.16) lako se vidi da je:
A (P)XT(k)x(k)<V(x(k))<(7+1)kV(x(0))

(21.17)
<(7+1) (A (P) 454, (Q))
odnosno:
X' (k)x(k)<(y+1)" a(j:g; +hi:EIQ)))J (21.18)
Uslov (21.6) i prethodna nejednakost povlage:
X' (k)x(k)< B, VkeK, (21.19)

Cime je dokaz dovrsen.

Napomena 21.1

Treba imati u vidu da uslov iz teoreme 21.1 nije klasi¢an LMI uslov u odnosu na

7.P.0.

Ipak, lako se proverava da je uslov nametnut jedn. (21.6) obezbeden kada su ispunjeni

uslovi:
viI<P<yl
0<0<ypyl (21.20)
~vBy+0™  ya  yah
72\/5 =7 0 <0

VsV ah 0 =7

za neke pozitivne skalare ¥,,7,, ;. Za usvojeno fiksirano } uslovi jedn. (21.5) 1 (21.6)

se mogu pretvoriti u LMI problem izvodljivosti.

Numericki primer

U ovom delu se izlaZze numericki problem kao ilustracija efikasnosti predstavljene

metode.
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Primer 21.1 posmatra se sledeci diskretni sistem sa kaSnjenjem po stanju:

x(k+1)= ((3655 0(.)6}‘(]‘)

0.25 0.1
+ x(k—-2)
04 0.25

Potrebno je ispitati stabilnost na konacnom vremenskom intervalu u odnosu na

{/(N,a,ﬂ, ()”2} uz izbor:

(21.21)

a=40, B=290

3 4 5Y
v(8)= 3 3 4 (21.22)
de{-2,-1,0}

Resavanjem linearnih matri¢nih nejednacina za usvojeno ¥ =0,065i & =2 dobijaju

se sledeca reSenja:

(21.23)

1,2862 -0,0132 .
x10
-0,0132 0,5383

3,6258 1,8416) |
0= x10 (21.24)
1,8416 1,0343

% =5.3744%10°, 7, =1,2891x10°

(21.25)
%, =4,5949x10°

za ky,. =ky =9.

N max

Sledi da je sistem jedn. (21.21) stabilan na KVI u odnosu na {9, 40, 290,

I}

Slika 21.1 pokazuje promene veliina stanja sistema u vremenu za pocetne uslove

v (9),0e{-2,-1,0}

Vidi se da vrednosti veli¢ina stanja |xi (k)| —o00,i=1,2 za k — oo,§to dokazuje da

sistem nije asimptotski stabilan.
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Slika 21.1. Trajektorije stanja sistema sa pocetnim uslovima (19) , Ve {—2,—1, 0}

Norma vektora stanja je prikazana na slikama 21.2.a1 21.2.b.

Slika 21.2.a detaljni prikaz norme trajektorije stanja sistema datog jed. (21.21) sa

pocetnim uslovom y (&), e {-2,-1,0}
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Slika 21.2.b opsti prikaz norme trajektorije stanja sistema datog jed. (21.21) sa

pocetnim uslovom \|l(19) ,0e {—2, -1, O}

Pokazano je da su Ljapunovska stabilnost i stabilnost na KVI koncepti nezavisni
jedan od drugog: sistem koji je stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu moze da ne

bude asimptotski stabilan.
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22. KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI SA KASNJENJEM:
DESKRIPTIVNI PRILAZ

Dinamicki fizi¢ki procesi su prisutni u mnogom oblastima inZenjerske tehnike,
nauke i ekonomije i obi¢no se modeliraju koriS¢enjem obicnih diferencijalnih jednacina
(ODE) ili parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina (PDE). Sa druge strane, neka od stanja
ovih sistema su podlozna ograniCenjima i takva stanja su promenljive veli¢ine
algebarskih jednacina. Ve¢ je iscrpno pokazano da ovako dobijeni matematicki model
sadrzi obicne ili parcijalne diferencijalne jednacine uparene sa nelinearnim algebarskim
jednacinama.

Numeric¢ka reSenja diferencijalno — algebarskih jednacina se teZe odreduju nego
reSenja obicnih sistema diferencijalnih jednacina, upravo zbog prisustva linearnih i
nelinearnih algebarskih relacija, kao i zbog diskontinuiteta (prekida) algebarskih
promenljivih, kao §to je obimno ilustrovano u uvodnim glavama ove disertacije.

Kao ilustracija, izloZi¢e se primer singularnog sistema iz hemijskog inZenjeringa.
Rec je o separaciji dva alkohola (methanol,n — propanol) u destilacionoj koloni od 40
pregrada sa jednim ulaznim tokom, opisanim u Rehme, Allgower (2004). Singularni

model sa koncentracijom x, u grejaCu, poloZzajem profila profile s  ispravljacka
sekcija, koncentracijom x,, za ulaznom pregradom, poloZajem profila s u odvajackoj
sekciji, 1 koncentracijom x, u kondenzatoru kao deskriptivnim promenljivim su opisane

slede¢om matri¢nom jednacinom Rehme, Allgower (2004):

ExX(t) = Ax(t)+ Bju, () + B,u, (1) 22.1)
pri ¢emu su:
o 0O 0 0 O o oo 0 0 0 o O O
o oo 0 0 o oo 0 0 0 o o O
E={0 0 o 0 0|, A=|lo o o o o|, B=|o o|, B,=|o O
0 0 oo o 0 0 oo o 0 0 o o
0 0 0 0 o 0 0 oo o 0 0 0 o
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A,
As,

=| Ax (1= Axp u,(t) = AL

X0 =|Ax, |, AR YAV
As,
_AxD_

Ovde “0” oznaCava numeriCke vrednosti a Az =z(¢)—z, je razlika izmedu tekuce
vrednosti promenljive z(f) i njene nominalne vrednosti z, .

Mesavina se dovodi u kolonu sa protokom F . Brzina protoka F i sastav meSavine

X, (molarna frakcija) su odredeni procesima u gornjem toku sistema. Brzina protoka

teCnosti L i pare V se smatraju ulaznim veli¢inama.

Primeceno je da je fenomen Cistog vremenskog kaSnjenja prisutan kod mnogih
singularnih sistema: vremensko kasnjenje se moZe pojaviti u ulaznim veli¢inama,
izlaznim veli¢inama i/ili u vektoru stanja. Ovakvi sistemi su klasi¢an primer singularnih
sistem sa vremenskom ka$njenjem.

U praksi nije interesantna samo stabilnost sistema (na primer, ljapunovska), ve¢ i
granice do kojih doseZu trajektorije sistema. Sistem moZe da bude stabilan, ali
istovremeno i potpuno beskoristan jer ima nezadovoljavajuce performanse. Sa te strane
posmatrano, korisno je posmatrati i analizirato stabilnost takvih sistema u odnosu na
odredene podskupove prostora stanja, a priori definisane za zadati problem. Osim toga,
od posebnog znacaja je i analiza sistema na kona¢nom vremenskom intervalu. Ovakve
vremenski i po vrednosti ograni¢ene osobine odziva sistema, odnosno reSenja modela
sistema, su posebno vazne sa inZenjerske taCke glediSta. Polaze¢i od ove Cinjenice
uvedene su brojne definicije takozvane tehniCke i prakti¢ne stabilnosti, kao i stabilnosti
na konacnom vremenskom intervalu, detaljno prezentovane u ovom radu.

U narednim izlaganjima se detaljno izlaze rad Debeljkovi¢, Stojanovi¢, Aleksendrié
(2012). U radu je razmatran problem stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i

prakticne stabilnosti klase linearnih singularnih sistema sa kasnjenjem.

22.1 Notacija i preliminarna razmatranja

U radu koji ¢e biti izloZen je koriS¢ena sledeca standardna notacija:
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R" realni vektorski prostor
(4 kompleksni vektorski prostor
1 jedini¢na matrica

F= ( f,.j)e R™  realna matrica

F" transpozicija matrice F

F>0 pozitivno odredena matrica
F=>0 pozitivno poluodredena matrica
RF) prostor matrice F'

X(F) nulti prostor (kernel) matrice F
MF) sopstvena vrednost matrice F

||F || = \Mmax(ATA) euklidska norma matrice F'

|| x(t)”Z_ = (Ex(t))T Ex(t) norma vektora X(7) u odnosu na matricu E

Posmatrace se linearni kontinualni singularni sistem sa ka$njenjem:
Ex(1)=Ax(1)+Ax(t-7) (22.2)
sa poznatom kompatibilnom funkcijom pocetnih vrednosti
x(t)=0(t), —7<t<0 (22.3)
pri ¢emu je x(¢f)e R"vektor stanja,, u(tr)e R"™ upravljacki ulaz, 7je konstantno
vremensko kasnjenje, A, € R™, A € R™ i Be R™ su poznate konstantne matrice.

Matrica Ee R™" moZe biti singularna i pretpostavlja se da je rang(E)=r<n.

Sledece definicije ¢e biti koris¢ene pri dokazivanju glavnog rezultata.

Definicija 22.1. Za matri¢ni par (E,A)) se kaze da je regularan ukoliko

det(sE — A,) nije identicki jednako nuli, Xu et al. (2002).

Definicija 22.2. Za matri¢ni par (E,A,) se kaze da je bez impulsa ako vazi

deg det(sE—A,)=rank E , Xu et al. (2002).
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Linearni kontinualni singularni sistem sa kasnjenjem (22.2) moZe imati impulsno
reSenje. Sa druge strane, regularnost i odsustvo impulsa matricnog para (E,A))

obezbeduju egzistenciju i jedinstvenost reSenja sistema bez impulsa. Postojanje reSenja

je definisano u sledecoj lemi.

Lema 22.1. Neka je matri¢ni par (E,A)) regularan i bez impulsa. Tada postoji

reSenje jedn. (22.2) koje je bez impulsa (glatko) i jedinstveno na [0, o), Xu et al. (2002).

Lema 22.2. Kontinualni singularni sistem

Ex(t) = Ax(t) (22.4)

[1, o} {AH Au}
E= . A= (22.5)
0 0 Ay Ay,

je regularan 1 bez impulsa ako i samo ako je matrica A,, invertibilna, Dai (1981).

sa

U tom smislu se uvodi slede¢a definicija za singularne sisteme sa kasnjenjem (2).

Definicija 22.3. Singularni vremenski neprekidni sistem sa kasnjenjem u stanju

(22.2) je regularan i bez impulsa ako je matrini par (E,A,) regularan i bez impulsa,

Xu et al. (2002).

Napomena 22.1. Singularnost matrice E obezbeduje da reSenja sistema (22.2)

postoje samo pri posebnim izborima ¢(t)e V", ., Vte [-7,0]. U Owens, Debeljkovié

cont.
(1985) je pokazano da je podprostor }  konzistentnih pocetnih uslova grani¢ni slucaj

algoritma ugnjezdenog podprostora
Wl:() =R’
: (22.6)

*

_ -1 *® .
Wk,(j+1) - Ao (EWk,(j))Al:o > J 20
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Dalje, ukoliko je ¢(t)e W, , Vie[-7,0] tada je x(r)e M/, V120 i matrica

(AE-A) A0 je invertibilna za neko Ae C (uslov jedinstvenosti), i vaZi

W AR(E)={0}.

22.2 Glavni rezultat

U daljoj analizi se posmatra sledeci slucaj: potprostori konzistentnih pocetnih uslova
singularnog sistema sa kasnjenjem i singularnog sistema bez kasnjenja se podudaraju.
Kao osnovu daljeg razvoja reSenja sada se predstavljaju definicija stabilnosti i

teorema.

Definicija 22.4. Singularni sistem sa kaSnjenjem (22.2) je stabilan na kona¢nom

vremenskom intervalu u odnosu na { &, 8, T}, a< f3, ako

sup ¢ (1)E"Eg(t)<a (22.7)
te[-7,0]

povlaci:
x' (t)E"Ex(t)< B, Vte[0,T] (22.8)

Teorema 22.1. Singularni sistem sa kasnjenjem jedn. (22.2) sa
o()ew:, . Vie[-7,0] (22.9)

x' (t-0)x(t—0)<gx' (1)x(1), ¢>0, @e[-7,0], Vie[0,T]

(22.10)
pri ¢emu je »/ |, potprostor konzistentnih pocetnih uslova.
Ako postoji realan pozitivan broj g takav da vaZzi:

E=AE+E"A+E"Ap ' A'E+qpl <0 (22.11)

tada je sistem, jed. (22.2) regularan, bez impulsa i stabilan na kona¢nom vremenskom

intervalu u odnosu na { @, B, T}, < f zasvako T > 0.

b) Ako postoji realan pozitivan broj g takav da su ispunjeni sledec¢i uslovi:
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E=AlE+E"Aj+E" A9 'ATE+qpl >0 (22.12)

. = T
JuEEET B (22.13)
pri cemu je

A

‘min

(22.14)

tada je sistem (22.2) regularan, bez impulsa i stabilan na kona¢nom vremenskom

intervalu u odnosuna{ &, B, T}, a<f .

Dokaz. Uslov (22.9) obezbeduje da sistem jed. (22.2) bude regularan i bez
impulsnih ¢lanova, odnosno da su reSenja glatka.
Dalje ¢e se dokazivati stabilnost sistema. Posmatra se sledeca kvaziljapunovska

funkcija:
V(x(#))=x"(t)E"Ex(t) (22.15)
Totalni izvod funkcije, V (t,X(t)) duz trajektorije sistema je:
V(x(t))=x" (t)E"Ex(t)+x" (t)E"Ex(t
(x(1))=X" (1) E"Ex(1)+x" (1) E"EX(r) 22.16)
=x" (1) (A E+E" A )x(t)+2x" (1) E"Ax(t-7)

Prema poznatoj nejednakosti16, dobija se:
2x" ()E"Ax(1—=7)<x" (1) E" Ao ' AT Ex(t) +X" (t—7)gox(1—-7) (22.17)
odnosno
V(x(r))<x" (t)(ALE+E"A,)x (1
(x() =" () (ATE+E74,)x(1) .
+x' (1) ETAu AT Ex () +x" (1—7) ux(1—7)

Koris¢enjem (22.10) i (22.12), jasno je da se jedn. (22.18) svodi na:

o2u’ (t)v(t-7)<a’ ()T 'u(t)+v' (t—-7)Cv(t-7), =" >0
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t(
(t)(AE+E" A +E"A @ ATE+qpl)x(1)

x(1)

E=AlE+E"A+E"Ap ' ATE+qpl

CE+ETA))x(1)+x" (1) ET A ATEx (1) + qox” (1) x(t)

(22.19)

Ukoliko je uslov (22.11) ispunjen, tada je sistem jed. (22.2) asimptotski stabilan u

smislu Ljapunova. U tom slu€aju, stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu je

obezbedena za svako T > 0.

Iz jedn. (22.19) se dobija:

d[x" () E"Ex(t )L X (1)Ex(1)
x' (1)E'Ex(t)  x'(¢1)E"Ex(¢)

Nejednakost (22.20) je zadovoljena ukoliko je ispunjen sledeci uslov:
d|x" (t)E"Ex(t T(\=
[¥'( _ O] ¢ i X (0)Ex(r) di =2, (2, E"E)dr
x' (1) E"Ex(r) X' (1)E"Ex(r)
A (E,ETE):min[xT(t)Ex(t): XT(I)ETEX(I)=1:|

min

Nakon integracije prethodne nejednakosti dobija se:
X (1) EEx(1) <x (0) E"Ex(0)e™ =)
Konac¢no, ukoliko se iskoristi prvi uslov definicije 22.4, sledi:
x' ()E"Ex(t)<a- eﬂmin(E’ETE)t
Uslov (22.12) i (22.13) i prethodna nejednakost impliciraju:
x' (t)E"Ex(t)<f, Vte[0,T]

Ovim je dokaz zavrsen.

(22.20)

(22.21)

(22.22)

(22.23)

(22.24)

Lema 22.3. Za svaku realnu konstantu g >0 i za svaku realnu simetri¢nu pozitivno

odredenu matricu Z=Z" >0 je ispunjen slede¢i uslov:

—2u’ (1)v(t)<pu’ (1) u(t)+—v" (1) Ev(¢)

(22.25)
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a)

b)

Teorema 22.2 Neka je singularni sistem sa kaS$njenjem, definisan jed. (22.2) uz

q) (t) € W j‘()nt"

vte[-7,0] (22.26)
X' (t-6)x(1-0)<gx" (t)E"Ex(t), ¢>0, 6e[-27,0], Vie[0,T] (22.27)
pri ¢emu je M/, podprostor konzistentnih pocetnih uslova.

Ukoliko postoji pozitivan realan broj g, takav da vazi
M=(4,+A4,) E+E (A +A)+70A, (4,4 + A A7) AT +%1 <0 (22.28)

tada je sistem, jed. (22.2) regularan, bez impulsa i stabilan na konacnom
vremenskom intervalu u odnosu na{a, ,B,T} , < f3,zasvako T > 0.
Ukoliko postoji pozitivan realan broj g, takav da su sledeci uslovi zadovoljeni:
M=(4,+A4,) E+E" (A +A )+70A, (4,4 + A A7) AT +%1 >0 (22.29)

e oy (22.30)

sa:

ﬂ’min

x' (1)E"Ex(1)
= min |:XT ()Ix(¢): x" (t)E"Ex(t)= 1]

(M,E"E) :mm(Mj -

(22.31)

tada je sistem (22.2) regularan, bez impulsa i stabilan na kona¢nom vremenskom

intervalu u odnosu na{e, 8,T}, a< f3.

Dokaz: Uslov (22.9) obezbeduje da je sistem (22.2) regularan i bez impulsa.

Sledece se razmatra stabilnost.
Poznato je da ukoliko je funkcija x(7)neprekidno diferencijabilna za ¢ > 0, moZe da
se napise sledeci izraz:

x(t-7)=x(t)— j (Ax(s)+Ax(s—7))ds (22.32)

za t27, Kablar, Debeljkovi¢ (1998) (1), tako da se jednacina dinamickog

ponasanja osnovnog sistema (22.2) pretvara u:
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Ex(t)=(A,+A,)x(1)-A, j (Ax(s)+Ax(s—7))ds (22.33)

-7

za proizvoljnu neprekidnu funkciju pocetnih uslova @(7) na vremenskom intervalu

te [—22’, O].

U Hale (1977) je pokazano da asimptotska stabilnost (22.33) moZe da obezbedi
asimptotsku stabilnost prvobitnog sistema (22.2), imaju¢i u vidu da je osnovni sistem
(22.2) samo poseban slucaj sistema ¢ija je dinamika opisana jedn. (22.33).

Ukoliko se posmatra kvaziljapunovska funkcija:
V(x(¢))=x"(t)E"Ex(t) (22.34)

Totalni izvod V (X(t)) duz trajektorije kretanja sistema (22.33), je oblika:

V(x(r))=x" (t)((A0 +A) E+E"(A,+4, ))X(t)
‘ (22.35)
—2J. x' (1) E" A, (on(s)+A1X(s—T))ds

Daljim kori$¢enjem leme 22.3 i jed. (22.27) dobija se:

-2 j t)E" A, Ax(s)ds <

jpr 1) ETAAATATEX(1)ds + j—x s)x(s)ds

- , e (22.36)
<X (1) E"AAALATEx (1) + [ Lx" (1) E"Ex(1) ds

-7

T
<x" (t)E" (rgoAleAgAlT +%IJEX(1)
Odnosno, na isti nacin:

—2j t)E"AAX(s—7)ds < jgox 1)ETAAATATEx(t)ds

-7

+I éxT (s—7)x(s—7)ds
i~ (22.37)

<tpx’ (t)E"AAA"ATEx(1) ;T t)E"Ex(t)ds

<x' (1)E" (fgoAlAlAlTAlT +%IjEX(t)
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Koriséenjem (22.35), (22.36) i (22.37) dobija se:
V(x(z)) <x" (t)TIx(t)

2238
M=(A4,+A ) E+E (A +A )+7pA (A AT +AAT)AT + (2238)

2,
Ukoliko je uslov (22.28) zadovoljen, tada je sistem (22.2) asimptoski stabilan u
smislu Ljapunova. U tom slu€aju je stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu

obezbedena za svako T > 0.

Iz (22.38) se dobija:
d[xT(t)ETEx(t)]< X" (¢)TTx(r)

< (I)ETEX(I) < (I)ETEX(I) (22.39)
Ukoliko je ispunjeno
d[XT(f)ETEX(t)]<mm X ()Ix(e) dt =2, (ILE"E)dt
X (VEEx() R ) e (22.40)

A

oin (I E"E) = min |:XT (1)IIx(7): x"(1)E"Ex(t)= 1]
tada je zadovoljena jedn. (22.39). Nakon integracije prethodne nejednakosti dobija se:

MLETE):
(r£"E)

X' (1) E"Ex(r) <x" (0) E"Ex(0) ™ (22.41)

Kona¢no, ukoliko se iskoristi prvi uslov Definicije 22.4 za Vq)(t) € W, dobija se:

) T
X (1) ETEx (1) < - ™) (22.42)
i, konacno, iz jed. (22.29), (22.30) i (22.42) se dobija:
X () ETEx(1)<a-L < g, vie[0.T] (22.43)

a

Sto je trebalo dokazati.

Napomena 22.2 Izrazi (22.14) i (22.31) su poznati kao Rajlijev kvocijent ¢iji

minimum je moguce odrediti primenom standardnih numerickih metoda.

Napomena 22.3 Uslovi (22.10) i (22.27) su glavni uzrok konzervativnosti u

teoremama 22.1 i 22.2 sledstveno. Tesko je odrediti parametar g tako da (22.10) ili
(22.27) budu zadovoljene, jer se smatra da je reSenje sistema (22.2) nepoznato. Jedan od
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nacina da se izvrSi estimacija parametra g je simulacijom sistema (22.2) za poznate
pocetne funkcije. Sledi da prethodno izloZene teoreme imaju viSe teoretski nego
prakti¢ni znacaj. U narednom poglavlju ¢e biti izloZen savremeni pristup preko linearnih

matri¢nih nejednakosti.
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23. KONTINUALNI SINGULARNI SISTEMI SA KASNJENJEM:
MODERNI LMI PRILAZ

Nadovezujuci se na primer iz prethodnog poglavlja, naredna izlaganja nastavljaju da
prate rad Debeljkovic, Stojanovic, Aleksendric¢ (2012). Bice izvedeni dovoljni uslovi pod
kojima ¢e singularni sistem sa kasnjenjem, jed. (23.1) biti regularan, bez impulsa i
stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu ili atraktivno (privla¢no) prakti¢no
stabilan.

Ponovo se posmatra linearni kontinualni singularni sistem sa kaSnjenjem:

Ex(1)=Ax(1)+Ax(t-7) (23.1)
sa poznatom kompatibilnom funkcijom pocetnih vrednosti
x(t)=0(t), —7<t<0 (23.2)

Pri ¢emu je x(z)e R"vektor stanja,, u(t)e R™ upravljacki ulaz, 7je konstantno

vremensko kasnjenje, A, € R™, A € R™ i Be R™ su poznate konstantne matrice.

Matrica E e R™ moZe biti singularna i pretpostavlja se da je rang(ﬁ:" )=r<n.

U nastavku pomenutog rada se, kori§¢enjem linearnih matri¢nih nejednakosti,
izvode dovoljni uslovi pod kojima ¢e sistem (23.1) biti regularan, bez impulsa i stabilan
na konacnom vremenskom intervalu ili prakticno atraktivno stabilan. LMI pristup je
koriS¢en sa ciljem da se dobiju manje konzervativni uslovi. Ovako izvedeni uslovi
stabilnosti imaju veliki znacaj sa prakticne tacke glediSta jer su zasnovani na

standardnim metodama numericke optimizacije.

Definicija 23.1. Singularni sistem sa vremenskim kaSnjenjem (23.1) je stabilan na

kona¢nom vremenskom intervalu u odnosuna { &, 3, T}, a< f3, ako

sup ¢ (1)o(t)<a (23.3)
te[-7,0]

povlaci
x' (t)E"Ex(t)< B, Vte[0,T] (23.4)
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Teorema 23.1. Singularni sistem sa kaSnjenjem (23.1) je regularan, bez impulsa i

stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na {e, 5,T}, a< f ako postoji

pozitivni skalar @ i dve pozitivno odredene matrice ITe R™, Qe R™, kao i

nesingularna matrica P, takvi da su slede¢i uslovi ispunjeni:

PE=E"P" >0 (23.5)
PE=E'"TIE (23.6)
. AJP"+PA,+Q—-@EP PA, -0 237
AP -0
1:
Apae (PE)+T 2, (0) <£e'W/1mm (11) (23.8)
(04

Dokaz. Dokaz ove teoreme je podeljen na dva dela.

Prvo ¢e se odrediti uslovi regularnosti i odsustva impulsa, a nakon toga ¢e se
posvetiti paznja problemu stabilnosti.

Kako bi se pokazalo da je sistem (23.1) regularan i sa glatkim reSenjima (bez
impulsa), polazi se od jed. (23.7) iz koje se lako vidi da vazi:

ATP" + PA,—PE <0 (23.9)

Ukoliko se usvoje dve nesingularne matrice M i N,takve da vazi

A

R I 0 R A(l)l Aéz A Au Al2
E:MEN:[’ 0}, A, =MAN = , A=MAN=|""' "' (23.10)

0 AA§1 AA(?Z A121 A222
i neka je
. 2, P
P=N"pM~'=|"" 2 (23.11)
by Py

pri ¢emu su particije blokovske matrice, jedn. (23.11) kompatibilnih dimenzija sa

onima iz jedn. (23.10), iz jed. (23.5), (23.10) 1 (23.11) se dobija

B, 0 pr pr
PE=NT|!" N, E'PT=NT B By (23.12)
P, 0 0 0
Preko jed. (23.12), je moguce proveriti da vazi
B =R/, P,=0 (23.13)
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dok iz jedn. (23.9), (23.10) i (23.11) moZe da se pokaze da vazi
ATP" + PA,—pPE <0 (23.14)
Polaze¢i od (23.13) dobija se
O] O]
fprar a ay | <O (23.15)
O A7 Pyt P4
pri ¢emu simbol "© " oznafava matricu nebitnu za dalja izraCunavanja. 1z jed. (23.15) se

dedukcijom izvodi:

AZTPI 4 P AP <0 (23.16)
odnosno AZ #0, jer je P, #0. Sledi, prema definiciji 22.3 i lemi 22.2, da je sistem
(23.1) regularan i bez impulsa.

Sada ¢e se dokazati i stabilnost sistema. Posmatra se kvaziljapunovska funkcija
sledeceg oblika:

V(x(t))=x"(t) PEx(t)+ j x' () 0x(89)dd (23.17)

t
Neka je sa V(x(t)) oznaden vremenski izvod funkcije V (x(t))duz trajektorije

sistema (23.1), tako da je moguce pisati:

V(x(1))=%" (1) PEx (1) +x (t)PEX(t)+% j X' (8)0x(89)d?

-7

=x"(1)(AJP" + PA, )x(r)+2x" (1) PAX(1-7) (23.18)
+x' (1)0x(1)-x" (1—7)0x(t-7)
=8 ()re (1)

pri ¢emu je :

re AGP"+PA,+Q PA,

(23.19)
Al P’ -0

¢()=[x"(1) x"(1-7)].

Iz (23.7)i (23.18), dobija se:
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(x]

V’(x(r))=z;T(r)rc(t)=cT(t)[ {‘O . gDc(t)

=cT(r>zc(z>+cf(r>[‘0PE O}c(r)

0 0 (23.20)
<px’ (t)PEx<go(xT (t)PEx(t)+goJ XT(ﬁ)Qx(ﬁ)dz?J
=pV(x(1))
Integracijom (23.20) od 0 do ¢ < T, dobija se:
V(x(#))<e”V(x(0)) (23.21)
Tako da vazi:
0
V(x(0))=x"(0) PEx(0)+ [ x" (#) 0x(89) s (23.22)
Imajuéi u vidu da je:
PE=E'TIE (23.23)
iz jedn. (23.22) i prvog uslova definicije 23.6, sledi:
V(x(0)=x"(0) PEx(0)+ [ x (8) 0x () d®
0
< A (PE)X" (0)x(0)+ 4,,,, (Q) [ 0" () 0(8)d® (23.24)

- max

<A,.(PE)-a+a,, (Q)-ajl d® < a( Ay, (PE)+7 2, (0))

Sa druge strane, o€igledno je da vazi:
V(x(¢))=x"(t)PEx(t)+ | x" (#)0x(¥)dd
(x)=X ()PEx(0)+ [ ¥ (2)ex(2) 225,

>x" (t)PEx(t)=x" (¢t)E'TLEx(t) > A,,, (I1)x" (¢) E" Ex(t)
1z jed. (23.25) sledi:
x' (t)E"Ex(t)< zmml(n)v(x(t)) (23.26)
tako da se, kombinovanjem jed.(23.21), (23.24) i (23.26), dobija:
A (PE A
x (t)E"Ex(t)< ﬂmml(H) 'V (x(0))< ™" s ( ﬂl:r(fn)m“ (©) (23.27)
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Uslov (23.8) 1 gornja nejednakost povlace:
x' (t)E"Ex(t)< B, Vte[0,T] (23.28)

Cime je dokaz zavrSen.

Napomena 23.1. Treba podvuéi €injenicu da uslov iz teoreme 4 nije klasi¢an LMI

uslov u odnosuna g, ITi Q.

Neka je
0<A <A, (H), A, >/1max(PE), A > (Q) (23.29)
Tada vazi:
Al<M, AI>PE, AI1>Q (23.30)
—Be ™ A +ald, +atd, <0 (23.31)

Iz jed. (23.31) se dobija
—Be T A+ ath, —ak, (-4,) Nad, <0 (23.32)
Kori$éenjem Surovog komplementa moguce je pisati

{—ﬁe‘mﬂq +ary, */522} <0

23.33
Jai, 9 ( )

~Be " A +ath, Ja| [Jar |
{ \/;+m' _,ﬂ{ 0’013}(—%) [Vaza, 0]<0  (2334)

—pe 4 Naa, Jari,
* -, 0 |[<0 (23.35)
% k _13

Kada se usvoji fiksno g za poznate & i £, uslovi (23.7) - (23.8) se mogu pretvoriti u

problem zasnovan na LML

Posledica 23.1. Singularni sistem sa kasnjenjem (23.1) je regularan, bez impulsa i

stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu u odnosu na {a, B, T} , @< [, ako za neki

konstantni nenegativni skalar g postoje pozitivni skalari A, A4, i A,, nesingularna
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matrica Pe R™, pozitivno odredene matrice ITe R™ i Qe R™, takve da vaZe

sledeéi uslovi:

PE=E"P" >0 (23.36)
PE=E'TIE (23.37)
T pT
{AOP +PA, +Q—@PE PA1}<O 2338)
* -0
AlL<Il, AI>PE, A1>Q (23.39)
~pe "4 Nad, Jazi,

o -4, 0 |<0 (23.40)

£ k _23

Sada ¢e se izloziti definicija atraktivne prakti¢ne stabilnosti i dovoljni uslovi da

sistem (23.1) bude privlacno prakti¢no stabilan.

Definicija 23.2. Singularni sistem sa kasSnjenjem (23.1) je atraktivno prakticno

stabilan u odnosu na{ @, S, T}, @< f ako

sup ¢ (1)o(t)<a (23.41)
te[-7,0]
povlaci
x' (t)E"Ex(t)<p, Vte[0,T] (23.42)
Sa slede¢om osobinom
lim x” (t)x(t)%O (23.43)

[—>o0

Teorema 23.2. Singularni sistem sa kaSnjenjem (23.1) je regularan, bez impulsa i
privlaéno prakti¢no stabilan u odnosu na { @, S, T}, @</, ako postoje pozitivno
odredene matrice X, Y takve da su zadovoljene sledece linearne matricne nejednakosti
(LMID):

XE=E'X"20 (23.44)

ATXT+ XA, +Y XA
[ 0 0 1}<o (23.45)

* -y
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i pozitivno odredene matrice P, Q, nenegativna konstanta &, i pozitivne konstante A,,

A, 1 4, takve da su sledece linearne matri¢ne nejednakosti zadovoljene:

PE=E'P" >0 (23.46)
PE =E'TIE (23.47)
AT pT
ATP" 4+ PA,+Q - PE PAI} <0 (23.48)
i * -0
AI<Tl, A1>PE, A1>Q (23.49)
—Be A Nad, ari,
* -2, 0 |[<0 (23.50)
% *k _ﬂ}

Dokaz. Regularnost i odsustvo impulsa u sistemu su dokazani u prethodnoj teoremi.
Polazec¢i od Posledice 23.1, prva dva uslova definicije 23.2 su izvedena u jedn.(23.46)-
(23.50).

Dalje, ukoliko su uslovi (23.36) i (23.38) zadovoljeni za =0, tada je sistem (23.1)

asimptotski stabilan Sto povlaci (23.43). Imajuéi u vidu da su uslovi (23.44) i (23.45)
ekvivalentni uslovima (23.36) i (23.38), sledstveno, sledi da je tre¢i uslov definicije

23.6 takode ispunjen.

Ovim je dokaz zavrSen.

Napomena 23.5. Prema saznanjima autora ne postoje dostupni rezultati o
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i privlatnoj stabilnosti u smislu
definicija 23.1 i 23.2 za klasu linearnih neprekidnih sistema sa kaSnjenjem, tako da nije

moguce izvrsiti poredenje izloZenih rezultata sa nekim postojecim.

Numericki primeri

Efikasnost izloZenih rezultata ¢e biti ilustrovana numerickim primerima. Polazeci od
Napomene 22.3 iz prethodnog poglavlja, daju se reSenja dva problema atraktivne
prakticne stabilnosti i stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu koriS¢enjem

teoreme 23.1123.2.
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Primer 23.1. Neka je zadat slede¢i nestabilni singularni neprekidni sistem sa

vremenskim kaSnjenjem:

Ex(t) = Ayx(t) + A x(t — 1)

1 00 -2 1 0 05 1
(23.51)
E=0 1 0|, A,=|0 -2 0], A= 1 05 1|, =1
0 0O -1 0 =2 1 1 0

Potrebno je ispitati stabilnost na konanom vremenskom intervalu sistema (23.51) u

odnosu na a=3, F=100 i T=5. Polaze¢i od napomene 23.1, za fiksirano

y=3.8-10", moguce je odrediti sledeéa izvodljiva resenja:

[ 5.7484 —1.1447 -1.3063 10.927 1.7094 1.9388
P=|-1.1447 9.6663 2.8294 |, O=| 1.7094 10.738 1.4311|,
0 0 5.3187 1.9388 1.4311 8.9738

[ 57484 —1.1447 0
R=|-1.1447 9.6663 0 |, 4=52451,4 =10.786, 4, =14.575
0 0 1.5554

Sledi da je sistem (23.51) regularan, bez impulsa i stabilan na kona¢nom

vremenskom intervalu u odnosu na (3,100,5).

Slika 23.1 x, - deo vektora stanja koji ulazi u diferencijalnu jedna¢inu modela
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Slika 23.2 x, - deo vektora stanja koji je zastupljen samo u algebarskom delu modela

Mestakbilan siztem Mestakilan siztem
g T T T T T 0

Imia

Im

Slika 23.3 Minimalna i maksimalna sopstvena vrednost

Primer 23.2. Posmatra se slede¢i kontinualni singularni sistem sa kaSnjenjem:

Ex(t) = Ax(t)+ A, x(t = 7)

1 00 -1 1 5 -02 01 0.1
(23.52)
E=/0 1 0|, A={0 -2 0}, A,={ 0 01 0 |, z=1
0 0O -1 0 -1 0 0 -02

Resavanjem linearne matri¢ne nejednakosti (LMI) jedn. (23.38), za =0 dobijaju

se izvodljiva reSenja:
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19.727 2.6273 37.521 56.737  0.1068 —1.5756
X =|2.6273 31397 12.165|>0, Y=| 0.1068 58.682 —0.3238|>0
0 0 56.386 -1.5756 -0.3238 56.162

iz Cega sledi da je sistem asimptotski stabilan, Sto povlaci osobinu privlacenja

limx" (t)x(1) —>0.

t—>o0

Ukoliko se izvrsi provera uslova (23.46)-(23.50) u odnosu na =3, =33 i
T =200 za usvojeno @ =1-10"*, dobijaju se sledeéa izvodljiva resenja:

9.5757-10°  —4.2053-107 7.4462-10
P=|-4.2053-10" 9.5765-10° 9.1516-10° |,
0 0 2.6480-10°

49.107 -2.3894  4.6023
0=|-2.3894 48.648 —1.4973],
4.6023 -1.4973 70.497

9.5757-10°  —4.2053-107° 0
I1=|-4.2053-10°  9.5765-10 0 :
0 0 1.6111-10°

A, =956.59, 4, =958.71, 4, =72.192.

Sledi da je sistem (23.52) regularan, bez impulsa i privla¢no prakti¢no stabilan u

odnosu na (3,3.3,200).

®1
1 T T T T
T3 TR O SO NS S
Dp---2z- : ] i i
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r ; ; ; ;
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Slika 23.4 x, - deo vektora stanja koji ulazi u diferencijalnu jednac¢inu modela
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Slika 23.5 x, - deo vektora stanja koji je zastupljen samo u algebarskom delu modela
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Slika 23.6 Minimalna i maksimalna sopstvena vrednost
Zakljuc¢ak

Za manje vrednosti parametra ¢ (manje od =5 za nestabilan sistem i manje od =6 za

stabilan sistem) minimalna sopstvena vrednost je negativna, dok je za vece vrednosti
ovog parametra ona pozitivna.

Maksimalna sopstvena vrednost je uvek pozitivna za bilo koju vrednost parametra i

za stabilan i za nestabilan sistem.
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3. Matrica AJE+E"A,+E"A@'A'E+q@l je pozitivno odredema za veée vrednosti

parametra i nikada nije negativno odredena kako za stabilan, tako i za nestabilan
sistem.
4. lako je prvi sistem nestabilan, na osnovu 3. ne moZe se zakljuciti da li je sistem stabilan

poSto ne postoji ni jedno q koje daje dV/dt < 0. Prema tome uslov

AlE+E"A,+E"Ap'ATE+q@I <0 je vrlo konzervativan kada se radi o proveri
stabilnosti sistema. Ovo je posledica zamene meSovitog ¢lana
2x" (t)E"Ax(1-7)
koji moze biti i pozitivan i negativan, kvadratnim ¢lanom
x' (t)E"Ap A Ex(t)+x" (t—-7)px(1—7)
koji je uvek pozitivan.

5. S pravom se moZe konstatovati da postoji neko g za koje je

ATE+E" A +E"Ap ' ATE+qpl >0

Ovaj rad proSiruje neke osnovne rezultate neljapunovske stabilnosti na klasu
linearnih singularnih sistema sa vremenskim kaSnjenjem. Razmatrani su problemi
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu i privlacne prakticne stabilnosti
linearnih singularnih sistema sa ka$njenjem. KoriS¢enjem klasi¢nog pristupa (izloZen u
prethodnoj glavi ove disertacije) 1 metode linearnih matriénih nejednakosti izvedeni su
novi dovoljni uslovi, kako za stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu, tako i za
prakti¢nu privlacnu stabilnost. Dobijene LMI uslove je moguce proveriti standardnim
metodama numericke optimizacije. Na kraju, priloZena su i dva numericka primera koji

ilustruju efikasnost predloZene metode.

Literatura

Campbell S.L. , Singular Systems of Differential Equations, Pitman, London, 1980.

Dai L., Singular Control Systems, Springer, Berlin, 1981.

Debeljkovic D.Lj., Kablar N.A., Finite time instability of time varying linear
singular systems, Proc. IEEE ACC 99, San Diego, USA, June 2-4 (1999) 1796-1800.

304



Debeljkovic D.Lj., Kablar N.A., Finite time stability of linear singular systems:
Bellman-Gronwall approach, Proc. IEEE ACC 99, San Diego, USA, June 2-4, (1999)
1803-1806.

Debeljkovic D.Lj., Kablar N.A., On necessary and sufficient conditions of linear
singular systems stability operating on finite time interval, Proc. XII CBA , Uberlandia,
Brazil Sep. 14 -18 (1998) Vol. IV, 1241-1246.

Debeljkovic D.Lj., Lazarevic M.P., Koruga Dj., Tomasevic S., Finite time stability
of singular systems operating under perturbing forces: Matrix measure approach, Proc.
AMSE Conference, Melbourne Australia, October 29 — 31 (1997) 447-450.

Fridman E., Stability of linear descriptor systems with delay: a Lyapunov-based
approach, J. Math. Anal. Appl., 273 (2002) 24-44.

Hale J.K., Theory of Functional Differential Equations, Springer-Verlag, New York,
1977.

Jun-E F., Zhen W., Jia-Bing S., Finite-time control of linear singular systems
subject to parametric uncertain and disturbances, Acta Autom. Sin., 31(4) (2005) 634-
637.

Kablar N.A., Debeljkovic D. Lj., Non-Lyapunov stability of linear singular
systems: Matrix measure approach, Proc. 5th IFAC Symposium on Low Cost
Automation, Shenyang, China, September 8-10 (1998) 16 — 20.

Kablar N.A., Debeljkovic D.Lj., Non-Lyapunov stability of linear singular systems:
Matrix measure approach, Proc. Mathematical Theory of Networks and Systems,
Padova, Italy, July 6-10 (1998).

Kablar N.A., Debeljkovic D.Lj., Finite time stability of time varying singular
systems, Proc IEEE Decision and Control, Florida, USA, December 10-12 (1998)
3831-3836.

Kumar A., Daoutidis P., Control of nonlinear differential algebraic equation
systems: an overview, Proc. NATO Advanced Study Institute on Nonlinear Model Based
Process Control, Antalya, Turkey, August 10-20, (1997) 311-344.

Miiller P.C., Stability of Linear Mechanical Systems with Holonomic Constraints,

Appl. Mech. Rev., 46 (11) (1993) 60-164.

305



Owens D.H., Debeljkovic D.Lj., Consistency and Lyapunov Stability of Linear
Descriptor Systems: a Geometric Analysis, IMA J. Math. Control Inf., 2 (1985) 139-
151.

Pantelides C.C., Gridsis D., Morison K.R., Sargent R.W.H., The mathematical
modeling of transient systems using differential-algebraic equations, Comp.& Chem.
Eng., 12 (1988) 449-454.

Rehm A., Allgower F., H-Infinity Control of Descriptor Systems: An Application
from Binary Distillation Control, Proc. 7 International Symposium on Advanced
Control of Chemical Processes, Hong Kong, 11-14 January (2004).

Su M., Wang S., Zhang X., Finite-Time Stabilization for Singular Linear Time-
delay Systems with Time-varying Exogenous Disturbance, Adv. Mater. Res., 490-495
(2012) 2459-2463.

Xu S., Dooren P.V. ,Stefan R., Lam J., Robust stability and stabilization for singular
systems with state delay and parameter uncertainty, /[EEE Trans. Autom. Control, 47(7)
(2002) 1122-1128.

Xu S., Lam J., Yang C., H,, control for uncertain singular systems with state delay,
Int. J. Robust Nonlinear Control, 13(13) 1213-1223.

Xu S., Lam J., Zou Y., An improved characterization of bounded realness for
singular delay systems and its applications, Int. J. Robust Nonlinear Control, 18(3)
(2008) 263-277.

Yang C., Zhang Q., Zhou L., Practical stability of descriptor systems with time
delays in terms of two measurements, J. Franklin Inst., 343 (2006) 635-646.

Yang C.Y., Jing X., Zhang Q.L., Zhou L.N., Practical stability analysis and
synthesis of linear descriptor systems with disturbances, Int. J. Autom. Comput., 5(2)
(2008) 138-144.

Yangy C., Zhang Y.Q., Linz Y., Zhouy L., Practical stability of closed-loop
descriptor systems, Int. J. Syst. Sci., 37(14) (2006) 1059-1067.

Yue D., Han Q.-L., Delay-dependent robust H. controller design for uncertain
descriptor systems with time-varying discrete and distributed delays, IEE Proc. Control

Theory Appl., 152(6) (2005) 628—638.

306



Zhu S., Zhang C., Cheng Z., Feng J., Delay-dependent robust stability criteria for
two classes of uncertain singular time-delay systems, IEEE Trans. Autom. Control,

52(5) (2007) 880-885.

307



24. DISKRETNI DESKRIPTIVNI SISTEMI SA KASNJENJEM:
MODERNI LMI PRILAZ

Razmatra se linearan diskretan deskriptivni sistem sa kasnjenjem u stanju opisan
jednacinom:
Ex(k+1)=Ax(k)+Ax(k—-1
(k+1) = A (k) + Ax (k1) o)
x(k,)=w(k,), —-1<k,<0
pri ¢emu je x(k)e R" vektor stanja
Matrica Ee€ R™ je nuzno singularna, sa osobinom rank E=r<n i sa matricama
A, 1 A, odgovarajucih dimenzija.
Za linearni diskretni deskriptivni sistem sa kaSnjenjem iz jedn. (24.1), predstavljaju

se sledece definicije, preuzete iz Xu et al. (2004).

Definicija 24.1 linearni diskretni deskriptivni sistem sa kaSnjenjem je regularan ako

det(z?E—-zA,— A, ), nije identi¢ki jednako nuli.

Definicija 24.2 linearni diskretni deskriptivni sistem sa kasnjenjem je kauzalan ako

je regularan i ako vazi:

deg(z” det(zE—AO —z"lAl))=n+rang E.

Definicija 24.3 linearni diskretni deskriptivni sistem sa kaSnjenjem je stabilan ako je
regularan i ako p (E, A, Al) C D(O,l) , pri cemu je
p(E. Ay A)={zl det(z’E-24,-4,)=0}.

Definicija 24.4 linearni diskretni deskriptivni sistem sa ka$njenjem je dopustiv ako

je regularan, kauzalan i stabilan.

Za neke druge svrhe posmatrace se linearan diskretni sistem sa kaSnjenje, opisan

jednacinom:
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M
Ex(k+1):on(k)+jZ:1:ij(k—hj) 042
x(8)=y(8), de{-N,(-N+1), ...,0}

pri ¢emu je x(k)e R",vektor stanja E, A,e R™, j=1,---,\M , h;,j=1--M su
celi brojevi koji predstavljaju kaSnjenje, N =max{h,h,,---,h,}a wy(-)je apriori
poznata funkcija pocetnih uslova.

Neka je R" prostor stanja sistema jedn. (24.1) — (24.2) a ||()|| euklidska norma.
Resenja (24.1- 24.2) su oznacena sa: x(k,y)=x(k).
K, oznaCava diskretni vremenski interval, ako skup nenegativnih celih brojeva:
K, ={k:0<k<k,}.

Veli¢ina k, moZe biti pozitivan celi broj ili simbol +eo, tako da je moguce tretirati
istovremeno i prakti¢nu stabilnost 1 stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu.

A( ) oznatava sopstvene vrednosti matrice, dok su A (ﬂmin) maksimalna

(minimalna) sopstvena vrednost matrice koje se mogu izraunati na viSe nacina, u

zavisnosti od problema.
Definicije stabilnosti

Definicija 24.5 Kauzalni sistem, jedn. (24.2), je stabilan na kona¢nom vremenskom

intervalu u odnosu na {ko,/(N,.S'a,Sﬁ,R}, sa R>0, ako i samo ako za Vx,e W
koje zadovoljava:
Ix ()|, <@ k=0.-1-2,..-h,
vazi:
NO YRS
W', je podprostor konzistentnih poéetnih uslova.

Sada je moguce dati dovoljne uslove pod kojima ¢e sistem (24.2), bez pretpostavki o
regularnosti, biti regularan, kauzalan i stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu,

istovremeno.
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Teorema 24.1 Sistem (24.2) je kauzalan i stabilan na kona¢nom vremenskom

intervalu u odnosu na {a, B.K

WY @< B, ako za ETPE:ETR%HR%E, ostoji
p ]

pozitivni skalar ¥ i dve pozitivno odredene matrice I1,Q takve da su ispunjeni sledeci

uslovi:
E"PE>0
- AlPA,+Q+E"PE-yE"PE Al PA, 0
- ATPA, -(0-A'PA))
A (1T A
(7+1)k max( )+h max(Q) <£’ VkGKN
ﬂ’min (H) ﬂ’min (H) a

Dokaz. Ako se razmatra sledeca kvaziljapunovska agregaciona funkcija:

=~

V(x(6))=x' (k) E"PEx(k)+ 3. ¥ ()0x()

Jj=k—h

]
=~

Tada je potonja razlika (diferenca) duZ trajektorije sistema (24.2) odredena sa:

AV (x(k)=V (x(k +1)) -V (x(&))
x" (k)( A PA, +Q—E" PE)x(k)

x' (k)AyPA, x(k—h)+x" (k—h) A PAx(k)
—x" (k—h)(Q-ATPA,)x(k—h)

=g (k)TE(k)

+

pri ¢emu je:

g7 (k)=[x" (k) X" (k=h)]
A{PA,+Q+E"PE Al PA,
ATPA, —(0-47PA))

Iz jedn. (24.2) i (24.5) se izvodi:

(24.3)

(24.4)

(24.5)

(24.6)
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AV (x(k)) =¢" (k)Tg(k)
:cT(k)(a—(”E;”E 8]}@(/«)

T 7 -yE"PE 0
¢ ze-2 w750

=¢" (K)EE(K)+ " (k) E"PEX(k)
<yx' (k)E"PEx(k)

]c(k)

k-1

< VXT(k)ETPEX(k)W; X' (j)ex(Jj)

=7V (x(k))
s obzirom da vazi ¢’ (k)Z¢(k) <0
Dalje, o¢igledno je da:
AV (x(k))=V (x(k+1))=V (x(k))< v (x(k))
tako da je:
V(x(k+1)) < (r+1)V (x(k))
Iterativnom primenom jedn. (24.9), dobija se:
v (x(K) < (7+1)V (x(k-1))
<(7+1)°V (x(k-2))
<(r+1)'V(x(k-3))-
<(7+1)"v(x(0))

Dok je sa druge strane:

V(x(0)=" ()" PE x(0)+ 3. ' (1)0x()
x" (0) E" RTIR*E x(0) + Zl: x' (j)x(/)

< D (X" (0) E"REX(0)+ 2,., (@) 3. 5" ()x( )

S$to uz osnovne pretpostavke definicije 24.1 dovodi do:
V (X(O)) < a(ﬂ’max (H) + h : ﬂ’max (Q))

Dalje je ocigledno da vaZi i:

(24.7)

(24.8)

(24.9)

(24.10)

(24.11)

(24.12)
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V(x(k))>x" (k)E"PE x(k) = A, (I1)x" (k) E"RE x(k) (24.13)
Kombinovanjem izraza (24.9), (24.11) i (24.12) lako se utvrduje da je:
Ain ()" (k) E"REx(k) <V (x(k))

min

<) V)< () @A (Wb A (@)
ili:
X" (k) E"RE x(k) < (7+1)" a[i“; EE)) h. j: ((ﬁn (24.15)
Uslov (24.3) i prethodna nejednakost povlage:
x' (k)E'RE x(k)< p, VkeK, (24.16)

Sto je trebalo dokazati.

Napomena 24.1 Treba primetiti da uslov iz teoreme 24.1 nije klasican LMI uslov u
odnosu na ,P,Q, ali se lako proverava da je uslov (24.3) obezbeden postavljanjem

slede¢ih relacija:

nlI<P<yl
0<Q0<yl (24.17)
B+ ya yan
72\/5 _72 0 <0
YN ah 0 =75

za neke pozitivne skalare 3,,7%,,7;.

Kada se usvoji fiksno %, uslovi (24.1) i (24.2) se mogu pretvoriti u LMI problem

izvodljivosti.
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VII ZAKLJUCAK

25. ZAKLJUCAK

Predmet nauc¢ne rasprave ove disertacije su dve posebne klase sistema: linearni
singularni sistemi i linearni singularni sistemi sa cCistim vremenskim kaSnjenjem
prisutnim u stanju sistema, kao i njihovo dinami¢ko ponasanje na beskonacnom i na
kona¢nom vremenskom intervalu.

U uvodnom delu su detaljno analizirane i prezentovame klase razmatranih sistema

sa posebnim osvrtom na klase neprekidnih sistema. Ukazano je i na specificnosti
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diskretnih sistema, posebno kod problema koji se mogu javiti u matematickom smislu,
kao i na usloZnjavanje problematike kada se ukljuci i uticaj vremenskog kaSnjenja.

U II delu se detaljno razmatraju osobine i specifi¢nosti svih klasa sistema koje su
predmet istraZivanja. Detaljno su izloZeni problemi egzistencije i jedinstvenosti reSenja
singularnih i deskriptivnih sistema, moguénosti pojave impulsa, problematika
konzistentnih pocetnih uslova i fizicke ostvarivosti (kauzalnosti) sistema. Posebna
paznja je posvecena problemu reSivosti linearnih singularnih sistema diferencijalnih i
diferencnih jednaina sa konstantnim koeficijentima, kao i definisanju prenosne
funkcije kod singularnih sistema.

Tema IIT dela su razliciti koncepti stabilnosti. Polaze¢i od osnovnog koncepta
stabilnosti u smislu Ljapunova, kao polazne tacke pri dinamiCkoj analizi sistema,
izloZzeni su i tzv. neljapunovski koncepti stabilnosti: stabilnost na kona¢nom
vremenskom intervalu, tehnicka stabilnost, prakticna stabilnost. Ukazano je na znacaj
ovih koncepata pre svega sa inZenjerske tacke gledista i podvucena je primenjivost istih
u praksi.

IV deo pruza selektivnu rekapitulaciju doprinosa na polju proucavanja
neljapunovske i ljapunovske stabilnosti svih klasa razmatranih sistema ¢ime je pruZen
uvid u hronoloski nastanak i razvoj osnovnih rezultata na polju izucavanja dinamike
sistema. Ovakav prikaz predstavlja osnovu za sagledavanje i prepoznavanje mogucih
daljih pravaca istrazivanja i otvorenih problema.

Sli¢éno prethodnom delu, V deo pruza kratki hronoloski selektivni prikaz doprinosa
na polju stabilnosti posmatranih klasa sistema u duhu klasicnog prilaza. 1zabrani su
reprezentativni radovi iz literature i skraceno prezentovani, sa naglaskom na
doprinosima koji su od znacaja za dalje potrebe disertacije, odnosno moguénosti dalje
nadgradnje postoje¢ih rezultata. Posebno su apostrofirani radovi mentora i komentora
ove disertacije, imajuci u vidu €injenicu da su doprinosi disertacije zasnovani na ovim
rezultatima.

U VI delu disertacije je predstavljen prikaz postojec¢ih i novih rezultata na polju
sistematskog proucavanja neljapunovske stabilnosti razmatranih klasa sistema, sa
stanovisSta linearnih matri¢nih nejednakosti i sa deskriptivnim prilazom. Ukazano je na
sustinske i prakti¢ne razlike izmedu ova dva savremena pristupa: dok su se LMI metode

pokazale kao superiorne u odnosu na ostale tehnike kada su u pitanju numericki aspekti,
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ostaju problemi kod sagledavanja faktora koji imaju uticaj na celokupno ponasanje
sistema. Deskriptivni prilaz, sa druge strane, svodi probleme jednacina sa pomerenim
argumentom na integro — diferencijalne jednacine, upotrebom odgovaraju¢e smene,
eliminiSu¢i na taj nacin kasnjenje i znacajno upros$¢avajuci dalji tretman. U ovoj glavi
su, pre svega zbog mogucnosti jasnog poredenja sa postoje¢im, predstavljeni i novi
rezultati.

Prezentovana su tri nova rezultata, odnosno teoreme koje za razlicite klase sistema
daju dovoljne uslove stabilnosti na ogranicenom i na neograni¢enom vremenskom
intervalu, kao i uslov prakti¢ne atraktivne stabilnosti.

U disertaciji su razvijena dva nova prilaza. Prvi, zasnovan na kvaziljapunovljevim
funkcijama, za dobijanje uslova prakti¢ne i stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intervalu posebne klase singularnih sistema sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, koji
polazi od pretpostavke da agregacione funkcije ne moraju da budu odredene po znaku i
da njihovi izvodi duZ sistemskih trajektorija ne moraju da budu negativno odredeni.
Potpomognuti deskriptivnim prilazom, dobijeni su kriterijumi za ocenu neljapunovske
stabilnosti. Kombinovanjem ovih rezultata sa ljapunovskim prilazom, pokazano je da je
moguce odrediti i uslove pod kojima su razmatrani sistemi atraktivno prakti¢no stabilni.

Drugi doprinos predstavlja odredivanje dovoljnih uslova stabilnosti na konacnom
vremenskom intervalu iste klase sistema pomocu savremene LMI metodologije.

Dobijeni rezultati imaju prakticnu primenu u savremenoj teoriji 1 praksi

automatskog upravljanja i mogu se primeniti na sve razmatrane klase sistema.
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Mpwunor 1.

U3jaBa o ayTopcTBY

MNotnucanu-a Mapko AnekceHapuh

Opoj nHagekca

UzjaBrbyjem
fa je JOKTOpCKa ancepTalmja nof Hacnosom

ANHAMUYKA AHANTU3A NOCEBHUX KINACA IMHEAPHUX CUHTYNNAPHUX
CUCTEMA CA KALUKLEHEM HA KOHAYHOM N BECKOHAYHOM BPEMEHCKOM
MHTEPBANY

® pe3ynTtaTt CONCTBEHOr NCTPaXXMBa4dKor pana,

e [a npegnoxeHa guceprauuja y UENMHU HXU y AenoBuMa Huje Buna npeanoxeHa
3a pobuvjakbe 6uno koje Aunnome npema CTYAWCKMM nporpaMmmma Apyrx
BMCOKOLLIKOFICKUX YCTaHOBA,

® [a Cy pe3yntaTtun KOpeKTHO HaBedeHU U

* [a HWCaM KpLIMO/na ayTopcka MnpaBa M KOPUCTUO MHTENEKTyarnHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

MoTtnuc gokropaHaa

Y Beorpagy,




Mpwnor 2.

U3jaBa 0 NICTOBETHOCTM LUTaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3unje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa __ Mapko AnekceHapuh

Bbpoj nHaekca

Ctyaujckm nporpamM ___AyToOMaTCKO ynpaBibahe

Hacnos papa ONHAMWYKA AHAJTIMSA TMOCEBHUX KINACA JIMHEAPHWX
CUHIYNAPHNX CUCTEMA CA KALWHEHEM HA KOHAYHOM W BECKOHAYHOM
BPEMEHCKOM MHTEPBAITY

MeHTOp Op OparytmH Jb. JebervkoBuh, pegoBHn npodecop

MoTnuncanw/a Mapko AnekceHgpuh

WsjaBrbyjeM da je wtamnaHa Bep3vja MOr JOKTOPCKOr paja MCTOBETHA E€NEKTPOHCKO)
Bep3vju kojy cam npegao/ma 3a objaBrbMBakbe Ha noprtany OurutanHor
penosutopujyma YHusep3uteta y beorpaay.

[osBorbaBam fa ce objaBe MOjM NMYHWM Mogaun Be3aHu 3a gobujarbe akagemckor
3Batba [OKTOpa HayKa, Kao LITO Cy MMe M Npe3nMe, roguHa n Mecto poherwa u gatym
oabpaHe paga.

OBM nnyHM nogaum Mory ce o00jaBUTM Ha MPEXHUM CTpaHuuama JaurutanHe
61bnnoTeke, y eNneKTPOHCKOM KaTarory 1 y nyonukauujama YHusepauteta y beorpagy.

MoTnuc pokTopaHaa

Y Beorpagy,




Mpwunor 3.

UsjaBa o kopunwhemwy

Osnawhyjem YHuBepauteTcky Gubnuoteky ,CBeTto3ap Mapkosuh® ga y LOurntanHu
penosnTtopmjym YHuBepsuTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOPCKY AucepTauujy nog
HacrnoBoM:

ONHAMUYKA AHAINN3A MOCEBHWUX KITACA NWUHEAPHUX CHHIYNAPHUX
CUCTEMA CA KAWHWEHEM HA KOHAYHOM U BECKOHAYHOM BPEMEHCKOM
MHTEPBAINY

Koja je Moje ayTopcko Aerno.

OucepTauujy ca CBUM Npuno3uma npegao/na cam y enieKTpoHCKoM hopmaTty NorogHoM
3a TpajHO apxmBUpaHe.

Mojy ooKTOpCKy AucepTauujy noxpamweHy y QurntanHm penosvtopujym YHuBepsuTteTa y
Beorpagy mory oa kopucte CBU Koju nowTyjy ogpenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatneHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyyuo/na.

@AyTOpCTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLMjarnHo
3. AyTopcTBO — HEKOMepuUmjanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpUMjanHo — AennTu No4 UCTUM YCrioBUMa
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — A€n1Tu NoJ UCTUM yCroBUMa

(Monumo aa 3aoKpyxuTe camo jedHy of LecT MNOHYREeHUX NnuueHUM, KpaTak onuc
nuvueHumM gaT je Ha nonefuHu nucta).

MoTnuc AOKTOpaHAa

Y Beorpagy,




1. AyTtopcTBO - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTPMOYyLUMjy M jaBHO caomniTaBake
Jena, n npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HayuH ogpeheH oa cTpaHe ayTopa
Unu gaeaoua nuueHue, Yak 1y komepuumjanHe cepxe. OBO je HajcrnobogHuja of CBUX
NNLUEHUN.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [lo3BorbaBate yMHOXaBake, AUCTPUOYLMjY 1 jaBHO
caonwTaBawe Aena, U npepage, ako ce Hasede MMe ayTopa Ha HaduH ofapefeH o
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuvueHue. OBa nuueHLa He [003BOSbaBa KOMepuujanHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTtopcTBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepage. [o3BorbaBate YyMHOXaBake,
anctpubyumnjy 1 jaBHO caonwiTtaBawe pfena, 0e3 npomeHa, npeobnukoBakba WU
ynotpebe gena y cBOM geny, ako ce HaBefe Mme ayTopa Ha HauuH ogpefeH og cTpaHe
ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHLa He J03BOMbaBa KoMepLmjanHy ynotpeby
pena. Y ogHocy Ha cBe ocCTane nuueHLe, OBOM MULEHLIOM Ce orpaHu4aBa HajBehu
0o6um npasa kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HekoMmepumjanHo — AennuTtu noa uctum ycnosuma. [lossorbaBate
yMHOXaBake, AMCTpUOYLIMjy 1 jaBHO caoniiTaBakwe fena, U npepage, ako ce HaBefe
nMe ayTopa Ha HauyuH ogpefeH of cTpaHe ayTopa uNnu gasaoua nuueHLUe M ako ce
npepaga AucTtpubympa nog WUCTOM WAM CAMYHOM nuvueHuoMm. OBa nuueHua He
[03BOSbaBa komepuujanHy ynotpeby aena u npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBaTe yMHOXaBare, AUCTPMOYyUMjy U jaBHO
caonwTaBane aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBaka munu ynotpebe aena y csom geny,
ako ce HaBefe WMe ayTopa Ha HayuH ogpefeH of cTpaHe ayTopa Mnu gasBaoua
nuueHue. OBa nuueHLa 4o3BoSbaBa kKoMepLmjanHy ynotpeby gena.

6. AyTopcTBO - denuTu nog WCTMM YycnoBuMa. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBamwe,
ANCTpubyunjy 1 jaBHO caonwiTaBarwe Aena, U npepaje, ako ce HaBege ume aytopa Ha
HauMH ogpefeH o cTpaHe ayTtopa MMM Jasaoua nuueHue M ako ce npepaga
AncTpubynpa nog MCTOM uUNM  CAMYHOM numueHuoM. OBa nuvueHua [o3BorbaBa
koMmepumjanHy ynotpeby gena u npepaga. CnvyHa je codpTBepckuM nuueHuama,
OAHOCHO nnueHuama OTBOpeHOor Koaa.



