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Zenerov model viskoelasti¢nosti za ortotropno ¢vrsto telo i njegova

primena u mehanici drveta
Izvod

Pri proradunu elemenata nacinjenih od ortotropnih i transverzalno izotropnih
polimera potrebno je uzeti u obzir i1 elasticnu i viskoznu deformaciju, ne samo u
glavnom, ve¢ i u sporednim anatomskim pravcima.

Vremenski zavistan matematicki model koji je formulisan u ovom radu vazi za
prostorno naprezanje. Model opisuje pojavu viskoznog tecenja i relaksacije napona u
konstrukcijama od viskoelastiénog ortotropnog ¢vrstog materijala. Pri izboru modela
vodilo se racuna da model dovoljno dobro prikazuje stvarno ponaSanje takvih materijala
1 da je istovremeno primenljiv u inZenjerskoj praksi. Uzeta su u obzir i elasti¢na 1
viskozna svojstva materijala (model zavisi i od vremena i1 od prethodne istorije razvoja
deformacija — tzv. memorije materijala).

Pri matematickom modeliranju je koriS¢ena linearna teorija viskoelasti¢nosti
ortotropnih tela. Ta teorija formuliSe osnovne vremenske veze napona i deformacija za
viskoelasti¢an materijal izraZene preko tenzora napona i deformacija. Linearna teorija se
koristi jer je tenzorski racun veoma slozen a ipak je omoguceno dobijanje pribliznog
reSenja postavljenog zadatka. Za uspostavljanje veze napona i deformacija koriséen je
Zenerov model (standardni linearni model ¢vrstog tela) jer dobro opisuje 1 viskozno
teCenje pri konstantnom naponu i relaksaciju napona pri konstantnoj deformaciji.

Tako se mogu odrediti partikularna reSenja za nosace od ortotropnih materijala,
kao $to je drvo, izlozene linearnom naprezanju u glavnom anatomskom pravcu.

Model je primenjen na grede i plo¢e od bukovine u izotermskim uslovima.

Prodiskutovana je primenljivost dobijenog resenja u praksi.

Kljucne reci:
Zenerov model, viskoelastiCnost, ortotropija, viskozno tecenje, relaksacija

napona, bukovina



Zener model viscoelasticity for orthotropic solid and application in
mechanics of wood

Abstrakt

The calculation of elements made of orthotropic and transversely - isotropic
polymers it is necessary to take into account the elastic and viscous strain, not only in
the principal, but also in secondary anatomical directions.

Time-dependent mathematical model is formulated in this paper applies to the
spatial stress. The model describes the occurrence of viscous flow — creep and stress
relaxation in the structure of viscoelastic orthotropic solids. The choice of model was
taken into account that the model well enough to really show the behavior of such
materials and that is also applicable in engineering practice. Were taken into account the
elastic and viscous properties of materials (model depends on the time and the previous
history of development of deformation - the memory material).

The mathematical modeling is used for linear viscoelasticity theory orthotropic
body. This theory formulates the basic weather links stress and deformation of the
material viscoelastic expressed through stress and strain tensor. Linear theory is used
because the tensor account very complex and it is possible to obtain an approximate
solution given task. To make the connection of stress and strain was used Zener model
(standard linear solid) as well described and viscous flow at a constant stress and
relaxation at constant deformation.

The model allows the determination of particular solutions for carriers of wood,
exposed to linear strain in the "principal" anatomical direction.

The model is applied to beams and plates made of beachwood in isothermal

conditions. Discussed the applicability of solutions obtained in practice.

Key words:

Zener model, viscoelasticity, orthotropic, creep, stress relaxation, beachwood.
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Young-ov modul elasti¢nosti EI materijala

modul gubitka VEI materijala

dinamicki modul VEI materijala

pocetni modul elasticnosti VEI materijala

ustaljeni modul relaksacije VEI materijala
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funkcija u vremenskom domenu

sila promenljiva tokom vremena

funkcija zavisna od oblika preseka

sila u pocetnom trenutku vremena
zapreminske sile

maksimalno opterecenje

XI



G"
G()

gk
Gi(t) (i=r,t,a)

Gl_](la.]zl 5293)
Gij_(i’j:rataa)

Gij(ij=r.t,a)
Gij(1.j=x.y,2)
H(t)

Iy

I

Ja(t)

J E(t)
Ja(t)

Ji(t) (i=x,y,z)

Ji(®) (1L,j=x,y,z)

K Rel,i(t) (i=r,t,a)

k
K
k(t)

Pa
Pa
Pa
Pa

Pa

Pa
Pa

Pa
Pa

1/Pa

1/Pa

1/Pa

1/Pa

1/Pa
Pa
1/Pa

opterecenje na granici proporcionalnosti
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maksimalni ugib proste grede u pravcu y ose
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korekcioni faktor ortotropije

moment sprega

moduli relaksacije

konstantni moment savijanja u pravcu X ose
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opterecenja

normalna sila
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pritisak
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koeficijenti uz napone i njihove izvode
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jednako podeljeno opterecenje

koeficijenti uz deformacije i njihove izvode
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rad

pocetno vreme

parametar Burgerovog modela

parametar Burgerovog modela

temperatura degradacije

temperatura tecenja

temperatura staklastog stanja

matrice transformacija

komponente matrice transformacija

temperatura topljenja

maksimalna udaljenost od r ose merena u t pravcu
referentna temperatura

transverzalna sila

unutrasnja energija

pomeranja u pravcima X,y,z 0se

pomeranja

pomeranja tacaka konzole u pravcima x,y,z ose
pomeranja tacaka proste grede u pravcima X,y,z ose
funkcija pomeranja

Weissenberg-ov broj

relaksaciona ¢vrstoca

energija aktivacije

izduzenje

temperaturska razlika

modul relaksacije, promenljiv tokom vremena
funkcija relaksacije napona u pocetnom trenutku
funkcija relaksacije napona

funkcija relaksacije napona

Ojlerovi uglovi rotacije pravca delovanja napona u odnosu

na anatomski pravac
koeficijent termicke ekspanzije
ugao

korekcioni faktori

fazni ugao, fazni pomeraj
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Kronekerov simbol

Dirakova delta funkcija

dilatacija Kelvin Voightovog modela
deformacija modela

dilatacija promenljiva tokom vremena

dilatacija u periodu t > t,

ustaljena deformacija

dilatacija Hukovog modela

opste 1 partikularno reSenje PDJ

dilatacije u pravcima osa x,y,z EI I EO materijala
dilatacije u anatomskim pravcima posle rasterecenja
dilatacije u pravcima osa x,y,z VEI i VEO materijala
dilatacije u anatomskim pravcima drveta

dilatacija u pravcu i pri delovanju napona u pravcu j
dilatacije u pravcima osa x,y,z

tenzor deformacija
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1. UVOD

1.1. ObrazloZenje predmeta istraZivanja

Predmet ove doktorske disertacije su viskoelastiéne deformacije ortotropnih
¢vrstih tela, koja imaju svojstva Zenerovog modela, s primenom u mehanici drveta.

U svim prirodnim i veStackim materijalima neprekidno se odvijaju unutrasnji
procesi, koji tokom vremena dovode do promena njihovih fizi¢kih svojstava. Neke od
tih promena se deSavaju pod dejstvom, a neke u odsustvu spoljnjeg opterecenja.

Promene fizickih svojstava neopterecenog materijala tokom vremena zovu se
starenje materijala. Trajanje neumitnog procesa starenja, kao i veliCina nastalih
promena, zavisi od vrste materijala. Starenje je narocCito izraZzeno kod drveta, betona 1
plastiénih masa 1 ono u velikoj meri zavisi od hidrotermic¢kih uslova sredine. Kod
betona, tokom starenja, dolazi do izrazitog povecanja njegove CcCvrstine, Sto je
neophodno za njegovu dalju primenu. Kod svih materijala, pa i drveta, starenje u velikoj
meri zavisi od temperature i vlaznosti sredine.

Za objasnjenje nastanka i razvoja deformacija pod dejstvom spoljasnjih sila,
kao i promena fizickih svojstava materijala tokom vremena, vazno je da se dobro
poznaje struktura materijala. U opStem slucaju, ukupna deformacija u tacki tela sastoji
se iz elasti¢ne, plasti¢ne i viskozne, a udeo tih komponenti u ukupnoj deformaciji kod
raznih materijala je, razume se, razlicit.

Elasti¢na deformacija se odigrava trenutno i ona je reverzibilna, odnosno,
povratna. Plasti¢na deformacije je ireverzibilna, nepovratna, a moZze biti trenutna ili
funkcija vremena. Za nju se upotrebljava izraz plasticno tecenje (na engleskom, plastic
flow). Viskozna deformacija je takode funkcija vremena. Pri konstantnom opterecenju,
viskozna deformacija raste. Ta pojava naziva se viskozno tecenje. U engleskoj literaturi
se koristi pojam creep, a u ruskoj, norzyuecm. Puri¢ (1963.) upotrebljava pojam
puzenje. Pojava da pri konstantnoj deformaciji tokom vremena napon u materijalu
opada zove se relaksacija napona.

Veoma je teSko, za svaki materijal ponaosob, postaviti veze napona i
deformacija koje obuhvataju sve tri vrste deformacija. Zbog toga se u inzenjerskoj

praksi koriste idealni matematicki modeli, koji obuhvataju deformacije koje



preovladavaju. Na taj naCin dobijaju se modeli elasticnih, viskoznih, plasti¢nih,
elastoplasti¢nih, viskoelasti¢nih 1 viskoplasticnih materijala.

Elasticni materijali proucavaju se u teoriji elasticnosti (TimoSenko 1 Gudier,
1962., Lekhnitskii, 1984a). Pri izvodenju eksperimenata sa elastiénim materijalima,
desava se da deo dobijenih rezultata ima veliko rasipanje, pa se oni odbacuju. Tako
dobijeni rezultati koriste se u proracunima uz razli¢ite popravne koeficijente, da bi se
uzeli u obzir razli¢iti eksploatacioni uslovi. Korekcioni koeficijenti uzimaju u obzir
razlike u nacinu oslanjanja; vrsti, nacinu, veli€ini i trajanju optere¢enja; poreklu i
sastavu materijala; temperaturi i vlaznosti uzorka i sredine itd. Svi uticaji zatim se
sakupe na jednom mestu i u vidu standardizovanih propisa ili priru¢nika koriste se kao
smernice za konstruisanje 1 projektovanje.

Viskozne materijale prouCava mehanika fluida (Jloiusuackuit, 1970.).
Deformacija viskoznog materijala se u potpunosti razvija pri konstantnom opterecenju
ispod grani¢ne vrednosti 1 ostaje nepromenjena, sve do trenutka rasterecenja. Nakon
rasterecenja viskoznog fluida trenutno nestaje deformacija.

Plasticne, elastoplasticne 1 viskoplasticne materijale proucava teorija
plasticnosti. Kod njih je prisutna trajna plasti¢na deformacija, koja ostaje i nakon
rasterecenja.

Teorija koja uzima u obzir elasticne 1 viskozne deformacije je feorija
viskoelasticnosti (Williams 1964., Christensen, 2003., Biot, 2008.). Teorija
viskoelasti¢nosti moze se posmatrati kao posebna disciplina reologije, koja proucava
materijale i promene njihove strukture tokom vremena. Jo$ u 5-om veku p.n.ere Heraklit
je zapisao movto peui: sve tece. Smatra se da je reologiju kao granu nauke zasnovao
Njutn u 17-om veku, definiSu¢i zakon da su smicuci naponi proporcionalni konstantnoj
brzini klizanja. Termin reologija, koji je opisivao proucavanje teCenja i deformisanja
svih vrsta materijala, uveli su Bingham E.C. i Reiner M. 1929. godine kada je
osnovano i Drustvo za reologiju (Society of rheology-www.rheology.org).

Reologija govori u kakvoj vezi je napon s deformacijom, odnosno sila koja
deluje na materijal s promenom oblika i zapremine. Modeli koje koristi reologija
opisuju najvaznija svojstva materijala. Tecnost 1 cvrsto telo su takode modeli.
Matematicku podlogu za njih dali su Isak Njutn i Robert Huk. Njihovi zakoni s visokim

stepenom preciznosti opisuju svojstva velikog broja realnih materijala. Navedeni modeli



ne uzimaju u obzir razlicitu strukturu materijala.

Reologija se definise kao nauka koja proucava i ona svojstva koja se ne mogu
opisati Njutnovim i Hukovim zakonom. Pozitivna definicija govori da reologija
proucava svojstva koja se mogu opisati bilo kojom vezom izmedu sile i deformacije. U
tom sluc¢aju Njutnov i Hukov zakon su granicni sluc¢ajevi u reologiji.

U reologiji postoje dva razli¢ita pristupa formiranju konstitutivnih jednacina
(Malkin, 1994.):

Prvi objasnjava makro Cinjenice (ponasanje i svojstva materijala), zanemarujuci
molekularne strukture materijala. Posmatra se mikrozapremina, koja sadrzi mnogo
molekula, a na osnovu nje se zakljucuje o makrosvojstvima tela. Kroz ovaj pristup
teSko je shvatiti Sta se deSava sa molekulima i kako dolazi do medumolekulskih
interakcija. Za formulisanje konstitutivnih jednacina primenjuju se metode
diferenciranje i integracije. Primena ovog matematickog aparata ne daje odgovor na
pitanje Sta se stvarno deSava u vrlo maloj zapremini materijala, ali daje dovoljno tacne
podatke o ponaSanju makro tela za praktiénu primenu tog materijala. Ovo je
fenomenoloski pristup.

Drugi pristup se primenjuje u sluc¢ajevima kada se radi sa ekstremno malim
veli¢inama (molekulima). Ekstrapolacija tako dobijenih reSenja tezi beskonacnim
vrednostima 1 za analizu tih problema primenjuju se posebne matematicke metode. Ovo
je molekularni pristup.

Opsta teorija viskoelasticnosti ima fenomenoloski pristup 1 bazira se na
trodimenzionoj analizi, koja koristi tenzorski racun. Za razumevanje osnovne ideje
viskoelasticnosti moze da se koristi 1 jednodimenziona analiza, kod koje nije vazna
geometrija deformacija.

U okviru teorije viskoelasti¢nosti izdvaja se viskoelasticnost polimera (Ferry
1980.). Polimeri su anizotropni materijali. Njihova anizotropija je posledica specificne
grade: oni su sastavljeni od makromolekula, ¢iji su meri medusobno povezani
kovalentnim vezama. Makromolekuli su nosioci elasti¢nih svojstava. Supljine izmedu
makromolekula ispunjene su viskoznim materijalom. Takva grada je uzrok posebnog
ponasanja tih materijala, kada su optereceni.

Viskoelasti¢nost je kod polimera posledica fazne tranzicije Il reda (Zener,

1932.). Fazna tranzicija Il reda deSava se neadijabatski i vrlo sporo, za razliku od one I



reda, za koju je potrebna promena toplotnog kapaciteta i koja nastaje uz naglu drasticnu
promenu (topljenje, isparavanje, zamrzavanje..) jedne ili viSe fizickih veli¢ina.

Vazne karakteristike fazne transformacije 1l reda su kljucni parametar 1 kriticni
eksponent. Kljucni parametar je ustvari mera uredenosti sistema. Kod polimera klju¢ni
parametar je T, — temperatura staklastog stanja (glass-staklo). Na temperaturi ispod T,
sistem je u haosu a iznad T, sistem je uredeniji. Ta temperatura je razlic¢ita od T, -
temperatura topljenja (melting — topljenje). Kriticni eksponent je koli¢nik ukupnog
vremena dejstva optere¢enja i vremena odgovaraju¢e promena stanja. Ako je odnos ta
dva vremena mali, promene su intenzivne i velike, a ako je odnos vremena veliki,
promene su vrlo male. Taj parametar je vazan zbog Cinjenice da se fazne transformacije
deSavaju u razli€itim sistemima sa istim setom kriticnih eksponenata. Taj fenomen je
poznat kao univerzalnost. Univerzalnost je pretpostavka koja kaze da stanje sistema u
okolini fazne transformacije zavisi samo od malog broja svojstava, kao Sto su
dimenzionalnost sistema i struktura (simetrija), a da ne zavisi od osnovnih
mikroskopskih svojstava sistema. Ova pretpostavka opravdava fenomenoloski pristup u
teoriji viskoelasti¢nosti.

Bez obzira na vrstu polimera (linearni, razgranati ili umrezeni, amorfni, kristalni
ili semikristalni, prirodni ili vestacki,) njihove deformacije imaju nesto zajednicko:
zavise od intenziteta, vremena nano$enja 1 istorije opterecenja, temperature, vlage itd.

Pri konstantnom optereéenju ¢vrstih polimera javljaju se prvo elasti¢ne, a tokom
vremena 1 viskozne deformacije, koje se asimptotski priblizavaju konacnoj veli¢ini.
Nakon uklanjanja opterecenja, gube se elasticne, a zatim, postepeno, i deo viskoznih
deformacija, a ostaje nepovratni deo. Ako optere¢enje izazove napone, koji prekoracuju
nosivost, izostaju elasti¢ne i1 viskozne deformacije, i nastaju samo nepovratne plasticne
deformacije, koje mogu biti trenutne — krti lom, ili postepene — plasticno tecenje.
Svojstva ¢vrstih polimera, su, dakle, u zavisnosti od nivoa optere¢enja, viskoelasticna ili
plasti¢na.

Sto se ti¢e te¢nih polimera, njihova svojstva su, pri opterecenju koje ne prelazi
neku grani¢nu vrednost, viskoelasti¢na.

Viskoelasti¢na svojstva polimera mogu, dakle, da se posmatraju, kao svojstva
karakteristi¢na za spori razvoj napona i deformacija tokom vremena. Ovde je vrlo vazno

objasniti termin spori razvoj.



Ako se posmatraju viskoelasti¢ni efekti kod teCnosti, treba da se koristi ultra
visoka frekvencija (karakteristi¢no vreme eksperimenta je 10”’s). Deformacije betonskih
greda 1 plastinih cevi pod pritiskom zahtevaju godine posmatranja (karakteristicno
vreme je reda 10* s). Deformacije stena takode mogu da se posmatraju kao veoma spore,
ali u okviru geologkih perioda (karakteristi¢no vreme je reda 10" s). To zna¢i da bi se
kompletno opisala viskoelasticna svojstva, opseg vremena koje se posmatra treba da
bude veli¢ine bar s 15 decimala. Zbog toga se uobicajilo da se za viskoelasti¢nost
obavljaju dve vrste eksperimenata:

e Merenje se vr$i u kona¢nom opsegu vremena, pa se eksperimentalni podaci

ekstrapoliraju van tog opsega.

o Koriste se specijalne metode da se ubrza ili uspori viskoelasticni proces a
zatim se empirijski modifikuje vremenska skala. Na primer, proces se moze
ubrzati povecavanjem temperature. Zatim se pretpostavi da su temperaturske
promene ekvivalentne promenama na vremenskoj skali (na primer promene
na 100°C traju 10s a to odgovara promeni na 20°C koje traju 10°s).

Oba pristupa su poluempirijska i dobijeni podaci mogu biti manje ili viSe tacni.

Pri izboru odgovaraju¢eg modela za polimere, glavni problem je kompatibilnost
konstitutivnih jednacina sa razlicitim reoloskim fenomenima. Prvi uslov koji mora da
se ispuni za dobru kompatibilnost, je da objaSnjenje svakog od viskoelasti¢nih
fenomena koji moze da se javi u razli¢itim geometrijskim modelima deformisanja, mora
da se tretira kao poseban slucaj opste veze izmedu napona i deformacije. Drugi uslov je
da razliciti reoloski 1 viskoelasticni efekti moraju biti u korelaciji. PoSto te uslove ne
zadovoljavaju niti Hukov, niti Njutnov model, za viskoelasticne materijale se prave
druk¢iji modeli.

Radi pravilnog izbora odgovaraju¢eg modela za odredeni polimer vazno je istaéi
osnovne razlike izmedu viskoelasti¢ne tecnosti 1 viskoelasticnog ¢vrstog tela. Te razlike
su:

o Kod viskoelasti¢ne tecnosti, u situaciji kada postoji konstantno klizanje,
naponsko stanje se menja i opada do nule. Nasuprot tome, kada u
viskoelasticnom ¢vrstom telu postoji konstantno klizanje, nastaje napon koji
ostaje razli¢it od nule dugo nakon Sto prestanka klizanja.

e Viskoelasticna tecnost ima beskonacan broj nedeformisanih stanja, dok



viskoelasti¢no ¢vrsto telo ima samo jedno.

e Viskoelasticna teCnosti ima svojstvo materijalne simetrije nezavisno od

koordinatnog sistema, $to nije slucaj kod viskoelasticnog ¢vrstog tela.

U principu, razlika izmedu ¢vrstih i te¢nih polimera je vrlo prosta, s obzirom na
molekularnu srazmeru. U sluc¢aju viskoelasti¢nih tecnosti, duzina, razmak, kao i kretanje
svih molekulskih lanaca, tokom duZzeg vremenskog perioda, su medusobno nezavisni.
Kod viskoelasti¢nih ¢vrstih polimera, hemijske veze izmedu susednih molekula mogu
biti vrlo jake, tako da ogranicavaju kretanje molekula. Jac¢ina tih medumolekulskih veza
odreduje veli¢inu dilatacija i granicu tecenja.

U ovom radu proucava se drvo kao viskoelasticno ¢vrsto telo, koje je joS i
ortotropno - VEO C¢vrsto telo. To znaci da je posmatrani opseg eksploatacionih napona
u sva tri pravca znatno nizi od granica plasti¢nosti, kao i da drvo ima razli¢ita svojstva u
tri medusobno ortogonalna pravca. Za takvo Cvrsto telo treba izabrati model koji
dovoljno verno odrazava stvarno ponasanje drveta, a da istovremeno bude primenljiv u
praksi .

U prvom poglavlju ovog rada dat je opis mogucih deformacija Cvrstog tela,
znacaj istrazivanja i predvideni ciljevi.

U drugom poglavlju dat je detaljni prikaz modela elasticnosti, viskoznosti i
viskoelasti¢nosti. To su Hukov, Njutnov, Maksvelov, Kelvin Voigt-ov, Burgerov i dva
uopstena modela. Data je analiza svakog modela posebno, kao i obrazlozZenje zasto koji
od ovih modela ne odgovara modelu drveta, kao VEO ¢vrstog tela.

U tre¢em poglavlju, opisano je viskozno tecenje, relaksacija napona i vrste
modula u viskoelasti¢nosti, kao i1 uticaj temperature i vlaZnosti na viskoelasti¢na
svojstva. Dat je opis Zenerovog modela, kao modela za viskoelasticno izotropno — VEI
¢vrsto telo i opisana su njegova svojstava. Formulisan je matematicki model za
proracun vremenskih deformacija linearno napregnutog, viskoelasti¢nog izotropnog —
VEI ¢vrstog tela. Na osnovu detaljne analize viskoelasti¢nosti izabran je Zenerov model
kao model koji dovoljno dobro opisuje svojstva drveta, ¢iji su sastavni delovi i ¢vrsti, i
teCni polimeri.

U cetvrtom poglavlju data je analiza napona prostorno napregnutog, VEI i VEO
¢vrstog tela. Formulisan je matematicki model za proratun vremenskih deformacija

prostorno napregnutog, viskoelasticnog izotropnog - VEI ¢vrstog tela. Izvedene su



konstitutivne jednaCine prostorno napregnutog Zenerovog VEO cvrstog tela. Data je
primena metode viskoelastiéne analogije, koja se koristi za raCunanje napona i
deformacija, u transformisanom 1 vremenskom domenu kod Zenerovog VEO tela.

U petom poglavlju primenjen je dobijeni matemati¢ki model na neke slucajeve
linearnog i ravnog naprezanja: aksijalno zategnut Stap, Stap napregnut na pravo cisto
savijanje, Stap savijen silama, plo¢a optere¢ena jednako podeljenim opterecenjem.

U Sestom poglavlju primenjen je Zenerov model na izabranu vrstu tvrdog drveta
— bukvu (F.Sylvatica). Kori§¢enjem poznatih materijalnih konstanti za bukovinu, uraden
je proracun za: aksijalno zategnut Stap, Stap napregnut na pravo Cisto savijanje i
savijanje silama, tanku plocu savijenu jednako podeljenim optere¢enjem.

U sedmom poglavlju dati su zakljucci i1 preporuke.

1.2. Znacaj istrazivanja

Danas se u praksi koristi mnogo materijala, koji se u razli¢itim eksploatacionim
uslovima ponasaju ili kao te¢na, ili kao ¢vrsta tela. I pored toga, veliki broj materijala
tretiraju se i racunaju kao da su elasticni, iako su u stvari viskoelasticni.

Beton izgleda kao veoma kruto ¢vrsto telo, ali, kada je podvrgnut dejstvu
spoljasnjih sila, menja dimenzije i oblik, i ponasa se kao da je tecan. Delovi napravljeni
od polimernih materijala, izgledaju veoma Cvrsti 1 tvrdi. Pri dejstvu sila oni menjaju
oblik, ali ga menjaju i nakon prestanka dejstva sila. Zbog toga polimeri nisu pogodni za
nosec¢e konstrukcije. Kada se metal izlozi dejstvu sila, metalni deo ¢e malo promeniti
oblik i zadrzaée taj novi oblik jo§ dugo vremena.

Osim toga, kod ortotropnih i transotropnih materijala vrlo malo se vodi racuna o
njihovim viskoznim svojstvima u sporednim pravcima. Ovakav pristup suzava polje
primene ortotropnih materijala u konstrukcijama. To zanemarivanje se vr$i jer je
formulacija konstitutivnih jednacina koje tacno opisuju viskoelasticno ponasanje
polimera u razli¢itim uslovima eksploatacije za prostorne, pa i za ravne deformacije,
veoma sloZzen problem. S druge strane, nosaci od ortotropnih materijala izlozeni su
naj¢eS¢e linearnom naprezanju u ,.glavnom® pravcu. Medutim, slozenija naponska
stanja u praksi se ne mogu izbe¢i. Takva naponska stanja javljaju se kod oslonaca, u
okolinama veza, na mestima gde se dimenzije nosaca menjaju ili, pak, na mestima gde

postoje neizbezne greske u gradi.



1.3. Cilj istrazivanja

U standardnim proracunima nosec¢ih drvnih konstrukcija po SRPS 91.080.20
povecanje trajnih deformacija uzima se u obzir pri proraunu ugiba, koriS¢enjem
koeficijenta tecenja, Cija veliina zavisi od vlaznosti materijala i odnosa stvarnih napona
pri dugotrajnom optere¢enju i dozvoljenih napona. Viskozne deformacije u drvnim
konstrukcijama ne spominju se u SRPS-u, iako te deformacije, u zavisnosti od
temperature, vlaznosti i opterecenja, mogu biti znacajne u eksploatacionim uslovima.

EUROCODS (Evrokod 5, 1996.), kao i EUROCODI, koji predstavljaju
evropske kodove za projektovanje drvnih konstrukcija, daju preporuke za standardne
proracune tako Sto koriste razne popravne koeficijente (Jodin, 2004.). Oni takode ne
uzimaju u obzir viskozne deformacije drveta.

Zbog toga je vazno da se detaljnije objasni znacaj viskoznog tecemja i
relaksacije napona kod drveta, kao VEO materijala, u nosec¢im konstrukcijama. Takode
je vazno da se uspostavi jedan matematicki model koji dovolino dobro opisuje
deformacije VEO materijala. Postavljanje modela treba da da smernice 1 za
ekstrapolaciju rezultata, dobijenih u laboratorijama, na uzorcima odredenih dimenzija,
pri zadatim uslovima spoljasnje sredine.

Glavni cilj ovog rada je, dakle, da se pokaze kako linearna viskoelasticnost moze
da se ugradi u opStu teoriju mehanike drveta, tako da struktura koja sadrzi

viskoelasticne komponente moze da se dimenzionise i analizira.



2. PREGLED I ANALIZA REOLOSKIH
MODELA

2.1. Izbor modela

Model za dati materijal mora se brizljivo izabrati, uz mnogo kriticne analize
(Christensen, 2003., Ferry, 1980., Drozdov, 1998., Riande i sar., 2000., Howel,
Kozyreff, Ockendon, 2009., Lakes, 2011., Timmermans, 1997.). Pre svega, za odredeni
materijal, moraju se istraziti svi fenomeni koji se mogu pojaviti. Zatim se odreduju
parametri koji postoje u modelu.

Model, za koji se formiraju konstitutivne jednacine, obuhvata skup idealizovanih
reoloskih svojstava, koja su predstavljena matematickim, mehanic¢kim ili elektricnim
elementima. Elementi modela biraju se tako da dobro opisuju svojstva posmatranog
materijala. Konstitutivne jednacine ili reoloSke jednacine stanja su diferencijalne ili
integralne jednacine, kojima se opisuje ponaSanje razliCitih materijala, u razli¢itim
uslovima, pri razli¢itim vrstama naprezanja.

Mehanicki modeli sastoje se od opruga i1 prigusnica. Posto realna tela, razume
se, nisu napravljena od opruga i1 prigusnica, moze se javiti greSka u koriS¢enju modela. I
pored toga, smatra se da mehanicki modeli daju dovoljno dobru aproksimaciju za opis
deformacionih svojstava tela. Glavna uloga mehanickog modela je da pruzi vizuelnu
ilustraciju svojstava materijala. Mehanicki modeli se koriste za prikaz viskoelasti¢nih
pojava (viskoznog tecenja, relaksacije napona) i vremenski zavisnih svojstava. U istu
svrhu moze se upotrebiti i elektricni model. Elektri¢éni model sastavljen je od otpornika i
kondenzatora. Vremenska zavisnost struje i napona opisana je diferencijalnim
jednacinama, koje imaju isti oblik kao kod mehani¢kih modela. Elektricni modeli su
dobri za opis trenutnih viskoelasti¢nih svojstava.

Za razlicite materijale formiraju se razli¢iti modeli, s ciljem da se §to bolje opise
ponasanje tih materijala u razli¢itim eksploatacionim uslovima. Zbog toga se i kaze da
konstitutivne jednacine vaze za svojstva, a ne za materijal.

Ponekad se kaze: "dobar model je samo dobra interpretacija eksperimentalnih
rezultata". Ovo je pesimistican prilaz, jer je za dobru interpretaciju rezultata

eksperimenta dovoljan "dobar polinom". Model je neSto vise. Prvo, on obuhvata i



predstavu o fizickim mehanizmima koji su ukljuceni, drugo, to je logi¢na formulacija,
zasnovana na opSte poznatim prirodnim zakonima, i tek trece, posledica svega toga su
brojc¢ani rezultati.

Da bi se pravilno formirale konstitutivne jednacine, koje obuhvataju Sto vise
razli¢itih na¢ina koris¢enja materijala kako bi se verno opisalo ponasanje materijala u
razli¢itim uslovima, treba poznavati principe za njihovo formulisanje. Strogo poStovanje
tih principa treba da obezbedi da jednacine budu dobro dokumentovane i da nisu
kontraverzne.

Po Phan Tienu (2002.) Oldroyd J.G je prvi postavio slede¢e principe za
formulisanje reoloskih konstitutitvnih jednacina jo$ pedesetih godina proslog veka:

o relativno kretanje Cestice je zanemarljivo;

e istorija tenzora deformacija odnosi se na deli¢ materijala;

e postavljeni koordinatni sistem je vezan za deli¢ materijala i deformiSe se

zajedno s njim;

o fizicke konstante zavise od simetrije materijala.

Ovi principi odnose se samo na male deformacije.

Malkin (1994.) je formulisao sledeca cetiri principa za reoloske konstitutivne
jednacine, od kojih su II, III 1 IV saglasni s Oldroydovim:

I Princip invarijantnosti. Konstitutivne jednafine moraju biti nezavisne od
referentnog koordinatnog sistema koji se koristi. Izrazavanjem jednacina u tenzorskom
obliku, ¢iji ¢lanovi su invarijante (Ting, 1996., Klasztorny, 2008.) a ne komponente
napona, ovaj princip se automatski zadovoljava.

Il Princip materijalne objektivnosti. Konstitutivne jednacine moraju biti
nezavisne od apsolutnog kretanja u prostoru. Bilo kakvo slozeno kretanje tela ne moze
uticati na odziv materijala.

Il Princip determinizma. Materijal moze da pamti svoju proslost, koja utic¢e na
njegova trenutna svojstva, ali ne govori o njegovoj buducnosti.

IV Princip lokalne akcije. PonaSanje elementarno malog dela materijala zavisi
samo od njegove prethodne istorije, a ne od stanja susednih deli¢a. Napon u odredenoj
tacki materijala jedinstveno je odreden istorijom deformacije proizvoljno malog
elementa materijala, koji tu tacku obuhvata. Osnovni znafaj ovog principa je da

memorija materijala, kao koncept, mora biti povezana sa elementima materijala, a ne s
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tackom u prostoru.

Ovim principima mogu se dodati jo§ dva koja vaze i za velike defromacije:

V Princip smanjenja memorije. U slucaju elasti¢nih te€nosti, istorija deformacija
materijalnih deli¢a u dalekoj pro$losti imace slabiji uticaj na trenutno naponsko stanje
od istorije deformacija u nedavnoj proslosti.

VI Princip: konstitutivne jednacine moraju biti u skladu s termodinamickim
principima. Na primer, uzimanje u obzir disipacije energije kod viskoznog fluida pruza
korisna ogranicenja za konstitutivne jednacine.

Konstitutivne jednacine formulisane koris¢enjem navedenih principa treba da:

1.  budu nezavisne od oblika i veli¢ine materijala;

2. omogucavaju simuliranje ponasanja materijala pri jednostavnim
naprezanjima, kao Sto su aksijalno zatezanje i smicanje;

3. vazeizaravna i prostorna naprezanja;

4. uzimaju u obzir geometrijsku, strukturnu i faznu simetriju.

Tako dobijene jednadine zavise od vremena i prethodne istorije razvoja
deformacija. Pozeljno je da konstitutivne jednacine budu linearne i Sto prostije, zbog
prakti¢ne primene u industriji i tehnologiji.

Model za koji vaze te jednaCine ima utvrdenu teorijsku osnovu i koristi se da se
objasne rezultati dobijeni eksperimentima. Takode, model mora dobro da opisuje neke
karakteristi¢ne pojave, kao Sto su viskozno te¢enje (omeksavanje) i relaksacija napona u
materijalu.

U konstitutivnim relacijama, veze izmedu napona 1 deformacija ostvarene su uz
pomo¢ materijalnih parametara, koji, u opStem slu€aju, zavise od vrste materijala,
njihove strukture, molekulske tezine, koncentracije, molekularnog grananja, precnika
molekularnog lanca i najzad, od vremena. Kod idealno elasti¢nih materijala, materijalne
konstante ne zavise od vremena, nego samo od odnosa napona i deformacija.

Konstitutivne relacije za viskoelasti¢no telo zovu se jednacine viskoelasticnosti,
materijalni parametri u tim jednac¢inama zovu se viskoelasticni parametrii, a naponi i
deformacije su viskoelasticne promenljive.

Konstitutivne jednaCine za prostorno naprezanje su tenzorske, mogu biti
dobijene empirijski ili teorijski, simetriéne su, obuhvataju odstupanja i greske

evidentirane u eksperimentima, a koliko su zaista dobre, pokazuje radni vek i opseg
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koris¢enja odredenog materijala.

Po Malkinu (1994.) problemi pri formulisanju konstitutivnih jednacina su:

o Kako opisati viskoelasti¢ne efekte u trodimenzionom prostoru, posto pravila

vaze za jednodimenzione deformacije?

o Da li razli¢ite fenomenoloske efekte treba posmatatri odvojeno ili zajedno?

e Da li je moguce pretpostaviti svojstva materijala u uslovima razli¢itim od

eksperimentalnih, to jest, da li je dozvoljena ekstrapolacija?

e Da li su empirijske metode koje se koriste za uopStavanje razliCitih

eksperimentalnih rezultata kontradiktorne?

Dalje se postavlja pitanje, kada treba primenjivati integralne, a kada
diferencijalne konstitutivne jednacine? Diferencijalne konstitutivne jednacine se koriste
za odredivanje materijalnih funkcija ili pri jednokratnim statiCkim ili pri dinamickim
uslovima ispitivanja. U opStem slucaju, diferencijalna relacija napon-deformacija za
linearne viskoelasticne materijale ukljucuje vreme, kao 1 viSe izvode napona i
deformacija. Za slucaj rastereenja 1 ponovnog optereéenja materijala, menjaju se
pocetni i grani¢ni uslovi, pa diferencijalnu jednacinu treba resavati ponovo.

Da bi se odredilo, kako ¢e se menjati izlazne veli¢ine (deformacija ili napon),
kada se skokovito variraju ulazne veli¢ine (napon ili deformacija kod teCenja i
relaksacije), koriste se nasledne — integralne konstitutivne jednacine (vaze za
Boltzmann-ov princip linearne superpozicije opterecenja pa se zovu jos§ i Boltzmann
Voltera jednacine (Malkin, 1994)). Boltzmann-ov princip superpozicije koristi se, u
viskoelasti¢nosti, da bi se opisalo opSte ponasanje optereCenog modela, uz uzimanje u
obzir prethodne istorije materijala. Pri tome se koriste sledece pretpostavke:

o Viskozno tecenje je funkcija celokupnog opterecenja, koje deluje u vremenu.

e Svaki korak optere¢enja ima nezavisan uticaj na celokupnu istoriju

opterecenja.

o Ukupna konacna deformacija jednaka je zbiru pojedina¢nih, nastalih od svih

uticaja.

Porede¢i diferencijalne i integralne konstitutivne jednacine, moze se zakljuciti
da 1 jedne 1 druge sadrze iste informacije o materijalu. Diferencijalne jednacine odnose
se na deli¢ materijala, na osnovu ¢ijeg ponasanja se izvode zakljucci o ponasanju

materijala kao celine. Kod diferencijalnih jedna¢ina najc¢eS¢e su prisutni viskoelasti¢ni
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parametri, koji su konstantni. PoSto stvarnost pokazuje, narocito kod polimera, da ti
parametri ipak nisu konstantne veli¢ine, u diferencijalne jednacine se uvode promenljivi
materijalni parametri, najéeS¢e zavisni od vremena. To, naravno, komplikuje nalaZenje
opstih reSenja tih jednacina. Da bi se doslo do resenja diferencijalnih jednacina, vrsi se
prevodenje iz vremenskog u prostorni domen Laplasovim transformacijama, .£(s), pri
¢emu se dobijaju obi¢ne algebarske jednacine, jednostavne za primenu.

Integralne jednaCine odnose se na celu zapreminu materijala. Viskoelasticni
parametri kod integralnih jednacina su podintegralne funkcije zavisne od vremena.

Inace, diferencijalne jednacine opisuju linijski diskretni spekar. Integralne
jednacine opisuju kontinualni spektar. Diskretni spektar aproksimira se glatkom krivom
a kontinualni spektar aproksimira se skupom linija. Ova razlika je bitna u izboru vrste
konstitutivnih jednacina. Diferencijalne jednacine su jednostavnije za primenu u

realnim proracunima.

2.2. Linearno elastican materijal - Hukov model

Koncept ¢vrstog tela je jedan oblik idealizacije stvarnih svojstava velikog broja
materijala. Za neke materijale, na primer Celik i staklo, ovaj koncept je veoma dobar. Za
neke druge, na primer drvo i beton, postoje odstupanja od idealizacije, ali u nekim
slu¢ajevima, u grubom raCunu, moze se primeniti i taj koncept. Ovi primeri pokazuju da
je c¢vrsto telo koncept svojstava, a ne koncept materijala.

Model savrsene elasticnosti se vezuje za idealno telo kristalaste strukture. Taj
model ne uzima u obzir molekularnu strukturu kristalastog materijala. Materijali koji se
koriste u praksi nisu idealni. Pretpostavke o homogenosti i izotropiji vaze s velikom
sigurnoS¢u 1 za takve materijale, pod uslovom da su dimenzije tela mnogo vece od
dimenzija pojedinih kristala materije.

Sl. 2-1 pokazuje linearnu i nelinearnu vezu izmedu normalnog napona o, i
dilatacije €, za elastican izotropan (EI) materijal. Sa slike se vidi da jednoj vrednosti
napona odgovara jedna ista dilatacija, bez obzira na vreme trajanja napona. 1 za
linearno, 1 za nelinearno elasti¢no telo, osnovna pretpostavka je da se materijal nakon
rasterecenja vraca trenutno u prethodni oblik, bez obzira na veli¢inu opterecenja koje
deluje. Nelinearna elastiCnost se javlja kod odredene klase materijala, a za neke

materijale 1 u slucaju prekoracenja grani¢nih vrednosti opterecenja.
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c [Pa]

Nelinearna
elasti¢nost

& [ /o0
Sl. 2-1 Dijagram normalni napon — dilatacija za idealno elasti¢no telo

Linearno elastiCan materijal se, pod dejstvom aksijalne sile koja ne prelazi
grani¢nu nosivost, ponasa pri opterecenju kao opruga koja je u stanju staticke ravnoteze
optere¢ena aksijalnom silom. SI. 2-2 prikazuje oprugu, krutosti ¢(N/m), opterecenu
silom F(N). Krutost ili konstanta opruge predstavlja silu koja izaziva izduzenje opruge
za jedinicu duzine. Kada se opruga optereti aksijalnom silom F, nastaje trenutno staticko
izduzenje AL[m], proporcionalno veli¢ini opterecenja. Velicina nastalog izduzenja ne
zavisi od vremena delovanja opterecenja. Opruga je elastiCna samo do grani¢ne
deformacije, odredene grani¢nim opterecenjem. Prekoracenjem grani¢nog opterecenja,
doslo bi prvo do pojave nepovratnih dilatacija, a zatim, i do kidanja opruge. Za razlicite
materijale granicno opterecenja je razlic¢ito. Nakon rasterecenja, opruga je iste duzine i

istog energetskog stanja kao u pocetnom trenutku, kao da se nikakve promene nisu

desavale.
O Line 0, z
(0) ¢ 0, F z
V‘ F I
AL=—

Sl 2-2 Hukov element
Sila u opruzi, F, ra¢una se kao proizvod krutosti ¢ i izduzenja A(:
F=c-Al (2.1)

Posto su izduzenje opruge i sila u opruzi linearno zavisne veli¢ine, kao §to su i
dilatacija i napon kod elasti¢nih materijala, moze se zakljuciti da za oba para veliina
vaze analogne veze.

Imaju¢i u vidu jednacinu (2.1), moze se napisati algebarska konstitutivna
jednacina za El materijal, koja glasi:

c,=E-¢g, (2.2)
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gde je: o, — normalni napon u materijalu, E — Young-ov modul elasti¢nosti (faktor
proporcionalnosti — nagib prave u dijagramu c—¢ (Sl. 2-1)), €, — poduZna dilatacija

materijala. Modul elasti¢nosti, E, je elasti¢ni parametar koji, razume se, zavisi od vrste
materijala.

Jednacina (2.2) poznata je u mehanici kontinuuma kao Hukov zakon. Opruga, za
koju vazi ovaj zakon, zove se Hukov element (model ili telo). Zakon (2.2) koji vazi za
linearnu vezu normalnog napona i deformacije u ¢vrstom telu, prvi je formulisao Robert
Hook (1635-1703).

Linearnost normalnog napona i dilatacija, u podru¢ju ispod granicnih
optereenja, utvrdena je mnogobrojnim eksperimentima, za razliCite izotropne
materijale. Takode je dokazano da u podrucju iznad grani¢nih optereéenja, dolazi do
velikih dilatacija, i da veza normalnog napona i dilatacija postaje nelinearna. Do
odredene granice, linearna veza normalnog napona i dilatacija moze se koristiti, ne
samo kod izotropnih, nego 1 kod ortotropnih i ostalih anizotropnih materijala.

Ako se u tacku O; na kraju opruge postavi telo mase m, pa se opruga optereti
aksijalnom silom F a zatim se rastereti, nakon rastere¢enja opruga obavlja harmonijsko
oscilovanje pod dejstvom sile u opruzi, a zatim se vra¢a u nedeformisani oblik. Za
vradanje u prvobitni oblik troSi se akumulirana energija. Harmonijsko oscilovanje
obavlja se u razmaku od -Al do Al §to znaci da Al predstavlja amplitudu oscilovanja, a
period oscilovanja, T, jednak je 2mw gde je ® kruzna ucestanost, frekvencija ili
pulzacija. Izduzenje i sila u opruzi, menjaju se po sinusnom zakonu i uvek su u fazi,
odakle moze da se zakljuci, da se i dilatacija ovakve opruge deSava uvek simultano s

normalnim naponom (SI. 2-3).

Napon
Dilatacija

, Vreme

SL 2-3 Simultanost napona i dilatacije elasti¢nog tela

S1. 2-4 prikazuje trenutni nastanak deformacije pri naglom statickom optere¢enju
1 trenutni nestanak deformacije pri naglom rastere¢enju elasticnih materijala. Moze se
primetiti da su pocCetak delovanja optere¢enja i nastanak deformacije, s jedne strane

dijagrama, istovremene pojave, kao 1 prestanak delovanja optereCenja 1 nestanak
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deformacije, s druge strane istih dijagrama.

A

c

t

Sl. 2-4 Shematska promena napona i deformacije (sile u opruzi i izduZenja) Hukovog elementa u
zavisnosti od vremena

Elasti¢na deformacija u EI telu na molekularnom nivou je rezultat izduzenja
strukturnih lanaca, duz neke kristalografske ravni u ¢vrstom telu. U kristalnoj resSetki
elasti¢nost se ispoljava samo malim otklonima atoma iz njihovog ravnoteznog polozaja.

Hukov element, dakle, dobro opisuje ponasanje EI materijala, pri dejstvu
statickog linearnog opterecenja. Za prostorno optereenje i za anizotropne materijale
vrsi se generalizacija Hukovog zakona.

Generalizacija Hukovog zakona za EI materijal (Dunica, 1998.), za prostorno
naprezanje 1 za izotermske uslove, vrsi se uz nekoliko pretpostavki:

e da su dilatacije, koje izaziva jedan od glavnih napona, nezavisne od
druga dva napona;

e da vazi princip superpozicije (deformacije od svih glavnih napona
jednake su zbiru deformacija od pojedinih glavnih napona);

e da se pravci glavnih dilatacija poklapaju s pravcima glavnih napona.

Na taj nacin, dobiju se linearne algebarske jednacine, u kojima svaka
komponenta napona zavisi od svih Sest, medusobno nezavisnih komponenti
deformacija, 1 obrnuto, svaka komponenta deformacija zavisi od svih Sest komponenti
napona.

Za generalizaciju Hukovog zakona posmatra se orijentacija osa i komponente
tenzora napona u Dekartovom koordinatnom sistemu, koje prikazuje SI. 2-5.
Orijentacije osa su tako izabrane, da su sve komponente u tenzoru napona:
c,,0,,0,,0

o,,,0,, pozitivne. Tenzor napona je drugog reda. Za Dekartov

yz2 < xz?

koordinatni sistem on ima sledeci oblik:
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cTX
c;,=|o, ©, O, (2.3)
cTZX

c,.,,0., - komponente

Xz? T Xy

gde su: o,,6,,0,- komponente normalnih napona, o

yz?
smicuéih napona.

Tenzor deformacija je, takode, drugog reda i ima slede¢i oblik:

8x Xy XZ
& =|ex &, &, (2.4)
8zx zy 82
gde su: ¢ ,¢ ,¢,- komponente dilatacija u pravcima koordinatnih osa, ¢ ,.¢,,,€,, -
olovine klizanja izmedu odgovarajuc¢ih osa: ¢ = 1 g, = 1 €., = 1
p \ g 1 . yz_2sz’ xz_2,sz’ xy_ZYXy'

Sl. 2-5 Komponente napona u tacki napregnutog elasti¢nog tela, u Dekartovom koordinatnom
sistemu

Radi jednostavnosti, uvode se slede¢e smene u tenzoru napona i tenzoru
deformacija:

Gx :Gl; Gy =GZ; cSz :GS; cSYZ =Tyz 264; ze :sz :GS;GXY =TXY =66; (2 5)
o :Sl;gy =&,5€, :83;8yz =&,45€,, :85;8xy =&

Generalizacijom Hukovog zakona dobiju se jednacine za komponente napona i,
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u Dekartovom koordinatnom sistemu, one glase:
G = Cp i€ TC a8y T Cp38; +C 484 €585 + €€
Oy =Cp € T Cp&) T 0385 T 08y + €585 + Cp€
Gy = €318 T 038y T C338; + 0348, +C3585 + C3E 2.6)
Oy = Cy18) T Cp8y T Cp3€; +C1u8y +Cys€s +Cye8s
G5 = C51€) T C5p€) T Cs383 0548y 1 C5585 + Cs6E
G = Cp181 T Csr€y T C385 +Ceu€y +Cs€5 1 CyE
Tih Sest jednacina za napone, u skra¢enom obliku, mogu se zapisati na sledeci
nacin:
c,=D g, (2.7)
a analogno tome, 1 Sest jednacina za deformacije:
g, =C,0, (2.8)
gde je: Dpq - matrica krutosti, C,q - matrica fleksibilnosti ili elasti¢nosti. Obe matrice

sadrze elasti¢ne parametre, simetri¢ne su i imaju forme kvadratnih matrica Sestog reda:

Ci Cn C3 Cu Cs Cp

C32 C34 C35 C36
D, = (2.9)

—_

LS}

s (2.10)

Pq

1~

@) OSO a0
@) Oé’) O O
@) an a0
@) Oﬁ(’) QO

51

C61 C62 C63 C64

U tenzorskom obliku, jednacina (2.7) glasi:

E E \%
. = L+ . €.0. 2.11
iy T ey 1oy e @10
odnosno
o, =2uy; + gy d; (2.12)

Jednacina (2.8) glasi:
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I+v \%
i = TTU _EckkSij (2.13)
gde je: v - Poasonov koeficijent, d;; - Kronekerov simbol, A i p - Lameovi koeficijenti:

vE E
i-2v) " "9 T2 -

Ovde je vazno da se napomene da jednacine (2.13) vaze i za dilatacije, 1 za polovine
klizanja, ali ne 1 za cela klizanja.

Jednacine (2.7) 1 (2.8), koje vaZe za tacke elasticnog tela, u matricnom obliku

glase:
c,=D-g (2.15)
g, =C-o, (2.16)
fe ] 6]
€, O,
. &, . .. . Y G, .
gde je: g = e | matrica deformacija s celim klizanjima, o, = - matrica
€y G,
2¢g; o
| 2& | | O
napona, D - matrica krutosti:
2u+A A L0 0 O]
A 2u+A A 0 0 O
A A 2u+x 0 0 0
D= (2.17)
0 0 0 p 0 0
0 0 0 0 p O
| 0 0 0 0 0 pj
C - matrica elasti¢nosti:
1 -v -v 0 0 0 |
-v 1 -v 0 0 0
L v v 1 0 0 0
C=D =— (2.18)
0 0 0 2(1+v) 0 0
0O 0 O 0 2(1+v) 0
0O 0 O 0 0 2(1+v)

Sve ovo vazi za izotermske uslove. Za anizotermske uslove, u jednacinama

(2.12) 1(2.13) pojavljuju se dodatni ¢lanovi:
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o, = 2uy; +1e,, 6 —3aKAtS; (2.19)

1+v %
Sij = T'Cij _EckkSij + O(,Atsij (220)

gde je: o - koeficijent termicke ekspanzije [1/°C], At - promena temperature: At=t-ty, K -
modul kompresije koji se racuna koris¢enjem izraza:

E
K= 3(1-2v) (&2

Iz ovih konstitutivnih jednacina vidi se da je za tacke tela od elasti¢nog
materijala dovoljno poznavati samo dva, medusobno nezavisna, elasti¢na parametra E i
v, a ostali, G, K, pn i A, mogu se izraziti preko njih. O veli¢inama 1 vezama izmedu
elasti¢nih parametara govori Prilog L.

Generalizacija Hukovog zakona uradena je, dakle, za tacke tela od
homogenog, izotropnog materijala. Sa stanovista elasticnih svojstava, svi materijali
mogu se podeliti, osim na homogene i nehomogene, joS i na izotropne i anizotropne.
Homogeni materijali, kao §to je ve¢ reCeno, imaju jednaka elasticna svojstava u
razli¢itim taCkama, a nehomogeni to nemaju. Ako se elasticna svojstva menjaju
kontinualno od tacke do tacke materijala, nehomogenost je kontinualna. Ako se menjaju
s naglim skokovima — diskontinualno, nehomogenost je diskontinualna ili diskretna.
Diskretna nehomogenost se javlja kod sklopova, napravljenih od delova s razli¢itim
elasti¢nim svojstvima (napravljenih od razli¢itog materijala). Kod tela napravljenih od
jednog materijala moze se smatrati da je njegova nehomogenost statisticki kontinualna,
osim na mestima gde se javljaju greske u materijalu.

Anizotropan materijal, homogen ili nehomogen, za razliku od izotropnog, ima
razli¢ita elasticna svojstava za razli¢ite pravce povucene kroz istu tacku. Ako su
anizotropni materijali homogeni, elasti¢na svojstva za paralalene pravce, povucene kroz
razli¢ite tacke u materijalu, jednaka su. Pravci, za koje su elasticna svojstva identi¢na,
zovu se elasticno ekvivalentni pravci. Za izotropan materijal, svi pravci povuceni kroz
jednu tacku su elasti¢no ekvivalentni, dok su za anizotropno telo to pravci, povuceni
kroz razliCite tacke, medusobno paralelni. Osim homogene i nehomogene, moze se
razlikovati jos i pravolinijska i krivolinijska anizotropija, $to zahteva odgovarajuci oblik
uzorka (paralelopiped ili cilindar), koordinatnog sistema (Dekartov pravougli,

cilindri¢an ili sferni), konstitutivnih jednacina.
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Matrice krutosti 1 elasti¢nosti u generalizovanom Hukovom zakonu, zavise, ne
samo od homogenosti i izotropije materijala, ve¢ 1 od simetrije. Tela od anizotropnih
materijala mogu da imaju strukturnu, odnosno, elasticnu simetriju. Elasti¢na simetrija,
uvek postoji, ako postoji i strukturna. Ona pokazuje, da se, kroz svaku tacku tela od
anizotropnog materijala, mogu postaviti elasticno ekvivalentni pravci. Elasticnu
simetriju poseduju, na primer, svi kristali, drvo, staklo, ...

Za prostorno napregnuto homogeno anizotropno telo, koje ne poseduje
elasticnu simetriju (opsti tip homogene anizotropije — OHA), moze se obaviti
generalizacija Hukovog zakona, uz iste pretpostavke kao i kod elasti¢nih materijala. I za
OHA materijale vaze relacije (2.15) 1 (2.16), samo Sto su matrice krutosti i elasti¢nosti u
ovom slucaju pune.

U tacki posmatranog anizotropnog tela, obe matrice, i krutosti i elasti¢nosti, su
simetri¢ne. Od ukupno 36 elemenata, razlicitih od nule, u svakoj od tih matrica samo po
21 je nezavisan.

Ti nezavisni elementi su ¢lanovi glavne dijagonale i polovina vandijagonalnih
¢lanova u matricama krutosti, odnosno elasti¢nosti:

Ci1,C10,C13,C 4, Crsu €, €y, €, €y, Cis, C, Ci, Gy, G, Ca, C oy, €, Cp, Ciss, C, G

Naponi u tacki tela, od materijala OHA, u kojoj je stanje napona prostorno,
racunaju se, dakle, po izrazima (2.6), a izraz (2.8), za deformacije, razvija se u sledece
jednacine:

g =C,0,+C,0,+C;0,+C 0, + (50, + Co¢
&, = (0, +C,0, +Cy,0, + €0, + €56, + Cy0
gy = (5,0, + (0, +C30, + Cyy0, + G550, + Cy0 (2.22)
2¢,=C,0,+C,0,+C,0,+C,0,+C, 0, +C 0,
2e; = C;,0, +Cyy0, + C5;0, + Cyy0, + G505 + Cy04
2e =Cg0, +C,0, +C;0, + Cy0, + C505 + Cy0
Matrica elasticnosti, za taCku posmatranog tela, od materijala OHA, po

Lekhnitskom (1984a), moze da se napise u slede¢em obliku:
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gde su

1/E, -v,/E,  —v;/E; M3 /E, MNisa /E, N2 /E, |
—v,, /B, 1/E, —Vy /By LI PED) /E, Nz /E, MNiz2 /E,
vy /E, vy, /E, 1/E; Ny /By N3/ Es N3/ By
Mo /Gy M3 /Gy My /Gy 1/Gy, Hisos /Gy Hipas /Gy
Mg /Gy Moy /Gy My /Gy My /Gy 1/G;, Mo/ Gy

| M1z /G, LIPRP /G, MNs.12 /G, | PERD) /G, I ERD) /Gy, 1/Gy,

(2.23)

E,,E,,E; - moduli elasti¢nosti pri zatezanju ili pritisku u pravcu osa X,y,z.
Vi, Vi35 Va5 Va3 V4, Vs, - Poasonovi koeficijenti, pri ¢emu, prvi indeks

pokazuje pravac deformacije koja se meri a drugi indeks, pravac naprezanja

G,;,G;,,G,, - moduli smicanja za ravni, paralelne s koordinatnim ravnima

Mo3,15 M35 M5 Moz 25 iz 2o Mho2s Moz 3s Miz 3o Mins - uticajni  koeficijenti prvog
reda, karakteristicni za izduZenja, u pravcima koordinatnih osa, koja nastaju
zbog delovanja smicucih napona, u koordinatnim ravnima

1233 M2233 Ma.233 M3 M3 M35 Mz Mas My - UtiCa)Ni koeficijenti drugog
reda, karakteristicni za klizanja, u koordinatnim ravnima, nastala zbog
delovanja normalnih napona, u pravcima koordinatnih osa

M35 Biooss Mos 315 Mo ars Mos o5 s, - Chentsovi koeficijenti, karakteristicni za
klizanja, u ravnima paralelnim s koordinatnim ravnima, nastala zbog

delovanja smicuéih napona, u drugim ravnima, paralelnim s koordinatnim.

Razume se da je matrica krutosti inverzna matrici elasti¢nosti.

Jednacine (2.22) vaze za tacno odreden, Dekartov pravougaoni koordinatni

sistem, postavljen u tacki anizotropnog tela. Pri rotaciji koordinatnog sistema, vrednosti

elasti¢nih parametara se menjaju. Broj nezavisnih elasti¢nih parametara, razli¢itih od

nule, i dalje je 21. Zbog toga je ozmaka prostorno napregnutog homogenog

anizotropnog materijala, koji ne poseduje elasticnu simetriju, OHA21. Ove jednacine

vaze 1 za tacku nehomogenog anizotropnog tela, koje ima pravilan geometrijski oblik -

na primer, oblik paralelopipeda, izlozenog prostornom naprezanju, samo $to njegova

elasticna svojstva nisu konstantna, nego zavise od koordinata x,y,z.

Za ravno stanje deformacija, kada je na primer €, =0, red kvadratne matrice

elasticnosti za materijal OHA21 (2.23), viSe nije 6x6, nego postaje 5x5, odnosno, u
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matrici se briSe tre¢i red 1 tre¢a kolona:

1/E, v, /E, LIPES! /E, L TER! /E, M2 /E, |
-V, /E, 1/E, Ny, /Ey My, /Ey My, /E
C=M/Gy My /Gy 1/G, Hisos /Gy Hipas /Gy (2.24)

MNis /Gy, My .31 /Gy, Moz 3 /Gy, 1/G,, Mi231 /Gy,
RS /Gy, N2z /Gy, | PERD) /G, | ERD) /Gy, /Gy,

Sada viSe nije potrebno poznavati 21 nezavisni elasticni parametar, nego samo 15.
Oznaka tako deformisanog materijala OHA je OHAIS.
Ako naponi u tacki tela OHA leZe u ravni x,y, izrazi (2.22) za deformacije,
dobiju jednostavniji oblik:
g, =C,0,+C,,0,+C 0,
g, =C,0,+C,0,+C, 0,

g, =C;0,+C;,0,+Cy 0

(2.25)
2¢,=C,0,+C,0,+C,0,
2¢e, =C,,0,+C,,0, +C 0,
2¢, =Cg0,+Cy,0, +Cy o
odnosno
1
&= 1_h 2+n121 Cs
El EZ 1
g, =—2lg, +L02 L p
El EZ EZ
g =g Yug T o
El E2 3
(2.26)
e — MNi,23 N MN2.23 o+ i3
Y 2G,, ' 2G, © 2G, °
. = N1 + LPES! + Mi231
> 2G,, | 2G, © 2Gy, ¢
g, = MNii2 o+ LIPRP o, + 1 5,
2G,, 2G,, 2G,,

Za ravno napregnuto telo, od materijala OHA, potrebno je poznavati 21
nezavisnu elasticnu konstantu, razlicitu od nule. Oznaka tog materijala je i dalje

OHAZ21.

Ako je telo, od materijala OHA, linearno napregnuto naponom G, u pravcu

ose X, izrazi (2.22) za ra¢unanje deformacija dobiju jos jednostavniji oblik:
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(2.27)

M . Mz . LIRD)
805 O 8 =508 & =520,
G, G, G,

Za linearno napregnuto telo, od materijala OHA, potrebno je, dakle,
poznavati 11 nezavisnih elasticnih konstanti, razlicitih od nule. Oznaka tog materijala
je OHAT1L.

Izrazi (2.27) pokazuju da se, kod linearno napregnutog tela od materijala
OHAL11, javlja sustinska razlika u odnosu na telo od elasticnog materijala: pri dejstvu
normalnih napona javljaju se ne samo dilatacije, nego i klizanja. Takode se moze
zakljuciti da su sve dilatacije na paralelnim pravcima, kroz razli¢ite tacke tela, jednake,
jer zavise samo od elasti¢nih parametara i normalnih napona. Ako se posmatra telo od
OHA materijala u obliku paralelopipeda, ono, posle ovakvog linearnog naprezanja,
zadrzava isti oblik stranica, pa se takvo naprezanje zove pravolinijsko. Klizanje, koje se
javlja, ne samo pri linearnom, nego i pri ravnom, i prostornom naprezanju tela od OHA
materijala, govori da pravi uglovi paralelepipeda nakon naprezanja ne ostaju pravi.

Ako je telo od materijala OHA, izloZeno hidrostatickom pritisku

6,=0, =0, =0 ,izrazi (2.22) za deformacije, transformiSu se u slede¢i oblik:

€ _( A% ! A% ! + ! j@
37| TV Vg T
E, E, E; (2.28)
€, = L(nl,m M523 T N33 )G
2G,,

1
€s =E(ﬂ1,31 My +n3,31)5

1
€ = E(nl,lz T Moo T Mapa )G

Iz izraza (2.28) vidi se, takode, da je u pitanju pravolinijsko naprezanje i da, i
dalje dolazi do deformisanja svih pravih uglova paralelepipeda. Moze se, dakle,

zakljuciti, da je za telo od materijala OHA, hidrostaticki pritisnuto, potrebno
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poznavati 21 elasticnu konstantu, razlicitu od nule, od cega je samo 18 medusobno
nezavisno, zbog uslova simetrije u matricama elasticnosti i krutosti. Oznaka tog
materijala je OHA18.

U tackama homogenog anizotropnog tela, koje poseduje geometrijsku ili
elasti¢nu simetriju, neki od navedenih koeficijenata, u matrici elasti¢nosti, odnosno
matrici krutosti, postaju jednaki nuli (Rand, Rovenski, 2005.)

Tela s tri ravni simetrije, koja imaju ortogonalnu homogenu anizotropiju ili
ortotropiju, imaju oznaku EO.

U Kklasi tela od EO materijala, osim opste ortotropije, gde su elasticna svojstva
razli¢ita u pravcima tri koordinatne ose, postoje i podklase:

TRG — tela s tetragonalnom simetrijom, gde su elasti¢na svojstva ista u pravcu
dve koordinatne ose a razli¢ita duz tre¢e koordinatne ose,

TI — tela s transverzalno izotropnom simetrijom, gde je ravan, u kojoj su
elasti¢na svojstva ista u pravcu dve koordinatne ose, istovremeno i ravan izotropije, koja
je inace upravna na osu simetrije 1

CUB - tela s kubnom simetrijom, gde su elasti¢na svojstva jednaka u pravcu sve
tri ose a ne postoji ravan izotropije, Sto znaci da su svi elasti¢ni parametri medusobno
nezavisni.

Opsta ortotropija - EO odgovara strukturi polimera a TRG 1 TI simetrija
strukturi kompozita i laminata.

Dalje ¢e se posmatrati samo tela s opStom ortotropijom.

Matrica elasti¢nosti, za tacku tela od EO materijala, ima sledeci oblik:

C, C, C;, 0O 0 0
Cy Cyp Cy 0 0 0
C- Cy Cp Gy 0 0 0 (2.29)
0O 0 0 C, 0 0
0 0 0 0 C; 0
(0 0 0 0 0 Cg]

odnosno
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1/E, -v,/E, —v,;/E; 0 0
-, /E, 1/E, -v,/E, 0 0
Co —v,,/E, —v,,/E, 1/E, 0 0 0 (2.30)
0 0 0 1/G,, 0 0
0 0 0 0 1/G;, 0
0 0 0 0 1/G, |
gde je
C,,c C C
V12 :——12 2 :—i; \/13 :—#;
C,,0, C,, Cys
C C
Vo = -2 Vo3 = ——=
C, Cys
C C
Vy == vy, =——2%
C, C,,

1z izraza (2.30), vidi se, da je za prostorno napregnuto telo od EO materijala, u
slucaju, kada se ravni elasticne simetrije poklapaju s ravnima glavnih napona, dovoljno
poznavati 12 razlicitih materijalnih konstanti:

El7E29E37V129V13aV21vvza’V31=V32’G239G319G12

Deformacije u telu od EO materijala, koje je prostorno napregnuto, jednake su:

1 \% %
¢, =C,0,+C,0,+C 0, =—0,-—*0,-—0,
El E2 E3
e, =C,0,+C,0,+C,0,=—2¢ +ic Y
2 7 V211 2272 233 T 1 2 3
1 E2 E3
2.31)
6,=C,0,+C,0,+C,0,=—2lg —2g +— g
37 V311 322 33¥3 T 1 2 3
1 E2 3
L [ 1
8, =Cuty =T & =CiTy=——15 & =CqTa=7—""T(
23 31 12
Jasno je da zbog simetrije matrice elasticnosti vaze sledece relacije:
E, vy =Evy, Eyvy, =Ejvy,, Eyv=Eyv;, (2.32)

zbog Cega je, za prostorno napregnuto telo od EO materijala, broj medusobno
nezavisnih materijalnih konstantni, koje treba poznavati, samo 9. Oznaka ovog
materijala je EO9. Radi jednostavnijeg raCunanja, moze se pretpostaviti da postoji

analogija EO materijala sa EI materijalom, u ravnima simetrije. U tom slucaju, u tim
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E.

. v . oy .. . . 1
ravnima vaze veze izmedu modula elasticnosti 1 modula smicanja: G.. =

ij _2(1+vij)

(Marjanov, Miri¢ Milosavljevi¢, Mihailovi¢, 1999b). Minimalni broj, medusobno
nezavisnih materijalnih konstanti smanjuje se na 6.

Matrica krutosti inverzna je matrici elasti¢nosti (2.30):

1-vyvy Vi + ViV Vi VRV 0 0 0
E,E.d E,E.d E,E.d
Vo tVaVa 1=V VstV v 0 0 0
EE.d EE.d EE.d
D=| vy +vy vy, Vi +vpvy L=y, 0 0 0 (2.33)
EE.,d EE.,d E.E.,d
0 0 0 Gy, O 0
0 0 0 0 G;, O
| 0 0 0 0 0 G|
gde je
d= 1= ViaVo) = VasVay = V31 Vi3 = 2VipVi3Vy, (2.34)
EE,E;
Elasti¢ne konstante mogu se izracunati preko elemenata matrice krutosti:
E, = C11C22C33 +2€53€15C 13— €11Ca” €€y’ —C33C1y”
C22C33 = Cp3
E, = €11€92C33 +2€3€15Cy3 — c110232 — i’ — 3y’
C11€33 —Ci3
E, = €11€22C33 +2€3C15C15 — C110232 —CpCi’ — 3y’
Ci1C ~ €2 (2.35)
v, = 12633 7 G130 200 T C%s | C13Ca T C1nCs _ 2013 ~ 1ol
21 2 12 2 31 2 13 2
Ci11€33 = Ci3 €22C33 =Co3 C1€22 =12 €22C33 =Co3
_ C1iCa3 ~C1nCi3 _ C1iCas ~ C1oCys
23 — 2 32 = 2
C11€33 = €3 Ci1€22 — €y

Gy =cyn Gy =css, Gpp =Cg
I kod tela od EO materijala, kao i kod tela od EI materijala, ukupan
deformacioni rad, od svih komponenti napona, mora biti pozitivan. Invarijante matrice
elasti¢nosti, takode, moraju biti pozitivne vrednosti. 1z ovih matematickih uslova slede
fizicka ogranicenja za veli¢ine elasti¢nih konstanti
Ocigledno je da u ovom slucaju moraju biti pozitivne i konacne sledece elasti¢ne

konstante:
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0<E,E,,E;,G,,G,,,G,, <o (2.36)

odnosno, slede¢i izrazi moraju biti pozitivni:

(1_\’23\’32)’ (1_V13V31)’ (I_Vlzvzl) >0 (2.37)
1_\’12\’21 ~Vy3V3 V3 Vi3 _2V12V23V31 >0

Iz izraza (2.32) i (2.37) dobiju se nove zavisnosti, izmedu Poasonovih koeficijenta i

modula elasti¢nosti (Lempriere, 1968.), za EO tela:

/E /E
[Vy| < E—l |vis| < E—3 (2.38)
3 1

Iz izraza (2.38) moze se zakljuCiti da Poasonovi brojevi za ortotropno telo, u
zavisnosti od veli¢ine modula elastiCnosti za razlicite ose, mogu biti i veéi od
jedinice (Theocaris, Philippidis, 1992., Norris, 2006., Ting, Chen, 2004.) ali ne sva tri

istovremeno, posto njihov proizvod mora biti manji od jedne polovine.

e

SIL 2-6 Linearno naprezanje ortotropnog pravougaonog paralelopipeda

Pri linearnom naprezanju, tela od EO materijala, oblika pravougaonog

paralelopipeda, (Sl. 2-6),6, =c, =0, javljaju se samo dilatacije, dok su klizanja

jednaka nuli:

()
E, E, (2.39)
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Za slucaj linearnog naprezanja tela od EO materijala potrebno je, dakle, poznavati 3
medusobno nezavisne elasticne konstante, razlicite od nule. Oznaka tog materijala je
EO3.

Ako na EO telo, oblika pravougaonog paralelepipeda, ¢ije su dve i dve stranice

paralelne s ravnima elasti¢ne simetrije, deluje hidrostaticki pritisak ¢, =0, =0, =0,

deformacije su sledece:

1 1
€& =|-V,,—+——-V,,— |O
: [ “E, E, °” EJ (2.40)
: ( y L+Lj0
3 31 El 32 E2 X

Za slucaj hidrostati¢ki pritisnutog paralelepipeda, od ORT materijala,
potrebno je poznavati 9 medusobno razlicitih elasticnih konstanti, razlicitih od nule, od
cega je samo 6 nezavisnih. Oznaka tog materijala je EO6.

U EO materijalu, u opStem slucaju ravnog i prostornog naprezanja, postoje i
dilatacije 1 klizanja. Za slucaj linearnog naprezanja i hidrostatickog pritiska nema
klizanja, odnosno, nema deformisanja oblika i pravih uglova paralelepipeda.

Medutim, sve ovo vazi uz pocetnu pretpostavku da se pravci glavnih
deformacija poklapaju s pravcima glavnih napona. U praksi, kod EO materijala pravci
glavnih dilatacija Cesto se ne poklapaju s pravcima glavnih napona. Zato u takvom
materijalu, u opStem slucaju, ¢ak i hidrostati¢ki pritisak izaziva klizanje. Za ravno
naprezanje drveta kao EO materijala, u slucaju kada se koordinatne ose ne poklapaju s
pravcima elastiCne simetrije, reSenje su odredili Marjanov, Miri¢ Milosavljevic,
Mihailovi¢, (1999a). Priblizno reSenje za prostorno naprezanje drveta kao EO
materijala dobio je Cobones, (1979.).

Zbog Siroke rasprostranjenosti Hukovog elementa u praksi treba ukratko istaéi
njegove prednosti 1 nedostatke:

e prednosti — prva zabeleZena jednaCina stanja Cvrstog tela, jednostavan
model, linearna relacija normalni napon-dilatacija, laka generalizacija,

uzima u obzir uticaj temperature,
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e nedostaci — izveden za izotropne materijale, za Cvrsta tela, za
jednoaksijalna optere¢enja, ne uzima u obzir smi¢u¢e napone, uzima u
obzir samo kristalnu strukturu materijala, ne obuhvata klase materijala
koji se razli¢ito ponasaju pri optere¢enju i pri rasterecenju, ogranicenost
modela na napone ispod grani¢nih, vazi samo za male deformacije.

Za svaki materijal postoji oblast malih deformacija gde moze da se primeni
Hukov zakon. Ta oblast je razli¢itog opsega za razliCite materijale. Na primer za Celike
oblast primene Hukovog zakona vaZi za izduZenja reda veli¢ine 10°-5-10" i za klizanja
duplo manjeg reda veli¢ine. Za povecanje deformacija iznad tih granica menja se
karakter veze napon — deformacija.

Sto se ti¢e procesa rastere¢enja materijala eksperimenti pokazuju za materijale
kao Sto su polimeri da nakon uklanjanja opterecenja ostaju zaostale deformacije ili
zaostali naponi, odnosno materijal ne moze da se vrati u potpunostri u prvobitno
nedeformisano stanje. Osim toga za polimere oblik veze napon-dilatacija znatno zavisi
ne samo od smera opterecenja nego i od vremena trajanja opterecenja, brzine nanosenja
opterecenja, istorije opterecenja, temperature, vlage...

Zbog velikog broja materijalnih konstanti koje treba odrediti za anizotropna i
ortotropna tela postavlja se pitanje opravdanosti uopStavanja Hukovog zakona. Iz tih

razloga trazen je novi model koji bi bolje opisao ponasanje Sire klase materijala.

2.3. Viskozni materijal - Njutnov element

Primer viskoznog materijala je tecnost. Ocigledno je da je tecnost materijal koji
ima svojstvo tecenja. Posedovanje tog svojstva kod nekih drugih materijala nije uvek
ocigledno, pa se trazi preciznije tumacenje pojma viskozne te¢nosti. Dalje se moze reci
da je viskozna tecnost materijal kod kojeg ostaju neke promene oblika i nakon prestanka
dejstva spoljasnjih sila. Ovakva definicija viskoznog materijala je preSiroka, jer zaostale
- nepovratne deformacije postoje 1 kod viskoznih 1 kod elastoplasti¢nih materijala (SI.
2-7). Razlika izmedu ove dve vrste materijala je u tome $to se kod viskoznih nepovratne
deformacije javljaju i pri vrlo malim naponima, dok se kod elastoplasticnih takve
deformacije javljaju samo nakon prekoracenja grani¢nih optereéenja. Sa obzirom na tu
razliku, moze se re¢i da je viskozna tecnost materijal koji tece (ima nepovratne

deformacije) i pri delovanju beskonacno malih napona.
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Viskozni materijal  Elastoplasti¢an materijal

SL 2-7 Dijagram napon - dilatacija za konstantnu brzinu optereéenja i rastereéenja za viskozni i
elastoplastican materijal

Pri izvodenju eksperimenata uoceno je da se kod ispitivanja ove pojave
pojavljuju sledeci problemi:

Pre svega, merenja treba obavljati i pri delovanju beskona¢no malih napona.
Nivoi napona u eksperimentima su u nekim uobic¢ajenim opsezima. Opsezi su konacni 1
odreduju se u zavisnosti od moguénosti merenja dostupnom opremom i od planiranog
vremena 1 troSkova istrazivanja. TeSko je eksperimentalno zabeleziti Sta se ta¢no deSava
ako se naponi smanje za nekoliko redova veli¢ina, odnosno, tesko je odrediti donju
granicu napona pri kojoj se moze zabeleziti pojava teCenja. Donja grani¢na vrednost
napona pri ispitivanju moze biti takva da se teCenje materijala u jednom eksperimentu
ne moze ni uociti, a uoc¢ava se tek s drastiénom promenom eksperimentalnih uslova, §to
se u praksi tesko obezbeduje.

U vezi s delovanjem vrlo malih napona, postavlja se i pitanje da li se stanje
mirovanja kod viskoznih teCnosti smatra kao stanje s vrlo malim naponima, pa postoji
teCenje, ili ipak postoje nekakvi zaostali naponi koji onemogucavaju pojavu tecenja. Na
primer, smatra se da tecnost s pokretnom spoljaSnjom granicom u mirovanju nema
napona po celoj zapremini tela. Ovo nije u potpunosti istina. Na primer, te¢enje moze da
se javi unutar teCnosti s pokretnom granicom, ako u teCnosti postoji temperaturni
gradijent.

Uz to, vreme trajanja eksperimenta je ogranieno i konac¢no, tako da se
nepovratne deformacije, iako postoje, ne mogu uociti. Mogle bi se uociti kada bi se
vreme izvodenja eksperimenta znatno povecalo, S§to naravno povecava troskove
istrazivanja.

Ovo dovodi do potrebe da se znaCenje termina viskozna tec¢nost preformulise.
Viskozna tecnost je materijal koji vrlo brzo relaksira. Ta definicija daje koncept

te¢nosti, ne kao stanje materijala, nego kao stanje njegovih svojstava.
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Sa stanoviSta zadrzavanja akumulirane energije moze se re¢i da je viskozna
tecnost materijal, koji se deformise tako da mu se kompletna energija, neophodna za
deformisanje, rasipa, pa ne preostaje energija potrebna za povratnu deformaciju.

Eksperimenti su takode pokazali da se pri kretanju tela kroz viskozni fluid, zbog
postojanja trenja, javlja otpor proporcionalan prvom stepenu brzine kretanja tela. Dakle,
napon u viskoznom fluidu je linearna funkcija brzine deformisanja, a ne same
deformacije. SI. 2-8, levo, prikazuje zavisnost smi¢u¢eg napona od brzine klizanja u tacki,
kod ustaljenog jednodimenzionog strujanja viskoznog fluida. MoZe se uociti da je ta

zavisnost linearna, $to znaci da je koeficijent viskoznosti, kao tangens ugla o, konstantan.

T[Pa]
n

e —
B F

o
v

187
SL 2-8 Dijagram smicuéi napon - brzina klizanja za Njutnovo telo (levo) i Njutnovo telo (desno)

Element koji dobro opisuje ponaSanje viskoznog fluida je klipni cilindar
ispunjen viskoznom te¢noséu i zove se Njutnovo telo. Sl. 2-8, desno, prikazuje
Njutnovo telo. Model je dobio ime po Isaacu Newtonu (1643-1727) koji je, izmedu
ostalog, zasluzan 1 za razvoj diferencijalnog i integralnog racuna.

Viskozni fluid poseduje svojstvo viskoznosti, 1, &ija je dimenzija Ns/m’.
Viskoznost je svojstvo materijala koje ne zavisi od geometrije tela. DefiniSe se kao
unutrasnje trenje fluida, nastalo kao posledica difuzije-meSanja atoma i molekula,
unutar amorfnih materijala. Ona dovodi do kretanja, konstantnom brzinom. Brojno je
jednaka sili koja, izmedu slojeva jedini¢ne povrSine, odrzava jedini¢ni gradijent brzine.
Viskoznost pokazuje da klizanje u tacki raste s vremenom i pri konstantnom smicucem
naponu. Ona zavisi od temperature, pritiska i trajanja opterecenja.

Klizanje nastalo u procesu opterecenja i rasterecenja viskoznog fluida, zaostaje
za smi¢u¢im naponom, $to prikazuje Sl. 2-9. Sa slike se vidi da su viskozne deformacije

fazno pomerene u odnosu na smi¢uce napone, za 90°.

32



Napon
Klizanje

s
\\ ,
\ V4
\ 7/ g
\ /7 Vreme
AN /
\ —

— Klizanje
= = Napon

Sl. 2-9 Fazno kasnjenje klizanja za naponom kod Njutnovog tela
Njutn je prvi napisao linearni zakon za kretanje cvrstog tela kroz fluid, i on

glasi:
T=N—=1Y (2.41)

gde je T - smicuéi napon, y - brzina klizanja.

Konstantno optere¢enje deluje na klip, koji se pomera sa zakasnjenjem zbog
prisustva viskoznog fluida. Na taj nacin se deformiSe te¢nost unutar cilindra. Zbog
faznog kaSnjenja klizanja u odnosu na smicu¢i napon, dijagram smicuci napon—klizanje,
u pocetnom delu nije linearan (SI. 2-10, levo). Klizanje se, dakle, ne deSava trenutno
ve¢ nakon odredenog vremena, odnosno, nastanak deformacije je vremenski zavisan
(SL. 2-10, desno). Vreme potrebno da se desi klizanje zavisi i od veli¢ine opterecenja i
od brzine nanoSenja opterecenja.

Deformacija koja se u potpunosti razvila, pri konstantnom opterecenju ispod
grani¢ne vrednosti, ostaje nepromenjena sve do trenutka rastereCenja. Nakon
rastereCenja viskoznog fluida prestaje njegovo deformisanje. Zbog viskoznosti,
deformacija nije povratna. Zbog prirode viskoznog fluida, deo energije deformisanja
trosi se na savladavanje otpora trenja, izmedu Cestica viskoznog fluida i tako se "gubi".
U tome je osnovna razlika izmedu Hukovog - idealno elasticnog 1 Njutnovog -
viskoznog tela. Kod Hukovog tela, povratne deformacije su trenutne i potpuno
reverzibilne (nema nikakvih gubitaka energije deformisanja), dok su kod Njutnovog tela
deformacije nepovratne, zbog potpunih "gubitaka" energije deformisanja, S$to nije u

skladu sa zakonom o odrzanju energije.
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SL 2-10 Dijagram smicu¢i napon — klizanje za Njutnovo telo (levo); Vremensko klizanje viskoznog
elementa (desno)

Za razliku od elasti¢ne deformacije viskozna je trajna, jer atomi menjaju svoj
poloZzaj, za udaljenost koja nije manja od parametra reSetke (veliina b, Sl. 2-11). Kod
elasti¢nosti, otklon ne prelazi polovinu parametra resetke.

b Smicuéi napon

—

Sl. 2-11 Parametar reSetke b, i prikaz viskozne deformacije

Generalizacijom Njutnove konstitutivne jednacine za linearno naprezanje (2.41),
dobije se konstitutivna jednacina prostorno napregnutog viskoznog fliuda:

c; =2nD; (2.42)

- Ov,
gde je: oj - tenzor napona, Djj - tenzor brzine deformisanja: D;; =%[%+8—J . Izraz
X;  OX;

1

(2.42) mozZe se napisati i u obliku Navije Stoksovih jednacina:
o, =—Pd; + Ag, 5, +2ny, (2.43)

gde je: oj - tenzor napona, P - pritisak, A - zapreminska ili dilataciona viskoznost, ¢,, -

tenzor brzine promene dilatacija: €,, = 8_k 7, - tenzor brzine promene klizanja .
X
k

Za anizotropan materijal viskoznost vise nije konstantna. U jednacinu (2.43)
umesto konstantnih viskoznosti, 1 1 A, uvodi se tenzor, karakteristican za odredeni
materijal. On je, takode, nezavisan od tenzora napona i tenzora deformacija.

Ovaj model, dakle, dobro opisuje ponasanje viskoznih te¢nih materijala, kod
kojih je viskoznost konstantna. Oni se zovu Njutnovske tecnosti. Svojstva Njutnovskih
te¢nosti pri konstantnoj temperaturi i pritisku su:

e Postojanje samo smicucih napona, nastalih pri prostim smi¢u¢im strujanjima

o Smicuca viskoznost ne zavisi od brzine klizanja

e Viskoznost je konstantna u odnosu na vreme trajanja smicanja, a napon u
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te¢nosti trenutno pada na nulu, kada prestane smicanje

e Viskoznosti merene pri razli¢itim tipovima deformacija uvek su u prostoj
proporciji  jedna s drugom. Na primer, viskoznost merena u
jednodimenzionim poduznim strujanjima triput je veéa od one merene pri
prostim smicu¢im strujanjima.

Tecnost koja pokazuje bilo kakvo odstupanje od gore navedenih svojstava zove
se nenjutnovska ili reolosSka tecnost. Odstupanje u ponasanju uglavnom se prikazuje u
Njutnovoj jednacini razli¢itim izrazima za viskoznost.

S1. 2-12 prikazuje razlike u dijagramima smicuci napon — brzina deformisanja,
za Njutnovsku teCnost i neke nenjutnovske materijale. Jasno se vidi da za neke
nenjutnovske tecnosti, postoji nelinearnost viskoznosti. Bingamova plastika (postoji
prednapon smicanja), dilatantne tecnosti (viskoznost im se povecava s povecanjem
gradijenta brzine smicanja) i pseudoplastika (viskoznost im se smanjuje s poveéanjem
gradijenta brzine smicanja) spadaju u polimere, ¢ija svojstva ne zavise od vremena
smicanja. Postoje 1 nenjutnovske teCnosti, ¢ija svojstva zavise ne samo od brzine

smicanja, nego i od vremena trajanja smicanja. Njih izucavaju tiksotropija i reopeksija.

Dilatantne

Bingamova
tecnosti

plastika

|

Strujanje
Njutnovske
te¢nosti

I3

¢uéi napon

v

Smi

Pseudoplastika

Brzina deformisanja
Sl 2-12 Dijagram smic¢uci napon — brzina deformisanja za Njutnovske i nenjutnovske materijale

Prednosti 1 nedostaci Njutnovog elementa:

e Prednosti — prva zabeleZzena jednacina stanja viskoznog fluida, jednostavan
model, linearna relacija napon-brzina deformisanja, s konstantnon
viskozno$¢u kao faktorom proporcionalnosti, laka generalizacija, uzima
(posredno preko viskoznosti) u obzir uticaj temperature.

e Nedostaci — vazi za amorfne izotropne materijale, vazi samo za te¢nosti, vazi
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za jednodimenziona smicuca strujanja, ne uzima u obzir normalne napone, ne
uzima u obzir strukturu materijala, ogranicenost modela na napone ispod
grani¢nih, lo§ opis pocetka deformisanja (vremenska zavisnost, memorija
fluida).

Dakle, Njutnova konstitutivna jednacina za napon, koja je inace empirijskog
karaktera, vazi za nestiSljive fluide, za jednodimenziono strujanje i za strujanje bez
mesSanja strujnica. Smicuci naponi kod takve vrste strujanja daju jednostavan naponski
tenzor. Pri smicanju, kod takvog fluida, promena rastojanja izmedu Cestica direktno je
proporcionalna vremenu.

Za opisivanje Sire klase polimera i1 dalje je potrebno traziti bolji model. Zasto?
Sta pokazuju dosada$nja merenja reoloskih parametara polimera? U eksperimentima se
obi¢no zadaje napon, brzina klizanja je nepoznata, dok se reoloSki parametri odreduju
merenjem deformacija. Reoloski parametri dobijeni koriS¢enjem Njutnovih
konstitutivnih jednacina neadekvatni su za polimere, jer se pretpostavlja konstantna
viskoznost 1 odsustvo normalnih napona. U stvarnosti, reoloski parametri polimera
zavise od vrste materijala: njegove strukture, molekulske tezine, koncentracije.

Kako se uopstavaju Njutnove konstitutivne jednacine za polimere? Uzima se da
viskoznost nije konstantna, nego da zavisi od brzine klizanja. Sto se tice uleica
normalnih napona, usvaja se komplikovaniji izraz za vezu napona i brzine deformisanja.
Da bi se joS§ bolje modelirao materijal mora se pretpostaviti viSe reoloSkih parametara,
koji vaze 1 za nestacionarno strujanje. Oni govore i o memoriji materijala i o
nelinearnosti dilatacija.

Drugi nacin je da se Njutnov model kombinuje s nekim drugim modelom.

2.4. Maksvelov model-model za relaksaciju napona

Model viskoelasti¢nosti, koji se zove Maksvelov model, sastoji se iz Hukovog 1

Njutnovog tela, vezanih redno (SI. 2-13).
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(e) i 8=8H+8N
SL 2-13 Maksvelov model za relaksaciju napona

Ovaj model je dobio ime po J.C.Maxwellu (1844-1906), naucniku koji je
izmedu ostalog uveo i koncept relaksacije napona u kineti¢ku teoriju gasova.

S obzirom na jednacine (2.2) i (2.41), brzine deformisanja Hukovog i Njutnovog
tela jednake su: €, :% 1€y =%.

Ukupna dilatacija linearno napregnutog Maksvelovog modela dobije se kao zbir
dilatacija Hukovog i Njutnovog elementa. Isto vazi i za brzine deformisanja,

€ =¢€, +£,, dok je normalni napon u oba elementa jednak. Tako se dobija konstitutivna,

linearna, parcijalna diferencijalna jednacina - PDJ, za linearno napregnut Maksvelov

model, u slede¢em obliku:

G ©
E=—+— 2.44
' (2.44)
odnosno
G+p,6=qE (2.45)

n

gde je: p, = E =14, q, =M. Veli¢ina T, koja predstavlja koli¢nik viskoznosti 1 modula

elasti¢nosti, ima dimenziju vremena. Zove se vreme relaksacije ili vreme otpustanja. U

praksi se uzima da je vreme relaksacije ono vreme koje je potrebno da pocetni napon
opadne na 1/3 pocetnog napona. Drugi oblik jednacine (2.45) je sledeci:

G+ 1,6 ="¢ (2.46)

Jednacine (2.44), (2.45) 1 (2.46) pokazuju uticaj brzine deformisanja na veli¢inu

normalnog napona, kao sto pokazuje Sl. 2-14.
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Porast brzine deformisanja

€
SL 2-14 Zavisnost napona Maksvelovog modela od brzine deformisanja.

Iz jednacina (2.44), (2.45) 1 (2.46) vidi se da je za Maksvelov model potrebno

poznavanje dva viskoelasticna parametra. Jedan je viskoznost, karakteristiCan za
te¢nosti, a drugi ima dimenziju vremena, potrebnog za relaksaciju napona u te¢nosti.
Takode se vidi da je veza napona i brzine deformisanja, za ovaj model, linearna.

Sta se desava pri konstantnoj deformaciji e=¢oH(t) s Maksvelovim modelom?

U ovom slucaju, brzina deformisanja jednaka je nuli. Ako deformaciju prikazemo u

obliku

e=gH(t—t,) (2.47)
gde je H(t) Hevisajdova funkcija:
0,t<t
H(t-t, )= ° 2.48
(t=t) {1, > 1, } (248)
1z jednacine (2.46) dobije se nova konstitutivna diferencijalna jednacina :
c+1,6=0 (2.49)
odnosno
do__o (2.50)
dt Tg

Jednacina (2.50) pokazuje da Sto je duZe vreme relaksacije napon sporije opada.
To vazi samo za slucaj kada je ukupna deformacija konstanta, $to je neophodan uslov za
pojavu relaksacije napona.

Upravo zbog toga, vreme relaksacije koristi se kao osnov za klasifikaciju
materijala (Sl. 2-15). Navedena slika pokazuje da u elasticnom telu nema relaksacije
napona, dok viskozna tecnost relaksira vrlo brzo. Bezdimenzioni koeficijent t/tg
definiSe stanje materijala.

Resenje jednacine (2.50) je:

t

c=Ae ™ 7a t>0 (2.51)
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Integraciona konstanta A odreduje se iz pocetnog uslova da je za t=0, o =c¢ = Ejgy,

odakle je A=Ego. Napon o nalazi se iz izraza:

(2.52)

odnosno:

(2.53)

Jednacina (2.53), prikazana u dijagramu napon-vreme, daje krivu relaksacije

napona.

Elasti¢no ¢vrsto telo  t/Tr<<l T — ©

Viskoelasti¢no telo

0,37c

I >

0 Viskozno Tr t
tecno telo
SI. 2-15 Klasifil terijala s obzirom na vreme trajanja relaksacije

G(t) -

Iz izraza (2.53) dobije se da je =E. e Tr , odnosno moze se definisati
80

izraz za promenljivi modul elasti¢nosti kod relaksacije napona, modul relaksacije:

G(t) _% 9 _?:
E(t):ERel =——==Ee *=—"e (2.54)
€y |

Iz izraza (2.54) vidi se da je modul relaksacije opadajuca funkcija, koja se menja po

eksponencijalnom zakonu. Kada se u jednacinu (2.54) stavi da je t =1, dobije se da je

E(rR) =—2~0,36E, ~ lEO. Dobijeni rezultat govori da je vreme relaksacije, ustvari,

e
period potreban da se poCetni modul smanji za 2/3 (SI. 2-16). On zavisi od pocetnog

modula elasti¢nosti, karakteristicnog za odredenu viskoelasti¢nu te¢nost.

39



E(t) ¢ D(t) ,
Eg /

13E, LTI\

A

v

Sl. 2-16 Levo -promena modula relaksacije, desno - promena modula viskoznog tecenja kod
Maksvelovog modela

U pocetnom trenutku Maksvelov model se ponasa kao opruga. Viskozna
komponenta deformacije javlja se naknadno. Za t>tr napon opada do nule, zbog uticaja
viskoznosti (po jednacini (2.52)). Maksvelov model dobro prikazuje relaksaciju napona.

Uvodenjem Laplasovih transformacija u jednacinu (2.44) dobije se:

SE=—SC+—0C (2.55)

3 |=

1
Es
gde je: 521(8),621(0).

Konstitutivna jednacina viskoelasti¢nosti (2.55) zove se asocijativna jednacina
za Maksvelov model. Sve konstitutivne jednacine viskoelasticnosti za sve naredne
modele, napisane u obliku Laplasovih funkcija, zvace se asocijativne jednacine.

Laplasova transformacija je integralna transformacija, koja datu kauzalnu
funkciju f(t) (original), preslikava, iz vremenskog domena (t=vreme), u funkciju F(s), u
kompleksnom spektralnom domenu. Ova transformacija je nazvana po Pjer-Simon
Laplasu (1749-1827. godine), koji ju je koristio u svojim radovima o teoriji
verovatnoce, iako ju je stvarno otkrio Leonard Ojler, Svajcarski matematicar iz 18. veka.

Konstantna deformacija €= SOH(t - to) , za t>0, primenom Laplasovih

transformacija, moze se izraziti u obliku:
_ 1
E=¢g,— (2.56)
s

Zamenom izraza (2.56) u jednacéinu (2.55) dobija se :

€, =%s+g (2.57)
n

odakle je napon jednak
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Eg,

o= (2.58)

E
S+—
n

Inverzna Laplasova transformacija jednaCine (2.58) daje, razume se, isto resenje
za napon kao 1 jednacina (2.53).

Pri konstantnom naponu oc=coH(t-ty) , za t>0 , iz jednaCine (2.46),
analognim postupkom, kao kod konstantne deformacije, dobija se za Maksvelov model

slede¢a deformacija:

e(t) =ﬁ[1+iJ (2.59)

odnosno
G, O, I 1
e(t)=| L+t |=0,| =+—t (2.60)
E n E n

Veli¢ina T, predstavlja koli¢nik viskoznosti i modula elasticnosti modela, pri

konstantnom naponu. Ima dimenziju vremena i zove se vreme viskoznog tecenja ili
vreme retardacije. Ovo vreme racuna se isto kao i1 vreme relaksacije, ali ima drugu
oznaku, jer se radi o razli¢itim po¢etnim uslovima. Sto je duZe vreme viskoznog tedenja,
model se sporije deformise.

Jednadina (2.60) predstavlja jednaCinu prave. Ona pokazuje da se, pri
konstantnom naponu, deformacija stalno povecava s vremenom, odnosno, model moze

prenositi naprezanje samo pri deformisanju. Ovo svojstvo je karakteristiéno samo za

tecnosti.
Iz jednacine (2.60) dobija se modul viskoznog tecenja D(t):
et
D(t)=ﬁ=l+lt=D0+lt=1(rw+t) (2.61)
o, E m n o on
odnosno
1
D(t)=E, = q—(p1 +1) (2.62)
1

gde je Dy - pocetni modul viskoznog tecenja.
Iz izraza (2.62) vidi se da je modul viskoznog teCenja rastu¢a funkcija, koja
raste neograniceno (Sl. 2-16). Zavisi od pocetne viskoznosti i vremena viskoznog

tecenja, karakteristicnog za odredeni materijal.
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Vazno je joS pomenuti da postoji veza izmedu modula relaksacije 1 energije
disipacije u hidraulickom cilindru. Energija disipacije u hidraulickom cilindru ima
maksimum pri nekom srednjem vremenu, §to pokazuje Sl. 2-17. U pocetnom trenutku i
nakon beskona¢no dugog vremena, nema pomeranja klipa u hidraulickom cilindru,
nema viskoznih deformacija, ni disipacije energije. To zna¢i da u pocetnom trenutku

efektivni modul mora biti jednak pocetnom modulu elastic¢nosti.

1

Efektivni modul

14
vreme

>
14

Max disipacije

Energija
disipacije

>
vreme

SL 2-17 Veza efektivnog modula elasti¢nosti, za Maksvelov model, i energije disipacije u
hidrauli¢nom klipu

Iz izraza (2.60) vidi se da, odmah nakon nanoSenja konstantnog opterecenja,
dolazi do trenutne elasti¢ne deformacije opruge, a zatim i do daljeg rasta deformacije,
konstantnom brzinom (SI. 2-18). Deformacija se teorijski neograni¢eno povecava sve
dok deluje opterecenje. Izraz (2.60) pokazuje da je deformacija linearno zavisna od

vremena, odnosno, da se prirast deformacije obavlja konstantnom brzinom.

r N G
o o=0(t)
g 4e=¢(t) €
t > ¢t
Viskozno tecenje Relaksacija napona

Sl. 2-18 Graficki prikaz viskoznog tecenja i relaksacije napona, u jednoliko optereéenom i jednoliko
deformisanom, kao i u rastere¢enom, odnosno nedeformisanom Maksvelovom modelu

Ako se konstantni napon &= GOH(‘[ - to) za t>0, primenom Laplasovih

o S 1 . .. N ..
transformacija, izrazi u obliku: 6 = 6, — , a zatim se taj izraz zameni u jednacinu (2.46),
S

dobija se :
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g (1), 01
E=— (S} . (Szj (2.63)

Inverzna Laplasova transformacija jednacine (2.63) daje isto reSenje za
deformaciju kao i jednacina (2.60).

S1. 2-19 prikazuje ponaSanje Maksvelovog modela u opitu viskoznog teCenja,
relaksacije napona 1 pri rastere¢enju. Maksvelov model nije dobar za opis pojave
viskoznog tecenja, jer eksperimenti pokazuju da brzina deformisanja nije konstantna, da
postoji granica povecanja deformacija i da je deo deformacija viskoznog tecenja
povratan. Sto se ti¢e relaksacije napona, ponaSanje modela odgovara rezultatima
eksperimenata.

Sto se ti¢e procesa rasterecenja, elastiéni deo deformacije trenutno se vraca,
viskozno teCenje ostaje trajno, a to nije u skladu sa eksperimentalnim rezultatima. Zbirni
dijagram, koji prikazuje Sl. 2-19, koristi se za poredenje razli¢itth modela
viskoelasti¢nosti.

. Viskozno Relaksacija Rastereéenj
W . 1
tecenje napona

- /

O a

- —\——
Gb__ R

Sl. 2-19 Viskozno tecenje, relaksacija i rasterecenje Maksvelovog elementa

Gb/k

v

Zbog ponasanja koje je opisano, moze se zakljuciti da je Maksvelov model
model svojstava viskoelasti¢ne te¢nosti, ali ne i viskoelasti¢nog ¢vrstog tela.

Ovde je vazno objasniti, joS, crtanje dijagrama zavisnosti viskoelasti¢nih
veli¢ina (modula) od vremena. Ako se u dijagramima koristi linearna razmera, postoji
mogucnost da se izgube iz vida neke vazne pojave. Sl. 2-20 prikazuju dijagrame
zavisnosti istih veli¢ina, ali u razli¢itim razmerama (u dijagramu log-log postoji deonica

koja je konstantna, Sto se ne vidi u dijagramu s linearnom razmerom).
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D(t)/D

logD(t)/D
S = N W A& U &

I N N N B
2 -1 01 2 3 4
log t/t

Sl. 2-20 PonaSanje Maksvelovog modela pri viskoznom tecenju u dijagramu s linearnom razmerom
ilog-log razmerom

2.5. Kelvin Voigt-ov model- model za viskozno teCenje

Model viskoelasti¢nosti u kome su paralelno vezane opruga i hidraulicki

cilindar, naziva se Kelvin Voigt-ov model ili samo Voigt-ov model (SI. 2-21).

Py

ON €
&
o

Sila
SL. 2-21 Kelvin Voigt-ov model za viskozno tecenje

Ukupan napon linearno napregnutog modela jednak je zbiru napona u Hukovom
1 Njutnovom elementu, 6 =c, +6, . Deformacija u oba elementa je jednaka, pa se za

napon dobija slede¢a konstitutivna jednacina:

c=Ee+ne (2.64)
odnosno
G =(,e+q,€ (2.65)
ili
o=E(e+1,£) (2.66)
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q;
9o

Iz jednacina (2.64), (2.65) 1 (2.66) vidi se da je za Kelvin Voigt-ov model

gdeje q,=E, q,=m, 1,, =

potrebno poznavanje dva viskoelasti¢na parametra, od kojih je jedan, pocetni modul
elasti¢nosti, karakteristiCan za Cvrsta tela, a drugi, vreme potrebno za viskozno tecenje.
Dakle, Kelvin Voigt-ov model sluzi za postavljanje veza napon-deformacija-vreme za
viskoelasticno c¢vrsto telo. Takode je uocljivo da je veza napona i deformacije za ovaj
model linearna, i da napon ne zavisi samo od deformacije, nego i od brzine
deformisanja.

Jednacina (2.66) pokazuje da postoji fazno zaostajanje deformacije 1 napona (SI.

2-22).
=, _’( 0
T [
= é ‘\\\ 7
g & ~ 7 v
—— Napon
------ Deformacija

Sl. 2-22 Fazno kasnjenje deformacije i napona kod Kelvin Voigt-ovog modela

PDJ (2.64), (2.65) 1 (2.66) su samo razli¢iti oblici konstitutivne jednacine za
linearno napregnut, Kelvin Voigt-ov model. JednaCina (2.64) je identi¢na jednacini koja
opisuje zavisnost vremena i temperature Williama Thompsona — Lorda Kelvina (1824-
1907), pa odatle potice naziv ovog modela. Drugi deo naziva modela potice od imena
nemackog fiziCara Woldemara Voigt-a (1850-1919), koji se bavio spektroskopijom,
verovatno¢om (Voigt-ova kumulativna distributivna funkcija), razvojem tenzorskog
racuna (uveo termin tenzor i odgovarajucu notaciju — Voigt-ovu) i utvrdio je da postoji
invarijantnost Maksvelove tenzorske jednacine (nezavisnost od vrste transformacije).
Pojam invarijantnosti omoguc¢ava uvodenje kriticnih veli¢ina — vremena (vreme
retardacije).

Pri konstantnom naponu 6=c,H(t) dobija se nova konstitutivna jednacina:

SH(Y)_ e . (2.67)
n TVt

gde je 1y vreme viskoznog tecenja ili vreme retardacije. U praksi se uzima da je vreme

viskoznog tec¢enja, vreme potrebno da pocetna deformacija poraste za 2/3.
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ReSavanjem jednacine (2.67), po analogiji s postupkom primenjenim kod

Maksvelovog modela, dobije se odgovarajuca algebarska jednacina za viskozno tecenje:

e(t) =%(l—e'€“] (2.68)

Izraz (2.68), prikazan u dijagramu deformacija-vreme, daje krivu viskoznog
tecenja.

Iz izraza (2.68) vidi se da pri dejstvu konstantnog opterec¢enja dolazi do trenutne
elasti¢ne deformacije opruge, a zatim i do dalje promene deformacije. Teorijski,
deformacija se neograni¢eno menja sve dok deluje opterecenje. Izraz (2.68) pokazuje 1
da je deformacija eksponencijalno zavisna od vremena.

Do izraza (2.68) moze se do¢i i primenom Laplasovih transformacija na
jednacinu (2.64), kao $to je uradeno kod Maksvelovog modela.

Iz jednacine (2.68) dobije se izraz za veli¢inu koja se zove modul viskoznog

tecenja, a opisuje promenu modula elasticnosti tokom vremena, pri opitu zatezanja:

D(t)=Ew(t)=ﬂ=%(1—e_TwJ=DOLI_G_TWJ=L(1_C_(StJ (2.69)

o, 9o
Analogno tome, u testu smicanja, dobije se modul viskoznog tecenja J(t).
Promenu modula viskoznog tecenja D(t) Kelvin Voigt-ovog modela prikazuje Sl. 2-23.
Kada se u jednacinu (2.69) stavi da je t=rt,, dobije se da je
1 2 . . . .
D(’ER)=D0 l1-—{=0,63D, zEDO. To znaci, da je vreme viskoznog teCenja, ono
e
vreme, koje je potrebno da se pocetni modul smanji za 1/3. Promenu deformacije 1
napona tokom vremena, za Kelvin Voigt-ov model, prikazuje Sl. 2-24. Vidi se da
deformacija asimptotski tezi grani¢noj vrednosti gy, Kelvin Voigt-ov model daje dobar

opis viskoznog tecenja, u pogledu postojanja promene brzine deformisanja.

46



G4 € 4
G()I €0 I
O t ! 0 t
D(t) 4 E(t) 4
DO __7 ________ EO
2/3D,
o Tyt t (0] ;

SI. 2-23 Levo - promena modula viskoznog tecenja (log-log razmera). Desno — promena modula
relaksacije Kelvin Voigt-ovog modela.

o
A DA
£
=
2| S £l %
< 1 ~
= I [ -
}—» vreme = — > vreme
] I
= 4gh | 4
P s st =
E |1 K gl S
= ) N ®
S | ~ = | |
L=
% vreme vreme
Viskozno tecenje Relaksacija napona

Sl. 2-24 Grafi¢ki prikaz viskoznog tecenja i relaksacije napona u Kelvin Voigt-ovom modelu

Pri konstantnoj deformaciji, iz izraza (2.64) dobije se konstantan napon. To
znaci da ovaj model ne opisuje relaksaciju napona. Modul relaksacije E(t) u tom slu¢aju
je konstantan (SI. 2-23). To se vidi 1 na Sl. 2-24 1 Sl. 2-25 koje prikazuju ponasanje
Kelvin Voigt-ovog modela u testu viskoznog teCenja, relaksacije napona 1 pri
rastereCenju. Pri rastere¢enju, deformacija se postepeno vraéa, Sto je blisko

eksperimentalnim rezultatima.

Viskozno Relaksacija Rastereéenje

teenje napona
O'a/kA ---------- ::'_"_::---: ------
e | T A ! !
! |
! |
! 1
! 1
! 1
! 1
1 ] o
| ' 4
A ! : t
1 ! '
! |
Oa X
|
1
o |
1
: »
t

SL 2-25 Viskozno tecenje, relaksacija i rasterecenje Kelvin Voigt-ovog modela
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Zbog ponaSanja koje je opisano, (nepostojanje relaksacije napona), moze se
zakljuciti, da je Kelvin Voigt-ov model najprostiji model za viskoelasticno ¢vrsto
telo.

Ocigledno je da se i Maksvelov i Kelvin Voigt-ov model mogu koristiti za slucaj
linearnog, ili naprezanja, ili deformacija. Za prostorno naprezanje i deformacije, mogu
se napisati konstitutivne jedna¢ine za oba modela. Za prostorno napregnut Maksvelov

mode, konstitutivna jednacina glasi:

. 1+v(. Tij Vi . O
& =—|1T.+— |——| 6 +—= |0, 2.70
ij E [ ij le E( kk ‘C2 ] ij ( )

gde su: E i v - Jangov modul i Poasonov broj pri jednolikom strujanju, t; i T, -
vremenski parametri, &; - Kronekerov delta simbol. Iz izraza (2.70) vidi se da
ravnoteZa pri konstantnim naponima ne postoji, Sto je karakteristika fluida. Za

prostorno napregnut Kelvin Voigt-ov model, konstitutivna jednacina glasi:

0= h(ey +0,8, )8, +2u (v, +0,7 ) 2.71)

ij
gde su: A 1 p - Lameovi koeficijenti kod linearnog naponskog stanja, 0; 1 6, - dva
vremenska parametra, vezana za viskoznost. Ova Cetiri parametra mogu se
identifikovati iz opita viskoznog tecenja, pri pritisku i smicanju.

Tabela 2-1 Uporedna svojstva Maksvelovog i Kelvin Voigt-ovog modela u razli¢itim
eksperimentima (7 je karakteristicno vreme-viskoznog tecenja ili relaksacije napona)

Eksperiment Maksvelov model | Kelvin Voigt-ov model
. . . t _t
Viskozno tecenje D(t)=D, +H D(t)=D,|1-¢ *

Relaksacija napona —

E(t)=Ese *
D'=D, D = D,
L1 1+o’t’
D" =
N . no D'ep 9T
Dinamicki eksperiment o' T L ol
EN — (DT]
EH — EO %
I+o't

Maksvelov 1 Kelvin Voigt-ov model su previSe jednostavni za opisivanje

48



ponasanja viskoelasticnog materijala, za koji su karakteristi¢ni 1 viskozno tecenje i
relaksacija napona. Uporedna svojstva Maksvelovog 1 Kelvin-Voigtovog modela

prikazuje Tabela 2-1.

2.6. SloZeniji modeli

Slede¢i korak u modeliranju viskoelasti¢nih tela je kombinovanje Hukovog,
Njutnovog, Maksvelovog i Kelvin Voigt-ovog modela. Ako se kombinuje Hukov model
s Maksvelovim 1 Kelvin Voigt-ovim modelom, dobija se standardni linearni model, za
viskoelasticna Cvrsta tela, poznat kao Zenerov. Ako se kombinuje Njutnov model s
Maksvelovim i Kelvin Voigt-ovim modelom, dobija se linearni model, za viskoelasti¢ne
te¢nosti. Karakteristike Zenerovog modela, kao modela koji se u ovom radu koristi za
VEO C¢vrsta tela, date su u tre¢em poglavlju. Model za viskoelasti¢ne tecnosti ovde nije

predmet proucavanja.

Hukovo telo

1

1

1

Fo=-=------------r €u |
1

C |

_______________

€k
Maksvelovo telo

SL. 2-26 Burgerov ¢etvoroparametarski model
Slozeniji model od  troparametarskog, = Zenerovog  modela, je
cetvoroparametarski, Burgerov model, koji prikazuje Sl. 2-26. Burgerov model naziva
se ponekad i Maksvel Kelvinov model, jer se sastoji iz redno vezanih, Maksvelovog i
Kelvinovog modela. On se koristi kao model koji dobro opisuje termoplasti¢ne
polimere. Burgerov model ima elemente koji opisuju trenutnu elasticnost, odlozenu

elasti¢nost 1 jednoliko viskozno teenje. Zbog toga on dobro opisuje vecinu svojstava
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karakteristiénih za linearne, viskoelasticne materijale. Burgerov model vazi za
viskoelasti¢ne te¢nosti, Sto ¢e se kasnije pokazati i kroz konstitutivne jednacine.
Konstitutivna jednacina, linearno napregnutog, Burgerovog modela formira se,

po analogiji s formiranjem jednacina kod prethodnih modela, i glasi:

gesle L (E_E_E_jﬂ e7)
N Ey Mk My Mk /) MMy
odnosno
P, +p,6+p,06=q,e+qE+Q,E (2.73)
) E 1 1 1 E
gdeJe: Po = £ » P = £ t—t—" Py ==, qoz(),qlz_K’ q2:1
NN Efmg My Mk E, Nk

Jednacina (2.73) je linearna PDJ drugog reda. Dobijena je iz uslova da je napon
6, jednak u svim elementima modela: c=0, =0, =0, (gde je o, =Eg,,
oy =E e +Méx, Oy =MyEy), dok je deformacija €, jednaka zbiru pojedinacnih
deformacija: e =g, +&, +€y.

Ako se uvedu smene: za vreme viskoznog teCenja T, =E—K 1 za vreme

K

AN

relaksacije t,, = T jednacina (2.73) dobija sledeci oblik:
H
é+s‘3izL 6+6 L+L+ Ey + ! c (2.74)
T Ey T Tw ExT ) Ty

Jednacina (2.74) je nehomogena, linearna, PDJ drugog reda. Da bi se pokazalo
za koje vrste materijala Burgerov model dobro opisuje viskozno tecenje i relaksaciju
materijala, posmatraée se dva slucaja: slucaj konstantnog napona i konstantne
deformacije.

Deformacija viskoznog tecenja za sluéaj konstantnog napona, racuna se iz
konstitutivne jednacine, dobijene iz izraza (2.72):

E
E+—rg=—7k
Nk LPUIN

5, (2.75)

Resenje te jednacine, uz pocetne uslove da je za t =0, 8(0) =2 , predstavlja
H

zbir opsteg i partikularnog integrala. U njemu se pojavljuju integracione konstante, koje
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se odreduju iz pocetnih uslova. ReSenje jednacine (2.75) ima sledeci oblik, 1 vazi samo

do vremena ti:

t
e(t)=0, LIS PR (2.76)
Ey, mv Ex
(O € T
oo )

O ()/ EK

O ()/ EH

Kriva tecCenja

Kriva relaksacije

SI. 2-27 Kriva te€enja i kriva relaksacije za Burgerov model

Kada t — o0, iz izraza (2.76), dobija se da je deformacija viskoznog teCenja
jednaka: e(oo) =oo . Krivu tecenja za Burgerov model po jednacini (2.76) prikazuje Sl.
2-27. Dakle, prema Burgerovom modelu, deformacija pri konstantnom naponu
neograniceno raste. Ovaj zakljucak odgovara eksperimentalnim rezultatima dobijenim
za viskoelasti¢ne tecnosti. Zbog toga, Burgerov model ne moZe da se primeni za
viskoelasti¢na ¢vrsta tela, kod kojih je stvarni porast deformacije, ipak, ogranicen.

Za period kada je t>t, dobija se reSenje jednacine (2.75), uz pocetni uslov da je za

4

t 1 T . e o

t=t,, 8(‘[l+ ) =0, —°+E—[1 -e? ] . Trazeno reSenje ima sledeci oblik:
LN K

Ny Ex H N K

_t “Eh
&(t)=o, EL+L+L(1_6 fz} - EL+Q+EL[1—e er 2.77)
H
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odnosno

t t

t | R

g(t)=o,| =+—-e ?|e? -1 (2.78)
v Ex

Iz konstitutivne jednacine Burgerovog modela, vidi se da je za materijal, Cija

svojstva se opisuju, potrebno odrediti 4 materijalna parametra: Ey, Ex, v 1 k.

Eksperimentalno je te parametre teSko odrediti s dovoljnom ta¢noscu, iako postoji

graficka metoda za njihovo nalaZenje. Ta metoda prikazana je na Sl. 2-28.

G()/EH

SL 2-28 Graficka metoda za odredivanje parametara Burgerovog modela

Parametri Burgerovog modela racunaju se, po Riandeu i sar. (2004.) na sledeci

na¢in: s jedne strane &(0)= g—o , kori¢enjem jednacine (2.76), &()= Sty , iz
H LN
jednacine (2.78), a s druge strane iz dijagrama koji prikazuje Sl. 2-28:
a(t >t])—8w| _
e(0)=0, [L+LJ =tano,&(o) =lime(t < tl):&: tanB i 1, =— =
M Mk e Mx 8(t > tl)

t:tl
Za slucaj konstantne deformacije, iz jednacine (2.72) dobija se odgovarajuca

konstitutivna - diferencijalna jednacina:

5+¢(L+L+ Ey j+ ! =0 (2.79)
TK TM EKTK TKTM
odnosno

6+2bé+co=0 (2.80)

Resenje homogene jednacine (2.79), za napon relaksacije, ima sledeci oblik:
o(t)=Ce " +Cye ™ (2.81)
gde su C; 1 C;- integracione konstante, koje se odreduju iz pocetnih uslova:

zat=0, 6(0)=0,=Eyg,, &(0)=5(0)=0 (2.82)
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a r; ir, su koreni karakteristi¢ne jednacine r*+2br+c =0 (karakteristicna jednacina

. . . . . 1 E .
diferencijalne jednacine (2.80), u kojoj je a=1, 2b =—(1+E—H]+— 1c= ! ):

TK K TM TMTK

—2b+,/(2b)’ -4
N, = (2 N e (2.83)
a

2
L, =- . (1+E—H]+ L iy [H&}L L (2.84)
27y E, ) 21y 2Ty E( ) 27y T Ty

Kada t—>0, iz izraza (2.81) dobije se da je napon relaksacije  jednak:

odnosno

6(0)=0,=C,+C, pri konstantnoj deformaciji ¢(0)=¢, zg—o. Kada t — oo , napon
M

relaksira do vrednosti bliske nuli. To je takode potvrda da Burgerov model, i pri
konstantnom naponu i pri konstantnoj deformaciji, dobro opisuje svojstva
viskoelasti¢ne te¢nosti, ali ne viskoelasti¢nog ¢vrstog tela.

Krivu relaksacije za Burgerov model, prema jednacini (2.81), prikazuje Sl. 2-27.

Burgerov model pokazuje, da povecanje broja elemenata u modelu dovodi do
sloZenijih jednacina viSeg reda, Sto daje poveéanu tacnost u opisivanju svojstava, samo
odredene klase materijala.

Da bi se Burgerov model usvojio kao model za viskoelasti¢no ¢vrsto telo ili
viskoelasticnu te¢nost, on se mora ispitati u eksperimentima, koji traju veoma dugo
(t > o), kako bi se dobili 1 viskozno tecenje i relaksacija napona.

Osim Burgerovog cetvoroparametarskog modela, postoje jo§ dve osnovne sheme
za formiranje viseparametarskih modela (Mase, 1970.).

e Prva je generalizacija (uopStavanje) Kelvin Voight-ovog modela, odnosno,

redno vezivanje viSe tih modela.

e Druga je generalizacija (uopStavanje) Maksvelovog modela, odnosno,

paralelno vezivanje vise tih modela.

Za uopsteni Kelvin Voight-ov model, konstitutivna jednaina i-tog elementa
modela u diferencijalnom obliku glasi:

o, =Eg +n¢, (2.85)

Deformacija uopStenog Kelvin Voight-ovog modela, za slué¢aj konstantnog
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napona, glasi:

t t
e(t)= igl = coiEL(l—e E ] = coiD, (l—e E ] =o,D(t) (2.86)
i=1 i= . i=1
gdeje: 1, = % - vreme viskoznog te¢enja pojedinih elemenata modela.

Za uopsteni Kelvin Voight-ov model, koji se odnosi na kontinualni materijal,

deformacija se racuna iz izraza:

a(t):GOTD(t){l—eTi}dr (2.87)

gde je: D(7) - gustina popustljivosti.
Za uopsteni Maksvelov model, konstitutivna jednacina i-tog elementa modela u

diferencijalnom obliku glasi:
(__+_j 5 =, (2.88)

Napon uopsStenog Maksvelovog modela, za slu¢aj konstantne deformacije
glasi:

t

o(t) :eoéEie S E(t)s,. (2.89)

Kod ovih uopstenih modela javlja se Citav spektar karakteristiénih vremena.
Uopsteni modeli imaju povecanu ta¢nost opisivanja svojstava materijala, ali samo za
slucaj optere¢enja materijala. Sto se ti¢e radunanja parametara modela i njegove
primene, sve je daleko sloZenije. Istovremeno, svaki od ova dva modela opisuje samo
jednu vrstu materijala: ili viskoelasti¢nu te¢nost — uopsSteni Maksvelov model ili
viskoelasticno ¢vrsto telo- uopsteni Kelvin Voight-ov model. A oba modela i dalje ne

mogu da opiSu slucaj rastere¢enja kao Sto to mogu Zenerov i Burgerov model.
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3. VEI CVRSTO TELO

3.1. Viskoelasti¢nost

Viskoelasti¢an materijal se definiSe kao materijal kod kojeg napon ne zavisi
samo od trenutne deformacije, nego i od prethodnih deformacija, odnosno, od istorije
razvoja deformacija. Zbog toga se viskoelasticni materijali zovu materijali s
memorijom. Za opisivanje ponaSanja takvog materijala koriste se integralne
konstitutivne jednacine, sa integralima koji se zovu ,,nasledni®. Alternativna definicija
viskoelasticnog materijala govori da je to materijal kod kojeg napon zavisi ne samo od
deformacije, nego i od brzine deformisanja. U tom slucaju, umesto integralnih
konstitutivnih jednacina, koriste se diferencijalne.

Za viskoelasti¢nost bi se moglo re¢i da objedinjuje najvaznija svojstva tecnosti i
¢vrstog tela. Ta svojstva imaju razliCit red veliine, odnosno, razliite materijalne
parametre — modul elasti¢nosti i1 koeficijent viskoznosti. Osim toga, za te¢nost su
karakteristi¢ni viskozni disipativni gubici energije, a za c¢vrsto telo akumulacija
elasti¢ne energije. Te dve komponente takode imaju razlicit red veli€ine.

Razlike u ponaSanju viskoznog, elasticnog, plastiénog 1 viskoelasticnog
materijala prikazuje Sl. 3-1. Viskozni uzorak tece po povrsini, sve dok povrsinske sile to
dozvoljavaju. Elasti¢ni uzorak odskace pri kontaktu s povrSinom. Plasti¢ni uzorak se
deformiSe pri udaru u povrsinu, pri ¢emu veli¢ina trajnih dilatacija zavisi od nivoa
napona. Viskoelasticni uzorak u pocetku odskace od povrSine (kratka vremenska

razmera). Posle duzeg vremenskog perioda, uzorak se zaustavlja na povrsini i pocinje

@@@ 0

t H

®A®

Viskoznost Elasti¢nost Plasticnost  'Viskoelasti¢nost

da tece.

SL 3-1 Shematski prikaz viskoznosti, elasti¢nosti, plasti¢nosti, i viskoelasti¢nosti
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Promene na molekularnom nivou kod viskoelasti¢nih materijala prikazuje Sl.
3-2. Na slici se vidi izduzenje lanaca polimera, zatim uvrtanje lanaca i rezultujuca
deformacija lanca.

Izduzenje lanca

Uvrtanje
lanca

Ukupna deformacija

Sl. 3-2 Viskoelasti¢ne deformacije polimera

Razlika izmedu elasti¢nosti i viskoelasticnosti postoji 1 u linearnom, 1 u
nelinearnom podrucju. Uporedni prikaz linearne 1 nelinearne elastiCnosti i

viskoelasti¢nosti dat je na Sl. 3-3.

Jl tl ’ t2 ‘. tl - tl
(&) t1, 6 o . Ko
P f.-" i t;
" v
.-"J ;. i t2
“ ow ".I I ‘ -
/. Elasti¢nost fe .=~ Viskoelasti¢nost
G A .
' — Linearna ;':' 2 . —— Linearna
--—- Nelinearna ' ,rf --—- Nelinearna
[/
T —
€ €

Sl. 3-3 Tipicni dijagram napon- deformacija elasti¢nog i viskoelasti¢cnog materijala za dve razlicite
vrednosti vremena trajanja eksperimenta

Kako se blize odreduje podru¢je primene linearne i nelinearne teorije
viskoelasticnosti kod viskoelasticnih polimera, prikazuje Pipkinov dijagram (SI. 3-4).
Za viskoelasticne materijale vazni su bezdimenzionalni brojevi: Weissenberg-ov i
Deborah-ov. Weissenberg-ov broj predstavlja odnos viskoznih i elasti¢nih sila. Racuna

se kao: Wi=1¢, gde je 1[s] - karakteristi¢na razmera vremena (vreme relaksacije), € -
brzina deformisanja. Deborah-ov broj se dobija iz izraza: De=t0w=—, gde je t [s] -
t

ukupno vreme deformisanja, o [1/s] - frekvencija dilatacija.
Fizicko znaCenje vremena 1 nije uvek isto. U opsStem slucaju, to je vreme

karakteristi¢no za ponovnu izgradnju razrusene strukture materijala. Nivo organizacione
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strukture materijala moze biti veoma razliCit, kao 1 njeno razruSavanje i1 restauracija.
Zbog toga se karakteristiCna vremena razlikuju, ne samo za razliite materijale, nego 1
za isti materijal, u zavisnosti od pocetnih uslova. Opseg tog vremenskog intervala je
veoma Sirok, pa je zbog toga vazno da se objasni deo Pipkinovog dijagrama za koji je
Deborah-ov broj jednak jedinici. Kada je Deborah-ov broj priblizno jednak jedinici
materijal je viskoelastican. Tada se procesi medumolekulske razgradnje i ponovne
izgradnje odvijaju brzinama istog reda veliine. Pri malim amplitudama dilatacija (Wi
broj je mali), materijal se ponasa kao linearno viskoelastican. Kod velikih amplituda

materijal postaje nelinearan.

I 1
o0 \ |
I 1
1 1
1 1
. [
S | Nelinearna : 3
=l . ow
_| E iviskoelasti¢nost ' ,5
=) = [
= ] -
o 20 -}
=| = =
a .& | | -
= V-
e _-r
- -7
@ =7 1
1 __--"" Linearrja
_--1 viskoelasti¢nost
0 De broj ©

Sl 3-4 Pipkinov dijagram

Kada je Deborah-ov broj mnogo manji od jedinice materijal se ponasa kao
viskozna Njutnova tecnost. U tom slucaju medumolekularni procesi se desavaju znatno
vecom brzinom od brzine deformisanja. Veli¢ina amplitude deformacije nema uticaja na
viskozna svojstva materijala. Ako je Deborah-ov broj mnogo ve¢i od jedinice materijal
se ponasa kao Hukovo elasti¢no ¢vrsto telo. Deborahov broj je, dakle, bezdimenzionalni
kriterijum viskoelasti¢nosti, odnosno, vremenska razmera je vazan faktor u odredivanju
razlika izmedu ¢vrstih i tecnih tela. Zbog toga je Deborah i rekao: ,,The mountains flow
before the lord* .

Iz Pipkinovog dijagrama vidi se da se pri velikim brzinama deformisanja na
uzorku materijala javljaju nelinearni efekti. Mnogi industrijski procesi odigravaju se u
tom nelinearnom podrucju. Zato je vazno da se razviju metode koje analiziraju velike
brzine deformisanja. Eksperimentalna metoda, sa skokovitim nanoSenjem opterecenja,
vr$i merenja pri konstantnom De broju, gde karakteristicno vreme odgovara vremenu
trajanja skoka. Druga vrsta eksperimenta je sinusoidno oscilovanje, s konstantnom

amplitudom dilatacija.
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Pipkinov klasifikacioni dijagram ukljuuje 1 amplitudu 1 frekvenciju
deformacije, odnosno, vreme trajanja deformacije, 1 jasno daje granicu izmedu podrucja
linearne i nelinearne viskoelasti¢nosti.

O linearnom 1 nelinearnom podrucju primene viskoelasti¢nih polimera govore
SI. 3-5 1 Sl. 3-6. Sa slika se vidi da se sa smanjenjem napona smanjuje podrucje
linearnosti, a s povecanjem dilatacija, smanjuje podrucje linearnosti. Smanjenje napona
1 povecanje dilatacija moZe biti uzrok razaranja i lomova materijala, pa je za podrucje

primene ispod grani¢nih napona opravdana primena linearne teorije viskoelasti¢nosti.

Linearna
oblast

SI 3-5 Dijagram tranzicije izmedu linearnih i nelinearnih svojstava, pri konstantnoj deformaciji

.1 &(tr)
4 7
g /
‘/\{/ // 8(t2) ti>t;
< )
inearna, _
oblast ‘/»/ -
Nelinearna

\\// oblast

—

c
Sl 3-6 Dijagram tranzicije izmedu linearnih i nelinearnih svojstava, pri konstantnom naponu
Razvoj matematiCke teorije linearne viskoelastiCnosti bazira se na principu
superpozicije i principu proporcionalnosti. Bolcmanov princip superpozicije
opterecenja je ve¢ dovoljno poznat, a princip proporcionalnosti znaci da je dilatacija
(odziv materijala), u bilo kom trenutku vremena direktno proporcionalna naponu
(veli¢ini pocetnog signala). U linearnoj teoriji viskoelasti¢nosti diferencijalne jednacine
su linearne. Koeficijenti uz vremenske izvode su konstantni. Te konstante su ustvari
materijalni parametri i one se ne menjaju s promenom brzine deformisanja. Vremenski
izvodi su obi¢no parcijalni izvodi. Ova ograni¢enja imaju za posledicu to, da je linearna
teorija primenljiva samo za male deformacije.

Opsta konstitutivna jednacina za linearnu viskoelastiCnost, napisana za ove
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uslove, glasi:

0 o* 0" 0 o 0"
1+p1§+p2¥+....+pn e o= q0+q15+q2¥+....+qn e e (3.1

gde su: p 1 q - koeficijenti uz izvode, n i m - najvisi redovi izvoda, koji mogu biti
medusobno jednaki, ili je n jednako m-1. Ovo je implicitni oblik diferencijalne
jednacine, koja je napisana za linearno naprezanje, a moze se uopstiti 1 za prostorno
naprezanje. Matematicki, to znaci da se umesto skalarnih veli¢ina p i g, u jednacinu
uvode tenzorske veli¢ine.

Oblik jednacine (3.1) veoma je vazan, jer se iz nje vidi koliki je minimalni broj
materijalnih parametara neophodan za poznavanje ponasanja odredenog materijala, pri
datim uslovima.

Na primer, koriS¢enjem jednacine (3.1), mogu se napisati i Hukov zakon za
linearno naprezanje:

PyC =q,€ (3.2)
gde je p, =1, q, =E, kao i Njutnov zakon za linearno naprezanje:

PO =q,€ (3.3)
gde je p, =1, q, =n. Iz jednacine (3.2) 1 (3.3) vidi se da je minimalni broj materijalnih
parametara, potrebnih za poznavanje ponaSanja izotropnog materijala u uslovima
linearnog optereéenja, jednak jedinici.

U tenzorskom obliku jednacina (3.1) glasi:

{P}o; ={Q}s; (3.4)
gde su {P} i {Q} diferencijalni vremenski operatori, koji, za izotropan materijal, imaju
sledeci oblik:

o d o d
{P}zi;)piﬁ 1 {Q}:g')qig. (3.5)

Za anizotropan materijal, diferencijalni vremenski operatori {P}i {Q} prosiruju
se u oblik {R}i {Qi}. Indeks i ima opseg od 1 do 6, pa se, umesto jednacine (3.5), pise

Sest posebnih jednacina. Koeficijenti p; i q; obuhvataju viskoelasticna svojstva

materijala.
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3.2. Viskozno tecenje, relaksacija napona i vrste modula u
viskoelasti¢nosti

U zakonima koji vaze za viskoelasticne materijale koriste se, po analogiji s
Hukovim i Njutnovim zakonom, novi viskoelasti¢ni parametri - veli¢ine koje viSe nisu
konstantne. To su koeficijenti proporcionalnosti izmedu vremenski promenljivih
veli¢ina: napona i deformacija. Te nove veli¢ine zovu se modul viskoznog tecenja i
modul relaksacije (ve¢ pomenuti kod Maksvelovog, Kelvin Voight-ovog i Burgerovog
modela). Ovi viskoelasti¢ni moduli odreduju se eksperimentalno.

Eksperimentalno ispitivanje viskoelastiénih materijala vr$i se obavljanjem
obi¢nih laboratorijskih opita, iz kojih se mogu dobiti znacajni podaci koji imaju vezu sa
stvarnim uslovima upotrebe. Pri tome se najeSCe koriste testovi s aksijalnim
zatezanjem, sliéni onima koji se koriste za elasticna tela, ali modifikovani tako da je
omogucéeno posmatranje vremenske zavisnosti u odzivu materijala. Tri opita koja se
najviSe koriste su: viskozno tecenje, relaksacija napona i dinamicko (sinusoidno)
opterecenje.

Merenje viskoznog tecenja, kod dugotrajno optereéenih materijala, koristi se za
razne proizvode i ugradene delove koji se kontinualno eksploatiSu, pri konstantnom
opterecenju. U tim slucajevima, dilatacija viskoznog tecenje postaje Stetna. Medutim, u
tehnoloskoj praksi, viskozno teCenje se takode koristi kao metoda da se postigne i
fiksira odgovarajuca orijentacija vlakana u kompozitnim materijalima.

Sto se ti¢e relaksacije napona, i to je vazan fenomen u tehnolodkoj praksi. Ako
se tehnoloski proces vodi suvise malom brzinom, u materijalu mogu da se zadrze
zaostali naponi. To, naravno, uti¢e na kvalitet proizvoda. SuviSe brza relaksacija ima
suprotan efekat.

Viskozno tecenje je neprekidno deformisanje materijala, pod dejstvom
konstantnog opterecenja (Sl. 3-7). Za linearna naprezanja, pretpostavlja se da ¢e istorija

napona, koji je vremenski zavisan, biti skokovita funkcija sa amplitudom o, (SI. 3-8):
G(t)=GOH(t) (3.6)

gde je H(t) Hevisajdova funkcija.
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SI. 3-7 Viskozno te€enje pri konstantnom opterecenju
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Sl 3-8 Uporedni prikaz deformisanja i povra¢aja deformacije, pri konstantnom naponu, kod
elasti¢nih, viskoznih i viskoelasti¢nih materijala

Kod ovog testa se dilatacija u viskoelasticnom materijalu &(t), povecava s
vremenom. Koli¢nik promenljive dilatacije 1 konstantne amplitude napona je veli¢ina

D(t):

D(t) _e() 3.7)

Ona se zove reciprocna krutost, popustljivost tecenja ili modul popustljivosti —
viskoznog tecenja (Leaderman, 1957., Sieglaf, 1976., Fransoa, 2002., Kozak, Luci¢,
2009.). Kod linearne viskoelasti¢nosti, modul viskoznog tecenja ne zavisi od veliine
napona, nego samo od vremena. Skok u trenutku rasterecenja, u dijagramu dilatacija,
neki autori tumace kao pojavu trenutne elasticnosti (iako ne postoji opterecenje koje
fizicki moze stvarno da deluje trenutno). Ako se kriva optere¢enja posmatra kao
matematicka skokovita funkcija, moze se primetiti da deo dijagrama, u trenutku kada je

vreme jednako nuli, sadrzi jedan domen pogodan za logaritamsku skalu. Sto vise prolazi
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vreme od trenutka rasterecenja, dilatacija se sve viSe smanjuje, pa moze i¢i do neke
konac¢ne vrednosti, ili do nule, zavisno od vrste materijala. Hukov 1 Njutnov zakon tu
pojavu ne uzimaju u obzir. Sl. 3-8 pokazuje da je 1 pojava dilatacije istovremena s
dejstvom opterecenja. Zbog toga u slucaju viskoznog tecenja opterecenje zovemo uzrok,
ili pobuda, a dilatacija je posledica, ili odziv. Odgovaraju¢i funkcionalni oblik za
modul popustljivosti, s obzirom na navedenu uzrocno posledi¢nu vezu, 1 s obzirom na
jednacinu (3.6), glasi:

D(t)=d(t)-H(t) (3.8)
gde je: d(t) - funkcija definisana duZz cele vremenske ose.

Opsti oblik funkcije d(t) je sledeci:

d(t)=D0 (G)+(p(t,c5)+ (3.9)

t
n(o)
gde je Do(o) — pocetni modul popustljivosti za odredeni nivo napona, (p(t, G) - funkcija
teCenja. Graficki prikaz jednacine (3.9) daje krive viskoznog tecenja. Ako veli¢ine D,

¢ 1 m ne zavise od napona, onda je modul popustljivosti za t>0 linearna funkcija

vréemenas:

D(t)=D, +¢(t)+— (3.10)
n

Kod linearnih viskoelasti¢nih Cvrstih tela, viskoznost m neogranic¢eno raste, pa
se poslednji sabirak u jednacini (3.10) gubi. Funkcija teCenja (p(t) postaje
o, = (p(t — 00) . U tome slucaju, modul popustljivosti D(t), racuna se na sledec¢i nacin:

D(oo):D0+(pw (3.11)
1 zove se ustaljeni modul popustljivosti.

Kod linearnih viskoelasticnih teCnosti, dilatacija neograni¢eno raste s
vremenom, zbog povecanja poslednjeg ¢lana jednacine (3.10), a ustaljena popustljivost
jednaka je nuli.

Krive te€enja, kojima se opisuje zavisnost viskozne dilatacije od vremena, za
slu¢aj konstantne, ili promenljive brzine nanoSenja optere¢enja, mogu da imaju tri
regiona: primarni, sekundarni i tercijarni region tecenja (Sl. 3-9). Kod primarnog te¢enja

kriva je konkavna nadole, kod sekundarnog, dilatacija je proporcionalna vremenu, a kod
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tercijarnog, dilatacija se veoma ubrzava (to je podrucje koje prethodi lomu). Tercijarno
teCenje uvek odgovara nelinearnoj viskoelasti¢nosti, a i sekundarno tecenje moze da
pokazuje nelinearnu viskoelasti¢nost. Prava linija u oblasti sekundarnog tecenja govori
samo o [linearnoj zavisnosti izmedu deformacije i vremena, i nije povezana s
linearnoscéu veze napona i deformacije (uzroka i posledice). Na dijagramu se vidi da se
s porastom nivoa napona smanjuje linearna oblast (misli se na zavisnost deformacije od
vremena), kod sekundarnog tecenja. Podaci s dijagrama, uzeti u odredenim trenucima

vremena, mogu se koristiti za crtanje dijagrama napon — dilatacija.

P A porast tercijarno
operecenja tecenje

-

primarno sekundarno
tecenje tecenje

| | >

t1 tz t3

SL 3-9 Regioni te¢enja — primarno, sekundarno i tercijarno. Dijagrami dilatacija u zavisnosti od
vremena su dati za razliite nivoe opterecenja.

Relaksacija napona predstavlja postepeno smanjenje napona kada je materijal

izlozen konstantnoj dilataciji (SI. 3-10).

4'/00

SI. 3-10 Relaksacija napona pri konstantnoj dilataciji

Ako se pretpostavi da je istorija dilatacija predstavljena skokovitom funkcijom,

sa amplitudom ¢ :
e(t)=g,H(t) (3.12)
napon u viskoelastiénom materijalu o(t), opada, kao Sto pokazuje Sl. 3-11. Restitucija

napona, prikazana na slici, nije uzeta u obzir ni u Hukovom, ni u Njutnovom zakonu.

Koli¢nik promenljivog napona i amplitude dilatacija je veli¢ina E(t):
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E(t)= o(t) (3.13)

1 zove se modul relaksacije (Leaderman, 1957., Sieglaf, 1976., Fransoa, 2002., Kozak,
Lucié, 2009.).

Opsti oblik izraza, kojim se rac¢una modul relaksacije, je slede¢i:
E(t)=®(t,e)+E,(¢) (3.14)
gde je E(t) - trenutni modul popustljivost, q)(t,s) - funkcija relaksacije. Graficki prikaz
jednacine (3.14) daje krive relaksacije napona. Ako veli¢ine @ 1 E_ ne zavise od

deformacije, onda je modul relaksacije za t > 0 linearna funkcija vremena:

E(t)=®(t)+E, (3.15)
€4
€o
Rasterecenje
t, t
c A

Relaksacija Povracéaj napona
napona

SL 3-11 Uporedni prikaz nastanka i restitucije napona, pri konstantnoj deformaciji, kod elasti¢nih,
viskoznih i viskoelasti¢cnih materijala

Kod linearnih, viskoelasti¢nih ¢vrstih tela, modul relaksacije E_ > 0. Vrednost
E,=®(0)+E, zove se pofetni ili trenutni modul. Kod linearnih, viskoelasti¢nih

te€nosti modul E_, — 0.

Viskozno teCenje i relaksacija napona, osim kod linearnog, mogu da se jave i
kod prostornog stanja, napona, ili deformacija. Modul relaksacije pri smicanju

obelezava se s G(t). Kod zapreminskih dilatacija, postoji zapreminski elasticni modul B.
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Analogna veli¢ina u viskoelasti¢nosti je B(t). Kod modula popustljivosti, postoji slican
nacin obelezavanja: Jg(t) je modul popustljivosti pri smicanju, Jg(t) ili D(t) je modul
popustljivosti pri zatezanju, a Jg(t) je modul popustljivosti kod prostornih naprezanja.

Definisanje modula viskoznog tecenja i modula relaksacije omoguc¢ava, da se na
drugi nacin istakne razlika izmedu teCnosti i Cvrstih tela, kao i izmedu viskoelasti¢nih
te¢nosti 1 Cvrstih tela. Elasti¢na tela ispoljavaju poseban slucaj viskoznog teCenja, jer su
napravljena od materijala za koji je modul popustljivosti D(t)=DoH(t), gde je Dy
konstanta, jednaka recipro¢nom modulu elasti¢nosti. Iz navedenog izraza vidi se da je
dilatacija elasticnog tela u potpunosti povratna. Drugi specijalni slucaj je viskozna
teCnost. Za viskoznu te¢nost modul popustljivosti je D(t)=(1/m)-H(t), gde je
n viskoznost tecnosti. Iz ovog izraza vidi se da je dilatacija viskozne tecnosti
neogranicena.

Ward i Sweeney (2004.) smatraju da kod viskoelasti¢nog ¢vrstog tela funkcija
D(t) tezi konacnoj konstantnoj vrednosti, kada vreme tezi beskonacnosti. Kod
viskoelasticne te¢nosti, funkcija D(t) povecava se bez ograni¢enja, s porastom vremena
(SI. 3-12). Na slican na¢in moze se definisati i viskoelasticno ¢vrsto telo: to je materijal
za koji, kada vreme tezi beskonaCnosti, funkcija E(t) tezi konacnoj konstantnoj

vrednosti. Kod viskoelasti¢ne tecnosti funkcija E(t) vrlo brzo tezi nuli (SL. 3-13).

A
Log D (t) ! ! : % .

:Viskoelastiénos:t ! Tecn/qs,tr
! 'Plasti¢nost ' Ty

§ ' . ! ' _~" (Cvrsto telo

)E ! ! 1 ]

=1 [ | 1

2 ! : :

= /S |
1 . : :
t 1 | 1
1 1 1 »

T

E Logt
SI. 3-12 Shematsko predstavljanje zavisnosti smic¢u¢i modul popustljivosti - vreme, u logaritamskoj
razmeri
4 . 034
LogE(t) Viskoelasti¢nost !
]
Plasti¢nost

Cvrsto telo

'%LT""'T"" ] ~
o ! E T N
R | : \ Teénost
= : : \ ,
T Logt
SL 3-13 Shematsko predstavljanje zavisnosti smic¢u¢i modul relaksacije - vreme, u logaritamskoj

razmeri
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Izmedu vremenski zavisnih modula postoji veza. Relacije izmedu modula
viskoznog te¢enja 1 modula relaksacije, date su u prostornoj ravni, Laplas Karsonovom
relacijom: pZ(k(t))=1/p£(m(t)), gde su: k(t) - moduli popustljivosti, m(t) - moduli

relaksacije, £(k(t)) - Laplas Karsonova funkcija. Njihova veza nije jednostavna i u

. 1 ) 1 ) . : . o
opstem slucaju G(t)#—— kao i E(t) ;tm, iako su ti moduli manifestacije jedne

I(t)
iste pojave — viskoelasti¢nosti. To je zbog toga Sto je relaksacija napona proces koji tezi
sopstvenom ravnoteznom stanju, mnogo brze nego Sto se to deSava pri viskoznom
teCenju.

Viskozno tecenje 1 relaksacija napona su, dakle, staticki testovi. Oni su pogodni
za ispitivanje odziva materijala, tokom dugackih perioda vremena, ali su manje ta¢ni za
kratke periode vremena. Za ispitivanje brzih odziva materijala koriste se dinamicki
testovi.

Kod dinamickih reoloskih merenja, za razliku od statickih, menjaju se i veli¢ina
1 pravac merene veli¢ine, odnosno, oscilatorno se menjaju njena amplituda i smer.

U dinamickim reoloskim testovima meri se napon (ili dilatacija), koji nastaje
zbog oscilatorno promenljive deformacije (ili napona). Ovakav pristup je koristan, zato
Sto se vektori napona i dilatacija prikazuju kao projekcije stvarnih vektora, koji rotiraju
u kompleksnoj ravni, s frekvencijom w.

Kada je viskoelastican materijal izlozen oscilatorno promenljivom opterecenju, 1
dilatacija ¢e biti oscilatorno promenljiva, i imacée istu kruznu ucestalost m, ali ¢e
zaostajati u fazi za ugao 9. To je slicno zaostaloj deformaciji, primecenoj kod viskoznog
teCenja. Dilatacija zaostaje za naponom za fazni ugao 9, 1 to je vidljivo ¢ak 1 kad je
kontrolisana promenljiva dilatacija, a ne napon.

Taj oblik vremenski zavisnih, periodi¢nih dilatacija, razmatra teorija
harmonijskih oscilacija. To je potpuno normalno, posto signal proizvoljnog oblika
moze da se razvije koriS¢enjem Furijeovih redova u harmonijsku funkciju. Sa
matematickog stanovista, periodi¢ni signal moze da se napiSe u obliku kompleksne
eksponencijalne funkcije, koris¢enjem Furijeovih pravila.

Ako se uzme, da se pocetak vremenske ose poklapa s vremenom u kojem

dilatacija ima maksimalnu vrednost, funkcija koja opisuje dilataciju ima slede¢u formu:

g(t) =g, cosot (3.16)
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gde je g,-amplituda deformacije, m- frekvencija deformacije a t-vreme deformisanja.

Ako je dilatacija uzrokovana dejstvom mehanicke sile, ona zaostaje za naponom

za fazni ugao o:
o(t)=0,cos(ot+3) (3.17)
gde je G,- amplituda napona, ® - frekvencija napona, t — vreme, 0 - fazni ugao.

Opseg posmatrane frekvencije, teorijski, kre¢e se od nule do beskonacnosti.
Medutim, frekvencije ispod 0,1Hz odgovaraju seizmickim talasima. Za ¢vrsta tela opseg
frekvencije je od 0,1Hz do 10kHz, zavisno od strukture i veli¢ine. Naponski talasi od
20Hz do 20kHz odgovaraju zvu¢nim talasima a iznad 20kHz su ultrazvucne frekvencije.
Ultrazvucne frekvencije od 1 do 10 MHz uobic¢ajene su pri izvodenju ispitivanja bez

razaranja.

<2
=}

klizanje, y
napon

0 ot=1/2 ot=7 ot=31/2 ot=2rn
frekvencija, ot

Sl 3-14 Dijagram zavisnosti smi¢uceg napona od klizanja. Pomeraj napona u odnosu na klizanje je
fazni ugao 0.

U slucaju elasti¢nog tela, fazni ugao o jednak je nuli, a primenjeni napon je u
fazi s dilatacijom (Sl. 2-3) Za idealno viskoznu te¢nost fazni ugao je d=n/2 i napon je
potpuno van faze s deformacijom, ali je u fazi s brzinom deformacije (SI. 2-9). S
povecanjem viskoznih svojstava, povecava se tangens faznog ugla 5, dok se
povecanjem elasti¢nih svojstava, smanjuje tangens faznog ugla & (S1. 3-14). Strelice na
slici pokazuju fizicko znadenje smicucih napona 1’ i 1", koji odgovaraju elasti¢noj
komponenti dinami¢kog modula klizanja— modulu skladistenja G’, odnosno viskoznoj
komponenti — modulu gubitka G"”. Shaw i MacKnight (2005.) smatraju da je tangens

faznog ugla o (loss tangent — bezdimenzionalna veli¢ina), idealan parametar za prac¢enje
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promene iz viskoznog tecnog u ¢vrsto stanje, jer predstavlja meru gubitaka unutrasnjeg
trenja. Za vecinu metala 6 je ispod 0,01.
Vektor napona moze se razloziti na dva pravca: jedna komponenta je u fazi s

deformacijom, a druga je pomerena za ugao od 90°, u odnosu na fazu deformacije:
o*=0'(t)+0"(t)=0, coswt+oc, sinwmt (3.18)
Vektor dilatacija, koji se poklapa s realnom osom, i vektor napona, fazno

pomeren za ugao 9o, prikazuje Sl. 3-15.

Im
A

SI. 3-15 Prikaz vektora napona i deformacije u kompleksnoj ravni
Sa iste slike vidi se da vaze i sledece relacije:

"

Gy

tand = —— (3.19)
Oy
! 2 14 2
lo¥=0, = \/(co ) +(co ) (3.20)
G, =G,c08d (3.21)
6, =0,sind (3.22)

Kompleksni oblik jednadine za napon o, (3.18), definise dva razlicita

dinami¢ka modula. Oba su u vezi s naponom i deformacijom:

g =S (3.23)
€

B =20 (3.24)
80

Oni se razlikuju po molekulskim interpretacijama. Prvi, E', zove se modul
skladistenja ili akumulacije, a drugi, E", zove se modul gubitka. Odakle nazivi modul

skladiStenja 1 modul gubitka? Modul skladiStenja zavisi od dela napona, koji je u fazi s
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deformacijom, pa se energija koja nastaje u tom procesu deformisanja skladisti —
akumulira u materijalu tokom ciklusa optere¢enja. Nakon rastereCenja dolazi do
povratnih dilatacija, bez gubitaka energije. Modul gubitka zavisi od dela napona koji
nije u fazi s deformacijom. To zna¢i da se energija dilatacija tokom rasterecenja
konvertuje nepovratno u toplotu.

Jednacine (3.23) 1 (3.24) vaze za testove zatezanja, a slicno bi se dobilo 1 za
opite smicanja (G'1 G").

*

coere e ey s .. v 9 v
Kompleksni ili dinamicki modul, koji se ratuna kao E*=—, moZe se uz
€

pomoé Ojlerove jednadine, ¢'” = cos®+isin®, predstaviti kao zbir modula skladistenja

E' i modula gubitka E":

E*=E'(0)+i-E"() (3.25)
gde je: E'((}))=G—0=$COSS , E"(w)=6—°=&sin6.
€& & €& &

Iz jednacine (3.25) vidi se da kompleksni modul zavisi od dve veli¢ine:

L Gy - 1ix:
apsolutne vrednosti pocetnog modula E, =—* i veli¢ine faznog ugla 3. Obe veli¢ine

€9
mogu da zavise od frekvencije 1 amplitude deformisanja.

Apsolutna veli¢ina kompleksnog modula racuna se kao: E* = (E’)2 + (E")2 .

Umesto dinami¢kog modula i njegovih komponenti mogu da se koriste i njihove

recipro¢ne vrednosti, dinamicka popustljivost 1 njene komponente:
D*=D'(w)+i-D"(0) (3.26)
gde je D'(0) ZZ—ZCOSS i D"(0)= Z—‘(’)siné‘) .
Odnos dinamickog modula i1 dinamicke popustljivosti definiSe sledeca jednacina:
E*D*=1 (3.27)
Jednacina (3.27) sledi iz pravila racunanja kompleksnih brojeva.
Veza izmedu dinamickih modula i faznog ugla 3 je sledeca:
E" D'

== 3.28
E! D” ( )

Modul skladistenja E' (®) predstavlja elastic¢ni (realni) deo kompleksnog modula
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E*(co) , a modul gubitka E" (w), predstavlja viskozni (imaginarni) deo kompleksnog

modula.

Ako se 1 dilatacija predstavi u kompleksnoj ravni, onda kompleksni modul

*

N . c o y :
elasti¢nosti postaje E* =—, Ppa ograniCenje da se pocetak vremenske ose poklopi s
€

vremenom u kome dilatacija ima maksimalnu vrednost, postaje nevazno.

Dinamicki modul je, dakle, sinonim za kompleksni modul, 1 on se koristi za
prikaz prelaza iz vremenskog u frekventni domen. On nema veze s pojavom inercije ili
rezonance. Oznake za dinami¢ke module uzete su po DIVK-u (Drustvo za integritet i

vek konstrukcija).

3.3. Uticaj temperature i vlaznosti

Za materijal koji se ugraduje u razne konstrukcije ili uredaje vazno je da se
dobro poznaje promena njegovih svojstava, tokom ¢itavog radnog veka i u razliitim
uslovima eksploatacije. Cak i kod elasti¢nih materijala postoje ograniéenja u
pretpostavci da su svojstva tokom vremena konstantna. Naime, to vazi samo za
izotermske uslove.

Kod polimera, kao klase materijala, molekularna struktura je uzrok velikih
promena mehanickih svojstava tokom vremena. Osim s vremenom, svojstva polimera se
takode znatno menjaju 1 s promenom uslova sredine. Najvazniji uticajni faktori su
temperatura 1 vlaznost.

Uticaj temperature na svojstva polimera proucavali su: Ferry (1980.), Drozdov
(1998.), Shaw, MacKnight (2005.), Brinson H.F. i Brinson L.C. (2008.), Lakes
(2009.), 1 drugi autori.

U proucavanju uticaja temperature na svojstva polimera koristi se PSVT-princip
superpozicije vremena i temperature (TTSP-time temperature superposition princip).
Taj princip zove se i princip smanjenja broja promenljivih. Po tom principu
opisivanje temperaturskih uticaja u viskoelasti¢nosti je vrlo sli¢no opisivanju
vremenskih uticaja, 1 vrsi se u istoj vremenskoj razmeri. Za primenu principa PSVT na
odredeni tip polimera postoji i procedura i kriterijumi koje je odredio Ferry (1980.).

PSVT govori da podaci iz testa viskoznog tecenja, zabelezeni na temperaturi

iznad referentne, mogu da se koriste za neku drugu temperaturu, uz horizontalni faktor
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pomeranja jednak vremenskom (Sl. 3-16). Materijali za koje vazi PSVT zovu se prosti
termoreoloski materijali.

A log arza T,
- N g Tl

T,

log Eg(t)

\

\
T4¥.T3
T S

5

v

log T

SI 3-16 Glavna Kkriva zavisnosti svojstava od temperature pri relaksaciji polimera dobijena
primenom temperaturskog horizontalnog faktora pomeranja po PSVT.

Osim PSVT koristi se i PSNV - princip superpozicije napona i vremena

(TSSP-time stress superposition princip), prikazan na (S1. 3-17).

A >
5 _ /
Oy4 =T, /
/
O3 /V
( -
S g
/ - Glavna krivaza o
_—/ 1
O
log t log a t

Sl 3-17 PSNV -princip superpozicije napona i vremena
Ova dva principa mogu da se kombinuju (PSNVT - princip superpozicije napona
vremena i temperature), tako da se dobije glavna (master) kriva, koja predstavlja

funkciju 1 temperature i napona ( SI. 3-18).
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Sl 3-18 Kombinovanje TTSP i TSSP za crtanje TTSSP glavne krive
Generalno, kada se govori o zavisnosti mehanickih svojstava polimera od

temperature, treba govoriti posebno o amorfnim, o kristalnim i o semikristalnim

polimerima (SI. 3-19).
ZEN

IR

Sl 3-19 Shematski prikaz semikristalnih polimera: paralelne i krive linije predstavljaju delove
polimera u kristalnom i amorfnom stanju

Kod amorfnih polimera na niskim temperaturama moze da postoji nekoliko
manjih tranzicija koje ne dovode do velikih promena modula (Sl. 3-20). Osim malih
tranzicija, kod njih postoji jo$ jedna tranzicija, koja dovodi od velikih promena modula.

Zove se staklasta ili fazna tranzicija Il reda. Temperatura na kojoj se desava staklasta
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tranzicija obelezava se sa Tg.

Male
tranzicije

A

Moduli

Staklasta
tranzicija

»
>

t

T

g

SL 3-20 Zavisnost viskoelasticnog modula od temperature kod amorfnih polimera

Kod semikristalnih polimera postoje isti karakteristicni regioni u dijagramu
zavisnosti modula od temperature, kao kod amorfnih. Gubitak modula u regionu
staklaste tranzicije, za semikristalne polimere, je za jedan do dva reda veli¢ine ve¢i nego
kod amorfnih polimera. Semikristalni polimeri iznad temperature stakljenja
omeksSavaju, zbog povecanja viskoznosti njihovih amorfnih delova, dok kristalni delovi
ostaju ¢vrsti sve do temperature topljenja. Ispod temperature stakljenja semikristalni
polimeri su u ¢vrstom stanju. Uticaj staklaste tranzicije na svojstva semikristalnih
polimera zavisi od stepena kristalizacije i manji je nego kod ¢isto amorfnih.

Staklasta tranzicija zove se 1 zamrzavanje molekularnog kretanja 1 Koristi se za
poredenje vremena molekularnog kretanja 1 vremena izvodenja eksperimenta.
Mehanizam molekularnog kretanja zavisi od razlicitih fizi¢kih i hemijskih faktora, kao
Sto su: molekularna arhitektura, temperatura, prisustvo apsorbovanih fluida od kojih
bubri polimer.

Kada se molekul polimera izduzi u pravcu dejstva opterecenja dolazi do
smanjenja njegove entropije. Ponasanje sinteti¢kih polimera, na primer gume, odgovara
skoro u potpunosti ovom entropijskom mehanizmu s malim izobli¢avanjem njihovih
kovalentnih veza i malim promenama njihove unutrasnje energije.

Pri promeni uglova hemijskih lanaca, atomi se mogu pomeriti u nove pozicije, s
veéom unutrainjom energijom. To su mala kretanja, koja se obavljaju vrlo brzo, za 107"
sekundi, ali promene koje se dese mogu biti velike. Na primer, relativno blago obrtanje
oko sopstvene ose jednostrukog lanca C-C, moze da proizvede ogromne promene u
sastavu molekula i da dovede do povecanja unutrasnje energije.

Koriste¢i zakone termodinamike moze se izraziti kako povecanje mehanickog
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deformacionog rada Fdx, izvrSenog u jednoj uredenoj sredini, uti¢e na povecanje
unutrasnje energije - dU, odnosno smanjenje entropije - dS:
Fdx =dU-TdS (3.29)
Jednacina (3.29), prikazuje zavisnost svojstava polimera od temperature. Na
osnovu nje, vr$i se podela na: elasticnu (staklastu- krtu), viskoelasticnu (koznu),
gumenu, plastiénu 1 tecnu oblast. Kriva koju prikazuje jednacina (3.29) zove se
termomehani¢ka kriva. Prikazivanje modula u zavisnosti od temperature, dato
jednacinom (3.29), sustinski je alat u nauci o polimerima i njihovoj tehni¢koj primeni.
Tako dobijen dijagram (Sl. 3-21), osnovno je inzenjersko orude, a tu se takode vidi 1

trag molekularnog kretanja u materijalu.

tanje

Staklasto
stanje

/

cno s

1

.

Modul relaksacije [MPa]
Viskoelasti

Temperatura [K] Tn T

Sl 3-21 Zavisnost svojstava polimera od temperature: A-za kristalni, B-za semikristalni-umreZeni,
C-za amorfni polimer i odgovarajucéa stanja: staklasto-krto, tranziciono-viskoelasti¢no, gumeno,
plasti¢no i tecno.

U staklastom stanju, kod svih polimera, na temperaturama manjim od Tg,
povecava se razmak atoma u molekulu, a susedni redovi atoma pomeraju se u smeru
delovanja sile. Proces odmotavanja lanaca prakti¢no je zamrznut, tako da je jedini
raspoloziv odgovor polimera na dejstvo optereCenja izduZzivanje lanaca. Nakon
prestanka delovanja sile atomi se vracaju u prvobitni polozaj. Taj odziv je trenutan, i
povratan. Takve deformacije ima na primer staklo. Njegove deformacije su trenutne, i
za njih vazi Hukov zakon. Dakle, u staklastom stanju, moguéa je samo elasti¢na
dilatacija meduatomske veze. Zbog toga polimeri u toj oblasti pokazuju relativno visok

(1 do 3Gpa), ali konstantan modul (nezavisan od temperature), koji se zove modul
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stakljenja, obelezava se u teoriji polimera sa E, (glass), a u teoriji elasti¢nosti sa E,
odnosno polimer je tvrd i krt.

U viskoelasticnom stanju, u okolini temperature Tg, u trenutku opterecenja
spoljaSnjom silom dolazi do trenutne elasticne deformacije, kao u staklastom stanju.
Nakon toga, dolazi do medusobnog kretanja pojedinih delova makromolekula, odnosno,
do uvrtanja lanaca i promene njegovog oblika. Ceo makromolekul se pri tome izduzuje,
u smeru dejstva sile. Ova pojava zove se promena konformacije makromolekula.
Molekul se vra¢a u prvobitno stanje nakon prestanka dejstva sile tek posle velikog
perioda vremena.

U viskoelasti¢noj oblasti materijal se, dakle, ponasa kao sredina izmedu stakla i
gume - kao koZa. Zbog toga se ta oblast naziva jo$ i1 koZna. Za nju je karakteristi¢na
pojava naglih promena elasti¢nih svojstava, pa se ona zbog toga zove i oblast tranzicije.
Za tu oblast karakteristican je viskoelasticni modul E(t), koji zavisi od vremena.

Gumeno stanje polimera nastaje zbog medusobnog kretanja cCitavih lanaca
makromolekula. Kada se temperatura poveca iznad grani¢ne vrednosti T,, krutost
dramati¢no opada, moZda i za dva reda veli¢ine, do neke vrednosti koja se zove gumeni
modul E; (ruberry), ili modul plasti¢nosti. Na temperaturama iznad T, procesi su brzi,
skoro trenutni, 1 polimer se ponasa kao guma, odnosno, deformacije su potpuno
povratne. U gumenom regionu, nastaju izrazite razlike u ponasSanju izmedu linearnih i
umrezenih polimera. UmreZeni polimeri zadrzavaju svojstva gumenog stanja, dok kod
linearnih s povecanjem temperature sve vise dolaze do izrazaja svojstva te¢nosti.

Prelazi izmedu deformacijskih stanja deSavaju se u prelaznim temperaturskim
podru¢jima. Svako prelazno temperatursko podrucje ima karakteristicnu temperaturu.
Temperatura prelaza iz staklastog u viskoelasticno stanje obeleZava se sa Ty. Zove se
temperatura staklastog prelaza ili stakljenja a temperatura prelaza iz viskoelasticnog u
gumeno stanje zove se temperatura teCenja 1 obelezava se sa Tr. To su temperature fazne
tranzicije i Il reda.

Termomehanicka kriva moze se nacrtati i kao kriva deformacija — temperatura
(SI. 3-22). U dijagramu deformacija — temperatura vidi se deo krive koji je skoro
paralelan sa apscisom, §to znaci da je u tom podru¢ju deformacija skoro konstantna. Taj
deo krive zove se viskoelasti¢ni plato. Kod amorfnih polimera T, se ne menja, a Ty raste

s porastom molekulske mase, dakle, proSiruje se viskoelasti¢ni plato. Kod polimera s
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dovoljno malim molekulskim masama plato iS¢ezava, pa se T, 1 Tr poklapaju. Takvi

polimeri direktno prelaze iz staklastog u te€no stanje.

Staklasto
e 1 stanje ! Viskoelasti¢no

stanje

&o T

Si. 3-22 Termomehanicka kriva amorfnog polimera
Sl. 3-23 prikazuje zavisnost deformacije od stepena uredenosti strukture
polimera. Amorfni polimeri mogu imati sva tri deformacijska stanja. UmreZeni
polimeri, u istim uslovima, imaju manju viskoelasticnu deformaciju nego linearni
amorfni. Oni ne prelaze u te€no stanje, nego se degradiraju na temperaturi Tj.
Degradacija se deSava zbog raspadanja makromolekula. Kristalni polimeri na
temperaturi neznatno iznad T, imaju malu viskoelasti¢énu deformaciju. Na temperaturi
topljenja Ty, nestaje kristalni poredak. Ako je T,,=Ty, kristalni polimer postaje tecnost,
koja tece, a ako je Ti< Ty, kristalni polimer ima jo$ jednu, i1 to vecu, viskoelasticnu
deformaciju. Tacan oblik termomehanicke krive kristalnog polimera zavisi od termicke
istorije uzorka, posebno od brzine hladenja nakon topljenja i kaljenja. Kristalni polimeri
su mehanicki ekvivalentni ako imaju jednake duZzine lanaca, isti procenat kristalizacije,

istu kristalnu strukturu i jednake temperature Tgi Tpy.

A

€
ristalni

polimer

Amorfni
polimer

mrezeni
polimer

& T Tn T; Ta T
Sl. 3-23 Termomehanicka kriva za amorfni, kristalni i umreZeni polimer

Promenom temperature, dakle, menja se ne samo stanje polimera nego i faza. Za

oblikovanje vec¢ine polimera najbolje je ako mogu da budu u te€nom stanju.

Oblikovanje se radi u relativno uskom temperaturnom podrucju, da ne bi doSlo do
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nepozeljnih promena u strukturi makromolekula.
Prva jednacina, koja opisuje uticaj temperature na svojstva, odnosi se na
amorfne materijale. To je Arenijusova jednacina:

_ _R[ a(lnv)} (3.30)

o(1/T) ]

gde je AH energija aktivacije, R je univerzalna gasna konstanta. Arenijusova jednacina
opisuje uticaj temperature na brzinu hemijske reakcije. Ova jednacina ima primenu
samo kod reSavanja problema gde postoji konstantna aktivaciona energija. Ona se ne
moze primeniti u regionu staklaste tranzicije.

U regionu staklaste tranzicije primenjuje se jednafina WLF - Williams,
Landel, Ferry:
C (T-Ty)

1 N S/
841 C, +(T-Ty)

(3.31)

gde je: ar - faktor horizontalnog pomeranja , C,,C, - univerzalne konstante, T -

temperatura za koju se racuna faktor pomeranja, Ts - referentna temperatura, razlicita za

razliCite polimere. Konstante C,,C, u originalnom eksperimentu odredene su za
poliizobutilen na Ts=243K. Veli¢ine univerzalnih konstanti su C, =7,4;C, =51,6K.
Po Salmenu (1984.) univerzalne konstante za drvo su C, =18,18;C, =77,2K a po
Lenth-u (1999.) te wuniverzalne konstante za razliCite vrste drveta su
C,=2,05-7,3;C,=66,4—388K . Jednacina (3.31) vazi za amorfne polimere u opsegu

od Ty do Tg+1000C. Ona se koristi za racunanje faktora horizontalnog pomeranja, u
dijagramu modul-temperatura, odnosno za redukovanje jedne promenljive.

Ispod T, koristi se modifikovana Arenijusova jednacina:

AH| 1 1
= —=—— 3.32
a;(T)=exp R {T TJ (3.32)
odnosno
AH 1 1
loga =— —_— 3.33
gar (T) 2,303R{T TJ (3.33)

gde je R - univerzalna gasna konstanta: R =8,31J/molK, T - temperatura za koju se

raCuna faktor pomeranja, Ts - referentna temperatura, obe u K.

Kod amorfnih polimera, koristi se samo horizontalni — vremenski faktor
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pomeranja, a kod semikristalnih 1 kristalnih, treba koristiti 1, empirijski odreden, faktor
vertikalnog pomeranja. Empirijski podaci se koriste zbog toga Sto mehanizam delovanja
faktora vertikalnog pomeranja u termomehanickoj krivoj nije dovoljno dobro proucen,
naroCito u oblasti iznad T,. Faktor vertikalnog pomeranja neki autori zovu 1 faktor

omeksavanja materijala. Nakon primene vremenskog, tj. horizontalnog faktora

pomeranja, dobije se redukovano vreme t*, koje se rauna iz obrasca:

t
t = (3.34)
a;(T)
Pomocu kojeg se materijalni parametri mogu izraziti na slede¢i nacin:
D(t",T,)=D(t,T) (3.35)

Vreme t* dalje figuriSe i u konstitutivnim jedna¢inama.
Ako se primeni samo horizontalni faktor pomeranja moze do¢i do pojave
gresaka kao sto pokazuje Sl. 3-24

Master Kkriva za

h

1 T=T
D® Originalni ’
podaci za
T=T1 _______ e--—-S-—_ z .
/ ! -~ Greska
“““““ M ! , modula
TyTy ! M. s AD(Y)
_/_y “NGreska vremena
] At
] _ ¢
Tacan poloZaj podataka
za T,;>T, nakon pomeranja

Sl. 3-24 Potencijalna greska pri uzimanju samo horizontalnog faktora pomeranja

WLF jednacina vazi samo za zapreminsku staklastu tranziciju, a osim od vrste
polimera, zavisi 1 od slobodne zapremine (Sl. 3-25 1 Sl. 3-26). Slobodna zapremina
polimera (Ferry (1980), Drozdov (1998.), Brinson H.F. i Brinson L.C., (2008.)),
definiSe se kao razlika izmedu zauzete zapremine i njegove specifiéne zapremine. Ona
moze da se koristi za odredivanje stepena kristalizacije polimera.

Nagib krive specificna zapremina-temperatura naglo se povecava nakon
temperature T,. Povecanje slobodne zapremine za temperature iznad T, tumaci se
povecanim molekularnim kretanjem. Slobodna zapremina poveéava se s povecanjem
sadrzaja vlage. Moze se, takode, uociti da je kod semikristalnih 1 kristalnih polimera

teze tacno odrediti temperaturu stakljenja, nego kod amorfnih.
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Posto se slobodna zapremina naglo povecava, s porastom temperature iznad

temperature staklaste tranzicije, najceS¢e se za referentnu temperaturu uzima

temperatura stakljenja, odnosno staklaste tranzicije.

Specifi¢na zapremina

r
Slobodna
zapremina
—_—
— -
—
— |
- ! Zauzeta
' zapremina
I
1
1
l s
T
T,

Sl. 3-25 Odnos temperature i specificne zapremine za amorfne polimere

h

Specifi¢na zapremina

>
>

T T

g
SI. 3-26 Odnos temperature i specifiéne zapremine za semikristalne (1) i Kristalne (2) polimere

Slobodna zapremina razlikuje se 1 za zasi¢ene 1 nezasiene polimere, kao §to

pokazuje Sl. 3-27.

Specifi¢na zapremina

Slobodna
! .
):-zgrimga_ -
— I
— | h
- ! 1 Zauzeta
' ' zapremina
T, T, T

SI 3-27 Promena specificne zapremine s temperaturom za zasicene (1) i nezasi¢ene (2) polimere

Iz svega ovoga moze se zakljuciti da se uticaj temperature moze posmatrati kao

1zolovan uticaj 1 kao uticaj spregnut s drugim uticajima.

Sto se tiCe uticaja vlaZznosti na viskoelasti¢na svojstva polimera, i on moZe da se

posmatra kao izolovan ili u sprezi s temperaturom. Ispitivanje tog uticaja je veoma

Siroka oblast i ovde ¢e se samo spomenuti neki radovi koji proucavaju uticaj i
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temperature 1 vlaznosti na drvo.

Kod drveta kao viskoelasti¢nog materijala vrlo je vazan istovremeni uticaj vlage
1 temperature (Popovi¢, 2005.).

Prema Popovi¢u (2006.) moduli elasti¢nosti drveta ako su odredeni u istom
anatomskom pravcu i pri istoj vlaznosti 1 temperaturi imaju priblizno jednake vrednosti
pri zatezanju 1 savijaju.

Postoji mnogo radova koji opisuju ispitivanja drveta savijanjem ali su
eksperimenti radeni u razliitim uslovima temperature 1 vlaznosti i1 za razliCite
anatomske pravce. Podaci o tome postoje u literaturi: Amkenasu (1978.), CobomneB
(1979.), Kollmann (1984.), Danon, Bankovi¢ (1985.), Zaki¢ (1985.), Kolin (1985.),
Popovié¢  (1996.), Zakié (2003.), Popovi¢ (2006.), Popovié, Soski¢, Miri¢ (2007.),
Kutnar, Sernek (2007.). Iz tih radova moze se zakljuciti da u veéini sluéajeva postoji
linearna veza temperature i valaznosti s jedne strane i modula elasti¢nosti drveta, s
druge strane.

Modul elasti¢nosti drveta, kao 1 fazni pomeraj (gubitak tangente) tand, zavise i
od vlaZnosti 1 od temperature. Po Lakes-u (2009.) vlazno drvo moZe se posmatrati kao
termoreoloski prosto u opsegu temperatura od 23-130°C i u opsegu frekvencija od
0,6Hz-20kHz. On je napravio uporedni prikaz dinamickih modula elasti¢nosti dobijenih
iz razliCitih eksperimenata: za vlazno drvo preuzetih od Salmena (1984.), za suvo drvo
s razli¢itim sadrzajima vlage pri savijanju i pri frekvenciji od 1 Hz od Kelly-ja 1 sar.
(1987.), 1 za vakuumski suSeno drvo ispitivano na smicanje pri istoj frekvenciji od
Wert-a i sar. (1984.).

Uticaj stakljenja na svojstva drveta pominje jo§ Ivanov (1962.). On razmatra
uticaj stakljenja celuloze na viskoelasticna svojstva drveta. Lenth (1999.) je
eksperimentalno odredio preko dielektriénih svojstava za nekoliko vrsta drveta
parametre Arenijusove i WLF jednaine, temperaturu stakljenja, proucavajuci
relaksaciju amorfne celuloze i hemiceluloze na temperaturama od 20-200°C u drvetu
vlaZznosti od 0-20%. Lakes (2009.) smatra da je nosilac viskoelasti¢nih svojstava drveta,

kao kompozita organskog porekla, u stvari lignin, ¢ija je temperatura stakljenja oko

100°C .
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3.4. SLM — Zener«

Model viskoelasti¢no;
ili Kelvin Voigt-ovog model
model za viskoelasti¢na Cvrst
vezano Kelvin Voigt-ovo i F

prikazuje SI. 3-28b.

SI. 3-28 Standa

Pri konstantnom na
deformacija raste do odreden
odredene granice. Nakon ra
preostale deformacije postepe

opisuje i viskozno tecenje

rasterecenju.
R4t
€ te
A
c

Sl. 3-29 Viskozno t

iodel

stog tela koji predstay
[ukovim, poznat je po
. (SLM), ili Zenerov m

70 telo. Paralelno veza

inearni modeli za viskoela

SLM daje trenutni
mice, a pri konstantno
¢enja, elasticna defor
padaju, kao Sto pokazt

laksaciju napona, Kka

> Relaksacija Rastereé¢
napona

3, relaksacija i rasterecenj

ombinaciju Maksvelovog
enom standardni linearni
S1. 3-28a prikazuje redno

[aksvelovo 1 Hukovo telo

Em

¢vrsto telo

iticni  odgovor odnosno,
ormaciji, napon opada do
a se trenutno gubi, dok
. 3-29. Ovaj model dobro

ponasanje materijala pri

erovog modela
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SLM je dobio ime po Clarence Melvin Zeneru (1905-1993). Njegove rane
hipoteze 1z oblasti fizike ¢vrstih tela omogucile su razvoj raCunara, decenijama posle
toga. On je americki fizicar, koji je prvi opisao elektricna svojstva koriS¢ena kod
Zenerove diode, koja je dobila ime po njemu. Inace, Zenerova dioda propusta struju, ne
samo u Zeljenom smeru kao obi¢na dioda, nego i u suprotnom smeru, ako je napon veéi
od napona probijanja (poznatog kao Zenerov napon).

Zener je 1932. objavio rad u kojem je objasnio neadijabatski prelaz izmedu
energetskih nivoa, pri ¢emu je uzeo u obzir i rastereCenje, a ne samo opterecenje
materijala. S tim radom pocinje istorija teorijskog istrazivanja neadijabatske tranzicije
koju su nastavili Landau 1 Stueckelberg. Zahvaljuju¢i tom radu objaSnjeno je
otkazivanje - probijanje elekticnog izolatora, $to je omogucilo pronalazak Zenerove
diode, kao regulatora napona.

Pojam adijabatskog stanja ili termicke, odnosno energetske ravnoteze, je vrlo
vazan koncept u prirodnim naukama. Ovo stanje materijala podrazumeva postojanje dve
vrste veli¢ina koje opisuju posmatrani sistem: sopstvene vrednosti koje su uvek
konstantne, i veli¢ine koje se kontinualno menjaju (uz vazan uslov da je njihova
promena vrlo spora).

Sopstvene vrednosti zovu se invarijante adijabatskog stanja, a kontinualno
promenljive veli¢ine zovu se adijabatski parametri stanja. Stanje koje sistem zadrZava,
iako se adijabatski parametri kontinualno ali sporo menjaju, je ravnotezno adijabatsko
stanje. Ako moze da se definiSe takav adijabatski parametar koji dobro oslikava
ravnotezno adijabatsko stanje, on ¢e istovremeno moci vrlo uspeSno da opiSe 1 objasni
svojstva materijala izloZenog, kako statickom, tako i dinamickom opterecenju.

Medutim, ako bi adijabatsko stanje bilo ravnotezno sve vreme, ne bi dolazilo ni
do kakvih promena stanja. Takav materijal bio bi mrtav. Promene u materijalu, ipak,
nekako se deSavaju. Te promene se zovu neadijabatska ili fazna tranzicija Il reda.

Neadijabatska tranzicija deSava se jer se iznenada menja skup uticajnih
promenljivih veli¢ina. Njihova promena odudara od sporih promena adijabatskih
parametara, pa se i stanje sistema usaglasava s tim promenama.

U svetu oko nas, ovakva vrsta tranzicije deSava se svuda. Kada god se dese brze
promene stanja, one se mogu definisati kao neadijabatska tranzicija. Procesi koji se

desavaju tokom neadijabatske tranzicije u velikoj meri zavise od odnosa dva vremena:
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vremena dejstva optere¢enja 1 vremena odgovarajuc¢e promena stanja. Ako je odnos ta
dva vremena mali, promene su intenzivne 1 velike, a ako je odnos vremena veliki,
promene su vrlo male.

Kada se jedan parametar menja adijabatski, dve sopstvene vrednosti sistema
mogu da se priblize jedna drugoj, a zatim da se udalje, Sto govori da te sopstvene
vrednosti menjaju svoj karakter. Ako se parametar varira s konatnom brzinom, sistem
moze skociti 1z jednog stanja u drugo, bez vidljive promene faze. Verovatnoc¢a pojave
ovakve tranzicije moze se tacno izracunati, pod uslovom da sistem zadovoljava
odredena ogranicenja.

Redno vezan SL.M

Ukupna deformacija redno vezanog SLM-a jednaka je zbiru deformacije redno
vezanog Kelvin Voigt-ovog 1 Hukovog tela, e =¢,, +¢,, pa je:

£= Ei +e, (3.36)
H
dok je napon u oba tela jednak (o).
Za Kelvin Voigt-ovo telo vazi jednacina za napon (2.64), u slede¢em obliku:
c=E g, +méy (3.37)

Zamenom deformacije ek iz jednacine (3.36) u jednacinu (3.37), dobija se:

o . O
oc=E,|e——|4+n| 6—— 3.38
[ Ej n( E] (3.38)
odnosno
ﬂG+G=EH(E—K8+éj. (3.39)
n n

Jednacina (3.39), zove se konstitutivna jednacina redno vezanog, linearno
napregnutog SLM. Ona se moze napisati, u skladu s jednaCinom linearne

viskoelasti¢nosti (3.1), 1 u slede¢em obliku:

PO +p,6=q,&+q,E (3.40)
odnosno
. 1 )
o+t 6=E 1 T—8+8 (3.41)
e
gde je
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__n _
P E,+E, ©
E.E T
qOZEH—K.ﬂ:EH_G (3.42)
ntTEg M Te
E
q, = 1o =EuT
E,;+E¢ o]
. =
€ EK

Veli¢ine T 1 s imaju dimenzije vremena, kao kod Maksvelovog 1 Kelvin Voigt-ovog

modela. Zovu se vreme viskoznog tecenja i vreme relaksacije Zenerovog modela.
Izraz (3.41) je linearna, PDJ prvog reda. Ona pokazuje da SLM zavisi od tri

parametra materijala: Ep, T i T Sto znaci da dobro opisuje i viskozno tecenje i

relaksaciju napona, i vazi za viskoelasti¢no ¢vrsto telo.
Pri konstantnom naponu c=c(H(t) , za t>0s, iz jednacine (3.41) dobije se

konstitutivna jednacina viskoznog tecenja za linearno napregnut SLM:

gy bee Entle gy (3.43)
n nkEy,
odnosno
L. o,H(t) (3.44)
. Eyt
€ (e}

Resenje jednacine (3.44), koja je nehomogena, uz pocetni uslov da je za t=0s

€ :g—, predstavlja zbir opSteg reSenja odgovaraju¢e homogene diferencijalne
H

jednacine prvog reda 1 partikularnog reSenja nehomogene jednacine, 1 glasi:

T 1 E. +E T
e(t)=g,+8,=——Le G+ —+——|g, =K1 g oo & (345)
E, nlx Ey

odnosno

T
8(t)=&—&e € =g, L—Le & (3.46)
q, Ex q, Eg

Promenu deformacije prema jednacini (3.46) prikazuje Sl. 3-30. Na slici se vidi
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da se deformacija asimptotski priblizava odredenoj vrednosti.

Iz jednaCine (3.46) vidi se da deformacija, nastala pri konstantnom naponu,
zavisi samo od vremena viskoznog tecenja, a ne od vremena relaksacije. Takode se vidi
da je deformacija konac¢na, ¢ak i kada je vreme beskonacno veliko:

e=g(o0)=x Eug _Gofy Bul oy Bals e (3.47)
EHEK EH EK EK

e(t
Uvodenjem smene Q =D(t) u jednacinu (3.46), dobije se modul viskoznog
Oy

tecenja za SLM:

D(t):(i+i LI :EL+EL l—¢ © |=D,+D,(t) (3.48)

SL 3-30 Promena deformacije SLM, pri konstantnom naponu

Kao 1 viskozna deformacija, nastala pri konstantnom naponu, modul viskoznog
teenja zavisi samo od vremena viskoznog te¢enja, a ne od vremena relaksacije napona.
Veli¢ina D(t) odnosi se na trenutno izmerenu vrednost modula elasti¢nosti, Dy, na
pocetnu vrednost modula elasticnosti, a veli¢ina D; na dodatnu vrednost modula
elasti¢nosti, zbog uticaja viskoznosti. Veli¢ine Dy 1 D; imaju dimenziju recipro¢nog
modula elasti¢nosti.

Kada t — Os iz izraza (3.48) dobije se da je modul viskoznog tecenja jednak:
D(O) = L Kada t—>o, modul viskoznog tecenja asimptotski tezi ustaljenoj

H

vrednosti:
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D(w0)=—+— (3.49)

Kada se u jednacinu (3.49) stavi da je t= T, za modul viskoznog teCenja se

dobija: D(r ):L+L(l—lj =L+EL. Ovaj rezultat govori da je vreme
e/ E, E¢ e/ E, 3E;

viskoznog tecenja, u stvari, vreme potrebno da se pocetni modul viskoznog tecenja Ey

poveca za 2/3 modula Eg.

Graficki postupak za odredivanje vremena t_ prikazuje Sl. 3-30. Pocetna

tangenta na krivu deformacija-vreme povlaci se do preseka sa asimptotom iste krive,
koja odgovara ustaljenom modulu viskoznog tecenja. Odsecak koji pravi ordinata tako
dobijene presecne tacke na vremenskoj osi, predstavlja vreme viskoznog tecenja. Za
ovaj grafi¢ki postupak, problem je da se tatno oznaci pocetni deo krive deformacija-
vreme, a samim tim 1 tatan pravac pocetne tangente na krivu deformacija-vreme. Drugi
problem je vreme trajanja eksperimenta, koje bi teorijski trebalo biti beskonacno veliko
da bi se dobio tacan ustaljeni modul, odnosno da bi se doslo do asimptote s kojom treba
da se presece pocetna tangenta.

Sve ovo vazi samo do trenutka rastere¢enja (trenutak t; koji prikazuje Sl. 3-30).
Da bi se dobila odgovaraju¢a jednacina za drugi deo krive u dijagramu deformacija-
vreme, koji odgovara periodu nakon rasterecenja, potrebno je resiti jednacinu (3.41), uz
uslov da je za t > t, napon 6=0. Dakle, jednacina

T (3.50)
n

se reSava u vremenskom intervalu od t-t; do beskonacnosti, uz pocetne uslove: vreme

t=ty+ , deformacija &(t,, ) :g— 1-e € |. g(t,) je deformacija u trenutku t;, koji se

uzima kao novi pocetni trenutak, G, je napon u intervalu od nule do t;.

Opste reSenje ove homogene jednacine je:
Y

e(t)=Ae (3.51)

Konstanta A odreduje se iz pocetnih uslova, pa je kona¢no resenje za jednacinu (3.51):
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e(t)=—[1-¢ ¢ ei8 (3.52)

Za vreme t=o , g(0)=0. Inade, jednacina (3.52) pokazuje da deformacija

nakon rastere¢enja uopSte ne zavisi od pocetnog modula elasti¢nosti Ey (u trenutku
t=0s), nego samo od modula Ex.

Ovde je pokazano da je za Zenerov model nakon rastere¢enja pri beskonacno
velikom vremenu deformacija potpuno povratna. Medutim, rezultati eksperimenata koji
se odnose na viskoelasti¢na Cvrsta tela to ne pokazuju. Zato se uzima da je beskonacno
veliko vreme, u stvari, vreme trajanja odredene vrste materijala. To vreme trajanja meri
se godinama, decenijama, vekovima.... Vreme u eksperimentima je uvek konac¢no i
mnogo manje od vremena trajanja materijala, pa je teSko odrediti vreme nakon koga bi
se moglo smatrati da je deformacija nakon rastere¢enja pala na nulu. Zato deonica u
dijagramu deformacija — vreme, koja odgovara periodu nakon rastere¢enja, treba da
bude mnogo duza i razvuCenija. Za periode vremena koji odgovaraju vremenu
eksploatisanja materijala smatra se da, ipak, postoji odredena veliCina zaostale
deformacije. Uz ovo ogranicenje, ako je napon konstantan, moZe se, kao osnovni
model za opis deformacije viskoelasticnog ¢vrstog tela, koristiti redno vezan
Zenerov model.

Zbog problema koji se ticu velikog vremena trajanja eksperimenta ¢iji rezultat
sluzi za graficko odredivanje parametara Zenerovog modela, prikazuje se jos i slucaj s
konstantnom brzinom optereéivanja. OptereCenje se moze nanositi konstantnom
brzinom u jednom ciklusu, ili viSestepeno.

Da bi se podaci iz viSestepenog eksperimenta s konstantnom brzinom
optere¢ivanja u svakom ciklusu, mogli koristiti kao viskoelasti¢ni parametri, potrebna je
tatno utvrdena procedura izvodenja eksperimenta. Ako se viSestepeni eksperiment
obavlja po dole navedenoj proceduri, onda je tako dobijeni dijagram deformacija-vreme
isti kao kod uzorka koji je jednostepeno opterecen, a brzina nanoSenja opterecenja je
konstantna (Sl. 3-31). Procedura zahteva da se, tokom viSestepenog eksperimenta,
nakon dostizanja odredenog nivoa optereCenja, uzorak mora rasteretiti i zadrzati u
rastere¢enom stanju dok se ne zabelezi nepovratna zaostala deformacija. Pri prelasku na

novi nivo opterecenja usvaja se opterecenje koje je delovalo na kraju prethodne deonice.
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To optere¢enje deluje sve dok se ne dostigne deformacija iz prethodne deonice. Tek

onda pocinje prirast novog optere¢enja konstantnom brzinom (SI. 3-32).

Za jednostepeno optere¢enje kod kojeg je napon linearno promenljiv,6 =0 -t
(gde jeo,u Pa/s ), dobije se konstantna brzina nanoSenja opterecenja 6 =oc,. Takav
nacin opterecivanja je ¢es¢i pri izvodenju eksperimenta s viskoelastiénim materijalima, i
jednacina (3.41) moze da se reSi i1 za taj slucaj. U ovom slucaju, dakle, reSava se
jednacina (3.41) u slede¢em obliku:

E,+E 1 E .
g00t+—60=—"8+8 (3.53)
Eym Ey n

a,0m
€ 8009
0008 + v=0,1kg/cm’min
0,007
0006
aoes
0,004
1803
0037
a8.600

T

T T T ]

1

1 1 I 1 L | I} I 1 1
0 I 20 530 o8 59 &0 72 &% 83w g )
T[min]

SIL 3-31 Kriva ukupnih deformacija za brezu, na temperaturi 60°C: 1-pri jednostepenom
opterecivanju, 2-pri viSestepenom opterecivanju u radijalnom pravcu, prema gore navedenoj
proceduri (Yrouaes, 1971.)

ResSenje jednacine (3.53) trazi se za pocetne uslove t=0s 1 8(0) =0 (jer je

t

T
o, (0):0). To reSenje je zbir opSteg: ¢, =C-e ¥ i partikularnog integrala:

g, =at+b, gde je: t - vreme viskoznog teCenja, pri konstantnoj brzini nanosenja
opterecenja, T = El . Konstante a 1 b odreduju se iz jednacine (3.53), u koju se zameni
K

partikularno reSenje ¢, =at+b, i njegov prvi izvod ¢ =a. Tako se dobija nova

jednacina: Mcot +L00 = E—K(at +b)+a, izkoje sledi da je:
Eyn Ey n
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a:EH+EK00: 1.1 Go:&, b -1 T.5,.
EHEK EH EK E EH L ‘

o0

. . T 1
Pretpostavljeno reSenje je sada: e€=C.e %° R/ IO LI G, -
E E, E, ) *

o0 o0

Integraciona konstanta C odreduje se iz pocetnih uslova za t=0s i dobija se da je:

1 1 1 1 .. .
0= C+(———J T..C0> odnosno C = —[———J 7.0 Konaéno resenje jednacine
H Eoo H Eoo
(3.53) sada ima oblik
t
Lo % o,
g=—| ——-— |1, 0p'¢ “+—t+l ——— 1.0,
EH Eoo © EH Eoo
odnosno:
t
1.0 T
8:;’—0(1—%} l—e +§—°t (3.54)
H o ©

Ovo reSenje vazi za konstantnu brzinu nanoSenja optere¢enja. Koristi se za
crtanje dijagrama zavisnosti deformacije od vremena, iz kojeg se grafickim putem mogu
odrediti parametri modela.

Kada vreme t raste, iz izraza (3.54) se dobija da 1 deformacija neograni¢eno

190 E,| o, . ) 5 .
raste: a(t T)=E— I—E— +E—t. Analizom izraza (3.54) moze se pokazati da
H

0 o0

postoji pocetna tangenta krive viskoelasti¢nih deformacija (prava 1, Sl. 3-32), ¢, = E—Ot

H
¢iji je nagib konstantan). Oznake na slici su: &€y, — ukupna deformacija, &y —
viskoelasticna deformacija, €,,05t — zaostala deformacija, gy — pocetna deformacija, &, —
ustaljena deformacija, €., — razlika deformacija koja se koristi za odredivanje vremena
viskoznog tecenja.

Ordinata proizvoljne taCke na pocetnoj tangenti odreduje pocetnu deformaciju,
odnosno, pocetni modul elasticnosti Zenerovog modela, u proizvoljnom trenutku

vréemena:

E, =—* (3.55)
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Ordinata proizvoljne tacke na pravoj paralelnoj sa asimptotom krive deformacija

(prava 2, Sl. 3-32), ¢, =0, (EL—FEL]‘[ , €1j1 je nagib konstantan, a koja prolazi kroz
H K

koordinatni pocetak, odreduje konac¢no dostignutu deformaciju, odnosno, ustaljeni

modul elasti¢nosti:

1 1 1
B (3.56)
E, E, E, ot
u proizvoljnom trenutku vremena. Ovo je izraz iz kojeg se odreduje drugi parametar

Zenerovog modela Ex.

A A
€ a) ; e b)
2
/
€ 7/ Eo— ;—0 t
u
5 Eve 1
&= & t
€raz H
O | -
(0] . > i
t [min] 1.5 . & t [min]
EH Eoo

SI. 3-32 Graficko odredivanje parametara Zenerovog modela: a) promena deformacije pri
viSestepenom optereéivanju uzorka s periodicnim rastere¢enjima, b) pomo¢ni dijagram
viskoelasti¢nih deformacija. (Yroxaes, 1971.)

Razlika ordinata proizvoljne tacke na asimptoti pomerenoj u koordinatni
pocetak, i tatke na stvarnoj asimptoti, predstavlja razliku deformacija €., , koja se

koristi za raCunanje vremena T__, po izrazu:

&
S L (3.57)
cSO (EH _Ew)

VYrones (1971.) karakteristicno vreme pri konstantnoj brzini nanoSenja

opterecenja naziva vreme relaksacije (misli se na relaksaciju — smanjenje deformacija, a
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ne napona), i obelezava s n. Ovako izraunato karakteristicno vreme nije isto kao vreme
viskoznog tecenja, raCunato pri konstantnom naponu, StaviSe, ono je viSestruko vece. To
je logi¢no, jer su u pitanju razli¢iti uslovi ispitivanja.

U eksperimentu kojim se odreduje modul elasti¢nosti za odredeni materijal da bi
se dobili viskoelasticni parametri viskoznog teCenja, moze se, dakle, delovati silom
konstantnog intenziteta, ili silom koja se nanosi konstantnom brzinom. Tako dobijeni
podaci mogu da se iskoriste za izraCunavanje parametara Zenerovog modela. Pri tome,
u oba slucaja, treba zabeleziti pocetni modul elasticnosti Ep, ustaljeni modul E., i
nacrtati odgovarajuci dijagram deformacija-vreme, iz kojeg se graficki mogu odrediti
parametri modela.

Da bi se ispitao redno vezan SLM, za slucaj relaksacije napona, u jednacinu
(3.41) se unosi konstantna deformacija, oH(t). Tako se dobija nova nehomogena PDJ,

odnosno, konstitutivna jednacina za relaksaciju napona:

gt s B oy (3.58)
n n
ili
.1 _E
5+—o=—Lg H(t) (3.59)
T T
(e €

Resenje te jednacine, uz pocetni uslov da je za t=0, 6 =6, =¢,E,;, glasi:

_Ex+Eu,
G(t)zgo Eﬁ—ﬂ e M +ﬂ80 (3.60)
E,+E¢ E,+Eg
odnosno
_Eg+Ey,
c(t)—ﬂqﬁE Ey "og, (3.61)

" E,+E, "E,+E,

Kada je vreme beskonacno veliko, dobije se da je napon manji od pocetnog:

E«
6(w)=——0, <0 3.62
( ) E,+E¢ 0 0 ( )

Iz jednacine (3.61), koriS¢enjem smene

p=2W _n . (3.63)
e Ex+E; ©

dobija se izraz za modul relaksacije SLM-a:
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2 T 2
E(t)= EuEx + Ey e ©=E, __Bu l-e © (3.64)
E,+E, E,+E( E,+E¢
odnosno
E(t)zEO—El(t) (3.65)

gde je E, (t) funkcija koja je jednaka drugom ¢lanu s desne strane izraza (3.64).

Veli¢ina E(t) predstavlja trenutnu vrednost modula elasticnosti, pri zatezanju,
karakteristi¢nu za relaksaciju napona. Zove se modul relaksacije.

Velic¢ine Ej i E; imaju dimenziju modula elasti¢nosti. Veli¢ina E, odnosi se na
pocetnu vrednost modula elasti¢nosti, a veli¢ina E; na smanjenje vrednosti modula

elasti¢nosti zbog uticaja viskoznosti.

Kada t — 0, dobija se da je modul relaksacije jednak: E(O) =E,.Kada t > ©
modul relaksacije tezi ustaljenoj asimptotskoj vrednosti i jednak je:

E (o) :% (3.66)
Promena eksponencijalne funkcije — modula relaksacije, ista je kao promena napona na
SI. 3-11.

Sve ovo vazi samo do trenutka rastere¢enja (t;, Sl. 3-11). Da bi se dobila
odgovarajuca jednacina za drugi deo krive u dijagramu deformacija-vreme, gde dolazi

do porasta napona, potrebno je resiti jednacinu (3.41) uz uslov da je za t>t,

deformacija €=0. Dakle, reSava se jednaCina

.+EH+EKG

G =0 (3.67)
n
u vremenskom intervalu, od t; do beskonacnosti, uz pocetne uslove: za vreme t=t; napon
Ex +E

. : EE —S EE

je  jednak o(t,)=¢)| By——""-]e " +g—"H —gE, odnosno
E,+E¢ E,+E¢
t

E2 | T : 3 . .
o(t,)= H G _1] . c(tH) je napon u trenutku t;, koji se uzima kao novi

&g

pocetni trenutak, a g je deformacija u intervalu od 0 do t;.

Opste reSenje jednacine (3.67) je:
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t-t)

T
G(t)=Ae © (3.68)
Nakon odredivanja konstante A iz pocetnih uslova dobija se kona¢no reSenje u obliku:

) oy
B eyl o (3.69)
E( +E4

o(t)=¢,

Za vreme t =0, G(OO) =0. To znaci da je, za Zenerov model, pri beskonacno velikom

vremenu, nakon rastere¢enja relaksacija napona potpuna. Kao i kod eksperimenata koji
se rade s konstantnim naponom, 1 ovde se smatra da je beskonacno veliko vreme, vreme
trajanja usvojene vrste materijala. Zato deonica u dijagramu napon — vreme, nakon
rastere¢enja, treba da bude mnogo duza i razvucenija. Za periode vremena koji
odgovaraju vremenu eksploatisanja materijala, smatra se da postoji odredena veliina
zaostalih napona. Uz ovo ograni¢enje, moguce je koristiti redno vezan Zenerov
model, kao osnovni model za deformisanje viskoelasticnog ¢vrstog tela, kada je
deformacija konstantna.

U eksperimentu kojim se odreduje modul relaksacije za odredeni materijal,
potrebno je, dakle, beleziti: velicinu sile koja deluje kao opterecenje, veli¢inu
deformacije 1 vreme, karakteristicno za svaku promenu veliCine ili pravca dejstva
opterecenja. Zatim, treba zabeleZiti pocetni modul relaksacije, kao i ustaljeni modul pa
potom nacrtati odgovarajuc¢i dijagram napon-vreme. Tangenta na krivu relaksacije u
pocetnom trenutku, povlaci se do preseka sa asimptotom ustaljenog napona. Tako se
nalazi vreme relaksacije. Osim ovog grafickog postupka, vreme relaksacije moze se
odrediti 1 racunski, iz izraza (3.64). Modul Ek, koji je potreban u izrazu (3.64), odreduje
se iz izraza (3.66), pod uslovom da se znaju pocetni i ustaljeni moduli relaksacije.

Iz izraza (3.42) moze se dobiti veza izmedu vremena viskoznog teCenja i1

ﬂ, odnosno, T, =T1_ (E—HJA).

K

vremena relaksacije u slede¢em obliku: T, =T,
K

Iz ove jednaCine se vidi da je vreme viskoznog teCenja uvek vece od vremena
relaksacije. Za slucaj da je E,; < E,, vremena viskoznog tecenja 1 relaksacije napona
su priblizno jednaka, ali je pitanje da li se u tom slucaju, jo§ uvek, moze govoriti o
¢vrstom materijalu. Sl. 3-33 prikazuje da se za proizvoljno izabrane module relaksacije i

viskoznog tecenja, fazna tranzicija Il reda javlja na krivoj te¢enja kasnije nego na krivoj
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relaksacije.

logD(t)

logE(t)

»
»

t

Sl. 3-33 Ekvivalentne krive viskoznog tecenja i relaksacije
Paralelno vezan SLM
Ukupan napon paralelno vezanog SLM-a jednak je zbiru napona paralelno
vezanog Maksvelovog (2.44) 1 Hukovog tela (3.2), 6 =0, + 0, . Deformacija u oba

elementa je jednaka, pa konstitutitvna jednacina izgleda ovako:

n

c=né—-—06, +E,¢& (3.70)
EM
Ako se obema stranama jednacine doda ¢lan N , dobija se :
M
n . L
c+—6=E,e+ne+—o6 3.71
E, nEHNEF L O (3.71)

Kada se dalje zameni da je 6, = E,;€, dobija se diferencijalna jednacina koja

predstavlja vezu napona i deformacija, za paralelno vezan SLM:

G+ 5=Eue+—-(E, +E,)é (3.72)
EM EM
odnosno:
PyO+ PG =qoe+q,E (3.73)
gde je
_ _n _ _ _n _ __E +Ey
po=1, p, —a—rca 4 =Ey., q _a(EM +EH)_EHTS= Te —nm (3.74)
Nakon toga, obavlja se transformacija jednacine (3.73) u slede¢i oblik:
c+1 G6=E, (s+rgé) (3.75)
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Ovo je, konacno, konstitutivna jednacina linearno napregnutog, paralelno vezanog
SLM-a. JednacCine (3.40) 1 (3.75) istog su oblika, samo im se razlikuju koeficijenti pj,
qo, q1. To znaci, da su ovo dva ekvivalentna modela materijala. Za oba modela vazno
je da se odrede pocetni i ustaljeni moduli elasti¢nosti, kao i trenutni moduli, uz
nalaZenje vremena relaksacije, odnosno vremena viskoznog tecenja.

AKko se paralelno vezan SLM optereti konstantnim naponom c= o H(t), ili se
izlozi konstantnoj deformaciji e=¢)H(t), dobijaju se reSenja analogna jednainama
(3.46) i (3.61).

Odnos vremena viskoznog teCenja i vremena relaksacije isti je kao kod
redno vezanog SLM-a.

Na sve konstitutivne jednac¢ine dobijene u ovom poglavlju, mogu, kao 1 kod
prethodnih modela, da se primene Laplasove transformacije i da se dobiju asocijativne
jednacine.

SLM ima dakle sledec¢a svojstva:

e pri dejstvu opterecenja trenutno se deformise,

e pri konstantnom naponu ima ograni¢enu deformaciju viskoznog tecenja,

« pri konstantnoj deformaciji ima ograni¢enu relaksaciju napona,

o nakon uklanjanja optere¢enja ima trenutno povratnu elasticnu deformaciju, a

zatim se deformacija dalje postepeno asimptotski smanjuje, skoro do nule.

SLM daje odredeno poboljSanje u opisivanju ponaSanja realnih materijala. Kod
njega je za modeliranje materijala raspolozivo vreme relaksacije ili vreme retardacije. U
stvarnosti, postoji beskrajno mnogo takvih parametara. Na primer, za razli¢ite polimere
(s razli¢itim duzinama strukturnih lanaca), vreme koje je potrebno za odgovor materijala
na dejstvo optere¢enja nije isto. Polimer s kra¢im strukturnim lancima reaguje brze. To
dalje znaci da se, za modeliranje viskoelasti¢nih svojstava razlicitih polimera, koristi
¢itav spektar SLM, koji se medusobno razlikuju po sopstvenim vremenima relaksacije

ili retardacije.

3.5. Primena Zenerovog modela u mehanici drveta

U ovome radu proucava se drvo, kao VEO materijal . Ortotropija, odnosno
razli¢itost mehanickih svojstava u tri medusobno ortogonalna pravca, je karakteristika

polimera, kao klase materijala. To znaci da drvo, kao materijal izgraden od polimera,
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moze da se proucava u okviru te klase materijala.

Polimeri mogu imati amorfnu, kristalnu ili amorfno kristalnu strukturu. Polimeri
u strukturi drveta imaju razli¢it stepen kristalizacije amorfnih polimera, kod mekog i
kod tvrdog drveta. Smatra se da odatle mogu da poticu razlike u njihovim mehanickim
svojstvima.

Sto se ti¢e drveta, kao materijala sa anatomskom simetrijom, mnogobrojni
eksperimenti pokazuju da drvo ima tokom vremena promenljiva svojstva ¢vrstog tela.
Ta promenljiva svojstva tokom vremena proucavali su: bensukun, Suenko (1957.),
Yroner (1971.), Fridley i sar., (1997)., Nogi i sar. (2003)., Majka (2004.). Njihove
promene zavise od nivoa opterecenja, brzine nanoSenja opterefenja, temperature,
vlaZnosti 1 njegove unutrasnje strukture. Tu se, pre svega, misli na mehanicka svojstva,
koja se ispoljavaju u procesu deformisanja pod dejstvom opterecenja.

VYrones (1971.) smatra da se linearno napregnuto telo od drveta moze tretirati
kao VEI ¢vrsto telo, koje se ponasa po SLM - Zenerovom modelu, a ne po Burgerovom.
Burgerov model za drvo prvi su, jo§ pre nekoliko decenija, koristili: Kollmann, Céte,
Bodig, Jane, a posle njih 1 mnogi drugi autori. Taj model je izabran za drvo samo zbog
strukture deformacija koja, u nekim slucajevima, odgovara deformacijama linearno
napregnutog drveta, pri odredenim uslovima. Model je izabran bez dublje analize
ponasanja modela pri razli¢itim eksploatacionim uslovima. Razvoj reologije i
viskoelasticnosti u poslednjih nekoliko decenija, omogucio je da se objasni razlika
izmedu viskoelasti¢ne tecnosti i viskoelasticnog ¢vrstog tela, pokazujuéi da izabrani
mehanicki model nije model strukture materijala, nego model svojstava. S tog
stanoviSta, Burgerov model moZze biti samo model za viskoelasticnu te¢nost, dok
proizvoljno napregnuto telo od drveta ne prelazi iz ¢vrstog stanja u te¢no, nego
samo menja fazu.

S obzirom na postojanje anatomske simetrije drveta u tri medusobno
ortogonalna pravca, ovde se uvodi pretpostavka da drvo moze da se posmatra kao telo
od viskoelasti¢nog, ali ne izotropnog, nego anizotropnog materijala. Izbor modela
anizotropije, ortotropije - EO ili transverzalne izotropije - TI, zavisi od odnosa izmedu
dimenzija strukturnih elemenata drveta i dimenzija tela napravljenog od drveta.

Cob6oneB (1979.) smatra da se za telo od drveta (masiva ili laminata) kod kojeg

je povrina popreénog preseka veéa od 100 cm® moze koristiti model TI materijala. To
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su, na primer, razne nosece grede koje se koriste u gradevinarstvu. Karakteristi¢no telo
od drveta, koje predstavlja model TI tela, je kocka ivice 10 cm?, zapremine 1000 cm’.
Smatra se da u toj zapremini postoji, veoma razli¢it, sluajni poredak elemenata
strukture drveta. Sile koje deluju na te elemente strukture, takode imaju veoma razlicitu,
slu¢ajnu orijentaciju. U tom slucaju nemoguce je apsolutno tacno odrediti radijalni i
tangencijalni pravac. Dalje se smatra da je razliCitost mehanickih svojstava drveta, u
svim moguéim pravcima, upravnim na poduznu osu, mala, u poredenju s razli¢itos¢u tih
svojstava u odnosu na svojstva u pravcu poduzne ose. Zbog toga se, sa
zadovoljavaju¢éim stepenom tacnosti, uzima da karakteristike velikih elemenata
napravljenih od drveta odgovaraju modelu tela od TI materijala. Takav izbor modela
anizotropije znatno uprosc¢ava reSavanje zadataka teorije elasticnosti.

Za tela od drveta s povr§inom popreénog preseka od 20 do 100cm’, moze da se
koristi i model EO i model TI materijala.

Za tela od drveta &iji je popre¢ni presek od 1 do 20 cm? koristi se model EO
materijala. To su elementi nameStaja, drvene ambalaze, sportski rekviziti, elementi
podova. Najveca karakteristicna zapremina tela od drveta koje se moZe smatrati
ortotropnim, je Viyax=10 cm3, a najmanja V=1 mm’. Zapremina V.« sadrzi dovoljan
broj strukturnih elemenata drveta, na osnovu kojih se, postupkom osrednjavanja
mehanickih karakteristika, to telo moZe posmatrati kao kontinualno i kvazihomogeno.
Sto se ti¢e svojstava u radijalnom i tangencijalnom pravcu, krivina prstena prirasta je
mala, kao i odnos dimenzija poprecnog preseka prema radijusu krivine prstena prirasta,
pa se ti uticaji zanemaruju. Zapremina Vy,, jo$ uvek sadrzi dovoljan broj strukturnih
elemenata drveta, a ipak je dovoljno velika u odnosu na debljinu prstena prirasta.

Znalaj proucavanja tela od drveta kao TI materijala je u tome S§to se tako
dobijaju vazni podaci i o ponasanju delova tela od drveta, kao transverzalno izotropnog
materijala. Ali, proucavanje tela od drveta kao TI materijala ne moze se u potpunosti
zameniti prouc¢avanjem tela od drveta kao EO materijala, jer osim poznavanja svojstava
delova tela od drveta, treba poznavati i svojstva tela od drveta kao celine.

Ispitivanje mehanickih svojstava drveta prvo je radeno u pravcu paralelnom
vlaknima. Takvo ispitivanje obavljano je iz prakti¢nih razloga. Eksperimenti su pokazali
da su apsolutne veliine dilatacija u pravcima vlakana, viSestruko manje od veli¢ine

dilatacija u radijalnom 1 tangencijalnom pravcu. S obzirom na to da su poduZne
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dimenzije ispitivanih uzoraka uvek viSestruko ve¢e od popre¢nih, izmerena izduzenja u
pravcu vlakana uvek su veca od izduzenja u radijalnom i tangencijalnom pravcu, pa ih
je lakSe zabeleZiti. Rezultati dobijeni u takvim merenjima korisni su za primenu u
praksi. Medutim, zbog razli¢ite prirode deformisanja duz vlakana i upravno na pravac
vlakana, ne moze se direktno zakljuciti kakve su karakteristike drveta u poprecnim
pravcima. Bodig (1965) 1 Kunesh (1968) su utvrdili da je za drvo vazan faktor njegova
anatomska struktura, zbog koje se javljaju razliciti oblici loma pri transverzalnom
pritisku, u radijalnom ili tangencijalnom pravcu. U poduznom pravcu deformacije se
razvijaju skoro sve do trenutka loma, bez znacajnije promene mikrostrukture. U
poprecnim pravcima, uloga mikroskopskih promena strukture vrlo je znacajna, iako ih
je tesko zabeleziti.

Zbog svega toga se, za odredivanje odgovaraju¢ih materijalnih karakteristika,
rade eksperimenti i studije koje koriste pritisak normalno na vlakna: Wolcott i sar.
(1989.), Janzen (2001.), Popovi¢ (2006.). To je takozvani transverzalni pritisak, koji
moze biti u radijalnom 1 u tangencijalnom pravcu. Ova vrsta ispitivanja, za razliku od
ostalih (aksijalni pritisak ili zatezanje, savijanje), dozvoljava koriS¢enje uzoraka malih
dimenzija. Pri tome se moze koristiti i koncentrisano i povrSinsko optereéenje.
Opterecenjem cele povrSine smanjuje se mogucnost greske pri ocitavanju rezultata.
Tako dobijeni rezultati pokazuju pravu veliinu otpornosti na lom materijala. Kod te
vrste ispitivanja, umesto standardnog deformacionog kriterijuma od 2% ukupne
deformacije, uzima se 5%, jer je primeéeno da se maksimalni naponi javljaju tek kada
se prekoraci granica od 2% .

Karakteristi¢an izgled dijagrama napon-dilatacija, pri ispitivanju drveta kao EO
polimera pritisnutog paralelno vlaknima, prikazuje Sl. 3-34 (Fnax - opterecenje, koje
odgovara granici ¢vrstoce, F, - opterecenje koje odgovara granici proporcionalnosti).

Izgled dijagrama napon-dilatacija, pri ispitivanjima u pravcima upravnim na
vlakna, razli€it je u radijalnom 1 u tangencijalnom pravcu (SI. 3-35). Razlike su narocito
primetne kod opterecenja u radijalnom pravcu.

Kod sva tri dijagrama uocljivo je da na pocetku postoji deo krive s vrlo malim
nagibom, skoro prav, kao 1 da posle granice proporcionalnosti postoji jos jedna takva,
kraca ili duza deonica (najduza kod radijalnog pritiska). Pravi deo na pocetku dijagrama

govori o pojavi povecanja dilatacije pri konstantnom pritisku, odnosno, o pojavi
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viskoelasticnih nepovratnih dilatacija, daleko pre loma. Pravi deo posle granice
proporcionalnosti, koji se javlja u dijagramu za radijalni pravac, govori o postojanju
viskoznog tecenja i posle granice proporcionalnosti, a pre pojave plasti¢nih deformacija.
U preostala dva dijagrama, prava deonica odgovara maksimalnoj sili, odnosno pocetku
pojave plasticnih deformacija koje prethode lomu. Postojanje tih deonica govori o

pojavi viskoznog tecenja, pri naponim manjim od kritic¢nih.

[
»

Al

Sl. 3-34 Karakteristi¢an dijagram sila-skracenje, pri pritisku paralelno vlaknima, standardnih
epruveta od bora

A
F F4

Fyt-----2

AL >

Sl. 3-35 Karakteristican dijagram sila-skracenje, pri pritisku standardnih epruveta od drveta:
a) upravno na vlakna u radijalnom pravcu (vaZi za Cetinare i prstenasto porozne liséare), b)
upravno na vlakna u tangencijalnom pravcu.

Janzen (2001.) je ispitivao dve vrste drveta, Pinus glabra (Spruce pine) i1
Liriodendron tulipifera (Yellow poplar), transverzalno pritisnuto. Njegova ispitivanja
imala su za cilj merenje gubitka mase pri bioloskoj degradaciji, koriS¢enjem
transverzalnog pritiska. Da bi to mogao da proufava morao je raspolagati polaznim
podacima za uzorke koji nisu bili izlozeni bioloskim uticajima. Dijagram napon-
dilatacija, pri radijalnom 1 tangencijalnom pritisku do 5% nivoa deformacija, za razlicite
vrste mekog 1 tvrdog drveta, do koga je Janzen doSao u svom radu, pokazuje da i u
radijalnom i u tangencijalnom pravcu, kako za meko, tako i za tvrdo drvo, postoji prava
deonica koja pokazuje prisustvo viskoelasti¢nih svojstava (pojava porasta deformacije

pri konstantnom naponu). Takode, Janzen je u svom radu potvrdio da ceo izgled
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dijagrama napon-deformacija u velikoj meri zavisi od pocetne deonice, odnosno od
vremena potrebnog da se ude u zonu linearnosti.

Osim razlic¢itih oblika loma u razli¢itim pravcima, postoji i neSto Sto je
zajednicko za transverzalni pritisak u radijalnom i tangencijalnom pravcu. U oba slucaja
dijagrami zavisnosti promene dilatacije od vremena imaju isti oblik, pri konstantnom

opterecenju, kao Sto pokazuju SI. 3-36 1 SI. 3-37.

8805 - G,a10

8o0u o008 -

4,903 aggs |-

‘ €

0007 qo04 -

ao ' 5,002

Fil i -2 i 1 - = 1 L 1 1 1
] 2w 30 w8 50 & 0 M0 200 300 W00 S60 00
a t[min] b) t[min]

Sl 3-36 Dijagram dilatacija-vreme pri zatezanju u radijalnom pravcu, za uzorak od bukovine na
temperaturi 60°, pri vlaZznosti 10%. a) pri konstantnom optereéenju

b) pri konstantnoj brzini optereéenja 0,1 kg / cm’ min (Yroaes, 1971.)

€
Q008
2,005
o =0,SMpa
4,004
o.002 t[min]
IR LR S |
a) g 20 o0 & 80 100 vy & 10 20 30 &g

Sl 3-37 Dijagram dilatacija —vreme pri zatezanju u tangencijalnom pravcu, s konstantnim
opterecenjem, na temperaturi 60° a) za uzorak od bora vlaZnosti 17% b) prosetne vrednosti za
uzorke od liSéara vlaznosti 10% (¥Yrojes, 1971.)

Navedeni dijagrami, osim toga, pokazuju veliko odstupanje od Hukovog zakona,
odnosno, pokazuju postojanje svojstava viskoelasti¢nosti. Izgled dijagrama dozvoljava
upotrebu Zenerovog modela 1 za tvrdo 1 za meko drvo.

Sto se ti¢e opsega napona, Yromes (1971.) je utvrdio da je opseg napona u
kojem dominiraju viskoelasticna svojstva drveta, do 80% od grani¢ne ¢vrstoce.

S obzirom na Sirinu posmatrane problematike, u ovom radu se proucava samo
drvo, kao ¢vrsto telo od VEO materijala sa svojstvima Zenerovog modela. Iz istog
razloga, bi¢e razmatrani samo problemi linearno ili ravno napregnutog tela od drveta, s

ta¢no definisanom geometrijom i optere¢enjem.
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4. ANALIZA NAPONA U CVRSTOM TELU OD
VISKOELASTICNOG MATERIJALA

4.1. Matematicko modeliranje VEI ¢vrstog tela u vremenskom i
transformisanom domenu

Za VEI ¢&vrsto telo, vaze linearne jednacine ravnoteze po naponima, sli¢ne
jednacinama za EI (elasti¢no izotropno) telo (Timosenko, Gudier (1962.), Lekhnitskii

(1984a), Mase G.T., Mase G.E. (1999.), Dunica (1998.). One glase:

Gij’j(xk,t)+fi(xk,t):0 4.1)
0G . t) oo, t
gde je o (x,t)= G”(S:k’ )+ % E;t(k, ) , £, (x,,t) suzapreminske sile.

J

Linearne jednacine veze deformacija i pomeranja glase:
1
sij(xk,t)zg[ui’j(xk,t)+uj,i(xk,t)] (4.2)

gde su u;j pomeranja:

Gui(xk,t)+8ui(xk,t) P (x t):aui(xk’t)_,_&ui(xk’t)_
Ox. ot HAT OX. ot

] 1

ug; (% 1) =

Konstitutivne jednacine za posmatrano telo razlikuju se u zavisnosti od vrste
mehanickog modela. Kao §to je pokazano u prethodnom poglavlju, razli¢iti, linearno
napregnuti, mehanicki modeli, imaju razli¢ite konstitutivne jednacine 1 razliCite
viskoelasti¢ne parametre.

Pri formulisanju konstitutivnih zakona za prostorno napregnuto telo koriste se
dve metode.

Prva metoda — uopStavanje Konstitutivnih jednafina u vremenskom
domenu. Radi se uopStavanje konstitutivnih jednacina, izvedenih u III poglavlju, za
linearno naprezanje, uz istovremeno razlaganje promenljivih, na elasti¢ni i viskozni deo.

Za VEI ¢vrsto telo, koje se ponasa u skladu s Kelvin Voigt-ovim modelom,
tenzor napona predstavlja se kao zbir elasti¢nog 1 viskoznog dela:

c; = Gije + cijv 4.3)

gde je elasti¢ni deo, po Hukovom zakonu, jednak:
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Gije = }\‘gkkgij + 2”71] (4.4)
dok je viskozni, po Njutnovom zakonu, jednak:

c;' = A&, 0, +2nY; (4.5)
gde su: v, g, - tenzori Klizanja i dilatacija; vy, €, - tenzori brzina deformisanja, pri
smicanju i pri zatezanju. U izrazima (4.4) 1 (4.5), Aip su, ve¢ poznati, Lameovi
koeficijenti, a Aim su dilataciona i smicuca viskoznost. Uvodenjem sledeéih
pretpostavki: da elasti¢ni 1 viskozni deo deformacije ovog tela, imaju isti Poasonov broj,

da tenzori brzine deformisanja, y; i €, , mogu da se posmatraju kao izvodi tenzora

deformacija, i da karakteristicno vreme viskoznog tecenja - vreme degradacije, odnosno

propadanja materijala, moze da se definiSe kao odnos viskoznih i elasti¢nih konstanti:

AN (4.6)
Aon
jednacina (4.3) dobija novi oblik:
0
G, = (1 +1,, aj(xskkaij +2py; ) (4.7)

Izraz (4.7) predstavlja linearnu konstitutivnu jednacinu za prostorno napregnuto
VEI ¢vrsto telo, koje se ponasa u skladu s Kelvin Voigt-ovim modelom. Inace, ovaj
oblik konstitutivne jednaCine odgovara jednacini (2.71). Izraz (2.71) razlikuje se od
jednacine (4.7), jer za njega ne vazi pretpostavka o jednakosti Poasonovih brojeva za
elasticne 1 viskozne deformacije. Zbog toga se u njemu pojavljaju dve vremenske
konstante.
Za VEI ¢vrsto telo koje se ponasa u skladu sa Zenerovim modelom, uz iste
pretpostavke kao 1 za prethodni model, vazi jednacina za deformacije:
g = sije +sijve; (4.8)
Za napon vazi jednakost elasticne (Hukov element, jednacina (4.4), konstante A, p) i

viskoelasti¢ne komponente (Kelvin Voigt-ov model, jednacina (4.7), konstante A, p, ):
c ve [ [ a ve ve
C; =0y =0y =Agy O;+2uy; =| 1+ s o (7\‘K8kk O + 21k Y ) (4.9)

.. . A .
gde se vreme degradacije ,T_, racuna po obrascu T 2k % Zamenom Y., iz
(¢ o 1y

A By
jednacine (4.8) u jednacinu (4.9), dobija se:
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T, T, o .
Gij=—(7£kk5g+2wg)— T+ T, — (kskké‘)ij+2uyij—tij)

1-71 1-71 Sot|ll1-=
S € €
(4.10)
odnosno
. 0
C; +1,0; =1, (xgkkaij + 2“Yij ) TTs a((xgkkaij + 2HYij )) 4.11)

gde je T, - vreme, koje predstavlja odnos elasticne konstante modela viskoelasti¢nosti 1

M __ Mk _
R

ukupne elasti¢ne konstante T, =

Na taj nacin, dobijena je linearna konstitutivna jednacina, (4.11), za prostorno
napregnuta VEI ¢vrsta tela, koja se ponasaju u skladu sa Zenerovim modelom.
Ovo je, u stvari, skup od Sest linearnih PDJ prvog reda. One zavise od 4,

medusobno razli€ita, ali konstantna, viskoelasti¢na parametara: Tos rg,?» ,1. Uvodenjem
karakteristicnog vremena T smanjen je broj viskoelasticnih parametara u

konstitutivnoj jednacini — misli se na eliminisanje A, , 1 omogucéeno je da se umesto

parametara, promenljivih tokom vremena, koriste pocetni.

U razvijenom obliku, konstitutivne jednacine (4.11), imaju sledec¢i oblik:
G + T %GXX =1, (A+2p)e, + T A8, +TAE, +T_ %((k +2n)e,, +Ae,, +AE,, )
Gy + T, %ny =t he, +1 (A+2u)e, +T he, +T_ %(ksxx +(h+2u)e,, + kszz)
G, +1_ %GZZ =T e +T e, +T, (A+2p)e,, + T, %(ksxx +Me,, + (A + 2u)szz)
T, + T, %ryz = 2ursyyz +T_ %(Zp,wyz )
T, T, %TZX =20t Y, +T_ §(2wm )

0 0
Ty + 7T, arxy =201 7, + T a(way)
(4.12)
Jednacine (4.7) 1 (4.11) su konstitutivne jednacine za prostorno napregnuta, VEI

¢vrsta tela. Ovo su PDJ s konstantnim koeficijentima. One se, 1 po izgledu i po

strukturi, razlikuju od jednacina generalizovanog Hukovog zakona. Ono S§to je

103



zajednicko za navedene jednacine 1 jednaCine generalizovanog Hukovog zakona je da
klizanja zavise samo od odgovaraju¢ih smicu¢ih napona, dok je funkcionalna zavisnost
razlicita.

Za linearno naprezanje, gde deluje samo napon G, u pravcu z ose, konstitutivne

jednacine (4.12) svode se na sledece jednacine:

0= T—‘°’((7»+2u)sxx +k8yy +XSZZ)+§((7»+ 2u)8xx +7u~:yy +Kszz)

T
c

0=- (kexx +(A+2u)e,, +kszz)+§(kaxx +(A+2p)e,, +kszz)

_€
T
c

(1+r Q]GZZ =T, (stx +Ahe, +(k+ ZH)SZZ)JFTG%(}“'SXX +he, + (k+ ZM)SZZ)

S ot
4.13
1, 5 (4.13)
O_T_’sz+a’}/yz
(e}
T 0
O:_S +—
T YZX atYZx
()
T 0
Ozr—ngyﬂ“any
(e

Iz jednacina (4.13) uocljivo je da se, zbog viskoelasti¢nosti, u slu¢aju linearnog
naprezanja u pravcu z ose, ne javljaju samo dilatacije, nego i klizanja, kao i1 kod
elasti¢nog anizotropnog materijala.

Iz cCetvrte, pete 1 Seste jednacine, izraza (4.13), moze se zakljuciti, da ¢e se

klizanja menjati po eksponencijalnom zakonu: Be €0 Klizanja postoje samo u
sluc¢aju kada je materijal prethodno ve¢ bio napregnut na smicanje. To znaci da u
pocetnom trenutku ve¢ postoji neka smicuca deformacija, inafe je integraciona
konstanta B jednaka nuli.

Druga metoda — formulisanje Kkonstitutivnih jednacina u transformisanom
domenu. Formulisanje konstitutivnih zakona za prostorno napregnuto VEI ¢vrsto telo
radi se po analogiji s El telom (Biot 1955.).

Kao $§to je poznato, prema Hukovom zakonu, u vezi izmedu smicuéih napona i
klizanja, postoji samo jedan materijalni parametar, odnosno, u vezi normalnih napona i
dilatacija, dva. U konstitutivnim zakonima za prostorno napregnuta VEI tela, ako se

primeni analogija s EI telom, dva materijalna parametra predstavljaju teSkoc¢u, zbog
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primene Laplasovih transformacija. Zbog toga se tenzori napona i deformacija za

prostorno napregnuto EI telo razlaZu na devijatorski (s;;, odnosno e;) i dilatatorski deo:

1
G; =T +§Gkk6ij
| (4.14)
& =Ti +§8kk6ij
gdeje o, =30=0,+0,+0,, g, =3e=¢ +g, +t¢,.

Dilatatorski deo ukazuje na promenu dimenzija, a devijatorski deo na promenu
oblika. Od izraza (4.14), upotrebom jednalina generalizovanog Hukovog zakona za
deformacije, kao 1 poznatih veza izmedu elasti¢nih konstanti, mogu se dobiti sledece
jednacine:

T.. = G ..
i =T (4.15)
Oy = 3Key

Jednacine (4.15) daju vezu izmedu tenzora devijatorskih napona i klizanja, kao 1
izmedu tenzora dilatacionih napona i dilatacija, s po jednom elasticnom konstantom.

Sada mogu da se primene Laplasove transformacije na jednacine (4.15). Tako se
dobijaju sledeci izrazi:

T (s)=G"(s)7;(s)
Sy (8)=3K"(s) % (s)

gde su T;(s),5, (5),7;(s), 5 (s) tenzori viskoelasticnih, devijatorskih i dilatatorskih

(4.16)

napona i deformacija, G* (s)=sG(s) je modul relaksacije pri smicanju, K" (s)=sK(s)

je zapreminski modul relaksacije. Dakle, sve veli¢ine nadvucene crticom odnose se na
transformisane viskoelasti¢ne promenljive. Dalje transformacije izraza (4.16) daju nov
oblik konstitutivne relacije napon-deformacija za prostorno napregnuto VEI cvrsto

telo:

! 2(1+v")yij 1+ 1-2v"

cud, (4.17)

gde su G,,7,,%, tenzori viskoelastiénih napona, klizanja i dilatacija, V" (s)=sV(s)-
viskoelasti¢ni Poasonov koeficijent, a E*(s) =sE(s) modul viskoelasti¢nosti.

Izrazi za deformacije mogu se dobiti na isti nacin. U transformisanom domenu

devijatorski 1 dilatacioni deo deformacija je:
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(4.18)

gde je T"(s)=sJ(s) smitu¢a popustljivost, a B’(s)=sB(s) smituéa zapreminska
popustljivost. Dalje transformacije izraza (4.18) daju nov oblik konstitutivne relacije

deformacija-napon za prostorno napregnuto VEI cvrsto telo:

_ 1+v_ v _
€ = = T 5 . (4.19)
Poredenjem izraza (2.11) 1 (2.13), s jedne, 1 (4.17) 1 (4.19), s druge strane, vidi

|
|
|
Q
&
o

se da postoji analogija izmedu prostorno napregnutih El i VEI materijala. Ova
analogija je suStinska za postavku principa viskoelasti¢ne analogije.

Polaze¢i od jednacina (4.15) i uzimaju¢i u obzir relaciju (3.83), pisu se
konstitutivne jednacine, devijatorske i dilatatorske, za prostorno napregnuta VEI ¢vrsta
tela:

{Phry (xit) ={Q} vy (x,-1)
{Pl}cskk (xi,t):3{Q1}8kk (xi,t)
gde su {P},{Q},{P}.{Q,} razli¢iti diferencijalni vremenski operatori (3.84), za

(4.20)

razli¢ite mehanicke modele. Jednacine (4.20) su opSte 1 zavisne su od vremena.
Sada moze da se napiSe 1 matrica viskoelasticnosti za VEI telo, u kojoj su sve

materijalne karakteristike zavisne od vremena:

D(t)  —v(t)D(t) —v(t)D(t) 0 0 0
-v(t)D(t)  D(t) —v(t)D(t) 0 0 0

c - —v(t)D(t) -v(t)D(t)  D(t) 0 0 0 “21)
V° 0 0 0 () o 0
0 0 0 0 J(t) o
0 0 0 0 0 It

Granicni uslovi, potrebni za reSavanje sistema jednacina, (4.1), (4.2) i (4.11),

zavise od vremena:
oy (Xk,t)nj =E (Xk,t) ili u, (xk,t) =L, (xk,t) (4.22)
Resavanje sistema jednacina: 3 jednadine ravnoteze (4.1), 6 jednacina veze
deformacija i pomeranja (4.2), i 6 konstitutivnih jednacina (4.11), uz grani¢ne uslove

(4.22), veoma je komplikovan zadatak. To je sada sistem od 15 PDJ, umesto 15
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jednacina koje vaze za EI Cvrsto telo, gde ih je bilo 9 PDJ 1 6 algebarskih. Osim toga, u
ovim jednacinama javlja se veci broj materijalnih parametara.

Zbog slozenosti, resavanje problema za slucaj prostorno napregnutog VEI
¢vrstog tela, proizvoljnog oblika, koje se ponasa u skladu sa Zenerovim modelom, svodi
se na trazenje pribliznih resenja.

Za ravno i linearno napregnuto telo mogu se odrediti tacna reSenja, uz uvodenje
odredenih pretpostavki o obliku tela, koje pojednostavljuju probleme.

Na primer, za tanki Stap od VEI-og materijala, koji se ponasa po Zenerovom
modelu, a linearno je napregnut konstantnim naponom u pravcu z ose, uz zanemarivanje
popre¢nih dilatacija, poduzna dilatacija se racuna prema modifikovanoj jednacini
(3.45):

S0

e, = +g—i(1—etms)=g—°(l+®(t)) (4.23)

H H

E
. E, T e . .
gde je o(t)= T O (1 —e ) funkcija viskoznog te€enja zavisna od vremena.
K

4.2. Matemati¢ko modeliranje VEO ¢vrstog tela metodom
viskoelasti¢ne analogije

I do resenja problema kod VEO cvrstih tela moze se do¢i na dva nacina: u
vremenskom ili u transformisanom domenu, metodom viskoelasti¢ne analogije.

Da bi se pokazala prednost metode viskoelasti¢ne analogije prvo ¢e biti napisane
odgovarajuce jednacine u vremenskom domenu.

U vremenskom domenu vaze jednacine ravnoteze, (4.1), veze deformacija 1
pomeranja, (4.2), grani¢ni uslovi, (4.22), isti kao kod prostorno napregnutog VEI
¢vrstog tela. Razlika izmedu prostorno napregnutog VEO i VEI ¢vrstog tela je samo
u konstitutivnim jednacinama, koje, razume se, zavise od izabranog mehanickog
modela.

Pretpostavlja se da za prostorno napregnuto VEO ¢vrsto telo, koje se ponaSa u
skladu sa Zenerovim modelom, mogu da se napiSu opste konstitutivne jednacine,
generalizacijom odgovarajucih konstitutivnih jednacina za VEI telo, (4.11), na isti nacin
kao $to su jednacine za EO c¢vrsto telo dobijene generalizacijom Hukovog zakona, koji

vazi za EI ¢vrsto telo. Te jednacine su linearne i imaju slede¢i oblik:
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O+ 71,6, = Ty, (stkkSU + 21,y ) + T, %((stkk?)ij + 21,y )) (4.24)

1

gde su 14, A, karakteristike viskoelastinog materijala u praveima koordinatnih osa

x,y,Z. Razvijeni oblik jednacCina je sledeci:

O+ 7o %cxx =1, (A +2p, )e, + T, A, + rgxlzszz g %((lx +21, )e, + A8, +7\,ZSZZ)

C,, + rcy %ny = rgykxsxx + rgy (ky +2p, )ayy + rgykzazz + rcy %(kxsxx + (ky + 2uy)8yy + kzazz)

“ s %GZZ = rgzkxaxx + rgzkysyy T (A, +2p,)e,, + T, %(kxsxx +h,8,, + (A, + 2uz)szz)
T, + rcy %rﬂ = 2Tngysz + Tcy %(2Myyyz)

8 8
+ — — 2 »Y + — Z
sz TGZ a sz TSZ l"lz zX TGZ a ( “’zsz )

T.,+7T

0
w s arxy = 2‘CSX WYy +T —(2Hxny)

Ox ot
(4.25)
U jednacinama (4.25) postoji 12 materijalnih parametara, od cega su

/Y I SN VR TR T viskoelasticne karakteristike za razliCite pravce, a 5,0, 7o, »
Te ,Tc »Te su karakteristicna vremena za odredene pravce. Sve ove veliine zavise od
X y 4

strukture materijala i uslova naprezanja.

Dakle, za prostorno napregnuto Zenerovo VEO ¢&vrsto telo, treba resiti sistem od
15 linearnih PDJ, uz odgovarajuce grani¢ne i pocetne uslove.

Dobijene linearne PDJ izrazavaju opste fizicke zakone. Fizi¢ki zakoni su
univerzalni, $to povecava skup mogucih reSenja. Broj nepoznatih veli¢ina u ovim
jednadinama zavisi 1 od broja tacaka proracunske oblasti i od vremena, jer su
promenljive, u stvari, funkcije i koordinata i vremena. Zbog toga je broj promenljivih u
PDJ vrlo veliki.

Da bi se od velikog broja mogucih reSenja odredilo baS ono koje opisuje
postavljeni problem neophodno je pridruZiti im grani¢ne i pocetne uslove.

U opstem slucaju, problem opisan PDJ dobro je postavljen, ako su ispunjeni
sledeci uslovi:

o Postoji reSenje sistema jednacina uz odredene dopunske uslove.

e Dobijeno resenje je jedinstveno.
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e ReSenje kontinualno zavisi od vrednosti koeficijenata uz izvode i1 od
dopunskih uslova.

Konturni uslovi moraju biti korektno postavljeni, inace tre¢i uslov neée biti
ispunjen. Ako ima previSe konturnih uslova, nece postojati reSenje, a ako ih je premalo,
reSenje nece biti jedinstveno.

Analiticko reSenje PDJ ne moze da se odredi za veéinu realnih tehnic¢kih
problema, jer su jednacine koje ih opisuju viSedimenzione, sa komplikovanim
granicama, ali moze da se odredi za modelske jednacine. To su jednaCine, koje imaju
pojedine osobine jednacina koje opisuju realne probleme, ali su dimenziono redukovane
na najmanju mogucu meru. Postoje inaCe, tatna analiticka reSenja za neke PDIJ:
linearne 1 nelinearne s konstantnim koeficijentima uz izvode; jednaCine prvog reda;
sisteme jednacina prvog reda; jednacine drugog reda.

Tacna reSenja dobijenih konstitutivnih PDJ mogu da se odrede, ali samo za tela
pravilnih geometrijskih oblika 1 za posebne slucajeve opterecenja. Ona se dobiju
direktnom integracijom pojednostavljenih PDJ. U sloZenijim sluc¢ajevima uvode se
razne pretpostavke, koje smanjuju tacnost reSenja.

Numericko reSenje PDJ pretpostavlja proces svodenja beskonacnog broja
nepoznatih na konacan broj (proces aproksimacije). Takva reSenja, iako priblizna, Cesto
se koriste u praksi.

Da bi algebarsko resenje sistema jednacina, dobijenog iz aproksimacije PDJ,
bilo blisko tacnom, mora raspolagati slede¢im karakteristikama (Petrovi¢, Stupar
1996.):

o Konzistentnost. Aproksimacija PDJ konzistentna je, ako se u granicnom
procesu, kada koraci teze nuli, sistem jednacina dobijenih aproksimacijom
svodi na polazne jednacine.

o Stabilnost. Numericka shema je stabilna, ako se greSka, uvedena u numericku
shemu, tokom proracuna smanjuje.

o Konvergentnost. Numeri¢ka Sema je konvergentna, ako se smanjivanjem
koraka proracunske mreze dobijaju reSenja sve bliza tatnom reSenju PDJ.
Konzistentnost i1 stabilnost su neophodni 1 dovoljni uslovi konvergentnosti
numericke sheme.

e Laksova teorema. Problem aproksimirane PDJ dobro je postavljen ako za
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linearne grani¢ne uslove postupak konvergira.

Konzervativnost jednacine. Ako se u jednaCini ne javljaju izvodi
koeficijenata uz parcijalne izvode ili ukoliko su koeficijenti konstante, PDJ je
u konzervativnom obliku.

Konzervativnost numericke sheme. Ako aproksimacija PDJ odrazava
integralne karakteristike fizickih zakona, bez obzira na oblik 1 broj tacaka

proracunske mreze proracunska shema je konzervativna.

Kod svih numerickih metoda prvo se proracunska oblast preklapa proracunskom

mrezom. Uspostavljanje pravilne mreze, preko nepravilne prora¢unske oblasti, otezava

zadavanje grani¢nih uslova. Za prosto povezane oblasti vazi da granice realnog

problema, preslikavanjem, obrazuju granice proracunske oblasti, $to znaci da se na

njima zadaju grani¢ni uslovi.

Bez obzira na izabrani nacin preslikavanja s fizicke na proracunsku oblast,

potrebne osobine proracunskih mreza su:

Preslikavanje mora biti uzajamno jednoznacno.

Raspodela koordinatnih linija u fizickoj ravni mora biti ravnomerna.

U fizickoj ravni linije treba da budu ortogonalne ili bar priblizno ortogonalne.
Postupak preslikavanja treba da omoguc¢i nabiranje koordinatnih linija na
mestima povecanih gradijenata nepoznate funkcije ili na mestima koja se

prethodno odrede.

Tesko je zadovoljiti istovremeno sve navedene uslove.

Nakon izbora proracunske mreze u izabranoj numerickoj metodi primenjuju se

dva koraka:

Aproksimacija izvoda nepoznatih funkcija u PDJ, pri ¢emu se dobije sistem
algebarskih jednacina.
ReSavanje ovakvog sistema jednacina, Sto daje vrednosti trazenih funkcija u

¢vorovima proracunske mreze.

Najprostija tehnika za dobijanje proracunskih mreza je generisanje algebarskih

mreza. Osnovni kvalitet tog generisanja je brzina i jednostavnost. Povezivanje tacaka

proracunske 1 fizicke oblasti ostvaruje se pomocu algebarskih jednacina. Alat koji se

koristi u povezivanju tacaka je interpolacija. Mane ovog generisanja proracunske mreze

su: nepostojanje glatkosti parametara preslikavanja za komplikovane fizi¢ke oblasti,
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diskontinuiteti na granici mogu da se prenesu na unutraSnjost proracunske mreze, a
izobliCenja mreze 1 parametar preslikavanja tesko se kontrolisu.

Numericke metode koje mogu da se koriste su metoda konacnih elemenata-
MKE ili FEM (finite element metod), metoda konacnih zapremina-MKYV ili FVM (finite
volume metod), metoda konaénih razlika-MKR ili FDM (finite diference metod), itd.

Procena taCnosti numerickog proraCuna povezana je sa merenjem razlike
izmedu dve funkcije, koje predstavljaju tacno i priblizno reSenje PDJ. PosSto se
analiticko reSenje, po pravilu, ne zna, greska proracuna procenjuje se na osnovu dve
uzastopne iteracije. Greska proracuna je razlika izmedu dve funkcije, od kojih je jedna
funkcija reSenje iz tekuce iteracije, a druga, reSenje iz prethodne iteracije.

Metode kod kojih je greska aproksimacije proporcionalna prvom stepenu koraka
proracunske mreze su metode prvog reda tacnosti. Greske povezane sa aproksimacijama
prvog reda tacnosti nazivaju se disipacione greske, jer numericke sheme teze da umanje
amplitudu reSenja. Greske povezane sa aproksimacijama drugog reda ta¢nosti nazivaju
se disperzione greske. Kod njih aproksimativno reSenje osciluje oko ta¢nog. Ako
reSenje prilazi tatnom samo sa jedne strane proracunska shema je monotona.

Tacnost numeric¢ki dobijenih pribliznih reSenja je diskutabilna, naroCito u
slucajevima pojave viskoznog tecenja ili relaksacije napona, odnosno u slucajevima
konstantnog opterecenja ili konstantne deformacije. Naime, pojavu ovih viskoelasticnih
efekata tesko moze obuhvatiti numericka metoda, zbog karakteristika koje treba da ima
numericka shema (naroCito konvergentnost), zbog problematike definisanja grani¢nih
uslova (postojanje ,,memorije* materijala) 1 potrebnih svojstava proracunske mreze
(jednoznacno preslikavanje). I pored ovih nedostataka koriste se numericke metode za
proracun Kelvin Voigt-ovih VEI ¢vrstih tela. Za Zenerov model VEO tela ne
primenjuju se numericki proracuni, jer su konstitutivne jednacine vrlo komplikovane,
vec¢ se traze drugaciji naCini reSavanja problema.

Ako VEO c¢vrsto telo ima oblik tankog Stapa, linearno napregnutog u pravcu z
ose, potrebno je da se ra¢unaju i poprecne dilatacije. Eksperimenti, naime, pokazuju da
se bas u poprecnom pravcu cCesto javljaju pukotine, zbog kojih dolazi do loma
materijala. Naime, kod takvih materijala karakteristike u pravcima razlicitih osa zbog
same strukture materijala mogu biti veoma razlicite, dok Poasonovi koeficijenti mogu

biti cak i veci od jedinice. Sto se ti¢e klizanja, ona se zanemaruju samo u slucajevima
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kada ne postoje smicuci naponi.
Dilatacije za tanki VEO Stap, linearno napregnut u pravcu z ose, racunaju se iz
prve tri jednacine izraza (4.25).

Za tanak Zenerov VEO S§tap, linearno napregnut konstantnim naponom o,,,

vaze sledece konstitutivne jednacine:

0=t (A +20)e +1 g +T he, +T_ %((k +2u, )e, + A, +ngzz)

X X X X

o
07, T +7, (n,+2m, e, + T it T 5(7”"8“ +(hy+2m)e, 1, )

0
Out Ty = 0u=Ty L, + T, A, + T, (A, +2u,)e,, g a(kxsxx +1,8,, +(A, + 2uz)szz)

o
N g(uyvyz)
o
0=1, WYutTy = (2:7n)

o
0=z, W1y +7, —(17y)

(4.26)

Tela od VEO materijala ¢esto nemaju viskoelasti¢na svojstva u tri medusobno
ortogonalna pravca, nego u jednom ili u dva, od tih pravaca ispoljavaju elasti¢na
svojstva. Polimeri u poduznom pravcu mogu da pokazu svojstvo elasti¢nosti, a da u
poprecnim pravcima imaju svojstva viskoelasti¢nosti. Za takve polimere trec¢a jednacina

izraza (4.26) zamenjuje se odgovaraju¢om jednac¢inom uopstenog Hukovog zakona:

0=t (M +2u ), +1T Ag, +1_ Mg, +1 %((kx +2u, )e, +A8, + kzazz)

X X X GX

0=1, Le,+1, (A, +2m,)e, T Rt %(kxaxx (0, +2u, )5, +18,,)

y y y

G, =h &, FAE, +(7»Z + 2;12)822 (4.27)

P
A a(uyvyz)

] at(uzvzx)

0=1, BYx+Ts
0
0=7, nry+15 ~(nry)

Ove jednacine vaze samo za slucaj konstantnog napona, odnosno slucaj
viskoznog tecenja.
Dakle, ¢ak i za tanak Stap od Zenerovog VEO materijala, izloZzen viskoznom

teCenju, treba resiti sistem od 7 PDIJ: jedna jednacina ravnoteze, tri jednacine veza
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deformacija i pomeranja i tri konstitutivne jednacine.

U transformisanom domenu koristi se jednostavna procedura za dobijanje
reSenja, koja se zove Alfrey-ev princip viskoelasti¢ne analogije ili korespodencije.
Tu proceduru resavanja jednacina prvi je uspostavio polovinom proslog veka Turner
Alfrey (1918-1981.), koji je proucavao svojstva polimera i naine njihove primene.
Koristi je mnogo autora: Biot (1955.), Ferry (1980.), Malkin (1994.), Christensen
(2003.), Shaw, MacKnight (2005.), Brinson H.F. i Brinson L.C. (2008.).

Ta procedura ima nekoliko koraka:

e Nalazi se reSen granicni problem elasti¢nosti, sa istom geometrijom,
opterecenjem 1 granicnim uslovima, kao S§to je grani¢ni problem
viskoelasti¢nosti koji treba resiti.

e Opterecenje, kao 1 sve promenljive za opterecenje, napon, deformacije,
pomeranja u elasticnom reSenju, zamenjuju se njihovim Laplasovim
transformacijama.

e Sve elasticne konstante zamenjuju se vremenskim transformacijama
vremenski zavisnih modula (ili brzine transformacija, analognim

diferencijalnim operatorima):

E—E"(s)=sE(s) (4.28)
D — D’ (s)=sD(s) (4.29)
G —>G"(s)=sG(s) (4.30)
vV (s)=sV(s) (4.31)

Rezultujuéi izrazi su resenja, u transformisanom domenu, za grani¢ni problem
viskoelasti¢nosti. ReSenja u vremenskom domenu dobijaju se odgovarajuCom
inverzijom.

Ovaj princip moze da se primeni za uobicajene klase problema viskoelasti¢nosti,
koji se odnose na Stapove i grede (linearni), kao i za neke ravne probleme. Ogranicenje
u primeni principa viskoelasticne korespodencije je, da on moze da se primeni, samo
na granicne probleme, kod kojih su granicni uslovi nezavisni od vremena. Sem za
probleme staticke ravnoteze, procedura moze da se primeni i kod problema dinamicke
viskoelasti¢nosti, u kojima se funkcija optere¢enja, kao i grani¢ni uslovi, mogu prikazati

kao proizvodi funkcija prostorne i vremenske promenljive.
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Uz pretpostavku da princip viskoelasticne analogije vazi i za odgovarajuce
matrice, moze se napisati 1 matrica viskoelasti¢nosti za Zenerovo VEO telo, po analogiji

s matricom (4.21):

D, (t) v, ()D,(t) —v,(t)D,(t) 0 0 0
v (OD,() D) (D) 0 0 0
c - —v, (t)D,(t) —v,,(t)D,(t) D, (t) 0 0 0 432)
v 0 0 I,(t) o 0
0 0 0 I (t) o0
0 0 0 I, (1)
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5. PRIMENA ZENEROVOG MODELA ZA
RAZLICITA NAPREZANJA U MEHANICI
DRVETA

5.1. Linearno i ravno naprezanje

Osnovna pretpostavka koja ¢e se koristiti u svim proracunima je da se drvo
ponasa kao Zenerovo VEO cvrsto telo. Kod ispitivanja ponaSanja linearno napregnutog
Zenerovog VEO cCvrstog tela, potrebno je znati kako se ponasa linearno napregnuto telo
od materijala: EI (TimoSenko, Gudier, 1962.), EO (Lekhnitskii, 1984a.) i VEI (Brinson
H.F., Brinson L.C., 2008., Riande i sar., 2000.).

Za aksijalno zategnut Stap dat je prikaz proratuna napona, deformacija i
pomeranja, za Zenerov VEI 1 VEO materijal, primenom principa viskoelasticne
analogije sa EI 1 EO materijalima. Radi definisanja konturnih uslova, odnosno potrebnih
integracionih konstanti, posmatraée se konzola, optere¢ena centri¢no postavljenom
konstantnom koncentisanom silom, koja na slobodnom kraju deluje u pravcu ose
nosaca.

Za S§tap, napregnut na pravo Cisto savijanje, uraden je proracun za sluc¢aj EO
materijala, a zatim, primenom principa viskoelasti¢ne analogije, i za Stap od Zenerovog
VEO materijala. Prora¢un je raden za dva slucaja oslanjanja: za Stap, ukljesten na
jednom kraju 1 za prosto oslonjenu gredu. Konzola je optere¢ena koncentrisanim
momentima na slobodnom kraju a prosta greda koncentrisanim momentima kod
oslonaca.

Kod linearnog naprezanja usvojeno je da su Poasonovi koeficijenti konstantni.
Ta pretpostavka se zadrzava i kod ravnog naprezanja. Takode, 1 dalje se uzima da se,
pri viskoznom tecenju, pravci glavnih napona, a pri relaksaciji napona, pravci glavnih
dilatacija, poklapaju sa anatomskim pravcima. IzraCunati parametri linearno
napregnutog Zenerovog modela koriste se i za ravno naprezanje. Pored toga i dalje se
uzima da vazi princip viskoelasti¢ne analogije.

Sto se ti¢e ravnog naprezanja, vazno je prouditi savijanje silama $tapa sa¢injenog
od Zenerovog VEO materijala.

Za savijanje silama tankog Stapa od Zenerovog VEO materijala, uzeta je najpre
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kao primer konzola optere¢ena centricno postavljenom vertikalnom silom na slobodnom
kraju, a potom konzola i prosta greda, optere¢ene jednako podeljenim optere¢enjem duz
celih raspona.

Dalje je objasnjeno ravno naprezanja tanke ploce od Zenerovog VEO materijala.
Posmatra se ploca pravougaonog oblika, optereéena jednako podeljenim opterec¢enjem
na celoj povrsini, a Sto se ti¢e nacina oslanjanja, posmatraju se dva slucaja: da je ploca
slobodno oslonjena duZ sve Cetiri stranice 1 da je slobodno oslonjena duz dve stranice.

U nekim slucajevima ravnog naprezanja, za sraCunavanje napona koriS¢enjem
jednacina ravnoteze sila, koristi se naponska funkcija za savijanje silama, koja se
odreduje iz uslova opterecenja i nacina oslanjanja. Ista naponska funkcija postoji i kod

reSenja za pomeranja.
5.1.1. Aksijalno zategnut Stap

Za ukljesteni Stap, konstantnog preseka, aksijalno napregnut u pravcu ose z
(SL. 5-1), od EI materijala, potrebno je, od ukupno 15 jednacina teorije elasti¢nosti,
napisati njih 7: jedna jednacina ravnoteze, tri konstitutivne jednacine i tri jednacine veze

pomeranja i deformacija:

c c c
g, =V, g =-v*%; g =% 5.1
XX E yy E 7z E ( )
o’c, 0%, 0%, 0
oy ox*  0Oxoy

Od njih sedam, cetiri su PDJ. Za njihovo reSavanje, osim geometrije Stapa i dve

elasti¢ne konstante, potrebni su 1 grani¢ni uslovi na mestu uklestenja:

u(0)=v(0)=w(0)=0

(@j z(@j :(@_@j o (5.2)
0z ), \oz)y, \0x 0y),
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SIL 5-1 Aksijalno napregnuta konzola

Za posmatrani Stap matrica deformacija je:

e ] [—v]
g, -V
1
e=| || L | L (5.3)
0 0 | EA
0 0
_0_ _0_
dok matrica elasti¢nosti ima ve¢ poznati izgled:
1 v —v 0 0 0 |
-v 1 -v 0 0 0
1|-v —=v 1 0 0 0
C=_ (5.4)
E[O 0 0 2(1+v) 0 0
0 0 0 0 2(1+v) 0
0 0 0 0 0 2(1+v)]

Integracijom izraza za deformacije, koje prikazuje matrica (5.3), dobijaju se

komponente pomeranja u,v,w:
F F F
u=-v—X, V=—-V—Yy, W=—012 (5.5)
EA EA EA
IzduZenje Stapa Al =w (/) jednako je:
k¢
EA

Ovo su opste poznati izrazi, koji vaze, samo za konstantnu silu 1 konstantan

Al (5.6)

presek na celom rasponu nosaca. Promene poprecnih dimenzija posmatranog Stapa,

pravougaonog preseka axb, su sledece:
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Fa

Aa=u(a)=-—v—

F;g (5.7)
Ab=v(b)=-v—

EA

Ukupno popreéno pomeranje, proizvoljne tacke preseka posmatranog Stapa,
jednako je:

= = = F, - - F
d=ul+VvVj=—-v—1|[X1+Vy]|=—v—-T 5.8
j= v (xi+yi) = v — (5.8)

Za ukljeSteni Stap, aksijalno napregnut u pravcu ose z (Sl. 5-1), od EO
materijala, vazi jednaCina ravnoteze sila, tri jednacine veza deformacija i pomeranja,
sve iste, kao kod Stapa od EI materijala. Konstitutivne jednacine i1 dalje su algebarske.
One se razlikuju od druge, tre¢e i Cetvrte jednacine izraza (5.1), po razliCitim
konstantama elasti¢nosti. To znaci, da se, 1 u ovom sluc¢aju, piSe 7 jednacina, od kojih su
4 PDJ. Za njihovo reSavanje, osim geometrije Stapa i 3 konstante, koriste se grani¢ni
uslovi, po silama i1 po pomeranjima, koji su isti , kao kod Stapa od EI materijala:

E,(0)=F (¢)=F

z z

u(0)=v(0)=w(0)=0 (5.9)

Raspored napona u posmatranom S$tapa isti je kao kod Stapa od EI materijala.

Matrica deformacija za ovakav Stap glasi:

_87(_ __VXZ—‘
€, -V,
€ 1 F
e=| ' |= . (5.10)
0 0 | EA
0 0
0] [ 0]
dok, puna matrica elasti¢nosti ima sledeci izgled:
I/E, -v,/E, —v,/E, 0 0 0 |
v, /E, IVE,  -v,,/E, 0 0 0
-v,/E, -v,/E, 1/E, 0 0 0
C= (5.11)
0 0 0 1/G,, 0 0
0 0 0 0 1/G,, 0
0 0 0 0 0 1/G,,

Komponente pomeranja, u,v,w, dobijene iz navedenih grani¢nih uslova, su:
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F F F
-v,——X =—V,—Yy, W=
E A EA EA

u=

z (5.12)

b

Izduzenje se racuna isto, kao kod Stapa od EI materijala, po izrazu (5.6), u kome
se, umesto modula elasti¢nosti E, pojavljuje E,:

F/
E A

z

A =w(l)= (5.13)

Promene popre¢nih dimenzija posmatranog Stapa, pravougaonog preseka axb, su

sledece:
Aa = u(a) =-v,, Fa
E A
Fb (5.14)
Ab=v(b)=-
V( ) Vyz EZA

Ukupno popre¢no pomeranje proizvoljne tacke preseka ovog Stapa, jednako je:

L . o F - F - F - =
O=ul+vj=-v X1i—V j=— V_X1+V_V]j 5.15
= Ve g A VgAY EZA( Xivyi) o (B15)

z

Iz izraza (5.5), (5.8), (5.12) i (5.15) moze se zakljuciti sledece:

Kod stapa od EO materijala, isto, kao i kod stapa od EI materijala, tacke koje
leze na z osi (x =y=0), pomeraju se samo u pravcu te ose: u=v=0. Dalje, ravni
poprecni preseci, ostaju ravni i posle deformacije, jer sve tacke jednog poprecnog
preseka, imaju jednako pomeranje u pravcu z ose. Klizanja su, takode, jednaka nuli.
Elasti¢ne konstante u poprecnim pravcima ne uticu, ni na dilatacije, ni na pomeranja.

Kod sStapa od EO materijala, za razliku od Stapa od EI materijala, tacke na
nekoj pravoj, paralelnoj z osi, imaju popre¢no pomeranje, koje zavisi od proizvoda
udaljenosti tih tacaka od z ose i Poasonovih koeficijenata. Posto je, u opstem slucaju, za

EO materijal, v, # v,, , posmatrana prava ne ostaje paralelna z osi. To znaci, da se, kod

linearno napregnutog sStapa, od EO materijala, menjaju, ne samo dimenzije, nego i
oblik preseka nosaca, iako nema klizanja.
Sve ovo, i dalje vazi, samo, za konstantnu veli¢inu sile i konstantan presek Stapa.
Za tanki Stap, ukljeSten na levom kraju, aksijalno napregnut u pravcu z ose
konstantnim naponom c,, od Zenerovog VEI materijala, vaze jednacine ravnoteze
sila, jednacine veza deformacija i pomeranja, bas kao i kod Stapa od EI materijala, jer te

jednacine ne zavise od konstanti, dok su konstitutivne jednacine razlicite.
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Da bi se dobio napon o, deformacije ¢,,¢,,&, 1 komponente pomeranja, u,v,w

za posmatrani Stap od Zenerovog VEI materijala, mogu se primeniti razli¢ite metode:

I metoda. Resavanje jedne jednacine ravnoteze, tri konstitutivne jednacine i tri
Jjednacine veze pomeranja i deformacija, u viemenskom domenu.

Jednacina ravnoteze i tri jednaCine veze pomeranja i deformacija su , i dalje,
parcijalne diferencijalne. Tri konstitutivne jednaline su algebarske, jer predstavljaju
posebna reSenja opstih konstitutivnih PDJ. To su reSenja, koja vaze, za slu€aj viskoznog
teCenja, odnosno, relakasacije napona. Za reSavanje tog sistema, od 7 jednacina, od
kojih su 4 PDJ, koriste se, osim grani¢nih uslova, po silama i po pomeranjima, jos, i
pocetni uslovi. U jednadinama se koriste, osim geometrije Stapa, jo$ i dva, vremenski
promenljiva, parametra viskoelasti¢nosti.

Pretpostavlja se, da je napon, u preseku posmatranog Stapa, ravnomerno
rasporeden, isto, kao kod odgovarajueg Stapa, od EI materijala. Konstitutivna
jednacina, koja se odnosi na poduznu dilataciju ovog Stapa, ima formu jednacine (3.46),
odnosno (4.23):

F
E,A

g, (1) :&+&(1 e e ) =

E, E, (“‘P(t)):D(t)i (5.16)

gde je: (p(t) = E—H(l e e ) - funkcija viskoznog tec¢enja, zavisna od prethodne istorije

K

1+¢(t)

H

deformisanja, strukture materijala 1 proteklog vremena, D(t) = - modul

viskoznog tecenja.
Poprec¢ne dilatacije, po analogiji sa EI materijalom, ra¢unaju se prema slede¢im

izrazima:
sx(t)zsy(t):—vD(t)i; (5.17)

Klizanja su jednaka nuli:¢ , =¢,, =¢, =0.

zX Xy

Matrica deformacija, za ovakav Stap, ima slede¢i oblik:
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e (t)| |[-vD(t)
e, (1) |~vD(t)
e =| o] D) IE (5.18)
0 0 A
0 0
L O . L 0 _
a matrica viskoelasti¢nosti je:
1 v v 0 0 0 |
-v 1 —v 0 0 0
-v -v 1 0 0 0
C,.. =D(t) (5.19)
0 0 0 2(+v) 0 0
0 0 0 0 2(1+v) 0
0 0 0 0 0 2(1+v) |

Integracijom jednacina veze deformacija i pomeranja, uz odgovarajuce grani¢ne

uslove, dobijaju se komponente pomeranja, u,v,w:
u(x,t)= —vD(t)%x, v(y,t)= —vD(t)%y, w(zt)= D(t)£2 (5.20)

Izduzenje se racuna, kao kod Stapa od EI materijala, iz izraza (5.6), u kojem se,

umesto modula elasti¢nosti E, pojavljuje modul viskoznog te¢enja D(t):
F
M(t):w(é,t)zD(t)Xﬁ (5.21)

Promene poprec¢nih dimenzija posmatranog Stapa, od Zenerovog VEI materijala,

pravougaonog preseka, dimenzija axb, su sledece:
Aa(t)=u(a,t)= -VD(t)%L

(5.22)
Ab(t)=v(b,t) = —vD(t)ib

1l metoda. Alfrey-ev princip viskoelasticne analogije, koji se svodi na resavanje
potrebnih jednacina u transformisanom domenu.

Alfreyeva metoda viskoelasti¢ne analogije primenjuje se na odgovarajuce izraze
za napon, deformacije, pomeranja, (5.1) i (5.5), Stapa, od EI materijala. Sve
promenljive, kao i odgovarajuce optereéenje, zamenjuju se odgovarajuéim Laplasovim
transformacijama. Zatim se svi parametri viskoelastiCosti izlazu Laplasovim

transformacijama:
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=sD(s) (5.23)

g (s)=-vD'(s)5,(s); %, (s)=-vD'(s)5,(s); % (s)=D"(s)5(s) (5.24)

E(S):—Vﬁ*@)i(f)a; E(s)=—vﬁ*<s>¥b; ﬂ@):ﬁ*@ffj)z

Inverzijom jednadina (5.24), u vremenski domen, za slucaj, da je F(t)=FH(t),

dobija se da je:
R
A
F F F
ax(t)=—vD(t)X°; sy(t)=—vD(t)X°; 8z(t)=D(t)X0 (5.25)

Aa(1) ==vD(1) 2a: ab(1)=—D(1) 1b: a¢(1)= (1)

Poslednjih 6 jednacina, izraza (5.25), istog su oblika, kao i jednacine (5.16),
(5.17), (5.21) i (5.22).
Izduzenje, A/(t), dobijeno je na sledeci nacin:
d[FH(E)]
dg
gde je 8(&) - Dirakova delta funkcija.

F,/

AZ(t)=££D(t—é’;) di=%iD(t—&)§(§)d§=XD(t) (5.26)

Ukupno poprecno pomeranje, proizvoljne tacke preseka posmatranog Stapa, po
analogiji sa EI Stapom, jednako je:
S=ui+vj =—vD(t)%xY—vD(t)%yj =—vD(t)%(xT+yj) (5.27)

Za konzolu, aksijalno napregnutu u pravcu z ose konstantnim naponom c,,
od Zenerovog VEO materijala, vaze jednacina ravnoteze sila i tri jednaine veza
deformacija i pomeranja, kao i1 kod Stapa od EO materijala, jer se u tim jednac¢inama ne
pojavljuju konstante elasti¢nosti. Zbog toga je i kod ovog Stapa, napon u preseku
ravnomerno rasporeden. Konstitutivne jednacine za posmatrani $tap su jednacine izraza
(4.26). Sve one su PDJ. Za reSavanje takvog sistema PDJ, osim poznate geometrije

Stapa 1 12 razlicitih, viskoelasticnih parametra, potrebni su i grani¢ni i pocetni uslovi.
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Potrebni parametri viskoelasticnosti u pomenutom sistemu jednacina su: karakteristicna
vremena 1 pocetne elasticne konstante.

Sto se ti¢e metode resavanja dobijenog sistema PDJ, zbog njegove sloZenosti,
ne koristi se metoda reSavanja u vremenskom , nego samo u transformisanom domenu.
Pri tome se primenjuje Alfrey-ev princip viskoelasti¢ne analogije, koji je, zbog svoje
jednostavnosti, vrlo koristan za prakticnu primenu.

U tu svrhu, uvodi se pretpostavka da se dilatacije mogu racunati koriS¢enjem
reSenja dobijenih za odgovarajuéi Stap od EO materijala (5.13) i (5.14). U reSenjima za
napon, dilatacije i pomeranja istog Stapa, od EO materijala, zamenjuju se opterecenje,
sve promenljive, kao 1 elasticne konstante, odgovaraju¢éim Laplasovim
transformacijama, isto, ba§ kao S$to je uradeno kod Stapa od Zenerovog VEI materijala.

Tako se dobijaju sledece jednacine:

5
g (s)=-v,D,"(s),(s): &(s)=-v,D, (s)5,

(s)=-v,D, (s) Ff) a; Ab(s)=-v,D, (oFC

w2
~—
|
—~
w»n
~—

g |

Ako je funkcija optereéenja data u obliku F(t)=FH(t), inverzija jednacina

(5.28) u vremenski domen daje sledece izraze:

b
A
E E E
Sx(t):—VXZDz(t)XO; sy(t):—vyzDZ(t)XO; sz(t):DZ(t)X‘) (5.29)
Fa F,b E ¢
Aa(t)z—vxzDZ(t)i; Ab(t):—vyZDZ(t)%; AE(t)zDZ(t)f

Moze se zakljucti, da je matrica deformacija, za tacke posmatranog ukljeStenog

Stapa slicna onoj, koja je dobijena za odgovarajuci stap, od Zenerovog VEI materijala:

& (t)_ [—v_D, (t)_
e, (1) | =vy.D, ()
e - g, (t) _ D, (t) F (5.30)
0 0 A
0 0
L 0 . L 0 .

Sto se ti¢e matrice viskoelasti¢nosti, ona ima slede¢u formu:
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- D,(t)  -v,D,(t) -v,D,(t) O 0 0 ]
v, D, (t)  D,(t) -v,D,(t) 0 0 0
¢ |7 D) D 0 0 o
¢ 0 0 0 I, (t) 0 0
0 0 0 0 J.(t) o

0 0 0 0 0 I (1)

(5.31)
Ako je funkcija optere¢enja data u obliku: F(t):fot, inverzijom jednacina

(5.28) u vremenski domen dobijaju se slede¢i izrazi:

f
=0t
A

2 (1)=-v.D, ()26 &, (1)=-v,D, (1) 2t &, (1)=D, (1)1

yz 'z

pa(t)=="* fv,D, (1)udt; Ab(t):—%}vyz (D) ac(t) =D, (1)

(5.32)

Za Zenerov model, koji je usvojen u ovom radu, modul viskoznog tecenja je:

ot

11 T

Dz(t)=E—+— I-e "% |, pa se iz poslednje jednakosti izraza (5.32) dobija, da je
Hz Kz
izduZenje jednako:
=g
f0 1 1 T
=— || —+—|1-e % |[5(&)d
() A£ E,, E (&) 5
odnosno:
v
T
AL(t)= L LN P P (5.33)
A E,, E €z

Kz

Integracija izraza za poprec¢na pomeranja je komplikovanija zbog prisustva dve

vremenske funkcije.
JednacCina (5.33), govori, da su, za izraCunavanje izduZenja posmatranog Stapa,
potrebni slede¢i parametri: po€etni modul elasticnosti Ey,, vreme viskoznog tecenja

Te 1 modul Eg,. To su sve veliCine, koje se lako mogu odrediti, merenjem promene
z
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modula elasti¢nosti tokom vremena. Ovo sve, naravno, vazi za konstantan presek
nosaca 1 poznatu geometriju nosaca.

1z izraza (5.29) 1 (5.32) vidi se, da je, za raCunanje promena poprecnih dimenzija
posmatranog Stapa, od Zenerovog VEO materijala, aksijalno napregnutog u pravcu z
ose, dovoljno znati, osim geometrije i optereéenja, jo§ i modul viskoznog teCenja
poduznog pravca i odgovarajue Poasonove koeficijente. To je u skladu sa
istrazivanjima Hiltona 1 Donga, koji su jo§ 1964 dokazali, da viskoelasti¢na anizotropija
moze analogno da se predstavi, ili preko jednakih vremenskih funkcija za sve pravce, ili
preko razli¢itih vremenskih funkcija za svaki pravac.

Ukupno popre¢no pomeranje proizvoljne tacke preseka, posmatranog Stapa od

Zenerovog VEO materijala, po analogiji sa EO, jednako je:

= = = F, - E, - E - =

d=ui+vj=-v_D (t)2xi-v D (t)Lyj=-D, (t)=2(v xi+v_yj
J XZ z( )A yz z( )A y-] z( )A( Xz yzy-])(534)

Iz izraza (5.25), (5.27), (5.29) 1 (5.34) moze se zakljuciti sledece:

Kod Stapa od Zenerovog, VEI ili VEO materijala, isto kao 1 kod Stapova od EI 1

od EO materijala, tacke koje leze na z osi (x = y =0 ), pomeraju se samo u pravcu te ose

u =v =0. Ravni poprec¢ni preseci, i dalje, ostaju ravni i posle deformacije, jer sve tacke
imaju jednaka pomeranja u pravcu z ose: w(x,y,z)=w(z). Klizanja su, isto tako, jednaka
nuli.

Kod aksijalno napregnutih Stapova, od Zenerovog, VEI ili VEO materijala, tacke
na pravoj paralelnoj z osi, imaju poprecna pomeranja, proporcionalna udaljenosti tih
taCaka od z ose. Ta pomeranja su sada funkcije vremena. Kod Stapa, od Zenerovog VEI
materijala, presek se, uz zadrzavanje istog oblika, simetricno smanjuje ili povecava, ne
samo zbog dejstva opterecenja, nego i zbog protoka vremena. Medutim, kod Zenerovog

VEO materijala, v, # v, posmatrana prava ne ostaje paralelna z osi. To znaci, da se,

kod stapa, od Zenerovog VEO materijala, menjaju se, ne samo dimenzije preseka
nosaca, nego i njegov oblik, iako nema klizanja, i to, ne samo zbog dejstva opterecenja,
nego i zbog protoka vremena.

Elasti¢ne karakteristike u poprecnim pravcima, posmatranih Stapova, i dalje, ne
uticu, ni na dilatacije, ni na pomeranja.

Stapovi od Zenerovog, VEI i VEO, materijala imaju jednaka izduZenja. Veli¢ine

izduzenja, medutim, zavise od izabranog modela viskoelasti¢nosti. Na Sl. 5-2, vidi se da
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je, kod Stapa, od materijala koji se ponasa po Hukovom modelu, izduzenje konstantno.
Kod Stapa, od materijala koji se ponasa po Kelvin Voightovom modelu, izduzenje raste,
ali se ne uzima u obzir istorija deformisanja, a kod Zenerovog Stapa, porast izduZenja

zavisi 1 od strukture materijala (odnos E, /E, ) 1 od istorije deformisanja.

A
A 1 Hukov model

éﬁo‘—/‘aj‘—:’/‘/-

modul

—¥—Kelvin Voightov
model

—a— Zenerov model
EH/EK=1

—e— Zenerov model
EH/EK=3

)M\

vreme

v

Sl. 5-2 Uporedni prikaz reSenja za izduZenje Stapa, od EI i od VEI materijala

Iz izraza za raCunanje poprecnih dilatacija kod viskoelasti¢nih materijala, bilo da
su VEI, bilo da su VEO, vidi se, da treba poznavati Poasonove koeficijente.

U teoriji EI materijala, pokazano je, da je Poasonov koeficijent (v), vazan
parametar. On ima istu ulogu, kao Youngov modul (E), smicu¢i (G) i zapreminski (K)
moduli, 1 Lameove konstante (A,u). Poasonov koeficijent moze se izracunati, ako se
znaju modul elasti¢nosti 1 modul smicanja, a ako se zna modul elasti¢nosti i Poasonov
koeficijent, moZe se izracunati i zapreminski modul. Ove veze su narocito vazne, za
odredivanje zapreminskog modula, koji se i kod izotropnih materijala teSko meri. Sli¢ne
veze postoje i kod VEI materijala: (Lakes, 1992., Hilton, 2001., Lakes, 2009.).

Za viskoelasticne materijale vazno je jo$, da se definiSu 1 odgovori na sledeca
pitanja: da li se moZe uzeti da su Poasonovi koeficijenti u viskoelasticnosti konstantni,
ili su, pak, oni, uvek funkcije vremena? Usvoji li se da su konstantni, pod kojim
uslovima to vazi? A ako nisu konstantni, kakvog su oblika te vremenski zavisne
funkcije? Da li su Poasonovi koeficijenti jednaki, pri viskoznom tecenju i pri relaksaciji
napona? Da li su Poasonovi koeficijenti uvek pozitivni?

Vremenski nezavisni, odnosno, konstantni Poasonovi koeficijenti, moguéi su

samo pri odredenim uslovima:
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e da su naponi i deformacije funkcije dve nezavisne, vremenske i prostorne
promenljive

e da se moduli relaksacije pri smicanju i zatezanju, kao i zapreminski
moduli, izrazavaju pomocu istih vremenskih funkcija

Za sve ostale uslove, Poasonovi koeficijenti zavise od vremena, i ta se zavisnost
mora odrediti.

Konstantni Poasonovi koeficijenti koriste se samo, radi pojednostavljenja
obimnih proracuna, dok mnogobrojni eksperimenti za realne materijale pokazuju, da, u
izrazima za Poasonove koeficijente, postoji funkcionalna vremenska zavisnost.

Oblik vremenski zavisne funkcije, koja pokazuje promenu Poasonovog
koeficijenta tokom vremena, zavisi od vrste i uslova eksperimenta. Za polimere, kao
izrazito viskoelasticne materijale, karakteristi¢no je, da se za testove viskoznog tec¢enja i
relaksacije napona, dobijaju razliCite vremenske zavisnosti za Poasonove koeficijente.

Za VEI materijale, moZe se, po analogiji sa EI materijalima, napisati izraz za

Poasonov koeficijent, u slu¢aju viskoznog tecenja pri zatezanju:

11 1
v, (t)=——-k——= 5.35
«(1) 2 6 D(t) (-39
. : .. 1 . o GE
gde je: k - zapreminska popustljivost: k = — (K je zapreminski modul: K = —————).
K 3(3G-E)

Poasonov koeficijent, za slucaj viskoznog teCenja pri zatezanju, je, dakle,
vremenska funkcija, koja ne moze biti ni monotona, ni opadajuca.
Za istu vrstu materijala, Poasonov koeficijent, u slu¢aju relaksacije napona
pri zatezanju, napisan po istoj analogiji, ima slede¢i izgled:
11
v (t)=———KE(t) (5.36)
2 6
Modul viskoznog tecenja za Zenerov model, u gore navedenim izrazima, moze

se napisati u modifikovanom obliku:
t t

D(t):[i+ij—ie%=i+(i—iJets (5.37)

E, E.) E. E, \E, E,

0

.1 1 1 1 1
gdeje: —=—+—a —=—.
E, E, E. E, E;

0

Modul relaksacije za Zenerov model, u gore navedenim izrazima, takode, se
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moze napisati u modifikovanom obliku:

t t

T T
e ©O=E_+(E,~E,)e © (5.38)

( ): EHEK + EH2
E,+E, E,+E;

gde su: E; 1 E_ iste veli¢ine kao kod modula viskoznog tecenja.

Ako se uvede nova veli¢ina, obelezena sa A, koja se zove relaksaciona ¢vrstoca

y o E,-E o T . .
a raCuna se iz izraza A=—"—"=_ dobijaju se novi izrazi koji zavise od relaksacione

¢vrstoce:
t
1 A T _(1+4)

D(t)=—1]1- e © 5.39
() E_ 1+ A ( )

t

T
E(t)=E_|1+Ae © (5.40)

Uvedena relaksaciona ¢vrstoca je veliCina koja predstavlja vezu izmedu modula
viskoznog tecenja i modula relaksacije napona, a racuna se preko parametara Zenerovog
modela.

Kada se izrazi (5.39) 1 (5.40) unesu u izraze za Poasonove koeficijente (5.35) i

(5.36) dobijaju se sledeci izrazi:

v ()=t Lyg, L (5.41)
2 6 A e"rs(m)
1+A
11 T
vR(t):E—ngw l+Ae © (5.42)

Iz izraza (5.41) 1 (5.42) vidi se, da su Poasonovi koeficijenti pri zatezanju, za
sluc¢aj viskoznog teCenja i slu€aj relaksacije napona, razliciti. I jedan i1 drugi, kod
Zenerovog VEI materijala, zavise od relaksacione ¢vrsto¢e, odnosno od parametara
modela, i od modula zapreminskog Sirenja, koji se uzima da je konstantan.

Promenu Poasonovih koeficijenata, po jednac¢inama (5.41) 1 (5.42), za bukovinu,

vlaznosti 11%, na temperaturi 60°C, prikazuju SL. 5-3 i SL. 5-4.
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Sl. 5-3 Zavisnost Poasonovog koeficijenta izmedu pravaca a i r od vremena, pri viskoznom tecenju i
pri relaksaciji napona, za A = 0,33 i1t.~14,5min
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SI. 5-4 Zavisnost Poasonovog koeficijenta izmedu pravaca a i t od vremena, pri viskoznom tecenju i

pri relaksaciji napona, za A = 0,22 i Te=14,5min

Osim izraza (5.35) 1 (5.36), Poasonovi koeficijenti VEI materijala mogu se

prikazati, kao funkcije, zavisne od parametara konstitutivne jednacine.

Naime, devijatorski i dilatatorski delovi konstitutivne jednacine, proizvoljno

izabranog modela, kao $to je ve¢ receno u prethodnom poglavlju, mogu se napisati u

obliku:

Po, (t) = Qgij(t)
Po. (t) =Qg; (t)

gde su diferencijalni operatori jednaki:

(5.43)
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0 o’ o"
P=p,+p—+p,—5+-+D,

ot ot’ ot"
a 2 n
Q=9 +q—+q—5++q,—
a o o (5.44)
P, :r0+rla+r2¥+...+rn o
6 2 n
Q =m0+mla+m2§+...+mn PO

Da bi se doSlo do izraza za Poasonove koeficijente, u kojima figuriSu
diferencijalni operatori konstitutivnih jednacina, P,Q,P,Q,, prvo ¢e se izvesti
odgovarajudi izrazi za telo, od EI materijala. Za prostorno napregnuto telo, od EI
materijala, mogu se napisati jednacine (4.15): o, =2Gg;, o, =3Keg, u obliku
Pc,; =Qg;, Po, =Qg, naosnovu cega se dobija da je:

P=P =1, Q=2G, Q,=3K. (5.45)

Iz jednacina (4.15) i (5.45), dobijaju se veliCine elasti¢nih konstanti G 1 K,

izrazene preko parametara konstitutivne jednacine Hukovog zakona:

190 g 1 (5.46)
2P 3P,

Posto su diferencijalni operatori P,Q,P,,Q, u Hukovom zakonu, konstantne

veli¢ine, jer su u pitanju algebarske, a ne diferencijalne jednacine, onda su i moduli,
smicanja G i zapreminskog Sirenja K, konstantne veli¢ine.
Dalje, koris¢enjem veza izmedu elasti¢nih konstanti (Prilog 1):

9KG .  3K-2G

= i v=—n—— (5.47)
3K+G 6K +2G
dobiju se novi izrazi, za modul elasti¢nosti i Poasonov koeficijent:
. 3QQ

2PQ, +QP
Qi+ Qh (5.48)

v Q,P-QP,

2PQ, +QP,

Ovo su vazne jednacine, jer se one, primenom metode viskoelasticne analogije,
mogu koristiti za sve modele viskoelasti¢nosti.

Jednacine (5.48) mogu se predstaviti i u sledecem obliku:
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X 1 v= o (5.49)
gde je
Q"=3QQ
P*=2PQ,+QP, (5.50)
QV = Q1P - QP1
P =2PQ, +QP,

Sada jednacine (5.46) mogu da se napisSu u sledeCem obliku, koji vazi za sve

modele viskoelasti¢nosti:

G_1lQ_1 _E _1 Q/P

2oty 2 1+QE/PE (5.51)
K-l Q_1 _E _1._Q"/P

3 Pl 3 1—2\/ 3 1_2QV/PV

Konstitutivne jednacine za prostorno napregnuto telo, od EI materijala, su:
E E Env Epv
cSij: Q iP vaij_ Q Q /PP skksij
1+Q" /P ' (1+Q"/P")(1-2Q" /PY)
_1+Q"/PY Q" /P

ij QE /PE Gij - QE /PE ckk6

(5.52)

ij

Sve dobijene relacije za telo, od EI materijala, generalizuju se za telo, od VEI
materijala.

Za prostorno napregnuto telo od Zenerovog VEI materijala, odgovarajuce
viskoelasti¢ne karakteristike racunaju se, prema izrazima (5.48), uz nove diferencijalne

operatore P,Q,P,,Q, . Tu se razlikuju dva slucaja:

I slucaj. Pretpostavi se da telo od VEI materijala, pri smicanju ima
viskoelasticna svojstva Zenerovog modela, a da se pri zatezanju ponasa kao

elasticno. U tom slucaju, operatori P,,Q, isti su, kao u jednacinama (5.45), ali P,Q

viSe nemaju oblik (5.45), nego se uzimaju iz konstitutivnih jednacina (3.40). Radi toga,
jednacina (3.41) modifikuje se u sledeci oblik:

SRR i PR | R I (5.53)
EH EK EHEK EK

Novi diferencijalni operatori prikazani su, kao funkcije, zavisne od parametara

Zenerovog modela:
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n o0

P 1 1
E, E. E,E, ot
o 5 u (5.54)
Q=2[1+LZ
E. ot
Laplasove transformacije diferencijalnih operatora su:
1 1 n n
P()=—4+— s; Q(s)=2|1+—s
(s) E, E, E.E, (s) ( E, j (5.55)
P(s)=1L Q(s)=3K

Modul elasti¢nosti 1 Poasonov koeficijent, u transformisanom domenu, racunaju
se po jednacinama (5.48), u koje se, umesto diferencijalnih vremenskih operatora (5.45)

1(5.54), unose transformisani operatori (5.55). Tako se dobijaju sledeci izrazi:

— 9K (1+7s E
E(s)= o) @
3+1+r(3+1]s
) H
K 5.56
3K—2+r[3—2js y ( )
© H

V(s)= =—
6§+2+r(6K+2js P

H
Druga jednacina izraza (5.56) koristi se za kompleksni Poasonov koeficijent, tela

od VEI materijala, u slede¢em obliku:

v’ =sV(s)=iizz (5.57)
gde je
3K
a =3£—2, b =(——2jr
0 EH
c=6E£+2, d=(6£+2jr (5.58)
© H
e
EK

U izrazima (5.58), uzima se, da je K konstantna veli¢ina, jer se pretpostavlja, da
se telo od VEI materijala pri zatezanju ponasa kao elasticno. Kona¢no se inverzijom

jednacine (5.57) za Poasonov koeficijent dobija:

v(t)zierc—ad
C cd

¢ d (5.59)
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Granic¢ne vrednosti Poasonovog koeficijenta su:

3 X,
E, 3K -2E,

v(t—0) b
% = —= =
d (6K+2j 6K +2E,
H (5.60)
3K
vt )= E, 3K -2E,
—Sow)=—= =
¢ K ., OK+2E,

o0

Dakle, Poasonov koeficijent za telo od ovakvog VEI materijala, menja se s
vremenom, ali samo izmedu grani¢nih vrednosti. On zavisi od parametara
viskoelasticnog modela i od proteklog vremena.

Iz prve jednaCine izraza (5.60) moze se zakljuciti da veli¢ina K mora biti

jednaka: K ~ %EH , a 1z druge jednacine istog izraza, da je K > %EL .

o0

Il slucaj. Pretpostavi se, da telo, od VEI materijala, i pri smicanju, i pri

zatezanju, ima svojstva Zenerovog modela. Tada diferencijalni operatori P,Q,P,,Q,

imaju sledece oblike:
P(S) = L_FL +LS
EH EK EH
Q(s)=2(1+1s)

1 1
P(s)=| —+— +—Lg
EH EK EH

Q,(s)=2(1+1s)

(5.61)

gde je: r=i, T, =

EK EK .
Transformisani modul elasti¢nosti i Poasonov koeficijent, tom slu¢aju, racunaju
se na slede¢i nacin:
6(1+1s)- (1 + 'cls)
(Eu+E ts)(1+1s8)+(1+1s)(E, +E, 1;8)

() = 2(1+71s)(E, +E ts)-2(1+1s)(E, +E,1;8)
¥ 2(E, +E, ts)(1+71,8)+(1+1s)(Ey +E, 1)

E(s)= 5
(5.62)

Iz izraza (5.62) dobijaju se izrazi za modul elasti¢nosti i Poasonov koeficijent,

tela od VEI materijala, koje, 1 pri zatezanju i pri smicanju, ima svojstva Zenerovog
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modela. Ti izrazi zavise od karakteristi¢nih vremena, pocetnih i ustaljenih modula, kao 1
od proteklog vremena.
Druga jednacina izraza (5.62) koristi se za kompleksni Poasonov koeficijent u

slede¢em obliku:

. as
Vv :SV = 5.63
(s) b+cs+ds? ( )
gde je
a=2(t,—t)(E,—-E_), b=3E
(5 =7)(Es ~E.) " (5.64)

c:(ZEOo +EH)‘E+(2EH +Ew)1:1, d=3E_1r,

Inverzijom jednacine (5.63) dobija se izraz za Poasonov koeficijent u
vremenskom domenu. Zbog oblika funkcije u jednacini (5.63), teSko je tatno odrediti
inverznu Lapalasovu transformaciju tog izraza, pa se, stoga, koriste priblizne metode
integracije. Zato su 1 dobijeni izrazi za Poasonov koeficijent, priblizna reSenja,
neprakticna za primenu. U praksi se uzima, da su, Poasonovi koeficijenti, za telo od
VEI materijala, koje i pri smicanju i pri zatezanju ima svojstva Zenerovog modela,
u stvari, nezavisni od vremena, odnosno, da su konstantni.

Sto se ti¢e tela od VEO materijala, koje, i pri smicanju i pri zatezanju, ima
svojstva Zenerovog modela, opravdana je pretpostavka, kao kod tela od VEI
materijala, da su Poasonovi koeficijenti nezavisni od vremena. Za prakticnu primenu
je, dakle, dovoljno odrediti vremenske funkcije za module viskoznog teCenja, pri
zatezanju i smicanju.

Svi izvedeni izrazi u Dekartovom koordinatnom sistemu vaze i za koordinatni
sistem koji odgovara anatomskim osama drveta: r,t,a, gde su r i t ose u ravni preseka
dok je a poduZzna osa.

Slican izraz za matricu krutosti moze se napisati i u slucaju relaksacije napona.
5.1.2. Pravo Cisto savijanje Stapa

Slede¢i primer linearnog naprezanja je pravo Cisto savijanje, tankog Stapa.
Element Stapa, napregnut momentima savijanja, prikazan je na Sl. 5-5. Analiza napona i
deformacija, kod greda i tankih Stapova, napregnutih momentima , vazan je deo teorije

elasti¢nosti. PribliZzno reSenje takvih problema nasao je San Venan, jos u 19 veku.
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Sl. 5-5 Element tankog Stapa, napregnut na pravo €isto savijanje

Osnovne pretpostavke u teoriji elasti¢nosti, koje se ticu Cistog savijanja tankog
Stapa, od EI materijala, su:

Bernulli Ojlerova hipoteza, da preseci, koji su bili ravni i upravni na osu, pre
savijanja, posle savijanja ostaju ravni i upravni na deformisanu osu.

Zbog malih dimenzija preseka, u odnosu na duzinu nosaca, zanemaruju se svi
smicuci naponi, kao i normalni naponi, u pravcima upravnim na osu nosaca.

Pri analizi pravog Cistog savijanja, tankog Stapa, od VEO materijala, koristi se
postupak viskoelasti¢ne analogije, ve¢ primenjen na aksijalno zategnut Stap. Pri tome se
uzimaju poznati izrazi za raspored napona 1 deformacija tankog Stapa od EO materijala,

napregnutog na pravo €isto savijanje:

MX
cxzcyzo; GZZ:I y
’Eyz=’txz=’txy=0
E._=-V M"y
XX szI
X 5.65
) M. (5.65)
syy——vyzEI y
€ —M"
“ ZIXy
8yz:gxz_ xy:O

gde je: My — konstantni moment savijanja u pravcu x ose, y - vertikalno rastojanje od

neutralne ose do tatke na preseku za koju se racuna napon, E ,E ,E, - moduli

elastiCnosti za odgovarajuce pravee, v,,,v,, - Poasonovi koeficijenti, Iy - glavni

Xz?
centralni moment inercije za X osu.
JednacCina za napon u izrazu (5.65) dobijena je koriS¢enjem jednacine ravnoteze 1

Beltrami Michellovih jednac¢ina za linearno naprezanje, kao i odgovaraju¢ih grani¢nih
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uslova na mestu ukljestenja.
Pomeranja u,v,w, odreduju se integracijom tri jednacCine za dilatacije, izraza
(5.65), uz pomo¢ odgovaraju¢ih veza izmedu deformacija 1 pomeranja. Na taj nacin

dobija se:

M
u=-—v * ydx +C
J‘ XZEI y 1

z X

M
v=—|v, = I" ydy +C, (5.66)

zX

M
W= X ydz+C
IEI y 3

z X

Integracione konstante, koje se javljaju u postupku integracije, zavise od nacina
oslanjanja posmatranog Stapa.

Ako je Stap od EO materijala, na levom kraju napregnut konstantnim momentom
u pravcu x ose, a na desnom kraju (z=L), ukljesten (SI. 5-6), tada, na mestu ukljestenja,

nema pomeranja i nema rotacije, odnosno, vaze sledeci konturni uslovi:

u(L)=v(L)=w(L)=0

(@] _(6_v] _(@_a_uj o (5.67)
oz L oz L 0x 5}’ L
A
M L T /// Z
B ! T . . . . - - - - - - - - - T == —— ——p
¢ y L C .
() :
B i >
M M

Sl. 5-6 Konzola, napregnuta na pravo cisto savijanje

Kori$¢enjem tih grani¢nih uslova, odreduju se trazene integracione konstante, pa

se dobijaju pomeranja u,,v,,w, tataka posmatranog Stapa:
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[“ - —Ei(L_f)j (5.68)

z

W, ==
Bl y(z-L)

Iz tree jednaCine izraza (5.68), moZe se zakljuciti da, preseci, nakon
defomisanja, i za tela od EO materijala, napregnutog na pravo Cisto savijanje, ostaju

ravni, jer je pomeranje u pravcu z ose - w, , linearna funkcija koordinate y.

Jednacina deformisane ose posmatrane konzole, za koju je x=y=0 glasi:

M,

5.69
Vi ZE I ( )

Izraz (5.69) predstavlja ravnu parabolu drugog reda. Veli¢ina nagiba v’ i

maksimalnog ugiba fy, na slobodnom kraju (z=0), je:

, M,
Vi (0) = 1
o (5.70)
MX 2
fyk (0) = Vk (0) = Vmaxk == 2EZIX L

Za slu¢aj malih deformacija, poluprecnik krivine deformisane ose ra¢una se na

slede¢i nacin:

— = (5.71)

Ako su na krajevima Stapa od EO materijala, napregnutog na pravo cisto
savijanje, postavljena dva oslonca, pri ¢emu je levi oslonac (x=y=0, z=0) nepokretan a
desni oslonac (x=y=0, z=L) pokretan (SI. 5-7), konturni uslovi za odredivanje

integracionih konstanti u izrazima (5.66) su:
u(0)= V(O)
u (L) = V [— -—

Pomeranja posmatrane proste grede -u,_, v, ,w, , dobijena su istim postupkom,

J (5.72)

kao u prethodnom primeru 1 jednaka su:
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u,=-v, EL Xy
M (v, » Vy o 1
v =] Txe g2 +—(Lg— 22 5.73
w2 | E £ EZ(LZ z*) (5.73)
M
wo=—
=g Y22~

Savijena osa Stapa (x=y=0), ima oblik ravne parabole, (u=w=0), ¢ija je jednacina:

M

vV =— — 72 5.74
LT R (Lz—2%) ( )
M
M B C z
=== === === === ’_,ﬂ. —_ »
%\\\~~\ L f ’,r”/ _A—
| = ~~“~\\~\~ Y ____,»"’ P

SL 5-7 Prosta greda, napregnuta na pravo Cisto savijanje

Veli¢ina ugiba f; na sredini raspona proste grede (z=L/2), je:

M
foe (L/2) =V, (L/2)=V, e = < 1 I’ (5.75)

Da bi se izracunali naponi u Stapu, od VEO materijala, napregnutom na pravo
Cisto savijanje, bilo da je ukljesten na desnom kraju, ili je oslonjen kao prosta greda,

potrebno je na prvu jednacinu izraza (5.65) primeniti Laplasove transformacije:

M
G,,(y.8)= —*I(S) Y (5.76)
Inverzija jednacine (5.76), pri delovanju konstantnog momenta, daje reSenje:
M
c,(y)= —I*y (5.77)

Sto je isto, kao prva jednalina izraza (5.65). Znaci, naponi u Stapu od VEO
materijala, napregnutom na pravo Cisto savijanje, bez obzira na nacin oslanjanja,
isti su, kao kod Stapa od EO materijala.

Deformacije i pomeranja posmatranog Stapa, od VEO materijala, dobiju se

primenom Laplasovih transformacija na odgovarajuce izraze. Na taj nacin, izrazi za
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veli¢ine maksimalnog ugiba (5.70) 1 (5.75) transformisu se u slede¢i oblik:

54 (0.5) =500, (01
x (5.78)

_ M _
fypg(L/Z,s)zg"T(s)sDz(s)Lz

Inverzija jednacina (5.78) pri delovanju konstantnog momenta:
M, (t) =M,H(t)

M, ()= G7)

daje sledece izraze, za maksimalne ugibe konzole, ukljestene na desnom kraju, i proste

grede, obe od VEO materijala, u slucaju viskoznog te¢enja-konstantnog opterecenja:

M
£, (0.0 == 22D, (0L
iy (5.80)
2
fypg (L/zat) = 810 Dz(t)L

Analogno navedenom postupku za maksimalne ugibe, moZze se odrediti 1
poluprecnik krivine, na mestu maksimalnog ugiba, konzole ili proste grede, napregnutih
na pravo ¢isto savijanje, od VEO materijala, pa se dobija da je:

11 M,
R, (1) R, (1) I
Izrazi (5.80) 1 (5.81) razlikuju se od izraza (5.70), (5.75) 1 (5.71), samo, po

D, (t) (5.81)

materijalnim parametrima, koji su kod VEO materijala vremenski zavisni.
Za §tap, od Zenerovog VEO materijala, napregnut na pravo ¢isto savijanje, ugibi

se racunaju na sledec¢i nacin:

t
T
fyk(oyt):_MO ! + ! I-e bz L2
2Ix EHZ EKZ
t (5.82)
M T
£ (L/2,t)=—"2 Lo the & |2
8x EHZ EKZ

Uporedni prikaz maksimalnih ugiba, za prostu gredu, od Hukovog EO materijala
1 od Zenerovog VEO materijala, napregnutu na pravo ¢isto savijanje, daje Sl. 5-8. S
navedene slike vidi se, da je kod proste grede, od Hukovog EO materijala, ugib

konstantan, a ako je u pitanju Zenerov VEO materijal, ugib tokom vremena raste, pri

139



¢emu taj porast zavisi od strukture materijala (to jest, od odnosa E /E, ) i od istorije

deformisanja.

—e— Hukov model

/ Zenerov model
% R EH/EK=3

—a— 7 enerov model
EH/EK=1

ugib

v

yreme

SI. 5-8 Uporedni prikaz maksimalnih ugiba proste grede, od Hukovog EO materijala i od
Zenerovog VEO materijala, s dva razlifita odnosa Ey/Ex

5.1.3. Pravo savijanje Stapa silama

Jasno je, da se, 1 u slucaju savijanja silama deformacije Stapova, od EI i od EO
materijala, razlikuju. Kod Stapova od EO materijala, opterecenih centri¢no postavljenom
koncentrisanom silom koja deluje u pravcu glavne centralne ose y, preseci tokom
deformisanja ne ostaju ravni, nego se krive. U tom sluc¢aju, osim naponske funkcije,
treba odrediti 1 funkciju krivljenja preseka, jer je savijanje praceno i1 uvrtanjem.
Deformisana osa nosaca medutim i dalje ima oblik ravne krive, a polupre¢nik krivine se
1 dalje racuna na isti nacin.

Za savijanje silama, Stapa od EO materijala, posmatra se nekoliko slu¢ajeva.

Prvi slucaj: Konzola je pravougaonog preseka, ukljestena na desnom kraju,
opterecena centricno postaviljenom, konstantnom vertikalnom silom, na slobodnom
kraju (Sl. 5-9). Smatra se, da se ravan preseka poklapa s jednom ravni elasticne
simetrije.

Za odredivanje napona 1 deformacija koristi se Saint-Venant-ov postupak.
, razliciti od

Pretpostavlja se, da su od svih komponenti napona, samo naponi c,,7,,,T,,

nule. To vazi za sve preseke duz nosaca, osim za presek na slobodnom kraju konzole,

gdeje 6,=0.
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C >
F F
- z
c >

SL 5-9 Konzola pravougaonog preseka, opterecena na slobodnom kraju centri¢no postavljenom
koncentrisanom vertikalnom silom

Uz zanemarivanje zapreminskih sila, komponentalni naponi o,,t .t , u

xz% “yz?

proizvoljnom preseku posmatrane konzole, dobijaju se iz uslova ravnoteze sila:

oty _ 0
0z
T g (5.83)
oz .
0
ot,, N T, N oo, _0
ox 0y 0z

Uz pretpostavku, da je raspored normalnog napona o,, u poprecnom preseku,

isti, kao kod pravog Cistog savijanja, odgovaraju¢e konzole od EI materijala:

=y (5.84)

gde je: M =-Fz, tre¢a jednacina izraza (5.83), modifikuje se u slede¢i oblik:

o
P o _F o (5.85)

ox oy 1

Iz prve dve jednacine izraza (5.83), vidi se, da smicuéi naponi, ne zavise od
koordinate z, nego je: t,, =1, (X,y), T,=1,(x,y). Da bi se odredila resenja za
smicuée napone, koja zadovoljavaju jednacinu (5.85), uvodi se naponska funkcija za

savijanje silama, ¢(y,z), tako da je:
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xz ay pl
" (5.86)

T, == *T,

gdesu: 1, i 1, -partikularna reSenja jednacine (5.85).

Pretpostavlja se, da je oblik tih partikularnih reSenja, za slucaj simetri¢nih

preseka, kod Stapova, ¢ija osa se savija u obliku ravne krive, slede¢i:
F
1, =0, T, =?[y2—f(x)] (5.87)
gde je: f(x) - funkcija zavisna od oblika preseka. Za pravougaoni presek, kod kojeg je

2 2
jednacina konture: (Xz _b_)(yz _h_j , jednacine (5.86) dobijaju slede¢i oblik:
4 4

(5.88)
T
- ox 21| 4

Jednacine za nalazenje komponenti deformacija glase:

cYZ F . GZ F . GZ F .
g, . =-V =V _——2Zy; syy:—vyZE =vyzﬁzy, SZZ:E =——IZ}’,

z Z X z z EZ X
(5.89)

2
€ :O, gxzzLTXZ:L@; SZ:LTZ:_L @_}_i(h__yzj
G, G,oy° " G, * G,lox 21\ 4

yz

Komponente deformacija (5.89) treba da zadovolje jednacine kompatibilnosti:

azgx 828 828 6282 6282 628){
> +t——=0; >t - =0 >+t =0
2 2 828 828 628 2
Oe, _ 0%, v g0 0%y 0 fu (5.90)
Oyoz 0Oxdy 0x 0z0x  Oyox Oy
O,
=0
O0Xx0y

Prva, druga, tre¢a i Sesta jednacina izraza (5.90) identi¢ki su zadovoljene.
Unosenjem jednacina (5.89), u cetvrtu i petu jednacinu (5.90), i koriS¢enjem trece

jednacine (5.83), dobijaju se Beltrami-Mitchell-ove jednacine za ovo ravno naprezanje:
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GXZ 82Tyz + 821—}’2 _ (2 zevxz _1] 8262

G, ox > U E o
v 6yz o 20y (5.91)
GXZ a TXZ a TXZ
E+—3%=0
Gyz aX ay
Kada se u jednacinu (5.91) uvedu izrazi za normalni napon ,: 6, =——zy 1
izraz za smi¢uce napone t,,,7,,, (5.88), dobijaju se sledece jednacine:
EN B
X oy (5.92)
g—dz) + —(l) =0
ox* oy
gde je
_ ze
g G,
Gy (5.93)
k — XZVXZ
E

Odgovaraju¢a pomeranja, dobijaju se integracijom jednacina (5.89), kao i
koriséenjem veza napona i deformacija napisanih, za ovaj slu¢aj ravnog naprezanja:

ou o ow

€ = , € s &,=—,
0x Yooy 7 oz

(5.94)
ov  ou 1(aw 8uj [aw 8VJ
0O=—+— SXZZE —+— Syz —+—

ox oy ox 0z) dy 0Oz
uz iste granicne uslove, na mestu ukljestenja, kao kod pravog Cistog savijanja.

Nakon odredivanja integarcionih konstanti, trazene jednacine pomeranja su:

u=v F Xyz
szI Y

z X

F 1
:ﬁ[ (2L3—3Lzz+z3)+5(VXZX2—Vyzyz)z} (5.95)
ZE(Lz—zz)}”rW W(0)

gde je: W - funkcija pomeranja, zavisna od koordinata i napona, odnosno naponske
funkcije ¢, za savijanje silama.

Funkcija W, bira se tako, da zadovoljava sledece jednacine:
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dw 1 F

_Z_sz _sz_xy
dx G, E, I 5.06
dw 1 F 5 5 (5.96)
= T, — (vyzy -V, _X )
dy G, 2E,I
odnosno
dw 1 0 F
- = ___VXZ Xy
dx G, oy E 1

dw 1 o0 h Z XF ) ) (5:97)
dy G_yz[_a_x_zl {4 I D_ﬁ(vﬁy ~vex')

Tre¢a jednacina izraza (5.95), govori, da pomeranje, u pravcu z ose, vise nije
linearna funkcija koordinate y, odnosno, u ovom sluc¢aju savijanja silama konzole od
EO materijala, preseci nakon deformisanja ne ostaju ravni, nego se krive, zbog
uticaja smicucih napona, sli¢no, kao kod odgovarajuceg Stapa od EI materijala.
Deformisani preseci imaju oblik povrsi treceg reda.

Naponska funkcija ¢, za posmatranu konzolu, odreduje se iz jednacine, koja se
dobija, kada se jednacine izraza (5.97) diferenciraju, prva po y, a druga po X, pa se
dobijeni izrazi izjednace. Tako se dobija nehomogena PDJ II reda, koja ima sledeci

oblik:
¢ —(I) _2F kx (5.98)

N
Ona je identi¢na kao prva jednacina izraza (5.92), dobijena iz jednacina kompatibilnosti.
Na taj nacin, postignuto je da se i smicuci naponi, 1 pomeranja, raunaju uz pomoc
naponske funkcije ¢ .
Problem savijanja silama, ukljeStenog Stapa od EO materijala, svodi se, dakle, na

odredivanje naponske funkcije ¢, iz jednaine (5.98), uz grani¢ni uslov, da je ta

funkcija jednaka nuli, na stranicama preseka (x:i%,y:i%). Jednacina (5.98),

primenom Furijeovih redova u intervalu (—% %) modifikuje se u sledeci oblik:

0% &% __2Fb

(- )n 2nn
g 2 2 X
ox" 0y nl,

n’ b

i (5.99)

ResSenje funkcije ¢ traZi se u slede¢em obliku:
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21X

¢=§Yﬂyﬁm (5.100)

gde je: Y, (y)- pomoéna funkcija, koju treba odrediti.

Koris¢enjem grani¢nih uslova da je funkcija ¢ na konturama preseka, gde je

y= i% , jednaka nuli, dobija se konacan izraz za naponsku funkciju:

n hxy
Fb® k = 1 1_COS—H .
¢:2n31 g 1(n3) coshxnxh sinA_x (5.101)
X n= 2

Tu je: y - parametar ortotropije:x:\/g , d - parametar preseka ortotropnog
. c b
materijala:d =—=—.
% hy
Funkcija ¢, za posmatrani ukljeSteni Stap, zavisi od materijalnih parametara,
preko parametara ortotropije g,y 1 k, pa i smi¢uci naponi tog Stapa, zavise od tih

parametara. Smicuci naponi t,,,7,, jednaki su:

xz?

_ Fb” k 2 (=1)" sinhA_yy

T 5 sinA x
T A DT gogh Lokl
2 - (5.102)
F(h® ) Fb’ ke (o) |1-00td
=——| -y |-5—= A
v ZIX(4 y) m’l, gnz::l n’ coshk"zxh CO8 A
gde je A, =2Ln.
a

U drugoj jednacini izraza (5.102), smiCuci napon t,, dat je, kao zbir opSteg i

partikularnog reSenja, TYZZ_I(__fJ’ koje se ne razlikuje od reSenja za

odgovaraju¢i Stap od EI materijala. 1z izraza (5.102) se vidi da oba smicuca napona,
zavise od materijalnih parametara. Poredeci prvu i drugu jednacinu izraza (5.102), moze

se zakljuciti, da se smi¢u¢i napon t,,, u odnosu na t,, , moze zanemariti.

. y . h .
U konturnim tackama preseka posmatrane konzole, gde je y = iE , normalni

C . 6Fz
naponi imaju ekstremne vrednosti: 6, =t —-.

~ bh?
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U sredistu preseka istog Stapa (x =0,y =0 ), smic¢uci napon ryzs jednak je:

s 3 F[ n’k j
Ty =~ %S| 1-—— 5.103
yz th 2 BS ( )

gde je
TEZ - (_l)n

—_—ty—
Bs=d*| 12 nZ_lnzcoshnn (5.104)

d

Normalni c,, 1 smi¢u¢i napon T, su tu jednaki nuli. U tackama B 1 By, koje se nalaze
. . . - . b L
na sredinama ivica paralelnih s napadnom linijom sile, (x:iz; y=0), smicuci

napon t,, je maksimalan:

B 3 F nzk ]
=2 g, K 5.105
Tyzmax 2bh(1+ 9 BB ( )
gde je
T2 1
Bu=d| 6 5 (5.106)

dok su normalni o, , i smi¢uéi napon t_,, jednaki nuli.
Izrazi (5.103) i (5.105) pokazuju, da smi¢u¢i napon t,, , mora da se racuna, po

Sirini preseka, uz korekcione faktore B 1 ;. Vrednosti koeficijenta By 1 [,

raCunate za Cetiri vrednosti parametra d, prikazuje Tabela 5-1. Iz tih podataka moze se
zakljuciti, da je, za uzane preseke, kod kojih je d <1, smicuéi napon, u ivicnim
tackama preseka: B 1 Bj, znatno ve¢i, nego, kod odgovarajuéeg Stapa, od izotropnog
materijala. InaCe, za Stap, od EI materijala vazi, da je taj napon, konstantan po Sirini
preseka, kao 1 da je jednak maksimalnoj vrednosti u teziStu preseka:

3F

=—— 5.107
Tyzmax 2 bh ( )

Tabela 5-1 Odnos parametra preseka d, i koeficijenata napona 3 i3, , za ukljeSteni Stap

napregnut na savijanje silama, od EO materijala

d Bs | Bs
0,25 | 0,98 | 4,94
0,5 | 0,72 | 1,98
1 ]0,30] 063
2 0,090,117
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Izrazi (5.105) 1 (5.106) daju korekcije smicu¢ih napona, koja treba obaviti, za
posmatrani ukljesteni Stap, od EO materijala, u odnosu, na odgovarajuci Stap od EI
materijala. Korekcija je naro€ito vazna za uske preseke.

Kod Sirokih preseka, iste visine, linearno se povecava moment inercije, pa se
normalni naponi linearno smanjuju, s poveéanjem Sirine preseka. Sto se tice

maksimalnih smi¢u¢ih napona t,, oni se smanjuju, s povecanjem Sirine preseka. Kod

Sirokih preseka, kod kojih je parametar d, tj., odnos Sirine 1 visine, ve¢i od jedinice, u
stvari, istovremeno je smanjena visina i povecana Sirina preseka. U tom slucaju,
normalni naponi se, zbog smanjenja momenta inercije, povecavaju, a smicu¢i naponi,
ostaju jednakog reda veli¢ine, pa se, u odnosu na porast normalnih napona, mogu
zanemarit.

Jednacina savijene ose posmatranog ukljeStenog Stapa, dobija se iz druge

jednacine pomeranja, izraza (5.95). Ona ima oblik:

v, = 3312 3 5.108).
K 6EZIX(Z 3%z +2L°) (5.108)
Maksimalni ugib slobodnog kraja ukljeStenog Stapa, za koji je z=0, jednak je:
F
f=——D 5.109
“ 3EI (5109

Poluprecnik krivine ose nosaca, na mestu maksimalnog ugiba, isti je, kao kod
odgovarajuce konzole od EI materijala, napregnute na pravo ¢isto savijanje.

Dakle, izmedu ukljeStenog Stapa napregnutog na savijanje silama, od EO
materijala i EI materijala, postoje razlike u na¢inu proracunu:

Za uzane preseke, maksimalni smi¢u¢i napon posmatranog ukljestenog Stapa,
od EO materijala, ne racuna se isto, kao kod odgovarajuceg Stapa, od EI materijala. On,
ne deluje u sredistu preseka, nego u tackama na sredinama ivica, paralelnih s napadnom
linijom sile. Kod Sirokih preseka, smanjuje se moment inercije, pa se povecavaju

normalni naponi, dok se maksimalni smi¢u¢i naponi t,, , smanjuju, s povecanjem Sirine

preseka.

Smicué¢i naponi uticu na formu jednacine savijene ose posmatranog
ukljestenog Stapa, od EO materijala, trpi uticaj smicucih napona. Kod tankih Stapova, taj
uticaj je relativno mali 1 obi¢no se zanemaruje. Maksimalni ugib slobodnog kraja

konzole, razlikuje se od jednacine, za odgovarajucu konzolu, od EI materijala, samo,
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zbog modula elasti¢nosti.

U ovom slucaju savijanja, za priblizni proratun ukljeStenih Stapova, od EO
materijala, moZe da se koristi hipoteza Zuravskog, uz ogranitenje da ona vaZi samo
za Siroke preseke. Za uske preseke, komponenta smicuceg napona, paralelna ravni
savijanja, osim $to je promenljiva po visini presekat,, =1, (y), promenljiva je i po
Sirini preseka, dok se komponenta smicuéeg napona, upravna na ravan savijanja, moze,

za sve preseka zanemariti (1, =0). Zbog toga su, naprezanje i deformacije, za Siroki

Stap pravougaonog preseka od EO materijala, ukljeSten na desnom kraju, sli¢ni
naprezanju, kod odgovarajuceg Stapa, od EI materijala.

Sve ovo vazi samo pod uslovom da se pravci glavnih napona poklapaju s
pravcima koordinatnih osa x,y,z. Ako se ti pravci ne poklapaju, raspored normalnih
napona po preseku razlikuje se od odgovarajuceg rasporeda kod konzole od EI

materijala, kao Sto pokazuje SI. 5-10.

a
!‘
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i
i
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N1.47 AN\
W
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i
1

|
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|

| Presek na mestu
Yy ukljestenja

Sl. 5-10 Uporedni prikaz rasporeda napona, kod konzole, od EI (isprekidana linija) i od EO
materijala, za slucaj kada se pravci glavnih napona ne poklapaju s pravcima koordinatnih osa

Da bi se izraunali naponi, deformacije i pomeranja konzole, pravougaonog
preseka, od Zenerovog VEO materijala, ukljeStene na desnom kraju, opterecene
centri¢no postavljenom konstantnom vertikalnom silom, koja deluje na slobodnom
kraju, koristi se princip viskoelasti¢ne analogije primenjen na jednacine (5.84), (5.105),

(5.108), (5.109):
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c_YZZ (y,Z,S) = —@

X

szmax (s)= %?(H%BBJ

Flo) - (5.110)
Vi (z.5) =ﬁSDZ (s)(2 -3z +21})

X

K6 =L2D, (o1

X

gde je uzeto da su parametri k, 3, konstantni, tokom vremena.

Inverzija jednacina (5.110) pri delovanju konstantne vertikalne sile:
F(t)=FH(t)
= F 5.111
Fo)=— 4D

daje sledece veli¢ine:

szmax (t):
. (5.112)
Vk(z,t)=6TDz(t) 7° 312z +21%)

X

fL(0=5D, ()L

X

Izraz (5.112) pokazuje, da su, za posmatranu konzolu od VEO materijala,
normalni 1 smicu¢i naponi, konstantne veli¢ine, tokom vremena, dok su, jednaCina
deformisane ose, kao 1 maksimalni ugib na slobodnom kraju, promenljivi. Izrazi za
jednacinu deformisane ose nosaca i maksimalni ugib su, uz poznati izraz za

popustljivost Zenerovog modela, sledeéi:

Fl 1 1 T
vi(z,t)=—| —+—|1-¢e * 3312 3
« (z,t) ol |5, TE. (22 =322+ 213)
[ (5.113)
fk(t)=i L e ||
3Ix EHZ EKZ

Drugi slucaj: Konzola je pravougaonog preseka, ukljestena je na desnom kraju,

i opterecena je jednako podeljenim opterecenje duz celog raspona (Sl. 5-11). Smatra se
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da se ravan preseka poklapa s jednom od ravni elasti¢ne simetrije.

Y/
q q
e z X
C b = yy—— R <_§
A L D
___——‘ o
fy /—___,_—-"' Zy
w_,,—”/—
Yy @ 1 qL
+ A
C >
S )
¢ mmmﬁmm@w z

SL 5-11 Konzola, pravougaonog preseka, optereéena jednako podeljenim opterefenjem

I u ovom slucaju se za odredivanje napona i deformacija koristi Saint-Venant-ov

postupak. Pretpostavlja se, da su od svih komponeti napona, na mestu ukljestenja, samo

naponi ¢,,0,,1,, razli¢iti od nule. To vazi za sve preseke duZ nosaca, osim za presek na

slobodnom kraju konzole, gde su svi naponi jednaki nuli. Uz zanemarivanje

zapreminskih sila, ta¢ni izrazi za napone G,»0,,Ty,s

dobijaju se iz odgovarajucih uslova

ravnoteZe sila. Opterecenja, koja deluje na nosal, su: transverzalna sila T, =qz, i

o 7’ . L.
moment savijanja M = 97 Uslovi ravnoteZe sila su:

oo T
Dy Ty g
oy 0Oz
a‘l?yz N 8(52 _0
oy 0Oz
Jednacine za sracunavanje komponenti deformacija glase:
G o o c G o
y z y z y z
€, =—V,——V, —%; &, ,=———V ; €,=—V, —+—*%;
XX Xy Xz > yy yz s zz zy >
E, E, E, E, E, E,
T
— — yz
e, =0; ¢€,=0, ¢g,= G

Odgovaraju¢a pomeranja dobijaju se integracijom jednacina

(5.114)

(5.115)

(5.115),
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koris¢enjem veza deformacija i pomeranja, napisanih za ovaj slucaj ravnog naprezanja:

ou ov ow
Ex—=7T &=, &,=7T—,
oox Yo oy “ 0z
(5.116)
ov ou Oow Ou 1{ow ov
0=—+—, 0=—+—, g, =—| —+—
ox oy ox o0z 7 2\oy oz

Komponente deformacija (5.115), treba da zadovolje jednacine kompatibilnosti,

koje, za posmatrani Stap, imaju sledec¢i oblik:

2 O o’e, ¢ 2 2
582X+ s 2y+8822=0; 6822+682X:0;
oy ox 0z oy O0x 0z
2 2 2
aZSX :_6 8;’2; 28 Sy :a gyz (5117)
0yoz ox 0z0x  0yox
2
O’¢, 0
ox0y

Prva, druga, treca, peta i Sesta jednacina (5.117) su identi¢ki zadovoljene.
Granicni uslovi na mestu ukljestenja, isti su, kao kod pravog ¢istog savijanja:
Iz jednacina (5.114), (5.115), (5.116), (5.117), uz odgovarajuce grani¢ne uslove,

dobijaju se reSenja za normalne i smicuce napone, u obliku sledecih funkcija:

3
5 =9 [_Hsz_ﬂj

Y_E h h3
2 3
o =Y q[4y 3y (5.118)
2, b \hn 5h

qQz (h*
"[ = — —
i 21, [ 4 y ]

gde je: m -korekcioni parametar ortotropije.

On se racuna pomocu obrasca:

E
m:l( : —ZVXZJ (5.119)

2\ G,

U izrazu za napone (5.118), normalni napon o, i smi¢u¢i napon t,, isti su, kao
kod odgovarajué¢e konzole, od EI materijala. Normalni naponc, ima korekcioni ¢lan
koji zavisi od materijalnih parametara EO Stapa. U pribliznim prora¢unima, normalni
napon ¢, se moze zanemariti, u odnosu na napon G,, zbog viSestruko vece duZine

Stapa, od njegovih poprecnih dimenzija. Raspored normalnih napona o,, po visini

preseka, za ovakvu gredu, od EO materijala, nije viSe linearan, kao $to je to kod
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odgovaraju¢e grede, od EI materijala. Maksimum tog napona, nije viSe u ivicnim

tackama preseka, nego je pomeren ka srediStu preseka. U ivicnim taCkama preseka gde
. h . C e . . .
je y=%— ,normalni ¢, i smiu¢i napon t, ,jednaki su nuli.

2 y yz

Iz jednacina (5.114), (5.115), (5.116), (5.117) dobija se 1 jednacina savijene ose i

maksimalni ugib za posmatranu konzolu:

2
_ q 4 3 4 qh _3sz 4 2
vV, = _ — + _
CaEL (z* -4’z +31) SOIX[ E TGl (z-L)

gLt ¢’ _3\/XZ+ 4
““8EJI_ 80l \ E, G

z Xz

(5.120)

Prvi ¢lan sa desne strane, u prvoj jednacini izraza (5.120), odgovara jednacini
deformisane ose 1 ugibu slobodnog kraja, odgovarajuce konzole, od EI materijala. Drugi
¢lan u istoj jednacini je korekcioni. On predstavlja uticaj smicucih napona, na savijenu
osu 1 ugib posmatrane konzole, kod EO materijala. Polupre¢nik krivine savijene ose, na
mestu maksimalnog ugiba, jednak je:

: qn( 3v. 4
. A L (AP (5.121)
R, 2E1 40| E, G

z Xz

Iz izraza (5.121), vidi se, da ne postoji direktna proporcionalnost krivine
savijene ose 1 momenta savijanja, nego je, osim ¢lana, koji se odnosi na poluprec¢nik
krivine, za konzolu od EI materijala, potrebno racunati i korekcioni ¢lan, koji se javlja
zbog slozenije strukture materijala. On zavisi od elasti¢nih konstanti, kao i od oblika i
dimenzija preseka.

Da bi se izra¢unali naponi, deformacije i pomeranja posmatrane konzole, od
Zenerovog VEO materijala, treba, na jednadine izraza (5.118), (5.120), (5.121)
primeniti princip viskoelasti¢ne analogije. Medutim u izrazu (5.118), u drugoj jednacini
za normalni napon o, javlja se korekcioni faktor ortotropije, zavisan od materijalnih
konstanti. Zbog toga se, na tu jednaCinu, moze primeniti metoda viskoelasticne
analogije, samo uz pretpostavku da taj faktor nije funkcija vremena. Kori§¢enjem
metode viskoelasticne analogije, uz pretpostavku da su Poasonovi koeficijenti

konstantni tokom vremena, dobijaju se sledece jednacine:
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S, (y.8)= q(S)( 1+ 31—4—y3)

2b h b
= 3
5, (yzs)=— 182, q(S)m(“L_g’_y)
2, b K sh
— El(s)z h2 2]
T ,S)=—"—"7"—| ——
()=
q(s)h®

V (z.5) =228D, (s)(z* — 4Dz + 31} ) —=——(-3v,,sD, (s) + 4, (5)) (z— L)’

Q(s)
241 801

X

f(s)= @sﬁz (s)L* —%)hz(—wxzsﬁz (s)+4sJ,(s)) L’

I_{k(z,s) q(i) sD , (s )z CI(SX)( —3v, sD (s)+4sJ (S))h2
(5.122)
Inverzijom jednacina (5.122) pri delovanju konstantnog jednako podeljenog
opterecenja:
q(t)=qH(t)
aGs) _q (5.123)
S
dolazi se do sledecih veli¢ina:
4
o013
y

2
_qz'y 4y 3y
s t -
c,(y.z.t)= oL ( x 5h]

q
b
_q_h__z
o (%:1) 2(4 j
q2

vk(z,t)=zflx A0z ~417+31L) =g (3D, (0443, (0) (2 L)
(0 =D, (01 - T (53v,D, (0+41, (0)
1 _& 72 q
Rk(z,t)_ZIXDZ(t) +401x( D, (1)+4],(1))h’ 5100

Izrazi (5.124) pokazuju, da su normalni i smi¢u¢i naponi, konstantne veli€ine,
dok su jednacina deformisane ose, maksimalni ugib na slobodnom kraju, kao i
poluprecnik krivine, promenljivi tokom vremena. Izrazi za jednacinu deformisane ose
nosaca, maksimalni ugib 1 polupre¢nik krivine su, uz poznati izraz za popustljivost

Zenerovog modela, sledeci:
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(24 —4L3z+3L4)—

2 _'tt
_8qéll 3sz[EL+EL I-e & ]+4Jz(t) (Z—L)2

T 2 Te
VO T I LUSPLIN PR | VSl L N R ) O O
81| E,, E, 80L, B, Eg
. =
T T
I _q|1 + ! l—e °z ||22+- L =3v,, LJFL l-e 2 +47,(¢) |h’
Rk (Z’ t) 2Ix EHZ EKZ 4OIX EHZ Kz
(5.125)

Treci slucaj. Prosto oslonjen Stap pravougaonog preseka, celom duzinom je
opterecen jednako podeljenim opterecenjem (Sl. 5-12).

q
z
C ._.\_ _____________________ —-) — = — === === == /_,.4 D _>
\\\\~\ L /’,,
L Tl fy - ]

@}
4

WHMQMMH qL2
L2 L2

\ 4

v

SI. 5-12 Prosta greda, napregnuta na savijanje silama
I ovde se smatra, da se ravan preseka poklapa, sa jednom od ravni elasti¢ne
simetrije. Za odredivanje napona 1 deformacija i u ovom slucaju se koristi Saint-Venant-

ov postupak. Pretpostavlja se da su, od svih komponentalnih napona, samo naponi
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40, T, razliCiti od nule. Ovo vaZi za sve preseke grede, osim za one na krajevima

c
nosaca, gde su normalni naponi jednaki nuli, kao i za one na sredini raspona, gde nema
smicucih napona. I ovde su zanemarene zapreminske sile.

Jednacine koje se reSavaju iste su kao kod prethodnog nosaca:(5.114), (5.115),
(5.116), (5.117). Grani¢ni uslovi se razlikuju. Koriste se isti grani¢ni uslovi, kao kod
odgovarajuce proste grede, optere¢ene na pravo Cisto savijanje.

ReSenja za napone c,,7,, ista su kao kod prethodnog primera, i raCunaju se po

prvoj 1 tre¢oj jednacini izraza (5.118). Normalni napon o, racuna se na slede¢i nacin:

Drugi ¢lan u izrazu je korekcioni. On se javlja zbog ortotropije materijala. Izraz (5.126)
ukazuje da normalni napon G, ni u ovom sluc¢aju nema linearnu raspodelu, po visini
preseka.

Jednacina savijene ose, maksimalni ugib i polupre¢nik krivine savijene ose, na

sredini raspona, za posmatranu prostu gredu su:

qh® ([ 3v,
4_ 3.2 4 + —XZ
(z* —6132> +51%) 8011 E,

_ 5qL . qh’L’ (_ 3v,,

= 2 -
Ve TO4E I j(L z’)
4
TU4E 1 801 | E G
4

L4
G,
j (5.127)

1 M, gh*( 3v,
= + — 4
R, EI 401 E, G,

pg

Prvi ¢lanovi s desne strane u jednadinama izraza (5.127) odgovaraju jednacini
deformisane ose, ugibu slobodnog kraja 1 polupre¢niku krivine odgovarajuce proste
grede od EI materijala. Drugi ¢lanovi su korekcioni. Nastaju zbog uticaja smicucih
napona i vaze za ortotropni materijal. Iz izraza (5.127) vidi se, takode, da ne postoji
direktna proporcionalnost krivine savijene ose i momenta savijanja, nego je, osim ¢lana
koji se odnosi na polupre¢nik krivine za prostu gredu od EI materijala, potrebno
racunati i korekcioni €lan, koji se javlja, zbog sloZenije strukture materijala. On zavisi
od elasti¢nih konstanti i dimenzija preseka.

Da bi se izraCunali naponi, deformacije i pomeranja proste grede,
pravougaonog preseka, od Zenerovog VEO materijala, opterecene celom duZinom,

jednako podeljenim opterefenjem, treba da se primeni princip viskoelasticne
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analogije na jednacinu (5.126) i na jednacine (5.127). Medutim u jednacCini za normalni
napon o, iu ovom slucaju se pojavljuje korekcioni faktor ortotropije. Ponovo se koristi
pretpostavka, da je taj faktor konstantan tokom vremena. Na taj nacin, dobijaju se
sledece jednacine:

5,(y,2,5)= —%?(LZ 22)y+=—= q(S) (411—"/33—%]

Ve (z,8)= (zlj;) L($)(z* 6Lz +514)+ qé?))l (—3VXZSI_)Z(S)+4sTZ(S))(L2_Zz)

?pg (s)= 52(1(18) DZ (s)L'! +&)hz(—3vus[_)Z (s) +4STZ (s))L2

X

I _46) 5 a(s) = - )
= z"+——=(-3v_sD +4s] h
Rpg (Z’S) 2I ( ) 40 ( Xz Z(S) Z(S))
(5.128)
Inverzijom jednacina (5.128), pri delovanju konstantnog, jednako podeljenog
opterecenja:
q(t) =qH(t)
_ (5.129)
d(s)="
S
dobija se:
q q_(4y 3y
cl(y,z,t)=——(12-2*)y+—m| L =2
L (y,2,1) 2IX(L 2+ (h3 o
— q 4 3 4 qh2 — 4 2
Vie (2,8) =, =D (0(z —6L°z+ 5L ) + o (-3v,,D, (1) +47,(0)(12 - 2*)
¥ s 2 * (5.130)
q 4,9
f =——D, (¢t)L"+ +4]
e () 2l . (1) 8OIX( v.D, (1)+47, ()L

q 2 q ,
R oo D +—(=3v_D (t)+4] (1))h
Rpg(z,t) 21, 20K 401( <D, (t) z(t))

x

Jednacine izraza (5.130) pokazuju da su u ovome sluc¢aju normalni i smic¢uci
naponi vremenski invarijabilni, dok su jednacina deformisane ose, maksimalni ugib na
slobodnom kraju i poluprecnik krivine na mestu maksimalnog ugiba, promenljivi.

Jednacina deformisane ose nosaca, maksimalni ugib i polupre¢nik krivine su, uz poznati

izraz za popustljivost Zenerovog modela, sledec¢i:
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q| 1 1 T,
Vv ,t = + l_e z 4— 3 4 +
e (2:) 241 |E, E,, (2" ~6L'z+5L)
_t }
gh? 11 te
+ BV | oo Ime 7 +4L (D) (2 -2)
801, Ey, Eyg,
] =]
T 2 T
AL I L U [ L N e RO
*27 241 |E,, E, 801, Ey,  Eg
0 )
T T
LS [ S S PP P I xz T +41,(t) |h®
R, (zt) 2L |E, E, 401, Ep. Ex

(5.131)

5.1.4. Pravo savijanje tanke ploce jednako podeljenim opereéenjem

Ako su ploce od EI materijala tanke priblizna teorija savijanja ploce poprecnim
opterecenjem (Timosenko, 1956., TimoSenko, Vojnovski-Kriger, 1962.) koristi sledece
pretpostavke:

e neutralna ravan pri savijanju je srednja ravan ploce
e preseci, koji su u nedeformisanom stanju upravni na srednju ravan ploce,
ostaju ravni 1 nakon savijanja ploce.

Ako se posmatraju mali ugibi u odnosu na debljinu plo¢e, normalni naponic, u

presecima paralelnim sa srednjom ravni ploe zanemaruju se u odnosu na napone

1. takode se

yz2 "Xz

c,,0, U presecima upravnim na srednju ravan. Smicuéi naponi 1,1

Xy °
zanemaruju. Najveci ugib i najveci naponi javljaju se u sredini ploce.
Proracun ovakvih ploca svodi se na izracunavanje ugiba iz jedne linearne PDJ.
Resenje jednacine deformisane povrsi zavisi od uslova oslanjanja i vrste opterecenja.
Nakon odredivanja pomeranja odreduju se 1 naponi u razli¢itim tatkama ploce.
Netacénost teorije tankih ploc¢a izraZzena je u zonama ploce u blizini konture i oko
otvora, ako njegov precnik nije velik u poredenju s debljinom ploce, kao 1 u okolini
napadne tacke koncentrisane sile, zbog veceg uticaja smi¢ucih napona i nehomogenog

polja normalnih napona.
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Komplikovaniji slucaj je kada se posmatra ploca Cija se debljina ne moze
zanemariti. Tada je potrebno uzeti u obzir sve komponente napona, a umesto jedne PDJ
za elasti¢nu povrs, treba reSavati sistem nelinearnih PDJ.

Ovde se posmatra tanka pravougaona ploca, konstantne debljine h (Sl. 5-13),
¢ija je duzina veca od Sirine. Od opterecenja deluje jednako podeljeno opterecenje — q
[N/m?] u praveu normale na srednju povr§ ploge. Ravan xy je srednja povrs
nedeformisane ploce. Sve stranice ploce su slobodno oslonjene. Koordinatni pocetak O

postavljen je u gornje levo teme ploce.

a/2 a/2

SI. 5-13 Ploca, jednoliko opterecena celom povr§inom, slobodno poduprtih stranica

Smatra se da je u sredini ploce elasticna povrSina bliska cilindricnoj 1 da ugib
moze da se odredi po analogiji s prostom gredom duzine b, jednoliko optere¢ene duz
celog raspona.

PDJ iz koje se odreduje pomeranje bilo koje tacke pravougaone ploce je opste

poznata:
4 2 4
0w, , 0w  0w_4a (5.132)
ox ox*dy*> oy D
odnosno
DV*V’w =q (5.133)
Eh’
deje D=—+—.
s 12(1-v?)

Navijeovo reSenje za pomeranje w u jednacini (5.132) trazi se za proizvoljno
opterecenje q=f(x,y) koje deluje po celoj povrsini ploce. Funkcija proizvoljnog
optere¢enja moze da se razvije u Furijeov dvostruki trigonometrijski red. Zbog toga se

pretpostavlja da i1 trazeno reSenje ima oblik dvostrukog Furijeovog reda po sinusima:
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0 o0

. mMmX . Nnn : N .

W:ZZAmn sin smTy, gde su An, nepoznati koeficijenti reda. Oni se
m=] n=l a

odreduju iz uslova oslanjanja:
W(x:):W(x:a):W(y=0)=w(y:b):0 (5.134)
Nakon odredivanja trazenih koeficijenta, funkcija pomeranja za jednako

podeljeno opterecenje koje deluje na celoj povrsini ploce ima sledeci oblik:

sin T g Y
16 b4 0 0
W= Y Y A (5.135)
T m=1,3,5..n=1,3,5... m )
mn (2 +n ]
C

U ovom slucaju elasti¢na linija je simetri¢na u odnosu na ose x=a/2 1 y=Db/2.
Zbog toga se uzimaju samo neparni ¢lanovi reda. Najve¢i ugib u sredini ploce, gde je

x=a/2, y=b/2, jednak je:

16gh' & & (]
r- 160 mz 5 ( )2 Jz_al ol (5.136)

gde su a 10, bezdimenzionalni koeficijenti €ije veli¢ine zavise od odnosa duZine i

Sirine ploce 1 od broja ¢lanova reda koji se ra¢unaju.
Ako se uzme samo prvi ¢lan Furijeovog reda (5.136), ugib u sredistu kvadratne

ploce (c=1) jednak je:

qb*

4 4
40° _ 0041690 = 0,0454 L

f= 3
D D Eh

(5.137)

Tabela 5-2 prikazuje raspodelu bezdimenzionih koeficijenata o 1o, racunatih

samo sa prvim ¢lanom reda u zavisnosti od odnosa duzine 1 Sirine ploce.

Tabela 5-2 Bezdimezionalni koeficijenti o 1 Q, za plo¢u od EI materijala, slobodno oslonjenu na

svim stranicama , opterefenu jednako podeljenim optereenjem

bla| 1 12 1.4 1,6 1,8 2 3 4 5 w

o, | 0,00416 | 0,00579 | 0,00729 | 0,00860 | 0,00971 | 0,01065 | 0,01348 | 0,01474 | 0,01538 | 0,01631

a 0,0454 | 0,0633 0,0796 | 0,0939 | 0,1060 | 0,1162 | 0,1472 | 0,1609 | 0,1639 | 0,178

Kada se znaju pomeranja i ugibi, mogu da se odrede momenti savijanja, kao i
normalni naponi u bilo kojoj tacki ploce.

Ako je opterecenje u obliku koncentrisane sile F koja deluje u nekoj tacki ploce
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B(&,m) dobije se pomeranje:

. € . nmn
AF " » sin . sin —b X nmy
W = sin sin 5.138
T[4abD m:lz35 n:;5 (mz 1’12 jz a b ( )
> T2
a b

Kada sila F deluje u sredini ploce: &=x =%;n = y=gnajveéi ugib je u istoj tacki i

jednak je:

0

- 1
nameZ Y = (5.139)

1,3,5..n=1,3,5... m2 n
7_’_7
a’ b’

Ako se uzmu prva Cetiri ¢lana Furijeovog reda u izrazu (5.139), ugib u sredini

kvadratne ploc¢e (a=b) jednak je:

2
£=0,0112122
D

(5.140)

Prema izrazima (5.135) 1 (5.138) funkcije pomeranja uvek konvergiraju, ali vrlo
sporo. Za ta¢niji proracun potrebno je uzeti veliki broj ¢lanova Furijeovog reda. Zato
Navijeovo reSenje ima mali znacaj za praksu.

Priblizno resenje za ugib sredine ovako oslonjene ploce, gde pretpostavljeno

22 2\?
reSenje za pomeranje ima oblik  polinoma [xz —%} [x2 —TJ x"y",

m=0,1,2,..;n=0,1,2,.., koji zadovoljava grani¢ne uslove na ivicama ploce, glasi:

qb*
f=0,003418 (5.141)
1 0,5714
D| —4+——F5—+1
c c
Za kvadratnu ploc¢u c=1, pa se ugib sredine ploce raCuna po izrazu:
4 4 4
f=0,003418 qb —0.0013299% _0,0145 qb3 (5.142)
D(1+0,5714+1) D Eh

Drugo priblizno reSenje za ugib sredine ove ploce, gde pretpostavljeno reSenje

za pomeranje sadrzi funkcije (1+coszﬂj(l+cos%j, koje zadovoljava grani¢ne

a

uslove na mestu oslanjanja, je:
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qb’

f =0,003422 (5.143)
10,6667
D| +——5—+1
C C
Za kvadratnu plocu ugib sredine ploc¢e racuna se po izrazu:
4 4 4
f =0,003422 9 -0,0012839% —0,0140%%  (5.144)
D(1+0,6667+1) D Eh

Oba resenja u odnosu na Navijeovo reSenje racunato s jednim ¢lanom reda pokazuju
velika odstupanja.

Levijevo reSenje jednacine (5.132) vazi za plocu koja je slobodno oslonjena duz
dve duze stranice y=0 i y=b. Koordinatni sistem postavlja se tako da je koordinatni
pocetak O na sredini stranice duzine a, a ose x 1y su paralelne stranicama ploce.

Za odredivanje ugiba posmatra se traka ploce Sirine b, paralelna y osi, kao greda

iste duZine, opterecena jednoliko duz celog raspona (SI. 5-14).

a/2 a/2

’
/ l
;

8 / zv

Sl. 5-14 Ploc¢a, jednoliko opterecena celom povrSinom, s dve slobodno poduprte i dve slobodne
stranice

ReSenje se u ovom sluCaju dobije razvijanjem pretpostavljene funkcije

pomeranja u jednostruki Furijeov red po sinusima: w = ZZan sin% gde su By

m=1 n=l1
koeficijenti zavisni samo od x. Oni se odreduju iz uslova oslanjanja:
w(y:O)=W(y=b):w"(y:O):w"(yzb)zo (5.145)
Za pravougaonu plocu optere¢enu jednako podeljenim opterecenjem po celoj

povrsini ploce pomeranje je jednako:

cosh—=—+ m—— —sinh—™*
2cosha a 2cosho, a a b

(5.146)

4 )
W:4qb Z 1 [l_ocmtanhocm+2 200 X o 2x 20 stinmny

5 5
D S35 m
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gde je: a - e
2
Ugib i napadni momenti u sredini ploce, gde je x=0, y=b/2, sracunati samo s

prvim ¢lanom Levijevog reSenja, su:

m-1

4 o _1) 2 4 4
f:4qb z(l) (l_ocmtanhocm+2j: gb” gb

o, —=a

©D ,g3s m’ 2cosha,, 'D Eh’
M, =p,qb’ (5.147)
My = qubz

Bezdimenzionalne koeficijente o,a,,B,,$, u izrazima (5.147) prikazuje Tabela 5-3.
Vrednosti u tabeli raCunate su sa Poasonovim koeficijentom v =0,3.

Ako se uzme samo prvi ¢lan Furijeovog reda u izrazu (5.146), ugib u sredini

kvadratne ploce (a=b) jednak je:
4
f=0, 00406% (5.148)

Tabela 5-3 Koeficijenti o,3,,3, plotu od EI materijala ¢ije su dve stranice slobodno oslonjene,

savijenu jednako podeljenim opterefenjem

b/a 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 3 4 5 0

o, | 0,00406 | 0,00564 | 0,00705 | 0,0083 | 0,00931 | 0,01013 | 0,01223 | 0,01282 | 0,01297 | 0,01302

a | 00443 | 0,0616 | 0,0770 | 0,0906 | 0,1017 | 0,1106 | 0,1335 | 0,1400 | 0,1416 | 0,1422

B, | 00479 | 00626 | 00753 | 0,0862 | 0,0948 | 0,1017 | 0,1189 | 0,1235 |0,1246 | 0,1250

B, | 0,0479 0,0501 0,0506 0,0493 | 0,0479 0,0464 0,0406 0,0384 0,0375 0,0375

Iz tabele se vidi da su, za odnos b/a > 4, koeficijenti a,f3,,, priblizno jednaki

onima, za b/a=co. To znaci, da se kod dugackih ploca (b>3a) moze smatrati da vaze
obrasci , koji vaze za savijanje ploCe u cilindricnu povrsinu. Kod kra¢ih plo¢a ugibi kao
1 momenti savijanja i naponi su manji, odnosno, treba uzimati u obzir podatke koje
prikazuje Tabela 5-3.

Priblizno resenje za ugib sredine ovako oslonjene ploce, gde pretpostavljeno

reSenje za pomeranje ima oblik polinoma %(x4 —2ax’ + a3x)\|1 (v), koji zadovoljava

grani¢ne uslove na ivicama ploce, kod ploc¢a od EI materijala daje velike greske pa ovde
nece biti razmatrano.

Da bi se dobili ugibi i napadni momenti za posmatranu plo¢u od EO materijala
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posmatra se ploca na Sl. 5-13. Diferencijalna jednacine deformisane povrsi ove ploce

(Ambartsumyan 1970., Lekhnitskii 1984b.) je:

4 4 4
| Zx‘f +2D, 6'322;2 +D, gy‘;v

=q (5.149)

Granic¢ni uslovi koje treba da zadovolji reSenje ove jednacine su sledeci:
w(x=a/2)=w(x=-a/2)=w(y=0)=w(y=b)=0 (5.150)
Ovakvi uslovi oslanjanja ploce znace da na mestima oslanjanja plo¢e nema

momenata savijanja:

M, (x=a/2)=M, (x=-a/2)=0

(5.151)
M, (y=0)=M,(y=b)=0
Navijeovo resenje za ovakvu plocu je:
sin X gjn 1Y
16 b4 0 o L
w= 7‘36 S —a b (5.152)
et mn[(mj D, +2n? (m) H+n4D2}
c c
gde je:
3 E h’ G, h’
D, :L , D, =¥ D, :Dlvxy+2ny’ ny =9
12(1-v,v,, ) 12(1-v,v,,) 12
(5.153)

Uporedivanjem izraza (5.152) 1 (5.135) koji vazi za izotropnu plocu, vidi se da je

ugib srediSta ortotropne ploce krutosti D; i D, i strana a i b, jednak ugibu sredista

. o / D . / D
izotropne ploce krutosti D i strana a, =a4 o 1b,=bs o
1 2

Ako na posmatranu plo¢u od EO materijala deluje koncentrisana sila F u tacki

B(&.n) ugib je:

. mn§ . nmn
4Fb” & & st st b . MUX . nmy
w = ZZ a sin sin (5.154)
CTC4 m=1n=1 [ M ) m 2 a b
(j D, +2n’ (j H+n'D,
c C

Kada sila F deluje u sredini ploce gde je:&=x :%;n = y:g najveci ugib je u istoj

tacki 1 jednak je:
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4Fb* & & 1
f= = > (5.155)

4 2

T m=ln=

1 l(mj D, +2n’ (mj H+n'D,
C C

Za Levijevo reSenje posmatra se ploca od EO materijala na Sl. 5-14. Pri tome se
polazi od iste diferencijalne jednaCine deformisane povrsi ploce (5.149) kao kod
Navijeovog reSenja.

Granic¢ni uslovi koje treba da zadovolji reSenje ove jednacine su izrazi (5.145).

Oni su zadovoljeni ako se resenje jednacine (5.149) uzme u obliku:

w=w0(y)+wl(x,y) (5.156)
gde je: wo-ugib jednoliko opterec¢ene trake paralelne x osi, slobodno poduprte na
krajevima.

Funkcija wo(y) za posmatranu plocu 1 dato opterecenje bira se u obliku:

q 4 3,13
w,=——(y —2by +b 5.157
0= 7D, (v*—2by’ +b'y) (5.157)
Funkcija w;(x,y) zadovoljava homogenu parcijalnu diferencijalnu jednacinu:
4 4 4
OV op, O TV (5.158)
10)'¢ 0x"0y oy

sa odgovaraju¢im grani¢nim uslovima.
Da bi na krajevima ploce, gde je x = i%, bili zadovoljeni grani¢ni uslovi, za
funkciju w;(x,y) pretpostavlja se da je:
w, =YX, (x)sin% (5.159)
n-1

Funkcija X (x) odredi se, kada se jednacina (5.159) zameni u jednacinu (5.158). Tako

se dobije sledec¢a jednacCina, koja je linearna parcijalna diferencijalna, ¢etvrtog reda.:

4 2 2 4
b, 2% sp, (ﬂj X, D, (ﬂ) X, =0 (5.160)
ox b) ox b

2

Oblik funkcije X, (x)zavisi od korena karakteristi¢ne jednacine:
D;s*-2D,s*+D, =0 (5.161)

Koreni karakteristicne jednacine su:

164



2
812,34 e [&j D (5.162)

Tu se razlikuju tri slucaja:

e [ slucaj. Koreni jednacine (5.161) su realni 1 razliiti: s ;+s,, s, >0;s, >0,
D,’>D,D,

e I slucaj. Koreni jednacine (5.161) su realni i jednaki: ts; s>0, D,>=D,D,

o I slucaj. Koreni jednacine (5.161) su kompleksni:
stti; —stti, s>0, t>0, D;><D,D,

Izrazi za funkciju X, (x) , u sva tri slucaja, sadrze Cetiri integracione konstante, koje se
o . . a
odreduju 1z uslova oslanjanja na stranicama x = iE .

Nakon odredivanja integracionih konstanti za I slucaj (D,> >D,D,), dobije se

sledec¢i oblik za funkciju pomeranja w:

G 2cp IISX 2y OTS;X
4 ® 2 p
=4 (y4—2by3+b3y)+ 4qb5 5 ! 5 z LS b __ b lgin Y
24D, D,n 5" —s,” ,J35.0 p BsC 7S¢ b
2 2
(5.163)

gde je: ¢ - odnos duzina i Sirine ploce,c=a/b.

Na osnovu funkcije w mogu da se izraCunaju i momenti savijanja:

op IS X
qv, 4gb> D, 1 2] b
M, =——2(y’ -by)+ —L —| 8,7 (v =8 )—2—~—
¥ 2 (y y) © D,s’-s,’ n=1,z3;5,_‘ n’| ’ ( o )ch nms,c
2
ch nn;zx .
2 2 2 .
-, (v, —s sin
1 ( yX 2 ) ch nnzszc b

(5.164)
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q(.2 4q : 1 | ) , ch b
M, =-2{y" ~by)+ — 8,7 (1-v,s
' ( ) TC3 S12_522 n:;S n’ ’ ( & )ChnTEzSlc
(5.165)
op 72X
=5 (1-v,,8,° b lgin™Y
1 ( v )ch nms,c b
2
Ugib i momenti savijanja na sredini ploce gde je x=0, y=b/2 su:
4 . 5 5
:& 1+1,004— : 2 Z L5 2 __ 5 sin 2% (5.166)
384Exh S =8, =351 ch nmns,C ch nms,c 2
2 2
2 o0
Mxmax :ﬂ(vxy +1,032 Dl 3 1 5 Z % 822 (Vyx _Slz) 1 _
8 VXyDZ S; =8y pai3s. ch nrws,c
2
2 (V s 2) 1 nn_n
LA msye 2
2
(5.167)
qb2 1 ks 1 5 5 1
max = ——(1+1,032 — 8,7 (1-v, _
' 8 ( S12_522 n=1,z3,:5.“n3 ’ ( & )Ch nnzslc
(5.168)

-s,’ (1 - ny522 ); sin E]

LR
2

Izrazi za ugib i momente savijanja u sredini ploce (5.166), (5.167) 1 (5.168), za |
slu¢aj (D,* > D,D,) , napisani u skra¢enom obliku su:
o 5qb*

384E h’
qb’
8
qb’
8

Mxmax :Bl (5169)

ymax = Bz
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gde su: a,B,,B,- bezdimenzionalni korekcioni koeficijenti, koji se racunaju po
odgovarajuc¢im izrazima u zagradama, u jednac¢inama (5.166), (5.167) 1 (5.168).

Za slucaj da je a>»b , a=LB=v_,B,=1, pa se posmatra savijanje u

cilindri¢nu razvojnu povrs.

Koeficijenti a,B,,pB,za Il slu¢aj (D,” <D,D,) su:

n-1
. (Z1)2
1,004 s ( ) (2 cop ITSe Snntc+(2 )Shnnscs.nnntc (5.170)
2 2 2 2

n-1
0 _1 T
1,032 Z ( ) [(s2 +t’ —vyxs2 +Vyxt2 )sh nzsc sin m;tc —2v,stch ZSC os—m;tCJ

(5.171)

n-1
B, _14 1032 i ok ((nysz-i-\/xytz —s* 4+t )sh m;sc i %—2 stc hm;SC snnthj
(5.172)
8, =ch nznsc + cos nmtc (5.173)

Ugib i momenti savijanja na sredini plo¢e za II slu¢aj (D,” = D,D, ) dobiju se uz
koeficijente koji se ra¢unaju po jednac¢inama (5.170), (5.171), (5.172), (5.173) u kojima
je t=0.

Jednacine za sracunavanje ugiba i momenta savijanja u sredini ploce za II 1 III
slucaj su:

4 4
f=a, g—oc qb

( B +B,vy, ]%2 (5.174)

( +Bl xy1’ ]qbz
gde je: K=34&avaiiza a>b.
b\/Dl

Koeficijente o,,B,,B,u zavisnosti od «, za II slu¢aj gde je D,* =D,D,, koje je

izratunao Huber, prikazuje Tabela 5-4.
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Tabela 5-4 Huberovi koeficijenti o,,(3,,, kada je D32 =DD,

k|1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 3 4 5 o

a; | 0,00407 | 0,00565 | 0,00709 | 0,00831 | 0,00932 | 0,01013 | 0,01223 | 0,01282 | 0,01297 | 0,01302

o | 0,0472 | 0,0655 | 0,0822 | 0,0964 | 0,1081 | 0,1175 | 0,1419 | 0,1487 | 0,1505 | 0,1511

B, | 0,0368 | 0,0344 | 0,0303 | 0,0257 | 0,0214 | 0,0174 | 0,0055 | 0,0015 | 0,0004 | 0

B, | 0,0k368 | 0,0524 | 0,0665 | 0,0785 | 0,0884 | 0,0964 | 0,1172 | 0,1230 | 0,1245 | 0,1250

Priblizno reSenje za ugib sredine ove ploce od EO materijala, gde

pretpostavljeno reSenje za pomeranje ima oblik polinoma %(X4 —2ax’ + a3x)\|1(y

N—"
“

koji zadovoljava grani¢ne uslove na ivicama ploce, ima slede¢i oblik:

2 2
w:%(x“—zaxua&) 1+ kZChklykb— kIChkzykb (5.175)
2 2 1 2 2 2
(kl—kz)ch7 (kl—kz)ch7
gde je
2

klzzl 9,871&i 97,436 D, —97,548 (5.176)

T oa D2 D2

Ugib sredine ploce je:
_Saat, 1 kK (5.177)
384 D | (kf-kg)| gy Kib - kab
2

Nakon odredivanja ugiba f 1 momenata savijanja My, My u sredini plo¢e mogu se

odrediti i komponente napona u istoj tacki, na slede¢i nacin:

6M 6Mymax
o = XmX . = yma.
Xmax h3 ymax h3 (5178)
Gz :Txy =Tyz :sz =O

gde su: Mymax, Mymax — maksimalni momenti savijanja u pravcu x i y ose (5.167) i
(5.168).
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6. PRIKAZ I INTERPRETACIJA REZULTATA

Za §tap, od odredene vrste drveta, treba uraditi proracun parametara Zenerovog
modela, koriS§¢enjem raspolozivih eksperimentalnih podataka za viskozno tecenje u
radijalnom pravcu. Dalje, s tim parametrima, treba odrediti promenu modula viskoznog
teCenja tokom vremena, promene dilatacija tokom vremena pri razli¢itim nivoima
napona, kao 1 koeficijent viskoznog tecenja. Na osnovu dobijenih podataka, za radijalni
pravac, i poznatih odnosa elasti¢nih konstanti za drvo u razli¢itim pravcima, odreduju se
materijalni parametri za tangencijalni i poduzni pravac i piSu se odgovarajuée matrice,
deformacija 1 viskoelasticnosti. Pri tome se koriste izrazi izvedeni u poglavlju 5.1
napisani za anatomske pravce r,t,a, gde su r i t pravci upravni na pravac pruzanja
vlakana koji odgovaraju osama x i y, a je pravac paralelan pruzanju vlakana koji
odgovara osi z.

Za predstavnika tvrdog drveta uzeto je drvo bukve, kao vrste za koju su se mogli

prona¢i odgovarajuci eksperimentalni podaci. Podaci za izracunavanje navedenih
veli¢ina E, (Go,t)uzeti su iz dijagrama (Yrones, 1971.) prikazanog na Sl. 3-36a, koji

vazi za uzorak od bukovine vlaznosti 10% , ispitivan na temperaturi od 60° , napregnut
na zatezanje, u radijalnom anatomskom pravcu, konstantnim naponom od ~2
MPa:
E (2,0)=E,, ~666MPa,
E (2,0)=E_ ~500MPa (6.1)
E.(2,10)=E,, ~571MPa
Za bukovinu se koriste i podaci dobijeni standardnim ispitivanjima (standardna
ispitivanja rade se na sobnim temperaturama) koji se odnose na trenutne vrednosti
modula elasti¢nosti i Poasonovih koeficijenata. Za bukovinu vlaznosti 11%, vrednosti
modula elasti¢nosti u tri anatomska pravca (Amkenasu, 1978.) su:
E =2285MPa; E, =1160MPa; E, =14000MPa (6.2)
a vrednosti modula smicanja:

G, =467MPa; G, =952MPa; G, =1972MPa (6.3)

dok su vrednosti Poasonovih koeficijenata:
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v, =0,75 v, =0,36;
v, =0,044; v, =0,51; (6.4)
v,=0,45; v, =0,073

Odnosi izmedu navedenih elasticnih parametara za bukovinu odgovaraju

podacima koje prikazuje Tabela 6-1.

Tabela 6-1 Uticaj anatomskog pravca na elasticna svojstva nekih vrsta drveta-po standardnim
ispitivanjima (ASkenazi, 1978.)

Vrsta drveta Odnosi modula elasti¢nosti Odnosi modula smicanja
EJ/E, | EJE: E./E; Go/Ga G1/Grt Gta/Grt
Hrast 2,60 5,91 2,22 1,61 3,19 1,98
Bukva 6,13 12,06 1,97 2,07 4,22 2,04
Klen 6,58 11,46 1,74 1,02 4,03 3,94
Breza 14,79 | 26,48 1,79 1,05 5,70 5,43
Jasen 10,47 | 19,67 1,88 1,32 4,63 3,51
Srednje za lis¢are 7,89 15,30 1,96 1,49 4,03 3,03
Jela 13,83 | 26,53 1,92 1,25 6,33 5,07
Duglazija 12,60 | 18,15 1,44 1,34 17,28 12,90
Bor 14,76 | 28,52 1,93 1,71 17,61 10,30
Smrca 23,10 | 40,56 1,75 1,55 18,59 11,99
Smrca kanadska 20,62 | 2641 1,28 1,36 24,30 17,79
Srednje za Cetinare 15,67 | 25,73 1,67 1,34 18,15 13,95

Koristice se 1 podaci koje prikazuje Tabela 6-2 dobijeni u ispitivanjima s

. . s 0
konstantnom brzinom nanoSenja opterecenja, na temperaturama od 60°C.

Tabela 6-2 Uticaj anatomskog pravca na materijalne konstante-podaci dobijeni pri ispitivanju s
konstantnom brzinom nanosenja optereéenja (Yro.aes, 1971.)

Vrsta drveta | Ey 10° E, |E- 10° E T T E" 10’ [Kg/em®] | E®,
K 2 _Hr 2 e _r

(=60 [Refom] E, "¢ | E | [ming T, B,
rad tan rad | tan rad tan rad tan

Breza 2,3 0,9 |25 1,0 |04 |25 40 28 1,4 |9, 9* 5,9% 1,7*

6,0%% | 4.2%% | 14%*

Bukva 11,3 45 |25 6,0 |26 |23 106 90 1,2 | 15,8% 7,9% 2,0%

(W=14%)

Hrast 10,3 7,0 1,5 5,1 3,6 1,4 149 116 | 1,3 11,0%* 8,3%* | 1,3**

(W=10%)

LiSc¢ari

(W=17,5%) 6,5 33 |20 39 | 1,7 |23 116 58 2,0 - - -

** po Cernecevu; * po Leontevu
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Sto se ti¢e relaksacije napona koristi¢e se podaci koje pokazuje Sl. 6-1. Sa ove

slike mogu se za uzorak od bukovine vlaznosti 10%, ispitivan na temperaturi od 60°,

pri konstantnoj radijalnoj dilataciji od 0,0362 procitati sledec¢i podaci za E, (ao,t):

E, (0,0362;0) = E,,, = 221MPa
E, (0,0362;300)=E_, =132MPa (6.5)
E, (0,0362;25) =E,, = 138MPa

Ed8Y 8

o [kg/em’|

1 It I 1 L i 1 1 1 1 1 rl |
020 5 50 87 00 20 rel G0 180 MF 200 2265 280300
t[min]

SL 6-1 Rezutati eksperimenta relaksacije napona pri konstantnoj dilataciji od 0,0362, u radijalnom
pravcu, za uzorak bukovine, vlaznosti 10%, ispitivan na temperaturi od 60°, (Yro.aes, 1971.)

Ovi podaci dobijeni su kao koli¢nici napona, u poc¢etnom trenutku, i u trenutku

251 300 min, i konstantne dilatacije 0,0362.

6.1. Aksijalno napregnut Stap od bukovine

Proracun aksijalno napregnutog Stapa, od VEO materijala, radi se uz
pretpostavku, da se, pravac delovanja konstantnog napona kod viskoznog teCenja,
odnosno, pravac konstantne deformacije pri relaksaciji napona, poklapa s jednim od
anatomskih pravaca. Sledeca pretpostavka koja je uzeta da vazi kod VEO materijala je
Bettijev stav o uzajamnosti radova. On za linearno EI telo glasi: ako na takvo telo deluju
dva razliCita sistema sila, tada je rad prvog sistema sila, na pomeranjima usled delovanja
drugog sistema sila, jednak radu drugog sistema sila, na pomeranjima usled delovanja
prvog sistema sila.

Ako se pri aksijalnom naprezanju glavni naponi poklapaju sa anatomskim
pravcima, u tom slucaju, kod drveta nema klizanja. Medutim, poznato je, da se u EO
materijalu, u opStem slucaju, pravci glavnih dilatacija ne poklapaju s pravcima glavnih
napona, odnosno, u praksi se Cesto raspolaze izmerenim ili sraCunatim ulaznim
podacima, koji ne odgovaraju pravcima ortotropije.

Za slu€aj aksijalnog naprezanja, gde se glavni naponi ne poklapaju sa

anatomskim pravcima, kod drveta kao EO materijala, pojavljuje se klizanje. Dakle, u
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tom slucaju, matrica deformacija za viskozno tecenje, osim dilatacija, sadrzi 1 klizanja.
Za slucaj relaksacije napona, kada se pravci glavnih dilatacija ne poklapaju s
anatomskim pravcima, matrica napona, osim normalnih napona, sadrzi 1 smicuce
napone. Za matricu deformacija pri konstantnom naponu, odnosno matricu napona pri
konstantnoj deformaciji, koriste se ¢lanovi prosSirene matrice viskoelasti¢nosti, odnosno
proSirene matrice krutosti. Oni su dobijeni koriS¢enjem odgovarajuée matrice
transformacija, €iji izgled zavisi od uglova rotacije, izmedu pravaca delovanja napona,
odnosno, pravaca glavnih deformacija i pravaca anatomskih osa. Tako se dobijaju nove
veze izmedu napona i deformacija, koje su veoma slozene, jer zavise od 3 (promenljiva)
ugla i 9 parametara viskoelasti¢nosti (Marjanov M., Miri¢ Milosavljevi¢ M., Mihailovi¢
V., 1999a). Racunanje ¢lanova matrice deformacija tako postaje znatno komplikovanije.
Inace, matrice transformacija, pri pojedinacnoj rotaciji oko ose x ili y ili z su:

10 0
T (®)=|0 cos® sind
|0 —sin® cos®
[cos® 0 —sin®
(@)= 0 1 0 (6.6)
| sin® 0 cos®

cos¥ sin%¥ 0
T, (¥)=|-sin¥ cos¥ 0

0 0 1

gde su: @,0,¥ - Ojlerovi uglovi rotacije pravca delovanja napona u odnosu na

anatomski pravac. Ako je ortogonalna transformacija slozena od simultanih rotacija za

uglove ®,0,¥ oko osa x,y,z matrica transformacija postaje:

T=T () T,(6) T,(¥) (6.7)
odnosno
T, T, T;
T=|T, T, T, (6.8)
T, T, T,
gde je
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T, =cos®cos'¥
T, =cosOsin ¥

T, =—sin®
T,, =sin®sin®cos¥ —cos P sin ¥
T,, =sin®sin Osin ¥ +cos D cos ¥ (6.9)

T,; =sin®cos®
T;, =cos @ sin O cos ¥ +sin @ sin ¥
T,, =cos®sinOsin ¥ —sin ® cos ¥
T;; =cosDcos®

Izrazi za matrice transformacija, (6.6) 1 (6.9), formulisani su za konstantne

uglove rotacije ®,0,¥ . Napisani su samo da bi se prikazala slozenost moguéih

problema u slucaju kada se pravci glavnih napona, odnosno glavnih dilatacija, pri
viskoznom tecenju, odnosno, pri relaksaciji napona, ne poklapaju s anatomskim

pravcima.
6.1.1. Viskozno tecenje Stapa od bukovine

Posmatra se, u radijalnom pravcu aksijalno napregnut Stap od bukovine.

Radijalni napon zatezanja je 6,=2MPa. Napregnuti element $tapa prikazuje Sl. 6-2.

SL 6-2 U radijalnom pravcu, aksijalno napregnut element Stapa od bukovine
Prvo treba da se, po ve¢ izvedenom izrazu, odrede parametri Zenerovog modela,

za modul viskoznog te€enja, u radijalnom pravcu:

D,(t)= b=ty Ll e (6.10)
Et,r EHr EKr
1 njegove grani¢ne vrednosti:
1

D.(0)=— 6.11
1'( ) EHr ( )

1 1 1
Dr(oo): = + (6.12)

Eoor EHr EKI‘
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U ovim izrazima je: Ey, - pocetni modul elasti¢nosti, E_ - ustaljeni modul

oor

elasti¢nosti, E, - trenutni modul elasti¢nosti, T, - vreme viskoznog tecenja, sve u

t,r
radijalnom pravcu. Iz jednacine (6.12) odredi se parametar modela Ek,, ako se zna
pocetni 1 ustaljeni modul elasti¢nosti. Zatim se, iz jednacine (6.10), nalazi vreme
viskoznog tecenja, pomocu izraza:

t

TSI‘ -
mliog (Lo L
Et,r EHr

Na osnovi podataka (6.1) koriS¢enjem izraza (6.12) dobija se da je

(6.13)

Ex,=2006MPa. Da bi se izracunalo vreme viskoznog tecenja, prema izrazu (6.13),
potrebno je, u odabranom vremenskom trenutku, sa istog dijagrama, procitati vrednost
trenutnog modula, na primer, E;,(10min)~571MPa. Za vreme viskoznog tecenja dobija
se: T=14,5min. Vreme viskoznog tecenja moze se graficki odrediti, iz navedenog
dijagrama, tako, $to se povuce pocetna tangenta, na krivu dilatacija, do preseka, sa
apscisom ustaljene dilatacije. Ordinata presecne tacke definiSe vreme viskoznog tecenja.
Na osnovu odredenih podataka za Ey;, Ex; 1 T 1 izraza (6.10) piSe se izraz za modul
viskoznog tecenja u radijalnom pravcu, u periodu delovanja konstantnog napona

zatezanja od 2MPa, istog pravca:

t t
Dr(t<35):6—é6+ﬁ[l—e 14’5J:O,00150+0,00049[1—e ‘4’5J {Mlp }
a

Zatim se, na osnovu istih podataka, kao 1 ranije izvedenog izraza za Zenerov model,

napise jednacina, za modul viskoznog te¢enja u radijalnom pravcu, u periodu posle

rasterecenja:

1 350\ L3S N
D, (t>35)=———|1-¢ ' |e '*° =0,00045¢ '
2006 MPa
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P e ¢
=% o005 - 220
= <
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0 20 40 60 -§ 0 20 40 60
vreme [min] = vreme [min]

SL 6-3 Promena modula viskoznog teCenja i modula elasti¢nosti, u radijalnom pravcu, tokom
vremena, za posmatrani $tap od bukovine

Dijagram koji prikazuje promenu modula viskoznog tefenja i modula
elasti¢nosti tokom vremena, pri konstantnom naponu zatezanja od 2MPa u radijalnom
pravcu, kao 1 posle rasterec¢enja, prikazuje SI. 6-3.

Dobijeni podaci za vreme viskoznog teenja, pokazuju da se vrlo brzo nakon
pocetka eksperimenta (posle nekoliko desetina minuta), unutar strukture drveta,
odigrava fazna tranzicija Il reda. Dalje ponasanje materijala tokom vremena, moze se
predvideti, odnosno, proracunati, po Zenerovom modelu.

Veli¢ina dilatacije u radijalnom pravcu, Stapa od bukovine, aksijalno
napregnutog na zatezanje u istom pravcu, moZe se izracunati u bilo kom vremenskom
trenutku: na primer nakon 20, 35 minuta, kao i1 zaostala dilatacija nakon 50 minuta,
ako se rasterecenje desilo u 35-om minutu. Dilatacija uzorka nakon 20 ili 35 minuta, pri

konstantnom naponu, ra¢una se na slede¢i nacin:

e,(2,20)=D, (20)-2=0,00374

g, (2,35)=D,(2,35)-2= 0,004

jerje
g, (0,,t)=D,(t)o, (6.14)
Za slucaj rastereenja u 35-om minutu, zaostala dilatacija nakon 50 minuta,
1znosi:
g, (2,50) =D, (50)-2=0,000322
jer je

g, (2,t)=D, (t)-2 (6.15)

Sve veli¢ine racunate su s parametrima Zenerovog modela, od kojih su neki
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odredeni eksperimentalno (Ey; i E«r), a neki su odredeni posredno, na osnovu podataka,
procitanih iz dijagrama, prema reSenjima diferencijalnih jednacina, koje vaze za
Zenerov model (Ex;1 Tg).

Variranjem velicine konstantnog napona, dobijaju se podaci za familiju krivih,

koja ce opisivati promenu dilatacije u radijalnom pravcu, tokom vremena, za razlicite

nivoe konstantnih napona, istog pravca: €, (Go,t).

Ispitace se uticaji napona od 0,2; 0,5; 1; 2; 3; 4; 6 1 8 MPa na posmatrani uzorak
bukovine. Napon od 8 MPa, izabran kao gornja granica, odgovara veli¢ini 75 %
maksimalne ¢vrstoe na zatezanje u radijalnom pravcu, koja prema standardnim
ispitivanjima, za bukovinu vlaznosti 10% , iznosi 13,3 MPa ( 12,5MPa pri vlaznosti
12%). Pri reoloskim ispitivanjima dobija se Cvrsto¢a na zatezanje, za oko 10-20%
manja, od one koja se dobija standardnim ispitivanjima. Znac¢i, u ovom slucaju, za
bukovinu vlaznosti 10% , maksimalna reoloska ¢vrstoca na zatezanje, u radijalnom
pravcu, jednaka je 10,6MPa. U odnosu na tu veli¢inu, napon od 8MPa, iznosi 75% od te
vrednosti, §to je u preporuc¢enim granicama. Da bi se dobila familija krivih, koja opisuje
promenu dilatacije u radijalnom pravcu, tokom vremena, pri delovanju konstantnih
napona od 0,2; 0,5; 1; 2; 3; 4; 6 1 8 MPa istog pravca, potrebno je izraCunati
odgovarajuce, vremenski zavisne dilatacije, sve do trenutka rastereenja. One se

racunaju koris¢enjem jednacine (6.14) 1 iznose:
e, (0,2;t)=0,2D, (t) = 0,000397 -0, 000099 43
&, (0,5;t) =0,000999 -0, 0002490 3
g, (1;t)=0,001998 -0, 000498e_$
t

)
¢, (2;1) = 0,004000-0,000997¢ **

r
t

=0,005979 —0,00149¢ 145

g (3:t)
| . (6.16)

=0,007985-0, 00199e '+
t

€, (6; t) =0,01199-0,00299¢ '**
t

&, (8;t) =0,01600—0,00399¢ '**

g (4t

T
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gde su: g, - dilatacije u radijalnom pravcu, pri delovanju napona zatezanja, istog pravca,
veli¢ine 0,2;0,5;1;2;3;4;6;8 MPa.

Krive dilatacija, u periodu nakon rastere¢enja, prikazane su novim jedna¢inama:

s
e, (0,2:1)=0,2D, (t) =0,00009¢ "3
3
e, (0,5;t)=0,000225¢ '**
3
g, (1;t)=0,00045¢ '*°
3
e, (2:1)=0,0009¢ "3
s (6.17)
g, (3;t)=0,00135¢ '**
3
e, (4:1)=0,0018¢ "3
s
g, (6:t)=0,0027¢ '*°
t-35

e, (8t)=0,0036e **
gde su: g, - dilatacije u radijalnom pravcu, nakon rastrecenja od napona zatezanja, istog
pravca, veli¢ine 0,2;0,5;1;2;3;4;6;8 MPa.
Odgovarajuéi dijagram zavisnosti dilatacija, u radijalnom pravcu, od vremena,

pri razlicitim nivoima konstantnih napona, istog pravca, prikazuje Sl. 6-4.

0,016
L ——0,2MPa
0,014 - —=—0,5MPa
0,012 R —— IMPa
/x/x/) =—)2MPa
0,010
s 7 —%— 3MPa
g 0,008 PP —e—4MPa
= —%—6MPa
0,006 AVE—
M —— 8MPa
0,004 <
qm—
0,002 - ) S
— "
0,000 A—— A—
0 10 20 30 40 50
vreme [min]

Sl. 6-4 Dijagram dilatacija u radijalnom pravcu-vreme za posmatrani viskoelasti¢ni $tap od
bukovine, pri konstantnom naponu zatezanja u radijalnom pravcu
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Serije prikazane punom crnom linijom, nacrtane su prema izmerenim podacima
za napon zatezanja od 2MPa, a sve ostale su dobijene ekstrapolacijom, prema zakonu
promene dilatacija, koji vazi za Zenerov model.

Na dijagramu se vidi, da je kod svih krivih, u trenutku rastere¢enja, prisutan pad
dilatacije, koji odgovara elasticnom rastere¢enju, kao i da svuda postoji zaostala
dilatacija, koja je veca, kada je nivo napona veci.

Veli¢ina elasticnog rastere¢enja, posmatranog uzorka od bukovine, jednaka je

razlici izmedu sr(00,35) 1 g (00,35). Na primer nakon vremena od 35min
£,(2,35)=0,0039 i g (2,35)=0,0009 , a njihova razlika je 0,003 (vidi dijagram).

Dakle, Zenerov model, kao model s jednim karakteristicnim vremenom-
vremenom viskoznog tecenja, u trenutku rastere¢enja, daje potpuno povratnu elasticnu
dilataciju. Ovo je nedostatak modela, koji se moze popraviti, rednim ili paralelnim
vezivanjem vise Zenerovih modela, s razli¢itim vremenima viskoznog te¢enja . U tome
sluc¢aju, dobijaju se slozenije diferencijalne jednacine, pa shodno tome i sloZenija
resenja, Sto kod primene takvog modela pravi dodatne teskoce.

Ako se zna veli¢ina modula viskoznog tecenja, u nekom trenutku vremena, pri
nekom nivou napona, moZe se odrediti velicina modula elasticnosti, nakon tog
vremena. Veli¢ina odgovaraju¢eg modula elasti¢nosti, u radijalnom pravcu,

posmatranog uzorka od bukovine, nakon vremena 1., , jednaka je:

E. (t,)= L _ss0mpa

D, (Tsr)

Ovaj modul je naravno manji od pocetnog. Inace, po podacima iz literature modul
elasticnosti u radijalnom pravcu, prema standardnim ispitivanjima, za bukovinu
vlaznosti 11% je reda ~ 2300 MPa.
Dalje se mozZe odrediti koeficijent viskoznog tecenja, u radijalnom pravcu,
g, (0,.t)—¢,(0,,0)
K (t)=
Sr(GO,O)

napona, u razli¢itim vremenskim trenucima. Koeficijent viskoznog tecenja ne zavisi

, koji se raCuna, preko dilatacija za odredeni nivo

od nivoa napona. Dijagram koeficijenta viskoznog te¢enja prikazuje Sl. 6-5. Na slici je
prikazana kriva koeficijenta viskoznog teCenja, koja vazi, za sve konstantne napone
ispod 75% grani¢ne ¢vrstofe na zatezanje. U periodu posle rasterecenja, koeficijent

viskoznog teenja moZe se raCunati na dva nacina: prvi s pocetnom dilatacijom u
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trenutku t=0Omin, 1 drugi, s poCetnom dilatacijom nakon rastereenja, u trenutku
t=35min. Ako se koristi poCetna dilatacija u trenutku t=0min, dobija se veliina, koja je
uporediva s koeficijentom viskoznog teenja u prvoj deonici. Iznenaduje Cinjenica, da
su kod oba koeficijenta viskoznog te¢enja, nakon rastere¢enja, da su njegove apsolutne
vrednosti, vece, nego na delu, gde optereéenje postoji. To znaci, da su promene
dilatacija, nakon rasterecenja, vece, nego u periodu opterecenja.

Da bi se za tatku posmatranog, aksijalno napregnutog Stapa, od bukovine, dobila
matrica viskoelasticnih deformacija pri konstantnom naponu zatezanja od 2 MPa u
radijalnom pravcu, prvo treba odrediti materijalne parametre, u tangencijalnom i
poduznom pravcu.

Pretpostavice se da odnos izmedu materijalnih parametara u razli¢itim pravcima,

tokom vremena, ostaje prakti¢no nepromenjen.

0,40
Q 0.20 —e—svinaponido 8MPa
e
M 0,00 T T T T T T * T T T
-% b 5 10 15 20 25 30 3@\40 45 50 5p
k> -0,20 —a— period posle
& \’\ rastereéenja
= -040
S, \.\
S —e— period posle
g 060 > P p .
3 rasterecenja, novo
M 0,80 .\‘\.\. pocetno epsilon
-1,00
vreme(s|

Sl. 6-5 Dijagram koeficijent viskoznog te€enja u radijalnom pravcu —vreme za posmatrani
viskoelasti¢ni Stap od bukovine, pri bilo kojem konstantnom naponu zatezanja u radijalnom
pravcu do 8 MPa, za period opterecenja i posle rasterecenja

Podaci koje pokazuje Tabela 6-1 koristice se, dakle, za izraCunavanje
materijalnih karakteristika, u razli¢itim pravcima.

Kod bukovine se, za radijalni pravac, uzima podatak da je E~=1,97E; , a za
poduzni: E ,=6,13E,.

Odgovaraju¢i modul viskoznog tecenja, u tangencijalnom pravcu, u periodu

delovanja konstantnog opterecenja, istog pravca, je:

_t
D, (t<35)=1,97D, (t<35)=0,00295+0,00098| 1—¢ '** ! (6.18)
' ! MPa
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a u periodu nakon potpunog rasterecenja
sy
D, (t>35)=197D, (t>35)=0,00088¢ '** | —— 6.19
(1352197, (139 ARG

Iz izraza (6.18) 1 (6.10) moze se dobiti da je za tangencijalni pravac

1 1
Ey = = =338MPa, E,, = L _j020mPa.
D,(0) 0,00295 0,00098

Odnos modula viskoznog te¢enja, u poduznom i radijalnom pravcu, jednak je:
D, (1)
D, (t)=—=
a() 6,13
Modul viskoznog tefenja, u poduzZnom pravcu, u periodu delovanja

konstantnog opterecenja, istog pravca, jednak je:

D, (t <35)=0,000244+0, 000081(1 —e_”’SJ { ! } (6.20)
MPa
a u periodu posle rastereéenja:
s
D, (t>35)=0,000074¢ '** {—} (6.21)
MPa
Iz izraza (6.20) 1 (6.10), moZe se dobiti, da je, za poduzni pravac
E,, = _ 4100MPa , E,, = L. 12345MPa .
0,000244 0,000081

Radi jednostavnijeg rac¢una, pretpostavljeno je da je vreme viskoznog tec¢enja, u
tangencijalnom i poduznom pravcu isto, kao i u radijalnom pravcu, iako se, u literaturi,
mogu naci podaci, da je odnos vremena viskoznog tecenja, za radijalni i tangencijalni
pravac, za bukovinu jednak 1,2 (Yrones, 1971.).

Sl. 6-6 daje uporedni prikaz modula viskoznog tefenja, u radijalnom,
tangencijalnom 1 poduznom pravcu, pri jednakom aksijalnom naprezanju, u
odgovaraju¢em anatomskom pravcu. Sa slike se vidi, da je, u poduZznom pravcu, veoma
malo izrazena viskoelasticnost, dok se najve¢i uticaj viskoelasti¢nosti vidi u
tangencijalnom pravcu. Zbog toga se moze smatrati da su, u poduznom pravcu,
elasti¢na svojstva Stapa od bukovine izrazenija, dok su u radijalnom i tangencijalnom,

izrazenija Zenerova viskoelasti¢na svojstava.
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0,45

0.40 radijalni
= ] | pravac
8 0,35 —s=— poduzni
W
3 E 0,30 - pravac
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% 6}: 0,20 R — nipravac
<] [—]}

Z %015 —
= 0,10
g AN
0,05 - ~
\

0,00 — -

0 10 20 30 40 50 60

vreme [min]

Sl. 6-6 Uporedni prikaz modula viskoznog tecenja, u tri anatomska pravca, posmatranog
viskoelasti¢nog Stapa od bukovine

Da bi se napisala matrica viskoelasticnih deformacija, za tatku posmatranog
Stapa od bukovine, prvo ¢e se napisati matrice, elastiCnosti i elasti¢énih deformacija, za
podatke, dobijene u standardnim ispitivanjima.

Matrica elasti¢nosti, za slu¢aj prostornog stanja napona u tacki Stapa od

bukovine, prema podacima (6.2), (6.3) i (6.4) ima sledeci oblik:

0,044  -0,031 —0,0031 0 0 0
-0,033 0,086 —0,0035 0 0 0
-0,0031 -0,0037 0,007 0 0 0 L1
C.(t)= 10
0 0 0 0,105 0 0 MPa
0 0 0 0 0,051 0
0 0 0 0 0 0214 (6.22)

Vizuelni prikaz ¢lanova matrice elasti¢nosti (6.22) daje Sl. 6-7.

Iz matrice elasti¢nosti, (6.22), vidi se, da je uslov simetri¢nosti ispunjen, uz mala
odstupanja vandijagonalnih ¢lanova, koja se mogu protumaciti, prisustvom greske, zbog
zaokruZzivanja broj¢anih veli¢ina i neprecizno$¢u merenja.

Matrica elasti¢nih deformacija, pri delovanju napona zatezanja od 2MPa, u

radijalnom pravcu, na sobnoj temperaturi, glasi:
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Fe | [e.] [ 0,088 ]
g, €., -0,066
€, €, —-0,0062
g.(2.t)= =| "= % (6.23)
2g,, 0 0
2g,, 0
12e,.| LO] [ O

gde su :g . - dilatacija u radijalnom pravcu, pri delovanju napona u istom pravcu,

g,, - deformacija u tangencijalnom pravcu, pri delovanju napona u radijalnom pravcu,

g,, - deformacija u aksijalnom pravcu, pri delovanju napona u radijalnom pravcu,

2g,,,2¢,.,2¢,, klizanja u odgovarajuéim ravnima.

ta?

0,25

0,20

modul 0,15

popustlji_:osti 0.10
x10

[1/MPa] 0,05

0,00 v
-0,05 kolona
1 2 1 matrice
3 4 5

vrsta matrice

SL 6-7 Vizuelni prikaz ¢lanova matrice elasticnosti za uzorak od bukovine, vlaznosti 11%, ispitivan
na sobnoj temperaturi

Da bi se napisala, matrica viskoelasti¢cnih deformacija, za tacku S$tapa od
bukovine, vlaznosti 10%, u pocetnom trenutku, aksijalno napregnutog konstantnim
naponom zatezanja od 2MPa, u radijalnom pravcu, pri 60°C, prvo ée se odrediti po&etni
moduli viskoznog tec¢enja pri zatezanju, i pri smicanju. Zatim ¢e se izraCunati, dilatacija
u radijalnom pravcu, a za deformacije u tangencijalnom i poduznom pravcu, uzece se
isti konstantni Poasonovi koeficijenti, kao kod elasti¢nih deformacija.

U trenutku t=0min, moduli viskoznog tecenja, pri zatezanju, su:
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D, (0)=0,00150

MPa

D,(0)=0,00295 —-

D, (0)=0,000244 —
a

Trazena matrica viskoelasti¢nosti, za slucaj prostornog naprezanja, Stapa od
bukovine vlaznosti 10%, pri 60°C, u po¢etnom trenutku, ima slede¢i izgled:

0,150 -0,106 —0,011 0 0 0
-0,112 0,295 -0,0125 0 0 0

~0,011 —0,0129 0,0244 0 0 0| [ 1
C,(0)= 1072 —— | (6.24)
0 0 0 047 0 0 MPa
0 0 0 0 024 0
0 0 0 0 0 072

Moduli viskoznog tefenja, pri smicanju izmedu anatomskih pravaca i i j,
1 G;(0)+G; (0)

racunati su po izrazu: J, (0)= =
TG0 2G(0)G;(0)

(i,jk = r,t,a), po analogiji

. E.

sa izrazom za modul klizanja pri smicanju: gde je: G, __ B a G, =——

T2+ vy) T2l vy)

2G,G; .. : e PR
. :ﬁ (i,j,k = r,t,a) (Marjanov, Miri¢ Milosavljevi¢, Mihailovi¢, 2002.).

-+
ij ji

U matrici viskoelasti¢nosti, (6.24), vidi se da nije u potpunosti ispunjen uslov

i C

simetri¢nosti vandijagonalnih ¢lanova. Odstupanja izmedu ¢lanova C su

vtl12 vt21

oko 5%, a izmedu C_,; 1 C;, su neSto manja, oko 3%. Razlog za to moZe biti

greska pri zaokruzivanju broj¢anih vrednosti.
Vizuelni prikaz matrice viskoelasti¢nosti (6.24) daje Sl. 6-8.
Velic¢ine viskoelasti¢nih deformacija, pri delovanju napona zatezanja od 2MPa,
u radijalnom pravcu, u pocetnom trenutku, su:
£, (2,0)=0,150-2=0,3%
£.,(2,0)=-0,75-0,3=0,11-2=-0,22%
g,,(2,0)=-0,073-0,3=0,01-2=-0,02%
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Modul
popus tljivos ti
x107
[1/MPa]

kolona
1 2 3 4 | matrice

vrsta matrice

Sl. 6-8 Vizuelni prikaz ¢lanova matrice viskoelasti¢nosti za §tap od bukovine, vlaZnosti 10%,
ispitivan na 60°C, u pofetnom trenutku vremena

Sada moZe da se napiSe, matrica viskoelasti¢nih deformacija, za taCku Stapa,
od bukovine, vlaznosti 10%, linearno napregnutog konstantnim naponom zatezanja od

2MPa, u radijalnom pravcu, pri 60°C , u poéetnom trenutku:

&.(2.0)] [e,(20)] [030]

£, (2.0)| |&,(2,0)| |-0,22
e (2,0)=| % 2(2,0) _ 8“(02’0) _ —o(,)oz o 625
8ta
2e, 0 0
2¢ 0 0

rt L .

Na isti nacin, mogu da se napiSu moduli viskoznog teCenja, pri zatezanju 1 pri
smicanju, dilatacije u radijalnom, tangencijalnom i poduznom pravcu, uz konstantne
Poasonove koeficijente kao kod elasti¢nih deformacija, zatim matrice, viskoelasti¢nosti
1 deformacija, u bilo kom vremenskom trenutku. Prvi vremenski trenutak, u kom ¢e se
racunati te veli¢ine je t=15min, zatim t=35min 1 t=50min.

Velicine clanova matrice elasticnosti, za posmatrani Stap od bukovine, i matrice
viskoelasticnosti, za tatku $tapa od bukovine vlaznosti 10%, pri 60°C, napregnute
konstantnim naponom zatezanja od 2MPa, u radijalnom pravcu, u razli¢itim
vremenskim trenucima, prikazuje Tabela 6-3.

Poredenjem ¢lanova matrice elasti¢nosti, izraz (6.22), i matrice viskoelasti¢nosti
u pocetnom vremenskom trenutku, (6.24), vidi se razlika u vrednostima c¢lanova

matrica. Razlike se javljaju, naravno, prvo zbog razlicitog porekla uzoraka (razlicita je
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struktura 1 istorija deformisanja) a zatim 1 zbog uticaja temperature, na kojoj su radeni
eksperimenti. Pri ispitivanju viskoelasti¢nih svojstava temperatura je povisena (60°C),
da bi eksperiment imao razumno kratko trajanje, a pri ispitivanju elasticnih svojstava
eksperiment je raden na sobnoj temperaturi, jer se beleze samo trenutne vrednosti

napona i deformacija.

Tabela 6-3 Clanovi matrice elasti¢nosti, za $tap od bukovine, vlaZnosti 11%, napregnut
konstantnim naponom zatezanja od 2MPa, u radijalnom pravcu, na sobnoj temperaturi i matrice
viskoelasti¢nosti, za Zenerov $tap od bukovine, vlaznosti 10%, pri 60°C, linearno napregnut
konstantnim naponom zatezanja od 2MPa, u radijalnom pravcu, za razli¢ite vremenske trenutke
(1/E Kkoristi se za matricu C, a D za matricu C,y)

Cu

Matrica C. t=0min t=15min t=35min t=50min

1/E, ili D, 0,044 0,15 0,168 0,2 0,016

-v* (1/E, ili D)) -0,033 -0,112 -0,126 -0,142 -0,012

v, - (1/E, ili D)) -0,0031 -0,011 -0,012 -0,0146 -0,0011

= vy (1/E;ili Dy) -0,031 -0,106 -0,118 -0,144 -0,012

% 1/E, ili Dy 0,086 0,295 0,330 04 0,032
é -V, - (1/E; ili Dy) -0,0037 -0,012 -0,014 -0,0176 -0,0014
_& -V, - (1/E, ili D,) -0,0031 -0,011 -0,012 -0.0135 -0,0011
g -V - (1/E, ili D) -0,0035 -0,012 -0,014 -0,0153 -0,0013
1/E, ili D, 0,007 0,0244 0,0274 0,03 0,0026

I 0,105 0,47 0,53 0,64 0,051

J; 0,051 0,24 0,27 0,32 0,025

Ja 0,214 0,72 0,81 0,96 0,077

Kada se uporede, s jedne strane, clanovi matrice viskoelasti¢nosti, nakon 15 i
35min od pocetka delovanja opterecenja, i s druge, ¢lanovi matrice viskoelasticnosti u
pocetnom trenutku, vidi se, po ¢lanovima matrice, porast modula viskoznog tecenja, i
pri zatezanju 1 pri smicanju, odnosno, pad modula elasti¢nosti i klizanja.

Velicine clanova matrice elasti¢ne deformacije, za Stap od bukovine, vlaznosti
11%, na sobnoj temperaturi i matrice viskoelasticne deformacije, za Stap od bukovine,
vlaznosti 10%, oba linearno napregnuta konstantnim naponom zatezanja od 2MPa, u
radijalnom pravcu, pri 60°C, u razli¢itim vremenskim trenucima, prikazuje Tabela 6-4.
Prema podacima koje daje Tabela 6-4, vidi se da je viskoelasticna deformacija, u svim
pravcima znatno veca, od odgovarajucée elasticne. Takode, moze se primetiti da, i nakon

50 minuta, postoji zaostala deformacija, koja je manja od pocetne.
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Tabela 6-4 Clanovi matrice elasti¢nih deformacija, za $tap od elasti¢ne bukovine, vlaznosti 11%, na
sobnoj temperaturi i matrice viskoelasticnih deformacija, za Zenerov Stap od bukovine, vlaznosti
10%, pri 60°C, oba napregnuta konstantnim naponom zatezanja od 2MPa, u radijalnom pravcu, za
razlifite vremenske trenutke

Matrica £.(2,t) €w(2,0) € w(2,15) €w(2,35) | £€4(2,50)

£, 0,088 0,30 0,366 0,4 0,032
g £ -0,066 -0,22 -0,252 -0,284 -0,024
<
’§ €, -0,006 -0,02 -0,024 -0,0292 -0,0022
E 26, 0 0 0 0 0
S
A 2 0 0 0 0 0

2&q 0 0 0 0 0

Ovde je, dakle, prikazan proracun Stapa od bukovine, posmatranog kao Zenerov
VEO materijal, vlaznosti 10%, pri 60°C, aksijalno napregnut konstantnim naponom
zatezanja od 2MPa, u radijalnom pravcu. U proracunu je KkoriS¢ena ista vremenska
funkcija za Zenerov model, za sva tri anatomska pravca, a odnos modula viskoznog
teCenja, za razlicite pravce, isti je, kao kod standardnih ispitivanja.

Dilatacije u tangencijalnom pravcu, koje nastaju zbog delovanja konstantnog
napona zatezanja, istog pravca, racunaju se pri naponima od 0,2; 0,5; 1; 2; 3; 4 1 SMPa,
jer se, radi poredenja s dilatacijama, koje nastaju pri delovanju napona u radijalnom
pravcu, uzimaju isti nivoi napona. Maksimalna ¢vrsto¢a na zatezanje u tangencijalnom
pravcu, prema standardnim ispitivanjima za bukovinu, vlaznosti 10%, iznosi ~ 9MPa
(8,5MPa pri vlaznosti 12%). ReoloSka maksimalna zatezna ¢vrstoca je za 20% manja a
to je 7,2MPa. 70% od te vrednosti je SMPa pa se ta vrednost uzima kao gornja granica
za proracun.

Da bi se dobila familija krivih, koja opisuje promenu dilatacija, u
tangencijalnom pravcu, tokom vremena, pri delovanju konstantnog napona zatezanja,
istog pravca, od 0,2; 0,5; 1; 2; 3; 4 1 5 MPa, potrebno je prvo, izraCunati odgovarajuce
vremenski zavisne dilatacije, sve do trenutka rastereCenja. Za to se koristi izraz za
modul viskoznog tecenja u tangencijalnom pravcu, (6.18).

Odgovarajuci dijagram zavisnosti dilatacija u tangencijalnom pravcu od
vremena, pri razlic¢itim nivoima zatezanja, istog pravca, prikazuje Sl. 6-9. Na dijagramu
se vidi da je, kod svih krivih,u trenutku rasterercenja, prisutan pad dilatacije, koji
odgovara elasticnom rasterec¢enju, kao 1 da svuda postoji zaostala dilatacija, koja je veca

kada je nivo napona veci.
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Velicina elasti¢nog rasterecenja, posmatranog uzorka od bukovine, jednaka je
razlici izmedu € (0,,35) i &7 (o,,35). Na primer, nakon vremena od 35min
€, (2, 35) =0,0039 1 ¢~ (2,35) =0,0009, a njihova razlika je 0,003 (vidi dijagram).

Dakle, Zenerov model, kao model s jednim karakteristicnim vremenom-

vremenom viskoznog tecenja, u trenutku rastereéenja, daje potpuno povratnu elasticnu

dilataciju.
0,025
—+—0,2MPa
0,020 —=—0,5MPa
T —+— IMPa
=, 0,015 X p—o —
R 2Mpa
= ' —%—3MPa
= 0010 WW%
) —e—4MPa
0.005 —%—5MPa
—h—— ]
" s -
0,000 —*
0 10 20 30 40 50
vreme [min]

Sl 6-9 Dijagram tangencijalne dilatacije -vreme, za posmatrani viskoelasti¢ni Stap od bukovine, pri
konstantnom tangencijalnom naponu zatezanja

Ako se uporede Sl. 6-4 1 SI. 6-9 moze se videti, da su dilatacije u tangencijalnom
pravcu, za isti nivo napona zatezanja, pri optereCenju istog pravca, vece od
odgovarajucih dilatacija u radijalnom pravcu.

Velicine c¢lanova matrice elastitne deformacije, za Stap od bukovine, vlaznosti
11%, na sobnoj temperaturi, i matrice viskoelasticne deformacije, za Stap od bukovine,
vlaznosti 10%, pri 60°C, oba linearno napregnuta konstantnim naponom zatezanja od
2MPa, u tangencijalnom pravcu, u razlicitim vremenskim trenucima, prikazuje

Dilatacije u poduznom pravcu, koje nastaju zbog delovanja konstantnog
napona zatezanja istog pravca, racunaju se pri naponima od 0,2; 0,5; 1; 2; 3; 4 1
5MPa, jer se, radi poredenja s dilatacijama, nastalim pri delovanju napona u radijalnom
1 tangencijalnom pravcu, uzimaju isti nivoi napona. Posto je ¢ak i minimalna ¢vrstoca
na zatezanje u poduznom pravcu, prema standardnim ispitivanjima, znatno veca od

¢vrstoe na zatezanje u radijalnom i tangencijalnom pravcu, moze se uzeti isti opseg

187



posmatranih napona.

Tabela 6-5. Za raCunanje ¢lanova tih matrica koriste se ¢lanovi druge kolona, u
matricama, elasticnosti (6.22) i viskoelasti¢nosti (6.24).

Koeficijent teCenja, u tangencijalnom pravcu, za viskoelasti¢ni Stap od
bukovine, linearno napregnut konstantnim tangencijalnim naponom zatezanja od 2MPa,
isti je, kao koeficijent teCenja, u radijalnom pravcu (SI. 6-5).

Dilatacije u poduZnom pravcu, koje nastaju zbog delovanja konstantnog
napona zatezanja istog pravca, racunaju se pri naponima od 0,2; 0,5; 1; 2; 3; 4 1
SMPa, jer se, radi poredenja s dilatacijama, nastalim pri delovanju napona u radijalnom
1 tangencijalnom pravcu, uzimaju isti nivoi napona. Posto je ¢ak 1 minimalna ¢vrstoca
na zatezanje u poduznom pravcu, prema standardnim ispitivanjima, znatno veca od
¢vrstoe na zatezanje u radijalnom i tangencijalnom pravcu, moze se uzeti isti opseg

posmatranih napona.

Tabela 6-5 Clanovi matrice elasti¢nih deformacija, za $tap od bukovine, vlaZnosti 11%, na sobnoj
temperaturi i matrice viskoelasticnih deformacija za Zenerove Stapove od bukovine, vlaZnosti
10%, na 60°C, napregnute konstantnim tangencijalnim naponom zatezanja od 2MPa

Matrica | £,2,t) | €w(2,0) | € w(2,15) | € (2,35) | € (2,50)
€, -0,062 | -0,212 -0,236 -0,288 -0,024
g £ 0,172 0,590 0,660 0,800 0,064
<
:3:? €, -0,0074 | -0,024 -0,028 -0,035 -0,0028
E | 2 0 0 0 0 0
by
A | 2e, 0 0 0 0 0
2&y 0 0 0 0 0

Da bi se dobila familija krivih, koja opisuje promenu poduznih dilatacija tokom
vremena pri delovanju konstantnog napona od 0,2; 0,5; 1; 2; 3; 4 i 5 MPa u istom
pravcu, potrebno je pre toga izraunati odgovarajuce vremenski zavisne dilatacije, sve
do trenutka rastere¢enja. Odgovarajuci dijagram zavisnosti dilatacija u poduznom
pravcu od vremena pri razlicitim nivoima napona zatezanja prikazuje Sl. 6-10.

Veli¢ine ¢lanova matrice elasticne deformacije za Stap od bukovine, vlaznosti
11% na sobnoj temperaturi 1 matrice viskoelasticne deformacije za Stap od bukovine,
vlaznosti 10%, pri 60°C, oba linearno napregnuta konstantnim naponom od 2MPa u
poduznom pravcu, u razli¢itim vremenskim trenucima prikazuje Tabela 6-6.

Za racunanje Clanova tih matrica koriste se ¢lanovi tre¢e kolone u matricama
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elasti¢nosti, (6.22),1 viskoelasti¢nosti, (6.24).

0,0016
/%’W —— 0,2MPa
.
0,0014 / e 05MPa
0,0012 /'/'/-' —— 1MPa
< 0,0010 = O)MPa
Z MWW
£ 0,0008 —*— 3MPa
%
0,0006 — —*— 4MPa
, _—
0,0004 —*— 5MPa
0,0002 &
e SRS = =
0,0000 T— - ===

0 10 20 30 40 50

vreme [min]

SL 6-10 Dijagram poduZzne dilatacije -vreme za viskoelasti¢ni $tap od bukovine, pri konstantnom
poduZnom naponu zatezanja

Tabela 6-6 Clanovi matrice elasti¢nih deformacija za $tap od bukovine, vlaZnosti 11%, na sobnoj
temperaturi i matrice viskoelasti¢nih deformacija za Zenerov Stap od bukovine, vlaZnosti 10%, pri
60°C, oba linearno napregnuta konstantnim poduZnim naponom od 2MPa, za razli¢ite vremenske
trenutke

Matrica £(2,1) €4(2,0) € w(2,15) €w(2,35) | €.,(2,50)
£, -0,0062 -0,022 -0,024 -0,027 -0,0022
g £ -0,0070 -0,024 -0,028 -0,030 -0,0026
<
:5:? €, 0,0014 0,0488 0,0548 0,06 0,0052
£ 26, 0 0 0 0 0
o
a) & 0 0 0 0 0
2€4 0 0 0 0 0

Odnos dilatacija, za isti nivo napona, pri optere¢enju u poduznom, odnosno,
radijalnom i tangencijalnom pravcu, prikazuje Sl. 6-11. Sa slike se vidi, da je, odnos
dilatacija u poduznom, radijalnom 1 tangencijalnom pravcu, u pocetnom trenutku
vremena, 0,00048:0,003:0,0059 (1:6,25:12,3). U poredenju s prosecnom veli¢inom
deformacija, u poduznom, radijalnom i tangencijalnom pravcu, koje nastaju pri utezanju
bukovine, 0,5:10:20 ili 1:20:40, vidi se da, uticaj viskoznog tecenja, treba uzimati, i u
poduznom, 1 u radijalnom, i u tangencijalnom anatomskom pravcu. U poduznom pravcu

ti uticaji su, cak, istog reda veliine.
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Sl. 6-110dnos viskoelasti¢nih dilatacija aksijalno napregnutog Stapa od bukovine, u poduZnom,
radijalnom i tangencijalnom pravcu, pri istom nivou napona

Koeficijent te¢enja u poduznom pravcu za posmatrani viskoelasti¢ni Stap od
bukovine, ima iste vrednosti, kao koeficijent tecenja u radijalnom, odnosno,
tangencijalnom pravcu (SI. 6-5).

Iz dobijenih rezultata moze se zakljuciti da sve izracunate deformacije vaze za
Stap od bukovine, proizvoljnog popre¢nog preseka, koji se ponasa kao Zenerov VEO

materijal.
6.1.2. Relaksacija napona u Stapu od bukovine

Kod relaksacije napona, pri konstantnoj dilataciji u radijalnom pravcu, u
Zenerovom §tapu od bukovine, pri vlaznosti 10% i temperaturi 60°C, treba odrediti nove
parametre Zenerovog modela uz koriS¢enje podataka (6.5) 1 ve¢ poznatih jednacina za

modul relaksacije 1 njegove grani¢ne vrednosti:

2 -
B, ()=E,, )| ¢ o
Hr + Kr

E,(0)=E,, (6.26)

E (OO): EHrEKr
' EHr + EKr

Ako su poznati pocetni i ustaljeni moduli elasti¢nosti, iz trece jednaCine izraza

(6.26) odredjuje se parametar modela Eg, ako se zna pocetni i ustaljeni modul
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elasticnosti. Zatim se iz prve jednaline (6.26) uz poznavanje trenutnog modula
odredjuje vreme viskoznog teCenja.

Na osnovu podataka (6.5) koriS¢enjem izraza (6.26) dobija se da je
Ex=327MPa. Da bi se izracunalo vreme relaksacije napona, potrebno je, u odabranomm
vremenskom trenutku, sa istog dijagrama, procitati vrednost trenutnog modula, na
primer E.(25)=138MPa. Dobijeno vreme relaksacije napona, u tom slucaju, je Tg
=9 .4min.

Modul relaksacije napona, u radijalnom pravcu, u periodu konstantne

dilatacije, istog pravca, ima slede¢i oblik:

2 -t -t
Er(t):221—22—1 I-e >* |=310+8% ** [MPa] (6.27)
221+327

Izraz za modul relaksacije, u radijalnom pravcu, nakon opusStanja dilatacije, ima

slede¢i oblik:
2 _ b _=h t t—t
E T T s “oa
Er(t)=—£—itl—— e O-1le 9=89 e —1le ™ [MPa]  (6.28)
E +Eq,
Ako se opustanje dilatacije odigra u 35om minutu, modul relaksacije, u radijalnom

pravcu, jednak je:

t-35

E, (t)=-87¢ ** (6.29)

Promenu modula relaksacije  napona, u radijalnom pravcu, za uzorak
Zenerovog modela bukovine, vlaznosti 10%, na temperaturi od 60°, pri konstantnoj
dilataciji istog pravca od 0,0362 i posle potpunog opustanja dilatacije nakon 35 minuta
prikazuje Sl. 6-12.

Promena modula relaksacije napona, u tangencijalnom pravcu, racuna se, po
analogiji s modulom viskoznog tecenja, koris¢enjem odnosa trenutnih modula
elasti¢nosti, za razlicite pravce, koje prikazuje Odnosi izmedu navedenih elasticnih
parametara za bukovinu odgovaraju podacima koje prikazuje Tabela 6-1.

Tabela 6-1.

Za bukovinu se uzima da je E~1,97E,, a E,=6,13E,.

Modul relaksacije u tangencijalnom pravcu, pri konstantnoj dilataciji, istog

pravca, jednak je:
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t

E,(t)= Elg(;) =158 +45¢ °* (6.30)

Modul relaksacije u tangencijalnom pravcu, nakon opuStanja dilatacije,

ima slede¢i oblik:

B ()= () e (6.31)

Modul relaksacije u poduZznom pravcu, pri konstantnoj dilataciji, istog

pravca, jednak je:

t
E,(t)=6,13-E (t)=1900+546¢ ** (6.32)
Modul relaksacije u poduZnom pravcu, nakon opuStanja dilatacije, ima

sledeéi oblik:

135

E, (t)=—6,13-E(t)=-533¢ ** (6.33)
_ 7,0
£ 6.0 TN
Z 50 ——
=
= 40
= 3,0
M
_3 2,0
E’ 1,0
= 00 -
=]
e -10 65101520253 35 475
= 7

-2,0

vreme|[min]

Sl. 6-12 Promena modula relaksacije napona, u radijalnom pravcu, tokom vremena, za
viskoelasti¢ni uzorak bukovine, pri konstantnoj dilataciji od 0,0362 u istom pravcu i pri otpustanju
dilatacije nakon 35 minuta

Sl. 6-13 daje wuporedni prikaz modula relaksacije napona, u radijalnom,
tangencijalnom i poduznom pravcu, pri istoj velicini konstantne dilatacije, u
odgovarajucem pravcu. Slika pokazuje da, zbog veceg nivoa napona, u poduznom
pravcu dolazi do vece apsolutne vrednosti pada napona tokom vremena, pa se moze
zaklju€iti da je u tome pravcu, za razliku od radijalnog i tangencijalnog pravca,

viskoelasti¢nost veoma izrazena.
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SIL 6-13 Uporedni prikaz promene modula relaksacije napona, u tri anatomska pravca, tokom
vremena, za viskoelasti¢ni Stap od bukovine, pri konstantnoj deformaciji od 0,0362 i nakon
opustanja deformacije

Dakle, Stap od bukovine se, pri relaksaciji napona, u radijalnom i tangencijalnom
pravcu, ponasa kao elastic¢an, a u poduznom pravcu, kao Zenerov viskoelasti¢an.

I kod relaksacije napona moze se crtati familija krivih za napone, pri razlicitim
nivoima konstantnih deformacija, bas kao $to smo to Cinili kod viskoznog tecenja. Na

S1. 6-14 su, iz navedenog razloga te krive date samo za poduzni pravac.

160

140 —e—Def 0,06
B \‘\0\‘\
=120 ~_ +——e—y —a— Def 0,05
£ 100 -
> r —¥— Def 0,0362
£ 80 7%
= T —+— Def 0,03
g 60 t t f :
g 40 Def 0,02
=
-g 20 +—=— = =— Def 0,01
= 0
= T T F
g. 20 D o S o ] 2
Z -40

-60

Vreme [min]

SL 6-14 Dijagram poduZni napon -vreme za Zenerov $tap od bukovine vlaznosti 10%, na
temperaturi 60°C, pri konstantnoj poduZnoj deformaciji

_0,(1)=5,(0)

Koeficijent relaksacije napona u poduZnom praveu K_, = ©)
c, (0
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racuna se preko vrednosti napona, u razli¢itim vremenskim trenucima, za odredeni nivo
deformacija. On ne zavisi od nivoa deformacija. Dijagram koeficijenta relaksacije
prikazuje Sl. 6-15. Na slici se vidi da je koeficijent relaksacije napona uvek negativan i
da je, po apsolutnoj vrednosti, znatno veci, nakon prestanka deformisanja, nego u
periodu kada je deformacija bila konstantna. Deo dijagrama nakon opustanja
deformacije je nacrtan prema pocetnoj vrednosti u trenutku 35 min.

Da bi se formulisala matrica napona, za posmatrani viskoelasticni Stap od
bukovine, pri konstantnoj poduznoj deformaciji, potrebna je odgovaraju¢a matrica
krutosti. Zbog toga se prvo izracunavaju pocetni moduli relaksacije napona, pri
konstantnoj dilataciji ili klizanju, za sve pravce, a zatim, odgovaraju¢i moduli u

razli¢itim vremenskim trenucima.

S 010 10 20 20\ 40 50 o .
S \ konstantnoj
‘; -0,2 —o—= \ deformaciji
S 0,3 nakon

2 0.4 \ opustanja

] ) -

< \ deformacije
= -05 \

=

2 -0,6

g AN

g 07 N

X

-0,8

Vreme [min]

SL 6-15 Dijagram koeficijent relaksacije napona-vreme za Zenerov $tap od bukovine vlaZnosti
10%, na temperaturi 60°C, pri konstantnoj poduznoj deformaciji i nakon prestanka deformisanja

Moduli relaksacije napona, pri konstantnoj poduzZnoj dilataciji, za
posmatrani viskoelasti¢ni Stap od bukovine, u pofetnom trenutku vremena, su:

E, (0) =399MPa
E,(0) =203MPa (6.34)
E, (0) = 2446MPa

Moduli relaksacije napona pri konstantnom klizanju, u ravni s normalom

odredenog pravca, su:

_2G4(00G;(0) ..
G, (0)= G, (0)+G,(0) (i,j.k = r,t,a) o
E, (0) E;(0) '

Gij(())zm i ):2(TVJ1)

Matrica krutosti, pri konstantnoj dilataciji od 0,0362, za posmatrani
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viskoelasti¢ni $tap od bukovine, u pocetnom trenutku vremena, piSe se, po analogiji sa
izrazom (2.36). Pravcima 1,2 i 3 odgovaraju radijalna, tangencijalna i poduzna osa, a

konstantni moduli pri zatezanju i smicanju, zamenjuju se odgovaraju¢im vremenskim

funkcijama:
[ l-v,v,, V. +tV.V., V., V. V. 0 0 ]
E (E,(t)d E(t)E, (t)d  E(t)E,(t)d
Vi V.V l-v, v, Vit ViV 0 0 0
E (t)E,(t)d E, (t)E,(t)d E.(t)E,(t)d
D, (t) =| v, +V,V,, v, V.V, 1-v, v, 0 0 0
E (t)E (t)d E (t)E (t)d E (t)E (t)(t)d
0 0 0 G, (t) 0 0
0 0 0 0 G, (t) 0
| 0 0 0 0 0 G, (t)_
(6.36)
gdeje: d= LZVaVis Vi Ve TV Vi =2V, VgV , G, (t) - modul smicanja u ravni, koja

E.()E(Y)E. (1)
ima normalu u pravcu radijalne ose, G, (t) - modul smicanja u ravni, koja ima normalu

u pravcu tangencijalne ose, G, (t) - modul smicanja u ravni, koja ima normalu u

pravcu poduZzne ose.

U pocetnom trenutku veli¢ina d (0) jednaka je:
~1-0,36-0,75-0,51-0,044-0,073-0,45—-2-0,044-0,51-0,073 _
399-203-2446

=3,42-10"

d

Kada se zamene odgovarajuc¢e brojcane vrednosti za pocetne module, (6.34) i
(6.35), u matricu (6.36), dobije se matrica krutosti pri konstantnoj deformaciji od
0,0362 za viskoelasti¢ni Stap od bukovine, u pofetnom trenutku vremena:

581 225 376 0 0 0
238 292 256 O 0 0
386 253 2659 O 0 O

0
0

D. (0)= MP 6.37
W O=70 0 0 127 o 2 ©.37)

0 0 0 0 246
0 0 0 0 0 &3

U matrici krutosti, (6.37), vidi se, da nije u potpunosti ispunjen uslov
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simetri¢nosti vandijagonalnih ¢lanova. Razlog za to moze biti greska pri zaokruzivanju

broj¢anih vrednosti ili greSka pri merenju.

Vizuelni prikaz ¢lanova matrice krutosti, (6.37), za Stap od bukovine, vlaznosti

10%, ispitivan na 60°C, pri konstantnoj deformaciji dat je na SI. 6-16.

3000
2500
Modul 2000
relaksacije
2 1500
x10
[1/MPa] 1000

500

I kolona
I matrice

wrsta matrice

SL 6-16Vizuelni prikaz ¢lanova matrice krutosti za viskoelasti¢ni Stap od bukovine, vlaZnosti 10%,
ispitivan na 60°C, pri konstantnoj dilataciji u po¢etnom trenutku vremena

Veli¢ine napona za $tap od bukovine, vlaznosti 10%, ispitivan na 60°C, pri
konstantnoj dilataciji od 0,0362 u poduznom pravcu, u pocetnom trenutku, su:
c,.,(0)=376-0,0362=13,6MPa
6,,(0)=256-0,0362 =9,3MPa
0,.(0)=2659-0,0362 =96MPa
Sada moZe da se napiSe matrica napona za tacku Stapa od bukovine vlaznosti

10%, pri 60°C, pri konstantnoj dilataciji od 0,0362 u poduznom pravcu u pofetnom
trenutku:

(6,] [o..] [13.6]
C, O, 9,3
(0)=| % |=| %= |=| *° |mp (6.38)
c = =| = a .
Rel Tta 0 O
T, 0 0
1t LO | [ 0]

gde su gde su : o, , - radijalni normalni napon, pri konstantnoj poduznoj dilataciji, o, -

tangencijalni normalni napon, pri konstantnoj poduznoj dilataciji, c,, - poduzni
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normalni napon , pri konstantnoj poduznoj dilataciji, t,,,7,,T,, smicuéi naponi pri
konstantnom klizanju, u odgovaraju¢im ravnima.

Velicine clanova matrice krutosti, za elasticni Stap od bukovine, i matrice
krutosti za viskoelasti¢ni Stap od bukovine, oba izloZena konstantnoj dilataciji, u
razlicitim vremenskim trenucima prikazuje Tabela 6-7.

Velicine clanova matrice napona za Stap od bukovine, vlaznosti 11%, na sobnoj
temperaturi i za $tap od bukovine, vlaznosti 10%, pri 60°C, pri konstantnoj poduznoj
dilataciji prikazuje Tabela 6-8. Clanovi matrica koje prikazuje Tabela 6-8 dobijeni su

mnoZzenjem tre¢e kolone matrice krutosti (c31, 32, ¢33) konstantnom dilatacijom.

Tabela 6-7 Clanovi matrice krutosti za elastitni $tap od bukovine, i matrice krutosti za
viskoleasti¢ni Stap od bukovine, oba izloZena konstantnoj dilataciji, u razli¢itim vremenskim

trenucima
Dgel
Matrica D, t=0min t=15min t=35min t=50min
Ci1 3326 581 478 454 -25
Ci2 1292 225 185 176 -10
'E Ci3 2156 376 309 294 -17
‘%‘ Cy1 1360 238 196 185 10
=]
%_ C 1670 292 240 228 -13
_i C3 1464 256 211 200 -11
é C31 2210 386 317 302 -17
3 Cao 1465 253 210 200 11
E cn 15220 2659 2188 2081 114
= Cyq 952 127 104 100 -6
Css 1972 246 200 191 -10
Cos 467 83 69 65 -4

Tabela 6-8 Clanovi matrice napona za §tap od bukovine, vlaZnosti 11%, na sobnoj temperaturi i
matrice viskoelasti¢nih deformacija za Zenerov Stap od bukovine vlaZnosti 10%, na 60°C, izloZen
konstantnoj poduznoj dilataciji od 0,0362, za razliite vremenske trenutke

Matrica c Oret(0) | orea(15) | ore(35) | ora (50)
5, 80 13,6 11,5 11 -0,6
= 5, 53 9,3 7,5 7 0,4
=) G, 550 96 79 75 4
§ Ta 0 0 0 0 0
“ Tu 0 0 0 0 0
P 0 0 0 0 0
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6.1.3. Pravo Cisto savijanje Stapa od bukovine

Kada se posmatra Zenerov model $tapa od bukovine, vlaznosti 10%, na 60°C,
napregnut na pravo Cisto savijanje momentom savijanja u pravcu (glavne centralne) x
ose, uzimaju se materijalni parametri koje prikazuje Tabela 6-3. Pretpostavlja se da
materijalni parametri dobijeni ispitivanjem na zatezanje, mogu da se koriste za pravo
¢isto savijanje.

Posmatra se Stap od bukovine (Sl. 5-6 1 Sl. 5-7), pravougaonog preseka,
dimenzija 5x10cm, i duzine 1m, kod kojeg se pravac ose a poklapa s pravcem pruzanja
vlakana, jer u slucaju pravog Cistog savijanja, veli¢ine napona, deformacija i pomeranja
zavise od oblika i dimenzija Stapa.

Prosecna ¢vrsto¢a na savijanje za bukovinu vlaznosti 10% je 123MPa (prema
dijagramu Kollmann Cote, 1984.), Sto je 1 priblizna vrednost Cvrsto¢e na zatezanje
bukovine paralelno vlaknima. Za reoloSka ispitivanja uzima se za 20% manja vrednost
¢vrstoce na savijanje, odnosno, uzima se vrednost 98MPa.

Na osnovu ¢vrstoc¢e na savijanje moze se izracunati prvo dozvoljena nosivost

prema zadatim dimenzijama. 1z izraza (5.78) sledi 6, >—=t___ odnosno

a:

M <o, —t (6.39)

gde je: I; - aksijalni moment inercije pravougaonog preseka, I :LS-IO3 =417cm”,

tmax - Maksimalna udaljenost od neutralne linije (r 0sa), tm.x =5cm. 1z izraza (6.39) dobije
se da je M;<8,1kJ. Dakle, ovakav Stap moZe se opteretiti maksimalnim momentom
savijanja u radijalnom pravcu od 8,1kJ.

Pri takvom opterec¢enju Stapa mogu se izracunati pomeranja bilo koje tacke na
preseku, zavisno od nacina oslanjanja. Prema jednacinama izraza (5.82) rauna se ugib
u t pravcu, na slobodnom kraju konzole, odnosno, na sredini raspona proste grede, pri
delovanju konstantnog momenta savijanja od 8,1kJ, u radijalnom pravcu, i to prvo u

pocetnom trenutku:
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M, 12
2’IrEHa (0)

L M,
8 ) ey
2 81rE‘Ha (0)

a zatim 1 nakon 15, 35 minuta opterecenja i nakon 15 min od trenutka rasterecenjaa (50

L (09 0) -
(6.40)

min od trenutka delovanja opterecenja).

Radi poredenja, racunate su iste veli€ine (fyx 1 fipe) 1 za slucaj delovanja
konstantnog momenta savijanja od 8,1kJ u pravcu r ose na Stap od bukovine, vlaznosti
11%, koji se ponasa u skladu s Hukovim modelom prema izrazima (6.40), u kojima je,
umesto veli¢ine Ep, uzeta velic¢ina E, iz izraza (6.2). Dobijene vrednosti za sve ugibe

prikazuje Tabela 6-9.

Tabela 6-9 Uporedni prikaz ugiba za Stap od bukovine, racunat kao EO i VEO materijal

Vrsta nosaca Konzola Prosta greda
el | EO | VEO | EO | VEO
Ugibi fi[m] fy[m] fioe[m] fipe[m]
=0 -0,06 0,24 0,012 0,06
t=15min -0,06 0,26 0,012 0,065
t=35min -0,06 0,29 0,012 0,073
t=50min 20,06 | -0,025 0,012 0,006

Iz tabele se vidi da ugibi Stapa od bukovine, racunati kao za VEO materijal, bilo
da je Stap ukljesten, ili oslonjen kao prosta greda, i pri konstantnom opterecenju rastu, a

da nakon rasterecenja ostaje deo trajnih deformacija.
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6.2. Ravno naprezanje
6.2.1. Savijanje silama Stapa od bukovine

Sada se posmatra Stap od bukovine (SI. 5-9, SI. 5-11 i Sl. 5-12), pravougaonog
preseka, dimenzija 5x10cm, 1 duzine 1m, kod kojeg se pravac ose a poklapa s pravcem
pruzanja vlakana. Stap na Sl. 5-9 optereéen je centri¢no postavljenom, konstantnom
vertikalnom silom, na slobodnom kraju, od 1kN. Stapovi na Sl 5-11 i SI. 5-12
optereceni su jednako podeljenim optere¢enjem intenziteta 1kN/m, duz celog raspona.

Odgovaraju¢a pomeranja i ugibi $tapa na Sl. 5-9, od EO i VEO materijala su:

v, (a,r)=61r£a (a®—3I%a+21%) 641
f _ I:t L3 '
C(D=3rE
v
F| 1 1 T
A =— | —+—|1-¢ @ 3 ar2 3
k(aaT) 6l | E,  E. (a 3La+2L)
(6.42)
o
F 1 1
fk(T):?)Tt E—+E— l—e “a I’

Ha

gde su: r, t, a - pravci koordinatnih osa, prva dva su upravna na vlakna a treéi je
paralelan s njima, t - vreme.

Odgovaraju¢a pomeranja i ugibi Stapa na Sl. 5-11, od EO 1 VEO materijala su:

Ve =

24E.1

a’r

0L E, G

_qt’ _gh’L*( 3v, 4
““8EI 80L \ E, G

a ra

h*( 3v, 4
(a* — 4% +30%)—— (— + ](a—L)z
(6.43)
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T
T

l_e Z 4_ 3 4\ _
241 |E,.  Ey (a 4La+3L)
v
qh’ 1 1 T 2
- 3V, | —+—|1-e “ ||+4] -L
80L|  "™|E, B, () )(a-1)
T T
e , —
(D= SLENN PER Y | L -3v,, SLEVLE PR +4J,(0) |U
EHa EKa 8OIr EHa EKa
(6.44)

Odgovaraju¢a pomeranja i ugibi Stapa na SI. 5-12, od EO i VEO materijala su

h?( 3v, 4
Ve = 243 (a*—6L%’ +5L')+ 1 [——+—j(L2 ~a?)

I E, G
. 5 280 ! ! " (6.45)
_Sql ahLf 3v, 4
24E1 801 (B, G,
q 4 3 4 qhz 2
Voe (2,7) =~ =D, (t)(a* ~6L%a + 5L*) + —(-3v..D, (1) +4J, (1))(L* - a?)
241 801,
' S o2 (6.46)
fo (0= 241D (L 40 (3VaD, (2440, ()

T

gde je: Dy(1) - modul popustljivosti u pravcu vlakana

Izrazi (6.42), (6.44) i (6.46) vaze za slucaj konstantnog opterecenja tokom
vremena.

Sto se ti¢e napona, oni se, za tri posmatrana Stapa od VEO materijala, s
razli¢itim na¢inom oslanjanja i razli¢itim optere¢enjem, racunaju iz izraza

c,=——at

! 6.47
L _3F( ok 47
tamax 2bh +TBB
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2b h n
Ga(t,a,r)Z—%it+%mE1—tj—§—;j (6.48)
Ga(t,a,f)Z—ziIr(Lz—az)t+%m(1—tj—53—;j (6.49)

Ako se faktor ortotropije posmatra kao konstantan odnos materijalnih
parametara tokom vremena, moze se re¢i da su naponi (6.47), (6.48) i (6.49) jednaki
naponima kod odgovaraju¢ih nosaca od EO materijala.

Sto se ti¢e ugiba oni se znatno razlikuju za nosa¢e od EO i VEO materijala kao

Sto pokazuje SI. 6-17.

raspon konzole
0 025 05 075 1 125 15 175 2
0 | | | —
- - konzola
50 — — - opt.konc.silom od
/ /./ EO mat.
= 100 2 — — konzola
o opt,jed.pod.opt.od
= 150 EO mat.
(23
=
SR 200 —a— konzola
e .
E opt.konc.silom od
250 VEO mat.
—m— konzola
300 opt.jed.pod.opt.od
VEO mat.
350

SL 6-17 Uporedni prikaz ugiba za konzole od EI i VEO materijala s razli¢itim optere¢enjem
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6.2.2. Proracun pravog savijanja plo¢e od bukovine jednako
podeljenim operecenjem

Za plocu od bukovine optere¢enu jednako podeljenim optereCenjem uzimaju se
elasti¢na svojstava (Amkenasu, 1978.) data u izrazima (6.2), (6.3), (6.4):

E, =2285MPa; E, =1160MPa; E, =14000MPa
G, =467MPa; G, =952MPa; G, =1972MPa

v, =0,75; v, =0,36;

v, =0,044; v, =0,5];

v, =0,45 v =0,073
Prvo se raunaju krutosti D;, D, 1 D3 po izrazima (5.153) napisanim za r,t,a koordinatni

sistem (x osi odgovara a osa, y osi odgovara r 0sa).
E.h’ E h’

1 i —a N D2 :—r
12(1-v,v, ) 12(1-v,v,)

ra - ar ra - ar

G, h’
12

,D;y=Dyv, +2D,, D, =

ar?

Izracunate vrednosti za plocu, debljine 20 mm, su: D, =0,00965,
D, =0,00157,D, =0,00131,D, =0,00271.

Odnos D,-D, =0,00965-0,00157 = 0,0000151 Sto  je  veée od
D,* =0,00271* =0,00000734. To zna¢i da se ugibi i napadni momenti raunaju po
izrazima (5.174) uz bezdimenzione koeficijente a,f3,,3,koji se racunaju po izrazima
(5.170), (5.171), (5.172) i (5.173). Da bi se oni izracunali, potrebno je da se odrede
reSenja jednacine (5.161), koja, nakon zamene izraCunatih veli¢ina D;, D, i D3 ima
sledeci oblik:

0,00965s* —2-0,00271s” +0,00157 =0

Resenja ove jednacine su: (sl’z)z=0,28i0,29i; (53,4)2=—0,28i0,29i. Sa
ovim vrednostima, izraCunati su koeficijenti o,fp,,,, s jednim ¢lanom beskona¢nih
redova (5.170), (5.171), (5.172), (5.173) za razliCite vrednosti c. Tako izraCunate
vrednosti koeficijentao prikazuje Sl. 6-18. Vidi se da se maksimalni ugib ovakve ploce
javlja u slucaju kada je odnos duzine i Sirine oko 1,5. Uporedni prikaz reSenja za
koeficijent ugiba rac¢unatih po izrazima za EI i EO materijal dat je na Sl. 6-19. Vidi se

da je ugib plo¢e od EI materijala maksimalan kod odnosa c=4 i da se posle te vrednosti

ugib plo¢e moZe racunati kao kod odgovarajuce grede. Za plocu od EO materijala se
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takode za odnos duzine i Sirine ve¢i od 4 ugib ploe moze racunati kao kod
odgovarajuce grede. Druga priblizna reSenja za ugib ploce od EO materijala daja velika

odstupanja 1 slina su reSenju za ugib ploce od EI materijala, pa nisu prikazana na

dijagramu.
1,40
= 1,20
2100 [ T—
=
= 080
2
S 0,60
S 040
=]
0,20
0,00 ‘ ‘ \ T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
odnos duZine i Sirine ploce
Sl 6-18 Koeficijent ugiba o za EO plocu od bukovine
0,014
plo¢a od EO
0,012 materijala
£ 0,010 ~ plo¢a od EI
E / materijala
< 0,008 -
=
=
‘s 0,006
o
S 0,004
=z 1
0,002
0,000 ‘ T T
0 2 4 6 8 10
odnos duzine i Sirine

Sl. 6-19 Koeficijent o za EO i EI plocu od bukovine

Na SI. 6-20 prikazane su veli¢ine koeficijenata a.,f3,,3, u zavisnosti od odnosa

duzine 1 Sirine ploce od bukovine.

Na Sl. 6-21 dat je prikaz ugiba i momenata savijanja plo¢e od bukovine racunate
kao EO materijal.

Ugibi 1 momenti savijanja ploce od bukovine nisu racunati kao kod VEO

materijala, jer je pokazano da postoji velika razlika jo§ izmedu racuna za EI i EO
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materijal. TaCnost proratuna ploce of bukovine kao VEO materijala bila bi

problematicna, jer u izrazima za koeficijente o,f3,,, postoje materijalne konstante ¢iji

odnos se, kao i u prethodnim sluc¢ajevima uzima da je konstantan. Za tacniji proracun

takvih ploca potrebna je dublja analiza, $to nije predvideno u izradi ovog rada.

1,40
1,20
1,00

0,80

alfa i beta

0,60
0,40
0,20

0,00

odnos duZine i Sirine ploce

alfa

— — betal

—¥— beta2

Sl. 6-20 Veli¢ine koeficijenata o, 3,3,

3,0
2,5
2,0
1,5

1,0

ugib, momenti savijanj;

0,5

0,0

alfa

— — Mx

-~

My

\————ﬁ-u

2 4 6 8

odnos duZine i Sirine ploce

10

Sl. 6-21 Ugib i momenti savijanja ploce od bukovine kao EO materijala u zavisnosti od odnosa

duzine i Sirine
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7. ZAKLJUCAK I PREPORUKE

U ovom radu je primenom fenomenoloske teorije viskoelasti¢nosti uradeno
matematicko modeliranje VEO ¢vrstog tela sa svojstvima Zenerovog modela. Za taj
model potrebni su ulazni podaci karakteristi¢ni za odredenu vrstu materijala. Izabrani
materijal je bukovina. Proracun je raden za linearno i neka ravna naprezanja tela od
bukovine.

Kod linearnih naprezanja drvenih Stapova lako se uvodi Zenerov model u
proracun ako se pretpostavi da su Poasonovi koeficijenti konstantni. Tada su Laplasove
i inverzne Laplasove transformacije izraza za napon, deformacije i pomeranja, poznatih
iz teorije elastiCnosti ortotropnog Cvrstog tela, vrlo jednostavne. Razlog je postojanje
samo jednog materijalnog parametra koji je zavistan od vremena (modul popustljivosti
ili modul relaksacije).

Kod aksijalno zategnutog Stapa od bukovine proratun viskoznog tecenja i
relaksacije napona uraden je za sva tri anatomska pravca na osnovu eksperimentalnih
podataka za samo jedan anatomski pravac, uz pretpostavku da su odnosi izmedu
materijalnih parametara konstantni tokom vremena. Racunate su dilatacije u sva tri
anatomska pravca, jer kod EO materijala, i pored malih dimenzija preseka u odnosu na
duzinu nosaca, dilatacije u popreCnim pravcima su veoma znacajne. Time se moze
objasniti 1 pojava lomova kod EO materijala baS u poprecnim pravcima. Takode je
pokazano da se drvo, aksijalno napregnuto konstantnim naponom u pravcu poduZzne ose,
za priblizan proracun u poduznom pravcu moze i dalje posmatrati kao EI materijal. U
poprecnim pravcima mora da se uzme u obzir viskozno tecenje. Za slucaj konstantne
deformacije relaksacija napona u poduznom pravcu je znacajnija od one u poprecnim
pravcima.

Prora¢un drveta kao Zenerovog materijala raden je u uslovima jednokratnog
statickog opterecenja, jer je cilj ovog rada bio da se pokaze kako linearna
viskoelasticnost moze da se ugradi u opstu teoriju mehanike drveta. Pri tome je
koriS¢eno samo jedno karakteristicno vreme za jednu vrstu materijala: vreme viskoznog
tecenja ili vreme relaksacije.

Posto se veliki deo podataka o materijalima dobija upravo iz testova zatezanja, u

kojima se Cesto rezultati na pocetku 1 na kraju ispitivanja dosta rasipaju pa se zbog toga
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isklju¢uju iz dalje obrade, bilo bi korisno uvesti ovakav proracun u obradu
eksperimentalnih podataka. Na taj naCin moze se skratiti vreme trajanja eksperimenta
jer se on moze obaviti na jednom nivou napona a podaci za druge nivoe napona (koji
moraju biti ispod grani¢nih) dobiju se ekstrapolacijom po Zenerovom modelu.

Svi ¢lanovi matrice viskoelasti¢nosti odredeni su po analogiji s matricom
elasti¢nosti, jer je pretpostavljeno da princip korespodencije vazi i za te dve matrice.
Clanovi dobijene matrice viskoelasti¢nosti mogu se koristiti i za proraun naprezanja
gde se javljaju smicuci naponi, §to zbog vremenskog ograni¢enja u pogledu izrade ovog
rada nije uradeno.

Takode je uraden 1 proracun ugiba kod Stapa od bukovine napregnutog na pravo
¢isto savijanje posmatranog kao Zenerov VEO materijal.

Smatra se da rezultati proratuna ne zavise od veliine uzorka. Zbog toga se
mogu koristiti i za noseée konstrukcije i za elemente namestaja, drvene ambalaze,
sportske rekvizite, elemente podova.

Proracun koji je uraden za bukovinu na isti na¢in moze da se sprovede i za bilo
koju drugu vrstu drveta uz odgovarajuce ulazne podatke, koji se odnose na pocetni,
ustaljeni 1 trenutni modul elasti¢nosti.

Modifikovanje standardnih eksperimenata da bi se doSlo do trazenih podataka
znali, pre svega, uvodenje merenja proteklog vremena. Da bi vreme izvodenja
eksperimenta bilo konacno, merenje treba vrSiti na poviSenim temperaturama (za drvo
preko 60°C). Takode, rezultate dobijene u eksperimentima treba prikazivati u log-log
razmeri.

Sto se ti¢e ravnog naprezanja, kod pravog savijanja silama $tapa od bukovine,
ve¢ 1 za EO materijal, dobijaju se izrazi za napone, deformacije i pomeranja koji
odstupaju od izraza formiranih za EI telo. Odgovarajuéi izrazi za Stapove od VEO
materijala sadrze faktor ortotropije koji je usvojen kao konstantan. Cak i s tom
pretpostavkom dobijene veli€ine su tacnije (rastu tokom vremena) od onih racunatih po
teoriji elasti¢nosti (konstantne su).

Kod savijanja plo¢e od bukovine jednako podeljenim opterecenjem uraden je
takode proracun za EO materijal 1 dobijene vrednosti uporedene su s onima iz teorije
elasticnosti. Izrazi za VEO materijal nisu izvedeni jer bi se u proracunu uzeli isti

koeficijenti u izrazima za ugib i momente savijanja a rezultat bi se razlikovao od onoga
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za EO materijal samo po promenljivim modulima elasti¢nosti. Ti izrazi bi bili tacniji od

onih dobijenih u teoriji elasti¢nosti i u teoriji ortotropnih materijala ali bi imali greSku

jer je za koeficijente u izrazima za ugib i momente savijanja pretpostavljeno da odnosi

izmedu materijalnih konstanti ostaju isti tokom vremena. Budu¢i da ti koeficijenti

zavise od viSe vremenski promenljivih funkcija tu bi trebala da se uradi detaljna analiza

tih vremenskih funkcija.

Iz svega ovoga zakljucuje se da se Zenerov VEO model, pri naprezanjima ispod

grani¢nih, moze bez problema koristiti u slu¢ajevima linearnih naprezanja drveta.

Ono §to dalje moze da se uradi, a u ovom radu nije uradeno, je:

da se izvrSi uopStavanje izvedenih izraza za promenljive (zavisne od
koeficijenata konstitutivne jednacine) Poasonove koeficijente za VEI

materijal modela, tako, da oni vaze 1 za VEO materijal;

da se urade Laplasove transformacije tako dobijenih izraza, koji vaze za
viSe vrsta linearnih naprezanja, gde bi postojale dve ili vise vremenski
promenljivih funkcija (materijalnih parametara);

da se uradi proratun s primenom Zenerovog modela i1 za slucaj
aksijalnog pritiska a ne samo zatezanja, jer je drvo materijal koji se
razli¢ito ponasa pri zatezanju i pri pritisku (za ovo su potrebni
eksperimentalno odredeni ulazni podaci za aksijalno pritisnuto drvo);

da se u slucajevima ravnih naprezanja uvedu koeficijenti ortotropije
promenljivi tokom vremena;

da se razmotri postupak primene principa korespodencije i na naprezanja
gde se javljaju smicuéi naponi,

da se razmotri postupak primene principa korespodencije i na neka
prostorna naprezanja uz jasno definisanu geometriju uzorka;

da se uradi proracun VEO materijala za sluc¢ajeve naprezanja gde se
pravci glavnih napona ne poklapaju s anatomskim pravcima drveta;

da se urade proracuni za grede i plo¢e od VEO materijala ¢iji presek ima
oblik razli¢it od pravougaonika;

da se urade proracuni za grede i ploce od VEO materijala s otvorima

razli¢itih oblika;
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e da se izrauna spektar vremena viskoznog tecenja i vremena relaksacije
napona za pojedine vrste drveta u zavisnosti od parametara Zenerovog
modela, koji bi mogao da se koristi i za slucaj viSestepenog opterecenja.

Na osnovu svega gore navedenog zakljucuje se da Zenerov model kao model
VEO materijala moze lako da se uvede u proracune i moze imati Siroku primenu u
mehanici drveta. Takode, moze da omoguéi obavljanje proraduna, bez primene

numeric¢kih metoda.
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PRILOGI

Odnosi izmedu razli¢itih elasti¢nih konstanti. A* = /(E+ 7»)2 +8)\°

A G E \ K
A, G G(3k+2G) A 3IL+2G
e 2(2+G) 3
A E A" +(E-31) A" —(E+L) | A"+(E+3})
4 40 6
A, v A1-2v) | A(1+v)(1-2v) A(1+v)
2v v 3v
ALK 3(K—2) 9K (K -2) A
2 3K -2 3K—2
G,E (2G—E)G E-2G GE
E-3G 2G 3(3G—E)
G,v 2Gv 2G(1+v) 2G(1+v)
1-2v 3(1-2v)
G.K 3K -2G 9KG 3K -2G
3 3K+G 2(3K+G)
E,v VvE E E
(1+v)(1-2v) 2(1+v) 3(1-2v)
E.K 3K(3K—E) 3EK 3K-E
9K —E 9K -E 6K
v.K 3Kv 3K (1-2v) 3K (1-2v)
I+v 2(1+v)
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Mpwunor 1.

U3jaBa o0 ayTopcTBy

MoTnucanwn-a Mwupa J. Mupvh Munocaersesuh

Bpoj ynnca

M3jaBrbyjem
[a je OKTOPCKa AMCEpTaLyja Nog, HacroBom

3EH€]IJOB MOJEJI BUCKOEIIAaCTHYHOCTH 3a OPTOTPOIIHO 4YBPCTO TEJ1O H
BbCropa IIpuiMEHa y MCXaHMIIKW ApBETA.

®  pea3ynrtart CoOncTtBeHOr NCTpa*xXMea4dkor pana,

e [la NpeAnoXeHa aucepTauvja y UennHW HW y Aenosuma Huje Buna npegnoxeHa
3a pobujake Guno koje AMNMOME MNpeMa CTYAWCKAM Mporpamvma gpyrux
BMCOKOLLIKOICKMX YCTaHOBA,

® [a Cy pe3yntaTth KOPEKTHO HaBeaeHU U

* @ HWCaM Kpwuo/na aytopcka rpasBa W KOPUCTWMO WHTENEeKTyanHy CBOjUHY
APYrvx nuua.

MoTnuc pokTopaHaa

Y Beorpagy, 4.4.2012.

L,Zf}l ve Lhne l/b'o\-./o':ﬂ(/‘e]‘,d’ﬂf‘

216



Mpwnor 2.

U3jaBa 0 NICTOBETHOCTU WITAMMAaHE U ENIeKTPOHCKe
Bep3unje AOKTOPCKOr paga

Wme v npeaume aytopa _ Mupa J. Mupuh Munocasersesuh

Bpoj ynuca
CTyaunjcku nporpam &
Hacnoe papa: 3eHepoB Mofen BUCKOENACTUYHOCTW 38 OPTOTPONHO YBPCTO

TENO N HEeroea NpUMeHa y MexaHvuun ApBeTa

MeHTOp: AOp MunytmnH MapjaHoBs

MoTnucaxu Mupa J. Mupnh Munocasrsesuh

M3jaBrbyjEM Oa je wTamnaHa Bepsuja MOr JOKTOPCKOr paja WUCTOBETHa eNeKTPOHCKO)
Bep3vju Kojy cam npefjao/na 3a objaerbuBarwe Ha noprtany  AururanHor
peno3uTopujyma YuusepsuteTa y beorpagy.

[osBommasam fga ce objaBe MOjK NWYHU nojaun BesaHW 3a Aobujarme akagemcKor
3Batba AOKTOpa Hayka, Kao LWTOo cy ume W npesvumMe, rognHa n mecro poflewsa u gatym
oabpaxe papa.

OBM NUYHW nopaun Mory ce 00jaBuTu Ha MPEeXHUM CTpaHuuama Aurutande
BubnnoTeke, y enekTpoHckom kaTanory u y nybnukauvjama YHueepsnteTta y beorpagy.

MoTtnuc gokropaHaa

Y beorpagy, 4.4.2012.

oo Jared L /msxrj& ¢
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Mpwunor 3.

M3sjaBa o kopuwhewy

Oenawhyjem YHusepautetcky 6ubnuoteky ,CeeTosap Mapkoewh® ga y [urutanHu
peno3uTopujym YHueepauteta y beorpapy yHece Mojy AOKTOpPCKy AucepTtauujy nog
HacrnoBoM:

3eHepoB Mo4en BUCKOENacTUYHOCTI 32 OPTOTPONHO YBPCTO TENO U
Heroga npuMeHa y MexaHuin apseTta.

Koja je MOje ayTOpPCKO Aeno.

OwcepTauujy ca cBMM npunosumva npeaaoc/na cam y enekTpoHCKOM hopMaTy NOroaHOM
3a TpajHo apxuBupame.

Mojy QOKTOpCKy gucepTauujy noxpaweHry y JurutanHn penosutopujym YHusepsutera
y Beorpagy mory na kopucte CBM Koju nowTyjy onpeabe cagpxare y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe sajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4uvo/na.

1. AyTopcTtBO
@Ay'ropcmo - HekomepLujarHo
3. AyTopcTBO — HekoMepuujanHo — Bes npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPLMjanHO — AeNUTW No4 UCTUM YCrnosuma
5. Aytopcteo — Ges npepapge
6. AyTOpCTBO — AENUTK No4 NCTUM ycnoBuma

(Monumo [a 3a0KpyXXMTe camo jeAHy of LWecT NoHyheHux nuueHun, kpatak onwc
nYUeHUWn part je Ha nonefuHu nucta).

MNoTnuc pokropaHaa

¥ . 1n
Y Beorpagy, 4.42012. uﬁ{jw A, /Lufmrgm
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