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ǈudi koji ne veruju da je matematika jednostavna

zapravo nisu svesni koliko je �ivot komplikovan.

John von Nojman (1903-1957)

1 Uvodna razmatraǌa i osnovni pojmovi

1.1 Uvod

Kao jedno od najve�ih carstava u istoriji, Rimsko carstvo je u I veku

nove ere zauzimalo velike delove Evrope, Azije i severne Afrike. Re-

forme koje je Oktavijan Avgust (lat. Gaius Julius Caesar Octavianus Augus-

tus) sproveo posle uspexno zavrxenih gra�anskih ratova, krajem I veka

stare ere, podrazumevale su i reorganizaciju carstva i ǌegove vojske.

Broj legija, koji je 30. godine pre nove ere iznosio oko 100, sveden je

na 28. Posle katastrofalnog poraza u Teutoburxkoj xumi (eng. Teu-

toburg Forest) 9. godine nove ere, kada su germanska plemena unixtila

3 od postoje�ih 28 legija, strategija carstva je prexla sa izrazito

ofanzivne na konsolidaciju i defanzivu. Tokom I i II veka nove ere

nametnula su se dva strategijska pristupa odbrane carstva. Tokom vla-

davine Julio-Klaudijevaca (eng. Julio Claudian dynasty), do 68. godine

nove ere, odbrana Rimskog carstva bila je zasnovana kako na aktiv-

nom uqex�u legija, tako i na znaqajnom oslaǌaǌu na trupe klijent-

skih kraǉevstava raspore�enim u xirokom luku, od pustiǌe Arabije

do malih plemenskih dr�ava Germana smextenim na krajǌem severoza-

padu evropskog kontinenta. Strategija se zasnivala na percepciji vo-

jne snage Rimskog carstva koje je, u sluqaju neposluxnosti, moglo da

dovede do unixteǌa bilo kog od potqiǌenih klijentskih kraǉevstava.

Saznaǌe o mo�i Rima spreqavalo je napade na ǌegovu teritoriju qak i

kada rimska vojska nije mogla adekvatno da odgovori na napad. Poko-

ravaǌe ve�eg broja klijentskih kraǉevstava, posebno na Bliskom i-

stoku i Maloj Aziji, kao i osvajaǌe Dakije, doveli su do prelaska
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na izuzetno sofisticiranu strategiju odbrane qiji je temeǉ postavio

car Hadrijan (117-138) (lat. Publius Aelius Traianus Hadrianus). Kako bi

se predupredili napadi na teritoriju samog carstva, strategija cara

Hadrijana se zasnivala na napadima na bilo koju ve�u vojnu forma-

ciju sa druge strane granice i, kao takva, uspexno je funkcionisala do

poqetka krize, odnosno do 235. godine.

Velika kriza III veka, koja se zavrxila vladavinama cara Diokleci-

jana (lat. Gaius Aurelius Valerius Diocletianus Augustus) i cara Konstantina

(lat. Flavius Valerius Aurelius Constantinus Augustus), dovela je do drasti-

qne promene u strategiji odbrane carstva. Poqetkom IV veka carstvo

nije vixe bilo u staǌu da predupredi napade na svoju teritoriju, tj.

da efikasno izvrxava udare po ojaqanim i znatno boǉe organizovanim

plemenskim konfederacijama Germana du� evropskih granica, na Rajni

i Dunavu, ili znatno ojaqalog persijskog carstva, pod Sasanidima, na

Bliskom istoku. Zbog toga je car Konstantin izveo reformu odbrane

i sveo je na odbranu po dubini teritorije. Odbranom po dubini teri-

torije bi se, u najboǉem sluqaju, napadaq, koji je upao na teritoriju

carstva, opkolio tako xto bi pograniqne trupe blokirale granicu iza

ǌega, a trupe raspore�ene po dubini teritorije blokirale put ka su-

xtinski va�nim i populaciono i ekonomski najznaqajnijim teritorijama

carstva. U ciǉu realizacije ovakvog vida odbrane, bilo je potrebno

osmisliti raspored xto je mogu�e maǌeg broja jedinica po celom car-

stvu tako da svaka provincija bude zaxti�ena, ili, u sluqaju uspexnog

napada, upad bude lokalizovan na xto je mogu�e maǌu teritoriju. Za

detaǉniji opis strategije odbrane Rimskog carstva pogledati kǌigu E.

N. Luttwak-a, [1].

Ideja za matematiqkim prikazom problema raspore�ivaǌa legija Rim-

skog carstva prvi put se spomiǌe u radu John Arquilla i Hal Fredricksen-a

”Graphing’ an Optimal Grand Strategy” objavǉenom u qasopisu ”Military Op-

erations Research” 1995. godine. Ubrzo potom, C.S. ReVelle aprila 1997.

godine objavǉuje svoj rad pod imenom ”Da li mo�ex da zaxtitix Rim-

sko carstvo? (eng. Can you protect the Roman Empire?). Kao odgovor na

pitaǌe koje je ReVelle postavio, Ian Stewart objavǉuje tekst pod naslovom

”Odbraniti Rimsko carstvo!” (eng. ”Defend the Roman Empire!”) decembra

1999. godine i time inspirixe veliki broj nauqnika da ovaj problem

rexe. Ve� u izdaǌu avgust-septembar 2000. godine C.S. ReVelle i K.E.
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Rossing objavǉuju svoj rad ”Odbrana Rimskog carstva: Klasiqan pro-

blem u vojnoj strategiji” (eng. ”Defendens Imperium Romanum: A Classical

Problem in Military Strategy”) koji se smatra jednim od prvih radova na tu

temu. Tom prilikom ReVelle i Rossing postavili su dva pitaǌa:

• Koliko je trupa potrebno da se zaxtiti carstvo i kako da se trupe

rasporede tako da svaka regija carstva bude ili sigurna ili za-

xti�ena?

• U sluqaju da postoji ograniqen broj trupa, koji je optimalni ra-

spored trupa koji �e omogu�iti da najve�i broj regija bude sigu-

ran ili zaxti�en?

Kao odgovor na postavǉena pitaǌa u istom radu dati su matematiqki

modeli za rexavaǌe opisanih problema. Sa obzirom da se za svaku

regiju mo�e postaviti pitaǌe da li je ili nije ispuǌen neki uslov, pro-

blem organizovaǌa trupa pripada klasi problema odluqivaǌa. Stoga

su ReVelle i Rossing, ako je svaki region ili siguran (ima stacioniranu

trupu) ili sused sa regijom koja ima dve trupe, problem odre�ivaǌa naj-

maǌeg broja trupa potrebnih da svaka regija carstva bude ili sigurna

ili zaxti�ena nazvali problemom pokrivaǌa skupa (eng. the set covering

deployment problem). Sliqno, odgovor na drugo pitaǌe predstavǉa pro-

blem maksimalnog pokraivaǌa skupa (eng. the maximal covering deployment

problem). Problemi pokrivaǌa skupa i maksimalnog pokrivaǌa skupa,

kao klasiqni problemi kombinatorne optimizacije, pripadaju klasi NP

kompletnih problema.

Budu�i da se svaka regija Rimskog carstva mo�e predstaviti qvorom

grafa i da se za svake dve regije koje imaju zajedniqku granicu (ili se

morskim putem mo�e direktno sti�i od jedne regije do druge), odgo-

varaju�i qvorovi mogu povezati granom, Rimsko carstvo se mo�e pred-

staviti grafovski. Pri tom bi broj trupa stacioniranih u regiji koju

dati qvor simbolizuje zapravo predstavǉao te�inu tog qvora. Neka je,

zato, svaka regija Rimskog carstva predstavǉena qvorom grafa i neka su

dva qvora povezana ukoliko izme�u odgovaraju�ih regija postoji zaje-

dniqka granica ili direktna vodena veza. Dakle, neka se, na primer,

graf sastoji iz 8 qvorova: v1 ≡ Britanija, v2 ≡ Galija, v3 ≡ Rim,

v4 ≡ Trakija, v5 ≡ Azija, v6 ≡ Egipat, v7 ≡ Afrika i v8 ≡ Xpanija

3



i neka je matrica susedstva datih qvorova definisana sa

A =



0 1 0 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 1

1 1 1 0 0 0 1 0


.

Obele�imo ovako definisan graf sa GR, Slika 1. Problem odre�i-

Slika 1: Prikaz grafa GR definisanog za Rimsko carstvo

vaǌa broja trupa i ǌihovog rasporeda kojim bi se zaxtitilo 8 regija

mo�e se optimalno rexiti na xest naqina. Uzimaju�i da te�ina qvora

zapravo predstavǉa broj stacioniranih trupa u odgovaraju�oj regiji,

obele�imo qvor te�ine 2 crnim kvadratom, qvor te�ine jedan crvenim

krugom i qvor te�ine nula belim krugom. Tada se svih xest optimalnih

rexeǌa problema raspore�ivaǌa trupa na grafu GR mogu prikazati kao

na Slici 2.

Imaju�i u vidu da je dati primer maǌih razmera, lako se mo�e

videti da je najmaǌi broj trupa potrebnih da se zaxtiti carstvo 4,

odnosno da sa maǌim brojem trupa to nije mogu�e. Me�utim, da li se

uvo�eǌem novih ili izmenom postoje�ih uslova Rimsko carstvo mo�e

zaxtiti sa maǌim brojem trupa? Odnosno, da li navedeni uslovi za-

ista garantuju bezbednost i kako spreqiti pobune u regijama koje nemaju

stacionirane trupe? Kao odgovor na ova pitaǌa nastao je veliki broj

sliqnih problema. Pod pretpostavkom da je regija zaxti�ena ukoliko

ima stacioniranu trupu ili je susedna sa regijom u kojoj je bar jedna

4



Slika 2: Ilustracija optimalnog rasporeda trupa po regijama Rimskog
carstva na grafu GR

trupa stacionirana, mo�e se dozvoliti pomeraǌe trupe iz provincije u

kojoj je stacionirana ka susednoj, napadnutoj provinciji. Problem koji

dozvoǉava opisano pomeraǌe tako da je carstvo bezbedno pre i nakon

pomeraǌa trupe, naziva se problemom slabe rimske dominacije. Uvo-

�eǌem uslova kojim svaka regija koja nema stacioniranu trupu, pored

suseda koji ima dve stacionirane trupe, mora imati najmaǌe jednog

suseda koji tako�e nema stacioniranu trupu, nastaje problem ograni-

qene rimske dominacije. Sliqno, ako se trupe, umesto po qvorovima,

raspore�uju po granama grafa, dobija se problem rimske dominacije na

granama, odnosno, ako je dozvoǉeno raspore�ivaǌe trupa i po qvorovima

i granama grafa, dobija se problem mexovite rimske dominacije.

Iako je osnova ovog problema istorijskog karaktera, pravi razlog

prouqavaǌa problema rimske dominacije se zapravo ogleda u ǌihovoj

primeni danas. Naime, problem rimske dominacije se ekvivalentno

mo�e preslikati na veliki broj problema koji se tiqu raspore�ivaǌa

razliqitih vrsta resursa.
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1.2 Osnovni pojmovi i definicije

Neka su funkcije f, gi : S → R, i = 1, . . . ,m, definisane na nekom skupu

S. Problem odre�ivaǌa rexeǌa x iz skupa dopustivih rexeǌa X ⊆ S,

X = {x ∈ S | gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m}, za koje funkcija f dosti�e

minimalnu ili maksimalnu vrednost, naziva se problemom optimiza-

cije. Postoji veliki broj problema koji se matematiqki mogu modelo-

vati kao problemi optimizacije: minimizacija troxkova u proizvodǌi,

minimizacija troxkova pri raspore�ivaǌu zaposlenih, pri transportu

robe, maksimizacija profita, kao i mnogi drugi.

Problem optimizacije qiji se prostor rexeǌa mo�e predstaviti ko-

naqnim ili prebrojivo beskonaqnim, diskretnim skupom S, naziva se

problemom diskretne optimizacije i u ǌegovom najapstraktnijem mate-

matiqkom obliku, mo�e predstaviti slede�om formom:

min (ili max ) f(x)

pri ograniqeǌima x ∈ X.
(∗)

Funkcija f problema (∗) naziva se funkcijom ciǉa, a rexeǌe x∗ ∈ X

optimalnim rexeǌem, ukoliko ima najmaǌu (najve�u) vrednost funkcije

ciǉa u odnosu na sva rexeǌa iz dopustivog skupa X, X ⊆ S.

Sa obzirom da prouqavaǌe prostora rexeǌa predstavǉa osnovu po-

stupka odre�ivaǌa optimalnog rexeǌa, diskretna optimizacija se sma-

tra granom kombinatorike. Ovaj stav proizilazi iz podatka da u pojmu

diskretne optimizacije apsolutno centralnu ulogu ima neizbe�an iz-

bor izme�u uzajamno iskǉuqivih sluqajeva.

Problemi diskretne optimizacije kod kojih su funkcija ciǉa f i

funkcije ograniqeǌa gi, i = 1, . . . ,m, definisane kao linearne funkcije,

mogu se klasifikovati u probleme linearnog programiraǌa (eng. Linear

Programming, LP). Inaqe, ukoliko makar jedna od pomenutih funkcija

nije linearna, tada se takvi problemi klasifikuju u probleme neline-

arnog programiraǌa (eng. Non Linear Programming, NLP). Problemi li-

nearnog programiraǌa kao i problemi koji �e biti razmatrani u tezi
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mogu se predstaviti na slede�i naqin:

min ili max
n∑
i=1

cixi

pri ograniqeǌima:
n∑
i=1

aijxi ≥ bj, j = 1, . . . ,m,

xi ≥ 0, i = 1 . . . , n,

xi ∈ Z, i ∈ I.

(∗∗)

Promenǉive odluqivaǌa xi uslovǉene su nenegativnox�u, sa m linear-

nih nejednakosti odre�enih koeficijentima aij i bj i zahtevom da svako

xi, gde je i ∈ I (I ⊆ {1, 2, . . . , n}), bude ceo broj. Ciǉ ovako defini-

sanog problema je da se odrede vrednosti promenǉivih xi takve da suma∑n
i=1 cixi bude minimalna (ili maksimalna). Problem (∗∗) naziva se pro-

blemom celobrojnog linearnog programiraǌa (eng. Integer Linear Programing,

ILP) ukoliko je I = {1, 2, . . . , n}, u suprotnom se, ako I nije prazan skup,

naziva problemom mexovitog celobrojnog linearnog programiraǌa (eng.

Mixed Integer Linear Programing, MILP).

Intuitivno je jasno da su problemi diskretne optimizacije najqex�e

texki za rexavaǌe. Naime, kardinalnost skupa dopustivih rexeǌa koji

treba ispitati, a koji je velikih dimenzija, raste eksponencijalno sa

porastom broja promenǉivih. Na primer, ako uzmemo da neki problem

ima 200 binarnih promenǉivih, tada broj mogu�ih rexeǌa tog problema

iznosi 2200, odnosno oko 1.6 · 1060. Ako sada uzmemo da isti problem ima

201 promenǉivu, kardinalnost ǌegovog skupa rexeǌa je dva puta ve�a.

Dakle, ako se ovaj problem rexava ispitivaǌem vrednosti svih rexeǌa,

tada je za 201 promenǉivu potrebno proveriti dva puta vixe mogu�ih

rexeǌa. Ova ogromna i eksponencijalno rastu�a veliqina skupa do-

pustivih rexeǌa zapravo onemogu�ava kompletnu proveru svih rexeǌa

qak i za probleme malih dimenzija, a qest je sluqaj da je provera i

najmaǌeg dela skupa rexeǌa raqunski neizvodǉiva.

Fundamentalni koncepti teorije kompleksnosti. Kao xto je ranije
pomenuto, u savremenom �ivotu postoji veliki broj problema koji se

mogu formulisati kao problemi optimizacije, a sa tim u vezi, i veliki

broj razliqitih klasa problema optimizacije. Primera radi, problem
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rutiraǌa vozila predstavǉa jednu klasu problema, dok problem raspo-

re�ivaǌa vozaqa sasvim drugu. Ukoliko problem rutiraǌa rexavamo

za neki konkretno zadat vozni park, tada se mo�e re�i da rexavamo

problem za konkretno zadatu instancu. Instance koje pripadaju is-

toj klasi problema mogu se me�usobno razlikovati na osnovu vixe ra-

zliqitih parametara. Najqex�e ih karakterixe ǌihova veliqina, tj.

broj ulaznih podataka koji nazivamo dimenzijom. Implicitno je jasno

da problem mo�e da obuhvata instance izuzetno razliqitih veliqina.

Ostavǉaju�i po strani pitaǌe o tome kako se za jednu instancu de-

finixe veliqina, a kako se zaista definixe obim raqunaǌa te in-

stance, sigurno se mo�e oqekivati da �e se obim raqunaǌa pove�ati sa

pove�aǌem veliqine instance. Sa tim u vezi, fundamentalne razlike

u rexivosti izme�u razliqitih klasa problema predstavǉaju predmet

prouqavaǌa teorije kompleksnosti izraqunavaǌa (eng. complexity theory).

Teorijom kompleksnosti se obim raqunaǌa odgovaraju�e matematiqke

forme izra�ava u funkciji od dimenzije same instance i na taj naqin

vrxi kategorizacija problema. Vreme rexavaǌa t(n) problema dimen-

zije n zavisi od brzine raqunara na kome se taj problem rexava i

mo�e se izraziti u sekundama, minutima ili nekoj drugoj sliqnoj veli-

qini. Iako t(n) predstavǉa procesorsko vreme potrebno da algoritam

rexi neki problem dimenzije n, qesto se umesto taqnog zapisa funkcije

t(n) za procenu efiksanosti algoritama i asimptotsku analizu koristi

Bachmann-Landau-ova notacija veliko O i ka�e da se algoritam izvrxava

u vremenu O(g(n))1 . Na ovaj naqin, procena vremena izraqunavaǌa “u

najgorem sluqaju”, odra�ava da se bax svaka instanca mo�e efikasno

rexiti u tom vremenu. Na primer, ako se broj raqunskih radǌi nekog

algoritma, pri rexavaǌu instance dimenzije n, mo�e izraziti poli-

nomom petog stepena, tada se mo�e re�i da je taj algoritam slo�enosti

n5, odnosno O(n5). Sliqno, slo�enost algoritama mo�e se oceniti sa

O(1), O(n), O(n log(n)), O(2n), itd.

Algoritam se smatra efikasnim ukoliko se ǌegova slo�enost mo�e

oceniti sa O(nk) (k je konstanta koja zavisi od problema koji se rexava,

dok n predstavǉa dimenziju instance):

1Za dve pozitivne funkcije t, g : N→ R ka�emo da je algoritam brzine t(n), odnosno
asimptotske slo�enosti O(g(n)) ako postoje pozitivne konstante n0 i c takve da za
svako n ≥ n0 va�i t(n) ≤ c · g(n).
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- Pretpostavimo da za n = 10 postoji algoritam logaritamske slo-

�enosti kome je potrebno sat vremena rada, algoritam slo�enosti

O(n5) kome je potreban samo jedan minut i xema slo�enosti O(2n)

kojoj je potrebna samo jedna sekunda za nala�eǌe rexeǌa ove in-

stance. Tada �e za n = 100 algoritam logaritamske slo�enosti za-

htevati dva sata, algoritam polinomijalne slo�enosti potroxiti

69.4 dana a eksponencijalnoj xemi �e biti potrebno vixe od 1017

vekova za rexavaǌe istog problema2.

Dakle, sa pove�aǌem dimenzije problema mogu se videti drastiqne ra-

zlike u vremenu izvrxavaǌa algoritama, koji algoritam logaritamske

slo�enosti qine mnogo po�eǉnijim nego algoritam polinomijalne a ovaj

mnogo po�eǉniji od algoritma eksponencijalne slo�enosti.

Pored fiziqkog raqunara, slo�enost algoritma mo�e se oceniti ko-

rix�eǌem apstraktnih raqunarskih sistema (na primer, Tjuringove

maxine). Zapravo, imaju�i u vidu model Tjuringove maxine, mo�e se

jasno definisati pojam veliqina instance. Tjuringova maxina ne re-

xava problem direktno. Umesto toga, Tjuringova maxina, po �elijama

beskonaqne trake, kodira problem simbolima maxinskog alfabeta i pod

veliqinom instance podrazumeva du�inu zapisa te instance, odnosno

broj zauzetih �elija na traci Tjuringove maxine. Kako je veliqina in-

stance definisana du�inom koda problema, ova qiǌenica sugerixe da,

potencijalno, isti problem, u zavisnosti od izbora kodiraǌa, mo�e da

ima veoma razliqite veliqine. Me�utim, u ve�ini sluqajeva na analizu

kompleksnosti ne utiqu razlike u kodiraǌima jer su sva razumna kodi-

raǌa ekvivalentna u smislu da jedno kodiraǌe mo�e biti izra�eno kao

polinomijalna funkcija nekog drugog. Ipak, postoje razlike u kodira-

ǌima koje se ne mogu ignorisati. Na primer, poznata binarna, oktalna,

decimalna i sliqna kodiraǌa, koja za kodiraǌa konstanti problema ko-

riste fiksirani broj cifara, i, recimo, unarni zapis brojeva (broj

se zapisuje odgovaraju�im brojem crtica), daju razliqite slo�enosti

algoritama za isti problem. Kako u unarnom zapisu du�ina zapisa

problema polinomijalno raste sa pove�aǌem veliqine konstanti a kod

zapisa sa fiksnim brojem cifara du�ina zapisa problema raste logari-

tamski, potpuno je zamislivo da algoritam rexava problem u unarnom

zapisu u polinomijalnom vremenu a da problem u zapisu sa fiksnim bro-
2Podaci su preuzeti iz [2].
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jem cifara rexava u eksponencijalnom vremenu. Zbog toga je uobiqajeno

da se problem klasifikuje kao rexiv u polinomijalnom vremenu samo

ukoliko je polinomijalan kada su konstante problema zadate u zapisu sa

fiksnim brojem cifara. Nije nemogu�e da neki problemi, koji se danas

smatraju polinomijalno rexivim, prestanu to da budu ukoliko se do�e

do otkri�a novog super gustog naqina kodiraǌa koji �e logaritamski

skratiti du�inu ulaznih konstanti problema.

Problemi odluqivaǌa. Me�u problemima diskretne optimizacije

veliku pa�ǌu privlaqe problemi koji, umesto potpunog vektora rexe-

ǌa ili optimalne vrednosti, kao rexeǌe problema dobijaju odgovor u

obliku ”DA” ili ”NE”. Ovakvi problemi nazivaju se problemima odlu-

qivaǌa. Svaki problem optimizacije mo�e se svesti na problem odlu-

qivaǌa, a da bi se videla direktna veza izme�u problema optimizacije

i problema iskazanog u obliku problema odluqivaǌa, posmatrajmo po-

znati problem trgovaqkog putnika:

Neka je dat graf G = (V,E) qije su grane (i, j) te�ine wij. Da li za

dati graf postoji zatvoreni put du�ine ne ve�e od w kojim se obilaze

svi qvorovi tog grafa?

Klasa P problema. Problemi odluqivaǌa mogu biti razliqite slo�e-

nosti i obima, od lako rexivih pa sve do problema za koje je dokazano da

se ne mogu rexiti ni jednim algoritmom. Problemi za koje je pokazano

da su polinomijalne slo�enosti pripadaju klasi najboǉe rexenih pro-

blema, klasi P problema. Prema tome, klasi P problema pripadaju pro-

blemi za koje postoji Tjuringova maxina koja daje taqan ”DA” ili ”NE”

odgovor u ograniqenom broju koraka rada maxine, a qija je granica

izra�ena polinomom od du�ine zapisa problema.

Klasa CoP problema. Ukoliko se u prethodnom primeru postavi obr-

nuto pitaǌe, odnosno ukoliko se pita da li za dati graf ne postoji

zatvoreni put koji obilazi svaki qvor grafa du�ine ne ve�e od w, do-

bija se komplement problema P. Dakle, komplement problema odluqi-

vaǌa predstavǉa problem u kome su odgovori ”DA” i ”NE” zamenili

mesta. Ovakav prelaz sa pitaǌa u kome se proverava da li za neki

problem postoji rexeǌe na pitaǌe u kojima se proverava da li taj pro-

blem nema rexeǌe zapravo je znaqajniji nego xto se qini. Me�utim, za

probleme iz klase P ovakav prelaz nije od velikog znaqaja jer ǌihovi
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komplementi tako�e pripadaju klasi P problema.

Klasa NP problema. Da bi se problemi klasifikovali kao problemi

koji pripadaju klasi P problema, problem odluqivaǌa mora biti rexiv

u polinomijalnom vremenu. Me�utim, xta se dexava ako je poznato samo

neko rexeǌe problema? Qesto je provera kojom bi problem odluqivaǌa

za konkretno zadato rexeǌe dao odgovor ”DA” relativno laka. Uzi-

maju�i problem trgovaqkog putnika za primer, relativno brzo mo�e da

se proveri da li predlo�eni put zadovoǉava sve uslove dopustivosti.

Ako je predlo�eni put dopustiv, pitaǌe ǌegovog postojaǌa je rexeno.

Ukoliko predlo�eni put ne zadovoǉava neko ograniqeǌe, sve xto mo�e

da se uradi je da se tra�i neko drugo rexeǌe.

Osnovna karakteristika NP problema je da se ne mogu lako rexiti

ali zato provera ǌihovih potencijalnih rexeǌa mo�e biti relativno

laka. Konkretno, klasa NP problema ukǉuquje sve one probleme odluqi-

vaǌa na koje se mo�e odgovoriti u polinomijalnom vremenu (u odnosu na

problem i predlo�eno rexeǌe) budu�i da se odgovaraju�om Tjuringovom

maxinom kodiraju i problem i ǌegovo potencijano rexeǌe. Skra�enica

NP potiqe od nedeterministiqki u polinomijalnom vremenu.

Klasa CoNP problema. Komplementi problema klase NP problema,

tj. problemi odluqivaǌa iz klase NP kod kojih odgovoru ”DA” odgo-

vara odgovor ”NE” pripadaju klasi CoNP. Ranije je ve� napomenuto

da se algoritmi za rexavaǌe problema klase P mogu prilagoditi tako

da rexavaju svoje komplementarne ”NE” parove, tj. da je P= CoP. Za

svaki problem klase NP postoji Tjuringova maxina takva da se ǌeno

izvrxavaǌe prekida u polinomijalnom vremenu za svaki ulaz, a za ra-

zliku od klase P problema, potencijalno rexeǌe predstavǉa deo tog

ulaza. Tako, ako se maxina zaustavi sa odgovorom ”DA”, znamo da je

odgovor na osnovni problem ”DA”. Me�utim, ako se maxina zaustavi

a da nije dokazala pozitivan odgovor, jako malo se mo�e zakǉuqiti o

tom problemu. Mo�da je taqan odgovor ”DA” ali je na ulazu pogrexno

potencijalno rexeǌe a mo�da je i odgovor ”NE”. Jedini zakǉuqak koji

mo�e da se izvede je da kodirani problem i ukǉuqeno potencijalno re-

xeǌe ne dovode do odgovora ”DA”. Kako se za odre�eni problem mo�e

sa sigurnox�u tvrditi da ima odgovor ”NE”, tj. kako se rexavaju

problemi iz klase CoNP? U potpunosti je mogu�e da je jedini vaǉan
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pristup ispitivaǌe svih mogu�ih potencijalnih rexeǌa, zakǉuquju�i

”NE” ukoliko ni jedno od potencijalnih rexeǌa ne vodi do dokazivog

”DA”. Budu�i da je broj potencijalnih rexeǌa eksponecijalne prirode,

mo�da nije mogu�e potvrditi ”NE” odgovore sa potencijalnim rexe-

ǌima polinomijalne du�ine. Stoga, postoje mnogi qlanovi iz klase

CoNP koji ne pripadaju klasi NP problema.

Iako je potpuno jasno da CoP = P, odnos izme�u klasa P i NP pro-

blema i daǉe predstavǉa nerexen problem. Zapravo, odgovor na pitaǌe

”da li se problemi, kod kojih se za neko rexeǌe mo�e dobiti ”DA” ili

”NE” odgovor u polinomijalnom vremenu, tako�e mogu rexiti u poli-

nomijalnom vremenu?” je i daǉe nepoznat.

Sa tim u vezi, ideja da se jedan problem rexava primenom efika-

snog potprograma korix�enog u rexavaǌu nekog drugog problema ima

kǉuqnu ulogu kod analize kompleksnosti problema. Na primer, inverz

matrice dimenzije n × n mo�e se rexiti postupkom koji se koristi za

rexavaǌe sistema od n jednaqina sa n nepoznatih.

Definicija 1.1. Ka�emo da se problem (A) mo�e svesti na problem (B)

ukoliko se bilo koji algoritam za rexavaǌe problema (B) mo�e prevesti

na algoritam za rexavaǌe problema (A). Problem (A) se polinomijalno

svodi na problem (B) ako algoritam polinomijalne slo�enosti za rexa-

vaǌe problema (B) povlaqi postojaǌe algoritma polinomijalne slo�eno-

sti za rexavaǌe problema (A). Polinomijalno svo�eǌe problema (A) na

problem (B) obele�ava se sa (A) ∝ (B).

Teorema 1.1. (Lema o svodǉivosti, [3]) Ako problem (A) mo�e da se svede

na problem (B) u polinomijalnom vremenu, tada va�i:

• (B) ∈ P ⇒ (A) ∈ P ;

• (B) ∈ NP ⇒ (A) ∈ NP .

NP-ekvivalentni problemi. Problemi na koje se polinomijalno

svode svi problemi iz klase NP nazivaju se NP-texkim. Iako se ni

jedan od tih problema ne mo�e rexiti polinomijalno, ispostavilo se

da je familija NP-texkih problema izuzetno velika. Ona, praktiqno,

ukǉuquje sve probleme koji ve� dugo zaokupǉaju pa�ǌu ǉudi koji se
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bave diskretnom optimizacijom. Me�u ǌima su problem trgovaqkog put-

nika, bojeǌe grafova, pokrivaǌe skupova, problem ranca i razni drugi

problemi.

Izuzetan doprinos za otkrivaǌe velikog broja NP-texkih problema

i razvoj teorije kompleksnosti imaju Stephen Cook [4] i Richard Karp [5].

Cook je definisao problem zadovoǉivosti (eng. satisfiability problem, (SAT)

problem) i pokazao da je tako definisan problem NP-te�ak, dok je Karp

[5] demonstrirao da se problem zadovoǉivosti mo�e svesti na veliki

broj problema diskretne optimizacije iz literature.

Uvedimo skup binarnih promenǉivih {x1, . . . , xn} i ǌihove komple-

mente obele�imo sa x̄i, i = 1, . . . , n. Svakoj promenǉivoj dodeǉuje se

vrednost ”taqno” ili ”netaqno” u smislu da je xi taqno ako i samo ako

je x̄i netaqno. Problemom zadovoǉivosti postavǉa se slede�e pitaǌe:

Ako je nad datim skupom promenǉivih data konjunkcija niza dis-

junkcija, da li se datim promenǉivim mogu dodeliti vrednosti tako

da zadata konjunkcija bude tautologija?

Ukoliko takvo dodeǉivaǌe postoji, za taj izraz ka�emo da je zadovoǉiv.

Sada se Cook-ova teorema o pripadnosti (SAT) problema klasi NP texkih

problema mo�e izraziti na slede�i naqin.

Teorema 1.2. Svaki problem Q ∈ NP mo�e se polinomijalno svesti na

(SAT).

Na osnovu Cook-ove teoreme mo�e se videti da je (SAT) jednako te�ak

za polinomijalno rexavaǌe kao i bilo koji drugi problem iz klase NP

problema.

NP kompletni problemi. Problem koji pripadaju i klasi NP-texkih

i klasi NP problema nazivaju se NP kompletnim problemima. Svaka dva

NP kompletna problema (Q) i (R) imaju svojstva (Q) ∝ (R) i (R) ∝ (Q).

Sa tim u vezi, kako je relacija ∝ ve� refleksivna i tranzitivna, sledi

da NP-kompletni problemi formiraju klasu ekvivalencije, tj. ako se

za jedan problem poka�e da postoji algoritam koji ga rexava u poli-

nomijalnom vremenu, tada takav algoritam postoji za sve probleme iz

ove klase.
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Pojmovi i znaqeǌa opisani u ovom odeǉku nastali su pod uticajem i

delimiqno su preuzeti iz kǌige [6]. Budu�i da priqa o P i NP proble-

mima, kao i o relacijama P=NP i P6=NP prevazilazi okvire ove teze,

date su samo osnovne definicije i teorema bez dokaza. Mnogo detaǉnije

se o ovim problemima mo�e na�i u [2] i [6].

Imaju�i u vidu da vreme nala�eǌa optimalnih rexeǌa odre�enih

problema kombinatorne optimizacije mo�e biti nedopustivo veliko,

javǉa se potreba za algoritmima koji �e odrediti pribli�no rexe-

ǌe tih problema u dopustivom vremenskom intervalu. Takvi algoritmi

nazivaju se heuristikama i oni ne garantuju da je prona�eno rexeǌe

optimalno. Zapravo, heuristika se smatra dobrom ukoliko je dobijeno

suboptimalno rexeǌe odgovaraju�e po nekom kriterijumu (vreme izvr-

xavaǌa, proceni pribli�nosti optimalnom rexeǌu itd.).

1.3 Oznake korix�ene u radu

Neka je dat graf G = (V,E). Koristimo slede�e oznake:

V = {v1, v2, . . . , vn} - skup qvorova grafa G;

E = {e1, e2, . . . , em} - skup grana grafa G;

|V | - kardinalnost skupa V , najqex�e u oznaci n, za graf sa n

qvorova ka�e se da je reda n;

|E| - kardinalnost skupa E, najqex�e u oznaci m;

A = [aij]n×n - matrica povezanosti qvorova grafa G,

aij =

1, ako su qvorovi vi i vj povezani granom

0, inaqe;

e = (u, v) - orijentisana grana, e = {u, v} - neorijentisana grana,

e = (u, u) - petǉa;

degG(u) - stepen qvora u ∈ V (broj grana incidentnih sa qvorom u);

δ(G) = min {degG(u) | u ∈ V } - minimalni stepen qvorova u grafu

(δ ako je graf poznat);
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∆(G) = max {degG(u) | u ∈ V } - maksimalni stepen qvorova u grafu

(∆ ako je graf poznat);

NG(v) = {u ∈ V | {u, v} ∈ E} - otvorena okolina qvora v ∈ V (Nv

ako je graf poznat);

NG[v] = NG(v)∪ {v} - zatvorena okolina qvora v ∈ V (N[v] ako je graf

poznat);

N(S) = (∪v∈SNv) \ S - otvorena okolina skupa S, S ⊆ V ;

N [S] = N(S) ∪ S - zatvorena okolina skupa;

G - komplement grafa G (graf sa istim brojem qvorova kao i G i

osobinom da su dva qvora susedna u G akko nisu susedna u G).

d(u, v) - du�ina najkra�eg puta izme�u qvorova u i v;

ecc(v) = max {d(v, w) : w ∈ V } - ekscentricitet qvora (eng. eccentrici-

tity);

diam(G) = max {ecc(v) : v ∈ V } - dijametar grafa (eng. diameter);

rad(G) = min {ecc(v) : v ∈ V } - radijus grafa (eng. radius);

S − pn privatno susedstvo qvora (qvor u se naziva privatnim suse-

dom (eng. private neighbor) qvora v (v ∈ S ⊆ V ), u odnosu na S (u

oznaci: u je S − pn od v), ukoliko je u ∈ N[v] \N [S \ {v}]);

pn(v, S) = N[v] \N [S − {v}] privatna okolina qvora v ∈ S u odnosu na

S;

epn(v, S) = pn(v, S)\{v} spoǉna privatna okolina (eng. external private

neighbor set of v) qvora v.

Pojmovi korx�eni u relevantnim radovima iz literature:

- skup S naziva se neredundantnim ako je pn(v, S) 6= ∅ za svako v ∈ S;

- skup S ⊆ V naziva se nezavisnim ili stabilnim ako ni koja dva

qvora u skupu S nisu susedna;

- broj elemenata, u oznaci i(G), predstavǉa kardinalnost maksi-

malnog nezavisnog skupa S u G;
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- graf G = (V,E) je regularan, odnosno r-regularan ako su svi qvorovi

grafa G stepena r (δ(G) = ∆(G), odnosno δ(G) = ∆(G) = r);

- graf G = (V,E) je kompletan ako je δ(G) = ∆(G) = n − 1, |V | = n.

Kompletni grafovi stepena n oznaqavaju se sa Kn;

- graf se naziva prostim ukoliko nema petǉi niti paralelnih grana.

- graf G = (V,E) sa osobinom V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅, pri qemu za

svaku granu iz E va�i da joj je jedan kraj iz skupa V1 a drugi iz

skupa V2 naziva se bipartitnim ili bigrafom;

- bipartitni graf G = (V1∪V2, E) se naziva kompletno bipartitnim

grafom, ako su svi elementi skupa V1 povezani sa svim elementima

skupa V2. Za n1 = |V1| a n2 = |V2| kompletno bipartini graf se

obele�ava sa Kn1×n2. Kompletno bipartitni graf K1,n se naziva

zvezdom;

- neka je dat graf G = (V,E). Graf oblika Γ = (U, T ) pri qemu je

U ⊆ V i T ⊆ E takav da su krajevi grana iz T qvorovi iz U naziva

se podgrafom grafa G (eng. subgraph). Ako je U 6= V , graf Γ je pravi

podgraf grafa G;

- Za dva proizvoǉna grafa G i H Dekartov proizvod (eng. Cartesian

product) se definixe kao graf G�H sa skupom qvorova {(u, v) : u ∈
G, v ∈ H}. Pri tom, dva qvora (u1, v1) i (u2, v2) su susedna u G�H

ako i samo ako je jedno od slede�ih tvr�eǌa taqno: 1) u1 = u2

i v1 je sused sa v2 u H; 2) v1 = v2 i u1 je sused sa u2 u G. Ako je

G = Pm i ako je H = Pn tada se Dekartov proizvod G�H naziva m×n
grid grafom i obele�ava sa Gm,n. Na slikama 3 i 4 prikazani su

Dekartovi proizvodi P2�Pn i P3�Pn, za 1 ≤ n ≤ 5.

Slika 3: Grid grafovi G2,n, 1 ≤ n ≤ 5.

Slika 4: Grid grafovi G3,n, 1 ≤ n ≤ 5.
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- Skup qvorova S, S ⊂ V grafa G = (V,E) naziva se 2-pokrivaǌem (eng.

2-packing graph) ako za svaki par qvorova u, v ∈ S va�i N [u] ∩N [v] =

∅. Maksimalna kardinalnost skupa S koji predstavǉa 2-pokrivaǌe

grafa G oznaqava se sa P2(G) (ilustracije radi, na slici 5 su za

grafove G1 i G2 qvorovi iz skupova P2(G1) i P2(G2) uve�ani).

Slika 5: Grafovi G1 (levo) i G2 (desno)

- Za dva grafa G i H, ǌihov kardinalni proizvod G ×H definixe

se na slede�i naqin: za skup qvorova va�i relacija V (G × H) =

V (G)× V (H), dok su dva qvora (g, h), (g′, h′) ∈ V (G×H) susedna ako i

samo ako je g susedno sa g′ u G i h sused sa h′ u H.

- Unija dva grafa G i H, u oznaci G+H, definixe se skupom qvorova

V (G)∪ V (H) i skupom grana E(G)∪E(H)∪ {vw : v ∈ V (G), w ∈ V (H)}.

- Venac graf (eng. corona graph), u oznaci G ?H, se formira od jedne

kopije grafa G i |V (G)| kopija grafa H, tako da i-ti qvor od G

bude susedan sa svim qvorovima i-te kopije od H. Konkretno, G?K1

predstavǉa graf saqiǌen od jedne kopije grafa G i |V (G)| kopija
grafa K1, odnosno saqiǌen je od grafa G i |V (G)| kopija qvora

v′ povezanim na slede�i naqin: svaki qvor grafa G je povezan sa

jednom kopijom grafa K1, tj. za svaki qvor v ∈ G i taqno jednu

kopiju v′ grafa K1 postoji grana vv′ koja ih povezuje. Na slici 6

prikazan je venac grafova G = K4 (qiji su qvorovi obojeni crnom

bojom) i H = P2 (qiji su qvorovi obojeni belom bojom).

Slika 6: Venac graf K4 ? P2.

- Guseniqni graf ima strukturu stabla koje, kada se uklone listovi i

ǌima incidentne grane, postaje put (nastali put naziva se kiqmom

gusenice), Slika 7 (levo).
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Slika 7: Guseniqni graf (levo) i Jastog graf (desno)

- Jastog graf ima strukturu stabla koje, kada se uklone svi listovi

i ǌima incidentne grane, postaje guseniqni graf. Kiqmu jastoga

predstavǉa kiqma ǌemu odgovaraju�e gusenice, Slika 7 (desno).

- Graf G = (V,E), qiji se qvorovi mogu particionisati u dva skupa,

X i Y , tako da qvorovi skupa X qine nezavisan skup a da qvorovi

skupa Y formiraju kompletan graf, naziva se podeǉenim grafom

(eng. split graph), Slika 8.

Slika 8: Podeǉeni graf

1.4 Problemi dominacije i rimske dominacije na grafu

Zbog svoje primene, problem dominacije na grafu predstavǉa jedan od

najprouqavanijih problema kombinatorne optimizacije.

Definicija 1.2. Skup qvorova S ⊆ V nekog grafa G = (V,E) naziva se do-

minantnim skupom ukoliko je svaki qvor u ∈ V tog grafa ili u skupu S ili

ima bar jednog suseda koji je u skupu S. Najmaǌa kardinalnost me�u svim

dominantnim skupovima definisanim za graf G obele�ava se sa γ(G). Broj

γ(G) naziva se dominantnim brojem za graf G.

Definicija 1.3. Neka je dat graf G = (V,E). Funkcija f : V → {0, 1}
naziva se dominantnom funkcijom ako i samo ako je skup V1 = {v ∈ V | f(v) =

1} dominantan skup.

U daǉem razmatraǌu smatra�emo da su svi grafovi prosti.
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Definicija 1.4. Neka je dat graf G = (V,E) i neka su data dva skupa

qvorova U i W , U,W ⊆ V . Ka�emo da skup U dominira skup W ukoliko je

svaki qvor w ∈ W ili u U ili ima suseda u U .

Problem dominacije predstavǉa problem odre�ivaǌa dominantnog

broja γ(G) za proizvoǉan prost graf G i odgovaraju�e dominantne funk-

cije f za koju se taj broj dosti�e. Postoji veliki broj razliqitih

vrsta problema dominacije na grafu, videti [7]. Jedan od znaqajnijih

problema dominacije je problem rimske dominacije koji je predmet ove

teze.

Definicija 1.5. ([8]) Neka su dati graf G = (V,E) i funkcija f : V →
{0, 1, 2}. Obele�imo sa Vi = {v ∈ V | f(v) = i}, i = 0, 1, 2. Za funkciju f re�i

�emo da je funkcija rimske dominacije (fRD funkcija) ako skup V2 dominira

skup V0. Broj w(f) =
∑

v∈V f(v) = n1 + 2n2 gde su n1 = |V1| i n2 = |V2| naziva
se te�inom funkcije f . Broj γR(G), koji predstavǉa najmaǌu te�inu

me�u svim fRD funkcijama definisanim za graf G, naziva se rimskim do-

minantnim brojem, dok se fRD funkcija f , za koju va�i w(f) = γR(G),

naziva γR-funkcijom za graf G.

Problem rimske dominacije (eng. Roman domination problem) predsta-

vǉa problem odre�ivaǌa rimskog dominantnog broja γR(G) za proizvo-

ǉan prost graf G i odgovaraju�e γR-funkcije.

Sada se problem iz uvodnog poglavǉa, koji se ticao odre�ivaǌa

optimalne strategije Rimskog carstva u vreme cara Konstantina, mo�e

matematiqki predstaviti problemom rimske dominacije (u daǉem tek-

stu RD problemom). Svaka provincija bi�e predstavǉena qvorom, a

qvorovi �e biti povezani granama ukoliko su provincije imale zaje-

dniqku granicu ili, ukoliko je bilo poznato da se morskim putem mo�e

brzo pre�i iz jedne provincije u drugu. Vrednosti funkcije rimske do-

minacije �e za svaku provinciju oznaqavati da li je u toj provinciji

stacionirana jedna, dve ili ni jedna legija. Provincija �e se sma-

trati sigurnom od napada ukoliko ima bar jednu stacioniranu legiju,

odnosno zaxti�enom od napada ukoliko ima suseda sa bar dve stacioni-

rane legije. Na ovaj naqin, jedna legija mo�e da brani susednu napa-

dnutu provinciju dok �e druga nastaviti da xtiti provinciju u kojoj

je stacionirana. Opisanim postupkom problem sa kojim se susreo car
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Konstantin se sada svodi na problem nala�eǌa odgovaraju�e funkcije

rimske dominacije za graf koji se formira od mape Rimskog carstva sa

poqetka IV veka.

Definicija 1.6 ([9]). Neka je dat graf G = (V,E). Funkcija f : V →
{0, 1, 2} naziva se funkcijom ograniqene rimske dominacije, u oznaci fRRD,

ukoliko za svaki qvor u ∈ V takav da je f(u) = 0 postoje susedni qvorovi

v, w ∈ V takvi da je f(v) = 2 i f(w) = 0. Vrednost f(u) naziva se te�inom

qvora u. Te�ina funkcije f odre�uje se po formuli w(f) =
∑

u∈V f(u).

Problem odre�ivaǌa fRRD funkcije najmaǌe te�ine naziva se pro-

blemom ograniqene rimske dominacije (eng. Restrained Roman Domination

Problem, u daǉem tekstu RRD problem) dok se dobijena kardinalnost

naziva ograniqenim rimskim dominantnim brojem i obele�ava sa γrR(G).

Definicija 1.7 ([10]). Neka su dati graf G = (V,E) i funkcija f : V →
{0, 1, 2}. Obele�imo sa Vi = {v ∈ V | f(v) = i}, i = 0, 1, 2. Qvor v ∈ V0 naziva

se nezaxti�enim ukoliko nema suseda u skupu V1 ∪V2. Funkcija f naziva se

funkcijom slabe rimske dominacije (fWRD funkcija) ako svaki qvor u ∈ V0

ima bar jednog suseda v ∈ V1 ∪ V2 i nema nezaxti�enih qvorova u odnosu

na funkciju f ′ : V → {0, 1, 2} definisanu sa f ′(u) = 1, f ′(v) = f(v) − 1 i

f ′(w) = f(w) za svako w ∈ V \{u, v} (tj. svaki qvor iz V ′0 ima suseda u V ′1 ∪V ′2
gde je V ′i = {v ∈ V | f ′(v) = i}, i = 0, 1, 2). Te�ina w(f) funkcije f defi-

nixe se kao
∑

u∈V f(u). Slabi rimski dominantni broj, γr(G), predstavǉa

najmaǌu te�inu me�u svim fWRD funkcijama definisanim za graf G, tj.

γr(G) = min {w(f) : f je fWRD}. Funkcija slabe rimske dominacije te�ine

γr naziva se γr-funkcijom.

Problem slabe rimske dominacije (eng. Weak Roman Domination Problem,

u daǉem tekstu WRD problem) predstavǉa problem odre�ivaǌa broja

γr(G) i odgovaraju�e γr-funkcije za proizvoǉan prost graf G. Zapravo,

WRD problemom se svaka provincija Rimskog carstva smatra sigurnom

od napada ukoliko poseduje bar jednu stacioniranu legiju, odnosno za-

xti�enom od napada ukoliko ima suseda sa bar jednom stacioniranom

legijom uz uslov da, u sluqaju napada, premextaǌe legije iz jedne pro-

vincije u ǌoj susednu ne naruxava sigurnost i zaxti�enost ostalih

provincija. Primetimo da WRD problem predstavǉa dinamiqki opti-

mizacioni problem dok su RD i RRD statiqki problemi.
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Problem rimske dominacije mo�e se primeniti i na veliki broj ra-

zliqitih problema raspore�ivaǌa resursa. Na primer, posmatrajmo

problem odr�avaǌa sistema nekih fabrika. Kako bi fabrika radila bez

velikih prekida, ciǉ je da svaki proizvodni pogon ima tim za odr�a-

vaǌe. Me�utim, kako se problemi ne dexavaju tako qesto, u ciǉu mini-

mizacije troxkova fabrike, timovi za odr�avaǌe mogu se rasporediti

tako da svaki proizvodni sistem ili ima svoj tim ili tim za odr�avaǌe

mo�e da do�e do ǌega u kratkom vremenskom roku (pretpostavimo da se

proizvodǌa izvrxava na nekoliko razliqitih lokacija). Ako dodatno

pretpostavimo da postoji realna potreba za istovremenim servisira-

ǌem dva razliqita proizvodna pogona (ili postoji potreba da dva ra-

zliqita tima za odr�avaǌe rade istovremeno), tada se ovaj problem

direktno mo�e posmatrati kao problem rimske dominacije. Sliqno se

mo�e rexavati problem raspore�ivaǌa servera u kome svaki server

mo�e da izvrxi najvixe jedan zahtev u datom momentu, problem raspo-

re�ivaǌa antena ili bilo kojih drugih resursa. Tako�e, ako postoji

potreba da se resursi premextaju sa jedne lokacije na drugu, tada se

takav problem mo�e posmatrati kao problem slabe rimske dominacije,

ili kao neka druga varijanta problema rimske dominacije. Pored nave-

denih, problem rimske dominacije mo�e se iskoristiti i prilikom o-

dabira novih lokacija za izgradǌu xkola, bolnica, benzinskih pumpi,

prodavnica i mnogih drugih objekata.
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2 Pregled relevantne literature o problemima
rimske dominacije

2.1 Problem rimske dominacije

Problem rimske dominacije uveli su Stewart [11] i ReVelle i Rosing [12]

dok su formalnu matematiqku definiciju ovog problema dali Cockayne

i sar. u [8]. Iako se problem rimske dominacije klasifikuje kao NP

te�ak za grafove u opxtem smislu [13], [14], jediniqne disk grafove [15]

i bipartitne i qordalne grafove [16], Pagourtzis i sar. [17] pokazali su

da za rexavaǌe RD problema postoji aproksimativni algoritam slo-

�enosti 2 + 2 ln(n) ali (osim ako je P = NP ) ne postoji aproksimativni

algoritam slo�enosti c log(n) za neko c > 0. Dodatno, Pagourtzis i sar.

[17] pokazali su da je RD problem NP te�ak i za planarne grafove.

Pored osnovnog problema rimske dominacije uvedeno je i nekoliko

ǌegovih uopxteǌa. Naime, relaksacijom postoje�ih i uvo�eǌem novih

uslova nastalo je vixe varijanti RD problema. Na primer, Rad i Volk-

mann [18] su prouqavali promenu vrednosti rimskog dominantnog broja

nastalu kada se iz grafa obrixe neki qvor. Nezavisnu funkciju rim-

ske dominacije (eng. independent Roman dominating function) uveo je Adabi

u [19], dok su Rad i Volkmann [20] prouqavali klasu grafova za koju je

γR(G) = iR(G) (gde je iR(G) nezavisni rimski dominantni broj). Rimsku

funkciju sa jedinstvenim odgovorom (eng. unique response Roman dominat-

ing function) definisali su Rubalcaba i sar. [21] dok su Pushpam i Mai

[22] uvele funkciju rimske dominacije po granama (eng. edge Roman dom-

inating function). Problem dvostruke rimske dominacije uveli su Beeler

i sar. [23], dok su problem Italijanske dominacije, koji je jox poznat

pod imenom rimska {2}-dominacija, prouqavali Chellali i sar. [24]. Ab-

dollahzadeh Ahangar i saradnici su 2016 godine na spisak varijanti pro-

blema rimske dominacije dodali problem totalne rimske dominacije

[25]. Odmah potom, nastale su varijante i ovog problema, [26], [27], [28],

[29], [30], [31]. Pored dva pregledna rada, [32] i [33], kojim su Chellali

i sar. popisali odre�eni broj varijanti problema rimske dominacije,

jox neke ǌegove varijante mogu se na�i u [16], [34], [35] i [36], [37], [38].
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Osobine funkcije rimske dominacije

Uprkos qiǌenici da je pojam rimskog dominantnog broja uveden pre 20

godina, vrednost γR broja poznata je samo za odre�ene klase grafova, dok

je za neke druge klase grafova poznata samo gorǌa ili doǌa granica.

U nastavku su izlo�ene osobine rimskog dominantnog broja i funkcije

rimske dominacije poznate u literaturi.

Teorema 2.1. ([8]) Za svaki graf G va�e slede�e relacije

1. γ(G) ≤ γR(G) ≤ 2γ(G).

2. γR(G) = γ(G) ako i samo ako je G = Kn.

3. Ako je G netrivijalni povezani graf tada je

γR(G) = min {2γ(G \ S) + |S| : S je 2-pokrivaǌe }.

Graf je rimski ukoliko va�i γR(G) = 2γ(G) (Cockayne i sar. [8]).

Odnosno, graf G = (V,E) je rimski graf ako i samo ako se mo�e defi-

nisati γR-funkcija f : V → {0, 1, 2} tako da je n1 = |V1| = 0, V1 = {v ∈
V, f(v) = 1}.

Uzmimo da je δ najmaǌi stepen qvora u grafu G = (V,E), odnosno da

je sa ∆ oznaqen najve�i stepen qvora grafa G i neka je n = |V |. Tada

se gorǌa i doǌa granica za rimski dominantni broj mogu definisati u

funkcijama od δ, ∆ i n.

Teorema 2.2. 1. ([39]) Neka za graf G = (V,E) va�i δ > 0. Tada je

γR(G) ≤ 2
(

1− 2
1
δ δ

(1 + δ)1+ 1
δ

)
n.

2. ([8], [13], [39]) Neka je G graf reda n. Tada je

γR(G) ≤ 2n
1 + ln ((1 + δ)/2)

1 + δ
.3

3. ([39]) Za dovoǉno veliko n postoji graf G za koji va�i

γR(G) ≥ 2 ln (δ + 1)− ln 4 + 2

δ + 1
n(1 + o(1)).

3U originalnom radu [8] je napravǉena grexka koja je ispravǉena u [39].

23



4. ([40]) Za svaki graf G reda n va�i

γR(G) ≥ 2n

∆ + 1
.

Tvr�eǌa 2 i 3 Teoreme 2.2 predstavǉaju posledice rezultata dobijenog

pod 1.

Za puteve, cikle i kompletne grafove reda n bi�e korix�ene oznake

Pn, Cn i Kn, dok �e za grafove koji se sastoje iz m disjunktnih kopija

grafa G biti korix�ena oznaka mG. Na primer, na slici 9 prikazan je

graf 5P5 saqiǌen od 5 disjunktnih kopija puteva P5 me�usobno povezanih

putem koji prolazi kroz centralne qvorove ovih kopija.

Slika 9: Graf 5P5

Teorema 2.3. ([41])

1. Neka je T stablo reda n i neka je n ≥ 3. Tada va�i γR(T ) ≤ 4n/5.

2. Neka je T stablo reda n. Tada je γR(T ) = 4n/5 ako i samo ako se

V (T ) mo�e particionisati na skup indukovanih puteva P5 tako da

je podgraf indukovan centralnim qvorovima ovih puteva povezan.

3. Neka je G povezan graf reda n. Tada je γR(G) ≤ 4n/5, pri qemu se

jednakost dosti�e ako i samo ako je G = C5 ili je graf G dobijen iz
n
5
P5 dodavaǌem povezanog podgrafa na skup cenatara komponenti od

n
5
P5.

Teorema 2.4. ([41])

1. Neka je G reda n. Tada je γR(G) ≤ n−∆(G) + 1.

2. Neka je G reda n i neka je n ≥ 3. Va�i relacija 5 ≤ γR(G) + γR(G) ≤
n+ 3, pri qemu se gorǌa jednakost dosti�e jedino u sluqajevima kada

je G ili G jednako ili C5 ili n
2
K2.

3. Neka je G reda n i neka va�i n ≥ 160 i diam(G) = diam(G) = 2. Tada

je γR(G)γR(G) ≤ 16n/5.
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4. Neka je G reda n i neka va�i n ≥ 160. Za graf G va�i γR(G)γR(G) ≤
16n/5, dok se jednakost dosti�e jedino u sluqajevima kada je G ili

G jednako n
2
C5.

Pored rezultata iskazanih teoremom 2.4 Chambers i sar. [41] poka-

zali su da za odre�ene povezane grafove sa n qvorova va�i relacija

γR(G) ≤ 8n/11. U [42] je dokazano da za svaki povezani graf G sa n ≥ 3

qvorova va�i |V0| ≥ n/5 + 1, |V1| ≤ 4n/5 − 2 i |V2| ≤ 2n/5. Gorǌa granica

γR(G) ≤ 2n/3 za graf G reda n, minimalnog stepena δ(G) ≥ 3, data je u

[43].

Mobaraky i Shekiholeslami [44] su granicu broja rimske dominacije

definisali u funkciji od dijametra i opsega (eng. girth). Opseg grafa

predstavǉa du�inu najmaǌeg cikla sadr�anog u tom grafu i obele�ava

se sa g(G).

Teorema 2.5. ([44])

1. Za svaki graf G sa osobinom diam(G) = 2 va�i γR(G) ≤ 2δ. Jednakost

se dosti�e za beskonaqnu familiju grafova.

2. Za svaki povezani graf G va�i relacija

γR(G) ≥
⌈diam(G) + 2

2

⌉
.

Pri tom, dato ograniqeǌe dosti�e se za P3 i P4.

3. Za svaki povezani graf G sa n qvorova va�i

γR(G) ≤ n−
⌊1 + diam(G)

3

⌋
.

Pri qemu se granica dosti�e za neke grafove.

4. Za svaki povezani graf G reda n, kod koga je δ ≥ 3, va�i

γR(G) ≤ n−
⌊1 + diam(G)

3

⌋
− (δ − 2)

⌊diam(G) + 2

3

⌋
.

Za svaki povezani graf G sa osobinom diam(G) ≥ 3 va�i γR(G) ≤ 4.

5. Za graf G reda n kod koga je g(G) ≥ 3 va�i γR(G) ≥
⌈

2g(G)
3

⌉
.

25



6. Ako za graf G va�i g(G) = 4, tada je γR(G) ≥ 3. Jednakost va�i ako

i samo ako je G bipartitni graf sa particijama X i Y pri qemu je

|X| = 2 i X ima jedan qvor stepena n− 2 a drugi stepena najmaǌe 2.

7. Neka je G prost povezani graf reda n. Tada va�i:

a) γR(G) ≤ n−bg(G)
3
c kada je δ(G) ≥ 2 i g(G) ≥ 5 (granica se dosti�e

za Cn, n ≥ 5).

b) γR(G) ≥ 2δ kada je g(G) ≥ 5 (granica se dosti�e za C5 i C6).

v) γR(G) ≥ 4(δ − 1) kada je δ ≥ 2 i g(G) ≥ 6 (granica se dosti�e za

C6).

g) γR(G) ≥ 2∆ kada je δ ≥ 2 i g(G) ≥ 7 (granica se dosti�e za

g(G) = 7).

Rimski dominantni broj za Dekartov i kardinalni proizvod dva

grafa prouqavali su Cockayne i sar. [40] i Klobučar i Puljić [45].

Teorema 2.6. ([40]) Za Dekartov proizvod dva grafa va�i

1.

γR(Pm�Pk) ≤ 2
(⌈mk

5

⌉
+
⌈m

5

⌉
+
⌈k

5

⌉)
.

2. ⌈
2
mk

5

⌉
≤ γR(Cm�Ck) ≤ γR(Pm�Pk) ≤ 2

(⌈mk
5

⌉
+
⌈m

5

⌉
+
⌈k

5

⌉)
.

3.

γR(Km�Kk) ≤

2m− 1, ako je m = k

2m, ako je m < k

kada je 2 ≤ m ≤ k.

Teorema 2.7. ([45]) Za svaka dva puta Pm i Pn, m,n ≥ 2 va�i

1.

γR(Pm × Pn) ≤ 4
⌈mn

10

⌉
+ 8
⌈m

10

⌉
+ 8
⌈ n

10

⌉
.

2.

γR(Pm × Pn) > 4
⌊mn−m− n+ 1

10

⌋
+ 4
⌊m− 1

10

⌋
+ 4
⌊n− 1

10

⌋
.

3.

lim
m,n→∞

γR(Pm × Pn)

mn
=

2

5
.
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4. Kardinalni proizvod Cm × Cn, m,n ≡ 0 (mod 10), je rimski graf, tj.

γR(Cm × Cn) = 2γ(Cm × Cn) =
2mn

5
.

5. Za kardinalni proizvod Cm×Cn, kada je m ≡ 0 (mod 6) i n ≡ 0 (mod 4)

va�i

γR(Cm × Cn) ≤ mn

2
.

6. Za kardinalni proizvod Cm × Cn kada je m neparno i m ≥ 11 va�e

relacije

γR(Cm × Cn) ≤


2m(m−1)

5
+m,m ≡ 1(mod 10)

2m(m−3)
5

+ 3m,m ≡ 3(mod 10)

2m(m−k)
5

+ 4m,m ≡ k(mod 10), k ∈ {7, 9}

i

γR(Cm × Cn) =
2m2

5
,m ≡ 5(mod 10).

Teorema 2.8. ([46]) Za svaka dva grafa G i H redova m i n va�e relacije

γR(G×H) ≥ 2mn

∆(G)δ(H) + 1
,

γR(G×H) ≤ mn
2 + ln (1 + δ(G)δ(H)/2)

δ(G)δ(H) + 1
.

Taqne vrednosti rimskog dominantnog broja

Taqne vrednosti rimskog dominantnog broja za odre�ene klase grafova

iskazane su narednim teoremama.

Teorema 2.9. 1. ([7], [8], [13]) Za puteve Pn i cikle Cn va�i

γR(Pn) = γR(Cn) =
⌈2n

3

⌉
.

2. ([8]) Za kompletan graf Kn va�i γR(Kn) = 2.
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3. ([40]) Za kompletan bipartitni graf Kp,q, kod koga je p ≤ q, va�i

γR(Kp,q) =


2, p = 1

3, p = 2

4, p ≥ 3.

4. ([8]) Za kompletan multipartitni graf, G = Kp1,p2,...,pt kod koga je

p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pt i t ≥ 3, va�i

γR(G) =


2, p1 = 1

3, p1 = 2

4, p1 ≥ 3.

5. ([8]) Za grafove G reda n, koji sadr�e qvor stepena n − 1, va�i

γR(G) = 2.

6. ([8], [13]) Za grid grafove G2,n va�i γR(G2,n) = n+ 1.

7. ([13]) Za k ≥ 0 va�i γR(G3,4k) = 6k+1, γR(G3,4k+1) = 6k+2, γR(G3,4k+2) =

6k + 4, γR(G3,4k+3) = 6k + 6.

8. ([13]) Ako je G kopija od G3,5 kod koje je obrisan qvor iz pete kolone,

tada je γR(G) = 8.

9. ([13]) Za svako n ≥ 1 va�i γR(G4,n) ≥ 2n. γR(G4,n) = 2n + 1 ako je

n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, odnosno γR(G4,n) = 2n inaqe.

10. ([8], [13]) Za grafove G reda n, koji nemaju izolovane qvorove, va�i

γR(G) = n ako i samo ako je n paran i ako je G = n
2
K2.

Teorema 2.10. ([46])

1. Za sva stabla T i sve grafove G koji nemaju cikle neparnih du�ina

va�e relacije

γR(P2 × T ) = 2γR(T ) = γR(P2)γR(T ),

γR(P2 ×G) = 2γR(G) = γR(P2)γR(G).
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2. Za put P2 i bilo koji cikl C2n+1, n ≥ 1 neparne du�ine va�i

γR(P2 × C2n+1) =
⌈2(4n+ 2)

3

⌉
= 2
⌈(4n+ 2)

3

⌉
= γR(P2)γR(C2n+1).

3. Neka je n ≥ 2. Tada va�e relacije

γR(P3 × Pn) =



6(n
4
), n ≡ 0(mod 4),

6bn
4
c+ 2, n ≡ 1(mod 4),

6bn
4
c+ 4, n ≡ 2(mod 4),

6bn
4
c+ 5, n ≡ 3(mod 4).

γR(P4 × Pn) =

2n+ 2, n = 5

2n, inaqe.

Klobučar i Puljić [46] su, pored rezultata iskazanih Teoremom 2.10, defi-

nisale granice za rimski dominantni broj za proizvode P5×Pn i P6×Pn.
Jox nije pokazano da se granice dosti�u.

γR(P5 × Pn) ≤


8(n

3
), n ≡ 0(mod 3),

8dn
3
e+ 4, n ≡ 1(mod 3),

8bn
3
c, n ≡ 2(mod 4).

γR(P6 × Pn) ≤


10(n

3
), n ≡ 0(mod 3),

10bn
3
c+ 2, n ≡ 1(mod 3),

10bn
3
c+ 4, n ≡ 2(mod 3).

RD problem na grid grafovima prouqavao je i Vicenzo Currò [14] koji

je pored teorijskih rezultata predlo�io i heuristike za odre�ivaǌe

γR broja za klasu grid grafova, dok su Durgun i Toprakkaya [47] defini-

sali vrednosti rimskog dominantnog broja za komete, dvostruke komete

i qexǉaste grafove (eng. comb graphs)4.

Oslaǌaju�i se na rezultate vezane za dominantni broj za Petersen-

ove grafove P (n, 2) i P (n, 3) koje su Yuansheng i sar. objavili 2007. go-

4Vixe informacija o kometama, dvostrukim kometama i qexǉastim grafovima mogu
se prona�i u samom radu.
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dine u [48] i [49], Wang i sar. dolaze do slede�eg rezultata.

Teorema 2.11. ([50]) γR(P (n, 2)) = d8n
7
e, n ≥ 5.

Familiju grafova za koje je γR(G) + γ(G)/2 ≤ n kada je n ≥ 3 defi-

nisali su Favron i sar. [42].

Klasa grafova sa osobinom γR(G) ≤ γ(G) + k

A) Klase grafova sa osobinom γR(G) = γ(G) + 1

Cockayne i sar. [8], kao i Dreyer [13], dokazali su da za povezan graf G

reda n va�i relacija γR(G) = γ(G) + 1 ako i samo ako postoji qvor v ∈ V
stepena n− γ(G). Za povezan graf G va�i relacija γR(G) = γ(G) + 1 ako

je 1 ≤ rad(G) ≤ 2 i 1 ≤ diam(G) ≤ 4. Posebno, γ(G) ≥ 3 ako je rad(G) = 2 i

diam(G) = 4.

Dreyer [13] je izvrxio i karakterizaciju klase stabala T sa osobinom

γR(T ) = γ(T )+1. Naime, pokazo je da za stablo T sa dva ili vixe qvorova

va�i relacija γR(T ) = γ(T ) + 1 ako i samo ako je T ”raǌeni pauk” 5.

Pored klase raǌenih paukova, klasi grafova kod koje va�i γR(G) =

γ(G) + 1 pripadaju: svi grafovi oblika G = K1 + H (ukǉuquju�i kom-

pletne grafove Kn i ”volane” K1 + Cn), svi grafovi oblika G = K2 +H

(ukǉuquju�i K2,n, n ≥ 2 i ”dvostruke volane” K2 +Cn), kao i svi grafovi

oblika G = (K1 +H) ? K1.

B) Klase grafova sa osobinom γR(G) = γ(G) + 2

Cockayne i sar. [8] i Dreyer [13] pokazali su da za povezane grafove G

reda n ≥ 2 va�i relacija γR(G) = γ(G) + 2 ako i samo ako:

1) G nema qvor stepena n− γ(G) i

2) G ili ima qvor stepena n− γ(G)− 1 ili ima dva qvora v i w takva da

je |N[v] ∪N[w]| = n− γ(G) + 2.

Na kraju je zakǉuqeno da, ukoliko za povezane grafove G va�i relacija

γR(G) = γ(G) + 2, da je tada 2 ≤ rad(G) ≤ 4 i 3 ≤ diam(G) ≤ 8.

5Vixe informacija o klasi pauk grafova mo�e se na�i u [51].
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V) Klase grafova sa osobinom γR(G) = γ(G) + k, 2 ≤ k ≤ γ(G)

U [52] je pokazano da za povezani graf G reda n i dominantnog broja

γ(G) ≥ 2 va�i slede�e:

Ako je k pozitivan broj takav da je 2 ≤ k ≤ γ(G), tada je γR(G) =

γ(G) + k ako i samo ako:

a) za svaki prirodni broj s takav da je 1 ≤ s ≤ k−1, G ne sadr�i skup

Ut (1 ≤ t ≤ s) od t qvorova | ∪v∈Ut N[v]| = n− γ(G)− s+ 2t.

b) postoji prirodni broj l (1 ≤ l ≤ k) takav da G sadr�i skup Wl od l

qvorova takvih da | ∪v∈Wl
N[v]| = n− γ(G)− k + 2l.

Klasa grafova koji su rimski grafovi

Teoremom 2.9 Cockayne i sar. pokazali su da klasi grafova koji su rim-

ski pripadaju svi grafovi oblika G = K1 +H gde je γ(G) = 1 i γR(G) = 2.

Sliqno, svaki graf reda n koji ima qvor stepena n − 1, svi grafovi o-

blika P3k, C3k, P3k+2 i C3k+2, kao i da svi kompletni bipartitni grafovi

Km,n, kod kojih je min {m,n} 6= 2, pripadaju klasi rimskih grafova.

Pored osobina rimskog dominatnog broja za odre�ena stabla, Dreyer

[13] je pokazao da je graf G rimski ako i samo ako γ(G) ≤ γ(G \ S) +

|S|/2 za svako 2-pokrivaǌe S ⊆ V . U [53] je pokazano da su Petersenovi

grafovi P (n, 2k + 1) (n 6= 4k + 2, n ≡ 0 (mod 4) i 0 ≤ k ≤ bn
2
c), P (n, 1) (n 6≡

2 (mod 4)), P (n, 3) (n ≥ 7, n 6≡ 3 (mod 4)) i P (11, 3) i Dekartov proizvod

grafova C5m�C5n za m ≥ 1, n ≥ 1 tako�e rimski grafovi.

Klasu rimskih stabala uveo je M.A. Henning 2002. godine, [54] dok

su 2006. godine Song i Wang [55] definisali klasu stabala sa osobinom

γR(T ) = γ(T ) + 3.

Uslovi pod kojim je leksikografski proizvod dva grafa rimski graf

dati su u [56]. Pored ovog rezultata, Shumenjak i sar. odredili su

vrednosti rimskog broja za leksikografski proizvod dva grafa.
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2.2 Problem ograniqene rimske dominacije

Neka je G = (V,E) prost, neorijentisan graf reda n. Skup S ⊆ V naziva

se skupom ograniqene dominacije ako svaki qvor koji nije iz skupa S ima

suseda u S i suseda u V \S. Broj ograniqene dominacije, u oznaci γrst(G),

predstavǉa broj elemenata skupa ograniqene dominacije najmaǌe kardi-

nalnosti. Problem ograniqene dominacije uveli su Telle i Proskurowski

[57] 1997. godine. Vixe o ovom problemu mo�e se na�i, na primer, u

[39] i [58, 59].

Inspirisane pojmom ograniqene dominacije, P.R.L. Pushpam i S. Padma-

priea [9] definisale su funkciju ograniqene rimske dominacije na grafu

tako xto su navele da je provincija Rimskog carstva zaxti�ena ukoliko

ima stacioniranu legiju, odnosno da je provincija koja nema stacioni-

ranu legiju zaxti�ena ukoliko ima suseda koji ima dve stacionirane

legije i suseda koji je tako�e bez stacionirane legije. Za graf G, pro-

blem odre�ivaǌa skupa ograniqene rimske dominacije najmaǌe kardi-

nalnosti naziva se problemom ograniqene rimske dominacije (RRD pro-

blem). Dokaz da je problem ograniqene rimske dominacije NP kompletan

za grafove u opxtem smislu dat je u [60].

Osobine funkcije ograniqene rimske dominacije

Teorema 2.12. ([9]) Za svaki graf G va�i slede�a relacija

γrst(G) ≤ γrR(G) ≤ 2γrst(G).

Stav 2.13. ([9])

1. Ako graf G reda n sadr�i qvor stepena n− 1 i ako je δ(G) > 1, tada

je γrR(G) = 2 (γrst(G) = 1).

2. Ako tri qvora grafa G formiraju cikl du�ine tri, tada je γrR < n.

3. Za svaki graf G, koji nije stablo, va�i γrR(G) = n ako i samo ako

je G izomorofan sa jednim od grafova: C4, C5, G1 ili G2 (G1 i G2 su

prikazani na Slici 10).

4. Za svako stablo T va�i γrR(T ) = n ako i samo ako je T ili ”gusenica”

qija je kiqma du�ine najvixe 3 ili ”jastog” qija je kiqma du�ine

32



Slika 10: Grafovi G1 (levo) i G2 (desno).

najvixe 3 i qiji dijametar nije ve�i od 5 (na Slici 11 prikazani su

grafovi koji imaju strukturu ”gusenice” i ”jastoga”, a qija je kiqma

du�ine 3).

Slika 11: Gusenica (levo) i Jastog (desno)

5. Za bilo koji graf G va�i relacija γrR(G) = γrst(G) ako i samo ako je

svaka komponenta povezanosti od G ili zvezda ili K1.

Teorema 2.14. ([60]) Ako je G graf koji ima granu koja nije incidentna sa

listom, tada postoji γrR-funkcija f : V → {0, 1, 2} za koju je V0 = {v | f(v) =

0} 6= ∅.

Za svaki neparan broj n ≥ 3 neka Gn predstavǉa graf koji se mo�e

formirati iz (n−1)/2 kopija grafa K2 dodavaǌem novog qvora i ǌegovim

povezivaǌem sa listovima grafa K2. Opisanim postupkom dobija se da

je G3 = K3. U sluqaju da je n > 3 graf Gn ima jedan qvor stepena n− 1,

dok su mu svi ostali qvorovi stepena dva. Na Slici 12 prikazan je graf

G7 formiran opisanim postupkom. Neka je G = {Gn : n ≥ 3, n je neparno}.

Slika 12: Graf G7.

Teorema 2.15. ([60]) Za svaki povezani graf G reda n ≥ 3 sa m grana va�i

relacija γrR(G) ≥ n+ 1− 2m/3 pri qemu se jednakost dosti�e ako i samo

ako je G ∈ G.
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Tvr�eǌe 2.16. ([60])

1. Za svaki povezan graf G reda n va�i relacija γrR(G) ≤ n+1−b(diam(G)−
2)/3c, pri qemu se granica dosti�e za neke grafove.

2. Za svaki povezani graf G reda n i opsega g(G) va�i relacija γrR(G) ≤
n+ 1− b(g(G)− 2)/3c, kod koje se granica dosti�e za neke grafove.

3. Za svaki povezani graf G reda n, sa m grana, va�i relacija γrR(G) ≤
2m−n+2. Jednakost se dosti�e za graf G ako i samo ako je G stablo

sa osobinom γrR(G) = n.

Analogno rezultatima koji se odnose na osobine funkcije rimske do-

minacije, Rad i Krzywkowski [60] definisali su gorǌu granicu za broj

ograniqene rimske dominacije.

Teorema 2.17. ([60])

1. Neka je G graf reda n. Ukoliko je δ > 0 i n < δ(δ − 1)/(ln δ − ln 2 + 1)

tada va�i relacija

γrR(G) ≤ n
(2 ln (1 + δ)− ln 4 + 2

δ + 1

)
.

2. Neka je G qordalni graf bez artikularnih qvorova (qvor qijim brisa-

ǌem graf postaje nepovezan) i neka je G reda n. Ukoliko je δ(G) ≥ 2,

va�i relacija

γR(G) ≥ 2n
(

1− δ

(δ + 1)1+ 1
δ

)
.

3. Neka je G qordalni graf bez artikularnih qvorova i neka je G reda n.

Ukoliko je δ(G) ≥ 2 i ln (1 + δ)/(1 + δ) ≤ 1/2, tada je

γrR(G) ≤ 2n

(
ln (1 + δ) + 1

δ + 1

)
.

Obele�imo sa β(G) maksimalni broj sparivaǌa u G.

Teorema 2.18. ([60])

1. Za svaki graf G reda n va�i relacija

γrR(G) ≤ 3 ln (1 + δ) + δ + 4− ln 8

δ + 1
n− 2β(G).
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2. Za svaki graf G reda n koji ima savrxeno sparivaǌe va�i relacija

γrR(G) ≤ 3 ln (1 + δ) + 3− ln 8

δ + 1
n.

Rad i Krzywkowski [60] su pokazali interasantan rezultat da relacija

γrR(G) = γR(G) va�i za skoro svaki graf.

Taqne vrednosti ograniqenog rimskog dominantnog broja

Jasno je da je γrR(P2) = 2 i γrR(P3) = 3.

Teorema 2.19. ([9])

1. Za n ≥ 4 va�i relacija

γrR(Pn) =
2n+ 3 + r

3
, n ≡ r(mod 3), r ∈ {1, 2, 3}.

2. Za cikle Cn va�i relacija

γrR(Cn) =

2n+3+r
3

, n ≡ r(mod 3), r ∈ {1, 2}
2n
3

, n ≡ 0(mod 3)

3. Za kompletne grafove Kn va�i relacija γrR(Kn) = 2.

4. Za kompletne bipartitne grafove Km,n va�i relacija γrR(Km,n) = 4.

1. Klasa grafova sa osobinom γrR(G) = γrst(G) + 1

Karakterizaciju klase grafova sa osobinom γrR(G) = γrst(G) + 1 dale su

Pushpam i Padmapriea [9] i, pri tom, dokazale slede�e rezultate:

1. Za svaki graf G, reda n, va�i relacija γrR(G) = γrst(G) + 1 ako i

samo ako postoji qvor v ∈ V takav da je broj neizolovanih qvorova

u N(v) jednak n− γrst.

2. Za svaki graf G sa osobinom γrR(G) = γrst(G)+1, va�i 1 ≤ diam(G) ≤
4 i 1 ≤ rad(G) ≤ 2.

3. Za bilo koji graf G sa taqno jednim ciklom Ck relacija γrR(G) =

γrst(G) + 1 va�i ako i samo ako je
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a) k = 3,

b) najmaǌe jedan qvor u C3 je stepena 2,

v) svaki qvor koji nije u C3 je list.

2. Klasa grafova sa osobinom γrR(G) = γrst(G) + 2

Pushpam i Padmapriea [9] su dokazale da svako stablo T , koje nije zvezda,

ima osobinu γrR(G) ≥ γrst(G) + 2 i dale karakterizaciju stabala za koje

va�i γrR(T ) = γrst(T ) + 2 i grafova sa taqno jednim ciklom za koje va�i

γrR(G) = γrst(G) + 2.

Teorema 2.20. ([9])

1. Za svaki graf G reda n va�i γrR(G) = γrst(G) + 2 ako i samo ako

a) u G ne postoji qvor v sa n− γrst suseda i

b) postoje dva qvora u, v ∈ G, koji zajedno imaju n− γrst suseda.

2. Za svaki graf G sa osobinom γrR(G) = γrst(G)+2 va�i 2 ≤ diam(G) ≤ 7

i 1 ≤ rad(G) ≤ 4.

3. Za bilo koje stablo T koje nije zvezda va�i γrR(T ) ≥ γrst(T ) + 2.

4. Za bilo koje stablo T va�i γrR(T ) = γrst(T ) + 2 ako i samo ako je T

”gusenica” sa kiqmom du�ine najvixe 3 i unutraxǌih qvorova ste-

pena 2.

5. Neka je G graf sa taqno jednim ciklom Ck, 3 ≤ k ≤ 6. Tada je γrR(G) =

γrst(G) + 2 ako i samo ako je G ∼= Ck, 4 ≤ k ≤ 6 ili G ∼= Gi, 1 ≤ i ≤ 7.

Pored rezultata iskazanih Teoremom 2.20 u [9] je definisan broj

ograniqene rimske dominacije za podeǉene grafove. Dobijeni rezultati

izlo�eni su u narednoj teoremi.

Teorema 2.21. ([9]) Neka je G graf, definisan biparticijom (X, Y ) gde je

X nezavisan skup a G[Y ] kompletan graf.

1. Neka je deg(x) = 1 za svako x ∈ X.

a) Ako je deg(y) = |Y |−1 za najmaǌe jedan qvor y ∈ Y , tada je γrR(G) =

γrst(G) + 1.
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b) Ako je deg(y) ≥ |Y | za svaki qvor y ∈ Y , tada je γrR(G) = γrst(G)+2.

2. Neka je deg(x) ≥ 2 za najmaǌe jedan qvor x ∈ X. Tada je γrR(G) =

γrst(G) + k, k ≥ 1 ako i samo ako postoji taqno k qvorova yi ∈ Y ,

1 ≤ i ≤ k, takvi da je deg(y1) = ∆(G) i ako se za svako i, 2 ≤ i ≤ k, u

skupu Hi = NX(yi)\{
⋃i−1
j=1NX(yj)} nalaze najmaǌe dva unutraxǌa qvora

i va�i |Hi−1| ≥ |Hi|.

2.3 Problem slabe rimske dominacije

Kao alternativu RD problemu, M.A. Henning i S.T. Hedetniemi [10] su

2003. godine definisali problem slabe rimske dominacije (WRD pro-

blem). Naime, Henning i Hedetniemi smatrali su da bi se uslov, kojim

svaka provincija u kojoj legija nije stacionirana mora imati suseda

sa dve stacionirane legije, mogao oslabiti. Taqnije, sa obzirom da je

jedna legija dovoǉna da zaxtiti provinciju od napada, uz pretpostavku

da se samo jedan napad mo�e dogoditi u datom momentu, provincija

koja nema stacioniranu legiju mo�e se smatrati zaxti�enom ukoliko

je susedna sa bar jednom provincijom koja ima bar jednu stacioniranu

legiju i ako se iz te provincije ka ǌoj mo�e poslati legija a da se ne

naruxi sigurnost svih ostalih provincija. Ovako definisanom strate-

gijom mogao bi da se smaǌi broj legija potrebnih da se zaxtiti carstvo.

Neka je provincija sigurna od napada ukoliko ima stacioniranu legiju,

odnosno neka je provincija bez stacionirane legije zaxti�ena od napada

ukoliko ima sigurnog suseda. Problem slabe rimske dominacije pred-

stavǉa problem odre�ivaǌa najmaǌeg broja legija u carstvu tako da je

svaka provincija rimskog carstva ili sigurna ili zaxti�ena od napada

uz uslov da sve provincije ostaju sigurne ili zaxti�ene i ukoliko se

u bilo koju zaxti�enu provinciju poxaǉe jedna legija iz ǌene susedne

sigurne provincije. Precizna matematiqka definicija ovog problema

je data u [10].

Dokaz da je problem slabe rimske dominacije NP kompletan za grafove

u opxtem smislu, a specijalno za bipartitne ili qordalne grafove, dat

je u [10]. Provera jednakosti γr(G) = γR(G) za proizvoǉni graf tako�e

se smatra NP texkim problemom, [61]. Sliqno RD problemu, uvo�eǌem

dodatnih uslova, definisane su verzije WRD problema. Na primer,
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Pushpam i Mai [62] su 2011. godine definisale funkciju slabe rimske

dominacije na granama, dok su kroz dva rada skorijeg datuma, Pushpam

i Kamalam [63] definisale funkciju efikasne slabe rimske dominacije, a

Abel Cabrera Martinez i sar. [64] problem totalne slabe rimske domina-

cije.

Osobine funkcije slabe rimske dominacije

Stav 2.22. ([10])

1. Svaka fRD funckija za G ujedno je i fWRD za G.

2. Ako je H razapiǌu�i podgraf grafa G tada je γr(G) ≤ γr(H).

3. Ako je G graf za koji je definisna γr-funkcija koja 0 dodeǉuje susednim

qvorovima u i v, tada je γr(G) = γr(G \ uv).

Teorema 2.23. ([10]) Za svaki graf G va�i γ(G) ≤ γr(G) ≤ γR(G) ≤ 2γ(G).

Odnos slabog rimskog dominantnog broja i jox nekih vrsta domi-

nantnih brojeva dat je u [65]. Karakterizacija stabala za koje je slabi

rimski dominantni broj jednak rimskom dominantnom broju prikazana je

u [66], a uticaj brisaǌa qvorova na promenu vrednosti slabog rimskog

dominantnog broja u [67].

Taqne vrednosti slabog rimskog dominantnog broja

Primetimo prvo da se za C3 lako mo�e zakǉuqiti da je γr(C3) = 1.

Teorema 2.24. 1. ([10]) Za puteve Pn i cikle Cn kada je n ≥ 4 va�i

γr(Pn) = γr(Cn) =
⌈3n

7

⌉
.

2. ([40]) Za kompletne grafove Kn va�i relacija γr(Kn) = 1.

3. ([68]) Za svaki graf G reda n, n > 3, koji nije kompletan va�i γr(G) =

2 ako i samo ako G ima qvor stepena n− 1.
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4. ([40]) Za klasu kompletnih bipartitnih grafova G = Kp,q, pri uslovu

p ≤ q va�i relacija

γr(G) =


2, p = 1, 2, q > 1

3, p = 3

4, p ≥ 4.

5. ([40]) Za klasu kompletnih multipartitnih grafova, G = Kp1,p2,...,pt

kod kojih je p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pt i t ≥ 3 va�i relacija

γr(G) =

2, p1 = 1, 2

3, p1 ≥ 3.

6. ([68]) Za klasu grid grafova G2,n va�i relacija

γr(G2,n) =


⌊

4n
5

⌋
, ako je n ≡ 0 (mod 5)⌊

4n
5

⌋
+ 1, inaqe.

7. ([68]) Za svako kompletno binarno stablo T dubine k va�i γr(T ) =

2m(1 + 23 + 26 + · · ·+ 2k−1) kada je k ≡ 0 (mod 3).

Henning i Hedetniemi su u [10] primetili da su razlike u kardinal-

nosti dominantnih skupova za RD i WRD problem za dati graf γR(Pn)−
γr(Pn) = d2n/7e − d3n/7e jednake ili b5n/21c ili d5n/21e. Pushpam je za-

jedno sa Mai [68] dala taqne vrednosti slabog rimskog dominantnog broja

za gusenice, dok su Valveny i sar. [69] definisali vrednost slabog rim-

skog dominantnog broja za jox neke tipove grafova.

Teorema 2.25. ([40]) Za Dekartov proizvod dva grafa va�e relacije

1. γr(Pm × Pk) ≤
⌈
mk
3

⌉
+ 2.

2. γr(Cm × Ck) ≤
⌈
mk
3

⌉
.

1. Klasa grafova za koje je γr(G) = γ(G)

Pushpam i Mai su u [68] definisale stablo T sa osobinom γr(T ) = γ(T ),

dok su opxte grafove za koje va�i γr(G) = γ(G) definisali Henning i
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Hedetniemi [10] narednom teoremom.

Teorema 2.26. ([10]) Za svaki graf G va�i γr(G) = γ(G) ako i samo ako

postoji dominantni skup S takav da je

a) pn(v, S) indikuje kliku za svaki qvor v ∈ S,

b) za svaki qvor u ∈ V (G) \ S, koji nije privatni sused ni jednog qvora

skupa S, postoji qvor v ∈ S takav da pn(v, S) ∪ {u} indikuje kliku.

2. Klase grafova sa osobinom γr(G) = 2γ(G)

Karakterizacija stabala T sa osobinom γr(T ) = 2γ(T ) data je u [10].

Naime, Henning i Hedetniemi su dali karakterizaciju xume F kod koje za

svako stablo T ∈ F va�i γr(T ) = 2γ(T ).

2.4 Pregled algoritama za rexavaǌe problema rimske
dominacije i nekih ǌegovih modifikacija

Budu�i da se odre�eni problemi raspore�ivaǌa resursa mogu predsta-

viti kao problemi Rimske dominacije, postoji potreba za razvojem algo-

ritama kojima �e se navedeni problemi rexiti prvenstveno za instance

ve�ih dimenzija. Do sada je razvijeno svega nekoliko algoritama za re-

xavaǌe problema Rimske dominacije. Naime, Rimski dominantni broj

mo�e se odrediti u linearnom vremenu kod slede�ih tipova grafova

1) intervalnih, jakih qordalnih i kografova, videti [66, 70];6

2) jediniqnih disk grafova (eng. unit disk graphs), videti [15]; 7

3) grid grafova, videti [13].

dok se u polinomijalnom vremenu mo�e taqno odrediti za

1) stabla i xume, videti [13];

6Graf G = (V,E) se naziva intervalnim grafom ako postoji skup {Iv|v ∈ V } inter-
vala realne prave sa osobinom da je Iu ∩ Iv 6= ∅ akko u, v ∈ E.

7Jediniqni disk grafovi predstavǉaju kolekciju krugova jednakih radijusa sa oso-
binom da su dva kruga povezana granom ako jedan krug sadr�i centar drugog.
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2) grafove koji nemaju AT podgraf8, grafove koji imaju podgraf ob-

lika d-hobotnice, videti [70];

3) grafove koji nemaju P4 podgraf, odnosno grafove koji nemaju kao

podgraf put du�ine 4 i nemaju transportnu mre�u, videti [71].

U [14] je, pored algoritma polinomijalne slo�enosti za proceǌivaǌe

rimskog dominantnog broja, predlo�ena i heuristiqka metoda zasnovana

na genetskim algoritmima, dok je u [72] izlo�ena heuristiqka metoda

zasnovana na metodi promenǉivih okolina. Algoritmi za odre�ivaǌe

rimskog dominantnog broja za grafove u opxtem smislu, grafove bez P4

podgrafa i grafove bez P5 i (s, t) − net podgrafa predlo�eni su u [71].

U istom radu pokazano je da se vreme rexavaǌa problema rimske do-

minacije mo�e oceniti sa O(mn2) kada su u pitaǌu grafovi bez P5 i

(3, 2) − net podgrafa. Opisani algoritam sa O(mn2) br�i je od algori-

tma predstavǉenog u [70] qije se vreme izvrxavaǌa oceǌuje sa O(n6) za

grafove iz iste klase.

Algoritamske aspekte za rexavaǌe problema rimske dominacije dali

su Liedloff i sar. [70], Padamutham i Palagiri u [73] i Liu i Chang u [16],

dok je raqunska kompleksnost odre�ivaǌa rimskog dominantnog broja

prouqavana u [74].

Jox neki algoritmi za rexavaǌe problema rimske dominacije mogu

se na�i u [10, 40, 75, 76, 77, 78, 79].

Algoritam linearne kompleksnosti za odre�ivaǌe slabog rimskog

dominantnog broja na blokovskim grafovima izlo�en je u [80], me�utim

jednostavnim testiraǌem se ispostavilo da predlo�eni algoritam ne

daje uvek taqne rezultate. Ispravǉeni algoritam su Ivanovi� i Uro-

xevi� [81] predstavili na Balcor konferenciji u Beogradu 2018. godine.

Dodatno, Ivanovi� i Uroxevi� su u [72] izlo�ili metaheuristiqku

metodu zasnovanu na metodi promenǉivih okolina koja pored problema

rimske dominacije rexava i problem slabe rimske dominacije.

Chapelle i sar. su u [82] predstavili dva algoritma kojima se vreme

rexavaǌa problema slabe rimske dominacije oceǌuje sa O∗(2n) kori-

x�eǌem eksponecijalnog vremena i O∗(2.2279n) korix�eǌem polinomi-

8Tri qvora grafa formiraju AT podgraf ukoliko za svaka dva qvora tog podgrafa
postoji put koji ne sadr�i okolinu tre�eg qvora.
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jalnog vremena (notacijom O∗(f(n)) oznaqava se da su polinomijalni fak-

tori p(n) potisnuti, tj. O∗(f(n)) = O(p(n)f(n))). U istom radu, Chapelle i

sar. pokazali su da se ovaj problem mo�e rexiti u linearnom vremenu

na intervalnim grafovima.

U literaturi ne postoje algoritmi za odre�ivaǌe ograniqenog rim-

skog dominantnog broja poznati autoru.
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3 Matematiqke formulacije problema rimske
dominacije i nekih ǌegovih modifikacija

3.1 Problem rimske dominacije na grafovima

U literaturi su, do momenta pisaǌa ove teze, poznate dve matematiqke

formulacije problema rimske dominacije na grafovima. Prvu formu-

laciju su C.S. ReVelle i K.E. Rosing objavili 2000. godine u Mathematical

Association of America, [12], dok su drugu formulaciju 2013. godine obja-

vili A.P. Burger, A.P.D. Villiers i J.H. van Vuuren u Journal of Combinatorial

Mathematics and Combinatorial Computing, [83]. Prva formulacija �e u da-

ǉem tekstu biti oznaqena sa RD1, dok �e se za drugu koristiti oznaka

RD2. Obe formulacije bi�e izlo�ene sliqno kao i u radovima u kojima

su publikovane.

3.1.1 Matematiqke formulacije problema rimske dominacije iz
relavantne literature

RD1 formulacija

Posmatrajmo graf G = (V,E) sa skupom qvorova V = {1, 2, . . . , n}. Ozna-

qimo sa Ni skup svih qvorova j ∈ V susednih sa i ∈ V . Za funkciju

f , definisanu sa f : V → {0, 1, 2}, neka su binarne promenǉive xi i yi,

i = 1, 2, . . . , n (n = |V |) definisane tako da za svaki qvor i ∈ V va�i:

xi =

1, f(i) ≥ 1

0, inaqe
,

yi =

1, f(i) = 2

0, inaqe.

RD1 formulacija mo�e se opisati na slede�i naqin:

min
∑
i∈V

xi +
∑
i∈V

yi (3.1)
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xi +
∑
j∈Ni

yj ≥ 1, i ∈ V (3.2)

yi ≤ xi, i ∈ V (3.3)

xi, yi ∈ {0, 1}, i ∈ V (3.4)

Vrednost funkcije ciǉa, definisane uslovom (3.1), predstavǉa te�inu

fRD funkcije f za dati graf G, odnosno broj γR(G). Uzimaju�i da qvor

i predstavǉa jednu provinciju Rimskog carstva i da je broj legija sta-

cioniranih u toj provinciji izra�en te�inom qvora i (f(i)), uslovima

(3.2) obezbe�eno je da svaki qvor ili ima pozitivnu te�inu ili ima

suseda te�ine 2. Sa obzirom da je provincija sigurna od napada uko-

liko ima makar jednu stacioniranu legiju (va�i xi = 1), uslovima (3.3)

obezbe�eno je da se svaki qvor te�ine dva smatra sigurnim od napada

(yi = 1 povlaqi da je xi = 1). Promenǉive xi i yi su definisane tako

da identifikuju da li u datim provincijama ima stacioniranih legija,

dok je uslovima (3.4) obezbe�ena ǌihova binarnost.

RD2 formulacija

Posmatrajmo ponovo graf G = (V,E) sa skupom qvorova V = {1, . . . , n}
definisanim tako da svaki qvor predstavǉa jednu provinciju Rimskog

carstva. Neka Ni predstavǉa skup svih qovorva j ∈ V susednih sa i ∈ V .
Za funkciju f , definisanu sa f : V → {0, 1, 2}, neka su promenǉive xi i

yi, i = 1, · · · , n definisane sa

xi =

1, f(i) = 1

0, inaqe
,

yi =

1, f(i) = 2

0, inaqe.

RD2 formulacija mo�e se opisati na slede�i naqin:

min
∑
i∈V

xi + 2
∑
i∈V

yi (3.5)

xi + yi +
∑
j∈Ni

yj ≥ 1, i ∈ V (3.6)
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xi + yi ≤ 1, i ∈ V (3.7)

xi, yi ∈ {0, 1}, i ∈ V (3.8)

Te�ina fRD funkcije f , odnosno vrednost broja γR(G), opisani su funkci-

jom ciǉa (3.5). Budu�i da vrednost funcije f u qvoru i ∈ V predstavǉa

te�inu tog qvora, tj. broj legija stacioniranih u provinciji koju taj

qvor predstavǉa, uslovima (3.6) definisano je da svaka provincija koja

nema svoju legiju mora biti susedna sa bar jednom provincijom kod koje

su dve legije stacionirane, odnosno svaki qvor mora imati pozitivnu

te�inu i/ili mora biti susedan sa bar jednim qvorom te�ine 2. U

istom qvoru istovremeno ne mogu biti smextene i jedna i dve legije,

uslovi (3.7). Promenǉive xi i yi definisane su kao binarne uslovima

(3.8).

RD1 i RD2 formulacije RD problema pripadaju problemima celo-

brojnog linearnog programiraǌa (eng. Integer Linear Programming, u da-

ǉem tekstu ILP) i sastoje se iz 2|V | binarnih promenǉivih i 2|V | ogra-
niqeǌa.

3.1.2 Poboǉxaǌe matematiqkih formulacija problema rimske
dominacije iz literature

Modifikacija RD1 formulacije

Primetimo da se promenǉive xi RD1 formulacije mogu relaksirati i

umesto iz skupa binarnih, uzeti iz skupa pozitivnih realnih brojeva.

Neka je zato

xi ∈ [0,+∞), yi ∈ {0, 1}, i ∈ V. (3.9)

Zamenimo uslove (3.4) RD1 formulacije uslovima (3.9) i obele�imo

modifikovanu formulaciju sa RD1′ . Doka�imo da se umesto ILP for-

mulacije RD1, RD problem mo�e predstaviti formulacijom RD1′ koja

pripada skupu problema mexovitog celobrojnog linearnog programi-

raǌa (eng. Mixed Integer Linear Programming, u daǉem tekstu MILP).

Teorema 3.1. Optimalna vrednost funkcije ciǉa RD1 formulacije (3.1)

- (3.4) problema rimske dominacije jednaka je optimalnoj vrednosti funk-

cije ciǉa RD1′ formulacije (3.1) - (3.3) i (3.9).
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Dokaz. Neka se dopustivo rexeǌe RD1′ formulacije mo�e predstaviti

vektorom (x̄
′′
, ȳ

′′
), gde su x̄

′′
= (x

′′
1 , ..., x

′′
n) i ȳ

′′
= (y

′′
1 , ..., y

′′
n), n = |V |. Tako�e,

neka je vektor (x̄
′
, ȳ

′
) (x̄

′
= (x

′
1, ..., x

′
n), ȳ

′
= (y

′
1, ..., y

′
n)) promenǉivih x

′
i i y

′
i

definisan tako da je y
′
i = y

′′
i za svako i ∈ V i

x
′

i =

0, x
′′
i ∈ [0, 1)

1, x
′′
i ∈ [1,+∞).

Promenǉive x
′
i i y

′
i definisane su tako da imaju binarne vrednosti i

stoga zadovoǉavaju uslove (3.4). Kao dopustivo rexeǌe RD1′ problema,

promenǉive x
′′
i i y

′′
i ispuǌavaju uslov (3.3), a sa obzirom da je y

′
i = y

′′
i

za svako i ∈ V , sledi da je y
′
i = y

′′
i ≤ x

′′
i . Daǉe se za y

′′
i = 1 na osnovu

nejednakosti 1 ≤ x
′′
i i definisanosti promenǉivih x

′
i dobija da je x

′
i = 1,

tj. x
′
i ≥ 1 = y

′
i. Sliqno, kada je y

′′
i = 0 sledi da je y

′
i = 0, a imaju�i u

vidu da je x
′′
i ≥ 0, odnosno da je x

′
i ∈ {0, 1}, lako se mo�e zakǉuqiti da

je x
′
i ≥ 0 = y

′
i. Kombinuju�i ove dve relacije, mo�e se zakǉuqiti da je

x
′
i ≥ y

′
i za svako i ∈ V . Dakle, promenǉive x

′
i i y

′
i zadovoǉavaju i uslove

(3.3). Imaju�i u vidu da promenǉive x
′′
i i y

′′
i zadovoǉavaju uslov (3.2),

tj. da je x
′′
i +

∑
j∈Ni y

′′
j ≥ 1, razlikova�emo dva sluqaja:

1) (∃j ∈ Ni) za koje je y
′′
j = 1,

2) (∀j ∈ Ni) y
′′
j = 0.

Na osnovu sluqaja 1) sledi da postoji j za koje je y
′
j = 1, tj.

∑
j∈Ni y

′
j ≥ 1

a samim tim i x
′
i +
∑

j∈Ni y
′
j ≥ 1. Iz 2) sledi da je 1 ≤ x

′′
i +

∑
j∈Ni y

′′
j = x

′′
i .

Sada, sa obzirom da je x
′′
i ≥ 1, sledi da je x

′
i = 1 a samim tim i da

je x
′
i +

∑
j∈Ni y

′
j ≥ 1. Dakle, za svako i ∈ V , promenǉive x

′
i i y

′
i tako�e

zadovoǉavaju uslove (3.2).

Na osnovu relacija y
′
i = y

′′
i i x

′
i ≤ x

′′
i i definicije funkcije ciǉa RD1

formulacije (
∑

i∈V x
′
i +
∑

i∈V y
′
i) lako se mo�e zakǉuqiti da je ObjRD1 ≤

ObjRD1′. Kako je vrednost funkcije ciǉa svakog relaksiranog problema

maǌa ili jednaka vrednosti funkcije ciǉa odgovaraju�eg originalnog

problema, sledi da je ObjRD1′ ≤ ObjRD1. Kombinovaǌem posledǌe dve

nejednakosti dobija se da je ObjRD1 = ObjRD1′ qime je teorema dokazana.

Iz date teoreme mo�e se zakǉuqiti da RD1′ formulacija tako�e

odgovara RD problemu. Modifikovana formulacija se sastoji iz |V |
binarnih, |V | realnih promenǉivih i 2|V | uslova.
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Modifikacije RD2 formulacije

Oznaqimo formulaciju (3.5), (3.6) i (3.8) sa RD2′, a formulaciju de-

finisanu relacijama (3.5), (3.6) i (3.9) sa RD2′′.

Teorema 3.2. Optimalna vrednost funkcije ciǉa RD2′ formualcije (3.5),

(3.6) i (3.8), problema rimske dominacije, jednaka je optimalnoj vrednosti

funkcije ciǉa RD2 formulacije (3.5) - (3.8).

Dokaz. Neka se dopustivo rexeǌe RD2′ formulacije mo�e predstaviti

vektorom (x̄
′′
, ȳ

′′
), x̄

′′
= (x

′′
1 , ..., x

′′
n), ȳ

′′
= (y

′′
1 , ..., y

′′
n), n = |V | i neka su V1 i V2

dva disjunktna skupa za koja va�i V1 ∪ V2 = V i

1) x
′′
i = 0 ili y

′′
i = 0, za svaki qvor i ∈ V1,

2) x
′′
i = 1 i y

′′
i = 1, za svaki qvor i ∈ V2.

Definiximo vektor (x̄
′
, ȳ

′
) promenǉivih x̄

′
= (x

′
1, ..., x

′
n) i ȳ

′
= (y

′
1, ..., y

′
n)

na slede�i naqin. Neka je y
′
i = y

′′
i za svako i ∈ V .

Za svako i ∈ V1, definiximo x
′
i tako da je x

′
i = x

′′
i . Sa ozbzirom da

vektor (x̄
′′
, ȳ

′′
) predstavǉa dopustivo rexeǌe RD2′ formulacije, i da je

za svako i ∈ V1 (x
′
i, y

′
i) = (x

′′
i , y

′′
i ), sledi da za svako i ∈ V1 uslovi (3.6) i

(3.8) va�e i za (x
′
i, y

′
i). Usled binarnosti promenǉivih x

′′
i i y

′′
i za dati

skup V1 su ispuǌeni i uslovi (3.7):

x
′

i + y
′

i = x
′′

i + y
′′

i ≤ max {x′′

i , y
′′

i } ∈ {0, 1} ≤ 1.

Definximo sada x
′
i za svako i ∈ V2. Sa obzirom na definisanost pro-

menǉivih y
′
i i skupa V2 (y

′
i = y

′′
i i y

′′
i = 1), neka je x

′
i = 0. Doka�imo da su

uslovi (3.6)-(3.8) ispuǌeni za svako i ∈ V2:

x
′

i + y
′

i +
∑
j∈Ni

y
′

i = 0 + 1 +
∑
j∈Ni

y
′′

i = 1 + |V2| ≥ 1, (∀i) ∈ V2

x
′

i + y
′

i = 0 + 1 ≤ 1, (∀i) ∈ V2

x
′

i = 0 ∈ {0, 1}, y
′

i = 1 ∈ {0, 1}

Dakle, dopustivo rexeǌe RD2′ formulacije je ujedno i dopustivo re-

xeǌe RD2 formulacije. Vrednosti funkcija ciǉa mogu se izraqunati
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po slede�oj formuli:

ObjRD2′ =
∑
i∈V

x
′′

i + 2
∑
i∈V

y
′′

i =
∑
i∈V1

x
′′

i + 2
∑
i∈V1

y
′′

i +
∑
i∈V2

x
′′

i + 2
∑
i∈V2

y
′′

i =∑
i∈V1

x
′′

i + 2
∑
i∈V1

y
′′

i + 3|V2|.

ObjRD2 =
∑
i∈V

x
′

i + 2
∑
i∈V

y
′

i =
∑
i∈V1

x
′

i + 2
∑
i∈V1

y
′

i +
∑
i∈V2

x
′

i + 2
∑
i∈V2

y
′

i =∑
i∈V1

x
′′

i + 2
∑
i∈V1

y
′′

i + 2|V2|.

Odavde se mo�e zakǉuqiti da je ObjRD2 ≤ ObjRD2′.

Pretpostavimo da skup U predstavǉa skup dopustivih rexeǌa RD2

formulacije. Izostavǉaǌem uslova (3.7) iz RD2 formulacije, skup do-

pustivih rexeǌa RD2′ formulacije mo�e se obele�iti sa UF. Jasno

je da je U ⊆ UF i da je, samim tim, dopustiva taqka RD2 formulacije

ujedno i dopustiva taqka RD2′ formulacije. Na osnovu definicije glo-

balnog i lokalnog minimuma sledi da je

ObjRD2′ = min
UF

(∑
i∈V

xi + 2
∑
i∈V

yi
)
≤ min

U

(∑
i∈V

xi + 2
∑
i∈V

yi
)

= ObjRD2

Najzad, kombinovaǌem izvedenih relacija ObjRD2′ ≥ ObjRD2 i ObjRD2′ ≤
ObjRD2, dobija se da je ObjRD2′ = ObjRD2.

Teorema 3.3. Optimalna vrednost funkcije ciǉa RD2′′ formulacije (3.5),

(3.6) i (3.9) jednaka je optimalnoj vrednosti funkcije ciǉa RD2′ formu-

lacije (3.5), (3.6) i (3.8).

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 3.1, neka je dopustivo rexeǌe RD2′′

formulacije definisano vektorom (x̄
′′
, ȳ

′′
), gde je x̄

′′
= (x

′′
1 , ..., x

′′
n), ȳ

′′
=

(y
′′
1 , ..., y

′′
n) i n = |V |. Ponovo, neka je vektor (x̄

′
, ȳ

′
) promenǉivih x

′
i (x̄

′
=

(x
′
1, ..., x

′
n)) i y

′
i (ȳ

′
= (y

′
1, ..., y

′
n)) definisan sa y

′
i = y

′′
i za svako i ∈ V i

x
′

i =

0, x
′′
i ∈ [0, 1),

1, x
′′
i ∈ [1,+∞).

Promenǉive x
′
i i y

′
i su binarne, stoga zadovoǉavaju uslove (3.8). Pret-
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postavǉaju�i da je x
′′
i + y

′′
i +

∑
j∈Ni y

′′
j ≥ 1, dobijaju se dva sluqaja:

1) (y
′′
i = 1) ∨ (∃j ∈ Ni)(y

′′
j = 1),

2) (y
′′
i = 0) ∧ (∀j ∈ Ni)(y

′′
j = 0).

Iz 1) sledi da je y
′′
i = 1 ili postoji j ∈ Ni za koje je y

′′
j = 1, tj. va�i

y
′′
i +

∑
j∈Ni y

′′
j ≥ 1. Budu�i da je y

′
i = y

′′
i i x

′
i ≥ 0 za svako i ∈ V , sledi da je

x
′
i + y

′
i +
∑

j∈Ni y
′
j ≥ 1. Iz 2) sledi da je 1 ≤ x

′′
i + y

′′
i +

∑
j∈Ni y

′′
j = x

′′
i . Sada,

sa obzirom da je x
′′
i ≥ 1, sledi da je x

′
i = 1, xto daǉe implicira da je

x
′
i + y

′
i +
∑

j∈Ni y
′
j ≥ 1 (y

′
i ∈ {0, 1}). Dakle, promenǉive x

′
i i y

′
i zadovoǉavaju

uslove (3.6) za svako i ∈ V .

Vrednost funkcije ciǉa RD2′ formulacije odre�uje se po formuli∑
i∈V x

′
i + 2

∑
i∈V y

′
i. Iz relacija y

′
i = y

′′
i i x

′
i ≤ x

′′
i lako se mo�e zakǉu-

qiti da je ObjRD2′ ≤ ObjRD2′′. Ponovo, poznato je da je vrednost funk-

cije ciǉa svakog relaksiranog problema minimizacije maǌa ili jed-

naka vrednosti funkcije ciǉa odgovaraju�eg osnovnog problema, dakle

ObjRD2′′ ≤ ObjRD2′. Kombinovaǌem izvedenih nejednakosti dobija se da je

ObjRD2′ = ObjRD2′′ qime je teorema dokazana.

Primetimo da se formulacijama RD2′ i RD2′′ broj uslova smaǌuje

na |V |. Tako�e, RD2′′ formulacija umesto 2|V | binarnih promenǉivih,

koristi |V | binarnih i |V | realnih promenǉivih. Na osnovu Teorema

3.2 i 3.3 mo�e se zakǉuqiti da su RD2′ i RD2′′ formulacije dobro

definisane matematiqke formulacije RD problema.

Modifikacije RD1′, RD2′ i RD2′′ izlo�ene su sliqno kao u radu [84]

u kome su publikovane.
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3.2 Problem ograniqene rimske dominacije

Definicija problema ograniqene rimske dominacije data je u poglavǉu

1.4. Posmatrajmo graf G = (V,E) sa skupom qvorova V = {1, . . . , n}, i
funkciju f : V → {0, 1, 2}. Matematiqki model za problem ograniqene

rimske dominacije mo�e se opisati sa:

min
f
F1(f) (3.10)

pri uslovima:

F1(f) =
∑
u∈V

f(u) (3.11)

(∀u ∈ V ) f(u) = 0 ⇒ (∃v, w ∈ Nu)(f(v) = 2 ∧ f(w) = 0). (3.12)

Te�ina fRRD funkcije f , odnosno vrednost broja γrR(G) opisani su funk-

cijom ciǉa (3.10), dok je uslovom (3.12) obezbe�eno da funkcija f bude

iz klase fRRD funkcija.

U relevantnoj literaturi svi radovi koji se odnose na RRD pro-

blem najqex�e su zasnovani na analizi broja γrR(G) za razliqite klase

grafova G. Budu�i da do momenta pisaǌa ove teze u literaturi nije

bila poznata ni jedna matematiqka formulacija RRD problema, u nare-

dnoj sekciji bi�e izlo�ena prva MILP formulacija sliqno kao xto je

izlo�ena u radu [85].

3.2.1 Nova matematiqka formulacija problema ograniqene rimske
dominacije

Neka je za graf G = (V,E) sa skupom qvorova V = {1, . . . , n} funkcija

f definisana sa f : V → {0, 1, 2} i neka su promenǉive xi, xi ∈ [0,∞),

i ∈ V , definisane tako da predstavǉaju te�inu qvora i ∈ V . Iako je f(i)

celobrojna a xi nenegativna realna promenǉiva, za obe vrednosti bi�e

korix�en izraz te�ina. Tako�e, bi�e pokazano da su vrednosti za xi i

f(i) (iako va�i f ∈ {0, 1, 2} i xi ∈ [0,∞)), jednake u optimalnom rexeǌu,

ali nisu obavezno jednake za svako dopustivo rexeǌe.

Neka se binarnim promenǉivim yi i zi identifikuje te�ina qvora
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i ∈ V na slede�i naqin:

yi =

1, f(i) = 2

0, inaqe
i zi =

1, f(i) = 0

0, inaqe
.

Nova matematiqka formulacija RRD problema sada se mo�e opisati na

slede�i naqin:

min
∑
i∈V

xi (3.13)

pri ograniqeǌima

xi +
∑
j∈Ni

yj ≥ 1, i ∈ V (3.14)

xi +
∑
j∈Ni

zj ≥ 1, i ∈ V (3.15)

xi ≥ 2yi, i ∈ V (3.16)

xi + 2zi ≤ 2, i ∈ V (3.17)

xi ∈ [0,+∞), yi, zi ∈ {0, 1}, i ∈ V. (3.18)

Vrednost funkcije ciǉa, definisane uslovom (3.13), predstavǉa broj

γrR. Uslovima (3.14) definisano je da svaki qvor realne te�ine maǌe

od jedan mora biti susedan sa bar jednim qvorom te�ine 2. Sliqno,

uslovima (3.15) definixe se da svaki qvor realne te�ine maǌe od jedan

mora biti susedan sa bar jednim qvorom te�ine nula. Nejednakostima

(3.16) i (3.17) definisano je da za svaki qvor i ∈ V te�ine maǌe od

2, odgovaraju�a promenǉiva yi ima vrednost nula, odnosno da za svaki

qvor i ∈ V pozitivne te�ine, odgovaraju�a promenǉiva zi ima vrednost

nula. Konaqno, promenǉive xi su nenegativne realne, dok su promenǉive

yi i zi (i ∈ V ) binarne zbog uslova (3.18).

Predstavǉena MILP formulacija sastoji se iz 2|V | promenǉivih koje

su binarne i |V | realnih promenǉivih dok je broj ograniqeǌa jednak

4|V |.

Za n-torke x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) i z = (z1, . . . , zn), koji zado-

voǉavaju uslove (3.14) - (3.18), bi�e korix�ena notacija F2(x, y, z) =∑
i∈V xi. Uslov (3.13), kojim se minimizuje broj legija potrebnih da se

zaxtiti carstvo, sada se mo�e napisati kao min
(x,y,z)

F2(x, y, z).
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Za formulaciju (3.13) - (3.18) u daǉem tekstu bi�e korix�ena oznaka

RRD1.

Teorema 3.4. Optimalna vrednost funkcije ciǉa matematiqke formu-

lacije (3.10) - (3.12) problema ograniqene rimske dominacije jednaka je op-

timalnoj vrednosti funkcije ciǉa RRD1 formulacije.

Dokaz. (⇒) Doka�imo prvo da funkcija ciǉa formulacije (3.10) - (3.12)

RRD problema nije maǌa od funkcije ciǉa RRD1 formulacije, t.j.

F1(f) ≥ F2(x, y, z) na dopustivom skupu (za problem (3.10) - (3.12)) i da

je odgovaraju�a taqka (x, y, z) dopustiva za RRD1.

Za fiksiran qvor i ∈ V i funkciju f : V → {0, 1, 2}, neka su promenǉive

xi, yi i zi definisane sa

xi = f(i), yi =

1, f(i) = 2

0, inaqe
i zi =

1, f(i) = 0

0, inaqe
.

Kako su xi ∈ [0,+∞), yi, zi ∈ {0, 1}, uslovi (3.16) - (3.18) su zadovoǉeni

po definiciji. Na primer, uslov (3.17) je zadovoǉen sa obzirom da je

zi = 1 kada je xi = f(i) = 0 (xi + 2zi = 2), zi = 0 kada je xi = f(i) = 1

(xi + 2zi = 1 < 2), i zi = 0 kada je xi = f(i) = 2 (xi + 2zi = 2).

Posmatrajmo fiksirano i ∈ V . Razlikuju se dva sluqaja:

1. Neka je f(i) ≥ 1. Sa obzirom da je xi = f(i), sledi da je xi ≥ 1.

Iz posledǌe relacije i iz uslova binarnosti promenǉivih yi i zi

sledi da je xi +
∑

j∈Ni yj ≥ 1 i xi +
∑

j∈Ni zj ≥ 1.

2. Neka je f(i) = 0. Kako je relacija (3.12) zadovoǉena, (∃j, k ∈ Ni)(f(j) =

2 ∧ f(k) = 0), sledi da je yj = 1 i da je zk = 1. Dakle, xi +
∑

j∈Ni yj =∑
j∈Ni yj ≥ 1 i xi +

∑
k∈Ni zk =

∑
k∈Ni zk ≥ 1.

Time su uslovi (3.14) i (3.15) zadovoǉeni. Budu�i da promenǉive xi,

yi i zi zadovoǉavaju uslove (3.14) - (3.18) za proizvoǉno i ∈ V , sledi da

je F2(x, y, z) =
∑

i∈V xi =
∑

i∈V f(i) = F1(f) na dopustivom skupu za problem

(3.10) - (3.12) i odgovaraju�im dopustivim taqkama RRD1 problema.

(⇐) Poka�imo da je vrednost funkcije ciǉa RRD problema (3.10) -

(3.12) najvixe jednaka funkciji ciǉa RRD1 formulacije, tj. F1(f) ≤
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F2(x, y, z) na dopustivom skupu RRD1 problema i za odgovaraju�e taqke

(3.10) - (3.12) problema. Za skup promenǉivih xi, yi i zi koje zadovoǉa-

vaju uslove (3.14) - (3.18), neka je funkcija f definisana sa

f(i) =


0, xi ∈ [0, 1)

1, xi ∈ [1, 2)

2, xi ∈ [2,+∞)

. (3.19)

Na osnovu definicije funkcije f ona zaista slika V u skup {0, 1, 2}.
Budu�i da je za fiksirani qvor i ∈ V , f(i) ∈ {0, 1, 2}, razmatraju se

slede�a dva sluqaja:

Sluqaj 1. Neka je xi ∈ [1,+∞). Na osnovu definicije funkcije f , sledi

da je ili f(i) = 1 ili f(i) = 2. Sada, budu�i da je ⊥⇒ p tautologija za

svaki logiqki uslov p, uslov (3.12) je tako�e zadovoǉen.

Sluqaj 2. Neka je xi ∈ [0, 1). Na osnovu definicije funkcije f , f(i) =

0. Iz uslova (3.14), xi +
∑

j∈Ni yj ≥ 1, sledi da je
∑

j∈Ni yj ≥ 1 − xi >

0. Obzirom da su promenǉive yj binarne, izraz
∑

j∈Ni yj mora imati

celobrojnu vrednost odakle daǉe sledi da je
∑

j∈Ni yj ≥ 1. Dakle, postoji

qvor j ∈ Ni takav da je yj = 1. Na osnovu uslova (3.16) i relacije

xj ≥ 2yj = 2 sledi da je f(j) = 2. Sliqno, iz uslova (3.15) sledi da je∑
j∈Ni zj ≥ 1 − xi > 0. Na osnovu binarnosti promenǉivih zj sledi da∑
j∈Ni zj ima celobrojnu vrednost. Sada, sa obzirom da je

∑
j∈Ni zj ≥ 1,

mo�e se zakǉuqiti da postoji qvor k ∈ Ni za koji je zk = 1. Konaqno, iz

uslova (3.17), tj. xk ≤ 2− 2zk = 0, sledi da je xk = 0, odnosno f(k) = 0, na

osnovu qega se mo�e zakǉuqiti da je ispuǌen i uslov (3.12).

Na osnovu definicije funkcije f , jasno je da je f(i) ≤ xi, za svako i ∈
V . Stoga se mo�e zakǉuqiti da je F1(f) =

∑
i∈V f(i) ≤

∑
i∈V xi = F2(x, y, z)

na dopustivom skupu RRD1 problema i za odgovaraju�e taqke (3.10) -

(3.12) problema.

Poxto za svako dopustivo rexeǌe problema (3.10) - (3.12) postoji

dopustivo rexeǌe problema (3.13) - (3.18) koje zadovoǉava relaciju

F2(x, y, z) ≤ F1(f) i za svako dopustivo rexeǌe problema (3.13) - (3.18) po-

stoji dopustivo rexeǌe problema (3.10) - (3.12) koje zadovoǉava relaciju

F1(f) ≤ F2(x, y, z), direktno sledi da je min
f
F1(f) = min

(x,y,z)
F2(x, y, z).
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3.3 Problem slabe rimske dominacije

Iako se u literaturi dosta pisalo o broju slabe rimske dominacije,

zabele�ena je samo jedna matematiqka formulacija WRD problema. Za-

pravo, 2013. godine su A.P. Burger, A.P.D. Villiers i J.H. van Vuuren u Jour-

nal of Combinatorial Mathematics and Combinatorial Computing [83] predlo-

�ili matematiqki model WRD problema u formi celobrojnog line-

arnog programiraǌa. U nastavku �e se za predlo�eni matematiqki

model koristiti oznaka WRDBVV. Me�utim, u okviru ovog poglavǉa

pokaza�emo da WRDBVV formulacija ne odgovara definiciji problema

slabe rimske dominacije koju su dali Henning i Hedetniemi u [10]. Pod

pretpostavkom da je naqiǌena xtamparska grexka, predlo�ene su ko-

rigovana matematiqka formulacija WRD problema uz dokaz da tako ko-

rigovana formulacija zaista odgovara definiciji problema slabe rim-

ske dominacije iz [10] i nova matematiqka formulacija, za koju je tako�e

pokazano da odgovara problemu slabe rimske dominacije definisanom u

[10].

3.3.1 Matematiqka formulacija problema slabe rimske dominacije
iz relevantne literature

WRDBVV formulacija

Neka je za dat graf G = (V,E) sa svojom matricom susedstva A = [aij],

uz konvenciju da je aii = 1, i = 1, . . . , n, n = |V |, funkcija f definisana

sa f : V → {0, 1, 2}, tj. neka je sa f(i) definisana te�ina qvora i ∈ V .

Daǉe, neka skup X predstavǉa skup qvorova te�ine 1, odnosno neka skup

Y predstavǉa skup qvorova te�ine 2. Neka su binarne promenǉive xi i

yi definisane sa:

xi =

1, f(i) = 1

0, inaqe
(3.20)

yi =

1, f(i) = 2

0, inaqe
(3.21)
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za svako i ∈ V i neka su binarne promenǉive zij definisane sa

zij =

1, (xi = 0 i yi = 0) i (ili xj = 1 ili yj = 1)

0, inaqe
(3.22)

za svako i, j ∈ V , i 6= j.

U literaturi se za zij = 1 koristi izraz ”qvorovi i i j formiraju

skup razmene te�ina” (eng. vertices i and j form a swap set) a za qvorove

pozitivne te�ine (xi > 0 ili yi > 0) ka�e da su ”sigurni od napada”.

WRDBVV formulacija problema slabe rimske dominacije defini-

sana je na slede�i naqin:

min
n∑
i=1

(xi + 2yi) (3.23)

pri ograniqeǌima:

n∑
j=1

aij(xj + yj) ≥ 1, i = 1, . . . , n (3.24)

xi + yi ≤ 1, i = 1, . . . , n (3.25)

xi + yi +
n∑
j=1
j 6=i

zij ≥ 1, i = 1, . . . , n (3.26)

aij(xj + yj − xi − yi + 1) ≥ 2zij, i, j = 1, . . . , n, j 6= i (3.27)

yjaki + akj +
n∑
l=1
l 6=i
l 6=j

akl(xl + yl) ≥ zij, i, j, k = 1, . . . , n, i 6= j (3.28)

xi, yi, zij ∈ {0, 1}, i, j = 1, . . . , n (3.29)

Funkcija ciǉa, qija vrednost predstavǉa broj slabe rimske domina-

cije γr, definisana je uslovom (3.23). Uslovima (3.24) definisano je

da za svaki qvor te�ine nula mora postojati susedni qvor pozitivne

te�ine. Uslovima (3.25) obezbe�uje se disjunktnost skupova X i Y .

Daǉe, uslovima (3.26) definisano je da za svaki qvor i takav da je

xi = yi = 0, postoji qvor j, j ∈ Ni koji �e sa ǌim mo�i da podeli te-

�inu (tj. mogu�a je preraspodela te�ina izme�u qvorova i i j), dok se

ograniqeǌima (3.27) obezbe�uje da rexeǌe ostane dopustivo u odnosu

na preraspodelu te�ina izme�u qvorova i i j. Osim toga, dopustivost
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rexeǌa nakon preraspodele te�ina izme�u qvorova i i j definisana

je uslovima (3.28). Ograniqeǌa (3.29) quvaju binarnost promenǉivih

xi, yi i zij. WRDBVV formulacija sastoji se iz n2 + 2n promenǉivih i

n3 + n2 + 3n ograniqeǌa.

WRD1 formulacija

Posmatrajmo graf GP prikazan na slici 13. Direktnim rexavaǌem

WRDBVV formulacije (uz pomo� rexavaqa CPLEX) se za posmatrani

graf dobija da je γr(GP ) = 2, tj. da bi se graf GP smatrao zaxti�enim

dovoǉno je da po jedna legija bude stacionirana u qvorovima oznaqenim

sa 1 i 9. Me�utim, jednostavnom proverom mo�e se videti da ovakav

12

3

5

4

6

7 8 9 10

Slika 13: Graf GP

raspored nije u skladu sa definicijom problema slabe rimske domina-

cije koju su Henning i Hedetniemi dali u [10] s obzirom na to da, u skladu

sa ovakvim rasporedom, ni jedna stacionirana legija ne mo�e da se pre-

seli u qvor bez stacionirane legije a da ne naruxi zaxti�enost svojih

suseda. U skladu sa definicijom problema slabe rimske dominacije koju

su Henning i Hedetniemi dali u [10] (videti Definiciju 1.7.) rexeǌe pro-

blema slabe rimske dominacije za posmatran graf je γr(GP ) = 4 (ako se

po dve legije stacioniraju u qvorove 1 i 9, qvorove 2 - 7 xtiti jedna od

stacioniranih legija iz qvora 1, dok qvorove 8 i 10 xtiti jedna od sta-

cioniranih legija iz qvora 9). Do problema je, mo�da, doxlo zato xto

su Burger i sar. u [83], zanemarivxi uslov da legija mo�e da se preseli

samo u ǌoj susednu, definisali WRD problem na slede�i naqin:

Definicija 3.1. Skup slabe rimske dominacije grafa G predstavǉa par

(Xr, Yr) me�usobno disjunktnih podskupova qvorova grafa G (sa Xr je oznaqen

skup qvorova grafa G koji imaju jednu legiju a sa Yr skup qvorova grafa G

koji sadr�e dve legije), za koji je Xr∪Yr dominantni skup za G, sa osobinom

da za svaki qvor u /∈ Xr ∪ Yr postoji qvor v ∈ Xr za koji je skup razmene

((Xr ∪ {u}) \ {v}) ∪ Yr tako�e dominantni skup u G, ili qvor v ∈ Yr za koji

je skup razmene (Yr \ {v}) ∪ (Xr ∪ {u, v}) dominantni skup u G.
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Dakle, u skladu sa definicijom koju su dali Burger i sar. rexeǌe pro-

blema slabe rimske dominacije za posmatrani graf je γr(GP ) = 3 (na

primer: dve legije su stacionirane u 1; jedna legija se stacionira u 9;

qvorove bez stacionirane legije xtiti jedna od stacioniranih legija

iz qvora 1). Iz svega izlo�enog mo�e se zakǉuqiti da je najverovatnije

doxlo do xtamparske grexke i da uslov (3.28) treba da glasi

yjakj + aki +
n∑
l=1
l 6=i
l 6=j

akl(xl + yl) ≥ zij, i, j, k = 1, . . . , n, j 6= i. (3.30)

Iako definicija koju su Burger i sar. izlo�ili zanemaruje da je prese-

ǉeǌe mogu�e samo ka susednim qvorovima, direktnim rexavaǌem for-

mulacije (3.23) - (3.27), (3.29) i (3.30) dobija se da je optimalno rexeǌe

za posmatran graf γr(GP ) = 4. Pretpostavǉaju�i da je u [83] naqiǌena

xtamparska grexka i da je naqiǌen previd pri zapisu definicije WRD
problema, pokaza�emo da se za prvu formulaciju slabe rimske domina-

cije mo�e uzeti formulacija (3.23) - (3.27), (3.29) i (3.30) (u daǉem

tekstu formulacija WRD1).

Teorema 3.5. Optimalna vrednost funkcije ciǉa WRD1 formulacije za

graf G jednaka je vrednosti slabog rimskog dominantnog broja, γr(G).

Dokaz. (⇒) Neka za graf G = (V,E) sa skupom qvorova V = {1, . . . , n}, skup
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z11, . . . , znn) predstavǉa dopustivo rexeǌe WRD1 for-

mulacije. Definiximo funkciju f : V → {0, 1, 2} sa f(i) = xi + 2yi (f je

dobro definisana budu�i da je xi + 2yi ∈ {0, 1, 2}). Pokaza�emo da funk-

cija f predstavǉa funkciju slabe rimske dominacije za graf G tako xto

�emo za svaki qvor i = 1 . . . , n razlikovati dva sluqaja:

1) xi + yi = 1. Obzirom da sluqaj xi + yi = 1 oznaqava da je xi = 1 ili je

yi = 1, sledi da je f(i) ≥ 1 (f(i) ∈ {1, 2}).

2) xi + yi = 0. Obzirom da sluqaj xi + yi = 0 oznaqava da je xi = 0

i yi = 0, sledi da je f(i) = 0. Iz uslova (3.24) sledi da postoji

qvor j ∈ Ni (aij = 1) takav da je xj + yj = 1, tj. va�i f(j) ≥ 1.

Na osnovu definisanosti promenǉivih zij sledi da je zij = 1. Iz

uslova (3.30) za svako k ∈ V va�i yjakj +aki +
∑n

l=1,l 6=i,j akl(xl + yl) ≥ 1.

Pretpostavi�emo da je k 6= i s obzirom da bi tada mogli da ka�emo

da je qvor k zaxti�en jer ima suseda j pozitivne te�ine, odnosno
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da je k 6= j jer bi u tom sluqaju i sam bio pozitivne te�ine. Dakle,

neka je k ∈ V \{i, j}, zbog uslova (3.30) jedan od slede�a tri sluqaja

mora biti ispuǌen:

a) k je sused sa i (aki = 1);

b) k je sused sa j (akj = 1) i va�i yj = 1;

v)
∑n

l=1,l 6=i,j akl(xl + yl) ≥ 1.

Neka je funkcija f ′ : V → {0, 1, 2} definisana sa f ′(i) = f(i) + 1,

f ′(j) = f(j) − 1 i f ′(k) = f(k), k ∈ V \ {i, j}. Funkcija f ′ korektno je

definisana budu�i da je f ′(i) = 1, f ′(j) ∈ {0, 1} i f ′(k) ∈ {0, 1, 2} za
svako k ∈ V \ {i, j}. U sluqaju pod a) qvor k je zaxti�en u odnosu

na funkciju f ′ jer ima suseda i koji je pozitivne te�ine (f ′(i) = 1).

U sluqaju pod b) qvor k je zaxti�en u odnosu funkciju f ′ zato

xto je susedan qvoru j koji je pozitivne te�ine (f ′(j) = 1), dok

je u sluqaju pod v) qvor k zaxti�en u odnosu na funkciju f ′ kao

qvor qija je te�ina pozitivna (ako je akk(xk + yk) = 1), odnosno kao

qvor koji ima suseda l, l 6= i, j qija je te�ina pozitivna (ako je∑n
l=1,l 6=i,j,k akl(xl + yl) ≥ 1).

Dakle, za svako i ili va�i f(i) ≥ 1, ili je f(i) = 0 i postoji sused

j sa osobinom f(j) ≥ 1, tako da, u odnosu na funkciju f ′ : V → {0, 1, 2}
definisanu sa f ′(i) = f(i)+1, f ′(j) = f(j)−1 i f ′(k) = f(k), k ∈ V \{i, j} svi
qvorovi su ili pozitivne te�ine ili imaju suseda pozitivne te�ine.

Iz svega navedenog, mo�e se zakǉuqiti da je svako dopustivo rexeǌe

WRD1 formulacije ujedno dopustivo rexeǌe WRD problema, tj. da je

f funkcija slabe rimske dominacije za graf G. Na osnovu vrednosti

promenǉivih xi i yi sledi da je

n∑
i=1

xi + 2yi =
∑
i∈V

f(i). (3.31)

(⇐) Neka za graf G funkcija f , f : V → {0, 1, 2} predstavǉa funk-

ciju slabe rimske dominacije. Poka�imo, sada, da je rexeǌe problema

slabe rimske dominacije dopustivo rexeǌe WRD1 formulacije. Neka

su promenǉive xi, yi i zij, i, j = 1, . . . , n definisane sa (3.20)-(3.22). Za

svaki qvor i ∈ V razlikujemo dva sluqaja:
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1) f(i) = 0. Na osnovu definicije funkcije slabe rimske dominacije

postoji qvor j ∈ Ni za koji va�i f(j) ≥ 1 i, u odnosu na funkciju

f ′ : V → {0, 1, 2}, definisanu sa f ′(i) = 1, f ′(j) = f(j)− 1 i f ′(k) = f(k)

za svako k ∈ V \ {i, j}, va�i
∑n

l=1 aklf
′(l) ≥ 1 (za qvor k va�i f ′(k) ≥ 1

i/ili postoji sused l ∈ Nk takav da je f ′(l) ≥ 1). Dakle, f(i) = 0

implicira da je xi + yi = 0, a f(j) ≥ 1 za j ∈ Ni implicira da je

xj + yj = 1, aij = 1, tj. ispuǌeni su uslovi (3.24) i (3.25). Na

osnovu vrednosti promenǉivih xi, yi, xj i yj, sledi da je zij = 1,

tj. ispuǌeni su uslovi (3.26) i (3.27). Proveri�emo ispuǌenost

uslova (3.30). Za k ∈ Ni uslov (3.30) je ispuǌen jer je aki = 1. Za

k ∈ Nj i f ′(j) = 1 uslov (3.30) je ispuǌen jer je akjyj = 1. Me�utim,

ukoliko je k /∈ Ni i f ′(j) = 0 qvor k mora biti zaxti�en u odnosu

na funkciju f ′, tj. va�i
∑n

l=1,l 6=i,j aklf
′(l) ≥ 1. Iz posledǌe relacije

sledi da je f ′(k) ≥ 1 i/ili postoji bar jedan qvor l ∈ Nk \{i, j} takav
da je f ′(l) ≥ 1. Ukoliko je f ′(k) ≥ 1 sledi da je f(k) = f ′(k) ≥ 1 a

samim tim i da je akk(xk + yk) = 1 qime je uslov (3.30) zadovoǉen.

Ukoliko za l ∈ Nk \ {i, j} va�i f ′(l) ≥ 1, uslov (3.30) je ispuǌen zato

xto je f(l) = f ′(l) ≥ 1 a samim tim i akl(xl + yl) = 1.

2) f(i) ≥ 1. Uslovi (3.24) - (3.26) su ispuǌeni budu�i da za promenǉive

xi i yi va�i xi + yi = 1. Na osnovu vrednosti xi i yi i iz naqina na

koji su definisane promenǉive zij dobija se da je zij = 0, tj. ispu-

ǌeni su uslovi (3.27). Uslovi (3.30) su trivijalno ispuǌeni jer

sabirci sa leve strane nejednakosti imaju nenegativne vrednosti.

Najzad, na osnovu vrednosti funkcije f i definisanosti promenǉivih

xi, yi i zij, mo�e se zakǉuqiti da rexeǌe problema slabe rimske domina-

cije predstavǉa dopustivo rexeǌe WRD1 formulacije. Tako�e, va�i

relacija ∑
i∈V

f(i) =
∑

i∈V,f(i)=1

xi +
∑

i∈V,f(i)=2

2yi =
∑
i∈V

(xi + 2yi). (3.32)

Budu�i da jednakost va�i za svaku funkciju slabe rimske dominacije f

i svaki dopustiv skup WRD1 formulacije, sledi da je

min
f

∑
i∈V

f(i) = min
∑
i∈V

(xi + 2yi). (3.33)
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3.3.2 Poboǉxana matematiqka formulacija WRD problema

Primetimo da su za problem slabe rimske dominacije promenǉive zij

WRD1 formulacije definisane tako da je zij = 1 ukoliko qvor i ima

te�inu nula i ukoliko je ǌemu susedan qvor j pozitivne te�ine, tj. za

grane e = (i, j) i e = (j, i) kod kojih je zij = 1 va�i zij 6= zji. Sa tim

u vezi, posmatra�emo orijentisan graf u kome je svaka neorijentisana

grana zameǌena sa dve orijentisane, tj. neka je G = (V,E ∪ E ′) gde je

E ′ = {(j, i)|(i, j) ∈ E} . Primetimo jox da su vrednosti promenǉivih zij

za svaka dva nesusedna qvora i i j poznate, tj. da je zbog uslova (3.27)

zij = 0 kada je aij = 0 (za svako i, j ∈ V , (i, j) /∈ E ∪ E ′). Stoga, neka je

ze =


1, i i j mogu da formiraju skup razmene, tj.

e = (i, j), (xi = 0 i yi = 0) i (xj = 1 ili yj = 1)

0, inaqe

(3.34)

definisano za svako e ∈ E ∪E ′. Neka su, daǉe, binarne promenǉive xi i

yi definisane uslovima (3.20) i (3.21).

Nova matematiqka formulacija WRD problema na grafu G mo�e se

definisati na slede�i naqin:

min
∑
i∈V

(xi + 2yi) (3.35)

pri ograniqeǌima:

xi + yi +
∑

e=(i,j)∈E∪E′

ze ≥ 1, i ∈ V (3.36)

xj + yj − xi − yi + 1 ≥ 2ze, e = (i, j) ∈ E ∪ E ′ (3.37)

yj +
∑
l∈Nk
l 6=i,
l 6=j

(xl + yl) ≥ ze, e = (i, j) ∈ E ∪ E ′, k ∈ Nj \Ni (3.38)

xi, yi, ze ∈ {0, 1} i ∈ V, e ∈ E ′ ∪ E ′ (3.39)

Vrednost broja γr(G) za dati graf G definisana je funkcijom ciǉa

(3.35). Uslovima (3.36) obezbe�uje se da svaki qvor bude pozitivne

te�ine ili da ima bar jednog suseda qija je te�ina pozitivna a koji sa

ǌim mo�e da prerasporedi svoju te�inu. Validnost preraspore�ivaǌa
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te�ina izme�u qvorova i i j definisana je uslovom (3.37). Uslovima

(3.38) definixe se dopustivost rexeǌa nakon xto je te�ina izme�u

qvorova i i j preraspore�ena. Promenǉive su binarne na osnovu uslova

(3.39).

U daǉem tekstu za formulaciju (3.35)-(3.39) bi�e korix�ena oznaka

WRD2. WRD2 formulacija sastoji se iz 2n+m binarnih promenǉivih

i 3n+ 2m ograniqeǌa.

Teorema 3.6. Za svaki prosti graf G, optimalna vrednost funkcije ciǉa

WRD1 formulacije jednaka je optimalnoj vrednosti funkcije ciǉa WRD2

formulacije.

Dokaz. (⇒) Neka je dopustivo rexeǌe WRD1 formulacije WRD pro-

blema definisano skupom (X
′
, Y

′
, Z

′
), X

′
= (x

′
1, . . . , x

′
n), Y

′
= (y

′
1, . . . , y

′
n),

Z
′

= (z
′
11, . . . , znn), n = |V |, i neka je skup (X

′′
, Y

′′
, Z

′′
) promenǉivih x

′′
i , y

′′
i

i z
′′
e definisan tako da va�i x

′′
i = x

′
i, y

′′
i = y

′
i, i = 1, . . . , n i

z
′′

e =

1, e = (i, j), z
′
ij = 1

0, e = (i, j), z
′
ij = 0

, e ∈ E ∪ E ′. (3.40)

Primetimo da su promenǉive z
′
ij definisane za svaki par qvorova (i, j),

dok su promenǉive z
′′
e definisane samo za grane koje postoje u grafu G

(z
′′
e je definisano samo ako je aij = 1, odnosno za e = (i, j) ∈ E∪E ′). Prime-

timo jox da je, zbog uslova (3.27), z
′
ij = 0 kada je aij = 0. Promenǉive z

′′
e

dobro su definisane s obzirom da kod uslova (3.26) promenǉive za koje

va�i z
′
ij = 0 ne utiqu na vrednost posmatrane sume jer je nula neutral za

sabiraǌe. Pri tom, za ovako definisane promenǉive z
′
ij, uslovi (3.27)

i (3.30) postaju trivijalni. Iz prethodne diskusije sledi da je izraz∑
j∈V z

′
ij jednak izrazu

∑
e=(i,j)∈E∪E′ z

′′
e za svako i ∈ V qime se implicira

da uslovi (3.36) direktno slede iz uslova (3.26). Primetimo jox da su

uslovi (3.27) netrivijalni samo kada je aij = 1. Zbog toga, i iz defini-

cije promenǉivih z
′′
e , dikretno sledi da uslovi (3.27) impliciraju (3.37).

Da bi pokazali ispuǌenost uslova (3.38) neophodno je da se razmotre

slede�a tri sluqaja:

Sluqaj 1 : k /∈ Nj.

Kako k i j nisu susedni qvorovi, sledi da je akj = 0, odnosno leva strana

(eng. left hand side, u daǉem tekstu LHS) uslova (3.30)
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y
′

jakj + aki +
n∑
l=1

akl(x
′

l + y
′

l)− aki(x
′

i + y
′

i)− akj(x
′

j + y
′

j),

postaje
−akjx

′

j + (1− x′

i − y
′

i)aki +
n∑
l=1

akl(x
′

l + y
′

l).

Daǉe, relacija akjx
′
j = 0 va�i na osnovu poqetnih pretpostavki, dok iz

uslova (3.25) sledi da je 1−x′
i−y

′
i ≥ 0. Najzad, uslovi (3.24) impliciraju

da je

−akjx
′

j + (1− x′

i − y
′

i)aki +
n∑
l=1

akl(x
′

l + y
′

l) ≥
n∑
l=1

akl(x
′

l + y
′

l) ≥ 1 ≥ z
′

ij.

Na osnovu prethodne diskusije oqigledno je da su u Sluqaju 1 uslovi

(3.30) redundantni.

Sluqaj 2 : k ∈ Ni ∩Nj.

Pod pretpostavkom da je qvor k susedan qvorovima i i j sledi da je

aki = akj = 1. Budu�i da su akjy
′
j ≥ 0 i

∑n
l=1,l 6=i,l 6=j akl(x

′

l + y
′

l) ≥ 0 dobija se

da je LHS uslova (3.30) najmaǌe jednaka aki = 1, odakle sledi da je LHS

ve�a ili jednaka z
′
ij, odakle ponovo sledi da su uslovi (3.30) redudantni.

Sluqaj 3 : k ∈ Nj \Ni.

Pod pretpostavkom da je qvor k susedan qvoru j i pri tom mu qvor i

nije susedan, sledi da su akj = 1 i aki = 0. Stoga, uslovi (3.30) postaju

y
′
j +

∑n
l=1,l 6=i,l 6=j akl(x

′

l + y
′

l) ≥ z
′
ij. Na osnovu definicije promenǉivih z

′′
e

sledi da su uslovi (3.38) ispuǌeni.

Obzirom da su u Sluqaju 1 i Sluqaju 2 uslovi (3.30) redudantni a da

su u Sluqaju 3 uslovi (3.30) ekvivalentni uslovima (3.38) i da ne mogu

uticati na dopustivost rexeǌa problema (3.23) - (3.27), (3.29) i (3.30),

sledi da se mogu izostaviti.

Promenǉive x
′′
i , y

′′
i i z

′′
e binarne su po definiciji, tj. va�e uslovi

(3.39).

Konaqno, kako su x
′′
i = x

′
i i y

′′
i = y

′
i sledi da su funkcije ciǉa jedna-

kih vrednosti, tj. ObjWRD1 =
∑

i∈V (x
′
i + 2y

′
i) =

∑
i∈V (x

′′
i + 2y

′′
i ) = ObjWRD2.

Pri tom, iz dopustivosti rexeǌa WRD1 problema sledi dopustivost

rexeǌa WRD2 formulacije.

(⇐) Neka skup (X
′′
, Y

′′
, Z

′′
) predstavǉa dopustivo rexeǌe WRD2 for-

mulacije (X
′′

= (x
′′
1 , . . . , x

′′
n), Y

′′
= (y

′′
1 , . . . , y

′′
n), Z

′′
= (z

′′
1 , . . . , z

′′
m)), n = |V |,

m = |E| i neka je skup (X
′
, Y

′
, Z

′
) promenǉivih x

′
i, y

′
i i z

′
ij, i, j = 1, . . . , n
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definisan na slede�i naqin: y
′
i = y

′′
i , i = 1, . . . , n,

x
′

i =

x
′′
i , x

′′
i + y

′′
i ≤ 1

x
′′
i − 1, x

′′
i + y

′′
i = 2

i

z
′

ij =

z
′′
e , x

′′
j + y

′′
j ≤ 1, e = (i, j) ∈ E ∪ E ′

0, inaqe
.

U ciǉu dokazivaǌa uslova (3.24) - (3.27) i (3.30) potrebno je razmotriti

dva sluqaja:

(1.) x
′′
i + y

′′
i ≤ 1 i

(2.) x
′′
i + y

′′
i = 2.

Uslovi (3.25) trivijalno va�e s obzirom da je u (1.) x
′
i + y

′
i = x

′′
i + y

′′
i ≤ 1

i u (2.) x
′
i + y

′
i = x

′′
i − 1 + y

′′
i = 1 ≤ 1.

Polaze�i od uslova (3.36), a na osnovu definicije promenǉivih z
′
ij,

uslovi (3.26) tako�e va�e:

x
′

i + y
′

i +
n∑
j=1
j 6=i

z
′

ij =



= x
′′
i + y

′′
i +

∑
e=(i,j)∈E∪E′

x
′′
j +y

′′
j ≤1

z
′
ij +

∑
e=(i,j)∈E∪E′

x
′′
j +y

′′
j =2

z
′
ij +

∑
e=(i,j)/∈E∪E′ z

′
ij =

x
′′
i + y

′′
i +

∑
e=(i,j)∈E∪E′

x
′′
j +y

′′
j ≤1

z
′
ij =

x
′′
i + y

′′
i +

∑
e=(i,j)∈E∪E′ z

′′
e −

∑
e=(j,i)∈E∪E′

x
′′
j +y

′′
j =2

z
′′
e =

x
′′
i + y

′′
i +

∑
e=(i,j)∈E∪E′ z

′′
e ≥ 1, sluqaj (1.)

= x
′′
i − 1 + y

′′
i +

∑n
j=1
j 6=i

z
′
ij ≥

x
′′
i − 1 + y

′′
i = 1, sluqaj (2.)

za svako i = 1, . . . , n.

Date formule su korektne,
∑

e=(i,j)∈E∪E′,x
′′
j +y

′′
j =2

z
′
ij = 0 i

∑
e=(i,j)/∈E∪E′ z

′
ij =

0 na osnovu definicije promenǉivih z
′
ij. Izraz

∑
e=(j,i)∈E∪E′,x

′′
j +y

′′
j =2

z
′′
e = 0

je korektan na osnovu uslova (3.37). Uslovi (3.37) se, za e = (j, i), mogu

interpretirati na slede�i naqin x
′′
i +y

′′
i −x

′′
j−y

′′
j +1 ≥ 2z

′′
e odakle direktno

sledi da je z
′′
e = 0.
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Korektnost uslova (3.27) se tako�e mo�e pokazati: za aij = 0 uslovi

(3.27) trivijalno va�e s obzirom da je 0 ≥ 0, dok je za aij = 1 potrebno

razmotriti qetiri sluqaja:

• uslov (1.) va�i za svako i, j = 1, . . . , n.

x
′

j + y
′

j − (x
′

i + y
′

i) + 1 = x
′′

j + y
′′

j − (x
′′

i + y
′′

i ) + 1 ≥ 2z
′′

e = 2z
′

ij.

• uslov (1.) va�i za i dok uslov (2.) va�i za j, (i = 1, . . . , n − 1, j =

2, . . . , n, i < j).
x

′

j + y
′

j − (x
′

i + y
′

i) + 1 = x
′′

j − 1 + y
′′

j − (x
′′

i + y
′′

i ) + 1 =

x
′′

j + y
′′

j − (x
′′

i + y
′′

i ) = 2− (x
′′

i + y
′′

i ) ≥ 1 ≥ 0 = 2z
′

ij

budu�i da je, iz definicije, z
′
ij = 0 kada je x

′′
j + y

′′
j = 2.

• uslov (1.) va�i za j dok uslov (2.) va�i za i (j = 1, . . . , n − 1, i =

2, . . . , n, j < i).
x

′

j + y
′

j − (x
′

i + y
′

i) + 1 = x
′′

j + y
′′

j − (x
′′

i − 1 + y
′′

i ) + 1 =

x
′′

j + y
′′

j − (x
′′

i + y
′′

i ) + 2 ≥ 2z
′′

e ≥ 2z
′

ij.

• uslov (2.) va�i za svako i, j = 1, . . . , n.
x

′

j + y
′

j − (x
′

i + y
′

i) + 1 = x
′′

j − 1 + y
′′

j − (x
′′

i − 1 + y
′′

i ) + 1 =

x
′′

j + y
′′

j − (x
′′

i + y
′′

i ) + 1 ≥ 2z
′′

e ≥ 2z
′

ij.

Kombinovaǌem sva qetiri uslova zajedno sa uslovom aij = 0 sledi da

uslovi (3.27) va�e. Uslovi (3.24), koji se ekvivalentno mogu zapisati

x
′

i + y
′

i +
∑
j∈Ni

(x
′

j + y
′

j) ≥ 1,

va�e u sluqaju (2.), s obzirom da je

x
′

i + y
′

i +
∑
j∈Ni

(x
′

j + y
′

j) = x
′′

i − 1 + y
′′

i +
∑
j∈Ni

(x
′

j + y
′

j) ≥ 1 +
∑
j∈Ni

(x
′

j + y
′

j) ≥ 1.

Ukoliko sluqaj (1.) va�i za i i uslovi x
′′
j + y

′′
j ≤ 1 va�e za svako j,

uslovi (3.24) se ekvivalentno mogu zapisati kao x
′′
i +y

′′
i +
∑

j∈Ni (x
′′
j + y

′′
j ) ≥

1. Posledǌa relacija va�i ukoliko je bar jedna od slede�ih relacija

zadovoǉena: x
′′
i + y

′′
i ≥ 1 ili je

∑
j∈Ni (x

′′
j + y

′′
j ) ≥ 1. Pretpostavǉaju�i

da uslovi (3.36)-(3.39) va�e, iz uslova (3.36) sledi da bar jedna od

relacija x
′′
i + y

′′
i ≥ 1 i

∑
e=(i,j)∈E∪E′ z

′′
e ≥ 1 va�i. Ukoliko prva relacija
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va�i, uslovi (3.24) su zadovoǉeni. Ukoliko druga relacija va�i, tada

postoji grana ē takva da je z
′′
ē = 1. Sada, iz uslova (3.37) sledi da je

x
′′
j + y

′′
j ≥ 1 za ē = (i, j) pokazuju�i da su uslovi (3.24) tako�e zadovoǉeni.

Ukoliko uslov (1.) va�i za i i postoji j̄ takvo da je x
′′

j̄ + y
′′

j̄ = 2, tada

se uslovi (3.24) mogu zapisati kao x
′
i + y

′
i +
∑

j∈Ni,j 6=j̄ (x
′
j + y

′
j) + (x

′

j̄ + y
′

j̄) ≥
x

′

j̄ + y
′

j̄ = x
′′

j̄ − 1 + y
′′

j̄ = 1.

Da bismo pokazali validnost uslova (3.30), potrebno je razmotriti

naredna tri sluqaja.

1. akj = aki = 0.

Ako uzmemo da uslovi (3.24) va�e, uslovi (3.30) se ekvivalentno

mogu zapisati kao

akjy
′

j + aki +
n∑

l=1,l 6=i,l 6=j

akl(x
′

l + y
′

l) =

n∑
l=1

akl(x
′

l + y
′

l)− aki(x
′

i + y
′

i)− akj(x
′

j + y
′

j) =
n∑
l=1

akl(x
′

l + y
′

l) ≥ 1 ≥ z
′

ij

odakle se mo�e zakǉuqiti da su ispuǌeni.

2. akj = 1, aki = 0.
Ako pretpostavimo da su uslovi (3.38) tako�e zadovoǉeni, uslovi
(3.30) su ponovo ispuǌeni,

akjy
′
j + aki +

n∑
l=1,l 6=i,l 6=j

akl(x
′
l + y

′
l) = y

′
j +

∑
l∈Nk,l 6=i,l 6=j

(x
′
l + y

′
l) =

sluqaj ((∀l)(x′′
l + y

′′
l ≤ 1)) y

′′
j +

∑
l∈Nk,l 6=i,l 6=j

(x
′′
l + y

′′
l ) ≥ z

′′
e ≥ z

′
ij

sluqaj ((∃l̄)(x′′

l̄ + y
′′

l̄ = 2)) y
′
j +

∑
l∈Nk,l 6=i,
l 6=j,l 6=l̄

(x
′
l + y

′
l) + (x

′

l̄ + y
′

l̄) ≥ x
′

l̄ + y
′

l̄ = 1 ≥ z
′
ij

3. akj = 0 ∧ aki = 1 ili akj = aki = 1.

Budu�i da su akjy
′
i ≥ 0 i akl(x

′

l + y
′

l) ≥ 0 za svako k, l = 1, . . . , n, l 6= i,

uslovi (3.30) su ponovo zadovoǉeni,

akjy
′

j + aki +
n∑
l=1
l 6=i
l 6=j

akl(x
′

l + y
′

l) = akjy
′

i + 1 +
n∑
l=1
l 6=i
l 6=j

akl(x
′

l + y
′

l) ≥ 1 ≥ z
′

ij.

Iz prethodnog se mo�e zakǉuqiti da su uslovi (3.30) ispuǌeni.
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Konaqno, s obzirom da su x
′

k ≤ x
′′

k i y
′

k = y
′′

k sledi da je funkcija ciǉa,

koja odgovara WRD1 formulaciji, maǌa ili jednaka funkciji ciǉa

koja odgovara WRD2 formulaciji, tj. ObjWRD1 ≤ ObjWRD2. Ujedno,

dopustvo rexeǌe WRD2 formulacije je dopustivo rexeǌe WRD1 for-

mulacije.

Kombnovaǌem datih nejednakosti teorema je dokazana, tj. ObjWRD2 =

ObjWRD1.

3.4 Pore�eǌa matematiqkih formulacija

U poglavǉu 3.1.1. predstavǉene su dve matematiqke formulacije pro-

blema rimske dominacije, RD1 i RD2 formulacija. Obe formulacije

definisane su korix�eǌem 2n (gde je n broj qvorova grafa) celobro-

jnih promenǉivih i 2n ograniqeǌa. U okviru poglavǉa 3.1.2. pokazano

je da se RD problem mo�e opisati i sa n celobrojnih i n realnih pro-

menǉivih, odnosno da je za opisivaǌe RD problema dovoǉno koristiti

n ograniqeǌa (RD1′, RD2′ i RD2′′ formulacije). Sliqno, za problem

slabe rimske dominacije, u poglavǉu 3.3. opisane su dve matematiqke

formulacije. WRD1 formulacijom WRD problem mo�e se opisati ko-

rix�eǌem n2 + 2n celobrojnih promenǉivih i n3 + n2 + 3n ograniqeǌa,

dok se modifikovanom formulacijom (WRD2 formulacija) isti pro-

blem mo�e opisati korix�eǌem 2n + 3m promenǉivih (m predstavǉa

broj grana grafa) i 3n + 2m ograniqeǌa. Pore�eǌa radi, u najgorem

sluqaju, odnosno kada se radi o komplentim grafovima, poboǉxan model

ima O(n2) ograniqeǌa dok originalni model ima O(n3) ograniqeǌa.

Radi ilustracije kvaliteta i efikasnosti unapre�enih formulacija

za rexavaǌe RD i WRD problema u odnosu na formulacije poznate iz

relevantne literature, formulacije opisane u prethodnim sekcijama

kodirane su u C++ programskom jeziku tako da se instance na kojima �e

se vrxiti testiraǌe mogu rexiti poznatim rexavaqima za rexavaǌe

problema kombinatorne optimizacije, CPLEX 12.6 i Gurobi 5.6. Testi-

raǌa su izvrxena na Intel(R) Core(TM) i7-4700MQ CPU @ 2.40GHz raqunaru

sa 8GB RAM memorije pod Windows 10 operativnim sistemom. Pore�eǌa

su izvrxena za qetiri razliqite klase grafova: grid (eng. grid graphs),

planarne (eng. planar graphs), net (eng. net graphs) i proizvoǉno gener-
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isane grafove (eng. random generated graphs). Prve tri klase grafova su

poznate iz literature dok je proizvoǉno generisane grafove generisao

i obezbedio Vincenzo Currò [14]. Klasu grid grafova qini 171 instanca

pri qemu je najmaǌa instanca sa 9 qvorova dok je najve�a sa 600 qvorova.

Klasu planarnih grafova qini 12 instanci sa 10, 20, 30, 50, 100, 150, 200,

250, 300, 400, 500 i 600 qvorova. Klasu net grafova predstavǉaju 4 in-

stance sa 100, 200, 400 i 600 qvorova. Klasu proizvoǉno generisanih

grafova qini ukupno 108 instanci, odnosno po 18 instanci sa po 50, 100,

150, 200, 250 i 300 qovorva.

Detaǉni rezultati testiraǌa prikazani su u Tabelama 1 - 6 i 8 -

9, koje su formirane na slede�i naqin. U prve tri kolone prikazani

su ime instance, broj qvorova i broj grana grafa koju data instanca

predstavǉa. Za instance za koje su optimizacioni rexavaqi primenom

bar jedne matematiqke formulacije dobili rexeǌe i dokazali optimal-

nost dobijenog rexeǌa, takvo rexeǌe prikazano je u qetvrtoj koloni

oznaqenoj sa opt. U tabelama u kojima su prikazani rezultati testi-

raǌa instanci koje se ne mogu rexiti optimalno, kolona opt zameǌena

je kolonom best. U koloni best prikazane su najni�e vrednosti dobi-

jene za tu instancu nezavisno od formulacije i rexavaqa. Potom slede

kolone sa rezultatima za svaku formulaciju posebno. U tabelama u ko-

jima su prikazane optimalno rexene instance, u kolonama tcpl i tgur, su

za svaku formulaciju posebno data vremena potrebna da se odgovaraju�a

instanca optimalno rexi primenom CPLEX i Gurobi rexavaqa (tim re-

dom). Kolone koje oznaqavaju rexeǌe instance su izostavǉane budu�i

da su optimalno rexene i da je rexeǌe takvih instanci ve� prikazano

u koloni opt. U tabelama, u kojima je CPLEX (Gurobi) prekinuo pro-

ces rexavaǌa usled nedostatka memorije ili vremenskog ograniqeǌa,

u koloni vcpl (vgur) prikazana je vrednost koju je CPLEX (Gurobi) dobio

pre trenutka prekida, dok u koloni tcpl (tgur) stoji ”nm” ukoliko je do

prekida doxlo usled nedostatka memorije, odnosno zadato vremensko

ograniqeǌe ukoliko je ono dostignuto. Radi boǉe preglednosti u ta-

belama su podebǉane vrednosti koje predstavǉaju najboǉe rezultate u

odnosu na odgovaraju�a pore�eǌa.
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Pore�eǌe RD1, RD2, RD1′, RD2′ i RD2′′ formulacija

Rezultati pore�eǌa matematiqkih formulacija definisanih za RD pro-

blem, prikazani su Tabelama 1 - 6. Zbog velikog broja podataka, te-

stiraǌa RD1 i RD1′ formulacije prikazani su zasebno u odnosu na

rezultate testiraǌa RD2 formulacije i ǌenih modifikacija. Budu�i

da testirane instance pripadaju razliqitim vrstama grafova, u tabe-

lama su prvo prikazani rezultati testiraǌa instanci grid tipa, potom

instanci net i planarnog tipa, dok su posledǌi prikazani rezultati

testiraǌa proizvoǉno generisanih instanci. Za svaku vrstu grafa in-

stance su sortirane po broju qvorova.

Rezultati testiraǌa instanci koje su optimalno rexene od strane

oba rexavaqa i primenom svih pet formulacija prikazani su u Tabelama

1 i 2.

Tabela 1: Pore�eǌa RD1 i RD1′ formulacija nad instancama koje su
optimalno rexene od strane oba rexavaqa primenom obe formulacije

Instance RD1 RD1′

Ime |V | |E| opt tcpl tgur tcpl tgur

grid03×03 9 12 6 0.105 0.01 0.059 0.39
grid04×03 12 17 7 0.128 <0.01 0.161 0.37
grid03×04 12 17 7 0.098 0.02 1.180 0.33
grid05×03 15 22 8 0.119 0.01 0.173 0.68
grid03×05 15 22 8 0.116 0.03 2.189 0.28
grid04×04 16 24 8 0.287 0.03 2.452 0.02
grid06×03 18 27 10 0.087 0.01 2.063 1.29
grid03×06 18 27 10 0.110 0.03 1.695 0.06
grid04×05 20 31 11 0.208 0.02 0.547 0.55
grid05×04 20 31 11 0.140 0.02 0.097 2.22
grid07×03 21 32 12 0.063 0.02 0.289 1.05
grid03×07 21 32 12 0.461 0.04 1.785 0.98
grid03×08 24 37 13 0.197 0.05 0.240 1.40
grid08×03 24 37 13 0.395 0.02 1.248 1.66
grid04×06 24 38 13 0.226 0.04 0.510 0.29
grid06×04 24 38 13 0.136 0.03 0.492 0.28
grid05×05 25 40 14 1.488 0.03 1.235 1.67
grid03×09 27 42 14 0.239 0.03 1.333 0.45
grid09×03 27 42 14 0.204 0.02 1.994 0.03
grid07×04 28 45 14 0.072 0.01 1.842 0.02
grid04×07 28 45 14 0.141 0.02 0.365 0.19
grid03×10 30 47 16 0.298 0.03 0.333 1.33
grid06×05 30 49 16 0.207 0.02 1.211 1.53
grid10×03 30 47 16 0.133 0.03 1.348 2.10
grid05×06 30 49 16 0.810 0.02 2.698 1.60
grid04×08 32 52 16 0.751 0.02 0.680 0.07
grid08×04 32 52 16 0.269 0.02 0.444 0.60
grid11×03 33 52 18 3.834 0.03 2.561 0.11
grid03×11 33 52 18 0.213 0.02 1.384 1.71
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Nastavak Tabele 1 . . .

Instance RD1 RD1′

Ime |V | |E| opt tcpl tgur tcpl tgur

grid07×05 35 58 18 0.777 0.02 2.802 1.01
grid05×07 35 58 18 0.735 0.05 3.871 1.40
grid09×04 36 59 18 0.095 0.03 2.517 0.28
grid04×09 36 59 18 0.215 0.02 3.489 1.60
grid06×06 36 60 19 0.689 0.20 2.487 0.27
grid12×03 36 57 19 3.044 0.05 1.079 0.66
grid03×12 36 57 19 0.589 0.05 2.865 0.92
grid03×13 39 62 20 0.812 0.03 1.909 0.82
grid13×03 39 62 20 1.451 0.02 0.874 0.18
grid10×04 40 66 20 0.376 0.04 2.018 0.61
grid04×10 40 66 20 0.504 0.04 1.485 0.99
grid05×08 40 67 21 0.723 0.01 1.732 1.40
grid08×05 40 67 21 1.247 0.06 3.528 2.09
grid03×14 42 67 22 0.648 0.02 3.106 0.60
grid14×03 42 67 22 0.891 0.01 0.653 0.11
grid07×06 42 71 22 0.864 0.07 3.311 1.32
grid06×07 42 71 22 0.993 0.08 2.321 0.90
grid11×04 44 73 22 3.131 0.03 3.694 1.06
grid04×11 44 73 22 0.672 0.05 3.091 1.42
grid15×03 45 72 24 1.766 0.02 0.258 0.43
grid03×15 45 72 24 0.775 0.04 1.576 0.75
grid09×05 45 76 23 0.398 0.13 3.357 1.67
grid05×09 45 76 23 0.903 0.09 2.968 0.30
grid04×12 48 80 24 0.599 0.04 3.040 0.61
grid12×04 48 80 24 3.591 0.03 3.829 0.67
grid08×06 48 82 24 1.212 0.80 3.538 1.24
grid06×08 48 82 24 1.189 0.13 3.435 0.89
grid07×07 49 84 24 1.211 0.07 2.810 1.14
grid10×05 50 85 26 0.416 0.14 1.875 0.60
grid05×10 50 85 26 1.377 0.11 4.406 0.56
grid13×04 52 87 26 4.385 0.08 2.436 0.17
grid04×13 52 87 26 0.867 0.11 2.072 1.06
grid06×09 54 93 27 0.897 0.12 2.391 0.12
grid09×06 54 93 27 0.319 0.13 2.084 0.72
grid05×11 55 94 28 0.469 0.12 4.047 0.46
grid11×05 55 94 28 2.021 0.10 4.582 0.67
grid04×14 56 94 28 1.267 0.04 3.233 1.41
grid14×04 56 94 28 0.618 0.07 2.884 0.83
grid07×08 56 97 28 1.506 0.19 4.746 1.21
grid08×07 56 97 28 1.382 0.90 3.343 1.00
grid04×15 60 101 30 1.079 0.05 4.138 0.36
grid15×04 60 101 30 2.163 0.07 1.533 0.12
grid05×12 60 103 30 0.264 0.11 2.146 0.29
grid06×10 60 104 30 2.212 0.10 4.344 1.39
grid10×06 60 104 30 0.552 0.12 1.046 1.03
grid12×05 60 103 30 1.793 0.12 3.483 2.05
grid09×07 63 110 31 0.429 0.15 2.708 0.57
grid07×09 63 110 31 1.278 0.21 3.435 1.69
grid08×08 64 112 32 0.261 0.27 3.828 0.55
grid05×13 65 112 33 1.094 0.17 3.332 1.01
grid13×05 65 112 33 4.563 0.15 2.379 0.49
grid11×06 66 115 33 0.789 0.18 3.436 1.63
grid06×11 66 115 33 0.521 0.19 3.139 1.88
grid10×07 70 123 34 0.625 0.21 0.571 1.79
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Nastavak Tabele 1 . . .

Instance RD1 RD1′

Ime |V | |E| opt tcpl tgur tcpl tgur

grid07×10 70 123 34 1.401 0.21 1.843 1.89
grid14×05 70 121 35 1.682 0.21 3.770 0.84
grid05×14 70 121 35 1.037 0.16 3.941 0.73
grid06×12 72 126 36 0.977 0.20 1.834 2.03
grid09×08 72 127 35 0.460 0.16 3.180 0.59
grid08×09 72 127 35 0.359 0.21 3.051 1.66
grid12×06 72 126 36 0.712 0.18 1.119 1.43
grid05×15 75 130 38 1.356 0.25 4.727 1.90
grid15×05 75 130 38 3.652 0.27 1.648 1.64
grid07×11 77 136 38 0.899 0.21 3.639 1.67
grid11×07 77 136 38 2.924 0.23 3.843 1.56
grid06×13 78 137 38 1.160 0.19 4.419 0.75
grid13×06 78 137 38 3.110 0.20 2.816 0.56
grid10×08 80 142 39 0.207 0.22 1.696 1.55
grid08×10 80 142 39 0.189 0.24 1.869 1.74
grid09×09 81 144 38 0.621 0.11 5.194 0.96
grid06×14 84 148 41 2.068 0.31 1.441 0.40
grid07×12 84 149 41 1.282 0.24 4.372 1.98
grid12×07 84 149 41 0.976 0.20 0.909 0.78
grid14×06 84 148 41 1.757 0.22 0.443 1.11
grid11×08 88 157 42 1.460 6.90 2.746 1.32
grid08×11 88 157 42 0.397 0.37 2.886 1.39
grid09×10 90 161 43 0.579 0.27 3.192 2.28
grid15×06 90 159 44 3.046 0.29 0.615 1.20
grid10×09 90 161 43 0.548 0.34 2.063 0.85
grid06×15 90 159 44 1.077 0.33 3.038 1.29
grid07×13 91 162 44 0.685 0.26 4.182 1.69
grid13×07 91 162 44 3.033 0.29 2.737 0.37
grid12×08 96 172 46 1.288 0.34 2.988 1.91
grid08×12 96 172 46 0.484 0.24 0.863 2.49
grid14×07 98 175 47 3.381 0.31 0.647 0.84
grid07×14 98 175 47 1.311 0.25 3.492 2.61
grid09×11 99 178 47 0.721 0.32 2.800 1.69
grid11×09 99 178 47 0.998 0.25 2.673 1.57
grid10×10 100 180 48 0.470 0.32 4.603 2.86
grid08×13 104 187 50 0.466 0.33 1.129 2.66
grid13×08 104 187 50 3.350 0.36 3.512 1.49
grid15×07 105 188 50 2.270 0.34 0.834 0.82
grid07×15 105 188 50 1.000 0.31 3.516 2.00
grid12×09 108 195 51 0.864 0.35 2.683 2.71
grid09×12 108 195 51 0.459 0.41 1.819 1.90
grid11×10 110 199 52 2.269 0.29 1.699 2.07
grid10×11 110 199 52 0.445 0.31 0.781 1.91
grid14×08 112 202 53 1.992 2.30 0.558 0.82
grid08×14 112 202 53 0.576 0.29 2.229 2.40
grid09×13 117 212 55 0.795 0.42 1.683 2.49
grid13×09 117 212 55 1.491 0.34 3.873 1.46
grid15×08 120 217 57 2.454 0.58 1.655 3.90
grid10×12 120 218 56 1.186 0.46 3.693 2.46
grid08×15 120 217 57 0.655 0.37 4.149 5.05
grid12×10 120 218 56 1.265 0.44 2.007 3.40
grid11×11 121 220 57 4.229 0.42 4.723 5.28
grid09×14 126 229 58 1.238 0.38 2.998 1.41
grid14×09 126 229 58 0.772 0.37 0.981 0.89
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grid10×13 130 237 61 1.534 0.48 2.907 7.08
grid13×10 130 237 61 2.743 0.70 3.555 2.23
grid11×12 132 241 62 2.016 0.65 1.557 5.67
grid12×11 132 241 62 1.230 0.72 1.506 6.00
grid09×15 135 246 63 0.793 0.52 1.901 4.34
grid15×09 135 246 63 2.589 0.64 1.532 2.47
grid14×10 140 256 65 3.845 0.72 1.525 3.64
grid10×14 140 256 65 2.867 0.49 4.933 3.91
grid13×11 143 262 66 2.166 0.52 3.369 2.30
grid11×13 143 262 66 4.242 0.59 3.825 5.28
grid12×12 144 264 67 1.865 0.66 2.815 5.16
grid10×15 150 275 70 3.670 1.35 3.949 8.96
grid15×10 150 275 70 2.645 1.31 1.244 9.91
grid11×14 154 283 71 2.395 0.84 5.150 9.01
grid14×11 154 283 71 4.085 0.99 1.837 7.64
grid12×13 156 287 72 3.586 0.87 6.483 4.57
grid13×12 156 287 72 2.947 1.05 6.596 5.35
grid11×15 165 304 76 2.676 1.29 6.145 10.05
grid15×11 165 304 76 2.831 1.22 1.270 9.56
grid14×12 168 310 77 5.220 0.93 1.326 6.49
grid12×14 168 310 77 4.318 1.08 5.922 5.11
grid13×13 169 312 78 6.437 1.55 4.753 7.81
grid12×15 180 333 82 7.050 1.59 3.400 9.86
grid15×12 180 333 82 6.229 0.80 2.618 9.52
grid14×13 182 337 83 5.849 1.43 2.433 9.07
grid13×14 182 337 83 6.186 1.41 5.768 8.99
grid15×13 195 362 89 3.644 2.70 2.730 14.54
grid13×15 195 362 89 12.179 3.05 8.886 12.03
grid14×14 196 364 88 4.878 0.67 1.924 2.51
grid14×15 210 391 95 3.225 2.37 1.720 17.42
grid15×14 210 391 95 3.888 2.05 3.265 17.38
grid15×15 225 420 102 2.477 9.75 3.364 37.14
grid20×20 400 760 176 176.900 446.08 161.508 1095.8

Net-10-10 100 342 28 0.034 0.09 0.046 0.03
Net-10-20 200 712 56 0.058 0.07 0.079 0.38
Net-20-20 400 1482 98 0.114 0.09 0.134 0.50
Net-30-20 600 2252 140 0.154 0.23 0.18 0.10
plan10 10 27 3 0.030 0.01 0.034 0.21
plan20 20 105 5 0.041 0.02 0.057 0.83
plan30 30 182 5 0.045 0.03 0.060 0.50
plan50 50 465 6 0.073 0.02 0.086 0.56
plan100 100 1540 10 0.284 0.53 0.368 2.06
plan150 150 2867 12 1.064 9.27 1.413 23.81
plan200 200 4475 16 191.312 287.68 196.477 1120.5

Random-50-1 50 49 32 0.041 0.02 0.043 0.01
Random-50-2 50 49 33 0.029 0.02 0.037 0.01
Random-50-3 50 58 28 0.030 0.08 0.061 0.02
Random-50-4 50 54 30 0.030 0.06 0.050 0.02
Random-50-5 50 67 28 0.042 0.21 0.046 0.03
Random-50-6 50 86 25 0.078 0.03 0.094 0.07
Random-50-7 50 84 26 0.063 0.17 0.070 0.06
Random-50-8 50 95 23 0.084 0.23 0.091 0.05
Random-50-9 50 108 23 0.086 0.62 0.073 0.07
Random-50-10 50 112 22 0.107 0.36 0.078 0.07
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Random-50-20 50 248 12 0.200 0.62 0.169 0.09
Random-50-30 50 373 9 0.169 0.34 0.157 0.09
Random-50-40 50 475 8 0.164 0.50 0.153 0.16
Random-50-50 50 597 6 0.167 1.05 0.157 0.12
Random-50-60 50 739 4 0.114 0.15 0.108 0.12
Random-50-70 50 860 4 0.061 0.28 0.051 0.10
Random-50-80 50 980 4 0.181 1.24 0.138 0.09
Random-50-90 50 1103 3 0.065 0.27 0.050 0.11
Random-100-1 100 100 61 0.049 0.12 0.066 0.01
Random-100-2 100 109 59 0.049 0.18 0.049 0.01
Random-100-3 100 181 48 0.060 0.11 0.062 0.05
Random-100-4 100 206 45 0.231 0.30 0.232 0.11
Random-100-5 100 231 39 0.236 0.55 0.240 0.10
Random-100-6 100 321 34 0.230 1.24 0.269 0.32
Random-100-7 100 317 32 0.236 0.60 0.195 0.20
Random-100-8 100 398 29 0.234 1.42 0.257 0.56
Random-100-9 100 430 27 0.353 1.41 0.387 0.87
Random-100-10 100 498 24 0.871 1.47 0.983 2.45
Random-100-20 100 981 14 0.417 1.40 0.539 0.95
Random-100-30 100 1477 11 3.661 10.61 3.649 6.11
Random-100-40 100 1945 8 0.701 3.41 0.635 2.39
Random-100-50 100 2483 7 0.811 3.56 0.744 3.10
Random-100-60 100 2985 6 0.523 4.77 0.439 2.55
Random-100-70 100 3435 5 0.454 2.88 0.372 2.22
Random-100-80 100 3935 4 0.352 4.30 0.362 0.40
Random-100-90 100 4446 4 0.317 2.40 0.351 0.38
Random-150-1 150 157 94 0.050 0.10 0.063 0.01
Random-150-2 150 243 78 0.191 1.11 0.178 0.17
Random-150-3 150 322 65 0.447 0.87 0.438 0.24
Random-150-4 150 437 53 0.358 1.57 0.433 1.10
Random-150-5 150 557 46 0.976 4.99 1.115 4.34
Random-150-6 150 705 38 5.579 13.78 5.734 12.59
Random-150-7 150 778 34 2.492 13.41 2.505 14.62
Random-150-8 150 906 31 12.07 28.34 12.401 30.61
Random-150-9 150 965 30 16.002 32.42 15.577 62.4
Random-150-10 150 1152 27 56.194 80.14 56.24 267.44
Random-150-20 150 2228 16 29.974 41.58 30.05 166.23
Random-150-30 150 3318 12 28.619 75.28 28.766 396.54
Random-150-40 150 4476 9 6.592 40.34 6.499 201.13
Random-150-50 150 5550 8 8.74 51.5 8.799 91.68
Random-150-60 150 6734 6 1.701 8.30 1.569 28.30
Random-150-70 150 7807 6 5.822 33.82 5.652 29.64
Random-150-80 150 8924 4 1.128 10.31 1.029 4.93
Random-150-90 150 10043 4 1.149 7.64 1.045 4.43
Random-200-1 200 229 116 0.059 0.19 0.082 0.03
Random-200-2 200 390 92 0.355 2.15 0.417 2.19
Random-200-3 200 581 69 0.885 4.72 1.003 15.96
Random-200-4 200 737 60 10.192 43.36 10.529 90.31
Random-200-5 200 1010 47 50.231 84.78 50.448 422.88
Random-200-6 200 1180 42 332.77 675.14 332.851 984.33
Random-200-7 200 1453 36 168.558 308.36 168.053 1468.5
Random-200-40 200 7907 10 141.298 194.33 65.582 907.59
Random-200-50 200 9895 8 43.664 116.57 14.347 512.45
Random-200-60 200 11971 6 5.39 16.79 2.098 56.80
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Random-200-70 200 14059 6 25.798 129.18 8.497 93.97
Random-200-80 200 15918 4 4.043 21.28 1.594 12.03
Random-200-90 200 17821 4 5.437 23.61 1.867 20.80
Random-250-1 250 345 136 0.16 0.23 0.049 1.81
Random-250-2 250 633 97 15.633 28.03 2.318 61.62
Random-250-3 250 956 73 499.135 1170.17 175.521 3033.2
Random-250-40 250 12500 10 956.294 1915.69 234.285 2467.9
Random-250-50 250 15605 8 194.38 364.33 36.864 550.55
Random-250-60 250 18660 8 580.454 1259.29 153.671 3643.3
Random-250-70 250 21741 6 154.645 139.9 32.326 199.11
Random-250-80 250 24836 4 29.746 38.51 5.127 54.83
Random-250-90 250 27974 4 17.334 17.87 5.376 22.83
Random-300-1 300 481 145 4.548 3 0.216 1.16
Random-300-2 300 876 103 411.938 82.46 80.454 1049.9
Random-300-50 300 22520 8 625.574 3227.83 308.016 3258
Random-300-60 300 26952 8 1514.056 3751.24 576.214 7062.3
Random-300-70 300 31390 6 136.638 334.07 54.132 449.16
Random-300-80 300 35871 5 77.434 36.27 15.064 229.45
Random-300-90 300 40412 4 20.195 41.84 9.159 29.95

Tabela 2: Pore�eǌa RD2, RD2′ i RD2′′ formulacija nad instancama
koje su optimalno rexene od strane oba rexavaqa primenom sve tri
formulacije

Instance RD2 RD2′ RD2′′

Ime |V | |E| opt tcpl tgur tcpl tgur tcpl tgur

grid03×03 9 12 6 0.035 0.01 0.049 0.13 0.055 0.02
grid04×03 12 17 7 0.066 0.13 0.050 0.12 0.040 0.01
grid03×04 12 17 7 0.066 0.02 0.071 0.20 0.069 0.03
grid05×03 15 22 8 0.030 0.02 0.041 0.09 0.037 <0.01
grid03×05 15 22 8 0.097 0.02 0.098 0.06 0.069 0.01
grid04×04 16 24 8 0.019 0.15 0.048 0.01 0.034 0.01
grid06×03 18 27 10 0.031 0.01 0.040 0.01 0.045 0.03
grid03×06 18 27 10 0.066 0.02 0.077 0.03 0.115 0.03
grid04×05 20 31 11 0.044 0.02 0.061 0.30 0.055 0.04
grid05×04 20 31 11 0.034 0.06 0.074 0.06 0.052 0.04
grid07×03 21 32 12 0.061 0.02 0.041 0.01 0.067 0.02
grid03×07 21 32 12 0.08 0.20 0.075 0.21 0.093 0.03
grid03×08 24 37 13 0.049 0.02 0.050 0.11 0.046 0.03
grid08×03 24 37 13 0.045 0.02 0.054 0.02 0.052 0.04
grid04×06 24 38 13 0.052 0.02 0.063 0.02 0.056 0.02
grid06×04 24 38 13 0.063 0.02 0.065 0.02 0.049 0.02
grid05×05 25 40 14 0.044 0.03 0.055 0.07 0.083 0.02
grid03×09 27 42 14 0.044 0.23 0.043 0.04 0.045 0.02
grid09×03 27 42 14 0.032 0.23 0.129 0.02 0.037 0.01
grid07×04 28 45 14 0.058 0.02 0.050 0.01 0.052 0.02
grid04×07 28 45 14 0.037 0.02 0.059 0.19 0.054 0.01
grid03×10 30 47 16 0.062 0.16 0.028 0.10 0.044 0.03
grid06×05 30 49 16 0.065 0.02 0.053 0.02 0.057 0.04
grid10×03 30 47 16 0.039 0.04 0.053 0.01 0.046 0.03
grid05×06 30 49 16 0.063 0.04 0.068 0.01 0.050 0.03
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grid04×08 32 52 16 0.047 0.08 0.054 0.22 0.045 0.05
grid08×04 32 52 16 0.035 0.21 0.066 0.02 0.046 0.02
grid11×03 33 52 18 0.048 0.18 0.048 0.04 0.062 0.05
grid03×11 33 52 18 0.052 0.19 0.058 0.05 0.047 0.03
grid07×05 35 58 18 0.031 0.04 0.103 0.01 0.099 0.02
grid05×07 35 58 18 0.078 0.02 0.173 0.02 0.054 0.03
grid09×04 36 59 18 0.061 0.04 0.060 0.02 0.046 0.03
grid04×09 36 59 18 0.058 0.09 0.071 0.03 6.986 0.02
grid06×06 36 60 19 0.147 0.19 0.076 0.04 0.045 0.05
grid12×03 36 57 19 0.082 0.04 0.090 0.05 0.121 0.03
grid03×12 36 57 19 0.096 0.13 0.092 0.50 0.100 0.05
grid03×13 39 62 20 0.050 0.19 0.064 0.26 0.052 0.05
grid13×03 39 62 20 0.084 0.03 0.070 0.03 0.066 0.05
grid10×04 40 66 20 0.082 0.65 0.088 0.05 0.077 0.05
grid04×10 40 66 20 0.081 0.22 0.098 0.36 0.084 0.05
grid05×08 40 67 21 0.081 0.13 0.099 0.08 0.084 0.04
grid08×05 40 67 21 0.112 0.34 0.151 0.05 0.062 0.05
grid03×14 42 67 22 0.044 0.02 0.055 0.30 0.042 0.07
grid14×03 42 67 22 0.062 0.03 0.062 0.02 0.084 0.06
grid07×06 42 71 22 0.115 0.44 0.137 0.21 0.130 0.03
grid06×07 42 71 22 0.119 0.33 0.185 0.18 0.132 0.05
grid11×04 44 73 22 0.046 0.13 0.071 0.02 0.080 0.05
grid04×11 44 73 22 0.057 0.27 0.103 0.18 0.100 0.05
grid15×03 45 72 24 0.061 0.44 0.134 0.04 0.146 0.04
grid03×15 45 72 24 0.046 0.15 0.154 0.35 0.112 0.06
grid09×05 45 76 23 0.148 0.56 0.175 0.10 0.153 0.07
grid05×09 45 76 23 0.200 0.18 0.224 0.10 0.168 0.06
grid04×12 48 80 24 0.058 0.09 0.078 0.27 0.100 0.05
grid12×04 48 80 24 0.076 0.11 0.136 0.04 0.272 0.06
grid08×06 48 82 24 0.098 0.26 0.176 0.06 0.137 0.08
grid06×08 48 82 24 0.050 0.10 0.205 0.08 0.188 0.06
grid07×07 49 84 24 0.098 0.51 0.176 0.06 0.137 0.06
grid10×05 50 85 26 0.166 0.42 0.194 0.12 0.170 0.07
grid05×10 50 85 26 0.291 0.14 0.292 0.10 0.147 0.08
grid13×04 52 87 26 0.099 0.39 0.142 0.12 0.138 0.05
grid04×13 52 87 26 0.164 0.35 0.194 0.17 0.162 0.06
grid06×09 54 93 27 0.111 0.84 0.144 0.11 0.155 0.08
grid09×06 54 93 27 0.179 0.57 0.297 0.11 0.184 0.07
grid05×11 55 94 28 0.153 0.12 0.182 0.14 0.200 0.08
grid11×05 55 94 28 0.239 0.53 0.216 0.13 0.184 0.08
grid04×14 56 94 28 0.059 0.33 0.104 0.13 0.097 0.08
grid14×04 56 94 28 0.060 0.05 0.126 0.02 0.124 0.07
grid07×08 56 97 28 0.175 0.50 0.173 0.09 0.131 0.08
grid08×07 56 97 28 0.153 0.54 0.204 0.12 0.200 0.08
grid04×15 60 101 30 0.150 0.11 0.095 0.14 0.092 0.07
grid15×04 60 101 30 0.075 0.15 0.121 0.06 0.097 0.07
grid05×12 60 103 30 0.225 0.19 0.156 0.17 0.130 0.14
grid06×10 60 104 30 0.092 0.42 0.158 0.14 0.185 0.07
grid10×06 60 104 30 0.157 0.30 0.183 0.17 0.152 0.09
grid12×05 60 103 30 0.177 0.23 0.198 0.14 0.184 0.08
grid09×07 63 110 31 0.208 0.48 0.172 0.17 0.162 0.1
grid07×09 63 110 31 0.066 0.35 0.295 0.16 0.137 0.1
grid08×08 64 112 32 0.119 0.64 0.118 0.16 0.121 0.11
grid05×13 65 112 33 0.176 0.20 0.208 0.18 0.173 0.11
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grid13×05 65 112 33 0.229 0.45 0.211 0.17 0.204 0.12
grid11×06 66 115 33 0.169 0.23 0.195 0.2 0.174 0.1
grid06×11 66 115 33 0.137 0.87 0.213 0.16 0.168 0.1
grid10×07 70 123 34 0.119 0.49 0.137 0.22 0.12 0.08
grid07×10 70 123 34 0.149 0.65 0.196 0.2 0.146 0.11
grid14×05 70 121 35 0.225 1.01 0.202 0.16 0.191 0.11
grid05×14 70 121 35 0.216 0.23 0.208 0.18 0.207 0.12
grid06×12 72 126 36 0.236 0.45 0.18 0.18 0.169 0.09
grid09×08 72 127 35 0.17 0.35 0.185 0.23 0.125 0.1
grid08×09 72 127 35 0.153 0.39 0.21 0.21 0.182 0.09
grid12×06 72 126 36 0.186 0.52 0.272 0.2 0.315 0.11
grid05×15 75 130 38 0.269 0.27 0.225 0.19 0.214 0.16
grid15×05 75 130 38 0.247 0.61 0.316 0.27 0.56 0.16
grid07×11 77 136 38 0.182 0.74 0.174 0.23 0.169 0.14
grid11×07 77 136 38 0.186 0.27 0.238 0.2 0.304 0.12
grid06×13 78 137 38 0.148 0.87 0.26 0.26 0.213 0.18
grid13×06 78 137 38 0.209 0.4 0.32 0.23 0.263 0.2
grid10×08 80 142 39 0.142 0.55 0.156 0.25 0.147 0.15
grid08×10 80 142 39 0.128 0.34 0.167 0.27 0.153 0.17
grid09×09 81 144 38 0.073 0.63 0.121 0.24 0.184 0.12
grid06×14 84 148 41 0.134 0.63 0.197 0.24 0.163 0.18
grid07×12 84 149 41 0.193 0.6 0.205 0.33 0.168 0.17
grid12×07 84 149 41 0.192 0.84 0.266 0.25 0.23 0.18
grid14×06 84 148 41 0.231 0.6 0.288 0.31 0.24 0.17
grid11×08 88 157 42 0.184 0.73 0.144 0.32 0.141 0.15
grid08×11 88 157 42 0.233 1.08 0.192 0.29 0.206 0.21
grid09×10 90 161 43 0.223 0.6 0.307 0.33 0.245 0.2
grid15×06 90 159 44 0.264 0.76 0.348 0.33 0.356 0.25
grid10×09 90 161 43 0.282 0.45 0.361 0.34 0.237 0.19
grid06×15 90 159 44 0.284 0.75 0.376 0.36 0.247 0.24
grid07×13 91 162 44 0.252 0.68 0.181 0.33 0.178 0.2
grid13×07 91 162 44 0.178 0.58 0.201 0.31 0.251 0.17
grid12×08 96 172 46 0.269 0.75 0.191 0.28 0.573 0.2
grid08×12 96 172 46 0.21 0.52 0.441 0.21 0.231 0.21
grid14×07 98 175 47 0.315 0.6 0.214 0.38 0.353 1.18
grid07×14 98 175 47 0.247 0.62 0.315 0.27 0.3 0.24
grid09×11 99 178 47 0.259 0.52 0.203 0.32 0.194 0.21
grid11×09 99 178 47 0.374 0.52 0.287 0.22 0.409 0.19
grid10×10 100 180 48 0.22 0.94 0.239 0.34 0.244 0.52
grid08×13 104 187 50 0.457 0.92 0.351 0.39 0.262 0.31
grid13×08 104 187 50 0.438 1.03 0.401 0.37 0.647 0.29
grid15×07 105 188 50 0.278 0.53 0.494 0.29 0.879 0.28
grid07×15 105 188 50 0.348 0.64 0.504 0.34 0.354 0.3
grid12×09 108 195 51 0.3 0.65 0.29 0.27 0.617 0.18
grid09×12 108 195 51 0.303 0.72 0.305 0.29 0.268 0.26
grid11×10 110 199 52 0.318 0.69 0.27 0.31 0.256 0.26
grid10×11 110 199 52 0.328 0.97 0.364 0.29 0.306 0.26
grid14×08 112 202 53 0.284 0.69 0.32 0.3 0.414 0.36
grid08×14 112 202 53 0.296 0.56 0.365 0.38 0.289 0.66
grid09×13 117 212 55 0.376 0.61 0.323 0.53 0.232 0.29
grid13×09 117 212 55 0.484 1.08 0.444 0.35 0.439 0.26
grid15×08 120 217 57 0.636 0.91 0.414 0.38 0.777 0.81
grid10×12 120 218 56 0.236 0.68 0.483 0.52 0.409 0.32
grid08×15 120 217 57 0.451 1.41 0.488 0.48 0.404 0.96
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grid12×10 120 218 56 0.326 1.67 0.506 0.66 0.83 0.82
grid11×11 121 220 57 0.531 1.25 0.494 0.35 0.443 0.61
grid09×14 126 229 58 0.363 0.37 0.299 0.38 0.25 0.3
grid14×09 126 229 58 0.363 0.85 0.334 0.29 0.469 0.25
grid10×13 130 237 61 0.592 0.73 0.519 0.5 0.568 0.96
grid13×10 130 237 61 0.529 1.33 0.551 0.49 0.788 0.9
grid11×12 132 241 62 0.571 1.63 0.453 0.64 0.917 1.04
grid12×11 132 241 62 0.483 1.24 0.464 0.59 1.124 1.18
grid09×15 135 246 63 0.535 0.98 0.724 0.57 0.662 0.52
grid15×09 135 246 63 0.753 1.09 0.733 0.41 0.887 0.99
grid14×10 140 256 65 0.432 1.52 0.47 0.55 0.522 0.58
grid10×14 140 256 65 0.481 2.35 0.484 0.66 0.478 0.71
grid13×11 143 262 66 0.77 2.11 0.52 0.95 0.503 0.5
grid11×13 143 262 66 0.463 0.98 0.677 0.74 0.622 1.38
grid12×12 144 264 67 0.516 1.52 0.803 0.5 1.026 1.3
grid10×15 150 275 70 0.715 2.12 0.8 1.6 0.977 1.84
grid15×10 150 275 70 1.282 2.42 0.951 1.08 1.426 1.91
grid11×14 154 283 71 0.483 1.49 0.515 7.1 0.579 0.97
grid14×11 154 283 71 0.677 2.32 0.67 1.4 0.871 0.68
grid12×13 156 287 72 0.715 1.4 0.806 1.12 1.014 1.15
grid13×12 156 287 72 0.786 1.58 0.903 1.28 0.783 1.09
grid11×15 165 304 76 0.917 1.9 0.77 1.84 1.463 2.04
grid15×11 165 304 76 1.255 2.74 0.918 1.44 1.006 2.08
grid14×12 168 310 77 0.721 2.88 0.804 0.72 1.185 1.37
grid12×14 168 310 77 0.614 2.7 1.079 2.01 1.554 1.37
grid13×13 169 312 78 0.77 2.88 1.084 1.71 1.042 2.9
grid12×15 180 333 82 0.957 6.4 0.94 1.23 1.013 0.77
grid15×12 180 333 82 1.3 2.36 1.368 2.31 2.09 1.9
grid14×13 182 337 83 0.978 2.77 0.776 1.05 1.278 2.29
grid13×14 182 337 83 1.001 4.3 0.777 2.06 1.209 2.18
grid15×13 195 362 89 2.033 5.38 1.309 3.08 1.657 3.97
grid13×15 195 362 89 2.228 8.36 1.73 2.83 1.894 3.89
grid14×14 196 364 88 0.739 6.2 0.879 2.66 0.969 1.93
grid14×15 210 391 95 1.486 4.87 1.198 1.39 6.194 4.66
grid15×14 210 391 95 1.159 9.7 1.24 5.54 2.749 3.72
grid15×15 225 420 102 3.152 13.59 1.357 6.9 1.608 8.31
grid20×20 400 760 176 91.63 263.84 37.579 204.96 44.775 479.33

Net-10-10 100 342 28 0.073 0.69 0.054 0.17 0.046 0.02
Net-10-20 200 712 56 0.081 0.52 0.049 0.06 0.046 0.02
Net-20-20 400 1482 98 0.128 0.18 0.06 0.07 0.068 0.02
Net-30-20 600 2252 140 0.168 0.7 0.094 0.03 0.083 0.02
plan10 10 27 3 0.162 0.29 0.051 0.01 0.03 0.01
plan20 20 105 5 0.058 1.26 0.054 0.01 0.051 0.09
plan30 30 182 5 0.062 1.91 0.046 0.02 0.043 0.17
plan50 50 465 6 0.202 0.47 0.051 0.01 0.033 0.23
plan100 100 1540 10 0.559 3.4 0.653 0.72 0.483 0.77
plan150 150 2867 12 2.035 38.83 1.39 13.5 1.035 25.92
plan200 200 4475 16 155.969 176.01 124.34 91.8 77.613 562.1

Random-50-1 50 49 32 0.069 0.02 0.032 <0.01 0.031 0.09
Random-50-2 50 49 33 0.039 0.15 0.023 <0.01 0.019 0.09
Random-50-3 50 58 28 0.046 0.11 0.152 <0.01 0.047 0.08
Random-50-4 50 54 30 0.041 0.01 0.052 <0.01 0.042 0.02
Random-50-5 50 67 28 0.051 0.02 0.12 0.02 0.068 0.27
Random-50-6 50 86 25 0.076 0.03 0.088 0.02 0.072 0.24
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Nastavak Tabele 2 . . .

Instance RD2 RD2′ RD2′′

Ime |V | |E| opt tcpl tgur tcpl tgur tcpl tgur

Random-50-7 50 84 26 0.056 0.02 0.053 0.02 0.057 0.05
Random-50-8 50 95 23 0.065 0.22 0.076 0.01 0.055 0.33
Random-50-9 50 108 23 0.063 0.07 0.058 0.04 0.070 0.64
Random-50-10 50 112 22 0.076 0.34 0.095 0.03 0.085 0.35
Random-50-20 50 248 12 0.189 0.51 0.308 0.08 0.170 0.38
Random-50-30 50 373 9 0.080 0.23 0.276 0.08 0.207 0.63
Random-50-40 50 475 8 0.205 0.49 0.452 0.17 0.178 0.48
Random-50-50 50 597 6 0.141 0.38 0.357 0.10 0.115 0.64
Random-50-60 50 739 4 0.058 0.06 0.081 0.01 0.059 0.44
Random-50-70 50 860 4 0.062 0.09 0.061 0.02 0.059 0.59
Random-50-80 50 980 4 0.060 0.06 0.134 0.02 0.069 0.50
Random-50-90 50 1103 3 0.054 0.02 0.076 0.02 0.065 0.52
Random-100-1 100 100 61 0.049 0.09 0.040 0.01 0.028 0.04
Random-100-2 100 109 59 0.040 0.02 0.564 0.01 0.057 0.03
Random-100-3 100 181 48 0.064 0.52 0.058 0.08 0.072 0.08
Random-100-4 100 206 45 0.202 0.49 0.561 0.17 0.219 0.67
Random-100-5 100 231 39 0.222 0.24 0.213 0.05 0.350 0.38
Random-100-6 100 321 34 0.236 0.79 0.398 0.23 0.315 0.46
Random-100-7 100 317 32 0.189 0.54 1.010 0.17 0.265 0.60
Random-100-8 100 398 29 0.406 0.97 1.043 0.41 0.380 1.30
Random-100-9 100 430 27 0.344 1.33 0.836 0.44 0.391 0.68
Random-100-10 100 498 24 0.564 3.39 1.484 1.65 0.852 2.85
Random-100-20 100 981 14 0.478 1.88 0.776 1.05 0.451 1.62
Random-100-30 100 1477 11 1.304 9.80 2.480 3.20 5.596 11.79
Random-100-40 100 1945 8 0.735 3.28 1.509 3.69 0.601 3.52
Random-100-50 100 2483 7 0.765 10.69 0.948 8.04 0.540 7.47
Random-100-60 100 2985 6 0.458 2.75 1.515 0.92 0.467 6.19
Random-100-70 100 3435 5 0.512 3.63 0.981 0.58 0.425 4.63
Random-100-80 100 3935 4 0.105 0.41 0.213 0.10 0.197 1.32
Random-100-90 100 4446 4 0.200 0.23 0.138 0.06 0.118 1.53
Random-150-1 150 157 94 0.053 0.17 0.287 0.01 0.056 0.20
Random-150-2 150 243 78 0.203 0.57 0.160 0.17 0.150 0.40
Random-150-3 150 322 65 0.373 0.71 1.103 0.17 0.325 0.34
Random-150-4 150 437 53 0.834 1.54 0.717 0.59 0.486 1.35
Random-150-5 150 557 46 1.623 3.13 3.365 0.85 2.674 5.26
Random-150-6 150 705 38 4.797 8.89 7.355 3.19 4.956 10.16
Random-150-7 150 778 34 4.903 11.31 10.312 3.13 6.143 11.60
Random-150-8 150 906 31 11.375 14.99 19.434 6.24 11.431 26.40
Random-150-9 150 965 30 16.995 23.02 20.391 8.94 11.673 59.77
Random-150-10 150 1152 27 55.064 43.91 71.839 17.23 45.863 129.33
Random-150-20 150 2228 16 23.012 27.14 32.993 11.12 20.728 80.96
Random-150-30 150 3318 12 23.82 28.43 34.696 20.21 21.173 90.9
Random-150-40 150 4476 9 7.274 33.94 11.458 19.25 7.445 132.78
Random-150-50 150 5550 8 8.427 53.02 13.059 24.94 7.541 60.77
Random-150-60 150 6734 6 0.775 9.19 1.388 3.45 0.904 23.34
Random-150-70 150 7807 6 3.894 18.11 9.994 8.65 3.896 29.76
Random-150-80 150 8924 4 0.192 0.52 1.440 0.22 0.379 4.31
Random-150-90 150 10043 4 0.350 0.49 1.178 0.15 0.408 3.44
Random-200-1 200 229 116 0.059 0.02 0.084 0.01 0.072 0.45
Random-200-2 200 390 92 0.874 1.07 1.705 0.37 0.541 0.37
Random-200-3 200 581 69 5.454 3.81 4.254 0.98 1.520 5.20
Random-200-4 200 737 60 8.797 33.32 16.470 5.22 12.252 41.48
Random-200-5 200 1010 47 45.992 46.07 49.756 20.58 31.180 115.36
Random-200-7 200 1453 36 214.723 179.66 233.565 75.96 158.090 604.32
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Nastavak Tabele 2 . . .

Instance RD2 RD2′ RD2′′

Ime |V | |E| opt tcpl tgur tcpl tgur tcpl tgur

Random-200-30 200 5876 12 75.831 61.73 136.495 60.21 131.625 515.73
Random-200-40 200 7907 10 60.885 163.54 73.242 153.54 115.944 878.61
Random-200-50 200 9895 8 19.946 80.72 25.542 118.45 41.740 332.18
Random-200-60 200 11971 6 2.936 10.81 3.615 8.01 5.954 62.56
Random-200-70 200 14059 6 8.075 24.36 8.870 23.39 16.253 81.44
Random-200-80 200 15918 4 0.367 0.53 0.760 0.73 1.339 9.01
Random-200-90 200 17821 4 0.976 0.32 0.392 0.31 0.958 8.2
Random-250-1 250 345 136 0.146 0.03 0.112 0.03 0.518 0.85
Random-250-2 250 633 97 12.43 6.02 3.670 7.66 7.837 36.44
Random-250-3 250 956 73 514.863 231.4 362.720 368.38 459.505 2158.29
Random-250-40 250 12500 10 389.729 832.91 182.286 815.15 373.433 4520.82
Random-250-50 250 15605 8 68.395 403.21 34.325 434.1 75.471 1388.73
Random-250-60 250 18660 8 234.492 948.72 95.914 1110.85 242.71 5947.35
Random-250-70 250 21741 6 29.293 137.00 12.263 128.68 33.471 341.01
Random-250-80 250 24836 4 2.340 36.00 0.981 39.08 3.650 263.42
Random-250-90 250 27974 4 0.906 1.25 0.486 1.36 1.386 29.36
Random-300-1 300 481 145 0.516 0.61 0.106 0.68 0.853 0.73
Random-300-2 300 876 103 271.706 434.25 103.488 226.88 376.396 664.32
Random-300-50 300 22520 8 471.28 6102.06 106.509 1319.78 220.62 1195.86
Random-300-60 300 26952 8 287.351 1353.2 193.105 885.15 417.262 6392.44
Random-300-70 300 31390 6 25.146 222.67 23.656 90.73 51.194 372.42
Random-300-80 300 35871 5 11.201 307.91 26.392 110.80 23.203 173.29
Random-300-90 300 40412 4 1.757 2.46 0.724 0.66 1.612 13.52

Kao xto se iz Tabele 1 mo�e primetiti, u pore�eǌu sa modifika-

cijom, vreme rexavaǌa grid instanci maǌe je kada je korix�ena RD1

formulacija (kod 126 od 170 testiranih instanci primenom CPLEX re-

xavaqa, odnosno kod 167 instanci primenom Gurobi rexavaqa). Instance

net tipa se CPLEX rexavaqem br�e rexavaju kada se koristi RD1 for-

mulacija, dok su Gurobi rexavaqem obe formulacije jednako uspexne.

Sve instance planarnog tipa br�e se rexavaju RD1 formulacijom, dok

je ve�i broj instanci proizvoǉno generisanog tipa br�e rexen pri-

menom ǌene modifikacije RD1′ (48 od 83 testiranih instanci CPLEX,

odnosno 49 instanci Gurobi rexavaqem). Ako sada pogledamo rezultate

testiraǌa RD2 formulacije i ǌenih modifikacija (Tabela 2) vide�emo

da se CPLEX rexavaqem instance grid tipa najbr�e rexavaju RD2 for-

mulacijom (87 instanci), dok se Gurobi rexavaqem najve�i broj instanci

najbr�e rexava RD2′′ formulacijom (114 instanci). Instance net tipa

najbr�e su rexene RD2′′ formulacijom nezavisno od primeǌenog re-

xavaqa. Instance planarnog tipa su, me�utim, CPLEX rexavaqem naj-

br�e rexene RD2′′ modifikacijom, dok su Gurobi rexavaqem najbr�e

rexene u sluqaju kada je korix�ena RD2′ formulacija. Najvixe in-

stanci proizvoǉno generisanog tipa je CPLEX rexavaqem najbr�e rex-
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eno korix�eǌem RD2 formulacije (36 od 83 testirane instance), dok je

Gurobi rexavaqem najbr�e rexeno korix�eǌem RD2′ formulacije (71 od

83 testirane instance).

Rezultati testiraǌa instanci koje su optimalno rexene ali qija

optimalna rexeǌa nisu dostignuta primenom oba optimizaciona re-

xavaqa i korix�eǌem svih pet formulacija prikazani su u Tabelama 3

i 4.

Tabela 3: Pore�eǌa RD1 i RD1′ formulacija nad instancama koje su
optimalno rexene ali optimalnost dobijenog rexeǌa nije dokazana od
strane oba optimizaciona rexavaqa korix�eǌem bar jedne formulacije

Instance RD1 RD1′

Ime |V | |E| opt vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

grid30×20 600 1100 260 opt 3758.364 opt 2123.72 opt 3620.132 260 7200

plan250 250 6495 17 19 nm opt 2187.83 19 nm 18 7200

Random-200-8 200 1580 34 36 nm opt 502.11 36 nm 35 7200
Random-200-9 200 1781 31 32 nm opt 478.69 32 nm 32 7200
Random-200-30 200 5876 12 13 nm opt 1633.8 opt 139.829 opt 3322.3
Random-250-4 250 1194 62 opt 2705.189 opt 3989.29 opt 1043.172 62 7200
Random-250-30 250 9347 13 opt 5799.799 14 7200 opt 1018.686 14 7200
Random-300-3 300 1363 76 77 nm opt 6595.36 77 nm 76 7200
Random-300-20 300 8925 20 20 nm 20 7200 opt 38335.6 21 7200
Random-300-40 300 17934 10 opt 721.239 opt 2497.33 opt 386.037 11 7200

Tabela 4: Pore�eǌa RD2, RD2′ i RD2′′ formulacija nad insta-
ncama koje su optimalno rexene ali optimalnost dobijenog rexeǌa nije
dokazana od strane oba optimizaciona rexavaqa korix�eǌem bar jedne
formulacije

Instance RD2 RD2′ RD2′′

Ime |V | |E| opt vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

grid30×20 600 1100 260 261 nm opt 1590.86 opt 1279.438 opt 1432.62 opt 1466.063 260 7200

plan250 250 6495 17 18 nm opt 3769.46 18 nm opt 1841.74 18 nm 18 7200

Random-200-6 200 1180 42 45 nm opt 163.17 opt 151.979 opt 88.87 opt 202.475 opt 272.64
Random-200-8 200 1580 34 36 nm opt 1116.58 36 nm opt 665.56 opt 590.152 opt 1350.94
Random-200-9 200 1781 31 32 nm opt 1024.11 opt 1170.18 opt 581.37 32 nm opt 3020.64
Random-200-10 200 1984 30 30 nm opt 3936.76 30 nm opt 2979.21 30 nm 30 7200
Random-200-20 200 4116 18 18 nm opt 4702.01 18 nm opt 2890.08 18 nm 18 7200
Random-250-4 250 1194 62 62 nm opt 1311.99 opt 1277.281 opt 3306.03 opt 2448.703 62 7200
Random-250-5 250 1540 51 53 nm opt 3733.52 52 nm 52 7200 52 nm 52 7200
Random-250-6 250 1869 44 46 nm opt 4183.86 46 nm 44 7200 46 nm 44 7200
Random-300-40 300 17934 10 11 nm opt 2565.14 opt 395.403 opt 1154.37 opt 528.868 opt 4944.92

Instanca ”grid30×20” (Tabele 3 i 4) optimalno je rexena primenom

oba rexavaqa jedino u sluqajevima kada su korix�ene RD1 i RD2′
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formulacija, s tim da je br�e vreme rexavaǌa ostvareno korix�e-

ǌem RD2′ formulacije. Instancu ”plan250” optimalno je rexio samo

Gurobi rexavaq (korix�eǌem RD1, RD2 i RD2′ formulacija), a naj-

kra�e vreme rexavaǌa ostvareno je primenom RD2′ formulacije. Od 8

instanci proizvoǉno generisanog tipa (Tabela 3), CPLEX rexavaq je

ve�i broj instanci optimalno rexio korix�eǌem RD1′ formulacije (5

instanci), dok je Gurobi rexavaq ve�i broj instanci optimalno rexio

korix�eǌem RD1 formulacije (6 instanci). Ako poredimo vremena re-

xavaǌa instanci koje su rexene primenom obe formulacije (Tabela 3),

primeti�emo da modifikovana metoda ima kra�e vreme rexavaǌa uko-

liko su instance rexavane CPLEX rexavaqem, odnosno kra�e vreme re-

xavaǌa Gurobi rexavaqem kada se koristi RD1 formulacija. Kada su

rezultati iz Tabele 4 u pitaǌu, Gurobi rexavaq je korix�eǌem RD2

formulacije optimalno rexio svih 9 prikazanih instanci proizvoǉno

generisanog tipa, odnosno 7 instanci korix�eǌem RD2′ formulacije i

4 instance korix�eǌem RD2′′ formulacije, dok je CPLEX imao uspeha u

optimalnom rexavaǌu samo sa modifikacijama RD2 formulacije (po 4

instance su optimalno rexene korix�eǌem RD2′ i RD2′′ formulacije).

Me�u instancama koje su optimalno rexene od strane RD2 formulacije

i obe ǌene modifikacije, vreme rexavaǌa je maǌe kada se koristi RD2′

formulacija.

Me�u instancama koje nisu optimalno rexene (Tabele 5 i 6) pri-

menom RD1 formulacije dobijene su maǌe vrednosti u pore�eǌu sa vre-

dnostima dobijenim ǌenom RD1′ modifikacijom kako za instance pla-

narnog tipa tako i za instance proizvoǉno generisanog tipa. Me�utim,

modifikacije RD2 formulacije imaju boǉe rezultate u odnosu na tu

formulaciju. Radi lakxe preglednosti, za svaku instancu posebno, naj-

maǌe vrednosti u Tabelama 5 i 6 su podebǉane.

Tabela 5: Pore�eǌa RD1 i RD1′ formulacija nad instancama za koje
optimalnost dobijenog rexeǌa nije dokazana

Instance RD1 RD1′

Ime |V | |E| best vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

plan300 300 8199 20 20 nm 20 7200 20 nm 21 7200
plan400 400 13750 24 24 nm 24 7200 24 nm 25 7200
plan500 500 19352 27 27 nm 28 7200 27 nm 28 7200
plan600 600 24353 32 33 nm 33 7200 33 nm 34 7200

Random-200-10 200 1984 30 30 nm 30 7200 30 nm 30 7200
Random-200-20 200 4116 18 18 nm 18 7200 18 nm 18 7200
Random-250-5 250 1540 51 54 nm 51 7200 54 nm 52 7200
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Nastavak Tabele 5 . . .

Instance RD1 RD1′

Ime |V | |E| best vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

Random-250-6 250 1869 44 46 nm 44 7200 46 nm 46 7200
Random-250-7 250 2159 41 43 nm 41 7200 43 nm 43 7200
Random-250-8 250 2420 37 38 nm 38 7200 38 nm 38 7200
Random-250-9 250 2880 34 35 nm 34 7200 35 nm 35 7200
Random-250-10 250 3167 30 31 nm 30 7200 31 nm 33 7200
Random-250-20 250 6280 19 19 nm 20 7200 19 nm 20 7200
Random-300-4 300 1765 64 66 nm 64 7200 65 nm 65 7200
Random-300-5 300 2259 54 56 nm 55 7200 56 nm 56 7200
Random-300-6 300 2657 49 51 nm 49 7200 50 nm 50 7200
Random-300-7 300 3101 44 46 nm 45 7200 46 nm 44 7200
Random-300-8 300 3620 39 40 nm 40 7200 40 nm 39 7200
Random-300-9 300 4008 36 37 nm 36 7200 37 nm 37 7200
Random-300-10 300 4413 34 35 nm 35 7200 35 nm 37 7200
Random-300-30 300 13648 14 14 nm 14 7200 14 nm 14 7200

Tabela 6: Pore�eǌa RD2, RD2′ i RD2′′ formulacija nad instancama za
koje optimalnost dobijenog rexeǌa nije dokazana

Instance RD2 RD2′ RD2′′

Ime |V | |E| best vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

plan300 300 8199 20 20 nm 20 7200 21 nm 20 7200 20 nm 21 7200
plan400 400 13750 24 24 nm 24 7200 24 nm 24 7200 24 nm 24 7200
plan500 500 19352 28 28 nm 28 7200 28 nm 28 7200 28 nm 29 7200
plan600 600 24353 32 32 nm 34 7200 32 nm 34 7200 33 nm 32 7200

Random-250-7 250 2159 41 42 nm 42 7200 42 nm 43 7200 42 nm 42 7200
Random-250-8 250 2420 37 39 nm 38 7200 39 nm 38 7200 39 nm 37 7200
Random-250-9 250 2880 34 35 nm 34 7200 35 nm 36 7200 35 nm 34 7200
Random-250-10 250 3167 30 32 nm 32 7200 32 nm 32 7200 32 nm 31 7200
Random-250-20 250 6280 19 19 nm 19 7200 20 nm 19 7200 19 nm 19 7200
Random-250-30 250 9347 13 14 nm 14 7200 14 nm 14 7200 14 nm 14 7200
Random-300-4 300 1765 64 66 nm 65 7200 66 nm 66 7200 66 nm 65 7200
Random-300-5 300 2259 54 56 nm 56 7200 55 nm 56 7200 54 nm 57 7200
Random-300-6 300 2657 49 50 nm 51 7200 50 nm 49 7200 51 nm 51 7200
Random-300-7 300 3101 44 44 nm 46 7200 44 nm 46 7200 44 nm 46 7200
Random-300-8 300 3620 39 40 nm 42 7200 40 nm 40 7200 40 nm 43 7200
Random-300-9 300 4008 36 38 nm 36 7200 37 nm 36 7200 36 nm 37 7200
Random-300-10 300 4413 34 35 nm 36 7200 35 nm 36 7200 35 nm 34 7200
Random-300-20 300 8925 20 20 nm 20 7200 20 nm 20 7200 20 nm 20 7200
Random-300-30 300 13648 14 14 nm 14 7200 14 nm 14 7200 14 nm 14 7200

Ako istovremeno uporedimo svih pet formulacija primeti�emo da

je korix�eǌem RD2′′ formulacije optimalno rexeǌe dobijeno za naj-

kra�e vreme za najve�i broj instanci grid (93 instance) i net tipa

(4 instance). Sliqno, instance iz klase planarnih grafova su u vixe

sluqajeva (6 instanci) za kra�e vreme optimalno rexene korix�eǌem

unapre�enih formulacija. Najzad, od 108 instanci proizvoǉno gene-

risanog tipa ve�ina (69 instanci) je najbr�e optimalno rexena pri-
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menom RD2′ formulacije.

U Tabeli 7 prikazani su sumarni rezultati pore�eǌa formulacija

koje su poznate iz literature i ǌihovih modifikacija nad svim testi-

ranim instancama (295 instanci) po slede�im kriterijumima:

1. Broj optimalno rexenih instanci CPLEX rexavaqem.

2. Broj optimalno rexenih instanci Gurobi rexavaqem.

3. Broj najbr�e optimalno rexenih instanci CPLEX rexavaqem.

4. Broj najbr�e optimalno rexenih instanci Gurobi rexavaqem.

5. Broj instanci za koje je CPLEX rexavaqem dobijena vrednost iz

kolone best.

6. Broj instanci za koje je Gurobi rexavaqem dobijena vrednost iz

kolone best.

Tabela 7: Sumarni rezultati pore�eǌa formulacija iz literature sa
ǌihovim modifikacijama

Kriterijum RD1 i
RD2

RD1′, RD2′ i
RD2′′

1. CPLEX: br. opt. rexenih 268 270
2. Gurobi: br. opt. rexenih 276 274
3. CPLEX: br. najbr�e rexenih 111 76
4. Gurobi: br. najbr�e rexenih 64 114
5. CPLEX: br. najboǉe rexenih 6 7
6. Gurobi: br. najboǉe rexenih 9 7

Pore�eǌe formulacija WRD1 i WRD2

Sliqno kao i za RD problem, formulacije opisane u poglavǉu 3.3. de-

taǉno su testirane u okviru ovog poglavǉa. Testiraǌe WRD1 i WRD2

formulacije izvrxeno je za 105 razliqitih instanci (101 instanca sa

najvixe 100 qvorova i 4 instance sa vixe od 100 qvorova). Rezultati te-

stiraǌa odre�enih instanci sa vixe od 100 qvorova su izostavǉeni zato

xto su za te instance komercijalni rexavaqi prekidali proces rexa-

vaǌa usled nedostatka memorije ili su ih rexavali, ali nisu mogli da

prona�u i doka�u optimalnost dobijenog rexeǌa u okviru vremenskog
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ograniqeǌa. Sumarni pregled rezultata dat je u nastavku, dok su de-

taǉne informacije prikazane u Tabelama 8 i 9.

U Tabeli 8 prikazane su 84 optimalno rexene instance (54 grid,

4 planar, 1 net i 25 proizvoǉno generisanih instanci). Korix�eǌem

WRD1 formulacije optimalno rexeǌe dostignuto je za 69 instanci

(CPLEX rexavaqem prona�ena su optimalna rexeǌa za 43 grid, 4 pla-

narne i 22 proizvoǉno generisane instance, a Gurobi rexavaqem za 30

grid, 3 planarne i 11 proizvoǉno genenrisanih instanci), dok je kori-

x�eǌem WRD2 formulacije optimalno rexeǌe dostignuto za 84 in-

stance (CPLEX rexavaqem optimalna rexeǌa prona�ena su za 53 grid, 4

planarne, 1 net i 24 proizvoǉno generisane instance, a Gurobi rexavaqem

za 53 grid, 4 planarne, 1 net i 25 proizvoǉno generisanih instanci).

Kada su vremena rexavaǌa instanci u pitaǌu, primena WRD2 formu-

lacije daleko je uspexnija u odnosu na WRD1 formulaciju: CPLEX re-

xavaqem najbr�e je rexeno 59 instanci, a Gurobi rexavaqem 83 (CPLEX

je WRD1 formulacijom najbr�e rexio 22 instance, a Gurobi ni jednu).

Tabela 8: Pore�eǌe WRD1 i WRD2 formulacije nad optimalno rexe-
nim instancama

Instance WRD1 WRD2

Ime |V | |E| opt vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

grid03×03 9 12 4 opt 0.113 opt 0.19 opt 0.093 opt 0.06
grid03×04 12 17 5 opt 0.14 opt 0.3 opt 0.249 opt 0.12
grid03×05 15 22 6 opt 0.226 opt 0.69 opt 0.296 opt 0.17
grid04×04 16 24 7 opt 0.407 opt 1.48 opt 0.453 opt 0.27
grid03×06 18 27 7 opt 0.466 opt 1.6 opt 0.515 opt 0.25
grid04×05 20 31 8 opt 0.438 opt 3.06 opt 0.953 opt 0.49
grid03×07 21 32 8 opt 0.846 opt 3.31 opt 0.781 opt 0.44
grid03×08 24 37 10 opt 1.121 opt 11.21 opt 1.281 opt 1.48
grid04×06 24 38 9 opt 0.593 opt 8.02 opt 1.124 opt 0.8
grid05×05 25 40 9 opt 0.656 opt 10.23 opt 1 opt 0.77
grid03×09 27 42 10 opt 1.469 opt 15.68 opt 1.687 opt 0.72
grid04×07 28 45 11 opt 1.843 opt 44.2 opt 1.546 opt 5.11
grid03×10 30 47 12 opt 1.843 opt 41.48 opt 3.218 opt 5.94
grid05×06 30 49 11 opt 2.143 opt 39.69 opt 2.14 opt 1.55
grid04×08 32 52 12 opt 1.891 opt 116.13 opt 1.718 opt 5.55
grid03×11 33 52 13 opt 2.594 opt 83.49 opt 2.687 opt 3.98
grid05×07 35 58 13 opt 3.531 opt 180.58 opt 3.546 opt 8.47
grid03×12 36 57 14 opt 4 opt 166.91 opt 3.984 opt 10.7
grid04×09 36 59 13 opt 2.86 opt 153.66 opt 2.984 opt 7.93
grid06×06 36 60 13 opt 4.687 opt 215.47 opt 2.843 opt 6.47
grid03×13 39 62 15 opt 4.781 opt 271.44 opt 4.558 opt 9.73
grid04×10 40 66 15 opt 4.954 opt 497.37 opt 4.109 opt 9.16
grid05×08 40 67 14 opt 5.191 opt 551.75 opt 4.64 opt 7.56
grid03×14 42 67 16 opt 4.829 opt 314.72 opt 5.372 opt 13.64
grid06×07 42 71 15 opt 6.927 opt 454.75 opt 5.801 opt 12.28
grid04×11 44 73 16 opt 6.13 opt 912.76 opt 5.5 opt 14.1
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Nastavak Tabele 8 . . .

Instance WRD1 WRD2

Ime |V | |E| opt vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

grid03×15 45 72 17 opt 8.36 opt 712.63 opt 7.789 opt 19.69
grid05×09 45 76 16 opt 7.908 opt 942.68 opt 10.781 opt 19.48
grid04×12 48 80 17 opt 14.364 opt 891.93 opt 12.84 opt 14.91
grid06×08 48 82 18 opt 26.662 18 7200 opt 25.499 opt 108.8
grid07×07 49 84 18 opt 9.845 18 7200 opt 12.844 opt 80.37
grid05×10 50 85 18 opt 11.469 opt 5953.67 opt 10.61 opt 71.83
grid04×13 52 87 19 opt 13.16 22 nm opt 11.813 opt 69.13
grid06×09 54 93 19 opt 26.988 55 nm opt 25.539 opt 79.64
grid05×11 55 94 19 opt 14.365 59 nm opt 11.424 opt 107.34
grid04×14 56 94 20 opt 35.6 25 nm opt 35.326 opt 52.53
grid07×08 56 97 20 opt 21.882 23 nm opt 42.48 opt 107.63
grid04×15 60 101 22 opt 40.256 27 nm opt 51.518 opt 172.62
grid05×12 60 103 21 opt 41.364 28 nm opt 14.88 opt 127.57
grid06×10 60 104 21 opt 51.458 26 nm opt 35.713 opt 58.41
grid07×09 63 110 22 opt 995.684 27 nm opt 70.259 opt 101.89
grid08×08 64 112 23 23 7200 26 nm opt 171.925 opt 1664.53
grid05×13 65 112 23 opt 1825.01 28 nm opt 67.007 opt 195.49
grid06×11 66 115 24 24 7200 29 nm opt 381.771 opt 1001.9
grid05×14 70 121 24 opt 5368.89 28 nm opt 73.489 opt 677.63
grid07×10 70 123 25 25 7200 30 nm opt 618.089 opt 829.21
grid06×12 72 126 26 27 nm 31 nm opt 1166.41 opt 3254.34
grid08×09 72 127 25 25 7200 32 nm opt 435.146 opt 4195.49
grid05×15 75 130 26 26 7200 31 nm opt 465.006 opt 288.06
grid07×11 77 136 27 28 7200 32 nm opt 988.596 opt 1543.24
grid06×13 78 137 27 28 7200 33 nm opt 1005.13 opt 6657.33
grid08×10 80 142 28 28 7200 33 nm opt 2162.81 opt 3693.43
grid09×09 81 144 28 29 7200 35 nm opt 737.579 28 7200
grid07×12 84 149 29 30 7200 35 nm 30 nm opt 4637.38
plan10 10 27 3 opt 0.156 opt 0.31 opt 0.206 opt 0.17
plan20 20 105 3 opt 1.363 opt 2.75 opt 1.423 opt 1.36
plan30 30 182 5 opt 8.724 opt 26.73 opt 7.49 opt 11.45
plan50 50 465 6 opt 302.815 6 nm opt 153.215 opt 98.49
Net-10-10 100 342 20 90 nm 21 nm opt 598.98 opt 148.213
Random-50-1 50 49 24 opt 1.125 28 nm opt 0.281 opt 0.72
Random-50-2 50 49 23 opt 1.156 opt 85.66 opt 0.343 opt 1.48
Random-50-3 50 58 24 opt 1.265 opt 53.95 opt 0.39 opt 0.66
Random-50-4 50 54 24 opt 1.239 opt 66.97 opt 0.484 opt 0.58
Random-50-5 50 67 22 opt 1.635 opt 79.59 opt 0.968 opt 1.41
Random-50-6 50 86 19 opt 4.915 opt 118.34 opt 2.053 opt 12.31
Random-50-7 50 84 19 opt 4.677 opt 248.14 opt 3.171 opt 9.33
Random-50-8 50 95 17 opt 15.308 opt 226.28 opt 3.093 opt 4.11
Random-50-9 50 108 17 opt 90.188 opt 865.54 opt 26.373 opt 39.31
Random-50-10 50 112 16 opt 43.673 opt 716.16 opt 6.781 opt 34.2
Random-50-20 50 248 9 opt 1304.74 13 nm opt 346.264 opt 792.33
Random-50-30 50 373 7 opt 1143.9 9 nm opt 476.278 opt 943.77
Random-50-40 50 475 6 opt 1767.91 9 nm opt 1447.32 opt 3734.27
Random-50-50 50 597 5 opt 1856.43 6 nm opt 1779.27 opt 1545.06
Random-50-60 50 739 4 opt 509.084 6 nm opt 260.999 opt 210.71
Random-50-70 50 860 3 opt 203.182 3 nm opt 168.483 opt 156.14
Random-50-80 50 980 3 opt 90.813 opt 381.44 opt 235.731 opt 172.01
Random-50-90 50 1103 2 opt 120.87 opt 248.67 opt 38.206 opt 36.53
Random-100-1 100 100 46 opt 8.769 123 nm opt 0.64 opt 2.61
Random-100-2 100 109 46 opt 11.385 125 nm opt 0.843 opt 5.3
Random-100-3 100 181 37 opt 704.88 109 nm opt 7.421 opt 23.17
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Nastavak Tabele 8 . . .

Instance WRD1 WRD2

Ime |V | |E| opt vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

Random-100-4 100 206 34 opt 2533.22 99 nm opt 61.702 opt 66.7
Random-100-5 100 231 32 35 nm 101 nm opt 164.502 opt 562.64
Random-100-6 100 321 26 28 7200 90 nm 26 nm opt 5806.74
Random-100-7 100 317 25 26 7200 87 nm opt 4009.38 opt 4493.7

U Tabeli 9 prikazani su rezultati testiraǌa 21 instance kod ko-

jih optimalna rexeǌa nisu poznata (9 grid, 2 planarne, 3 net i 7 pro-

izvoǉno generisanih instanci). Kao xto se iz prikazanih rezultata

mo�e videti, korix�eǌem WRD1 formulacije CPLEX rexavaq je dao

neka rexeǌa pre prekidaǌa programa za svega 12 instanci, a Gurobi za

13. Korix�eǌem WRD2 formulacije CPLEX je za 18 instanci dao neke

vrednosti pre prekidaǌa programa, dok je Gurobi rexavaq dao rexe-

ǌa za sve prikazane instance. Pored toga xto su Gurobi rexavaqem za

sve prikazane instance dobijene neke vrednosti, dobijene vrednosti su

ujedno i najmaǌe za ve�inu ǌih. Za samo 3 instance Gurobi rexavaq

nije pronaxao vrednosti iz kolone best kada je korix�ena WRD2 for-

mulacija. Za te tri instance vrednosti iz kolone best prona�ene su

korix�eǌem iste formulacije CPLEX rexavaqem. Radi lakxe pregle-

dnosti najni�e dostignute vrednosti su podebǉane.

Tabela 9: Pore�eǌa WRD1 i WRD2 formulacija nad instancama za
koje optimalna rexeǌa nisu poznata

Instance WRD1 WRD2

Ime |V | |E| best vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

grid06×14 84 148 30 30 7200 34 nm 30 nm 30 7200
grid08×11 88 157 31 31 7200 36 nm 31 nm 31 7200
grid06×15 90 159 32 32 7200 95 nm 33 nm 32 7200
grid09×10 90 161 31 32 7200 90 nm 32 nm 31 7200
grid07×13 91 162 32 32 7200 109 nm 33 nm 32 7200
grid08×12 96 172 33 38 nm 106 nm 34 nm 33 7200
grid07×14 98 175 34 34 7200 115 nm 34 nm 35 7200
grid09×11 99 178 35 35 7200 110 nm 35 nm 35 7200
grid10×10 100 180 35 36 nm 100 nm 36 nm 35 7200

plan100 100 1540 9 nm nm 9 nm 10 7200
plan150 150 2867 13 nm nm nm 13 7200

Net-10-20 200 712 40 nm nm 40 nm 42 7200
Net-20-20 400 1482 83 nm nm 87 nm 83 7200
Net-30-20 600 2252 122 nm nm 142 nm 122 7200

Random-100-8 100 317 23 25 7200 91 nm 24 7200 23 7200
Random-100-9 100 430 21 23 7200 81 nm 22 7200 21 7200
Random-100-10 100 498 19 22 nm 76 nm 20 7200 19 7200
Random-100-20 100 981 12 nm 64 nm 12 7200 12 7200
Random-100-30 100 1477 11 nm nm 11 nm 11 nm
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Instance WRD1 WRD2

Ime |V | |E| best vcpl tcpl vgur tgur vcpl tcpl vgur tgur

Random-100-40 100 1945 9 nm nm nm 9 nm
Random-100-50 100 2483 7 nm nm nm 7 nm

Sliqno kao i za RD problem, sumarno pore�eǌe rezultata testiraǌa

WRD1 i WRD2 formulacija na osnovu kriterijuma:

1. Broj optimalno rexenih instanci CPLEX rexavaqem.

2. Broj optimalno rexenih instanci Gurobi rexavaqem.

3. Broj najbr�e optimalno rexenih instanci CPLEX rexavaqem.

4. Broj najbr�e optimalno rexenih instanci Gurobi rexavaqem.

5. Broj instanci za koje je CPLEX rexavaqem dobijena vrednost iz

kolone best.

6. Broj instanci za koje je Gurobi rexavaqem dobijena vrednost iz

kolone best.

prikazano je u Tabeli 10.

Tabela 10: Sumarno pore�eǌe rezultata testiraǌa WRD1 i WRD2
formulacija na osnovu 6 kriterijuma

Kriterijum WRD1 WRD2
1. CPLEX: br. opt. rexenih 70 83
2. Gurobi: br. opt. rexenih 44 83
3. CPLEX: br. najbr�e opt. rexenih 22 61
4. Gurobi: br. najbr�e opt. rexenih 0 83
5. CPLEX: br. najboǉe rexenih 6 8
6. Gurobi: br. najboǉe rexenih 0 18
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4 Algoritmi za rexavaǌe problema rimske i
slabe rimske dominacije na grafu

Metode za rexavaǌe problema kombinatorne optimizacije najqex�e se

dele na egzaktne i pribli�ne metode. Egzaktne metode se, daǉe, mogu

klasifikovati na programiraǌe sa ograniqeǌima, dinamiqko programi-

raǌe i optimizaciju zasnovanu na granaǌu, dok se pod pribli�nim meto-

dama podrazumevaju deterministiqke i nedeterministiqke metode. Za

razliku od egzaktnih metoda, koje garantuju optimalnost dobijenog re-

xeǌa, pribli�ne metode ne samo xto ne mogu da garantuju optimalnost

dobijenog rexeǌa, ve� ne mogu ni da procene koliko se dobijeno rexe-

ǌe razlikuje od optimalnog. Me�utim, budu�i da postoji veliki broj

problema kombinatorne optimizacije kod kojih primena egzaktnih me-

toda nije uvek efiksana, xto zbog vremenskog ograniqeǌa, xto zbog ne-

dostatka memorije ili nekog drugog razloga, potpuno je opravdana �eǉa

da se razviju pribli�ne metode koje bi za razumno vreme nalazile re-

xeǌe zadovoǉavaju�eg kvaliteta. Upravo se iz tog razloga posledǌih

godina dosta radi na razvoju i usavrxavaǌu metaheuristiqkih metoda

kao jedne podvrste nedeterministiqkih algoritama. Sam naziv ”metahe-

uristika” potiqe od grqke reqi heuriskein koja u prevodu znaqi ”umetnost

pronala�eǌa novog pravila u rexavaǌu problema” i prefiksa meta koji

je tako�e grqkog porekla i znaqi ”metodologija vixeg nivoa”. Dakle,

metaheuristiqke metode se mogu definisati kao heuristiqke metode

vixeg nivoa koje se mogu primeniti na ve�em broju optimizacionih

problema. Me�utim, iako se metaheuristiqke metode mogu primeniti na

xiroj klasi optimizacionih problema, ne postoji jasna definicija kada

je upotreba metaheuristika efikasnija u odnosu na egzaktne metode.

Naime, kod nekih problema iz klase NP-texkih problema malih di-

menzija egzaktnim metodama se mo�e do�i do optimalnog rexeǌa, dok

neki problemi iz klase polinomijalno rexivih problema mogu imati

neefikasne egzaktne metode koje usled velikog broja lokalnih optimuma

koriste previxe vremena za izvrxavaǌe. Stoga se ideja metaheuristi-

qkih metoda sastoji upravo u tome da se na�u efikasne i brze procedure

koje dovode do nekog dovoǉno kvalitetnog rexeǌa u kratkom roku.

Danas su metaheuristike opxte prihva�ene metode za rexavaǌe pro-

blema kombinatorne optimizacije, o qemu svedoqi veliki broj nauqnih
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skupova posve�enih ǌihovim primenama i razvoju. U zavisnosti od

broja rexeǌa koja koriste u procesu pretrage, metaheuristike se dele

na metaheuristike vo�ene jednim rexeǌem i metaheuristike vo�ene po-

pulacijom mogu�ih rexeǌa (tzv. populacione metaheuristike), a neke

od najpoznatijih metaheuristika su, na primer, simulirano kaǉeǌe (eng.

Simulated annealing, SA), vixestartno lokalno pretra�ivaǌe (eng. Multi-

start Local Search, MLS), metoda promenǉivih okolina (eng. Variable Neigh-

borhood Search, VNS), tabu pretra�ivaǌe (eng. Tabu Search, TS), Greedy

Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP)), genetski algoritmi (eng.

Genetic Algorithm, GA), evolutivni algoritmi (eng. Evolutionary algorithm,

EA), mravǉe kolonije (eng. Ant Colony Optimization, ACO), pqeliǌe ko-

lonije (eng. Bee colony Optimization, BCO), neuronske mre�e (eng. Neural

networks, NN). Pored navedenih razvijeno je jox puno drugih metoda zas-

novanih na ponaxaǌima iz prirode, me�utim, kako detaǉni prikaz svih

metaheuristika prevazilazi okvir ovog rada, za vixe informacija o

metaheuristikama i ǌihovim primenama videti [86].

U okviru teze konstruisani su egzaktna metoda za rexavaǌe pro-

blema slabe rimske dominacije na jednoj specijalnoj klasi grafova i

novi algoritam zasnovan na metodi promenǉivih okolina za rexavaǌe

problema rimske i problema slabe rimske dominacije na svim vrstama

grafova.

4.1 Egzaktna metoda za rexvaǌe problema rimske
dominacije

Kao xto je ranije navedeno, do sada je razvijeno svega nekoliko algo-

ritama za rexavaǌe problema rimske dominacije, dok su za problem

slabe rimske dominacije poznata dva, a za problem ograniqene rimske

dominacije ni jedan. Zapravo, ako se izuzme metaheuristika zasnovana

na metodi promenǉivih okolina koja rexava probleme rimske i slabe

rimske dominacije predstavǉena u [72], za problem rimske dominacije

razvijeni algoritmi su uglavnom teorijskog karaktera i bez ikakvih

eksperimentalnih rezultata. Od dva algoritma koji rexavaju problem

slabe rimske dominacije, jedan je upravo pomenuta heuristika a drugi

je konstruisan tako da problem slabe rimske dominacije rexava opti-

malno. Me�utim, drugi pomenuti algoritam ipak ne rexava problem
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slabe rimske dominacije optimalno budu�i da ne pokriva sve sluqa-

jeve. Stoga je taj algoritam modifikovan, a rezultati dobijeni modi-

fikovanim algoritmom predstavǉeni na Balcor konferenciji u Beogradu

2018. godine, [81]. U nastavku je izlo�en modifikovan algoritam uz

dokaz da tako modifikovani algoritam zaista rexava problem slabe

rimske dominacije optimalno.

4.1.1 Algoritam linearne kompleksnosti za rexavaǌe problema
slabe rimske dominacije na blok-grafovima

Uvodni pojmovi i notacije

Neka je G = (V,E) neusmereni graf sa skupom qvorova V i skupom grana

E. Slede�i pojmovi su delimiqno ili u potpunosti preuzeti iz [87].

• Graf U naziva se podgrafom grafa G ukoliko je skup ǌegovih qvo-

rova podskup skupa V i ako se sve ǌegove grane mogu na�i i u

E. Podgraf H = (V ′, E ′) grafa G naziva se indukovanim podgrafom

grafa G ako va�i V ′ ⊆ V i E ′ = E ∩ V ′2.

• Klika je podgraf neorijentisanog grafa kod koga su svaka dva ra-

zliqita qvora me�usobno susedna, tj. klika je indukovani podgraf

koji je kompletan.

• Graf G je povezan ukoliko za svaka dva qvora tog grafa postoji put

koji ih povezuje. Graf G je nepovezan ukoliko postoje dva qvora u

G koja nisu krajevi ni jednog puta u G.

• Maksimalni povezani podskup H = (VH , EH) grafa G naziva se kom-

ponentom povezanosti grafa G ako:

1) za svaka dva qvora v1, v2 ∈ VH grana (v1, v2) ∈ EH akko (v1, v2) ∈
E i

2) ne postoji put qiji su krajevi u VH i u V \ VH.

• Qvor grafa naziva se vezivnim qvorom ili artikulacionim qvorom

(eng. articulation point ili cut-vertex) ukoliko se ǌegovim uklaǌa-

ǌem (zajedno sa granama koje su ǌemu incidentne) iz grafa broj

komponenti povezanosti tog grafa pove�ava.
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• Povezani graf G naziva se dvostruko-povezanim grafom (eng. bi-

connected graph) ako uklaǌaǌe bilo kog ǌegovog qvora (zajedno sa

granama koje su incidentne sa ǌim) ne naruxava ǌegovu povezanost.

• Dvostruko-povezana komponenta (poznatija kao blok) predstavǉa

maksimalni dvostruko povezani podgraf.

• Bipartitni graf (ili bigraf ) G = (V,E) predstavǉa graf qiji se

qvorovi mogu podeliti u dva skupa qvorova U i W , V = U ∪W i

U ∩W = ∅, takva da svaka grana tog grafa povezuje jedan qvor iz U

sa jednim qvorom iz W .

• Drvo T je povezan graf koji nema cikle.

• Neusmereni graf G saqiǌen od familije skupova qvorova Si, i =

0, 1, 2, . . . , naziva se preseqnim grafom (eng. intersection graph) ukoliko

se svaki skup qvorova Si mo�e predstaviti nekim odabranim qvo-

rom vi i ako su dva odabrana qvora vi i vj povezana granom kada god

odgovaraju�e familije skupova imaju neprazan presek, tj. E(G) =

{{vi, vj}|Si ∩ Sj 6= ∅}.

Definicije koje se odnose na korensko stablo, a koje su preuzete iz [80],

date su u nastavku.

• Rastojaǌe izme�u dva qvora u i v, oznaqeno sa d(u, v), odre�uje se

kao najmaǌi broj grana potrebnih da se proxeta od qvora u do

qvora v; rastojaǌe izme�u dva susedna qvora je 1.

• Drvo T naziva se korenskim stablom ukoliko ima jedan izdvojen

qvor r koji se naziva korenom stabla, qvorove stepena 1 (koji se

nazivaju listovima) i ostale qovorove (koji se nazivaju unutra-

xǌim qvorovima).

• Za dva susedna qvora u i v korenskog stabla T , qvor u naziva se

roditeǉem od v ako se nalazi na putu od r do v i ako je d(r, u) < d(r, v)

u odnosu na zadato r. Qvor v naziva se detetom qvora u. Dete qvora

v naziva se unukom qvora u.

• Svaki qvor (osim korenskog) mo�e imati samo jednog roditeǉa i

vixe dece.

Sada se blok graf (eng.block graph) mo�e predstaviti kao neusmereni

graf u kome je svaka dvostruko povezana komponenta klika. Blok graf

90



koji je nastao od grafa G, najqex�e u oznaci B(G), mo�e se definisati

na slede�i naqin: za svaka dva bloka iz G ǌima odgovaraju�i qvorovi iz

B(G) su susedni u B(G) ukoliko odgovaraju�i blokovi imaju zajedniqki

vezivni qvor u G. Za vixe informacija o blok-grafovima videti [88].

Za povezani blok graf G, stablo sa vezivnim qvorovima blok grafa

(most-stablo skra�eno) grafa G, oznaqava se kao bc(G), i definixe

na slede�i naqin: svaka komponenta povezanosti grafa G predstavl-

jena je jednim qvorom most-stabla bc(G), svaki vezivni qvor grafa G

tako�e je predstavǉen jednim qvorom most-stabla bc(G); kada god su

komponente povezanosti grafa G direktno povezane granom sa nekim

vezivnim qvorom ǌima odgovaraju�i qvorovi most-stabla bc(G) tako�e

su povezani granom; za svaka dva susedna vezivna qvora koja imaju ne-

prazan presek, most-stablu se dodaje jox po jedan qvor (koji se naziva

praznim blokom) tako da, umesto da se qvorovi most-stabla koji pred-

stavǉaju te vezivne qvorove grafa direktno pove�u granom, oba qvora

most-stabla direktno se povezuju sa tim praznim blokom. Blok graf i

ǌemu odgovaraju�e most-stablo ilustrovani su na Slici 14.
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B2 = {8, 9}
B3 = ∅
B4 = ∅
B5 = ∅
B6 = ∅
C1 = {3}
C2 = {4}
C3 = {7}
C4 = {6}
C5 = {5}

Slika 14: Graf G (levo) i ǌemu odgovaraju�e stablo TG (desno)

Na slici 14 (desno), listovi B1 i B2 predstavǉaju dvokomponentne

blokove, qvorovi Cj, j = 1, . . . , 5 predstavǉaju jednokomponentne bloko-

ve (tj. Cj predstavǉa blok koji sadr�i samo po jedan vezivni qvor iz

grafa G), dok unutraxǌi qvorovi Bi, i = 3, . . . , 6, predstavǉaju prazne

blokove (budu�i da su odgovaraju�i vezivni qvorovi grafa G susedni

i imaju neprazni presek, presek odgovaraju�ih Cj qvorova stabla TG �e

biti prazni skupovi, tj. prazni blokovi).
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Algoritam za rexavaǌe problema slabe rimske dominacije na blok-
grafovima iz literature

U [80] Liu i saradnici su, uz pretpostavku da samo vezivni qvorovi mogu

biti pozitivne te�ine, razvili algoritam koji kao ulazni argument ko-

risti most-stablo TG = (V ′, E ′) odgovaraju�eg blok grafa G = (V,E).

Oni su funkciju f : V ′ → {0−, 0+, 1, 2} definisali u nexto izmeǌenom ob-

liku u odnosu na standardni zapis funkcije slabe rimske dominacije.

Naime, umesto te�ine 0 (vrednost funkcije f u tom qvoru je jednaka

nuli), uvedene su te�ine 0− i 0+. Te�inu 0− dobija qvor koji je nedo-

miniran (nema suseda sa pozitivnom te�inom), dok te�inu 0+ qvor koji

je bio dominiran do tog momenta (jedini sused sa te�inom 1 je tu te�inu

razmenio sa drugim svojim susedom te�ine nula). Na poqetku algoritma

svakom listu dodeǉena je te�ina 0−, dok se te�ine unutraxǌih qvorova

odre�uju prate�i slede�i postupak:

Neka je u qvor kome treba da se odredi te�ina.

Ako je u vezivni qvor,
i. f(u) = 2 ukoliko skup qvorova saqiǌen od dece ili unuqad od u

sadr�i vixe od dva nezaxti�ena qvora, odnosno sadr�i vixe

od dva qvora takva da su te�ine tih qvorova i te�ine ǌihove

dece jednake nuli.

ii. f(u) = 1 ukoliko u skupu qvorova saqiǌenog od dece i unuqadi

od u postoji samo jedan qvor koji je nezaxti�en.

iii. f(u) = 0− ukoliko su sva deca i unuqad od u ili te�ine 0+ ili

te�ine 1.

iv. f(u) = 0+ ukoliko u skupu qvorova koji se sastoji iz dece i

unuqadi od u postoji qvor v kod koga je f(v) = 2.

inaqe

i. f(u) = 0+ ukoliko qvor u predstavǉa prazan blok.

ii. f(u) = 0+ ukoliko jedno dete od u ima te�inu 2.

iii. f(u) = 0− inaqe.

Iako su Liu i sar. u [80] tvrdili da ǌihov algoritam rexava problem

slabe rimske dominacije optimalno, funkcija f konstruisana opisanim

postupkom nije uvek γr-funkcija. Prvo, prema opisanom algoritmu nije

precizno definisana situacija u kojoj vezivni qvor u ima taqno dva
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nezaxti�ena qvora u skupu qvorova koji mu predstavǉaju decu i unuqad.

Ako pretpostavimo da sluqaj i. podrazumeva situaciju u kojoj qvor u ima

najmaǌe dva nezaxti�ena qvora u skupu qvorova koji mu predstavǉaju

decu i unuqad, tada bi blokovi C1 i C3 bili te�ine 2, qvor C5 te�ine 1,

dok bi svi ostali qvorovi bili te�ine 0, qime se dobija da je minimalna

te�ina most-stabla TG prikazanog na Slici 14 (desno) 5. Sliqno, ako

pretpostavimo da sluqaj ii. podrazumeva dvoje nezaxti�ene dece, onda

je minimalna te�ina most-stabla TG jednaka 4: qvor C5 je te�ine 2,

qvorovi C1 i C3 su te�ine 1, dok su svi ostali qvorovi most-stabla

te�ine 0. Me�utim, optimalno rexeǌe ovog grafa je 3: te�ina 1 treba

da se dodeli qvorovima C1, C3 i C5, dok su svi ostali qvorovi te�ine 0.

Zaista, ako predlo�eno optimalno rexeǌe primenimo na odgovaraju�i

blok-graf, odnosno ako qvorovima koji su oznaqeni brojevima 3, 5 i

7, dodelimo te�inu 1, a svim ostalim qvorovima dodelimo te�inu 0,

tada �e svi qvorovi biti zaxti�eni od napada kao qvorovi koji imaju

stacioniranu legiju, odnosno kao qvorovi koji imaju suseda koji ima

stacioniranu legiju (suseda koji mo�e da im poxaǉe legiju u sluqaju

da su napadnuti). U skladu sa opisanim rasporedom legija, u sluqaju

napada, qvorove 1 i 2 brani legija koja je stacionirana u 3; qvorove

4 i 6 legija stacionirana u 5; qvorove 8 i 9 legija stacionirana u 7,

dok su qvorovi 3, 5 i 7 zaxti�eni jer imaju stacioniranu legiju qije

pomeraǌe ne�e naruxiti ǌihovu sigurnost.

Modifikovan algoritam za rexavaǌe problema slabe rimske domi-
nacije na blok-grafovima linearne kompleksnosti

Imaju�i u vidu gore navedeno, pretpostavi�emo da je G povezani blok-

graf za koji se, pretragom u dubinu za O(|V |+ |E|) vremena, mo�e formi-
rati odgovaraju�e most-stablo TG = (VTG , ETG). Algoritam koristi for-

mirano most-stablo TG kao ulaznu instancu. Za formirano most-stablo

TG algoritam na izlazu vra�a γr-funkciju, tj. izlaz je funkcija F ,

F : VTG → {0, 1, 2} koja svakom qvoru i ∈ VTG most-stabla TG dodeǉuje vre-

dnost (te�inu) F (i), i = 1, . . . , |VTG|. Qvorovima most-stabla te�ina se

dodeǉuje postfiksnim rasporedom (kompleksnost postfiksnog odre�iva-

ǌa je O(|VTG|)) na slede�i naqin: te�ina se prvo dodeǉuje listovima,

potom ǌihovim roditeǉima i na kraju korenu stabla, s tim da se te�ina

dodaje roditeǉu tek nakon xto je dodeǉena svoj ǌegovoj deci. Dobi-
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jeno rexeǌe lako se mo�e primeniti na graf G tako xto se vezivnim

qvorovima grafa G dodeǉuje ista te�ina koju su imali u most-stablu

a svim ostalim qvorovima grafa G dodeǉuje te�ina 0.

Budu�i da je WRD dinamiqki problem i da se odnosi na raspored

legija po provincijama Rimskog carstva pre i nakon napada, ponovo

�emo pretpostaviti da su provincije Rimskog carstva predstavǉene

qvorovima grafa (koji ima strukturu blok-grafa), da su qvorovi me�u-

sobno povezani ako je postojao put (vodeni ili kopneni) izme�u ǌima

susednih provincija i da je broj legija stacioniranih u provincijama

predstavǉen te�inama ǌima odgovaraju�ih qvorova. Sigurnost qvorova

pre i nakon napada definixemo na slede�i naqin: za qvor i ka�emo da

je trenutno zaxti�en (ako ima pozitivnu te�inu ili suseda j qija je

te�ina pozitivna) i da mo�e postati nezaxti�en ako je ǌegova te�ina

jednaka nuli i jedini sused j, qija je te�ina jednaka 1, mora da poxaǉe

svoju legiju u odbranu suseda k (i, k su susedi sa j, k 6= i), qija je te�ina

tako�e jednaka nuli. Dakle, oznaqavamo qvor i kao ”zaxti�en od strane

stacionirane legije”, ”zaxti�en od strane susedove legije”, ili kao

”nezaxti�en”. Budu�i da qvor pozitivne te�ine mo�e da poxaǉe svoju

legiju ka svom roditeǉu ili detetu, status svakog qvora te�ine nula

direktno zavisi od statusa qvora koji mu predstavǉa roditeǉa i sta-

tusa qvorova koji mu predstavǉaju decu. Drugim reqima, status qvora

i mo�e se odrediti na osnovu dijagrama prikazanog kao Slika 15.

Kao xto se mo�e videti iz dijagrama, za svaki qvor razlikujemo

jedan od slede�ih 8 statusa:

S1: qvor i i sva ǌegova deca (ukoliko i ima dece), nemaju stacioni-

ranu legiju, zbog qega roditeǉ qvora i mora imati makar jednu

stacioniranu legiju koju mo�e da mu poxaǉe, a koju ne�e slati ni

jednom drugom svom detetu, osim u sluqaju u kome roditeǉ ima dve

stacionirane legije;

S2: qvor i nema stacioniranu legiju, ali dete od i, qvor j, ima sta-

cioniranu legiju koju mo�e poslati svom roditeǉu, a koju nije

du�an da xaǉe svom detetu k u sluqaju da je ono napadnuto;

S3: qvor i nema stacioniranu legiju, ali dete od i, qvor j, ima sta-

cioniranu legiju koju mo�e poslati svom roditeǉu, s tim da je

du�an da tu legiju poxaǉe i svom detetu, qvoru k, u sluqaju da
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Da li je i za-
xti�en od napada?

Da li je u i
stacionirana

makar jedna legija?
S1

Da li je u i
stacionirano vixe
od jedne legije?

Da li je za i
neophodno da ga

zaxtiti roditeǉ?

Da li je neophodno
da dete od i

zaxtiti svoje dete?

S3 S2

Da li je za i
neophodno da

roditeǉ mo�e da
mu poxaǉe legiju?

S8 Da li dete qvora
i mo�e da za-

xtiti jox neki
qvor osim i?

S7 Da li detetu qvora
i jedino i mo�e da
poxaǉe legiju?

S5 S6

S4 S3

da
ne

da ne

da ne

da ne

da ne

da ne

da ne da ne

Slika 15: Dijagram mogu�ih statusa qvorova

je ono napadnuto, zbog qega je neophodno da i roditeǉ qvora i ima

stacioniranu legiju kako bi xtitio qvor i dok j brani k;

S4: qvor i nema stacioniranu legiju, ali je zato imaju ǌegov roditeǉ,

qvor m, i ǌegovo dete, qvor j, s tim da m mo�e da mu poxaǉe legiju

u sluqaju napada, dok j pored qvora i xtiti i svoje dete, qvor k,

kome je du�an da poxaǉe legiju u sluqaju da je napadnuto;

S5: qvor i ima stacioniranu legiju koju mo�e da poxaǉe svom roditeǉu

u sluqaju da je napadnut, nema nezaxti�ene dece i nije du�an da

xaǉe svoju legiju niti jednom detetu u sluqaju da je neko od ǌih

napadnuto;

S6: qvor i ima stacioniranu legiju koju mo�e da poxaǉe svom roditeǉu

u sluqaju napada i ima nezaxti�eno dete, ali nije obavezan da

xaǉe legiju svom detetu u sluqaju da je ono napadnuto;

S7: qvor i ima stacioniranu legiju kojom xtiti sebe i nezaxti�eno
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dete, qvor j, kome je du�an da poxaǉe legiju u sluqaju napada.

Istovremeno qvor i xtiti i roditeǉa ali mu ne mo�e poslati svoju

legiju;

S8: qvor i ima dve stacionirane legije od kojih jednu mo�e poslati

nezaxti�enom detetu ili nezaxti�enom roditeǉu u sluqaju da je

neko od ǌih napadnut.

Te�ine qvorova most-stabla TG dodeǉuju se postfiksnim redosledom

prate�i slede�i postupak. Neka i1 predstavǉa prvi posmatrani qvor,

a in, n = |VTG|, posledǌi kome �e se dodeliti te�ina. Te�ina qvora im,

m = 1, . . . , n, odre�uje se na slede�i naqin:

• Ako im predstavǉa list, tada je ǌegov status S1, va�i F (im) = 0.

• Ako im predstavǉa prazan blok, tada je ǌegov status S2, va�i

F (im) = 0.

• Neka je im neprazan blok ili vezivni qvor. Status nepraznog bloka

zavisi od statusa ǌegove dece. Status vezivnog qvora tako�e za-

visi od statusa ǌegove dece, s tim da u sluqajevima kada je dete

prazan blok, onda i u zavisnosti od statusa dece praznog bloka.

Neka me�u qvorovima koji utiqu na status qvora im, num1 predsta-

vǉa broj qvorova oznaqenih sa S1, num2 broj qvorova oznaqenih sa

S2, i tako redom (numk predstavǉa broj qvorova oznaqenih sa Sk,

k = 1, . . . , 8). U zavisnosti od vrednosti numk, k = 1, . . . , 8, status

qvora im odre�uje se na slede�i naqin:

- Nepraznom bloku im kod koga va�i num2 +num3 +num4 = 0 i num5 +

num6 + num7 + num8 > 0, dodeǉuje se slede�i status:

1. S3 ako su num7 > 0 i num5 + num6 + num8 = 0,

2. S2 ako je num5 + num6 + num8 > 0,

inaqe qvor im dobija status S1. U svakom sluqaju va�i F (im) = 0.

- Ukoliko je im vezivni qvor i

1. va�i jedan od slede�ih uslova:

1) num1 > 0 i num4 > 0,

2) num1 ≥ 2,

96



im dobija status S8, va�i F (im) = 2.

2. va�i jedan od narednih uslova

1) num1 = 1 i num4 = 0, im dobija status S7.

2) num1 = 0 i num4 > 0, im dobija status S6.

3) num1 = 0, num4 = 0 i num3 > 0, im dobija status S5.

4) num1 + num3 + num4 = 0 zajedno sa jednim od naredna dva

uslova:

i) num5 + num8 > 0,

ii) num6 + num7 > 1 i num6 > 0,

im dobija status S2.

5) num1 + num3 + num4 + num5 + num6 + num8 = 0 i num7 > 0,

im dobija status S4.

6) num1 + num3 + num4 + num5 + num7 + num8 = 0 i num6 = 1,

im dobija status S3.

7) num1 + num3 + num4 + num5 + num6 + num7 + num8 = 0, im
dobija status S1.

U sluqajevima 2.1)-2.3) F (im) = 1, dok je za 2.4)-2.7) F (im) = 0.

Budu�i da za svaki qvor im most-stabla TG va�i F (im) ∈ {0, 1, 2} i

da su te�ine odre�ene tako da svaki qvor ima pozitivnu te�inu, ili

ima suseda pozitivne te�ine, i da u sluqaju da je qvor koji ima te�inu

0 napadnut, postoji sused koji sa ǌim mo�e da prerasporedi te�inu

(te�ina suseda se mo�e umaǌiti za jedan a te�ina napadnutog qvora

uve�ati za jedan) ne naruxavaju�i bezbednost bilo kog qvora grafa,

konstruisana funkcija F predstavǉa fWRD funkciju za to most-stablo

TG. Pokaza�emo da je funkcija F ujedno i fWRD funkcija minimalne

te�ine.

Pretpostavimo suprotno, neka funkcija F ′ predstavǉa fWRD funkciju

definisanu za most-stablo TG koja ima maǌu ukupnu te�inu od funkcije

F . Dovoǉno je da se poka�e da je ukupna te�ina funkcije F ′ maǌa od

ukupne te�ine funkcije F za jedan. Stoga, neka je F ′(i) = F (i) − 1 za

neki qvor i i neka je F ′(j) = F (j) za sve ostale qvorove TG. Poxto je

F ′(i) ∈ {0, 1, 2}, mogu�a su samo dva sluqaja za qvor i: 1) F (i) = 2, i 2)

F (i) = 1.

Razmotrimo prvo sluqaj 1). Na osnovu konstrukcije funkcije F ,

F (i) = 2 ukoliko qvor i ima najmaǌe dvoje nezaxti�ene dece kojima �e
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poslati jednu svoju stacioniranu legiju u sluqaju da ih neko napada.

Na osnovu pretpostavke, F ′(i) = F (i)− 1 = 1 i F ′(j) = F (j) za sve qvorove

most-stabla TG. Sada, ako je dete od i, kome i mora da poxaǉe legiju u

sluqaju napada, napadnuto, tada i mora da mu poxaǉe legiju kako bi ga

odbranio. Na ovaj naqin i ostaje bez i jedne stacionirane legije (ima�e

te�inu 0) i vixe ne�e mo�i da xtiti ostalu svoju decu, tj. deca koju

je xtitila legija iz i postaju nezaxti�ena. Lako se mo�e zakǉuqiti

da ovako konstruisana funkcija F ′ ne mo�e da bude fWRD funkcija za

most-stablo TG. Dakle, ovaj sluqaj nije mogu�.

Razmotrimo sada sluqaj 2). Na osnovu konstrukcije funkcije F ,

sledi da je F (i) = 1 kada

i) i ima samo jedno nezaxti�eno dete kome je on jedini sused pozi-

tivne te�ine a kome �e poslati svoju legiju u sluqaju napada, dok

su ostala deca qvora i zaxti�ena (a ako je neko dete prazan blok,

onda su i deca tog praznog bloka tako�e zaxti�ena) i qvor i ne

mora da xaǉe svoju legiju niti jednom od ǌih.

ii) i ima samo jedno dete (ili unuqe ako je dete prazan blok) kome �e

slati legiju u sluqaju da je napadnuto, i nema nezaxti�ene dece

niti unuqadi (ako je dete prazan blok),

iii) i nema nezaxti�ene dece (niti unuqad ukoliko su deca prazni

blokovi), ali ima najmaǌe jedno dete (unuqe ako je dete prazan

blok) kome je neophodno da on, kao roditeǉ, bude pozitivne te�ine.

Sada je, na osnovu pretpostavke, F ′(i) = F (i)− 1 = 0 i F ′(j) = F (j) za sve

ostale qvorove. U sluqaju i) neophodno je da qvor i ima stacioniranu

legiju koju �e poslati svom detetu ukoliko ono bude napadnuto jer je

to jedina legija u ǌegovom okru�eǌu. Budu�i da je F ′(i) = 0, sledi da

ovako konstruisana funkcija F ′ ne mo�e da bude fWRD funkcija za most-

stablo TG zato xto bi u tom sluqaju dete qvora i bilo nezaxti�eno. U

sluqaju ii) neophodno je da qvor i mo�e da poxaǉe legiju svom detetu,

a kako je F ′(i) = 0 ponovo se mo�e zakǉuqiti da F ′ nije fWRD funkcija

za most-stablo TG. Najzad, u sluqaju iii) te�ina qvora i je jednaka nuli,

xto je u suprotnosti sa uslovom da dete qvora i mora imati roditeǉa

pozitivne te�ine, pa funkcija F ′ ni u ovom sluqaju ne mo�e biti fWRD

funkcija za most-stablo TG.

Dakle, kako se te�ina ni jednog qvora (pozitivne te�ine) ne mo�e
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umaǌiti za jedan, sledi da se ni ukupna te�ina svih qvorova ne mo�e

umaǌiti za jedan. Stoga je konstruisana funkcija F zaista funkcija

minimalne te�ine, xto znaqi da se γr za dati graf TG mo�e raqunati

kao
∑

i∈VTG
F (i).

Sada, sa obzirom da je te�ina svih qvorova most-stabla TG poznata,

dobijeno rexeǌe mo�e se primeniti na poqetni blok graf na slede�i

naqin: za svaki vezivni qvor stabla TG, odgovaraju�i vezivni qvor blok

grafa bi�e iste te�ine. Svi ostali qvorovi su te�ine nula. Stoga se

γr odgovaraju�eg blok grafa tako�e mo�e odrediti kao
∑

i∈VTG
F (i).

Predstavǉeni algoritam zahteva linearno vreme: transformacija

blok grafa u most-stablo zahteva O(|V |+ |E|), sortiraǌe qvorova most-

stabla u skladu sa postfiksnim indeksom zahteva O(|VTG|), dok algoritam
prolazi kroz svaki qvor most-stabla TG jednom, tj. zahteva O(|VTG|).

Raqunski rezultati

Poxto su u [80] predstavǉeni samo teorijski rezultati bez izvornog

koda, odnosno fajla koji se mo�e koristiti za testiraǌe, za potrebe

pore�eǌa algoritam iz [80] i ǌegova modifikacija isprogramirani su u

MATLAB2016b programu i testirani na Intel(R) Core(TM) i7-4700MQ CPU

@ 2.40GHz raqunaru sa 8GB RAM, pod operativnim sistemom Windows

10. Testiraǌa su izvrxena na skupu instanci koje se mogu preuzeti sa

http://pallini.di.uniroma1.it/Graphs.html. Rezultati testiraǌa pred-

stavǉeni su u Tabeli 11 na slede�i naqin. U prvih pet kolona dati

su podaci vezani za svaku instancu: ime instance, broj qvorova, broj

grana, kao i optimalno rexeǌe dobijeno korix�eǌem optimizacionog

rexavaqa CPLEX i celobrojne formulacije WRD2 zajedno sa vremenom

rexavaǌa t. U naredne dve kolone prikazani su vrednost funkcije ciǉa

(val) i vreme rada (t) algoritma predstavǉenog u [80], dok su u posledǌe

dve kolone (val i t) prikazani rezultati dobijeni korix�eǌem modi-

fikovanog algoritma. Podvuqene vrednosti kolone val (potkolone Alg.

iz [80]) oznaqavaju da su te vrednosti ve�e od optimalnih za tu in-

stancu.

Kao xto se mo�e videti iz Tabele 11, modifikovani algoritam odre-

�uje rexeǌe problema koje je jednako optimalnom (iz kolone opt) za svaku

testiranu instancu, dok algoritam koji je predlo�en u [80] odre�uje
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Tabela 11: Pore�eǌe egzaktnih algoritama za rexavaǌe problema slabe
rimske dominacije na blok-grafovima

Instance Alg. iz [80] Modif. alg.
Ime |V | |E| opt t val t val t
rantree-10 10 9 5 0.0310 5 0.1037 5 0.0103
rantree-20 20 19 10 0.0460 10 0.1511 10 0.0041
rantree-50 50 49 25 0.1560 25 0.3022 25 0.0062
rantree-100 100 99 48 0.2970 49 0.4254 48 0.0084
rantree-200 200 199 103 0.4220 105 0.5338 103 0.0132
rantree-300 300 299 145 0.6880 153 0.7563 145 0.0184
rantree-400 400 399 201 0.9690 208 1.0028 201 0.0255
rantree-500 500 499 249 1.2970 255 1.2237 249 0.0296
rantree-600 600 599 299 1.3280 313 1.4610 299 0.0381
rantree-700 700 699 346 1.6570 360 1.7541 346 0.0401
rantree-800 800 799 391 2.2070 403 2.5813 391 0.0469
rantree-900 900 899 452 2.1720 463 2.1692 452 0.0541
rantree-1000 1000 999 490 3.3280 510 2.4234 490 0.0590

rexeǌe koje je jednako optimalnom (iz kolone opt) za samo prve tri in-

stance. Uz to, vreme rexavaǌa modifikovanog algoritma je znaqajno

maǌe u odnosu na vreme rexavaǌa algoritma iz [80].

4.2 Nedeterministiqka metoda za rexavaǌe problema
rimske dominacije

Imaju�i u vidu da se matematiqki model za rexavaǌe problema rimske

dominacije mo�e brzo rexiti za instance razliqitih tipova i dimen-

zija, a da se problem slabe rimske dominacije izuzetno sporo rexava

qak i za instance maǌih dimenzija, Ivanovi� i Uroxevi� su u [72]

predstavili metodu zasnovanu na metodi promenǉivih okolina za re-

xavaǌe oba problema. Predstavǉena metoda je, ujedno, jedina poznata

heuristiqka metoda za rexavaǌe ova dva problema. Iako je raqunskim

rezultatima pokazano da predstavǉeni algoritam dosta dobro rexava

oba problema, prime�eno je da se neke ǌegove funkcije mogu drugaqije

implementirati, odnosno profiniti odre�enim uslovima i da se na taj

naqin, potencijalno, mogu dobiti jox boǉi rezultati. S tim u vezi,

u okviru ovog poglavǉa predstavǉen je jox jedan algoritam zasnovan

na metodi promenǉivih okolina, zbog qega �e u nastavku biti osvrta

samo na tu metaheuristiku. Poxto je implementacija ove metode zasno-

vana na pojmu dopustivog rexeǌa i definiciji ǌegove okoline, uvode

se slede�e definicije.
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Oznaqimo sa S skup rexeǌa nekog problema. Okolina (eng. neigh-

borhood) rexeǌa x, u oznaci N (x) (N (x) ⊆ S), predstavǉa skup rexe-

ǌa pridru�enih rexeǌu x po nekom pravilu. Ako pretpostavimo da se

nad rexeǌem x mogu izvrxiti neke elementarne transformacije (koje

uglavnom zavise od optimizacione metode i ǌene implementacije), tada

se sa N (x) mo�e oznaqiti skup rexeǌa dobijenih primenom tih trans-

formacija nad rexeǌem x. Skup svih rexeǌa dobijenih primenom jedne

elementarne transformacije na rexeǌe x obele�ava se sa N1(x), skup

svih rexeǌa dobijenih primenom dve uzastopne elementarne transfor-

macije na rexeǌe x obele�ava se sa N2(x) itd.

Budu�i da su lokalni minimumi obiqno suboptimalna rexeǌa, ideja

pribli�nih metoda sastoji se u pronala�eǌu xto boǉeg lokalnog mini-

muma za xto kra�e vreme. Neka je, zato, S skup svih dopustivih rexeǌa

i neka je x ∈ S proizvoǉno ili po nekom pravilu izabrano poqetno re-

xeǌe problema. Proces pretra�ivaǌa unapred definisane okoline re-

xeǌa problema naziva se lokalno pretra�ivaǌe (eng. Local search, LS) i

kao takvo predstavǉa osnovu mnogih metaheuristiqkih metoda. Lokalno

pretra�ivaǌe podrazumeva da se za svako x′ ∈ N (x) iz okoline nekog

poqetnog rexeǌa x izraquna vrednost f(x′) i, ukoliko je f(x′) < fmin (na

poqetku je fmin = f(x)), prona�eno boǉe rexeǌe pamti kao najboǉe re-

xeǌe, xmin = x′ (fmin = f(x′)). Nakon xto se sva rexeǌa okoline N (x)

provere, pretraga se nastavǉa u okolini N (xmin) i, najqex�e, zaustavǉa

ukoliko okolina N (xmin) ne sadr�i boǉe rexeǌe. S obzirom da za prob-

leme velikih dimenzija proces pretrage qitave okoline mo�e biti jako

dug, jedan od osnovnih zahteva prilikom konstrukcija metaheuristika

predstavǉa pa�ǉiv odabir okolina.

4.2.1 Metoda promenǉivih okolina

Mladenovi� i Hansen predlo�ili su metodu promenǉivih okolina (eng.

Variable Neighborhood Search, VNS) 1997. god. u [89] dok je ideja same

metode izlo�ena 1995. godine u [90]. Iako se osnovna ideja metode

svodi na sistematskoj zameni okolina u kojima se vrxi lokalna pre-

traga, metoda je zasnovana na tri qiǌenice:

1) Lokalni minimum jedne okoline nije obavezno lokalni minimum
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neke druge okoline.

2) Globalni minimum predstavǉa lokalni minimum u svim okolinama

koje ga sadr�e.

3) Lokalni minimumi razliqitih okolina mogu biti relativno blizu

jedan drugom.

Vode�i se prvom qiǌenicom, suxtinska ideja VNS metode sastoji se u

promeni okolina kako bi se izbegla mogu�nost zaglavǉivaǌa u lokalnom

minimumu. Druga qiǌenica zapravo govori da ako neko rexeǌe nije

lokalni minimum svoje okoline onda sigurno nije ni globalni minimum.

Posledǌa qiǌenica ukazuje na to da se do globalnog minimuma mo�e

do�i preko niza lokalnih minimuma bliskih jedni drugima. Metoda

promenǉivih okolina pokazala se kao vrlo uspexna metoda za rexavaǌe

problema kombinatorne i kontinualne optimizacije i, u zavisnosti od

toga da li se ove tri qiǌenice koriste deterministiqki, stohastiqki

ili kombinovano, razvijeno je vixe razliqitih verzija VNS-a.

Metoda promenǉivog spusta

Metoda promenǉivog spusta (eng. Variable Neighbrohood Descent, VND) za-

snovana je na qiǌenici da razliqite okoline mogu imati razliqite

lokalne minimume.

Oznaqimo sa S skup svih dopustivih rexeǌa nekog problema i sa

Nk (k = 1, . . . , kmax) konaqnu kolekciju unapred definisanih struktura

okolina. VND metoda se mo�e opisati na slede�i naqin. Na poqetku

metode se na sluqajan naqin ili primenom neke heuristike iz skupa

rexeǌa S bira incijalno rexeǌe x i proglaxava za trenutno najboǉe

rexeǌe xmin = x, fmin = f(x). Zatim se vrxi lokalno pretra�ivaǌe oko-

line N1(xmin) tog rexeǌa kako bi se, kao rezultat pretra�ivaǌa, dobio

lokalni minimum x′, x′ ∈ N1(xmin). Ukoliko x′ ne predstavǉa poboǉxaǌe

trenutno najboǉeg rexeǌa, postupak lokalne pretrage se nastavǉa u

narednim okolinama Nk(xmin), k = 2, 3, . . . , kmax. Svaki put kada se u nekoj

okolini Nk(xmin) na�e boǉe rexeǌe x′, tj. rexeǌe za koje je f(x′) < fmin,

trenutno najboǉe rexeǌe se a�urira, xmin = x′ (fmin = f(x′)), a pretraga

se nastavǉa u okolini N1(xmin). Podrazumeva se da se, ukoliko se u
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okviru okoline N1(xmin) ne nalazi poboǉxaǌe trenutno najboǉeg rexe-

ǌa, pretraga nastavǉa u narednoj okolini N2(xmin) i tako redom. Pos-

tupak se zavrxava kada se xmin ne mo�e popraviti ni u jednoj okolini,

xto znaqi da je xmin lokalni minimum u odnosu na sve ǌegove definisane

okoline.

Postoje dva pristupa lokalnog pretra�ivaǌa okoline rexeǌa. Sa

prvim pristupom se u svakoj iteraciji tra�i najboǉe rexeǌe (eng. Best

improvement strategy, BI) u koje se prelazi tek nakon xto je qitava okolina

pretra�ena. Drugi pristup predstavǉa rexeǌe prve popravke (eng. First

improvement strategy, FI) kojom se prelazi u prvo boǉe prona�eno rexeǌe

u okviru trenutne okoline, nakon qega se pretraga nastavǉa u okolini

N1 novog rexeǌa.

Redukovana metoda promenǉivih okolina

Redukovana metoda promenǉivih okolina (eng. Reduced Variable Neighbor-

hood Search, RVNS) zasniva se na sistematskoj promeni okolina i izboru

jednog sluqajnog rexeǌa u svakoj od tih okolina. Naime, kao odgovor na

pitaǌe kako da se ”pobegne” iz dostignutog lokalnog minimuma i ǌegove

okoline u ciǉu nala�eǌa nekog drugog minimuma, metoda je definisana

tako da se na sluqajan naqin bira rexeǌe iz trenutno obra�ivane oko-

line. Dakle, prvo se izabere skup okolina Nk, k = 1, . . . , kmax i poqetno

rexeǌe x (koje se automatski proglaxava za najboǉe xmin = x, fmin =

f(x)). Zatim se, na sluqajan naqin, bira taqka x′, x′ ∈ N1(xmin). Ukoliko

za izabranu taqku va�i f(x′) ≥ fmin pretraga se nastavǉa u narednoj

okolini. Korak u kom se na sluqajan naqin bira taqka x′ ∈ Nk(xmin)

(k = 1, 2, . . . , kmax) naziva se razmrdavaǌe (eng. shaking). Nakon xto se

ispitaju sve okoline bez uspexnog poboǉxaǌa, postupak pretrage se

cikliqno nastavǉa poqevxi od prve okoline, sve dok neki od kriter-

ijuma zaustavǉaǌa ne bude ispuǌen. Kriterijumi zaustavǉaǌa defin-

ixu se zavisno od konkretne primene metode a neki od najqex�ih kriter-

ijuma zaustavǉaǌa su maksimalno vreme izvrxavaǌa i maksimalni broj

iteracija. Za razliku od VND metode, mo�e se primetiti da kod RVNS

metode ne postoji proces lokalne pretrage qime se izbegava slo�eno i

dugotrajno izvrxavaǌe u okviru jedne VNS iteracije. Postoje modi-

fikacije RVNS metode u kojima se u svakom koraku razmrdavaǌa umesto
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jedne bira vixe sluqajnih taqaka. Ovakve modifikacije mogu dati br�u

konvergenciju ka boǉem rexeǌu kod nekih klasa problema. RVNS metoda

se najqex�e koristi za dobijaǌe poqetnog rexeǌa za neku drugu metodu.

Osnovna metoda promenǉivih okolina

Kombinacijom dva opisana principa nastala je osnovna metoda promen-

ǉivih okolina (eng. (Basic) Variable Neighborhood Search, (B)VNS). (B)VNS

metoda konstruisana je tako da u okviru jedne okoline, na sluqajan

naqin, bira taqku te okoline a zatim vrxi lokalnu pretragu okoline

te taqke. Stoga se, za unapred definisan skup okolina Nk(x) (k =

1, . . . , kmax) rexeǌa x, (B)VNS metoda mo�e definisati na slede�i naqin.

Najpre se iz skupa dopustivih rexeǌa bira poqetno rexeǌe x (koje se

proglaxava za trentuno najboǉe rexeǌe x∗), zatim se, u okviru petǉe

koja meǌa indeks k (k ∈ {1, . . . , kmax}), koji se odnosi na trenutnu okolinu

Nk(x), razmrdavaǌem bira neko rexeǌe x′ ∈ Nk(x) nad kojim se, daǉe,

procedurom lokalnog pretra�ivaǌa tra�i potencijalno boǉe rexeǌe

x′′. Dobijeno rexeǌe x′′ poredi se sa trenutno najboǉim rexeǌem x∗

i ukoliko je boǉe, najboǉe rexeǌe se a�urira, indeks k postavǉa na

1 i proces pretrage nastavǉa u okolini N1 teku�eg najboǉeg rexeǌa.

U suprotnom se, zajedno sa razmrdavaǌem, proces pretrage nastavǉa u

xiroj okolini Nk+1(x∗). Kada indeks k dostigne svoj maksimum kmax,

proces pretrage se nastavǉa poqevxi od okoline N1(x) teku�eg rexe-

ǌa x i prekida tek kada se zadovoǉi neki kriterijum zaustavǉaǌa. U

toku procesa lokalne pretrage, (B)VNS metoda uvek prelazi u boǉe re-

xeǌe i to u prvo na koje nai�e (FI). Okoline se najqex�e biraju tako

da va�i |N1(x)| < |N2(x)| < · · · < |Nkmax(x)|9. U nekim modifikacijama

(B)VNS metode indeks k uzima vrednosti od kmin do kmax sa korakom kstep.

Korak kstep mo�e imati negativnu vrednost impliciraju�i da se mo�e

kretati od najve�e ka najmaǌoj okolini rexeǌa. Algoritam (B)VNS

metode ilustrovan je pseudokodom Algoritam 1.

Ako se, umesto procedure lokalnog pretra�ivaǌa u okviru (B)VNS

metode iskoristi VND procedura, dobija se opxta metoda promenǉivih

okolina (eng. General Variable Neighborhood Search, GVNS). Osnovni para-

metar (B)VNS metode je kmax koji predstavǉa maksimalni broj okolina,

9Izraz |A| oznaqava kardinalnost skupa A.
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Algoritam 1 Metoda promenǉivih okolina, (B)VNS

1: x∗ ← pocetnoResenje();
2: fmin ← f(x∗);
3: while (kriterijumi zaustavljanja nisu ispunjeni)
4: k ← kmin;
5: while (k ≤ kmax)
6: x← x∗;
7: x′ ← razmrdavanje(x, k);
8: x′′ ← lokalnoPretrazivanje(x′);
9: if (f(x′′) < fmin) then
10: fmin ← f(x′′);
11: x∗ ← x′′;
12: k ← kmin;
13: else
14: k ← k + kstep;
15: end
16: end
17: end

[89], [91]. U zavisnosti od problema koji se rexava VNS metodom, kri-

terijumi zaustavǉaǌa mogu biti razliqiti. Na primer, maksimalno

dozvoǉeno vreme izvrxavaǌa, maksimalni broj iteracija, tj. koliko

puta se dostigne kmax ili broj iteracija izme�u dve popravke lokalno

najboǉeg rexeǌa. Pored pomenute modifikacije, postoje razne dodatne

modifikacije VNS metode i na ǌihovom razvoju najqex�e se radi kako

bi se rexili slo�eniji ili problemi velikih dimenzija.

Neke od poznatih modifikacija a koje �e biti korix�ene pri imple-

mentaciji ove metode su:

1) prihvataǌe rexeǌa istog kvaliteta za trenutno najboǉe rexeǌe

sa nekom zadatom verovatno�om,

2) razmatraǌe qitave okoline pre nego xto se donese odluka u koje

rexeǌe pre�i, tj. LS metoda sa BI strategijom pretra�ivaǌa,

3) umesto jednog poqetnog rexeǌa u okolini k, generixe se b sluqajnih

rexeǌa za neki unapred zadat parametar b.

Pored navedenih, neke od poznatih modifikacija osnovnih verzija VNS-

a su: (a) Metoda promenǉivih okolina sa dekompozicijom (eng. Variable

Neighborhood Decomposition Search, VNDS), [92] (b) Ukoxena metoda pro-

menǉivih okolina (eng. Skewed VNS, SVNS) i druge. Za vixe detaǉa

videti [91].
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Poxto je okviru teze konstruisana nova metoda za rexavaǌe pro-

blema rimske i slabe rimske dominacije zasnovana na metodi promenǉi-

vih okolina, u nastavku �e se metoda koju su Ivanovi� i Uroxevi�

predstavili u [72] oznaqavati kao VNS-CAI. Pore�eǌa nove i VNS-CAI

metode bi�e izvrxena nakon opisa nove metode, a u okviru dela u kome

�e nova metoda biti testirana nad istim skupom instanci nad kojim je

testirana VNS-CAI metoda, dok �e se na sliqnosti i razlike u kodira-

ǌima ukazati tokom i nakon opisa nove metode.

4.2.2 Nova metoda za rexavaǌe problema rimske dominacije zasno-
vana na metodi promenǉivih okolina

Prostor rexeǌa i struktura dopustivih rexeǌa problema

Pretpostavimo da se Rimsko carstvo mo�e predstaviti grafom G =

(V,E) na slede�i naqin: svaki qvor grafa predstavǉa jednu provinciju

Rimskog carstva; izme�u dva qvora postoji grana ukoliko izme�u ǌima

odgovaraju�ih provincija postoji kopnena granica ili direktan morski

put. Neka se, na primer, Rimsko carstvo sastoji iz n provincija koje se

mogu obele�iti brojevima od 1 do n. Tada se skup V mo�e zapisati kao

V = {1, . . . , n} a skup grana kao E = {(i, j)|i, j ∈ V, postoji kopnena granica

ili direktan morski put izme�u provincija i i j}. Graf G je povezan10,

neorijentisan i bez paralelnih grana.

Prostor rexeǌa RD problema predstavǉa skup svih n-torki X =

(x1, . . . , xn), za koje va�i xi ∈ {0, 1, 2}, i = 1, . . . , n. Vrednost i-te koor-

dinate rexeǌa X (xi), predstavǉa broj stacioniranih legija u i-toj

provinciji, odnosno te�inu qvora i. Vrednosti koordinata rexeǌa X

mogu se uve�ati ili umaǌiti za 1 (odnosno 2) ukoliko se takvim po-

stupkom ponovo dobiju vrednosti iz skupa {0, 1, 2}. Dakle, razlikujemo

slede�e transformacije vrednosti koordinata rexeǌa X:

T1. Vrednost xi rexeǌa X mo�e se umaǌiti za jedan ukoliko je xi > 0,

tj. za xi > 0 rexeǌa X dozvoǉena je transformacija xi ← xi − 1.

10Graf G mo�e biti nepovezan s tim da se u takvom sluqaju problem rimske domina-
cije posmatra za svaku komponentu povezanosti tog grafa posebno a konaqni rezultat
dobija sabiraǌem dobijenih rezultata.
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T2. Nad vrednostima xi i xj rexeǌa X, kod kojih je xi > 0 i xj < 2,

dozvoǉene su transformacije xi ← xi − 1 i xj ← xj + 1.

T3. Nad vrednostima xi i xj rexeǌa X, kod kojih je xi = 2 i xj = 0,

dozvoǉene su transformacije xi ← 0 i xj ← 2.

T4. Nad vrednostima xi, xj i xs rexeǌa X, za koje va�i xi = 2, xj < 2 i

xs < 2, dozvoǉene su transformacije xi ← 0, xj ← xj +1 i xs ← xs+1.

T5. Vrednost xi rexeǌa X mo�e se uve�ati za jedan ukoliko je xi < 2,

tj. za xi < 2 rexeǌa X dozvoǉena je transformacija xi ← xi + 1.

T6. Vrednost xi rexeǌa X mo�e se uve�ati za dva ukoliko je xi = 0, tj.

za xi = 0 rexeǌa X dozvoǉena je transformacija xi ← xi + 2.

Za dva rexeǌa X i X ′ ka�emo da imaju razliku reda 1 ukoliko se pri-

menom transformacije T1, T2 ili T5 na rexeǌe X mo�e dobiti rexeǌe

X ′. Dva rexeǌa X i X ′ imaju razliku reda 2 ukoliko se dvostrukom

primenom transformacije T2 na koordinate xi i xj rexeǌa X za koje

va�i xi = 2 i xj = 0, dobije rexeǌe X ′; ako se na te iste koordinate

umesto dvostruke primene transformacije T2 jedanput primeni trans-

formacija T3 ili ako se na xi jedanput primeni transformacija T6.

Tako�e, za dva rexeǌa X i X ′ ka�emo da su razlike reda 2 ukoliko se

transformacija T2 prvo primeni na koordinate xi i xj (xi = 2 i xj < 2)

a zatim na xi i xs (xs < 2, s 6= j) rexeǌa X kako bi se dobilo rexeǌe

X ′, odnosno ako se na koordinate xi, xj i xs (xi = 2, xj < 2 i xs < 2,

s 6= j) jedanput primeni transformacija T4. Ukoliko se postupak kojim

se na rexeǌe X primene transformacije T1, T2 ili T5 ponovi k puta

ka�emo da su transformisano i poqetno rexeǌe razlike reda k. Sliqno,

dva rexeǌa, X i X ′, mogu da budu razlike reda k ukoliko se na rexeǌe

X odre�eni broj puta primeni i neka od transformacija T3, T4 ili

T6, s tim da se, za razliku od primena transformacija T1, T2 i T5,

kod kojih se sa svakom primenom red razlike uve�ava za jedan, primenom

transformacija T3, T4 i T6 red razlike uve�ava za dva. Na primer,

rexeǌa X i X ′ su razlike reda pet ukoliko se rexeǌe X ′ mo�e dobiti

tako xto se na rexeǌe X po jedanput primene transformacije T1, T3 i

T4.

U daǉem tekstu izraz ”otpust legije” podrazumeva�e transforma-

ciju T1, izraz ”premextaǌe jedne legije” transformaciju T2, dok �e
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”preseǉeǌe dve legije u istu provinciju” i ”preseǉeǌe dve legije u

dve razliqite provincije” podrazumevati transformacije T3 i T4 (tim

redom). Sliqno, izraz ”dodeli�e se nova legija” podrazumeva�e trans-

formaciju T5, dok �e izraz ”dodeli�e se dve nove legije” podrazumevati

transformaciju T6.

Skup svih rexeǌa X ′ qija je razlika od rexeǌa X reda k (k =

kmin, . . . , kmax) naziva se k-tom okolinom rexeǌa X i obele�ava sa Nk(X).

Rexeǌe X = (x1, . . . , xn) naziva se dopustivim rexeǌem RD problema

ako postoji funkcija f , f : V → {0, 1, 2} definisana sa

f(i) = xi, i = 1, . . . , n, (4.1)

takva da je f funkcija rimske dominacije tj. X je dopustivo rexeǌe RD
problema ukoliko za svako xi (i = 1, . . . , n) va�i jedan od uslova:

1) xi > 0 ili

2) xi = 0 i postoji najmaǌe jedno xj = 2 takvo da je (i, j) ∈ E.

Te�ina funkcije f raquna se po formuli F (X) =
∑n

i=1 xi. Broj F (X)

naziva se vrednost rexeǌa X (te�ina rexeǌa X).

Skup dopustivih rexeǌa RD problema predstavǉaju sve n-torke X =

(x1, . . . , xn) kod kojih za svako i = 1, . . . , n va�i xi ∈ {1, 2} ili je ispuǌen

uslov 2).

Na primer, za graf G1 = (VG1 , EG1), gde je VG1 = {1, 2, 3} i EG1 =

{(1, 2), (1, 3), (2, 3)} (Slika 16),

1 2

3

Slika 16: Graf G1

skup dopustivih rexeǌa je slede�eg oblika: XRD =
{

(2, 2, 2), (2, 2, 1), (2, 1, 2),

(1, 2, 2), (2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2), (2, 2, 0), (2, 0, 2), (0, 2, 2), (1, 1, 1), (2, 1, 0), (2, 0, 1),

(1, 2, 0), (1, 0, 2), (0, 2, 1), (0, 1, 2), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2)
}
.
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Implementacija nove metode za rexavaǌe problema rimske domi-
nacije

Slu�e�i se istom idejom kao kod VNS-CAI metode, nova metoda pro-

blem rimske dominacije rexava na slede�i naqin. Najpre se za zadati

graf (ulaznu instancu) formira rexeǌe X = (0, . . . , 0) (rexeǌe X je

du�ine n, gde n predstavǉa broj qvorova posmatranog grafa). Potom se

proizvoǉno izabranim qvorovima grafa dodeǉuje jedna po jedna legija

(vrednosti proizvoǉno izabranih koordinata rexeǌa X uve�avaju se za

jedan), s tim da se ni jednom qvoru ne dodele vixe od dve legije, sve

dok rexeǌe X ne postane dopustivo rexeǌe posmatranog problema za taj

graf. Nakon xto se prona�e dopustivo rexeǌe posmatranog problema

za taj graf, takvo rexeǌe se zapamti kao najboǉe dopustivo rexeǌe

(X∗). Nadaǉe se, poxto problem rimske dominacije podrazumeva da se

prona�e dopustivo rexeǌe najmaǌe te�ine, proverava da li bi otpust

neke od stacioniranih legija mogao da se izvrxi, a da nakon tog otpu-

sta rexeǌe ostane dopustivo. Svaki put kada se otpusti neka legija a

rexeǌe ostane dopustivo, takvo rexeǌe se zapamti kao najboǉe dopu-

stivo rexeǌe, odnosno vrednost X∗ se a�urira. Ukoliko otpust legije

ne daje dopustivo rexeǌe, legija se ponovo dodeǉuje qvoru sa kog je ot-

puxtena. Dakle, za jedan po jedan qvor grafa prvo se proverava da li

bi otpust stacionirane legije (ukoliko qvor ima stacioniranu legiju)

dao dopustivo rexeǌe, zatim se vrxi otpust te legije (ukoliko rexeǌe

ostaje dopustivo nakon otpusta) i na kraju se dobijeno rexeǌe pamti

kao najboǉe (a�urira se rexeǌe X∗) a opisani postupak nastavǉa sa

narednim qvorom grafa. Najzad, nakon xto je ispitivaǌe izvrxeno za

sve qvorove koji imaju stacioniranu legiju, postupak tra�eǌa dopusti-

vog rexeǌa jox maǌe te�ine se nastavǉa na slede�i naqin. U okviru

while petǉe prvo se dopustivo rexeǌe najmaǌe te�ine (X∗) zapamti kao

teku�e (X ′). Zatim se k (na poqetku je k = kmin) proizvoǉno izaberanih

legija rexeǌa X ′ premesti sa qvorova na kojima su stacionirane na

drugih k proizvoǉno izabranih qvorova (vode�i raquna da premextaǌe

legije zadovoǉava transformaciju T2), a potom se, dodatno, jedna proi-

zvoǉno izabrana legija rexeǌa X ′ otpusti (vode�i raquna da je trans-

formacija T1 zadovoǉena). Postupak kojim se k legija prerasporedi,

a zatim jox jedna legija otpusti, naziva se razmrdavaǌem rexeǌa X ′.

Razmrdano rexeǌe X ′ je, oqigledno, maǌe te�ine u odnosu na rexeǌe

109



X∗. Stoga se, nadaǉe, pretra�ivaǌem N1(X ′) okoline teku�eg rexeǌa X ′

tra�i novo (X ′′) rexeǌe koje �e biti dopustivo a, ako se pretra�ivaǌem

N1(X ′) okoline teku�eg rexeǌa X ′ ne prona�e dopustivo rexeǌe, onda

se ono tra�i u okolini N2(X ′). Postupak kojim se tra�i dopustivo

rexeǌe X ′′ naziva se postupkom lokalnog pretra�ivaǌa. U sluqaju da

se postupcima razmrdvaǌa i lokalnog pretra�ivaǌa ne prona�e dopu-

stivo rexeǌe, oni se primeǌuju ispoqetka, s tim da se, u okviru po-

stupka razmrdavaǌa, transformacija T2 izvrxava k puta, pri qemu je

broj k prethodno uve�an za vrednost kstep, dok se postupak lokalnog pre-

tra�ivaǌa i daǉe izvodi nad okolinama N1(X ′) i N2(X ′) teku�ih rexe-

ǌa. Analogno, ukoliko razmdravaǌe i lokalno pretra�ivaǌe ponovo ne

budu uspexni u pronala�eǌu dopustivog rexeǌa, pri narednoj primeni

razmrdavaǌa se broj izvrxavaǌa transformacija T2 ponovo uve�ava za

kstep vode�i raquna da maksimalni broj izvrxavaǌa T2 transformacija

ne prelazi kmax. Svaki put kada k dostigne svoju maksimalnu vrednost

kmax, k se postavǉa na kmin, brojaq brIter uve�ava za jedan (na poqetku je

brIter = 0), a opisani postupci while petǉe ponavǉaju ispoqetka. Ina-

qe, ukoliko se postupkom razmrdavaǌa i lokalnog pretra�ivaǌa pro-

na�e rexeǌe X ′′ koje je dopustivo, do tada najboǉe dopustivo rexeǌe

se a�urira (X∗ ← X ′′)11, vrednost parametra k postavǉa na kmin, nakon

qega se qitav postupak razmrdavaǌa i lokalnog pretra�ivaǌa pona-

vǉa ispoqetka, ali nad a�uriranim rexeǌem X∗. Uve�avaǌe vrednosti

brojaqa brIter, odnosno postupci while petǉe se ponavǉaju sve dok brojaq

brIter ne dostigne svoju maksimalnu vrednost (brItermax) ili dok vreme

izvrxavaǌa koda ne bude jednako tmax kada se while petǉa prekida.

Kao xto se mo�e primetiti, naqin na koji se rexeǌe X∗ razmrdava,

odnosno izbor okolina koje se koriste prilikom razmrdavaǌa rexe-

ǌa nije karakteristiqan za klasiqan VNS stoga se i sama metoda ne

mo�e nazvati klasiqnom VNS metodom. Me�utim, kako je princip pre-

tra�ivaǌa okolina i rada samog algoritma zasnovan na metodi pro-

menǉivih okolina, opisana metoda se mo�e smatrati jednom ǌegovom

modifikacijom.

Modifikovana VNS metoda za rexavaǌe problema rimske dominacije

detaǉno je ilustrovana Algoritmom 2.

11Kako se u razmrdavaǌu otpuxta legija, te�ina dopustivog rexeǌa X ′′ bi�e maǌa
od te�ine do tada najboǉeg dopustivog rexeǌa X∗, tj. F (X ′′) < F ∗.
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Algoritam 2 Modifikovana VNS metoda za rexavaǌe RD problema
1: k ← kmin;
2: X∗ ← pocetnoResenje();
3: F ∗ ← F (X∗);
4: brIter ← 0;
5: while (nije ispunjen kriterijum zaustavljanja)
6: X ′ ← razmrdavanje(X∗, k);
7: X ′′ ← lokalnoPretrazivanje(X ′);
8: if (X ′′ je dopustivo rešenje ) then
9: X∗ ← X ′′ (u razmrdavaǌu je smaǌena te�ina rexeǌa X ′′);
10: k ← kmin;
11: else
12: k ← k + kstep;
13: end
14: if (k == kmax) then
15: k ← kmin;
16: brIter ← brIter + 1;
17: end
18: end

Metoda koristi pomo�ne funkcije brNedopustivih(), ispitajDopustivost(),

smanjiBazu() i kvariBazu(), i glavne funkcije pocetnoResenje(), razmrdava-

nje() i lokalnoPretrazivanje(). Navedene funkcije opisane su u nastavku po

redosledu po kom se koriste.

Provera da li je rexeǌe X dopustivo rexeǌe RD problema vr-

xi se pozivaǌem funkcije brNedopustivih(X). Funkcija brNedopustivih(X)

ispituje da li je ulazni argument X dopustivo rexeǌe RD problema

za datu instancu, odnosno koliko koordinata rexeǌa X ne ispuǌava

uslove dopustivosti (uslovi definisani u poglavǉu 4.2.1.). Ukoliko je

X dopustivo rexeǌe datog problema, funkcija brNedopustivih(X) vra�a

nulu, inaqe vra�a broj koordinata rexeǌa X (nd) koji ne ispuǌavaju

oba uslova. Funkcija brNedopustivih(X) implementirana je na slede�i

naqin. Na poqetku se uzima da je nd = 0. Potom se za jedno po jedno i,

i = 1, . . . , n, ispituju vrednosti koordinata rexeǌa X. Ukoliko je xi > 0

zadovoǉen je prvi uslov dopustivosti rexeǌa, proverava se vrednost

xi za naredno i. U sluqaju da je xi = 0 proverava se da li je ispuǌen

drugi uslov dopustivosti rexeǌa, nakon qega se ispitivaǌe vrednosti

koordinata rexeǌa nastavǉa za naredno i. Ispitivaǌe drugog uslova

dopustivosti vrxi se na slede�i naqin. Uzimaju�i da qvor i ima ni

suseda i da je skup qvorova susednih qvoru i skup Vi = {i1, . . . , ini}, pro-
verava se da li za neko j ∈ Vi va�i xj = 2. Ukoliko je odgovor potvrdan,

drugi uslov je ispuǌen, nd ostaje nepromeǌen. Inaqe, ako je za svako
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j ∈ Vi xj < 2, drugi uslov nije ispuǌen, nd se uve�ava za 1. Funkcija

brNedopustivih(X) vra�a vrednost nd nakon xto su ispitane vrednosti

svih koordinata rexeǌa X. Slo�enost funkcije brNedopustivih(X) mo�e

se oceniti sa O(n2).

Uzmimo graf G1 za primer. Funkcija brNedopustivih(X) vra�a nulu

za svaku trojku X ∈ XRD. Zaista, poqevxi od nd = 0, za X = (2, 1, 0),

brNedopustivih(X) proverava, redom, vrednosti x1, x2 i x3. Budu�i da je

x1 > 0 broj nd ostaje nepromeǌen. Prelazi se na proveru vrednosti x2.

Kako je x2 > 0 broj nd ponovo ostaje nepromeǌen dok se provera nastavǉa

ali sa x3. Kako je x3 = 0, ispitivaǌe se vrxi nad vrednostima koordi-

nata koje odgovaraju qvorovima susednim sa 3 (V3 = {1, 2}). Uzimaju�i

da je j = 1, 2 proveravaju se vrednosti x1 i x2 i, ukoliko je bar jedna od

te dve vrednosti jednaka 2, broj nd ostaje nepromeǌen. Sa obzirom da

je x1 = 2, nd ostaje nepromeǌen. Kako su vrednosti svih koordinata re-

xeǌa X ispitane i nd nije promeǌen, funkcija brNedopustivih(X) vra�a

nulu. Proverimo sada dopustivost rexeǌa X koje nije iz skupa XRD.

Neka je, na primer, X = (1, 1, 0). Za ovako definisano rexeǌe vrednost

funkcije brNedopustivih(X) je nd = 1. Zaista, budu�i da su x1 > 0 i x2 > 0

drugi uslov bi se, ponovo, proveravao samo za x3. Qvor 3 ima dva suseda,

V3 = {1, 2}. Sa obzirom da je x1 < 2 i x2 < 2 sledi da x3 ne zadovoǉava

nijedan od dva uslova dopustivosti. Sliqno, za X = (1, 0, 0) funkcija

brNedopustivih(X) vra�a vrednost 2 (x2 i x3 ne zadovoǉavaju uslove do-

pustivosti), odnosno za X = (0, 0, 0) vra�a vrednost 3 (vrednosti sve 3

koordinate ne zadovoǉavaju uslove dopustivosti).

Kako bi se izbeglo qesto sumiraǌe vrednosti koordinata rexeǌa X,

te�ina rexeǌa (F = F (X)) a�urira se zajedno sa promenom te�ina ko-

ordinata rexeǌa. Podrazumeva se slede�e: uve�aǌe vrednosti jedne

koordinate rexeǌa X za 1 (na jednu koordinatu rexeǌa X primeni se

transformacija T5) implicira uve�aǌe te�ine rexeǌa za 1; ukoliko

se vrednost jedne koordinate uve�a za 2 (na jednu koordinatu rexeǌa X

primeni se transformacija T6) ili se vrednost dve razliqite koordi-

nate uve�a za 1, bez promena vrednosti ostalih koordinata rexeǌa X

(transformacija T5 se primeni na dve razliqite koordinate), te�ina

rexeǌa �e se uve�ati za 2; ako se vrednost neke koordinate rexeǌa

X umaǌi za jedan ili dva, bez promena vrednosti ostalih koordinata

(transformacija T1 se primeni jednom ili dva puta na tu koordinatu),
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tada �e se te�ina rexeǌa umaǌiti za istu vrednost. Me�utim, ukoliko

se vrednost jedne koordinate umaǌi za 1 (odnosno 2), a vrednost druge

koordinate uve�a za istu vrednost (na te dve koordinate se primeni

transformacija T2 ili transformacija T3), tada se te�ina rexeǌa

ne�e meǌati. Svaki put kada se a�urira najboǉe dopustivo rexeǌe

X∗, a�urira se i ǌegova te�ina, F ∗ ← F (X∗).

Funkcija smanjiBazu(X) proverava da li bi otpust neke legije argu-

menta X tako�e rezultovao dopustivim rexeǌem. Funkcija smanjiBazu(X)

implementirana je na slede�i naqin. Prvo se proveri da li je rexe-

ǌe X dopustivo (nd ← brNedopustivih(X)), a zatim se, za jednu po jednu

vrednost brojaqa i = 1, . . . n proverava da li je xi > 0. Ukoliko je xi > 0

daǉe se vrxi transformacija xi ← xi − 1 i ponovo odre�uje vrednost nd

(nd ← brNedopustivih(X)). Ako je nd = 0, dobijeno rexeǌe pamti se kao

najboǉe (X∗ ← X, F ∗ ← F (X∗)). Inaqe se vrednost koordinate xi rexe-

ǌa X vra�a na prvobitnu (xi ← xi + 1). Provera se nastavǉa za narednu

vrednost brojaqa i. Nakon xto su sve vrednosti brojaqa i ispitane, uko-

liko je nd = 0, opisani postupak se ponavǉa. Funkcija smanjiBazu(X) ne

vra�a ni jednu vrednost kao svoj izlazni argument, ve� samo vrxi trans-

formacije nad ulaznim argumentom X i trenutno najboǉim dopustivim

rexeǌem X∗ u smislu da se, svaki put kada je prona�eno dopustivo re-

xeǌe, takvo rexeǌe se zapamti kao X∗. Ukoliko je na poqetku funkcije

argument X nedopustivo rexeǌe, izlazi se iz funkcije.

Poqetno rexǌe.
Ideja funkcije pocetnoResenje() (eng. Initial solution) sastoji se u tome da se

po posmatranom grafu (ulaznoj instanci) proizvoǉno rasporede legije

tako da su sve provincije sigurne ili zaxti�ene od napada u odnosu

na zadati problem. Da bi se ova ideja realizovala, prvo se formira

vektor X = (0, . . . , 0) du�ine n, gde n predstavǉa broj qvorova posma-

tranog grafa, a vrednosti koordinata xi, i = 1, . . . , n, predstavǉaju broj

legija (te�inu qvora i) stacioniranih u provinciji i. Zatim se, poxto

na svaki qvor mogu da se stacioniraju po najvixe dve legije, formira

pomo�ni vektor pom tako da se svaki qvor u tom vektoru spomene po dva

puta, tj. formira se pomo�ni vektor pom oblika pom = (1, 1, 2, 2, . . . , n, n).

Daǉe se odgovaraju�im pozivom ugra�ene C++ funkcija radnom shuffle()

vrednosti koordinata vektora pom proizvoǉno prerasporede. Potom

se za jedno po jedno i = 1, 2, . . . , 2n, vrednosti koordinata xpom(i) rexe-
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ǌa X uve�avaju za 1 (za jedno po jedno i se qvoru pom(i) dodeǉuje po

jedna nova legija) sve dok vektor X ne postane dopustivo rexeǌe po-

smatranog problema. Ukoliko se opisanim postupkom dobije dopustivo

rexeǌe (funkcija brNedopustivih(X) vrati nulu za rexeǌe X), postupak

uve�avaǌa vrednosti kordinata rexeǌa X se prekida. Poxto je pot-

puno mogu�e da je raspored po kome su se legije stacionirale takav da

je raspore�eno vixe legija nego xto je neophodno, proverava se da li

bi i nakon otpusta nekih legija rexeǌe ostalo dopustivo, tj. poziva

se funkcija smanjiBazu(X), nakon qega se teku�e rexeǌe X vra�a kao

izlazni argument funkcije. Funkcija pocetnoResenje() detaǉno je opisana

pseudokodom Algoritam 3.

Pore�eǌa radi, kod VNS-CAI metode se, prilikom formiraǌa po-

qetnog rexeǌa, u okviru while petǉe vrednosti proizvoǉno izabranih

koordinata rexeǌa X = (0, . . . , 0) uve�avaju za jedan ili dva, sve dok

X ne postane dopustivo rexeǌe. Potencijalno, poxto se iznova mo�e

birati jedna te ista koordinata ili se iznova mo�e birati maǌi broj

razliqitih koordinata, ovaj postupak se mo�e izvrxavati beskonaqno

dugo, zbog qega se, u okviru nove metode, postupak formiraǌa dopusti-

vog rexeǌa izvrxava tako da sigurno daje dopustivo rexeǌe u konaqnom

vremenu.

Algoritam 3 pocetnoResenje()

1: X ← (0, . . . , 0);
2: pom← (1, 1, 2, 2, . . . , n, n);
3: pom← random shuffle(pom.begin(), pom.end());
4: for (i = 1, . . . , 2n) do
5: xpom(i) ← xpom(i) + 1;
6: if (brNedopustivih(X) == 0) then
7: smanjiBazu(X);
8: return X;
9: end
10: end

Funkcija kvariBazu(X) je, sliqno funkciji smanjiBazu(X), definisna

tako da vrxi otpust legije, ali sa ciǉem da nakon otpusta legija ar-

gument X postane nedopustivo rexeǌe. Kao xto je ranije navedeno,

osnovna ideja metode za rexavaǌe RD problema sastoji se u tome da se

prona�e neko dopustivo rexeǌe a da se zatim, polaze�i od tog rexeǌa,

prona�e dopustivo rexeǌe maǌe te�ine. Iz tog razloga ova funkcija na

proizvoǉan naqin smaǌuje te�inu argumenta X sve dok ono ne postane

nedopustivo. Funkcija je implementirana na slede�i naqin. Prvo se
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odgovaraju�im pozivom ugra�ene C++ funkcije GetRandom() proizvoǉno

izabere broj i iz skupa {1, . . . , n}. Ukoliko je xi == 0 bira se novi broj.

Postupak se ponavǉa sve dok se ne izabere broj i za koji va�i xi > 012.

Zatim se vrxi otpust legije sa qvora i (xi ← xi − 1) i odre�uje broj ne-

dopustivih vrednosti a�uriranog rexeǌa X (nd ← brNedopustivih(X)).

U sluqaju da je nd == 0 ponavǉati slede�e:

• dobijeno rexeǌe se zapamti kao najboǉe dopustivo rexeǌe (X∗ ←
X);

• primeni se funkcija smanjiBazu(X);

• proizvoǉno se izabere novi broj i ∈ {1, . . . , n} sve dok se ne dobije

broj i za koji va�i xi > 0;

• vrxi se otpust legije sa qvora i (xi ← xi − 1);

• odre�uje se broj nedopustivih vrednosti a�uriranog rexeǌa X

(nd← brNedopustivih()).

Opisani postupak se ponavǉa sve dok nd ne postane pozitivno. Sliqno

kao i kod fukncije smanjiBazu(X), ova funkcija vrxi transformacije

nad argumentom X i trenutno najboǉim dopustivim rexeǌem i nema

izlaznih argumenata.

Razmrdavaǌe.
Funkcija razmrdavanje(X∗, k) (eng. Shake function) definisana je sa ciǉem

da se na poqetku k proizvoǉno izabranih legija trenutno najboǉeg dopu-

stivog rexeǌa prerasporedi, a da se potom jedna proizvoǉno izabrana

legija otpusti. Pseudokod funkcije razmrdavanje(X∗, k) ilustrovan je

Algoritmom 4. Funkcija je implementirana na slede�i naqin. Prvo

se najboǉe dopustivo rexeǌe X∗ pamti kao teku�e (X ′ ← X∗). Zatim

se, s obzirom da vrednost koraka k mo�e biti ve�a od trenutnog broja

legija, odnosno od te�ine F ∗, uvodi pomo�ni parametar k1 ← min {k, F ∗}.
Pomo�ni parametar se uvodi kako bi se, u sluqaju da je k > k1, preraspo-

redilo najvixe k1 legija. Postupak kojim se k1 proizvoǉno izabranih

12Teoretski, isti broj i mo�e da se bira beskonaqno puta, tj. postupak biraǌa novog
broja i sve dok se ne prona�e broj i za koji va�i xi > 0 mo�e da se ponavǉa beskonaqno
puta ali je verovatno�a da se tako nexto dogodi izuzetno mala.
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legija preraspore�uje, odnosno postupak kojim se na rexeǌe X ′ trans-

formacija T2 primeǌuje k1 puta izvodi se tako xto se na k1 proizvo-

ǉno izabranih koordinata primeǌuje transformacija T1, a na drugih k1

proizvoǉno izabranih koordinata primeǌuje transformacija T5. S tim

u vezi, poxto se transformacije T1 i T5 vrxe iskǉuqivo nad vredno-

stima koordinata nad kojima je to dozvoǉeno, pored parametra k1, uvode

se brojaqi, razlikap i razlikam, i pomo�ni vektor pom. Brojaqi se uvode

kako bi se pratilo koliko puta se primenila transformacija T5, a ko-

liko puta transformacija T1, odnosno koliko se legija dodelilo a ko-

liko otpustilo sa teku�eg rexeǌa. Smatra se da je proces preraspore-

�ivaǌa legija zavrxen ukoliko su broj otpuxtenih i broj dodeǉenih

legija jednaki k1, odnosno ako je razlikap = razlikam = k1. Na poqetku

su vrednosti brojaqa razlikap i razlikam postavǉeni na nulu (redovi 1-

3 Alg. 4). Pomo�ni vektor pom uvodi se sa ciǉem da se unapred de-

finixe redosled po kome se legije otpuxtaju sa qvorova i dodeǉuju

qvorovima, odnosno redosled po kome se legije sele sa jednog qvora na

drugi. Naime, ideja je da elementi vektora pom budu indeksi qvorova sa

kojih se legije otpuxtaju, odnosno indeksi qvorova na koje se legije do-

daju. Stoga, s obzirom da te�ina odre�enih qvorova mo�e biti najvixe

2, pomo�ni vektor pom definixe se tako da se svaki qvor spomene po dva

puta (pom = (1, 1, 2, 2, . . . , n, n)). Vrednosti ovog vektora se, zatim, proi-

zvoǉno preraspore�uju odgovaraju�im pozivom ugra�ene C++ funkcije

random shuffle() (red 5 Alg. 4). Nakon xto su vrednosti vektora pom proi-

zvoǉno preraspore�ene, funkcija razmrdavanje(X∗, k) razmrdava elemente

vektora X ′ na slede�i naqin. Za jedno po jedno i = 1, . . . , 2n proverava se

da li je broj otpuxtenih legija u razmrdavaǌu maǌi od k1 (razlikam < k1)

i, dodatno, da li va�i x′pom(i) ≥ 1 i x∗pom(i) ≥ 1 (poxto se preraspore�i-

vaǌem legije premextaju sa jednog qvora na drugi, uslovima x′pom(i) ≥ 1 i

x∗pom(i) ≥ 1 se proverava da li je qvor pom(i) imao stacioniranih legija i

pre primene funkcije razmrdavanje(X∗, k), odnosno da li i daǉe sa ǌega

mo�e da se otpusti neka legija). Ukoliko je broj otpuxtenih legija

maǌi od k1 i legija mo�e da se otpusti sa qvora pom(i), vrxi se otpust

legije sa qvora pom(i) (x′pom(i) ← x′pom(i) − 1) i uve�ava vrednost brojaqa

razlikam za 1, redovi 8-11 Alg.4. Nadaǉe se za istu vrednost brojaqa i, a

nakon xto se proveri da li je razlikam < k1, proverava da li je broj do-

datih legija maǌi od k1, odnosno da li je razlikap < k1 i, dodatno, da li

qvoru pom(i) mo�e da se dodeli jedna nova legija. Qvoru pom(i) mo�e da
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se dodeli nova legija ukoliko va�i uslov 1) x′pom(i) ≤ 1 i x∗pom(i) = 0 (qvor

pom(i) ranije nije imao ni jednu legiju i mo�e da mu se dodeli jedna nova

legija) ili uslov 2) x′pom(i) = 1 i x∗pom(i) ≤ 1 (qvor pom(i) ranije nije imao

vixe od jedne legije i mo�e da mu se dodeli jox jedna nova legija).

S tim u vezi, ukoliko je broj dodeǉenih legija maǌi od k1 i qvoru

pom(i) mo�e da se dodeli jox jedna legija, vrednosti koordinate x′pom(i)

i parametra razlikap uve�avaju se za jedan (redovi 14-17 Alg. 4). Ispi-

tivaǌa se nastavǉaju za narednu vrednost brojaqa i, osim u sluqaju kada

je broj preseǉenih legija jednak k1 (razlikap = razlikam = k1). Ukoliko

je broj preseǉenih legija jednak k1 ispitivaǌa za jednu po jednu vre-

dnost brojaqa i se prekidaju. Kao xto se mo�e primetiti, istovremeno

se proveravaju vrednosti teku�eg i trenutno najboǉeg rexeǌa. Ovakva

provera vrxena je kako bi se izbegla situacija u kojoj bi se umaǌe-

ǌe/uve�aǌe vrednosti odre�ene koordinate a zatim uve�aǌe/umaǌeǌe

vrednosti iste koordinate za istu vrednost raqunalo kao premextaǌe

legije/legija, videti primer ni�e. Najzad, nakon xto su ispitivaǌa

za sve vrednosti brojaqa i izvrxena i nije doxlo do prekida funkcije,

proverava se da li je otpuxteno vixe legija nego xto je dodeǉeno (re-

dovi 23-32 Alg. 4), odnosno da li je dodeǉeno vixe legija nego xto je

otpuxteno (redovi 34-44 Alg. 4). Stoga se prvo postavǉa pitaǌe da li

je razlikam > razlikap i, ukoliko je odgovor potvrdan, prolazi kroz novu

petǉu u kojoj se za jedno po jedno i = 1, . . . , n proverava da li je x∗i > x′i i

x′i < 2 kako bi se vrednost koordinate x′i uve�ala za jedan (podrazumeva

se da bi se u tom sluqaju i vrednost brojaqa razlikap uve�ala za 1) sve

dok nije ispuǌen uslov razlikap = razlikam, kada se izlazi iz for petǉe.

Inaqe, ako nije ispuǌen uslov razlikam > razlikap, proverava se da li

va�i razlikam < razlikap, odnosno da li je dodeǉeno vixe legija nego xto

je otpuxteno. Ukoliko je dodeǉeno vixe legija nego xto je otpuxteno,

prolazi se kroz novu petǉu, odnosno za jedno po jedno i = 1, . . . , n pro-

verava da li su ispuǌeni uslovi x∗i < x′i i x′i > 0. Ako su navedeni

uslovi ispuǌeni, vrednosti koordinate x′i umaǌuju se za jedan, dok se

vrednost brojaqa razlikam uve�ava za jedan. Sliqno kao i kod prethodne

petǉe, prolazak kroz vrednosti jedne po jedne koordinate rexeǌa X ′

se prekida ukoliko je razlikam = razlikap. Treba imati u vidu da kod

odre�enih grafova, odnosno kod grafova odre�enih te�ina, razlikam i

razlikap ne moraju nu�no da budu jednaki k1, ali svakako nisu ve�i od

broja k1. Primera radi, ako imamo graf koji se sastoji iz samo dva
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qvora povezana granom i ako je te�ina tog grafa 3, tada ima smisla

preseliti najvixe jednu legiju. S tim u vezi, u zavisnosti od razmr-

davaǌa pomo�nog vektora pom vrednosti parametara razlikam i razlikap

mogu biti maǌe od ili jednake k1 nakon xto se izvrxe svi koraci Algo-

ritma 4 predstavǉeni redovima 6-22.

Opisanim postupkom je prona�eno rexeǌe iz Nk1(X∗) okoline naj-

maǌeg dopustivog rexeǌa. Me�utim, poxto je ciǉ metode da prona�e

dopustivo rexeǌe najmaǌe te�ine, na rexeǌe X ′ se primeǌuje funkcija

kvariBazu(X ′) kojom se, umesto rexeǌa iz okoline Nk1(X∗) dobija rexeǌe

iz okoline Nk2(X∗), gde je k2 > k1 i k2 je ceo broj. Kao svoj izlazni

argument, funkcija razmrdavanje(X∗,k) vra�a rexeǌe X ′.

Algoritam 4 razmrdavanje(X∗, k)

1: X ′ ← X∗;
2: k1 ← min{k, F ∗};
3: vrednosti brojača koji označavaju broj dodeljenih i broj otpuštenih legija postavi na nulu;
4: pom← {1, 1, 2, 2, . . . , n, n};
5: pom← random shuffle();
6: for (i = 1, . . . , 2n) do
7: if (broj otpuštenih legija je manji od k1) then
8: if (x′pom(i) ≥ 1) ∧ (x∗pom(i) ≥ 1) then

9: otpusti legiju sa čvora pom(i) (x′pom(i) ← x′pom(i) − 1);
10: uvećaj broj otpuštenih legija za 1 (razlikam ← razlikam + 1);
11: end
12: end
13: if (broj dodeljenih legija je manji od k1) then
14: if ((x′pom(i) ≤ 1) ∧ (x∗pom(i) == 0)) ili ((x′pom(i) == 1) ∧ (x∗pom(i) ≤ 1)) then

15: dodeli legiju čvoru pom(i) (x′pom(i) ← x′pom(i) + 1);
16: uvećaj broj dodeljenih legija za 1 (razlikap ← razlikap + 1);
17: end
18: end
19: if (broj preseljenih legija je jednak k1) then
20: break;
21: end
22: end
23: if (otpušteno je vǐse legija nego što je dodeljeno) then
24: for (i = 1, . . . , n) do
25: if (x∗i > x′i) ∧ (x′i < 2) then
26: dodeli legiju čvoru i (x′i ← x′i + 1);
27: uvećaj broj dodeljenih legija za 1 (razlikap ← razlikap + 1);
28: if (broj dodeljenih legija je jednak broju otpuštenih legija) then
29: return X ′;
30: end
31: end
32: end
33: else
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34: if (dodeljeno je vǐse legija nego što je otpušteno) then
35: for (i = 1, . . . , n) do
36: if (x∗i < x′i) ∧ (x′i > 0) then
37: otpusti legiju sa čvora i (x′pom(i) ← x′pom(i)−1);
38: uvećaj broj otpuštenih legija za 1 (razlikam ← razlikam + 1);
39: if (broj dodeljenih legija je jednak broju otpuštenih legija) then
40: return X ′;
41: end
42: end
43: end
44: end
45: end
46: kvariBazu(X ′);
47: vrati X ′;

Uprkos qiǌenici da se opisanom metodom pronalazi rexeǌe X ′ iz

ve�e okoline u odnosu na rexeǌa koja bi se dobila pozivaǌem funkcije

razmrdavanje(X∗,k) napisane za klasiqan VNS, sliqan pristup pokazao se

kao dosta uspexan kod VNS-CAI metode. Zapravo, suxtinska razlika

izme�u funkcija kojima se razmrdava rexeǌe kod VNS-CAI i nove metode

sastoji se u naqinu na koji se preraspore�uje k legija. Dok je kod VNS-

CAI metode premextaǌe mogu�e jedino sa qvora koji ima dve legije na

qvor koji nema ni jednu stacioniranu legiju, kod nove metode premexta-

ǌe legije mogu�e je izme�u bilo koja dva qvora dokle god je ono dopu-

stivo. Dodatno, kod VNS-CAI metode se preraspore�uje najvixe k legija,

dok se kod nove metode preraspore�uje najvixe k1 = min {k, F ∗} legija.

Ovo ne utiqe na broj k u okviru same VNS metode, ve� samo garantuje da

�e se premestiti ili k legija, ili ako ih nema toliko, onda F ∗, odnosno

najvixe onoliko legija koliko trenutni raspored dozvoǉava.

U nastavku je rad funkcije razmrdavanje(X∗,k) napisane za modifiko-

vanu metodu detaǉno ilustrovan na konkretnom primeru.

Primer. Posmatrajmo postupno kako se funkcija razmrdavanje(X∗, k)

izvrxava za X∗ = (2, 1, 0, 0) i k = 2. Na poqetku funkcije vektori X ′ i

pom i promenǉive razlikam, razlikap i k1 dobijaju inicijalne vrednosti:

X ′ ← X∗, pom ← (1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4), razlikam ← 0, razlikap ← 0 i k1 ← 2.

Potom se vektor pom proizvoǉno preraspore�uje odgovaraju�im pozivom

funkcije random shuffle(). Na primer, neka je preraspore�en vektor pom

oblika pom = (4, 2, 1, 1, 3, 2, 4, 3). Nadaǉe se za jednu po jednu vrednost

brojaqa i = 1, . . . , 8, vrednosti koordinata vektora X ′ i promenǉivih

razlikam i razlikap meǌaju na slede�i naqin:
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i = 1, (pom(1) = 4): iako je uslov razlikam < 2 ispuǌen, zbog uslova

x′4 ≥ 1 i x∗4 ≥ 1 se prelazi na deo u kome se ispituje da li je razlikap < 2;

poxto je razlikap < 2, dodatno se proverava da li su x′4 ≤ 1 i x∗4 == 0;

poxto su posledǌa tri uslova ispuǌena, vrxe se transformaccije x′4 ←
x′4 + 1 i razlikap ← razlikap + 1; a�urirane vrednosti su slede�eg oblika:

X ′ = (2, 1, 0, 1), razlikap = 1;

i = 2 (pom(2) = 2): poxto su uslovi razlikam < 2, x′2 ≥ 1 i x∗2 ≥ 1

ispuǌeni, vrxe se transformacije razlikam ← razlikam + 1 i x′2 ← x′2 − 1;

a�urirane vrednosti su slede�eg oblika: X ′ ← (2, 0, 0, 1), razlikam ← 1;

i = 3 (pom(3) = 1): uslov razlikam < 2 je i daǉe ispuǌen; tako�e su

ispuǌeni i uslovi x′1 ≥ 1 i x∗1 ≥ 1; vrxe se transformacije razlikam ←
razlikam+1 i x′1 ← x′1−1; a�urirane vrednosti su oblika: X ′ ← (1, 0, 0, 1),

razlikam ← 2;

i = 4 (pom(4) = 1): uslov razlikam < 2 nije ispuǌen; prelazi se na

uslov razlikap < 2; poxto je drugi uslov ispuǌen, daǉe se proveravaju

uslovi x′1 ≤ 1 i x∗1 == 0; s obzirom da uslov x∗1 == 0 nije ispuǌen

nadaǉe se proveravaju uslovi x′1 == 1 i x∗1 ≤ 1; kako uslov x∗1 ≤ 1 nije

ispuǌen, prelazi se na narednu vrednost brojaqa i. Primetimo da bi

se, u sluqaju da uslov x∗1 == 0 ne postoji (odnosno da ne postoji uslov

x∗1 ≤ 1), vrednost koordinate x′1 uve�ala za 1 i, samim tim, vratila na

prvobitnu (x∗1 = 2) xto bi moglo da se interpretira kao da ni jedna

legija sa qvora 1 nije ni odlazila, dok bi se broj preraspore�enih

legija samo za ovu situaciju raqunao kao 2 (jedna legija se otpustila

sa qvora 1 a druga legija se stacionirala na qvor 1), xto nije taqno;

i = 5 (pom(5) = 3): poxto je razlikam = 2 prelazi se na proveru ispu-

ǌenosti uslova razlikap < 2; drugi uslov je ispuǌen a ispuǌeni su i

uslovi x′3 ≤ 1 i x∗3 == 0; vrxe se transformacije x′3 ← x′3 + 1, razlikap ←
razlikap + 1; a�urirane vrednosti su X ′ ← (1, 0, 1, 1), razlikap ← 2;

Kako je razlikap = razlikam = 2, funkcija razmrdavanje(X∗, 2) zavr-

xava rad for petǉe. Na prona�eno rexeǌe X ′ = (1, 0, 1, 1) primeǌuje

se funkcija kvariBazu(X ′), nakon qega funkcija razmrdavanje(X∗, 2) kao

svoj izlazni argument vra�a rexeǌe X ′ ∈ {(0, 0, 1, 1), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0)}.
Izlazni argument X ′ je razlike reda 3 u odnosu na rexeǌe X∗: po jedna

legija sa qvorova 1 i 2 premextena je na qvorove 3 i 4 formiraju�i
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rexeǌe koje je reda 2 u odnosu na X∗; na rexeǌe koje je reda 2 u odnosu

na X∗ je, potom, primeǌena transformacija T1, tj. izvrxen je otpust

legije sa jednog od qorova 1, 3 i 4, qime se dobilo rexeǌe koje je razlike

reda 3 u odnosu na rexeǌe X∗.

Pre opisa funkcije lokalnoPretrazivanje(X ′) upozna�emo se sa pomo�nom

funkcijom ispitajDopustivost(X, i). Ukratko, funkcija ispitajDopustivost(X, i)

definisana je tako da proverava dopustivost rexeǌa ulaznog vektora

X u zavisnosti od vrednosti ulaznog parametra i na slede�i naqin.

Prvo se, ukoliko je i > 0, otpusti legija sa qvora i, a zatim se pro-

verava da li otpust daje dopustivo rexeǌe ili ne (odre�uje se broj

koordinata izmeǌenog rexeǌa X koje ne zadovoǉavaju uslove dopusti-

vosti problema, nd← brNedopustivih(X)). Ukoliko otpust daje dopustivo

rexeǌe (nd ← 0), takvo rexeǌe se pamti. Ukoliko otpust ne daje do-

pustivo rexeǌe, proverava se da li bi se seobom legije sa qvora i na

neki drugi qvor dobilo dopustivo rexeǌe ili ne. Ukoliko bi se seobom

dobilo dopustivo rexeǌe, funkcija pamti takvo rexeǌe. Me�utim, uko-

liko seobom legije sa qvora i na neki drugi qvor ne mo�e da se dobije

dopustivo rexeǌe, funkcija tra�i rexeǌe koje �e biti najbli�e dopus-

tivom u smislu da �e imati najmaǌe nedopustivih koordinata. Nakon

xto je pronaxla dopustivo rexeǌe ili rexeǌe koje je najbli�e dopus-

tivom, za i > 0 funkcija ispitajDopustivost(X, i) vra�a otpuxtenu legiju

na qvor i. Za i ≤ 0 funkcija ispitajDopustivost(X, i) ne vrxi otpust legije

ve� odmah prelazi na deo koda u kome se za jednu po jednu koordinatu

vektora X proverava da li bi se uve�aǌem ǌene vrednosti dobilo re-

xeǌe sa maǌe nedopustivih koordinata, odnosno proverava da li bi se

dobilo dopustivo rexeǌe. Radi lakxeg opisa same funkcije posmatraj-

mo graf GID = (VGID , EGID) prikazan na slici 17 i primere koji su dati

u nastavku. Detaǉni opis same funkcije dat je nakon primera.

1 2

3 4

Slika 17: Graf GID
Primer 1. Za ulazni vektor X = (1, 0, 2, 1) i parametar i = 1 funkcija

ispitajDopustivost(X, i) proverava da li je rexeǌe X = (0, 0, 2, 1) tako�e
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dopustivo rexeǌe posmatranog problema za graf GID. Poxto vektor

X = (0, 0, 2, 1) jeste dopustivo rexeǌe posmatranog problema, izlaznom

argumentu funkcije ispitajDopustivost(X, i), nd, dodeǉuje se vrednost 0.

Primer 2. Za ulazni vektor X = (1, 0, 2, 1) i parametar i = 3 funk-

cija ispitajDopustivost(X, i) promenǉivoj nd dodeǉuje vrednost 1 zato xto

jedna koordinata vektora X = (1, 0, 1, 1) ne zadovoǉava uslove dopusti-

vosti posmatranog problema (otpustom legije sa qvora 3 qvor 2 postaje

nezaxti�en). Poxto otpust legije daje nedopustivo rexeǌe, funkcija

ispitajDopustivost(X, i) daǉe proverava da li bi nekom drugom qvoru mogla

da se dodeli ta legija i da se na taj naqin ponovo formira dopustivo

rexeǌe (u Primeru 1 dodavaǌe legije nije bilo potrebno obzirom da

je prona�eno dopustivo rexeǌe). Ispituju�i vrednost jednog po jednog

qvora grafa, funkcija ispitajDopustivost(X, i) proverava da li bi, umesto

otpusta legije sa qvora 3, ta legija mogla da se preseli na neki drugi

qvor i da se na taj naqin formira dopustivo rexeǌe. Poxto bi se

premextaǌem legije sa qvora 3 na qvor 1 formiralo dopustivo rexe-

ǌe, funkcija ispitajDopustivost(X, i) pamti indekse tih qvorova kao ls i ln,

ls ← 3, ln ← 1 (u Primeru 1. parametrima ls i ln dodeǉuje se vrednost

i) i broj nedopustivih vrednosti tako formiranog rexeǌa kao ndIDmin

(ndIDmin ← 0).

Primer 3. Za ulazni vektor X = (1, 0, 0, 1) i parametar i = 1 broj ne-

dopustivih koordinata vektora X = (0, 0, 0, 1) je 3. Poxto seobom legije

sa qvora i na bilo koji drugi qvor ne mo�e da formira dopustivo rexe-

ǌe, funkcija tra�i rexeǌe sa najmaǌim brojem nedopustivih koordi-

nata. S obzirom da bi se seobom legije sa qvora 1 na qvor 4 dobilo

rexeǌe koje ima samo jednu nedopustivu koordinatu i da je takvo rexe-

ǌe najbli�e dopustivom, funkcija ispitajDopustivost(X, i) pamti slede�e

ls← 1, ln← 4 i ndIDmin ← 1 (promenǉiva ndIDmin pamti broj nedopusti-

vih koordinata prona�enog rexeǌa).

Dakle, kao xto je ranije napomenuto, funkcija ispitajDopustivost(X, i)

umaǌuje vrednost i-te koordinate za 1 ukoliko je i > 0 (pri pozivu funk-

cije ispitajDopustivost(X, i) vodi se raquna o tome da je xi > 0, odnosno da

je transformacija xi ← xi− 1 dopustiva) a zatim se vrednost parametra

nd odre�uje odgovaraju�im pozivom funkcije brNedopustivih(X) (nd ←
brNedopustivih(X)). Ukoliko je nd = 0, funkcija vra�a tu vrednost i
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pamti vrednost parametra i kao ls i ln (ls = ln = i). Me�utim, ukoliko

je nd > 0, daǉe se za jedno po jedno j = 1, . . . , n, j 6= i, proverava da li bi

uve�aǌe vrednosti koordinate xj (xj < 2) ulaznog argumenta X za jedan

formiralo dopustivo rexeǌe, odnosno rexeǌe sa maǌim brojem nedopu-

stivih vrednosti od nd. Prolaze�i kroz jednu po jednu vrednost brojaqa

j, funkcija ispitajDopustivost(X, i) pamti ono pomeraǌe legije sa xi na xj

(j = 1, . . . , n) za koje je broj nedopustivih vrednosti najmaǌi kao ls ← i

i ln ← j, a najmaǌi broj nedopustivih vrednosti pamti kao ndIDmin.

Nakon xto je vrednost ndIDmin odre�ena, funkcija ispitajDopustivost(X, i)

postavǉa vrednost koordinate xi rexeǌa X na poqetnu i kao izlazni

argument vra�a vrednost parametra nd. Ukoliko je i ≤ 0 funkcija

ispitajDopustivost(X, i) izvrxava samo deo koda u kome se za jedno po jedno

j = 1, . . . , n proverava da li bi se uve�aǌem vrednosti koordinate xj

ulaznog argumenta X dobilo rexeǌe sa maǌim brojem nedopustivih vre-

dnosti od nd, tj. odmah izvrxava deo koda u kome se odre�uju vrednosti

ls, ln i ndIDmin i vra�a vrednost izlaznog argumenta nd (na poqetku ls i

ln dobijaju vrednost i bez obzira xto je i < 0 a zatim se, svaki put kada

se prona�e broj j takav da uve�aǌe vrednosti koordinate xj daje rexeǌe

sa maǌe nedopustivih vrednosti, vrednost parametra ln postavǉa na j;

istovremeno se a�urira i vrednost parametra ndIDmin tako da odgovra

rexeǌu sa maǌim brojem nedopustivih vrednosti).

Lokalno pretra�ivaǌe (eng. Local Search).

Polaze�i od rexeǌa X ′, funkcija lokalnoPretrazivanje(X ′)13 tra�i dopu-

stivo rexeǌe X ′′ na slede�i naqin. Prvo se rexeǌe X ′ zapamti kao

X ′′. U daǉem tekstu za rexeǌe X ′′ koristi�e se izraz teku�e rexe-

ǌe, dok �e se za rexeǌe X∗ koristiti izraz najboǉe dopustivo rexe-

ǌe. Ideja funkcije lokalnoPretrazivanje(X ′) je da u okolini teku�eg re-

xeǌa prona�e novo dopustivo rexeǌe maǌe te�ine od X∗. Kako je

te�ina rexeǌa X ′′ maǌa u odnosu na te�inu najboǉeg dopustivog re-

xeǌa, ako bi X ′′ bilo dopustivo rexeǌe, onda bi ono ujedno bilo i

dopustivo rexeǌe najmaǌe te�ine prona�eno do tog momenta. S tim u

vezi, svaki put kada se prona�e novo dopustivo rexeǌe, takvo rexeǌe

postaje najboǉe dopustivo rexeǌe (vrednost vektora X∗ se a�urira).

Rexeǌe X ′′ se na poqetku funkcije smatra i rexeǌe sa najmaǌim bro-

jem nedopustivih vrednosti (najboǉe prona�eno rexeǌe), pa se broj koo-

13Funkcija je detaǉno ilustrovana Algoritmom 5.
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rdinata rexeǌa X ′′ koji ne ispuǌavaju uslov dopustivosti pamti kao

ndmin, ndmin ← brNedopustivih(X ′′). Funkcija lokalnoPretrazivanje(X ′) de-

finisana je tako da postupkom lokalnog pretra�ivaǌa, postavivxi u

X ′′ ulazno X ′, u okolini rexeǌa X ′′ prona�e rexeǌe sa maǌim bro-

jem nedopustivih vrednosti od ndmin, odnosno rexeǌe koje �e imati

nula nedopustivih vrednosti. Postupak lokalnog pretra�ivaǌa vr-

xi se tako xto se za jedan po jedan qvor grafa (odnosno, za jednu po

jednu koordinatu rexeǌa X ′′) proverava da li su na ǌemu stacionirane

legije (da li je pozitivne te�ine) i da li bi preseǉeǌe jedne stacioni-

rane legije (umaǌeǌe te�ine te koordinate za jedan) na drugi qvor

(uve�aǌe te�ine neke druge koordinate za jedan) moglo da formira do-

pustivo rexeǌe ili rexeǌe sa maǌe nedopustivih vrednosti od ndmin.

Zapravo, prvo se za jednu po jednu koordinatu pozitivne te�ine (za

jedno po jedno i = 1, . . . , n za koje va�i x′′i 6= 0) proverava da li bi

otpust jedne ǌene legije dao dopustivo rexeǌe (poziva se funkncija

nd ← ispitajDopustivost(X”,i) i proverava da li je nd == 0, redovi 8-

9 Alg. 5). Ukoliko bi otpust legije dao dopustivo rexeǌe, primeǌuje

se otpust legije sa te koordinate (x1′′i ← x′′i − 1) a prona�eno dopustivo

rexeǌe pamti kao najboǉe dopustivo rexeǌe (X∗ ← X ′′), redovi 10-

11 Alg. 5. Dodatno, sa ciǉem da se prona�e dopustivo rexeǌe jox maǌe

te�ine, na rexeǌe X ′′ se primeǌuje funkcija smanjiBazu(X ′′) nakon qega

funkcija lokalnoPretrazivanje(X ′) vra�a vektor X ′′ kao svoj izlazni argu-

ment (redovi 12-13 Alg. 5). Inaqe, ako otpust legije ne daje dopustivo

rexeǌe, ali se, zato, dopustivo rexeǌe mo�e dobiti ako se legija pre-

seli sa qvora i na qvor ln (pozivom funkcije ispitajDopustivost(X”,i) do-

bije se da je nd 6= 0, ali da je zato ndIDmin = 0), na qvorove i i ln

primeǌuje se transformacija T2 (redovi 15-16 Alg.5). Sliqno kao i

u prethodnom sluqaju, najboǉe dopustivo rexeǌe se a�urira, na vek-

tor X ′′ dodatno primeǌuje funkcija smanjiBazu(X”), nakon qega funkcija

lokalnoPretrazivanje(X ′) prekida svoj rad i vra�a vektor X ′′ kao izlazni

argument (redovi 17-19 Alg. 5). Me�utim, ukoliko ni otpust a ni trans-

formacija T2 ne rezultuju dopustivim rexeǌem (nd 6= 0 i ndIDmin 6= 0),

nadaǉe se proverava da li bi se transformacijom T2 dobilo rexeǌe sa

maǌim brojem nedopustivih vrednosti od ndmin (rexeǌe sa maǌim bro-

jem nedopustivih vrednosti nazivamo jox i rexeǌem boǉeg kvaliteta),

tj. proverava se da li je ndIDmin < ndmin, red 21 Alg.5. Ukoliko va�i

ndIDmin < ndmin, rexeǌe X ′′ se pamti kao X ′′b (X ′′b ← X ′′), nakon qega se na
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koordinate i i ln rexeǌa X ′′b primeǌuje transformacija T2 (u nastav-

ku �emo samo re�i da se rexeǌe boǉeg kvaliteta pamti kao X ′′b ), dok

se vrednost ndmin a�urira tako da odgovara broju nedopustivih vre-

dnosti rexeǌa X ′′b (ndmin ← ndIDmin). Me�utim, ako se T2 transfor-

macijom prona�e rexeǌe sa ndmin nedopustivih vrednosti (rexeǌe za

koje va�i ndIDmin == ndmin), smatra se da je prona�eno rexeǌe istog

kvaliteta. Rexeǌe istog kvaliteta pamti se kao X ′′i (prvo se rexeǌe

X ′′ zapamti kao X ′′i a zatim se na i i ln koordinate rexeǌa X ′′i primeni

T2 transformacija) ukoliko je to prvo takvo rexeǌe. Poxto je pot-

puno mogu�e da se tokom procesa pretrage prona�e jox neko rexeǌe sa

ndmin nedopustivih vrednosti, takvo rexeǌe �e se sa verovatno�om p

zapamtiti kao X ′′i (redovi 24-30 Alg. 5). Najzad, nakon xto su ispitane

vrednosti svih koordinata vektora X ′′, odnosno, nakon xto su ispitane

sve vrednosti brojaqa i, prona�eno kvalitetnije rexeǌe postaje teku�e

ukoliko se opisanim postupkom pronaxlo rexeǌe boǉeg kvaliteta (re-

dovi 36-38 Alg. 5), odnosno prona�eno rexeǌe istog kvaliteta postaje

teku�e ukoliko se opisanim postupkom nije pronaxlo rexeǌe boǉeg ali

se pronaxlo rexeǌe istog kvaliteta i ako va�i GetRandom(10) > p (re-

dovi 40-42 Alg. 5). U oba sluqaja promenǉiva napredak dobija vrednost

1. Me�utim, ukoliko ni rexeǌe boǉeg kvaliteta niti rexeǌe istog

kvaliteta nije postalo teku�e, odre�uje se broj nedopustivih vrednosti

teku�eg rexeǌa X ′′ i pamti kao ndmin, a zatim se pristupa delu koda koji

je predstavǉen kao pomo�na funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′)14 (red

45 Alg. 5). Iako funkcija lokalnoPretrazivanje2(X”) ne mora nu�no da

se koristi kao zasebna funkcija, ona se u okviru funkcije lokalnoPre-

trazivanje(X’) koristi kao zasebna fuknkcija iskǉuqivo radi boǉe pre-

glednosti koda. Sliqno funkciji lokalnoPretrazivanje(X ′), ova funkcija

pretra�uje okoline teku�eg rexeǌa X ′′ s ciǉem da prona�e dopustivo

rexeǌe maǌe te�ine od trenutno najboǉeg dopustivog rexeǌa ali ko-

riste�i transformacije T1, T2, T3, T4, T5 i T6. Nakon detaǉne pre-

trage, ona vra�a broj nedopustivih vrednosti (nd) rexeǌa X ′′. Potom,

ako je nd = 0, funkcija lokalnoPretrazivanje(X ′) vra�a teku�e rexeǌe kao

izlazni argument, red 47 Alg. 5. Inaqe, ako je nd < ndmin, to znaqi da se

pomo�u transformacija T1 - T6 pronaxlo rexeǌe boǉeg kvaliteta, pa

parametar napredak dobija vrednost 1. U suprotnom parametar napredak

14Funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′) detaǉno je objaxeǌena nakon opisa funkcije
lokalnoPretrazivanje(X ′).
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dobija vrednost 0. Ukoliko parametar napredak ima pozitivnu vrednost

opisani postupak se ponavǉa sve dok nisu ispuǌeni unapred definisani

kriterijumi zaustavǉaǌa, odnosno sve dok nije dostignuto maksimalno

vreme izvrxavaǌa koda. Ukoliko su kriterijumi zaustavǉaǌa ispu-

ǌeni, funkcija lokalnoPretrazivanje(X ′) vra�a teku�e rexeǌe kao svoj

izlazni argument.

Algoritam 5 lokalnoPretrazivanje(X ′)

1: X ′′ ← X ′;
2: ndmin ← brNedopustivih(X ′′);
3: napredak ← 1;
4: while (napredak) i (kriterijum zaustavljanja nije zadovoljen) do
5: napredak ← 0;
6: for (i = 1, . . . , n) do
7: if (x

′′

i 6= 0) then
8: nd← ispitajDopustivost(X ′′, i);
9: if (rešenje je dopustivo) then
10: otpusti legiju sa čvora i;
11: ažuriraj najbolje rešenje;
12: smanjiBazu(X ′′);
13: return X ′′;
14: else
15: if (rešenje je dopustivo kada se legija preseli sa čvora i na čvor ln) then
16: preseli legiju sa čvora i na čvor ln;
17: ažuriraj najbolje rešenje;
18: smanjiBazu(X ′′);
19: return X ′′;
20: else
21: if (pronad̄eno je rešenje boljeg kvaliteta) then
22: zapamti rešenje boljeg kvaliteta kao X ′′b ;
23: else
24: if (pronad̄eno je rešenje istog kvaliteta) then
25: if (prvi put je pronad̄eno rešenje istog kvaliteta) then
26: pamti rešenje istog kvaliteta kao X ′′i ;
27: else
28: pamti rešenje istog kvaliteta kao X ′′i sa verovanoćom p;
29: end
30: end
31: end
32: end
33: end
34: end
35: end
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36: if (pronad̄eno je rešenje boljeg kvaliteta) then
37: rešenje boljeg kvaliteta postaje tekuće, X ′′ ← X ′′b ;
38: napredak ← 1;
39: else
40: if (pronad̄eno je rešenje istog kvaliteta) i (GetRandom(10) > p) then
41: napredak ← 1;
42: rešenje istog kvaliteta postaje tekuće, X ′′ ← X ′′i ;
43: else
44: ndmin ← brNedopustivih(X ′′);
45: nd←lokalnoPretrazivanje2(X ′′);
46: if (pronad̄eno je dopustivo rešenje) then
47: return X ′′;
48: end
49: if (nd < ndmin) then
50: ndmin ← nd;
51: napredak ← 1;
52: else
53: napredak ← 0;
54: end
55: end
56: end
57: end
58: return X ′′;

Funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′) detaǉno je predstavǉena algori-

tmom 6. Sliqno funkciji lokalnoPretrazivanje(X ′), ova funkcija postup-

kom lokalnog pretra�ivaǌa tra�i dopustivo ili rexeǌe sa maǌim bro-

jem nedopustivih vrednosti od teku�eg ali koriste�i transformacije

T1, T2, T3, T4, T5 i T6. Drugim reqima, ona proverava da li dve

legije mogu da se presele sa jednog qvora na neki drugi qvor, odnosno

da li sa jednog qvora dve legije mogu da se presele na neka druga dva

razliqita qvora i da se na taj naqin prona�e dopustivo ili rexeǌe

sa maǌim brojem nedopustivih vrednosti u odnosu na ono sa kojim je

ta pretraga zapoqeta. Zato �e se rexeǌe X ′′ ponovo smatrati teku�im

a broj ǌegovih nedopustivih vrednosti na poqetku zapamtiti kao ndmin

(ndmin ← brNedopustivih(X ′′)). Vode�i se istom idejom kao kod funkcije

lokalnoPretrazivanje(X ′), ako se tokom procesa lokalnog pretra�ivaǌa

prona�e dopustivo rexeǌe, najboǉe dopustivo rexeǌe �e se a�uri-

rati, zatim �e se na prona�eno dopustivo rexeǌe primeniti funk-

cija smanjiBazu(X ′′), nakon qega �e funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′)

vratiti nulu kao izlazni argument. Me�utim, ako se tokom procesa

lokalnog pretra�ivaǌa ne prona�e dopustivo, ali se prona�e rexe-

ǌe koje ima maǌe nedopustivih vrednosti od ndmin, takvo rexeǌe sma-

tra�e se rexeǌem boǉeg kvaliteta i pamtiti kao X ′′b (dok �e se vredost
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ndmin a�urirati tako da odgovara broju nedopustivih vrednosti rexe-

ǌa X ′′b ), odnosno svaki put kada se prona�e rexeǌe koje ima isti broj

nedopustivih vrednosti kao ndmin, takvo rexeǌe smatra�e se rexeǌem

istog kvaliteta i, uz odre�ene uslove, pamtiti kao vektor X ′′i . Zatim,

nakon xto su ispitivaǌa zavrxena bez prona�enog dopustivog rexeǌa,

ali sa prona�enim rexeǌem boǉeg kvaliteta, rexeǌe boǉeg kvaliteta

posta�e teku�e. Inaqe, ako se ne prona�e dopustivo, niti rexeǌe bo-

ǉeg kvaliteta, ali se prona�e rexeǌe istog kvaliteta, rexeǌe istog

kvaliteta posta�e teku�e sa verovatno�om p. U oba sluqaja, proces lo-

kalnog pretra�ivaǌa �e se primeniti iz poqetka nad transformisanim

teku�im rexeǌem, uz uslov da rexeǌa istog kvaliteta mogu da postanu

teku�a najvixe kmax uzastopnih puta. Uslov da se u rexeǌa istog

kvaliteta prelazi najvixe kmax uzastopnih puta uveden je s obzirom da

je potpuno mogu�e da se naizmeniqno prelazi iz jednog u drugo rexeǌe,

xto bi se, bez ovog uslova, ponavǉalo sve dok se ne ispuni kriterijum za

prekid rada metode. Dakle, funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′) defini-

sana je tako da se u okviru while petǉe vrxe ispitivaǌa jedne po jedne

koordinate teku�eg rexeǌa sve dok se ne prona�e dopustivo rexeǌe,

odnosno dok postoji neki napredak (rexeǌe boǉeg kvaliteta je postalo

teku�e ili je rexeǌe istog kvaliteta postalo teku�e). U sluqaju da do

napretka nije doxlo, ili da je broj prelazaka u rexeǌa istog kvaliteta

dostigao svoj maksimum, funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′) prekida svoj

proces i vra�a broj nedopustivih vrednosti teku�eg rexeǌa kao izlazni

argument.

Telo while petǉe detaǉno se mo�e opisati na slede�i naqin. Prvo

se za jednu po jednu koordinatu rexeǌa X ′′, odnosno za jedno po jedno

i = 1, . . . , n proverava da li je x′′i = 2. Ukoliko je odgovor potvrdan,

daǉe se za jedno po jedno j = 1, . . . , n proverava da li je x′′j = 0. Ako je

x′′j = 0, dve legije se sele sa qvora i na qvor j, odnosno nad vrednostima

koordinata x′′i i x′′j primeǌuje se transformacija T3 (x′′i ← 0, x′′j ← 2),

red 10 Alg. 6. Potom se odre�uje broj nedopustivih vrednosti (nd1)

tako formiranog teku�eg rexeǌa X ′′ (nd1 ← ispitajDopustivost(X ′′, j)),

red 11 Alg. 6. U sluqaju da funkcija ispitajDopustivost(X ′′, j) vrati

nulu, odnosno va�i nd1 == 0, to znaqi da je rexeǌe X ′′ dopustivo i

da �e ostati dopustivo i nakon xto se sa qvora j otpusti jedna legija.

Budu�i da je prona�eno dopustivo rexeǌe maǌe te�ine, prvo se jedna

legija otpuxta sa qvora j (x′′j ← x′′j − 1) a zatim se transformisano
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rexeǌe pamti kao najboǉe dopustivo rexeǌe (najboǉe dopustivo re-

xeǌe se a�urira, X∗ ← X ′′). Iako je funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′)

pronaxla novo dopustivo rexeǌe, dodatno se proverava da li bi otpust

jox neke legije rezultovao dopustivo rexeǌe jox maǌe te�ine (poziva

se funkcija smanjiBazu(X ′′)), nakon qega se, kao izlazni argument funk-

cije lokalnoPretrazivanje2(X ′′), vra�a nula, redovi 13-16 Alg.6. Me�utim,

ako funkcija ispitajDopustivost(X ′′, j) ne vrati nulu, ali prona�e qvor

ln za koji va�i da je ndIDmin == 0, sledi da �e se dopustivo rexeǌe

dobiti ukoliko se jedna legija preseli sa qvora j na qvor ln. Stoga se

na koordinate x′′j i x′′ln teku�eg rexeǌa primeǌuje T2 transformacija,

a rezultuju�e rexeǌe pamti kao najboǉe dopustivo rexeǌe (X∗ ← X ′′).

Funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′) i u ovom sluqaju primeǌuje funkciju

smanjiBazu(X ′′) na teku�e rexeǌe nakon qega vra�a nulu kao izlazni ar-

gument (redovi 18-22 Alg. 6). Me�utim, ukoliko je nd1 6= 0 i ndIDmin 6= 0,

daǉe se proverava da li bi se transformacijom T2 pronaxlo rexeǌe bo-

ǉeg kvaliteta, tj. proverava se da li va�e uslovi uslovi ndIDmin < nd1

i ndIDmin < ndmin (red 24 Alg.6). Ako se transformacijom T2 mo�e

formirati rexeǌe boǉeg kvaliteta, rexeǌe boǉeg kvaliteta se pamti

tako xto se rexeǌe X ′′ zapamti kao X ′′b a zatim se na j i ln koordinate

rexeǌa X ′′b primeǌuje T2 transformacija. Inaqe, ako kvalitetnije re-

xeǌe nije prona�eno, proverava se da li je prona�eno rexeǌe istog

kvaliteta (redovi 27-33 Alg.6). Kod ispitivaǌa da li je prona�eno re-

xeǌe istog kvaliteta vodi se raquna o tome da li je ndIDmin ≤ nd1 i

ndIDmin == ndmin i, dodatno, da li je takvo rexeǌe prvi put prona�eno

ili ne. Ako je rexeǌe istog kvaliteta prvi put prona�eno, onda se ono

pamti kao X ′′i (prvo se X ′′ zapamti kao X ′′i a zatim se na j i ln koordinate

rexeǌa X ′′i primeǌuje transformacija T2) me�utim, ako ovo nije prvo

prona�eno rexeǌe istog kvaliteta, onda se ono pamti sa verovatno�om

p. Najzad, poxto su za poqetne vrednosti koordinata x′′i i x′′j rexe-

ǌa X ′′ ispitane sve mogu�nosti, i funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′) nije

vratila nulu kao svoj izlazni argument, vrednosti koordinata x′′i i x′′j

postavǉaju se na prvobitne x′′i ← 2, x′′j ← 0 (transformacija T3 se sada

primeǌuje na j i i). Sliqna ispitivaǌa se vrxe ukoliko za qvor j

va�i x′′j == 1 (redovi 39-69 Alg.6). Poxto je qvor i te�ine 2, a qvor j

te�ine 1, prvo se jedna legija seli sa qvora i na qvor j a druga legija

sa qvora i otpuxta (x′′i ← 0, x′′j ← 2), a zatim se proverava da li bi jedna

legija mogla da se dodeli nekom qvoru i da se na taj naqin formira
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dopustivo rexeǌe (poziva se funkcija nd ← ispitajDopustivost(X ′′,−1)).

U sluqaju da je nd == 0, sledi da jedna legija ne mora da se dodaje ni

jednom qvoru jer je rexeǌe X ′′ dopustivo i bez ǌe. Ako je rexeǌe X ′′

dopustivo, onda se ono pamti kao najboǉe dopustivo rexeǌe (X∗ ← X ′′).

Me�utim, ako se pozivaǌem funkcije ispitajDopustivost(X ′′,−1) dobije da

je nd 6= 0 ali da je ndIDmin == 0, to znaqi da bi se dodavaǌem legije na

qvor ln moglo formirati dopustivo rexeǌe, pa se vrednost koordinate

x′′ln rexeǌa X
′′ uve�ava za jedan (primeǌuje se transformacija T5) a tako

formirano rexeǌe pamti kao najboǉe dopustivo rexeǌe. U oba sluqaja,

nakon xto je vrednost najboǉeg dopustivog rexeǌa a�urirana, na rexe-

ǌe X ′′ se primeǌuje funkcija smanjiBazu(X ′′), a nula vra�a kao izlazni

argument funkcije lokalnoPretrazivanje2(X ′′). Me�utim, ako se opisanim

postupkom nije pronaxlo dopustivo, ali se pronaxlo kvalitetnije re-

xeǌe (va�i ndIDmin ≤ ndmin), prona�eno kvalitetnije rexeǌe se pamti

(redovi 53-54 Alg.6). Sliqno, ako se pronaxlo rexeǌe istog kvaliteta

(va�i ndIDmin == ndmin), takvo rexeǌe se pamti ukoliko je prvi put pro-

na�eno rexeǌe istog kvaliteta, odnosno pamti sa verovatno�om p ako je

ranije ve� postojalo rexeǌe istog kvaliteta (redovi 56-63 Alg. 6). Po

zavrxetku svih ispitivaǌa, a unutar pitaǌa da li je x′′j == 1 se, uko-

liko u me�uvremenu rad funkcije lokalnoPretrazivanje2(X ′′) nije prekinut,

vrednosti koordinata x′′i i x′′j postavǉaju na poqetne tako xto se qvoru

i dodele dve legije a sa qvora j otpusti jedna legija (x′′i ← 2, x′′j ← 1),

(redovi 67-68 Alg.6). Ispitivaǌa se nastavǉaju za narednu vrednost

brojaqa j sve dok se ispitivaǌa ne izvrxe za sve koordinate rexeǌa

X ′′. Nakon xto su ispitivaǌa izvrxena za sve koordinate rexeǌa X ′′,

odnosno nakon xto je provereno da li se vrednost jedne koordinate mo�e

umaǌiti za 2, a vrednost druge uve�ati za 2 ili vrednosti druge dve ra-

zliqite koordinate mo�e uve�ati za po 1, rexeǌe boǉeg kvaliteta (X ′′b )

postaje teku�e ukoliko je takvo rexeǌe prona�eno (redovi 74-78 Alg.6).

Inaqe, ako nije prona�eno rexeǌe boǉeg kvaliteta, ali je prona�eno

rexeǌe istog kvaliteta (X ′′i ), rexeǌe istog kvaliteta postaje teku�e sa

verovatno�om p, uz uslov da broj prelazaka u rexeǌa istog kvaliteta ne

mo�e da bude ve�i od kmax. Pored uslova da se u rexeǌe istog kvaliteta

ne prelazi vixe od kmax puta, vodi se raquna da se prelazak u rexeǌe

istog kvaliteta ne vrxi ukoliko bi se takvim postupkom naizmeniqno

prelazilo iz jednog rexeǌa u drugo (svaki put kada se za teku�e rexeǌe

proglasi rexeǌe boǉeg ili istog kvaliteta, takvo rexeǌe se zapamti
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kao X ′′p i kasnije poredi sa rexeǌem istog kvaliteta koje treba da se pro-

glasi sa teku�e). Zapravo, poxto je potpuno mogu�e da se tokom jednog

izvrxavaǌa while petǉe za novo teku�e rexeǌe proglasi rexeǌe koje se

dobilo selidbom dve legije sa jednog qvora na drugi, a tokom narednog

izvrxavaǌa while petǉe prona�e rexeǌe istog kvaliteta kojim bi se,

ako postane teku�e, dve legije vratile sa qvora kome su se dodelile na

qvor sa kog su se ranije otpustile, rexeǌe istog kvaliteta se poredi

sa rexeǌem X ′′p (ukoliko ono postoji) pre nego xto se proglaxava za

teku�e. U sluqaju da bi se proglaxavaǌem rexeǌa istog kvaliteta za

teku�e rexeǌe proglasilo rexeǌe koje je to neposredno pre ǌega bilo,

funkcija lokalnoPretrazivanje2(X ′′) prekida rad while petǉe i vra�a broj

nedopustivih vrednosti teku�eg rexeǌa kao izlazni argument.

Algoritam 6 lokalnoPretrazivanje2(X ′′)

1: ndmin ← brNedopustivih(X ′);
2: brPonavljanja← 0;
3: napredak ← 1;
4: while (napredak) i (brPonavljanja < kmax) do
5: napredak ← 0;
6: for (i = 1, . . . , n) do
7: if (x′′i == 2) then
8: for (j = 1, . . . , n) do
9: if (x′′j == 0) then
10: preseli dve legije sa čvora i na čvor j;
11: nd1 ← ispitajDopustivost(X ′′, j);
12: if (nd1 == 0) then
13: otpusti legiju sa čvora j;
14: ažuriraj najbolje rešenje;
15: smanjiBazu(X ′′);
16: return 0;
17: else
18: if (ndIDmin == 0) then
19: preseli legiju sa čvora j na čvor ln;
20: ažuriraj najbolje rešenje;
21: smanjiBazu(X ′′);
22: return 0;
23: else
24: if (pronad̄eno je rešenje boljeg kvaliteta) then
25: zapamti rešenje boljeg kvaliteta kao X ′′b ;
26: else
27: if (pronad̄eno je rešenje istog kvaliteta) then
28: if (prvi put je pronašao rešenje istog kvaliteta) then
29: pamti rešenje istog kvaliteta kao X ′′i ;
30: else
31: pamti rešenje istog kvaliteta kao X ′′i sa verovatnoćom p;
32: end
33: end
34: end
35: end
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36: end
37: preseli dve legije sa čvora j na čvor i;
38: else
39: if (x′′j == 1) then
40: preseli jednu legiju sa čvora i na čvor j, a drugu otpusti sa čvora i;
41: nd← ispitajDopustivost(X ′′,−1);
42: if (pronadjeno je dopustivo rešenje) then
43: ažuriraj najbolje rešenje;
44: smanjiBazu(X ′′);
45: return 0;
46: else
47: if (rešenje je dopustivo ako se jedna legija dodeli čvoru ln) then
48: dodeli legiju na čvor ln;
49: ažuriraj najbolje rešenje;
50: smanjiBazu(X ′′);
51: return 0;
52: else
53: if (pronad̄eno je rešenje boljeg kvaliteta) then
54: zapamti rešenje boljeg kvaliteta kao X ′′b ;
55: else
56: if (pronad̄eno je rešenje istog kvaliteta) then
57: if (prvi put je pronašao rešenje istog kvaliteta) then
58: pamti rešenje istog kvaliteta kao X ′′i ;
59: else
60: sa verovatnoćom p pamti rešenje istog kvaliteta
61: kao X ′′i ;
62: end
63: end
64: end
65: end
66: end
67: dodeli čvoru i dve legije;
68: otpusti jednu legiju sa čvora j;
69: end
70: end
71: end
72: end
73: end
74: if (pronad̄eno je rešenje boljeg kvaliteta) then
75: brPonavljanja← 0;
76: napredak ← 1;
77: rešenje boljeg kvaliteta postaje tekuće, X ′′ ← X ′′b ;
78: zapamti rešenje koje je postalo tekuće kao X ′′p ;
79: else
80: if (pronad̄eno je rešenje istog kvaliteta) then
81: brPonavljanja← brPonavljanja + 1;
82: if (ranije se prelazilo u rešenje istog kvaliteta) then
83: if (rešenja X ′′i i X ′′p su dva naizmenična rešenja) then
84: break;
85: else
86: napredak ← 1;
87: rešenje istog kvaliteta postaje tekuće, X ′′ ← X ′′i ;
88: zapamti rešenje koje je postalo tekuće kao X ′′p ;
89: end
90: else
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91: napredak ← 1;
92: rešenje istog kvaliteta postaje tekuće, X ′′ ← X ′′i ;
93: zapamti rešenje koje je postalo tekuće kao X ′′p ;
94: end
95: else
96: return brNedopustivih(X ′′);
97: end
98: end
99: return brNedopustivih(X ′′);
100: end

Pore�eǌa radi, kod VNS-CAI metode se tokom procesa lokalnog pre-

tra�ivaǌa svaki put, kada se prona�e novo dopustivo rexeǌe, prvo

a�urira vrednost najboǉeg dopustivog rexeǌa, zatim se vrednost teku-

�eg rexeǌa kvari otpuxtaǌem jedne po jedne proizvoǉno izabrane legije

sve dok teku�e rexeǌe ne postane nedopustivo, a potom se, kada teku�e

rexeǌe postane nedopustivo, proces lokalnog pretra�ivaǌa primeǌuje

ispoqetka nad a�uriranim teku�im rexeǌem. Na ovaj naqin se, proce-

som lokalnog pretra�ivaǌa, dopustivo rexeǌe najmaǌe te�ine tra�i

dokle god je to mogu�e. Proces lokalnog pretra�ivaǌa se prekida

ako se pretra�ivaǌem N1 i N2 okolina teku�eg rexeǌa nije pronaxlo

kvalitetnije rexeǌe, odnosno ako se nije pronaxlo rexeǌe istog kva-

liteta i ako prona�eno rexeǌe istog kvaliteta nije postalo teku�e sa

odre�enom verovatno�om.

Ulazni podaci modifikovane VNS metode su najmaǌi (kmin), najve�i

(kmax) red okoline, korak k (kstep), maskimalni broj iteracija (brItermax),

verovatno�a prelaska u rexeǌa istog kvaliteta (p) izra�ena u pro-

centima i maksimalno vreme izvrxavaǌa koda (tmax) izra�eno u sekun-

dama.

Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode za rexavaǌe RD
problema

Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode za rexavaǌe RD pro-

blema izlo�eni su u okviru ovog poglavǉa. Sa ciǉem da se izvrxi

detaǉno pore�eǌe modifikovane VNS i VNS-CAI metode, prvo je izvr-

xeno testiraǌe modifikovane VNS metode na istom skupu instanci na

kom je VNS-CAI metoda testirana u [72], a zatim su obe metode dodatno
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testirane na instancama qija rexeǌa, do sada, u literaturi nisu po-

znata.

Sliqno kao xto je to bio sluqaj sa VNS-CAI metodom, algoritam mod-

ifikovane VNS metode tako�e ne mo�e da garantuje da je dobijeno rexe-

ǌe globalni optimum zbog svoje nedeterministiqke prirode. Imaju�i u

vidu da se sluqajnost po kojoj modifikovana VNS metoda tra�i poqetno

i razmrdava teku�a rexeǌa mo�e unapred definisati semenom (eng. seed),

odnosno da postupak rexavaǌa problema zavisi od generatora pseu-

dosluqajnih brojeva, svaka instanca testirana je sa po 20 me�usobno

razliqitih semena, tj. testirana je po 20 puta. Instance su testi-

rane korix�eǌem 20 me�usobno razliqitih semena kako bi dobili naj-

boǉe rexeǌe. Konkretno, kao brz naqin rexavaǌa VNS omogu�ava ve�i

broj testiraǌa a samim tim i odabir najboǉeg. Kako bi se izbeglo

prikazivaǌe pojedinaqnih rezultata, rezultati testiraǌa su objedi-

ǌeni za svaku instancu posebno i prikazani u nastavku.

Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode za RD poblem na is-

tom skupu instanci na kom je VNS-CAI metoda testirana u [72] prikazani

su u Tabelama 12-13, dok su rezultati dodatnog testiraǌa obe metode

prikazani u Tabelama 14-15. Tabele 12-13 organizovane su na slede�i

naqin. U prve tri kolone (Ime, |V | i |E|) prikazani su ime, broj grana

i broj qvorova odgovaraju�e instance. Potom sledi kolona u kojoj je

prikazano optimalno rexeǌe problema dobijeno u poglavǉu 3 (kolona

je oznaqena sa opt). Najmaǌe vreme za koje su optimizacioni rexavaqi

rexili datu instancu i dokazali optimalnost dobijenog rexeǌa nalazi

se u potkoloni t kolone Cpl/Gur. U naredne qetiri kolone (sol, t, err i σ)

prikazani su rezultati testiraǌa VNS-CAI algoritma, dok posledǌih

pet kolona (sol, t, ttot, err i σ) sadr�e rezultate testiraǌa modifiko-

vanog VNS algoritma nakon xto je svaka instanca testirana sa po 20 me-

�usobno razliqitih semena. Vrednosti koje su zapisane u potkolonama

sol, t, err i σ kolona VNS-CAI i modifikovani VNS formirane su na isti

naqin kod obe metode. Najboǉe rexeǌe dobijeno nakon 20 me�usobno ra-

zliqitih testiraǌa prikazano je u koloni sol na slede�i naqin: ako

je dostignuto rexeǌe jednako optimalnom (iz kolone opt), u koloni sol

stoji oznaka opt, me�utim, ako dostignuto rexeǌe nije jednako opti-

malnom, prikazano je najboǉe dostignuto rexeǌe. Sliqno, nakon xto je

svaka instanca testirana sa po 20 razliqitih semena, najkra�e vreme
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potrebno da se prvi put dostigne rexeǌe iz kolone sol prikazano je u

koloni t, dok je maksimalno vreme izvrxavaǌa koda (najdu�e vreme po-

trebno da opisani kod rexi zadatu instancu za zadato seme) prikazano

u koloni ttot. Dakle, u potkoloni t kolone Cpl/Gur prikazano je najmaǌe

vreme potrebno da se data instanca rexi korix�eǌem optimizacionih

rexavaqa, dok je u potkoloni ttot kolone modifikovani VNS prikazano

vreme rexavaǌa date instance u najgorem sluqaju. Poxto se u [72] za

potrebe testiraǌa koristio raqunar istih performansi, rezultati u

potkolonama sol i t kolone VNS-CAI su jednostavno prepisani iz tog

rada, dok je potkolona ttot izostavǉena budu�i da ti podaci nisu pub-

likovani. Kod obe metode, potkolone err i σ sadr�e informacije o

kvalitetu dobijenog rexeǌa nakon izvrxenih 20 me�usobno razliqi-

tih testiraǌa. Obele�avaju�i VNS-ovo rexeǌe problema dobijeno u

i-tom testiraǌu sa VNSi, relativno odstupaǌe od najboǉeg dobijenog

rexeǌa sol sa erri = |VNSi−sol|
|sol| (i = 1, . . . , 20), u koloni err prikazano

je proseqno relativno odstupaǌe od najboǉeg rexeǌa odre�eno for-

mulom err = 1
20

∑20
i=1 erri, dok je standardno odstupaǌe σ od najboǉeg re-

xeǌa odre�eno formulom σ =
√

1
20

∑20
i=1 (erri − err)2. Vrednosti err i σ,

prikazane u tabeli, zaokru�ene su na qetiri decimale15.

Tabele 14 i 15 organizovane su sliqno Tabelama 12 i 13 s tim da

je kolona opt zameǌena kolonom best budu�i da su u Tabelama 14-15

uglavnom prikazane instance kod kojih optimizacioni rexavaqi nisu

uspeli da doka�u optimalnost prona�enih vrednosti do momenta preki-

da programa, dok su potkolone t i val kolone Cpl/Gur grupisane u potko-

lonu val(t). Kolona best sadr�i najboǉe poznato rexeǌe za tu instancu

(dostignuto primenom optimizacionih rexavaqa i/ili modifikovanom

VNS metodom i/ili VNS-CAI metodom). U potkoloni val(t) prikazano je

najboǉe rexeǌe dobijeno primenom optimizacionih rexavaqa u odnosu

na sve matematiqke formulacije, na slede�i naqin: ukoliko optimiza-

cioni rexavaqi nisu mogli da rexe date instance do prekida programa

(dostignuto je vremensko ograniqeǌe od 7200 sekundi ili je dostignut

”out of memory” status) u koloni val(t), pored vrednosti koje su optimiza-

15Za implementaciju modifikovane VNS metode korix�eni su slede�i parametri
kmin = 1, kmax = 20, kstep = 1, brItermax = 500, tmax = 7200 i p = 5, dok su za imple-
mentaciju VNS-CAI metode korix�eni nexto drugaqiji parametri: kmin = 1, kmax = 30,
kstep = 1, tmax = 7200 i p = 0.5. Razlika u korix�enim parametrima je nenamerna i
bez znaqajnog uticaja na krajǌe rezultate a prime�ena tek nakon xto su sve instance
testirane.
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cioni rexavaqi prikazali pre prekidaǌa programa, prikazana je oznaka

”(7200/nm)” (skra�eno od ”dostignuto je vreme od 7200 sekundi ili ne

mo�e da se dobije rexeǌe”), inaqe su prikazane vrednosti koje su opti-

mizacioni rexavaqi pronaxli i vremena rexavaǌa tih instanci. U

sluqajevima kada je rexavaǌe programa prekinuto pre vremenskog ogra-

niqeǌa od 7200 sekundi, a bez poruke kojom je objaxǌen razlog prekida,

umesto vremena rexavaǌa stoji oznaka ”-”. Sliqno, ako ni jedna vre-

dnost date instance nije dobijena pre prekida programa, umesto vredno-

sti instance prikazana je oznaka ”-”.

Radi boǉe preglednosti za sve qetiri tabele va�i slede�e: kod

instanci koje su optimalno rexene, a kod kojih se primenom VNS-CAI

i/ili primenom modifikovanog VNS algoritma nije pronaxlo rexeǌe

iz kolone opt, prona�eno rexeǌe je podvuqeno; kod instanci kod kojih

nije poznato optimalno ali je poznato neko najboǉe rexeǌe, prona�eno

rexeǌe je podebǉano ukoliko je jednako najboǉem poznatom rexeǌu,

odnosno podvuqeno ukoliko se razlikuje od najboǉeg poznatog rexeǌa.

Instance su pore�ane po klasi kojoj pripadaju, zatim po broju qvorova

i na kraju po broju grana. S tim u vezi, Tabela 12 sadr�i rezultate

testiraǌa 133 instance grid tipa i rezultate testiraǌa 7 instanci

planarnog tipa, dok Tabela 13 sadr�i rezultate testiraǌa 87 instanci

proizvoǉno generisanog tipa i rezultate testiraǌa 4 instance net tipa.

Kao xto je ranije napomenuto rezultati prikazani u Tabelama 12 i 13

su preuzeti iz [72] i proxireni rezultatima testiraǌa modifikovane

VNS metode. Dodatna testiraǌa izvrxena su za 54 instance proizvoǉno

generisanog tipa i za 5 instanci planarnog tipa (poxto su u [72] prika-

zani rezultati testiraǌa planarnih instanci sa najvixe 200 qvorova, u

okviru Tabele 12 prikazani su rezultati testiraǌa samo tih instanci,

dok su instance sa 250, 300, 400, 500, 600 i 700 qvorova prvi put testi-

rane). Sve dodatno testirane instance prvi put su testirane kako od

strane optimizacionih rexavaqa, tako i od strane VNS-CAI i modifiko-

vane VNS metode. Radi boǉe preglednosti i rezultati dodatnih testi-

raǌa podeǉeni su u dve tabele. U Tabeli 14 prikazani su rezultati

testiraǌa 6 instanci planarnog i 25 instanci proizvoǉno generisanog

tipa, a u Tabeli 15 rezultati testiraǌa 29 instanci proizvoǉno gener-

isanog tipa. Sve qetiri Tabele prikazane su u landscape formatu zbog

svoje xirine, odnosno zbog ve�eg broja kolona. S tim u vezi, detaǉni

opis i sumarni pregled svake tabele dat je neposredno ispred ili nakon
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svake tabele.

U nastavku je prikazana Tabela 12. Kao xto se iz prikazanih rezul-

tata mo�e videti, optimizacioni rexavaqi dokazali su optimalnost

prona�enog rexeǌa za sve testirane instance izuzetno brzo (vreme re-

xavaǌa ve�eg broja instanci maǌe je od 1 sekunde). Drugim reqima,

optimizacioni rexavaqi rexavaju ove instance sa takvom lako�om da se

name�e utisak da ni VNS-CAI, a ni modifikovani VNS algoritam nisu ni

nameǌeni ǌihovom rexavaǌu. Ipak, iako ne mogu da pariraju optimiza-

cionim rexavaqima po brzini rexavaǌa ovog tipa instanci, obe metode

su bile dosta uspexne u nala�eǌu rexeǌa koja su jednaka optimalnim.

Primenom VNS-CAI algoritma vrednosti iz kolone opt prona�ene su kod

128 instanci (kod preostalih 5 instanci prona�ene su vrednosti kod ko-

jih relativne grexeke u odnosu na vrednosti iz kolone opt pribli�no

iznose 1.39%, 1.2%, 1.2%, 5.11% i 10%, tim redom). Pri tom, poxto su sve

instance testirane sa po 20 me�usobno razliqitih semena, odstupaǌa

od najboǉe prona�ene vrednosti, odnosno vrednosti potkolona err i σ

(kolone VNS-CAI ) nisu ve�e od 5.8% i 3.1% (vrednosti potkolone err su

kod 26 instanci jednake nuli, kod 74 instanci iz segmenta (0, 3%], kod

13 instanci iz segmenta (3%, 4%], a kod preostalih 20 instanci iz seg-

menta (4%, 5.8%)). Primenom modifikovanog VNS algoritma vrednosti

jednake optimalnim prona�ene su za 127 instanci (kod preostalih 6 in-

stanci prona�ene su vrednosti kod kojih relativne grexke u odnosu na

vrednosti iz kolone opt pribli�no iznose 1.3%, 1.3%, 1.2%, 1.1%, 3.98%

i 10.77%, tim redom). Kada je kvalitet prona�enih vrednosti u pitaǌu,

mo�e se zakǉuqiti da su vrednosti prona�ene primenom modifikovane

VNS metode boǉeg kvaliteta u odnosu na vrednosti dobijene primenom

VNS-CAI metode budu�i da su vrednosti potkolona err i σ modifikovane

VNS metode jednake nuli kod 53 instance, iz segmenta (0, 3%] kod 65 in-

stanci, za 13 instanci iz segmenta (3%, 4%] i da su kod samo dve instance

iz segmenta (4, 6.1%). Dakle, primenom modifikovane VNS metode rexe-

ǌe jednako optimalnom prona�eno je za jednu instancu maǌe u odnosu na

VNS-CAI metodu ali je zato za preostale instance modifikovana VNS me-

toda qex�e dolazila do vrednosti koje su jednake optimalnim u odnosu

na VNS-CAI metodu.

Optimizacioni rexavaqi brzo dolaze do rexeǌa i kod instanci pla-

narnog tipa. Zapravo, kod instanci sa najvixe 100 qvorova vreme re-
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xavaǌa maǌe je od 1 sekunde, dok je kod instanci sa 100 i 150 qvorova

vreme rexavaǌa jednako 1.035 i 77.613 sekundi (tim redom). Sa druge

strane, iako je ukupno vreme rexavaǌa instanci planarnog tipa pri-

menom modifikovane VNS metode znatno du�e u odnosu na vreme rexa-

vaǌa optimizacionih rexavaqa, modifikovana VNS metoda pronalazi

vrednosti iz kolone opt za maǌe od 1 sekunde (vrednosti u potkoloni t

su maǌe od 1 sekunde). Do najboǉih poznatih vrednosti brzo se dolazi

i VNS-CAI metodom (vrednosti potkolone t su za instance sa najvixe 50

qvorova maǌe od 1 sekunde, a za instance sa 150 i 200 qvorova jednake

1.166 i 2.466 sekundi, tim redom). Dodatno, obe VNS metode vrednosti

iz kolone opt pronaxle su za svaku planarnu instancu i za svako seme

ukazuju�i na kvalitet koji se dobija pri rexavaǌu ovog tipa instanci.

Nakon Tabele 12 prikazana je Tabela 13 koja sadr�i rezultate te-

stiraǌa svih instanci proizvoǉno generisanog tipa sa 50, 100 i 150

qvorova i rezultate testiraǌa samo odre�enih instanci proizvoǉno

generisanog tipa sa 200, 250 i 300 qvorova. Izostavǉene instance sa

200, 250 i 300 qvorova nisu testirane iz istog razloga zbog kog re-

zultati ǌihovog testiraǌa nisu publikovani u [72], odnosno zato xto

nisu svi optimizacioni rexavaqi uspeli da doka�u optimalnost pro-

na�enog rexeǌa u roku od 7200 sekundi. Budu�i da se skup testiranih

instanci sastoji iz 87 instanci, izostavǉene instance nisu testirane

ni ovom prilikom. Primenom VNS-CAI metode vrednosti iz kolone opt

prona�ene su za 80 a primenom modifikovanog VNS algoritma za 82 od

87 testiranih instanci proizvoǉno generisanog tipa. Kod instanci kod

kojih nisu prona�ene vrednosti jednake optimalnim, relativna odstu-

paǌa prona�enih vrednosti od optimalnih uglavnom nisu ve�a od 1%

(relativna odstupaǌa od vrednosti iz kolone opt maǌa su od 1% kod

xest instanci i pribli�no jednaka 7.7% kod jedne instance kada su te-

stiraǌa izvrxena primenom VNS-CAI metode, odnosno maǌe su od 1%

kod xest instanci i pribli�no jednaka 1.5% kod jedne instance kada

su testiraǌa izvrxena primenom modifikovane VNS metode). Kada je

kvalitet prona�enih vrednosti u pitaǌu, lako se mo�e primetiti da su

rexeǌa dobijena primenom modifikovane VNS metode boǉeg kvaliteta

u odnosu na rexeǌa dobijena VNS-CAI metodom: modifikovanom VNS

metodom vrednosti u potkolonama err i σ nisu ve�e od 6.2% i 2.8% (tim

redom), a jednake su nuli kod 62 instance, dok vrednosti u potkolonama

err i σ kolone VNS-CAI nisu ve�e od 8% i 9.8% (tim redom) i jednake su
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nuli kod 50 instanci.

Rezultati testiraǌa instanci net tipa prikazani su u nastavku Ta-

bele 13. Iako optimizacioni rexavaqi i ovaj tip instanci rexavaju

sa lako�om (vreme rexavaǌa svake pojedinaqne instance maǌe je od 1

sekunde), sve qetiri instance testirane su i primenom obe VNS metode.

Obe metode pronaxle su vrednosti iz kolone opt za instance sa 100, 200

i 400 qvorova. VNS-CAI metoda br�e je doxla do najboǉeg rexeǌa za

instancu Net-10-10, dok je modfikovana VNS metoda br�e i kvalitetnije

(maǌe vrednosti u kolonama err i σ) pronaxla najboǉe rexeǌe za Net-

10-20 i Net-20-20. Sa druge strane, za kra�e vreme rexavaǌa primenom

VNS-CAI metode prona�ena je maǌa vrednost za instancu Net-30-20 u

odnosu na vrednost koju je pronaxla modifikovana VNS metoda.
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Tabela 12: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim grid i planarnim instancama

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

grid04×10 40 66 20 0.040 opt 0.010 0 0 opt 0.079 22.439 0 0
grid05×08 40 67 21 0.010 opt <0.01 0 0 opt 0.030 21.942 0 0
grid08×05 40 67 21 0.050 opt <0.01 0 0 opt <0.01 22.229 0 0
grid10×04 40 66 20 0.040 opt 0.013 0 0 opt 0.016 22.535 0 0
grid03×14 42 67 22 0.020 opt <0.01 0 0 opt <0.01 16.302 0 0
grid06×07 42 71 22 0.050 opt <0.01 0 0 opt 0.014 26.939 0 0
grid07×06 42 71 22 0.030 opt <0.01 0 0 opt <0.01 22.354 0 0
grid14×03 42 67 22 0.010 opt 0.031 0 0 opt <0.01 19.331 0 0
grid04×11 44 73 22 0.050 opt <0.01 0 0 opt 0.020 27.231 0 0
grid11×04 44 73 22 0.020 opt <0.01 0 0 opt <0.01 28.420 0 0
grid03×15 45 72 24 0.040 opt 0.012 0 0 opt <0.01 30.282 0 0
grid05×09 45 76 23 0.060 opt 0.004 0 0 opt 0.073 27.581 0 0
grid09×05 45 76 23 0.070 opt 0.013 0 0 opt <0.01 26.624 0 0
grid15×03 45 72 24 0.020 opt 0.022 0 0 opt 0.061 26.819 0 0
grid04×12 48 80 24 0.040 opt 0.034 0 0 opt 0.119 31.796 0 0
grid06×08 48 82 24 0.050 opt 0.033 0.0042 0.0125 opt 0.157 30.479 0 0
grid08×06 48 82 24 0.060 opt 0.012 0.0042 0.0125 opt 0.029 26.757 0 0
grid12×04 48 80 24 0.030 opt 0.019 0 0 opt 0.079 37.189 0 0
grid07×07 49 84 24 0.060 opt 0.029 0.0063 0.0149 opt 0.565 189.890 0 0
grid05×10 50 85 26 0.080 opt <0.01 0 0 opt 0.026 43.754 0 0
grid10×05 50 85 26 0.070 opt <0.01 0 0 opt 0.028 43.211 0 0
grid04×13 52 87 26 0.060 opt 0.104 0 0 opt 0.087 45.364 0 0
grid13×04 52 87 26 0.050 opt 0.017 0.0019 0.0084 opt 0.122 46.852 0 0
grid06×09 54 93 27 0.080 opt 0.436 0.0148 0.0181 opt 0.095 42.162 0 0
grid09×06 54 93 27 0.070 opt <0.01 0.0074 0.0148 opt 0.495 40.612 0 0
grid05×11 55 94 28 0.080 opt 0.013 0 0 opt 0.241 53.295 0 0
grid11×05 55 94 28 0.080 opt <0.01 0 0 opt 0.150 60.797 0 0
grid04×14 56 94 28 0.040 opt 0.035 0.0018 0.0078 opt <0.01 43.542 0 0
grid07×08 56 97 28 0.080 opt <0.01 0 0 opt 0.027 51.047 0 0
grid08×07 56 97 28 0.080 opt 0.033 0 0 opt 0.101 60.362 0 0
grid14×04 56 94 28 0.020 opt 0.438 0.0370 0.0117 opt 0.020 54.633 0 0
grid04×15 60 101 30 0.050 opt <0.01 0.0017 0.0073 opt 0.137 61.743 0 0
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Tabela 12: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim grid i planarnim instancama

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

grid05×12 60 103 30 0.110 opt 0.036 0.0200 0.0163 opt 0.150 221.516 0.0017 0.0073
grid06×10 60 104 30 0.070 opt 0.041 0.0050 0.0119 opt 0.338 70.810 0 0
grid10×06 60 104 30 0.090 opt 0.163 0.0100 0.0153 opt 0.253 212.034 0 0
grid12×05 60 103 30 0.080 opt 0.078 0.0133 0.0163 opt 1.234 264.579 0.0017 0.0073
grid15×04 60 101 30 0.060 opt 0.040 0 0 opt 0.409 60.832 0 0
grid07×09 63 110 31 0.066 opt 0.135 0.0097 0.0148 opt 0.475 301.590 0 0
grid09×07 63 110 31 0.100 opt 0.082 0 0 opt 1.000 74.687 0 0
grid08×08 64 112 32 0.110 opt 0.031 0.0016 0.0068 opt 0.013 81.975 0 0
grid05×13 65 112 33 0.110 opt 0.171 0.0030 0.0091 opt 0.195 84.133 0 0
grid13×05 65 112 33 0.120 opt 0.054 0.0045 0.0108 opt 0.102 70.006 0 0
grid06×11 66 115 33 0.100 opt 0.045 0.0061 0.0121 opt 0.332 88.966 0 0
grid11×06 66 115 33 0.100 opt 0.246 0.0030 0.0091 opt 0.148 92.406 0 0
grid05×14 70 121 35 0.120 opt 0.264 0.0086 0.0131 opt 1.950 352.061 0.0029 0.0086
grid07×10 70 123 34 0.110 opt 0.164 0.0176 0.0144 opt 1.379 441.171 0.0103 0.0140
grid10×07 70 123 34 0.080 opt 0.699 0.0176 0.0171 opt 1.471 452.294 0.0029 0.0088
grid14×05 70 121 35 0.110 opt 0.190 0.0086 0.0131 opt 0.673 346.826 0 0
grid06×12 72 126 36 0.090 opt 0.198 0.0056 0.0111 opt 0.512 106.656 0 0
grid08×09 72 127 35 0.090 opt 0.017 0.0071 0.0124 opt 0.928 381.007 0.0014 0.0062
grid09×08 72 127 35 0.100 opt 0.037 0.0114 0.0190 opt 1.157 364.936 0.0057 0.0114
grid12×06 72 126 36 0.110 opt 0.161 0.0014 0.0061 opt 0.380 115.703 0 0
grid05×15 75 130 38 0.160 opt 0.352 0.0026 0.0079 opt 0.437 107.449 0 0
grid15×05 75 130 38 0.160 opt 0.101 0 0 opt 0.630 105.887 0 0
grid07×11 77 136 38 0.140 opt 0.094 0.0013 0.0057 opt 0.465 105.275 0 0
grid11×07 77 136 38 0.120 opt 0.102 0.0026 0.0079 opt 0.618 114.540 0 0
grid06×13 78 137 38 0.148 opt 1.553 0.0250 0.0155 opt 48.845 580.554 0.0197 0.0114
grid13×06 78 137 38 0.200 opt 3.840 0.0263 0.0083 opt 2.214 543.290 0.0053 0.0105
grid08×10 80 142 39 0.128 opt 0.132 0.0115 0.0128 opt 0.723 555.907 0 0
grid10×08 80 142 39 0.142 opt 0.039 0.0077 0.0118 opt 1.350 673.813 0.0115 0.0128
grid09×09 81 144 38 0.073 opt 2.937 0.0237 0.0248 opt 2.254 647.906 0.0053 0.0158
grid06×14 84 148 41 0.134 opt 22.542 0.0317 0.0136 opt 1.770 847.340 0.0110 0.0121
grid07×12 84 149 41 0.168 opt 1.727 0.0085 0.0116 opt 2.410 116.784 0 0
grid12×07 84 149 41 0.180 opt 1.062 0.0024 0.0073 opt 1.388 505.451 0 0
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Tabela 12: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim grid i planarnim instancama

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

grid14×06 84 148 41 0.170 opt 7.766 0.0232 0.0121 opt 2.167 929.397 0.0134 0.0121
grid08×11 88 157 42 0.192 opt 11.391 0.0286 0.0161 opt 98.913 810.672 0.0214 0.0071
grid11×08 88 157 42 0.141 opt 0.778 0.0214 0.0198 opt 6.289 626.039 0.0060 0.0103
grid06×15 90 159 44 0.240 opt 5.733 0.0193 0.0130 opt 7.713 970.296 0.0045 0.0091
grid09×10 90 161 43 0.200 opt 1.224 0.0291 0.0193 opt 3.295 858.060 0.0116 0.0116
grid10×09 90 161 43 0.190 opt 0.672 0.0105 0.0137 opt 3.126 675.473 0.0128 0.0116
grid15×06 90 159 44 0.250 opt 3.141 0.0136 0.0111 opt 3.957 610.552 0.0080 0.0108
grid07×13 91 162 44 0.178 opt 0.801 0.0182 0.0116 opt 1.622 873.542 0.0057 0.0098
grid13×07 91 162 44 0.170 opt 0.882 0.0182 0.0136 opt 0.387 813.986 0.0034 0.0081
grid08×12 96 172 46 0.210 opt 1.527 0.0185 0.0185 opt 9.441 1148.497 0.0185 0.0078
grid12×08 96 172 46 0.191 opt 5.175 0.0163 0.0117 opt 9.360 828.634 0.0043 0.0087
grid07×14 98 175 47 0.240 opt 1.621 0.0255 0.0159 opt 4.260 941.659 0.0053 0.0092
grid14×07 98 175 47 0.214 opt 2.929 0.0202 0.0142 opt 12.148 1516.416 0.0149 0.0118
grid09×11 99 178 47 0.194 opt 3.737 0.0128 0.0141 opt 17.767 991.515 0.0170 0.0085
grid11×09 99 178 47 0.190 opt 4.522 0.0255 0.0197 opt 2.539 1176.165 0.0032 0.0101
grid10×10 100 180 48 0.220 opt 0.199 0.0052 0.0090 opt 1.886 1487.900 0.0031 0.0074
grid08×13 104 187 50 0.262 opt 0.274 0.0100 0.0134 opt 5.907 1376.838 0.0040 0.0080
grid13×08 104 187 50 0.29 opt 9.993 0.0150 0.0140 opt 5.63 1000.012 0 0
grid07×15 105 188 50 0.3 opt 20.739 0.0260 0.0128 opt 11.085 1617.688 0.0160 0.0102
grid15×07 105 188 50 0.278 opt 22.274 0.0250 0.0107 opt 10.052 1302.618 0.0170 0.0095
grid09×12 108 195 51 0.26 opt 9.665 0.0255 0.0216 opt 23.117 1347.883 0.0167 0.0128
grid12×09 108 195 51 0.18 opt 22.530 0.0216 0.0195 opt 26.098 993.785 0.0137 0.0109
grid10×11 110 199 52 0.26 opt 2.545 0.0192 0.0202 opt 1.268 1968.171 0.0038 0.0098
grid11×10 110 199 52 0.256 opt 12.061 0.0231 0.0198 opt 16.247 1538.147 0.0019 0.0058
grid08×14 112 202 53 0.289 opt 6.864 0.0208 0.0145 opt 9.975 1202.457 0.0057 0.0135
grid14×08 112 202 53 0.284 opt 1.213 0.0236 0.0167 opt 38.356 1025.130 0.0179 0.0072
grid09×13 117 212 55 0.232 opt 10.045 0.0273 0.0241 opt 25.155 1728.727 0.0118 0.0087
grid13×09 117 212 55 0.26 opt 4.409 0.0273 0.0195 opt 11.592 1500.007 0.0145 0.0159
grid08×15 120 217 57 0.37 opt 5.050 0.0158 0.0123 opt 45.153 1587.274 0.0184 0.0180
grid10×12 120 218 56 0.236 opt 29.077 0.0402 0.0245 opt 1.333 1105.241 0.0018 0.0078
grid12×10 120 218 56 0.326 opt 27.666 0.0357 0.0160 opt 48.974 1352.985 0.0196 0.0125
grid15×08 120 217 57 0.38 opt 18.631 0.0167 0.0162 opt 28.137 2083.260 0.0088 0.0130
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Tabela 12: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim grid i planarnim instancama

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

grid11×11 121 220 57 0.35 opt 2.414 0.0228 0.0208 opt 9.468 2188.278 0.0114 0.0160
grid09×14 126 229 58 0.25 opt 0.518 0.0422 0.0301 opt 2.221 2345.109 0.0250 0.0247
grid14×09 126 229 58 0.25 opt 46.688 0.0483 0.0186 opt 35.751 2287.817 0.0310 0.0178
grid10×13 130 237 61 0.48 opt 12.797 0.0180 0.0186 opt 15.502 3531.853 0.0148 0.0155
grid13×10 130 237 61 0.49 opt 1.850 0.0197 0.0241 opt 16.887 4052.998 0.0090 0.0132
grid11×12 132 241 62 0.453 opt 26.008 0.0258 0.0194 opt 55.151 2771.248 0.0153 0.0148
grid12×11 132 241 62 0.464 opt 31.964 0.0210 0.0136 opt 11.391 2321.298 0.0056 0.0117
grid09×15 135 246 63 0.52 opt 31.738 0.0262 0.0196 opt 35.077 2563.680 0.0246 0.0204
grid15×09 135 246 63 0.41 opt 23.271 0.0325 0.0177 opt 30.500 2832.502 0.0190 0.0095
grid10×14 140 256 65 0.478 opt 78.302 0.0354 0.0176 opt 189.140 4101.128 0.0308 0.0169
grid14×10 140 256 65 0.432 opt 10.337 0.0377 0.0225 opt 457.098 2618.129 0.0285 0.0202
grid11×13 143 262 66 0.463 opt 70.571 0.0318 0.0239 opt 1868.076 3809.333 0.0295 0.0200
grid13×11 143 262 66 0.5 opt 21.158 0.0394 0.0273 opt 478.621 2811.693 0.0303 0.0209
grid12×12 144 264 67 0.5 opt 36.922 0.0366 0.0197 opt 38.508 3402.836 0.0172 0.0207
grid10×15 150 275 70 0.715 opt 126.053 0.0279 0.0237 opt 37.072 3785.110 0.0157 0.0168
grid15×10 150 275 70 0.951 opt 24.143 0.0314 0.0200 opt 55.187 3548.597 0.0057 0.0153
grid11×14 154 283 71 0.483 opt 59.802 0.0465 0.0268 opt 1540.949 4178.963 0.0359 0.0169
grid14×11 154 283 71 0.67 opt 62.236 0.0401 0.0219 opt 202.497 4696.985 0.0303 0.0143
grid12×13 156 287 72 0.715 73 115.106 0.0240 0.0167 opt 277.667 3871.311 0.0375 0.0220
grid13×12 156 287 72 0.783 opt 62.928 0.0403 0.0181 opt 115.678 3385.030 0.0326 0.0242
grid11×15 165 304 76 0.77 opt 117.803 0.0513 0.0216 opt 2753.136 4068.059 0.0230 0.0131
grid15×11 165 304 76 0.918 opt 52.315 0.0428 0.0208 opt 326.494 5545.898 0.0342 0.0178
grid12×14 168 310 77 0.614 opt 181.880 0.0409 0.0222 78 192.454 5535.127 0.0218 0.0182
grid14×12 168 310 77 0.72 opt 155.635 0.0448 0.0241 78 172.758 5743.454 0.0333 0.0169
grid13×13 169 312 78 0.77 opt 68.571 0.0340 0.0204 opt 125.798 3736.695 0.0607 0.0265
grid12×15 180 333 82 0.77 83 164.384 0.0380 0.0206 opt 256.902 7048.402 0.0238 0.0161
grid15×12 180 333 82 0.8 83 130.710 0.0464 0.0223 83 309.631 4226.957 0.0295 0.0200
grid13×14 182 337 83 0.777 opt 75.472 0.0518 0.0278 opt 220.737 5282.061 0.0175 0.0155
grid14×13 182 337 83 0.776 opt 201.980 0.0470 0.0295 opt 486.727 6843.241 0.0361 0.0216
grid13×15 195 362 89 1.73 opt 407.358 0.0517 0.0306 opt 67.051 7058.387 0.0197 0.0201
grid15×13 195 362 89 1.309 opt 139.451 0.0489 0.0259 opt 309.240 4926.696 0.0264 0.0196
grid14×14 196 364 88 0.67 opt 353.878 0.0551 0.0279 opt 301.461 7200.045 0.0347 0.0277
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Tabela 12: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim grid i planarnim instancama

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

grid14×15 210 391 95 1.198 opt 282.147 0.0542 0.0273 96 2255.024 7200.023 0.0370 0.0196
grid15×14 210 391 95 1.159 opt 92.424 0.0579 0.0222 opt 527.097 5372.785 0.0237 0.0199
grid15×15 225 420 102 1.357 opt 697.859 0.0574 0.0265 opt 876.249 7200.328 0.0402 0.0201
grid20×20 400 760 176 37.579 185 676.713 0.0408 0.0145 183 4495.196 7200.254 0.0380 0.0166
grid30×20 600 1150 260 1279.438 286 5114.624 0.0344 0.0171 288 6510.623 7200.903 0.0293 0.0172

plan10 10 27 3 0.01 opt <0.01 0 0 opt <0.01 0.795 0 0
plan20 20 105 5 0.01 opt <0.01 0 0 opt <0.01 21.852 0 0
plan30 30 182 5 0.02 opt <0.01 0 0 opt <0.01 8.1040 0 0
plan50 50 465 6 0.01 opt <0.01 0 0 opt <0.01 46.547 0 0

plan100 100 1540 10 0.284 opt 0.054 0 0 opt 0.084 1667.590 0 0
plan150 150 2867 12 1.035 opt 1.166 0 0 opt 0.170 3189.191 0 0
plan200 200 4475 16 77.613 opt 2.466 0 0 opt 0.718 7200.037 0 0

Tabela 13: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama proizvoǉno gene-
risanog i net tipa

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

Random-50-1 50 49 32 <0.01 opt 0.031 0 0 opt 0.142 29.289 0 0
Random-50-2 50 49 33 <0.01 opt 0.069 0 0 opt 0.016 34.199 0 0
Random-50-3 50 58 28 <0.01 opt 0.029 0 0 opt 0.092 31.373 0 0
Random-50-4 50 54 30 <0.01 opt <0.01 0 0 opt 0.031 28.885 0 0
Random-50-5 50 67 28 0.020 opt <0.01 0 0 opt 0.052 25.339 0 0
Random-50-6 50 86 25 0.020 opt 0.041 0 0 opt 0.077 35.325 0 0
Random-50-7 50 84 26 0.020 opt <0.01 0 0 opt <0.01 32.645 0 0
Random-50-8 50 95 23 0.010 opt <0.01 0 0 opt 0.105 33.160 0 0
Random-50-9 50 108 23 0.040 opt 0.011 0 0 opt 0.068 35.158 0 0

Random-50-10 50 112 22 0.030 opt 0.021 0 0 opt <0.01 35.077 0 0
Random-50-20 50 248 12 0.080 opt <0.01 0 0 opt <0.01 31.166 0 0
Random-50-30 50 373 9 0.080 opt <0.01 0 0 opt <0.01 51.004 0 0
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Tabela 13: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama proizvoǉno gene-
risanog i net tipa

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

Random-50-40 50 475 8 0.153 opt <0.01 0 0 opt <0.01 37.882 0 0
Random-50-50 50 597 6 0.100 opt <0.01 0 0 opt <0.01 28.000 0 0
Random-50-60 50 739 4 0.010 opt <0.01 0 0 opt <0.01 3.846 0 0
Random-50-70 50 860 4 0.020 opt <0.01 0 0 opt <0.01 22.168 0 0
Random-50-80 50 980 4 0.020 opt <0.01 0 0 opt <0.01 5.763 0 0
Random-50-90 50 1103 3 0.020 opt <0.01 0 0 opt <0.01 5.709 0 0

Random-100-1 100 100 61 0.010 opt 4.662 0.0057 0.0094 opt 1.355 227.281 0 0
Random-100-2 100 109 59 0.010 opt 2.744 0.0059 0.0097 opt 2.587 187.730 0 0
Random-100-3 100 181 48 0.050 opt 3.767 0.0146 0.0116 opt 3.636 1271.030 0.0125 0.0102
Random-100-4 100 206 45 0.110 opt 0.895 0.0189 0.0106 opt 3.823 1177.880 0.0200 0.0067
Random-100-5 100 231 39 0.050 opt 3.425 0.0256 0.0269 opt 11.788 828.246 0.0064 0.0197
Random-100-6 100 321 34 0.230 opt 3.572 0.0162 0.0146 opt 12.033 991.050 0.0118 0.0144
Random-100-7 100 317 32 0.170 opt 3.291 0.0156 0.0156 opt 4.657 1389.730 0.0031 0.0094
Random-100-8 100 398 29 0.234 opt 0.669 0.0017 0.0075 opt 0.645 340.124 0 0
Random-100-9 100 430 27 0.344 opt 0.389 0 0 opt 1.279 354.274 0 0

Random-100-10 100 498 24 0.564 opt 3.95 0.0167 0.0204 opt 0.514 1091.677 0 0
Random-100-20 100 981 14 0.417 opt 0.086 0 0 opt 0.041 449.634 0 0
Random-100-30 100 1477 11 1.304 opt 0.137 0.0091 0.0273 opt 0.395 260.612 0 0
Random-100-40 100 1945 8 0.601 opt 0.052 0 0 opt 1.707 152.198 0 0
Random-100-50 100 2483 7 0.540 opt 0.049 0.0214 0.0510 opt 0.353 265.367 0 0
Random-100-60 100 2985 6 0.439 opt <0.01 0 0 opt 0.010 166.618 0 0
Random-100-70 100 3435 5 0.372 opt 0.044 0 0 opt 0.069 181.945 0 0
Random-100-80 100 3935 4 0.100 opt <0.01 0 0 opt 0.013 34.696 0 0
Random-100-90 100 4446 4 0.060 opt <0.01 0 0 opt <0.01 224.661 0 0

Random-150-1 150 157 94 0.010 opt 22.389 0.0011 0.0032 opt 16.493 780.895 0 0
Random-150-2 150 243 78 0.150 opt 234.872 0.0301 0.0158 opt 41.833 2849.191 0.0135 0.0131
Random-150-3 150 322 65 0.170 opt 67.784 0.0177 0.0170 opt 11.969 4802.393 0.0038 0.0067
Random-150-4 150 437 53 0.358 opt 30.304 0.0274 0.0163 opt 53.291 3420.011 0.0208 0.0157
Random-150-5 150 557 46 0.850 opt 2.293 0.0174 0.0147 opt 12.164 4318.266 0.0033 0.0078
Random-150-6 150 705 38 3.190 opt 19.279 0.0171 0.0172 opt 33.036 4316.529 0.0132 0.0132
Random-150-7 150 778 34 2.492 opt 0.462 0.0059 0.0118 opt 27.439 6203.474 0.0044 0.0105
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Tabela 13: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama proizvoǉno gene-
risanog i net tipa

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

Random-150-8 150 906 31 6.240 opt 0.865 0 0 opt 4.124 1055.847 0 0
Random-150-9 150 965 30 8.940 opt 3.727 0.0067 0.0170 opt 4.158 5875.070 0 0

Random-150-10 150 1152 27 17.230 opt 3.128 0.0056 0.0132 opt 8.814 1344.600 0 0
Random-150-20 150 2228 16 11.120 opt 1.561 0 0 opt 0.615 1007.232 0 0
Random-150-30 150 3318 12 20.210 opt 0.383 0 0 opt 1.356 908.424 0 0
Random-150-40 150 4476 9 6.499 opt 0.409 0.0778 0.0509 opt 0.158 676.154 0 0
Random-150-50 150 5550 8 7.541 opt 0.014 0 0 opt 0.062 644.087 0 0
Random-150-60 150 6734 6 0.775 opt 0.012 0 0 opt 0.290 337.630 0 0
Random-150-70 150 7807 6 3.894 opt 0.015 0 0 opt 0.021 838.383 0 0
Random-150-80 150 8924 4 0.192 opt 0.019 0 0 opt 0.032 669.221 0 0
Random-150-90 150 10043 4 0.150 opt 0.017 0 0 opt 0.025 725.683 0 0

Random-200-1 200 229 116 0.010 117 173.552 0.0171 0.0124 opt 390.690 7084.473 0.0138 0.0084
Random-200-2 200 390 92 0.355 93 647.247 0.0306 0.0199 opt 1793.969 6824.363 0.0228 0.0197
Random-200-3 200 581 69 0.885 opt 507.393 0.0428 0.0281 70 120.810 7200.035 0.0164 0.0182
Random-200-4 200 737 60 5.220 opt 568.080 0.0458 0.0235 opt 947.988 7200.053 0.0292 0.0203
Random-200-5 200 1010 47 20.580 opt 41.339 0.0372 0.0232 opt 498.988 7200.036 0.0340 0.0217
Random-200-6 200 1180 42 88.870 opt 84.363 0.0560 0.0363 opt 2415.873 7200.054 0.0619 0.0218
Random-200-7 200 1453 36 75.960 opt 11.272 0.0097 0.0182 opt 91.686 7200.064 0.0056 0.0188

Random-200-30 200 5876 12 60.210 opt 9.478 0.0125 0.0397 opt 19.121 7200.009 0 0
Random-200-40 200 7907 10 60.885 opt 0.302 0 0 opt 0.574 6751.898 0 0
Random-200-50 200 9895 8 14.347 opt 0.248 0 0 opt 0.197 6262.112 0 0
Random-200-60 200 11971 6 2.098 opt 0.496 0 0 opt 1.312 6292.355 0 0
Random-200-70 200 14059 6 8.075 opt 0.025 0 0 opt 0.057 5300.497 0 0
Random-200-80 200 15918 4 0.367 opt 0.038 0 0 opt 0.089 3229.427 0 0
Random-200-90 200 17821 4 0.310 opt 0.030 0 0 opt 0.046 1200.033 0 0

Random-250-1 250 345 136 0.030 137 1111.594 0.0226 0.0136 137 2051.000 7200.130 0.0091 0.0069
Random-250-2 250 633 97 2.318 99 380.006 0.0318 0.0229 98 3852.956 7200.081 0.0173 0.0125
Random-250-3 250 956 73 175.521 opt 132.791 0.0322 0.0271 opt 2839.269 7200.158 0.0329 0.0170
Random-250-4 250 1194 62 1043.172 opt 148.167 0.0234 0.0231 opt 2215.667 7200.102 0.0218 0.0163

Random-250-30 250 9347 13 1018.686 14 1.005 0 0 opt 206.136 7200.117 0.0115 0.0275
Random-250-40 250 12500 10 182.286 opt 0.743 0 0 opt 7.929 7200.700 0 0
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Tabela 13: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama proizvoǉno gene-
risanog i net tipa

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| opt t sol t err σ sol t ttot err σ

Random-250-50 250 15605 8 34.325 opt 0.621 0 0 opt 0.334 7200.098 0 0
Random-250-60 250 18660 8 95.914 opt 0.037 0 0 opt 0.097 7200.178 0 0
Random-250-70 250 21741 6 12.263 opt 0.037 0 0 opt 0.047 7200.201 0 0
Random-250-80 250 24836 4 0.981 opt 0.465 0 0 opt 0.236 2398.816 0 0
Random-250-90 250 27974 4 0.486 opt 0.052 0 0 opt 0.049 7200.066 0 0
Random-300-1 300 481 145 0.106 149 2797.158 0.0228 0.0141 148 5036.068 7200.219 0.0186 0.0100
Random-300-2 300 876 103 80.454 105 1057.238 0.0414 0.0207 105 1087.834 7200.223 0.0262 0.0197

Random-300-40 300 17934 10 386.037 opt 3.232 0.0200 0.0510 opt 33.455 7200.207 0 0
Random-300-50 300 22520 8 106.509 opt 31.909 0 0 opt 90.232 7200.147 0 0
Random-300-60 300 26952 8 193.105 opt 0.069 0 0 opt 0.100 7200.184 0 0
Random-300-70 300 31390 6 23.656 opt 0.286 0 0 opt 0.150 7200.192 0 0
Random-300-80 300 35871 5 11.201 opt 1.725 0.0800 0.0980 opt 2.967 7200.072 0 0
Random-300-90 300 40412 4 0.66 opt 0.092 0 0 opt 0.084 7200.007 0 0

Net-10-10 100 342 28 0.02 opt 0.129 0 0 opt 1.752 961.002 0 0
Net-10-20 200 712 56 0.02 opt 18.013 0.0018 0.0054 opt 3.649 7200.043 0 0
Net-20-20 400 1482 98 0.02 opt 944.944 0.0245 0.0345 opt 792.207 7200.243 0.0122 0.0198
Net-30-20 600 2252 140 0.02 145 6916.392 0.0624 0.0305 155 6758.821 7200.823 0.0455 0.0207
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Sumiraju�i rezultate testiraǌa (Tabele 12 i 13) lako mo�e da se

uoqi da je primenom modifikovane VNS metode rexeǌe jednako optimal-

nom prona�eno kod 219, dok je primenom VNS-CAI metode rexeǌe jednako

optimalnom prona�eno kod 218 od 231 testirane instance. Pored toga,

kvalitet rexeǌa dobijenih primenom modifikovane VNS metode boǉi je

kod skoro svih testiranih instanci u odnosu na kvalitet rexeǌa do-

bijen primenom VNS-CAI metode. Ipak, uprkos podatku da su prona�ena

kvalitetna rexeǌa, u pore�eǌu sa rezultatima dobijenim primenom op-

timizacionih rexavaqa, obe metode nisu se pokazale kao previxe uspe-

xne. S tim u vezi, izvrxena su dodatna testiraǌa na instancama koje

nisu korix�ene za testiraǌe u [72], odnosno izvrxena su testiraǌa in-

stanci proizvoǉno generisanog tipa sa 400, 450, 500, 600 i 700 qvorova,

i instanci planarnog tipa sa 250, 300, 400, 500 i 600 qvorova. Rezultati

dodatnih testiraǌa prikazani su u nastavku, u Tabelama 14 i 15.

Poxto su za potrebe dodatnih testiraǌa sve instance prvo testi-

rane primenom optimizacionih rexavaqa a potom primenom VNS metoda,

prime�eno je da odre�eni broj instanci optimizacioni rexavaqi ne

mogu da rexe, odnosno da ne mogu ni da zapoqnu ǌihovo rexavaǌe, dok

kod nekih drugih instanci mogu da zapoqnu proces rexavaǌa ali ga

ubrzo prekidaju usled nedostatka memorije. Pored ovih, ”problemati-

qnih” instanci, skup dodatno testiranih instanci qine i instance koje

optimizacioni rexavaqi, potencijalno, mogu da rexe ali je proces re-

xavaǌa izuzetno dug (mo�e da potraje i do nekoliko dana). Iz tog

razloga, vreme rexavaǌa svih instanci ograniqeno je na 7200 sekundi,

kao xto je to bio sluqaj i u Tabelama 12 i 13. Rezultati testiraǌa

”problematiqnih” instanci prikazani su u Tabeli 15, dok su rezultati

testiraǌa instanci za koje su optimizacioni rexavaqi vratili makar

neko rexeǌe pre prekida programa usled vremenskog ograniqeǌa pri-

kazani u Tabeli 14. Obe metode testirane su na istom skupu ulaznih

parametara, odnosno za kmin = 1, kmax = 20, kstep = 1, tmax = 7200 i p = 0.5.

Kod modifikovane VNS metode dodatni parametar brItermax je postavǉen

na 100.

U Tabeli 14 prvo su prikazani rezultati testiraǌa instanci pla-

narnog a zatim rezultati testiraǌa instanci proizvoǉno generisanog

tipa. Iz predstavǉenih rezultata lako se mo�e uoqiti da je samo jedna

instanca planarnog tipa optimalno rexena, dok su za ostale instance
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prona�ene neke vrednosti. Zapravo, za jedan deo testiranih instanci

planarnog tipa proces rexavaǌa je prekinut zbog ”out of memory” sta-

tusa, dok je za drugi deo instanci planarnog tipa proces rexavaǌa

prekinut bez poruke kojom bi se objasnio razlog prekida, tako da se

ne zna da li su te instance rexene optimalno ili ne. Primenom VNS-

CAI metode prona�ene su iste ili boǉe vrednosti u odnosu na one koje

su pronaxli optimizacioni rexavaqi za sve instance planarnog tipa.

Konkretno, od 6 testiranih, primenom VNS-CAI metode boǉe vrednosti

prona�ene su za 3 instance, dok su za preostale tri instance prona�e-

ne iste vrednosti kao one koje su pronaxli optimizacioni rexavaqi.

Xto se kvaliteta prona�enih vrednosti tiqe, primeti�emo da su err i

σ iz segmenta (2.18%, 5.59%) tako da se prednost VNS-CAI metode najvi-

xe ogleda u ǌenoj brzini obzirom da su vremena iz kolone t uglavnom

maǌa od 300 sekundi. Sa druge strane, primenom modifikovane VNS

metode vrednosti iz kolone best prona�ene su za svih 6 instanci. Drugim

reqima, modifikovanom VNS metodom prona�ene su iste ili boǉe vre-

dnosti u odnosu na one koje su pronaxli optimizacioni rexavaqi i VNS-

CAI metoda. Iako su vremena rexavaǌa testiranih instanci uglavnom

loxija u odnosu na vremena rexavaǌa VNS-CAI metode, kvalitet prona-

�enih vrednosti je znaqajno boǉi (err, σ ∈ (0.29%, 6.35%)).

Xto se instanci proizvoǉno generisanog tipa tiqe, optimizacioni

rexavaqi su samo za Random-400-60 uspeli da prona�u i da doka�u op-

timalnost dobijenog rexeǌa, dok su kod ostalih testiranih instanci

uspeli da prona�u neke vrednosti ali ne i da doka�u optimalnost dobi-

jenih vrednosti u zadatom roku. Xto se kvaliteta prona�enih vredno-

sti tiqe, za razliku od rezultata prikazanih u Tabelama 12 i 13, opti-

mizacioni rexavaqi nisu uspeli da prona�u najboǉe vrednosti za sve

prikazane instance. Zapravo, vrednosti iz kolone best pronaxli su za 16

instanci, dok su za 9 instanci pronaxli loxije vrednosti od vrednosti

iz kolone best (vrednosti koje su pronaxli VNS-CAI i/ili modifikovana

VNS metoda). Sa druge strane, primenom VNS-CAI metode, vrednost iz

kolone best prona�ena je za 19 instanci, dok je primenom modifikovane

VNS metode vrednost iz kolone best prona�ena kod 24 instance. Mo-

difikovana VNS metoda nije pronaxla vrednost iz kolone best samo za

jednu instancu (Random-700-20 ) ali je pronaxla boǉu vrednost u odnosu

na onu koju su pronaxli optimizacioni rexavaqi. Dakle, primenom

modifikovane VNS metode prona�ene su vrednosti koje su jednake ili
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boǉe od vrednosti koje su pronaxli optimizacioni rexavaqi za sve

prikazane instance. Kada su vremena rexavaǌa u pitaǌu, VNS-CAI me-

toda uglavnom br�e dolazi do vrednosti iz kolone best u odnosu na modi-

fikovanu VNS metodu. Ipak, sliqno rezultatima iz prethodnih tabela,

primenom modifikovane VNS metode prona�ene vrednosti su kod ve�ine

instanci uglavnom boǉeg kvaliteta (maǌe vrednosti u kolonama err i σ)

kada poredimo instance za koje su modifikovana VNS i VNS-CAI metoda

pronaxle iste vrednosti.

U Tabeli 15 prikazani su rezultati testiraǌa preostalih instanci

proizvoǉno generisanog tipa sa 400 i vixe qvorova. Iako su sve in-

stance prikazane u Tabeli 15 rexavane primenom optimizacionih re-

xavaqa, primenom VNS-CAI i primenom modifikovane VNS metode, je-

dino je modifikovana VNS metoda rexila sve prikazane instance. Za-

pravo, optimizacioni rexavaqi i VNS-CAI metoda rexili su samo jednu

instancu (Random-600-50 ) dok su pri rexavaǌu svih ostalih instanci

prekidali proces testiraǌa pre nego xto su za ǌih vratili bilo koje

dopustivo rexeǌe. Dodatno, primenom VNS-CAI metode prona�ene su

neke vrednosti za odre�ene instance, ali je uz te vrednosti prikazana

i poruka da prona�ene vrednosti nisu dopustive za posmatrani pro-

blem, te se za iste ni ne mo�e re�i da su rexene. Sa druge strane,

za neke druge instance proces testiraǌa je prekidan bez vra�aǌa bilo

kakvog rexeǌa ili poruke kojom bi se objasnio razlog prekida procesa

rexavaǌa. U svakom sluqaju, zbog odsustva izvornog koda ne mo�e

da se utvrdi pravi razlog prekida procesa rexavaǌa, te se jedino

mo�e konstantovati da se odre�ene instance jednostavno ne mogu rexiti

primenom VNS-CAI metode. Poxto su otimizacioni rexavaqi za odre-

�ene instance prikazali poruku ”duplicate entry” pre prekida programa,

name�e se utisak da duplirane grane mogu da predstavǉaju problem

pri rexavaǌu. Uvidom u sadr�aj tih instanci prime�eno je da se odre-

�ene grane ponavǉaju dva ili vixe puta, qime se opravdava prikazana

grexka. Me�utim, s obzirom da su optimizacioni rexavaqi ovaj vid

grexke prijavili samo za par instanci, ne i za sve prikazane, mogu�e

je da duplirane grexke nisu jedini razlog prekida procesa rexavaǌa

kako kod optimizacionih rexavaqa tako i kod VNS-CAI metode.
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Tabela 14: Rezultati dodatnih testiraǌa VNS-CAI i modifikovane VNS metode

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

plan250 250 6495 17 17 (1841.74) opt 827.513 0.0559 0.0128 opt 57.828 7200.111 0.0029 0.0128
plan300 300 8199 20 20 (7200/nm) 20 3.308 0.0450 0.0472 20 57.628 7200.000 0 0
plan400 400 13750 23 25 (7200/nm) 23 26.051 0.0522 0.0353 23 989.525 7200.000 0.0370 0.0155
plan500 500 19352 26 28 (7200/nm) 27 147.449 0.0389 0.0218 26 2149.487 7201.075 0.0635 0.0251
plan600 600 24353 32 33 (7200/nm) 32 136.083 0.0453 0.0270 32 978.278 7201.878 0.0266 0.0227
plan700 700 30827 36 36 (7200/nm) 36 258.591 0.0306 0.0262 36 1917.960 7201.770 0.0347 0.0276

Random-400-10 400 7894 37 38 (7200/nm) 37 339.342 0.0432 0.0248 37 323.989 7200.597 0.0257 0.0181
Random-400-20 400 16063 20 22 (7200/nm) 22 20.838 0 0 20 872.263 7200.521 0.0850 0.0320
Random-400-30 400 23827 14 15 (7200/nm) 16 1.780 0 0 14 2586.106 7200.387 0.0821 0.0341
Random-400-40 400 32070 12 12 (7200/nm) 12 0.562 0 0 12 0.760 7200.352 0 0
Random-400-50 400 39820 10 10 (7200/nm) 10 0.100 0 0 10 0.208 7200.464 0 0
Random-400-60 400 47904 8 8 (2249.111) opt 0.070 0 0 opt 0.305 7200.285 0 0
Random-450-10 450 10054 38 38 (7200/nm) 38 22.197 0.0434 0.0279 38 935.490 7200.528 0.0289 0.0234
Random-450-20 450 20227 22 23 (7200/nm) 22 36.350 0.0545 0.0422 22 223.621 7200.396 0.0114 0.0197
Random-450-30 450 30275 15 16 (7200/nm) 16 3.702 0 0 15 618.726 7200.556 0.0600 0.0200
Random-450-40 450 40364 12 12 (7200/nm) 12 1.765 0 0 12 26.335 7200.492 0 0
Random-450-50 450 50491 10 10 (7200/nm) 10 0.328 0 0 10 0.958 7200.335 0 0
Random-500-10 500 12493 39 40 (7200/nm) 39 351.107 0.0487 0.0242 39 5091.306 7200.688 0.0410 0.0205
Random-500-20 500 24823 22 22 (7200/nm) 23 99.211 0.0391 0.0130 22 730.545 7200.803 0.0568 0.0283
Random-500-30 500 37504 16 16 (7200/nm) 16 4.751 0.0094 0.0223 16 30.626 7200.430 0 0
Random-500-40 500 49704 12 12 (7200/nm) 12 28.674 0.0458 0.0720 12 262.310 7201.035 0 0
Random-600-10 600 18040 42 42 (7200/nm) 42 244.169 0.0310 0.0201 42 3404.846 7201.353 0.0381 0.0158
Random-600-20 600 36175 24 24 (7200/nm) 24 24.013 0.0208 0.0361 24 199.931 7201.187 0.0042 0.0125
Random-600-30 600 53871 16 18 (7200/nm) 18 5.546 0.0028 0.0121 16 862.325 7201.195 0.0688 0.0272
Random-600-40 600 71780 12 14 (7200/nm) 12 599.690 0.1583 0.0363 12 1124.884 7200.785 0.0500 0.0486
Random-650-10 650 21223 42 42 (7200.033) 42 547.931 0.0524 0.0297 42 3900.243 7201.794 0.0536 0.0259
Random-650-20 650 42056 24 24 (7200/nm) 26 14.827 0 0 24 6433.470 7201.470 0.0646 0.0246
Random-700-10 700 24575 44 44 (7200/nm) 44 609.908 0.0375 0.0262 44 1980.239 7202.796 0.0398 0.0226
Random-700-20 700 48998 24 26 (7200/nm) 24 2246.989 0.0771 0.0199 25 5280.892 7202.176 0.0460 0.0191
Random-700-30 700 73397 18 18 (7200/nm) 18 26.513 0 0 18 184.696 7201.933 0.0028 0.0121
Random-700-40 700 97832 14 14 (7200/nm) 14 2.937 0 0 14 9.699 7203.916 0 0
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Tabela 15: Rezultati dodatnih testiraǌa VNS-CAI i modifikovane VNS metode na instancama za koje otimiza-
cioni rexavaqi nisu pronaxli ni jedno rexeǌe pre prekidaǌa programa.

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

Random-400-70 400 111986 6 - - - - - 6 0.098 1000.137 0 0
Random-400-80 400 127690 6 - - - - - 6 0.108 1000.136 0 0
Random-400-90 400 143984 4 - - - - - 4 0.118 1000.081 0 0
Random-450-60 450 121046 8 - - - - - 8 1.378 1000.209 0 0
Random-450-70 450 141168 6 - - - - - 6 4.496 1000.254 0 0
Random-450-80 450 161352 6 - - - - - 6 0.431 1000.455 0 0
Random-450-90 450 181844 4 - - - - - 4 0.654 1000.578 0 0
Random-500-50 500 124834 10 - - - - - 10 0.088 1000.321 0 0
Random-500-60 500 149364 8 - - - - - 8 0.127 1000.137 0 0
Random-500-70 500 174750 6 - - - - - 6 0.152 1000.312 0 0
Random-500-80 500 199522 6 - - - - - 6 0.182 1000.393 0 0
Random-500-90 500 224772 4 - - - - - 4 0.181 880.035 0 0
Random-600-50 600 90102 10 - (7200/nm) 10 6.296 0 0 10 8.836 1000.478 0 0
Random-600-60 600 108014 26 - - - - - 26 0.132 1000.097 0 0
Random-600-70 600 125777 69 - - - - - 69 0.124 1000.059 0 0
Random-600-80 600 287740 6 - - - - - 6 0.265 1000.218 0 0
Random-600-90 600 323832 4 - - - - - 4 1.452 1001.413 0 0
Random-650-30 650 127064 16 - - - - - 16 1173.458 1173.458 0.1219 0.0311
Random-650-40 650 169370 9 - - - - - 9 1040.395 1040.395 0.5278 0.1211
Random-650-50 650 211570 10 - - - - - 10 220.520 1000.438 0.0650 0.0477
Random-650-60 650 252886 9 - - - - - 9 61.771 1000.686 0 0
Random-650-70 650 295080 7 - - - - - 7 74.887 1000.941 0.0929 0.0681
Random-650-80 650 336780 6 - - - - - 6 1.317 1001.212 0 0
Random-650-90 650 380158 4 - - - - - 4 2.609 1001.088 0 0
Random-700-50 700 122317 71 - - - - - 71 988.433 1000.410 0.0296 0.0133
Random-700-60 700 146219 124 - - - - - 124 504.475 1000.345 0.0109 0.0069
Random-700-70 700 171363 126 - - - - - 126 0.230 1000.308 0.0317 0.0163
Random-700-80 700 195944 128 - - - - - 128 0.182 1000.324 0.0492 0.0201
Random-700-90 700 440280 4 - - - - - 4 0.411 1000.414 0 0152



Dakle, na osnovu svega navedenog mo�e se zakǉuqiti da optimizaci-

oni rexavaqi i VNS-CAI metoda ne mogu da rexavaju problem rimske

dominacije za posmatrane instance, odnosno da je modifikovani VNS

algoritam jedini algoritam koji mo�e da rexava problem rimske do-

minacije za instance svih vrsta i dimenzija. Poxto je ovo jedina me-

toda koja pronalazi neka rexeǌa za posmatrane instance, maksimalno

vreme rexavaǌa posmatranih instanci je postavǉeno na 1000 sekundi

(tmax = 1000) kako bi se smaǌilo ukupno vreme ǌihovog rexavaǌa iako

bi se, potencijalno, primenom modifokovane VNS metode mogle dobiti

i boǉe vrednosti (maǌe vrednosti u koloni sol i/ili maǌe vrednosti

u kolonama err i σ) za du�e vreme rexavaǌa. Kao xto se iz prikazanih

rezultata mo�e videti, primenom modifikovane VNS metode rexeno je

svih 29 instanci. Pored toga xto ove instance prvi put rexene od

strane neke metode, kod ve�ine instanci vrednosti iz kolone best prvi

put su prona�ene za maǌe od 1 sekunde. Tako�e, kod ve�ine instanci

odstupaǌa od najboǉih prona�enih vrednosti jednake su nuli. Poxto

se ranije (Tabele 12-13) pokazalo da ova metoda qesto pronalazi opti-

malna rexeǌa, moglo bi se zakǉuqiti da su i vrednosti prona�ene u

Tabeli 15 jednake ili jako blizu optimalnim.

Najzad, od 6 dodatno testiranih instanci planarnog i 54 dodatno

testiranih instanci proizvoǉno generisanog tipa (Tabele 14 - 15), mo-

difikovana VNS metoda pronaxla je vrednosti iz kolone best za 59 in-

stanci, dok su optimizacioni rexavaqi pronaxli vrednosti iz kolone

best za 20 instanci a VNS-CAI metoda za 26 instanci. Imaju�i sve nave-

deno u vidu mo�e se zakǉuqiti da je razvoj modifikovane VNS metode

svakako opravdan i da sama metoda kvalitetno rexava problem rimske

dominacije bez obzira na tip i veliqinu instance.
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4.2.3 Nova metoda za rexavaǌe problema slabe rimske dominacije
zasnovana na metodi promenǉivih okolina

Prostor rexeǌa i struktura dopustivih rexeǌa problema

Neka se Rimsko carstvo mo�e predstaviti grafom. Prostor rexeǌa,

transformacije, razlike reda k i okoline rexeǌa definisane su sliqno

kao za problem rimske dominacije. Me�utim, iako je dopustivo rexeǌe

problema rimske dominacije ujedno i dopustivo rexeǌe problema slabe

rimske dominacije, dopustivo rexeǌe problema slabe rimske domina-

cije nije obavezno dopustivo rexeǌe problema rimske dominacije. Do-

pustivost rexeǌa problema slabe rimske dominacije (WRD problema)

definixe se na slede�i naqin.

n-torka X = (x1, . . . , xn) se naziva dopustivim rexeǌem WRD pro-

blema ako postoji funkcija f , f : V → {0, 1, 2} definisana sa

f(i) = xi, i = 1, . . . , n, (4.2)

takva da je f funkcija slabe rimske dominacije. Vrednost xi naziva se

te�inom qvora i dok se sa F (X) obele�ava vrednost (te�ina) rexeǌa

X, F (X) =
∑n

i=1 xi. Drugim reqima, poxto je problem slabe rimske domi-

nacije dinamiqki problem, svaka provincija Rimskog carstva treba da

je zaxti�ena pre i nakon pomeraǌa jedne legije. Stoga, X je dopustivo

rexeǌe WRD problema ukoliko je za svako xi (i = 1, . . . , n) ispuǌen jedan

od slede�a dva uslova

1) xi > 0 ili

2) xi = 0 i

a) postoji najmaǌe jedno xj = 2, (i, j) ∈ E, j = 1, . . . , n.

- qvor i je zaxti�en od napada i nakon xto se sa qvora j

jedna legija preseli na bilo koji ǌemu susedni qvor s.

Ukoliko je s = i, qvor i je zaxti�en od strane svoje sta-

cionirane legije. Ukoliko je s 6= i qvor i je zaxti�en zato

xto ima suseda sa bar jednom stacioniranom legijom (qvor

j). Sliqno, svi ostali susedi qvora j su zaxti�eni budu�i

da je i nakon transformacije xj > 0.
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i/ili

b) postoji najmaǌe jedno xj = 1, (i, j) ∈ E, j = 1, . . . , n, takvo da,

nakon razmene vrednosti xi ← 1 i xj ← 0, za svako xs (s =

1, . . . , n) sa osobinama xs = 0 i (s, j) ∈ E postoji najmaǌe jedno

xk sa osobinama xk > 0 (k = 1, . . . , n) i (k, s) ∈ E.

- qvorove i i j xtiti legija koja je sada stacionirana u

qvoru i. Svaki drugi qvor s koji je susedan sa j mora imati

bar jednog suseda k takvog da je xk > 0.

Uslovom 1) provincija se smatra sigurnom od napada ukoliko poseduje

bar jednu stacioniranu legiju. Uslovima 2a) i 2b) provincija se smatra

zaxti�enom od napada ukoliko ima suseda sa bar jednom stacioniranom

legijom i ako preseǉeǌe jedne legije ne naruxava bezbednost susednih

provincija. Rexeǌe X smatra se dopustivim rexeǌem WRD problema

ukoliko sve ǌegove koordinate predstavǉaju provincije koje su sigurne

ili zaxti�ene od napada.

Skup dopustivih rexeǌa WRD problema za graf G predstavǉaju sve

n-torke X (X = (x1, . . . , xn), xi ∈ {0, 1, 2}, i = 1, . . . , n) definisane tako da

sve ǌihove koordinate xi zadovoǉavaju uslove 1) ili 2). Na primer,

skup dopustivih rexeǌa WRD problema za graf G1, koji je definisan u

prethodnom poglavǉu, mo�e se predstaviti skupom

XWRD(G1) =
{

(2, 2, 2), (2, 2, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2), (2, 2, 0),

(2, 0, 2), (0, 2, 2), (1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (2, 1, 0), (2, 0, 1), (1, 2, 0), (1, 0, 2),

(0, 2, 1), (0, 1, 2), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
}
.

Uzmimo jox jedan graf za primer. Neka je dat graf G2 = (VG2 , EG2), gde

je VG2 = {1, 2, 3, 4} i EG2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4)}.

1 2

3

4

Slika 18: Graf G2

Skup dopustivih rexeǌa WRD problema za graf G2 mo�e se zapisati

kao: XWRD(G2) =
{

(x1, x2, x3, x4)|xi ∈ {0, 1, 2}
}
\
{

(2, 2, 2, 2), (2, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 2),
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(2, 1, 2, 2), (1, 2, 2, 2), (2, 2, 1, 1), (2, 1, 2, 1), (1, 2, 2, 1), (2, 1, 1, 2), (1, 2, 1, 2), (1, 1, 2, 2),

(2, 2, 2, 0), (2, 2, 0, 2), (2, 0, 2, 2), (0, 2, 2, 2), (2, 2, 1, 0), (2, 1, 2, 0), (1, 2, 2, 0), (2, 2, 0, 1),

(2, 1, 0, 2), (1, 2, 0, 2), (2, 0, 2, 1), (0, 2, 2, 1), (2, 0, 1, 2), (0, 2, 1, 2), (1, 0, 2, 2), (0, 1, 2, 2),

(2, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 1), (1, 1, 2, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 0, 0), (0, 2, 2, 0), (0, 2, 0, 2), (0, 0, 2, 2),

(2, 0, 0, 2), (2, 1, 1, 0), (2, 1, 0, 1), (1, 2, 1, 0), (1, 2, 0, 1), (1, 1, 2, 0), (1, 1, 0, 2), (1, 0, 1, 2),

(1, 0, 2, 1), (0, 1, 1, 2), (0, 1, 2, 1), (0, 2, 1, 1), (2, 0, 1, 1), (0, 2, 1, 1), (1, 1, 1, 1), (2, 1, 0, 0),

(0, 2, 1, 0), (0, 2, 0, 1), (0, 0, 2, 1), (0, 1, 2, 0), (1, 0, 0, 2), (0, 1, 0, 2), (0, 0, 1, 2), (1, 1, 1, 0),

(2, 0, 0, 1), (1, 2, 0, 0), (1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1), (0, 2, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0),

(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)
}
.

Implementacija nove metode promenǉivih okolina za rexavaǌe
problema slabe rimske dominacije

Metoda promenǉivih okolina za rexavaǌe problema slabe rimske domi-

nacije ilustrovana je Algoritmom 2. Osnovne funkcije pocetnoResenje(),

razmrdavanje() i lokalnoPretrazivanje(), kao i pomo�na funkcija ispitajDopu-

stivost(X, i) definisane su isto kao i za RD problem. Me�utim, ǌihova

pomo�na funkcija brNedopustivih(X) sada proverava dopustivost rexe-

ǌa X u odnosu na WRD problem. Funkcija brNedopustivih(X) proverava

dopustivost rexeǌa X pre i nakon pomeraǌa jedne legije koriste�i

pomo�nu funkciju siguran(k, l). Detaǉni opis funkcija brNedopustivih(X)

i siguran(k, l) dat je u nastavku. Sliqno kao i za RD problem, Vi =

{i1, . . . , ini} predstavǉa skup svih qvorova susednih qvoru i.

Funkcija siguran(k, l) implementirana je na slede�i naqin. Prvo se

izvrxe transformacije xl ← xl − 1 i xk ← xk + 1. Potom se proverava

vrednost xj za jedno po jedno j ∈ Vl. Ukoliko je xj ≥ 1 prelazi se na

proveru vrednosti xj za naredno j. Inaqe se vrxi provera vrednosti

xs za jedno po jedno s ∈ Vj. Ako je za svako s ∈ Vj xs = 0, xl se uve�ava

za jedan, xk umaǌuje za jedan a funkcija siguran(k, l) vra�a 0. Me�utim,

ukoliko je xs > 0 za neko s ∈ Vj, ispitivaǌe vrednosti xs se prekida a

provera vrednosti xj nastavǉa za naredno j. Po zavrxetku ispitivaǌa

vrednosti xj za svako j izvrxavaju se transformacije xl ← xl + 1, xk ←
xk − 1, a funkcija siguran(k, l) vra�a 1.

Drugim reqima, u okviru funkcije siguran(k, l) proverava se da li bi

vrednosti koordinata teku�eg rexeǌa ispuǌavale uslove dopustivosti
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nakon xto se jedna legija preseli iz qvora l u qvor k. Premextaǌe

legije mogu�e je za bilo koja dva qvora k i l za koja va�i xk < 2 i

xl > 0, a sa obzirom da WRD problem ispituje zaxti�enost svojih pro-

vincija nakon xto se legija preseli iz jedne u sebi susednu provinciju,

podrazumeva se da su k i l susedni qvorovi (iako se u okviru same funk-

cije ne vrxi provera da li je (k, l) ∈ E).

Sliqno kao i za RD problem, funkcija brNedopustivih(X) vra�a broj

koordinata rexeǌa X, oznaqen sa nd, koji ne zadovoǉavaju niti jedan od

uslova dopustivostiWRD problema, tj. funkcija vra�a nulu ukoliko je

rexeǌe X dopustivo rexeǌe WRD problema. Funkcija je implementi-

rana na slede�i naqin. Na poqetku je nd = 0. Zatim se za jedno po

jedno i = 1, . . . , n proverava vrednost xi. Ukoliko je xi > 0 provera se

nastavǉa za naredno i, nd ostaje nepromeǌeno. Inaqe se vrxe dodatna

ispitivaǌa a qvor i dobija status ”nezaxti�enog qvora”. U okviru

dodatnog ispitivaǌa, za jedno po jedno j ∈ Vi proverava se vrednost xj

(Vj = {i1, . . . , ini}):

1. za xj = 2 qvor i dobija status ”zaxti�enog qvora” qime se dodatno

ispitivaǌe zavrxava.

2. za xj = 1 proverava se vrednost funkcije siguran(i, j). Ukoliko funk-

cija siguran(i, j) vrati 1, qvor i dobija status ”zaxti�enog qvora” a

dodatno ispitivaǌe se prekida. U sluqaju da funkcija siguran(i, j)

vrati 0, proverava se vrednost elementa xj za narednu vrednost

brojaqa j.

Sluqaj xj = 0 se ne razmatra. Nakon xto su ispitane vrednosti xj

za svako j ∈ Vi, ili su dodatna ispitivaǌa prekinuta, vrednost nd se

uve�ava za 1 ukoliko qvor i i daǉe ima status ”nezaxti�en”. U su-

protnom, vrednost nd ostaje nepromeǌena. U oba sluqaja, ispitivaǌe

vrednosti xi se nastavǉa za narednu vrednost brojaqa i, sve dok nisu

ispitane sve vrednosti n-torke X. Funckija brNedopustivih(X) vra�a vre-

dnost nd.

Primera radi, za graf G1 funkcija brNedopustivih(X) vra�a 0 za svako

X ∈ XWRD(G1). Za rexeǌe X = (0, 0, 0), jedino koji nije iz skupa dopusti-

vih rexeǌa za taj graf, funkcija brNedopustivih(X) vra�a 3: uzimaju�i

157



da je i = 1, 2, 3, funkcija brNedopustivih(X) redom proverava da li koor-

dinate rexeǌa X zadovoǉavaju uslove dopustivosti za WRD problem;

kako je x1 = 0 qvor 1 �e dobiti status ”nezaxti�enog qvora”; ispituju

se vrednosti elemenata x2 i x3 (V1 = {2, 3}); kako je za svako j = {2, 3}
xj = 0, u okviru dodatnih ispitivaǌa status qvora 1 ostaje neprome-

ǌen, xto znaqi da se vrednost nd uve�ava za jedan; opisani postupak se

ponavǉa za i = 2 i i = 3; s obzirom da su vrednosti x2 i x3 tako�e jed-

nake nuli, vrednost nd �e se uve�ati jox dva puta. Sliqno, za graf G2

funkcija brNedopustivih(X) vra�a 0 za sve qetvorke X ∈ XWRD(G2). Me�u-

tim, za X = (1, 0, 2, 0) funkcija brNedopustivih(X) vra�a 1: uzimaju�i da

je nd = 0 i sa obzirom da je x1 = 1 prelazi se na proveru vrednosti

x2; kako je x2 = 0 qvor 2 dobija status ”nezaxti�enog qvora”; vrxi se

dodatno ispitivaǌe vrednosti koordinata koje odgovaraju qvorovima

koji su susedni sa qvorom 2; u okviru dodatnog ispitivaǌa proverava-

ju se vrednosti xj, gde je j = {1, 3, 4} (V2 = {1, 3, 4}); sa obzirom da je

x1 ≥ 1 daǉe se proverava vrednost funkcije siguran(2, 1); u okviru funk-

cije siguran(2, 1) prvo se izvrxe transformacije x2 ← x2 + 1, x1 ← x1 − 1;

potom se za svako j = {2, 3} (V1 = {2, 3}) proverava vrednost xj; imaju�i

u vidu da je x2 = 1, odnosno da je x3 = 2, u okviru funkcije siguran(2, 1)

vrxe se transformacije x1 ← x1 + 1, x2 ← x2 − 1 i odre�uje broj koordi-

nata teku�eg rexeǌa koje ne zadovoǉavaju uslove dopustivosti; funk-

cija siguran(2, 1) vra�a 1 kao rezultat; qvor 2 dobija status zaxti�enog

qvora qime su dodatna ispitivaǌa zavrxena; provera vrednosti koor-

dinata rexeǌa X se nastavǉa za i = 3; kako je x3 = 2 proverava se

vrednost naredne koordinate rexeǌa X; budu�i da je x4 = 0, qvor 4

dobija status ”nezaxti�enog qvora”; dodatna ispitivaǌa se vrxe nad

elementima xj, j = {2} (V4 = {2}); sa obzirom da je x2 /∈ {1, 2} qvor 4

ostaje ”nezaxti�en”, vrednost brojaqa nd se uve�ava za 1. Dakle, ispi-

tavxi vrednosti svih koordinata rexeǌa X, funkcija brNedopustivih(X)

vra�a 1 za ulazni argument X = (1, 0, 2, 0).

Ulazni parametri modifikovane VNS metode su najmaǌi (kmin) i naj-

ve�i (kmax) red okoline, korak k (kstep), maksimalno vreme izvrxavaǌa

koda (tmax) izra�eno u sekundama, maksimalni broj iteracija (brItermax)

i verovatno�a prelaska u rexeǌa istog kvaliteta (p) izra�ena u pro-

centima.
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Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode za rexavaǌe WRD
problema

VNS algoritam za rexavaǌe WRD problema testiran je pod istim uslo-

vima kao i za RD problem, tj. na istom skupu instanci kao i VNS-CAI

metoda u [72] i, dodatno, na jox nekim instancama proizvoǉno generi-

sanog tipa sa 100 i na svim instancama proizvoǉno generisanog tipa sa

150, 200 i 250 qvorova. Dakle, testirane su instance za koje su optimi-

zacioni rexavaqi uspeli da doka�u optimalnost prona�enog rexeǌa i

na instancama za koje postoji bar neko rexeǌe u literaturi. Rezultati

testiraǌa prikazani su u Tabelama 16-19 na slede�i naqin: rezultati

testiraǌa modifikovane VNS metode na istom skupu instanci kao u [72]

prikazani su u Tabelama 16-17, dok su rezultati dodatnih testiraǌa

od strane obe VNS metode i optimizacionih rexavaqa prikazani u Ta-

belama 18 i 19. Tabele su formirane na sliqan naqin kao i za RD
problem (Tabele 16 i 18 sadr�e rezultate testiraǌa optimalno rexe-

nih instanci, dok Tabele 17 i 19 sadr�e rezultate testiraǌa instanci

kod kojih optimalne vrednosti nisu poznate). Sliqno kao i kod rezul-

tata koji se odnose na RD problem, tabele su zbog ve�eg broja kolona

prikazane u landscape formatu. S tim u vezi, pre prikaza svake tabele

dat je ǌen detaǉni opis.

Modifikovani VNS algoritam testiran je za kmin = 1, kmax = 20,

kstep = 1, brItermax = 500, tmax = 7200 i p = 5, dok su za VNS-CAI metodu

korix�eni parametri kmin = 1, kstep = 1, kmax = 30, tmax = 7200 i p = 0.5.

Sliqno kao i za RD problem, svaka instanca testirana je po 20 puta (sa

20 razliqitih semena)16.

Rezultati testiraǌa 42 instance grid tipa (34 optimalno rexenih

i 8 instanci za koje su poznata neka ali nije dokazano da su prona�ena

rexeǌa optimalna) izlo�eni su na poqetku Tabela 16 i 17. Primenom

VNS-CAI metode rexeǌe jednako optimalnom prona�eno je za 33 instance,

dok je primenom modifikovanog VNS-a rexeǌe jednako optimalnom pro-

na�eno za 32 grid instance. Kada su vremena rexavaǌa u pitaǌu, in-

stance sa najvixe 63 qvorova izuzetno se brzo rexavaju optimizacionim

rexavaqima (vreme rexavaǌa svake od ovih instanci maǌe je od 100

16Sliqno kao i za RD problem, razlika u vrednostima korix�enih parametara je
potpuno nenamerna i prime�ena tek nakon xto su sve instance testirane.
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sekundi), dok se instance sa 64 i vixe qvorova rexavaju nexto sporije

(vreme rexavaǌa ovih instanci uglavnom je ve�e od 100 sekundi). Poxto

maksimalno vreme potrebno da se rexi instanca nije poznato za VNS-

CAI metodu, pore�eǌe maksimalnih vremena rexavaǌa instanci vrxi�e

se samo izme�u kolone t koja sadr�i vreme rexavaǌa optimizacionih

rexavaqa i kolone ttot koja sadr�i podatke koje se odnose na maksimalno

vreme rexavaǌa modifikovane VNS metode. Lako se mo�e zakǉuqiti

da su sve instance sa najvixe 63 qvorova br�e rexene optimizacionim

rexavaqima (potkolona t kolone Cpl/Gur), dok je ve�ina instanci sa 64

i vixe qvorova Tabele 16 br�e rexena primenom modifikovanog VNS-a

(potkolona ttot kolone modifikovani VNS). Kada su rezultati prikazani

u Tabeli 17 u pitaǌu, svih 8 instanci grid tipa br�e je rexeno pri-

menom modifikovane VNS metode. Dodatno, primenom modifikovane VNS

metode je za jednu instancu (grid09×11 ) prona�ena maǌa vrednost od one

koju su pronaxli optimizacioni rexavaqi i VNS-CAI metoda.

Ako poredimo rezultate rada VNS-CAI i modifikovanog VNS-a, pri-

meti�emo da su za sve grid instance (Tabele 16 i 17) vrednosti kolone

t uglavnom maǌe kod VNS-CAI metode, dok su vrednosti u potkolonama

err i σ koje odgovaraju modifikovanom VNS-u uglavnom maǌe od vre-

dnosti potkolona err i σ koje odgovaraju VNS-CAI metodi. Zaista, kod

27 instanci vrednosti potkolone t koja odgovara VNS-CAI metodi maǌe

su od ili jednake vrednostima kolone t koja odgovara modifikovanoj

VNS metodi. Sa druge strane, kod svih, osim kod jedne grid instance

(grid09×11 ), vrednosti kolone err modifikovane VNS metode maǌe su

od ili jednake vrednostima kolone err VNS-CAI metode. Konkretno,

kod 35 od 42 grid instance vrednosti kolone err modifikovanog VNS-

a strogo su maǌe od vrednosti kolone err VNS-CAI metode, dok su kod

6 instanci te vrednosti me�usobno jednake. Dodatno, pri rexavaǌu

instance grid09×11, modifikovanom VNS metodom dobijene su ve�e vre-

dnosti u kolonama err i σ u odnosu na vrednosti iz kolona err i σ VNS-

CAI metode, ali je zato modifikovanom VNS metodom za ovu instancu

prona�eno boǉe rexeǌe.

Rezultati testiraǌa instanci planarnog tipa prikazani su u nas-

tavku Tabela 16 i 17. Uprkos qiǌenici da optimizacioni rexavaqi

br�e rexavaju instance sa najvixe 50 qvorova od modifikovane VNS

metode (Tabela 16), instance sa 100 i 150 qvorova ne samo xto su br�e
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rexene modifikovanom VNS metodom, ve� su za ǌih prona�ene i boǉe

vrednosti (Tabela 17). Poxto se instance planarnog tipa brzo re-

xavaju i primenom VNS-CAI metode, jedino xto se mo�e zakǉuqiti jeste

da obe metode brzo pronalaze vrednosti iz kolone opt za instance pla-

narnog tipa, odnosno brzo pronalaze najmaǌe poznate vrednosti za odre-

�ene instance i da je, specijalno, za instancu plan100 modifikovana

VNS metoda uspexnija u smislu da ima maǌe vrednosti u potkolonama

err i σ u odnosu na vrednosti koje se nalaze u potkolonama err i σ VNS-

CAI metode.

Od 90 proizvoǉno generisanih instanci, odnosno od 30 optimalno

rexenih proizvoǉno generisanih instanci (Tabele 16 i 18), VNS-CAI

metodom vrednosti jednake optimalnim nisu prona�ene za 4 instance.

Od 60 instanci kod kojih optimalna rexeǌa nisu poznata, VNS-CAI

metodom loxije vrednosti u odnosu na one koji su pronaxli optimizaci-

oni rexavaqi prona�ene su kod 5 instanci, vrednosti jednake onim koje

su pronaxli optimizacioni rexavaqi tako�e kod 5 instanci, odnosno

boǉe vrednosti u odnosu na one koje su pronaxli optimizacioni re-

xavaqi kod 48 instanci. Sa druge strane, modifikovanom VNS metodom

rexeǌe jednako optimalnom nije prona�eno samo za dve instance (Random-

100-6 i Random-150-2 ), a od 60 instanci za koje su poznata neka ali nije

potvr�eno da su prona�ena rexeǌa optimalna (Tabele 17 i 19), modi-

fikovanom VNS metodom su za dve instance prona�ene ve�e vrednosti

od onih koje su pronaxli optimizacioni rexavaqi, iste vrednosti kao

one koje su pronaxli optmizacioni rexavaqi kod 6 instanci, odnosno

boǉe vrednosti od onih koje su pronaxli optimizacioni rexavaqi kod

52 instance. Pored toga, modifikovanom VNS metodom su kod svih 30 op-

timano rexenih instanci prona�ene iste ili boǉe vrednosti u odnosu

na one koje su prona�ene VNS-CAI metodom, odnosno kod 58 od 60 in-

stanci kod kojih nisu poznata optimalna ali su poznata neka rexeǌa.

Pored toga xto su primenom modifikovane VNS metode prona�ene boǉe

vrednosti kod ve�ine instanci, prona�ene vrednosti su ujedno i boǉeg

kvaliteta imaju�i u vidu da su vrednosti u kolonama σ i err modi-

fikovane VNS metode maǌe od ili jednake vrednostima kolona σ i err

VNS-CAI metode kod svih instanci kod kojih su vrednosti u kolonama

sol me�usobno jednake.

Rezultati testiraǌa instanci net tipa prikazani su na kraju Tabe-
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la 16 i 17. Testiraǌa su izvrxena za 4 instance, sa 100, 200, 400 i 600

qvorova. Kao xto se iz rezultata mo�e videti, optimizacioni rexavaqi

nisu uspeli da prona�u i doka�u optimalnost dobijenog rexeǌa za in-

stance net tipa sa 200 i vixe qvorova. Me�utim, oni su pre prekidaǌa

programa dali neke rezultate za ove instance. S tim u vezi, rezul-

tati testiraǌa obe metode, VNS-CAI i modifikovani VNS, poredi�e se

sa svim poznatim rezultatima koje su dali optimizacioni rexavaqi.

Za poqetak, vrednost iz kolone opt za instancu Net-10-10 prona�ena je

od strane obe metode (Tabela 16). Za druge dve instance po veliqini

(Net-10-20 i Net-20-20 ), modifikovanom VNS metodom prona�ene su nove

najmaǌe vrednosti (Tabela 17). Za instancu sa najvixe qvorova (Net-

30-20 ) primenom VNS-CAI metode prona�ena je vrednost koja je za maǌe

od 1% loxija od vrednosti koju su pronaxli optimizacioni rexavaqi

i modifikovana VNS metoda (Tabela 17). Kada su vremena rexavaǌa

u pitaǌu, instanca Net-10-10 najbr�e je rexena optimizacionim re-

xavaqima, dok su preostale tri instance optimizacioni rexavaqi i

obe metode rexavali po 7200 sekundi, odnosno do prekidaǌa programa

usled vremenskog ograniqeǌa.

Sumiraju�i rezultate testiraǌa modifikovanog VNS algoritma za

rexavaǌe WRD problema na svim instancama za koje su optimizacioni

rexavaqi dali neko rexeǌe (Tabele 16 - 19), lako se mo�e zakǉuqiti

da su, pored toga xto opisani algoritam mo�e da rexava WRD pro-

blem na instancama svih tipova i dimenzija, dobijena ista rexeǌa,

a neretko i boǉa u odnosu na ona koja su dobijena korix�eǌem opti-

mizacionih rexavaqa. Konkretno, od 69 optimalno rexenih instanci,

modifikovanom VNS metodom rexeǌa jednaka optimalnim prona�ena su

za 65 instanci. Kod preostale qetiri instance prona�ene su vrednosti

kod kojih su relativna odstupaǌa od optimalnih vrednosti pribli�no

jednaka 4%, 3.7%, 3.85% i 1.64%. Od 73 instance za koje su poznata neka

rexeǌa ali nije potvr�eno da su prona�ene vrednosti optimalne, mo-

difikovanom VNS metodom najboǉe poznate vrednosti prona�ene su kod

71 instance. Kod instanci kod kojih modifikovanom VNS metodom nisu

prona�ene vrednosti iz kolone best, relativna odstupaǌa od vrednosti

iz kolone best iznose 1.45% i 1.3%. Dakle, modifikovanom metodom su

najboǉe poznate vrednosti prona�ene kod 136 od 142 testirane instance

(VNS-CAI metodom najboǉe poznate vrednosti prona�ene su kod 116 od

142 instance). Imaju�i u vidu da optimizacioni rexavaqi nisu uspeli
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da prika�u ni jednu vrednost pre prekida programa usled nedostatka

memorije ili nekog drugog ograniqeǌa za 19 instanci, a da su kod qak 38

instanci pronaxli loxije vrednosti u odnosu na one koje su prona�ene

primenom modifikovane VNS metode, mo�e se zakǉuqiti da je matema-

tiqki model za rexavaǌe problema slabe rimske dominacije izuzetno

zahtevan i da je razvoj opisane metaheuristike potpuno opravdan.
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Tabela 16: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama.

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

grid04×10 40 66 15 4.109 opt 0.015 0 0 opt 0.028 19.200 0 0
grid05×08 40 67 14 4.64 opt 0.047 0.0333 0.0333 opt 0.250 95.282 0 0
grid03×14 42 67 16 4.829 opt <0.01 0 0 opt 0.018 22.564 0 0
grid06×07 42 71 15 5.801 opt 0.080 0.0063 0.0188 opt 0.034 28.095 0 0
grid04×11 44 73 16 5.5 opt 0.031 0.0088 0.0210 opt 0.067 27.881 0 0
grid03×15 45 72 17 7.789 opt 0.012 0 0 opt 0.063 28.970 0 0
grid05×09 45 76 16 7.908 opt 0.139 0.0235 0.0288 opt 0.069 31.660 0 0
grid04×12 48 80 17 12.84 opt 0.069 0.0361 0.0265 opt 0.687 190.513 0 0
grid06×08 48 82 18 25.499 opt <0.01 0 0 opt 0.016 43.262 0 0
grid07×07 49 84 18 9.845 opt 0.021 0 0 opt 0.045 47.705 0 0
grid05×10 50 85 18 10.61 opt 0.055 0.0053 0.0158 opt 0.201 47.455 0 0
grid04×13 52 87 19 11.813 opt 0.035 0.0050 0.0150 opt 0.154 53.591 0 0
grid06×09 54 93 19 25.539 opt 0.331 0.0450 0.0150 opt 1.061 294.252 0.0026 0.0115
grid05×11 55 94 19 11.424 opt 0.388 0.0300 0.0245 opt 7.175 324.409 0.0211 0.0258
grid04×14 56 94 20 35.326 opt 0.082 0.0214 0.0237 opt 0.905 334.031 0.0025 0.0109
grid07×08 56 97 20 21.882 opt 0.076 0.0286 0.0233 opt 0.625 332.826 0 0
grid04×15 60 101 22 40.256 opt 0.163 0 0 opt 0.469 88.252 0 0
grid05×12 60 103 21 14.88 opt 4.036 0.0271 0.0260 opt 0.218 408.966 0.0048 0.0143
grid06×10 60 104 21 35.713 opt 0.746 0.0273 0.0223 opt 11.011 460.456 0.0071 0.0170
grid07×09 63 110 22 70.259 opt 0.318 0.0370 0.0155 opt 4.742 560.501 0.0114 0.0197
grid08×08 64 112 23 171.925 opt 0.037 0.0063 0.0149 opt 0.644 136.133 0 0
grid05×13 65 112 23 67.007 opt 0.928 0.0208 0.0208 opt 0.212 545.956 0 0
grid06×11 66 115 24 381.771 opt 0.757 0.0040 0.0120 opt 0.067 156.791 0 0
grid05×14 70 121 24 73.489 opt 27.030 0.0491 0.0202 opt 9.094 803.952 0.0292 0.0191
grid07×10 70 123 25 618.089 opt 0.670 0.0077 0.0154 opt 0.624 782.534 0 0
grid06×12 72 126 26 1166.405 opt 0.544 0.0074 0.0148 opt 0.193 192.534 0 0
grid08×09 72 127 25 435.146 opt 15.935 0.0383 0.0117 26 0.141 243.24 0 0
grid05×15 75 130 26 288.06 opt 8.133 0.0313 0.0174 opt 16.067 1030.223 0.0154 0.0188
grid07×11 77 136 27 988.596 opt 0.582 0.0268 0.0155 opt 14.594 1073.358 0.0111 0.0170
grid06×13 78 137 27 1005.126 28 0.407 0.0086 0.0149 28 0.399 240.895 0 0
grid08×10 80 142 28 2162.812 opt 10.011 0.0375 0.0178 opt 0.471 1349.913 0.0161 0.0178
grid09×09 81 144 28 737.579 opt 12.521 0.0437 0.0251 opt 33.286 1321.442 0.0214 0.0175
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Tabela 16: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama.

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

grid07×12 84 149 29 4637.38 opt 47.642 0.0441 0.0181 opt 193.300 1632.750 0.0293 0.0123
grid07×14 98 175 34 1720.86 opt 143.804 0.0433 0.0181 opt 25.353 2626.519 0.0162 0.0146

plan10 10 27 3 0.156 opt <0.01 0 0 opt <0.01 0.36 0 0
plan20 20 105 3 1.36 opt <0.01 0 0 opt <0.01 236.135 0 0
plan30 30 182 5 7.49 opt <0.01 0 0 opt <0.01 35.369 0 0
plan50 50 465 6 98.49 opt 0.01 0 0 opt 0.045 328.218 0 0

Random-50-1 50 49 24 0.281 opt <0.01 0 0 opt <0.01 48.632 0 0
Random-50-2 50 49 23 0.343 opt 0.034 0 0 opt 0.016 37.090 0 0
Random-50-3 50 58 24 0.39 opt 0.062 0 0 opt 0.088 63.400 0 0
Random-50-4 50 54 24 0.484 opt 0.225 0 0 opt 0.037 53.512 0 0
Random-50-5 50 67 22 0.968 opt 0.377 0.0196 0.0216 opt 5.639 274.454 0.0182 0.0223
Random-50-6 50 86 19 2.053 opt 0.030 0 0 opt 0.118 60.128 0 0
Random-50-7 50 84 19 3.171 opt 0.889 0.0175 0.0238 opt 1.811 202.007 0 0
Random-50-8 50 95 17 3.093 opt 0.131 0.0333 0.0272 opt 0.307 239.582 0 0
Random-50-9 50 108 17 26.373 opt 0.129 0.0028 0.0121 opt 0.161 62.742 0 0
Random-50-10 50 112 16 6.781 opt 0.047 0 0 opt 0.109 65.603 0 0
Random-50-20 50 248 9 346.264 opt <0.01 0 0 opt 0.070 170.726 0 0
Random-50-30 50 373 7 476.278 opt 0.038 0 0 opt 0.059 283.017 0 0
Random-50-40 50 475 6 1447.318 opt 0.092 0 0 opt 0.019 234.611 0 0
Random-50-50 50 597 5 1545.06 opt 0.013 0 0 opt 0.015 1106.759 0 0
Random-50-60 50 739 4 210.71 opt 0.014 0 0 opt <0.01 590.625 0 0
Random-50-70 50 860 3 156.14 opt 0.059 0 0 opt 0.076 1839.431 0 0
Random-50-80 50 980 3 90.813 opt <0.01 0 0 opt 0.011 3215.716 0 0
Random-50-90 50 1103 2 36.53 opt 0.030 0 0 opt 0.046 20.843 0 0
Random-100-1 100 100 46 0.64 opt 157.329 0.0354 0.0145 opt 152.173 3529.966 0.0141 0.0158
Random-100-2 100 109 46 0.843 opt 36.052 0.0148 0.0117 opt 28.777 2811.837 0.0011 0.0047
Random-100-3 100 181 37 7.421 opt 23.640 0.0445 0.0261 opt 34.160 3532.942 0.0162 0.0232
Random-100-4 100 206 34 61.702 opt 12.367 0.0213 0.0175 opt 7.070 3440.746 0.0088 0.0324
Random-100-5 100 231 32 164.502 opt 60.361 0.0299 0.0186 opt 2.737 4913.243 0.0063 0.0159
Random-100-6 100 321 26 5806.74 27 12.441 0.0265 0.0217 27 12.376 5075.340 0 0
Random-100-7 100 317 25 4009.377 opt 204.939 0.0434 0.0234 opt 29.346 6240.692 0.0040 0.0120
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Tabela 16: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama.

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

Net-10-10 100 342 20 148.213 opt 4.290 0.0095 0.0190 opt 9.485 7200.080 0.0025 0.0109

Tabela 17: Rezultati testiraǌa modifikovane VNS metode na instancama kod kojih nisu poznate optimalne ali
su poznate neke vrednosti.

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

grid06×14 84 148 30 30 (7200/nm) 30 2.319 0.0097 0.0148 30 1.706 1541.939 0.0017 0.0073
grid08×11 88 157 31 31 (7200/nm) 31 3.412 0.0278 0.0190 31 23.951 2230.121 0.0113 0.0154
grid06×15 90 159 32 32 (7200/nm) 32 1.196 0.0179 0.0218 32 3.103 1778.921 0 0
grid09×10 90 161 31 31 (7200/nm) 31 40.651 0.0443 0.0197 31 5.791 2500.137 0.0065 0.0129
grid07×13 91 162 32 32 (7200/nm) 32 16.778 0.0272 0.0130 32 19.704 1918.521 0.0078 0.0135
grid08×12 96 172 33 33 (7200/nm) 33 107.765 0.0403 0.0184 33 145.485 2533.369 0.0273 0.0132
grid09×11 99 178 34 35 (7200/nm) 35 2.261 0.0181 0.0132 34 531.761 2628.962 0.0279 0.0064
grid10×10 100 180 35 35 (7200/nm) 35 6.63 0.0302 0.0168 35 1.469 2633.736 0.0057 0.0114

plan100 100 1540 8 9 (7200/nm) 8 4.916 0 0 8 2.699 5981.246 0 0
plan150 150 2867 10 13 (7200/nm) 10 88.248 0.0273 0.0417 10 24.547 7221.162 0.0250 0.0433

Random-100-8 100 317 23 23 (7200/nm) 23 313.924 0.0448 0.0279 23 33.771 6867.432 0.0174 0.0213
Random-100-9 100 430 21 21 (7200/nm) 21 4.980 0.0269 0.0293 21 44.186 7020.981 0.0095 0.0190
Random-100-10 100 498 19 19 (7200/nm) 19 460.905 0.0445 0.0260 19 196.600 7200.052 0.0316 0.0307
Random-100-20 100 981 11 12 (7200/nm) 11 8.951 0.0250 0.0382 11 2.308 7202.277 0.0091 0.0273
Random-100-30 100 1477 8 11 (7200/nm) 8 1462.462 0.1056 0.0242 8 31.278 7200.936 0.0563 0.0622
Random-100-40 100 1945 7 9 (7200/nm) 7 1.501 0 0 7 0.444 7200.698 0 0
Random-100-50 100 2483 5 7 (7200/nm) 5 37.134 0 0 5 79.823 7204.286 0 0

Net-10-20 200 712 39 40 (7200/nm) 40 67.323 0.0146 0.0119 39 589.779 7202.664 0.0295 0.0147
Net-20-20 400 1482 79 81 (7200/nm) 81 2066.577 0.0180 0.0132 79 3584.317 7210.371 0.0386 0.0157
Net-30-20 600 2252 122 122 (7200/nm) 123 6034.018 0.0474 0.0352 122 3022.467 7253.234 0.0242 0.0126
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Tabela 18: Rezultati dodatnih testiraǌa VNS-CAI i modifikovane VNS metode na optimalno rexenim instancama

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

Random-150-1 150 157 70 0.719 opt 5.784 0.0136 0.0106 opt 31.432 3194.479 0.0014 0.0043
Random-150-2 150 243 61 23.018 62 13.182 0.0298 0.0163 62 97.083 3053.275 0.0137 0.0105
Random-150-3 150 322 50 1607.303 52 19.882 0.0240 0.0250 opt 1670.271 4213.027 0.0350 0.0209
Random-200-1 200 229 92 0.625 opt 27.482 0.0179 0.0155 opt 243.649 7201.07 0.0016 0.0039
Random-250-1 250 345 107 10.815 109 215.935 0.0257 0.0138 opt 797.02 7201.043 0.0178 0.0106

Tabela 19: Rezultati dodatnih testiraǌa VNS-CAI i modifikovane VNS metode na instancama kod kojih nisu
poznate optimalne ali su poznate neke vrednosti

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

Random-100-60 100 2985 4 100 (7200/nm) 4 0.437 0.0625 0.1083 4 72.434 7206.583 0 0
Random-100-70 100 3435 4 100 (7200/nm) 4 0.045 0 0 4 0.013 7208.769 0 0
Random-100-80 100 3935 3 100 (7200/nm) 3 0.025 0 0 3 1.131 7206.989 0 0
Random-100-90 100 4446 3 100 (7200/nm) 3 0 0 0 3 0.019 7214.638 0 0
Random-150-4 150 437 41 43 (7200/nm) 44 6.036 0.0330 0.0283 41 1257.691 3592.144 0.0500 0.0211
Random-150-5 150 557 37 38 (7200/nm) 38 27.003 0.0342 0.0251 37 2044.549 7200.099 0.0338 0.0168
Random-150-6 150 705 30 31 (7200/nm) 30 131.499 0.0800 0.0371 30 419.636 7200.276 0.0400 0.0226
Random-150-7 150 778 27 28 (7200/nm) 28 3.561 0.0482 0.0379 27 830.549 7201.580 0.0259 0.0206
Random-150-8 150 906 24 26 (7200/nm) 24 74.872 0.0813 0.0360 24 1684.669 7200.308 0.0417 0.0264
Random-150-9 150 965 25 29 (7200/nm) 25 40.569 0.0520 0.0286 25 11.648 7201.968 0.0160 0.0196
Random-150-10 150 1152 21 23 (7200/nm) 22 5.779 0.0295 0.0260 21 216.471 6099.083 0.0262 0.0237
Random-150-20 150 2228 12 17 (7200/nm) 13 1.433 0.0308 0.0449 12 3630.186 7207.652 0.0833 0.0264
Random-150-30 150 3318 9 150 (7200/nm) 9 111.754 0.1056 0.0242 9 5183.858 7216.550 0.1056 0.0242
Random-150-40 150 4476 7 150 (7200/nm) 7 1.01 0 0 7 6.377 7212.160 0 0
Random-150-50 150 5550 6 - (7200/nm) 6 0.301 0 0 6 1.343 7219.616 0 0
Random-150-60 150 6734 5 - (7200/nm) 5 0.081 0 0 5 0.972 7216.176 0 0
Random-150-70 150 7807 4 - (7200/nm) 4 0.265 0 0 4 7.08 7267.152 0 0
Random-150-80 150 8924 3 - (7200/nm) 3 1.803 0 0 3 98.015 7238.961 0 0
Random-150-90 150 10043 3 - (7200/nm) 3 0.031 0 0 3 1.374 7341.438 0 0
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Tabela 19: Rezultati dodatnih testiraǌa VNS-CAI i modifikovane VNS metode na instancama kod kojih nisu
poznate optimalne ali su poznate neke vrednosti

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

Random-200-2 200 390 69 69 (7200/nm) 71 62.339 0.0380 0.0189 70 648.308 7200.176 0.0236 0.0122
Random-200-3 200 581 55 55 (7200/nm) 58 151.38 0.0276 0.0176 55 4829.422 7201.879 0.0355 0.0135
Random-200-4 200 737 46 49 (7200/nm) 49 134.943 0.0622 0.0285 46 2654.908 7201.196 0.0772 0.0326
Random-200-5 200 1010 39 40 (7200/nm) 39 218.109 0.0603 0.0365 39 792.238 7204.249 0.0346 0.0260
Random-200-6 200 1180 36 37 (7200/nm) 36 115.925 0.0583 0.0247 36 533.056 7204.490 0.0292 0.0186
Random-200-7 200 1453 30 30 (7200/nm) 30 95.571 0.0617 0.0264 30 286.001 7204.908 0.0450 0.0264
Random-200-8 200 1580 28 31 (7200/nm) 29 23.275 0.0241 0.0221 28 74.533 7210.582 0.0411 0.0283
Random-200-9 200 1781 26 26 (7200/nm) 26 34.457 0.0500 0.0246 26 621.742 7204.031 0.0212 0.0257
Random-200-10 200 1984 24 29 (7200/nm) 24 290.275 0.0688 0.0272 24 4369.946 7201.297 0.0500 0.0250
Random-200-20 200 4116 13 200 (7200/nm) 14 5.264 0.0464 0.0341 13 127.704 7222.167 0.1115 0.0515
Random-200-30 200 5876 10 200 (7200/nm) 10 22.338 0.0550 0.0497 10 470.2 7258.864 0.0250 0.0433
Random-200-40 200 7907 8 - (7200/nm) 8 1.655 0 0 8 19.552 7272.771 0 0
Random-200-50 200 9895 6 - (7200/nm) 6 14.753 0.0250 0.0595 6 175.337 7280.975 0 0
Random-200-60 200 11971 5 - (7200/nm) 5 0.951 0 0 5 29.721 7325.941 0 0
Random-200-70 200 14059 4 - (7200/nm) 4 0.718 0 0 4 22.998 7394.337 0 0
Random-200-80 200 15918 4 - (7200/nm) 4 0.000 0 0 4 0.129 7602.310 0 0
Random-200-90 200 17821 3 - (7200/nm) 3 0.014 0 0 3 0.153 7632.036 0 0
Random-250-2 250 633 77 77 (7200/nm) 78 327.501 0.0609 0.0210 78 4705.878 7201.934 0.0340 0.0173
Random-250-3 250 956 60 61 (7200/nm) 61 591.823 0.0377 0.0244 60 7122.483 7205.279 0.0300 0.0145
Random-250-4 250 1194 50 54 (7200/nm) 52 301.061 0.0308 0.0214 50 1297.013 7206.840 0.0300 0.0232
Random-250-5 250 1540 43 44 (7200/nm) 44 516.513 0 0 43 684.635 7208.166 0.0291 0.0231
Random-250-6 250 1869 37 44 (7200/nm) 37 987.268 0 0 37 3363.253 7210.818 0.0500 0.0299
Random-250-7 250 2159 34 36 (7200/nm) 35 82.719 0.0371 0.0273 34 3657.473 7208.054 0.0529 0.0256
Random-250-8 250 2420 29 34 (7200/nm) 32 70.707 0.0328 0.0251 29 3829.234 7211.048 0.1034 0.0408
Random-250-9 250 2880 27 33 (7200/nm) 29 21.613 0.0345 0.0289 27 3622.312 7224.904 0.0815 0.0277
Random-250-10 250 3167 25 29 (7200/nm) 26 399.371 0.0404 0.0257 25 2874.293 7202.959 0.0600 0.0297
Random-250-20 250 6280 15 - (7200/nm) 15 28.354 0.0500 0.0357 15 678.819 7211.186 0.0300 0.0332
Random-250-30 250 9347 10 - (7200/nm) 10 1109.467 0.0950 0.0218 10 2483.681 7270.351 0.0900 0.0300
Random-250-40 250 12500 8 - (7200/nm) 8 26.584 0.0063 0.0272 8 44.401 7319.904 0 0
Random-250-50 250 15605 6 - (7200/nm) 6 36.364 0.1167 0.0764 6 1049.087 7551.006 0.0917 0.0829
Random-250-60 250 18660 5 - (7200/nm) 5 39.514 0.0100 0.0436 5 0.04 7279.655 0 0
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Tabela 19: Rezultati dodatnih testiraǌa VNS-CAI i modifikovane VNS metode na instancama kod kojih nisu
poznate optimalne ali su poznate neke vrednosti

Instance Cpl/Gur VNS-CAI modifikovani VNS

Ime |V | |E| best val(t) sol t err σ sol t ttot err σ

Random-250-70 250 21741 4 - (7200/nm) 4 122.784 0.1500 0.1225 4 233.755 7680.901 0.0625 0.1083
Random-250-80 250 24836 4 - (7200/nm) 4 0.031 0 0 4 5.915 1855.069 0 0
Random-250-90 250 27974 3 - (7200/nm) 3 0.035 0 0 3 7.524 1454.522 0 0

169



5 Zakǉuqak

Iako je prvi utisak da je problem rimske dominacije samo istorijski,

ovaj problem se mo�e primeniti i na veliki broj problema danas. Naime,

optimizacioni problemi rimske dominacije mogu da se primene na ve-

liki broj problema koji se tiqu raspore�ivaǌa razliqitih vrsta re-

sursa. Pri tom, mogu da se primene kako na statiqke, tako i na di-

namiqke probleme. Primera radi, ako se umesto legija rimskog carstva

mogu posmatrati vozila hitne pomo�i, tada se problem raspore�ivaǌa

vozila hitne pomo�i mo�e ekvivalentno modelirati kao problem or-

ganizovaǌa rimskih legija. Umesto vozila hitne pomo�i mogu se ras-

pore�ivati radio prijemnici, bolnice, vatrogasne stanice, restorani

i mnogi drugi resursi. Pored raspore�ivaǌa statiqkih objekata, pro-

blem rimske dominacije mo�e se iskoristiti prilikom odbranbenih

strategija ili pak, prilikom postavǉaǌa nadzornog sistema. Problem

”trpi” promene kojima se dodaju/oduzimaju resursi ili se uve�ava/uma-

ǌuje broj prijemnika (uqesnika).

U ovom radu razmatrani su problem rimske dominacije i ǌegove dve

modifikacije, problem ograniqene i problem slabe rimske dominacije.

U relevantnoj literaturi postojale su dve matematiqke formulacije

problema rimske dominacije. Prime�eno je da se obe formulacije mogu

poboǉxati uvo�eǌem odre�enih relaksacija i smaǌivaǌem odre�enog

broja ograniqeǌa. Poboǉxaǌem je omogu�eno da se za ve�i broj in-

stanci dobije optimalna vrednost. Ipak, kako vreme rexavaǌe problema

rimske dominacije za odre�ene klase grafova mo�e biti izuzetno dugo,

ili se, pak, neke instance ne mogu rexiti zbog ograniqeǌa u memoriji,

razvijen je novi algoritam, zasnovan na metodi promenǉivih okolina,

kojim se ovaj problem mo�e rexiti. Pored toga xto novi algoritam

dosti�e optimalno rexeǌe za veliki broj instanci izuzetno brzo i

kvalitetno, kao xto se iz prikazanih rezultata mo�e videti, prona�ene

vrednosti su uglavnom boǉe u odnosu na vrednosti dobijene metaheuris-

tiqkom metodom iz literature. Za problem ograniqene rimske domina-

cije definisana je prva matematiqka formulacija. Delovi rezultata

ovog dela istra�ivaǌa objavǉeni su [84] i [85]. Xto se problema slabe

rimske dominacije tiqe, uoqeno je da iako u literaturi postoje dve ra-

zliqite definicije ovog problema, postoje�a matematiqke formulacije
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problema ne odgovara ni jednoj. Grexka je otkloǌena, dokazano je da is-

pravǉena formulacija odgovara osnovnoj definiciji problema, a zatim

su predlo�eni poboǉxana matematiqka formulacija za koju je tako�e

pokazano da odgovara osnovnoj definiciji problema slabe rimske domi-

nacije i dva algoritma za rexavaǌe problema slabe rimske dominacije.

Prvi algoritam optimalno rexava problem slabe rimske dominacije

na blok grafovima, dok je drugi algoritam novi algoritam zasnovan na

metodi promenǉivih okolina. Iako novi algoritam predstavǉa meta-

heuristiqku metodu, na osnovu prikazanih rezultata se mo�e se videti

da predstavǉen algoritam dosti�e optimalno rexeǌe za veliki broj

instanci a neretko i boǉe vrednosti u odnosu na vrednosti dobijene

metaheuristiqkom metodom iz literature. Delovi pomenutih rezultata

objavǉeni su u [72], [81] i [93].

Budu�i da su posmatrani problemi iz klase NP problema, jedan od

doprinosa ove teze se ogleda upravo u algoritmima za rexavaǌe tih pro-

blema, na stranu xto su za odre�ene instance dostignuta nova najboǉa

rexeǌa. Doprinos ove teze tako�e se ogleda u tehnikama za unapre-

�eǌe odgovaraju�ih problema, modeliraǌu problema qija matematiqka

formulacija nije poznata, kao i u tehnikama rexavaǌa tih problema

algoritamski. Opisane tehnike mogu se primeniti i na druge verzije

problema rimske dominacije, pa tako ova teza predstavǉa uvod u jedno

mnogo obimnije istra�ivaǌe.
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the weak roman domination number of lexicographic product graphs. Discrete

Applied Mathematics, 263:257–270, 2019.

[70] Mathieu Liedloff, Ton Kloks, Jiping Liu, and Sheng-Lung Peng. Efficient al-

gorithms for roman domination on some classes of graphs. Discrete Applied

Mathematics, 156(18):3400–3415, 2008.

[71] Michel Jonathan Mizrahi. Algoritmos y complejidad para algunos problemas de

dominación. PhD thesis, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad

de Buenos Aires, 2014.
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[81] Marija Ivanović and Dragan Urošević. A new linear-time algorithm for com-

puting the weak roman domination number of a block graph. In XIII Balkan

Conference on Operational Research Proceedings, page 25. FON, 2018.

[82] Mathieu Chapelle, Manfred Cochefert, Jean-François Couturier, Dieter

Kratsch, Mathieu Liedloff, and Anthony Perez. Exact algorithms for weak

roman domination. In Combinatorial Algorithms, pages 81–93. Springer, 2013.

[83] A.P. Burger, A.P. de Villiers, and J.H. van Vuuren. A binary programming

approach towards achieving effective graph protection. In Proceedings of the

2013 ORSSA Annual Conference, pages 19–30. ORSSA, 2013.
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[85] Marija Ivanović. A mixed integer linear programming formulation for restrained

roman domination problem. Theory and Applications of Mathematics & Com-

puter Science, 5(2):110–115, 2015.

[86] Christian Blum and Andrea Roli. Metaheuristics in combinatorial optimiza-

tion: Overview and conceptual comparison. ACM Computing Surveys (CSUR),

35(3):268–308, 2003.

[87] F. Harary. Graph theory. Addison-Wesley MR0256911, 1969.



[88] F. Harary. A characterization of block-graphs. Canadian Mathematical Bulletin,

6(1):1–6, 1963.
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[91] Pierre Hansen and Nenad Mladenović. Variable neighborhood search: Princi-

ples and applications. European journal of operational research, 130(3):449–467,

2001.
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