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UTAPAWAPROSTORAHARMONIJSKIHFUNKCIJASAME[OVITOM
NORMOM U OGRANI^ENIM OBLASTIMA U Rn

U ovom radu predmet razmatrawa su teoreme utapawa te`inskih Bergmanovih
prostora u Lp - prostore, kao i teoreme utapawa prostora harmonijskih funkcija
sa me{ovitom normom.
Prvi deo teze uop{tava teoreme utapawa Bergmanovih prostora u Lp(µ) - pros-
tore, gde je µ Borelova mera na relevantnom domenu. Ranije su bili ispitavani na
domenima kao {to su jedini~na lopta i gorwi poluprostor. Uop{tewe se odnosi
na ograni~ene domene Ω ⊂ Rn sa granicom klase C1. Ovo utapawe }e va`iti za
bilo koje p > 0, kada god mera prostora Lp zadovoqava uslov Karlesona. Obrnuti
smer }e va`iti samo u slu~aju kada je p > 1 + α+2

n−2
.

Drugi deo disertacije tako|e uop{tava teoreme utapawa prostora me{ovitih
normi harmonijskih funkcija na jedini~noj lopti, pri tome se uop{tewe odnosi
na domen Ω ⊂ Rn ograni~en sa C1 granicom. Me|utim, pored toga, dolazimo
i do jo{ jednog bitnog rezultata koji se odnosi na ograni~enost maksimalnog
operatora u me{ovitoj normi na op{tem domenu za klasu QNS funkcija.

Kqu~ne re~i: harmonijske funkcije, Hardijevi prostori, Bergmanovi pros-
tori, me{oviti prostori

Nau~na oblast: Matemati~ka analiza
U`a nau~na oblast: Harmonijska analiza



Abstract

In this thesis, subjects of consideration are the embeddings theorems of weighted

Bergman spaces in Lp-spaces, as well as embeddings theorems of harmonic mixed

norm spaces.

The first part of the thesis generalizes the theorems of embeddings Bergman spaces

into Lp(µ)-spaces, where µ is a Borel measure on a given domain. They have been

earlier studied on domains such as unit ball and upper half-space. Generalization

refers to bounded domains Ω ⊂ Rn with C1 boundary. This embedding will be

valid to any p > 0, whenever the measure of the spaces Lp satisfies the Carledon

condition. Reverse the direction will be valid only in case if p > 1 + α+2
n−2

.

The second part of the dissertation also generalizes the embeddings theorems of

mixed norm spaces of harmonic functions on a unit ball, where the generalization

is applied to the domain Ω ⊂ Rn with C1 boundary. However, in addition we

are obtaining another important result relating to the limitation of the maximum

operators in the mixed norm on the general domain for the class of QNS functions.

Key words: harmonic function, Hardy spaces, Bergman spaces, Mixed norm

spaces

Scientific field: Mathematical analysis

Scientific subfield: Harmonic analysis
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Glava 1

Uvod

Harmonijske funkcije (re{ewa Laplasove jedna~ine) imaju va`nu ulogu u mnogim
oblastima matematike, fizike i tehni~kih nauka. Teorija Hp prostora (Hardi-
jevi prostori), nastala je po~etkom pro{log veka u radovima G. H. Hardy, J. E.

Littlewood, I. I. Privalov, F. i M. Riesz, V. Smirnov i G. Szego. Nezavisno, Stefan

Bergman je uveo prostore koje danas zovemo Bergmanovim (u slu~aju p = 2). Krajem
{ezdesetih godina 20-og veka dolazi se do otkri}a te`inskih Bergmanovih pros-
tora, a potom se pojavquju i prostori me{ovitih normi. Svi ovi prostori su
se u po~etku prou~avali u slu~aju holomorfnih i analiti~kih funkcija, a potom
harmonijskih.

Doktorska teza je sastavqena od pet glava, od kojih su najzna~ajnije tre}a i
peta. U tre}oj glavi su opisani prostori harmonijskih funkcija, tj. Hardijevi,
Bergmanovi, te`inski Bergmanovi prostori i mera Karlesona. Kao nov dopri-
nos teoriji je data teorema utapawa te`inskog Bergmanovog prostora u Lp(Ω, µ)

u slu~aju ograni~ene oblasti Ω sa glatkom granicom. ^etvrta glava se odnosi na
neke pomo}ne rezultate i to: Vitnijevu dekomopoziciju i QNS funkcije. U petoj
glavi koja je po doprinosu i najzna~ajnija, definisani su prostori me{ovitih
normi harmonijskih funkcija, i date neke od teorema utapawa datih prostora.
Najzna~ajniji rezultat nije samo teorema utapawa koja se uop{tava kada je u pi-
tawu domen na kome se posmtraju dati prostori, nego i ograni~enost maksimalnog
operatora u me{ovitoj normi na op{tem domenu za klasu QNS funkcija.
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Glava 2

Osnovni pojmovi i oznake

Na po~etku dajemo kratak pregled nekih osnovih pojmova koji }e se koristiti u
nastavku.

Prostor i poluprostor
Pod realnim n-dimenzionalnim prostorom Rn podrazumevamo skup ure|enih

n-torki x = (x1, x2, ..., xn), xi ∈ R, i = 1, n.
Gorwi poluprostor u Rn ozna~ava}emo sa Hn, odnosno H, kada nije potrebno
naglasiti dimenziju n, dakle H = {x ∈ Rn : x = (x1, x1, . . . , xn), xn > 0}.

Jedini~ni disk D u R2

Disk polupre~nika r, r > 0, sa centrom u ta~ki x kompleksne ravniC, u oznaci
D(x, r), je skup ta~aka za koje va`i D(x, r) = {y ∈ R : |y − x| < r}. U slu~aju kada
je r = 1 i x = 0, za disk ka`emo da je jedini~ni i ozna~ava}emo ga sa D.

Jedini~na lopta B u Rn

Otvorenu loptu polupre~nika r, r > 0, sa centrom u ta~ki x ∈ Rn, ozna~avamo
sa Bn(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r}, a sa ∂Bn = Sn−1(x, r) wenu granicu, odnosno
sferu, tj. ∂Bn(x, r) = Sn−1(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| = r}. Zatvorena lopta
u oznaci Bn(x, r) je unija otvorene lopte Bn(x, r) i wene granice ∂Bn(x, r), tj.
Bn(x, r) = Bn(x, r) ∪ ∂Bn(x, r). Kada je r = 1 i x = 0, za loptu ka`emo da je
jedini~na i ozna~ava}emo je sa Bn, a wenu odgovaraju}u sferu sa Sn−1.
Zapreminu jedini~ne lopte ozna~i}emo sa ωn, a zapreminu lopte Bn(x, r) sa
|Bn(x, r)|. Povr{inu jedini~ne (anormalizovane) sfere Sn−1 ozna~ava}emo sa
ωn−1 = nωn, a povr{ina sfere Sn−1(x, r) je Area(Sn−1) = rn−1nωn. Zapremina
lopte Bn(x, r) je |Bn(x, r)| = V (Bn) = rnωn.

Samerqivost veli~ina
Veli~ine A i B su samerqive u zapisu A ³ B ako postoje konstante 0 < c ≤
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C < ∞ tako da za razmatrane vrednosti A i B va`i:

c|A| ≤ |B| ≤ C|A|. (2.1)

Lebegova mera
Lebegovu meru ozna~avamo sa m, ili pak sa dV (zapreminki element).
Borelova mera
Neka je BΩ Borelova σ algebra otvorenog skupa Ω ⊂ Rn, tj. najmawa σ- al-

gebra koja sadr`i sve otvorene podskupove od Ω. Borelova mera na Ω je mera µ

definisana na BΩ i za koju va`i

µ(K) < ∞,

za svaki kompaktan skup K ⊂ Ω.
Svaka Borelova mera je regularna, tj.

µ(A) = sup {µ(K) : K ⊆ A,K kompaktan }, µ(A) = inf{µ(U) : A ⊆ U je otvoren},

za bilo koji Borelov skup A ⊂ Ω.
Povr{insku meru na (n− 1) - dimenzionoj povr{i M ⊂ Rn klase C1 ozna~avamo
sa dσ.

Radijalna maksimalna funkcija
Neka je u kompleksna funkcija definisana na B. Radijalna maksimalna

funkcija funkcije u je funkcija

(Mradu)(ξ) = sup
0≤r<1

|u(rξ)|, (ξ ∈ R).

Difeomorfizam
Difeomorfizam je C1 preslikavawe izme|u dva otvorena skupa u Rn ~iji je

inverz tako|e C1.
Poluneprekidne funkcije

Definicija 2.1. Neka je Ω ⊂ Rn. Funkcija u : Ω → [−∞, +∞] je poluneprekidna
odozgo u ta~ki a ∈ Ω ako za bilo koji broj C > u(a) postoji δ = δ(a, C) tako da je
u(x) < C kad god je |x − a| < δ i x ∈ Ω. Funkcija u je poluneprekidna odozgo na Ω

ako je poluprekidna odozgo u svakoj ta~ki na Ω.

Dokazuje se da je funkcija u poluneprekidna odozgo na Ω, ako i samo ako su
skupovi {x ∈ Ω : u(x) < C} otvoreni u Ω za svako C ∈ R. Mo`e se dokazati da je
u poluneprekidna odozgo ako je lim

x→a
sup u(x) ≤ u(a) za svako a ∈ Ω.
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Napomena 2.1. Primetimo da poluneprekidne odozgo funkcije mogu uzimati vred-
nosti −∞ i +∞.

Lako se vidi, ako su f i g funkcije poluneprekidne odozgo i C ≥ 0, tada su i
funkcije: Cf , f +g,max (f, g) imin (f, g) poluneprekidne odozgo. Poluneprekid-
nost odozgo povla~i i lokalnu ograni~enost odozgo:

Teorema 2.1. Neka je funkcija f poluneprekidna odozgo na otvorenom skupuΩ ⊂ Rn.
Tada je f ograni~ena odozgo na kompaktnim podskupovima i dosti`e supremum na
svakom kompaktnom skupu K ⊂ Ω.

Lp prostori
Dve merqive funkcije u odnosu na merqiv prostor (X, µ), gde je µ pozitivna

mera na nekoj σ-algebri prostora X , poistove}ujemo, ukoliko se one poklapaju
skoro svuda na prostoruX u odnosu na datu meru µ. Funkcija f , kojom se reprezen-
tuje jedna tako dobijena klasa ekvivalencije pripada prostoru Lp(X, µ) ukoliko
va`i

||f ||Lp(X,µ) = ||f ||p =




∫

X

|f(x)|pdµ(x)




1/p

< ∞, za 0 < p < ∞,

||f ||L∞(X,µ) = ||f ||∞ = ess sup
x∈X

|f(x)|.

Za 1 ≤ p ≤ +∞ ovo je Banahov prostor, a za 0 < p < 1, Lp(X) je kompletan
metri~ki prostor sa metrikom dp(f, g) =

∫
X

|f − g|pdµ. Kada je p = 2, L2(X) je i
Hilbertov sa skalarnim proizvodom definisanim na slede}i na~in

〈u, v〉 =

∫

X

u(x)v(x)dµ(x).

Stav 2.1. Neka je µ(X) < ∞ i 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞. Ako f ∈ Lr(X) tada je

||f ||p ≤ (µ(X))
1
p
− 1

r ||f ||r,

odnosno va`i
Lr(X) ↪→ Lp(X).

Dokaz: Za p = r tvr|ewe o~igledno sledi. Neka je 1 ≤ p < r ≤ ∞ i f ∈ Lr(X).
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Tada je |f |p ∈ L
r
p (X) i Helderova nejednakost daje

∫

X

|f(x)|pdµ(x) ≤



∫

X

(|f(x)|p) r
p dµ(x)




p
r



∫

X

dµ(x)




1− p
r

{to je ekvivalentno sa
||f ||p ≤ (µ(X))

1
p
− 1

r ||f ||r.
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Glava 3

Prostori harmonijskih funkcija

Ova glava je sastavqena od {est poglavqa. U prvom poglavqu opisujemo harmoni-
jske i subharmonijske funkcije i dajemo neke wihove osobine, potom uvodimo
maksimalne funkcije. U tre}em i ~etvrtom poglavqu se bavimo Hardijevim i
Bergmanovim prostorima, sa posebnim osvrtom na slu~aj harmonijskih funkcija.
Peto poglavqe se odnosi na meru Karlesona i teoreme utapawa Karlesona. U
posledwem, {estom poglavqu izla`emo rezultat autora [46] o utapawu te`inskih
Bergmanovih prostora harmonijskih funkcija u Lp prostore, bp(Ω) ↪→ Lp(Ω, µ).
Ovo utapawe se odnosi na op{te domene, preciznije na ograni~en domen Ω ⊂ Rn

sa C1 granicom.

3.1 Harmonijske i subharmonijske funkcije
Harmonijske funkcije se javqaju u kompleksnoj analizi, parcijalnim diferenci-
jalnim jedna~inama, elekromagnetici, u teoriji fluida i tako daqe.

Neka je n ≥ 2 fiksiran pozitivan ceo broj i Ω otvoren neprazan podskup od
Rn. Dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija u, tj. iz prostora C2(Ω), je
harmonijska na Ω, ako je

∆u ≡ 0,

gde je∆ = ∂2

∂x2
1
+ . . .+ ∂2

∂x2
j
, a ∂2

∂x2
j
kada j = 1, n, su drugi parcijalni izvodi. Operator

∆ je Laplasijan, a jedna~ina ∆u ≡ 0 Laplasova jedna~ina. Jednodimenzionalni
slu~aj nije interesantan, jer svaka harmonijska funkcija na otvorenom intervalu
je linearna.

Svaka harmonijska funkcija je beskona~no diferencijabilna i svaki parci-
jalni izvod harmonijske funkcije je tako|e harmonijski. A kako je Laplasi-
jan linearan na C2(Ω), zbir harmonijskih funkcija kao i proizvod harmonijske
funkcije i skalara su opet harmonijske.
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Skup svih harmonijskih funkcija je vektorski prostor koji ozna~avamo sa
h(Ω).

Za y ∈ Rn i funkciju u na Ω, y - translacija od u je funkcija na Ω + y i u
ta~ki x wena vrednost je u(x − y). O~ito, translacije harmonijskih funkcija su
harmonijske.

Za pozitivan broj λ i funkciju u na Ω, λ - dilatacija u oznaci uλ, je funkcija

(uλ)(x) = u(λx)

definisana za x iz 1
λ
Ω = { 1

λ
w : w ∈ Ω}. Ako je u ∈ C2(Ω), prostim ra~unom

se pokazuje da je ∆(uλ) = λ2(∆u)λ na skupu 1
λ
Ω. Odatle neposredno sledi da su

dilatacije harmonijskih funkcija tako|e harmonijske.
Brojna osnovna svojstva harmonijskih funkcija proizilaze iz Grinove for-

mule: ∫

Ω

(u∆v − v∆u)dm =

∫

∂Ω

(uDnv − vDnu)dσ, (3.1)

gde Ω predstavqa ograni~en otvoren podskup od Rn sa C1 granicom, u i v su C2−
funkcije u okolini Ω, a Dn ozna~ava izvod po pravcu spoqa{we normale.

Zna~ajan je specijalan slu~aj Grinove formule, kada je u harmonijska funkcija
i v ≡ 1, tj. ∫

∂Ω

Dnudσ = 0. (3.2)

Radijalno re{ewe Laplasove jedna~ine je funkcija v(x) = c|x|2−n (n > 2),
odnosno v(x) = c log |x| (n = 2). Za pogodan izbor konstante c = 1

nωn
dobijamo

fundamentalno re{ewe Laplasove jedna~ine Γ(x) =

{
− 1

2π
ln |x|, n = 2,

c
n−2

1
|x|n−2 n ≥ 3.

Veza izme|u harmonijskih funkcija i sfera zauzima centralno mesto u teoriji
harmonijskih funkcija. Osobina koja najboqe pokazuje ovu povezanost je osobina
sredwe vrednosti u ~ijem dokazu kqu~nu ulogu ima Green-ova formula.

Osobina sredwe vrednosti. Ako je u ∈ h(Ω) i B(x, r) ⊂ Ω, tada je u(x) jednaka
sredwoj vrednosti funkcije u na S(x, r). Preciznije,

u(x) =
1

ωn−1

∫

S(0,1)

u(x + ρξ)dσ(ξ), 0 < ρ < r,

=
1

AreaS(x, r)

∫

S(x,r)

udσ.

8



Dokaz: Prvo, pretpostavimo da je n > 2. Bez gubqewa op{tosti mo`emo pret-
postaviti da je B(x, r) = B. Fiksirajmo ε ∈ (0, 1). Primenom Grinove formule
(3.1), po oblasti W = {y ∈ Rn : ε < |y| < 1} i v(y) = |y|2−n kao i primenom
osobina dilatacije i translacije dobijamo

0 =

∫

Wε

(u∆v − v∆u)dm =

∫

∂Wε

(uDnv − vDnu) dσ

=

∫

S

(uDnv − vDnu) dσ −
∫

εS

(uDnv − vDnu) dσ

= (2− n)

∫

S

udσ − (2− n)ε1−n

∫

εS

udσ −
∫

S

Dnudσ − ε2−n

∫

εS

Dnudσ.

Na osnovu (3.2), posledwa dva integrala prethodnog izraza su jednaka nuli, pa
dobijamo ∫

S

udσ = ε1−n

∫

εS

udσ,

{to je isto kao i ∫

S

udσ =

∫

S

u(εξ)dσ(ξ).

Pu{taju}i da ε → 0 i koriste}i neprekindost funkcije u u ta~ki 0, dobijamo
`eqeni rezultat.

Specijalno, ako je u ∈ h(Ω) i B(0, 1) ⊂ Ω, onda je

u(0) =
1

wn−1

∫

S(0,1)

u(ξ)dσ(ξ).

Osobina sredwe vrednosti, zapreminska verzija. Ako je u ∈ h(Ω) iB(x, r) ⊂ Ω,
tada je u(x) jednaka sredwoj vrednosti funkcije u na B(x, r). Preciznije,

u(x) =
1

|B(x, r)|
∫

B(x,r)

udm.

Va`na posledica ove osobine je slede}a teorema:

Teorema 3.1. (Princip maksimuma) : Neka je u realna harmonijska funkcija u
povezanom domenu Ω ⊂ Rn. Ako funkcija u dosti`e minimum ili maksimum u Ω

onda je ona konstantna.
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Posledica ove teoreme govori o tome da ako su u i v neprekidne funkcije na
zatvorenom domenu Ω, Ω ⊂ Rn, koje su harmonijske na domenu Ω i ako je u = v na
granici domena onda je u = v i na samom domenu Ω.

Posledica 3.1. Neka je Ω ograni~en domen i neka je u neprekidna realno vred-
nosna funkcija na ∂Ω, koja je i harmonijska na Ω. Tada funkcija u posmatrana na
zatvorenom domenuΩ, dosti`e svoje minimalne i maksimalne vrednosti na granici
∂Ω.

Na`alost, ovo ne va`i za neograni~ene domene, i u tom slu~aju kada je Ω

neograni~en, ili kada u nije neprekidna na Ω, va`i slede}a posledica:

Posledica 3.2. [7] Neka je u realno vrednosna, harmonijska funkcija na Ω i neka je

lim
k→∞

sup u(ak) ≤ M

za svaki niz (ak) u Ω koji konvergira ili ka nekoj ta~ki na ∂Ω ili ka ∞. Tada je
u ≤ M na Ω.

Teorema 3.1 i wene posledice (Posledica 3.1 i Posledica 3.2) imaju smisla
samo za realno vrednosne funkcije. Slede}a posledica se odnosi na kompleksno
vrednosne funkcije.

Posledica 3.3. [7] Neka je Ω povezan domen i neka je u harmonijska funkcija na Ω.
Ako |u| dosti`e maksimum u Ω, tada je funkcija u konstantna.

Za kompleksno vrednosne funkcije Posledica 3.3 je analog Teoreme 3.1, a
tako|e va`e i analogne posledice za Posledicu 3.1 i Posledicu 3.2.

Me|utim, te analogne posledice va`e samo za maksimum ili lim sup funkcije
|u|, dok ni jedan princip za minimum ne va`i za funkciju |u|.

U nastavku, uvodimo Poasonovo jezgro za jedini~nu loptu.
Naime, postoji funkcija P na B× S takva da je

u(x) =
1

wn−1

∫

S(0,1)

u(ξ)P (x, ξ)dσ(ξ)

za svaku ta~ku x ∈ B i svaku harmonijsku funkciju u na B i neprekidnu na B.
Prilikom odre|ivawa funkcije P , polazimo od specijalnog slu~aja kada je

n = 2, i primenom Tejlorovog reda, dolazimo do oblika funkcije:

PB(x, ξ) =
1− |x|2
|x− ξ|2 .
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Me|utim, znatno komplikovaniji postupak je u vi{im dimenzijama. Pa da bi se
odredila funkcija P (x, ξ) kada je n > 2, potrebno je pomo}no tvr|ewe, tzv. Lema
simetrije:

Lema 3.1. [7] Za svako 0 6= x, y ∈ Rn, va`i jednakost
∣∣∣∣

y

|y| − |y|x
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
x

|x| − |x|y
∣∣∣∣ .

Primewuju}i ovuLemu 3.1 i Grinovu formulu ( 3.1), izra~unavawem, dolazimo
do oblika Poasonovog jezgra P za dimenziju n > 2 koji glasi:

PB(x, ξ) =
1− |x|2
|x− ξ|n .

Kada je u pitawu gorwi poluprostor, Poasonovo jezgro je oblika:

PH(z, t) = cn
y

(|x− t|2 + y2)
n
2

ili PH(z, t) = cn
y

|z − t|n

gde je
z = (x, y) ∈ H, t ∈ Rn−1, cn =

2

wn−1

.

Postupci ovih dokaza se mogu videti u kwizi [7]. Karakteristi~an primer
primene Poasonovog jezgra je u re{avawu Dirihleovog problema.

Dirihleov problem
Jedno od najzna~ajnijih pitawa u teoriji harmonijskih funkcija je: "Da li,

za datu neprekidnu funkciju f na ∂Ω, postoji neprekidna funkcija u na Ω, koja
je harmonijska na Ω, tako da va`i u = f na ∂Ω, pri ~emu je Ω ograni~en? Ako
postoji, kako na}i funkciju u?" Ovo je ~uveni Dirihlev problem.

Na osnovu principa maksimuma, ako postoji re{ewe ovog problema, onda je
ono jedinstveno.

Neka je sada f restrikcija na S(0, 1) funkcije u, pri ~emu je u harmonijska na
B(0, 1) i nerekidna na B(0, 1), tada je

u(x) =
1

wn−1

∫

∂Ω

f(ξ)P (x, ξ)dσ(ξ)

za svako x ∈ B. Polaze}i od neprekidne funkcije f na ∂Ω, i koriste}iPoasonovo
jezgro defini{emo produ`ewa funkcije f na Ω.

Za proizvoqnu f ∈ C(S), defini{emoPoasonov integralfunkcije f , u oznaci
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PB[f ], za koju va`i

PB[f ](x) =
1

wn−1

∫

S(0,1)

f(ξ)PB(x, ξ)dσ(ξ), x ∈ B.

Teorema koja pokazuje da Poasonov integral re{ava Dirihleov problem za loptu
B glasi:

Teorema 3.2. Neka je funkcija f neprekidna na S i neka je u funkcija definisana
sa:

u(x) =

{
PB[f ](x), ako je x ∈ B;
f(x), ako je x ∈ S.

Tada je funkcija u neprekidna na B i harmonijska na B.

Za Poasonov integral va`i jo{ jedna teorema:

Teorema 3.3. [7] Neka je funkcija u neprekidna na B i harmonijska na B, tada je
u = P [u|S] na B.

Sada, navodimo re{ewe Dirihleovog problema za gorwi poluprostor:

Teorema 3.4. [7] Neka je funkcija f neprekidna i ograni~ena na Rn−1 i neka je u

funkcija definisana na H sa:

u(z) =

{
PH[f ](z), ako je z ∈ H;
f(z), ako je z ∈ Rn−1.

Tada je funkcija u neprekidna na H i harmonijska na H. [tavi{e, na H va`i

|u| ≤ ||f ||∞.

Analog Teoremi 3.3, u slu~aju gorweg poluprostora je:

Teorema 3.5. [7] Neka je funkcija u neprekidna i ograni~ena na H i harmonijska na
H, tada je u = PH[u|Rn−1 ] na H.

Navodimo narednu teoremu koja opisuje pona{awe ravnomerno konvergentnih
nizova harmonijskih funkcija.

Teorema 3.6. [7]Neka je (um) niz harmonijskih funkcija naΩtako da um konvergira
ravnomerno ka funkciji u na svakom kompaktnom podskupu od Ω. Tada je funkcija u

harmonijska na Ω.
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Dokaz: Neka je B(x, r) ⊂ Ω, potrebno je pokazati da je funkcija u harmonijska na
B(x, r). Bez gubqewa op{tosti pi{emo B(x, r) = B.

Kako je
um(y) =

1

wn−1

∫

S

um(ξ)P (x, ξ)dσ(ξ)

za svako y ∈ B i svakom, gde je P funkcija naB = B(x, r), to primenom grani~ne
vrednosti na obe strane, dobijamo

u(y) =
1

wn−1

∫

S

u(ξ)P (x, ξ)dσ(ξ)

za svako y ∈ B. Time je pokazano da je funkcija u harmonijska na B.
Harmonijske funkcije su jedine neprekidne funkcije koje zadovoqavaju os-

obinu sredwe vrednosti. Slede}a teorema pokazuje da neprekidna funkcija koja
zadovoqava slabiji oblik osobine sredwe vrednosti mora biti harmonijska.

Teorema 3.7. [7] Neka je funkcija u neprekidna na Ω. Ako za svako x ∈ Ω postoji
niz pozitivnih brojeva rj → 0 tako da va`i

u(x) =
1

wn−1

∫

S

u(x + rjξ)dσ(ξ),

za svako j, tada je funkcija u harmonijska na Ω.

Ako sada uslov neprekidnosti funkcije u zamenimo sa slabijim uslovom,
uslovomlokalneintegrabilnosti, dobijamo slede}u teoremu. (Zafunkciju ka`emo
da je lokalno integrabilna naΩ ako je Lebeg integrabilna na svakom kompaktnom
skupu K ⊂ Ω.)

Teorema 3.8. [7] Ako je funkcija u lokalno integrabilna na Ω takva da je

u(x) =
1

|B(x, r)|
∫

B(x,r)

udm,

kada god je B(x, r) ⊂ Ω, tada je funkcija u harmonijska na Ω.

Osim prethodnog principa maksimuma (Teorema 3.1), dajemo jo{ jedno tvr|ewe
koje je op{tije od Teorema 3.1, tzv. lokalni princip maksimuma:

Teorema 3.9. [7] Neka je Ω povezan domen i neka je u realno vrednosna, harmonijska
funkcija na Ω koja dosti`e lokalni maksimum u domenu Ω. Tada je funkcija u

konstantna.
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Za ograni~ene harmonijske funkcije u prostoru Rn va`e:

Teorema 3.10. ( Liouville) [7]Ograni~ena harmonijska funkcija u Rn je konstantna.

Teorema 3.11. ([varcov princip refleksije) [7] Neka je Ω oblast simetri~na u
odnosu na hiperravan E. Ako je funkcija u neprekidna na Ω ∩ E+, harmonijska na
Ω ∩ E+ i u = 0 na Ω ∩ E, tada se u harmonijski produ`ava na Ω. E je hiperravan
oblika E = {x ∈ Rn : 〈b, x〉 = c}, a E+ = {x ∈ Rn : 〈b, x〉 > c}, gde je c realni broj,
b nenula vektor u Rn i 〈·〉 skalarni proizvod.
Posledica 3.4. [7] Neka je H gorwi pluprostor i neka je funkcija u neprekidna i
ograni~ena na H koja je harmonijska na H. Ako je u = 0 na ∂H, tada je u ≡ 0 na H.

Subharmonijske funkcije

Definicija 3.1. Realna funkcija u je subharmonijska na Ω ako je poluneprekidna
odozgo na Ω i zadovoqava nejednakost

u(x) ≤ 1

Area(S(x, r))

∫

S(x,r)

udσ, B(x, r) ⊂ Ω.

Teorema 3.12. Neka je Ω ⊆ C otvoren skup i neka je u : Ω → R funkcija iz C2(Ω).
Tada je funkcija u subharmonijska ako i samo ako je ∆u ≥ 0 u Ω.

Za subharmonijske funkcije va`i:
(i) Ako je funkcija u subharmonijska na Ω, tada je i Cu subharmonijska u Ω za

bilo koju konstantu C ≥ 0.
(ii) Ako su funkcije u1(x), . . . , um(x) subharmonijske u Ω ⊂ Rn, tada su i

funkcije
m∑

i=1

ui i max
1≤i≤m

ui(x) tako|e subharmonijske u Ω.
(iii)Grani~na vrednost ravnomernokonvergentnogniza subharmonijskihfunkcija

je subharmonijska funkcija.
(iv) Grani~na vrednost monotono opadaju}eg niza subharmonijska funkcija je

subharmonijska funkcija.
Va`no svojstvo subharmonijskihfunkcija glasi: Ako jeu harmonijskafunkcija

tada je |u|p subharmonijska za svako p ≥ 1. To ne mora da va`i za 0 < p < 1.
Me|utim, u slu~aju 0 < p < 1 ipak va`i slabije tvr|ewe od gore navedenog. To

su za n = 2 dokazali Hardy i Littlewood [32], a uop{tili su Fefferman i Stein

[25] (Section 9, Lemma 2) za n > 2. Ovo subharmonijsko pona{awe za |u|p glasi:
Teorema 3.13. [25],[32] Neka je 0 < p < ∞. Tada postoji pozitivna konstanta
Cn,p tako da je

|u(x)|p ≤ Cn,p

|B(x, r)|
∫

B(x,r)

|u(y)|pdy,
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za svaku harmonijsku funkciju u ∈ Ω ⊂ Rn i B(x, r) ⊂ Ω.

Dokaz: Naravno, za p ≥ 1, je Cn,p = 1. Zato pretpostavimo da je 0 < p < 1. Neka je
|B(x, r)| zapremina lopte B(x, r) i mo`e se pretpostaviti da je x = 0 i r = 1.

u(y) =
ε2 − |y|2
εωn−1

∫

Sε

u(z)

|y − z|n dσ(z),

za y ∈ Bε = B(0, ε), 0 < ε < 1. Sledi da je

|u(y)| ≤ ε2 − ρ2

εωn−1

∫

Sε

|u(z)|
(ε− ρ)n

dσ(z) =
ε + ρ

ε(ε− ρ)n−1ωn−1

∫

Sε

|u(z)|dσ(z),

za 0 ≤ |y| = ρ < ε < 1. Zato je

M∞(ρ) ≤
(
1 +

ρ

ε

) M1(ε)(
1− ρ

ε

)n−1 ≤ 2
(
1− ρ

ε

)1−n

M1(ε), 0 < ρ < ε < 1 (3.3)

a o~igledna je nejednakost

M1(t) ≤ M1−p
∞ (t)Mp

p (t), 0 < t < 1 (3.4)

gde je Mp(ρ) =

(
1

ρn−1ωn−1

∫
Sρ

|u|pdσ

) 1
p

, M∞(p) = sup
Sρ

|u|. (Kao rezultat ovog dokaza,
treba dobiti na kraju da je |u(0)| ≤ Cn,p, uz uslov normalizacije

1∫

0

ρn−1Mp
p (ρ)dρ ≤ 1.)

Koriste}i (3.3) i (3.4) sledi da je za 0 < t < ε < 1

M1(t) ≤ Mp
p (t)M1−p

∞ (t) ≤ Mp
p (t)M1−p

1 (ε)21−p

(
1− t

ε

)(1−p)(1−n)

,

pa je

log M1(t) ≤ p log Mp(t)+(1−p) log M1(ε)+(1−p) log 2+(1−p)(1−n) log

(
1− t

ε

)
.

Neka je ε = tx za neko 0 < x < 1 (tada je t < ε) i

log M1(t) ≤ p log Mp(t)+(1−p) log M1(t
x)+(1−p) log 2+(1−p)(1−n) log(1−t1−x),
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zato je

1∫

1
2

log M1(t)
dt

t
≤ (1− p) log2 2 + (1− p)(1− n)

1∫

1
2

log(1− t1−x)
dt

t

+p

1∫

1
2

log Mp(t)
dt

t
+ (1− p)

1∫

1
2

log M1(t
x)

dt

t

= C(p, n, x) + p

1∫

1
2

log Mp(t)
dt

t
+

1− p

x

1∫

( 1
2)

x

log M1(ρ)
dρ

ρ
.

Sada, neka je x = 1− p2. Ako je M1(2
−x) ≤ 1 tada je |u(x)| ≤ 1. Zato uzmimo da je

M1(2
−x) > 1.

Iz gorwe nejednakosti je

p

1 + p

1∫

1
2

log M1(t)
dt

t
≤ C(p, n) +

1∫

1
2

log Mp
p (t)

dt

t
≤ C(p, n) +

1∫

1
2

Mp
p (t)

dt

t

≤ C(p, n) + 2n

1∫

1
2

tn−1Mp
p (t)

dt

t
,

i dobijamo
1∫

1
2

log M1(t)
dt

t
≤ K(u, p).

Kako je M1(t) rastu}a za 0 ≤ t < 1, dobijamo `eqeni rezultat

|u(0)| ≤ C(u, p).

Napomena 3.1. :

(1) Ovaj dokaz pokazuje da teorema va`i i za kompleksno vrednosne harmonijske
funkcije u.

(2) Uop{tenije, teorema va`i ako se |u| zameni sa proizvoqnom nenegativnom
subharmonijskom funkcijom na Ω.

(3) Kada je 0 < p < 1 zapremina |B(x, r)| se ne mo`e zameniti sa povr{inom
Area(S(x, r)).
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Posledica 3.5. Neka je 0 < p < ∞. Postoji konstanta koja zavisi od p, C = Cp,
tako da je

|u(0)|p ≤ Cp

∫

B

|u|pdσ

za svaku harmonijsku funkciju u na jedini~noj lopti B. Kada je p ≥ 1, nejednakost
va`i za Cp = 1.

3.2 Maksimalne funkcije
Maksimalna funkcija je jedan od najzna~ajnijih pojmova u harmonijskoj analizi i
parcijalnim diferencijalnim jedna~inama. Najpoznatija maksimalna funkcija
je Hardy-Littlewood-ova 1930. godine Hardy i Littlewood u radu [31] uvode pojam i
ispituju osobinemaksimalnefunkcije narealnoj pravoj. Wena vi{edimenzionalna
verzija je prvi put upotrebqena od strane Wiener-a 1939. godine u radu [100] kao
i Marcinkiewicz-a i Zygmund-a u [57]. Maksimalna funkcija je klasi~an alat
u harmonijskoj analizi, ali se koristi i u prou~avawu prostora Sobolev-a i
parcijalnih diferencijalnih jedna~ina [8], [53].

Hardy-Littlewood-ova maksimalna funkcijaMf : Rn → [0, +∞] lokalno inte-
grabilne funkcije f : Rn → C je definisana sa

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|
∫

B(x,r)

|f(y)|dy, x ∈ Rn.

Poznata teorema Hardy-Littlewood-Wiener tvrdi da je maksimalan operator
ograni~en u Lp(Rn) za 1 < p ≤ ∞, tj.

||Mf ||p ≤ Cp||f ||p,

gde je Cp konstanta koja zavisi samo od p i n, a || · ||p je norma definisana u Lp

prostorima, ([85],Theorem I.1).
Za slu~aj kada je p = 1 ovo ne va`i, ali postoji konstanta C(n) > 0 tako da za

svako λ > 0 i f ∈ L1(Rn) va`i da je

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≤ C(n)
||f ||1

λ
.

Osim ove, defini{emo jo{ jednu maksimalnu funkciju u× za harmonijsku
funkciju u koju }emo koristiti u Glavi 5, prilikom dokazivawe teoreme utapawa
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na domenu sa C1 granicom. Tu funkciju u dvodimenzionalnom slu~aju uvodi
Pavlovi} u radu [66], i defini{e je na jedini~nom disku D sa:

u×(rξ) = sup
r≤ρ≤ 1+r

2

|u(ρξ)|, ξ ∈ ∂D.

Slede}a maksimalna funkcija je poslu`ila kao motivacija za definisawe mak-
simalne funkcije na domenu Ω ⊂ Rn sa glatkom granicom.

UBergmanovimprostorimana jedini~noj lopti uRn, ovamaksimalnafunkcija
netangencijalnog tipa, koja se izme|u ostalog mo`e videti kod O. Mihi} u [59],
data je sa:

u∗(ξ) = sup
z∈Dc(ξ)

|u(z)|,

gde je

Dc(ξ) = {z ∈ B(0, 1) : |ξ − z| < c(1− |z|)}, ξ ∈ S(0, 1), c > 1.

Sada, neka je Ω ⊂ Rn ograni~en domen sa C1 granicom, postoji definiraju}a
funkcija ρ ∈ C1(Rn) takva da je

Ω = {x ∈ Rn : ρ(x) > 0}, ∂Ω = {x ∈ Rn : ρ(x) = 0},∇ρ(ξ) 6= 0,

za svako ξ ∈ ∂Ω. Na osnovu teoreme o cevastoj okolini postoji okolinaU granice
∂Ω i C1− difeomorfizam χ : U → ∂Ω × (−r0, r0) tako da je χ(∂Ω) = ∂Ω × {0},
χ(U ∩Ω) = ∂Ω× (0, r0). Ozna~imo sa ϕ = χ−1 i za−r0 < t < r0, Γt = ϕ(∂Ω×{t}).

Na Ω ∩ U maksimalnu funkciju u× funkcije u : Ω → R+, defini{emo na
slede}i na~in:

u×(ϕ(ξ, t)) = sup
3t
4
≤τ≤t

|u(ϕ(ξ, τ))|, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, r0), (3.5)

a wena svojstva }emo izu~avati u Glavi 5.

3.3 Hardijevi prostori
Hardijevi prostori su intenzivno ispitivani od 1915. godine pa nadaqe. U ranoj
fazi razvoja te teorije najzna~ajniji doprinos su dali G. H. Hardy, J. E. Little-

wood, I. I. Privalov, F. i M. Riesz, V. Smirnov i G. Szego. Ve}ina ranih radova se
bavila svojstvima pojedinih funkcija klase Hp. Otkriveno je da svaka funkcija
Hp prostora ima radijalni limes u skoro svakoj ta~ki jedini~nog kruga. Zatim,
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ograni~ena analiti~ka funkcija ne mo`e imati radijalne limese identi~ki jed-
nake nuli na podskupu jedini~ne kru`nice koji je strogo pozitivne mere, osim u
slu~aju kada je ta funkcija konstantno jednaka nuli. Jedna od po~etnih stvari
kao inicijator za prou~avawe Hardijevih prostora bila je wihova primena na
teoriju Furijeovih i trigonometrijskih redova. Sa pojavom funkcionalne anal-
ize, tridesetih godina pro{log veka, Hp prostori su po~eli da se posmatraju kao
primeri Banahovih prostora, za 1 ≤ p ≤ ∞. Ovo je omogu}ilo da se defini{u
novi problemi, kao i da se prona|u efekasnije metode re{avawa nekih starih
problema. Za 0 < p ≤ ∞, Hp se posmatraju kao linearni prostori. Kada je
0 < p < 1, Hp su kompletni metri~ki prostori, pri ~emu je

dp(f, g) = ||f − g||pp, (3.6)

gde je

||f ||pp = sup
0≤r<1

2π∫

0

|f(reiθ)|pdθ,

i nisu Banahovi niti lokalno konveksni, a mogu se posmatrati i kao zatvoreni
potprostori Lp prostora. Tvr|ewa, dokazi i ostali sadr`aji se mogu na}i u
kwigama slede}ih autora: Duren [19], Garnet [30], Koosis [49] i drugi.

Hardijevi prostori (Hp) su prostori analiti~kih funkcija, ali se mogu raz-
matrati i analogni prostori harmonijskih funkcija (hp).

Neka je Ω proizvoqna prosto povezana oblast u kompleksnoj ravni sa naj-
mawe dve ta~ke na granici. Nije te{ko definisati prostor H∞(Ω) ograni~enih
analiti~kih funkcija u Ω. To su Banahovi prostori sa normom

||f ||∞ = sup
z∈Ω

|f(z)|.

Ako je 0 < p < ∞, postoje dvemogu}nosti. Jednaodmogu}nosti zahteva ograni~enost
integrala funkcije |f |p preko odre|enih krivih koje te`e ka granici oblastiΩ, a
druga zahteva da |f |p ima harmonijsku majorantu. Druga mogu}nost je jednostavnija
i prvo wu razmatramo.

Za analiti~ku funkciju f u oblsti Ω ka`emo da pripada klasi Hp(Ω) ako
subharmonijska funkcija |f(z)|p ima harmonijsku majorantu u Ω. Norma se onda
mo`e definisati kao ||f || = [u(z0)]

1/p, gde je z0 neka fiksirana ta~ka u Ω, a u

najmawa harmonijska majoranta funkcije |f |p.
Kada je u pitawu prva, prethodno navedna, mogu}nost za analiti~ku funkciju

f ∈ Ω ka`emo da je klase Ep(Ω) ako postoji niz rektificibilnih @ordanovih
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krivih C1, C2, . . . u Ω, koje te`e granici oblasti Ω, u smislu da za svaki kom-
paktan skup K postoji n0, za koje je K ⊂ intCn (ovde intCn ozna~ava oblast koju
ograni~ava @ordanova kriva Cn), kada god je n ≥ n0, tako da je

∫

Cn

|f(z)|p|dz| ≤ M < ∞.

Nije odmah jasno da se Ep(Ω) svodi na Hp prostor kada je Ω = D. Me|utim,
kako se ispostavilo, dovoqno je uzeti u obzir krive Cn koje predstavqaju krive
proizvoqnog konformnog preslikavawa ϕ jedini~nog diska naΩ, tj. Cn = ϕ({z ∈
C : |z| = 1− 1

n
}).

3.3.1 Hardijevi prostori harmonijskih funkcija
Na{e interesovawe je vezano za harmonijske funkcije i to u oblastima u Rn, pa
}emo u nastavku definisati i dati neke osobine vezane za Hardijeve prostore
harmonijskih funkcija.

Navodimo najjednostavniji slu~aj kada je domen disk, i defini{emo klasu
Hardijevih prostora harmonijskih funkcija na disku D.

Definicija 3.2. Hardijev prostor hp(D), 0 < p < ∞, je skup svih harmonijskih
funkcija u : D → R za koje va`i

sup
0≤r<1

2π∫

0

|u(reiθ)|pdθ < ∞.

Prostor h∞(D) je skup svih ograni~enih harmonijskih funkcija, za koje va`i

sup
z∈D

|u(z)| < ∞.

Za 0 < p ≤ ∞,

||u||hp = sup
0≤r<1


 1

2π

2π∫

0

|u(reiθ)|pdθ




1
p

,

||u||h∞ = sup
z∈D

|u(z)|,

je (kvazi) norma i hp(D) je Banahov (normiran linearan) prostor za 1 ≤ p ≤ +∞.
Za 0 < p < 1 je samo metri~ki sa prethodno definisanim rastojawem ( 3.6). Ako
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je 0 < p < q < ∞ tada va`i

h∞(D) ⊂ hq(D) ⊂ hp(D).

Za u ∈ h(D) postoji jedinstvena v ∈ h(D) takva da va`i v(0) = 0, i da je u + iv

analiti~ka. Kori{}ewem klasi~ne teoreme M. Riesz-a, ako je 1 < p < ∞ i
u ∈ hp, onda je i v ∈ hp i va`i Mp(v, r) ≤ CpMp(u, r), za svako u ∈ hp, i svako
0 ≤ r < 1, gde je Cp konstanta koja zavisi samo od p. Pa je ‖v‖p ≤ Cp‖u‖p za
1 < p < +∞. Jednostavnim geometrijskim razmatrawem se pokazuje da teorema
ne va`i za p = ∞. Tako|e, ne va`i ni za p = 1, ali ako je u ∈ h1 onda sledi da
v ∈ hp za svako p < 1. Kada je 0 < p < 1 tvr|ewe ne va`i. Dakle, funkcija u mo`e
pripadati hp za svako p < 1, ali wena spregnuta funkcija mo`da ne}e biti u hp

za p > 0. Dokaz i druge srodne informacije se mogu na}i kod Duren-a [19].
Kada je u pitawu klasa Hardijevih prostora harmonijskih funkcija na lopti,

prvo dajemo neke nejednakosti u vidu teoreme koje }emo koristiti za opis normi
za klasu hp na jedini~noj lopti.

Teorema 3.14. [7] a)Ako je µ ∈ M(S) i u = P [µ], tada je ||ur||L1(S) ≤ ||µ|| za svako
r ∈ [0, 1).

b) Ako je 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(S) i u = P [f ], tada je ||ur||Lp(S) ≤ ||f ||Lp(S), za
svako r ∈ [0, 1).

OvdeP [f ]ozna~avaranije definisanPoasonovintegral, aP [µ](x) =
∫
S

P (x, ξ)dµ(ξ),

pri ~emu je µ kompleksna Borelova mera na S, M(S) Banahov prostor, gde je ‖µ‖
totalna varijacije kompleksne Borelove mere µ.
Diferencirawem podintegralne funkcije P [µ], vidi se da je P [µ] harmonijska na
B.

Slede}a posledica ove teoreme pokazuje da je ||ur||Lp(S) rastu}a funkcija po r

za svaku harmonijsku funkciju u i svako p ≥ 1.

Posledica 3.6. [7] Ako je u harmonijska funkcija na B i 0 ≤ r ≤ s < 1, tada za
svako p ∈ [1,∞) va`i

||ur||Lp(S) ≤ ||us||Lp(S).

Dokaz: Pretpostavimo da je u harmonijska na B i 0 ≤ r ≤ s < 1. Dokaz
se zasniva na tome da se ur posmatra kao dilatacija Poasonovog integrala us.
Preciznije,

||ur||Lp(S) = ||P [us] r
s
||Lp(S) ≤ ||us||p,

gde jednakost sledi iz Teoreme 3.3, a nejednakost iz Teoreme 3.14 (b).
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Koriste}ido sadanavedeno, defini{emoHardijevu klasu harmonijskihfunkcija
na jedni~noj lopti (hp(B)), na slede}i na~in:

hp(B) = {u ∈ h(B) : ||u||hp = sup
0≤r<1

Mp(u, r) < ∞}, 1 ≤ p ≤ ∞,

gde je B jedini~na lopta, a Mp(u, r) =

(∫
S

|u(r, ξ)|dσ(ξ)

) 1
p

= ||ur||Lp(S).

To zna~i da se hp(B) sastoji od harmonijskih funkcija na B ~ije su Lp - norme po
centriranim sferama ravnomerno ograni~ene.

h∞(B) je prostor ograni~enih harmonijskih funkcija na B i tada je

||u||h∞ = sup
x∈B

|u(x)|.

Hardijeva klasa hp(B) je Banahov prostor sa normom || · ||p, za 1 ≤ p ≤ ∞.
Za p = 2, h2(B) je Hilbertov prostor.

Sada, kao nastavak Posledice 3.6, mo`emo da ka`emo da za svaku funkciju
u ∈ hp(B) va`i

||u||hp = lim
r→1

||ur||Lp(S), 1 ≤ p < +∞.

Stav 3.1. [7] Neka je 1 ≤ p < ∞. Ako u ∈ hp(B), tada za svako x ∈ B va`i:

|u(x)| ≤
(

1 + |x|
(1− |x|)n−1

) 1
p

||u||Lp(S).

Lako se pokazuje da je hp(B) 6= hq(B) kad god je p 6= q.

Kada je u pitawu gorwi poluprostor H ⊂ Rn+1 i 1 ≤ p ≤ ∞ defini{emo
klasu Hardijevih prostora harmonijskih funkcija hp(H) kao normirani vek-
torski prostor funkcija u harmonijskih na H za koje je

||u||hp = sup
y>0

Mp(u, y) < ∞, 1 ≤ p ≤ ∞,

gde je

Mp(u, y) =




∫

Rn

|u(x, y)|pdx




1
p

, y > 0, x = (x1, . . . , y) ∈ Rn+1.

h∞ predstavqa familiju ograni~enih harmonijskih funkcija na H i

||u||h∞ = sup
z∈H

|u(z)|.
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hp(H) je Banahov prostor sa normom || · ||hp , za 1 ≤ p ≤ ∞.

Teorema 3.15. [7] Neka je 1 ≤ p < ∞. Postoji konstanta C, koja zavisi samo od p

i n, tako da je
|u(x, y)| ≤ C||u||hp

y
n−1

p

,

za svako u ∈ hp(H) i svako (x, y) ∈ H. Specijalno, svaka funkcija u ∈ hp(H) je
ograni~ena na H + (0, y0) za svako y0 > 0.

Dokaz: Neka je (x0, y0) ∈ H i neka je B
(
y0,

y0

2

)
otvorena lopta u Rn. Za-

preminska verzija osobine sredwe vrednosti zajedno sa Jensen-ovomnejednako{}u
daje

|u(x0, y0)|p ≤ 1∣∣B (
y0,

y0

2

)∣∣
∫

B(y0,
y0
2 )

|u|pdm =
2n

∣∣B (
y0,

y0

2

)∣∣ yn
0

∫

B(y0,
y0
2 )

|u|pdm.

Stavimo da je Ω = {(x, y) ∈ H : y0

2
< y < 3y0

2
}, onda je

∣∣∣B
(
y0,

y0

2

)∣∣∣ |u(x0, y0)|p ≤
∫

B(y0,
y0
2 )

|u|pdm ≤
∫

Ω

|u|pdm =

3
y0
2∫

y0

∫

Rn

|u(x, y)|pdxdy ≤ y0||u||pp.

^ime lako dolazimo do `eqenog rezultata.
Kao {to je bio slu~aj kod lopte, imamo sli~an rezultat za gorwi poluprostor,

tj.da za funkciju u ∈ hp(H) norme ||uy||Lp te`e ka ||u||hp , kada y → 0.

Posledica 3.7. [7] Neka je 1 ≤ p ≤ ∞ i u ∈ hp(H). Tada

||uy2||Lp ≤ ||uy1||Lp ,

kadgod je 0 < y1 ≤ y2. [tavi{e, za 1 < p ≤ +∞ va`i

||u||hp = lim
y→0

||uy||Lp .

3.4 Bergmanovi prostori
Dok je u toku bio razvoj Hardijevih prostora, Stefan Bergman (1895-1977) je
razvio elegantnu teoriju Hilbertovih prostora analiti~kih funkcija u oblas-
tima u ravni i oblastima uCn, oslawaju}i se u velikoj meri na integralno jezgro,
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koje postaje poznato kao Bergmano jezgro. Bergmanov rad fokusiran je bio na
prostore analiti~kih funkcija koje su kvadratno integrabilne na datom domenu
u odnosu na Lebegovu zapreminsku meru.
Kasnije, kada je pa`wa bila usmerena na prostore Bp na jedini~nom disku, bilo
je prirodno nazvati ih Bergmanovim prostorima. Kako su na neki na~in srodni
sa Hardijevim prostorima, logi~no je bilo da se izu~avaju i analogni problemi.
Me|utim, uskoro je postalo o~igledno da su Bergmanovi prostori u mnogim as-
pektima mnogo komplikovaniji od Hardijevih. Tako da, iako su mnogi problemi
u Hardijevim prostorima bili detaqno izu~eni do 1970-ih, isti ti problemi za
Bergmanove prostore smatrani su generalno netaknutim (nepoznatim). Postojao
je neki izolovani napredak, kao {to je rad Charles Horowitz-a [40, 41, 42] i Boris

Korenblum-a [50, 51].
Sve se to promenilo devedesetih godina pro{log veka. Problemi koji su se
smatrali gotovo nere{ivim, po~eli su da se re{avaju. Sva ta napredovawa u
ista`ivawu su privukla i druge nau~nike da se bave Bergmanovim prostorima
i srodnim temama. Me|u prvima koji su po~eli istra`ivawe, bio je Hakan

Hedenmalm [36] koji je radio na prostoru B2, a ~ije rezultate su uop{tili
Duren, Khavnison, Shapiro, Sundberg [21, 22], za 0 < p < ∞. Negde u isto vreme
prostoromB2 bavi se i Kristian Seip [74, 75], ~iji rezultati se kasnije uop{tavaju,
i drugi.
Kada su u pitawu te`inski Bergmanovi prostori, wima su se bavili razli~iti
autori, npr. Hedenmalm i Zhu [38], Hedenmalm [37], Shimorin [80, 81, 82, 83]

i Weir [95, 96, 97, 98].
Prou~avawe Bergmanovih prostora je krenulo u dva smera. Jedan je istra`ivawe
analiti~kih ili strukturnih svojstava pojedinih funkcija u Bergmanovom pros-
toru. Drugi smer je prou~avawe posebnih karakteristika B2 kao linearnog pros-
tora.

Neka jeΩ proizvoqan domen (otvoren povezan skup) u kompleksnoj ravniC. Za
0 < p < ∞, Bergmanov prostor Bp(Ω) sastoji se od svih analiti~kih funkcija f

u Ω za koje va`i

||f ||p =




∫

Ω

|f(z)|pdA((z)




1
p

< ∞,

gde dA(z) ozna~ava standardnu Lebegovu meru u (kompleksnoj) ravni. Za p ≥ 1,
||f ||p je prava norma. U svim slu~ajevima norma ima slede}e osobine i to: ||αf ||p =

|α||f ||p i ||f ||p = 0 ako i samo ako je f = 0, a za p ≥ 1 je ispuwena jo{ i nejednakost
trougla ||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p. Dok za 0 < p < 1, nejednakost trougla "prelazi"
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u nejednakost ||f + g||p ≤ ||f ||pp + ||g||pp. Prostor Bp(Ω) je uvek linearan metri~ki
prostor.

Ako je p ≥ 1, Bp(Ω) je Banahov prostor a B2(Ω) je Hilbertov prostor sa
skalarnim proizvodom

〈f, g〉 =

∫

Ω

f(z)g(z)dA(σ).

Bp(Ω) je zatvoren potprostor od Lp(Ω) za svako 0 < p ≤ +∞.
Kako smo ve} videli, kod Hardijevih prostora integrali

∫
S

|f(rξ)|pdσ(ξ) su
ograni~eni po 0 ≤ r < 1, a kod Bergmanovih integral po Ω je konvergentan, pa je
o~ito Hp ⊂ Bp, odnosno kada su u pitawu harmonijske funkcije, hp ⊂ bp.

3.4.1 Bergmanovi prostori harmonijskih funkcija
Bergmanovi prostori harmonijskih funkcija bp na jedini~nom disku sastoje se od
svih kompleksno vrednosnih funkcija u harmonijskih na jedini~nom disku D za
koje je integral

∫
D

|u|pdm kona~an.
Kao i kod hp prostora, direktno iz teoreme M. Riesz-a, sledi da je klasa bp tako|e
samospregnuta za 1 < p < ∞ i ||v||p ≤ Cp||u||p za svako u ∈ bp. Iznena|ewe nastaje
kada se vidi da ovo va`i za Bergmanove prostore kada je 0 < p ≤ 1, {to nije slu~aj
sa hp prostorima. Ovu osobinu su dokazali Hardy i Littlewood u radu [32].

Dajemo teoremu koja precizno iskazuje prethodno navedeno.

Teorema 3.16. ( [20]) Za 0 < p < ∞, klasa bp je samospregnuta. Ako je u harmonijska
funkcija iz klase bp, tada je wen harmonijski kowugat v je tako|e iz bp i

||v||p ≤ Cp||u||p,

gde je Cp je konstanta koja zavisi samo od p.

Ovo je jedan od nekoliko primera koji pokazuju da se Bergmanovi prostori
pona{aju �boqe� od Hardijevih prostora.

Defini{emo sada klasu Bergmanovih prostora harmonijskih funkcija u na
op{tem domenu na kome posmatramo date funkcije.

Definicija 3.3. Neka je Ω ⊂ Rn i 0 < p < ∞. Bergmanov prostor harmonijskih
funkcija bp(Ω) je skup harmonijskih funkcija u na Ω za koje je

||u||bp =




∫

Ω

|u|pdm




1
p

< ∞,

25



gde je dm Lebegova mera. O~ito je || · ||p norma za 1 ≤ p < ∞.

Standardna procena dobijena iz osobine sredwe vrednosti za harmonijske
funkcije pokazuje da va`i:

Stav 3.2. ( [7]) Neka je x ∈ Ω i p ≥ 1. Tada je

|u(x)| ≤ 1

|B| 1p
||u||bp(Ω)

d(x, ∂Ω)
n
p

za svako u ∈ bp(Ω), gde d predstavqa euklidsko rastojawe.

Dokaz: Neka je r < d(x, ∂Ω) pozitivan broj, primenimo zapreminsku verziju
osobine sredwe vrednosti funkcije u na B(x, r). Nakon primene apsolutne vred-
nosti, Jensen-ova nejednakost daje

|u(x)|p ≤ 1

|B(x, r)|
∫

B(x,r)

|u|pdm ≤ 1

rn|B| ||u||
p
bp .

@eqenu nejednakost dobijamo kada izvedemo p−ti koren i pustimo da r →
d(x, ∂Ω).

Napomena 3.2. Stav 3.2 }e va`iti za bilo koje p > 0 i konstantu Cn,p umesto 1,
pri ~emu se u dokazu koristi subharmonijsko pona{awe umesto osobine sredwe
vrednosti.

Stav 3.3. [7] Za bilo koje p > 0, Bergmanov prostor harmonijskih funkcija bp(Ω) je
zatvoren potprostor od Lp(Ω, dm).

Dokaz: Neka uj → u u Lp(Ω, dm) gde je (uj) niz u bp(Ω) i u ∈ Lp(Ω, dm). Potrebno
je pokazati da nakon odgovaraju}e modifikacije na skupu mere nula funkcija u

jeste harmonijska na Ω.
Neka je sada K ⊂ Ω kompaktan skup. Na osnovu Stava 3.2 postoji konstanta

Cn,p = C < ∞ tako da va`i

|uj(x)− uk(x)| ≤ C||uj − uk||bp

za svako x ∈ K i za svako j i k. Kako je (uj) Ko{ijev niz u bp(Ω) iz gorwe nejed-
nakosti sledi da je (uj) Ko{ijev niz u C(K). Zato, (uj) uniformno konvergira na
K.

Tako (uj), na svakom kompaktnom podskupu od Ω, uniformno konvergira ka
funkciji v koja je harmonijska na Ω (Teorema 3.6).
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Kako uj → u u Lp(Ω, dm), to neki podnizovi od (uj) konvergiraju ka u u skoro
svakoj ta~ki na Ω. To zna~i da je u = v skoro svuda na Ω i tada u ∈ bp(Ω) {to je i
bilo potrebno dokazati.

Specijalno, b2(Ω) je zatvoren potprostor Hilbertovog prostora L2(Ω, dm), sa
skalarnim proizvodom

〈f, g〉 =

∫

Ω

fgdm, f, g ∈ L2(Ω, dm).

Posledica 3.8. [7] Bergmanov prostor bp(Ω) je Banahov prostor za p ≥ 1.

Napomena 3.3. Mo`e se dokazati da je prostor bp(B) kvazi-Banahov za 0 < p < 1.

Stav 3.4. [7] Ako je 1 ≤ p < q < ∞, tada je bq(B) pravi podskup od bp(B).

Primetimo da je hp(B) ⊂ bp(B) za svako 1 ≤ p < ∞. Osim ovih inkluzija va`i
i inkluzija hp(B) ⊂ bq(B) za svako q < pn

n−1
. Me|utim, svaki od prostora bp(B)

sadr`i funkcije koje ne pripadaju nijednom hq(B).
O~ito, ako je m(Ω) < +∞ onda je bq(Ω) ⊂ bp(Ω) za 0 < p < q ≤ +∞.
Slede}e dve teoreme se odnose na gorwe poluprostore H, pri ~emu prva od ove

dve teoreme va`i i za loptu B.

Teorema 3.17. ([71]) Ako je p < q, tada bp nije sadr`ano u bq.

Teorema 3.18. ([71]) Ako je 1 < p < ∞ tada je (bp)∗ ∼= bq, gde je 1
p

+ 1
q

= 1.

Teorema 3.18 pokazuje da se dualni prostor Bergmanovog prostora harmoni-
jskih funkcija (bp) mo`e poistovetiti sa bq, pri ~emu je 1

p
+ 1

q
= 1, za p > 1.

3.4.2 Te`inski Bergmanovi prostori harmonijskih funkcija
Funkcije u standardnimte`inskimBergmanovimprostorimanastaju neo~ekivano
i to kada se funkcija iz Hp prostora na polidisku suzi na dijagonalu; tj. kada se
sve promenqive izjedna~e da formiraju funkciju jedne kompleksne promenqive.
Ovaj fenomen otkrio je Rudin [73], a daqe su istra`ivali Horowitz i Oberlin

[43], Duren i Shields [24].
U proteklim godinama su dosta prou~avani te`inski Bergmanovi prostori

na jedini~noj lopti. Pritom, vi{e pa`we je bilo usmereno ka prou~avawu ovih
prostora za holomorfne funkcije nego za harmonijske.

Neka je −1 < α < ∞ dat realan broj. Te`inske Lebesgue-ove prostore na
B ⊂ Rn ozna~avamo sa Lp

α(B), i to su prostori svih merqivih funkcija f naB za
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koje je

||f ||Lp
α

=




∫

B

|f(x)|p(1− |x|2)αdm(x)




1
p

< ∞, 0 < p < ∞

gde je dm(x) Lebesgue-ova mera. Te`inski Bergmanovi prostori harmonijskih
funkcija bp

α(B) se defini{u sa bp
α(B) = h(B) ∩ Lp

α(B). Te`ine se mogu mewati
na intervalu [0, σ] za σ < 1, bez promene Bergmanovog prostora, tj. odgovaraju}e
norme su ekvivalentne. Nedavno je do{lo do velikog interesovawa za prou~avawe
te`inskih Bergmanovih prostora analiti~kih ili harmonijskih funkcija sa
te`inama koje nisu klasi~ne dmα = Cα(1 − |x|2)αdm(x), α > −1, videti npr.:
[1, 52, 54, 56, 76, 87, 88, 89, 90, 91], kao i wihove reference.

Stav 3.5. [67] Za bilo koju funkciju u ∈ bp
α(B) i bilo koju ta~ku x ∈ B va`i

|u(x)| ≤ 2
n
p

(1− |x|)n−1
p


wn−1

1∫

1+|x|
2

rn−1(1− r2)αdr




− 1
p

||u||bp
α
.

Dokaz: Primetim da je, za ξ ∈ S i x ∈ B:

P (x, ξ) =
1− |x|2
|ξ − x|n ≤

1 + |x|
(1− |x|)n−1

≤ 2

(1− |x|)n−1
. (3.7)

Neka je x ∈ B i |x| < R < 1. Koriste}i ~iwenicu da je |u(Rx)|p subharmonijska
funkcija u okolini B i relaciju ( 3.7), dobijamo

|u(Rx)|p ≤ wn−1

∫

S

|u(Rξ)|pP (x, ξ)dσ(ξ) ≤ 2

(1− |x|)n−1wn−1

∫

S

|u(Rξ)|pdσ(ξ).

(3.8)
Stavimo da je x = rξ, gde je r = |x|, ξ ∈ S. Kako je primenom polarnih koordinata
dm(x) = wn−1r

n−1drdσ(ξ) i uzimaju}i u obzir usredwewe integrala M(R) =
1

wn−1

∫
S

|u(Rξ)|pdσ(ξ) koja je nerastu}a funkcija po R, dobijamo

wn−1

1∫

R

rn−1(1−r2)αdr

∫

S

|u(Rξ)|pdσ(ξ) ≤ wn−1

1∫

R

∫

S

|u(rξ)|prn−1(1−r2)αdrdσ(ξ) =

=

∫

R<|x|<1

|u(x)|p(1− |x|2)αdm(x) ≤ ||u||p
bp
α
. (3.9)
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Iz relacija ( 3.8) i ( 3.9)

|u(Rx)|p ≤ 2

(1− |x|)n−1


wn−1

1∫

R

rn−1(1− r2)αdr



−1

||u||p
bp
α
,

i promenom promenqive Rx → x sledi da je

|u(x)| ≤ 2
1
p

(R− |x|)n−1
p


wn−1

1∫

R

rn−1(1− r2)αdr



− 1

p

||u||bp
α
.

Uzimaju}i da je R = 1+|x|
2

dolazimo do `eqenog rezultata.

Stav3.6. [67]Te`inskiBergmanov prostoriharmonijskihfunkcija bp
α(B) je zatvoren

u Lp
α(B) za svako 1 ≤ p < ∞.

Dokaz: Neka ||uj − u||bp
α
→ 0 kada j → ∞, gde je uj niz funkcija iz bp

α(B) i
u ∈ Lp(B, dmα). Pokazujemo da je u ekvivalentna nekoj harmonijskoj funkciji na
B.

Neka je K ⊂ B kompaktan skup. Iz Stava 3.5 sledi da postoji konstanta
C = C(K, p, α) tako da je

max
z∈K

|u(x)| ≤ C||u||bp
α

za bilo koje u ∈ bp
α(B). Otuda je |uj(x)− uk(x)| ≤ C||uj − uk||bp

α
za bilo koje x ∈ K

i bilo koje j, k. Niz uj ravnomerno konvergira na kompaktnim podskupovima
jedini~ne lopte ka harmonijskoj funkciji v. Osim toga, uj → u u Lp(B, dmα).
Dakle, na osnovu teoreme Riesz-a postoji podniz niza uj koji konvergira ka u

skoro svuda u B. Tako da je u = v skoro svuda u B i u ∈ bp
α(B).

Posledica 3.9. [67] Prostor bp
α(B) je Banahov prostor za svako 1 ≤ p < ∞.

Teorema koja je analogna Teoremi 3.18 iz prethodnog poglavqa glasi:

Teorema 3.19. [45] Za 1 < p < ∞ i α > −1 va`i (bp
α)∗(B) ∼= bp

α(B), pri ~emu je
1
q

+ 1
p

= 1.

Definicija 3.4. Neka jeHn
+, gorwi poluprostor. Sa dm(z) = dz = dxdt ozna~i}emo

Lebesgue-ovu meru, a sa dmα(z) = tαdxdt te`insku meru, gde je α > −1.
Bp

α(Hn
+) defini{e se kao prostor svih f ∈ h(Hn

+) takvih da je:

||u||p
bp
α

=

∫

Hn
+

|u(z)|pdmα(z) < ∞.

29



Definicija 3.5. Neka je Ω ⊂ Rn ograni~ena oblast sa C1 granicom. Te`inski
Bergmanovi prostori harmonijskih funkcija na Ω ⊂ Rn, se defini{u

bp
α = bp

α(Ω) =





u ∈ h(Ω) : ||u||bp
α

=




∫

Ω

|u(x)|dmα(x)




1/p

< ∞





,

gde je dmα(x) = ρα(x)dx te`inska mera, α ∈ R i ρ definiraju}a funkcija na Ω.

Lako je videti da su oni trivijalni za α ≤ −1, pa nadaqe razmatramo samo
slu~aj kada je α > −1. Za α = 0, bp

α = bp, i jasno je da je bp
α(Ω) = Lp

α(Ω) ∩ h(Ω).
Dodatni rezultati o te`inskim Bergmanovim prostorima se mogu na}i u [3,

45, 47].

3.5 Mere Karlesona i teorema utapawa Karlesona
Mere Karlesona imaju va`nu ulogu u kompleksnoj analizi, harmonijskoj analizi,
teoriji BMO funkcija, teoriji integralnih operatora i teoriji parcijalnih
diferencijalnih jedna~ina. Lennart Carleson u radovima [10, 11] koristi mere
po kome su kasnije i dobile naziv. Carleson-ova originalna definicija dobro
funkcioni{eu teorijiHardijevihprostora{to semo`e videti u kwigama autora
kao{to su Duren [19] i Garnet [30]. Karakterizacija meraKarlesona zaHardijeve
prostore na jedini~noj lopti se mo`e na}i kod Hörmander-a [39] i Power-a [69].
Zatim, pojam mere Karlesona primewuje se na kontekst Bergmanovih prostora,
me|u prvim autorima koji su se time bavili su: Cima-Wogen [13], Hastings [35],
Luecking [55],Zhu [102]. Tako|e, mereKarlesona su prou~avane i za holomorfne (od
kojih je Dirihleov prostor specijalan slu~aj); videti Arcozzi-Rochberg-Sawyer

[2], Kaptanoglu [48], Stegenga [84] i Wu [101].

Definicija 3.6. Neka je D jedni~ni disk u kompleksnoj ravni C i neka je µ kona~na
mera na D. Za θ ∈ [0, 2π], h ∈ (0, 1) neka je

S = S(θ, h) = {reiθ : 1− h < r < 1, θ0 − h < θ < θ0 + h }.

Mera µ je mera Karlesona ako postoji konstanta C > 0 tako da je

µ(S(θ, h)) ≤ Ch ∀θ, h.

Godine 1962. L. Carleson u svom radu [11] daje ~uvenu teoremu Karlesona i
dokazuje utapaweHp(D) ↪→ Lp(µ) za p ≥ 1, i kao specijalan slu~aj navodi utapawe
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H2(D) ↪→ L2(µ).

Teorema 3.20. ([11]) Neka je µ Borelova mera na |z| < 1, i pretpostavimo da je
p ≥ 1. Neophodan i dovoqan uslov da postoji konstanta C tako da je





∫

|z|<1

|f(z)|pdµ(z)





1
p

≤ C||f ||p ∀f ∈ Hp,

za svako f ∈ Hp, je da je µ Carleson-ova mera.

Dokaz za op{te p nije te`i od specijalnog slu~aja kada je p = 2, pa ima smisla
govoriti o teoremi Karlesona za bilo koje p > 0.
Duren, u svom radu [18] iz 1968. godine, pro{iruje teoremu Karlesona i dokazuje
utapawe Hp ↪→ Lq(dµ) za 0 < p ≤ q < ∞, pod izvesnim uslovima Karlesonovog
tipa za meru µ i eksponente p i q.

Teorema 3.21. ([18]) Neka je µ Borelova mera na |z| < 1, i pretpostavimo da je
0 < p < q ≤ ∞. Da bi postojala konstanta C takva da je





∫

|z|<1

|f(z)|qdµ(z)





1
q

≤ C||f ||p ∀f ∈ Hp,

neophodan i dovoqan uslov je da postoji konstanta A takva da je µ(S) ≤ Ahq/p gde
je S skup oblika, S = {reiθ : 1− h ≤ r < 1, θ0 ≤ θ ≤ θ0 + h }.

Godine, 1974., Carleson u svom radu [12] daje primer na kome pokazuje da teorema
Karlesona ne va`i za Hardijeve prostore na polidisku. Godinu dana nakon toga,
1975. godine Hastings u radu [35] je dokazao teoremu Karlesona za Bergmanove
prostore na polidisku. A potom, 1980. godine, Stegenga [84] dobija analogne
rezultate za odre|ene te`inske Bergmanove prostore.
Kada su i daqe u pitawu Bergmanovi prostori, pre svega te`inski Bergmanovi
prostori i teoreme utapawa, u zavisnosti od domena na kojima su posmatrane
odre|ene funkcije (analiti~ke ili harmonijske) navodimo slede}a poznata tvr|e-
wa.

Prva od slede}e dve teoreme se odnosi na analiti~ke funkcije u prostoru Cn,
a druga na harmonijske funkcije u H ⊂ Rn+1

+ .

Teorema 3.22. ([104]) Neka je α > −(n + 1), 0 < p ≤ 1 i µ pozitivna Borelova mera
na lopti Bn ⊂ Cn. Tada su slede}a dva uslova ekvivalenta.
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(a) Postoji konstanta C > 0 tako da je
∫

Bn

|f(z)|pdµ(z) ≤ C||f ||pp,α,

za svako f ∈ Bp
α.

(b) Postoji konstanta C > 0 tako da je

µ(Qr(ξ)) ≤ Crn+α+1,

za svako 0 < r < 1 i ξ ∈ Sn, gde je

Qr(ξ) = {z ∈ Bn : |1− 〈z, ξ〉| < r }.

Teorema 3.23. ([3]) Pretpostavimo 0 < p < ∞, α > −1 i neka je µ Borelova mera
na H. Tada su slede}a dva uslova ekvivalentna.
(a) Mera µ zadovoqava uslov tipa Karlesona

µ(∆k)

|∆k|1+ α
n+1

≤ C, k ≥ 1

gde su ∆k zatvorene kocke, sa stranama paralelnim koordinatnim osama (u nared-
nom odeqku je dato vi{e obja{wewa).
(b) bp

α se neprekidno utapa u Lp(H, dµ).

3.6 Teorema utapawa te`inskih Bergmanovih prostora
u Lp(µ)-prostore

Kao {to je ranije navedeno, ovo poglavqe sadr`i formulaciju i dokaz teoreme
utapawa te`inskih Bergmanovih prostora harmonijskih funkcija u Lp(dµ) pro-
store na domenu Ω ⊂ Rn ograni~enom sa C1 granicom. Ovaj rezultat autora
je objavqen u [46], videti Teoremu 3.24. Prilikom dokazivawa teoreme bi}e
nam potrebna odgovaraju}a pomo}na tvr|ewa i u skladu s tim pre samog dokaza
neve{}emo ih.
Kada je u pitawu neprekidno utapawe prostora analiti~kih ili harmonijskih
funkcija u Lp(µ) prostore odlu~uju}u ulogu imaju uslovi tipa Karlesona za meru
µ. Za slu~aj analiti~kih funkcija ovo je opisivao Kehe Zhu 2005. godine u radu
[103], slu~aj te`inskih Bergmanovih prostora harmonijskih funkcija na gorwem
poluprostoru opisivali su Arsenović i Shamoyan 2013. godine u radu [3].
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Na ve} pomenutoj oblasti Ω ispitiva}emo kada va`i utapawe

bp
α ↪→ Lp = Lp(µ).

Kao rezultat dobijamo da ovo utapawe va`i za bilo koje p > 0 uvek kada mera µ

zadovoqava uslov
µ(∆k)

|∆k|1+α
n

≤ C, k ≥ 1,

gde su ∆k pogodno odabrani, (detaqnije opisani u Lemi 3.2).
Obrnuto, ako va`i pomenuto utapawe prostora za p > 1 + α+2

n−2
, tada mera µ

zadovoqava prethodni uslov tipa Karlesona.
Neo~ekivano, u izradi dokaza obrat je bio te`i. Naime, bilo je potrebno na}i
test funkciju ~ijom primenom se dokazuje navedeni obrat u teoremi. Procena
test funkcije je u stvari Lema 3.8 i ona ima kqu~nu ulogu u dokazu Teoreme 3.24.
U slu~aju lopte i gorweg poluprostora do test funkcije se dolazi elemetarnim
izra~unavawem, {to nije bio slu~aj ovde. Ideja procene test funkcije, a samim
tim i dokaz Leme 3.8, sastojala se u tome da se integral po oblasti Ω podeli na
dva integrala po oblastima Ω\V i Ω∩ V , gde je V okolina granice ∂Ω. Integral
po Ω\V se procewuje konstantom koja zavisi od odre|enih parametara, a tehnika
procene integrala po Ω∩ V je kompletno opisana u Lemi 3.8, i to bi bio kqu~ni
deo ove leme i pokazuje kako se funkcija pona{a u blizini granice ∂Ω.
Jedan od osnovnih tehni~kih elemenata je pojam definiraju}e funkcije ρ(x), koja
je samerqiva sa rastojawem unutra{we ta~ke x iz oblastiΩ do granice ∂Ω. Takva
funkcija za Ω postoji i wu }emo ozna~iti sa ρ, odnosno: ρ ∈ C1(Rn), takva da je
Ω = {x : ρ(x) > 0} i ∇ρ(x) 6= 0 za x ∈ Ω, i odatle sledi ρ(x) ³ dist(x, ∂Ω) za
x ∈ Ω. Konstanta C, kao {to je uobi~ajeno, mo`e mewati svoju vrednost u nizu
procena.

Te`insku meru i te`inske Bergmanove prostore harmonijskih funkcija na
domenu Ω definisanili smo u Poglavqu 3.4.2 i to:

dmα(x) = ρα(x)dx, α ∈ R,

bp
α = bp

α(Ω) =





f ∈ h(Ω) : ||f ||bp
α

=




∫

Ω

|f(x)pdmα(x)




1
p

< ∞





.

Uvedimo sada jedandifeomorfizam,{tonammogu}avaTeoremaocevastoj okolini.
Time ispravqamo granicu ∂Ω pa mo`emo definisati refleksiju ta~ke u blizini
granice u odnosu na samu granicu ∂Ω.
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Naime, postoji okolina U od ∂Ω i C1 difeomorfizam χ : ∂Ω × (−ξ, ξ) → U ,
tako da χ(ξ, t) pripada Ω (odnosno ∂Ω) ako i samo ako je t > 0 (odnosno ako i samo
ako je t = 0). Za z ∈ U , χ−1(z) = (ξ, t), postoji jedinstvena ta~ka z ∈ U tako da je
χ−1(z) = (ξ,−t). Ovo defini{e C1 difeomorfizam z → z skupa U na samog sebe.

Slede}a lema, prilago|ena potrebama dokaza teoreme utapawa, dobijena je iz
Leme 4.1, u poglavqu Vitnijeva dekompozicija.

Lema 3.2. ([86]) Postoji familija {∆k }∞k=1 zatvorenih kocki u Ω sa stranama
paralelnim koordinatnim osama i konstanta l > 1 tako da je

(1)
⋃∞

k=1 ∆k = Ω i diam ∆k ³ dist (∆k, ∂Ω).

(2) Unutra{wosti kocki ∆k su me|usobno disjunktne.

(3) Ako je∆∗
k kocka sa istim centrom kao i∆k, ali uve}ana l puta, tada familija

{∆∗
k }∞k=1 je kona~an pokriva~ od Ω, tj. postoji konstanta C tako da je∑

k χ∆∗
k(x) ≤ C. Ovde je χ∆∗k predstavqa karakteristi~nu funkciju skupa

∆∗
k.

Navodimo neke ve} poznate procene kao i one koje treba dokazati, a sve u ciqu
dokazivawa teoreme utapawa o kojoj govorimo u ovom poglavqu:

Lema 3.3. ([85]) Neka su ∆k ⊂ U i ∆∗
k elementi kao u prethodnoj lemi i neka je xk

centar kocke ∆k. Tada imamo

mα(∆k) ³ ρ(xk)
n+α ³ mα(∆∗

k), α ∈ R (3.10)

|z̄ − x| ³ |x̄k − x|, z ∈ ∆k, x ∈ Ω (3.11)

ρ(x) ³ ρ(xk), x ∈ ∆∗
k. (3.12)

Lema 3.4. ([14]) Neka su ∆k i ∆∗
k koncentri~ne kocke iz prethodne leme i neka je

(ξk, ηk) centar ∆k. Tada za 0 < p < ∞ i α > −1 va`i:

ραp−1(xk) max
∆k

|f |p ≤ C

|∆∗
k|

∫

∆∗k

ραp−1(x)|f(x)|pdx,

i

ραp−1(xk) max
∆k

|f |p ≤ C

|∆∗
k|

ραp−1(xk)

∫

∆∗k

|f(x)|pdx, f ∈ (Ω), k ∈ N.
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Sada, za svako P ∈ ∂Ω, defini{emo C1 difeomorfizam ϕP : VP → UP koji
preslikava okolinu VP ta~ke P na okolinu UP ta~ke 0 u Rn tako da je ϕP (P ) = 0,
UP = WP × (−δP , δP ) i ϕP (ξ) je element iz Rn koji pripada WP × {0} za svako
ξ ∈ ∂Ω ∩ VP , gde je WP = ϕP (∂Ω ∩ VP ) ⊂ Rn−1 i δP > 0 je dovoqno malo.

U Lemi 3.5 i Lemi 3.6, radi lak{eg pisawa izostavqamo P iz indeksa.

Lema 3.5. Neka je P ta~ka na ∂Ω, i ϕ = ϕP definisano sa

ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕn(x)) ∈ Rn,

za x ∈ V . Tada za svaki kompaktan skup K ⊂ V je ρ(x) ³ ϕn(x), x ∈ K ∩ Ω.

Dokaz: Realno-vrednosne funkcije ρ i θ = ϕn su C1 na skupu V , a po pret-
postavci je ∇ρ 6= 0 na V ∩ ∂Ω, i pritom, θ i ρ su jednake 0 na ∂Ω. Tako|e,
∇θ = (Jθ(x))n = (∂φn

∂xi
)1≤i≤n 6= 0 na V ∩ ∂Ω, gde je Jθ(x) Jakobijeva matrica od θ u

ta~ki x. Dakle, ρ ³ θ na kompaktnom podskupu od V .
U slede}oj lemi sa w ozna~avamo refleksiju ta~ke w ∈ Rn preko Rn−1 × {0},

tj. w = (w1, . . . , wn−1,−wn) za w = (w1, . . . , wn−1, wn).

Lema 3.6. Neka je P grani~na ta~ka Ω i ψ = ϕ−1. Tada za svaki kompaktan skup
K ⊂ V ∩ Ω postoji konstanta C = CK > 0 tako da je

|x− z| ≥ C|ϕ(x)− ϕ̃(z)| x, z ∈ K.

Dokaz: Kako je ranije navedeno, za z ∈ V ∩Ω je z = χ(η, s), gde je η ∈ ∂Ω, 0 < s < ε,
i w = ϕ(z) = (w1, w2, ..., wn−1, wn), gde je (w1, w2, ...wn−1) ∈ Rn−1, wn > 0.

Dakle, va`i
|x− z| ³ |x− z|+ s. (3.13)

O~ito je
|ϕ(x)− ϕ̃(z)| ³ |ϕ(x)− ϕ(z)|+ wn. (3.14)

Kako je ϕ C1 difeomorfizam onda je

|x− z| ³ |ϕ(x)− ϕ(z)|. (3.15)

Na osnovu definicije χ za z = χ(η, s) va`i da je 2s = z − z ³ ρ(z). Primenom
Leme 3.5 dobijamown(z) = ϕn(z) ³ ρ(z), tj. wn(z) ³ s(z). Na kraju, kombinacijom
relacija (3.13), (3.14), (3.15) dolazimo do tra`enog rezultata.

Slede}a lema je dokazana u [47], i wu koristimo u proceni odre|enih integrala
u Lemi 3.8.
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Lema 3.7. ([47]) Neka je n + α− 2γ < 0 i α > −1. Tada je
∫

H

yα
n

|y − w|2γ
dy ³ wn+α−2γ

n , w ∈ H. (3.16)

Ovde je saw = (w1, . . . , wn−1,−wn)ozna~enarefleksija ta~kew = (w1, . . . , wn−1, wn)

u gorwem poluprostoru preko granice.

Lema 3.8. Ako je α > −1 i n + α < 2γ tada je
∫

Ω

ρα(x)

|x− z|2γ
≤ Cρα+n+2γ(z), z ∈ Ω.

Dokaz: Za svako P ∈ ∂Ω neka su VP , UP ,WP skupovi i difeomorfizam ϕr koji
smo ranije definisali. Kako je ∂Ω kompaktan, i P1, . . . , Pk ∈ ∂Ω, pri ~emu
je ∂Ω ⊂ ⋃k

j=1 VPj
. [tavi{e mogu se izabrati relativno kompaktni otvoreni

podskupovi Vj za VPj
tako da je Vj ⊂ VPj

za 1 ≤ j ≤ k i ∂Ω ⊂ ⋃k
j=1 Vj . Stavimo da

je ϕj = ϕPj
, ψj = ϕ−1

j i Uj = ψj(Vj). Tada, kako je Vj kompaktan podskup od VPj
za

svako j, postoji konstanta C tako da je | det Jψj(y)| ≤ C za y ∈ Uj , 1 ≤ j ≤ k, gde
je Jψj(y) Jakobijeva matrica od ψj u ta~ki y. Sada je V =

⋃k
j=1 Vj okolina od ∂Ω

i ∫

Ω

ρα(x)dx

|x− z̄|2γ
=

∫

Ω\V

ρα(x)dx

|x− z̄|2γ
+

∫

Ω∩V

ρα(x)dx

|x− z̄|2γ
.

Procewujemo prvi sabirak:
∫

Ω\V

ρα(x)

|x− z|2γ dx ≤ d(Ω \ V, ∂Ω)−2γdiam(Ω)αVol(Ω) = C(Ω, α, γ),

gde je C konstanta koja zavisi samo od Ω, α, γ, ali ne od z.
A zatim i drugi:

∫

Ω∩V

ρα(x)

|x− z|2γ dx ≤
k∑

j=1

∫

Vj∩Ω

ρα(x)

|x− z|2γ
dx.

Neka je fiksirano j, 1 ≤ j ≤ k, procewujemo integral Ij =
∫

Vj∩Ω
ρα(x)
|x−z|2γ dx. Nakon

smene promenqivih x = ψj(y), y = ϕj(x) va`i da je:

Ij =

∫

Wj

δj∫

0

ρα(ψj(y))

|ψj(y)− z|2γ
|detJψj(y)|dy ≤ C

∫

Wj

δj∫

0

ρα(ψj(y))

|ψj(y)− z|2γ
dy.
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Sada, primenom Leme 3.5 i Leme 3.6, dobijamo:

∫

Wj

δj∫

0

ρα(ψj(y))

|ψj(y)− z|2γ
dy ≤ C

∫

Wj

δj∫

0

yα
n

|ψj(y)− z|2γ
dy ≤

≤ C

∫

Rn−1

δj∫

0

yn
α

|ψj(y)− z|2γ
dy ≤ C

∫

Rn−1

∞∫

0

yn
α

|y − w|2γ
dy,

gde je yn, n-ta koordinata od y i w = (0, ..., 0, ρ(z)).
Kona~no, primenom procene iz Leme 3.7, dobijamo

∫

Rn−1

+∞∫

0

yα
n

|y − w|2γ
dy ≤ Cwn+α−2γ

n ≤ C1y
n+α−2γ
n ≤ C2ρ(z)n+α−2γ.

Sada formuli{emo teoremu koja opisuje utapawe opisano u ovom poglavqu a
koja je objavqena u radu [46].

Teorema 3.24. Neka je ∆k, k ∈ N, Whitney-jev tip pokriva~a Ω, α > −1, i µ

pozitivna Borelova mera:

(1) Mera µ zadovoqava uslov tipa Karlesona

µ(∆k)

|∆k|1+α
n

≤ C, k ≥ 1.

(2) bp
α se neprekidno utapa u Lp(Ω, dµ).
Za svako p > 0 uslov (2) sledi iz (1). Ako je p > 1 + α+2

n−2
, navedeni uslovi su

ekvivalentni.

Dokaz: Prvo dokazujemo implikaciju: (1) ⇒ (2). Neka je f ∈ bp
α, vr{imo

podelu domena Ω na kocke ∆k sa centrom u xk, kao u Lemi 3.2, i dobijamo

||f ||pLp(µ) =

∫

Ω

|f(x)|pdµ(x) =
∞∑

k=1

∫

∆k

|f(x)|pdµ(x) ≤
∞∑

k=1

µ(∆k) sup
z∈∆k

|f(x)|p. (3.17)

Primenom Leme 3.4 i Leme 3.3 va`i

sup
x∈∆k

|f(x)|p ≤ C

|∆∗
k|

∫

∆∗k

|f(x)|pdmα(x) ≤ C

ρ(xk)n

∫

∆∗k

|f(x)|pdmα(x), k ≥ 1.

(3.18)
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A kombinacijom relacija (3.18), (3.17) i (3.12) dobijamo

||f ||pLp(µ) ≤ C

∞∑

k=1

µ(∆k)

ρ(xk)n

∫

∆∗k

|f(z)|pdm(z) ≤ C

∞∑

k=1

µ(∆k)

ρ(xk)n+α

∫

∆∗k

|f(z)|pdmα(z).

Na kraju, koriste}i osobine kona~nog pokriva~a ∆∗
k (Lema 3.2) imamo da je

||f ||pLp(µ) ≤ C

∞∑

k=1

∫

∆∗k

|f(z)|pdmα(z) ≤ C

∫

Ω

|f(z)|pdmα(z),

iz ~ega sledi uslov (2). Time smo dokazali da va`i prva implikacija.
Sada dokazujemo da va`i i druga implikacija (2) ⇒ (1).
Po pretpostavci, postoji konstanta C tako da je ||f ||Lp(µ) ≤ C||f ||bp

α
za svako

f ∈ bp
α(Ω). Neka je kocka ∆k sa centrom u ta~ki xk fiksirana i neka je test

funkcija oblika f(x) = 1
|x−xk|n−2 . Postoje konstante 0 < c ≤ C < ∞ tako da je

cρ(xk) ≤ |x− xk| ≤ Cρ(xk), x ∈ ∆k, (Lema 3.3). Onda je

||f ||p
bp
α

=

∫

Ω

|f(x)|pdmα(x) =

∫

Ω

ρ(x)α|f(x)|pdx =

∫

Ω

ρ(x)α

|x− xk|p(n−2)
dx,

i na osnovu Leme 3.8 imamo

||f ||p
bp
α
≤ Cρ(xk)

α+n−p(n−2).

Zatim, koriste}i nejednakost |x− xk| ≤ Cρ(xk) va`i da je

||f ||pLp(Ω,µ) =

∫

Ω

|f(x)|pdµ =
∞∑

k=1

∫

∆k

|f(x)|pdµ ≥
∫

∆k

|f(x)|pdµ =

=

∫

∆k

dµ

|x− xk|p(n−2)
≥ µ(∆k)

ρ(xk)p(n−2)
.

Odnosno,

µ(∆k)

ρ(xk)p(n−2)
≤ ||f ||pLp(Ω,µ) ≤ C||f ||p

Bp
α
≤ Cρ(xk)

α+n−p(n−2),

i time dolazimo do tra`enog rezultata: µ(∆k)

|∆k|1+
α
n
≤ C, k ≥ 1.

Ostaje nere{en problem: Da li su uslovi (1) i (2) ekvivalentni za svako p > 0?
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Glava 4

Neki pomo}ni rezultati

4.1 Vitnijeva dekompozicija
Vitnijeva dekompozicija je specijalno razlagawe otvorenog skupa u Euklidskom
prostoru. Ime je dobila po Hassler Whitney-ju 1934. godine [99].
Neka je F ⊂ Rn zatvoren skup. Postavqa se pitawe da li se komplement F c, skupa
F , mo`e predstaviti kao disjunktna unija kocki sa pogodno odabranim uslovima?
U slu~aju n = 1, odgovor je svakako pozitivan. Svaki otvoren skup je jedin-
stvena unija disjunktnih otvorenih intervala. Za slu~aj kada je n ≥ 2, situacija
vi{e nije tako jednostavna, jer proizvoqan otvoren skup mo`emo posmatrati na
beskona~no mnogo razli~itih na~ina kao uniju disjunktnih kocki (pod kockama
podrazumevamo zatvorene kocke, a pod disjunktnim kockama podrazumevamo dis-
junktnost wihovih unutra{nosti).

Prva od takvih je Vitnijeva dekompozicija.

Teorema 4.1. [85] Neka je F neprazan i zatvoren podskup od Rn. Tada je wegov
komplement, F c, unija kocki ∆k ~ije su strane paralelne osama, unutra{wosti
disjunktne i pre~nici samerqivi sa rastojawem kocki od skupa F . Preciznije:

(i) Ω = F c =
∞⋃

k=1

∆k.

(ii) ∆j ∩∆k = ∅, ako je j 6= k.

(iii) Postoje konstante c1, c2 > 0 (mo`e se uzeti c1 = 1, c2 = 4), tako da je
c1diam(∆k) ≤ dist(∆k, F ) ≤ c2diam(∆k).

Dokaz: Posmatramo re{etku ta~aka u Rn ~ije su koordinate cele. Ova re{etka
odre|uje mre`uM0, ~ije su familije kocke, tj. sve jedini~ne kocke ~iji su vrhovi
ta~ke gorwe re{etke. Mre`aM0 vodi do dvosmernog beskona~nog lanca takvih
mre`a {Mk}∞−∞, gde jeMk = 2−kM0.
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Tako svaka kockaMk−1 sadr`i 2n kocki mre`eMk. Daqe, svaka kocka mre`e
Mk ima stranicu du`ine 2−k i zato joj je pre~nik √n2−k.

Pored mre`aMk posmatramo i slojeve Ωk, definisane sa

Ωk = {x : c2−k < dist(x, F ) ≤ c2−k+1},

gde je c pozitivna konstanta. O~igledno je Ω =
∞⋃

k=−∞
Ωk.

Posmatramo daqe, kocke mre`eMk i familiju F0, pri ~emu se F0 sastoji od
kocki mre`eMk koje imaju zajedni~kih ta~aka sa Ωk, odnosno:

F0 =
⋃

k

(∆ ∈Mk : ∆ ∩ Ωk 6= 0).

Tada je
⋃

Q∈F0

∆ = Ω.

Dokazujemo prvo uslov (iii).
Neka je∆ ∈Mk, tada diam(∆) =

√
n2−k. Kako je∆ ∈ F0, pa postojix ∈ ∆∩Ωk.

Tada je
dist(∆, Ω) ≤ dist(x, Ω) ≤ c2−k−1,

dist(∆, Ω) ≥ dist(x, Ω)− diam(∆) > c2−k −√n2−k.

Ako stavimo da je c = 2
√

n dobijamo (iii).
Iz (iii) kocke δ ∈ F0 i skup F su disjunktni i jasno je da pokrivaju Ω. Dakle,

i (i) je dokazana.
Primetimo da familija kockiF0 ima sva tra`ena svojstva iz teoreme, osim da

kocke nisu neophodno me|usobno disjunktne. Da bismo zavr{ili dokaz potrebno
je neke izborne elemente popraviti, uklawaju}i neke kocke koje nisu potrebne.

Pretpostavimo da su ∆1 i ∆2 kocke, uzete redom iz mre`eMk1 odnosnoMk2 .
Tada, ako ∆1 i ∆2 nisu disjunktne, onda jedna mora biti sadr`ana u drugu. Neka
je npr. ∆1 ⊂ ∆2 ako je k1 ≥ k2.

Neka je sada,∆ ∈ F0 neka kocka. Posmatramomaksimalnu kocku∆′ tefamilije
koja sadr`i ∆. Iz (iii) imamo da je diam(∆′) ≤ 4 diam(∆). [tavi{e, bilo koje
dve kocke ∆′ i ∆′′ koje sadr`e ∆ imaju ne trivijalan presek. Na osnovu ovoga
sledi da svaka kocka ∆ ∈ F0 ima jedinstvenu maksimalnu kocku iz iste familije
koja sadr`i ∆. Time se dobija disjunktnost maksimalnih kocki iz F0. Ako sa F
ozna~imo familiju maksimalnih kocki, tada va`i:

(i)
⋃

∆∈F
∆ = Ω,

(ii) kocke iz F su me|usobno disjunktne,
(iii) diam(∆) ≤ dist(∆, Ω) ≤ 4 diam(∆), ∆ ∈ F .
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Ovim je dokaz teoreme zavr{en.
Pro{irewe ove teoreme se odnosi na pozitivne konstante c∗ i c∗∗ (1 < c∗ <

c∗∗), koje zavise samo od strukturnih konstanti a ne i od skupa Ω.
Za bilo koju loptu B polupre~nika r defini{emo lopte B∗ i B∗∗ sa istim

centrima kao B, i polupre~nicima c∗r i c∗∗r, redom.

Lema 4.1. [86]Neka jeΩ 6= Rn neprazan otvoren skup. Tada postoji familija lopti
B1, B2, . . . , Bk, . . . za koje va`i:

(i) Bk su me|usobno disjunktne,

(ii)
⋃
k

B∗
k = Ω,

(iii) B∗∗
k ∩ Ωc 6= ∅, za svako k.

Napomena 4.1.

(a) Iz familije {Bk} se lako konstrui{e familija skupova {Qk} tako da su Qk

disjunktni, Bk ⊂ Qk ⊂ B∗ i
⋃
k

Qk = Ω. Na primer,

Qk = B∗
k ∩

(⋃

j<k

Qj

)c

∩
(⋃

j>k

Bj

)c

, k = 1, 2, . . .

Skupovi Qk se mogu uzeti kao zamena za standardne kocke koje se pojavquju u
Vitnijevoj teoremi.

(b) Iako B∗
k nisu neophodno disjunktni, oni imaju svojstvo ograni~enog preseka,

{to zna~i: postojiN takvo da se nijedna ta~ka ne sadr`i u vi{e odN skupovaB∗
k

Dokaz leme: Fiksiramo proizvoqno dovoqno malo ε, vide}emo kasnije da je
ε = 1

8c21
, gde je c1 konstanta iz Teoreme 4.1. Posmatramo pokriva~ {B(x, εr(x))}x∈Ω,

gde je r(x) rastojawe od x do Ωc, tako da je r(x) = sup{r : B(x, r) ⊂ Ω}. Tada je za
svako x ∈ Ω funkcija r(x) strogo pozitivna i kona~na.

Uzimamo sada maksimalnu, u smislu inkluzije, podfamiliju me|usobno dis-
junktnih lopti date familije {B(x, εr(x))}. Za ovu podfamiliju B1, . . . , Bk, . . .

gde je Bk = B(xk, εr(xk)), pokazujemo osobine (i), (ii), (iii) leme. Defini{emo:

B∗
k = B

(
xk,

r(xk)

2

)
, B∗∗

k = B(xk, 2 r(x)),

(pri ~emu je c∗ = 1
2ε
i c∗∗ = 2

ε
). Osobine (i) i (iii) iz leme va`e automatski na

osnovu izbora Bk. Tako|e je jasno da je B∗
k ⊂ Ω. Ono {to ostaje da se poka`e da je⋃

k

B∗
k ⊃ Ω.
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Neka je sada, x ∈ Ω, tada na osnovu maksimalnosti familije {Bk}, je

B(xk, εr(xk)) ∩B(x, εr(x)) 6= ∅,

za neko k.
Pokazujemo da je r(xk) ≥ r(x)

4c1
. U suprotnom, uzmimo da je ε < 1

2c1
(< 1),

dobijamo:
B(xk, r(xk)) ∩B

(
x,

r(x)

2c1

)
6= ∅.

Kako je 2r(x) < r(x)
2c1

, tada va`i

B(xk, 2r(xk)) ⊂ B

(
x,

r(x)

2

)
,

{to je kontradikcija jer B(xk, 2r(x)) ∩ Ωc 6= ∅, dok je B
(
x, r(x)

2

)
⊂ Ω.

I sada, kori{}ewem uslova 4c1εr(xk) ≥ εr(x) dobijamo

x ∈ B(xk, c14c1εr(xk)).

Pa je B(xk, c14c1εr(xk)) = B∗ = B
(
x, r(xk)

2

)
, tj. c∗ = 4c2

1, ε = 1
2c∗ = 1

8c21
, c∗∗ = 4c∗ =

16c2
1. I ovim je dokaz zavr{en.

4.2 QNS funkcije
QNS funkcije su po~ele da se javqaju krajem 20-og i po~etkom 21-og veka. Prvi
rad u kome se pojavquju je rad M. Pavlovi}a iz 1994. godine [63]. Klasa QNS

funkcija je prirodna i velika, ima va`ne i zanimqive osobine, koja izme|u os-
talog ukqu~uje nenegativne subharmonijske funkcije, nenegativne nearly subhar-
monijske funkcije, funkcije koje zadovoqavaju odre|ene prirodne uslove rasta,
svojstvene funkcije nekih elipti~kih diferencijalnih operatora i polihar-
monijske funkcije.

Neka jeΩ domen uRn, n ≥ 1. Za Borel merqivu funkciju u : Ω → [0,∞] ka`emo
da je quasi-nerly subharmonic (kra}e QNS), ako postoji konstanta K ≥ 1 tako da
va`i

u(x) ≤ K

rn

∫

B(x,r)

udm (4.1)

za bilo koju loptu B(x, r) ⊂ Ω.
Klasufunkcija koje zadovoqavaju nejednakost (4.1) (zafiksiranoK) ozna~avamo
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sa QNSK(Ω), dok klasu svih QNS funkcija definisanih na Ω, ozna~avamo sa
QNS(Ω), tj.

QNS(Ω) =
⋃
K≥1

QNSK(Ω).

Stav 4.1. ([65]) 1) Ako je u ∈ QNS(Ω), tada je u lokalno orani~ena u Ω. [tavi{e,
ako je u ∈ QNSK(Ω) i λ > 1, tada postoji konstanta K1 koja zavisi samo od K, λ

i n tako da va`i
sup

y∈B(x, r
λ)

u(y) ≤ K1

rn

∫

B(x,r)

u(y)dm(y)

kad god je B(x, r) ⊂ Ω.
2)Zbir i maksimum kona~nog niza QNS funkcija su QNS funkcije.
3) Ako je uj ∈ QNSK(Ω) za j = 1, 2, . . . i u =

∞∑
j=1

uj ∈ L1
loc(Ω) tada u ∈

QNSK(Ω).

Teorema 4.2. ([63]) Ako je u lokalno integrabilna funkcija i poluneprekidna odozgo
na Ω i ispuwava uslov (4.1) za neko K, tada i za funkciju |u|p (p > 0) va`i
nejednakost (4.1) za neku konstantu K1 koja zavisi samo od K, p i n.

Dokaz: Pretpostavimo da u zadovoqava uslov (4.1) za neko K ≥ 1 i neka je
p < 1. (Ako je p ≥ 1, koristimo Jensen-ovu nejednakost). Posmatraju}i funkciju
z → u(x + rz), definisanu na jedini~noj lopti ako je B(x, r) ⊂ Ω, vidimo da se
dokaz, zapravo, svodi na dokazivawe da va`i nejednakost

up(0) ≤ K1

wn

∫

B

updm,

pod uslovom da B ⊂ Ω, gde K1 zavisi samo od K, p i n i pri ~emu je u ovom dokazu
dm normalizovana Lebegova mera, tj. m(B) = 1, B = {x : |x| < 1}. Dokazuju}i
ovo mo`emo pretpostaviti da je lopta zatvorena u Ω i da je

∫

B

updm = 1. (4.2)

Kako je u poluneprekidna odozgo, tada mo`emo izabrati x ∈ B tako da je

up(z)(1− |z|)n ≤ 2up(x)(1− |x|)n (4.3)
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za svako x ∈ B. Neka je sada r = 1−|x|
2
. Iz relacije (4.1) sledi da je

u(x)(1− |x|)n ≤ 2nK

∫

B(x,r)

upu1−pdm. (4.4)

S druge strane, iz relacije (4.3) sledi da je up(z) ≤ 2n+1up(x) za z ∈ B(x, r) i
prema tome na osnovu relacija (4.2) i (4.4) dobijamo da je

u(x)(1− |x|)n ≤ K2u(x)1−p,

gde K2 zavisi samo od K, p i n. Stoga iz (4.3) (z = 0)

u(0) ≤ 2up(x)(1− |x|)n ≤ 2K2,

~ime je dokaz zavr{en.

Stav 4.2. ([65]) Za QNS funkcije uj , 1 ≤ j ≤ m i p, q > 0 va`i da je i

(
m∑

j=1

up
j

) 1
q

QNS funkcija.

U Glavi 5 dajemo rezultat o ograni~enosti izvesnog operatora tipa maksi-
malne funkcije u klasi QNS, u odnosu na me{ovitu normu: videti Teoremu 5.4.
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Glava 5

Prostori harmonijskih funkcija sa
me{ovitom normom u Bn i Hn

U ovoj glavi dajemo kratak opis prostora sa me{ovitom normom, a pre svega
prostora harmonijskih funkcija sa me{ovitom normom.
Prostore same{ovitomnormom za holomorfnefunkcije na jedni~nomdisku uvode
prvi Hardy i Littlewood u [33, 34]. Djrbashian u svojim radovima [15, 16] uvodi
me{ovitu normu u Bergmanovim prostorima. Zatim autori se bave dualno{}u
prostora sa me{ovitom normom me|u kojima su, Shields i Wiliams [78, 79], Duren,
Romberg i Shields [23], Flett [29], Shapiro [77], Mateljević i Pavlović [58], Pavlović

[61, 62].
RicciiTaibleson, u svomradu [72], pro{iruju rezultate radaCoifman-a iRochberg-
a [14]naop{tiju klasuLebegovihprostora holomorfnihiharmonijskihfunkcija
sa me{ovitom normom definisanih na gorwoj poluravni.
Utapawa sa razli~itim indeksima, su me|u prvim rezultatima dobijenim za pro-
store sa me{ovitom normom. Neki od rezultata u ovoj oblasti se mogu na}i u
monografiji odDuren-a, [19]. Flet u radovima [26], [27] znatno pro{iruje, oja~ava
i daje nekoliko dokaza za originalne rezultate Hardy-ja i Littlewood-a. Kasnije,
pro{irewa na vi{e dimenzije, Hardy i Littlewood-ih i Flet-ovih rezultata, su
dobijena za domene u Cn i Rn.
U Poglavqima 5.1 i Poglavqu 5.2 defini{emo prostore sa me{ovitom normom
harmonijskih funkcija na jedini~noj lopti u Rn i gorwem poluprostoru, redom.
Osim toga uPoglavqu 5.1 navodimo i poznatu teoremu utapawa koju suAvetisyan i
Tonoyan dokazali za razli~ite vrednosti parametara p, q, 0 < p, q ≤ ∞ i te`ine
α ∈ R. Delovi (3) i (4) ove teoreme se u Poglavqu 5.3 uop{tavaju na ograni~enu
oblast Ω ∈ Rn sa C1 granicom, (Teorema 5.2).
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5.1 Prostoriharmonijskihfunkcija same{ovitomnor-
mom na jedini~noj lopti u Rn

Neka je B otvorena jedini~na lopta u Rn i S = ∂B wena granica, tj. jedini~na
sfera. Integral reda p harmonijske funkcije u(x) = u(rξ) na sferi S ozna~avamo
sa

Mp(u, r) = ||u(r, ·)||Lp(S,dσ), 0 ≤ r < 1, 0 < p ≤ ∞,

gde dσ predstavqa (n − 1)-dimenzionalnu normalizovanu povr{insku Lebegovu
meru na S, tj. σ(S) = 1. Kao {to smo i ranije videli, skup svih harmonijskih
funkcija na jedini~noj lopti B ozna~avamo sa h(B), kao i to da za funkcije iz
harmonijske Hardijeve klase hp(Bn) po definiciji va`i

||u||hp = sup
0<r<1

Mp(u, r) < +∞.

Sada, prostore harmonijskihfunkcija same{ovitomnormomna jedini~noj lopti,
h(p, q, α) (0 < p, q ≤ ∞, α ∈ R), defini{emo kao prostor gore navedenih harmoni-
jskih funkcija u ∈ h(B) za koje je kvazi-norma

||u||p,q,α =





(
1∫
0

(1− r)αq−1M q
p (u, r)dr

) 1
q

, 0 < q < ∞

sup
0<r<1

(1− r)αMp(u, r), q = ∞,

kona~na. Ako je (1 − r)αMp(u, r) = o(1) za r → 1−, tada ka`emo da harmonijska
funkcija u(x) pripada "malom" prostoru h0(p,∞, α). Primetimo da za p = q < ∞
prostor h(p, q, α) se poklapa sa te`inskom Bergmanovom klasom, a za q = ∞ ovi
prostori se nazivaju te`inski Hardijevi prostori.

Prostori h(p, p, α), h(p, q, α) na jedni~noj lopti uRn mogu se videti u [45], [64],

[67], [68], [92], [93] i wihovim referncama. Kao {to smo ve} videli, za 0 < p ≤ 1

Hardijeva klasa hp(B) ima komplikovaniju strukturu i u su{tini se razlikuje
od Hardijeve klase hp(B) za p > 1. Sli~na situacija se javqa i kod prostora
h(p, q, α). Ako je 1 ≤ p, q ≤ ∞, tada su h(p, q, α) Banahovi prostori sa normom
|| · ||p,qα. Za 0 < p < 1 ili 0 < q < 1, prostori h(p, q, α) su kompletni metri~ki
prostori sa invarijantnom metrikom d(x, y) = ||u− v||min{p,q}

p,q,α .
Utapawima harmonijskih prostora sa me{ovitom normom na jedini~noj lopti

bavili su se K. Avetisyan i Y. Tonoyan [5], wihov rezultat je slede}a teorema:

Teorema 5.1. Za α, β > −1, 0 < p, q ≤ ∞ slede}a utapawa prostora harmonijskih
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funkcija sa me{ovitom normom u Bn su neprekidna:

(1) h(p, q, α) ⊂ h(p, q, β), β > α,

(2) h(p, q, α) ⊂ h(p0, q, α), 0 < p0 < p ≤ ∞,

(3) h(p, q, α) ⊂ h(p, q0, α), 0 < q < q0 ≤ ∞,

(4) h(p, q, α) ⊂ h(p0, q, β), β ≥ α + n−1
p
− n−1

p0
, p ≤ p0 ≤ ∞,

(5) h(p, q, α) ⊂ h(∞, q0, β), β > α + n−1
p

, 0 < q0 ≤ ∞,

(6) h(p, q, α) ⊂ h(p, q0, β), β > α, 0 < q0 ≤ ∞,

(7) hp ⊂ h(p0,∞, n−1
p
− n−1

p0
), 0 < p < p0 ≤ ∞,

(8) hp ⊂ h(p0, q,
n−1

p
− n−1

p0
), 1 < p < p0 ≤ ∞, p ≤ q ≤ ∞

(9) hp ⊂ h(p0, q, β), β > n−1
p
− n−1

p0
, 0 < p < p0 ≤ ∞,

(10) Ako je u ∈ h(p, q, α), 0 < q < ∞ onda u ∈ h0(p,∞, α).

Kao{to smo ve} napomenuli, relacije (3) i (4) uop{tavamo u Glavi 5 (Teorema
5.2).

5.2 Prostori me{ovite norme harmonijskih funkcija u
gorwem poluprostoru

Kvazi-normirani prostor L(p, q, α) (0 < p, q ≤ ∞, α > 0 je skup Borel merqivih
funkcija f(x, y) u gorwem poluprostoru Rn+1

+ , za koje je kvazi-norma definisana
sa:

||f ||p,q,α =





(
∫∞
0

yαq−1M q
p (f, y)dy)

1
q , 0 < q < ∞

esssupy>0y
αMp(f, y), q = ∞,

kona~na, pri ~emu je Mp(f, y) = ||f(·, y)||Lp(dx), y > 0, 0 < p ≤ ∞.
Potprostor h(p, q, α) prostora L(p, q, α) sastvaqen od harmonijkih fukcija je

prostor harmonijskih funkcija sa me{ovitom normom.
Ove prostore su mnogi prou~avali: Taibleson [94], Flett [26]- [28], Bui Huy

Qui [9], Ricci i Taibleson [72], A.E.Djrbashian [17], Ramey i Y i [71]. Kada je
p = q < ∞ prostori h(p, q, α) su te`inski Bergmanovi prostori.
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5.3 Teoreme utapawa prostora harmonijskih funkcija
Uovoj glavi izla`emo nove rezultate, zasnovane na radu [4], o utapawima prostora
harmonijskih funkcija sa me{ovitom normom na ograni~enim domenima u Rn sa
glatkom granicom.

Teoreme utapawa za prostore harmonijskih ili analiti~kih funkcija sa
me{ovitom normom su detaqno prou~avane, posebno u slu~aju jedini~nog diska,
gde prve rezultate daju Hardy i Littlewood [33], [34]. U slu~aju analiti~kih
funkcija, takve teoreme su dokazane za op{te ograni~ene striktno pseudokon-
veksne domene u Cn, [60]. Prostori harmonijskih i analiti~kih funkcija sa
me{ovitom normom u gorwoj poluravni su prou~avani u [72, 70], i neke od tih
metoda su kori{}ene u dokazu teoreme na op{tem domenu sa C1 granicom. Za
harmonijske funkcije neki autori su utapawa za prostore sa me{ovitom normom
posmatrali naBn, [5] ili u gorwem poluprostoruHn, [6]. Me|utim, slu~aj op{teg
domena nije razmatran, sve do sada.

I zato, kao glavni rezultat, opisujemo neprekidno utapawe na ograni~enom
domenu Ω ⊂ Rn sa C1 granicom. Utapawe, hp,q

α ↪→ hp1,q1
α1

, koje opisujemo nije jedini
rezultat koji je dobijen. Kao novi rezultat dobijamo ograni~enost maksimalnog
operatora u× u prostrima sa me{ovitom normom na op{tem domenu za funkcije
klase QNS, pri ~emu su do sada bili poznati i ograni~enost maksimalnog op-
eratora i utapawa, kada je domen jedini~ni disk, jedini~na lopta ili gorwi
poluprostor.

Operator koga ovde pomiwemo, u×, je razmatran u slu~aju jedini~nog diska u
[66], a povezan rezultat za te`inske Bergmanove prostore harmonijskih funkcija
na Bn se mo`e videti u [59].

Pre nego {to po~nemo sa samim dokazima i formulacijama, {to pomo}nih
tvr|ewa {to glavnih rezultata, potrebno je da bli`e opi{emo domen, kao i
neka geometrijska razmatrawa. Osim toga za odgovaraju}e domene i funkcije
definisa}emo odgovaraju}e norme.

Na osnovu Teoreme o cevastoj okolini postoji okolina U na ∂Ω i postoji
C1−difeomorfizam χ : U → ∂Ω × (−r0, r0) tako da je χ(∂Ω) = ∂Ω × {0}, χ(U ∩
Ω) = ∂Ω × (0, r0). Neka je ϕ = χ−1 i Γt = ϕ(∂Ω × {t}) ⊂ U . Za merqivu
kompleksno vrednosnu funkciju f definisanu na Ω ∩ U (ili Ω), defini{emo
funkciju f̃ : ∂Ω× (0, r0) → C sa f̃(ξ, t) = f(ϕ(ξ, t)).

Ako su u1, u2 ∈ h(Ω) i u1 = u2 na Ω ∩ U , tada je u1 = u2 na Ω. Ozna~imo sa
ũ = (̃u|Ω∩U), pri ~emu iz ũ1 = ũ2, sledi u1 = u2 za u1, u2 ∈ h(Ω).

Sada, defini{emo prostore sa me{ovitom normom na Ω i na ∂Ω × (0, r0). Za
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Borel merqivu funkciju f na Ω ili na Ω ∩ U uvodimo

Mp(f, t) =

{∫

∂Ω

|f̃(ξ, t)|pdσ(ξ)

} 1
p

, 0 < p < ∞, 0 < t < r0,

sa uobi~ajenom konvencijom za p = ∞. Tako|e, za Borel merqivu funkciju g na
∂Ω× (0, r0) neka je

M̃p(g, t) =

{∫

∂Ω

|g(ξ, t)|pdσ(ξ)

} 1
p

, 0 < p < ∞, 0 < t < r0,

opet sa uobi~ajenomkonvencijom za p = ∞. Sada se prostor same{ovitomnormom

Lp,q
α = Lp,q

α (∂Ω× (0, r0)), 0 < p, q ≤ ∞, α ∈ R,

posmatra kao prostor Borel merqivih funkcija g na ∂Ω × (0, r0) ~ija je (kvazi)
norma

||g||Lp,q
α

= ||tαM̃p(g, t)||Lq((0,r0), dt
t

),

kona~na.
Slede}e, defini{emo prostor harmonijskih funkcija sa me{ovitom normom

hp,q
α (Ω) = {u ∈ h(Ω) : ũ ∈ Lp,q

α (∂Ω× (0, r0))}

i (kvazi) normom
||u||hp,q

α (Ω) = ||ũ||Lp,q
α

.

Ovde su 0 < p, q ≤ ∞ i α > −1. Za α ≤ −1 prostori su trivijalni. Ra-
zli~iti izbori definiraju}e funkcije ρ i razli~iti izbori preslikavawa χ daju
razli~ite ali ekvivalentne norme i iste prostore me{ovitih normi.

U nastavku, defini{emo "lopte" sa centrom na granici domenaΩ i "cilindar"
sa centrom u unutra{woj ta~ki domena Ω. Pri tome koristimo difeomorfizam
ϕ.

Za svaku ta~ku ξ na granici od Ω i t > 0 defini{emo "loptu" B∂Ω
t (ξ) ⊂ ∂Ω sa

centrom u ta~ki ξ ∈ ∂Ω i polupre~nika t > 0 sa

B∂Ω
t (ξ) = {η ∈ ∂Ω : |ξ − η| ≤ t},
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za koju va`i procena:

σ
(
B∂Ω

t (ξ)
) ³ tn−1, 0 < t ≤ diam(∂Ω). (5.1)

Tako|e, posmatramo "cilindar" u Ω sa centrom u ta~ki ϕ(ξ, t):

Q(ξ, t) = {z ∈ Ω ∩ U : χ(z) ∈ B∂Ω
t (ξ)×

[
t

2
,
3t

2

]
}, ξ ∈ ∂Ω, 0 < t <

2r0

3
,

za koji va`i procena:

|Q(ξ, t)| ³ tn, 0 < t ≤ diam(∂Ω). (5.2)

Metriku na ∂Ω× R defini{emo sa

d∂Ω×R((ξ1, t1), (ξ2, t2)) =
√
|ξ1 − ξ2|2 + |t1 − t2|2,

za (ξ1, t1), (ξ2, t2) iz ∂Ω × R. Lako se vidi da su χ : U1 → ∂Ω × [−r1, r1] i ϕ :

∂Ω×[−r1, r1] → U1, Lip{ic neprekidne za bilo koje r1 ∈ (0, r0) gde jeU1 = ϕ(∂Ω×
[−r1, r1]). Ovi C1 difeomorfizmi imaju neprekidne i ograni~ene parcijalne
izvode. Sada, bez gubqewa op{tosti, mo`emo pretpostaviti da su χ i ϕ Lip{ic
neprekidne, tj. da postoje konstante 0 < l ≤ L < ∞ tako da je

l|z − w| ≤ d∂Ω×R(χ(z), χ(w)) ≤ L|z − w|,

za svako z, w ∈ U . Tako|e, postoje konstante 0 < c ≤ C < ∞ tako da za bilo koji
merqiv skup E ⊂ U imamo da je

c(dσ × dt)(χ(E)) ≤ |E| ≤ C(dσ × dt)(χ(E)).

Dakle, za bilo koju nenegativnu i merqivu funkciju f na Ω ∩ U je

∫

Ω∩U

fdm ³
∫

∂Ω

r0∫

0

f̃dσdt. (5.3)

Neka je r2 = min(2r0

3
, r0

2L
). Dokazujemo sada inkluzije:

B

(
ϕ(ξ, t),

t

2L

)
⊂ Q(ξ, t) ⊂ B

(
ϕ(ξ, t),

2t

l

)
, ξ ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ r2. (5.4)
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Prva inkluzija je ekvivalenta sa

χ

(
B

(
ϕ(ξ, t),

t

2L

))
⊂ χ(Q(ξ, t)) = B∂Ω

t ξ(ξ)× [
t

2
,
3t

2
].

Sada, za z ∈ B(ϕ(ξ, t), t
2L

) je

d∂Ω×R(χ(z), (ξ, t)) = d∂Ω×R(χ(z), χ(ϕ(ξ, t))) ≤ L|z − ϕ(ξ, t)| ≤ L
t

2L
=

t

2
,

{to dokazuje inkluziju

χ

(
B

(
ϕ(ξ, t),

t

2L

))
⊂ B∂Ω

t
2

(ξ)×
[

t

2
,
3t

2

]
.

Sli~no se dokazuje Q(ξ, t) ⊂ B(ϕ(ξ, t), 2t
l
).

Neka je
V = ϕ(∂Ω× (0, r2)) ⊂ Ω ∩ U.

Kombinacija Teoreme 3.13 sa relacijama (5.2),(5.4) daje slede}i rezultat:

Lema 5.1. Neka je Q(ξ, t) cilindar u Ω, gde je ξ ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ r2, i pretpostavimo
da je u harmonijska u Ω. Tada za svako p > 0 postoji konstanta C > 0 koja zavisi
samo od p, n i Ω tako da je

|u(ϕ(ξ, t))|p ≤ C

|Q(ξ, t)|
∫

Q(ξ,t)

|u|pdm.

Glavni rezultat ove glave je slede}a teorema:

Teorema 5.2. Neka je 0 < p ≤ p1 ≤ ∞ i 0 < q ≤ q1 ≤ ∞. Tada je

hp,q
α (Ω) ↪→ hp1,q1

α1
(Ω),

neprekidno utapawe prostora, pri ~emu je α1 = α + (n− 1)
(

1
p
− 1

p1

)
.

Dokaz teoreme utapawa o kojoj govorimo, se izvodi u dva koraka. Prvi korak
se odnosi samo na pove}awe parametra q do q1 za koje va`i 0 < q ≤ q1 ≤ ∞, {to }e
biti lak{i deo posla i koji }e biti dat kao izdvojeno tvr|ewe, (Lema 5.2). A drugi
korak se odnosi na pove}awe parametra p do p1, za koji va`i 0 < p ≤ p1 ≤ ∞, {to
uzrokuje i pove}awe te`ine α za vrednost izraza (n − 1)

(
1
p
− 1

p1

)
. Ovaj korak je

znatno komplikovaniji i tu koristimo rezultat o u×, (Teorema 5.4).
I sada, navodimo i dokazujemo utapawe prostora harmonijskih funkcija sa

me{ovitom normom kada se parametar q pove}ava do q1, tj. 0 < q ≤ q1 ≤ ∞.
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Lema 5.2. Neka je 0 < q ≤ ∞ i α > −1, tada je hp,q
α (Ω) ↪→ hp,∞

α (Ω).

Koristimo ideju dokaza iz rada Ricci i Taibleson [72], koji je dat u slu~aju
gorwe poluravni.
Dokaz: Fiksiramo u ∈ hp,q

α (Ω). Posmatramo dva odvojena slu~aja 0 < p ≤ q < ∞
i 0 < q ≤ p < ∞.

Pretpostavimo da je 0 < p ≤ q < ∞. Za 0 < t < r2 na osnovu Leme 5.1 i
relacije (5.3) va`i nejednakost

|ũ(ξ, t)|p ≤ C

|Q(ξ, t)|

3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)|pdσ(η)dτ. (5.5)

Integracijom po ξ ∈ ∂Ω i primenom Fubinijeve teoreme dobijamo

∫

∂Ω

|ũ(ξ, t)|pdσ(ξ) ≤ C

|Q(ξ, t)|

3t
2∫

t
2

∫

∂Ω

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)|pdσ(η)dσ(ξ)dτ. (5.6)

Fiksirano τ , i ponovno primenom Fubinijeve teoreme i relacije (5.1) dolaz-
imo do nejednakosti:

∫

∂Ω

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(ξ, t)|pdσ(η)dσ(ξ) =

∫

∂Ω

|ũ(η, τ)|p
∫

∂Ω

χB∂Ω
t (ξ)dσ(ξ)dσ(η)

≤ Cτn−1

∫

∂Ω

|ũ(η, τ)|pdσ(η)dσ(ξ)dτ.

Kori{}ewem zadwem nejednakosti i relacije (5.2) za procenu unutra{weg
integrala u relaciji (5.5) dobijamo:

Mp
p (u, t) ≤ C

tn

3t
2∫

t
2

τn−1

∫

∂Ω

|ũ(η, τ)|pdσ(η)dτ ≤ C

3t
2∫

t
2

Mp
p (u, τ)

dτ

τ
,

tako|e smo iskoristili da je τ ³ t za t
2
≤ τ ≤ 3t

2
. Sada, upotrebom Helderove

nejednakosti sa stepenom q
p
≥ 1 dolazimo do nejednakosti:

Mp
p (u, τ) ≤ C




3t
2∫

t
2

M q
p (u, τ)

dτ

t




p
q



3t
2∫

t
2

dτ

τ




1− p
q

= C




3t
2∫

t
2

M q
p (u, τ)

dτ

τ




p
q

.
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Dakle,

Mp(u, t) ≤ C




3t
2∫

t
2

M q
p (, τ)

dτ

τ




1
q

, 0 < t < r2. (5.7)

Slede}i ciq je da dobijemo procenu (5.7) za drugi slu~aj. tj. kada je 0 < q ≤
p < ∞. Neka je r = p

q
≥ 1. Fiksiramo 0 < t < r2 i primenom Leme 5.1 dobijamo

slede}u procenu:

|ũ(ξ, t)|q ≤ C

|Q(ξ, t)|

3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)|qdσ(η)dτ. (5.8)

Ova nejednakost sa relacijom (5.2) daje

|ũ(ξ, t)|p ≤
(

C

tn

)r




3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)|qdσ(η)dτ




r

.

Sada, integracijom po ξ dolazimo do nejednakosti:

Mp
p (u, t) ≤

(
C

tn

)r ∫

∂Ω




3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)|qdσ(η)dτ




r

dσ(ξ),

odnosno

M q
p (u, t) ≤

(
C

tn

)r




∫

∂Ω




3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)|qdσ(η)dτ




r

dσ(ξ)




1
r

.

Primenom integralne nejednakosti Minkovskog sa eksponentom r = p
q
dobi-

jamo

M q
p (u, t) ≤ C

tn

3t
2∫

t
2




∫

∂Ω




∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)|qdσ(η)




r

dσ(ξ)




1
r

dτ.

Neka je
ϕr(ξ) =

∫

B∂Ω
t (ξ)

|ũ(η, τ)q|dσ(η), (5.9)
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pa prethodna nejednakost sada izgleda

M q
p (u, t) ≤ C

tn

3t
2∫

t
2




∫

∂Ω

ϕr
τ (ξ)dσ(ξ)




1
r

dτ =
C

tn

3t
2∫

t
2

||ϕτ ||Lr(∂Ω,dσ(ξ))dτ. (5.10)

U ciqu procene Lr(∂Ω, dσ) norme funkcije ϕτ gde je t
2
≤ τ ≤ 3t

2
, defini{emo

funkciju θ : ∂Ω× ∂Ω → R sa

θ(ξ, η) =

{
1, |ξ − η| ≤ t

0, |ξ − η| > t,

pri ~emu je jasno da je θ(ξ, η) = θ(η, ξ) i

ϕτ (ξ) =

∫

∂Ω

θ(ξ, η)|ũ(η, τ)|qdσ(η).

Fiksiramo ψ ∈ Ls(∂Ω, dσ(ξ)), ||ψ||s ≤ 1, gde je 1
r

+ 1
s

= 1. Tada je
∣∣∣∣∣∣

∫

∂Ω

ϕτ (ξ)ψ(ξ)dσ(ξ)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

∂Ω

∫

∂Ω

|ũ(η, τ)|qθ(ξ, η)|ψ(ξ)|dσ(η)dσ(ξ)

∣∣∣∣∣∣

≤
∫

∂Ω

∫

∂Ω

|ũ(η, τ)|qθ 1
r (ξ, η)|ψ(ξ)|dσ(ξ)dσ(η) ≤ AB,

gde je

A =




∫

∂Ω

∫

∂Ω

(ũ(η, τ))rqθ(ξ, η)dσ(ξ)dσ(η)




1
r

≤ t
n−1

r




∫

∂Ω

|ũ(η, τ)|pdσ(η)




q
p

,

B =




∫

∂Ω

∫

∂Ω

|ψ(ξ)|sθ(ξ, η)dσ(ξ)dσ(η)




1
s

≤ t
n−1

s ||ψ||s ≤ t
n−1

s .

Kombinacijom gorwih procena dobijamo
∣∣∣∣∣∣

∫

∂Ω

ϕτ (ξ)ψ(ξ)dσ(ξ)

∣∣∣∣∣∣
≤ tn−1M q

p (u, τ), ||ψ||s ≤ 1,

a na osnovu dualnosti imamo da je ||ϕτ ||Lp(∂Ω,dσ(ξ)) ≤ tn−1M q
p (u, τ). Primenom
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relacije ( 5.10) i t ³ τ za t
2
≤ τ 3t

2
dolazimo do

M q
p (u, t) ≤ C

3t
2∫

t
2

M q
p (u, τ)

dτ

τ
,

pri ~emu je dokazana nejednakost (5.7) i u slu~aju 0 < q ≤ p. Ponovnom primenom
τ ³ t u oba slu~aja dobijamo

tαM q
p (u, t) ≤ C

3t
2∫

t
2

ταM q
p (u, τ)

dτ

τ
≤ C||u||q

hp,q
α (Ω)

, 0 < t < r2,

i sledi da je ||h||hp,∞
α (Ω) ≤ C||u||hp,q

α (Ω).
Slede}a teorema je srodna Teoremi 4.2.

Teorema 5.3. Neka je 0 < p < ∞ i neka je u ∈ QNS(W ), tada je up ∈ QNS(W ).
Preciznije, ako je u ∈ QNSK(W ), tada je up ∈ QNSK1(W ), gde K1 zavisi samo od
K, n i p.

Koristimo operator maksimalne funkcije ve} definisan relacijom ( 3.5) u
poglavqu Maksimalne funkcije.

Primenom relacija (5.1) i (5.2) lako se pokazuje da je:

sup
3
4
t≤τ≤t

|ũ(ξ, τ)| ≤ K1

|Q(ξ, t)|
∫

Q(ξ,t)

udm, u ∈ QNSK(Ω), ξ ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ r2,

gde K1 zavisi samo od K,n i Lip{icovih konstanti L, l za χ, ϕ. Ovo zna~i da za
u ∈ QNSK(Ω) va`i:

u×(ϕ(ξ, t)) ≤ K1

|Q(ξ, t)|
∫

Q(ξ,t)

udm, ξ ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ r2. (5.11)

Prostor Lp,q
α (Ω ∩ U) ~ine merqive funkcije f : Ω ∩ U → C za koje va`i

||f ||Lp,q
α

=




r0∫

0




∫

∂Ω

|f̃(ξ, t)|pdσ(ξ)




q
p

tαq dt

t




1
q

< ∞.

Drugim re~ima, ||f ||Lp,q
α

= ||f̃ ||Lp,q
α
.

Dajemo sada rezultat o ograni~enosti maksimalnog operatora u× u klasiQNS
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funkcija.

Teorema 5.4. Neka je 0 < p, q ≤ ∞. Funkcija u ∈ QNSK(Ω∩U) pripada Lp,q
α (Ω∩U)

ako i samo ako u× pripada Lp,q
α (V ). [tavi{e va`i

||u×||Lp,q
α (V ) ≤ C||u||Lp,q

α (Ω∩U),

gde C zavisi samo od K, p, q, n i Ω, ali ne zavisi od u.

Dokaz: Kako je funkcija u lokalno ograni~ena, potrebno je samo dokazati imp-
likaciju u ∈ Lp,q

α ⇒ u× ∈ Lp,q
α . Pretpostavimo da je 0 < p < q < ∞. Kako je up,

na osnovu Teoreme 5.3, QNS funkcija i primenom relacije (5.11) dobijamo

(u×(ϕ(ξ, t)))p ≤ C

|Q(ξ, t)|

3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

up(ϕ(η, τ))dσ(η)dτ. (5.12)

Integracijom po ξ ∈ ∂Ω dobijamo:

∫

∂Ω

(u×(ϕ(ξ, t)))pdσ(ξ) ≤ C

|Q(ξ, t)|
∫

∂Ω

3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

up(ϕ(η, τ))dσ(η)dτdσ(ξ).

Postupkom kao u dokazu Leme 5.2 je:

Mp
p (u×, t) ≤ C

tn

3t
2∫

t
2

τn−1

∫

∂Ω

|u(ϕ(η, τ))|pdσ(η)dτ ≤ C

3t
2∫

t
2

Mp
p (u, τ)

dτ

τ
.

Primenom Helderove nejednakosti sa eksponentom q
p
dobijamo

Mp(u
×, t) ≤ C




3t
2∫

t
2

M q
p (u, τ)

dτ

τ




1
q

.

Sli~no kao kod relacije (5.12), ako je q < p < ∞, imamo da je

|u×(ϕ(ξ, t))|q ≤ C

|Q(ξ, t)|

3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

|u(ϕ(η, τ))|qdσ(η)dτ,
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{to daje nejednakost

M q
p (u×, t) ≤ C

tn




∫

∂Ω




3t
2∫

t
2

∫

B∂Ω
t (ξ)

uq(ϕ(η, τ))dσ(η)dτ




p
q

dσ(ξ)




q
p

.

Opet postupkom kao u Lemi 5.2 dobijamo

M q
p (u×, t) ≤ C

3t
2∫

t
2

M q
p (u, τ)

dτ

τ
, 0 < t < r2.

Mno`ewem sa tα i integracijom po 0 < t < r2 dolazimo do tra`enog rezultata:

||u×||q
Lp,q

α
=

r2∫

0

tαqM q
p (u×, t)

dt

t
≤ C

r2∫

0


tαq

3t
2∫

t
2

M q
p (u, τ)

dτ

τ


 dt

t

≤ C

r2∫

0

tαq

r0∫

0

χ[ t
2
, 3t
2

](τ)M q
p (u, t)

dτ

τ

dt

t
≤ C

r0∫

0

ταqM q
p (u, τ)

dτ

τ

= C||u||q
Lp,q

α
.

Sada, dajemo dokaz utapawa prostoraQNS∩Lp,q
α uLp1,q

α1
, {to predstavqa drugi

korak dokaza teoreme utapawa na op{tem domenu, o ~emu smo govorili na po~etku
ovog poglavqa.

Teorema 5.5. Neka je 0 < p < p1 ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ i α > −1. Ako funkcija u pripada

QNSK(Ω∩U)∩Lp,q
α , tada ona pripada i Lp1,q

α1
(Ω∩U) gde je α1 = α+(n−1)

(
1
p
− 1

p1

)

i pritom je ||u||Lp1,q
α1

≤ C||u||Lp,q
α

, gde konstanta C ne zavisi od u.

Dokaz: Neka je u ∈ QNSK ∩Lp,q
α . Tada, na osnovu Teoreme 5.3, up ∈ QNSK1 i va`i

M∞(u, t) ≤ C

t
n−1

p

sup
t
2
≤τ≤ 3t

2

Mp(u, τ),
3t

2
< r0.

Odatle sledi:

Mp1
p1

(u, t) =

∫

∂Ω

up1−p(ϕ(ξ, t))up(ϕ(ξ, t))dσ(ξ) ≤ Mp1−p
∞ (u, t)Mp

p (u, t).
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Tada je

Mp1(u, t) ≤ C

t
n−1

p
p1−p

p1

sup
t
2
≤τ≤ 3t

2

Mp(u, τ) =
C

t
(n−1)( 1

p
− 1

p1
)

sup
t
2
≤τ≤ 3t

2

Mp(u, τ). (5.13)

Kako je [ t
2
, 3t

2
] ⊂ ⋃4

j=1 ∆j , gde je ∆j =
[
(3

4
)
j t
2
, (3

4
)
j−1 3t

2

]
onda je

sup
t
2
≤τ≤ 3t

2

Mp(u, τ) ≤
4∑

j=1

sup
τ∈∆j

Mp(u, τ) ≤
4∑

j=1

Mp

(
u×,

3j−1

4j−1

3t

2

)
. (5.14)

I na kraju primenom relacija (5.13), (5.14) dobijamo procenu

Mp1(u, t)t
α+(n−1)( 1

p
− 1

p1
) ≤ C

4∑
j=1

tαMp

(
u×,

3j−1

4j−1

3t

2

)
. (5.15)

Kombinacijom relacije (5.15) i Teoreme 5.4 dolazimo do `eqenog rezultata i
time je dokaz ove teoreme zavr{en.

Sada imamo sve {to je potrebno za dokaz na{e teoreme utapawa harmonijskih
funkcija sa me{ovitom normom na ograni~enom domenu Ω sa glatkom granicom.
Dokaz Teoreme 5.2:

Neka je funkcija u ∈ hp,q
α (Ω). Tada je funkcija |u| subharmonijska i pripada

QNS1(Ω) i |u| ∈ Lp,q
α . Na osnovu Teoreme 5.5 |u| ∈ Lp1,q

α1
. Kako je funkcija u

harmonijska, to zna~i da je u ∈ hp1,q
α1

(Ω). Iz Leme 5.2 sledi ako je u ∈ hp1,q1
α1

(Ω)

onda je u ∈ hp1,∞
α1

(Ω). Dakle hp,q
α (Ω) ⊂ hp1,q1

α1
(Ω). Neprekidnost utapawa hp,q

α (Ω) ↪→
hp1,q1

α1
(Ω) sledi iz procene date u Teoremi 5.5 i Lemi 5.2.
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[64] M. Pavlović, Decompositions of Lp and Hardy spaces of polyharmonic func-

tions, J. Math. Anal. Appl., 2016, 499-509, (1997).
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[87] S. Stević, A note on weighted integrals of analytic functions, Bull. Greek

Math. Soc., 46, 3-9, (2002).
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