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3AXBAJTHOCT

Ca myHUM IO TOBAILEM U YBa)KaBaHHEM KEJTMM IIpE CBETa J1a Ce 3aXBaJIUM CBOM MEHTODY,
npod. 1ap Mwunomy ApceHoBuhy Ha CTpy4HO] TOMOhM, pa3yMeBarmby W CaBETUMA Y
U3pajid MOje JOKTOPCKE JIUcepTanyje. 3axBajbyjeM My IITO MU j€ CBOJUM OTPOMHUM
3HambEM, JbyOaBIby U mocBeheHomhy yBeo y yapoOHH CBET MaTeMaTHYKE aHAIIU3E Y
KOME caM Halua cebe U y KoMe XKEeIUM Ja ce U Jajbe ycaBpIllaBaM.

Hehy 3a00opaBuTi cate mpoBe/ieHe Y Tpakemhy HajOObeT peliekha 1 j1a OyaeM Ha-
JUCKpeHHja, OBa JOKTOPCKA TUCEPTAIIH]ja je pe3yITaT HAIIleT pa3yMaBarba, IherOBE CTPYUHE
nomohu, yBaxkaBama U 000CTpaHOT MMOIITOBAA.

N3y3eTHa MU je 4acT IITO je yBaXeHU akageMuK Muogpar MaTerbeBuh uian koMucuje
3a o6 pany pajia, kao u mpod. ap OnuBepa Muxuh kao TO3HATH U TIOIMMTOBAHY WIAHOBH
y HAIllUM aKaJeMCKUM KPYTOBHMA.

Hapasno, nehy 3a00paBuTH /1a ce 3aXBaJIMM CBOJUM KOJISTMHUIIAMA U KoJIeTaMa ca
KOJUMa paJiuM jep Cy BEpOBaJIM Y MCHE U MOJIpXkKaBalid Me Oe3pe3epBHO.

Hmax, mopea MOT MOIITOBAHOT MEHTOpa, mpod. ap Mwuoma ApcenoBuha kora
MopaM M3 JyOOKOT THjeTeTa JOII jeJHOM MOMCHYTH, HajBehu ociioHall, Betap y Jicha

MojpIiiKa, Oujia je Moja MOpoAMIIa KOja je YBEK U O€3YCIIOBHO BepoBajia y MEHE.



YTAIIAIBA ITPOCTOPA XAPMOHMNJCKUX ®YHKIINJA CA MEHIOBUTOM

HOPMOM Y OI'PAHUYEHUM OBJACTHUMA Y R*

V oBOM pajly mpeaMeT pa3MmaTparma Cy TCOpeME yTamnama TSKUHCKUX beprmanoBux
npocropa y LP - mpocTope, Kao U TeOpeMe yTalama IPOCTOpa XapMOHHUJCKUX (PYHKIIM]a
ca MEIIOBUTOM HOPMOM.

[TpBu €0 Te3e yommiraBa TeopeMe yranama beprmanosux mpocropa y LP(u) - mpoc-
Tope, T/i¢ je (1t BopernoBa Mepa Ha pejleBaHTHOM JoMeHy. PaHuje cy OwiM ucriuraBaHu Ha
JOMEHUMA Kao IITO CYy JeAUHUYHA JIONTA U TOPIHH IMOIYIIPOCTOP. Y OIIITEHHE ¢ OTHOCH
Ha orpanudene jomene {2 C R" ca rpanunom knace C'. OBo yraname he Baxurty 3a

oo xkoje p > 0, kaja rojg Mepa npoctopa LP 3ajioBosbaBa ycitoB Kapiecona. OOpHyTH

a+2

cMep he BakuTH camo y crydajy kazga jep > 1+ o5,

Hpyru 1ieo gucepraliije Takohe yomimraBa TeopeMe yTamama IpOoCTOpa MEIIOBUTUX
HOPMH XapMOHUJCKUX (DYHKIIM]a HA JSTUHUYIHO] JIOTITH, TIPH TOME CE YOIIITCHE OTHOCH
Ha jgiomet 0 C R” orpanuuen ca C' rpanunom. MehyTum, mopes Tora, 10Ja3uMO
U JI0 jOIII Je[IHOT OUTHOT pe3yiTaTa KOjU C€ OJHOCH Ha OTPAHMUYEHOCT MAKCUMAIIHOT

omepaTopa y MEIMIOBUTO] HOPMHM Ha OIMIITEM JoMeHy 3a kitacy QNS ¢ynkimja.

Kibyune peun: xapmoHujcke GyHKIMje, XapaujeBu npoctopu, beprMmanoBu mpoc-
TOPH, MEIIOBUTH IIPOCTOPH
Hayuna ob6mact: MaTemaTnuka aHaausa

Vxka HayuHa o6nact: XapMOHMjCKa aHAIU3a



Abstract

In this thesis, subjects of consideration are the embeddings theorems of weighted
Bergman spaces in LP-spaces, as well as embeddings theorems of harmonic mixed
norm spaces.

The first part of the thesis generalizes the theorems of embeddings Bergman spaces
into LP(p)-spaces, where p is a Borel measure on a given domain. They have been
earlier studied on domains such as unit ball and upper half-space. Generalization
refers to bounded domains Q C R™ with C! boundary. This embedding will be

valid to any p > 0, whenever the measure of the spaces L? satisfies the Carledon

a+2
n—2"

The second part of the dissertation also generalizes the embeddings theorems of

condition. Reverse the direction will be valid only in case if p > 1 +

mixed norm spaces of harmonic functions on a unit ball, where the generalization
is applied to the domain Q@ C R™ with C!' boundary. However, in addition we
are obtaining another important result relating to the limitation of the maximum

operators in the mixed norm on the general domain for the class of QNS functions.

Key words: harmonic function, Hardy spaces, Bergman spaces, Mixed norm
spaces
Scientific field: Mathematical analysis

Scientific subfield: Harmonic analysis
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I'1aBa 1

YBon

Xapmonujcke pynknmje (perrema Jlamiacose jefHAUNHE ) UMajy BaXHY YJIOTY Y MHOTUM
obracTMa MaTeMaTuKe, (PU3MKe U TEXHUYKUX Hayka. Teopuja HP mpocropa (Xapau-
JeBH IIPOCTOPH), HACTAJIa je TOYeTKOM IIpolnior Beka y pagosuma G. H. Hardy, J. E.
Littlewood, I. I. Privalov, F. u M. Riesz, V. Smirnov u G. Szego. He3asucno, Stefan
Bergman je yBeo mpocTtope koje gaHac 30BeMo beprmanosum (y cinyuajy p = 2). Kpajem
me3eceTux roauHa 20-or Beka I0J1a3u ce 10 oTKpuha TeXKUHCKUX beprMaHoBUX mpoc-
TOpa, a TOTOM Ce MMOjaBJbyjy U MPOCTOPU MEIOBUTUX HOpMU. CBH OBU TIPOCTOPH CY
CC y MOYETKY MPOYYaBaJIU Y CIy4ajy XOJIOMOP(PHUX U AaHAIIUTUUKKUX (PYHKIIM]A, & TOTOM
XapMOHH]CKUX.

JloKTOpcKa Te3a je cacTaBJbeHa OJ] IET IJlaBa, OJ] KOJUX Cy Haj3HauajHuje Tpeha u
rera. Y Tpehoj TJIaBu Cy ONMKMCAHU MPOCTOPH XapMOHUJCKUX (YHKIMjA, Tj. Xap/IujeBH,
BeprmanoBu, Texxuncku beprmanoBu nmpoctopu u Mepa Kaprecona. Kao HOB monpu-
HOC TEOPHUjH je JlaTa TeopeMa yTalama TeXUHCKOr Beprmanosor npocropa 'y LP (2, )
y cllyuajy orpaHudeHe o6actu ) ca rimaTkom rpaHuiioMm. YeTBpra riraBa ¢ce OJHOCH Ha
Heke nomohue pesynrarte u To: BurnujeBy nexomonosuuujy u QNS dynkumje. V mneroj
IJ1aBH KOja je IO JIONPUHOCY M Haj3HadajHUja, 1e(PUHUCAHU CY TIPOCTOPH MEIIOBUTHUX
HOPMHU XapMOHUJCKUX (DYHKIIM]jA, U JaTe HEKE OJI TeOpeMa yTamnama JaTUX IMpoCcTopa.
Haj3nauajHuju pe3yaraT HUjE caMO TeOopeMa yTallamba Koja ¢e yOoIlTaBa Kaja je y -
Tamby JIOMEH Ha KOME €€ IIOCMTPA]jy IaTH TPOCTOPH, HETO U OTPAHMUCHOCT MAKCUMATHOT

olepaTopa y MEIIOBMTO] HOPMHU Ha OIIITeM JoMeHy 3a kKiacy QNS dyHkimja.



I'1aBa 2

OCHOBHM NIOJMOBM H O3HAKE

Ha moueTky JiajeMo KpaTak Iperiie] HEKUX OCHOBHX IOJMOBA KOju he ce KOPUCTUTH Y
HACTaBKY.

IIpocimop u doryapocitop

[ToJ peaylHuM n-IUMEH3MOHAIHUM IIpocTopoM R mojpasymeBaMo ckyn ypehenux
N-TOPKU = = (T, Ta, ..., T,), T; € R, i =1,n.

Topwu nonynpocrop y R™ oznauaBahemo ca H”, omqnocno H, xama Huje morpebHO
Hartacuty gumensujy n, qakie H = {z € R" : © = (21, 21, ..., 2,), x, > 0}.

Jegunuunu guck D y R?

Jluck monynpeynuka v, r > (0, ca IeHTPOM y Tauku = KoMmiuiekcHe paBuu C, y o3Hamm
D(x,r), je ckyn Tayaka 3a xoje Baxku D(z,7) = {y € R: |y — z| < r}. V ciayuajy xama
jer =1ux =0, 3a JUCK Ka)XEMO JIa j¢ JeIMHUYHU 1 o3HauaBaheMo ra ca D.

Jequnuuna noiitia B y R"

OTBOpEHY JIONTY MOJynpeuHuKa r, r > 0, ca eHTpoM y Tauku © € R"™, o3HauaBaMo
caB"(z,r) ={y eR": |y —z| <r},acadB" = S" ! (x,r) meHy rpanuiy, 0AHOCHO
cohepy, 1j. OB"(z,r) = S"Hz,r) = {y € R" : |y — z| = r}. 3arBopena monra
y osHamu B"(z,7) je yuuja otBopene nonte B"(z,7) u mene rpanune OB (z,7), Tj.
B"(z,r) = B"(z,7) UOB"(z,r). Kamajer = 1 ux = 0, 3a JONTy Ka)keMo /1a je
jenmnnuHa n o3HadaBahemo je ca B”, a meny oarosapajyhy chepy ca S™ 1.
3anpeMuHy jeIMHMYHE JonTe o3HaumheMo ca w,, a 3ampemuny yonte B"(x,r) ca
|B™(x,7)|. Tospmmny jenunuune (anopmanusobane) chepe S~ osznauaBahemo ca
Wnp_1 = Nwy, a nospumna chepe S" ' (x,7) je Area(S"') = r"“lnw,. 3anpemuna
nomnre B™(x,r) je |B™(x,r)| = V(B") = r"w,.

Camepusociti geiuuuna

Benuuune A u B cy camepspuse y 3amucy A < B ako nocroje koncraute 0 < ¢ <



C' < oo Tako Aa 3a pa3MaTtpaHe BpeaHoctd A u B Baxu:
clA| < |B| < C|A]. (2.1)

Jlebezosa mepa

JleberoBy Mepy o3HauaBaMo ca m, WK Hak ca dV (3alIpeMHHKH CJIECMCHT).

Fopenosa mepa

Heka je B Bopenosa ¢ anredbpa orBopenor ckyna {2 C R”, 1j. Hajmama o- aj-
rebpa Koja caJpKH CBe OTBopeHe MmojackymoBe of 2. Bopemosa mMepa Ha €2 je Mepa i

neunucana Ha Bg 1 3a KOJy Baxu
n(K) < oo,

3a cBaKkW KommakTaH ckym K C €.

Csaka Bopenosa Mepa je perynapHa, 1j.
p(A) =sup{u(K): K C A, K xomnakrau }, u(A) =inf{u(U): A C U je orBOpen},

3a 6o koju Bopenos ckynm A C (2.
[MospimncKy Mepy Ha (n — 1) - qumensuonoj nospmu M C R™ knace C!' oznagaBamo
ca do.

Pagujanna maxcumanna ¢pynxkyuja

Hexka je u xomrutekcHa ¢ynkimja nedpunucana Ha B. Pamgmjanna makcumaiaHa

dbynknmja GpyHKIHje U je pyHKIHja

(Mraqu)(€) = sup [u(r§)], (£ €R).

0<r<1

Jugheomopdhuzam
Hudeomoppusam je C' mpecaukasambe usMehy 1Ba oTBopeHa ckyma y R™ umju je
unseps Takohe CL,

IHonyneipexugne ghynxyuje

Hepununnja 2.1. Hexa je Q C R". @yuxyuja u : Q — [—00, +00] je donynenpexugna
0go32o y mauku a € ) axo 3a 6uno koju 6poj C' > u(a) docwoju & = 6(a, C) maro ga je
u(z) < C kag 20q je |x — a| < 0 ux € . dyuxyuja u je donynedpexugna 0gozeo na 2

aKo je aonyapekugHa 0go3eo y ceaxoj mauxu ma ).

Jlokasyje ce /a je GpyHKIHUja u MONYHENMpeKUaHA OM03ro Ha (), aKo M caMoO aKo cy
ckymoBu {x € ) : u(x) < C'} orBopennu y €2 3a cako C' € R. Moke ce jloKa3aTH Jia je

U TOJIYHETIPEKUIHA 010310 ako je lim sup u(x) < u(a) 3a cBaxo a € ().
r—a



Hanomena 2.1. [TpuMmeTumo j1a modyHenpeKuaHe 0103r0 (GYHKIH)je MOTY Y3UMATH Bpel-

HOCTH —OO U +00.

Jlako ce Buau, ako ¢y f u g dyHkumje nmojayHenpexkuane ojgo3ro u C' > 0, taja cy u
dynkwmje: Cf, f+ g, max (f, g) umin ( f, g) moaynenpexue o103ro. IloayHenpexui-

HOCT O03r0 MOBJIaUYM U JIOKAJIHY OTPaHHUYCHOCT OJJO3T 0!

Teopema 2.1. Heka je pynxyuja f iionyneiapexugna 0goszeo na oimgoperom ckyity €2 C R,
Taga je [ ocpanuuena 0go3éo Ha KOMAAKTHUM TOGCKYHAOBUMA U JOCTAUICE CYAPEMYM HA

ceakom Komiaxmnom ckyiy I C Q.

L? apocimopu

JIBe MepibuBe (PYHKIMMjE Y OAHOCY Ha MepbuB mpocTtop (X, 1), T/ae je /4 MO3UTHBHA
Mepa Ha HEKOj o-anredpu mpocTtopa X, moucroBehyjeMo, YKOIUKO ce OHE MOKJIarnajy
CKOpO CByJa Ha mpocTopy X y OJHOCY Ha JaTy Mepy p. DyHkimja f, KojoM ce pernpe3eH-
Tyje jeiHa Tako JoOujeHa Kilaca eKBUBaJICHLM]je npuiaga npocropy LP (X, i) yKoinuko

BaXXu
1/p

1z = 11l = / F@)Pdu(z) | < o0, za 0 < p< oo,
X

f [l x ) = [|fl]oo = esssup [ f(z)].
zeX

3a1 < p < 400 oBo je Banaxos mpocrop, a 3a 0 < p < 1, LP(X) je xommueran

METpUUKH TIpocTop ca MeTpukoM dp,(f,g9) = [ |f — g[Pdp. Kamajep = 2, L*(X) jeu
X

XI/IJ'I6epTOB ca CKaJIapHHUM IIPOU3BOIOM ﬂe(pHHHcaHHM Ha CJICI[ChI/I Ha4yuH

CraB 2.1. Hekaje ;f(X) <ooul <p<r <o drko f € L"(X) wmaga je

11l < ((X))7 (| £l

OJHOCHO 6as#cu

L'(X) = LP(X).

Jlokas: 3a p = r tBpheme ounrmenano ciaean. Hekaje 1 <p <r < ocom f € L"(X).



Tana je | f|P € Lv (X) n XenmepoBa HejeTHAKOCT 1aje

p

[ 1r@pana) < ( [s@ry du(:c)) ? ( / dﬂ@;))

X

IITo je CKBHBAJICHTHO Ca

11l < ()77 £]],-



I'naBa 3
IIpocTopu xapmonmjckux GpyHkouja

Oga ri1aBa je cacTaBibeHa O] IIIECT MOTJIaBIba. Y MPBOM MOTJIABIbY OIUCYjEMO XapMOHHU-
JcKe M cyOXapMOHMjCKe (PYHKIIMjEe U JajeMO HEKe IbHUXOBE OCOOMHE, IMTOTOM YBOIUMO
MakcuMaiHe pyHkimje. Y TpeheM M 4eTBpTOM MOTNaBiby ce 6aBUMO Xap/aujeBUM W
BeprManoBuM nipocTopuMa, ca MOoceOHUM OCBPTOM Ha CJIydyaj XapMOHUJCKUX (DYHKITH]ja.
[Tero mornasibe ce ogHocu Ha Mepy Kapiecona u teopeme yramama Kapiecona. V
HOCIIE/IHEM, IIECTOM MOTJIABIbY M37aXKEMO pe3yiTaT ayTopa [46] o yranamy TeXHHCKUX
BeprMaHoBuX TpocTopa XapMoHUjckux GyHkuja y LP mpoctope, bP(Q) — LP(Q, p).
OBo yTamname ce OJIHOCH Ha OIIITE JOMEHE, MPCIU3HM]E Ha oTpaHudeH joMmeH {2 C R”

ca C'! rpanumom.

3.1 XapmoHujcke U cyOxapMoHMjcke (pyHKIIHje

XapMoHujcke (yHKIIH]E ¢€ jaBiba]y Y KOMIUICKCHO] aHAIU3H, TTapIUjaTHUM JTu(EepeHIIN-
JAJIHUM jeHAUYMHAaMa, CJICKPOMATrHETULIM, Y TCOpUjU (iiyria U Tako Jiasbe.

Heka je n > 2 ¢ukcupaH MO3UTUBAH 110 Opoj U {2 0OTBOpeH HelpasaH MOJICKYI OJI
R". JIBa myTa HenpeKkuHo audbepeHujadbunna GpyHkiuja u, Tj. us npocropa C?(Q), je
XapMoHHjcka Ha €2, ako je

Au =0,

. 82 62 82 . e .
racje A = 922 +...+ @, a WJQ_ Kaja j = 1,n, Cy Apyru napuujaiaiau uspoau. Omepatop
A je Jlannacujah, a jenHaunna Au = 0 JlamiacoBa jeqHaunHa. JeTHOTUMEH3UOHATHI
cllydaj HUje HHTEepecaHTaH, Jep cBaka XapMOHHM]jcKa (hyHKIIMja HA OTBOPCHOM MHTECPBATY
je IMHeapHa.

Cpaka xapMoHHjcKa (GyHKIH]ja je OeCKOHAUYHO AU(epeHINMjaOruIHA U CBaKK MapITH-
JalTHU W3BOJ XapMoOHH]cKe (yHKIMje je Takohe XapMmoHHjckH. A kako je Jlammacu-
jan muneapan Ha C?(§2), 36up xapMOHMjcKMX (QYHKIMjA KAO U MPOU3BOJL XapMOHHU]CKE

dbyHKLIM]JE U CKajlapa ¢y OIET XapMOHH]CKE.



Ckyn cBUX XapMOHHJCKUX (PyHKIIHja je BEKTOPCKHM IMPOCTOP KOjU O3HAUaBaMoO ca
h().

3a y € R" u dyukuujy v Ha €2, y - Tpancianuja on v je Gynkuuja va 1 + y u y
TAUKM T IheHa BpeqHocT je u(x — y). OunTo, TpaHCIanuje XapMOHHjCKHUX (YHKIHja Cy
XapMOHH]CKE.

3a mo3utuBan 6poj A u pyHKIMjy © Ha (), \ - qUIaTanuja 'y o3HaIM Uy, j¢ PyHKIH]ja
(ua) (@) = u(Ax)

neunucana 3a z u3 ;2 = {fw : w € Q}. Axo je u € C*(Q), npoctum pauyHom
ce mokasyje 1a je A(uy) = A\?(Au), Ha ckymy %Q Ouatiie HEMOCPEHO CIICAM A CY
TUIaTaIje XapMOHM]CKUX (pyHKIMja Takohe XapMOHH]CKe.
BpojHa ocHOBHA CBOjCTBa XapMOHU]CKUX (yHKIM]ja TIpousniase u3 [ puHose ¢op-
MyJIe:
/(uAv — vAu)dm = /(anv —vDyu)do, (3.1
Q o9
rzie §) npejcTaBba OrpaHuueH oTBopeH nojackymn of R™ ca C! rpanumom, u u v cy C?—
dynximje y okomnu €, a D,, 03Ha4aBa H3BOJ 110 MPABILY CIIOJBAIIHE HOPMAJIE.
3HauajaH je cenujaian caydaj ['puHoBe hopMyIte, Kaja je u XapMOHHjcKa (pyHKITH]a

nv =1,T1j.
/Dnuda =0. (3.2)
9

Pajujanno pewerbe Jlannacose jeqnaunne je gynkumja v(z) = clz[*™ (n > 2),
oanocHo v(z) = clog|z| (n = 2). 3a moroman U360p KOHCTAHTE ¢ = ﬁ no6ujamMo
—=Infz|, n=2,
< _1 _n > 3.

n—2 |z|n—2
Besa n3melyy XxapMoHHjcknx GpyHKIHM]a 1 chepa 3ay3uMa IEHTPAITHO MECTO Y TEOPHjH

bynmamenTatno pemerse Jlammacose jeqnaunte I'(z) = {

xapMoHHUjckuX GyHKIMja. OcobuHa Koja HajOOJbe MMOKAa3yje OBY ITIOBE3aHOCT j¢ OCOOMHA
Cpedbe BPEIHOCTH Y UHjeM JoKa3y Kiby4Hy yiory uMa Green-oBa gopmyia.
Ocobuna cpemme Bpeanoctn. Axo je u € h(Q) u B(x,r) C Q, Tama je u(z) jemmaka

cpenmoj BpeaHoctu Gyukiuje v Ha S(z, 7). [penusnuje,

u(z) = / u(e + pE)dol€),  0<p<r

Wnp—1
S(0,1)

_ 1 / d
~ AreaS(z,7) e
S(z,r)



Hoxa3s: IIpBo, mpermoctaBuMo Aa je n > 2. be3 ryoipema OMImTOCTH MOKEMO TPeT-
nocrasuty jia je B(xz,r) = B. ®ukcupajmo € € (0,1). [Ipumenom I'punose popmyiie
(3.1), mo obmactu W = {y € R" : ¢ < |y| < 1} m v(y) = |y|* " xao u npumenom

ocoOWHaA AuaTaIyje U TpaHCIaIuje 1001ujaMo

0= /(uAv — vAu)dm = / (uD,v —vDyu) do

We oW,

= / (uDpv — vDyu) do — / (uD,v — vDyu) do
S €S

=(2—-n) /uda —(2—n)™ /uda — /Dnuda - 62_"/Dnud0.
s s ¢S

eS

Ha ocuosy (3.2), mocie/imba ABa MHTErpala MPETXOJAHOT U3pas3a Cy jeiHaKa HyJlu, Ta

/uda = el_"/uda,

S €S

/ udo = / w(e€)do(£).

S

J106ujaMo
IITO j€ UCTO Ko U

[Mymrajyhu 1a € — 0 u xopucrehu HenpekuHI0CT GyHKIMje v y Tauku 0, qobujamo
XKEJbEHU pe3yiITaT.
Criermjanno, ako je v € h(2) u B(0,1) C €, onna je

u(0) = ! / u(€)do (©).

Wn—1
5(0,1)

Oco6una cpe/iibe BpeTHOCTH, 3alpeMHHCKa Bep3nja. Akojeu € h(Q)uB(x,r) C Q,

taja je u(zr) jennaka cpeamboj Bpeanoctu dyukuuje u va B(x, r). Tpenusuuje,
@ = o |
u(r) = — udm.
B(z,7)]
B(z,r)
Baxna mocieuiia oBe ocobune je cirefcha reopema:

Teopema 3.1. (Ilpunyuii maxcumyma) : Heka je u peanna xapmonujcka @yHkyuja y
dosezarom gomeny 2 C R™. Axo ¢pyurxyuja u gocimiusxce munumym uiu maxcumym y €2

OHga je oHa KOHCIHAHIaHA.



[Tocnenuiia oBe TeopeMe TOBOPU O TOME Ja aKO CYy U U ¥ HEMpeKuAHe pyHKIIMje Ha
3aTBOpeHOM Jomeny (2, {2 C R™, koje cy XapMOHHjcKe Ha JIoMeHy {2 1 aKko je u = v Ha

TpaHUIM JOMEHA OH/IA J& U = ¥ M HA CaMOM JIOMeHY £ ).

Mocnemuna 3.1. Heka je §) ocpanuuen gomen u Heka je U HEAPEeKUGHA DeAIHO 6peq-
nocua gynuxyuja na 082, koja je u xapmonujcka na 2. Taga ¢pyuxyuja u docmaimipana na

3aiUBOPEHOM qOMEHY Q, gociuusice C60j€ MUHUMATIHE U MAKCUMAJIHE 8PEegHOCHIU HA SDAHUYU
93

Haskanoct, 0BO HE BaKd 3a HEOI'DAHMYEHE JOMCHE, U Yy TOM CiIy4ajy Kajua je €2

HCOT'paHUYCH, UJIM KaJ1a U HI/IjC HCIIPCKHUHA Ha Q, BaXXu cneneha nociacauna:

Iocemuna 3.2, [7] Hexa je u peanno epegnocna, xapmonujcka ¢pyuxyuja na S u nexa je

lim supu(ay) < M

k—oo

3a ceaxu nus (ag) y Q xoju koneepeupa unu ka nexoj wauku na 0S) uiu ka 0o. Taga je
uw < M na (.

Teopema 3.1 u mwene nocneauiie (IToceauna 3.1 u [Mocmeauna 3.2) umajy cMucia
caMo 3a peatHO BpeaHocHe pynkimje. Crieneha mocmeauia ce OJHOCH Ha KOMITICKCHO

BpeIHOCHE (pyHKIH]E.

Mocuemuna 3.3. [7] Heka je §) dosesan gomen u nexa je u xapmonujcka gpynxyuja na SL.

Axo |u| gocimiunce maxcumym y Q, waga je pynkyuja u Koncmanna.

3a xomriuiekcHo BpenHocHe ¢yHknuje [Mocmemauma 3.3 je anamor Teopeme 3.1, a
Takohe Baxke u aHajorHe nocueautie 3a [Tocmequity 3.1 u [Tocnemuty 3.2.

MehyTum, Te aHaIoTHE MOCICIUIIC BaKe caMO 32 MAKCUMYM MM lim sup ¢yHKIuje
|u|, TOK HY jeaH IPUHIIUIT 32 MUHUMYM HE BaXXu 3a QyHKIM]Y |u|.

V nacraBky, yBouMo [1oacoHOBO je3rpo 3a jeqUHUYHY JTOMTY.

Haume, mocroju pynknuja P va B X S TakBa ga je

ulz) = — / u(€)P(z,€)do (€)

Wp—1
S(0,1)

3a CBaKy Tauky € B u cBaky XapMonujcky GyHKIHMjy © Ha B 1 Herpexumny Ha B.
[Tpunmukom onpehuBama dyHknuje P, mona3suMo oJ CIICIUjaTHOT cilydaja Kaja je
n = 2, u npuMeHoM TejiopoBor pea, J0JIa3uMo 10 00IuKa QyHKIMje:
1—|af?

Pg(w,§) = EEYIEl
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MehyTuM, 3HATHO KOMIUTMKOBaHUJH TIOCTYIAK je Y BUIIUM JUMeH3WjaMa. [la 1a 6u ce
onapemwita ¢pyukumja Pz, £) kama je n > 2, moTpebHO je moMohHo TBpheme, T3B. Jlema

CUMETpH]jC:

Jdema 3.1. [7] 3a ceaxo 0 # x,y € R", sasicu jegnaxocii

y X
— = ylr| = | — |z|y|.
ly| ||

[Tpumemyjyhu oBy Jlemy 3.1 u I'punoBy dopmyny ( 3.1), u3pauyHaBameM, J0Ta3UMO

1o obmuka [ToaconoBor jesrpa P 3a guMeH3ujy n > 2 KOjU TJIacH:

1— 2
PB(:L‘7§) = ﬁ

Kapa je y nuramy ropmwu noiyrnpocrop, [ToacoHoBo je3rpo je obiauka:

y
(Jz =t +y2)2

_Yy
|z =t

Py(z,t) = ¢y wim  Pu(z,t) = ¢,

e je
2

Wn—1

z=(z,y) €H, tcR"? ¢,=

[TocTymM OBUX J0Ka3a ce MOTY BHIACTH y Kibu3u [7]. Kapakrepucruuan mpumep
npumene [ToaconoBor je3rpa je y pemaBamy JupuxieoBor mpobiema.

Hupuxneog ipodiem

JenHo of Haj3HAUAJHUJUX MUTamba y TCOPUJU XapMOHHUJCKUX GyHKIMja je: "[la i,
3a JaTy Hempekuany byHkimjy f Ha Of), mocTOjU HempeKuaHa GyHKIMja u Ha (), Koja
je xapmonwujcka Ha (), Tako ga Baxu u = f Ha 0§, mpu uemy je €2 orpanuuen? Ako
mocToju, kako Hahu ¢pyHknujy u?" OBo je uyBeHU JIupuxieB mpooaem.

Ha ocHOBy mpuHIIMIIa MAaKCUMyMa, aKO TIOCTOJH pelIeibe OBOT MpobieMa, OH/Ia je
OHO JC/IMHCTBEHO.

Heka je cama f pecrpuximja na S(0, 1) dyHkuuje u, mpu uemy je u XapMOHUjCKa Ha
B(0,1) n nepexumua va B(0, 1), Taza je

1
f(&)P(x,&)do(§)
164

u(w) = —

3a cBako x € B. IMomasehu o Henpexuane ¢pyuknuje f Ha 0€), u kopuctehu [ToacoHoBo

je3rpo aeunmuIIeMo MpoayXkema Gpynkiuje f Ha €.

3anpoussospny [ € C(S), nepunumemo IToaconos unrerpan Gynxumje f, y o3Hau

11



Pglf], 3a xojy Baxku

1

Wn—1

Po[f](z) = / FO)Po(e.)do(6).  zEB.

S(0,1)

Teopema koja nokasyje ga [loaconoB unrerpasi pemasa JIupuxieoB npobiieM 3a JIONTy

B rnacu:

Teopema 3.2. Hexka je ¢pynxkyuja [ neiipexugna na S u nexa je u (hpynkyuja gedpunucana

| u(m) — PB[fo), aKOje T € B,.
fla),  axojex €S.

Taga je ¢pynkyuja u neipexugna na B u xapmonujcxa na B.
3a [ToacoHOB MHTETpAIT BaXKU jOIII je/IHA TeopeMa:

Teopema 3.3. [7] Hexka je ¢pynxyuja u neiipexugna na Bu xapmonujcxa na B, wmaga je
u = Plu|s] na B.

Cana, HaBOAUMO peliee JAupuxiieoBor mpoodiaeMa 3a TOPHU MOTYIIPOCTOP:

Teopema 3.4. [7] Hexa je ¢pyuxyuja | neipexugua u ozpanuvena na R"' u nexa je u

pynryuja geunucana na H ca:

u(z) = PH[f](Z), ako je z € H;
f(Z), axo je z € Rr—1

Taga je pynxyuja u neapexugna na H u xapmonujcka na H. Hlmasuwe, na H easrcu

] < [ ]oo-

Amnanor Teopemu 3.3, y cliyuajy TOpEET MOIYIPOCTOPA je:

Teopema 3.5. [7] Hexa je hynxyuja u neipexugna u o2panuvena na H u xapmonujcxa na

H, waga je uw = Pglu|gn-1] na H.

HapojimMo HapeiHy TeOpeMy KOja OIUCY]je MOHAIAEe PABHOMEPHO KOHBEPICHTHUX

HHU30Ba XapMOHMJCKUX (PYHKITH]A.

Teopema 3.6. [7] Hexa je (uy,) nus xapmonujekux ¢ynkyuja na ) iwiaxo ga u,, Kongepaupa
PasHoOMepHO Ka QYHKYUjuU U HA C6AKOM KOMAAKIHoM HogeKyiy og S). Taga je (pynxyuja u

xapmonujcrka na <.

12



Jokas: Heka je B(x,7) C ©, moTpe6HO je moka3aTH Ja je GyHKIHja % XapMOHHjcKa Ha
B(x,r). Be3 rybibema ommrocty mumemo B(z,r) = B.

Kaxo je
() = — / () Pz, €)dor (€)

Wp—1
S

3a cBako y € B u cBako m, rie je P dyukuuja na B = B(z, ), T0o npumMeHom rpanuune

BPEIHOCTH Ha 00¢ cTpaHe, To0OHjaMo

uly) = o [ Q)P )do(6)

3a cBako y € B. Tume je moka3zaHo ga je pyHKIU]ja © XapMOHHjcKa Ha B.
XapMoHHjcke (YHKIMjE CYy jeauHe HeMpeKuaHe (QYHKIHje Koje 3aJI0BOJhaBajy OcC-
obuny cpemme Bpennoctu. Crneneha Teopema mokasyje 1a HempekuHa GyHKIHMja Koja

3a/I0BOJbaBa CIabUju OOJIMK OCOOUHE CPEIhe BPSAHOCTH MOpa OUTH XapMOHUJCKA.

Teopema 3.7. [7] Heka je ¢hynxyuja u neapexugna na ). Axo sa ceaxo x € ) dociwioju

HU3 fosuitiusHux opojesa r; — 0 iwaxo ga easicu

u(w) = - [ ule+ri€)do(c),
S

3a ceako j, imaga je pynkyuja u xapmonujcka na 2.

AKO cajja yCJIOB HENMPEKUIHOCTU (YHKIM]E U 3aMEHUMO ca CIabujuUM yCIOBOM,
YCIIOBOM JIOKQJIHE MHTETpaOuIHOCTH, JoOUujamo cirerchy teopemy. (3a hpyHkiunjy kaxkeMo
71a je JIOKaJTHO HHTerpabmiiHa Ha {2 ako je JleGer HHTerpaOWITHA Ha CBAKOM KOMITAKTHOM
ckymy K C €2.)

Teopema 3.8. [7] Axo je pynxyuja u noxanno uniie2pabuina na ) waxea ga je

1
u(a:):‘B(m—’r)' / udm,

B(z,r)

Kaga 2og je E(ac, r) C Q, maga je ¢ynkyuja u xapmonujcka na .

OcuM mpeTxoaHoT mpuHIa Makcumyma (Teopema 3.1), majeMo jour jeqHo TBpheme

Koje je ommuruje ox Teopema 3.1, T3B. JTOKaJHU MPUHIIMI MAKCUMyMa:

Teopema 3.9. [7] Hexa je () iioeesan gomen u Heka je u peaino 6pegroCHd, XapMOHUJCKA
@yuxyuja na 2 koja gociusice nokannu maxcumym y gomeny ). Taga je ¢pynkyuja u

KOHCIHUAHTUNA.
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3a orpaHnucHe XapMOHHM]jCcKe GyHKIH]je Yy TpocTopy R™ Baxe:
Teopema 3.10. ( Liouville) [7] Ozpanuuena xapmonujcka pynxyuja y R" je konciwaniuana.

Teopema 3.11. (Illsapyos apunyuii peprexcuje) [7] Heka je ) obnacii cumeiipuuna y
ogrocy na xuieppasan E. Axo je ¢pyuxyuja v neipexugna na Q2 N ET, xapmonujcxa na
QN EYuu=0naQ)NE, @maga ce u xapmonujcku ipogyxcasa na ). E je xuiteppasan
obmra E = {x e R": (b,x) =c}, a ET = {x € R": (b,x) > ¢}, 2ge je ¢ peannu 6poj,

b nenyna seximop y R" u () ckanapnu apoussog.

Iociemuna 3.4. [7] Hexa je H Zoprou dnyapocimiop u nexa je pynkyuja u Heapexugna u

0ZpanuydeHa Ha H koja je xapmonujcka na H. Axo je u = 0 na OH, waga je u = 0 na H
Cybxapmonujcke ¢pynxyuje

HMepnnannuja 3.1. Peanna ¢pynxkyuja u je cyboxapmonujcka na S ako je ionyneipekugna

0g0320 Ha §) U 3ag060.6a6a HejegHAKOCIT

1
< — .
u(x)_Area(S(x,r)) /uda, B(z,r) C Q
S(z,r)

Teopema 3.12. Hexa je 2 C C omsopen ckyi u nexa je u : 0 — R ¢pyuxyuja uz C*(Q).

Taga je pynxyuja u cybxapmonujcka ako u camo axo je Au > 0y L.

3a cybxapMoHHUjcKe (DYHKITN]C BaXKu:

(i) Ako je ¢pynkumuja u cybxapmonujcka Ha €2, tajga je u C'u cybxapmonujcka y 2 3a
oo xojy korcraury C' > 0.

(ii) Ako cy ¢yukmmje ui(x), ..., uy,(z) cybxapmonnjcke y €2 C R"™, tama cy u
bynkuuje i u; M max u;(x) Takohe cybxapmonujcke y (2.

(iii) Fp:}lmqﬂa l;p;I[HOCT PaBHOMEPHO KOHBEPI'CHTHOT HM3a CyOXapMOHUJCKUX (DyHKIIH]A
je cybxapMoHHjcKa (pyHKITH]A.

(iv) I'paHuuHa BpeIHOCT MOHOTOHO onajiajyher Hu3a cy6XapMoHMjcKa (QyHKIM]ja je
cybxapMoHHMjcKa (DyHKIIHja.

BaxxHo cBOjcTBO cyOXapMOHMJCKUX (DYHKIIM]A TJ1ach: AKO je « XapMOHUJcKa (pyHKIU]a
Taja je |u|P cybxapmonujcka 3a cBako p > 1. To He Mopa ja Baxu 3a 0 < p < 1.

MehyTum, y ciyuajy 0 < p < 1 unak Baxu ciabuje TBpheme o1 rope HaBeAeHOT. To
cy 3a n = 2 jokasamu Hardy u Littlewood [32], a yomrunu cy Fefferman u Stein

[25] (Section 9, Lemma 2) 3a n > 2. OBo cy6XapMOHHjCKO MOHAIIAE 3a |u|P Tinacu:

Teopema 3.13. [25/,/32] Hexa je 0 < p < oo. Taga @ocitioju Go3UMUEHA KOHCTIAHITA

C,,p Wako ga je
C,
<t [ lwrdy
1B(z,7)|

B(z,r)

Ju() P
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3a ceaxy xapmonujcky gynkyujy u € Q@ C R™ u B(x,r) C Q.

JMoxka3: Hapasno, 3a p > 1, je C, , = 1. 3ato npernocraBumo ja je 0 < p < 1. Heka je

|B(x, r)| 3anpemuna nonre B(x, ) u Moxe ce npernoctaBut gaje x = Qur = 1.

( 5 - |y|2
Y EWn_1 |y — z|”

3ay € B. =B(0,¢),0 < e < 1. Cequ 11a je

o) < =2 [ ooy = =12 / ()l do2)

EWn_1 (e —p) e(e —p)" twn

€

300 < |y| = p <e <1 3aroje

10! o\ 17
€>W§2<1—g> M (e), O<p<e<l (33

a OUUIJICHA j€ HEJSIHAKOCT

My (t) < MITP(t)ME(1), 0<t<l1 (3.4)

P
f |ulPdo |, M (p) = sup |u|. (Kao pe3ynrat oBor 10Ka3a,
P

rite je My(p) = | g

Tpeba JOOUTH Ha Kpajy Ja _]C |u(0)] < C,,p, y3 YCIIOB HOpMATH3ALIH]C

1

/p”‘lMé’(p)dp <1)

0

Kopucrehu (3.3) u (3.4)cnemm naje3a 0 <t <e <1

£\ (-P)(1-m)
M0 < MM < don e (1= )
mna je
log M;(t) < plog M,(t)+(1—p)log M;(e)+(1—p)log2+(1—p)(1—n)log (1 — é) ,

Hekajee =t"3anexko 0 <z < 1(ramajet <e)m

log M (t) < plog My(t)+(1—p)log M, (") + (1 —p)log 2+ (1 —p)(1—n) log(1—'"*),

15



3aTo je

1 1
dt

/IOng(t)% < (1 —p) 10g22+ (1 —p)(l — n)/log(l _tl_x)?

(NI
(NI

1 1
s [log 3,7 +(1-p) [1og ()T
3 3
1 1
— o) +p [logat 0 + L [ 1ogd()
(3)°
Cana, neka je v = 1 — p%. Axo je M;(27%) < 1 taua je |u(z)| < 1. 3aTo y3mMumo a je
M(27%) > 1.

W3 ropme HejeTHAKOCTH je

N

1 1
D dt dt / dt
—— [ log M;(t)— < log MP(t)— < Mp
= [l < com + [loganF < Com)
! !
/ d
<o)+ 2 [ e,
1
2
U J06ujaMo

1

/long(t)% < K(u,p).

=

Kaxo je M;(t) pactyha3a 0 < ¢ < 1, mobujamo KeJbeHU pe3yaTaT

u(0)] < C(u,p).

Hanomena 3.1. :

(1) OBaj mokas mokasyje Ja TeopeMa BaXXu U 32 KOMIUICKCHO BPESTHOCHE XapMOHUjCKE

dbyHKIHjC U.

(2) Yomurenuje, TeopeMa BaKd aKoO C€ |u| 3aMeHM ca MPOU3BOJBHOM HEHEIaTUBHOM

cybxapMoHMjCKOM GyHKIHjoM Ha ().

(3) Kama je 0 < p < 1 zampemuna |B(z,7)| ce He MOXe 3aMEHUTH €a MOBPIIMHOM
Area(S(z,71)).
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Iocaemuna 3.5. Heka je 0 < p < oo. Iocwioju konciaaniaa koja 3asucu og p, C' = C),

waxo ga je

h@WS@/WWo
B

3a C8AKY XAPMOHUJCKY (DYHKYUjy U Ha jequnuunoj aouimiu B. Kaga je p > 1, nejeguaxoci

saorcu 3a Cp, = 1.

3.2 Makcumasne pyHkumje

MakcumaiHa ¢GyHKIIM]a je jeaH o/ Haj3HaYajHUjUX ITI0JMOBA Y XapMOHM]CKO] aHATTU3U U
napiujaiHuM JudepeHIMjallHuM jeqHaunHaMa. Hajrmo3HaTuja MakcuMaiiHa (GpyHKIMja
je Hardy-Littlewood-osa 1930. roqune Hardy u Littlewood y paay [31] yBoue nojam u
HCITUTY]y OCOOMHE MaKCUMaITHE (PYHKITHje Ha peallHOj IIpaBoj. IbeHa BUIIeIMMEH3NOHATHA
Bep3uja je IpBU My T ynoTpebibena o crpane Wiener-a 1939, roqune y paxy [100] xao
u Marcinkiewicz-a u Zygmund-a y [57]. Makcumanua QyHKimja je KiacuyaH ajat
y XapMOHM]JCKOj aHAJU3U, alld ce KOPHUCTU U y MpoyuaBamy MpocTtopa Sobolev-a u
napiujaiHux gudepeHmjainux jeaaaunna (8], [53].

Hardy-Littlewood-oBa maxcumanua dyaxuuja M f : R™ — [0, +-00] nokanno unre-

rpabunne ¢pyukmygje f : R” — C je mepunucana ca

1
Mf(z) =su
f( ) 7‘>%) |B(l’,’l"

; / FWldy, zeR™

B(z,r)

[To3nara teopema Hardy-Littlewood-Wiener TBpau fa je MakcuMaliaH olepaTop

orpannuen y LP(R") 3a 1 < p < o0, Tj.

1My < Coll Fllps

rie je C,, KOHCTaHTa Koja 3aBMCH €CaMo Ol p U n, a || - ||, je Hopma nedunucana y LP
npocropuma, ([85],Theorem I.1).

3a ciyuaj kazga je p = 1 oBo He Baxu, anu mocToju kouctanta C'(n) > 0 Tako ma 3a
cBako A > 0 u f € L'(R™) paku j1a je

1Al

{z €R™: Mf(z) > A} £ C(m) 2]

Ocum oBe, AcHUHUIIEMO jOII jeTHY MaKCUMaIHy (QYHKIH]y ©* 3a XapMOHHJCKY

byHKIMjy © Kojy hemo kopuctutu y ['J1aBu S, MPUIMKOM JIOKa3UBAHE TCOPEME yTallamba
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na gomeny ca C! rpamumoM. Ty QyHKIMjy y ABOAMMEH3MOHATIHOM CIydajy YBOIH

[MasnoBuh y paay [66], u nedpunumne je Ha jequuauanom aucky D ca:

uw(rf) = sup |u(pé)], ¢ € ID.

1
r<p<iEr

Cneneha makcumanna QyHKIMja je MOCTYXIIa Ka0 MOTHBaINMja 3a JchUHUCAHEC MAK-
cumaitae pyHkimje Ha jjomeny {2 C R” ca rmaTkoM rpaHHIoM.

V BeprmMaHoBUM ITPOCTOpUMA HA JeIMHUUHO] JlonTh Yy R"™, oBa MakcuMasna GyHkiuja
HETAHT€HIIUjaJIHOT THIIA, Koja ce u3Mehy ocranor moxe BuaeT koja O. Muxuh y [59],

JaTa je ca:

u(§) = sup |u(z)],
2€Dc(§)

TIC je
D.(&) ={z€B(0,1) : |£ — 2| <c(1—]z|)}, £€e€8(0,1), c>1.

Caya, Heka je £ C R™ orpannuen gomen ca C'! rpanuiom, nocroju gepunnpajyha

dyukuuja p € C'(R™) raxsa na je
Q= (xR ple) > 0}, 0= {x € B": plx) = 0}, Vp(E) £0.

3acBako & € 0f). Ha ocHOBY TeopeMe O LIEBACTO] OKOJIMHU OCTOju oKojinHa U rpanuie
9Q u C'— mudeomopduszam x : U — 90 x (=7, 1) Tako ma je x(02) = 9Q x {0},
X(UNQ) =00 x (0,79). OsHaummo ca p = X ' m3za —ry <t < 19, [ = (90 x {t}).

Ha Q N U makcumamny ¢yuxuujy v dynxumje v : 0 — R nepunumemo na

cinenchu HayuH:

w(p(& 1)) = sup [u(p(& 7)), (€1) € I x(0,70), (3:5)

%STSIS

a mweHa cBojcTBa hemo usyuaBatu y ['masu 5.

3.3 XapamjeBu npocropu

Xap/ujeBu MPOCTOPU Cy MHTCH3UBHO UCTIUTUBAHU 0] 1915. rojnHe na Haj1ajbe. Y paHoj
¢da3u pa3Boja Te Teopuje Haj3HadyajHUju gonpunoc cy gamu G. H. Hardy, J. E. Little-
wood, L. I. Privalov, F.u M. Riesz, V. Smirnovu G. Szego. Behuna panux pajioBa ce
OaBuiIa CBOjCTBUMA MOjeuHUX (pyHKIMja Kiaace [P, OTkpuBeHO je 1a cBaka GyHKIH]a

HP mpoctopa uma paaujainu JIUMEC Y CKOPO CBaKO] TAUKH jJeMUHUYHOT Kpyra. 3aTum,
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orpaHHUcHa aHAJUTHYKa (DYHKIMja HE MOYKE UMATH paijalTHEe TUMECEe UICHTUUKH je/I-
HaKe HYJIM Ha MOJICKYIY JeAUHUYHE KPY)KHHUIE KOJU j& CTPOro MO3UTUBHE MEpE, OCHM Y
cinydajy Kaja je Ta (pyHKIMja KOHCTAHTHO jeAHaka HyJd. JeIaHa oJ MOYETHUX CTBapU
Kao MHUIIMJaTOP 3a MpoydaBarme XapaujeBUX MpocTopa OMila je IhuXoBa IMIpUMEHA Ha
Teopujy DypHjeoBUX U TPUTOHOMETPHjCKUX peqoBa. Ca mojaBoM GyHKIIMOHATHE aHAJT-
u3e, TPUICCETUX TOIMHA TIPOIILIOT Beka, HP mpocTopH ¢y oUeH a ce ocMaTpajy Kao
npumepu banaxoBux npocropa, 3a 1 < p < oo. OBo je omoryhusio jia ce jaehuHuUIy
HOBH IIpoOieMH, Kao U Ja ce mpoHaly edekacHuje MeTo/e pelllaBamba HEKUX CTapuX
npobilema. 3a 0 < p < oo, HP ce mocMarpajy kao auHeapHU npoctopu. Kana je

0 <p < 1, HP cy KOMIUICTHH METPUYKHU TIPOCTOPH, TIPU YEMY j©

dp(f59) = [lf = gll}, (3.6)
e je

27
17l = s [ Iftre)pas
0§r<10

1 Hucy baHaxoBU HUTH JIOKAJIHO KOHBEKCHHU, a MOTY C€ TIOCMATPATH U KaO 3aTBOPCHU
noTtnpoctopu LP mpoctopa. TBphema, T0Ka3u U ocTaiu cajpikaju ce Mory Hahu y
Kmburama cieaehux ayropa: Duren [19], Garnet [30], Koosis [49] u npyru.
Xapaujesu ipoctopu (HP) cy mpoctopu aHAIMTUUKKUX (HYHKIU]a, aJIU CE MOTY pas-
MaTpaTH ¥ aHAJIOTHU IPOCTOPU XapMOHHUJCKUX (pyHKIH]ja (hP).
Heka je (2 mpousBosbHA MPOCTO MOBe3aHA OOJACT Y KOMIUICKCHO] paBHM ca Haj-
Mambe JBe Tauke Ha rpanuny. Huje temko gedunucatu mpocrop H(§2) orpannuenux

aHaguTuukux Gyukipja y €. To cy BanaxoBu nmpocropu ca HOpMOM
[ flloe = sup | f(2)].
z€S)

Axoje( < p < oo, mocToje nBe MoryhHocTd. JemHa o MoTyhHOCTH 3aXTeBa OTPAHHMYCHOCT
unrerpaia Gpyuxumje | f|P mpeko ojpeheHrX KpUBUX KOj€ TEKe Ka TpaHuI obyactu €2, a
apyra 3axTesa ja | f|P uma xapmonujcky majopanry. Ipyra MoryhHOCT je jetHOCTaBHI]Q
U TIPBO by pa3MaTpamo.

3a aHamuTuuky GyHkuujy f y obactu ) xaxkemo fa mpumnajga kiacu HP(€)) axo
cybxapmonujcka dyukimja | f(2)|P uma xapmonujcky majopanry y 2. Hopma ce onjia
mosxe jepunucatu xao ||f|| = [u(20)]'/?, rue je 2o nexa buxcupana rauka 'y €, a u
HajMarba XapMOHHjCKa MajopanTa ¢pyHkuuje | f|P.

Kana je y muramy mpBa, IpeTXOHO HABEIAHA, MOTYRHOCT 3a aHAIIMTUYKY (DYHKIIH]Y

f € Q xaxemo na je kiace EP(£2) ako nmocroju Hu3 pekrudunubunnux KopaaHoBux
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kpuux C7,Ch, ...y €, KOje TeKe TpaHUIM 06JacTH 2, y CMHUCIY J1a 32 CBaKH KOM-
makTaH cKym K mocroju ng, 3a koje je K C intC,, (oBue intC,, o3HayaBa 06JIaCT KOjy

orpannyasa XKopmanosa kpusa C),), Kaja rojje n > ng, TaKo 1a je

/U@WMSM<m
Cn

Huje oumax jacno ga ce EP(QQ) cBouu na HP npocrop kaja je 2 = D. Mehyrum,
KaKo ce MCIOCTaBUIIO, JIOBOJBHO je y3eTH y 063up kpuBe C), Koje MpeicTaBbajy KpUBe

MIPOU3BOJHHOT KOH(POPMHOT MPECIMKABaAha ¢ jeqUHUYHOT aucka Ha 2, 1j. C, = p({z €

C:lz|=1-21}).

3.3.1 XapaujeBu NpocTOpH XapMOHMjCKUX (yHKLMja

Hamre unTepecoBame je Be3aHo 3a XapMoHMjcke (yHKIMje U To y obnactuma y R”, ma
hemo y HacTaBKy JeUHUCATH W JaTH HEKe OCOOMHE Be3aHe 3a XapAHjeBe MPOCTOpe
XapMOHHU]CKUX DYHKIIH]a.

HaBogumo HajjeIHOCTaBHUJM CIIyda] Kaja je JOMCH JWCK, U JAeHUHUIIEMO KIIacy

XapaujeBux MpocTopa XapMOHM]CKUX QyHKIMja HA Jucky D.

Hedpununmja 3.2. Xapgujes apociwiop h*(D), 0 < p < 00, je cKyid c6UX XAPMOHUJCKUX

¢ynxyuja u - D — R 3a koje sascu

0<r<1

27
sup /\u(rew)\pdé < 00.
0

IIpociwiop h*° (D) je ckyii ceux o2panuyenux XapMoHUjckux (ynkyuja, 3a Koje eajicu

sup |u(z)| < oo.
z€D

3a0 < p < oo,

1
2w P

1 .
ullr = sup —/Mwww,
T

o<r<1 \ 2
0

||uf[pee = sup [u(2)],
zeD

je (kBazu) Hopma u h?(D) je BanaxoB (HopMupan juHeapaH) mpocrop 3a 1 < p < +o0.

3a 0 < p < 1 je camo METpUUKH ca MIPETXOIHO JeUHUCAHUM pacTojambeM ( 3.6). Ako
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je 0 < p < ¢ < oo Taga Baxu
h*(D) C h1(D) C k(D).

3a u € h(D) nocroju jemuncrena v € h(D) takea ma Baxu v(0) = 0, u ma je u + v
aHamutuuka. KopumhemeM kimacuune teopeme M. Riesz-a, ako je 1 < p < oo m
u € hP, onma je u v € h? u Baxu My(v,r) < C,M,(u,r), 3a cBako u € hP, u cBaKo
0 < r <1, rue je C, koHcTaHTa KOja 3aBucu camo ox p. Ila je [[v], < Cpllull, 3a
1 < p < 400. JeqHOCTAaBHUM T€OMETPH]CKUM pa3MaTpameM ce ToKasyje /1a Teopema
He BaXu 3a p = 0o. Taxobe, He Baxu Hu 3a p = 1, a;mm ako je u € h' onpja ciemu na
v € h? 3a cBako p < 1. Kaga je 0 < p < 1 tBphemwe He Baxu. Jlakie, GyHKIM]a U MOKE
npumnagaTi h? 3a cBako p < 1, anu mweHa crupernyra GpyHkimja Moxiaa nehe o6utu y h?
3a p > 0. Jlokas u apyre cpojue undopmanuje ce mory nahu ko Duren-a [19].

Kaja je y nuramy ki1aca XapaujeBUx MpoOCTOpa XapMOHU]CKUX (DYHKIIMja HA JIOMTH,
TIPBO J1ajeMO HEeKe HejeTHAKOCTH Y BUAY TeopeMe Koje heMo KOPUCTUTH 3a OMTUC HOPMHU

3a Kjacy h” Ha jeJMHUYHO] JIOIITH.

Teopema 3.14. [7] a)Ako je jp € M(S) u u = Plu), waga je ||u,||r1s)y < ||p]| 3a ceaxo
re0,1).

6) Axoje 1 < p < oo, f € LP(S) uu = P[f], maga je ||u|[re(s) < |[flre(s) sa
ceaxor € [0,1).

Ogze P|f] osnauasa panuje nepunncan [oaconos unterpan, a Plu)(z) = [ P(z,&)du(E),
S

IIpU YeMy je p KoMIuiekcHa Bopenosa mepa na S, M (S) Bamaxos mpoctop, r7e je || x|
TOTaJIHa BapHjalyje KoMILICKCHe bopemose mMepe .
JTubepenuuparmem noauaTerpaine byukuuje Plu], Buau ce na je Plu] xapmonujcka na
B.

Creneha mocrenuia oBe TeopeMe Iokasyje 1a je ||u,||rr(s) pactyha dynkuuja mo r

3a CBaKy XapMOHUJCKY (DYHKIIU]Y © U cBako p > 1.

Iocemuna 3.6. [7] Axo je u xapmonujcka ¢pynxyuja na B u 0 < r < s < 1, wmaga 3a
ceaxo p € [1,00) saorcu
ur||Los) < [lus]|Les)-
Hoxka3: IlpermocraBumo aa je v xapmonujcka Ha Bu 0 < r < s < 1. Jloka3

CC 3aCHMBa Ha TOMC Ja €€ U, IIocMaTpa Kao JmnaTaqua IToaconosor HHTCIrpajia uUs.

[Ipenznuje,

[lurllzr(s) = [[Plus] = [[Los) < [lusllp,

s

e jemHakoct cieau u3 Teopeme 3.3, a HejeaqnakocT u3 Teopeme 3.14 (0).
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Kopucrehu 1o caga HaBeneHo, Aepuauinemo XapanjeBy Kiracy XapMOHHJCKUX (pyHKITH]a

Ha jeauuunoj jontu (h?(B)), Ha cienchu Haunu:

hP(B) ={u € h(B) : ||u||pw = sup M,(u,r) < oo}, 1 <p< oo,

0<r<1

P
rze je B jenuauuna nonra, a M, (u,r) = (f lu(r, §)lda(§)) = ||ur||zr(s)-
S
To 3nauu ja ce h?(B) cacroju ox xapmonujckux Qynkimja na B unje cy LP - Hopwme 1o
IEHTpUpaHUM chepaMa paBHOMEPHO OTpaHUUCHE.

h*°(B) je mpocTop orpaHHYEHUX XapMOHHUjcKUX (yHKIMja Ha B u Tana je
[ullnee = sup [u(z)].
zeB

XapmujeBa kiaca h”(B) je Banaxos mpoctop ca HopMoM || - ||, 3a 1 < p < 0.
3a p = 2, h*(B) je XunbepTos mpocTop.

Caja, xao HacraBak [locmequie 3.6, MOXEMO Jia KaKEMO 4 3a CBaKy (YHKIHM]yY
u € h?(B) Baku

[lullp = lim [fur[[Lrs), 1 <p < +o0.

Cras 3.1. [7] Hekaje 1 < p < co. Axo u € h?(B), waga 3a ceaxo x € B sasicu:

1
L4 ]z[ \?
|U<I>| < ((1 — |ZEDn_1> HUHLP(S)'

JTako ce nmokasyje jia je h?(B) # h9(B) kagromje p # q.
Kana je y muramy ropmu noaynpoctop H € Ry 1 < p < oo pedpunumemo
Kiiacy XapjaujeBux Ipocropa xapMoHujckux (ynkimja h*(H) kao HopMupaHu Bek-

TOpCKU TIpocTop dyHKIMja © XapMoHujckux Ha H 3a koje je

||u||hp = Su%) Mp(u7y> < 09, 1 S p S 0,
y>

e je

Myuy) = | [luteplde] o y>00 0= () R

h*° mpencraBiba (haMUIN]y OTpaHMUCHUX XapMOHUjCKUX pyHknuja Ha H u

[[uf|poe = sup [u(z)].
zeH
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h?(H) je Banaxos mpoctop ca HOpMOM || - ||pe, 32 1 < p < o0.

Teopema 3.15. [7] Hexa je 1 < p < oo. Hocimoju koncmaniua C, Koja 3aéucu camo og p
un, Waxko ga je
Cllulln
u(z,y)] < —=—,
y P
sa ceaxo u € hP?(H) u céaxo (x,y) € H. Caeyujarno, céaxa ¢pynkyuja uw € h?(H) je

oepanuuena na H + (0, yo) 3a ceaxo yo > 0.
Hoxas: Hexa je (z0,y0) € H u nexa je B (yo, L) orsopena nonra y R". 3a-
MMPEMUHCKA Bep3Hja 0OCOOMHE Cpe/Ibe BPETHOCTH 3aj€JHO ca Jensen-oBoM HejeHAKOIIThy

naje
1 2
u(zo, P © / ulPdm = ——~7— / ufPdm.
ol <) M s
B(yo,%o) B(yo%o)

Crasumo maje Q2 = {(z,y) e H: £ <y < 3%}, onna je

Yo
33

B (w0 5) |l < [ upam< [pan= [ [lutey)redy < wljul
Q

yo R

YuMe aKo A0Ja3UMO JI0 JKEJLEHOT pe3yiTara.
Kao o je 610 ciayyaj KoJ1 TONTE, MMaMO CIIMYAH PE3YNITAT 32 TOPU MOIYIIPOCTOP,

j.1a 3a dynkunjy u € h?(H) nopme ||u, || Texe xa ||u||p», kaga y — 0.

Iocemuna 3.7. [7/ Hekaje 1 < p < ocouu € h?(H). Taga
g | zo < g, [] e,

kagzog je 0 < y1 < yo. Hlimasuwe, 3a 1 < p < 400 asncu

[Tl lre = Ling Jluy || o

3.4 beprmanoBu npocropu

Hok je y Toxy 6uo pasoj XapjujeBux mnpocropa, Crepan beprman (1895-1977) je
Pa3BHO eJIeTaHTHY TeopHjy XWIOEPTOBUX MPOCTOpa aHATMTHUKUX (YHKIH]ja y obIac-

TMa y paBuu u objactuma y C”, ocnamajyhu ce y BeIMKoj MepH Ha MHTETPAIIHO j€3TPO,
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Koje TmocTaje mo3HaTo kao beprmano jesrpo. BeprmanoB pan ¢oxycupan je 6uo Ha
MPOCTOPE aHATMTUYKUX (DYHKIMja KOje Cy KBaJIpaTHO MHTETPAOUITHE Ha IATOM JIOMCHY
y oaHocy Ha JIeberoBy 3anipeMUHCKY Mepy.
KacHnuje, xama je maxxma OWi1a yeMepeHa Ha rpoctope BP Ha jeIMHUYHOM TUCKY, OUITO
je mpupoHO Ha3BaTh UX beprmanoBuM npocropuma. Kako cy Ha HEKHM HAUMH CPOTHU
ca XapaujeBUM MPOCTOPUMA, JIOTUYHO je OWIIO [a ce U3ydaBajy U aHaJIOTHU POOIIeMHU.
MehyTtum, yCKOpO je TOCTAJIO OUUIIICTHO Ja ¢y BbeprManoBu MpocTopu y MHOTUM ac-
MIEKTUMa MHOTO KOMIUTUKOBAHUjU 01 XapaujeBuX. Tako ja, Hako Cy MHOTH IIPOOIIeMH
y XapaujeBuM MpocTopuMa OWITH AeTaJbHO u3ydeHu 10 1970-ux, uctu T mpobiieMu 3a
BeprmaHoBe MpocTope cMaTpaHu Cy TeHepallHO HeTaKHYTUM (Hero3HatuM). [loctojao
je HEKH U30JI0BaHU Halpeiak, kao mro je pag Charles Horowitz-a [40, 41, 42] u Boris
Korenblum-a [50, 51].
CBe ce TO MPOMEHWIO JIEBEICCETUX TOAMHA TMpOUUIor Beka. IIpobiemu koju cy ce
CcMaTpaJld TOTOBO HEpEIIUBUM, MOUETH Cy J1a ce pemaBajy. CBa Ta HampeqoBarma y
UCTa)XUBAY Cy NMPUBYKIIA U pyre HaydHHWKE Ja ce 6baBe beprManoBuM mpocropuma
U CpoJHUM TeMama. Mehy mpBUMa Koju Cy Hodelu HcTpaxuBame, o0uo je Hakan
Hedenmalm [36] koju je paguo na mpocropy B2, a uuje pesysrate cy yONLITHIIA
Duren, Khavnison, Shapiro, Sundberg [21, 22],3a 0 < p < co. Herje y ucto BpeMe
npoctopom B? 6asu ce n Kristian Seip [74, 75], uuju pesyataTy ce KacHuje yoNIITaBajy,
U JIpyTH.
Kana cy y nmuramy TexxuHcku beprMaHOBH MPOCTOPH, BHUMA Cy ce OABWIN Pa3TUIUTH
ayropu, uip. Hedenmalm u Zhu [38], Hedenmalm [37], Shimorin [80, 81, 82, 83]
u Weir [95, 96, 97, 98|.
[IpoyuyaBame beprManoBUX MpocTopa je KpeHyIo y ABa cMepa. JemdaH je ucTpakuBarbe
AHAJMTUYKUX WIK CTPYKTYPHUX CBOjCTaBa MOjeIMHUX GyHKIH]ja Y beprManoBoM mpoc-
Topy. JIpyru cMmep je mpoyuaBame IoceOHUX KapaKTepucTHKa B2 Kao IMHeapHOT Ipoc-
TOpa.

Heka je {2 mpousBosban ToMeH (OTBOPEH IMOBE3aH CKyM) y KoMiuiekcHoj paBuu C. 3a
0 < p < 00, Beprmanos npocrop BP({2) cacroju ce 01 CBUX aHAIUTUUKUX PyHKIHja [

y ) 3a KOj¢ Baku

1]l = / FEPAA() | < oo,
Q

rie dA(z) o3nauaBa cranmapany JleberoBy Mepy y (KOMIUIEKCHO)) paBHU. 3a p > 1,
|| f||, je mpaBa HOpMa. ¥V cBUM cityuajeBuMa HopMa uMa ciesehe ocobune u to: ||af||, =
||| f]lp u || f]|, = 0 ako u camo ako je f = 0,a3ap > 1 je ucmyrmeHa joII U HEjeTHAKOCT

tpoyrna || f + gll, < ||fllp +1l9ll,- Dok 3a 0 < p < 1, Hejeanakoct Tpoyria "mpenasu”
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y Hejemnakoct || f + g[|? < || f[|5 + ||g][5. TIpocTop BP(Q) je yBek miuHeapaH MeTpUUKH
IIPOCTOP.
Axo je p > 1, BP(Q) je Banaxos npoctop a B*(Q) je Xunbepros mpocrop ca

CKaJIJapHUM IIPOU3BOJAOM

(f.9) = / f(2)7(2)dA(0).

BP(Q) je satBopen motmpoctop o LP(€)) 3a cako 0 < p < 400.

Kako cmo Beh Bumenu, kon Xapmujesux npocropa unterpama [ |f(r€)[Pdo(€) cy
S
orpanuyeny o 0 < r < 1, a ko BeprManoBux uaTeErpa 1o € je KOHBEPIeHTaH, 1 je

ounto HP C BP, oIHOCHO KaJla Cy Y MUTamy XapMoHHjcke pynkuuje, h? C bP.

3.4.1 beprmaHoBu NPOCTOPH XapPMOHMjCKUX (PYHKIIHM]ja

BeprmManoBu mpocTOpu XapMOHUJCKUX (GYHKIM]a OP Ha JeAMHUYHOM JIUCKY CACTOje Ce O]
CBHUX KOMIUICKCHO BPETHOCHUX (hYHKITHja U XapMOHUJCKUX Ha jeIMHUYHOM Aucky D 3a

xoje je uurerpan [ |u|Pdm xonauaw.
D
Kao u kox h? mpocropa, qupekTHo u3 teopeme M. Riesz-a, cienu na je kmaca bP takohe

camocrpernytasa 1 < p < oou ||v||, < C,||ul|, 3a cBako u € bP. U3Henaheme HacTaje
KaJla ce BUJIM J1a 0BO Baxku 3a beprmanose npocrope kaja je 0 < p < 1, mrro Huje ciyuaj
ca h? nmpocropumMa. OBy ocobuny cy gokazanu Hardy u Littlewood y pamy [32].

JajeMo TeopeMy Koja MPEIU3HO UCKa3yje MPETXOTHO HaBEICHO.

Teopema 3.16. (/20]) 3a 0 < p < oo, knaca b* je camocipednyima. Axo je u xapmonujcka

@yuryuja uz kaace VP, waga je rwen XapMoHUujcku Kory2ai v je waxohe uz bP u
o]l < Cpllullp,

2ge je C,, je KOHCIANITA KOJA 3A8UCU CAMO 0f P.

OBo je jemaH OJ1 HEKOJIMKO MpUMepa KOju IMOKa3yjy Ada ce beprmaHoBu mpocTtopu
noHamajy ~6oJbe” 0 XapaujeBUX IIpocTopa.
Hedunumemo cama kiacy beprMaHOBHX MPOCTOpa XapMOHHUCKUX (DYHKIIUja © Ha

OIIITEM JIOMEHY Ha KOMe [TocMaTpaMo JaTe QpyHKIuje.

HMepnnnnuja 3.3. Heka je 0 C R" u 0 < p < 00. bepemanos apociiop XapMoHUjcKux

pyuryuja bP (L) je cxyii xapmonujexux ¢pynxyuja u na € 3a koje je

1
P
||ullpr = /|u]pdm < 00,
Q
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2ge je dm Jlebezosa mepa. Ouuinio je || - ||, Hopma 3a 1 < p < oc.

Cranjap/aHa npoleHa JIoOOUjeHa U3 OCOOMHE CPEIbe BPESAHOCTU 33 XapMOHM]CKE

(dbyHKIIM]je TTOKa3yje 1a BaXKU:

CraB 3.2. ([7]) Hexaje x € Qup > 1. Taga je

()] < - Wl
T B|r d(z,00)7

3a ceaxo u € bP(2), 2ge d dpegcimiasma eykaugeko pacimojarve.

Hoka3: Hexka je r < d(x,0f)) mosutuBad 6poj, MPUMCHUMO 3aIIPEMUHCKY BEp3H]y
ocobuHe cpejimbe BpeaHocTu Gpynkiuje v Ha B(z, 7). Hakon npuMene ancoayTHe Bpe/-

HOCTH, Jensen-oBa HEJEIHAKOCT J1aj¢

1 1
Pl Pdm < ——|[ul[%,.
|U,(JI)| — |B($,T)‘B(/) |U| m > ’l"n|B|||U||bp

Kemeny HejemHakocT Jo0MjaMO Kajia M3BEIEMO P—TH KOPEH W IYCTUMO Ja ' —

d(x,00).

Hanomena 3.2. CtaB 3.2 he Baxxutu 3a 6mno koje p > 0 u koncranry C,, , ymecto 1,
IIpU YeMy c€ Yy JIOKa3y KOPUCTU CYOXapMOHHUJCKO MOHAIIAE YMECTO OCOOMHE CPEIhEe

BpPEIHOCTH.

Cras 3.3. [7] 3a 6uno koje p > 0, Bepemanos apocitiop xapmonujckux gynxyuja bP(§2) je

sameopen domiapocimop og LP(S), dm).

Hoka3s: Heka u; — uy LP(Q,dm) rae je (u;) an3 y 0P(Q) mwu € LP(§2, dm). TTorpebHo
je ToKa3aTH Jla HaKOH oAroBapajyhe Moaudukaimje Ha CKymy Mepe Hyjla GyHKIMja U
jecte XapMOHHjcKa Ha €.

Hexka je caga K C () xommaktan ckyn. Ha ocHoBy CtaBa 3.2 MOCTOJU KOHCTaHTa

Chp = C' < 00 TAaKO 12 BaXH
Juj(2) = ur(@)] < Cfluj — uglor

3a cBako * € K u 3a cBako j u k. Kaxo je (u;) Kommjes nus y bP(§2) us ropme Hejen-
HakocTH crenu aa je (u;) Kommjes uuz y C(K). 3aro, (u;) yHudopMHO KOHBepTripa Ha
K.

Tako (u;), Ha CBAKOM KOMIAKTHOM ITOJCKYIy of {2, yHH(OPMHO KOHBEprupa Ka

bynkuuju v Koja je xapmonujcka Ha €2 (Teopema 3.6).
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Kako u; — u'y LP(€2, dm), To HeKH TIOTHU30BH 011 () KOHBEPTUPA]y Ka U Y CKOPO
cBakoj Tauku Ha ). To 3HauM j1a je u = v cKopo cByja Ha ) u Tajga u € bP(2) wro je u
OuI0 MOTPEOHO JIOKA3ATH.

Crnemujanno, b*(£2) je 3atBopen notnpocrop Xunbeprosor npocropa L(, dm), ca

CKaJITapHUM IIPpOU3BOJAOM

(f.9) = / fgdm,  f.g€ L3S, dm).
Q

Iocemuna 3.8. [7] Bepemanos apociwiop b* () je banaxoe apociop 3a p > 1.
Hanomena 3.3. Moxe ce 1okazaTu 1a je mpoctop b (B) kBasu-banaxos3a 0 < p < 1.
Cras 34. [7] Axo je 1 < p < q < oo, wmaga je b?(B) apasu wogekyi og bP(B).

[Mpumerumo aa je h?(B) C 0P(B) 3acBako 1 < p < co. OcuM 0BUX UHKITy3Uja BAKU
u unkiysuja hP(B) C 09(B) 3a cBako ¢ < 4. Mebyrum, caku ox npocropa b*(B)
capku GyHKIIHje Koje He mpumaaajy nujeaaom hi(B).

Ounro, axo je m(£2) < +oo onya je b?(Q) C WP(2)3a0 < p < ¢ < +oc.

Crenehe 1Be Teopeme ce oHOCe Ha Topibe oynpocrope H, mpu uemy npsa o1 oBe

JIBE TEOPEME BaKH U 3a JIonTy B.
Teopema 3.17. ([71]) Axo je p < q, waga b° nuje cagpoicano y be.
Teopema 3.18. ([71]) Axo je 1 < p < oo wwaga je (DP)* = b9, 2ge je ]lj + é =1

Teopema 3.18 moxkasyje ga ce AyallHU pocTop beprMaHoBor mpocropa XapMOHH-

jexux dynkuuja (b”) Mmoxe moucroBeTuTH ca b?, mpu yemy je zla + é =1,3ap>1.

3.4.2 Texunckun beprMmanoBH NPpoCcTOpPH XapMOHMjCKUX (yHKLMja

DyHKIM]e y CTaHIapAHUM TSKUHCKUM BeprMaHOBUM IPOCTOpUMA HACTA]y HEOUCKMBAHO
1 TO Kaja ce pyHKnuja u3 H? mpocTtopa Ha MOMMIUCKY CY3HW Ha IMjaroHaiy; Tj. Kaja ce
CBe MPOMCHJbUBE M3jeIHade Ja popmupajy GyHKIH]Y jeHS KOMIUICKCHE ITPOMEHIBUBE.
Ogaj enomen otkpuo je Rudin [73], a nasbe cy ucrpakusanmu Horowitz u Oberlin
[43], Duren u Shields [24].

V mpoTekIMM roguHaMa Cy JIoCTa MpoydaBaHU TEKUHCKH beprMaHOBHU IMpoCTOpU
Ha JeAMHUYHO] jJonTH. [IpuTOM, BUIIC MAXIHE je OMIIO yCMEPEHO Ka MpoydaBarmhy OBUX
MpocTopa 3a XoJIoMopdHe GyHKILIM]je HETO 32 XapMOHM]CKE.

Heka je —1 < a < oo nmart peaman 6poj. Texuncke Lebesgue-oBe mpoctope Ha

B C R" oznauasamo ca L? (B), u To ¢y npoctopu cBux MepsbuBux pynkimja f Ha B 3a
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Koje je
A ln = /\f(l’)lp(l —[z[)*dm(z) | <oo, 0<p<co

rie je dm(z) Lebesgue-oBa Mepa. TexXWHCKH BeprMaHOBH MPOCTOPH XapMOHMjCKUX
dynkimja b2 (B) ce nepunumry ca b2 (B) = h(B) N L2(B). Texune ce MOIy MelbaTH
Ha unrepsaiy [0, 0] 3a 0 < 1, 6e3 npomene BeprmanoBor npocropa, Tj. oarosapajyhe
HOpMe Ccy eKBUBaJICHTHE. HeaBHO je IONUIOo 10 BEJIMKOT MHTEPECOBabA 32 TIPOYUABAHE
TEKUHCKUX BeprMaHoBHX MPOCTOpa AHAJUTHYKAX WM XapMOHMjCKUX (GYHKIHja ca
TexuHama koje nucy knacuune dm, = Co(1 — |z[*)*dm(z), o > —1, Bugeru nip.:
[1, 52, 54, 56, 76, 87, 88, 89, 90, 91|, kao u LUXOBE pedepeHlie.

Cras 3.5. [67] 3a 6uno kojy pynxyujy u € b2 (B) u 6uno kojy wmauxy v € B eaxcu

2p _ a
lu(z)| < —(1 | |)L,1 Wy—_1 / "1 — r?)%dr ][z -
— | p

1+|z|
2

Hoka3s: [Tpumerum f1a je,3a € € Sux € B:

1— |z 1+ |z 2
n = n—1 < n—1"
€ —af* = (1= lz]) (1 — =)

Heka je x € Bu |x| < R < 1. Kopucrehu unmenuny aa je |u(Rz)[P cybxapMonujcka

P(xaf) =

(3.7)

dynkuuja y oxomuuu B u penarujy ( 3.7), mo6ujamo

AP < s [ J(ROP P, )doe) € rerrm— [ (RO (o),

(3.8)
CraBumo najex = ré,taejer = |z, £ € S. Kako je npuMEHOM TOJIApPHUX KOOPIUHATA

dm( ) = wp_1r" " tdrdo(€) u ysumajyhu y o63up ycpemmeme unterpana M(R) =

f |u(RE)|Pdo(€) xoja je Hepactyha dynkuuja o R, ro6ujamo

Wn—1

1

1
Wy, 1/7’ (1—r O‘dr/\u RE)Pdo(€) <w 1//]u r&)|Pr*H(1—r?)*drdo (&) =
R S

R

= [ W@l - [oP)dm(z) < [fuly (39)

R<|z|<1
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N3 penanumja ( 3.8) u ( 3.9)
1 —1

2
Wy—1 /7""_1(1 — TQ)adT ||u||bp,
R

[u(Rz)[” < S A=t

U IPOMECHOM TIpOMEHJbUBE R — x cllequ 11a je

_1
1 p

1
20 n—1 2\«
e ere= E) e (R R S
TR J
V3umajyhu na je R = H'm' JOJIA3UMO JIO KEJbEHOT pe3yiTara.

Cras 3.6. [67] Tescuncrku Bepemanos apocimopu xapmonujckux pynxyuja be (B) je saiusopen
y L2(B) 3a ceaxo 1 < p < .

Hoxka3s: Heka ||u; — ullz — 0 xama j — oo, rae je u; nu3 dynkumja us 02 (B) u
u € LP(B,dm,). TToka3yjeMo /1a je t eKBUBAJICHTHA HEKO] XapPMOHU]CKO] (DyHKIMjU Ha
B.
Heka je K C B kommakran ckyn. K3 Crasa 3.5 ciemy Jia IOCTOjU KOHCTaHTa
C = C(K,p,a) Tako ja je
max [u(z)] < Cllully

3a 610 koje u € UF(B). Oryua je |u;j(x) — up(z)| < Clluj — ugl|yp 3a 6uno koje x € K
u ouno xoje j, k. Hus u; paBHOMEpHO KOHBEprupa Ha KOMIIAKTHUM IOJCKYIOBHMA
jeMHHYHE JIONTE Ka XapMOHHUjCKO] GyHkimju v. Ocum tora, u; — u'y LP(B,dm,,).
Haxie, Ha ocHOBY TeopeMe Riesz-a mocToju moaHu3 HU3A U; KOJU KOHBEprupa Ka u

ckopo cByna y B. Tako 1a je u = v ckopo cByma y Bu u € 02 (B).
Iocemuna 3.9. [67] IIpocimop V2 (B) je Banaxos dpocitiop 3a ceaxo 1 < p < o0.
Teopema koja je anasiorna Teopemu 3.18 U3 IPeTXOAHOT TOTJIABIbA TJIACH:

Teopema 3.19. [/5/3a 1 < p < co u > —1 eancu (B2)*(B) = b2 (B), dipu uemy je

1 1 _
Lyl

Hedpununmja 3.4. Heraje H',, Zoprouitonyapocitop. Cadm(z) = dz = dxdt osnauuhemo
Lebesgue-o6y mepy, a ca dm,(z) = t*dxdt wmescuncky mepy, 2ge je o > —1.

BP(H") gepunuwe ce kao apocimop ceux [ € h(H') imakeux ga je:

July, = / uz)Pdma(2) <

29



JHedununuja 3.5. Hexa je Q0 C R™ ozpanuvena obracii ca C' 2panuyom. Tesxcuncku

bepemanosu apocimiopu xapmonujckux pyuxyuja na 0 C R"™, ce gedhunuuy

1/p

= 00) = u e h(@) sl = | [ Ju(@ldma(e) | <ot

2ge je dmg(x) = p®(x)dx meoxcuncka mepa, o € R u p gepunupajyha ¢pynxyuja na .

JIako je BUIETH [a Cy OHM TpUBHMjAJIHU 3a o < —1, Ia Hajla’be pasMaTpaMo camo
ciayuaj Kagaje o > —1. Ba o = 0, b2, = bP, u jacuo je ma je b2 () = LE(Q2) N ().

JIooaTHU pe3yNTaTH O TEKUHCKUM BeprManoBuM mpoctopuMa ce Mory Hahu y [3,
45, 47).

3.5 Mepe Kapaecona u treopema yranamwa KapJsecona

Mepe Kapnecona umajy BayxHy yJIOTy y KOMIUIEKCHO] aHAJIN3U, XapPMOHUJCKO] aHAJIHM3H,
teopuju BMO ¢yHkIMja, TeOpUjU UHTCTPAIHUX ONEPATOpA U TCOPHUJH MaPIIUjaTHUX
nudepeHumjainux jequaunda. Lennart Carleson y pajgosuma [10, 11] kopuctu mepe
o KoMe cy KacHHje u qobuie HasuB. Carleson-oBa opuruHaigHa JehuHHUIIAjA JOOPO
GbYHKIMOHUIIIE Y TeOpUjU Xap/IMjeBUX MPOCTOPA IITO C€ MOXKE BUJICTH Y KEbHITaMa ayTopa
kao trro ¢y Duren [19] u Garnet [30]. Kapakrepusanuja mepa Kapiiecona 3a Xapujese
IIPOCTOPE HA jeIMHUYHO] JIONTH ce Moke Hahu kox Hormander-a [39] u Power-a [69].
3atum, mojaM Mepe Kaprecona npumemyje ce Ha KOHTeKCT BeprmanoBux mpocrtopa,
Mehy npBuUM ayropuma Koju ¢y ce Tume Gasuiu cy: Cima-Wogen [13], Hastings [35],
Luecking [55], Zhu [102]. Takohe, Mmepe Kapiecona cy mpoydaBane u 3a XomoMopgHe (01
KOjuX je JIMpHUXIICOB MPOCTOP CHelMjaal ¢iaydaj); Buaetu Arcozzi-Rochberg-Sawyer
[2], Kaptanoglu [48], Stegenga [84] u Wu [101].

HMepunnnnuja 3.6. Heka je D jeguuunu quck y komiinexcnoj pasuu C u nexa je p konauna

mepana D. 3a 6 € [0,2n], h € (0,1) nexa je
S=25(6,h) = {Tew:1—h<r<1,90—h<9<90—|—h}.
Mepa 1 je mepa Kapnecona axo wiociuoju konciwaniua C' > 0 wako ga je
(S0, h)) < Ch Vo, h.

Tomune 1962. L. Carleson y cBom paay [11] maje uyBeny teopemy Kapiecona u

nokasyje yraname H? (D) — LP(u)3ap > 1, u kao crienujajian ciryyaj HABOJIU yTallarbhe
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HY(D) — L*(p).

Teopema 3.20. ([11]) Heka je p Bopenosa mepa na |z| < 1, u apemiociviasumo ga je

p > 1. Heoiixogan u gosowan ycioe ga iocimoju kouctmaniga C' wako ga je

hSAl

/|ﬂ@mm@> <Clfll, Vfem

|z]<1
sa ceaxo [ € HP, je ga je i Carleson-osa mepa.

Jlokas 3a omIITe p HUje TEKU O]1 CIIEUJATTHOT Cllyuaja Kaja je p = 2, a UMa CMUCIIa
rosoputu o TeopeMu Kaprnecona 3a 6uno xoje p > 0.
Duren, y cBom pajy [18] u3 1968. roaune, npoumpyje Teopemy Kapiiecona u gokasyje
yramamwe H? — L9(dp) 3a 0 < p < ¢ < oo, mojJ u3BecHUM yciaoBuma Kaprecornosor

THIIA 3a MCPY (1 U CKCIIOHCHTC P U (.

Teopema 3.21. ([18]) Heka je p Bopenosa mepa na |z| < 1, u apemiocitiasumo ga je

0 < p < q < o0. Ja 6u iocimojara koncimaniuia C' iwiakea ga je

/|ﬂ@wmw> <Clfll, ¥fen

|z]<1

HeOTX0gan u gogoban ycios je ga iocidoju koncianiia A iwaxea ga je j1(S) < AhY/P sge
je S ckyi obmuka, S = {re? : 1 —h<r<1,00<0<60,+h}.

Tomune, 1974., Carleson y cBoM pasy [12] naje mpuMmep Ha KoMe IOKa3yje a TeopemMa
Kapnecona He Baxku 3a Xap/aujeBe MpOCTOPE HA TOJIMIUCKY. [0MHY TaHa HAKOH TOTa,
1975. ropune Hastings y pauy [35] je mokasao teopemy Kapiecona 3a BeprmaHose
IPOCTOpE Ha MOJMAUCKY. A mortoM, 1980. romune, Stegenga [84] mobuja anamorue
pesynrate 3a ojpehene Texxuncke beprmanose mpoctope.
Kazna cy u name y nuramwy beprmanoBu mpoctopu, mpe cBera TexuHcku beprmanosu
MPOCTOPU U TEOpeMe yTalarma, Y 3aBUCHOCTH O] IOMEHa Ha KOjUMa cy ImocMaTpaHe
oapehene gpynkimje (aHATUTHYKE WM XapMOHU]CKE) HABOIUMO ciiejicha mo3HaTa TBphe-
Ba.

[IpBa ox cienehe ABe TeopeMe ce OTHOCH Ha aHAIUTHYKe pyHKIHje y mpoctopy C”,

a 7pyra Ha XapMmonujcke pynkmuje y H C R7

Teopema 3.22. ([104]) Hexa je « > —(n+ 1), 0 < p < 1 u p dosuimusna bBopenosa mepa

na aowimu B™ C C". Taga cy ciegeha gsa yciosa exsusaneniua.
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(a) Hocimoju koncimanina C > 0 waxo ga je
[1sGPdn) < s
B»

P
3a ceaxo f € BP.

(b) Iocwoju koncmanima C > 0 waro ga je

w(@Q(€)) < Crmoth

3aceaxo 0 <r < lu& e S 2ge je
Qr(§)=A{zeB": 1 - (28| <r}

Teopema 3.23. (/3]) Hpemiocimasumo 0 < p < oo, a > —1 u nexa je j Bopenosa mepa
na H. Taga cy cregeha gea ycnosa exsusaneniuna.

(a) Mepa 1 3agosonasa ycinos muiia Kapiecona

A
G A T
|Ak|1+”7+1
2ge cy Ay 3aimisopene Koyke, ca CIIPAHAMA GapaneiHumM KOoOPGUHATIHUM ocama (V Hapeg-
HOM 0ge/bKY je gaiio suuie 00jauirbersa).

(b) B2 ce neapexugno ymaia y LP(H, du).

3.6 Teopema yranama te:xxnnckux beprmanoBux npocropa
y LP(u)-nipocTope

Kao mro je panuje HaBelIeHO, OBO TIOTJIABIbE capiku GopMyrIalujy U 0Ka3 TeopeMe
yTanama TSKUHCKUX BeprMaHoBUX POCTOpa XapMOHUjckuX Gyukuuja y LP(du) npo-
crope Ha goMeny 2 C R™ orpanmuenom ca C! rpanunom. OBaj pesynraT ayropa
je objariben y [46], Bumern Teopemy 3.24. TlpuiukoM jgokasuBama Teopeme Guhe
HaMm noTpebHa ojaropapajyha nomohHa TBphema M y CKIIajy ¢ TUM IIpe caMor JIOKas3a
HeBemheMo HX.

Kana je y nutamy HENPEKUIHO yTallalkbe MPOCTOpa aHATUTUYKMX HUJIM XapMOHHU]JCKHUX
¢byukuuja y LP(p) npocrope omayuyjyhy yiory umajy yenosu tuna Kapiaecona 3a Mmepy
(. 3a caydaj aHATUTHYKKX GyHKIMja oBo je omucuBao Kehe Zhu 2005. rogune y pamy
[103], ciyuaj Texxunckux BeprMaHOBUX MPOCTOPA XapMOHMJCKUX (DYHKIMja HA TOPHHEM

noJtynpocropy onucusainu ¢y Arsenovi¢ i Shamoyan 2013. roaune y pamy [3].
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Ha Beh HOMeHYTOj obnactu ) ucnurusahemo KaJga BaXX yTralmame
bgz — Lp = Lp (/1,)

Kao pesynrat gobujamo /1a oBo yramame Baku 3a O6uiio koje p > 0 yBek Kajia Mepa [t

3a/I0BOJhaBa yCIIOB
N(Ak)

MR o k>,
Ay a

e ¢y Ag MorogaHo ogabpanu, (JietasbHuje onucanu y Jlemu 3.2).

a2

Ob6pHyTO, aKo BaXW MOMEHYTO yTalame Mpoctopa 3a p > 1 + o5,

Taga mMepa i
3a/I0BOJbaBa MPETXOAHM yciioB Tunia Kapiecona.
HeouekuBano, y uspaau gokasa obpar je ouo texxu. Haume, 6uito je morpedbHo nahu
TecT (PYHKIM]y YUjOM MMPUMEHOM ce JOoKasyje HaBeleHH oOpaT y Teopemu. [Iporena
TecT pyHknuje je y crBapu Jlema 3.8 u oHa UMa KJbyuHYy yJIory y goka3y Teopeme 3.24.
V ciydajy JIOTITE U TOPILET MOJIYIIPOCTOpa IO TecT (GYHKIU]e ce OJIa3u eleMEeTapHUM
U3payyHaBambeM, IITO HUje OMo cimydaj oae. Mjeja mporieHe TecT QyHKIMjE, a caMuM
UM 1 Jioka3 Jleme 3.8, cactojana ce y TOMe Jia ce MHTerpal 1o objactu ) mojenu Ha
aBa uHTerpaia no obmactuma Q\V u Q NV, rue je V oxonuna rpanuue 0€). Murerpain
o 2\ V ce mpolemyje KOHCTAHTOM KOja 3aBHCH 0J] ojipeheHUX ImapaMeTapa, a TEXHUKA
mpoieHe uaTerpaia mo 2NV je komrmierno onucana y Jlemu 3.8, u To 61 61O KIbydHU
IO OBE JIEME U MOKa3yje Kako ce (pyHKIMja MoHala y 6iu3uHu rpanune 02,
Jeman o1 OCHOBHUX TEXHHUYKHX eIeMeHaTa je mojam aedunupajyhe dyukmmje p(z), koja
je camepJbHBa ca pacTojalbeM YHYTpaIllhe Tauke - 13 obiactu ) go rpanwuie 0f2. Taksa
dynkuuja 3a 2 nocroju u wy heMo ozHauuTH ca p, ogHocHo: p € C(R™), Taksa 1a je
Q={z:p(x)>0}uVp(r) #03ax € Q,uonatne cienu p(x) < dist(x,0N) 3a
x € ). Koncranta C, Kao IITO je yOOUUajeHO, MOKE MEIbaTH CBOJY BPEIHOCT y HU3Y
MpOIICHA.

TexuHCKy Mepy M TeKUHCKe BeprMaHoBe Mpocrope XapMOHMJCKUX (YHKIIMja HA

noMmeny €2 nepunucanuau cmo y [lornapmwy 3.4.2 1 To:

dmy () = p*(z)dx, a € R,

1

= 0(Q) =4 f e h(Q): |flly = / F@)Pdma(z) | < oo

VBenumo cajia jeaan audeomopdusam, mro HaMm Moryhasa Teopema o 11eBacToj OKOJIUHH.
Tume ucnpapibamo rpanuily OS2 ma Moxemo JiepuHucaTi pedIIeKCHjy TauKe y OJIU3UHU

TpaHUIe Y OJTHOCY Ha camy rpaHuity OS).
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Haume, octoju okomuna U ox 0 u C! qudeomopdusam x : 00 x (=&, &) — U,
taxo ja X (&, t) mpunana €2 (ogHocHo J€2) ako u camo ako je t > 0 (0OJHOCHO aKO U caMo
akojet =0). 3az € U, x }(z) = (1), nocroju jemuncrsena tauka z € U Tako Ja je
X 1(z) = (¢, —t). OBo mepunume C* qudeomopdusam 2 — z ckyna U Ha camor cebe.

Crneneha nema, npunarohena morpebama jokasa TeopeMe yramamba, JoOujeHa je U3

Jleme 4.1, y mornapiby BuTHujeBa IeKOMITO3UIH]a.

Jema 3.2. (/86]) Hocwoju pamunuja {Ay Y32, sameopenux koyku y § ca citipanama

dapaneinum KOOpGUHATHUM ocama U KoHcitianima | > 1 iwako ga je
(2) Vuympawrocitu koyku Ay cy mehycobno qucjyuxiane.

(3) Axoje A koyxa ca ucium yeniapom kao u Ay, anu yeehana l iyima, waga pamunuja
{A} }22, je konauan dokpusau og ), @wyj. #docwmoju koncmanima C wako ga je
Y XAL(r) < C. Osge je xax Hpegcmiassa Kapakimepuciauuny QyHKyujy ckyia
JAVS

Hagoumo Heke Beh mo3HaTe NpoIeHe Kao ¥ OHE KOje Tpeba JJoKa3aTu, a CBE y IUJbY

OKa3uBama TeopeMe yTanama 0 K0joj TOBOPUMO Y OBOM IOTJIABIbY:

Jdema 3.3. ([85]) Hexa cy Ay, C U u A} enemenitiu kao y Gpemixognoj lemu u HeKa je Ty,

yeniuap xoyke Ag. Taga umamo

Ma(Ar) = p(ar)™® = ma(AL), @ €R (3.10)
|Z—z| =< |z — x|, 2€ Ag, xE€Q (3.11)
o(r) = plx), 7z AL (3.12)

Jema 3.4. ([14]) Hexa cy Ay u A} konyenitipuune Koyke u3 apeiixoghe jeme u HeKkd je

(&ky i) yenimap Ay. Taga3a 0 < p < ocoua > —1 sagxcu:

) mp < / v (0) | f(2)Pd,

C
P k) max [P < = p™ ™ () / [f(@)[Pdz,  fe(®), kel
Ar A
k
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Caja, 3a cpako P € 09, nepunumemo C'! mudeomopduzam ¢p : Vp — Up koju
npecikasa okojuHy Vp Tauke P Ha okonuny Up tauke 0 y R™ tako na je op(P) = 0,
Up = Wp x (=dp,dp) u pp(§) je enement uz R™ xoju npunaga Wp x {0} 3a cBako
E€dNNVp, raeje Wp = op(0QNVp) C R udp > 0 je noBosbHO Mao.

V Jlemu 3.5 u Jlemu 3.6, paau nakimer nucama U30cTaBbamMo P U3 uHjaeKca.

Jlema 3.5. Heka je P iwmauka na 052, u o = pp gegunucano ca

p(r) = (p1(x), p2(2), -, ou(x)) € R,
sax € V. Taga 3a céaxu komiaxidgan ckyi K C V je p(x) < ¢n(x), 2 € K NQ,

Joka3: Peanno-Bpennocue gynxuuje p u 0 = ¢, cy C! na ckyny V, a no mper-
moctaBiy je Vp # 0 ma V N 0L, u npuroM, 6 u p cy jemnake 0 na 0f). Taxkohe,
VO = (Jo(x))n = (%)199@ # 0na V N oQ, rae je Jy(x) JakobujeBa matpuna ox 0y
tauku x. Jlakie, p < 6 Ha koMmakTHOM moAcKymy o V.

V cnenehoj nemu ca W o3nauaBamo pediekcujy Tauke w € R” mpeko R x {0},

Tj. W= (Wi, ..., Wy_1, —Wy) 38 W = (W1, ..., W,_1,W).

1

Jlema 3.6. Hexa je P cpanuuna wuauxa QQ u v = ¢, Taga 3a ceaku KOMUAKGANH CKYi

K C V N Q aociaoju koucmanizia C = Cx > 0 mako ga je
v =22 Clo@) — p(z)] w2 €K

Joka3: Kaxo je panuje HaBeeHo, 3a z € VNQjez = x(n,s), rmejen € 02,0 < s < e,
nw = @(2) = (wy, Wy, ..., Wp_1,Wy), rae je (wy, wa, ...w,_1) € R™™ w, > 0.
Jlakie, Baxu
v —Z| < | — 2| + s. (3.13)

Ounro je
o(x) — (2)] = [p(x) = 9(2)] + wn. (3.14)

Kaxko je ¢ C! mudpeomopduszam onja je

|z — 2] < |p(x) — o(2)]. (3.15)

Ha ocuoBy aedununmje x 3a z = x(n, s) Baxu ga je 2s = z — z < p(z). IIpumeHom
JTeme 3.5 mobujamo w,(z) = ¢, (2) < p(2), 1j. w,(2) < s(z). Ha kpajy, koMOHHAIHjOM
permammja (3.13), (3.14), (3.15) monazuMo A0 TpaKeHOT pe3y/ITaTa.

Crneneha nema je qokasana y [47], 1 by KOPUCTHMO y TIPOLIEHH ofipeheHIX HHTErpajia
y Jlemu 3.8.
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Jdema 3.7. ([47]) Hexkajen + o — 2y < Qu« > —1. Taga je

Yn nta—
Wdy = w, + 27, w € H. (316)

Osnejeca® = (wy, ..., w,_1, —wy,) 03HaYCHA pedieKkcuja TauKe W = (W1, . .., Wyp_1, Wy,)

y TOPHEM MOJIYIPOCTOPY MPEKO TpaHUIIE.

Jlema 3.8. Akojea > —1un + a < 2v waga je

/—p (z) < Opt (), 2z e Q.

o=z =

Hoxa3: 3a cBako P € 0f2 neka cy Vp, Up, Wp ckynosu u jupeomopduzaM ¢, Koju
cMmo panmje aepunucamu. Kaxko je 02 xommakrtan, u Py,..., P, € 0f), npu uemy
je 002 C U?Zl Vp,. 1llTtaBuime Mory ce u3abpaTi pelaTUBHO KOMIAKTHH OTBOPEHHU
noJickynosu V; 3a Vp TakopajeV; CVpzal < j<kmn o) C Uk_1 V;. CraBumo na
je w; = pp;,Pj = goj u U; = ¢;(V;). Tana, xaxo je V KOMIIaKTaH MoJICKyI of1 Vp, 3a
cBaxo j, mocroju KoHctanta C' Tako ga je |det Jy,;(y)| < Czay e U;, 1 < j <k, e
je Ju;(y) JaxobujeBa maTpuia ox ¢; y Taukn y. Canaje V = Ule V; oxomuHa og 052

/ p*(w)dr / p*(z)dx N / p*(z)dx
e -z ) |z—z* |z — 2|27
QO oV onv

[TpouemyjeMo npBu cabupak:

u

/f_?Tﬂm<dm\vam2Hmm@>wm9%ﬂ%&am%

Q\V

riae je C' KoHCTaHTa Koja 3aBHCH caMo o1 {2, «, 7y, aju HE Of 2.

,/ m Z;f/ u-ﬂwdx

9/81%

A 3aTUM W IpyTH:

Hexka je ¢puxcupano j, 1 < j < k, npouemyjeMo unterpan I; = fvj e %dm. Hakon

CMeHe TIPOMEHIBNBHUX = = 1 (y), ¥ = ¢;(x) Baxu aa je:

//w] PWU% W<C//W%iﬁL
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Cana, nmpumenoM Jleme 3.5 u JIeme 3.6, modbujamo:

o | [tmnse | [yt
750~ AT

TJIE je Yn, n-Ta KoopauHata oxy u w = (0, ..., 0, p(z)).

Konauno, mpumenowm mnporene u3 Jleme 3.7, mobujamo

400
/ / |y_y—nw’%ydy S Cw;waf% S Clyz+a72'y S Czp(z>n+ozf2'y'
Rn—1 0

Caia dhopMmynuIIeMo TEOpEMY Koja OMUCYje yTallamhe OMUCAHO Y OBOM IOTJIABIBY a

Koja je ob6jaBibena y pay [46].

Teopema 3.24. Hexa je Ay, k € N, Whitney-jes mui iokpusaua 2, o« > —1, u

uosutuusHa Eopeﬂoea mepa.:

(1) Mepa 1 3agosomasa ycios imuiia Kapaecona

A o s
Al
(2) b2 ce neapexugno ymaia y LP($2, dp).

a+2

3a ceaxo p > 0 ycnos (2) cregu us (1). Axo jep > 1+ 7=,

Hagegenu yCcaosu cy

CKBUBAJICHTUHU.

Hoxkas: Ilpso mokasyjemo ummmkanyjy: (1) = (2). Heka je f € bF, Bpmmmo

('3

moieny gqomena {2 Ha konke Ay ca ICHTPOM Y Tk, Kao y Jlemu 3.2, u jobujamo

11, / (@) Pdu(z Z / F@Pdn(e) < 3 p(Ae) sup [ G17)
k=1

ZEAL

[Tpumenom Jleme 3.4 u Jleme 3.3 Baxu

sup | f(x)

CEEAk |A>’<

/|f Pdiae) < - /|f Pdmo(o), k> 1

(3.18)
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[ e Q).
dynkuja obnuka f(r) =
cp(zg) < | — Tk < Cp(ag), v € Ay, (JIema 3.3). Onna je

A xoMOunarjoM penarnuja (3.18), (3.17) u (3.12) mobujamo

[e.9]

> p(Ag)
111, < C Z ¢ /|f Pdm(z) < C Z M/Lf Pdma(2).

Ha xpajy, kopucrehu ocobune konaynor nmokpusada Ay (JIema 3.2) umamo 1a je

11, C‘Z/If Pz <c/|f Pdimalz),

k= 1A*

13 uera creu ycioB (2). Tume cMo IoKa3ain Aa Bay MpBa MMILTHKALT]a.

Cajia 10Ka3yjeMo Jla BaKy U Jpyra umiumkanmja (2) = (1).

ITo mpernocrasiy, nocroju koucranta C Tako 1a je || f||rruy < C||f||w 3a cBako

le—Z,

i = [1r@pino) = [ dorisoras= | s

U Ha ocHOBY Jleme 3.8 umamo

HfH]Zg < Cp(xk)a-i-n—P(n—?)_

3atuM, Kopuctehu Hejeauakoct |z — Ty | < Cp(xy) Baxu 1a je

1710y = /|f ey = 2/,f |pdu>/‘f P =

klA

B dp o _MA)
B |q; — Ek|P(n_2) - p(xk)P(n—2) ’
A

OpmHocHo,

(Ak)

p(ll?k) — HfHLP (1) < CHfH]JDBQ S Cp(xk)oﬂrnfp(n,g)’

U THME JI0JIa3UMO [0 TPAKEHOT pe3ysIraTa: — Br) < C,k>1.

NG
Ocraje nepetien npo6em: da i ¢y ycinosu (1) u (2) eKBUBAJICHTHU 3a CBAKO P >

Hexka je komka Ay ca HEHTPOM y Taukd Ty (PUKCHpaHa U HEKa je TECT

%. [Tocroje koncrante 0 < ¢ < C' < o0 TaKo 1aa je

0?
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I'1aBa 4

Heku nomohnu pesyJararu

4.1 BuTHHjeBa 1eKOMIIO3MIIHja

BuTHujeBa IeKOMITO3UIIN]A j€ CICIIMJAJTHO pa3jiarare OTBOPEHOT ckyma y Eykiauackom
npocropy. Mme je gobuna nmo Hassler Whitney-jy 1934. rojaune [99].

Hexka je ' C R" 3atBopen ckym. [locTaBba ce mUTambe /1a JIM ce KOMIUIEMEHT F'¢, cKyTa
F', Moxe mpecTaBUTU Kao JUC]YHKTHA YHU]a KOLKH ca OTOJHO 01a0paHuM yciaoBuMa?
V cnyuajy n = 1, oaroBop je cBakako mosutuBaH. CBaKd OTBOpPEH CKYII j& JEIAWH-
CTBEHA YHH]ja JIUCJYHKTHUX OTBOPCHHUX WHTEpBana. 3a ciyuaj Kaja je n > 2, CUTyaldja
BHUIIIE HUjE TAKO jeIHOCTaBHA, jep MPOU3BOJbaH OTBOPEH CKYI MOKEMO ITOCMATpPATU HA
OECKOHAYHO MHOTO Pa3IMYMTHX HAUMHA KAO YHH]Y JUCJYHKTHUX KOIKHU (MO KOIKamMa
MOAPa3yMEeBaMO 3aTBOPECHE KOIIKE, a MO AUC]YHKTHUM KOIIKama MoApa3yMeBaMo JHC-
JYHKTHOCT IbUXOBUX YHYTPAIIHOCTH).

[TpBa ox TakBUX je BuTHUjeBa JeKOMITO3UIIH]A.

Teopema 4.1. [85] Hexa je F nedpasan u saimisopen iogekyia og R". Taga je mwe2os
kominemenin, F'¢, ynuja xoyku Ay uuje cy cipane aapanenne ocama, YHYGpawrbOCau
GUCJVHKITIHE U BPeUHUYU Camep/bUusy ca paciojarbem Koyku og ckyia F'. Ipeyusnuje:
(i)Q=F = ) A

k=1
(ii) A; N A =0, axo je j # k.

(111) Hocmoje koncmanige c1,co > 0 (mooce ce ysemu ¢ = 1,¢co = 4), waro ga je

crdiam(Ay) < dist(Ag, F) < codiam(Ay).

Hoxa3s: ITocmaTpamo pemerky Tadaka y R” unje ¢y koopaunate meine. OBa perierka
oxapehyje mpexy M, unje cy paMuimrje KOUKe, Tj. CBE JCAMHUYHE KOIKE YHJU CY BPXOBU
Tauke ropie pemerke. Mpexa M Boau 10 ABOCMEPHOT OECKOHAYHOT JIAHIIA TAKBUX
mpexka { M}, rie je My, = 27 M.
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Taxko cBaka xomka My_; canpxu 2" korku Mmpexe M. Jlasbe, cBaka KOIka Mpeke
M, uma crpanuiy gyxune 2~ F 1 3aT0 joj je mpeunuk /n27F.

IMopen mpexa My, mocmatpamo u citojese §2, neduHucane ca
Q= {x: 27" < dist(z, F) < 27F1},

o0
/i€ je ¢ Mo3uTHBHA KoHcTanTa. Ounrnenno je 2 = |J Q.
k=—0oc0
[TocmaTpamo nasbe, Kolke Mpexe My, u hamuujy Fo, ipu ueMy ce Fy cacToju o1

KOLIKK Mpexke M, Koje uMajy 3ajeITHHYKUX Tayaka ca (i, OJHOCHO:

Fo=JAeMi:ANQ #0).

k

Tamaje | A= Q.
QEFo
JTokasyjemMo 1pBo yciios (iii).

Hexkaje A € My, tanadiam(A) = /n27%. Kaxoje A € Fy, manocrojuxr € ANQy.
Tana je
dist(A, Q) < dist(x,Q) < 277,

dist(A, Q) > dist(x,Q) — diam(A) > 27" — /n27".

Axo cTtaBuMO J1a je ¢ = 24/n qobujamo (7ii).

W3 (iii) xouke 6 € Fo u cKyll F' ¢y TUCjyHKTHM ¥ jacHO je jia ToKpuBajy €. lakie,
u (1) je mokaszaHa.

[MpumeTnMo 1a haMuIMja KOIKu Fy MMa cBa TpaskeHa CBOJCTBA U3 TeOPEME, OCHM JIa
KOIIKe HUCY HeonXoaHo MehycoOHo mucjynkTHe. Jla OucMo 3aBpivimm goKas moTpeOHO
je Heke u300pHE eIIEMEHTE MONPABUTH, YKIIamkhajyhu HeKe KOIIKE KOje HUCY TTOTpeOHE.

[MpernoctaBumo ja ¢y Ay u Ay KOLIKe, y3eTe peioM u3 Mmpexe My, ogHocHo My,.
Tana, ako Ay 1 Ay HUCY JUCJYHKTHE, OHJIA je/lHa MOpa OUTH cajpkaHa y apyry. Heka
je nnp. Ay C Aj axo je ki > ko.

Hekajecana, A € Fynekakonka. ITocmarpamo MmakcuMainny kouxky A’ re pamuiuje
koja caapxku A. U3 (ii7) umamo ma je diam(A’) < 4 diam(A). IlTasume, 6u10 Koje
nBe xkouke A’ u A” koje cagpixe A umajy He TpuBHMjajaH mpecek. Ha ocHoBy oBora
cienu ga cBaka komnka A € Fy uMa jeIMHCTBEHY MaKCUMAJIHY KOLKY U3 UCTE (haMuiInje
Koja caapxu A. Tume ce 106Hja IUCjYHKTHOCT MAKCHUMATHUX KOIKH u3 Fy. Ako ca F

O3Ha4YuMO (baMI/IJ'II/ij MaKCHUMAJIHUX KOIIKH, TaJda BaKH:

i) U A=9,

AEF
(ii) komke uz F cy MehycoGHO UC]yHKTHE,

(iil) diam(A) < dist(A,Q) < 4 diam(A), A € F.
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OBUM je I0Ka3 TeopeMe 3aBpIICH.

[polmpee 0Be TeOpeMe ¢e OAHOCH Ha MO3UTHBHE KOHCTaHTe ¢ U ¢™* (1 < ¢* <
¢**), Koje 3aBUCE CaMO OJ] CTPYKTYPHHUX KOHCTAHTH a HE U OJ1 CKyma ).

3a 6uio Kojy Jonty B momymnpedHuka r aeuHUIeMo jtonte B* u B** ca uctum

IEHTpUMa Kao B, U moaynpedyHunuma c*r u c**r, peaom.

Jema 4.1. [86] Hexa je Q) # R™ neapasan omweopen ckyi. Taga dociwioju gpamunuja nowimu
By, By, ..., By, ...3aKoje eadxcu:

(i) By, cy mehycobno gucjynxitne,

(i1) ij B} =Q,

(iii) Bi* N Q¢ # 0, sa cearo k.

Hanomena 4.1.

(a) U3 damummje { By} ce nako koucrpyuiie dpamunuja ckymnosa {Q} Tako ga cy Q

mucjyuktau, By, C Qr C B* u | Qk = 2. Ha mpumep,
k

[

Q=Bn{Ja ) n(UB|. *r=12..

j<k >k

CkynoBu () ce MOTY y3eTH Kao 3aMeHa 3a CTaHJap/HEe KOIIKe KOje ce IOjaBIbYjy y

BuTHujeB0j TeOpeMH.

(b) Mako B} HUCY HEOTIXO/IHO [IUCjYHKTHU, OHU UMajy CBOJCTBO OTPAHUUCHOT TpeceKa,

IITO 3HauM: ocToju /N TAaKBO Jja ce HUjeJHA TauKa He cafpu y Buie o1 [N cKkynosa 5j,

Hoxa3z jgeme: DukxcupaMo TpoU3BOJLHO JOBOJLHO Malo €, BuiacheMo kacHuje n1a je
1
82>

re je r(x) pacrojame o x jto €2, tako na je r(x) = sup{r : B(x,r) C Q}. Taxaa je 3a

€= e je ¢; koncranrta us Teopeme 4.1. ITocmatpamo nokpusay { B(x, er(x)) }req,
cBako = € ) pyHkimja r(x) CTpOro MO3MTUBHA U KOHAYHA.

V3uMaMo cajila MAaKCHUMAJIHy, Y CMUCITY MHKITy3Hje, moadgaMuanjy MehycobHo auc-
jyuktaux jgontu jgate damuwiuje {B(x,er(x))}. 3a oBy moapamumujy By, ..., By, ...

rie je By = B(xy, er(zy)), nokasyjemo ocobune (), (i1), (ii) neme. dedunuiemo:

B; =B (xk, r%k)) , B = B(x, 2 r(x)),
(npu uemy je ¢* = o- u ¢ = 2). Ocobune (i) u (iii) U3 JeMe Bake AyTOMATCKU Ha

ocHOBY u3bopa Bj. Takobe je jacHo ga je B C ). OHO mTO OCTaje /1a ce MOKaxe /1a je
UB; o Q.
k
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Hexka je cama, x € (2, Taga Ha OCHOBY MakcuMaaHoOCTH amuuje { By}, je
B(zg, er(zg)) N Bz, er(x)) # 0,

3a HEKO K.

r(x)
4cq °

V CympoTHOM, Y3MHMO a je € < % (< 1),

[Tokasyjemo ma je r(xy) >

no6ujaMo:

B(ay,r(z)) N B (;p —) £ 0.

’ 201

Kako je 2r(x) < 7"2(—:1), Taja Baxn

B(zg,2r(zg)) C B (:z;, 74(2—96)) :

IITO je KOHTpamukuuja jep B(xy, 2r(x)) N Q¢ #£ 0, nok je B (:E, r(;)> c Q.

U cana, kopuinhemeM yeinosa 4cer(zy) > er(x) qobujamo

x € B(xg, crdcier(xy)).

Ila je B(zg, c1dcier(xy)) = B* = B (x, @), Tj. ¢ =4d], e = 55 = 5, ¢ =4 =
1

16¢3. Y oBUM je J10Ka3 3aBpIIEH.

4.2 QNS dynkuuje

QNS dynkimje cy mouelne aa ce jaBibajy kpajeMm 20-or u moyetkoM 21-or Beka. [1pBu
pal y KoMe ce mojaibyjy je pax M. [Tasnosuha uz 1994, romune [63]. Kiaca QNS
(dbyHKIMja je MpUpo/IHA U BEIIUKA, UMa BaXKHE U 3aHUMJBUBE ocoOuHE, Koja u3mehy oc-
TaJIOT YKJbYUyje HeHEeraTUBHE cyOXapMoHMjcKe (HyHKIIM]je, HeHeraTuBHe nearly cyoxap-
MoHHMjcKe pyHKIMje, PyHKIHje Koje 3a0B0OJbaBajy ojpehene mpupoHe yCciaoBe pacTa,
CBOJCTBCHE (DYHKIIMjEe HEKUX CIUNTHUKUX TUGEpPEHIUJATHUX OllepaTopa U IMOJIUXap-
MOHHM]jCKe (pyHKITH]E.

Hexka je 2 momen y R™, n > 1. 3a Bopen MepibuBy GyHkimjy u : 2 — [0, 00] kaxeMo
na je quasi-nerly subharmonic (kpahe QNS), ako mocroju koncranra K > 1 tako aa
BaXU

u(z) < g / udm 4.1)
B(z,r)
3a 6uIto Kojy stonry B(z, 1) C Q.

Knacy ¢pynknmja xoje 3ajjoBosbaBajy HejeqHakocT (4.1) (3a pukcupano K') o3HauaBaMo
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ca QN Sk(R), mok xmacy ceux QNS ¢yuxmmja gepunucanux Ha {2, o3HauaBaMo ca
QNS(Q), 1j.
QNS(Q) = | QNSk(9).
K>1
Cras4.1. ([65]) 1) Axo jeu € QN S(RY), waga je u roxkanno opanuuena y 2. Ilmasuwe,
ako je u € QN Sk (Q) u X\ > 1, waga dociwioju koncimanivia K1 xoja sasucu camo og K, A
U N WAKO ga eaxicu

sup u(y)é% / u(y)dm(y)

yEB(w,%) B(z,r)
kag 2o0q je B(x,r) C Q.
2)36up u maxcumym konaunol nuza QNS ¢pyuxyuja cy QNS pyuxyuje.
3) Ako je uj € QNSk(Q) sa j = 1,2,...uu = Y u; € L,.(Q) wmaga u €
j=1
QN Sk(Q).

Teopema 4.2. (/63]) Axo je u noxanno unitiecpabuina pynkyuja u GoIyHEAPEKUGHA 0G0320
na 0 u uciywasa ycios (4.1) za nexo K, wmaga u sa ¢pynxyujy |u|P? (p > 0) eaowcu

nejeguaxociu (4.1) 3a nexy xoucimanimiy K xoja sasucu camo og K, p un.

Hoxka3: TlpernocraBumo aa w 3ajgoBoJbaBa ycioB (4.1) 3a Heko K > 1 u Heka je
p < 1. (Axo je p > 1, kopuctumo Jensen-oBy HejeqHakoct). ITocMmaTpajyhu dhyHKIMjy
z — u(x + rz), nepunucany Ha jeqUHUYHO] JonTu ako je B(z,r) C €2, Buaumo ma ce
JI0Ka3, 3alpaBo, CBOIM Ha JOKA3UBAIGE Ja BAXKH HEJSAHAKOCT

K
uP(0) < —1/updm,

Wn,
B

oz yciosoM qa B C Q, riae K 3aBucu camo o1 K, p U n ¥ IIpH 4eMy je y OBOM JIOKa3y
dm wopmanusoBana JleGerosa mepa, 1j. m(B) = 1, B = {z : |z| < 1}. J{oka3syjyhu

OBO MOXEMO TIPETIIOCTABUTH JIa je JIONTa 3aTBOopeHa y {2 U /1a je

/ WPdm = 1. 42)

B

Kako je u momynenpekuaHa o103ro, Taja MoxeMo u3abpatu r € B tako ga je

uP(2)(1 = |2)" < 2u”(z)(1 — [x])" (4.3)
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1_2|$|, N3 penanuje (4.1) cnequ n1a je

3a cBako r € B. Heka jecanar =

u(zx)(1—|z))" <2"K / uPu'Pdm. (4.4)

B(z,r)

C apyre crpane, u3 penamyje (4.3) cneau na je u”(z) < 2"MwP(z) 3a 2 € B(z,7) u

IpeMa ToMe Ha OCHOBY penanuja (4.2) u (4.4) mobujamo 1a je
u(@)(1 —Jz|)" < Kou(x)' ™,
riae K, 3aBucu camo ox K, p un. Crora u3 (4.3) (z = 0)
w(0) < 2uP(x)(1 — |z])" < 2K,

YUMeE je I0Ka3 3aBPIIICH.

CraB 4.2. ([65]) 3a QNS pynryuje uj, 1 < j < mup,q > 0 easxncu ga jeu
. 1
(3]
j=1

V I'maBu 5 gajemMo pe3ylnTaT O OTpaHUYEHOCTU U3BECHOI OllepaTopa TUIlA MAaKCHU-

QNS pynuryuja.

Majte Gyaknuje y kiaacu QNS, y ogHOCY HAa MEIIOBUTY HOpMY: BuaeTtu Teopemy 5.4.
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I'n1aBa s

IIpocTopu xapmonnjckux GpyHKOuja ca

memoBuToM Hopmom y B m H”

V 0BOj T71aBU [ajeMO KpaTaK OIMUC MPOCTOpa ca MEIIOBUTOM HOPMOM, a TIpe cBera
MIPOCTOPA XapMOHUJCKUX (PYHKIIH]ja Ca MEIIOBUTOM HOPMOM.

[TpocTope ca MEIIOBUTOM HOPMOM 3a X0JI0MOp(dHE HYHKIIM]E HA JeIHUIHOM JIUCKY YBOJIC
npsu Hardy u Littlewood y [33, 34]. Djrbashian y cBojum pamosuma [15, 16| yBoau
MEIIOBUTY HOpMY Y beprManoBuM mpoctopuma. 3aTUM ayTopH ce O6aBe ayaaHoIIhy
IPOCTOpA ca MEIOBUTOM HOpMOM Melyy kojuma cy, Shields u Wiliams [78, 79], Duren,
Romberg u Shields [23], Flett [29], Shapiro [77], Mateljevi¢ u Pavlovi¢ [58], Pavlovi¢
(61, 62].

Ricciu Taibleson, y ceom pajy [72], mpormpyjy pesyirare paga Coifman-a u Rochberg-
a [14] na omurujy xiacy JleberoBux mpocropa XoJIoMOPPHUX U XapMOHUCKUX (DYHKIIM]A
ca MEIIOBUTOM HOPMOM JIe(hHHUCAHUX Ha TOPHH0] MOJIYPABHH.

VYTanama ca pa3IMuUTHM UHACKCUMA, ¢y Mel)y mpBUM pe3ynTaTuMa J0OHjeHUM 3a IIPO-
CTOpE ca MemoBUTOM HOpMOM. Heku oj pesynrarta y oBoj obiactu ce Mory Hahu y
MoHorpaduju ox Duren-a, [19]. Flet y pagosuma [26], [27] 3HaTHO Ipommpyje, ojauaBa
U Jaje HeKOJMKO JoKa3a 3a opuruHaine pesynrate Hardy-ja u Littlewood-a. Kacuuje,
npoirpema Ha Buiie aumensuje, Hardy u Littlewood-ux u Flet-oBux pesynrara, cy
nobujena 3a jgomere y C™" u R”,

V [ornasmuma 5.1 u [Mornasipy 5.2 geduHUIIEMO TPOCTOPE Ca MEIIOBUTOM HOPMOM
XapMOHM]CKUX (YHKIUja HA JeIMHUYHO] JIONTU y R™ ¥ TOpIHEM TOIYIIPOCTOPY, PEIOM.

Ocum tora y [Tornasspy 5.1 HABOJAMMO U TIO3HATY TEOPEMY yTallamba Kojy ¢y Avetisyan u
Tonoyan moka3zanu 3a pa3IMuUTe BpEIHOCTH apamMeTapa p, ¢, 0 < p,q < 0O U TeKUHE
a € R. Jlenosu (3) u (4) oe Teopeme ce y [Tornasiby 5.3 yorinraBajy Ha OTpaHHUYCHY

ob6nacr 2 € R™ ca C'! rpanunom, (Teopema 5.2).
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5.1 IIpocropu xapMoHmjckux pyHKIMja ca MEIIIOBUTOM HOP-

MOM HA jeJIMHUYHOj JonTu y R"

Heka je B orBopena jequnnuna monta y R™ u S = 0B mena rpanuna, 1j. jeIdHAYHA
chepa. Uurerpan pena p xapmonujcke pynxumje u(x) = u(ré) na chepu S ozHauasamo
ca

My (u, ) = [|u(r, )||Lr(s,do) s 0<r<l, 0<p<oo,

rie do npejicrasiba (n — 1)-JIMMEH3UOHAIHY HOPMAJIM30BaHy HOBPIUIMHCKY JIeGeroBy
Mmepy Ha S, Tj. 0(S) = 1. Kao mro cMo u paHHuje BUACIH, CKYIl CBUX XapMOHHJCKHUX
dynkiuja Ha jeaunuunoj ontu B oznauasamo ca h(B), kao u To 1a 3a QyHKIMjE U3

xapmonujcke Xapujese kinace h? (B™) no pedunuimju Baxu

|u||ne = sup M,(u,r) < +o0.
0<r<1
Capa, mpocTope XapMOHH]CKUX (PyHKITH]a ca MEIITOBUTOM HOPMOM Ha JeIMHUYHO] TOTITH,
h(p,q,a) (0 < p,q < 0o, € R), nedpunuimeMo kao mpocTop rope HABEJACHUX XapMOHHU-
jexux ¢pyukuuja u € h(B) 3a koje je kBasu-Hopma
1 q
<f(1 - T)O‘q_lMg(u,r)dr> , 0<g< oo

0
Hqu,q,a =

sup (1 —r)*My(u,r), q = oo,

0<r<1
koHauHa. Axo je (1 —r)*M,(u,r) = o(1) 3a r — 17, Taja Ka)keMo 1a XapMOHHjCKa
dyukuuja u(r) npunama "maaom" npocropy ho(p, 0o, ). IlpumeruMo a3ap = ¢ < 00
npoctop h(p, q, ) ce moKana ca T&KMHCKOM BeprMaHOBOM KIIacoM, a 3a ¢ = 0O OBH
MIPOCTOPU CE HA3UBA]Y TEXUHCKH XapAHUjeBU IIPOCTOPH.

[pocropu h(p, p, @), h(p, ¢, &) Ha jepnuunoj ontu y R™ mory ce Bujern y [45], [64],
[67], [68], [92], [93] u muxoBUM pedepHiiama. Kao mTo cmo Beh Bumenn, 3a 0 < p < 1
Xapaujesa knaca h?(B) uMa KOMIUIMKOBaHH]Y CTPYKTYPY U y CYIITHHH CE PA3IIUKY]je
on Xapaujese kinace h?(B) za p > 1. Ciuuna cutyanuja ce jaBiba U KOJ IPOCTOpa
h(p,q,a). Akoje 1 < p,q < oo, Tama cy h(p,q, @) BaHaxoBH IIpOCTOpH ca HOPMOM
|- llpga- 320 < p < 1lumun 0 < ¢ < 1, mpoctopu h(p, ¢, ) cy KOMIUICTHH METPUUKH
MPOCTOPH Ca MHBAPUjAHTHOM MeTpukoM d(x,y) = ||u — v ]g};ﬁp i},

VranambiMa XapMOHU]CKUX IIPOCTOPA ¢4 MELIOBUTOM HOPMOM Ha JEAMHUYHO] JIOIITH

6asun cy ce K. Avetisyan u Y. Tonoyan [5], BUXOB pe3yinrart je cieneha TeopeMa:

Teopema 5.1. 3a o, f > —1, 0 < p,q < 00 cregeha ymaiarsa Apociiopa XapMOHUJCKUX

46



@yHryuja ca mewosuitiom Hopmom y B" ¢y nedpexugna:

(1) h(p,q,a) C hip,q,5),

(2) h(p,q, @) C h(po,q, ),
(3) h(p,q,) C h(p, qo, ),
(4) h(p,q,a) C hipo, g, ),
(5) h(p,q,a) C h(c0, 4o, 3),
(6) h(p,q, ) C h(p, q, ),
(7) h? C h(po, 00, "5+ — 1),

’op Do

(8) h? C h(p07q7 o=l n__l)a

f>a,

0 <po<p< o0,
0<gqg<gqo< o0,
f>a+mt =2 p < py < o0,
B>a+"10< g < oo,

B> a,0<q < oo,

0<p<p0§007

I<p<py<oo,p<qg<oo

p Po

(9) h’pCh(p(J?qaﬁ)? ﬁ>nTT1_n__0170<p<p0§OO>

p

(10) Axojeu € h(p,q,a),0 < g < © onda u € hy(p, 00, a).

Kao mro cmo Beh nanomenyiu, penauuje (3) u (4) yomurasamo y I'nasu 5 (Teopema
5.2).

5.2 IIpocropu MemoBHTE HOPME XAPMOHHM|CKMX (PYHKIM[ja Y

ropmeM MoJIyIpoCTOpY

Ksasu-nopmupanu mpocrop L(p, q, ) (0 < p,q < 0o, > 0 je ckyn Bopen MepbuBUX
dynxumja f(z,y) y ropmem momynpoctopy R, 3a koje je kBasu-nopma nedunmcana

ca.
o qg— 1
(Jo oy ' MA(f,y)dy)s, 0<gq< oo
1 fllp.ga =
esssup,~oy*M,(f,y),  q¢= o0,

konauna, ipu uemy je M,(f,v) = || (-, y)||Lr(da), ¥ > 0,0 < p < 00.

[Mornpocrop h(p, ¢, o) mpocropa L(p, ¢, ) cactBaibeH 01 XapMOHUjKUX (yKIMja je
MPOCTOP XapMOHUJCKUX (DYHKIMja Ca MEIIOBUTOM HOPMOM.

Ose mpocrope ¢y MHoru nipoyuaBam: 1'aibleson [94], Flett [26]- [28], Bui Huy
Qui [9], Ricci v Taibleson [72], A.E.Djrbashian [17], Ramey u Yi [71]. Kana je

p = q < oo mpoctopu h(p, q, &) cy TeXUHCKM BeprManoBH MPOCTOPH.
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5.3 Teopeme yranama npocropa XapMoHHjCKMX (PYHKIM|a

V 0BOj TJ1aBH U3JIaXKEMO HOBE pe3yJITaTe, 3aCHOBaHe Ha pay [4], o yranamuma npocropa
XapMOHMjCKMX (DYHKIMja ca MELIOBUTOM HOPMOM Ha OrpaHUYEHUM JoMeHuma y R™ ca
[JIATKOM TPaHUI[OM.

TeopeMe yTalama 3a MPOCTOPE XapMOHUjCKUX WJIM aHAJIMTUYKUX (YHKIMja ca
MEIIOBUTOM HOPMOM CY J€TAJbHO [POyUYaBaHe, MOCEOHO Y Cllydajy jeIMHUYHOT JIUCKa,
rae npee pesynrtate majy Hardy m Littlewood [33], [34]. V cnyuajy aHaauTHUKuX
dyHKIMja, TAKBE TeOpeMe Cy JOKa3aHe 3a OIIITEe OrPaHMYEHE CTPUKTHO IICEYIOKOH-
Bekcre jiomene y C", [60]. TIpocTopu XapMOHUjCKMX M aHAJMTHYKUX (DyHKIMja ca
MEIIOBUTOM HOPMOM Y TOPHbOj TOJIypaBHU Cy IpoyuaBaHu y [72, 70], ¥ Heke O THUX
MeToa cy Kopuinhene y moka3sy Teopeme Ha ommreM gomeny ca C' rpanumom. 3a
XapMOHM]jCKe (PYHKIIUjEe HEKM ayTOPHU Cy yTalamba 3a IMPOCTOPE ¢a MEMIOBUTOM HOPMOM
nocMarpaiu Ha B”, [5] wiu y ropmem nostynpocropy H”, [6]. Mehytum, cityuaj ommrer

JOMCHA HI/Ije pasMaTtpal, CBC 1O caja.

U 3aT0, Ka0 TJIABHU PE3YJITAT, OMKUCYJeMO HEMPCKUIHO yTalame HA OTPAHUYCHOM
nomeny 2 C R" ca C'! rpanunom. Yraname, h2¢ < hPL% | koje ONUCYjeMO HUjE jeAMHH
pe3ynTat xoju je mobujeH. Kao HOBU pe3ynaTaT J106MjaMO OTpaHMUCHOCT MaKCUMATHOT
orepatopa u* y IpOCTpUMa ¢a MEIIOBUTOM HOPMOM Ha OIIITEM JOMEHY 3a (BDyHKIIH]C
kiace QNS, mpu yemy ¢y 0 cajia OWIN MO3HATH U OTPAHUUCHOCT MAKCUMAJIHOT OTI-
epatopa M yTamama, KaJa je JIOMeH jeQUHUYHU IUCK, JeMUHUYHA JIONTa WU TOPHU
MOJIYIIPOCTOP.

OrnepaTop Kora OBJI¢ MOMHUILEMO, 1™, je pa3MaTpaH y CIy4ajy JeAMHUYHOT JIHCKA Y
[66], a moBe3aH pe3ynTaT 3a TeKMHCKe beprManoBe mpocTope XapMOHUJCKUX (DYHKIH]ja
Ha B" ce moxe Bujietn y [59].

[Ipe Hero MITO MOYHEMO ca CaMKMM JIoKazuMa U (opMmyramnmjama, ITO MOMOhHUX
TBpheba IITO TJIABHUX pe3yjTaTta, MOTPEOHO je ja OJMKE OMUIICMO JIOMEH, KAO W
HeKa TeoMeTpHjcka pasMmarpama. Ocum Tora 3a ojaroBapajyhe gomene u ¢yHKIHje
nepunucahemo ogrosapajyhe Hopme.

Ha ocnoBy TeopeMe 0 1L[€BACTOj OKOJMHHU MOCTOjU oKojauHa U Ha O0S) u mocroju
C!'—mudeomoppuzam x : U — 9O X (—rg, o) Taxo ga je x(9Q) = 9Q x {0}, x(U N
Q) = 90 x (0,r9). Hexaje o = x ' uTly = o(0Q x {t}) C U. 3a mepmusy
KOMIUIEKCHO BpejiHOCHY GyHkuujy f mepunucany wa 2 N U (uwmm (), pedpuHuimemo
dynxumy [ : 02 x (0,70) — Cca f(£,1) = f(p(&.1).

Axo ¢y uj,uy € h(Q) mu; = up ma QN U, taga je up = up Ha . O3HAUUMO ca
u= (AuJ\mU), [P YeMy U3 U] = Ug, CIICIM U3 = Ug 3a U1, Uy € h(2).

Caja, 1eMHUIIEMO IPOCTOPE ¢a MeOBUTOM HOpMoM Ha 2 u Ha 02 X (0,7¢). 3a

48



Bopen mepbuBy dyukimjy f Ha (2 wiu Ha 2 N U yBoguMo

M, (f.1) = {/\ﬂs,t)!pda(s)}”, 0<p<oo, 0<t<n
Q

0

ca yobnuajeHOM KOHBCHIHjoM 3a p = 00. Takole, 3a Bopen Mep/buUBY GyHKIH]Y g Ha

0 x (0,79) Heka je

M (g,1) = {/|g<5,t>|pda<s>}p, 0<p<oo, 0<t<n,

o0

OIIET ca yobuuajeHoM KOHBEHIIHjoM 3a p = oo. Cajia ce IPOCTOP ca MEMIOBUTOM HOPMOM
L2 = LPUIN x (0,79)), 0<pg<oo, «a€R,

mocMmatpa Kao npocrop Bopen mepibuBux gynknuja g na 02 x (0,79) unja je (kBas3u)
HOpMa

Hm ’Lﬁ‘q = HtQMp<g> t)HLQ((O’TO)’%)7

KOHa4dHa.

Crnenche, neunuinemMo mpocTop XapMOHHUJCKUX (QYHKIU]a ¢a MEIIOBUTOM HOPMOM
RPA(Q) = {u € h(Q) : u e LLYIN x (0,79))}

1 (KBa31) HOPMOM

[l gy = [[ul] gz

Opirecy 0 < p,g < ocouma > —1. 3a a < —1 npocropu ¢y TpuBujanHu. Pa-
3MUYUATH U360pu AehuHupajyhe GyHKIIH]jE p U pa3IMUUTH U300 PH MpECIUKaBamba X 1ajy
pa3IMUUTE aJId EKBUBAJICHTHE HOPME U UCTE MTPOCTOPE MEIIIOBUTUX HOPMU.

V nacraeky, geunuiremMo "onte" ca HCHTPOM Ha TpaHuIM JoMeHa (2 1 "uummngap”
ca IEHTPOM Y YHYTpaIlhoj Tauku jgoMena (2. [Ipu Tome kopuctumo mudeomopduzam
®.

3a caky Tauky ¢ Ha rpanuuy of 2 ut > 0 gedunumemo "nonty" B (€) C 99 ca

HeHTpoM y Tauku € € 0F) u monynpeunuka t > 0 ca

BY(&) = {neoQ:|¢—nl <t},
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3a KOJy Ba)KH MpOIIeHA:
o (BYP(&)) <t"', 0<t<diam(09). (5.1)

Taxohe, mocmarpamo "mumunagap" y € ca neHTpoM y Tauku (&, t):

t 3t
27 2

27”0

Q(ﬁ,t)—{ZGQﬂU:X(z)EB?Q(QX{ }}, £ € 0Q, 0<t<?,

3a KOJU BaXXU MPOIICHA:
Q)] =<t", 0<t<diam(09). (5.2)

Merpuky Ha 0f) X R gedunumemo ca

doaxr((E1,11), (&2, 12)) = V&1 — &2 + [ty — ta[?,

3a (&1,11), (&2, 12) u3 02 x R. Jlako ce umu ma cy x : Uy — 00 X [—ry,m1] ¢ :
OO x [—ry,r1] — Uy, Jlummun venpekujine 3a 6uito koje . € (0, 70) taeje Uy = o0 x
[—r1,71]). OBu C' mudbeomopdusMu uMajy HempeKUIHE U OrpaHMYEHE MapIUjaTHe
usBojie. Cana, 6e3 ry0iberma ONMIITOCTH, MOXEMO TIPETIOCTABUTH Aa Cy X | ( Jlummuiy

HENPEeKUAHE, Tj. J1a moctoje koHcrante 0 < [ < L < 0o Tako 1a je

3a cBako 2z, w € U. Taxohe, mocroje korcrante 0 < ¢ < C < 00 Tako ja 3a 610 Koju

MepsbuB ckyn 2 C U uMamo na je
c(do x dt)(x(E)) < |E| < C(do x dt)(x(E)).

JHakiie, 3a Oui10 KOjy HeHeraTuBHY 1 MepibuBy Gyukuujy f Ha 2N U je

/ fdm = / ])fdadt. (5.3)

QNU o 0

2ro

Hexa je 7, = min(=?, 3%). JlokasyjeMo cala HHKIy3Hje:

B(ocn5;) cRencB(ven. ). ceon v<isn 64
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[IpBa uHKITY3Hja je CKBUBAJICHTA ca
. t e L3
(B (w6057 ) ) < vt = 520 < 3. 51
Cama, 3a z € B(p(&,1), 55 ) je

daaxr(X(2), (§,1)) = daaxr(X(2), x(©(§, 1)) < Lz — p(§,1)] < L2L >

MTO JTIOKa3yje UHKITY3U]Y

(B (wten57)) cmre < |55

Cimmuno ce joxasyje Q(&,t) C B(p(§,t), %)
Hexka je
V=000 x(0,r5)) CcQNU.

Kom6unaruja Teopeme 3.13 ca penanujama (5.2),(5.4) maje cienehu pesynrar:

Jema 5.1. Hexa je Q(&,t) yunungap y 2, 2ge je & € 090, 0 < t < ro, u Gpeiiiiocilasumo
ga je u xapmonujcka y ). Taga 3a céaxo p > 0 docwmoju koncwanima C' > 0 koja 3agucu

camo og p, n u ) wako ga je

u(p(&, )P <

|ulPdm.

Q&)

!Q(é“ t)]

['maBHU pe3ynTaT oBe I1aBe je ciesicha TeopeMa:

Teopema 5.2. Hexkaje) <p <p; <ooul <q<q <oo. Tagaje
() = REL (€),

netipekugno ymaiarse apociiopa, apu uemy je oy = a + (n — 1) (% — p%)

Jloka3 TeopeMe yTamnama O K0joj TOBOPUMO, €€ U3BOJIM Y JIBa Kopaka. [IpBu kopak
Ce OJIHOCH caMO Ha MmoBehamse nmapamerpa q J10 ¢; 3a koje Baxu 0 < ¢ < ¢; < oo, mto he
OWTH JAKIIH JIeo ITocia U Koju he OuTH 1aT kKao u3iBojeHo TBpheme, (Jlema 5.2). A apyru
KOpak ce oJJHocH Ha moBehame mapameTpa p 10 p1, 3a Koju Baku 0 < p < p; < 0o, mTo
y3pOKyje u noBehame TeKUHE (v 32 BpeHOCT u3pasza (n — 1) (1—? — p_1) OBaj Kopax je
3HATHO KOMIUTMKOBaHUJU U Ty KOPUCTUMO pe3ynTat o u™, (Teopema 5.4).

U caga, HABOUMO M OKA3yjeMO yTalambe IMPOCTOpa XapMOHHUJCKUX (PyHKIHja ca

MEIIOBUTOM HOPMOM Kajia ce mapamerap ¢ nosehasa 110 ¢1, 1j. 0 < ¢ < q1 < o0.
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Jema 5.2. Hekaje 0 < g < oo u v > —1, imaga je h24()) — h2>°(Q).

Kopucrumo ujiejy okasza u3 pajga Ricci u Taibleson [72], koju je mat y ciyuajy
TOPIbE TTOTYypaBHHU.
Howka3z: @uxcupamo u € h2%(Q). Tlocmarpamo aBa ojBojeHa cirydaja 0 < p < ¢ < 00
nl<qg<p<oo.

IMpernoctaBumo ga je 0 < p < ¢ < 00. 3a 0 < t < ry HAa ocHOBY Jleme 5.1 u

penanuje (5.3) Baxku HEjeHAKOCT

0P < e / / (. ) Pdon)r 59)

L poQe
5 Bi

Hurerparujom 1o & € 052 u npumeHoM PyObUHHUjeBe TeopeMe T00ujaMo

/ e, HlPdo(c) w / / / i, D do(n)do()dr.  (56)

DUKCUPAHO T, U MOHOBHO NpuMeHoM DybunmjeBe Teopeme u penanuje (5.1) gonas-

HUMO JIO HEJeTHAKOCTHU:

| [ e orasm) / a7 / Yoo o1 (€)dor()

92 BP9 (¢)

Ccrt / [u(n, 7)|Pdo(n)do(§)drT.
80

KopuithemweM 3a/imheM HejeHAKOCTH U penammje (5.2) 3a IpOILEHY YHYTPAIIbET

unrerpaia y peiaauuju (5.5) pobujamo:

o|%

M}f(u,t)gt—n/"l/]un, )[Pdo(n) T<C’/Mpu7'

Takohe cMO MCKOpHUCTHIIM Ja je 7 X t 3a % <7< % Cana, ynnorpebom XemnaepoBe

HEJeAHAKOCTH Cca CTETICHOM 1% > 1 go7a3uMoO 10 HEJeTHAKOCTH:

3t

1-2 5

2 2 2
MP(u,7) < C /MS(U,T)% /d—T =C /M;}(u,T)d—T
-

P T

p
3t q

QI

|+

2
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Jlaxne,
i g dr
M,(u,t) < C MIGT)— | 0<t<m. (5.7)

i
%

Crenehu musb je ma qo6ujemo mporeny (5.7) 3a apyru ciaydaj. 1j. Kama je 0 < g <

p < 0. Heka jer = p > 1. ®uxcupamo 0 < t < ro u mpumeHoM Jleme 5.1 gobujamo

cienehy mpoueny:

wo|®

(e, r@m/ / i) "do(n)dr 58

Lt poQe
5 Bi

Oga HejenHakocT ca penamujom (5.2) maje

el < () // o, vdoo) i

; BBQ(§

Caja, MHTETpaldjoM 110 & J0JIa3UMO JI0 HEJeTHAKOCTH:

3t T

OJHOCHO

3t r

[MpumeHOM MHTETpajIHEe HejeAHAKOCTH MUHKOBCKOT Ca €KCIIOHCHTOM ' = § no6u-

jamo
q C [ a7 q
My(u,t) < = [u(n, 7)|*do(n) | do(§) | dr.
5 V0B
Heka je
o) = [l ryldotn), (59)
BP(€)
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I1a IMpCTXO0JHa HCjCI[HaKOCT caJla usricaa

3t

1 3t
, c (. o cC
M) < o= [ | [0©do© | dr== [ledlonmed (610
Q t

t
2

V uuiby npouene L7 (0€), do) nopme dynkuuje ¢, rie je % <7< %, Jie(MHUILIEMO
byukuujy 0 : 02 x 02 — R ca

e(g,n)_{ 0, [€—nl>t,

npu ueMy je jacuo aaje 6(, n) = 6(n,&) u

or(6) = / 6(¢. n)lii(n, 7)\"do(n).

0N

®ukcupamo ¢ € L*(09Q,do(€)), [|¢||s < 1,taeje = + 1 = 1. Tanaje

L/ o (U)o (E)| = L/ [ 1t 7)o do o)
Q Q 0N
< [ [Tt et €. mle©ldote)dotn) < B,
00 90
e je
. C/ / (51(77,T))’""H(f,n)da(f)da(n)) < (&/ ﬂ(n,f)pda(n)) ,
Q 0N Q
B = (é/ / w(é)s9(£,n)d0(€)d0(n)> <"l < 7
Q N
KoMOunanujoM ropmux mporieHa J006ujaMmo
L/ o OO do(©)| < " Mi(u7), [l < 1,

a Ha OCHOBY AyaJHOCTH MMaMo 1a je ||¢-||Lro.do(e)) < t" ' M (u, 7). Tpumenom
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penanyje ( 5.10)ut < 7 3a % < 7‘% IOJIA3UMO IO
3t

/ dr
Mi(u,t) < C / Mi(u,7)

?7
2
pu yemy je nokasana Hejeanaxoct (5.7) uy cnyuajy 0 < g < p. TTOHOBHOM IPUMEHOM

T <ty oba cityuaja jgo6ujamo

3t

2
N o dr
t Mg(u,t)gC/T Mg(u,7)7 SC’HuHZg,q(Q), 0<t<rs,

t
2

u et j1a je || B[ ) < Cllullppa).

Crnencha Teopema je cpoana Teopemu 4.2,

Teopema 5.3. Hexa je 0 < p < 0o u nexa je u € QNS(W), waga je v? € QNS(W).
IIpeyusnuje, axo je uw € QNS (W), wmaga je u? € QN Sk, (W), 2ge K1 sasucu camo og
K, nup.

Kopucrumo omneparop makcumaine ¢pynkiuje Beh gedunucan penamujoM ( 3.5) y
rorjaaBky MakcumaiHe GyHKIHje.
[Mpumenom penanuja (5.1) u (5.2) nako ce mokasyje jia je:
K

sup |u(&, 1) Sm / udm,, u€ QNSK(Q), €0, 0<t<rs,
3t<r<t )
T Q(&t)

rae K 3aBucu camo o K, n 1 JIMNIIMIOBUX KOHCTAHTH L, [ 3a X, ¢. OBo 3HauH Jia 3a
u € QN Sk () Baxu:

uw*(p(&, 1)) < @g—jt”Q(Z) udm, €0, 0<t<mr. (5.11)

[pocrop L2(2 N U) unne mepsbuse pynkiuje f : QN U — C 3a xoje Baxu

q

~ P d
11120 = / Fe o] Y| <.
0 9]

To

t

Hpyrum peunMa, || f||zpe = || f]|zpa.

Jajemo cajia pe3yJiTaT O OrpaHUYCHOCTH MAKCUMAJTHOT oniepatopa u”™ y kiaacu QN .S
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dbyHKIIHja.
Teopema 5.4. Hexaje O < p,q < co. @ynxyujau € QN Sk (QLNU) apuiaga L2 (QNU)
ako u camo axko uw™ apuitaga LX(V'). Hlmasuwe sasxcu

[l Lgaqvy < Cllullga@nv),

2ge C' zasucu camo og K, p,q,n u (), am ne sasucu og u.

Hoka3: Kaxko je pyHKIMja 1 JIOKAJIHO OrpaHUYCHA, TOTPEOHO j€ CaMO JIOKa3aTH UMII-
mukammjy u € L2? = u* € LP9. TlpermoctaBumo 1a je 0 < p < g < oo. Kako je u?,
Ha ocroBy Teopeme 5.3, QNS dynkiuja u mpumenom penanuje (5.11) gobujamo

(w (p(6, 1)) |@5t|/ / W (. 7))do(n)r (5.12)

Lt poe
5 Bi

Hurterpammjom o £ € 92 nobujamo:

% Pdo _C f uP 7))do(n)drdo
Jreenyrine < o [ [ ] wiemmactiraste)

o0 90 L BIY¢)

[Tocrynkom kao y pokaszy Jleme 5.2 je:

M;’(ux,t)<—/ /|u o(n, 1)) [Pdo(n d7'<C/MpU T

[Mpumenom XenaepoBe HEJSAHAKOCTH ca €KCITOHEHTOM % nobujamo

% q
d
My(u* ) < C /Mg(u,T)?T

t
2

Crmuno kao xoj penamuje (5.12), ako je ¢ < p < 0o, UMaMo J1a je

w
&

C

u” (@(&, )" < 0En

\w\

/ [ul(n, 7)) |tdor(n)ddr

L BP9
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IITO /aje HeJeTHAKOCT

SR
Sk

Oret moctynkoM kao y Jlemu 5.2 mobujamo
3t
2
Mot <o [ Mown, o<t
p(u ) ) = p(U,T)77 <1 <Tsy.
t
2

MHuoxemeM ca t* u uarerpaunjoM 1o 0 < ¢ < 7y JI0Ja3UMO JI0 TPAXKECHOT pe3yJITaTa:

3t

fi dt fi [ dr | dt
||uX||%g,q = /taqu(uX,t)7 < C/ taq/Mg(u,T)?T n
0 0 t
ro dr di i d
< C’/t q/x[;’rg (T)M;f(u,t)?7 < C/T qu(u,T)7
0 0 0
= Clhullt,.

Caja, najemo j1oka3 yTamama rnpocropa QN SN LEy L2149, mTo npejcTaBiba JIpyru
KOpaK JIoKa3a TCOPEMe yTalarba Ha OIMIITEM JIOMCHY, O YeMY CMO TOBOPHIIMA HA TIOUCTKY

OBOT ITOTIJIaBJba.

Teopema 5.5. NekajeO < p <p; <o00,0<q<o0ia>—1. Ako funkcija u pripada
QNS (QNU)NLEA, tada ona pripada i LP(QNU) gde je ay = a+(n—1) (% — p%)
i pritom je HuHLﬁll,q < C||ul|pa, gde konstanta C' ne zavisi od .

Hoxa3s: Hekajeu € QN Sk N LPY. Taga, na ocHoBy Teopeme 5.3, uP € QN Sk, ¥ Baxu

Opmartne ciequ:

Myt (u, ) = /U”l_p(@(&t))up(w(f,t))d0(€) < METP(u, 1) M (u, 1)

o0
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—5—5 Sup M,(u,7) = THA—D
tr m i<r<3 t PP L<rg3t

. 4 . 1 j—1 .
Kaxo je [4, %] € UL, Ay, maeje & = [(3)5, (377 %] omna je

- - 31 3t
sup M,(u,7) < Z sup M,(u, 1) < M, <ux, , —) : (5.14)
=1

¢ 3t - .
ST j=1 TEA;

U na kpajy npumenom penanuja (5.13), (5.14) mobujamo mpoueny

ot (n-1)(A— ) ~ . « 3Tt
Mp1<u,t)t por < C’Zt Mp (U ,m;) . (515)
j=1

Kom6unarmjom penanuje (5.15) u Teopeme 5.4 101a31uMO J10 JKeJHEHOT PE3yNITaTa U
THME je JJOKa3 OBE TCOPEME 3aBPIIICH,

Cajla *MaMo CBe IITO je ITOTPeOHO 3a JIOKA3 Hallle TeOpeMe yTalama XapMOHHJCKUX
(GyHKIHja ca MEIMOBUTOM HOPMOM Ha OIpaHMYCHOM JTOMeHY {2 ca IIIaTKOM T'PaHHUIIOM.
[oka3 Teopeme 5.2:

Hexka je pyukmmja u € h29(Q2). Tana je dyuknuja |u| cybxapMoHHjcKa U TIpUMaa
QNS1(Q) n |u| € LE?. Ha ocnoBy Teopeme 5.5 |u| € LP1?. Kaxko je byHkumja u
XapMOHHMjCKa, TO 3Ha4M Ja je u € hEV9(Q2). M3 Jleme 5.2 caeam axo je u € hBV"(Q)
oHzia je u € hEL>°(Q). HMaxiae h29(2) C hEL(Q2). Henpekuuuoct yranamwa hb9(€2) —

hﬁll’ql (Q) cemu u3 mpouene gare y Teopemu 5.5 u Jlemu 5.2.
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