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Naslov disertacije: Matematiqki modeli i razliqiti naqini vixekri-

terijumske optimizacije u intermodalnom transportu

Rezime: Intermodalni transport podrazumeva saobra�aj u kojem se ko-

risti vixe vrsta prevoza. ǋegova zastupǉenost u praksi je postala sve

ve�a. Imaju�i u vidu da se radi, uglavnom, o velikim rastojaǌima, op-

timizacija je postala znaqajna u ovoj oblasti. Podrazumevano je da se

za prevoz koriste tri standardne vrste kontejnera razliqitih dimen-

zija. U skladu sa zadatim kriterijumima, razvijeni su odgovaraju�i

matematiqki modeli. Na osnovu modela programiran je egzaktni re-

xavaq CPLEX koji je za maǌe vrednosti ulaznih parametara uspevao

da prona�e optimalno rexeǌe. Za jedan broj modela implementirana

su rexeǌa u programskom jeziku C. Ulazni podaci za maǌe instance

uzimani su iz prakse. Za testiraǌe ve�ih instanci ulazni podaci

su sluqajno generisani iz izabranog domena. U prvom delu fokus je

na tra�eǌu optimalne trase u transportu, po zadatim kriterijumima,

koji ukǉuquju okeanski i kopneni deo prevoza. Problem se uslo�ǌava

pove�aǌem broja brodara, broja usputnih luka, kao i broja naqina pre-

voza na kopnu. U drugom delu rada razmatraju se jox neki problemi

optimizacije intermodalnog transporta. Tu je ve�a pa�ǌa posve�ena

pojedinaqnim paketima i razmatraju se mase i zapremine paketa, potom

limiti masa i zapremina kontejnera. Jedan od rexavanih problema se

odnosi na raspore�ivaǌe velikog paketa na vixe kontejnera i potom iz-

bor optimalnog naqina raspodele u skladu sa zadatim kriterijumima.

Drugi rexavan problem pripada zbirnom kontejnerskom transportu i

odnosi se na raspore�ivaǌe ve�eg broja paketa na kontejnere, uz razma-

traǌe ograniqeǌa mase i zapremine. Tu se, tako�e, tra�i optimalan

raspored u skladu sa zadatim kriterijumima, na primer, ukupnom min-

imalnom cenom. Tako razmatran problem pripada heterogenom i ho-

mogenom vektorskom pakovaǌu kontejnera. Napravǉene su brojne raqu-

narske implementacije egzaktnih i pribli�nih metoda za posmatrane

modele. Osmixǉene su varijante metode promenǉivih okolina (engl.

Variable Neighborhood Search - VNS) i metode GRASP (engl. Greedy Random-

ized Adaptive Search Procedures) za optimizaciju u zbirnom kontejnerskom

transportu. Ove pribli�ne metode su upore�ene me�usobno, kao i sa

rexeǌima koje je dobio egzaktni rexavaq CPLEX.
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Dissertation title: Mathematical models and different ways of applying multi-

criteria optimization in intermodal transport

Abstract: Intermodal transport involves traffic with more than one type of trans-

port. Its presence in practice has become very significant. Bearing in mind that

these are mostly long distances, optimization has become important in this area.

By default, three standard types of containers of different sizes are used for the

transport. In accordance with the given criteria adequate mathematical models have

been developed. Based on the model, the exact solver CPLEX was programmed,

which succeeds to find the optimal solutions for lesser values of the input parameters.

For a number of models, solutions have been implemented in the C programming

language. The input data for smaller instances was taken from the practice. To

test instances of larger size, the input data is randomly generated from the selected

domain. In the first part of this work the main focus is the search for the optimal

route in transportation, according to the given criteria, which includes ocean and

mainland transport. The problem becomes more complex by increasing the number

of shipping companies, the number of side ports, as well as the number of modes of

transport on land. In the second part of the paper, additional problems related to

the optimization of intermodal transport are considered. More attention is paid to

the individual packages by considering the mass and volume of the package, and sub-

sequently the limits of mass and volume of the containers. One of solved problems

is related to the deployment of a large pack in several containers, then the selection

of optimal allocation in accordance with the set criteria. The second solved problem

is from the aggregate container transport and it is related to the deployment of a

large number of packages into containers, taking the constraints of mass and volume

into consideration. Here we also seek an optimal allocation in accordance with the

set criteria, eg. the total minimum price. The problem thus considered to belong

to the heterogeneous and homogeneous vector bin packing. The numerous com-

puter implementations of exact and approximate methods for the different models

are made. Variant methods of Variable Neighborhood Search (VNS) and GRASP

(Greedy Randomized Adaptive Search Procedures) have been designed to optimize

the aggregate container transport. These approximation methods were compared

with each other as well as with solutions obtained by exact solver CPLEX.

Keywords: multi-criteria optimization, mathematical models, metaheuristic meth-
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1 Uvod

Kada se prilikom transporta dobara koristi kombinacija vodnih, su-

vozemnih ili vazduxnih puteva, takav transport naziva se intermodal-

nim. U ovom radu se prouqava i rexava dva tipa problema optimizacije

vezanih za intermodalni transport. U oba sluqaja polazi se od pret-

postavke da su paketi karakterisani svojim masama i zapreminama, kao i

da su razliqiti tipovi kontejnera okarakterisani svojim kapacitetima

u odnosu na masu i zapreminu.

U prvom sluqaju se polazi od jednog velikog paketa koji se mo�e

podeliti na vixe kontejnera i potom se pronalazi optimalan naqin da

se podeǉeni paket transportuje. U drugom sluqaju polazi se od vixe

malih paketa koji se pakuju u kontejnere, bez deǉeǌa samih paketa. Tu

se, tako�e, tra�i optimalno rexeǌe u skladu sa zadatim ciǉevima i

ova problematika je poznata kao zbirni kontejnerski transport. Zbirni

kontejnerski transport (engl. Less than Container Load) se odnosi na

transport vixe maǌih paketa obiqno razliqitih klijenata koji mogu

da se grupixu i smeste zajedno u kontejner. Ovde se taj problem raz-

matra iz ugla prevoznika koji ima na raspolgaǌu vixe kontejnera za

prevoz dobijenog skupa paketa.

U vezi sa zbirnim kontejnerskim transportom naglasak je na prob-

lemu optimizacije prilikom pakovaǌa paketa u kontejnere. Razmatrani

problem je u literaturi poznat kao heterogeni vektorski problem pako-

vaǌa (engl. heterogeneous vector bin packing) sa dva tipa ograniqeǌa, po

masi i zapremini. Vektorski problemi pakovaǌa se razlikuju od ge-

ometrijskih koji podrazumevaju prostorno raspore�ivaǌe paketa unu-

tar kontejnera. Razlog za izbor vektorskog problema pakovaǌa je dvo-

jak, sa jedne strane takav pristup se koristi u praksi kod kompanija

koje se bave kontejnerskim transportom, a drugi razlog je xto su ova

ograniqeǌa definisana standardima. Ako bi se primeǌivalo iskǉuqivo

geometrijsko pakovaǌe onda ne bi bilo garancije da je zadovoǉen kri-

terijum vezan za masu, tako se umesto pojedinaqnih dimenzija paketa

razmatra ǌihova zapremina, a razmatra se i masa, uz zadata ograniqeǌa

nexto maǌa od onih koja su opisana standardom. Problem je heterogeni

jer mogu da se koriste razliqiti tipovi kontejnera.

Zbog slo�enosti heterogenog problema za ve�e instance je texko
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odrediti egzaktno rexeǌe, pa je razvijeno nekoliko varijanti meta-

heuristiqkih metoda GRASP i VNS koje su prikazane u radu. Ovakav

tip problema je u literaturi maǌe razmatran nego homogeni sluqaj.

Od znaqaja je rad [1] iz 1994. gde je model prvi put uveden i potom rad

[2] iz 2016. godine. Prilikom rexavaǌa problema pakovaǌa primeǌen

je pristup da se slo�eniji problemi oslaǌaju na rexeǌa jednostavni-

jih. To konkretno znaqi da se prvo prona�u trase za prevoz kontejnera

optimalne po ceni, koje se potom koriste kod rexavaǌa slo�enijih op-

timizacionih problema. Na primer, kod problema pakovaǌa minimalne

cene prevoza kontejnera su ulazni podaci za daǉe raqunaǌe.

Osim heterogenog razmatra se i varijanta problema, kada se sve

pakuje u jedan tip kontejnera. Takav vid pakovaǌa se zove homogeno

vektorsko pakovaǌe i u literaturi je vixe razmatran. Za homogeno

vektorsko pakovaǌe postoji biblioteka od 400 instanci opisana u radu

[3]. U vixe radova su predlo�eni metodi testirani na ovoj biblioteci.

Najve�i pomak je postignut u radu [4] u kojem je optimalno rexeno 330

instanci, dok za 70 instanci algoritam nije uspeo da generixe rexeǌe.

Postoji i novija biblioteka od 400 drugih velikih homogenih instanci

opisana u radu [64] me�u kojima za 61 instancu uopxte nije bilo poznato

optimalno rexeǌe nego samo granice gde se ono nalazi. Metode GRASP

i VNS razvijene za nehomogeni sluqaj prilago�ene su za rexavaǌe ho-

mogenog sluqaja. Rezultati su upore�eni kako sa taqnim rezultatima

dobijenim pomo�u rexavaqa CPLEX, tako i sa rezultatima poznatim iz

literature. Ovi rezultati za metodu GRASP objavǉeni su u radu [5], a

za metodu VNS objavǉeni su u radu [63].

Disertacije ima ukupno xest glava. Posle prve, uvodne glave, sledi

druga glava gde je detaǉnije predstavǉena problematika tako xto je dat

opis problema i ciǉeva optimizacije, osnovnih pojmova matematiqkih

modela kao i prikaz staǌa u oblasti intermodalnog transporta kroz

prikaz odgovaraju�e literature. Posle toga sledi tre�a glava u kojoj

se razmatra problem raspodele velikog paketa na vixe kontejnera. Tu je

napravǉeno nekoliko varijanti modela, u zavisnosti da li se pozivaju

na ranije odre�ene optimalne trase po zadatom kriterijumu, ili ih

tada istovremeno raqunaju. U zavisnosti od naqina raqunaǌa zaga�eǌa

napravǉena su dva razliqita modela. U istoj tre�oj glavi se raqunaju

efikasni i Pareto skup za optimizaciju kontejnerskog transporta po

ceni i zaga�eǌu.
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U qetvrtoj glavi se razmatra problematika zbirnog kontejnerskog

transporta u kojoj je za dati skup paketa potrebno prona�i optimalno

raspore�ivaǌe u kontejnere za zadatu funkciju ciǉa. To se odnosi na

heterogeno vektorsko pakovaǌe kontejnera. U petoj glavi je obra�en

specijalni sluqaj pakovaǌa koji se odnosi na homogeno vektorsko pako-

vaǌe kontejnera. U 4. i 5. glavi se prikazuju primeǌene metaheuri-

stiqke metode GRASP i VNS i rexavaǌe pomo�u rexavaqa CPLEX. Po-

tom slede zakǉuqna 6. glava, dodatak i spisak korix�ene literature.

Glavni doprinosi autora se odnose na razvijene varijante metaheuri-

stiqkih metoda GRASP i VNS koje su primeǌene na heterogeno i ho-

mogeno vektorsko pakovaǌa u zbirnom kontejnerskom transportu. Naj-

boǉe rezultate za homogeni sluqaj postigla je varijanta metode VNS

koja je optimalno rexila 60 instanci od 70 onih koje nisu rexene u

radu [4], rexavaju�i ukupno 365 od 400 instanci opisanih u radu [3].

Ista metoda naxla je 10 optimalnih rexeǌa, do tada nepoznatnih, kao

i jox qetiri boǉe gorǌe granice rexeǌa na skupu nerexenih instanci

opisanih u radu [64]. Deo doprinosa qini i kreirana biblioteka od 6

malih i 50 velikih instanci za heterogeno vektorsko pakovaǌe koja je

uqiǌena dostupnom istra�ivaqima.
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2 Opis problema i staǌe u oblasti

Intermodalni kontejnerski transport ima znaqajan udeo u transportu

na svetskom nivou. U nastavku se opisani odgovaraju�i matematiqki

modeli koji dobro odslikavaju prirodu intermodalnog transporta i na

kojima se dobro mogu sagledati problemi koji se ovde javǉaju. Osim

toga, ciǉ je da se ispita kako razliqitim metodama optimizacije takav

vid transporta uqiniti xto efikasnijim.

2.1 Opis razmatranog problema

Razmatra se slede�i transportni scenario:

Pretpostavimo da postoji polazna luka i odredixte unutar kopna.

Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je u pitaǌu prekookean-

ska luka. Pretpostavimo da se deo transporta odvija preko okeana i da

ima vixe mogu�ih luka za pretovar radi nastavka puta kopnom. Kako

od polazne luke do ciǉa ne mo�e da se stigne bez pretovaraǌa i istom

vrstom transporta, u pitaǌu je intermodalni transport. Od polazne

do pretovarne luke mogu da postoje usputne luke koje se radi pojedno-

stavǉeǌa ne�e razmatrati. Od posledǌe luke do ciǉa se mo�e sti�i

kopnom korix�eǌem vixe vrsta transporta: kamion, �eleznica, reka.

Preko okeana, od polazne luke do pretovarnih luka putuje se iskǉuqivo

prekookeanskim brodovima. Na putu od odredixta do ciǉa koristi se

uvek jedna od nekoliko mogu�ih pretovarnih luka.

Formulacija problema se uslo�ǌava jer obiqno postoji vixe bro-

dara koji obavǉaju transport preko okeana. Svaki od ǌih ima svoje

uslove transporta, pre svega cenu, ali i predvi�eno vremensko trajaǌe

putovaǌa, kao i rastojaǌe koje se prelazi. Brodari imaju razliqite

cene, u zavisnosti od tipa kontejnera i pretovarne luke. Osim toga,

svaki brodar do svake pretovarne luke mo�e da ponudi vixe razliqi-

tih trasa koje �emo ovde nazvati servisi. Servisi istog brodara do

iste pretovarne luke obiqno imaju istu cenu, ali se mogu razlikovati

po drugim karakteristikama, pre svega po usputnim lukama, a time i po

du�ini trajaǌa puta i rastojaǌu xto mo�e da utiqe na zaga�eǌe.

U delu transporta od pretovarnih luka do ciǉa na kopnu mo�e se

smatrati da cena, vreme i du�ina puta, zavise samo od luke, vrste
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transporta, tipa kontejnera i odredixta. Radi pojednostavǉeǌa mode-

la mo�e se smatrati da na kopnenim deonicama ne postoji vixe ponu�aqa

usluga za datu vrstu transporta, za razliku od vixe brodara na po-

morskom delu transporta.

Zajedniqki pristup u rexavaǌu problema u narednim poglavǉima je

da se za svaki tip kontejnera od polazne luke do ciǉa prethodno odredi

optimalna trasa u odnosu na izabranu ciǉnu funkciju.

2.1.1 Karakteristike kontejnera

Prema ISO 668:1995 standardu, opisanom u [29], dimenzije tri osnovne

vrste kontejnera i ǌihovi kapaciteti u pogledu dozvoǉene nosivosti

mase i zapremine nalaze se u tabeli 1.

20’ kont. (1) 40’ kont. (2) 40’ visoki kont. (3)
spoǉna du�ina 6, 058m 12, 192m 12, 192m
spoǉna xirina 2, 438m 2, 438m 2, 438m
spoǉna visina 2, 591m 2, 591m 2, 896m
unutr. du�ina 5, 867m 12, 032m 12, 000m
unutr. xirina 2, 352m 2, 352m 2, 311m
unutr. visina 2, 385m 2, 385m 2, 650m
unutr. zapremina 33, 1m3 67, 5m3 75, 3m3

maksimalna masa 30400kg 30400kg 30848kg
masa praznog 2200kg 3800kg 3900kg
neto nosivost 28200kg 26600kg 26580kg

Tabela 1: Dimenzije, limiti masa i zapremina kontejnera

Kontejneri opisani u prvim kolonama su 20-stopni jer im je spoǉna

du�ina pribli�no 20 stopa. Kontejneri u drugoj i tre�oj koloni su 40-

stopni jer im je spoǉna du�ina 40 stopa. Razlike izme�u xirina sve

tri ove vrste kontejnera ne postoje. Ove tri vrste kontejnera se qesto

oznaqavaju redom sa 20DV , 40DV i 40HQ. DV je skra�eno od engleskog

naziva dry van, a HQ od high cube. Razlike u visini 20-stopnih i obiqnih

40-stopnih kontejnera ne postoje. Tipovima kontejnera su u ovom radu

dodeǉeni redni brojevi, navedeni su u zagradama u tabeli 1.

U implementaciji je uzeto da su limiti nexto maǌi od standarda, jer

se tako koristi i u praksi, poxto nije po�eǉno da se ide do maksimalno

mogu�ih masa i zapremina koje definixe standard. Ove vrednosti su

navedene u tabeli 2.
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20’ kont. 40’ kont. 40’ visoki kont.
zapremina 30m3 60m3 70m3

masa 25, 8t 24, 5t 24, 5t

Tabela 2: Korix�eni limiti masa i zapremina

Skra�enica TEU (engl. Twenty-foot equivalent unit) se koristi za stan-

dardni 20-stopni kontejner.

2.2 Matematiqki modeli - osnovni pojmovi

Kada se razmatra realni problem u nekoj oblasti, potrebno je ustanoviti

ǌegove osnovne osobine i predstaviti ih na unifikovan i prihvatǉiv

naqin. Matematiqko modeliraǌe daje okvir za predstavǉaǌe problema

koji se rexava. Najqex�e se taj okvir koristi da se izdvoji odgo-

varaju�a funkcija, takozvana funkcija ciǉa, koju je potrebno optimi-

zovati. Pod optimizacijom ovde se podrazumeva odre�ivaǌe ǌene ma-

ksimalne ili minimalne vrednosti.

Model uglavnom zavisi od vixe promenǉivih koje u ǌemu figuri-

xu. Neke od promenǉivih se dobijaju kao ǌegovi ulazni podaci, koji

su poznati na poqetku rexavaǌa problema. Obiqno ih zovemo ulazni

parametri. Od ǌih zavisi funkcija ciǉa, kao i sve ostalo xto se u

modelu navodi.

Osim ulaznih podataka i funkcije ciǉa, znaqajan deo matematiqkog

modela su ograniqeǌa. Ograniqeǌima se detaǉnije opisuje razmatrani

problem i ǌegove specifiqnosti. Nekim ograniqeǌima se definixe

jednakost koja je potrebno da va�i, dok se u nekim ograniqeǌima navode

nejednakosti. Kod navo�eǌa nejednakosti obiqno se ne koriste stroge

nejednakosti, nego ≤ i ≥, da bi prostor u kojem se tra�e rexeǌa bio

zatvoren skup i kao takav dostizao odre�ene ekstremne vrednosti.

U matematiqkom modelu, osim poznatih ulaznih podataka, pojavǉuju

se i promenǉive odluqivaǌa (engl. decision variable). Ove promenǉive

mogu da budu celobrojne ili realne, a nekada su i binarne, tj. uzi-

maju vrednosti iz skupa {0, 1}. Za razliqite vrednosti promenǉivih

odluqivaǌa dobijaju se razliqite vrednosti funkcije ciǉa. Potrebno

je odrediti za koje vrednosti promenǉivih odluqivaǌa, iz dozvoǉenog

domena, funkcija ciǉa dosti�e svoju ekstremnu vrednost, a pri tom su
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zadovoǉena i sva navedena ograniqeǌa.

Jednom napravǉen matematiqki model mo�e imati veliku primenu jer

ima univerzalni karakter za problem koji se razmatra. U tom sluqaju,

kada se zamene ulazni podaci, dobija se potpuno nova ekstremna vrednost

funkcije ciǉa za nove vrednosti promenǉivih odluqivaǌa.

Matematiqki modeli se mogu klasifikovati na linearne i neline-

arne, me�u kojima se posebno izdvajaju kvadratni. Kod linearnih mode-

la svi izrazi, u ograniqeǌima i funkciji ciǉa, su linearni u odnosu

na nepoznate promenǉive. Kod kvadratnih modela su, osim linearnih,

dozvoǉeni i izrazi sa kvadratnim faktorima nepoznatih promenǉivih.

Smatra se da je model nelinearan ukoliko je bar jedan ǌegov izraz

nelinearan u zavisnosti od nepoznatih promenǉivih.

Razvijaǌe matematiqkog modela predstavǉa prvu fazu rexavaǌa zada-

tog problema optimizacije. U toj fazi se realna slika aproksimira

napravǉenim modelom. Potom se ide na slede�u fazu u kojoj se, u

zavisnosti od vrednosti ulaznih podataka, rexava zadatak za koji je

taj model kreiran. U rexavaǌu mogu�i su mnogi pristupi koji se

grubo mogu podeliti na dva osnovna. Jedan pristup je egzaktno re-

xavaǌe. To podrazumeva da se dobije rexeǌe koje je garantovano op-

timalno. Zavisno od oblika modela i dimenzija ǌegovih ulaznih po-

dataka, ovo je nekad maǌe, nekad vixe, te�ak zadatak. Postoje egzaktni

rexavaqi osposobǉeni da pomo�u svojih ugra�enih funkcija rexavaju

probleme odre�enih klasa i do odre�enih dimenzija. Ovo obiqno za-

hteva da se zapis samog modela sa matematiqkih formula prilagodi i

zapixe na jeziku koji konkretan rexavaq mo�e da razume. Neki od najqe-

x�e korix�enih rexavaqa su Lingo i CPLEX. U ovom radu je maǌi broj

modela testiran u sistemu Lingo 17.0. Iako je u pitaǌu komercijalan

softver, mogu�e je dobiti besplatnu akademsku licencu za obrazovne i

nauqno-istra�ivaqke svrhe, pa je ta pogodnost iskorix�ena i za ovaj

rad. Ve�ina testiraǌa ura�ena je pomo�u rexavaqa CPLEX 12.6.2. Osim

gotovih rexavaqa, za pojedine jednostavnije modele mogu�e je egzaktno

rexeǌe dobiti i direktnim programiraǌem rexeǌa u nekom okru�eǌu

i jeziku. Za te svrhe ovde je korix�en programski jezik C.

Drugi pravac korix�eǌa datog matematiqkog modela, posebno kada

nije mogu�e jednostavno prona�i ili garantovati egzaktno rexeǌe, je

nala�eǌe dovoǉno dobrog dopustivog rexeǌa. Kod pribli�nog rexa-
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vaǌa su razvijene brojne metaheuristiqke metode. Neke od metoda su

inspirisane pojavama iz prirode, kao na primer optimizacija koloni-

jom mrava (engl. Ant colony optimization), ili kolonijom pqela (engl. Bee

colony optimization) i druge. Jedna od najpoznatijih klasa metaheuri-

stiqkih metoda su genetski algoritmi inspirisani evolutivnim proce-

sima u biologiji. Zatim, tu je metoda promenǉivih okolina (VNS), tabu

pretra�ivaǌe, metode zasnovane na pohlepnom algoritmu i sluqajnom

izboru kao xto je GRASP i brojne druge. Svakodnevno se usavrxavaju

postoje�e i pronalaze nove metaheurustiqke metode kojima se rexavaju

mnogi problemi optimizacije. U ovom radu su razvijane metaheuri-

stiqke metode VNS i GRASP za rexavaǌe odre�enih problema inter-

modalnog transporta. One su programirane u programskom jeziku C.

2.3 Ciǉevi optimizacije

U intermodalnom transportu optimizacija se mo�e vrxiti po raznim

kriterijumima. Ako se posmatra jedna ciǉna funkcija, req je o je-

dnokriterijumskoj optimizaciji. Poseban pristup zahteva optimizacija

po dva, tri ili vixe ciǉeva i tada je req o vixekriterijumskoj opti-

mizaciji.

Prilikom optimizacije intermodalnog transporta prvo se odaberu

ciǉne funkcije. U ovom radu izabrani su cena, vreme i uticaj na

�ivotnu sredinu - zaga�eǌe. Taj izbor je oqekivan jer se i u praksi

uglavnom oni razmatraju.

U procesu transporta od polazne luke do ciǉa, prisutni su broj-

ni troxkovi. U ukupnu cenu troxkova puta ulaze: troxkovi prevoza

od polazne do pretovarne luke, luqki troxkovi i troxkovi prevoza od

pretovarne luke do ciǉa. U praksi se ovi troxkovi mogu javǉati u

razliqitim valutama, to je ovde pojednostavǉeno i konvertovano u jednu

valutu.

Pretpostavǉa se da je vreme izra�eno u danima. Razlog za to je,

pre svega, zato xto su u pitaǌu velika rastojaǌa. Razlozi va�nosti

vremena nekad su vezani za samu robu, ǌen rok trajaǌa ili osetǉivost,

ili su komercijalne prirode, jer kra�e vreme rada sa jednom turom

robe pove�ava broj mogu�ih tura u nekom periodu pa se i na taj naqin

pove�ava (ili smaǌuje) profit.
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Tre�i parametar, koji je uzet u razmatraǌe, je uticaj na �ivotnu

sredinu, odnosno zaga�eǌe. Pove�an saobra�aj uzrokuje pove�anu emisiju

ugǉen-dioksida (CO2). Ovaj gas se smatra zaga�ivaqem koji utiqe na

ozonski omotaq i na klimatske promene. Ovde se razmatraju ukupno qe-

tiri vrste transporta: prekookeanski brod, �eleznica, kamion i tran-

sport rekom. Za svaki od ǌih postoje odgovaraju�i koeficijenti zaga�e-

ǌa po pre�enom kilometru, koji su poznati iz literature. U radovima

se obiqno koriste koeficijenti zaga�eǌa izra�eni u jedinici kg/TEUkm.

ǋihove vrednosti korix�ene u radu [6] navedene su u tabeli 3.

vrsta transporta koeficijent zaga�eǌa
brod 0,084
pruga 0,205
bar�a 0,084
kamion 0,472

Tabela 3: Vrednosti koeficijenata zaga�eǌa

Navedeni koeficijenti se koriste i ovde, osim u retkim sluqajevima

kada je to naglaxeno.

2.4 Pregled relevantne literature

Problematika obuhva�ena u ovom radu je savremena i aktuelna za is-

tra�ivaqe razliqitog profila, zato mo�e da joj se pristupa iz vixe

uglova i iz razliqitih nauqnih disciplina.

Intermodalni transport je opisan u radovima [7, 8]. Istra�ivaqi,

koji se bave optimizacijom u intermodalnom transportu, u velikom

broju radova fokusiraju se na konkretne probleme i zadatke, najqex-

�e vezano za odre�enu geografsku oblast na kojoj se odvija taj trans-

port. Tako je, na primer, u radu [9] razmatrana optimizacija u inter-

modalnom transportu vezana za Evropu. U pogledu optimizacije u nekim

radovima se posebna pa�ǌa posve�uje odre�enoj vrsti transporta, na

primer kamionima, vozovima, brodovima i sliqno. Tako je u radu [10]

razmatran problem transporta koji ukǉuquje samo �eleznicu i kamion.

U pogledu optimizacija u razliqitim radovima posve�uje se pa�ǌa ra-

zliqitim parametrima. Tako se u radovima [11, 12] analizira opti-

mizacija po ceni i zaga�eǌu. Od posebnog znaqaja je pregledni rad [13]

iz 2013. godine gde su klasifikovani i razvrstani dotadaxǌi radovi
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iz ove oblasti. Tu se tako�e istiqe va�nost matematiqkih modela, kao

i oqekivaǌe da �e u budu�im radovima ve�i znaqaj imati dvokriteri-

jumska i vixekriterijumska optimizacija. Od znaqaja je i pregledni

rad [14] koji daje opse�an pregled literature u oblasti planiraǌa u

ovoj vrsti transporta.

U pogledu matematiqko-raqunarskog optimizacionog aparata u rado-

vima se uglavnom kreiraju matematiqki modeli koji pribli�no, koliko

god je to mogu�e, opisuju razmatrani problem. U ve�ini radova koji

u svom fokusu imaju intermodalni transport, razmatraju se problemi

koji su vezani za konkretan saobra�aj u realnoj situaciji na terenu.

Me�utim, od interesa su i istra�ivaǌa vezana za metodologiju koja

se mo�e univerzalno primeniti nevezano za konkretan realan sluqaj.

O primeni metaheuristiqkih metoda u logistici i transportu mo�e

se vixe videti u radu [15]. Tu je dat pregled literature gde se vidi

da su najqex�e korix�ene metode tabu pretra�ivaǌe (52 rada), genet-

ski algoritam (46), simulirano kaǉeǌe (engl. Simulated annealing) (23),

kolonija mrava (8), GRASP (5) i ostale metode (9 radova). U pomenutom

radu [9] od optimizacionih metoda korix�ena je tabu pretraga. O meta-

heuristqkim metodama primeǌenim na vixekriterijumsku optimizaciju

u transportu mo�e se videti u radovima [16, 17]. Heuristiqki i egzak-

tni algoritmi za rexavaǌe problema rutiraǌa vozila predstavǉeni su

detaǉno u radu [18].

Tokom istra�ivaǌa koja su prethodila ovom radu objavǉeno je vixe

radova koji se bave nala�eǌem optimalnih trasa po jednom ili vixe

parametara. U ǌima su uglavnom razmatrani realni ulazni podaci kon-

tejnerskog transporta izme�u Dalekog istoka i Srbije, mada se metode

rada mogu primeniti na bilo koji sliqan transportni scenario. U

radu [19], koji je predstavǉen na konferenciji u Ceǉu, a potom i xtam-

pan u qasopisu, razmatrana je problematika nala�eǌa optimalne trase

samo po ceni. U radu [20] je tako�e razmatrana samo cena, pri qemu

su korix�ena tri pristupa, a implementacija je bila u okru�eǌima

Lingo i MATLAB. U radu [21] razmatran je problema nala�eǌa optimalne

trase samo po vremenu, a u radu [22] samo po zaga�eǌu. U radovima [23]

i [24] implementirano je nala�eǌe Pareto skupova za svaki od tri para

parametara cena-vreme, cena-zaga�eǌe i vreme-zaga�eǌe, kao i Pareto

skupa u tri dimenzije za sva tri parametra.
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U radu [25] razmatrane su trase po ceni i vremenu. Napravǉen je

nexto detaǉniji pristup koji sadr�i luqke troxkove, kao i kursnu

listu, tj. odnos valuta evro-dolar (engl. exchange rate). Nasuprot tome,

u ovom radu su ti detaǉi izostavǉeni i smatraju se delom pripreme

ulaznih podataka kod kojih se sve cene konvertuju u jednu valutu, uglav-

nom evro, a luqki troxkovi se smatraju ukǉuqenim u zadatu cenu tran-

sporta. U radu [25] posmatrano je nekoliko scenarija vi�enih iz ugla

praktiqnih primena. Kao jedan od pristupa primeǌeno je skaliraǌe

po ceni i vremenu bez korix�eǌa te�inskih koeficijenata. U radu

[26] se tako�e razmatraju cena i vreme, s tim xto je korix�ena verzija

skaliraǌa sa te�inskim koeficijentima. U radu [27] analizirana su

sva tri parametra: cena, vreme i zaga�eǌe. Na neki naqin troparame-

tarski pristup predstavǉa uopxteǌe rada [25] u kojem se razmatraju

samo cena i vreme. Napravǉeno rexeǌe implementirano je u MATLAB-

u i u tom radu je prezentovana varijanta koja koristi skaliraǌe bez

te�inskih koeficijenata, odnosno sa jednakim uticajem sva tri parame-

tra. U radu [28] primeǌen je sliqan pristup, s tim xto je dat osvrt i

na druge radove iz literature u kojima se razmatraju optimizacije u

transportu. U svim ovim radovima je prezentovano i tumaqeǌe konkret-

nih rezultata, tj. kakav je zakǉuqak iz toga izveden za saobra�aj na

posmatranoj relaciji.
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3 Raspodela velikog paketa na kontejnere

Zadatak koji je u ovom delu razmatran odnosi se na prevoz velikog

paketa, zadate mase m i zapremine V , koji se mo�e podeliti na vixe kon-

tejnera tako da se poxtuju limiti masa i zapremina svakog kontejnera

kao i jednak ukupan zbir. Ovde se podrazumeva da je svaki kontejner,

osim eventualno posledǌeg dodatog, popuǌen do limita svoje mase ili

limita svoje zapremine. Na taj naqin se, nekom vrstom kompresije, sma-

ǌuje broj potrebnih kontejnera. Zbog razliqitih dimenzija, dobija se

razliqit broj potrebnih kontejnera za prevoz zadatog paketa. Tako�e

zbog postojaǌa razliqitih trasa sa razliqitim vrednostima ciǉnih

funkcija problem se dodatno uslo�ǌava.

U nastavku je opisano vixe matematiqih modela koji modeliraju ovaj

problem vode�i raquna o specifiqnostima postavǉenog problema in-

termodalnog transporta. Kao ciǉne funkcije su uzete u obzir cena

i zaga�eǌe, pri qemu su zaga�eǌe razmatrana dva naqina obraquna-

vaǌa. Posebnu celinu qini vixekriterijumska optimizacija kod koje

su odre�ivani efikasni i Pareto skupovi imaju�i u vidu obe ciǉne

funkcije.

Nakon toga je razmatran pojednostavǉen model koji raquna opti-

malnu cenu prevoza skupa kontejnera na koji je raspore�en zadati ve-

liki paket uzimaju�i u obzir da je prethodno za svaki tip kontejnera

odre�ena optimalna trasa i ǌoj pridru�ena optimalna cena. Prilikom

raspore�ivaǌa paketa na kontejnere korix�ena su standardna tri tipa

kontejnera intermodalnog transporta.

Jedno vi�eǌe ovog pristupa je da se problem analizira iz ugla ko-

risnika usluge transporta. Pretpostavǉa se da korisnik zadaje veli-

qinu svog paketa navode�i ǌegovu masu i zapreminu, a potrebno je da

se prvo na�e raspodela kako najpogodnije da se ǌegov paket rasporedi

na kontejnere, a potom da od svih mogu�ih scenarija izabere onaj koji

je optimalan po zadatim parametrima. U ovom sluqaju potrebno je da

svaki od tri tipa kontejnera zadovoǉava sopstvena ograniqeǌa dozvo-

ǉene mase i zapremine kontejnera. Radi pojednostavǉeǌa, mo�e se sma-

trati da je paket ravnomerne gustine i da se mo�e razdvajati na kontej-

nere radi transporta.
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3.1 Matematiqki model

U nastavku se navodi jedan slo�eniji model za ranije opisani tran-

sportni scenario u intermodalnom transportu. Razmatra se istovre-

meni prevoz vixe kontejnera koji prevoze veliki paket, s tim xto u

ovom modelu optimalne trase nisu unapred poznate nego ih on istovre-

meno raquna. U tom modelu se razmatraju cena i zaga�eǌe.

Radi jednostavnijeg zapisa modela koristi�e se oznaka [n] = {1, . . . , n}
i slede�e oznake u indeksima:

t - redni broj tipa kontejnera,

i - redni broj brodara,

j - redni broj pretovarne luke,

k - oznaka vrste transporta na kopnu,

s - redni broj servisa

Ulazni podaci su:

ni - broj brodara

nj - broj pretovarnih luka

nk - broj vrsta prevoza po kopnu

ns - mogu�i broj servisa jednog brodara do iste luke

nt - broj tipova kontejnera

nlt - broj kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

cfijt - cene na morskom delu puta, gde su i ∈ [ni], j ∈ [nj], t ∈ [nt]

csjkt - cene prevoza na kopnenom delu puta, gde su j ∈ [nj], k ∈ [nk], t ∈ [nt]

dfijs - du�ina morskog dela puta, gde su i ∈ [ni], j ∈ [nj], s ∈ [ns]

dsjk - du�ina kopnenog dela puta, gde su j ∈ [nj], k ∈ [nk]

eft - koeficijent zaga�eǌa preko okeana, gde je t ∈ [nt]

eskt - koeficijenti zaga�eǌa putovaǌa kopnom, gde su k ∈ [nk], t ∈ [nt]
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V - zapremina paketa

m - masa paketa

LVt - gorǌa granica zapremine kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Lmt - gorǌa granica mase kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Promenǉive izborom qijih vrednosti treba optimizovati ciǉnu funk-

ciju, u literaturi qesto nazvane upravǉaqke ili promenǉive odluqivaǌa

(engl. decision variables) su:

fijst - broj kontejnera na morskom delu puta, gde su i ∈ [ni], j ∈ [nj],

s ∈ [ns], t ∈ [nt]

sjkt - broj kontejnera na kopnenom delu puta, gde su j ∈ [nj], k ∈ [nk],

t ∈ [nt]

plt - binarna promenǉiva koja govori da li se prevozi l−ti kontejner

tipa t, gde su t ∈ [nt], l ∈ [nlt]

mlt - masa u l−tom kontejneru tipa t, gde su t ∈ [nt], l ∈ [nlt]

Odgovaraju�a ograniqeǌa bi bila:

ni∑
i=1

nj∑
j=1

ns∑
s=1

fijst =
nlt∑
l=1

plt, t ∈ [nt] (3.1)

ni∑
i=1

ns∑
s=1

fijst =
nk∑
k=1

sjkt, j ∈ [nj], t ∈ [nt] (3.2)

nt∑
t=1

nlt∑
l=1

mlt = m (3.3)

mlt ≤ Lmt · plt, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.4)

V

m
mlt ≤ LVt, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.5)

plt ∈ {0, 1}, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.6)

fijst ∈ N0, i ∈ [ni], j ∈ [nj], s ∈ [ns], t ∈ [nt] (3.7)

sjkt ∈ N0, j ∈ [nj], k ∈ [nk], t ∈ [nt] (3.8)

mlt ≥ 0, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.9)
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Sa ovako uvedenim oznakama mo�e se definisati cena kao ciǉna funkcija

qiju vrednost treba minimizovati:

C(f, s) =
ni∑
i=1

nj∑
j=1

ns∑
s=1

nt∑
t=1

cfijtfijst +

nj∑
j=1

nk∑
k=1

nt∑
t=1

csjktsjkt (3.10)

Zaga�eǌe, kao alternativna ciǉna funkcija, mo�e se definisati na

slede�i naqin:

E(f, s) =
ni∑
i=1

nj∑
j=1

ns∑
s=1

nt∑
t=1

dfijseftfijst +

nj∑
j=1

nk∑
k=1

nt∑
t=1

dsjkesktsjkt (3.11)

Ograniqeǌe (3.1) odnosi se na to da je za svaki tip kontejnera broj

kontejnera, koji se kre�u morskim delom puta, jednak ukupnom broju

kontejnera tog tipa koji su uzeti za razmatraǌe u modelu. Ograniqeǌe

(3.2) odnosi se na to da je za svaku luku i svaki tip kontejnera broj

kontejnera, koji su u ǌu doxli, jednak broju kontejnera koji su odatle

otixli ka ciǉu. Ograniqeǌe (3.3) odnosi se na to da ukupna masa po

kontejnerima mora da bude jednaka masi polaznog paketa. Kako je uzeto

u obzir da je gustina velikog paketa (ρ = m/V ) konstantna, onda se, na

osnovu izdvojene mase u nekom kontejneru, zna i kolika je zapremina tog

dela paketa. Ograniqeǌe (3.4) odnosi se na to da masa u svakom kontej-

neru ne prelazi dozvoǉenu masu za taj tip kontejnera. Sliqno, (3.5)

odnosi se na to da zapremina dela paketa u svakom kontejneru ne prelazi

limit zapremine za taj tip kontejnera. Ograniqeǌe (3.4) obezbe�uje da,

ukoliko masa u nekom kontejneru nije 0, onda on mora biti anga�ovan.

Tako�e, ako neki kontejner nije anga�ovan, onda u ǌemu masa mora da

bude 0. Ovde nije navedeno ograniqeǌe koje spreqava, kada je masa u

kontejneru 0, da plt ne bude 0, ali su zbog raqunaǌa minimuma funkcija

C i E favoriti sluqajevi sa maǌim brojem zauzetih kontejnera, pa to

ograniqeǌe nije neophodno.

Umesto ograniqeǌa (3.1) mo�e se uzeti ograniqeǌe:

nj∑
j=1

nk∑
k=1

sjkt =
nlt∑
l=1

plt, t ∈ [nt] (3.12)

koje se odnosi na to da je za svaki tip kontejnera broj kontejnera, koji se

kre�u drugim delom puta (kopnom), jednak ukupnom broju kontejnera tog
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tipa koji su anga�ovani u modelu. Nije potrebno uzimati istovremeno

oba ograniqeǌa (3.1) i (3.12), dovoǉno je jedno od ǌih, jer je ograniqe-

ǌem (3.2) definisano slagaǌe zbirova u usputnim lukama, pa �e onda i

ukupan zbir da bude isti.

Primetimo da ograniqeǌe oblika:

nt∑
t=1

nlt∑
l=1

V

m
mlt = V (3.13)

koje bi se odnosilo na to da ukupna zapremina po kontejnerima mora

da bude jednaka zapremini polaznog paketa, nije potrebno jer je ekviva-

lentno ograniqeǌu (3.3).

Razmatrani model predstavǉa kombinaciju, sa jedne strane, prob-

lema rutiraǌa vozila (engl. Vehicle Routing Problem), i sa druge strane,

problema pakovaǌa koji je ovde blizak problemu ranca. Kada su u pi-

taǌu vixestruka ograniqeǌa kod problema ranca, to postaje NP-te�ak

problem. Sliqno je i problem rutiraǌa vozila NP-te�ak, zato to va�i

i za ǌihovu kombinaciju koja svojim brojnim ograniqeǌima ote�ava ceo

problem.

O problemu rutiraǌa vozila sa ograniqeǌima pri utovaru mo�e se

vixe videti u radovima [38] i [39]. Pregledni rad [40] u kome su tema

ograniqeǌa pri utovaru kontejnera, daje klasifikaciju problema u ovoj

oblasti. O vixedimenzionom problemu ranca mo�e se vixe prona�i u

preglednom radu [41].

3.1.1 Modifikovan matematiqki model

U prethodno postavǉenom modelu nexto je te�e definisati funkciju

ciǉa za zaga�eǌe koja bi uzela u obzir raqunaǌa zaga�eǌa koje ima u

vidu veliqinu paketa. Naime, u literaturi se, osim usredǌenih ko-

eficijenata zaga�eǌa za pojedine tipove kontejnera po kilometru za

razliqite tipove transporta koji su do sada ovde korix�eni, koriste

i koeficijenti koji su izra�eni u jedinici gCO2/tkm; tada na ukupno

zaga�eǌe utiqe i masa posmatranog paketa. Ovi koeficijenti se nalaze

u tabeli 4, prema izvoru [31].

Koeficijentima eft i eskt iz prethodnog modela ovde odgovaraju ko-

eficijenti ef i esk koji ne zavise od tipa kontejnera. Zaga�eǌe se dobija
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vrsta transporta koeficijent zaga�eǌa
brod 8
pruga 22
bar�a 31
kamion 62

Tabela 4: Vrednosti koeficijenata zaga�eǌa

mno�eǌem koeficijenata ef i est i mase kontejnera. Pri tome masa kon-

tejnera obuhvata masu paketa i masu praznog kontejnera (tara). Novi

ulazni podaci su:

Tt - tara kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

ef - koeficijent zaga�eǌa preko okeana

esk - koeficijenti zaga�eǌa putovaǌa kopnom, gde je k ∈ [nk]

Osim toga, promeǉive fijst i sjkt su u ovom modelu binarne. Ovde se

podrazumeva da se modelom pronalazi optimalna trasa, posebno za svaki

tip kontejnera, i da se onda koristi za sve pojedinaqne kontejnere tog

tipa. Zatim se za svaki pojedinaqni kontejner posebno raquna ǌegovo

zaga�eǌe.

Dva ekvivalentna skupa ograniqeǌa (3.1) i (3.12) ovde se zameǌuju

redom sa:
ni∑
i=1

nj∑
j=1

ns∑
s=1

fijst = 1, t ∈ [nt] (3.14)

nj∑
j=1

nk∑
k=1

sjkt = 1, t ∈ [nt] (3.15)

Znaqeǌe ograniqeǌa (3.14) je da se za svaki tip kontejnera na prvom

delu puta uzima taqno jedan brodar, taqno jedna luka i taqno jedan

servis. Sliqno, ograniqeǌe (3.15) kazuje da se za svaki tip kontejnera,

na drugom delu puta, uzima taqno jedna luka i taqno jedan vid tran-

sporta do ciǉa. ǋihova ekvivalencija u modelu opisana je ograniqe-

ǌem (3.2).

Funkcija ciǉa koja odgovara ceni glasi:
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C(f, s, p) =
ni∑
i=1

nj∑
j=1

ns∑
s=1

nt∑
t=1

nlt∑
l=1

cfijtfijstplt +

nj∑
j=1

nk∑
k=1

nt∑
t=1

nlt∑
l=1

csjktsjktplt (3.16)

Funkcija ciǉa koja odgovara zaga�eǌu definixe se na slede�i naqin:

E(f, s, p) =
ni∑
i=1

nj∑
j=1

ns∑
s=1

nt∑
t=1

nlt∑
l=1

dfijsef(mlt + Tt)fijstplt+

+

nj∑
j=1

nk∑
k=1

nt∑
t=1

nlt∑
l=1

dsjkesk(mlt + Tt)sjktplt (3.17)

3.2 Optimizacija po ceni i zaga�eǌu, nala�eǌe
efikasnog i Pareto skupa

Vratimo se na model iz taqke 3.1 koji je opisan ograniqeǌima (3.1) -

(3.9). Funkcije ciǉa koje se odnose na cenu i na zaga�eǌe definisane

su redom sa (3.10) i (3.11). Zadatak koji se mo�e razmatrati je da

se prona�e takav raspored paketa u kontejnere i takav izbor trasa ko-

jima se oni kre�u, da se dobije optimalno rexeǌe po oba razmatrana

kriterijuma (Pareto optimizacija). Svaki izbor rasporeda paketa u

kontejnere i potom izbor ǌihovih trasa kao rezultat daje dve vred-

nosti, ukupnu cenu i ukupno zaga�eǌe za taj izbor. Navodimo osnovne

pojmove i tvr�eǌa u vezi sa Pareto optimizacijom po dva kriterijuma

za raqunaǌe minimuma, prema pristupu u [35, 36, 37].

Svakom izboru kontejnera i trasa x je, na ovaj naqin, pridru�en

ure�eni par realnih vrednosti (f1(x), f2(x)) gde je f1(x) vrednost prvog,

a f2(x) vrednost drugog posmatranog kriterijuma. Kriterijumi mogu da

budu, na primer, cena i zaga�eǌe, kao xto �e se ovde uzeti. Skup svih

mogu�ih izbora x formira skup dopustivih rexeǌa koji �emo oznaqiti

sa X. Kriterijumski skup je Y = {(f1(x), f2(x))|x ∈ X}.

Definicija 3.1. Za ure�eni par (f1(x), f2(x)) ka�emo da dominira nad

ure�enim parom (f1(y), f2(y)) ukoliko je f1(x) ≤ f1(y) i f2(x) ≤ f2(y) i od

ove dve nejednakosti va�i bar jedna stroga nejednakost, tj. fi(x) < fi(y)

za bar jedno i ∈ {1, 2}.
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Definicija 3.2. Za rexeǌe x∗ iz skupa dopustivih rexeǌa X ka�e se da

je Pareto optimalno ukoliko ne postoji neki x ∈ X, x 6= x∗, za koji ure�eni

par (f1(x), f2(x)) dominira nad ure�enim parom (f1(x
∗), f2(x

∗)). Ovakvi ele-

menti x∗ se nazivaju i nedominirani.

Definicija 3.3. Skup svih Pareto optimalnih rexeǌa x∗ ∈ X formira

Pareto skup XPar.

Definicija 3.4. Ako je x∗ ∈ XPar Pareto optimalno rexeǌe, onda se

y = (f1(x
∗), f2(x

∗)) zove efikasna taqka u kriterijumskom prostoru Y .

Definicija 3.5. Skup svih efikasnih taqaka u kriterijumskom prostoru

y = (f1(x
∗), f2(x

∗)), x∗ ∈ XPar zove se efikasan skup i oznaqava sa Yeff .

Ako su skupovi mogu�ih vrednosti f1(x) i f2(x) realni intervali i

zadat je parametar ε koji odre�uje maksimalni razmak odre�enih efikas-

nih taqaka po jednoj ili drugoj koordinati, onda se skup svih efikasnih

taqaka mo�e odrediti slede�im algoritmom. On se bazira na metodi ε

ograniqeǌa, a koristi i leksikografsku metodu.

1. korak: Neka je f 1
1 vrednost koja se dobija kao minimum funkcije

f1(x) za x ∈ X. Ukoliko se taj minimum dosti�e u vixe taqaka iz X,

onda se leksikografskom metodom bira ”najmaǌa”, tj. ona koja me�u

ǌima ima najmaǌu vrednost funkcije f2, vrednost f 1
2 . Na isti naqin se

f 2
2 dobija kao minimum funkcije f2(x) za x ∈ X i, ukoliko se dosti�e

u vixe taqaka, leksikografskom metodom se uzima najmaǌa me�u ǌima

po vrednosti f1, f 2
1 . Time se dobijaju vrednosti Pareto optimalnih

marginalnih rexeǌa, taqke Y 1 = (f 1
1 , f

1
2 ) i Y 2 = (f 2

1 , f
2
2 ). Ukoliko je

f 1
2 − f 2

2 < f 2
1 − f 1

1 , onda se po prvom kriterijumu f1 vrxi optimizacija, a

po drugom f2 pretra�ivaǌe. U suprotnom kriterijumi f1 i f2 zameǌuju

uloge. Bez smaǌeǌa opxtosti pretpostavimo da je nejednakost f 1
2 − f 2

2 <

f 2
1 − f 1

1 taqna.

2. korak: Taqke Y 1 i Y 2 se dodaju u listu efikasnih taqaka L, koja

time poqiǌe da se formira. Ukoliko su vrednosti funkcije f2 celi

brojevi neka je ε = 1. U protivnom, ako su na primer vrednosti funkcije

f2 racionalni brojevi zaokru�eni na dve decimale neka je ε = 0, 01. Neka

je ε2 = f 1
2 − ε.

3. korak: Odre�uje se min f1(x) za x ∈ X, uz dodatno ograniqeǌe

f2(x) ≤ ε2. Ukoliko se dobijena minimalna vrednost f ∗1 dosti�e u vixe
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taqaka, onda se leksikografskom metodom uzima ona taqka qija je vred-

nost f2 najmaǌa. Tako dobijeno rexeǌe oznaqimo sa Y ∗ = (f ∗1 , f
∗
2 ) i dodaj-

mo ga u listu efikasnih taqaka L.

4. korak: Ako je f ∗2 = f 2
2 , prona�ene su sve efikasne taqke, Yeff = L.

U suprotnom staviti ε2 = f 1
2 − ε i vratiti se na korak 3.

U 1. i 3. koraku algoritma odre�uju se minimalne vrednosti funkcije

opisane matematiqkim modelom. Za te potrebe korix�en je egzaktni re-

xavaq Lingo.

Primer 3.1. Odrediti efikasni skup za instancu sa vrednostima m =

200t i V = 200m3. Ostali ulazni podaci uzeti na osnovu realnih podataka

koji su korix�eni i u drugim ranije pomenutim radovima. Uzeto je da je

broj dostupnih kontejnera po svakom tipu nlt = 9, nezavisno od tipa t.

Prate�i algoritam u prvom koraku je raqunata samo minimalna cena,

dobijena je vrednost 12754, 40, dok je za takav raspored zaga�eǌe bilo

jednako 11616, 19. Detaǉnijim uvidom u dobijene rezultate videlo se da

je izabrano 8 malih kontejnera i poslati su istom, optimalnom, tra-

som.1 Na sliqan naqin raqunato je minimalno zaga�eǌe i dobijena

je vrednost 11247, 96 pri qemu su za iste ulazne podatke dobijene tri

mogu�e vrednosti za cenu: 12784, 00, 13363, 60 i 13446, 40. U skladu sa al-

goritmom kao vrednost cene uzima se najmaǌa od ǌih 12784, 00. Tako su

dobijene prve dve taqke efikasnog skupa, optimalna marginalna rexe-

ǌa Y 1 = (f 1
1 , f

1
2 ) = (12754, 40; 11616, 19) i Y 2 = (f 2

1 , f
2
2 ) = (12784, 00; 11247, 26).

Ovde je f 2
1 − f 1

1 < f 1
2 − f 2

2 , pa se po f2 (zaga�eǌu) vrxi optimizacija, a po

f1 (ceni) pretra�ivaǌe.

Nakon toga u skladu sa 3. korakom algoritma u ograniqeǌa je dodato:

C ≤ C0 (3.18)

gde je C vrednost funkcije cene opisana sa (3.10), a C0 je konstanta koja

se meǌa iznova pri svakom pozivu kao ε2 u opisu algoritma. Rexavaǌem

u Lingu dobija se optimalno zaga�eǌe E koje uz ostale zadovoǉava i

ovaj uslov, a dobija se i odgovaraju�a vrednost cene C. Tako dobijeni

1U ovom primeru su uzeti precizniji ulazni podaci pa je cena prevoza malog kon-
tejnera ovom trasom 1594, 3, otuda malo odstupaǌe u odnosu na vrednosti u tabeli 8
i radu [30] koje su zaokru�ene na ceo broj, pa je za mali kontejner optimalna trasa
imala cenu 1594.
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parovi (C,E) dodaju se u efikasan skup, a za ǌih dobijeni rasporedi

paketa u kontejnere i kontejnera na trase, elementi su Pareto skupa po

ceni i zaga�eǌu.

U tabeli 5 nalaze se rezultati nala�eǌa efikasnog skupa dobijeni

testiraǌem za vrednosti C0 koje se uzimaju redom kako je opisano u 2.

koraku algoritma. Ovde su svi ulazni podaci, kao i rezultati koji se

odnose na cenu i zaga�eǌe, zadati na dve decimale, pa se uzima da je

ε = 0, 01 i nova vrednost C0 je za toliko maǌa od prethodno dobijene

vrednosti C. Zatim, poxto se ovde vrxi optimizacija po zaga�eǌu, a

pretraga po ceni, kre�e se od taqke Y 2 prema Y 1 smaǌuju�i C0. Za prvu

vrednost C0 uzima se 12783, 99 i na osnovu toga se dobija nova efikasna

taqka (C,E) = (12781, 80; 11291, 53). Iterativni postupak se nastavǉa za

novu vrednost C0 = C − 0, 01 = 12781, 79. Kriterijum zaustavǉaǌa je kada

se kao par (C,E) dobije taqka Y 1. Za ovu instancu ulaznih podataka

minimalna cena je 12754, 40 pa zato ne postoji rexeǌe sa maǌom cenom.

Ukupno, sa dve marginalne taqke, dobijene su 24 taqke koje formiraju

efikasan skup, videti tabelu 5.

br. C0 C E br C0 C E
1 - 12784,00 11247,26 13 12769,19 12768,50 11474,15
2 12783,99 12781,80 11291,53 14 12768,49 12767,00 11476,00
3 12781,79 12780,30 11293,38 15 12766,99 12765,50 11477,84
4 12780,29 12779,60 11335,80 16 12765,49 12764,80 11520,26
5 12779,59 12778,10 11337,65 17 12764,70 12763,30 11522,11
6 12778,09 12776,60 11339,50 18 12763,29 12761,80 11523,96
7 12776,59 12775,90 11381,92 19 12761,79 12761,10 11566,38
8 12775,89 12774,40 11383,76 20 12761,09 12759,60 11568,23
9 12774,39 12772,90 11385,61 21 12759,59 12758,10 11570,08
10 12772,89 12772,20 11428,03 22 12758,09 12757,40 11612,50
11 12772,19 12770,70 11429,88 23 12757,39 12755,90 11614,34
12 12770,69 12769,20 11431,73 24 12755,89 12754,40 11616,19

Tabela 5: Efikasan skup dobijen u primeru 3.1

U sluqaju da je f 1
2 − f 2

2 < f 2
1 − f 1

1 onda se po prvom kriterijumu f1

(cena) vrxi optimizacija, a po drugom f2 (zaga�eǌe) pretra�ivaǌe. To

znaqi da se uz ista polazna ograniqeǌa i funkciju ciǉa C, kao dodatno

ograniqeǌe umesto (3.18) uzima (3.19).

E ≤ E0 (3.19)
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Tada se polazi od taqke Y 1 = (f 1
1 , f

1
2 ) = (12754, 40; 11616, 19), a kao prva

vrednost uzima se E0 = 11616, 18. Svaka slede�a vrednost E0 uzima se kao

E − 0, 01 u odnosu na odgovaraju�i rezultat minimizacije cene E. Kri-

terijum zaustavǉaǌa je kada se iterativnim postupkom do�e do taqke

Y 2. �

Primer 3.2. Odrediti efikasni skup za instancu sa vrednostima m =

100t i V = 500m3 i iste ostale ulazne podatke kao u primeru 3.1.

Kod instance iz primera 3.1 broj kontejnera ograniqava masa, a ovde

zapremina. Sliqnom metodom raqunaǌa uzeto je da bude nlt = 17 za svaki

tip kontejnera t. Ovo pove�ava broj naqina za raspore�ivaǌe paketa.

Poqetne efikasne taqke su: za optimalnu cenu (18948, 90; 21134, 74) i za

optimalno zaga�eǌe (19836, 70; 21088, 62). Da bi se odredili efikasan

i Pareto skup ponovǉen je sliqan postupak tra�eǌa minimalne cene

uz dodatno ograniqeǌe (3.19) koje se odnosi na zaga�eǌe. Dobijani

rezultati prikazani su u tabeli 6. Mo�e se videti da je na ovaj naqin

dobijen efikasan skup koji ima samo tri qlana. �

br. E0 C E
1 - 18948,90 21134,74
2 21134,73 18950,40 21132,89
3 21132,88 18952,60 21088,62

Tabela 6: Efikasan skup dobijen u primeru 3.2

Prilikom prelaska na naredne tri instance iz tabele 8. uoqeno je da

dodavaǌe ograniqeǌa oblika (3.19) i (3.18) znaqajno usporava rad. Kod

posledǌe posmatrane instance za m = 5000 i V = 10000 broj kontejnera

svakog tipa bio je 334. Tu i bez dodatnog ograniqeǌa, samo tra�eǌe

minimalne cene nije uspeo da zavrxi u roku od sat vremena. To govo-

ri o slo�enosti modela koji je ovde razmatran, sa ili bez dodatnih

ograniqeǌa, xto qini optimizaciju neefikasnom.

Skoro sva implementirana egzaktna i pribli�na rexeǌa u ovom radu

testirana su na raqunaru sa procesorom Intel Core i7-2600 CPU 3.40GHz

sa 12GB RAM na operativnom sistemu Linux. Izuzetak su testiraǌa

ura�ena pomo�u rexavaqa Lingo na raqunaru sa procesorom Intel Core

i3-3210 CPU 3.20GHz, sa 8GB RAM memorije na 64-bitnom operativnom

sistemu Windows 8.1.
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3.3 Mogu�e raspodele paketa na kontejnere

Postoje tri tipa standardnih kontejnera koji se me�usobno razlikuju

po dimenzijama, kapacitetima zapremine i mase, videti taqku 2.1.1.

U ovom delu analiziramo kako se zadati veliki paket mase m i za-

premine V mo�e podeliti na skup kontejnera tri tipa tako da je svaki

kontejner, osim eventualno posledǌeg dodatog, popuǌen do limita svoje

mase ili limita svoje zapremine. Za tako formiran konaqan skup troj-

ki kasnije se jednostavnije bira trojka koja je optimalna po zadatom

kriterijumu.

Algoritam kojim je ovo rexeno prikazan je svojim pseudokodom kao

Algoritam 1. On se svodi na odre�ivaǌe svih mogu�ih trojki nenega-

tivnih celih brojeva oblika (n1, n2, n3) koje zadovoǉavaju tra�ene uslove,

gde ni oznaqava koliko ima kontejnera i−tog tipa, za i = 1, 2, 3. Ovde se

posebno vodilo raquna o redosledu popuǌavaǌa kontejnera da se ne bi u

rexeǌu mogle dobiti dve trojke od kojih jedna ”dominira” nad drugom,

odnosno sadr�i drugu kao svoj podskup. To znaqi da nije mogu�e dobiti

trojke (na1, n
a
2, n

a
3) i (nb1, n

b
2, n

b
3) kod kojih je na1 ≥ nb1, n

a
2 ≥ nb2 i na3 ≥ nb3, a za

bar jednu od ǌih je stroga nejednakost tj. nai > nbi za neko i = 1, 2, 3. Ovaj

deo je isprogramiran u programskom jeziku C.

Algoritam 1 Algoritam generisaǌa ure�enih trojki broja kontejnera
procedure Trojke(V,m, V1, V2, V3,m1,m2,m3)

S = ∅;
for i1 = 0 to max{dV/V1e, dm/m1e} do

for i2 = 0 to max{d(V − i1 ∗ V1)/V2e, d(m− i1 ∗m1)/m2e} do
i3 = max{d(V − i1V1 − i2V2)/V3e, d(m− i1m1 − i2m2)/m3e}
d = 0;
for (j1, j2, j3) in S do

if i1 >= j1 and i2 >= j2 and i3 >= j3 then
d = 1;
break;

if d == 0 then //Ako trojka ne dominira postoje�e
S = S ∪ {i1, i2, i3};
print (i1, i2, i3);

Algoritam je ograniqen brojem dopustivih trojki. Kada se fiksiraju

vrednosti i1 i i2 jednoznaqno je odre�en broj kontejnera tre�eg tipa (i3)

jer se uzima najmaǌi broj kontejnera u koji mo�e da stane preostala

koliqina. Obilazak u petǉama po i1 i i2 ide od 0 do najve�ih potrebnih

vrednosti za preostalu koliqinu robe. Generisane trojke se quvaju u
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skupu S. Ovim se posti�e da kada se do�e do nove trojke (i1, i2, i3) mo�e

da se proveri da li ona dominira neku raniju trojku (j1, j2, j3) iz S u kom

sluqaju se ne dodaje u S. Tako su dobijene sve ure�ene trojke mogu�ih

izbora kontejnera na koje se mo�e rasporediti zadati paket.

Primer 3.3. Za zadate vrednosti zapremine i mase paketa V = 200m3 i

m = 100t, generisati sve mogu�e raspodele ovog paketa po kontejnerima,

tako da se poxtuju limiti masa i zapremina opisani tabelom 2.

Implementirani program generisao je ukupno 19 mogu�nost i rezul-

tati su predstavǉeni u tabeli 7. Tu se vidi da broj potrebnih kontej-

nera, za sve ove mogu�nosti, varira od 5 do 7. Ovde se mo�e primetiti

da su trojke (2, 1, 2) ili (6, 0, 1) odbaqene jer dominiraju redom trojke

(2, 0, 2) i (5, 0, 1) koje su ve� od ranije u skupu.

U istoj tabeli u dve posledǌe kolone prikazani su reziduali, mase i

zapremine koje nisu popuǌene u skupu kontejnera koji odgovara trojci u

istom redu tabele. Reziduali se dobijaju kada se od ukupnih kapaciteta

mase ili zapremine oduzme masa odn. zapremina razmatranog paketa. �

20’ kont. (i1) 40’ kont. (i2) 40’ visoki kont. (i3) rez. m rez. V
0 0 5 22,5 150
0 1 4 22,5 140
0 2 3 22,5 130
0 3 2 22,5 120
0 4 1 22,5 110
0 5 0 22,5 100
1 0 4 23,8 110
1 1 3 23,8 100
1 2 2 23,8 90
1 3 1 23,8 80
1 4 0 23,8 70
2 0 2 0,6 0
2 2 1 25,1 50
2 3 0 25,1 40
3 1 1 26,4 20
3 2 0 26,4 10
5 0 1 53,5 20
5 1 0 53,5 10
7 0 0 80,6 10

Tabela 7: Broj kontejnera po tipu

Sve trojke dobijene na ovaj naqin su legitimne (dopustive). Jedno
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od mogu�ih proxireǌa modela je uvo�eǌe ograniqeǌa u pogledu broja

prisutnih kontejnera svakog tipa, ili ukupnog broja dozvoǉenih kon-

tejnera za prevoz datog paketa. Na primer, u sluqaju predstavǉenom u

tabeli 7, maksimalan broj korix�enih kontejnera po tipovima redom je

(n∗1, n
∗
2, n

∗
3) = (7, 5, 5). Ukoliko bi prisutan broj kontejnera po tipovima

bio maǌi od toga, onda bi se neki od nabrojanih sluqajeva izuzeli iz

daǉeg razmatraǌa.

3.3.1 Najboǉe raspore�ivaǌe paketa

Kada se za veliki paket zadate mase m i zapremine V dobiju svi mogu�i

sluqajevi ǌegove raspodele po kontejnerima algoritmom 1, onda se mo�e

pristupiti odabiru nekog od tih sluqajeva koji �e po zadatim kriteri-

jumima biti optimalan.

Ukoliko se optimizacija vrxi samo po ceni, onda je najpogodnije prvo

uraditi optimizaciju po ceni za svaki tip kontejnera i tako dobiti

ǌihove optimalne cene i optimalne trase.

Za potrebe jednostavnijeg zapisa u nastavku �emo koristiti oznaku

[k] = {1, ..., k}. Ako se optimalne cene transporta po tipu kontejnera

oznaqe redom sa C1, C2 i C3, onda je cena koja odgovara ure�enoj trojci

(n1, n2, n3) raspodele paketa na kontejnere C = n1C1+n2C2+n3C3. Ako ovih

generisanih mogu�nosti ima k, onda bi se optimizacija po ceni svodila

na tra�eǌe min(Ci), i ∈ [k], gde je Ci = ni1C1 + ni2C2 + ni3C3, a (ni1, n
i
2, n

i
3) za

i ∈ [k] generisana trojka raspodele paketa po kontejnerima.

Primer 3.4. Ovakav pristup je korix�en u radu [30]. Tu je razmatrana

realna situacija kontejnerskog transporta na relaciji Xangaj-Beograd.

Dobijene su optimalne cene redom po vrsti kontejnera C1 = 1594EUR,

C2 = 2470EUR, C3 = 2483EUR. Potom je razmatrano pet razliqitih

primera zadatih paketa, za svaki od ǌih su generisani svi mogu�i ras-

poredi paketa po kontejnerima, a potom su me�u tim mogu�nostima odre-

�ene one koje su sa minimalnom cenom. Dobijeni rezultati sa optimal-

nim rasporedima paketa prikazani su u tabeli 8.

Optimizacija po zaga�eǌu se mo�e uraditi na identiqan naqin, po

istom principu. Optimizacija po vremenu je ovde najmaǌe doxla do

izra�aja, jer ukoliko ima dovoǉno kontejnera i krenu svi u isto vreme,
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V (m3) m(t) 20DV 40DV 40HQ cena (EUR)
200 200 8 0 0 12752
500 100 1 2 5 18949

1000 500 4 18 0 50836
5000 1000 1 0 71 177887
10000 5000 2 203 0 504598

Tabela 8: Optimalne cene za sluqaj pet velikih paketa u primeru 3.4

onda ni broj kontejnera, niti raspodela paketa po ǌima, ne�e uticati

na utroxeno vreme.

Ukoliko nam nije potreban skup S svih trojki na koje se mo�e veliki

paket rasporediti, odre�en algoritmom 1, nego �elimo da prona�emo

samo optimalnu trojku na primer po ceni, onda se algoritam mo�e do-

datno pojednostaviti i time ubrzati. Modifikovani algoritam prikazan

je kao Algoritam 2.

Algoritam 2 Algoritam generisaǌa trojke broja kontejnera sa opti-
malnom cenom

procedure OptTrojka(V,m, V1, V2, V3,m1,m2,m3, C1, C2, C3)
minC = +∞;
(mi1,mi2,mi3) = (−1,−1,−1);
for i1 = 0 to max{dV/V1e, dm/m1e} do

for i2 = 0 to max{d(V − i1 ∗ V1)/V2e, d(m− i1 ∗m1)/m2e} do
i3 = max{d(V − i1V1 − i2V2)/V3e, d(m− i1m1 − i2m2)/m3e}
C = i1 ∗ C1 + i2 ∗ C2 + i3 ∗ C3;
if C < minC then //Ako je prona�en novi minimum

minC = C;
(mi1,mi2,mi3) = (i1, i2, i3);

print (minC,mi1,mi2,mi3);

3.4 Modeli koji se pozivaju na poznate optimalne trase

U odeǉku 3.3 opisano je kako se zadati veliki paket mo�e na sve mogu�e

naqine raspodeliti na kontejnere razliqitih tipova, uz vo�eǌe raquna

o ograniqeǌima mase i zapremine. Kada je poznata ova raspodela, ona se

mo�e daǉe upotrebiti za razne vrste optimizacija, po jednom ili vixe

parametara. Da bi se to primenilo, potrebno je prethodno sprovesti

optimizaciju trase za zadate parametre i to po svakom tipu kontej-

nera. Na primer, kada se vrxi optimizacija po ceni, onda se za svaki

tip kontejnera pronalazi optimalna trasa i dobije se minimalna cena
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prevoza koja odgovara toj trasi. U tom sluqaju, ako su minimalne cene

po tipu kontejnera, redom, C1, C2 i C3, i koristi se n1 kontejnera tipa

1, n2 kontejnera tipa 2 i n3 kontejnera tipa 3, onda bi cena za prevoz

celog velikog paketa bila C = n1C1 +n2C2 +n3C3 za tu raspodelu paketa

na kontejnere. O ovome je bilo reqi u odeǉku 3.3.1.

Me�utim, mo�e se zapaziti da nije neophodno da se generixu sve

raspodele paketa na kontejnere da bi se pronaxla optimalna raspodela

i vrednost parametara optimizacije. To je ilustrovano kroz prethodna

dva modela koji se ne pozivaju na sve generisane mogu�nosti. Oni se

ne oslaǌaju ni na unapred poznate optimalne trase po zadatom tipu

kontejnera i parametru optimizacije, nego se to kod ǌih raquna sve

odjednom. Ukoliko su poznate optimalne trase, mo�e se pojednostaviti

odgovaraju�i matematiqki model.

Ulazni podaci su:

nt - broj tipova kontejnera

nlt - broj kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Ct - minimalna cena prevoza kontejnera zadatog tipa, gde je t ∈ [nt]

V - zapremina paketa

m - masa paketa

LVt - gorǌa granica zapremine kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Lmt - gorǌa granica mase kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Promenǉive qijim se variraǌem posti�e optimizacija su:

plt - binarna promenǉiva koja govori da li se prevozi l−ti kontejner

tipa t, gde su t ∈ [nt], l ∈ [nlt]

mlt - masa u l−tom kontejneru tipa t, gde su t ∈ [nt], l ∈ [nlt]

Ograniqeǌa koja treba da zadovoǉavaju promenǉive su:

nt∑
t=1

nlt∑
l=1

mlt = m (3.20)

mlt ≤ Lmt · plt, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.21)
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V

m
mlt ≤ LVt, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.22)

plt ∈ {0, 1}, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.23)

mlt ≥ 0, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.24)

Vrednosti promenǉivih koje zadovoǉavaju ograniqeǌa treba izabrati

tako da se minimizuje ciǉna funkcija jednaka ceni:

C(p) =
nt∑
t=1

nlt∑
l=1

Ctplt (3.25)

Sliqno, ukoliko se optimizuje zaga�eǌe, onda se kao ulazni podatak

umesto Ct koristi Et kao optimalno zaga�eǌe kod prevoza kontejnera

tipa t, gde su t ∈ [nt], l ∈ [nlt]. U tom sluqaju funkcija ciǉa je:

E(p) =
nt∑
t=1

nlt∑
l=1

Etplt (3.26)

Ograniqeǌa predstavǉaju podskup ograniqeǌa opisanih u odeǉku

3.1.

Nedostatak prethodno opisanog modela je u tome xto su promenǉive

odluqivaǌa mlt realne. Na taj naqin se umno�ava broj dobijenih rexe-

ǌa koja su suxtinski ista, a razlikuju se po masi paketa koja se nalazi

u nekom kontejneru. Na primer, ako su dva kontejnera istog tipa popu-

ǌena malo vixe od pola, ili je jedan popuǌen do kraja a u drugom se

nalazi maǌi deo velikog paketa i ako je zbir masa isti, onda me�u ovim

rexeǌima nema suxtinske razlike. Ovaj problem se mo�e prevazi�i u

samom modelu tako xto �e se zahtevati da svi kontejneri istog tipa,

osim eventualno posledǌeg, budu popuǌeni do svojih limita mase ili

zapremine. Na taj naqin se mlt brixu iz skupa promenǉivih odluqivaǌa

i prebacuju u ulazne podatke kao mt jer tada zavise samo od tipa kon-

tejnera. Ove vrednosti se mogu izraqunati po formuli:

mt = min
{
Lmt,

LVt
V
·m
}
, t ∈ [nt]. (3.27)

Na taj naqin kao promenǉive odluqivaǌa ostaju samo binarne plt. Odgo-

varaju�a ograniqeǌa postaju:
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nt∑
t=1

mt

( nlt∑
l=1

plt

)
≥ m (3.28)

nt∑
t=1

mt

( nlt∑
l=1

plt − 1
)

+ ε ≤ m (3.29)

plt ∈ {0, 1}, t ∈ [nt], l ∈ [nlt] (3.30)

Ograniqeǌe (3.28) kazuje da ukoliko bi svi uzeti kontejneri bili

popuǌeni do maksimuma, ǌihova masa treba da bude ve�a ili jednaka

od mase predvi�enog paketa. Drugim reqima, to ograniqeǌe obezbe�uje

da izabrani kontejneri treba da imaju dovoǉnu nosivost. Poxto je

naqinom raqunaǌa mt obezbe�eno da sadr�aj svakog kontejnera zado-

voǉava limite u pogledu mase i zapremine, taj uslov se ne navodi u

ograniqeǌima. Ograniqeǌe (3.29) obezbe�uje da, ako bi se izbacio po

jedan pun kontejner svakog tipa, ne bi bila zadovoǉena nosivost. Poxto

se u modelima ne navode stroge nejednakosti, ovde je dodata konstanta ε

koja se mo�e fiksirati na neku vrlo malu pozitivnu vrednost, recimo

ε = 0, 0001. Ovim ograniqeǌima su�ava se mogu�i izbor kontejnera up-

ravo na skup korix�en u odeǉku 3.3. Funkcija ciǉa ostaje nepromeǌena,

za cenu i zaga�eǌe su to, redom, funkcije (3.25) i (3.26).

Razlog zaxto se u modelima ne koriste stroge nejednakosti je u tome

da kodomen treba da bude zatvoren skup, jer se time se garantuje da se

dosti�e najmaǌa ili najve�a vrednost.

Slede�a dorada ovog modela se odnosi na izbor ulaznih parametara

nlt koji predstavǉaju maksimalni broj kontejnera zadatog tipa. Od nlt

zavisi broj binarnih promenǉivih plt pa je potrebno izabrati da nlt

ima xto maǌu vrednost, a da to ne spreqava da se prona�e optimalno

rexeǌe. Kada se izraquna mt po formuli (3.27), onda se mogu na osnovu

toga dobiti granice za nlt po formuli:

nlt =
⌈m
mt

⌉
, t ∈ [nt]. (3.31)

Ovde dxe oznaqava gorǌi ceo deo broja x, tj. celi broj k takav da je

k − 1 < x ≤ k.

Ukoliko se uzima da sve vrednosti nlt u implementaciji modela imaju

istu vrednost, onda se za tu vrednost uzima ǌihov maksimum. U tom
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sluqaju je nl = max{nlt|t ∈ [nt]}.

Ovako dobijen model sa ograniqeǌima (3.28) i (3.29), kao i sa do-

radom vezanom za broj dostupnih kontejnera, varijanta je problema ranca

(engl. knapsack problem). O problemu ranca i raznim ǌegovim varijan-

tama mo�e se videti vixe u [32, 33, 34].

Ova verzija modela se mo�e dodatno uprostiti izbacivaǌem ograniqe-

ǌa (3.29) koje nije suxtinski znaqajno jer optimalno rexeǌe �e ionako

morati da ispuni taj uslov. U suprotnom, ako taj uslov ne bi va�io,

onda bi se neki kontejneri mogli iskǉuqiti i smaǌiti cena, pa rexe-

ǌe ne bi bilo optimalno. Ovako zadat model, sa ili bez ograniqeǌa

(3.29), Lingo je veoma brzo rexavao, u deli�u sekunde qak i za najve�i

razmatrani paket od V = 10000m3 i m = 5000t.

Primetimo da se na osnovu vrednosti skupa binarnih promenǉivih

plt, t ∈ [nt], l ∈ [nlt], dobijenog optimalnog rexeǌa, zna taqno koji su

kontejneri ukǉuqeni, a koji ne. Ukoliko nam to nije bitno, nego samo

�elimo da znamo koliko kontejnera kog tipa qini optimalno rexeǌe,

onda se to mo�e jednostavnije odrediti na slede�i naqin: ako su po-

znate sve maksimalne vrednosti nlt, t ∈ [nt], dobijene po formuli (3.31),

onda se u nt ugǌe�denih ciklusa ili pomou bektreking algoritma mogu

generisati sve nt−orke (n1, ..., nnt), za ni ∈ [nli], takve da zadovoǉavaju

”uslov dovoǉne nosivosti”:

nt∑
t=1

mt · nt ≥ m

analogan uslovu (3.28). Potom se za one nt−orke, koje zadovoǉavaju taj

uslov, odredi vrednost funkcije ciǉa i nalazi najmaǌa takva vrednost,

kao i odgovaraju�a nt−orka. Ukoliko je funkcija ciǉa cena, onda je

ukupna cena za razmatranu nt−orku jednaka n1C1 + ...+ nntCnt.

3.5 Analiza i modifikacija modela

O tematici koja je obra�ena u ovom poglavǉu bilo je donekle reqi u

radu [30]. Kao xto je pomenuto, tu su se generisale sve mogu�nosti

podele velikog paketa na kontejnere u skladu sa ograniqeǌima mase i

zapremine svakog tipa kontejnera. Ta ograniqeǌa mase i zapremine su

i ovde navedena u formulama (3.4) i (3.5).
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U radu [42] razmatrana je tematika vrlo bliska navedenim modelima

u prethodna tri potpoglavǉa. Tu su uzimane u obzir raspodele masa i

zapremina delova paketa na odabrane kontejnere koji mogu da budu ra-

zliqitih tipova. Potom su se raqunale optimalne vrednosti funkcija

ciǉa koje predstavǉaju cenu, odnosno zaga�eǌe. Ovde je, za razliku

od tog rada, razdvojena situacija na tri razliqita matematiqka mode-

la radi pojaxǌeǌa, kao i zbog ǌihovih specifiqnosti. Prvi model

iz potpoglavǉa 3.1 je opxtiji u smislu da dozvoǉava da se za isti

tip kontejnera pojavǉuje vixe optimalnih putaǌa. Potom se broji ko-

liko je kontejnera proxlo tom putaǌom i na osnovu toga raquna ukupna

cena, odnosno ukupno zaga�eǌe. Sa druge strane, postoji ograniqeǌe

u modelu uzrokovano naqinom raqunaǌa zaga�eǌa i spreqavaǌem da se

za svaki kontejner to zaga�eǌe raquna posebno u zavisnosti od ǌegove

mase. Zato se u modelu, opisanom u potpoglavǉu 3.1.1, razmatraju poje-

dinaqni kontejneri za raqunaǌe zaga�eǌa i ǌima odgovaraju�i koefi-

cijenti. Ali, u ovom modelu se samo jedna putaǌa po tipu kontejnera

uzima za optimalnu i ona se pronalazi. Ovo je blisko realnoj situaciji

– kada se prona�e optimalna putaǌa svakako da �e svi kontejneri istog

tipa i�i tom putaǌom. Mogao bi da se napravi model koji je opxtiji

od oba opisana modela, ali bi on samo dodatno zakomplikovao prikaz

ograniqeǌa i pove�ao broj promenǉivih, a ne bi se suxtinski dobila

kvalitetnija rexeǌa.

Zapa�amo da se pronala�eǌe minimalne vrednosti funkcija cene po

formulama (3.10) ili (3.16) mo�e na�i bilo pomo�u egzaktnih rexavaqa

bilo pomo�u implementacije u okviru nekih raqunarskih okru�eǌa.

Ovde su korix�ena oba naqina. Egzaktno rexavaǌe je ura�eno pomo�u

rexavaqa Lingo, a detaǉnija implementacija pomo�u MATLAB-a. Ovde

je tako�e omogu�eno da, kada se prona�u optimalne trase za svaku vrstu

kontejnera, onda se na osnovu svih mogu�ih generisanih rasporeda paketa

na kontejnere, raqunaju cene prevoza za te scenarije. Ovde je, tako�e,

mogu�e dobiti rang listu po ceni za svaki od ovih scenarija. Sliqna

stvar je i za zaga�eǌe. Potom je mogu�e, na osnovu ove dve rang liste,

izvrxiti skaliraǌe po najmaǌim vrednostima i sabiraǌe vrednosti.

Ovakav pristup je primeǌen i opisan u radu [42].
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4 Optimizacija u zbirnom kontejnerskom
transportu - problem pakovaǌa

Zbirni kontejnerski transport je vrsta transporta u kojoj se podrazu-

meva postojaǌe vixe paketa koje je potrebno odjednom prevesti sa jedne

na drugu lokaciju. Pretpostavimo da je svaki od ǌih zadat svojom masom

i zapreminom. Potrebno je da se napravi takav raspored paketa po

kontejnerima kojim �e se optimizovati zadate funkcije ciǉa.

Izbor mase i zapremine kao odluquju�ih faktora koji opisuju pakete

rukovo�en je sa jedne strane praksom koja postoji u kompanijama koje

se bave kontejnerskim transportom, a sa druge strane propisanim li-

mitima u pogledu nosivosti mase i zapremine svakog tipa kontejnera.

Ova ograniqeǌa mase i zapremine su definisana ISO standardom, a same

vrednosti ograniqeǌa navedene su u tabeli 1. U praksi je uobiqa-

jeno da se umesto maksimalnih dozvoǉenih masa i zapremina koriste

nexto maǌe vrednosti zbog toga xto se ne razmatraju taqni geometrij-

ski oblici paketa. Vrednosti ograniqeǌa mase i zapremine koje se u

praksi vixe koriste, kao i ovde u nastavku, date su u tabeli 2. Ge-

ometrijsko pakovaǌe paketa je problem koji se bavi dimenzijama samih

paketa, ali u praksi ni to ne mora da bude dovoǉno dobro zbog potrebe

da se uzme u obzir i masa paketa, kao i razni tehniqki problemi vezani

za te�ixte, lomǉivost i dozvoǉene rasporede paketa. Ovo bi sve zna-

qajno uslo�nilo razmatrani problem. Zato je uzeta u razmatraǌe ǌe-

gova verzija koja obuhvata masu, a umesto dimenzija samih paketa kao

parametar figurixe ǌihova zapremina, uz smaǌeǌe ukupnih limita

mase i zapremine. Ovde zato nema potpune garancije da �e paketi mo�i

uvek da se spakuju, jer uzimaǌe u obzir mase i zapremine jeste neopho-

dan, ali ne uvek i dovoǉan uslov. Uspexnost pakovaǌa mo�e da zavisi

i od drugih faktora. Zato je ovo vixe primenǉivo na pakete koji imaju

strukturu qiji oblik nije striktno fiksiran, kao kod materijala kao

xto su braxno, xe�er, so, pirinaq, pxenica i sliqni, qiji paketi mogu

da meǌaju oblik radi lakxeg pakovaǌa. U tom sluqaju se mo�e garan-

tovati da ako skup paketa zadovoǉava ograniqeǌa mase i zapremine, da

�e zaista mo�i i fiziqki da se spakuje u kontejner.

Da bi se razmatrani problem pakovaǌa u okviru zbirnog kontej-

nerskog transporta rexio, posebno za velike instance kada rexavaqi ne
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garantuju kvalitet dobijenog rexeǌa, prirodno je primeniti metaheuri-

stiqke metode. U nastavku �e biti primeǌene metode GRASP i VNS.

4.1 Matematiqki modeli i implementacija rexeǌa u
Lingu

U ovom potpoglavǉu razmatra se problem pakovaǌa paketa u kontejnere

u odre�enom mestu, pri qemu su unapred poznate cene transporta svakog

tipa kontejnera od tog mesta do ciǉa. Radi pojednostavǉeǌa prikaza,

pretpostavimo da je za skup zadatih podataka prethodno prona�ena op-

timalna trasa po ceni. U tom sluqaju je za svaki tip kontejnera poznata

minimalna cena ǌegovog transporta Ct, gde je t oznaka tipa kontejnera.

Pretpostavimo da je zadat skup paketa i da su paketi maǌih dimenzija

od kontejnera, tako da mo�e vixe paketa da se spakuje u jedan kontejner.

Zadatak je da se prona�e optimalan raspored paketa po kontejnerima u

skladu sa zadatom funkcijom ciǉa. Od posmatranih parametara i ovde

su uzimani u obzir cena i zaga�eǌe. Optimizacija po vremenu u ovako

postavǉenom problemu nije od znaqaja, jer ukoliko postoji dovoǉan broj

kontejnera da se paketi spakuju onda svi mogu da krenu u isto vreme.

Radi jednostavnijeg zapisa modela koristi�e se slede�e oznake u

indeksima:

t - redni broj tipa kontejnera,

i - redni broj paketa,

Ulazni podaci modela su:

nt - broj tipova kontejnera

np - broj paketa

Ct - cena prevoza kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

LVt - limit zapremine kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Lmt - limit mase kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Vi - zapremina paketa, gde je i ∈ [np]

mi - masa paketa, gde je i ∈ [np]

33



Lnt - limit broja kontejnera tipa t, gde je t ∈ [nt]

Promenǉive odluqivaǌa (engl. decision variables) ovde su:

pijt - binarna promenǉiva koja odre�uje da li se u kontejneru nalazi

paket, gde su i ∈ [np], t ∈ [nt], j ∈ [Lnt] redni broj kontejnera tipa t

kjt - binarna promenǉiva koja odre�uje da li je kontejner uzet u obzir,

gde su t ∈ [nt], j ∈ [Lnt] redni broj kontejnera tipa t

Prilikom implementacije testirane su dve varijante modela koje su

zatim prilago�ene rexavaqu Lingo. Na taj naqin se me�u ǌima izdvojio

model na osnovu kojeg ovaj rexavaq mo�e da efikasnije generixe re-

xeǌe. Svi modeli imaju iste prethodno opisane ulazne podatke, dok je

kod ograniqeǌa bilo izvesnih razlika.

Kod prve varijante modela ograniqeǌa su:

nt∑
t=1

Lnt∑
j=1

pijt = 1, i ∈ [np] (4.1)

np∑
i=1

pijt · Vi ≤ kjt · LVt, t ∈ [nt], j ∈ [Lnt] (4.2)

np∑
i=1

pijt ·mi ≤ kjt · Lmt, t ∈ [nt], j ∈ [Lnt] (4.3)

pijt ∈ {0, 1}, i ∈ [np], t ∈ [nt], j ∈ [Lnt] (4.4)

kjt ∈ {0, 1}, t ∈ [nt], j ∈ [Lnt] (4.5)

Funkcija ciǉa kojom se izra�ava ukupna cena transporta je:

C =
nt∑
t=1

Lnt∑
j=1

kjt · Ct (4.6)

Na potpuno sliqan naqin formulixe se model koji se odnosi na opti-

mizaciju po zaga�eǌu. Ovde je dovoǉno samo na nivou ulaznih podataka

Ct zameniti sa Zt, optimalnim zaga�eǌima po svakom tipu kontejnera.

Tada je funkcija ciǉa, koja opisuje zaga�eǌe:

Z =
nt∑
t=1

Lnt∑
j=1

kjt · Zt (4.7)
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U oba sluqaja zadatak je da se odredi minimum ovih funkcija i time

se dobijaju optimalna rexeǌa kako rasporediti pakete po kontejnerima.

Znaqeǌe ovih ograniqeǌa je slede�e: formula (4.1) odre�uje da se

dati paket mo�e na�i u samo jednom kontejneru. To je znaqajno drugaqiji

pristup od onog u glavi 3 gde je podela paketa bila mogu�a. Ovde se

vixe paketa mo�e smestiti u jedan kontejner, a pomo�u ograniqeǌa (4.2)

i (4.3) vodi se raquna o tome da ukupna zapremina i masa paketa u kon-

tejneru bude u granicima dozvoǉenih limita zapremine i mase. Faktor

kjt na ǌihovoj desnoj strani kazuje, ako u kontejneru ima paketa, onda i

taj kontejner mora biti uzet u razmatraǌe. Zatim, ukoliko je kjt = 0,

onda �e i
∑np

i=1 pijt biti 0. Sluqaj kada u kontejneru nema paketa, nije

posebno naveden u ograniqeǌima, ali �e se to dobiti izraqunavaǌem

funkcije ciǉa kada se tra�i minimum. Pomo�u (4.4) i (4.5) odre�uje

se da su razmatrane promenǉive pijt i kjt binarne.

Kada je opisani model iskodiran u sistemu Lingo, on ga je klasifiko-

vao kao model klase PILP (Pure Integer Linear Program). Kod testiraǌa

uzeto je np = 15 paketa, sluqajno su generisane ǌihove mase i zapre-

mine. Broj tipova kontejnera je nt = 3, a broj kontejnera po svakom tipu

postavǉen je tako�e na 15, koliki je i broj paketa. Sistem je prikazao

da ima 720 promenǉivih i 106 ograniqeǌa od kojih su sva bila linearna.

Za postavǉeni limit od 5 sati rada Lingo je pronaxao kao garantovano

najboǉe rexeǌe vrednost 12047 (Objective value) za 2218 sekundi (oko 37

minuta). Vrednost funkcije ciǉa predstavǉa cenu transporta u evrima

i to �e se podrazumevati u nastavku. Za to vreme Lingo je izvrxio skoro

27 miliona iteracija.

Analizom ove varijante modela, uoqeno je da nije u ograniqeǌima

naveden uslov: ako u kontejneru nema paketa, onda se ni kontejner ne

raquna u cenu. Dakle, kod ǌega je teorijski mogu�e da su sve promenǉive

pijt, za neki fiksni par j i t, jednake 0, a da promenǉiva kjt bude jednaka

1. Me�utim, ovakve vrednosti promenǉivih ne mogu da budu optimalne,

jer ako se u cenu raqunaju i kontejneri bez paketa, onda ona ne mo�e da

bude minimalna. Za neki par (j, t) ako je
∑np

i=1 pijt = 0, tada mora biti

kjt = 0. Ovo se mo�e regulisati ograniqeǌem:

np∑
i=1

pijt ≥ kjt, t ∈ [nt], j ∈ [Lnt]. (4.8)
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Dodavaǌem tog ograniqeǌa na postoje�a dobija se varijanta 2 ovog mo-

dela.

Lingo je i ovde odredio istu klasu problema PILP. Na istom uzorku

ulaznih podataka od 15 paketa pronaxao je da ima 720 promenǉivih i

151 ograniqeǌe od kojih su sva linearna. Za ograniqeno vreme rada od

5 sati pronaxao je isto najboǉe rexeǌe 12047, kao i varijanta 1. Za to

mu je bilo potrebno vreme od 2664 sekunde (oko 44 minuta), garantovao

je da je to najboǉe rexeǌe i proxao je kroz skoro 30 miliona iteracija.

varijanta 1 varijanta 2
br. promen. 720 720
uk. ogran. 106 151

nelin. ogr. 0 0
najboǉe rexeǌe 12047 12047

vreme (u s) 2218 2664
iter. (u 106) 27 30

Tabela 9: Uporedna analiza varijanti rexeǌa, za 15 paketa, u Lingu

Performanse analiziranih varijanti modela prikazane su u tabeli

9. Na osnovu ove uporedne analize, izabrano je da se prva varijanta

modela nadaǉe koristi za rad rexavaqa sa ostalim instancama.

4.2 Pakovaǌe kontejnera - kategorije i pregled litera-
ture

Problem pakovaǌa paketa u kontejnere, opisan u prethodnoj taqki, u

kategorizaciji problema pripada pakovaǌu binova (engl. bin packing).

U svom osnovnom obliku problem pakovaǌa binova se mo�e opisati

na slede�i naqin:

Definicija 4.1. Dato je M binova kapaciteta 1 i N stavki qije su

te�ine iz intervala (0, 1]. Potrebno je sve stavke spakovati u binove,

tako da se svaka stavka nalazi u taqno jednom binu i da ukupna te�ina

stavki u svakom binu bude u granicama ǌegovog kapaciteta. Potrebno je

odrediti najmaǌi broj binova u koje se na ovaj naqin mogu spakovati sve

zadate stavke.

U literaturi se problem pakovaǌa binova qesto skra�eno navodi kao

BPP, od engleskog naziva bin packing problem. Iz prethodne definicije
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se mo�e videti da su svi binovi iste veliqine i da se razmatraju samo

ograniqeǌa vezana za jednu dimenziju - du�inu ili te�inu bina.

Postoji vixe vrsta uopxteǌa ovog problema prilikom prelaska na

dve i vixe dimenzija. Jedan od naqina je da se zadaju veliqine stavki

pakovaǌa i binova i da se zahteva da zbir veliqina stavki po svakoj di-

menziji bude u okvirima veliqine bina po toj dimenziji. Ovakav naqin

pakovaǌa se u literaturi naziva vektorsko pakovaǌe (engl. vector pack-

ing). Ovo je uopxteǌe definicije 4.1 i ovde �emo ga iskazati u obliku

matematiqkog modela za sluqaj dve dimenzije.

Sliqno prethodnom, neka je dato N stavki koje su odre�ene svojim

te�inama wj i vj kao vrednostima iz (0, 1], i neka je dato M binova qiji

su kapaciteti 1 po svakoj od ovih dimenzija. Promenǉive odluqivaǌa

xij se odnose na to da li je j-ta stavka spakovana u i-ti bin ili ne.

Promenǉive odluqivaǌa yi se odnose na to da li je i-ti bin korix�en

za pakovaǌe ili ne. Funkcija ciǉa je min
∑M

i=1 yi, gde su ograniqeǌa:

M∑
i=1

xij = 1, j ∈ [N ] (4.9)

N∑
j=1

wjxij ≤ yi, i ∈ [M ] (4.10)

N∑
j=1

vjxij ≤ yi, i ∈ [M ] (4.11)

xij ∈ {0, 1}, i ∈ [M ], j ∈ [N ] (4.12)

yi ∈ {0, 1}, i ∈ [M ] (4.13)

Znaqeǌe ovih ograniqeǌa je takvo da se svaka stavka pakuje u taqno

jedan bin i da po svakoj dimenziji zbir te�ina binova ne prelazi ka-

pacitet bina po toj dimenziji.

Drugi naqin pakovaǌa binova u vixe dimenzija ima iste ulazne po-

datke kao i prvi, ali se zahteva da se stavke geometrijski pakuju tako

da se odredi prostorno rexeǌe za ǌihovo pakovaǌe u dve ili tri di-

37



menzije. Daǉe podvarijante ovog problema se razlikuju po tome da li

je dozvoǉena rotacija stavki prilikom pakovaǌa ili nije. Ovakav vid

pakovaǌa se u literaturi naziva pakovaǌe kutija (engl. box packing).

Jedna podela u problemu pakovaǌa binova odnosi se na to da li su svi

binovi jednaki (homogeni problem) ili me�u binovima postoje razlike

u veliqini (heterogeni problem). Homogeni problem pakovaǌa binova

je u literaturi znaqajno vixe razmatran i on je podrazumevan, kao i

u prethodnim definicijama. Prikazani model sa ograniqeǌima (4.9)-

(4.13) odgovara homogenom vektorskom pakovaǌu, dok ranije prikazani

model sa ograniqeǌima (4.1)-(4.5) odgovara heterogenom vektorskom pako-

vaǌu koji �e biti u fokusu ovog poglavǉa.

Kod problema pakovaǌa postoji i podela po tome da li se pakovaǌe

vrxi onlajn ili oflajn. Prilikom onlajn pakovaǌa smatra se da se

pristi�e jedan po jedan ajtem (stavka pakovaǌa) i da se odmah pakuje,

a potom prelazi na slede�i, analogno igrici Tetris. Oflajn pakovaǌe

podrazumeva da su sve stavke pakovaǌa poznate na poqetku, i u litera-

turi je ovakav problem vixe razmatran.

Problem pakovaǌa binova mo�e se videti i kao specijalan sluqaj

problema rezaǌa ploqa (engl. Cutting Stock Problem - CSP). Kod ove vrste

problema pretpostavǉa se da je za svaki tip paketa zadat broj primera-

ka. Ukoliko je broj primeraka uvek jedan, onda je to specijalan sluqaj -

BPP. Detaǉnija klasifikacija problema rezaǌa i pakovaǌa, uz prikaz

znaqajnije literature, data je u radu [43].

Biblioteka koja na jednom mestu prikupǉa mnoge instance problema

pakovaǌa i rezaǌa, kao i ǌihova rexeǌa i programske kodove, nalazi se

na internet adresi http://or.dei.unibo.it/library/bpplib. Opisana je

detaǉnije u radu [44]. Kod problema pakovaǌa tu su najvixe zastupǉeni

jednodimenzioni homogeni primeri.

Prilikom rexavaǌa problema pakovaǌa mogu se koristiti egzaktne

metode ili aproksimativni algoritmi. U preglednom radu [45] dat je

skoriji pregled egzaktnih metoda i znaqajnih radova za problem pako-

vaǌa binova. Sliqno tome u [46] dat je detaǉniji pregled aproksima-

tivnih algoritama sa bogatim pregledom literature. Oba rada odnose

se na jednodimenzioni problem pakovaǌa binova.

Ovaj pregled mogu�ih problema pakovaǌa naveden je iz informa-
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tivnih razloga i radi boǉeg pregleda pozicioniraǌa problema pako-

vaǌa koji se ovde rexava, a to je vektorsko heterogeno i homogeno pako-

vaǌe.

4.2.1 Problem pakovaǌa paketa u kontejnere kao pakovaǌe binova

Problem pakovaǌa kontejnera razmatran u taqki 4.1, sa ograniqeǌima

(4.1)-(4.5) i funkcijom ciǉa oblika (4.6), zapravo je varijanta prob-

lema pakovaǌa binova. U pitaǌu je dvodimenzioni problem vektorskog

pakovaǌa binova, heterogeni, gde se pakovaǌe vrxi oflajn.

Ovakav tip problema pakovaǌa prvi put je uveden i razmatran u

radu [1] iz 1994. godine. Kao mogu�e primene problema autori navode

pridru�ivaǌe raqunarskih procesa procesorima gde se procesorsko vre-

me i memorija uzimaju kao mere, zatim pridru�ivaǌe robota radnim

stanicama gde su mere vreme rada i radni prostor i, kao tre�i, skladi-

xteǌe datoteka na diskove gde su mere vezane za vreme pristupa i ka-

pacitet skladixteǌa. U tom radu su implementirana tri naqina rexa-

vaǌa problema, jednostavna gramziva heuristika nazvana FFOD (engl.

First Fit by Ordered Deviation), simulirano kaǉeǌe (engl. Simulated anneal-

ing - SA) i generisaǌe kolona (engl. Column generation - CG). Generisaǌe

kolona je egzaktna metoda kojom se u tom radu dobija rexeǌe na os-

novu rexavaǌa problema formulisanog kao pokrivaǌe skupova, potom

se za svaki tip binova pokuxava generisaǌe jedne kolone nenegativnih

brojeva i u sluqaju neuspeha postupak se nastavǉa metodom granaǌa i

ograniqavaǌa (engl. Branch and bound). Rexeǌa su testirana na in-

stancama problema skladixteǌa datoteka na qetiri tipa (binova), a

broj datoteka je bio 30, 40, 50, 75 i 100. Posebno se razmatra proseqan

odnos kapaciteta diska i datoteka po obe veliqine, po kapacitetu memo-

rije i po ulazno-izlaznom optere�eǌu, gde su uzimane u razmatraǌe tri

mogu�nosti: 5, 10 i 20. Razmatran je i stepen a�uriraǌa datoteka, da

mo�e da im se pove�a veliqina redom od 1 do 5 procenata. Od tih

75 mogu�nosti karakteristika instance odabrano je 55 i za svaku na

sluqajan naqin generisano po 10 instanci, ukupno 550. Metoda FFOD je

imala najkra�e vreme rada ali i veliko odstupaǌe rexeǌa od najboǉeg.

Metoda SA je bila sporija sa maǌim odstupaǌem rexeǌa od optimalnog.

Egzaktna rexeǌa metodom generisaǌa kolona nisu raqunata za ulaze sa

vixe od 50 datoteka, a za vrednosti do 50 ona se pokazala kao najsporija.
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Slede�i rad koji se bavi nehomogenom problemom vektorskog pako-

vaǌa binova je [47] iz 2013. godine, objavǉen 2016. u dora�enoj verziji

[2]. Ovde je razmatrana varijanta u kojoj svaki bin ima svoje zadate

dimenzije. Razmatrano je vixe gramzivih metoda zasnovanih na BFD

(engl. Best Fit Decreasing) i Bin balancing heuristikama, ukǉuquju�i razne

ǌihove varijante, statiqke i dinamiqke po raznim stavkama, ajtem-

centriqne i bin-centriqne, tri vrste skalarnih proizvoda, tako da je

ukupno razmatrano 34 varijante heuristika. Za testiraǌe je generisano

4500 instanci: bilo je pet klasa ulaznih podataka prema naqinu generi-

saǌa (sluqajna ravnomerna raspodela, sluqajna ravnomerna raspodela

sa retkim resursima, korelisani kapaciteti, korelisani kapaciteti i

zahtevi, sliqni ajtemi i binovi), za svaku od ǌih je birana konfigu-

racija od 10, 30 ili 100 binova, sa 2, 5 ili 10 dimenzija i generisano

je po 100 takvih instanci. Zbog jednostavnosti algoritama rexeǌa se

dobijaju brzo, ali ǌihov relativni kvalitet znaqajno varira u zavis-

nosti od izabrane varijante algoritma i dimenzije problema. Ovakvo

pakovaǌe je naxlo primenu kod problema preraspore�ivaǌa maxina. U

drugom delu rada je takav pristup primeǌen na slo�eniji problem sa

dodatnim ograniqeǌima i sa realnim ulaznim podacima zasnovanim na

Guglovim statistikama (do 5000 maxina, 50000 procesa, 12 resursa).

Razmatrani heterogeni problem vektorskog pakovaǌa paketa u kon-

tejnere predstavǉa uopxteǌe dvodimenzionog problema homogenog pako-

vaǌa binova i kao takav je NP-te�ak. Dokaz da je problem pakovaǌa bi-

nova NP-te�ak poznat je od 1979. godine kada je u kǌizi [48] to dokazano

za homogeni jednodimenzioni sluqaj.

Metode kojima se mo�e egzaktno rexiti vektorski problem pakovaǌa

mogu biti zasnovane na granaǌu i ograniqavaǌu (engl. branch and bound),

granaǌu i odsecaǌu (engl. branch and cut), generisaǌu kolona. Me�utim

poznate egzaktne metode za rexavaǌe ovakvih problema nisu dovoǉno

dobre za instance ve�e od nekoliko stotina objekata. Ovo opravdava

korix�eǌe metaheuristiqkih metoda za ǌegovo rexavaǌe.

4.3 Generisaǌe instanci

Za potrebe testiraǌa realizovanih algoritama za optimizaciju u zbir-

nom kontejnerskom transportu napravǉen je generator sluqajnih veliqina
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paketa. Ulazni parametri generatora su broj paketa i granice inter-

vala iz kojih se u skladu sa uniformnom raspodelom verovatno�e biraju

mase, odnosno zapremine paketa.

Primer 4.1. U tabeli 10 prikazane su karakteristike 10 paketa, pri

qemu su mase, odnosno zapremine paketa realizacije uniformno raspode-

ǉenih nezavisnih sluqajnih veliqina iz celobrojnih intervala od 1 do 15

tona, odnosno od 1 do 25 kubnih metara.

redni broj masa (t) zapremina (m3)
1 13 1
2 5 8
3 6 23
4 9 9
5 9 3
6 4 21
7 4 24
8 10 24
9 7 17

10 4 1

Tabela 10: Primer generisanih paketa za zbirni kontejnerski trans-
port

Za testiraǌe u sistemu Lingo ostali ulazni podaci su nt = 3, zatim

promenǉive Ct za t ∈ {1, 2, 3} imaju vrednosti redom 1594EUR, 2470EUR,

2483EUR, kao u radu [30]. Za limite mase i zapremine uzete su stan-

dardne vrednosti intermodalnog transporta kao i u ranijim primerima,

navedene su u tabeli 2. Limit broja kontejnera je postavǉen na 10 za

svaki tip kontejnera da ne bi broj kontejnera predstavǉao ograniqeǌe,

nego da se simulira sluqaj kada kontejnera ima dovoǉno za optimalni

scenario. Svaki paket je po dimenzijama maǌi od najmaǌeg kontejnera.

kontejner tip redni broj paketi
1 1 1 1, 9, 10
2 2 1 2, 3, 5, 6
3 2 2 4, 7, 8

Tabela 11: Optimalan raspored paketa po kontejnerima

Sa ovim ulaznim podacima i navedenom prvom varijantom modela,

Lingo je za 41 sekundu pronaxao minimalnu cenu 6534EUR za prevoz skupa

paketa. Rexeǌe je prikazano u tabeli 11 i zahteva ukupno tri kontej-

nera: jedan prvog tipa (20DV ) i dva drugog tipa (40DV ). �
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Radi boǉeg pore�eǌa rezultata metaheuristiqkih metoda i rexavaqa

sliqno prethodnoj instanci na sluqajan naqin je generisano vixe in-

stanci paketa. ǋihove mase i zapremine su sluqajno izabrane iz istih

intervala kao u prethodnom primeru 4.1. Ukǉuquju�i i instancu iz

tog primera, generisane su maǌe instance sa redom: 10, 11, 12, 13, 15, 20

paketa, i ve�e instance sa 50, 70, 100, 120, 150, 200, 350, 500, 750 i 1000 paketa.

Za svaku od ve�ih veliqina je na sluqajan naqin generisano po 5 in-

stanci. Radi preciznosti, ve�im instancama dodat je indeks, pa �e se

instance od 50 navoditi redom kao 50 1, 50 2, 50 3, 50 4 i 50 5. Analogno

su oznaqene i ostale velike instance drugih veliqina. Biblioteka svih

50 velikih i 6 malih instanci dostupna je na adresi https://doi.org/

10.5281/zenodo.5319708, videti referencu [49].

4.4 Rexavaǌe pomo�u CPLEX

U nastavku je korix�en globalni rexavaq CPLEX, verzija 12.6.2. i

prva varijanta posmatranog modela. Broj kontejnera po svakom tipu

jednak je broju paketa. Vrednosti ostalih parametara: broj tipova

kontejnera, limiti mase i zapremine, kao i optimalne cene prevoza po

tipu kontejnera, iste su kao u primeru 4.1. Vremensko ograniqeǌe je

postavǉeno na 1 sat i potom na 5 sati, odnosno, 3600 i 18000 sekundi.

Za to vreme je jedino za maǌe instance, veliqine 10, 11, 12, 13, 15 i 20

na�eno garantovano optimalno rexeǌe. Ovi podaci su predstavǉeni u

tabeli 12. Za sve ostale instance kao odgovor generisana su dva broja,

jedan koji predstavǉa na�eno minimalno rexeǌe za to vreme, i drugi

broj koji predstavǉa granicu za koju rexavaq garantuje da globalni

minimum nije maǌi od toga (Objective bound). Rezultati dobijeni za 10

velikih instanci, gde je uzimana prva od svake veliqine, prikazani su

u tabeli 13.

br. paketa br. prom. uk. ogran. opt. rex. vreme (u s)
10 330 70 6534 0,10
11 396 77 7252 0,06
12 468 84 8846 0,06
13 546 91 9722 0,15
15 720 105 12047 0,35
20 1260 140 13786 6,15

Tabela 12: Optimalna rexeǌa dobijena pomo�u CPLEX
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br. pak. br. pr. uk. ogr. rex. 1h gr. 1h rex. 5h gr. 5h
50 7650 350 31530 30399,0 31530 30399,0
70 14910 490 48688 45349,2 47970 45349,2
100 30300 700 65898 62834,2 65872 62834,2
120 43560 840 68376 65301,8 68363 65301,8
150 67950 1050 88056 84667,9 88056 84667,9
200 120600 1400 124394 118014,0 121885 118014,0
350 368550 2450 219321 206110,5 218445 206110,5
500 751500 3500 310801 291891,1 308318 291891,1
750 1689750 5250 4910250 439092,3 538794 439092,3

1000 3003000 7000 6547000 591583,6 6547000 591583,6

Tabela 13: Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX za 1h i 5h

Za svih 10 velikih instanci za sat vremena rada CPLEX nije mogao

da garantuje da je dobijeno optimalno rexeǌe. Ovde se mo�e zapaziti

da su kod najve�ih instanci, od 750 i 1000 paketa dobijena veoma loxa

rexeǌa, bar deset puta ve�a od generisane doǌe granice. Pove�aǌem

vremena rada sa 1 na 5 sati kod 7 instanci doxlo je do popravke dobi-

jenog rexeǌa, dok je kod tri instance, od 50, 150 i 1000 paketa, rexeǌe

ostalo nepromeǌeno. Granice ispod kojih se ne nalazi optimalno rex-

eǌe ostale su iste za 5 sati kao i za 1 sat rada, kod svih 10 velikih

instanci kod kojih su rexeǌa generisana.

Zakǉuquje se da za ve�e ulazne podatke, ni za dovoǉno veliko vreme,

na primer 5 sati u tabeli 13, nije mogu�e garantovati kvalitet rexeǌa

u CPLEX. Zato postoji potreba za primenom metaheuristiqkih metoda

za rexavaǌe ovog problema.

4.5 Rexavaǌe metodom GRASP

Metoda GRASP (engl. Greedy randomized adaptive search procedures) je prvi

put opisana u radu [50] iz 1989. i potom opxirnije u radu [51] iz 1995.

godine. Princip rada ove metode je detaǉno prikazan u kǌizi [52], kao

i u radovima [53, 54]. O brojnim primenama ove metode mo�e se videti

u radovima [55, 56]. Metoda GRASP je aktuelna i pogodna za rexavaǌe

brojnih problema optimizacije.

Pseudokod primeǌene metaheuristiqke metode GRASP prikazan je kao

Algoritam 3.

ProblemData se odnosi na sve ulazne podatke: na spisak paketa za-
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Algoritam 3 Predlo�eni GRASP za zbirni kontejnerski transport
procedure GRASP(ProblemData, α, tmax)

niter ← 0;
Kreiraj Sorted list of packages by mass;
Kreiraj Sorted list of packages by volume;
repeat

S ← GRC(Sorted lists of packages, α); //Polazno sluq. izabrano rexeǌe
S′ ← LocalSearch(S): //Korak lokalne pretrage
if f(S′) < f(S) then //A�uriraǌe rexeǌa

S ← S′;

niter ← niter + 1;
until SessionT ime ≥ tmax

datih svojim masama i zapreminama, kao i na limite kontejnera po masi

i zapremini. Vrednosti α �e u nastavku biti detaǉnije opisane.

Implementacija, za potrebe ovog rada, ura�ena je u programskom

jeziku C. Suxtinski se ceo postupak izraqunavaǌa odvija kroz dve ve-

like funkcije i glavnu (main) funkciju koja rukovodi celim procesom

raqunaǌa. Tu je i nekoliko maǌih pomo�nih funkcija vezanih za kopi-

raǌa podataka, sortiraǌa i sliqno.

Rexeǌa se predstavǉaju jednom matricom qije vrste odgovaraju kon-

tejnerima. U okviru svake vrste nalaze se redni brojevi paketa koji se

smexatju u taj kontejner. Za svaki kontejner se u jednom nizu pamti kog

je tipa i svaki kontejner uzima u obzir granice dozvoǉenih masa i za-

premina svog tipa. Tako�e, i ovde se svaki paket mo�e smestiti u taqno

jedan kontejner. Ciǉ je da se odredi izbor kontejnera i raspored paketa

u ǌima, takav da ukupna cena bude minimalna. Dakle, zahtevi su isti

kao u prethodno opisanim taqkama, samo je naqin rexavaǌa problema

drugaqiji.

4.5.1 Generisaǌe polaznog rexeǌa

GRC (skra�eno od engleskog naziva Greedy Randomized Construction) je

procedura koja slu�i da generixe jedno dopustivo rexeǌe problema. U

obliku pseudokoda predstavǉena je kao Algoritam 4. Rexeǌe se generi-

xe tako xto se prvo matrica rexeǌa inicijalizuje i popuni nulama. U

okviru jedne repeat petǉe odre�uje se kako se paketi smextaju u kontej-

nere, dok se svi ne smeste. Ovde je korix�en pristup kojim se kod novog

kontejnera sluqajnim izborom prvo bira ǌegov tip. Potom se taj kontej-
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Algoritam 4 Greedy randomized construction
procedure GRC(Sorted lists of packages, α)

clm← Sorted list of packages by mass;
clv ← Sorted list of packages by volume;
i← 0; //redni broj kontejnera
j ← 0; //redni broj paketa u kontejneru
S ← 0;
bp ← 0; //broj trenutno raspore�enih paketa
repeat

if j == 0 then
Sluqajno se bira tk(i) tip kontejnera i;

if tk(i) == 1 then
cl← clm;

else
cl← clv;

raquna cmin na osnovu cl(1);
raquna cmax na osnovu cl(length(cl)));
rcl← ∅;
for each k ∈ cl do

if (c(k) ≥ cmin) and (c(k) ≤ cmin + α(cmax − cmin)) then
rcl← rcl ∪ {k};

Sluqajno se bira k ∈ rcl;
if paket k mo�e da stane u kontejner i then

S(i, j)← k;
j ← j + 1;
bp ← bp + 1;
Brixe se paket k iz obe liste clm i clv;

else
if j > 0 then //Slede�i kontejner

i← i+ 1;
j ← 0;

until (bp ≥ np)
return S;

ner popuǌava jednim po jednim paketom dokle god izabrani paket mo�e

da stane u ǌega. Kada to vixe nije sluqaj, prelazi se na slede�i kontej-

ner i ponavǉa se postupak. Prilikom biraǌa paketa, koristi se lista

kandidata. Ovde je, imaju�i u vidu specifiqnosti samog problema,

odstupǉeno od standardne verzije procedure GRC i umesto jedne uvedene

su dve liste kandidata. U svakoj od ǌih se nalaze svi neraspore�eni

paketi, ali u jednoj listi su sortirani u opadaju�em poretku po masi, a

u drugoj po zapremini. Imaju�i u vidu limite mase i zapremine tipova

kontejnera, prikazanih u tabeli 2, ako je kontejner prvog tipa, korix-

�ena je lista kandidata rangiranih po masi, a za kontejnere drugog i
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tre�eg tipa, lista kandidata rangiranih po zapremini. Kada se neki

paket smesti u kontejner, on se brixe iz obe liste kandidata.

Paket se sluqajno bira, ali ne iz cele liste, nego iz ǌeng podskupa,

restriktivne liste. Prethodno se svim qlanovima liste kandidata do-

deli odgovaraju�a vrednost funkcije c, pa se onda odredi cmin i cmax.

Potom se u restriktivnu listu kandidata uzimaju samo oni paketi qija

je vrednost funkcije c u intervalu [cmin, cmin +α(cmax− cmin)]. Parametar

α je realan broj iz [0, 1] i on je jedan od ulaznih argumenata funkcije

GRC. Izbor funkcije c je potrebno da bude takav da maǌu vrednost

imaju boǉi kandidati, tj. oni kojima se �eli dati prioritet. Kako se

kod kontejnera prvog tipa favorizuju paketi ve�e mase, onda je u toj

listi kandidata po masi za funkciju c korix�ena reciproqna vrednost

mase paketa. Sliqno, kod kontejnera drugog i tre�eg tipa favorizuju

se paketi velikih zapremina pa se zato u ǌihovoj listi kandidata za

fuknciju c uzima reciproqna vrednost zapremine paketa. Na taj naqin

maǌa vrednost funkcije c upravo favorizuje �eǉene kandidate.

Ukoliko neki izabrani paket ne mo�e da stane u teku�i kontejner,

onda se ǌegov izbor zanemaruje i prelazi se na slede�i, novi, kontej-

ner. Izborom novog kontejnera i ǌegovog tipa, ponovo se ide na izbor

paketa iz restriktivne liste kandidata. Ovde se vodi raquna da se

liste kandidata a�uriraju izborom svakog novog paketa. Osim toga,

a�urirane su i vrednosti cmin i cmax tako da one uvek odgovaraju mini-

malnoj i maksimalnoj vrednosti funkcije c na trenutnoj restriktivnoj

listi kandidata.

Kada se raspore�ivaǌe svih paketa zavrxi, procedura GRC generixe

polazno rexeǌe koje se vra�a algoritmu GRASP. Nakon toga se poziva

funkcija za lokalnu pretragu, qiji je zadatak da u okolini ovog rexeǌa

potra�i lokalno optimalno rexeǌe, odnosno, takav raspored paketa i

kontejnera koji �e imati minimalnu cenu.

4.5.2 Lokalna pretraga

U literaturi postoji veliki broj razliqitih funkcija lokalne pre-

trage koje podrazumevaju razliqite pristupe. Od samog problema koji

se rexava i naqina ǌegovog predstavǉaǌa, zavisi koji pristup i funkciju

�emo izabrati.
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Za problem pakovaǌa koji se ovde rexava karakteristiqno je da za-

mena mesta paketima u okviru kontejnera, kao i zamena mesta paketima u

razliqitim kontejnerima, ne bi dale nikakvu popravku rexeǌa. Naime,

i u tom sluqaju ukupan broj kontejnera ostaje nepromeǌen. Jedino na

osnovu broja kontejnera se odre�uje ukupna cena transporta, a to je

funkcija qiji se minimum tra�i. Jedino potpuno pra�ǌeǌe nekog kon-

tejnera, prebacivaǌem svih ǌegovih paketa u druge kontejnere, moglo

bi da popravi teku�e rexeǌe. I taj pristup je bio okosnica lokalne

pretrage. Sve dok je mogu�e isprazniti neki kontejner, u funkciji se

pokuxava to uraditi, i staje se kada ovakva popravka provereno nije

mogu�a.

Kod lokalne pretrage se prvo u svakom kontejneru paketi sortiraju

u rastu�em poretku po masi. Potom je skup kontejnera, u matrici koja

predstavǉa rexeǌe, sortiran u rastu�em poretku prema ukupnoj masi

paketa u ǌima. Algoritam polazi od najmaǌe optere�enog kontejnera i

kre�e od ǌegovog kraja, tj. ǌegovog najve�eg paketa, a zatim pokuxava

da ga prebaci u posledǌi kontejner, pa ako ne uspe u pretposledǌi

i tako redom. Ako uspe da ga prebaci, onda prelazi na ostale svoje

pakete od kraja, na isti naqin dok ga ne isprazni. Ako neki od paketa

ne uspe da prebaci ni u jedan kontejner, onda se konstatuje da taj kon-

tejner ne mo�e da se isprazni, pa se ponixtavaju prethodna prebaci-

vaǌa ǌegovih paketa i postupak se nastavǉa sa narednim kontejnerom.

U sluqaju uspexnog pra�ǌeǌa nekog kontejnera, dobija se rexeǌe boǉe

od prethodnog. Tada se skup kontejnera ponovo presortira i postupak

kre�e iznova. Prilikom uspexnog prebacivaǌa pojedinaqnog paketa iz

jednog u drugi kontejner, presortira se drugi kontejner, tj. paketi

unutar ǌega. Algoritam staje nakon xto pokuxa da isprazni svaki kon-

tejner.

Detaǉniji xematski prikaz opisanog algoritma dat je kao Algori-

tam 5. Osim matrice rexeǌa S ǌoj se prosle�uje i vektor a gde se za

svaki kontejner quva ǌegov tip. Oznake koje su korix�ene imaju slede�e

znaqeǌe:

• random(a, b) - sluqajno generisani ceo broj iz intervala [a, b]

• nBin(S) - broj kontejnera (binova) u matrici rexeǌa S

• nItem(S, j) - broj paketa u kontejneru j u matrici rexeǌa S
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• Empty(S, j) - proverava da li se ispraznio kontejner j u matrici

rexeǌa S i ako jeste vra�a True; u suprotnom vra�a False.

• sorted(S, a) - sortiraǌe paketa u svakom kontejneru rastu�e po masi,

kao i sortiraǌe skupa kontejnera rastu�e prema ukupnoj zapremini

koju nose

• Transfer(S, j, i, k) se odnosi na proceduru koja ako paket i iz kon-

tejnera j mo�e da stane u kontejner k, onda se u ǌega prebacuje i

vra�a True; u suprotnom vra�a False.

Algoritam 5 Predlo�ena lokalna pretraga za GRASP
procedure LocalSearch(S, a)

if (random(0, 1) = 0) then
(S, a)← ImproveByType(S, a);

(S′, a′)← sorted(S, a);
for (j ← 1; j ≤ nBin(S′); j + +) do

for (i← nItem(S′, j); i ≥ 1; i−−) do
for (k ← nBin(S′); k ≥ 1; k −−) do

if (Transfer(S′, j, i, k)) then
break;

if (EmptyBin(S′, j)) then
(S′, a′)← sorted(S′, a′);
(S, a)← (S′, a′);

else
(S′, a′)← (S, a);

(S′, a′)← ImproveByType(S′, a′);

Ovde je kod sortiraǌa vo�eno raquna da to bude po masi jer su ka-

paciteti masa svih tipova kontejnera pribli�no isti. Prilikom pre-

bacivaǌa pojedinaqnih paketa vodi se raquna o ograniqeǌima mase i

zapremine, tj. uziman je u obzir i tip kontejnera. Na kraju lokalne

pretrage dodata je provera da li se u postoje�oj raspodeli paketa po

kontejnerima svakom pojedinaqnom kontejneru mo�e promeniti tip tako

da zadr�i postoje�e pakete, poxtuju�i ograniqeǌa mase i zapremine, a

da mu se promenom tipa smaǌi vrednost funkcije ciǉa. Ovo se pokazalo

kao delotvorno pa je i posle faze razmrdavaǌa, na poqetku lokalne pre-

trage, uvedena ista provera kojom se pokuxava smaǌiti tip kontejnera

ali koja se ne izvrxava na poqetku svake lokalne pretrage nego se o

tome odluquje sa verovatno�om od 50%.

Ukoliko lokalnom pretragom nije prona�eno boǉe rexeǌe, zadr�ava

se ono rexeǌe koje je dobijeno procedurom GRC. Time je zavrxena jedna
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iteracija. Potom se prelazi na novu iteraciju i tako dok se ne ispuni

kriterijum zaustavǉaǌa. Rexeǌe posle svake iteracije se upore�uje sa

do tada najboǉim, i ako je boǉe, zadr�ava se.

4.5.3 Implementirane varijante i testiraǌe ǌihovih parametara

Izbor parametra α je kriterijum na osnovu kojeg se razlikuju razne

varijante metode GRASP. Ovde su implementirane tri varijante metode

GRASP, nazovimo ih redom B-GRASP, U-GRASP i R-GRASP.

Metoda B-GRASP je osnovna (engl. basic). Kod ove metode parametar

α, koji odre�uje du�inu liste kandidata pri generisaǌu polaznog rexe-

ǌa, fiksiran je na konstantnu vrednost iz intervala (0, 1]. Prilikom

implementacije za α su testirane vrednosti iz skupa

α ∈ {0, 05; 0, 1; 0, 15; 0, 2; 0, 25; 0, 3; 0, 45; 0, 4; 0, 45; 0.5}.

Prilikom testiraǌa parametara korixceno je vreme rada od 20 sekundi,

za svaku odabranu instancu metoda se izvrxavala 10 puta i prikazano

je najboǉe dobijeno rexeǌe. Testiraǌa su izvrxena na skupu od 10

velikih instanci, prvih iy svake grupe od 5 instanci iste veliqine.

Prilikom pore�eǌa kao kriterijum kvaliteta razmatran je najve�i broj

postignutih najboǉih rexeǌa za tu vrednost parametra. Kod metode B-

GRASP pokazalo se da se za maǌe vrednosti α dobijaju boǉi rezultati.

U tom sluqaju je lista kandidata maǌa i fokusirana je na boǉe kandi-

date. Rezultati testiraǌa su prikazani u tabeli 14. Na kraju, me�u

svim ispitanim kandidatima za α kao najboǉa se pokazala vrednost 0, 05.

Metoda U-GRASP podrazumeva da se α ravnomerno (uniformno) bira

iz zadatog intervala oblika [0, 1/k] gde je k neki prirodan broj. Sluqaj-

no biraǌe α ponavǉa se svaki put kad se generixe novo polazno rexeǌe.

Ovde su za k testirane sve vrednosti iz skupa od 1 do 10. Rezultati

testiraǌa su prikazani u tabeli 15. Najboǉe performanse je pokazala

varijanta u kojoj je k = 10. To znaqi da se α svaki put ravnomerno bira

iz intervala [0; 0, 1].

Metoda R-GRASP je reaktivna metoda u kojoj se vrednosti parametra

α meǌaju kroz iteracije. Ovakva varijanta GRASP metode prvi put je

opisana u radu [57] iz 2000. godine. Naime, polazi se od fiksnog skupa

Dα mogu�ih vrednosti za α. Ovde je uzeto da to bude skup od m = 5
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bp. 0, 05 0, 1 0, 15 0, 2 0, 25
50 32380 32419 33111 33098 32406
70 49564 48859 49577 50401 50401
100 67637 68487 69231 69324 69337
120 70939 71696 71657 71683 71657
150 93050 93156 93063 93900 93063
200 130331 131181 131194 132083 130305
350 226701 227551 227432 229013 228124
500 321581 322301 323229 323934 324626
750 482666 479880 484965 486157 487653

1000 650107 651260 653427 656001 656747
bp. 0, 3 0, 35 0, 4 0, 45 0, 5
50 33230 33243 33243 33243 33243
70 49709 49735 49748 50414 49735
100 69337 69363 69363 69218 69311
120 72388 71657 71657 71670 71644
150 93913 93913 93900 94605 94644
200 131912 131767 131220 131912 131596
350 228124 228816 228005 229612 228974
500 324955 324704 323921 325357 323763
750 489695 487383 489866 488910 487982

1000 658992 657004 657517 658808 656444

Tabela 14: Testiraǌe parametra α za metodu B-GRASP za 20s

razliqitih inicijalnih vrednosti

α ∈ {0, 05; 0, 1; 0, 15; 0, 2; 0, 25} = Dα.

Svakoj od ǌih se u poqetku dodeǉuje podjednaka verovatno�a izbora,

pi = 1
m
, i ∈ [m], tj. pi = 0, 2 u ovom sluqaju. Potom se u svakoj iteraciji

α bira na sluqajan naqin iz polaznog skupa, sa verovatno�om izbora

svake vrednosti pi. Za svaku korix�enu vrednost αi raquna se proseqna

vrednost dobijene funkcije ciǉa Ai u svakoj iteraciji. Na osnovu toga

se preraqunavaju verovatno�e pi, gde je

pi =
qi∑m
j=1 qj

, qi =
z∗

Ai
.

Ovde je sa z∗ oznaqena do tada najboǉa prona�ena vrednost funkcije

ciǉa. Ova modifikacija vrednosti pi pove�ava verovatno�e za one αi

za koje su se dobijala boǉa rexeǌa.

Kako je za a�uriraǌe pi potrebno koristiti Ai, onda se u prvih m = 5
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bp. 1 2 3 4 5
50 32380 32393 32393 32380 32380
70 48885 48714 48859 48859 48714
100 68342 67492 67637 67637 67466
120 70952 70833 70794 70781 70102
150 92397 92332 92358 92944 91363
200 130904 129481 129507 129468 129494
350 227077 225496 226214 225403 225719
500 319474 317880 319461 319487 317696
750 480150 478478 479577 479549 478893

1000 648125 647446 645510 645733 644541
bp. 6 7 8 9 10
50 32380 32380 32380 32380 32380
70 48846 48714 48714 48022 47996
100 67611 67598 66787 67479 66774
120 70794 70807 70089 70781 70794
150 91350 92319 92226 91534 91534
200 129297 129468 128802 129455 129468
350 225496 223757 225390 225470 225548
500 317854 317893 318092 318717 317841
750 479940 479940 479787 479142 477587

1000 644963 643263 643336 644766 643540

Tabela 15: Testiraǌe parametra k za metodu U-GRASP za 20s

iteracija za α koriste, redom, vrednosti αi da bi sve Ai dobile inici-

jalne vrednosti. Nakon toga da se ne bi previxe qesto preraqunavale

vrednosti pi, mo�e se to raditi posle odre�enog broja iteracija γ. Za γ

su testirane vrednosti iz skupa od 100 do 1000 sa korakom 100, od kojih

se 500 pokazala kao najboǉa. Ovde je zato izabrano da se a�uriraǌe

radi na svakih γ = 500 iteracija. Rezultati testiraǌa su prikazani

u tabeli 16. Pseudokod Algoritam 6 odgovara metodi R-GRASP. Tu su

u odnosu na Algoritam 3 prisutni koraci vezani za inicijalizovaǌe i

a�uriraǌe verovatno�a izbora α, kao i ulazni parametri γ i Dα umesto

α, xto ostale varijante metode GRASP ne koriste.

Pomo�u α se regulixe du�ina restriktivne liste kandidata u pro-

ceduri GRC. Xto je α maǌe, onda se lista su�ava na favorite i time se

dobija nexto boǉe rexeǌe. Nakon izvrxenih testiraǌa, uoqeno je da se

vrednosti verovatno�a pi ne meǌaju znaqajno. Glavna promena je bila u

tome da α1 = 0, 05 dobija nexto ve�u verovatno�u, a najve�e vrednosti

α dobijaju vremenom nexto maǌe verovatno�e. Tako je, na primer, za

sluqaj 50 paketa i vreme od 120 sekundi, u svakom od 30 izvrxeǌa bilo
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bp. 100 200 300 400 500
50 32393 32393 32393 32393 32393
70 48859 48859 48859 48859 48859
100 68381 68381 68381 68381 68381
120 70965 70965 70965 70965 70965
150 93887 93887 93247 93887 93247
200 130489 130489 130489 130489 130489
350 228176 228176 228308 228163 227551
500 322537 323281 323281 323281 322340
750 483760 482936 482257 483042 482257

1000 651180 650382 651180 650001 650001
bp. 600 700 800 900 1000
50 32393 32393 32393 32393 32393
70 48859 48859 48859 48859 48859
100 68381 68381 68381 68381 68381
120 70965 70965 70965 70965 70965
150 93247 93247 93887 93247 93887
200 130489 130489 130489 130489 130489
350 228308 227966 228308 227966 227966
500 322340 322537 322340 322340 322340
750 482257 482257 482257 483226 482482

1000 650001 650382 650382 650931 651180

Tabela 16: Testiraǌe parametra γ za metodu R-GRASP za 20s

Algoritam 6 Predlo�eni R-GRASP za zbirni kontejnerski transport
procedure GRASP(ProblemData,Dα, γ, tmax)

niter ← 0;
Inicijalizuj verovatno�e izbora α ∈ Dα;
Kreiraj Sorted list of packages by mass;
Kreiraj Sorted list of packages by volume;
repeat

Izaberi vrednost α ∈ Dα za teku�u iteraciju;
S ← GRC(Sorted lists of packages, α); //Polazno sluq. izabrano rexeǌe
S′ ← LocalSearch(S): //Korak lokalne pretrage
if f(S′) < f(S) then //A�uriraǌe rexeǌa

S ← S′;

niter ← niter + 1;
if nitermodγ = 0 then

A�uriraj verovatno�e izbora α ∈ Dα;
until SessionT ime ≥ tmax

izme�u 1925 i 1936 hiǉada iteracija. Kod svakog izvrxeǌa na kraju je

p1 jednako 0, 2047, a p5 uzima vrednosti iz intervala 0, 1985− 0, 1986, xto

su i najve�a odstupaǌa od inicijalnih verovatno�a 0, 2.

U pogledu kriterijuma zaustavǉaǌa, korix�eno je vremensko ograni-

52



qeǌe. Zbog faktora sluqajnosti prisutnog u metaheuristiqkim meto-

dama, kako bi se dobili pouzdaniji pokazateǉi kvaliteta koji mogu i

statistiqki da se obrade, za iste parametre korix�eno je po 30 izvr-

xeǌa programa. Na primer, ako se za neku instancu postavi da je vre-

menska granica 120 sekundi, to se odnosi na jedno izvrxeǌe, a program

se pokre�e 30 puta kako bi se dobili usredǌeni rezultati.

Sve tri varijante metode GRASP i ǌima dobijeni rezultati pred-

stavǉeni su u radu [5] iz 2019. godine.

4.5.4 Dobijeni rezultati

Metode B-GRASP, U-GRASP i R-GRASP testirane su prvo na malim

instancama od redom: 10, 11, 12, 13, 15 i 20 paketa. Korix�ene su

iste instance koje su testirane i primenom rexavaqa CPLEX, radi lak-

xeg pore�eǌa dobijenih rezultata. Prilikom testiraǌa uz vremensko

ograniqeǌe od 120 sekundi, u svih 30 izvrxeǌa, program je generisao

svaki put isto rexeǌe. Dobijena su ista rexeǌa koja je kao optimalna

dobio CPLEX i koja su prikazana u tabeli 12.

Rezultati za metodu U-GRASP na skupu malih instanci predstavǉeni

su u tabeli 17. Za nazive kolona korix�eni su skra�ene oznake:

• najr - najboǉe rexeǌe,

• pvdn - proseqno vreme do nala�eǌa najboǉeg rexeǌa,

• pubi - proseqan ukupan broj izvrxenih iteracija za zadato vreme

izra�en u milionima,

• pidn - proseqan broj iteracija koji je potreban da se dobije naj-

boǉe rexeǌe.

br. paketa najr pvdn pubi pidn
10 6534 0,0 21,965 10,97
11 7252 0,0 19,588 4,27
12 8846 0,0 16,657 1,47
13 9722 0,0 13,246 12,1
15 12047 0,003 11,503 302,8
20 13786 0,019 9,064 1444

Tabela 17: Rexeǌa dobijena metodom U-GRASP za 120s
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Kako su se poklopila najboǉa dobijena rexeǌa na ovim maǌim in-

stancama sa rexeǌima dobijenim pomo�u CPLEX, mo�e se zakǉuqiti

da je opravdano korix�eǌe metoda i na ve�im instancama. Kod ve�ih

instanci ve�a i raznolikost dobijenih najboǉih rexeǌa u n = 30 izvr-

xeǌa, pa postoji potreba za pra�eǌem jox nekih parametara koji mere

ta odstupaǌa prona�enih rexeǌa od najboǉeg rexeǌa u svih 30 izvr-

xeǌa.

Jedna od korix�enih mera varijacije podataka je proseqno odstupaǌe

(engl. average gap). Ono se raquna pomo�u izraza:

agap =
100

T ∗ · n
·

n∑
i=1

(Ti − T ∗). (4.14)

Ovde Ti predstavǉa najboǉe prona�eno rexeǌe u i−tom izvrxeǌu pro-

grama. T ∗ je najboǉe prona�eno rexeǌe u svih n izvrxeǌa. Kako se

rezultat mno�i sa 100, dobijena vrednost je u procentima.

Druga korix�ena mera je standardna devijacija u odnosu na najboǉe

prona�eno rexeǌe, tako�e izra�ena u procentima i raqunata pomo�u

izraza:

σ =

√∑n
i=1(Ti − T ∗)2

n
· 100

T ∗
. (4.15)

Obe ove mere u vezi su sa stabilnox�u metode pri generisaǌu najbo-

ǉeg rexeǌa kroz 30 pokretaǌa i xto su bli�e 0 smatra se da je dobijen

kvalitetniji rezultat.

Sve tri varijante metode GRASP, testirane su na skupu od 10 ve-

likih instanci od redom 50, 70, 100, 120, 150, 200, 350, 500, 750 i 1000

paketa. Vreme rada bilo je ograniqeno na 120 sekundi po izvrxeǌu. U

tabelama 18, 19, 20 i 21 prikazani su rezultati dobijeni testiraǌem

sve tri varijante metode GRASP na skupu od 10 velikih instanci. U

tabeli 18 dat je uporedni prikaz dobijenih rexeǌa pomo�u rexavaqa

CPLEX za 1 sat rada, i GRASP za 120 sekundi rada po jednom izvr-

xeǌu. Rexeǌa do kojih je CPLEX doxao nisu optimalna, on je osim

ovih rexeǌa raqunao i doǌu granicu optimalnog rexeǌa i ǌegov rad

je zaustavǉen zbog vremenskog ograniqeǌa, a ne zbog pronalaska opti-

malnog rexeǌa. U tabeli 18 se vidi da je metoda U-GRASP na svih 10

instanci dobila boǉe ili jednako rexeǌe od preostale dve varijante

GRASP, pa se tako izdvojila kao najboǉa. U pore�eǌu sa rezultatima
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CPLEX za 1 sat rada U-GRASP je dobila kod 2 instance boǉa rexeǌa

(750 i 1000 paketa), dok je kod 8 instanci dobila loxija rexeǌa (50-500

paketa).

br. pak. CPLEX 1h B-GRASP U-GRASP R-GRASP
50 31530 32380 32367 32380
70 48688 48714 47996 48846
100 65898 67598 66774 67611
120 68376 70076 70076 70102
150 88056 91534 91482 92332
200 124394 129468 128631 129455
350 219321 225641 224475 225654
500 310801 319909 317149 320772
750 4910250 480940 477587 480901

1000 6547000 645087 641267 647215

Tabela 18: Rexeǌa dobijena pomo�u CPLEX za 1h i GRASP za 120s

br. pak. B-GRASP U-GRASP R-GRASP
50 36,345 49,647 44,637
70 54,359 44,123 57,249
100 54,203 55,912 43,151
120 60,523 67,834 56,872
150 70,484 65,109 64,044
200 65,716 48,729 65,746
350 59,957 62,560 70,182
500 51,992 54,276 60,897
750 70,104 60,861 66,537

1000 59,101 50,823 57,540

Tabela 19: Proseqno vreme (s) do najboǉeg rexeǌa metodom GRASP

U tabeli 19 uporedo je prikazano proseqno vreme potrebno da se do-

bije najboǉe rexeǌe za sve tri predstavǉene varijante metode GRASP.

Ovde je situacija ujednaqena, samo je varijanta U-GRASP nexto boǉa od

ostalih, jer je kod 4 od 10 testiranih instanci imala najmaǌu vrednost

proseqnog vremena.

U tabeli 20 prikazan je proseqan ukupan broj iteracija i proseqan

broj iteracija do najboǉeg rexeǌa za sve tri varijante metode GRASP.

Kod ukupnog broja iteracija nema znaqajne razlike me�u prikazanim

varijantama, dok je kod broja iteracija do najboǉeg rexeǌa nexto boǉa

varijanta U-GRASP od ostalih, jer je ova osobina srazmerna sa vre-

menom potrebnim da se prona�e najboǉe rexeǌe. Broj iteracija opada

sa veliqinom instanci jer je vremenska granica ista.
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br. pak. B-GRASP U-GRASP R-GRASP B-GRASP U-GRASP R-GRASP
50 1950192 1959490 1932656 590658 810498 719004
70 1158034 1121531 1107575 524579 412183 528335
100 638524 609191 601519 288410 283811 216300
120 511539 477307 476103 257992 269854 225632
150 331300 318314 312765 194592 172711 166948
200 190803 189132 176639 104488 76796 96769
350 65214 64337 60287 32583 33540 35295
500 33700 33210 31142 14600 15020 15803
750 15223 15058 14283 8891,6 7635,0 7918,8

1000 8481,2 8385,5 7977,3 4175,3 3549,8 3823,6

Tabela 20: Proseqan ukupan broj iteracija i proseqan broj iteracija
do najboǉeg rexeǌa pomo�u GRASP

br. pak. B-GRASP U-GRASP R-GRASP B-GRASP U-GRASP R-GRASP
50 0,020 0,048 0,046 0,028 0,052 0,054
70 0,630 1,513 0,979 0,883 1,572 1,208
100 0,192 1,093 0,774 0,423 1,134 0,959
120 1,448 0,432 1,863 1,533 0,661 1,966
150 1,527 0,868 0,903 1,599 0,949 1,039
200 0,637 0,691 1,080 0,737 0,732 1,145
350 0,591 0,405 0,876 0,654 0,464 0,918
500 0,625 0,525 0,518 0,668 0,563 0,562
750 0,346 0,388 0,505 0,370 0,415 0,538

1000 0,618 0,495 0,548 0,651 0,526 0,581

Tabela 21: Dobijene vrednosti agap i σ pomo�u GRASP

U tabeli 21 mogu se videti dobijene vrednosti statistiqkih parame-

tara agap i σ. Ovde je metoda B-GRASP nexto boǉa kod agap, a U-GRASP

nexto boǉa kod σ. Male vrednosti ovih parametara znaqe da su dobijena

rexeǌa me�usobno bliska.

Imaju�i u vidu sve prikazane osobine varijanti metode GRASP, pre

svega najboǉe dobijene vrednosti funkcije ciǉa, mo�e se smatrati da

je varijanta U-GRASP boǉa od ostalih, pa �e se samo ona u nastavku i

razmatrati. Radi me�usobnog pore�eǌa u tabeli 22 prikazani su rezul-

tati ove metode za 120 sekundi rada na skupu od 10 velikih instanci.

Za nazive kolona, koje se poklapaju sa opisima podataka u prethodnim

tabelama, korix�eni su skra�ene oznake:

• najr - najboǉe rexeǌe,

• pvdn - proseqno vreme do najboǉeg,
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• pubi - proseqan ukupan broj iteracija,

• pidn - proseqan broj iteracija do najboǉeg rexeǌa.

br. pak. najr pvdn pubi pidn agap σ
50 32367 49,647 1959490 810498 0,048 0,052
70 47996 44,123 1121531 412183 1,513 1,572

100 66774 55,912 609191 283811 1,093 1,134
120 70076 67,834 477307 269854 0,432 0,661
150 91482 65,109 318314 172711 0,868 0,949
200 128631 48,729 189132 76796 0,691 0,732
350 224475 62,560 64337 33540 0,405 0,464
500 317149 54,276 33210 15020 0,525 0,563
750 477587 60,861 15058 7635,0 0,388 0,415
1000 641267 50,823 8385,5 3549,8 0,495 0,526

Tabela 22: Dobijena rexeǌa pomo�u U-GRASP za 120s

Da bi se metoda U-GRASP uporedila sa rezultatima dobijenim pomo�u

CPLEX, ona je osim na polaznom skupu od 10 velikih instanci testirana

i na jox 40 velikih instanci. Kod ovih testiraǌa korix�eno je vreme

od 120 sekundi rada po izvrxeǌu. Kod CPLEX je korix�eno vreme od

1 sata po izvrxeǌu. Rezultati testiraǌa prikazani su u tabeli 23.

Rexeǌa do kojih je doxao CPLEX ni ovde nisu garantovano optimalna.

Mo�e se uoqiti da je u zadatim vremenskim okvirima na ovih 40 in-

stanci kod ǌih 12 U-GRASP dobio boǉe rexeǌe, kod 1 instance su do-

bili isto rexeǌe i na ostalih 27 instanci je CPLEX dobio boǉe rexe-

ǌe. Na maǌim instancama boǉa rexeǌa je postigao CPLEX, a na ve�im

U-GRASP.

Ovde je potrebno ista�i razliqitu prirodu heuristiqkih metoda,

kao xto je GRASP i egzaktnih rexavaqa kao xto je CPLEX. Heuristiqke

metode ne mogu da garantuju optimalnost rexeǌa, bez obzira koliko

vreme rada imaju na raspolagaǌu. Egzaktni rexavaqi, kada do�u do

optimalnog rexeǌa, oni garantuju za ǌega. Kada ne mogu da prona�u

optimalno rexeǌe oni isporuquju najboǉe rexeǌe do kojeg do�u, ali i

granicu za koju garantuju da optimalno rexeǌe ne mo�e da bude boǉe

od toga.

Mo�e se zakǉuqiti da se implementirana GRASP metoda pokazala

kao relativno kvalitetna u rexavaǌu problema vektorskog pakovaǌa,

ovde u vidu optimizacije u zbirnom kontejnerskom transportu. Ona
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inst. CPLEX U-GRASP inst. CPLEX U-GRASP
50 2 31346 31359 200 2 121543 127361
50 3 32577 32577 200 3 127214 132366
50 4 27598 27611 200 4 117313 119601
50 5 28526 28513 200 5 125436 129580
70 2 44650 45487 350 2 229292 228762
70 3 43564 44388 350 3 214425 218796
70 4 42833 43696 350 4 220433 223236
70 5 43919 44637 350 5 222172 224257
100 2 61453 62303 500 2 324626 320627
100 3 57936 59610 500 3 301053 307855
100 4 63778 65491 500 4 353012 335012
100 5 63581 66077 500 5 308673 314376
120 2 78492 81055 750 2 4910250 479827
120 3 76167 77201 750 3 4910250 481910
120 4 72256 73982 750 4 4910250 481446
120 5 73487 75918 750 5 4910250 488107
150 2 93898 97231 1000 2 6547000 631597
150 3 89274 90137 1000 3 6547000 651655
150 4 93219 95624 1000 4 6547000 645445
150 5 88945 91324 1000 5 6547000 649685

Tabela 23: Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX za 1h i U-GRASP za 120s

za maǌe instance daje optimalna rexeǌa kao i CPLEX, dok kod ve�ih

instanci pokazuje svoju prednost tako xto kod nekih instanci za bitno

kra�e vreme pronalazi boǉa rexeǌa nego CPLEX za 1 sat rada. Tako�e,

ovom metodom je omogu�eno da se rexe problemi koje CPLEX nije uspeo

da rexi taqno zbog veliqine instanci. Ipak kod maǌih u grupi velikih

instanci metoda U-GRASP nije uspela da dobije rexeǌe boǉe od CPLEX.

Ovo je bilo motivacija da se radi na razvoju jox jedne metaheuristiqke

metode za rexavaǌe istog problema – u pitaǌu je metoda VNS koja je

opisana u nastavku.

4.6 Rexavaǌe metodom VNS

Metoda promenǉivih okolina poznata kao VNS, xto je skra�eno od en-

gleskog naziva Variable Neighborhood Search, ubraja se u novije optimiza-

cione postupke koji su se pokazali kao vrlo efikasni prilikom re-

xavaǌa mnogih klasa problema optimizacije. Metodu VNS su uveli

Mladenovi� i Hansen 1997. godine u radu [58]. O samoj metodi VNS,

osim u pomenutom radu, mo�e se proqitati vixe u radovima [59, 60, 61].
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Ovde su primeǌene varijante metode VNS koje imaju sve kǉuqne ele-

mente osnovne metode VNS. Osnovni pseudokod je prikazan Algoritmom

7.

Algoritam 7 Osnovna struktura metode VNS
procedure VNS(Problem Data, rmax, tmax)

Generisaǌe polaznog rexeǌa S;
repeat

r ← 1;
while r ≤ rmax do

S′ ← Shake(S, r); //Faza razmrdavaǌa
S′′ ← Local Search(S′); //Faza lokalne pretrage
if f(S′′) < f(S) then //Da li se rexeǌe zameǌuje ili ne

S ← S′′;
r ← 1;

else
r ← r + 1;

until SessionT ime ≥ tmax

4.6.1 Generisaǌe polaznog rexeǌa

Matriqni naqin predstavǉaǌa rexeǌa, kao i druge promenǉive, vrlo

su sliqni kao u prethodno opisanoj metodi GRASP. Ono xto je ovde dru-

gaqije je postojaǌe zasebne funkcije za inicijalizaciju rexeǌa koja se

poziva samo jednom na poqetku rada programa, a ne za svaku iteraciju.

Ta funkcija je ovde osmixǉena tako da se u ǌoj koristi samo najmaǌi

tip kontejnera. Paketi se u poqetku sortiraju u opadaju�em poretku

leksikografski po masi i zapremini, pa se tim redom jedan po jedan

sla�u u kontejnere. Paket koji se razmatra pokuxava se spakovati re-

dom u postoje�e kontejnere, ako ne mo�e da stane ni u jedan od ǌih

poqiǌe se novi kontejner. Mo�e se primetiti da je ova funkcija jed-

nostavnija u pore�eǌu sa procedurom GRC kod metode GRASP, jer nema

mogu�nosti sluqajnog izbora tipa kontejnera. Tako�e, nema mogu�nost

sluqajnog izbora paketa iz restriktivne liste kandidata gde su kod

malih kontejnera prioritet imali neraspore�eni paketi najve�e mase.

Ono xto im jeste zajedniqko to je pristup da, kod malih kontejnera,

paketi najve�e mase imaju prioritet u raspore�ivaǌu. Teku�e rexe-

ǌe se, sliqno metodi GRASP, quva u obliku matrice u kojoj jedan red

odgovara jednom kontejneru. U tom redu se jedan za drugim nalaze in-

deksi paketa smextenih tako da se poxtuju ukupna ograniqeǌa mase i
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zapremine za svaki kontejner, u zavisnosti od ǌegovog tipa. U posebnom

nizu se pamte tipovi svih kontejnera.

4.6.2 Razmrdavaǌe i lokalna pretraga

Druga znaqajna razlika metoda VNS i GRASP je u takozvanoj fazi raz-

mrdavaǌa ili xejking fazi (na engleskom shaking) koja je specifiqnost

metode VNS. U toj fazi se do tada najboǉe rexeǌe, u poqetku je to

inicijalno, izmeni. Kao xto se u pseudokodu mo�e videti, definixe

se promenǉiva red, koja uzima vrednosti od 1 do rmax. Ako je red, na

primer 5, onda se 5 puta izvrxava deo koji modifikuje trenutno rexe-

ǌe. Ovde su izabrana tri naqina modifikacije koji se realizuju jedan

za drugim, kao tri vrste dozvoǉenih poteza. Prvi potez podrazumeva da

se iz teku�eg rexeǌa sluqajno izabere kontejner i da mu se na sluqa-

jan naqin izabere novi tip. Ta promena se prihvata ukoliko je mogu�a,

pri qemu se vodi raquna o trenutnom sastavu paketa tog kontejnera,

kao i o limitima masa i zapremina ǌegovog tipa. Ako promena tipa

nije mogu�a, onda nema nikakvih dexavaǌa. Drugi naqin izmene rexe-

ǌa zasniva se na sluqajnom izboru dva razliqita kontejnera i u ǌima

se potom sluqajno biraju dva paketa koji zamene mesta, ukoliko je to

mogu�e. I ovde se vodi raquna o limitima mase i zapremine tipova

kontejnera kao osnovnom uslovu odobravaǌa zamene. Primetimo da se

zahteva da izabrani kontejneri budu razliqiti, jer ako se zameǌuju

paketi u okviru istog kontejnera, onda to nema uticaja - dobija se isti

raspored paketa po kontejnerima. Kod ovog poteza je mogu�e dodati

novi kontejner sa jednakom verovatno�om kao xto je verovatno�a izbo-

ra svakog postoje�eg kontejnera. Tako�e, omogu�eno je da se prilikom

izbora paketa osim postoje�ih uzme i 0. U tom sluqaju razmatrani

kontejner ne daje paket nego samo dobija paket koji se prebacuje iz dru-

gog kontejnera. Tre�i potez podrazumeva sluqajan izbor kontejnera i

pokuxaj ǌegovog pra�ǌeǌa tako xto se svi paketi prebacuju u ostale

kontejnere. Ukoliko se pri tome do�e do paketa koji ne mo�e da se

prebaci u postoje�e kontejnere, postupak za trenutno razmatrani kon-

tejner staje, on ostaje eventualno delimiqno prebaqen. Prva dva poteza

se ponavǉaju odre�en broj puta. Parametar koji odre�uje broj ponav-

ǉaǌa ova dva poteza je red. Posle ǌih se ponavǉa i tre�i potez isti

broj puta. Red, kao broj izvrxavaǌa poteza u fazi razmrdavaǌa raste
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od 1 do granice rmax. Kada se za fiksirani red, na primer 5, toliko

puta (5) izvrxi jedna pa druga petǉa, koje obavǉaju tri opisana naqina

zamene u svakom prolasku, time je zavrxena jedna faza razmrdavaǌa.

Nakon razmrdavaǌa, ukoliko je doxlo do promene instance, poziva

se funkcija za lokalnu pretragu. Ova funkcija je ura�ena na sliqan

naqin kao u opisanoj metodi GRASP. Pokuxavaju se isprazniti naj-

maǌe optere�eni kontejneri prebacivaǌem paketa u druge kontejnere.

Primetimo da je pra�ǌeǌe kontejnera jedini naqin da do�e do smaǌi-

vaǌa ukupne cene transporta. Faza lokalne pretrage koristi okolinu

koja je opisana samo tre�im potezom pomenutim u fazi razmrdavaǌa,

uz odre�ene izmene, jer se kontejner za prebacivaǌe ne bira sluqaj-

no. Kontejneri se sortiraju rastu�e po ukupnoj zapremini. U svakom

kontejneru se paketi sortiraju rastu�e leksikografski po zapremini i

masi. Iz takvog niza kontejnera pokuxavaju se redom isprazniti kon-

tejneri poqev od prvog, po paketima idu�i od svog posledǌeg paketa

prema prvom. Prilikom prebacivaǌa svakog pojedinaqnog paketa u kon-

tejner, pri biraǌu gde se prebacuje, kre�e se od posledǌeg u sortira-

nom nizu kontejnera. Ukoliko paket ne mo�e da se prebaci u �eǉeni

kontejner pokuxava da se zameni sa najmaǌim paketom tog kontejnera

maǌim od sebe sa kojim je zamena mogu�a. Delimiqna prebacivaǌa kon-

tejnera se tako�e prihvataju, kao i u fazi razmrdavaǌa. Ovim postup-

kom se pokuxava prebacivaǌe i pra�ǌeǌe redom svih kontejnera, a sam

postupak se mo�e ponoviti vixe puta, broj ponavǉaǌa je niter, jedan

od parametara metode. Na osnovu raqunaǌa funkcije ciǉa poboǉxaǌe

nastaje kada se bar jedan kontejner u potpunosti isprazni. Na kraju

lokalne pretrage se kao vid poboǉxaǌa svakom kontejneru pokuxava

smaǌiti tip ukoliko skup ǌegovih paketa ispuǌava ograniqeǌa mase i

zapremine. Na taj naqin se dobija maǌa ukupna cena kada je to mogu�e.

Po obavǉenoj lokalnoj pretrazi upore�uje se ǌeno najboǉe lokalno

rexeǌe sa ukupno najboǉim rexeǌem, pa se boǉe od ǌih zadr�ava za

daǉi rad (faza se na engleskom zove Move or Not). Ukoliko je rezultat

lokalne pretrage rexeǌe sa istom vrednox�u funkcije ciǉa kao do tada

najboǉe rexeǌe, u odnosu na klasiqni oblik metode VNS uvedena jox

jedna modifikacija: uzima se ono rexeǌe koje ima ve�i broj sasvim

punih kontejnera. Sasvim puni kontejneri su oni kod kojih je prisutnim

paketima do kraja popuǌen kapacitet mase i zapremine.
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Promenǉiva red, kojom se regulixe nivo razmrdavaǌa, polazi uvek

od 1. Ukoliko se posle obavǉenog razmrdavaǌa za taj red, i potom

obavǉene lokalne pretrage, dobije rexeǌe boǉe od do tada poznatog,

onda se ponovo kre�e od tog rexeǌa; red dobija vrednost 1 i ponavǉa

se postupak. Ukoliko se ne dobije boǉe rexeǌe, red se pove�ava na 2,

ako se opet ne dobije boǉe rexeǌe, na 3, i sve tako do rmax. Ukoliko

se ni za rmax ne dobije boǉe rexeǌe, onda se to broji kao jedna ite-

racija bez popravke rexeǌa. Promenǉiva red se vra�a na 1 i postupak

poqiǌe ponovo korix�eǌem najboǉeg poznatog rexeǌa. Kada se posle

lokalne pretrage, bez obzira koliki je bio red, dobije boǉe rexeǌe,

red se postavi na 1 i kre�e se od poqetka. Tada se broje razmrdavaǌa,

ali se to ne smatra novom iteracijom. Dakle, u terminima VNS, ite-

racija je vezana za postizaǌe rmax vrednosti promenǉive red, a da se

najboǉe rexeǌe nije popravilo. Tako�e, prilikom pove�aǌa vrednosti

promenǉive red, do tada ura�ene izmene se ponixtavaju i ponovo se na

opisani naqin meǌa najboǉe poznato rexeǌe.

Primetimo da ova tri poteza, u okviru faze razmrdavaǌa, omogu�avaju

xirok stepen slobode kod promene tipa kontejnera i prebacivaǌa paketa

iz jednog u drugi kontejner. Na taj naqin se oqekuje da se mo�e dobiti

veliki broj mogu�nosti, pa �e se time prevazi�i nedostaci inicijalnog

rexeǌa, ili opasnost upadaǌa u lokalni optimum. Dokle god male

popravke, za mali red, daju boǉe rexeǌe, ostaje se pri malim redovima.

I kada se na�e boǉe rexeǌe, tako�e se ostaje pri malim vrednostima

za red. Tek prilikom neuspeha popravke, red se pove�ava. Tako�e, za ra-

zliku od metode GRASP, ovde se popravǉa samo najboǉe poznato rexeǌe

i ne kre�e se u svakoj novoj iteraciji od poqetka.

Xto se tiqe kriterijuma zaustavǉaǌa, tu se mogu koristiti razni

naqini, kao na primer ukupan broj iteracija, ili ukupan broj uzastop-

nih iteracija bez popravke rexeǌa, ili ukupno vreme rada. Ovde je,

radi lakxeg pore�eǌa sa metodom GRASP, kao kriterijum zaustavǉaǌa

uzeto vreme rada, isto kao i tamo. Ovde treba imati u vidu da se osta-

jaǌe u granicama vremena prati prilikom ulaska u fazu razmrdavaǌa

za zadati red. Znaqi, ako je razmrdavaǌe du�e trajalo, a potom sledi

i lokalna pretraga, mo�e do�i do prekoraqeǌa zadatog vremena. Pri-

likom testiraǌa, u praksi se pokazalo da su ovo bila mala prekoraqeǌa

koja se izra�avaju u delovima sekunde. Mogu� je i drugi pristup kod

provere vremena - da se ona vrxi na kraju rada. Tada se ne bi pri-
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hvatala prona�ena rexeǌa kod kojih je prekoraqeno vreme. Ovde je iza-

bran naqin da se provera vremena vrxi na poqetku, kao xto je uglavnom

u literaturi.

Opisana lokalna pretraga ne odgovara klasiqnom tipu lokalne pre-

trage, ona ciǉano su�ava prostar pretrage na one delove gde se oqekuje

da prona�e boǉe rexeǌe i mo�emo je opisati kao jedan vid poboǉxaǌa

onoga xto se dobija u fazi razmrdavaǌa. Tip metode VNS gde se posle

faze razmrdavaǌa ne nalazi lokalna pretraga naziva se redukovani

VNS, skra�eno RVNS. Algoritam koji je ovde predlo�en opisuje se kao

RVNS sa poboǉxaǌem. To poboǉxaǌe je kod ǌega umesto klasiqne lokalne

pretrage, i ovde je termin lokalna pretraga korix�en upravo za ǌega

kao modifikovani vid lokalne pretrage koji predstavǉa poboǉxaǌe

nakon faze razmrdavaǌa.

Detaǉniji xematski prikaz opisanog algoritma dat je kao Algori-

tam 8. Oznake koje su korix�ene imaju slede�e znaqeǌe:

• random(a, b) - sluqajno generisani ceo broj iz intervala [a, b]

• nBin(S) - broj kontejnera (binova) u matrici rexeǌa S

• nItem(S, j) - broj paketa u kontejneru j u matrici rexeǌa S

• load(S, j) =
∑n

i=1 pijaj · (mi, Vi) - ukupna popuǌenst kontejnera j u ma-

trici rexeǌa S, gde je aj tip kontejnera j, dok pijaj je 1 ukoliko se

paket i smexta u kontejner j inaqe je 0

• f(S, a) - vrednost funkcije ciǉa, S je matrica rexeǌa, a je niz koji

pamti tipove kontejnera

• nFBin(S, a) - broj punih kontejnera tj. takvih kontejnera j kod kojih

je load(S, j) = (Lmaj , LVaj)

• Swap(S, j1, i1, j2, i2) se odnosi na zamenu paketa i1 iz kontejnera j1 i

paketa i2 iz kontejnera j2 u xirem smislu, preciznije:

Ako j1, j2 > 0, onda

ako i1 > 0 i i2 > 0, onda zameni (ako je mogu�e) paket i1 iz kon-

tejnera j1 i paketa i2 iz kontejnera j2;

ako i1 = 0 i i2 > 0, onda prebaci (ako je mogu�e) paket i2 iz kon-

tejnera j2 u kontejner j1;
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Algoritam 8 Predlo�eni RVNS algoritam
procedure RVNS(Problem Data, rmax, tmax)

Generisaǌe inicijalnog rexeǌa (S, a);
repeat

r ← 1;
while r ≤ rmax do

(S′, a′)← (S, a); //faza razmrdavaǌa
for (k ← 1; k ≤ r; k + +) do

//sluqajna promena tipa sluqajno izabranog kontejnera
(j, t)← (random(1, nBin(S′)), random(1, nt));
if (load(S′, j) ≤ capacity(t)) then a′(j)← t;

//zamena dva sluq. birana paketa iz dva sluq. birana kont.
(j1, j2)← (random(0, nBin(S′)), random(0, nBin(S′)));
(i1, i2)← (random(0, nItem(S′, j1)), random(0, nItem(S′, j2)));
S′ ← Swap(S′, j1, i1, j2, i2);

for (k ← 1; k ≤ r; k + +) do
//pokuxaj pra�ǌeǌa sluqajno biranog kontejnera
j ← random(1, nBin(S′));
S′ ← EmptyAMAP (S′, j);

if (S′, a) is not changed then
r ← r + 1;
continue;

(S′′, a′′)← sorted(S′, a′); //Poboǉxaǌe
for (iter ← 1; iter ≤ niter; iter + +) do

for (j ← 1; j ≤ nBin(S′′); j + +) do
for (i← nItem(S′′, j); i ≥ 1; i−−) do

for (k ← nBin(S′′); k ≥ 1; k −−) do
if (TransferOrSwap(S′′, j, i, k)) then

break;

if (EmptyBin(S′′, j)) then
(S′′, a′′)← sorted(S′′, a′′);

(S′′, a′′)← ImproveByType(S′′, a′′);
if f(S′′, a′′) < f(S, a) then //Move or Not

(S, a)← (S′′, a′′);
r ← 1;

else
if (f(S′′, a′′) = f(S, a) and nFBin(S′′) ≥ nFBin(S)) then

(S, a)← sorted(S′′, a′′);

r ← r + 1;

until SessionT ime ≥ tmax
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ako i2 = 0 i i1 > 0, onda prebaci (ako je mogu�e) paket i1 iz kon-

tejnera j1 u kontejner j2;

ako i1 = i2 = 0, onda ne radi nixta;

ako j1 = 0, j2 > 0, i i2 > 0, onda pove�aj nBin(S), onda prebaci (ako

je mogu�e) paket i2 iz kontejnera j2 u novi prazan kontejner;

ako j2 = 0, j1 > 0, i i1 > 0, onda pove�aj nBin(S), i onda prebaci (ako

je mogu�e) paket i1 iz kontejnera j1 u novi prazan kontejner;

ako j1 = j2 = 0, onda ne radi nixta.

• EmptyAMAP (S, j) - prebacivaǌe xto je vixe mogu�e (engl. as much

as possible - AMAP) paketa iz j-tog kontejnera, j ∈ [nBin(S)], u ostale

kontejnere i ∈ [nBin(S)]\{j} krenuvxi od posledǌeg. Posle primene

EmptyAMAP (S, j) kontejner j mo�e da bude ispra�ǌen.

• sorted(S, a) - sortiraǌe paketa u svakom kontejneru rastu�e leksiko-

grafski po zapremini i masi, kao i sortiraǌe skupa kontejnera

rastu�e prema ukupnoj zapremini koju nose

• TransferOrSwap(S, j, i, k) se odnosi na proceduru koja:

– ako paket i iz kontejnera j mo�e da stane u kontejner k, onda

se prebacuje iz kontejnera j u kontejner k;

– u suprotnom, za svaki paket l, l ∈ [nItem(S, k)] kontejnera k,

pokuxava se zamena paketa i iz kontejnera j i paketa l iz kon-

tejnera k dok ne do�e do uspexne zamene; u tom sluqaju ona

vra�a True; u suprotnom vra�a False. Preciznije, u ciǉu xto

ve�eg pra�ǌeǌa razmatranog kontejnera j dopuxtena je zamena

paketa i samo sa paketom l koji je maǌe zapremine od ǌega.

Ova lokalna pretraga se razlikuje kod one koja je opisana kod metode

GRASP i opisana je kao Algoritam 5 po nekoliko elemenata:

• Ceo pokuxaj pra�ǌeǌa koji qini lokalnu pretragu kod GRASP ovde

se ponavǉa vixe puta (niter).

• U sluqaju da prebacivaǌe paketa nije mogu�e pokuxava se zamena

paketa, xto kod GRASP nije sluqaj.

• Ako se kontejner samo delimiqno ispraznio, ovde se to zadr�ava i

nastavǉa, dok se kod GRASP delimiqna pra�ǌeǌa ponixtavaju.
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• Kod GRASP se na poqetku lokalne pretrage sa verovatno�om od 50%

pokuxava smaǌiti tip kontejnera gde god je to mogu�e, dok se ovde

to ne radi.

• Naqini sortiraǌa nisu isti, kod VNS je to leksikografski po za-

premini pa masi, dok je kod GRASP samo po masi.

4.6.3 Implementirane varijante i testiraǌe ǌihovih parametara

U fazi razmrdavaǌa su pomenuta tri naqina modifikacije rexeǌa koja

se rade jedan za drugim. Drugi naqin je podrazumevao da se sluqaj-

no izaberu dva razliqita kontejnera i dva ǌihova paketa koji zameǌuju

mesta ukoliko je to mogu�e. Uoqeno je da se ovaj naqin mo�e unaprediti

tako xto se dozvoǉava da kontejner ponudi ”prazan paket” za razmenu.

U tom sluqaju �e taj kontejner u razmeni dobiti paket, ali ne�e dati

svoj paket drugom kontejneru, pa je to ustvari prebacivaǌe paketa iz

jednog u drugi kontejner. Uvo�eǌe te mogu�nosti omogu�ilo je da se,

prilikom biraǌa, uvede novi kontejner u sastav rexeǌa, pri qemu on

kao prazan mo�e da ponudi samo prazan paket za razmenu, odnosno da

dobije paket iz nekog drugog kontejnera. Izbor novog praznog kontej-

nera se dexava sa podjednakom verovatno�om kao izbor bilo kog drugog

kontejnera koji ve� pripada rexeǌu. Prilikom testiraǌa se pokazalo

da ovaj korak sa praznim paketom znaqajno popravǉa kvalitet faze raz-

mrdavaǌa i uopxte metode VNS. Kako se paketi u kontejneru biraju

sa podjednakom verovatno�om, postavilo se pitaǌe koliku verovatno�u

dodeliti izboru praznog paketa. Jedan pristup je podrazumevao da je

verovatno�a izbora praznog paketa u kontejneru ista kao i svih ostalih

ǌegovih paketa, odnosno da je relativna i zavisi od postoje�eg broja

paketa u izabranom kontejneru. Npr. ako ih ima br, onda je 1/(br + 1)

verovatno�a da se izabere ”prazan” paket. Ova varijanta metode VNS

u nastavku se referixe kao VNS-1. Drugi pristup podrazumeva da se

kod praznog kontejnera uvek bira prazan paket, ali kod kontejnera koji

ve� sadr�i pakete za izbor praznog paketa ne koristi se relativna

verovatno�a nego neka fiksno odre�ena verovatno�a. Ova varijanta

metode VNS u nastavku se referixe kao VNS-2. I jedan i drugi pristup

imaju svoju logiku i opravdaǌe. Relativna verovatno�a izbora praznog

paketa je na prvi pogled logiqna, ali ona mo�e znaqajno da varira i

da to utiqe na kvalitet dobijenog rexeǌa. Kod fiksne verovatno�e
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izbora praznog paketa, ostali ”realni” paketi ravnopravno dele pre-

ostalu vrednost verovatno�e, npr. ako je verovatno�a izbora praznog

paketa fiksirana na 20%, ostali paketi ravnomerno dele preostalih 80%

verovatno�e. Metoda VNS-2 kao parametar ima p, fiksnu verovatno�u

izbora praznog paketa, dok parametar rmax postoji kod obe metode. Obe

varijante karakterixe i parametar niter iz lokalne pretrage, koliko

puta se izvrxava ciklus kojim se pokuxava pra�ǌeǌe kontejnera.

Implementacija je ura�ena u programskom jeziku C. Testiraǌe para-

matara sprovedeno je podskupu od 10 velikih instanci, uzeta je po jedna

instanca veliqina 50, 70, 100, 120, 150, 200, 350, 500, 750 i 1000 paketa.

Svako izvrxavaǌe programa je trajalo 20 sekundi i potom ponovǉeno

10 puta za izabranu instancu i vrednosti parametara metode. Izbor

parametra rmax predstavǉa poseban izazov. Mogu se izabrati kon-

stantne vrednosti, ali to onda nosi opasnost da za velike instance,

u fazi razmrdavaǌa, ne�e mo�i dovoǉno dobro da se izmeni rexeǌe,

posebno ako je rmax malo. Zato ima smisla da rmax bude dovoǉno ve-

liko i srazmerno broju paketa n. Za vrednosti parametra rmax uzimane

su mogu�nosti iz skupa rmax = b0, 05knc, 1 ≤ k ≤ 10, gde je n broj paketa

teku�e instance. Za vrednosti parametra niter uzimani su prirodni

brojevi od 1 do 10, tj. niter ∈ {1, . . . , 10}.

Kod metode VNS-1 oba parametra su detaǉno testirana. U prelimi-

narnim testiraǌima, koja ovde ne navodimo detaǉno, vrednost rmax =

b0, 05knc za k = 5 se pokazala nexto boǉa od ostalih, zato je pri-

likom testiraǌa parametra niter vrednost rmax fiksirana upravo na

rmax = b0, 25nc. Rezultati testiraǌa parametra niter dati su u tabeli

24. Podebǉano su prikazane vrednosti koje su najboǉe (najmaǌe) za in-

stancu koja se prikazuje u toj koloni tabele. Tu se mo�e zakǉuqiti da

je vrednost niter = 6 pokazala najboǉe rezultate jer je kod svih 10 te-

stiranih instanci postigla najboǉe rexeǌe. Nakon toga, za fiksiranu

vrednost parametra niter = 6 sprovedeno je testiraǌe parametra rmax

za svih 10 razmatranih vrednosti. Rezultati ovog testiraǌa prikazani

su u tabeli 25. Tu se mo�e zakǉuqiti da su za vrednost rmax = b0, 25nc
dobijena najboǉa rexeǌa za svaku od 10 razmatranih instanci. Na taj

naqin je za metodu VNS-1 u nastavku uzeto da su vrednosti ǌenih parame-

tara niter = 6 i rmax = b0, 25nc.

Metoda VNS-2 se od VNS-1 razlikuje po verovatno�i izbora ”praznog
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n: 50 70 100 120 150
niter

1 31517 47094 64291 65906 86423
2 31517 47094 64291 65906 85586
3 31517 47094 64291 65906 85586
4 31517 47094 63454 65906 85586
5 31517 47094 63454 65906 85586
6 31517 46257 63454 65906 85586
7 31517 47094 63454 65906 85586
8 31517 47094 63454 65906 85586
9 31517 47094 63454 65906 85586

10 31517 47094 63454 65906 85586
n: 200 350 500 750 1000

niter

1 120226 209653 296247 444569 596963
2 119402 207966 294560 443719 595395
3 119389 208803 294560 442151 594545
4 119389 207248 293723 440477 593721
5 119389 207248 293723 440477 593708
6 119389 207248 292886 440477 592871
7 119389 207248 292886 440477 592884
8 119389 207248 293723 440477 592871
9 119389 207248 293723 440477 592871

10 119389 207248 292886 440477 592871

Tabela 24: Testiraǌe parametra niter za metodu VNS-1 za 20s

paketa” p (tj. verovatno�i prebacivaǌa umesto zamene paketa) u fazi

razmrdavaǌa. Zato metoda VNS-2 osim parametara niter i rmax ima

i parametar p. Poxto je u najve�em delu metoda VNS-2 ista sa VNS-

1 onda su uzete iste fiksirane vrednosti parametara niter i rmax, a

dodatno je testiran parametar p. Vrednosti parametra p su uzimane

kao konstante iz skupa p = 0, 05k, 1 ≤ k ≤ 10. Testiraǌe je izvrxeno

pod istim uslovima kao za niter i rmax, na istom skupu od 10 velikih

instanci, sa po 10 izvrxavaǌa od po 20 sekundi rada. Rezultati testi-

raǌa prikazani su u tabeli 26. Na osnovu toga kao najboǉe izdvajaju

se vrednosti 0, 05 i 0, 2. Me�u ǌima je za daǉe izabrana vrednost 0, 25

parametra p. Izme�u ostalog vrednost parametra p = 0, 2 korix�ena

je u radu [62] iz 2018. godine gde su opisane sliqne metode VNS-1 i

VNS-2, koje su ovde poboǉxane. Nakon testiraǌa parametara, izborom

niter = 6, rmax = b0, 25nc i p = 0, 2 odre�ena je metoda VNS-2.
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n: 50 70 100 120 150
rmax

b0.05nc 32354 47931 64291 66743 86423
b0.10nc 31517 47094 63454 65906 86423
b0.15nc 31517 47094 63454 65906 86423
b0.20nc 31517 47094 63454 65906 85586
b0.25nc 31517 46257 63454 65906 85586
b0.30nc 31517 47094 63454 65906 85586
b0.35nc 31517 47094 63454 65906 85586
b0.40nc 31517 47107 63454 65906 85586
b0.45nc 31517 47094 63454 65906 85586
b0.50nc 31517 47094 63454 65906 85586

n: 200 350 500 750 1000
rmax

b0.05nc 121063 209640 295397 442151 596219
b0.10nc 120226 208803 292886 441314 593708
b0.15nc 120226 208803 293723 441314 593708
b0.20nc 119389 207248 293723 440477 593708
b0.25nc 119389 207248 292886 440477 592871
b0.30nc 119389 207248 293723 440477 592871
b0.35nc 119389 207248 293723 440477 592871
b0.40nc 119389 207979 292886 440477 592871
b0.45nc 119389 208803 293723 440477 593708
b0.50nc 119389 207966 293723 440477 592871

Tabela 25: Testiraǌe parametra rmax za metodu VNS-1 za 20s

4.6.4 Dobijeni rezultati

Za testiraǌe su korix�eni isti skupovi instanci kao i kod metode

GRASP, odnosno rexavaqa CPLEX. Zadavana su vremenska ograniqeǌa

po jednom izvrxeǌu. Programi su pokretani 30 puta i bele�ena su

najboǉa rexeǌa iz tih 30 prolazaka. Parametri agap i σ raqunati su na

isti naqin kao kod metode GRASP. Tako�e, bele�eno je i proseqno vreme

potrebno da se na�e najboǉe rexeǌe, kao i proseqan broj razmrdavaǌa,

odnosno iteracija u skladu sa opisanim pojmom iteracije kod VNS. Ovde

nisu bele�eni proseqni brojevi razmrdavaǌa i iteracija do najboǉeg

rexeǌa jer su oni, uglavnom, srazmerni vremenu potrebnom za nala�eǌe

najboǉeg rexeǌa. Ovo vreme se prati kao glavni parametar rada. Osim

toga, izbegnuto je optere�ivaǌe tabela velikim brojem podataka.

Iz svih 6 maǌih instanci, za vreme rada ograniqeno na 1 sekundu po

izvrxeǌu, kod obe varijante VNS za vreme znatno kra�e od 1 sekunde,
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n: 50 70 100 120 150
p

0.05 31517 47094 63454 65906 85586
0.10 31517 47094 63454 65906 85586
0.15 31517 47094 63454 65906 85586
0.20 31517 47094 63454 65906 85586
0.25 31517 47094 63454 65906 85586
0.30 31517 47094 63454 65906 85586
0.35 31517 47094 63454 65906 85586
0.40 31517 47094 63454 65906 85586
0.45 31517 47094 64291 65906 85586
0.50 31517 47094 63454 65906 85586
n: 200 350 500 750 1000
p

0.05 119389 207248 292886 440477 592871
0.10 119389 207248 293723 440477 592871
0.15 119389 207261 292886 440477 592871
0.20 119389 207248 292886 440477 592871
0.25 119389 207966 292886 440477 592871
0.30 120226 207248 292886 440477 593708
0.35 119389 207248 293723 440477 593708
0.40 119389 207248 293723 440477 592871
0.45 119389 207248 292886 440477 593708
0.50 119389 207248 293723 441314 592871

Tabela 26: Testiraǌe parametra p za metodu VNS-2 za 20s

generisana su ista optimalna rexeǌa koja su dobili CPLEX i GRASP.

Kod svih xest instanci, u svih 30 testiraǌa, dobijeno je istovetno re-

xeǌe. Dobijeni podaci nalaze se u tabelama 27 i 28. Ovde je za razliku

od narednih tabela zabele�en i broj proseqnih iteracija do najboǉeg

rexeǌa.

Za nazive kolona korix�eni su skra�ene oznake:

• najr - najboǉe rexeǌe,

• pvdn - proseqno vreme do nala�eǌa najboǉeg rexeǌa,

• pubr - proseqan ukupan broj izvrxenih razmrdavaǌa za zadato vreme,

• pubi - proseqan ukupan broj izvrxenih iteracija za zadato vreme,

• pidn - proseqan broj iteracija koji je potreban da se dobije naj-

boǉe rexeǌe.
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br. paketa najr pvdn pubr pubi pidn
10 6534 0,0002 119500 65641 9,633
11 7252 0,0 135516 74703 0,600
12 8846 0,0 47283 16448 0,033
13 9722 0,0002 64356 24136 2,067
15 12047 0,0123 36449 12487 128,07
20 13786 0,0037 36213 7432,0 20,133

Tabela 27: Dobijena rexeǌa metodom VNS-1 za 1s

br. paketa najr pvdn pubr pubi pidn
10 6534 0,0002 117852 64454 6,467
11 7252 0,0 135785 74208 0,833
12 8846 0,0 47122 16329 0,067
13 9722 0,0002 63241 23543 0,967
15 12047 0,0130 36652 12540 137,50
20 13786 0,0032 36341 7451,5 17,067

Tabela 28: Dobijena rexeǌa metodom VNS-2 za 1s

Kako je metoda uspexno primeǌena i dala dobre rezultate za maǌe

instance, zakǉuquje se da je ǌena upotreba opravdana za ve�e instance

koje su potom detaǉnije testirane.

U tabelama 29 i 30 detaǉnije su prikazani rezultati rada metoda

VNS-1 i VNS-2 za 60 sekundi po izvrxeǌu, na skupu od 10 velikih in-

stanci veliqina od 50 do 1000 paketa. U ǌima su za nazive kolona,

koje se poklapaju sa opisima podataka u prethodnim tabelama, kori-

x�eni skra�eni zapisi: pvdn. - proseqno vreme do najboǉeg, pbrazm.

- proseqan ukupan broj razmrdavaǌa, pbiter. - proseqan ukupan broj

iteracija, pidn. - proseqan broj iteracija do najboǉeg rexeǌa.

br. pak. najb. rex. pvdn. pbrazm. pbiter. agap σ
50 31517 8,081 1392688 122530 0,000 0,000
70 46257 23,786 713832 43604 2,055 2,195

100 63454 13,680 1174193 49531 0,704 0,963
120 65906 15,454 1026241 36001 0,000 0,000
150 85586 23,232 773175 21766 0,163 0,399
200 119389 20,284 489504 10086 0,117 0,286
350 206411 35,536 246257 2879,6 0,454 0,522
500 292886 23,770 170235 1374,6 0,143 0,202
750 439640 30,910 100363 533,10 0,178 0,190
1000 592871 32,919 58551 226,83 0,047 0,082

Tabela 29: Dobijena rexeǌa pomo�u VNS-1 za 60s
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br. pak. najb. rex. pvdn. pbrazm. pbiter. agap σ
50 31517 9,691 1314684 115480 0,001 0,008
70 47094 20,596 710157 43384 0,302 0,728

100 63454 19,682 1137134 47946 0,484 0,799
120 65906 12,812 1029870 36125 0,000 0,000
150 85586 24,034 764693 21517 0,196 0,437
200 119389 27,750 473687 9756,8 0,000 0,000
350 206411 30,428 255144 2984,3 0,467 0,526
500 292886 29,596 169431 1368,1 0,105 0,173
750 439640 28,547 97404 517,23 0,222 0,243
1000 592871 32,771 57859 224,03 0,033 0,068

Tabela 30: Dobijena rexeǌa pomo�u VNS-2 za 60s

br. pak. CPLEX 1h CPLEX LB VNS-1 VNS-2 U-GRASP
50 31530 30398,95 31517 31517 32367
70 48688 45349,16 46257 47094 47996
100 65898 62834,24 63454 63454 66774
120 68376 65301,77 65906 65906 70076
150 88056 84667,92 85586 85586 91482
200 124394 118014,05 119389 119389 128631
350 219321 206110,49 206411 206411 224475
500 310801 291891,06 292886 292886 317149
750 4910250 439092,26 439640 439640 477587
1000 6547000 591583,60 592871 592871 641267

Tabela 31: Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX, VNS i GRASP za 60/120 s

U tabeli 31 dat je uporedni prikaz dobijenih rexeǌa na 10 velikih

instanci, od 50 do 1000 paketa, za VNS-1 i VNS-2 za 60 sekundi rada

po jednom izvrxeǌu. Prikazani su zajedno sa rexeǌima do kojih su

doxli CPLEX za 1 sat i U-GRASP za 120 sekundi po izvrxeǌu. Navedena

rexeǌa CPLEX nisu garantovano optimalna, u tabeli su navedene i

vrednosti doǌih granica do kojih je CPLEX doxao rexavaju�i ih. Ako

se me�usobno uporede VNS-1 i VNS-2 mo�e se videti da su na 9 instanci

dobile ista rexeǌa, dok je na 1 instanci VNS-1 dobila boǉe rexeǌe.

U pore�eǌu sa GRASP, obe metode VNS-1 i VNS-2 bile su boǉe od ǌe

na svim instancama. Porede�i ih sa CPLEX zakǉuqujemo da su obe

metode VNS-1 i VNS-2 bile boǉe na svih 10 instanci. Iz tabele se mo�e

zakǉuqiti da se pomo�u GRASP i VNS mogu rexavati velike instance

koje CPLEX ne mo�e dobro da rexi ili ne mo�e da ih rexava. Na

osnovu dobijenih rezultata se zakǉuquje da su obe varijante VNS dobrog

kvaliteta i opravdane za daǉe testiraǌe, me�u ǌima je VNS-1 nexto
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boǉa. U nastavku je za testiraǌa VNS korix�ena samo VNS-1, pa �e se

navo�eǌe samo VNS odnositi na ǌu.

Zbog sliqne strukture metoda VNS i GRASP pogodno je uporediti

xta se dobija razmenom ve�ih komponenti ovih metoda. U tabeli 32 dat

je prikaz rezultata za standardnu varijantu VNS, potom varijante gde je

kod VNS umesto sopstvene lokalna pretraga iz GRASP (VNS-LG), zatim

gde je umesto inicijalnog rexeǌa primeǌena procedura GRC (VNS-IG)

ili gde su oba pomenuta dela zameǌena (VNS-ILG). Tako�e u istoj tabeli

je osim rezultata GRASP prikazan i rezultat koji se dobija kada umesto

ǌene do�e lokalna pretraga iz VNS (GRASP-LV). Inicijalno rexeǌe

kod VNS nije od velikog znaqaja u odnosu na lokalnu pretragu jer se

izvrxava samo jednom na poqetku. Lokalna pretraga iz GRASP nije

popravila metodu VNS. Me�utim i kod metode GRASP kada je postavǉena

lokalna pretraga iz VNS dobila su se loxija rexeǌa nego pre toga.

Tu mo�emo da zakǉuqimo da razliqita priroda ovih metoda izdavaja

razliqite lokalne pretrage kao boǉe, tako da je postojaǌe dve lokalne

pretrage za ǌih opravdano. Lokalna pretraga VNS du�e traje i zbog

iterativne prirode metode rexeǌe se popravǉa ponovnom pretragom.

Za razliku od toga metodi GRASP pogoduje lokalna pretraga koja je

brza, koja za kratko vreme daje najboǉe xto mo�e, a kako se pretraga

ne nastavǉa odatle onda joj kra�e lokalne pretrage daju mogu�nost da

metoda sprovede vixe svojih iteracija i tako kroz ve�i broj pokuxaja

na�e boǉe rexeǌe.

br. pak. VNS VNS-LG VNS-IG VNS-ILG GRASP GRASP-LV
50 31517 32354 31517 31517 32367 32235
70 46257 48768 47094 48768 47996 48688
100 63454 65965 63454 65965 66774 66748
120 65906 66743 65906 66743 70076 74482
150 85586 88097 85586 88097 91482 94828
200 119389 122737 119389 122737 128631 134854
350 206411 213851 206411 213838 224475 240503
500 292886 304524 292886 304537 317149 342471
750 439640 459711 440477 463751 477587 509749

1000 592871 622093 592871 630500 641267 690551

Tabela 32: Dobijena rexeǌa pomo�u razliqitih lokalnih pretraga i
poqetnih rexeǌa VNS za 60s i GRASP za 120s

Budu�i da su rexeǌa dobijena metodom VNS visokog kvaliteta i

osetno boǉa od onih do kojih je doxao CPLEX, a poxto CPLEX gubi dosta
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Instanca CPLEX 1800s VNS 1s VNS 60s U-GRASP 120s
n i rex. LB rex. gap(%) rex. gap(%) rex. gap(%)

50 1 31530 30398,95 31517 1,70 31517 0,00 32367 0,05
50 2 31491 29368,89 30615 0,30 30615 0,00 31359 0,45
50 3 32577 30721,37 31009 5.03 31009 0,99 32577 0,02
50 4 27624 26393,31 26761 2,50 26761 0,00 27611 0,14
50 5 28500 27382,40 28500 0,00 28500 0,00 28513 0,03
70 1 47996 45349,16 47107 1,90 46257 2,06 47996 1,51
70 2 44624 42550,00 43761 2,36 43761 0,57 45487 0,05
70 3 43564 41353,78 42675 1,57 42675 0,00 44388 0,04
70 4 43577 40751,86 41957 1,49 41957 0,00 43696 0,82
70 5 43932 41871,11 43030 1,05 43030 0,00 44637 0,25
100 1 65048 62834,24 64291 0,83 63454 0,70 66774 1,09
100 2 61453 58350,92 58996 1,61 58996 0,00 62303 1,10
100 3 58812 55537,24 56329 1,75 56329 0,00 59610 0,23
100 4 64654 61209,88 62184 2,16 62171 0,85 65491 0,81
100 5 64444 60751,35 62666 0,97 61961 0,46 66077 0,90
120 1 69252 65301,77 65906 1,66 65906 0,00 70076 0,39
120 2 79355 74939,40 76859 1,27 76009 1,14 81055 0,81
120 3 76206 72707,13 74560 0,94 73723 0,76 77201 0,86
120 4 72269 69002,17 69799 2,15 69773 0,64 73982 1,45
120 5 73526 70048,06 71043 1,66 71043 0,12 75918 0,28
150 1 88958 84667,92 86423 0,81 85586 0,16 91482 0,87
150 2 94787 91176,05 92291 1,00 92291 0,00 97231 1,37
150 3 88437 84982,07 86778 0,26 85941 0,00 90137 1,08
150 4 93911 89060,07 90684 1,24 89847 0,56 95624 0,83
150 5 89650 85053,45 86436 0,74 86436 0,00 91324 0,81
200 1 124394 118014,05 120239 0,59 119389 0,12 128631 0,69
200 2 123137 116939,41 118995 0,50 118158 0,05 127361 0,36
200 3 126496 121239,39 123230 1,20 122393 0,30 132366 0,87
200 4 119428 111622,52 113863 0,25 113026 0,00 119601 0,80
200 5 125436 119045,81 121281 0,47 120431 0,14 129580 0,52
350 1 225215 206110,49 207979 1,11 206411 0,45 224475 0,41
350 2 227514 210898,41 213940 0,69 212253 0,12 228762 0,41
350 3 217797 201371,73 202168 1,41 202155 0,01 218796 0,38
350 4 219702 206178,19 208308 0,62 207471 0,00 223236 0,64
350 5 219023 207275,65 209197 1,22 208347 0,01 224257 1,00
500 1 318066 291891,06 294560 0,56 292886 0,14 317149 0,52
500 2 339309 294525,03 296364 0,67 295527 0,01 320627 0,44
500 3 361838 284648,85 286616 0,81 284929 0,25 307855 0,47
500 4 382560 308367,53 312765 0,71 310215 0,26 335012 0,60
500 5 319323 290365,44 293150 0,53 291476 0,08 314376 0,46
750 1 546742 439092,26 443825 0,42 439640 0,18 477587 0,39
750 2 537178 442327,90 445842 0,52 443318 0,18 479827 0,32
750 3 554712 443803,57 447467 0,47 445062 0,05 481910 0,49
750 4 548336 442099,54 447184 0,60 442986 0,13 481446 0,40
750 5 551524 448636,78 452394 0,67 449857 0,07 488107 0,40
1000 1 739616 0 597906 0,46 592871 0,05 641267 0,49
1000 2 733240 0 589508 0,55 582799 0,14 631597 0,45
1000 3 750774 0 606806 0,51 598529 0,42 651655 0,43
1000 4 728458 0 601589 0,35 594999 0,18 645445 0,44
1000 5 744398 0 606640 1,23 599094 0,07 649685 0,33

Tabela 33: Pore�eǌe rezultata na velikim instancama
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vremena dolaze�i do svojih rexeǌa, u nastavku je primeǌen jox jedan

pristup. Naime, inicijalna rexeǌa do kojih dolazi VNS na poqetku

svog rada daju se kao polazna - inicijalna rexeǌa CPLEX-u. Time se

rexavaq znaqajno pomera od poqetka i ve�i su izgledi da dobije boǉe

rexeǌe. U tabeli 33 dati su rezultati testiraǌa CPLEX za vreme

od 1800 sekundi sa inicijalnim rexeǌem koje je kao u metodi VNS,

zatim rexeǌa dobijena metodom VNS za 1 i 60 sekundi po izvrxeǌu,

kao i rexeǌa dobijena metodom U-GRASP za 120 sekundi rada po izvr-

xeǌu. Prime�uje se da pove�aǌe vremena rada metode VNS doprinosi

nala�eǌu boǉih rexeǌa, xto je naroqito primetno kod velikih in-

stanci. Kod svih razmatranih instanci metodom VNS za 60 sekundi do-

bilo se najboǉe rexeǌe. Metoda U-GRASP obezbe�uje stabilna rexeǌa,

ali maǌeg kvaliteta.

U tabeli 33 mo�e se uoqiti da je metoda VNS za 60 sekundi rada

dostigla vrednosti vrlo blizu garantovanih doǌih granica do kojih je

doxao CPLEX. To je bio motiv da se pokuxa sa nala�eǌeg garantovano

optimalnih rexeǌa za ove instance pomo�u CPLEX. Tako je pove�ano

vreme rada rexavaqa na 1 sat koriste�i paralelizaciju na 8 dostupnih

jezgara, a kao inicijalna rexeǌa su uzeta najboǉa do kojih je doxao

VNS. U ovom postupku CPLEX nije doxao do boǉih rexeǌa osim xto

je kod instance 50 5 dokazao da je za ǌu dobijeno rexeǌe metodom VNS

optimalno.

Nakon toga uqiǌen je jox jedan pokuxaj da se ispita optimalnost

dobijenih rexeǌa. Kako su cene prevoza kontejnera celi brojevi (1594,

2470, 2483), ukupna cena prevoza skupa kontejnera uvek je broj oblika

C = 1594a+ 2470b+ 2483c, gde je a, b, c broj kontejnera svakog od tri tipa.

Ako sa LB oznaqimo doǌu granicu iz CPLEX, a sa RV NS rexeǌe dobi-

jeno metodom VNS, optimalna cena zadovoǉava uslov LB ≤ C ≤ RV NS

uz koji se dodaje i uslov potrebne nosivosti da trojka broja konte-

jnera svakog tipa (a, b, c) po ukupnoj masi i zapremini ima kapacitet

za sve pakete. Ovaj drugi uslov se mo�e zapisati formulama ovako:∑
mi ≤ 25.8a + 24.5b + 24.5c i

∑
Vi ≤ 30a + 60b + 70c. On je samo potreban,

ali ne i dovoǉan jer i kada postoji ukupni kapacitet ne znaqi da �e

paketi mo�i da se rasporede jer nema podele paketa, tako da ovaj uslov

mo�e da doda neke nemogu�e trojke u kandidate za optimalno rexeǌe.

Ako bi postojala samo jedna trojka (a, b, c) za koju va�e svi pomenuti

uslovi onda je ona jedini mogu�i izbor za optimalno rexeǌe, pa bi
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time bila dokazana optimalnost dobijenog rexeǌa. Primenom ovog pos-

tupka dokazana je optimalnost dobijenih rexeǌa VNS za instance 50 3,

50 4, 100 1, 100 2, 120 1 i 350 1, xto zajedno sa 50 5 daje ukupno 7 garan-

tovano optimalno rexenih instanci.

Dodatnim pove�aǌem vremena rada CPLEX sa 1 na 5 sati korix-

�eǌem paralelizacije na 8 jezgara i polaze�i od najboǉih rexeǌa iz

VNS nije dobijena popravka ni jednog rexeǌa, kao ni doǌih granica za

CPLEX izuzev doǌih granica za instance sa 1000 paketa. Dobijene doǌe

granice za ǌih su: 591583, 60 za 1000 1; 581894, 37 za 1000 2, 597452, 82 za

1000 3; 594256, 58 za 1000 4 i 597665, 20 za 1000 5. Mo�e se uoqiti da su

ove doǌe granice vrlo blizu onih rexeǌa do kojih je doxao VNS.

Kako CPLEX nije uspeo da doka�e optimalnost dobijenih rexeǌa

onda je znaqajno pove�ano vreme rada metode VNS. Pove�aǌem sa 60

na 360 sekundi po izvrxeǌu dobila su se boǉa rexeǌa kod 4 instance:

100 5 (61124), 500 4 (309378), 750 3 (444225) i 750 5 (449020). Dodatnim

pove�aǌem sa 360 na 1440 sekundi po izvrxeǌu dobilo se poboǉxaǌe

rexeǌa kod jox jedne instance: 1000 3 (597692). Potom je za svako od

5 novih dobijenih rexeǌa kao inicijalnim pokrenut CPLEX za 5 sati

rada (paralelno sa 8 jezgara). Me�utim ni tu se nisu dobila boǉa

rexeǌa niti je dokazana optimalnost nekog od ǌih, samo je jedna doǌa

granica pove�ana, kod instance 1000 3 na 597452, 82. Za nova rexeǌa ni

metoda sa ure�enim trojkama (a, b, c) nije dokazala optimalnost, jer je u

zadatim intervalima bilo vixe kandidata za optimalno rexeǌe.

Dobijeni rezultati ove metode objavǉeni su krajem 2021. godine u

radu [63].

Opisane metode VNS i GRASP su razvijane i testirane koriste�i

cenu kao izabranu funkciju ciǉa, pre svega da bi se lakxe razumeo

smisao dobijenih brojeva. Potpuno isti mehanizam mo�e se upotrebiti

kako bi se pronaxao raspored paketa po kontejnerima koji umesto cene

optimizuje zaga�eǌe ili neku ǌihovu kombinaciju.

Ukupno, mo�e se smatrati da su razvijene varijante metode VNS vrlo

kvalitetno uspevale da odrede rexeǌa, da su na svim instancama na taj

naqin dobijena ista ili boǉa rexeǌa od onih koje je dobio CPLEX.

Osim toga, ǌihova prednost je xto i za velike instance za koje CPLEX

ne mo�e da odredi rexeǌe, one mogu da na�u odgovaraju�e pribli�no

rexeǌe.
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4.7 Rexavaǌe problema pakovaǌa pomo�u gramzivih
heuristika

Da bi se ispitao kvalitet predlo�enih metoda, ǌihovi rezultati se

porede sa onim xto je ura�eno u radu [2]. Tu su problemi pakovaǌa re-

xavani kao problemi odluqivaǌa tj. za dati skup paketa i kontejnera

formira se odgovor da li se oni mogu spakovati ili ne, primenom al-

goritma koji je kod svake od metoda u nekoj meri razliqit, a zajedniqko

im je da imaju gramzivi pristup i ne koriste lokalnu pretragu niti

ponovno generisaǌe rexeǌa kroz iteracije. Zato sve ove metode brzo

generixu rexeǌa, ali nemaju zadatak da optimizuju broj upotrebǉenih

kontejnera, jer je odgovor samo ”da” ili ”ne”. Ukoliko je odgovor da,

onda su dati paketi spakovani u kontejnere po tom algoritmu, a ako je

odgovor ne, onda znaqi da ne mogu da se spakuju po tom algoritmu, xto

ne znaqi da se ne mogu spakovati na neki drugi naqin.

U tom radu su predstavǉene ukupno 34 heuristike za rexavaǌe he-

terogenog vektorskog pakovaǌa. One su sistematiqno zadate na slede�i

naqin: Prva podela je bila po globalnom pristupu gramzivog pako-

vaǌa, gde su navedene 4 pristupa, po svojim engleskim nazivima to su:

item centric, bin centric, bin balancing i single bin balancing. Kod paket cen-

triqnog pristupa (item centric) sve dok postoji paket koji nije spakovan

preraqunava se slobodan prostor u kontejnerima i pakuje najve�i paket

u raspolo�ivi kontejner sa najmaǌe preostalog mesta i postupak se po-

navǉa sve dok se svi paketi ne spakuju i tada je odgovor ”da”. Ukoliko

se do�e do paketa koji ne mo�e da se spakuje nigde, onda je odgovor ”ne”

i prekida se daǉi rad programa.

Kod kontejner centriqnog pristupa (bin centric) sve dok postoje kon-

tejneri u kojima ima mesta, preraqunava se slobodan prostor u ǌima,

izabere se kontejner sa najmaǌe slobodnog mesta, a potom se u ǌega

pakuju paketi tako xto se krene od najve�eg koji mo�e da stane, pa se

onda preraqunava slobodan prostor i sve tako dok bar neki paket mo�e

da se jox smesti u taj kontejner. Kada se postupak pakovaǌa tog kontej-

nera zavrxi, on se brixe iz spiska kontejnera koji su raspolo�ivi (u

kojima ima jox mesta) i ponavǉa se postupak za naredni kontejner. Na

kraju kada se tako iscrpe svi kontejneri, ako je ostao neki paket koji

nije spakovan odgovor je ”ne”, u suprotnom odgovor je ”da”.
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Prethodna dva pristupa praktiqno implicitno te�e da smaǌe broj

upotrebǉenih kontejnera. Nasuprot ǌima su kontejner balansiraju�e

heuristike koje imaju te�ǌu da pakete ravnomerno raspore�uju u dos-

tupne kontejnere. Tu se kontejneri sortiraju u jednu listu, kao i paketi,

pa se najve�i nespakovan paket pokuxava smestiti u kontejner koji je

prvi na redu, pa se prelazi na slede�i paket i slede�i kontejner. Raz-

lika izme�u pristupa bin balancing i single bin balancing je u tome xto se

kod prvog od ǌih u sluqaju neuspeha pakovaǌa u kontejner on ponovo raz-

matra za slede�i paket i sve tako dok se ne spakuje neki paket u ǌega.

Kod single bin balancing pristupa u sluqaju neuspeha, za naredni paket ide

se odmah na slede�i kontejner. Ovde se kontejneri razmatraju kao da

su raspore�eni u obliku kru�ne liste ili u obliku niza kod kojeg se

upravo obra�eni kontejner stavǉa na kraj.

Prilikom raqunaǌa koriste se vrednosti C(j), preostali kapaciteti

kontejnera po resursu (dimenziji) j, i R(j) potrebe nespakovanih paketa

po resursu j. Prilikom raspore�ivaǌa korix�eno je ukupno 9 mera: ni-

jedna (statiqka, paketima i kontejnerima se pristupa onim redom kako

su zadati na ulazu), zatim 4 mere koje mogu biti statiqke i dinamiqke:

sluqajno mexaǌe (shuffle), 1/C, 1/R i R/C. Kada se pomno�i ovih 9 mera

sa 4 pristupa dobija se 36 metoda, me�utim ovde statiqke mere kod paket

centriqnih i kontejner centriqnih pristupa daju potpuno iste rezul-

tate, a kako takvih mera ima 5, to je ukupno dobijena 31 metoda. Osim

ǌih korix�ene su i tri metode zasnovane na skalarnom proizvodu gde

se za pakovaǌe paketa u kontejner bira onaj par koji daje najve�u vred-

nost skalarnog proizvoda preostalih kapaciteta kontejnera i potreba

paketa. Ove tri metode razlikuju se po koeficijentima (skalarima)

kojima se mno�e sabirci skalarnog proizvoda sa ciǉem da se na neki

naqin normiraju. Time su ukupno dobijene 34 metode.

Kako metode koje rade sa balansiraǌem kontejnera te�e da u svaki

dostupan kontejner postave po paket one nisu od koristi prilikom raqu-

naǌa optimalnog broja upotrebǉenih kontejnera. Takvih metoda ovde

je bilo 18. Ostalih 16 metoda implicitno te�e da utroxe xto maǌi

broj kontejnera, pa su one ovde implemetirane radi pore�eǌa. Osim

xto su metode u radu [2] primarno predvi�ene da utvrde da li se mo�e

spakovati dati skup paketa u dati skup kontejnera, pa se ne bave di-

rektno optimizacijom broja kontejnera, one u svom izvornom obliku ne

koriste ni cene za pojedine tipove kontejnera kako bi se bavile ukupnom
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met./inst. 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
itcen st. n 27 43 57 48 68 92 157 223 339 452

itcen st. shuf. 19 28 36 40 50 69 121 171 249 338
itcen st. 1/C 25 42 55 48 65 89 154 217 333 443
itcen st. 1/R 25 42 55 47 65 89 153 216 331 441
itcen st. R/C 25 42 55 47 65 88 153 216 331 440

itcen din. shuf. 42 65 90 105 129 176 299 438 658 878
itcen din. 1/C 25 42 55 48 65 89 154 217 333 442
itcen din. 1/R 25 42 55 47 65 88 152 221 330 439
itcen din. R/C 25 42 55 47 64 88 153 216 330 441

bincen din. shuf. 20 27 36 42 52 73 130 178 266 355
bincen din. 1/C 25 42 55 48 65 89 154 217 333 443
bincen din. 1/R 25 42 55 47 65 89 155 220 333 447
bincen din. R/C 25 42 54 47 65 88 151 216 329 439

dotprod 1 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
dotprod 2 27 42 73 91 93 128 227 316 476 669
dotprod 3 25 42 55 47 66 89 155 221 337 448

VNS-1 17 24 32 38 47 66 116 162 239 324
U-GRASP 17 24 33 39 47 67 118 164 243 330

Tabela 34: Dobijena rexeǌa pomo�u 16 metoda iz rada [2], VNS-1 i
U-GRASP, na instancama sa indeksom 1

cenom. Pore�eǌe je ura�eno na 50 velikih instanci veliqina 50, 70,

100, 120, 150, 200, 350, 500, 750 i 1000 paketa. Poxto 16 odabranih

metoda iz rada [2] ne mogu dobro da savladaju razliqite cene kontej-

nera, da bismo izbrojali koliko je utroxeno kontejnera postavǉeno je

da im je svima jednaka cena 1. Sa ǌima su upore�ene varijanta metode

VNS-1 i U-GRASP prilago�ene tako da je cena svakog tipa kontejnera

jednaka 1. Rezultati se mogu videti u tabelama 34-38. Vrste tabele

odgovaraju primeǌenim metodama, a kolone odgovaraju veliqinama in-

stanci, izra�enih u broju paketa. Vrednosti u tabeli predstavǉaju

broj utroxenih kontejnera. Kako kreirana biblioteka ima po 5 in-

stanci svake veliqine, rezultati su predstavǉeni kroz ovih 5 tabela,

prema indeksu razmatranih instanci. Tu su prikazani i rezultati rada

metoda VNS-1 i U-GRASP kod kojih je kao vreme rada izabrano 2 sekunde

po izvrxeǌu za 8 maǌih instanci, i 5 sekundi po izvrxeǌu za instance

od 750 i 1000 paketa. Obe metode su testirane po 30 puta i prikazano

je najboǉe dobijeno rexeǌe. Ovde se mo�e videti da metode VNS-1 i

U-GRASP qak i za ovako malo vreme daju dobra rexeǌa, boǉa od pred-

lo�enih 16 metoda iz rada [2]. Osim toga metode iz tog rada su konaqno
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met./inst. 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
itcen st. n 24 39 47 65 76 87 167 229 333 451

itcen st. shuf. 18 24 35 45 53 72 125 169 258 328
itcen st. 1/C 23 36 46 61 73 84 159 220 324 440
itcen st. 1/R 23 36 46 60 73 84 159 220 323 437
itcen st. R/C 23 36 46 60 72 84 158 220 323 438

itcen din. shuf. 42 63 90 104 128 174 297 431 657 872
itcen din. 1/C 23 36 46 61 73 84 159 221 324 440
itcen din. 1/R 23 36 46 60 72 84 158 219 322 437
itcen din. R/C 23 36 46 60 72 84 158 220 323 437

bincen din. shuf. 19 26 36 45 55 75 129 177 272 339
bincen din. 1/C 23 36 46 61 73 84 159 220 324 440
bincen din. 1/R 24 36 47 62 74 84 161 222 324 440
bincen din. R/C 22 36 45 59 72 84 157 218 322 436

dotprod 1 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
dotprod 2 40 45 69 74 98 114 230 319 486 657
dotprod 3 23 36 46 61 73 84 161 224 326 447

VNS-1 17 23 32 41 49 68 117 162 248 316
U-GRASP 17 23 33 41 50 69 119 165 252 321

Tabela 35: Dobijena rexeǌa pomo�u 16 metoda iz rada [2], VNS-1 i
U-GRASP, na instancama sa indeksom 2

zavrxene i ne mo�e se pove�aǌem vremena uticati na ǌihov kvalitet,

dok kod VNS-1 i U-GRASP se vreme rada mo�e pove�avati i dobiti jox

boǉa rexeǌa, naroqito kod ve�ih instanci.

Ovde je zanimǉivo zapaziti da brojaǌe kontejnera kod VNS-1 i U-

GRASP nije pristup gde one pokazuju svoju pravu snagu jer postoje ko-

raci algoritma u kojima se, ako je mogu�e, smaǌuje tip kontejnera,

jer su metode izvorno pravǉene za heterogeni sluqaj kada je cena pre-

voza maǌeg kontejnera tako�e maǌa. Ukoliko su cene iste, kao kada se

broje kontejneri, onda to smaǌivaǌe tipa mo�e da dovede da pove�aǌa

potrebnog broja kontejnera i da se sporije pronalaze boǉa rexeǌa.

Brojaǌe kontejnera ne ide u prilog ni metodama iz rada [2] jer one

uglavnom te�e da popuǌavaju kontejnere sa najmaǌe slobodnog mesta, pa

�e zato najvixe da koriste male kontejnere, zato �e im biti potreban

ve�i broj kontejnera. Kako kod praktiqno svih metoda pristup rada naj-

vixe te�i ka izboru malih kontejnera, onda je imalo smisla uporediti

ne samo dobijeni broj kontejnera nego i uopxte dobijenu cenu potrebnu

da se skup paketa transportuje prema cenama koje su korix�ene ranije u

ovom poglavǉu. Testiraǌe je izvrxeno na 10 polaznih velikih instanci
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met./inst. 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
itcen st. n 30 33 43 63 75 94 161 218 344 461

itcen st. shuf. 19 26 36 42 48 74 115 166 252 344
itcen st. 1/C 29 31 42 62 72 89 155 213 332 449
itcen st. 1/R 29 31 41 62 72 89 154 212 331 446
itcen st. R/C 29 31 41 62 72 88 154 212 331 447

itcen din. shuf. 42 63 87 110 127 178 296 433 659 880
itcen din. 1/C 29 31 42 62 72 89 155 213 332 449
itcen din. 1/R 29 31 41 62 72 88 154 211 331 444
itcen din. R/C 29 31 41 62 72 89 154 212 331 446

bincen din. shuf. 19 28 35 45 49 76 119 171 269 363
bincen din. 1/C 29 31 42 62 72 89 155 213 332 449
bincen din. 1/R 29 31 42 62 72 89 157 214 335 462
bincen din. R/C 28 31 41 62 72 88 153 211 330 445

dotprod 1 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
dotprod 2 31 45 71 80 98 125 224 335 492 657
dotprod 3 29 31 41 62 72 90 158 217 337 455

VNS-1 16 24 32 39 45 69 109 158 243 328
U-GRASP 16 24 32 39 45 71 111 160 247 334

Tabela 36: Dobijena rexeǌa pomo�u 16 metoda iz rada [2], VNS-1 i
U-GRASP, na instancama sa indeksom 3

od 50, 70, 100, 120, 150, 200, 350, 500, 750 i 1000 paketa. Rezultati

su prikazani u tabeli 39. Svaka vrsta u tabeli odgovara primeǌenoj

metodi, a svaka kolona odgovara razmatranoj instanci koja je opisana

brojem paketa. Vrednosti u tabeli odgovaraju ukupno dobijenoj mini-

malnoj ceni za prevoz zadatog skupa paketa. Testiraǌe je izvrxeno na

10 velikih instanci iz biblioteke, to je osnovni skup instanci qiji in-

deksi su 1. Ovde su kod metoda VNS-1 i U-GRASP prikazane dobijene cene

za 60 i 120 sekundi rada po izvrxeǌu, kao i ranije u ovom poglavǉu.

Ovde se tako�e dobija da su metode VNS-1 i U-GRASP dostigle boǉa

rexeǌa na svim instancama, nego metode predstavǉene u radu [2].

U radu [2] svaka od navedenih metoda primeǌena je na skupu od 4500

instanci koje su za potrebe ovog rada generisane. Bilo je pet klasa

ulaznih podataka, za svaku od ǌih je birana konfiguracija od 10, 30

ili 100 kontejnera, sa 2, 5 ili 10 dimenzija i generisano je po 100

takvih instanci. U tom radu je razmatran sluqaj kada je svaki kontej-

ner zadat svojim ograniqeǌima tj. ne postoje standardni tipovi kon-

tejnera. Ova kolekcija instanci nije nigde dostupna nego je u radu

samo opisan naqin ǌihovog generisaǌa. Tu nema garancije da je mogu�e
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met./inst. 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
itcen st. n 22 33 50 51 77 87 159 243 344 452

itcen st. shuf. 16 25 38 44 51 65 120 177 250 346
itcen st. 1/C 22 32 49 49 74 85 155 238 336 443
itcen st. 1/R 21 32 49 48 73 85 154 236 334 442
itcen st. R/C 21 32 48 49 72 84 154 236 335 442

itcen din. shuf. 43 63 90 108 130 173 297 436 658 877
itcen din. 1/C 22 32 49 49 74 85 155 238 335 443
itcen din. 1/R 22 33 49 48 72 84 154 236 334 441
itcen din. R/C 21 32 49 48 72 85 154 236 334 441

bincen din. shuf. 18 26 37 47 54 69 128 183 261 364
bincen din. 1/C 22 33 49 49 74 85 155 238 336 443
bincen din. 1/R 23 34 50 49 75 87 156 238 337 443
bincen din. R/C 21 32 48 48 72 84 154 236 333 440

dotprod 1 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
dotprod 2 36 40 64 84 96 137 220 313 482 646
dotprod 3 22 32 48 49 72 85 154 239 338 448

VNS-1 14 23 34 41 48 62 114 169 240 328
U-GRASP 14 23 34 42 49 63 116 172 245 333

Tabela 37: Dobijena rexeǌa pomo�u 16 metoda iz rada [2], VNS-1 i
U-GRASP, na instancama sa indeksom 4

pakete spakovati u raspolo�ive kontejnere, jer upravo se tim proble-

mom odluqivaǌa metode bave. Metode su me�usobno upore�ivane po tome

koliko su uspele da spakuju instanci, kolika im je bila proseqna po-

puǌenost kontejnera, koliko su utroxile kontejnera itd. Prva metoda

sa skalarnim proizvodom (dotprod 1) uspela je da spakuje najve�i broj

od 4500 instanci, oko 2200. Predlo�ene metode su najjaqe kada se sve

primene na zadate ulazne podatke i izabere najboǉe od dobijenih rexe-

ǌa. Evaluacija ǌihovog rada izvrxena je svo�eǌem na homogeni prob-

lem, kada su svi kontejneri istih osobina. Da bi se odredio najmaǌi

potreban broj kontejnera da se spakuje zadati skup paketa u homogenom

sluqaju korix�ena je ideja binarne pretrage. Naime, prvo se odrede

gorǌa i doǌa granica potrebnog broja kontejnera. Gorǌa granica se

izabere kao neki dovoǉno veliki broj za koji bar jedna od 34 metode

uspeva da spakuje pakete u taj broj kontejnera. Kao doǌa granica se

bira neki maǌi broj kontejnera za koji ni jedna od metoda ne uspeva

da spakuje pakete. Potom se interval polovi i metodom binarne pre-

trage odre�uje se minimalan broj kontejnera koji je potreban. Za svaki

izabrani broj kontejnera izvrxavaju se sve 34 metode i ako bar jedna
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met./inst. 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
itcen st. n 25 37 46 55 68 89 162 222 347 469

itcen st. shuf. 17 26 38 41 51 74 120 169 258 340
itcen st. 1/C 24 37 45 55 65 86 159 219 339 453
itcen st. 1/R 24 36 44 55 65 84 159 218 334 453
itcen st. R/C 24 35 44 54 64 84 159 217 334 453

itcen din. shuf. 42 64 87 106 127 178 294 428 665 877
itcen din. 1/C 24 37 45 55 65 86 159 219 338 453
itcen din. 1/R 24 36 45 55 64 88 159 218 336 453
itcen din. R/C 24 35 44 54 64 85 159 218 334 453

bincen din. shuf. 15 26 39 45 52 78 125 174 273 354
bincen din. 1/C 24 37 45 55 65 86 159 219 339 453
bincen din. 1/R 24 37 45 55 66 89 159 220 341 456
bincen din. R/C 23 35 45 54 64 84 158 216 333 452

dotprod 1 50 70 100 120 150 200 350 500 750 1000
dotprod 2 33 43 59 74 104 133 231 340 490 642
dotprod 3 25 35 44 55 65 84 161 220 344 463

VNS-1 14 22 36 39 47 70 114 160 246 324
U-GRASP 14 22 36 39 47 71 116 162 251 330

Tabela 38: Dobijena rexeǌa pomo�u 16 metoda iz rada [2], VNS-1 i
U-GRASP, na instancama sa indeksom 5

od ǌih uspe da ih spakuje, smatra se da je pakovaǌe mogu�e pa se ide

na maǌi broj kontejnera. U suprotnom je pakovaǌe neuspexno, pa se

ide na ve�i broj kontejnera. Ovim pristupom uspexno je rexeno 249

od 400 standardnih homogenih instanci uvedenih u radu [3]. Me�utim

ovakav pristup sa binarnom pretragom nije mogu� za heterogeni sluqaj

jer nije jasno koje kontejnere razmatrati kada se interval prepolovi.

Zato predlo�ene metode svoju punu snagu pokazuju udru�ene i prime-

ǌene na homogeni sluqaj. U narednom poglavǉu �e metode VNS i GRASP

biti prikazane svedene na homogeni sluqaj i tu �e se pokazati da su i

tada uspexnije od skupa metoda iz rada [2].
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met./inst. 50 70 100 120 150
itcen st. n 43038 68542 90858 76512 108392

itcen st. shuf. 39987 59667 77649 87594 110607
itcen st. 1/C 39850 66948 87670 76512 103610
itcen st. 1/R 39850 66948 87670 74918 103610
itcen st. R/C 39850 66948 87670 74918 103610

itcen din. shuf. 91632 136269 192815 227328 282397
itcen din. 1/C 39850 66948 87670 76512 103610
itcen din. 1/R 39850 66948 87670 74918 103610
itcen din. R/C 39850 66948 87670 74918 102016

bincen din. shuf. 43320 58923 80329 93423 112906
bincen din. 1/C 39850 66948 87670 76512 103610
bincen din. 1/R 39850 66948 87670 74918 103610
bincen din. R/C 39850 66948 86076 74918 103610

dotprod 1 124150 173810 248300 297960 372450
dotprod 2 55393 90821 158865 183962 195034
dotprod 3 39850 66948 87670 74918 105204

VNS-1 31517 46257 63454 65906 85586
U-GRASP 32367 47996 66774 70076 91482
met./inst. 200 350 500 750 1000
itcen st. n 146648 250258 355462 540366 720488

itcen st. shuf. 151522 267893 375833 541545 731981
itcen st. 1/C 141866 245476 345898 530802 706142
itcen st. 1/R 141866 243882 344304 527614 702954
itcen st. R/C 140272 243882 344304 527614 701360

itcen din. shuf. 377606 649563 955051 1452959 1929071
itcen din. 1/C 141866 245476 345898 530802 704548
itcen din. 1/R 140272 242288 352274 526020 699766
itcen din. R/C 140272 243882 344304 526020 702954

bincen din. shuf. 160578 282148 385174 573166 771499
bincen din. 1/C 141866 245476 345898 530802 706142
bincen din. 1/R 141866 247070 350680 530802 712518
bincen din. R/C 140272 240694 344304 524426 699766

dotprod 1 496600 869050 1241500 1862250 2483000
dotprod 2 262342 455604 640550 971771 1370577
dotprod 3 141866 247070 352274 537178 714112

VNS-1 119389 206411 292886 439640 592871
U-GRASP 128631 224475 317149 477587 641267

Tabela 39: Dobijene cene pomo�u 16 metoda iz rada [2], VNS-1 i U-
GRASP
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5 Homogeni vektorski problem pakovaǌa kon-
tejnera

U literaturi je vektorski problem pakovaǌa kontejnera sa dva tipa

ograniqeǌa vixe razmatran za homogeni sluqaj. Tada su svi kontejneri

istog tipa i jednakih kapaciteta. Kada ne postoji vixe tipova kontej-

nera, onda se za funkciju ciǉa mo�e uzeti broj upotrebǉenih kontej-

nera.

Prethodno razmatrane metode VNS i GRASP mogu se svesti na ho-

mogeni problem pakovaǌa iskǉuqivaǌem poteza koji podrazumevaju pro-

menu tipa kontejnera. Ovim svo�eǌem mogu�e je dobiti novi skup meta-

heuristiqkih metoda nameǌenih za homogeni problem koji je u litera-

turi posebno razmatran. Ovakav pristup primeǌen je iz razloga do-

datne evaluacije predlo�enih metaheursitiqkih metoda.

Za homogeni vektorski problem pakovaǌa sa dva tipa ograniqeǌa

postoji standardna biblioteka od 400 instanci uvedena u radu [3]. Ove

instance grupisane su u 10 klasa po 40 instanci. U okviru svake klase

instance su podeǉene u 4 grupe, u svakoj od ǌih je 10 instanci sa istim

brojem paketa. Broj paketa kod svih klasa je 25, 50, 100 i 200, osim kod

desete klase gde je broj paketa 24, 51, 99 i 201.

Kako je ovakav problem pakovaǌa NP te�ak, ne postoji egzaktan al-

goritam koji mo�e da rexi instance u polinomskom vremenu. Jedna od

uspexnih metoda primeǌena je u radu [4] iz 2016. godine. Pristup u tom

radu zasniva se na svo�eǌu problema pakovaǌa na protok kroz graf, pri

qemu je znaqajna pa�ǌa posve�ena redukovaǌu simetrije rexeǌa. Na taj

naqin dobijaju se grafovi sa maǌe qvorova, koji mogu lakxe da se rexe.

Problem je rexavan u C++, a potom pomo�u rexavaqa Gurobi. Na taj

naqin je rexeno 330 instanci, dok za 70 instanci metoda iz ovog rada

nije dala rexeǌe, jer je za bar jednu instancu iz grupe od ǌih 10 bilo

potrebno vreme od bar 12 sati da bi se egzaktno rexila. Iako za mnoge

od 330 rexenih instanci primeǌena metoda brzo dolazi do rexeǌa, kod

10 instanci iz 1. klase veliqine 200 paketa, nazovimo ih kra�e 1 200,

bilo je potrebno izme�u 5 hiǉada i 19 hiǉada sekundi da bi se rexile.

Ovaj rad doneo je znaqajan pomak, jer za 188 instanci od 330 rexenih,

ranije nisu bila poznata optimalna rexeǌa. Biblioteka instanci i do-

bijena optimalna rexeǌa metodom iz rada [4], mogu se videti na adresi
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Kao procena doǌe granice broja potrebnih kontejnera mo�e se kori-

stiti formula

l∞ = max

{⌈∑
mi

Lm

⌉
,

⌈∑
Vi

LV

⌉}
. (5.1)

Ova formula je korix�ena i u radu [2] za evaluaciju rexeǌa na istoj

biblioteci od 400 instanci. Ukoliko se dobije broj kontejnera jednak

vrednosti l∞ onda je to garantovano optimalno rexeǌe. U tom radu [2],

dobija se ukupno 249 optimalnih rexeǌa od 400 instanci, a od toga su

52 optimalna od 70 instanci koje nisu rexene u radu [4].

5.1 Rexavaǌe metodom GRASP

Prilikom prelaska na homogeni sluqaj zanemareno je sve xto se u algo-

ritmu odnosi na tip kontejnera jer su svi kontejneri istog tipa. Tako�e

u funkciji ciǉa uzeto je da je cena jednaka 1, pa se kao rezultat dobija

broj upotrebǉenih kontejnera.

Varijanta U-GRASP koja se za heterogeni sluqaj pokazala kao naj-

boǉa testirana je i za homogeni sluqaj uz neophodne pomenute modi-

fikacije. Osim toga kod heterogenog sluqaja u proceduri GRC korix-

�ene su razliqite liste kandidata, po masi ili zapremini, u zavisnosti

od tipa kontejnera. Kako ovde tipovi kontejnera ne figuruxu onda se

svaki put na poqetku procedure GRC na sluqajan naqin, sa podjednakom

verovatno�om, bira koja se od te dve liste kandidata koristi za ini-

cijalno pakovaǌe.

Kao mera uspexnosti metode GRASP za homogeni cluqaj uzet je broj

dostignutih optimalnih rexeǌa na skupu od 400 standardnih instanci.

Dodatni kriterijum koji je korix�en u prikazivaǌu rezultata je vreme

rada po izvrxeǌu. Dobijeni rezultati su predstavǉeni su u radu [5],

donosimo ih ovde u tabeli 40. Tu je kao vreme rada izabrano 120

sekundi. Na ovaj naqin dobijeno je ukupno 245 optimalnih rexeǌa

od 400 instanci, a od toga je 38 optimalnih rexeǌa na skupu od 70

instanci koje nisu bile rexene u radu [4] (prikazane su podebǉano u

tabeli). Pove�aǌem vremena rada sa 120 na 600 sekundi dobijeno je jox

7 novih optimalnih rexeǌa, ukupno 252 od 400, a od toga je 2 nova od

70 nerexenih, ukupno 40 od 70.
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klasa 25/24p 50/51p 100/99p 200/201p
1 10 10 0 0
2 10 10 8 5
3 10 10 9 5
4 9 10 8 0
5 10 10 10 0
6 10 8 0 0
7 9 6 3 0
8 10 10 10 10
9 10 10 0 0
10 5 0 0 0
Σ 93 84 48 20

Tabela 40: Dobijena optimalna rexeǌa pomo�u U-GRASP za 120s u radu
[5]

klasa 25/24p 50/51p 100/99p 200/201p
1 10 10 2 0
2 10 10 9 5
3 10 10 10 5
4 9 10 10 0
5 10 10 10 0
6 10 9 0 0
7 9 6 3 0
8 10 10 10 10
9 10 10 0 0
10 7 0 0 0
Σ 95 85 54 20

Tabela 41: Dobijena optimalna rexeǌa pomo�u U-GRASP za 360s

U odnosu na rad [5] zadr�avaju�i isti algoritam ali uvode�i neko-

liko tehniqkih popravki kao xto su smaǌeǌe broja kolona matrice re-

xeǌa boǉom procenom maksimalnog broja potrebnih kontejnera, potom

ubrzavaǌem kopiraǌa matrica rexeǌa kada se do�e do dela ispuǌenog

nulama, zamenom funkcije za sortiraǌe u lokalnoj pretrazi, doxlo je

primetnog ubrzaǌa nala�eǌa rexeǌa. Uz to metoda je testirana na

nexto novijem raqunaru boǉih karakteristika, pa je i to delom uticalo

na boǉe rezultate od onih u radu [5]. Efekat je takav da se za svega 1

sekundu rada dobija 235 optimalnih rexeǌa na skupu od 400 instanci.

Pove�aǌem vremena rada redom na 10, 60 i 360 sekundi broj dostignu-

tih optimalnih rexeǌa porastao je redom na 245, 250 i 254. Zakǉuquje

se da pove�aǌe vremena rada daje boǉa rexeǌa ali ne donosi mnogo,

metoda ne mo�e na taj naqin da da bitno boǉa rexeǌa od onih koje pos-

ti�e u prvim sekundama. U tabeli 41 dat je broj optimalnih rexeǌa
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koje metoda U-GRASP dosti�e za 360 sekundi rada po izvrxeǌu.

Sa optimalno rexenih 254 instance metoda je bila boǉa od grupe

udru�enih gramzivih metoda iz rada [2] gde je rexeno 249 instanci na

istom skupu. Dok je u tom radu rexeno 38 od 70 instanci koje su ostale

nerexene u radu [4], metoda U-GRASP je rexila 40 instanci iz tog skupa.

5.2 Rexavaǌe metodom VNS

Kao mera uspexnosti metoda VNS i GRASP uzet je broj dostignutih

optimalnih rexeǌa na skupu od 400 standardnih instanci.

Razmatrana varijanta VNS jednaka je onoj opisanoj u radu [63], kao

i u prethoj glavi koje se odnosi na heterogeni sluqaj. Jedina razlika

u odnosu na homogeni sluqaj je ta xto su ovde sve aktivnosti vezane

za promenu tipa kontejnera iskǉuqene, svi kontejneri su istog tipa, a

kao cena izabrana je vrednost 1. Time se praktiqno ne meǌa funkcija

ciǉa i ona u ovom sluqaju predstavǉa broj upotrebǉenih kontejnera.

Korix�ene su iste vrednosti parametara, niter = 6 i rmax = b0.25nc.

klasa 25/24p 50/51p 100/99p 200/201p
1 10 10 6 9
2 10 10 10 10
3 10 10 10 10
4 10 10 10 10
5 10 10 10 10
6 10 10 5 0
7 10 10 7 9
8 10 10 10 10
9 10 10 10 0
10 10 10 10 9
Σ 100 100 88 77

Tabela 42: Dobijena optimalna rexeǌa pomo�u VNS za 1440s

Kao mera uspexnosti metoda VNS i GRASP uzet je broj dostignutih

optimalnih rexeǌa na skupu od 400 standardnih instanci. Kao vreme

rada po izvrxeǌu korix�eno je 1, 10, 60, 360 i 1440 sekundi. Za ova

vremena metoda je redom postigla 315, 331, 345, 356 i 365 optimalnih

rexeǌa na skupu od 400 instanci. Ovi rezultati su tako�e prikazani

u radu [63]. Rezultati rada metode VNS prikazani su, za 1440 sekundi

rada i 30 izvrxavaǌa, u tabeli 42. Tu se za svaku grupu od po 10

instanci navodi broj dostignutih optimalnih rexeǌa. Kod homogenog
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problema, gde su vrednosti funkcije ciǉa diskretne, popravke rexeǌa

se re�e dexavaju nego kada ja problem heterogen sa vixe cena koje su

realni brojevi, gde su mogu�e qex�e popravke rexeǌa.

Pomo�u ove metode dobijeno 305 od 330 optimalnih rexeǌa iz rada

[4]. Od preostalih 70 instanci koje tamo nisu rexene ovde je dobijeno 60

optimalnih rexeǌa, xto daje ukupan broj dobijenih optimalnih rexeǌa

365.

Osim pomenute standardne biblioteke 400 homegenih instanci za vek-

torsko pakovaǌe, postoji jox jedna novija biblioteka ve�ih 400 ho-

mogenih instanci uvedena u radu [64]. Ona je dobijena od prethodne

biblioteke s tim xto se svaki paket ponavǉa neki broj puta, a taj broj

je sluqajno izabran iz intervala od 1 do 100 za svaki paket prilikom

kreiraǌa instance. Na taj naqin su dobijene znaqajno, oko 50 puta,

ve�e instance od polaznih. Autori u tom radu navode da su poznata

optimalna rexeǌa za 339 od tih 400 instanci. Za ostalu 61 instancu

optimalna rexeǌa nisu poznata, nego se samo znaju granice izme�u kojih

se optimalno rexeǌe nalazi.

Instanca n LB UB 1s 10s 60s 360s 1440s

CL 04 100 06 5089 627 628 691 628 627 * / /
CL 04 100 08 5089 642 645 687 643 642 * / /
CL 04 200 01 10229 1293 1297 1453 1373 1308 1294 1293 *
CL 05 100 06 5089 314 315 322 314 * / / /
CL 05 100 08 5089 321 323 322 321 * / / /
CL 05 100 10 5089 327 328 333 327 * / / /
CL 05 200 02 10141 624 629 682 633 628 627 627
CL 05 200 03 10157 630 635 708 646 634 633 633
CL 05 200 04 10141 630 631 670 635 631 631 630 *
CL 05 200 05 10141 632 640 704 646 634 633 632 *
CL 05 200 06 10141 626 630 686 630 627 627 627
CL 05 200 07 10157 630 636 715 644 636 635 634
CL 05 200 08 10141 635 640 681 635 * / / /
CL 05 200 10 10141 632 635 690 633 632 * / /

Tabela 43: Pore�eǌe rezultata VNS na velikim instancama.

Na toj biblioteci instanci testirana je metoda VNS za ista vremena

od 1, 10, 60, 360 i 1440 sekundi po izvrxeǌu. Na skupu od 61 nerexene

instance metoda VNS je dobila 10 garantovano optimalnih rexeǌa i

kod jox 4 instance je pomerila (spustila) gorǌu granicu optimalnog

rexeǌa. Ovi rezultati su predstavǉeni u radu [63], a donosimo ih i

u tabeli 43. Simbolom ∗ su oznaqena rexeǌa za instance kod kojih je
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dobijeno garantovano optimalno rexeǌe, a podebǉano ona rexeǌa koja

popravǉaju do tada poznatu gorǌu granicu optimalnog rexeǌa. Simbol

/ ima znaqeǌe da kada je na�eno optimalno rexeǌe instanca nije ponovo

rexavana za ve�e vreme rada.

5.3 Uporedni prikaz rexeǌa primenom CPLEX, VNS i
GRASP

Radi pore�eǌa rexeǌa na svih 400 instanci iz biblioteke one su re-

xavane i pomo�u rexavaqa CPLEX 12.6.2 sa ograniqeǌem vremena rada

od 3600 sekundi (1 sat). Testiraǌa su ura�ena na istom raqunaru i pod

istim uslovima kao i metode VNS i GRASP.

U tabeli 45 navedeni su rezultati za svih 400 instanci. Tu svakoj

vrsti odgovara jedna instanca koja se rexava, dok je u qetiri kolone

prikazano: optimalno rexeǌe, najboǉa rexeǌa pomo�u CPLEX, VNS i

GRASP. Optimalnost rexeǌa poznata ja iz literature, pre svega za

330 instanci poznata je iz rada [4], a za 60 od 70 preostalih instanci

odre�ena je po formuli (5.1) i rexena pomo�u VNS. Za preostalih 10

velikih instanci iz grupe 9 200 optimalna rexeǌa su poznata na osnovu

granica i iz literature. Prikazana najboǉa dobijena rexeǌa pomo�u

metoda VNS i GRASP su za maksimalna vremena rada od 1440 i 360

sekundi po izvrxeǌu.

Prilikom rexavaǌa instanci pomo�u CPLEX, za neke od ǌih dobija

se optimalno rexeǌe za kra�e vreme i rexavaq je tada zavrxavao sa

radom. Za instance koje CPLEX ne uspeva da rexi u predvi�enom vre-

menu, navodi najboǉe rexeǌe koje je uspeo da na�e za to vreme. Kod

nekih instanci je ovako prona�eno najboǉe rexeǌe jednako optimalnom,

bez obzira xto to CPLEX ne zna. Tako dobijena rexeǌa jednaka op-

timalnom su u rezultatima prikazana iskoxeno jer za ǌih rexavaq ne

garantuje da su optimalna.

Zbirni rezultati rada rexavaqa CPLEX su navedeni u tabeli 44. Tu

svaki red odgovara jednoj od deset klasa, a kolone odgovaraju veliqi-

nama instanci, kao rezultat prikazan je broj dobijenih optimalnih re-

xeǌa na toj grupi od 10 instanci, bez obzira da li je CPLEX uspeo

da doka�e ǌihovu optimalnost. Mo�e se primetiti da je CPLEX za

vreme rada od 3600 sekundi po instanci dostigao 310 optimalnih re-
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klasa 25/24p 50/51p 100/99p 200/201p
1 10 10 5 0
2 10 10 10 10
3 10 10 10 10
4 10 10 10 3
5 10 10 10 10
6 10 10 5 1
7 10 8 6 0
8 10 10 10 10
9 10 10 5 0
10 10 7 0 0
Σ 100 95 71 44

Tabela 44: Dostignuta optimalna rexeǌa pomo�u CPLEX za 3600s

xeǌa, od toga za 63 ǌih nije garantovao da su optimalna i radio ih je

do isteka vremena. Porede�i rexeǌa dobijena pomo�u CPLEX i pomo�u

VNS mo�e se primetiti znaqajna razlika u ukupnom broju optimalno

rexenih instanci. Prednosti metode VNS su te da za vrlo kratko vreme

dobija visok kvalitet rexeǌa, dok CPLEX garantuje za kvalitet dobi-

jenih rexeǌa. Osim toga, mo�e se zakǉuqiti da je predlo�ena VNS

metoda za heterogeni sluqaj prilikom prelaska na homogeni sluqaj te-

stiraǌem na standardnoj biblioteci od 400 instanci pokazala dobar

nivo kvaliteta uporediv ili boǉi od onih koji se mogu dobiti pomo�u

rexavaqa, ili su predstavǉeni u literaturi. Tako�e, pove�aǌem broja

paketa metaheuristiqke metode pokazuju prednost u kvalitetu dobijenih

rexeǌa u odnosu na rexavaqe, xto je posebno vidǉivo za nexto ve�i

broj paketa od onih u dostupnoj biblioteci za homogeni sluqaj, gde je

najve�a veliqina instance 201 paket.

Ukupno, mogu se uporediti dobijeni rezultati na biblioteci od 400

instanci uvedenoj u radu [3]. Za pore�eǌe se mo�e koristiti rad [4]

u kojem je optimalno rexeno 330 instanci, dok za 70 instanci nisu do-

bijena rexeǌa. Ovaj rad je uzet kao reper jer je doneo znaqajan pomak,

za 188 instanci od 330 rexenih, ranije nisu bila poznata optimalna

rexeǌa. U radu [2] dobijeno je 249 optimalnih rexeǌa na skupu od 400

instanci. Od toga su 52 nova optimalna rexeǌa na skupu od 70 instanci

koje nisu rexene u radu [4], a qija je optimalnost dokazana korix�eǌem

formule (5.1). Ovde je prikazana varijanta metode GRASP postigla 254

optimalna rexeǌa na skupu od 400 instanci, od toga su 40 optimalna

rexeǌa na skupu od 70 instanci koje nisu rexene u radu [4]. Zatim,

ovde najboǉa prikazana varijanta metode VNS posti�e 365 optimalnih
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rexeǌa na skupu od 400 instanci, od toga je 60 optimalnuih rexeǌa na

skupu 70 instanci koje nisu rexene u radu [4]. VNS je radio najvixe

1440 sekundi po izvrxeǌu, i ponavǉao rad 30 puta. Na kraju je radi

verifikacije korix�en rexavaq CPLEX koji je pod istim uslovima do-

bio sat vremena za rad i dobio je garantovano optimalnih 247 rexeǌa

na 400 instanci, od qega su 53 bile iz skupa 70 instanci koje nisu re-

xene u radu [4]. Osim toga CPLEX je i za ostale 153 instance prikazao

rexeǌa koja je dobio, ali za koja ne garantuje da su optimalna. Na tom

skupu je dobio rexeǌa za jox 63 instance qija optimalnost je poznata

iz drugih izvora.
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instanca opt CPLEX VNS GRASP instanca opt CPLEX VNS GRASP

1 25 1 6 6 6 6 2 25 1 13 13 13 13
1 25 2 7 7 7 7 2 25 2 14 14 14 14
1 25 3 7 7 7 7 2 25 3 14 14 14 14
1 25 4 7 7 7 7 2 25 4 14 14 14 14
1 25 5 7 7 7 7 2 25 5 13 13 13 13
1 25 6 7 7 7 7 2 25 6 14 14 14 14
1 25 7 7 7 7 7 2 25 7 14 14 14 14
1 25 8 7 7 7 7 2 25 8 15 15 15 15
1 25 9 7 7 7 7 2 25 9 15 15 15 15
1 25 10 7 7 7 7 2 25 10 16 16 16 16
1 50 1 13 13 13 13 2 50 1 30 30 30 30
1 50 2 13 13 13 13 2 50 2 31 31 31 31
1 50 3 13 13 13 13 2 50 3 31 31 31 31
1 50 4 13 13 13 13 2 50 4 31 31 31 31
1 50 5 13 13 13 13 2 50 5 31 31 31 31
1 50 6 14 14 14 14 2 50 6 32 32 32 32
1 50 7 14 14 14 14 2 50 7 32 32 32 32
1 50 8 14 14 14 14 2 50 8 32 32 32 32
1 50 9 14 14 14 14 2 50 9 33 33 33 33
1 50 10 14 14 14 14 2 50 10 32 32 32 32
1 100 1 25 26 26 26 2 100 1 62 62 62 63
1 100 2 26 26 26 26 2 100 2 57 57 57 57
1 100 3 26 26 26 26 2 100 3 56 56 56 56
1 100 4 25 26 25 26 2 100 4 57 57 57 57
1 100 5 25 26 26 26 2 100 5 56 56 56 56
1 100 6 25 26 26 26 2 100 6 57 57 57 57
1 100 7 25 26 26 27 2 100 7 56 56 56 56
1 100 8 26 26 26 27 2 100 8 58 58 58 58
1 100 9 26 26 26 27 2 100 9 57 57 57 57
1 100 10 26 26 26 27 2 100 10 58 58 58 58
1 200 1 50 53 50 54 2 200 1 111 111 111 113
1 200 2 50 53 50 53 2 200 2 114 114 114 114
1 200 3 50 52 50 54 2 200 3 111 111 111 113
1 200 4 50 52 50 54 2 200 4 115 115 115 115
1 200 5 50 52 50 54 2 200 5 110 110 110 112
1 200 6 50 53 50 54 2 200 6 116 116 116 116
1 200 7 50 53 51 54 2 200 7 111 111 111 113
1 200 8 51 52 51 54 2 200 8 117 117 117 117
1 200 9 51 52 51 54 2 200 9 112 112 112 114
1 200 10 51 53 51 54 2 200 10 118 118 118 118

Tabela 45: Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX, VNS i GRASP
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instanca opt CPLEX VNS GRASP instanca opt CPLEX VNS GRASP

3 25 1 13 13 13 13 4 25 1 3 3 3 3
3 25 2 14 14 14 14 4 25 2 3 3 3 3
3 25 3 14 14 14 14 4 25 3 3 3 3 3
3 25 4 14 14 14 14 4 25 4 3 3 3 4
3 25 5 13 13 13 13 4 25 5 3 3 3 3
3 25 6 14 14 14 14 4 25 6 3 3 3 3
3 25 7 14 14 14 14 4 25 7 3 3 3 3
3 25 8 15 15 15 15 4 25 8 4 4 4 4
3 25 9 15 15 15 15 4 25 9 4 4 4 4
3 25 10 16 16 16 16 4 25 10 4 4 4 4
3 50 1 30 30 30 30 4 50 1 7 7 7 7
3 50 2 31 31 31 31 4 50 2 7 7 7 7
3 50 3 31 31 31 31 4 50 3 7 7 7 7
3 50 4 31 31 31 31 4 50 4 7 7 7 7
3 50 5 31 31 31 31 4 50 5 7 7 7 7
3 50 6 32 32 32 32 4 50 6 7 7 7 7
3 50 7 32 32 32 32 4 50 7 7 7 7 7
3 50 8 32 32 32 32 4 50 8 7 7 7 7
3 50 9 33 33 33 33 4 50 9 7 7 7 7
3 50 10 32 32 32 32 4 50 10 7 7 7 7
3 100 1 56 56 56 56 4 100 1 13 13 13 13
3 100 2 57 57 57 57 4 100 2 13 13 13 13
3 100 3 57 57 57 57 4 100 3 13 13 13 13
3 100 4 57 57 57 57 4 100 4 13 13 13 13
3 100 5 56 56 56 56 4 100 5 13 13 13 13
3 100 6 57 57 57 57 4 100 6 13 13 13 13
3 100 7 56 56 56 56 4 100 7 13 13 13 13
3 100 8 58 58 58 58 4 100 8 13 13 13 13
3 100 9 57 57 57 57 4 100 9 13 13 13 13
3 100 10 58 58 58 58 4 100 10 13 13 13 13
3 200 1 111 111 111 113 4 200 1 25 26 25 27
3 200 2 114 114 114 114 4 200 2 25 26 25 27
3 200 3 111 111 111 113 4 200 3 25 26 25 27
3 200 4 115 115 115 115 4 200 4 25 26 25 27
3 200 5 110 110 110 112 4 200 5 25 26 25 27
3 200 6 116 116 116 116 4 200 6 25 26 25 27
3 200 7 111 111 111 113 4 200 7 25 26 25 27
3 200 8 117 117 117 117 4 200 8 26 26 26 27
3 200 9 112 112 112 114 4 200 9 26 26 26 27
3 200 10 118 118 118 118 4 200 10 26 26 26 27

Tabela 45: (nastavak) Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX, VNS i GRASP
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instanca opt CPLEX VNS GRASP instanca opt CPLEX VNS GRASP

5 25 1 2 2 2 2 6 25 1 10 10 10 10
5 25 2 2 2 2 2 6 25 2 10 10 10 10
5 25 3 2 2 2 2 6 25 3 10 10 10 10
5 25 4 2 2 2 2 6 25 4 10 10 10 10
5 25 5 2 2 2 2 6 25 5 10 10 10 10
5 25 6 2 2 2 2 6 25 6 10 10 10 10
5 25 7 2 2 2 2 6 25 7 10 10 10 10
5 25 8 2 2 2 2 6 25 8 10 10 10 10
5 25 9 2 2 2 2 6 25 9 10 10 10 10
5 25 10 2 2 2 2 6 25 10 11 11 11 11
5 50 1 4 4 4 4 6 50 1 21 21 21 21
5 50 2 4 4 4 4 6 50 2 21 21 21 22
5 50 3 4 4 4 4 6 50 3 21 21 21 21
5 50 4 4 4 4 4 6 50 4 21 21 21 21
5 50 5 4 4 4 4 6 50 5 21 21 21 21
5 50 6 4 4 4 4 6 50 6 22 22 22 22
5 50 7 4 4 4 4 6 50 7 22 22 22 22
5 50 8 4 4 4 4 6 50 8 22 22 22 22
5 50 9 4 4 4 4 6 50 9 22 22 22 22
5 50 10 4 4 4 4 6 50 10 22 22 22 22
5 100 1 7 7 7 7 6 100 1 41 41 42 43
5 100 2 7 7 7 7 6 100 2 41 42 41 43
5 100 3 7 7 7 7 6 100 3 41 41 42 43
5 100 4 7 7 7 7 6 100 4 41 42 41 42
5 100 5 7 7 7 7 6 100 5 41 41 41 43
5 100 6 7 7 7 7 6 100 6 41 42 41 42
5 100 7 7 7 7 7 6 100 7 41 41 42 43
5 100 8 7 7 7 7 6 100 8 41 42 41 43
5 100 9 7 7 7 7 6 100 9 41 41 42 43
5 100 10 7 7 7 7 6 100 10 41 42 42 43
5 200 1 13 13 13 14 6 200 1 81 82 82 86
5 200 2 13 13 13 14 6 200 2 81 83 83 85
5 200 3 13 13 13 14 6 200 3 81 82 83 86
5 200 4 13 13 13 14 6 200 4 81 84 83 86
5 200 5 13 13 13 14 6 200 5 81 81 82 85
5 200 6 13 13 13 14 6 200 6 81 84 83 85
5 200 7 13 13 13 14 6 200 7 81 82 83 86
5 200 8 13 13 13 14 6 200 8 81 84 83 85
5 200 9 13 13 13 14 6 200 9 81 82 83 86
5 200 10 13 13 13 14 6 200 10 82 85 83 86

Tabela 45: (nastavak) Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX, VNS i GRASP
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instanca opt CPLEX VNS GRASP instanca opt CPLEX VNS GRASP

7 25 1 9 9 9 9 8 25 1 13 13 13 13
7 25 2 9 9 9 10 8 25 2 13 13 13 13
7 25 3 10 10 10 10 8 25 3 13 13 13 13
7 25 4 10 10 10 10 8 25 4 13 13 13 13
7 25 5 10 10 10 10 8 25 5 13 13 13 13
7 25 6 10 10 10 10 8 25 6 13 13 13 13
7 25 7 10 10 10 10 8 25 7 13 13 13 13
7 25 8 9 9 9 9 8 25 8 13 13 13 13
7 25 9 10 10 10 10 8 25 9 13 13 13 13
7 25 10 9 9 9 9 8 25 10 13 13 13 13
7 50 1 21 21 21 21 8 50 1 25 25 25 25
7 50 2 18 19 18 19 8 50 2 25 25 25 25
7 50 3 21 21 21 21 8 50 3 25 25 25 25
7 50 4 18 19 18 19 8 50 4 25 25 25 25
7 50 5 21 21 21 21 8 50 5 25 25 25 25
7 50 6 18 18 18 19 8 50 6 25 25 25 25
7 50 7 22 22 22 22 8 50 7 25 25 25 25
7 50 8 18 18 18 18 8 50 8 25 25 25 25
7 50 9 22 22 22 22 8 50 9 25 25 25 25
7 50 10 18 18 18 19 8 50 10 25 25 25 25
7 100 1 41 41 41 41 8 100 1 50 50 50 50
7 100 2 39 40 40 40 8 100 2 50 50 50 50
7 100 3 41 41 41 42 8 100 3 50 50 50 50
7 100 4 39 40 40 40 8 100 4 50 50 50 50
7 100 5 41 41 41 41 8 100 5 50 50 50 50
7 100 6 39 40 40 40 8 100 6 50 50 50 50
7 100 7 41 41 41 42 8 100 7 50 50 50 50
7 100 8 40 40 40 40 8 100 8 50 50 50 50
7 100 9 41 41 41 42 8 100 9 50 50 50 50
7 100 10 40 41 40 41 8 100 10 50 50 50 50
7 200 1 80 82 80 82 8 200 1 100 100 100 100
7 200 2 80 81 80 82 8 200 2 100 100 100 100
7 200 3 80 81 80 82 8 200 3 100 100 100 100
7 200 4 80 81 80 82 8 200 4 100 100 100 100
7 200 5 80 82 80 82 8 200 5 100 100 100 100
7 200 6 80 81 80 81 8 200 6 100 100 100 100
7 200 7 80 82 81 83 8 200 7 100 100 100 100
7 200 8 80 81 80 81 8 200 8 100 100 100 100
7 200 9 81 83 81 83 8 200 9 100 100 100 100
7 200 10 80 82 80 82 8 200 10 100 100 100 100

Tabela 45: (nastavak) Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX, VNS i GRASP
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instanca opt CPLEX VNS GRASP instanca opt CPLEX VNS GRASP

9 25 1 7 7 7 7 10 24 1 8 8 8 8
9 25 2 7 7 7 7 10 24 2 8 8 8 8
9 25 3 7 7 7 7 10 24 3 8 8 8 8
9 25 4 7 7 7 7 10 24 4 8 8 8 9
9 25 5 7 7 7 7 10 24 5 8 8 8 8
9 25 6 7 7 7 7 10 24 6 8 8 8 9
9 25 7 7 7 7 7 10 24 7 8 8 8 8
9 25 8 8 8 8 8 10 24 8 8 8 8 8
9 25 9 8 8 8 8 10 24 9 8 8 8 8
9 25 10 8 8 8 8 10 24 10 8 8 8 9
9 50 1 14 14 14 14 10 51 1 17 17 17 18
9 50 2 14 14 14 14 10 51 2 17 18 17 18
9 50 3 14 14 14 14 10 51 3 17 17 17 18
9 50 4 14 14 14 14 10 51 4 17 17 17 18
9 50 5 14 14 14 14 10 51 5 17 18 17 18
9 50 6 15 15 15 15 10 51 6 17 17 17 18
9 50 7 15 15 15 15 10 51 7 17 18 17 18
9 50 8 15 15 15 15 10 51 8 17 17 17 18
9 50 9 15 15 15 15 10 51 9 17 17 17 18
9 50 10 15 15 15 15 10 51 10 17 17 17 18
9 100 1 26 27 26 27 10 99 1 33 35 33 35
9 100 2 27 27 27 28 10 99 2 33 34 33 35
9 100 3 27 28 27 28 10 99 3 33 34 33 36
9 100 4 26 27 26 27 10 99 4 33 34 33 36
9 100 5 26 27 26 27 10 99 5 33 34 33 36
9 100 6 27 27 27 28 10 99 6 33 34 33 35
9 100 7 27 28 27 28 10 99 7 33 34 33 36
9 100 8 27 27 27 28 10 99 8 33 34 33 36
9 100 9 27 27 27 28 10 99 9 33 34 33 35
9 100 10 27 27 27 28 10 99 10 33 34 33 35
9 200 1 50 52 51 54 10 201 1 67 70 67 72
9 200 2 50 53 51 54 10 201 2 67 70 68 72
9 200 3 50 53 51 54 10 201 3 67 69 67 72
9 200 4 50 53 51 54 10 201 4 67 69 67 72
9 200 5 50 53 51 54 10 201 5 67 69 67 72
9 200 6 50 53 51 54 10 201 6 67 70 67 72
9 200 7 50 53 51 54 10 201 7 67 70 67 72
9 200 8 51 53 52 55 10 201 8 67 70 67 72
9 200 9 51 54 52 55 10 201 9 67 70 67 72
9 200 10 51 55 52 55 10 201 10 67 70 67 72

Tabela 45: (nastavak) Dobijena rexeǌa pomo�u CPLEX, VNS i GRASP
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6 Zakǉuqak

U ovom radu razmatrani su problemi optimizacije vezani za inter-

modalni transport. Prilikom optimizacije razmatrane su vrednosti

parametara: cena, vreme i zaga�eǌe. Napravǉeni su odgovaraju�i mate-

matiqki modeli koji su zatim raqunarski implementirani i na taj naqin

su odre�ivana optimalna rexeǌa. Optimalna rexeǌa mogu da se odnose

na tra�eǌe optimalne rute za prevoz odre�enih tipova kontejnera po

jednom ili vixe kriterijuma. U 3. glavi se prilikom optimizacije

razmatraju veliki paketi koji mogu da zauzimaju vixe kontejnera. Kom-

binovaǌem mogu�ih raspodela paketa sa tehnikama optimizacije za pre-

voz kontejnera, dobijaju se rexeǌa celog problema. U 4. i 5. glavi su

razmatrani mogu�i sluqajevi optimizacije povezani sa pakovaǌem u ko-

jima se, osim kontejnera, razmatra pakovaǌe vixe paketa. U pitaǌu

su mali paketi takvi da mo�e vixe da ih stane u jedan kontejner. Kod

ovih problema uzimane su u obzir masa i zapremina zadatih paketa, kao

i ograniqeǌa mase i zapremine samih kontejnera. Razmatrani prob-

lem pakovaǌa se ubraja u vektorsko pakovaǌe, pri qemu je u 4. glavi

razmatran heterogeni, a u 5. glavi homogeni sluqaj. Pristup da se ko-

riste masa i zapremina paketa proistekao je iz prakse kompanija koje

se bave kontejnerskim transportom, kao i iz standarda koji definixu

ova ograniqeǌa.

U ciǉu rexavaǌa problema intermodalnog transporta kreirano je

vixe matematiqkih modela. Predstavǉeno je i implementirano nala�eǌe

Pareto skupa prilikom optimizacije po dva ciǉa, ceni i zaga�eǌu. Za

rexavaǌe modela korix�eni su egzaktni rexavaqi, CPLEX i u maǌoj

meri Lingo. Kod heterogenog i homogenog problema pakovaǌa u zbirnom

kontejnerskom transportu korix�en je poznati matematiqki model vek-

torskog pakovaǌa sa dva tipa ograniqeǌa. Imaju�i u vidu da egzaktni

rexavaqi ne mogu efikasno da rexe problem optimizacije za velike

instance, za probleme pakovaǌa predlo�eni su metaheuristiqki algo-

ritmi. Kreirano je vixe varijanti metaheuristiqkih metoda GRASP

i VNS za heterogeni i homogeni problem pakovaǌa. Ovim metodama se

dobijaju pribli�na rexeǌa za velike instance, ali za znatno kra�e

vreme. Na malim instancama ova rexeǌa se, oqekivano, poklapaju sa

optimalnim. Za testiraǌe alogoritama heterogenog pakovaǌa kreirana

je sopstvena biblioteka od 50 velikih i 6 malih instanci. Testiraǌe
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alogoritama homogenog pakovaǌa realizovano je na poznatoj biblioteci

od 400 instanci opisanoj u radu [3] i na novijoj biblioteci 400 ve�ih

instanci opisanoj u radu [64].

Glavni nauqni doprinos ovog rada ogleda se u slede�em:

• Formirano je vixe matematiqkih modela predstavǉenih u 3. poglav-

ǉu, koji opisuju razne aspekte intermodalnog transporta. U mode-

lima se razmatraju kontejneri, a potom se ukǉuquju i veliki paketi

koji se raspore�uju u kontejnere, a zadati su svojim masama i za-

preminama. Deo ovih rezultata objavǉen je u radovima [30] i [42].

• Razvijeno je vixe varijanti metahuristiqkih metoda GRASP i VNS

u oblasti pakovaǌa zbirnog kontejnerskog transporta, koje poma�u

da se veliki broj paketa efikasno rasporedi na kontejnere u skladu

sa zadatom ciǉnom funkcijom. Implementirane su u programskom

jeziku C. Posebno su rexavani heterogeni i homogeni problem vek-

torskog pakovaǌa.

– Za heterogeni sluqaj generisana je sopstvena biblioteka od 50

instanci, po 5 primeraka u svakoj od slede�ih 10 veliqina: 50,

70, 100, 120, 150, 200, 350, 500, 750 i 1000 paketa. Osim toga

generisano je i 6 malih instanci, veliqina: 10, 11, 12, 13, 15 i

20 paketa. Dobijena rexeǌa su testirana na ovoj biblioteci

instanci, potom su upore�ivana me�usobno i sa onim rexe-

ǌima koja je dobio egzaktni rexavaq CPLEX. Osim toga vari-

jante metoda GRASP i VNS su upore�ene sa onim prikazanim u

radu [2] i pokazale su boǉe performanse prilikom odre�ivaǌa

minimalnog broja upotrebǉenih kontejnera, kao i kod odre�i-

vaǌa minimalne cene transporta svih paketa. Rezultati VNS

objavǉeni su u radu [63], a za GRASP u radu [5].

– Za homogeni sluqaj dobijena rexeǌa su testirana na poznatoj

biblioteci od 400 instanci iz rada [3] i upore�ena su sa rexe-

ǌima iz literature, me�usobno, kao i sa rexeǌima koja je do-

bio egzaktni rexavaq CPLEX. Ovi rezultati za metodu GRASP

objavǉeni su u radu [5], pri qemu su ovde dodatno popravǉeni.

Najboǉi rezultat postigla je varijanta metode VNS koja je na

biblioteci od 400 homogenih instanci omogu�ila pronala�eǌe

ukupno 365 garantovano optimalnih rexeǌa. Pri tome je opti-
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malno rexeno 60 od 70 nerexenih instanci iz rada [4]. Osim

pore�eǌa sa tim radom, ura�eno je pore�eǌe i sa radom [2]

i drugima za homogeni sluqaj pakovaǌa, i dobijeni su boǉi

rezultati. Tako je na skupu od 400 instanci predlo�ena metoda

VNS rexila 365 instanci, dok je u radovima [4], [2] i [64]

rexeno redom 330, 249 i 370 instanci. Kod rada gde je rexen

ve�i broj instanci, na pojedinim te�e rexivim podskupovima

instanci predlo�ena metoda VNS dobila je vixe optimalnih

rexeǌa. Ovi rezultati su objavǉeni u radu [63].

– Rezultat koji zavre�uje najvixe pa�ǌe je prvo nala�eǌe op-

timalnih rexeǌa za 10 velikih homogenih instanci prvi put

opisanih u radu [64] iz 2018. godine. Do ovih rezultata u toj

biblioteci postojala je 61 nerexena instanca od postoje�ih

400. Osim 10 novih optimalnih rexeǌa za jox qetiri ve-

like nerexene instance iz iste biblioteke spuxtena je gorǌa

granica optimalnog rexeǌa. Ovi rezultati su objavǉeni u

radu [63].

Razmatrana problematika je aktuelna i nalazi svoju primenu u praksi.

U oblasti zbirnog kontejnerskog transporta mogu�a su uslo�ǌavaǌa

modela gde paketi ne bi morali da polaze sa jednog odredixta, nego

iz vixe ǌih. Drugi mogu�i aspekt primene ovih istra�ivaǌa jeste u

samom stratexkom planiraǌu kontejnerskog saobra�aja kako bi se sma-

ǌili ukupni troxkovi prevoza i emisija ugǉen-dioksida na globalnom

nivou.

100



Dodatak A Primeri paketa

U poglavǉima 4 i 5 o pakovaǌu i zbirnom kontejnerskom transportu

korix�ene su instance od 10, 11, 12, 13, 15, 20, 50, 70, 100, 120, 150, 200, 350, 500,

750 i 1000 paketa qije su mase i zapremine sluqajno generisane. Radi

lakxe analize dobijenih rezultata, kao i ǌihove proverǉivosti, u ovom

dodatku se donose podaci koji su korix�eni kao ulazne instance. In-

stanca od 10 paketa je ve� navedena u tabeli 10 pa je ne donosimo ponovo.

Kod svih instanci mase m su izra�ene u tonama, a zapremine V u kubnim

metrima, pa se to ne naglaxava u tabelama koje slede.

br. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
m 8 4 9 12 15 10 1 6 10 12 2
V 17 17 22 4 8 22 2 13 7 20 2

Tabela 46: Instanca od 11 paketa

br. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
m 13 3 5 1 10 9 12 14 9 12 13 9
V 20 2 5 19 11 13 23 12 12 5 4 16

Tabela 47: Instanca od 12 paketa

br. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
m 10 12 13 13 1 2 10 14 2 6 4 15 12
V 18 6 14 13 20 21 5 17 24 19 3 15 2

Tabela 48: Instanca od 13 paketa

101



br. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
m 6 12 7 1 11 14 5 8 13 15 12 12 7 15 8
V 21 7 21 4 3 17 22 14 16 10 21 21 10 24 12

Tabela 49: Instanca od 15 paketa

br. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m 8 15 9 1 5 2 12 8 5 10
V 8 15 19 12 16 19 18 14 15 5
br. 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
m 5 14 8 9 8 5 15 2 1 7
V 17 25 5 18 13 17 10 14 8 23

Tabela 50: Instanca od 20 paketa

m V m V m V m V m V
14 1 14 22 1 20 4 3 6 18
5 22 8 21 14 10 7 23 11 25
7 21 14 6 8 5 1 1 2 3
15 25 5 25 4 14 7 3 12 3
13 14 2 11 3 4 12 19 10 24
5 9 13 19 12 8 4 12 13 9
12 25 3 8 2 17 13 23 10 20
3 17 14 1 1 6 8 22 14 17
12 9 4 24 12 22 5 13 7 14
8 6 8 11 1 18 6 9 14 5

Tabela 51: Instanca od 50 paketa

m V m V m V m V m V m V m V
12 10 2 16 12 20 10 15 10 19 2 22 8 19
15 2 11 18 6 22 11 13 4 19 3 25 4 17
10 25 14 2 3 18 3 11 6 16 2 17 2 16
3 18 12 18 13 14 11 8 1 8 11 2 4 13
15 19 10 20 6 23 8 23 8 23 4 21 11 13
12 8 14 18 9 12 5 3 15 14 14 20 2 10
13 24 7 7 3 3 9 11 15 21 10 24 9 23
14 2 15 3 2 25 15 25 7 19 9 9 12 9
9 15 8 14 6 9 10 15 11 16 2 25 15 21
10 21 2 5 3 10 2 18 6 16 3 21 4 14

Tabela 52: Instanca od 70 paketa
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
5 16 15 21 14 18 1 13 1 23 7 24 7 21 7 8 4 25 4 10
5 22 15 13 14 23 11 24 1 9 9 18 10 13 4 12 14 9 10 12
3 21 13 6 5 15 9 18 12 5 7 12 10 9 2 7 10 14 14 24
12 16 2 7 3 13 15 14 3 11 9 17 3 11 11 2 9 3 7 5
13 8 2 9 2 11 15 23 7 6 7 20 3 17 10 23 5 21 11 24
9 19 4 22 2 14 10 10 13 11 14 16 8 21 4 13 7 25 11 22
3 24 11 1 6 17 6 12 14 25 4 24 10 15 2 21 3 5 15 13
7 23 9 8 4 22 13 14 4 22 6 24 3 17 3 10 1 25 11 14
5 20 11 18 11 19 15 22 11 10 11 18 1 19 4 6 6 16 15 4
6 15 5 25 15 9 2 1 4 13 12 9 10 21 2 7 15 13 2 15

Tabela 53: Instanca od 100 paketa

m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
1 8 4 10 11 20 2 1 11 10 5 8 4 9 7 21 11 23 9 20
9 3 14 9 5 23 15 11 11 21 4 22 9 6 8 10 2 25 7 8
10 4 10 5 12 6 1 2 1 6 6 15 6 7 6 12 15 20 2 8
11 19 14 14 2 13 4 18 1 14 4 18 6 1 15 15 9 6 4 23
14 10 3 12 10 8 2 11 11 22 11 9 10 5 15 19 9 22 15 3
10 6 2 23 8 11 8 3 10 21 13 15 1 8 3 14 9 2 1 8
2 1 10 18 3 14 3 23 8 2 4 20 13 7 11 7 11 4 2 7
5 12 8 18 3 20 4 1 1 7 4 5 2 7 4 5 10 8 14 12
6 10 2 5 2 3 11 12 3 20 9 10 2 16 5 12 9 2 13 24
4 7 11 1 13 4 13 1 9 3 13 21 5 22 14 9 11 16 13 10
7 15 15 7 8 23 15 7 9 4 5 23 9 10 12 21 6 13 15 7
6 20 15 7 8 25 3 14 8 1 6 21 4 2 14 8 13 3 12 8

Tabela 54: Instanca od 120 paketa

m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
10 23 12 11 7 6 9 19 10 21 7 9 14 15 12 18 14 10 4 9
6 1 12 14 10 8 3 4 5 13 12 1 13 11 3 15 14 16 9 18
11 3 4 16 4 6 1 3 5 11 3 15 14 24 3 22 2 4 12 16
12 1 10 15 13 24 6 10 8 14 7 13 5 6 3 7 5 13 3 10
10 3 10 24 5 12 2 20 3 4 14 8 14 22 3 10 5 19 12 21
2 21 12 4 1 21 3 21 15 13 2 22 13 15 5 5 6 16 8 15
3 24 1 7 12 14 5 3 7 13 3 4 5 25 1 9 2 5 14 23
12 8 8 13 5 24 15 24 12 12 14 21 1 9 15 24 8 19 4 13
10 16 3 6 3 13 11 3 8 3 1 13 10 22 12 2 13 8 12 16
5 4 4 1 7 18 1 23 5 17 9 13 13 5 3 5 3 14 3 1
3 15 7 7 13 1 11 15 13 4 5 22 14 7 13 3 6 12 4 8
3 13 12 22 12 20 9 24 1 6 1 4 12 10 12 19 8 10 4 12
2 11 12 3 4 4 13 8 7 17 2 20 2 12 3 20 11 15 14 14
6 17 1 4 7 13 11 22 12 7 4 4 8 9 1 24 10 19 1 21
2 2 13 3 14 2 12 25 5 21 9 14 8 20 15 1 10 23 15 6

Tabela 55: Instanca od 150 paketa
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
14 19 9 6 3 17 10 7 3 24 15 4 6 14 12 7 6 9 10 10
10 15 3 12 5 2 11 8 6 21 1 8 6 11 5 3 9 1 10 8
14 11 9 18 10 17 6 7 6 20 9 11 8 5 4 2 14 21 10 16
10 9 11 11 6 24 4 14 4 11 3 17 5 9 4 19 3 15 4 25
8 10 12 3 10 17 2 15 13 8 11 21 4 18 5 2 5 10 13 6
12 9 13 18 4 6 15 6 9 21 3 19 3 4 9 21 3 22 4 24
15 2 3 13 2 3 9 17 8 12 12 23 8 20 6 12 9 18 8 16
10 16 3 14 14 2 5 5 11 2 6 8 2 17 7 16 10 23 4 14
5 5 12 17 8 10 6 24 12 7 10 20 11 18 9 23 3 5 11 10
8 19 15 10 13 8 2 25 9 5 13 15 9 13 14 18 6 13 14 4
9 21 15 21 11 25 6 25 10 7 13 24 15 17 10 8 5 13 5 15
7 5 12 3 4 25 6 6 15 12 14 5 8 12 8 25 11 2 2 9
2 16 9 6 8 23 1 5 11 18 9 4 9 23 8 21 14 14 13 25
6 23 1 12 2 21 15 11 4 5 4 24 10 14 15 14 14 2 2 18
5 12 15 19 3 1 5 10 14 19 8 22 7 2 5 13 3 5 15 10
6 20 12 20 2 20 9 13 6 15 15 19 1 11 4 14 2 12 10 20
4 16 13 2 12 6 7 22 13 11 3 6 2 8 5 16 3 5 9 11
13 5 13 16 6 17 9 12 3 24 4 18 2 1 14 6 12 12 15 14
14 23 1 1 10 23 1 6 4 1 10 5 9 10 15 4 6 2 3 7
11 21 9 13 7 3 12 11 4 19 4 18 14 20 8 12 12 18 10 19

Tabela 56: Instanca od 200 paketa
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
5 9 5 9 8 22 5 3 1 21 6 7 15 23 8 17 1 7 8 2
12 22 6 3 2 25 4 15 12 9 11 17 15 17 14 24 7 21 14 9
10 5 15 21 1 11 8 1 1 15 6 12 8 13 1 17 3 18 11 23
9 22 12 12 9 20 15 1 13 6 8 20 14 23 4 11 11 16 7 18
4 10 5 1 13 5 14 4 12 19 4 25 11 20 11 11 11 23 13 4
2 22 15 20 8 23 11 5 5 21 13 12 13 18 13 17 5 14 13 15
6 22 6 2 13 12 7 10 1 1 14 23 11 16 10 18 4 7 9 7
15 15 11 16 15 8 7 3 1 4 9 5 2 19 15 22 13 22 12 2
14 19 10 19 11 12 11 9 3 10 10 1 12 6 4 14 6 12 1 10
14 2 5 19 2 2 3 7 2 20 1 9 2 3 14 3 10 6 11 21
3 20 13 24 9 19 3 8 1 7 9 13 1 18 10 4 2 23 4 14
5 22 14 11 2 9 15 7 7 11 15 12 4 25 12 17 7 12 10 7
14 7 1 7 11 11 7 5 12 8 15 22 14 15 3 13 14 17 2 12
9 23 2 16 2 25 10 11 14 21 14 11 7 5 1 23 4 18 12 25
11 14 13 17 7 6 4 7 5 1 8 2 9 19 12 8 13 22 7 1
10 13 5 17 10 14 3 9 14 5 4 11 3 25 14 21 15 5 15 24
6 25 11 17 7 19 3 2 15 4 12 4 4 25 12 22 5 14 5 25
1 8 5 13 2 12 3 23 7 23 4 11 8 12 2 9 8 4 7 18
4 20 10 18 10 14 8 9 5 1 4 7 11 15 15 25 3 5 15 3
13 2 15 7 2 15 12 10 15 14 10 5 7 7 1 19 3 20 5 24
5 23 12 19 15 9 9 7 8 21 11 23 7 2 11 5 12 7 9 17
2 10 14 9 6 15 12 14 15 12 3 23 3 12 11 22 2 17 3 12
13 12 4 11 11 9 10 14 7 19 8 13 12 7 7 15 13 15 7 25
8 20 15 22 13 19 10 2 13 13 9 10 2 23 3 5 13 2 2 13
15 16 7 6 7 25 8 7 4 25 4 13 7 4 1 4 3 5 10 1
5 18 3 23 15 1 11 12 1 18 3 8 3 10 8 12 15 12 10 2
13 7 13 9 14 15 7 25 2 2 11 16 5 10 14 9 6 17 5 21
8 12 7 12 14 4 11 3 10 23 8 4 15 16 2 5 12 9 10 6
10 16 1 11 9 14 14 10 9 1 10 22 9 5 3 19 8 23 1 18
8 23 12 20 9 11 6 6 10 2 9 1 7 25 13 4 4 10 8 6
10 17 13 17 7 25 2 11 13 2 15 14 9 9 7 3 2 11 9 25
11 18 8 1 9 5 2 4 1 24 1 9 15 1 13 7 2 18 5 23
11 8 11 16 14 6 12 9 3 18 6 8 3 1 2 8 1 9 10 8
10 9 13 15 11 21 10 2 4 1 4 24 5 11 1 23 6 23 1 9
3 15 7 4 9 20 3 15 4 6 14 5 10 12 13 9 7 13 10 21

Tabela 57: Instanca od 350 paketa
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
12 24 13 4 5 23 5 15 1 1 5 2 2 4 8 7 6 18 10 8
11 21 10 2 9 13 14 6 10 4 1 11 13 9 4 20 14 13 9 24
1 12 3 10 2 23 3 6 1 11 8 5 12 7 9 7 7 9 11 9
3 6 8 4 13 16 5 21 14 20 6 21 2 19 8 12 2 25 14 7
8 21 11 21 13 4 8 19 9 16 12 24 13 8 14 18 1 25 12 19
13 24 8 3 12 4 3 19 13 7 7 8 10 12 12 7 5 3 10 18
3 22 12 22 12 8 8 1 9 20 3 17 10 24 11 23 5 9 1 2
15 1 12 21 11 1 6 16 4 21 15 7 12 10 7 1 14 6 11 22
5 14 12 11 13 22 14 10 4 19 12 5 4 15 11 16 11 25 8 2
5 25 2 9 4 11 14 4 4 16 3 15 3 2 6 23 3 12 3 10
12 14 15 25 9 13 4 2 10 21 8 19 9 4 7 8 10 25 10 4
1 17 6 15 7 5 7 19 1 20 9 2 14 10 15 16 1 9 9 7
1 20 13 17 5 13 2 9 12 9 3 3 12 22 6 11 3 1 11 21
1 16 6 2 11 6 8 21 7 20 9 3 10 22 11 3 11 12 6 14
4 19 1 6 15 25 7 9 11 7 4 16 12 4 8 3 1 8 8 11
4 14 14 3 6 4 10 14 2 19 14 25 14 6 1 16 10 2 9 23
10 2 7 12 1 7 11 11 10 20 6 11 3 13 4 12 11 11 10 10
3 1 10 15 7 25 7 15 2 13 1 23 14 16 12 1 14 24 9 15
6 10 10 1 8 22 3 20 9 18 5 25 12 10 12 21 10 15 12 3
11 20 11 12 13 4 14 13 2 7 2 19 4 13 8 10 4 19 7 16
6 20 4 2 10 2 7 12 15 25 8 15 5 18 8 11 5 11 15 16
1 3 1 11 9 16 3 9 14 18 14 2 1 23 7 20 14 7 5 20
15 7 8 2 10 20 7 2 1 23 7 7 14 24 4 3 6 23 7 2
4 13 2 18 9 14 10 25 11 19 12 20 14 23 9 1 12 6 9 8
12 19 5 2 1 16 13 13 8 4 11 24 7 10 11 4 15 15 7 18
4 15 15 6 6 5 2 7 4 16 11 17 14 2 11 3 14 23 15 4
4 16 3 23 10 4 12 23 15 4 12 16 14 1 4 22 13 19 5 6
1 14 6 20 10 4 12 7 1 15 13 11 10 13 8 22 7 11 13 23
4 10 1 24 11 8 14 8 11 19 4 14 8 2 7 13 7 1 2 10
8 24 5 3 4 6 13 20 5 10 14 11 8 21 9 9 9 21 3 8
8 6 12 14 13 21 6 2 4 16 15 23 12 1 13 17 3 24 5 7
11 9 11 9 11 9 3 2 2 13 15 24 10 9 7 15 2 8 9 3
8 17 4 7 5 9 12 2 15 24 5 6 2 11 9 21 15 18 8 20
11 23 15 10 12 1 6 15 7 17 8 8 7 4 6 22 3 1 6 9
8 15 4 3 11 14 13 22 12 13 7 21 10 12 2 11 15 7 13 14
15 21 5 4 10 16 15 4 10 13 12 16 15 6 10 16 13 24 2 14
7 21 6 9 3 22 3 1 4 10 1 24 2 14 7 17 8 11 4 19
2 1 3 3 15 4 4 19 6 11 5 25 13 25 11 4 3 23 4 1
7 25 15 10 15 8 5 23 13 21 4 19 4 1 11 8 10 12 12 24
1 22 12 15 3 23 6 14 14 17 1 23 2 11 5 2 3 12 6 12
6 18 13 16 9 4 6 4 13 3 15 21 14 21 5 11 7 9 10 6
6 21 8 20 2 20 8 18 13 1 3 2 14 14 12 17 7 20 13 1
5 7 9 14 12 10 8 18 8 1 11 14 6 12 9 19 8 7 12 6
7 3 2 25 15 24 5 12 9 4 1 15 8 8 11 24 8 18 6 5
15 9 2 20 11 1 4 6 10 21 4 15 7 8 1 17 12 8 11 16
1 22 9 1 11 9 4 18 1 18 5 8 1 15 13 22 8 20 3 17
10 12 2 9 9 13 7 11 2 14 15 3 9 19 13 22 2 16 1 18
15 9 13 9 5 14 14 7 11 2 12 10 14 10 4 10 8 17 13 9
5 15 1 25 6 21 15 25 3 1 14 12 6 6 8 14 5 2 6 3
7 17 2 17 4 3 7 23 11 16 1 6 5 19 1 22 9 24 1 20

Tabela 58: Instanca od 500 paketa
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
7 21 5 4 14 13 6 13 10 18 11 1 3 4 5 25 11 17 8 13
6 23 8 20 11 15 1 14 2 8 11 20 12 13 4 1 6 3 1 9
9 1 1 4 7 23 3 17 4 17 13 14 9 5 7 4 7 18 1 15
14 15 11 18 6 9 1 8 5 23 4 4 13 8 13 8 10 13 3 7
2 19 15 12 4 21 15 3 10 23 2 3 1 12 8 16 10 4 7 18
11 9 7 13 8 18 15 2 8 17 7 13 3 7 10 16 12 23 1 23
1 23 14 8 3 23 13 1 3 22 11 12 8 17 11 24 8 19 15 5
2 9 13 17 6 24 9 3 9 10 3 11 6 22 14 10 1 2 2 5
6 18 6 12 11 14 1 13 8 4 3 25 7 18 1 17 11 6 10 13
5 11 7 3 13 6 7 1 7 11 15 3 2 24 12 3 5 8 7 19
2 20 14 16 4 17 3 18 5 21 1 2 5 18 13 4 7 16 6 8
4 2 9 8 4 14 5 6 14 6 6 16 7 9 12 1 2 15 4 1
3 16 6 22 2 7 1 22 14 9 3 22 4 4 12 10 9 24 3 4
7 24 2 4 3 9 3 25 4 11 8 7 4 10 14 12 9 12 14 7
4 7 11 25 15 20 13 9 6 3 8 2 2 25 5 7 14 23 15 19
12 2 3 4 10 18 13 15 3 12 12 11 3 24 7 18 7 9 7 25
2 18 7 12 1 16 8 25 4 20 12 22 5 4 15 2 2 10 13 20
12 19 12 12 10 25 2 18 8 8 1 18 10 13 3 4 15 4 3 13
10 19 13 11 2 10 8 19 6 18 3 4 11 24 5 23 9 9 8 21
6 8 15 12 7 5 3 1 15 20 9 9 4 1 1 2 15 6 11 10
5 14 10 18 1 25 5 8 12 11 4 8 8 5 4 5 1 12 13 3
7 24 5 22 6 7 13 22 15 13 12 13 8 16 8 17 3 13 3 23
1 16 8 8 2 1 2 3 15 23 10 7 11 22 6 2 13 25 6 14
3 21 1 14 12 15 11 25 10 12 7 2 12 5 15 6 1 2 5 13
2 13 3 8 3 4 13 1 14 2 15 2 15 25 12 20 1 23 13 9
7 22 9 18 2 4 8 5 6 6 3 6 8 17 5 11 12 15 5 20
4 20 15 16 13 5 15 19 14 18 8 12 3 1 12 8 1 11 7 16
5 9 3 12 8 9 13 11 11 4 15 22 11 11 4 9 13 15 13 19
15 20 1 3 15 1 11 13 12 18 15 8 9 24 9 18 1 22 7 2
13 6 2 9 12 12 12 14 12 13 9 15 10 25 11 2 12 19 10 6
13 1 4 24 8 25 4 5 2 7 1 8 9 9 7 13 13 7 13 17
11 5 5 4 11 10 14 3 12 23 15 19 3 17 15 18 7 10 14 16
10 13 10 14 13 2 5 18 6 11 11 16 14 22 12 9 14 17 2 24
9 19 15 16 15 13 14 3 7 13 4 9 9 12 15 16 10 23 3 19
7 1 15 3 5 1 8 1 1 19 4 3 4 21 9 23 4 7 12 9
2 23 9 25 9 1 4 5 4 20 4 8 4 8 10 15 7 23 8 12
3 7 9 3 8 1 8 18 11 3 15 8 4 24 11 10 15 24 6 23
10 22 12 11 4 12 10 6 6 22 6 14 15 8 9 22 3 24 15 14
4 14 7 6 3 17 9 24 3 20 3 13 2 4 1 21 14 14 5 6
7 1 1 15 5 10 7 18 8 16 9 16 10 3 5 6 3 18 4 24
11 7 11 12 3 2 14 25 8 18 4 15 15 20 12 2 6 13 13 10
5 8 7 17 2 14 3 14 3 14 2 24 12 2 7 21 5 7 2 8
7 3 15 6 7 21 6 7 3 20 8 2 5 8 1 14 10 5 9 2
3 14 11 17 6 3 12 2 15 13 5 19 1 23 4 24 3 6 2 25
14 15 14 22 13 21 9 23 2 8 14 11 8 3 9 14 4 18 6 14
4 13 8 13 8 21 1 22 10 22 6 24 12 12 4 25 4 12 8 11
11 10 12 10 9 2 14 22 4 20 10 9 14 22 7 18 3 14 9 23
7 23 2 4 10 1 7 15 15 16 8 18 10 5 3 13 15 13 9 20
7 22 12 15 8 19 10 21 6 21 8 17 12 20 15 22 3 23 2 24
11 13 12 15 7 3 1 1 8 22 5 19 12 25 7 9 4 17 1 12

Tabela 59: Instanca od 750 paketa, prvih 500
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
4 19 3 11 12 18 1 22 14 10 9 1 14 23 13 11 9 24 15 25
9 20 6 21 10 24 6 24 1 17 9 13 9 2 13 7 12 9 12 24
15 24 7 13 12 21 2 21 6 9 14 23 13 8 3 8 4 17 3 16
10 10 10 24 14 15 12 23 3 12 6 4 1 4 7 19 8 13 6 16
11 4 3 10 11 22 12 23 4 4 15 14 5 6 6 1 3 23 2 2
1 5 6 14 4 1 7 25 5 15 4 18 11 20 14 8 1 5 8 6
14 10 1 8 2 5 4 12 11 10 9 18 4 20 6 14 4 18 3 2
7 5 12 7 9 19 2 5 10 6 10 5 8 12 13 15 5 11 15 20
14 17 13 11 9 12 5 23 9 24 8 15 6 10 13 2 13 4 11 3
5 3 11 5 3 19 4 3 8 19 2 3 2 11 12 4 15 17 14 5
1 22 13 1 10 4 14 8 3 17 11 25 12 15 12 21 1 23 13 9
5 13 15 19 11 3 15 18 12 15 13 16 13 8 8 6 12 25 15 13
4 17 11 1 11 18 1 2 9 16 15 22 3 1 7 21 9 20 13 11
5 11 9 2 2 10 8 19 8 1 14 23 12 17 12 13 7 1 8 12
11 11 10 9 5 17 15 21 10 16 10 16 4 16 8 4 13 24 5 9
8 14 13 19 3 16 5 22 5 13 7 21 12 16 15 8 10 23 6 2
10 11 15 11 8 24 15 9 1 8 13 25 4 11 1 5 1 21 8 21
4 12 4 17 1 24 12 16 2 16 14 6 10 7 2 25 3 8 4 6
5 8 4 1 14 17 6 18 7 4 8 4 5 2 7 3 12 12 13 16
13 8 13 7 4 16 9 2 2 20 15 13 9 25 13 16 2 3 3 24
9 19 8 22 13 13 7 4 4 15 10 24 15 15 14 23 10 21 10 25
11 3 1 7 15 17 6 18 12 22 4 11 13 8 10 7 6 8 2 10
4 14 14 8 2 13 9 1 9 25 4 18 10 8 12 23 14 16 5 9
3 25 6 10 5 9 7 11 1 19 3 2 2 23 2 20 15 24 12 8
10 12 6 8 4 1 6 22 7 3 10 13 2 14 10 21 2 21 13 13

Tabela 60: Instanca od 750 paketa, paketi 501− 750
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
3 4 15 22 14 10 4 21 5 17 1 15 1 10 14 11 6 16 4 17
4 21 15 11 3 5 3 16 11 16 2 20 6 13 1 9 3 13 9 22
9 22 6 6 4 23 4 25 12 20 5 24 12 15 11 16 6 11 5 11
6 15 11 11 2 17 3 23 10 8 1 8 10 2 5 18 14 22 8 22
3 3 9 23 13 17 5 17 3 10 1 13 14 20 11 5 11 3 5 9
13 12 13 3 11 24 9 2 1 8 11 8 7 24 4 19 13 23 3 12
12 21 11 15 5 8 7 2 13 6 6 10 10 10 4 2 15 3 13 8
4 17 8 21 8 10 8 1 15 14 7 20 9 21 9 11 6 25 14 18
9 5 9 18 14 5 1 21 3 25 5 12 13 10 5 24 8 4 11 3
3 1 12 12 11 9 6 3 4 5 12 13 9 16 7 1 7 20 3 10
12 14 3 18 12 9 14 14 7 5 12 18 12 8 7 15 10 17 11 5
1 8 2 8 14 9 9 9 12 9 7 23 6 6 4 24 4 13 10 10
13 7 9 15 12 18 10 10 9 2 5 18 15 22 1 2 4 13 12 3
5 7 7 21 7 5 8 15 5 23 9 12 15 17 10 15 7 15 1 1
12 23 15 15 4 6 8 15 3 24 6 20 8 11 14 13 3 14 12 3
5 6 3 8 7 24 6 2 4 20 3 19 12 25 15 9 15 9 2 11
6 12 13 21 12 21 15 19 10 1 4 23 14 1 7 5 10 8 2 25
11 17 6 11 5 20 1 4 15 17 2 17 10 15 10 20 11 10 8 5
8 15 5 8 14 12 1 2 10 7 10 2 2 17 13 2 12 12 8 14
15 13 5 22 8 6 8 21 3 10 5 1 1 23 13 12 13 1 14 13
1 3 4 3 1 9 13 2 7 6 5 10 7 13 6 22 9 16 1 19
3 20 5 12 2 20 1 23 8 10 3 11 2 13 7 25 13 12 8 19
11 2 3 2 13 22 15 23 12 20 7 10 4 6 5 1 4 22 11 2
1 10 13 13 1 22 14 3 14 13 12 14 3 23 4 23 10 7 4 2
12 8 10 13 10 24 10 10 4 1 12 13 12 19 10 9 3 24 3 5
11 18 1 20 7 24 7 18 3 4 1 3 2 8 12 9 14 7 15 14
11 11 12 21 15 10 4 7 5 25 6 5 10 22 3 14 10 7 15 22
5 15 6 4 8 24 7 6 3 12 9 9 1 10 10 6 13 10 2 6
10 3 5 22 12 6 1 17 14 13 15 7 11 24 4 9 10 16 13 10
8 12 8 25 13 2 6 13 11 22 3 16 8 7 3 23 10 3 9 2
13 20 2 5 1 14 15 1 11 12 5 12 5 5 6 23 4 10 7 20
5 23 7 19 2 14 15 11 9 25 7 9 3 1 2 3 3 16 1 16
3 14 5 10 1 21 14 2 12 8 1 16 4 25 8 11 12 19 4 11
7 23 9 12 3 20 3 1 13 19 5 9 7 9 2 3 14 25 9 14
7 2 10 23 12 19 10 7 1 22 4 13 8 23 14 23 8 8 7 22
6 20 3 14 12 10 4 1 11 8 12 4 3 23 10 1 4 7 6 7
10 16 2 14 5 25 2 24 3 14 10 12 8 17 15 17 11 2 3 20
2 11 4 9 5 21 11 23 14 2 15 23 11 2 13 17 3 10 2 2
12 1 1 19 4 2 14 20 13 12 11 15 3 15 5 1 14 22 1 1
12 7 12 25 10 2 14 19 2 8 15 11 15 14 6 2 5 9 7 16
12 21 1 22 15 10 11 10 14 3 11 6 6 13 4 15 8 17 13 14
2 24 5 16 14 22 4 23 5 19 3 15 5 25 11 15 14 24 13 9
3 2 7 8 2 19 5 11 4 21 8 21 1 8 9 17 8 11 4 22
8 22 5 9 13 11 3 15 1 17 1 8 14 12 14 2 7 14 14 19
4 25 13 10 10 6 3 12 13 2 9 12 6 19 13 13 7 12 7 18
6 25 2 16 14 12 12 11 9 9 7 20 6 11 2 2 1 22 10 16
12 24 11 20 2 3 5 5 3 7 15 16 8 21 4 4 13 9 8 5
11 2 11 13 3 9 6 8 12 24 1 16 1 2 6 4 4 14 7 7
7 3 4 3 13 23 15 18 9 17 10 25 6 13 11 3 15 17 4 17
6 7 5 19 8 9 1 25 2 8 10 4 14 21 4 2 11 13 1 15

Tabela 61: Instanca od 1000 paketa, prvih 500
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m V m V m V m V m V m V m V m V m V m V
6 10 13 5 9 8 10 2 1 18 14 19 12 21 9 3 10 17 2 24
4 6 3 10 9 8 9 6 4 17 4 2 10 9 5 17 3 1 9 14
6 1 6 1 14 3 15 5 6 15 2 25 2 16 10 1 10 21 15 10
11 17 10 8 1 18 7 19 6 13 12 4 2 22 14 15 5 18 1 15
7 23 11 3 10 17 11 25 14 20 2 16 13 8 9 11 4 10 7 19
6 18 9 16 7 17 12 13 14 22 11 19 5 23 11 11 13 24 6 6
13 21 9 8 6 6 9 17 13 5 9 8 15 15 10 16 2 25 3 25
8 12 5 21 4 15 9 7 14 5 14 21 6 1 4 22 9 23 9 21
7 13 10 23 15 15 12 15 15 7 11 5 12 14 3 21 14 11 10 10
14 23 3 20 8 22 4 21 13 20 2 9 12 12 10 12 14 23 7 8
5 8 12 6 11 15 9 5 11 25 13 2 8 3 14 6 2 14 8 20
5 16 12 11 9 4 11 23 11 9 6 24 13 16 2 2 7 15 15 5
14 19 7 21 8 12 11 15 1 13 10 19 8 6 7 3 9 9 14 18
6 6 3 8 15 19 2 1 6 1 1 10 1 21 13 23 11 11 13 10
11 9 5 17 15 23 9 23 11 18 9 14 12 14 1 13 14 13 2 13
13 9 13 10 6 18 7 6 12 25 2 2 8 21 11 19 15 19 3 23
15 14 15 3 10 21 14 5 15 15 10 25 7 11 7 4 13 17 3 12
12 16 12 24 11 22 2 25 10 10 11 22 11 22 3 15 15 16 3 22
11 19 2 24 1 25 1 7 11 12 12 20 6 23 8 25 4 12 15 9
4 1 14 6 3 21 7 8 9 24 5 5 1 23 12 2 9 18 11 3
3 15 11 8 11 10 11 19 5 20 7 25 12 16 13 24 7 7 10 23
15 14 3 5 13 2 14 6 2 14 15 20 1 4 6 2 7 10 15 10
11 25 5 17 11 13 5 6 5 24 2 1 13 18 10 22 7 11 8 8
14 5 11 11 5 20 13 3 6 22 8 2 9 7 1 6 8 4 13 7
7 15 1 5 13 15 5 13 11 16 13 5 15 4 9 11 13 9 3 25
12 10 10 6 15 2 8 17 10 17 15 8 5 21 12 2 15 20 4 24
12 23 9 8 8 12 15 17 8 21 6 13 9 4 14 5 5 18 4 2
3 7 10 7 6 16 10 21 3 20 4 22 10 18 15 14 4 1 4 25
4 6 8 25 7 25 13 18 1 19 10 4 6 9 10 19 11 3 3 25
3 16 2 18 14 7 6 20 2 7 4 11 4 2 7 17 11 4 10 12
12 20 6 16 11 14 15 20 13 5 3 8 5 16 15 23 6 25 15 2
1 6 4 15 9 22 10 1 6 13 2 5 10 9 6 3 15 21 2 19
13 16 9 19 4 4 2 12 1 17 6 10 7 25 3 1 11 18 8 1
6 9 15 2 7 13 4 8 5 16 12 2 5 2 14 11 9 19 2 7
9 10 1 15 9 20 1 21 3 1 4 8 9 9 10 25 10 7 15 2
14 12 3 22 3 10 13 24 1 21 1 21 3 13 12 5 12 7 6 15
5 8 5 11 8 5 14 21 5 4 15 24 2 7 8 21 11 1 8 25
12 22 2 11 14 24 8 18 5 21 14 7 10 1 6 2 14 24 5 15
6 12 8 18 5 23 12 20 14 6 10 25 6 20 4 15 14 20 9 20
12 17 1 21 6 2 10 19 4 21 4 19 13 11 7 12 9 1 13 1
2 7 8 10 1 24 4 9 11 15 13 8 14 2 15 25 9 3 8 9
11 7 12 3 1 9 6 10 12 25 10 14 5 21 3 20 6 24 1 3
14 21 1 14 4 15 7 8 11 1 9 21 2 12 15 9 2 20 9 9
10 7 4 10 1 9 15 22 15 13 12 6 13 11 12 9 2 5 13 12
10 24 11 15 1 25 13 14 15 9 5 21 10 25 5 14 1 19 5 20
11 10 5 3 8 13 1 19 6 14 8 21 12 21 13 21 11 3 10 3
5 7 4 4 13 25 3 17 1 16 1 22 14 1 15 12 10 8 6 23
9 21 8 11 8 11 12 18 3 17 13 23 14 19 11 2 13 21 6 21
10 10 10 18 4 1 7 21 2 24 15 16 12 5 6 11 1 3 14 2
10 12 2 8 14 1 13 15 11 7 3 2 8 22 2 17 9 1 12 16

Tabela 62: Instanca od 1000 paketa, drugih 500
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for minimizing transport costs in intermodal networks. In 13th International

Logistics and Supply Chain Congress - Proceedings, Izmir, Turkey, 22nd-23rd

October 2015, pages 160–167, 2015.



[21] Radoslav Rajković, Nenad Zrnić, and Djordje Stakić. Contribution to optimal

container flow routing between Far East and Serbia through selected Adriatic

ports. In Proceedings of the 5th International Conference Transport and Logis-

tics TIL 2014, Ni, Serbia, 05-06. June 2014, pages 87–91, 2014.
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premine metodom vns. In 45nd International Symposium on Operations Re-

search - Proceedings, SYM-OP-IS 2018, September 16-18, 2018, Zlatibor, Ser-

bia, pages 112–117, 2018.
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