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Pojava, propagacija i kontrola kritiqnih doga�aja u neure�enim sistemima sa
metastabilnom dinamikom

Sa�etak

Izuqava�e pojava qija se evolucija odvija kroz lavinske procese dobija sve vixe
na znaqaju u XXI veku, pa se za opisiva�e ove kompleksne dinamike razvijaju mod-
eli u okviru statistiqke fizike i fizike kondenzovane materije koji opisuju ner-
avnote�ne sisteme sa metastabilnom dinamikom. Razlog tome je primena na veliki
broj razliqitih realnih pojava, qija evolucija ima lavinski karakter. Pojave poput
xire�a virusa, zem	otresa i kraha na finansijskom tr�ixtu mogu da imaju razorne
posledice, pa je potreba da se razumeju i makar delimiqno kontrolixu kritiqni
doga�aji sa lavinskom relaksacijom porasla sa �ihovom uqestanox�u. Kao reprezen-
tativan primer modela ovakvih pojava, u ovoj disertaciji je izabran Izingov model
sa sluqajnim po	em koji se koristi pri opisiva�u faznih prelaza u feromagnetnim
materijalima pre svega zbog svoje jednostavnosti kao i dobrog slaga�a sa ponaxa�em
realnih feromagnetnih sistema. Prvi deo disertacije je baziran na razvija�u novog
metoda za identifikova�e postoja�a kritiqnog ponaxa�a u ovom modelu. Kada je
kritiqno ponaxa�e identifikovano, potrebno je da se prouqi mehanizam evolucije
lavina kao i uslovi koji su neophodni da bi nastala lavina koja pro�ima ceo sis-
tem, qemu je posve�en drugi deo disertacije. U tre�em delu disertacije prikazani su
rezultati istra�iva�a kompleksnih heterostruktura koje se sastoje od feromagnetnih
i antiferomagnetnih slojeva a koje nalaze veliku primenu u tehnologiji - konkret-
nije u spintronici. Glavni rezultati ove disertacije su: (i) razvijen je numeriqki
metod za utvr�iva�e postoja�a kritiqnog ponaxa�a modela i odre�iva�e vrednosti
kritiqne neure�enosti sistema. (ii) Analiza mehanizma propagacije lavine - matrica
preokrenutih ostrva spinova koja nastaje evolucijom sistema pre pro�imaju�e lavine
deluje kao odre�ena struktura podrxke za nastaja�e pro�imaju�e lavine. Ukoliko se
naruxi formira�e ove matrice, u sistemu ne�e do�i do pojave pro�imaju�e lavine.
Xta vixe, formira�e matrice ostrva preokrenutih spinova je od ve�eg znaqaja za
nastanak pro�imaju�e lavine nego veliqina interfejsa. (iii) Rezultati dobijeni uz
pomo� modela odgovaraju eksperimentalnim mere�ima uzoraka sastav	enih od antif-
eromagnetnog i feromagnetnog sloja. Kontrola uslova za nastanak kritiqnih doga�aja
mo�e da dovede i do tehnoloxkog napretka, ali i da ubla�i negativne posledice
katastrofalnih pojava.

K	uqne reqi: Feromagnetni sistemi, antiferomagnetni sistemi, Izingov model
sa sluqajnim po	em, pro�imaju�a lavina, kritiqni doga�aj, kritiqna neure�enost,
mehanizam propagacije potkritiqne lavine, spintronika, numeriqke simulacije
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Emergence, propagation and control of critical events in disordered systems with metastable
dynamics

Abstract

Studying phenomena that evolve with an avalanche-like processes is becoming more sig-
nificant in the XXI century within statistical physics and condensed matter physics that
describe non-equilibrium systems with metastable dynamics. The reason for this is the ap-
plication to many different natural phenomena that have the evolution of an avalanche-like
character. Phenomena such as the spread of viruses, earthquakes, and financial market
crashes can have devastating consequences, so the need to understand and at least partially
control critical events with an avalanche-like relaxation has grown. The random field Ising
model is chosen as a representative example of a model of such phenomena, used in de-
scribing phase transitions in ferromagnetic materials, primarily because of its simplicity and
good description of the behavior of natural ferromagnetic systems. The development of a
new method for identifying the existence of critical behavior in this model is represented in
the first part of the dissertation. Once the critical behavior has been identified, it is neces-
sary to study the mechanism of avalanche evolution and the conditions necessary to create
an avalanche that permeates the entire system, which is the subject of the second part of
the dissertation. The third part of the dissertation presents the research results of complex
heterostructures made of ferromagnetic and antiferromagnetic layers, which have significant
applications in technology - specifically in spintronics. The main results of this dissertation
are: (i) a numerical method was developed for determining the existence of a critical model
and determining the value of the critical disorder of the system. (ii) Analysis of the mech-
anism of avalanche propagation - the matrix of flipped islands of spins, formed during the
system’s evolution before the spanning avalanche, acts as a certain support structure for
the formation of the spanning avalanche. If the formation of this matrix is disturbed, the
spanning avalanche will not appear in the system. Moreover, forming a matrix of flipped
islands of spins is of greater importance for forming the spanning avalanche than the size of
the interface. (iii) The results obtained with the help of the model correspond to a exper-
imental measurements of samples composed of antiferromagnetic and ferromagnetic layers.
Controlling the conditions for critical events can lead to technological progress and mitigate
the negative consequences of catastrophic events.

Key words: Ferromagnetic systems, antiferromagnetic systems, Random field Ising
model, infinite avalanche, critical event, critical disorder, mechanism of propagation of sub-
critical avalanche, spintronics, numerical simulations

Scientific field: Physics

Research area: Nonequilibrium statistical physics

UDC number: 533.9 (043.3)
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Glava 1

Uvod

Fizika neravnote�nih procesa je jedna od va�nijih grana statistiqke fizike i fizike
kondenzovane materije. Neravnote�ni procesi su oni kod kojih se sistem u kojem se
proces odvija tokom evolucije ne nalazi nu�no u svakom trenutku u sta�u energijskog
minimuma, ve� evoluira tako xto prolazi kroz metastabilna sta�a. Metastabilna
sta�a su najqex�e definisana lokalnim dinamiqkim uslovima i u specijalnim sluqa-
jevima mogu da budu i globalni energijski minimumi. Kod neravnote�nih procesa
procesa, izdvaja se niz razliqitih pojava. Jedni od bitnijih su kritiqni doga�aji
qija je evolucija lavinskog karaktera a distribucija parametara kojima se opisuje
odgovor sistema skaliraju se po stepenim zakonima [1, 2]. Kao takvi, ovi doga�aji u
nekim (prirodnim) pojavama mogu da imaju razorne efekte za relativno kratak vre-
menski period i zbog toga je �ihovo izuqava�e od velikog znaqaja. Rasprostra�enost
pojava sa evolucijom lavinskog karaktera kao xto su xire�e virusa [3], krahovi i
usponi finansijskog tr�ixta, tj. berze [4, 5], ali i �ihova generalna zastup	enost
u svakodnevici u vidu zem	otresa [6, 7], prostira�a signala kroz mre�u neurona
u mozgu [8, 9, 10, 11], odgovor materijala pod mehaniqkim pritiskom [12], ponaxa�e
tvrdih neure�enih feromagneta [13, 14, 15, 16], ponaxa�e tankih trakastih sistema
[17, 18, 19, 20] i mnogi drugi, dodatno je ubrzala primenu fiziqkih modela radi bo	eg
razumeva�a samog uzroka nastaja�a kritiqnih doga�aja, a samim tim, i pokuxaja
�ihove kontrole.

Grana statistiqke fizike koja se bavi prouqava�em neravnote�nih procesa, is-
torijski, nije gra�ena oko jednog konkretnog problema, ve� je skup ideja i modela koji
se prime�uju na xirok spektar pojava. Iz potrebe da se opixu prethodno spomenute
pojave, istra�ivaqi su razvili nekoliko modela koji se i da	e aktivno prouqavaju
[21, 22]. Xerington-Kirkpatrik (eng. Sherrington{Kirkpatrick) beskonaqno-dometni
(eng. infinite-range) model spinskih stakala je naprav	en da objasni rezultate teorije
sred�eg po	a (eng. mean-field theory) [23, 21]. Da bi se objasnile fluktuacije u spin-
skim staklima, model je preformulisan za pristup teorijom po	a (eng. field theory)
[24]. Fiksira�em orijentacije spinova na projekcije du� z-ose, takozvani Izingovi
spinovi, dobija se jedan od najrasprostra�enijih modela - Izingov model - za kojeg je
na�eno netrivijalno analitiqko rexe�e u dvodimenzinom prostoru [25]. Ispostav	a
se da k	uqni kritiqni eksponenti Izingovog modela, o kojima �e biti reqi kasnije,
imaju jednake vrednosti za sve dimenzije u prostoru iznad tre�e prostorne dimenzije
(d > 4) i model koji obuhvata sve ove rezultate je beskonaqno-dometni model sred�eg
po	a [26]. Da bi se bo	e razumeo uticaj neqisto�a na ponaxa�e sistema u modelu,
Izingov model je proxiren u nekoliko novih modela: Izingov model sa nasumiqnom
anizotropijom u sistemu [27, 28], Izingov model sa nasumiqno ostvarenim vezama
[27, 29, 30], Izingov model sa razre�enim qvorovima [27] i Izingov model sa sluqajnim
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po	em [31]. Pored deterministiqkog pristupa, preokreta�e grupacije spinova mo�e
da se opixe i stohastiqki raquna�em aproksimativnog analitiqkog rexe�a iz Foker-
Plankovih (eng. Fokker{Planck) jednaqina povezanih sa Lan�venovim (eng. Langevin)
modelom [32]. Ovi modeli mogu da se podele na one koji prouqavaju ravnote�ne sis-
teme i na one koji prouqavaju neravnote�ne sisteme. Matematiqki formalizam koji
se bavi ravnote�nim sistemima je u dobroj meri razvijen [33, 34]. Me�utim, kada je
req o neravnote�nim sistemima, dostupan matematiqki aparat je oskudan. Uprkos ve-
likim naporima u oblasti neravnote�ne statistiqke fizike u proteklih 100 godina,
i da	e ne postoji pandan veliqinama kao xto su u ravnote�noj Bolcmanov faktor
ili particiona funkcija.

Formalno, fokus statistiqke fizike mo�emo da grupixemo na dva ve�a ci	a
izuqava�a: fazni prelazi i kinetiqka teorija. Fazni prelazi se tradicionalno
izuqavaju u okviru formalizma ravnote�ne fizike. U okviru ovog formalizma pro-
nalaze se faze ure�e�a ispod kritiqnih vrednosti parametra ure�e�a i kritiqni
eksponenti koji karakterixu sistem u blizini kritiqne taqke. Okvir za razumeva�e
mehanizma nastaja�a faza i dexava�a u okolini kritiqne taqke daje kinetiqka teorija
sa razliqitim dinamikama evolucije. Istra�iva�e sprovedeno tokom rada na ovoj
disertaciji baziralo se na uslovima nastanka faznih prelaza (koji spadaju u kri-
tiqne doga�aje, vixe o tome u Glavi 2.3.2) sa aspekta mehanizma evolucije lavine.

Za razliku od ostalih grana fizike gde ve�i sistemi qine raqun kompleksnijim,
u statistiqkoj fizici veliqina sistema je prednost jer omogu�ava da se lakxe uoqe
kolektivne osobine sistema, dok pojedinaqne specifiqnosti sistema gube na znaqaju
sa porastom sistema. Uvo�e�em interakcije u modele, pojedinaqne "gradivne �elije"
modela (npr. qestice, spinovi, agenti itd.) poqi�u da se grupixu i u prelazu sa
mikro na makro svet se uvi�a efekat kolektivnog ponaxa�a. Modele koji opisuju
"kolektivno" ponaxa�e me�u prvima su uveli u fiziku Van der Vals (V an der Waals)
i Vajs (Weiss) (za xiru istorijsku sliku, pogledati [35]). Ovakvi modeli koji se sas-
toje od "�elija" i qija je dinamika diktirana jednostavnim pravilima, naixli su na
xiroku primenu zahva	uju�i �onu fon Nojmanu (John von Neumann) i Stanislavu
Ulamu (Stanislaw Ulam) koji su uveli model pod nazivom "�elijski automat" [36]. Ve-
lika zasluga za primenu �elijskih automata u raznim oblastima pripada i Stivenu
Volframu (Steven Wolfram) [37]. Danas, najreprezentativniji primeri ovih modela u
statistiqkoj fizici jesu modeli sa dinamikom zagrub	iva�a slike (eng. coarsening),
gde je lokalna dinamika diktirana pravilom ve�ine (npr. blok-spin transformacija).
Qi�enica da se u blizini kritiqne taqke u sistemu jav	aju fluktuacije svih veliqina
pomogla je da se ideja zagrub	iva�a slike podigne na vixi nivo ubaciva�em teorije
renormalizacione grupe. Veliqine koje opisuju ure�e�e sistema se ne me�aju ukoliko
se prostorna skala promeni za konstantan faktor. Stoga, pristup perturbativnom
renormalizacionom grupom daje formalizam i uvid u neke od parametara ure�e�a i
kritiqnih eksponenata. Me�utim, sam pristup ne daje dovo	no precizno predvi�a�e
netrivijalnog kritiqnog ponaxa�a u raznim sistemima [38, 39, 40]. Neperturbativne
metode su korigovale neke predikcije [41, 42] i ova oblast se jox uvek aktivno razvija.
Qesto pojedinaqne interakcije izme�u objekata u sistemu qine problem kompleksnijim.
Jedna od metoda da se problem pojednostavi jeste da se objekti "dekupluju", tj. umesto
pojedinaqne interakcije izme�u dva objekta, posmatra se interakcija pojedinaqnog ob-
jekta sa "po	em" koje daju usred�ene osobine objekata ostatka sistema. Tako postav	en
model naziva se model sred�eg po	a. Model sred�eg po	a daje dobre predikcije samo
za dimenzije ve�e ili jednake od gor�e kritiqne dimenzije sistema (vixe reqi u glavi
2.3.2) [43, 44]. Veliki sistemi sadr�e i veliki broj objekata pa diskretna analiza
postaje obimna. Zbog toga, konformalna teorija po	a omogu�ava da se sa diskretnih
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pre�e na kontinualne varijable i da se umesto objekata tretiraju po	a. Ideja pri-
stupa renormalizacione grupe je ovde dodatno generalizovana pa se globalna invari-
jantnost na skaliraju�i faktor proxirila na invarijantnost lokalnog skaliraju�eg
faktora koji zavisi od koordinatnog sistema [45]. Svi ovi modeli, izme�u ostalog,
nastoje da objasne i sisteme koji lavinski relaksiraju kroz sta�a koja su odre�ena
lokalno "zamrznutom" neure�enox�u. Me�u svim ovim modelima, jedan od najistaknu-
tijih jeste Izingov model sa sluqajnim po	em (eng. random field Ising model), pre
svega zbog svoje jednostavnosti i prime�ivosti na xirok spektar pojava [46, 47, 48].
Postoji relativno veliki broj istra�iva�a na ravnote�noj verziji Izingovog mod-
ela sa sluqajnim po	em i ta istra�iva�a su dala odgovore na odre�ena bitna pita�a
poput qi�enice (i) da forma raspodele sluqajnih po	a ne utiqe na kritiqne ekspo-
nente, tj. sve forme distribucija za sluqajna po	a, bilo simetriqne ili asimetriqne,
spadaju u istu klasu univerzalnosti [49, 50], (ii) da postoji povezanost izme�u Izin-
govog modela sa sluqajnim po	em i "qistog" Izingovog modela preko dimenzione re-
dukcije, tj. da su kritiqni eksponenti u dimenziji D za Izingov model sa sluqajnim
po	em identiqni onima u dimenziji D− 2 za qist Izingov model, (iii) da pravilnost
dimenzione redukcije va�i za dimenzije D > 5, (iv) da metod perturbacione renor-
malizacione grupe ne daje taqne rezultate za prostorne dimenzije ni�e od D 6 3
[51], (v) da supersimetrija povezuje korelacione funkcije u D-dimenzionom Izin-
govom modelu sa sluqajnim po	em i (D − 2)-dimenzionom qistom Izingovom modelu
[52], i mnoge druge zak	uqke. Xto se neravnote�ne verzije modela tiqe, ona je znatno
ma�e izuqavana od ravnote�ne verzije. Znaqajni rezultati za ovu verziju su: fazni
prelazi u atermalnom (T = 0) i termalnom (T > 0) modelu pripadaju istoj klasi
univerzalnosti i kontrolisani su u faznom prostoru sa fiksnom taqkom atermalnog
modela [53, 54]; suprotno od prvobitnih rezultata dobijenih simulacijama, pristup
neperturbativne funkcionalne renormalizacione grupe pokazao je da kritiqne taqke
ravnote�nog i neravnote�nog modela nisu u istoj klasi univerzalnosti za dimenz-
ije D < 5, 1 jer skaliraju�a funkcija nema Z2 inverzionu simetriju u histerezisima
[48]; autori u [55] su istra�ivali odgovor sistema na promenu temperature, odredili
kritiqne eksponente β i γ za trodimenzioni sistem koji se sla�u sa eksperimental-
nim rezultatima i pokazali da ne postoji trikritiqna taqka kao ni fazni prelaz
prvog reda u sistemu, ve� da postoji samo fazni prelaz drugog reda; autori u [56, 57]
pokazali su da koordinacioni broj, tj. broj suseda posmatranog spina, igra bitnu
ulogu u odre�iva�u klase univerzalnosti za neravnote�no kritiqno ponaxa�e; samim
tim, kritiqni eksponenti i kritiqne taqke zavise od razliqitih tipova rexetke i
dimenzija sistema pa su ispitivani trodimenzioni kubni sistem [58], dvodimenzioni
kvadratni sistem [58], dvodimenzioni sistem sa rexetkom sa�a [58, 59], dvodimenzioni
sistem sa trougaonom rexetkom [60]; istra�en je i prelazak sa trodimenzionog na
dvodimenzioni sistem i promene parametara ure�e�a usled prelaska [61]; ispitani
su i fazni prelazi u tankim sistemima koji imaju odlike jednodimenzionog, dvodi-
menzionog i trodimenzionog sistema [15, 20, 62]; pokazano je da u konaqnodimenzionim
sistemima raspon parametra neure�enosti mo�e da se podeli na tri oblasti u zavis-
nosti od nastanka pro�imaju�e lavine usled pojave efektivne kritiqne neure�enosti
Reff
c (L) [63]; i mnogi drugi. S obzirom na to da realni, ranije pomenuti, sistemi

evoluiraju zadovo	avaju�i odre�ene lokalne uslove, za �ihovo opisiva�e je pogodnija
neravnote�na verzija modela. Zbog toga se u ovoj disertaciji izuqavaju fenomeni u
okvirima neravnote�nog Izingovog modela sa sluqajnim po	em. Deo ove disertacije
[58] posve�en je pronalasku novog naqina da se uoqi da li sistem ima kritiqno pon-
axa�e i da se odredi kritiqna vrednost parametra neure�enosti u modelu. Kada
se ustanovi da sistem ima kritiqno ponaxa�e, mo�e da se pristupi analizi kako

3



da se kontrolixe taj kritiqni doga�aj. Kontrola kritiqnog doga�aja [64] je drugi
deo ove disertacije i bi�e deta	nije objax�ena u rezultatima. Tre�i deo disertacije
posve�en je evoluciji lavine u materijalima sa naizmeniqnim slojevima antiferomag-
neta i feromagneta [65] i transportnim osobinama ovakvih materijala qija primena
u industriji u posled�ih par godina raste zahva	uju�i oblasti spintronike [66].

Svi gore navedeni modeli imaju svoja ograniqe�a xto se tiqe metoda za analitiqko
rexava�e. Da bi se sistemi da	e i podrobnije ispitali, qesto se u kombinaciji sa
teorijom koriste i numeriqke simulacije - "in silico" eksperimenti - koje mogu da daju
jasniji uvid u mehanizam pojave i rekreira�e eksperimentalnih uslova. Na�alost, ni
numeriqki metod ne dolazi bez ograniqe�a. U realnim sistemima postoji veliki broj
qinilaca sistema, a simulirani sistem nikada ne dosti�e termodinamiqki limit i
usled toga se jav	aju odre�eni efekti konaqnosti sistema. Zbog konaqnih dimenzija
mo�e da se govori samo o efektivnim veliqinama koje opisuju sistem i koje te�e
statistiqkim veliqinama u termodinamiqkom limitu. Jox jedna od potexko�a jeste
vreme potrebno da se sistem simulira. Kod simulira�a kritiqnih doga�aja, u blizini
kritiqne taqke vreme potrebno za standardne algoritme da bi se dobile nekorelisane
konfiguracije sistema divergira i praktiqno je nemogu�e simulirati sisteme ve�ih
dimenzija. Da bi se ovaj problem ubla�io, naprav	eni su novi algoritmi sa dru-
gaqijim dinamikama, ali i u �ima vreme potrebno da se sistem simulira raste xto je
sistem bli�i kritiqnoj taqki [67]. Stoga je rezultate dobijene analitiqki i/ili nu-
meriqki potrebno sagledavati kroz prizmu rezultata i zak	uqaka dobijenih iz eksper-
imentalnih mere�a.

Istorijski, potreba za eksperimentalnim ispitiva�ima kritiqnih doga�aja u kon-
trolisanim laboratorijskim uslovima stavila je tvrde feromagnetne sisteme u fokus
istra�iva�a [14, 68, 69, 70, 13, 71, 16]. Da bi se objasnio Barhauzenov xum uo-
qen u eksperimentima, nastali su prvi pionirski modeli sa Izingovim spinovima.
Me�utim, sama primena Izingovog modela nije bila dovo	na da bi se obuhvatili
efekti nastali usled postoja�a neqisto�a u kristalnim rexetkama tvrdih feromag-
netika. Da bi se uraqunali efekti usled nesavrxenosti kristalne rexetke, zame�enih
atoma u kristalnoj rexetki i ostalih neqisto�a, formulisan je, izme�u ostalih mod-
ela, Izingov model sa sluqajnim po	em.

Disertacija je organizovana na slede�i naqin. Druga glava je posve�ena neure�enim
neravnote�nim modelima. Povuqena je paralela izme�u ravnote�ne i neravnote�ne
dinamike. Zatim, opisani su razliqiti neure�eni neravnote�ni modeli sa svojim
osobinama i pojedinostima. Tako�e, opisan je Izingov model sa sluqajnim po	em
koji je i korix�en tokom istra�iva�a. Na kraju druge glave je reqeno vixe o kri-
tiqnim doga�ajima i gde se sve jav	aju. U tre�oj glavi opisane su numeriqke metode
korix�ene tokom simulira�a Izingovog modela sa sluqajnim po	em. Pored karakter-
istika modela, dati su i dosadax�i rezultati koji su dobijeni korix�e�em ovog
modela za jednodimenzioni, dvodimenzioni, trodimenzioni i vixedimenzioni sis-
tem. Da	e, opisane su dinamike modela koje su korix�ene prilikom simulacija. Na
kraju tre�e glave opisani su efekti konaqnosti sistema u simulacijama, tj. efek-
tivne veliqine koje opisuju sistem i pod kojim uslovima mo�e da se smatra da te�e
opservabilnim makroskopskim statistiqkim veliqinama. U qetvrtoj, petoj i xestoj
glavi su prezentovani rezultati istra�iva�a tokom rada na disertaciji. U qetvr-
toj glavi je predstav	en nov metod za prepoznava�e kritiqnog ponaxa�a u sistemima
i mogu�nost da se odredi kritiqna vrednost parametra neure�enosti. Prezentovani
su rezultati za trodimenzionu kubnu rexetku, dvodimenzionu kvadratnu rexetku i
dvodimenzionu rexetku sa�a. U petoj glavi predstav	eni su rezultati istra�iva�a
mehanizma propagacije lavine u trodimenzionim neure�enim sistemima. U ovoj glavi
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su postav	eni osnovni zak	uqci koji su iskorix�eni da se u diskusiji i zak	uqku
predlo�e mogu�i naqini za kontrolu uslova pod kojima dolazi do kritiqnih doga�aja.
U xestoj glavi su prikazani rezultati analize materijala sastav	enog od slojeva
feromagneta i antiferomagneta. U sedmoj glavi je data opxta diskusija dobijenih
rezultata u svetlu dosad ostvarenih rezultata u po	u istra�iva�a i na kraju, u osmoj
glavi, je dat zak	uqak sa mogu�im da	im pravcima za istra�iva�e.
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Glava 2

Neure�eni neravnote�ni sistemi

Da u prirodi preovladavaju ravnote�ni procesi, �ivot kao takav na planeti Zem	i
najverovatnije ne bi ni postojao. Za razliku od jednog preferabilnog inertnog sta�a
- ravnote�nog sta�a - neravnote�na dinamika pru�a raznovrsnost, tj. xirok spek-
tar mogu�ih metastabilnih sta�a kroz koja sistem mo�e da propagira. Me�utim,
po prirodu ne bi bilo plodonosno ni kada bi sistem neprestano propagirao kroz,
na primer, sta�a razliqitih faza. Zbog toga, priroda je prilago�ena tako da se
prirodni sistemi najqex�e nalaze u stabilnom stacionarnom neravnote�nom sta�u.
Najprostiji primer ovakvih sistema su sistemi sa prostim oscilacijama koji stabilno
osciluju daleko od ravnote�nog polo�aja. U faznom prostoru, ovakve oscilacije
obrazuju kru�nicu sta�a qiji je polupreqnik jednak amplitudi oscilacija, dok bi
ravnote�no stabilno sta�e predstav	alo taqku u centru te kru�nice [72]. Samim
tim, name�e se pita�e xta izvodi sistem iz stabilnog ravnote�nog sta�a, tj. koji su
neophodni uslovi da bi sistem bio u stabilnom neravnote�nom sta�u?

2.1 Neravnote�na (metastabilna) dinamika

Pre nego xto se odgovori na postav	no pita�e u uvodu ovog poglav	a, razmotrimo
matematiqki dovo	an, ali ne i neophodan, uslov za dostiza�e ravnote�nog sta�a,
takozvani uslov deta	ne ravnote�e. Razmotrimo prelazak izme�u dva mikroskopska
sta�a µ i ν. Neka je pµ raspodela verovatno�e okupiranosti ravnote�nog sta�a µ a pν
raspodela verovatno�e okupiranosti sta�a ν. Da	e, neka je P (µ −→ ν) verovatno�a
prelaska iz ravnote�nog sta�a µ u sta�e ν, i obrnuto, P (ν −→ µ) verovatno�a
prelaska iz sta�a ν u ravnote�no sta�e µ. Kada verovatno�e prelaska zadovo	avaju
relaciju

pµP (µ −→ ν) = pνP (ν −→ µ) (2.1)

sistem �e da relaksira do ravnote�nog sta�a µ posle dovo	no dugog vremena i raspodela
pµ �e biti Bolcmanova raspodela. Jednaqina (2.1) predstav	a uslov deta	ne ravnote�e.
Dakle, ukoliko bi postojao ireverzibilan proces u sistemu koji naruxava deta	an
balans izme�u dva mikrosta�a, sistem bi ispo	avao neravnote�no ponaxa�e na makro
nivou. Jedan od naqina da se, na primer, u bioloxkim sistemima odredi da li sis-
temi ispo	avaju neravnote�no ponaxa�e jeste da se meri odstupa�e od fluktuaciono-
disipacione teoreme, kao i qi�enica da postoji konstantna produkcija entropije, koja
isto mo�e da se raquna i prati [73, 74]. U sr�i oba metoda je pove�a�e neure�enosti
(entropije) na mikronivou/mezonivou usled ireverzibilnih procesa.

U neravnote�nim sistemima, produkcija entropije na mikroskopskom nivou je uvek
ve�a od nule. Definicija produkcije entropije mo�e da se generalizuje, da ne zavisi
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od posmatranog sistema, i znaqajna je jer zavisi samo od verovatno�e okupiranosti
sta�a i verovatno�e prelaska izme�u dva sta�a, a nezavisna je od veliqina kao xto su
energija sistema i temperatura. Zbog toga, produkcija entropije mo�e da se izraquna
i za nefiziqke sisteme kao xto su formira�e mix	e�a ili socijalna dinamika, za
koje je karakteristiqno da imaju fazne prelaze [75, 76]. Pokazano je da produkcija
entropije ili ima skok ili prevojnu taqku u kritiqnoj taqki [77, 78, 79]. Prvi izvod
u odnosu na kontrolni parametar u sistemu ima ili prekid u taqki ili divergenciju
po stepenom zakonu, xto je sliqno ponaxa�u susceptibilnosti i specifiqnoj toploti
u termodinamiqkim sistemima.

U ravnote�noj statistiqkoj fizici, da bi se pratila evolucija sistema, tj. ter-
malizacija u ravnote�no sta�e, koristi se teorijski okvir koji su, me�u prvima, us-
postavili Bolcman (Boltzmann) i Gibs (Gibbs). Za vixeqestiqne sisteme se koriste
kanonski ansambli i �ima odgovaraju�e particione funkcije preko kojih mogu da se
izraqunaju termodinamiqke veliqine koje opisuju sistem. Me�utim, takav kanonski
i generalizovan pristup ne postoji za sisteme koji ispo	avaju neravnote�no pon-
axa�e. Da bi sistem mogao da se opixe, potrebno je prvo da se na�e, za svaki po-
jedinaqan sistem, raspodela verovatno�e mikrosta�a. Jedan od praktiqnih naqina
da se ovo uradi jeste da se napixu master jednaqine za raspodelu verovatno�e ili
stohastiqke Lan�venove jednaqine za usred�ene fiziqke opservable. Ovako napisane
jednaqine, suxtinski, nisu u potpunosti mikroskopske, ve� pre mogu da se posma-
traju kao zagrub	ena slika do mezoskopskog nivoa. Ovako formirana slika sistema
zanemaruje pojedinaqna kreta�a atoma/molekula na mikronivou, te je dosta "ma�a" i
uda	ena na prostornoj skali od makrospokspih osmatra�a. Zbog nedovo	no precizne
slike sa mikroskopskog aspekta, neravnote�na dinamika se prete�no prouqava kroz
fenomenoloxke modele.

Kod izuqava�a dinamike ravnote�nih sistema samo vreme ne igra ulogu varijable,
jednostavno je potrebno dovo	no dugo da se saqeka da sistem relaksira i dostigne
ravnote�no sta�e. Nasuprot tome, u neravnote�nim sistemima vreme je bitan param-
etar. Ovakvi sistemi ispo	avaju mnogo raznovrsnije ponaxa�e.

Od sistema sa neravnote�nom dinamikom, poseban fokus �e biti na kompleksnim
sistemima sa kratkodometnim, jako interaguju�im qiniocima koji, na velikim pros-
tornim skalama, ispo	avaju kolektivno ponaxa�e. Najreprezentativniji primeri
kolektivnog ponaxa�a su fazni prelazi. Kod ravnote�nih sistema dugodomentne ko-
relacije su univerzalne, tj. ne zavise od mikroskopskih deta	a sistema. Za razliku od
�ih, pomenute dugodometne korelacije, odnosno kritiqno ponaxa�e, kod neravnote�-
nih sistema mo�e da zavisi od lokalnih osobina samog sistema, npr. tipa kristalne
rexetke [59, 58]. Kako se u blizini kritiqne taqke parametri ure�e�a ovih sistema
pokoravaju stepenom zakonu, sistemi mogu da se klasifikuju u odre�ene klase uni-
verzalnosti okarakterisane kritiqnim eksponentima. Drugim reqima, ukoliko sis-
temi imaju iste osobine simetrije, ima�e iste i kritiqne eksponente i skaliraju�e
funkcije. Ovo je omogu�ilo da se mnogi komplikovani prirodni sistemi opixu rela-
tivno jednostavnim modelom iz iste klase univerzalnosti, npr. fazni prelaz teqnost-
gas sa ravnote�nim Izingovim modelom.

Da bi se sistem izveo iz ravnote�nog sta�a, potreban je spo	ni faktor koji
poma�e sistemu da savlada energetske barijere pri prelasku izme�u metastabilnih
sta�a. U magnetnim sistemima, o kojima �e najvixe biti reqi u narednim podsek-
cijama, ulogu spo	nog faktora uglavnom igra spo	no magnetno po	e qije promene
izvode sistem iz (meta)stabilnog sta�a. O naqinima vo�e�a sistema u simulaci-
jama promenom spo	nog magnetnog po	a �e vixe biti reqi u slede�oj glavi. Pored
magnetnog po	a, spo	ni faktori koji izvode sistem iz ravnote�nog sta�a mogu da
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budu rezervoari koji se dovode u kontakt sa posmatranim sistemom. To mogu da budu
toplotna kupatila koja slu�e kao rezervoari energije i/ili rezervoari qestica koje
interaguju sa sistemom.

2.2 Neure�eni sistemi

U uvodu ove glave je napomenuto da se sistemi sa neravnote�nom dinamikom najqex�e
opisuju fenomenoloxkim modelima. U ovom ode	ku bi�e opisano nekoliko modela
koji slu�e za opisiva�e neure�enih neravnote�nih sistema. Neure�enost, kao param-
etar, uvedena je u modele da bi mogli da se opixu razni defekti i odstupa�a od ge-
ometrijskih simetrija u posmatranom sistemu, najqex�e defekti kristalne rexetke
i neqisto�e u �oj.

2.2.1 Generalne pretpostavke modela sa kristalnom rexetkom

2.2.1.1 Magnetni joni u kristalima

Materijali qvrstog agregatnog sta�a imaju ure�enu unutrax�u strukturu. Unutrax�a
struktura qvrstih materijala se opisuje rexetkom u qijim qvorovima se nalaze ele-
menti gra�e tog materijala. Rexetka pravilnog geometrijskog oblika sa ure�enim
rasporedom elementarnih jedinki supstance (atoma, jona ili molekula) u prostoru,
naziva se kristalna rexetka. Za sve modele opisane u Glavi 2.2, pretpostav	a se da
su definisani na kristalnoj rexetki sa svojstvenim gradivnim elementima, speci-
fiqnim za dati model.

Kristalna struktura naruxava izotropiju prostora xto utiqe na prostorno kreta�e
elektrona, tj. na doprinos orbitalnog momenta impulsa ukupnom magnetnom momentu.
Svi modeli o kojima je req u nastavku disertacije su zasnovani na pretpostavci da
elektroni ostaju vezani za svoj jon u qvoru rexetke. U takvoj situaciji, posmatraju se
dva sluqaja: jon sa polupopu�enom elektronskom d 	uskom i jon sa polupopu�enom
f 	uskom, slika 2.1. Po	e kristalne rexetke razliqito interaguje sa jonima sa
polupopu�enom d	uskom i jonima sa polupopu�enom f 	uskom. Joni sa polupopu�enom
d 	uskom, npr. joni gvo��a Fe2+, jako se preklapaju sa susednim jonima jer im se
polupopu�ena d 	uska nalazi "izvan" jona. Zbog znatnog preklapa�a orbitala dolazi
do hibridizacije i zbog toga po	e kristalne rexetke deluje jakom interakcijom na taj
jon. Sa druge strane, polupopu�ena f 	uska se nalazi "unutar" jona, kao kod gadolin-
ijuma Gd3+, i preklapa�e sa orbitalama susednih jona je slabo, pa je samim tim i po	e
kristalne rexetke xto deluje na jon slabije.

Znaqaj uticaja po	a kristalne rexetke na jone je u tome xto uvodi lokalnu ani-
zotropiju u sistem, na "nivou jednog qvora", pa umesto jona mo�e da se posmatra da
se u qvoru nalazi efektivni spin. Dakle, ukoliko materijal koji se opisuje ima u
kristalnoj rexetki jone sa polupopu�enim d 	uskama, mo�e da se aproksimira mode-
lom kristalne rexetke u qijim se qvorovima nalaze efektivni spinovi koji me�usobno
interaguju jakim lokalnim interakcijama. Tip interakcije �e biti opisan u narednoj
podsekciji.

2.2.1.2 Spin-spin interakcija u klasiqnom modelu

U prethodnoj podsekciji je napomenuto da u jonima sa polupopu�enom d 	uskom ova
	uska nije zaklo�ena drugim orbitalama i samim tim se znatno preklapa sa orbita-
lama susednih jona. Zbog toga se u modelu kristalne rexetke mo�e smatrati da u
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Slika 2.1: Na slici su prikazani jon gvo��a Fe2+ i jon gadolinijuma Gd3+. Jon
gvo��a ima polupopu�enu d 	usku koja nije zaklo�ena ostalim orbitalama i zbog
toga postoji jako preklapa�e izme�u orbitala susednih jona u kristalnoj rexetki.
Jon gadolinijuma ima polupopu�enu f 	usku koja je zaklo�ena drugim orbitalama
pa je dobro preklapa�e sa orbitalama susednih jona onemogu�eno. Zbog toga, po	e
kristalne rexetke je znaqajno jaqe u sistemima koji imaju jone sa polupopu�enom d
	uskom u kristalnoj rexetki nego sa popupopu�enom f 	uskom. Slika je adaptirana
iz [80].

svakom qvoru postoji samo jedna orbitala. Tako�e, da bi preklapa�e orbitala bilo
jaqe, u modelu se pretpostav	a da su orbitale susednih jona ortogonalne jedna u odnosu
na drugu.

Dipol-dipol interakcija izme�u dva magnetna momenta elektrona je previxe slaba
da bi stvarala ure�e�e u magnetnim materijalima. Tako�e, nije poznata neka druga
sila koja se direktno osla�a na spinove i �ihove magnetne momente a koja je dovo	no
jaka da dovodi do feromagnetnog ure�e�a. Hajzenberg (Heisenberg) je primetio da je
interakcija koja je dominantno odgovorna za feromagnetno ure�e�e ustvari Kulonovo
odbija�e me�u elektronima, koje je jako a ne zavisi eksplicitno od spina. Kulonova
interakcija izme�u dva spina, ~S1 i ~S1, sa vektorima polo�aja u qvorovima ~R1 i ~R2 u
rexetki mo�e da se zapixe kao [80]:

HCoulomb
∼=

1

2

∑
~R1, ~R2

{(
K12 −

1

2
J12

)
n1n2 − 2J12

~S1 · ~S2

}
, (2.2)

gde je K12 direktan Kulonov integral:

K12 ≡ K~R1
~R2

=

∫
d3r1d

3r2|φ~R1
(~r1) |2 e2

4πε0|~r1 − ~r2|
|φ~R2

(~r1) |2, (2.3)

a J12 je integral izmenske interakcije:

J12 ≡ J~R1
~R2

=

∫
d3r1d

3r2φ
∗
~R1

(~r1)φ∗~R2
(~r2)

e2

4πε0|r1 − r2|
φ~R1

(~r2)φ~R2
(~r1) . (2.4)
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U jednaqinama (2.3) i (2.4), φ~R(~r) je set orbitala lokalizovanih na poziciji jona ~R,
a ε0 je dielektriqna konstanta vakuuma. U jednaqini (2.2), u trenutno posmatranom
sluqaju sa efektivnim spinom, broj elektrona je ni = 1. Tada interakcija postaje

Hexc = −
∑
~R1, ~R2

J12~s1 · ~s2, (2.5)

odbacuju�i kontantan deo u jednaqini (2.2). Jednaqina (2.5) pokazuje da spinovi te�e
da budu paralelni jedan drugom za J12 > 0, a antiparalelni za J12 < 0.

Spin elektrona je kvantno-mehaniqki entitet opisan vektorskim operatorom spina
koji deluje u spinskom faktor prostoru Hilbertovog prostora sta�a elektrona i ne
podle�e analizi klasiqne mehanike. Me�utim, pod opravdanom pretpostavkom da se u
qvoru nalazi jedna d orbitala, sa jednim elektronom, koja ima znatno preklapa�e sa
susednim orbitalama i interaguje na naqin opisan jednaqinom (2.5), mo�e da se smatra

da je spin elektrona opisan klasiqnim vektorom ~S qija je interakcija sa susednim
spinovima opisana sa jednaqinom (2.5). Dakle, iako �e u slede�im modelima biti reqi
o spinovima, to nisu spinovi u kvantno-mehaniqkom smislu, ve� klasiqni vektori koji
interaguju sa susedima u skladu sa (2.5).

2.2.2 Atermalni Izingov model sa sluqajnim po	em

Atermalni Izingov model sa sluqajnim po	em opisuje sistem od N Izingovih spinova
smextenih u qvorove rexetke na temperaturi T = 0. Izingov spin ima fiksiranu
projekciju Si = ±1 du� jedne ose, koju najqex�e uzimamo za z-osu. Proxiren Hamil-
tonijan sistema Izingovih spinova predlo�ili su Setna (Sethna) i saradnici [31] u
obliku:

H = −
∑
〈i,j〉

JijSiSj −H
∑
i

Si −
∑
i

hiSi +
∑
i

Jinf
N

Si −
∑
〈i,j〉

Jdipol
3cos2 (θij)− 1

r3
ij

SiSj, (2.6)

gde je Jij jaqina izmenske interakcije izme�u najbli�ih suseda, Jinf je jaqina beskonaqno-
dometne demagnetizuju�e interakcije i Jdipol je konstanta jaqine dipol-dipol inter-
akcije izme�u spinova. Jaqina spo	nog magnetnog po	a je obele�ena sa H1. Spo	no
magnetno po	e je homogeno i utiqe jednako na svaki spin u sistemu. Ovakav model
je komplikovan za analizu i najqex�e se zadr�avaju samo prva tri qlana iz 2.6, sa
konstantom interakcije Jij = J , poznatiji kao atermalni Izingov model sa sluqajnim
po	em qiji se Hamiltonijan svodi na:

H = −J
∑
〈i,j〉

SiSj −H
∑
i

Si −
∑
i

hiSi, (2.7)

gde 〈·〉 predstav	a sumira�e po svim razliqitim parovima najbli�ih suseda. Kada
je J > 0, interakcija izme�u spinova je feromagnetna, tj. spinovi te�e da imaju
istu orijentaciju; kada je J < 0, interakcija izme�u spinova je antiferomagnetna, tj.
spinovi te�e da imaju suprotnu orijentaciju u odnosu na susedni spin. Neqisto�e u
sistemu se opisuju tako xto se svakom qvoru rexetke dodeli sluqajno magnetno po	e
hi iz distribucije ρ(h) i ono deluje samo lokalno, tj. utiqe samo na spin Si u i-tom
qvoru rexetke posredstvom interakcije −hiSi. Vrednosti sluqajnog magnetnog po	a

1Qlan interakcije spina sa prime�enim spo	nim magnetnim po	em je saqi�en od magnetne induk-

cije ~B, magnetnog momenta spina izra�enog preko Borovog magnetona µB i g-faktora: gµB
~B
∑

i Si =
~H
∑

i Si.
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hi se biraju nezavisno u razliqitim qvorovima rexetke iz neke izabrane distribucije
sa nultom sred�om vrednox�u, 〈hi〉 = 0, i standardnom devijacijom R, koja predstav	a
parametar neure�enosti jer kvantifikuje stepen neure�enosti u sistemu. Stoga, va�i
〈hihj〉 = R2δij, gde 〈...〉 predstav	a usred�ava�e po svim razliqitim konfiguraci-
jama sluqajnog po	a, a δij predstav	a Kronekerovu delta funkciju. Kao xto je ve�
napomenuto u uvodu, smatra se da u xirokom rasponu distribucija kritiqni ekspo-
nenti i funkcije odziva sistema ne zavise od izbora raspodele ρ(h) [49], pa se najqex�e
za raspodelu sluqajnih magnetnih po	a uzima Gausova raspodela:

ρ(h) =
1√
2πR

exp

(
− h2

2R2

)
. (2.8)

U neravnote�noj verziji Izingovog modela sa sluqajnim po	em, sistem evoluira
zadovo	avaju�i lokalne dinamiqke uslove. Spin Si je stabilan ako je zadovo	en
lokalni uslov Sih

eff
i > 0, gde je

heff
i = J

∑
〈j〉

Sj +H + hi (2.9)

efektivno magnetno po	e koje deluje na spin Si u qvoru rexetke i, a sumira�e se vrxi
po najbli�im susedima spina Si. Ukoliko ovaj uslov nije ispu�en, spin je nestabilan
i preokre�e se u narednom (diskretnom) trenutku vremena u kompjuterskoj simulaciji,
xto utiqe na vrednost efektivnog magnetnog po	a koje deluje na �egove susede. Samim
tim susedni spinovi preokrenutog spina mogu da postanu nestabilni i da se preokrenu
u narednom trenutku. Na ovaj naqin mo�e da se kreira lavina preokreta�a spinova.
Vixe reqi o numeriqkim metodama i dinamikama propagacije �e biti u glavama 3.4 i
3.4.4.

Da bi rezultati modela mogli da se pove�u sa laboratorijskim eksperimentom ili
pojavom koju treba da opixe, potrebno je da se definixu opservabilne veliqine koje
mogu da se prate i preko kojih se vidi u kojoj fazi se nalazi sistem. Parametri
qije promene vrednosti su povezane sa promenom faze sistema se nazivaju parametri
ure�e�a. Parametar ure�e�a je mera stepena asimetrije u fazi naruxene simetrije
(xto je ure�ena faza), tj. parametar ure�e�a ima nenultu vrednost u ure�enoj fazi i
nultu vrednost u neure�enoj fazi. U Izingovom modelu sa sluqajnim po	em, parametar
ure�e�a je magnetizacija.

U blizini kritiqne taqke, nastaju lavine svih veliqina, funkcije odziva sistema
se ponaxaju po stepenom zakonu pomno�enim univerzalnom skaliraju�om funkcijom
koja svojim oblikom, zajedno sa vrednox�u eksponenta stepenog zakona, u potpunosti
odre�uje funkciju odziva. U termodinamiqkom limitu, kritiqna taqka za atermalni
Izingov model sa sluqajnim po	em je data ure�enom trojkom (Rc, Hc,Mc), gde je Rc

kritiqna neure�enost sistema, Hc kritiqna vrednost spo	nog magnetnog po	a i Mc

kritiqna vrednost magnetizacije. U blizini kritiqne taqke, magnetizacija ner-
avnote�nog atermalnog Izingovog modela sa sluqajnim po	em se skalira u termod-
inamiqkom limitu kao [81, 82, 83]

mR(H) = |r|βM±

(
h′

|r|βδ

)
, (2.10)

gde je m redukovana magnetizacija m = MR(H) − Mc, tj. magnetizacija MR(H) =
1

N

∑N
i=1 Si pri neure�enosti R i spo	nom magnetnom po	u H pomerena za vrednost

kritiqne magnetizacije Mc. Funkcije M+(x) i M−(x) su univerzalne skaliraju�e
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funkcije za neure�enosti iznad, odnosno ispod kritiqne neure�enosti Rc. U jednaqini
(2.10), ove funkcije zavise od skaliranih varijabli h′/|r|βδ, gde je h′ redukovano mag-
netno po	e [82, 83]

h′ ≡ H −Hc + br. (2.11)

U jednaqini (2.11), parametar b se naziva domenom skalira�a. Promen	iva r je re-
dukovana neure�enost definisana kao

r ≡ R−Rc

R
. (2.12)

Skalira�e promen	ivih u jednaqini (2.10) je odre�eno standardnim kritiqnim ek-
sponentima β i δ koji opisuju skokove magnetizacije ∆M ∼ |r|β ispod Rc i skalira�e
m ∼ h′1/δ redukovane magnetizacije sa redukovanim magnetnim po	em, respektivno.
Kada je poznat izraz skalira�a za magnetizaciju, onda su poznate i fluktuacije mag-
netizacije u sistemu u odnosu na promenu spo	nog magnetnog po	a, tj. poznata je
magnetna susceptibilnost sistema χ = ∂M/∂H. Magnetna susceptibilnost se skalira
kao

χR(H) = |r|β−βδχ±
(

h′

|r|βδ

)
, (2.13)

gde su χ±(x) = dM±(x)/dx univerzalne skaliraju�e funkcije za magnetnu suscepti-
bilnost.

Pored magnetizacije, koja se u blizini kritiqne taqke skalira po stepenom zakonu
sa kritiqnim eksponentima β i δ, divergencija korelacione du�ine ξ se u blizini
kritiqne taqke opisuje kao

ξ ∼ |r|−ν . (2.14)

Korelaciona du�ina je karakteristiqna du�ina definisana tako da sliqnost (ko-
relacija) izme�u spinova na du�ini ve�oj od korelacione du�ine ξ opada eksponen-
cijalno. Kada se sistem nalazi u kritiqnoj taqki, korelaciona du�ina divergira i
tada u sistemu mogu da se na�u fluktuacije svih talasnih du�ina. Formula 2.14 va�i
za redukovano spo	no po	e koje je jednako nuli. Kada je h′ malo, tada se korelaciona
du�ina skalira kao

ξ = |r|−νY±
(
h′|r|βδ

)
, (2.15)

gde su Y±(x) odgovaraju�e univerzalne skaliraju�e funkcije.
Broj preokrenutih spinova unutar jedne lavine se naziva veliqina lavine i obele�ava

sa S. Veoma qesto se u eksperimentalnim uslovima ispituje distribucija veliqine
lavina D(S), pa je ona bitna i za teorijska i numeriqka razmatra�a. Kao xto je
ve� napomenuto, kada se sistem nalazi na kritiqnoj taqki, jav	aju se sve veliqine
lavina, tj. distribucija veliqina lavina je opisana qistim stepenim zakonom, dok se
u blizini kritiqne taqke distribucija veliqina lavina u termodinamiqkom limitu
skalira u skladu sa:

D(S) = S−τ
′D± (Sσ|r|) , (2.16)

gde su D±(x) odgovaraju�e univerzalne skaliraju�e funkcije, a σ je eksponent odseca�a
(eng. cutoff) koji opisuje skalira�e najve�e lavine Smax ∝ |r|−1/σ u blizini kri-
tiqne neure�enosti. Jednaqine poput jednaqine (2.16) sa univerzalnom skaliraju�om
funkcijom, znaqajne su jer podaci (dobijeni iz simulacija na primer) y = Sτ

′
D(S)

kolapsiraju na krivu, D+(x) za R > Rc i D−(x) za R < Rc, kada se predstave u zav-
isnosti od x = Sσ|r|. Ovo je najpouzdaniji naqina da se odrede vrednosti kritiqnih
eksponenata koji figurixu u datom zakonu skalira�a, u ovom sluqaju τ ′ i σ. Vixe o
skalira�u magnetizacije, magnetne susceptibilnosti i distribucije veliqine lavina
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kada sistemi nisu u termodinamiqkom limitu, tj. kada su konaqni, mo�e da se na�e u
[63].

Numeriqke vrednosti kritiqnih eksponenata za razliqite dimenzije i simetrije
Izingovog modela sa sluqajnim po	em su date u glavi 3.3 kao i relacije izme�u �ih.

2.2.3 Spinska stakla

Spnska stakla opisuju sistem od N Izingovih spinova smextenih u qvorove rexetke.
Jedan od prvih modela spinskih stakala je Edvards-Anderson (eng. Edwards-Anderson)
model [84] qiji Hamiltonijan glasi:

H = −
∑
〈ij〉

JijSiSj, (2.17)

gde 〈·〉 oznaqava sumira�e po najbli�im susedima posmatranog spina Si u i-tom qvoru.
Spinska izmenska interakcija Jij se razlikuje za svaki par spinova i to unosi neure�en-
ost u sistem. Zahva	uju�i neure�enosti interakcija, u sistemu izme�u spinova mogu da
se na�u i feromagnetne i antiferomagnetne interakcije razliqitih jaqina. Raspodela
izmenske interakcije je najqex�e gausovska

ρ(Jij) =
1√

2πJ2
exp

(
−(Jij − J0)2

2J2

)
, (2.18)

sa sred�om vrednox�u raspodele J0 i standardnom devijacijom J . Ovakva raspodela
interakcija u prostoru za posledicu ima da se spinovi vixe ne orijentixu paralelno
(feromagnetni sluqaj) ili antiparalelno (antiferomagnetni sluqaj), ve� se dexava
da nasumiqno raspore�eni spinovi dostignu zamrznuto sta�e - nasumiqne orijentacije
spinova u prostoru a zamrznute u vremenu. Sama evolucija neravnote�nog sistema
vo�ena je Glauberovom (eng. Glauber) lokalnom dinamikom sa verovatno�om da se pri-
hvati promena orijentacije spina:

WG =
exp (−β∆H)

1 + exp (−β∆H)
(2.19)

gde je β = 1/T , T oznaqava temperaturu, a ∆H je koliqina energije potrebna da bi se
posmatrani spin preokrenuo [85].

Najprepoznat	ivija karakteristika spinskih stakala je xto se uvek polako ter-
malizuju u ravnote�no sta�e. Magnetizacija ravnote�nog sta�a spinskog stakla je
jednaka nuli jer su spinovi nasumiqno orijentisani. Me�utim, kada se na sistem deluje
spo	nim magnetnim po	em i pusti da relaksira, sistem �e do�i u metastabilno sta�e
nenulte magnetizacije koje se zatim sporo termalizuje sve dok magnetizacija ne postane
nula i sistem se vrati u ravnote�no sta�e. Pri niskim temperaturama, mo�e da se
primeni slika domenskih struktura [86], za koje mo�e da se smatra da je svaki domen u
svom ravnote�nom sta�u. Jox jedno ograniqe�e modela je xto va�i kada je termalna
korelaciona du�ina ve�a od tipiqne linearne dimenzije domena l. Linerna du�ina
domena l se pove�ava sa vremenom usled difuzije i anihilacije zidova domena.

Energija neravnote�nog sta�a spinskog stakla u slici domenskih struktura je
data zbirom ravnote�nih energija unutar domena i energijama domenskih zidova, tj.
interfejsa. Dakle, ako je dimenzija sistema L i d je prostorna dimenzija, onda postoji
Ld spinova u sistemu i (L/l)d interfejsa. S obzirom na to da je energija interfejsa
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proporcionalna sa ly, onda frustrirana energija sistema relaksira kao

∆E ∝ 1

Ld

(
L

l

)d
ly = ly−d. (2.20)

Pokazano je da za T = 0 i y < 0 ne postoji faza spinskog stakla.
Poxto su domeni u ravnote�i nezavisni jedan od drugog, oni imaju magnetne mo-

mente koji su nasumiqno orijentisani. Magnetizacija po spinu, m, zavisi od linerane
du�ine domena l kao

m ∝ 1

Ld

(
L

l

)d
ld/2 = l−d/2. (2.21)

Jednaqine (2.20) i (2.21) daju vezu izme�u energije i magnetizacije:

∆E ∝ mx (2.22)

gde je x = 2− 2y/d. Ovaj zakon skalira�a omogu�ava da se iz eksponenta x odrede os-
obine ravnote�nog sta�a, iako jednaqina (2.22) povezuje dve neravnote�ne veliqine.
Naime, samo za vrednosti eksponenta x < 2 sistem ima fazu spinskog stakla u termal-
noj ravnote�i.

Va�nost modela spinskih stakala raste usled rastu�e industrije vextaqke in-
teligencije. Hamiltonijan modela koji prouqava neuronske mre�e, Hopfield model,
tako�e ima oblik jednaqine (2.17). U ovom modelu, sluqajna raspodela izmenske inter-
akcije Jij predstav	a nasumiqnost memorijskih obrazaca [87].

2.2.4 Perkolacije

Perkolacije su model definisan na rexetki tako da svaki qvor ima verovatno�u p da
bude okupiran, nezavisno do svojih suseda. Ovakva raspodela okupiranosti qvorova
je nasumiqna, a jedna od glavnih pojava u sistemu kojima se teorija perkolacije bavi
jesu klasteri, tj. grupacija okupiranih qvorova u rexetki. Dakle, ako rexetka
ima N qvorova, gde je N veliki broj, onda je broj okupiranih qvorova pN , a broj
praznih qvorova je (1 − p)N . Kako je broj okupiranih qvorova pN od ukupnog broja
qvorova N , onda je koncentracija okupiranih qvorova u rexetki c = pN

N
= p. Zbog

toga, verovatno�a okupiranosti se qesto naziva i koncentracijom. Za verovatno�u
okupiranosti p, ve�u od neke graniqne vrednosti p > pc, klaster unutar sistema se
prostire po bar jednoj celoj linearnoj dimenziji sistema. Za ovakav klaster se ka�e
da perkolira (tj. pro�ima) kroz sistem, a pc je kritiqna koncentracija za koju se prvi
put jav	a perkolativni klaster. Perkolativni klasteri spadaju u kritiqne doga�aje
i veliku primenu imaju u industriji izvlaqe�a nafte i u predvi�a�u xire�a po�ara
i virusa.

Pored toga xto pro�imaju ceo sistem, perkolativni klasteri imaju i osobinu
kritiqnog samoure�e�a, tj. ispo	avaju fraktalne strukture u blizini kritiqne kon-
centracije pc. Uobiqajene osobine kritiqnog samoure�e�a su spora pobuda ili spor
dotok energije u sistem (npr. rast drve�a, ispuxta�e granula peska) i retki doga�aji
potpunog otpuxta�a energije (npr. lavine, zem	otresi, po�ari). Kao i mnogi kri-
tiqni doga�aji, u blizini kritiqne koncentracije osobine perkolativnog klastera se
skaliraju po stepenom zakonu.

U blizini kritiqne taqke, distribucija veliqine klastera se skalira po stepenom
zakonu kao

n(s) ∝ s−τC
(

s

smax

)
, (2.23)

14



gde je C(x) funkcija odseca�a koja zavisi od veliqine klastera s normirane maksimal-
nom veliqinom klastera smax, i koja naglo opada za s > smax. Maksimalna veliqina
klastera u blizini pc divergira kao

smax ∝ (pc − p)−1/σ . (2.24)

Fraktalna dimenzija klastera µ je definisana preko polupreqnika rotacije klastera
R(s) (eng. radius of gyration, zbog uske povezanosti perkolacija i modela nasumiqnog
kreta�a po rexetki (random walk)) kao

R(s) ∝ s1/µ. (2.25)

Korelaciona du�ina u sistemu zavisi od verovatno�e okupiranosti qvorova p i di-
vergira sa pojavom perkolativnog klastera kao

ξ ∝ (pc − p)−ν . (2.26)

Susceptibilnost sistema, s̄, slikovito mo�e da se predstavi kao kolonija �ivoti�a,
sred�e veliqine, koja se sa jednog mesta na rexetki raseli na ostale delove rex-
etke usled nekog nepovo	nog doga�aja (npr. nestanak hrane ili pojava neprijate	ske
�ivoti�e). Na ovaj naqin, veliqina s̄ je oquvana i qini perkolativni problem ner-
avnote�nim. U blizini kritiqne koncentracije, susceptibilnost se skalira kao

s̄ ∝ (pc − p)−γ . (2.27)

Kritiqni eksponenti na dvodimenzionoj kvadratnoj rexetki su povezani preko relacije
[88]:

1

σ
=

γ

3− τ
= µν (2.28)

Relacije izme�u kritiqnih eksponenata su veoma znaqajne i, kao xto je ve� napomenuto,
definixu klasu univerzalnosti za sisteme. Vixe o perkolativnim metodama i sta-
cionarnim sta�ima koja mogu da formiraju neravnote�ni modeli mo�e da se na�e u
[88, 89] kao i u ostalim referencama u tim radovima.

2.2.5 Izingov model sa nasumiqnom anizotropijom u sistemu

Neure�enost u sistemu, pored neqisto�a u rexetki, potiqe i od nasumiqne magne-
tokristalne anizotropije. Hajzenbergov model sluqajne jednoosne anizotropije u jed-
nom qvoru se smatra pogodnim modelom za opisiva�e magnetnih osobina amorfnih
legura. Ispitiva�a ra�ena na ovom modelu su pokazala da je u trodimenzionom sis-
temu niskotemperaturna stabilna faza ustvari faza spinskih stakala qak i u limitu
jake anizotropije. U limitu jake anizotropije, spinovi su primorani da se orijen-
tixu u pravcu ose anizotropije pa se model redukuje na Izingov model sa nasumiqnom
anizotropijom [90, 91]. Da	a istra�iva�a ovog modela zagovaraju, sa stanovixta
simetrijske analize, da su Izingov model sa sluqajnim po	em i Izingov model sa
nasumiqnom anizotropijom u istoj klasi univerzalnosti [92, 83].

Sistem je definisan na rexetki u qijim se qvorovima nalaze spinovi ~Si i lokalne
ose anizotropije ~ni, i = 1, 2, ..., N . U limitu beskonaqne anizotropije, u kom je kon-
stanta anizotropije mnogo ve�a od jedan D � 1, spinovi se orijentixu u smeru
lokalnih osa anizotropije ~Si = ~niSi, gde su Si Izingovi spinovi. Tada je Hamil-
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tonijan sistema:

H = −J

z

2
N∑
〈ij〉

SiSj~ni~nj −
N∑
i

Si~ni ~H −DN −K
N(N−1)∑

ij

SiSj
3 (~nj~rij) (~ni~rij)− (~ni~nj)

r3
ij

(2.29)

gde je prvi qlan izmenska interakcija izme�u spinova, a drugi qlan je Zemanov qlan
interakcije spina sa spo	nim magnetnim po	em. Tre�i qlan je energija anizotropije
sa konstantnom anizotropije D. Qetvrti qlan u jednaqini (2.29) je dugodometna dipol-
dipol interakcija koja u modelu opisuje magnetostatiqku energiju sistema. Ova inter-
akcija je feromagnetna za par interaguju�ih spinova sa orijentacijama ~ni = ~nj = ~rij
a antiferomagnetna kada su im orijentacije ~ni = ~nj ⊥ ~rij.

Nasumiqnost orijentacije osa anizotropije u razliqitim qvorovima i i j slabi
dipolnu interakciju. Stoga, uz uslov K = 0, Hamiltonijan sistema glasi [28]:

H = −

z

2
N∑
〈ij〉

JijSiSj −H
N∑
i

giSi, (2.30)

gde je Jij = J~ni~nj, a drugi qlan opisuje sluqajnu spregu sa spo	nim magnetnim po	em
sa konstantnom gi = cos (θi), 0 < θi < π/2. Energija anizotropije DN je konstantna i
mo�e da se izuzme iz jednaqine (2.30). Kao i u sluqaju Izingovog modela sa sluqajnim
po	em, model se izvodi iz ravnote�e promenom spo	nog magnetnog po	a.

2.2.6 Potsov (Potts) model

Vektorski Potsov model sa parametrom sta�a q (eng. q-state vector Potts model) je
definisan na d-dimenzionoj rexetki, linearne dimenzije L, sa brojem spinova N =
Ld koji interaguju samo sa najbli�im susedima. Hamiltonijan ovako definisanog
sistema bez spo	nog magnetnog po	a je [93]:

H = −J
∑
〈ij〉

~Si · ~Sj = −J
∑
〈ij〉

cos (θi − θj) , (2.31)

gde je parametar J jaqina izmenske interakcije izme�u spinova i favorizuje fero-
magnetnu interakciju za vrednosti J > 0, a antiferomagnetnu interakciju za J < 0.
Suma u jednaqini (2.31) ide po svim parovima najbli�ih suseda. Za razliku od Izin-
govog spina koji ima pozitivnu i negativnu projekciju du� jedne ose, u ovom modelu
je spin generalizovan i "zarob	en" u ravni, tj. spin mo�e da zauzme bilo koji pravac
jednako pomeren za parametar q u prostoru:

θi =
2πi

q
, i = 0, 1, ..., q − 1. (2.32)

Za q = 2, model se redukuje na klasiqan Izingov model bez spo	nog magnetnog po	a sa
simetrijom Z2, dok u limitu q →∞ postaje XY model u kojem su orijentacije spinova
kontinualne u ravni.

Kao xto je napomenuto u glavi 2.1, sistem iz ravnote�nog sta�a mo�e da se izvede
pod uticajem spo	nog faktora, npr. spo	nog magnetnog po	a. Kako u ovom modelu ne
postoji spo	no magnetno po	e, sistem mo�e da se dr�i daleko od ravnote�nog sta�a
na vixe naqina, izme�u ostalog prik	uqiva�em na dva termostata razliqite temper-
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ature [94] ili postav	a�em dve Potts-ove rexetke jedne do druge koje se kre�u rela-
tivno jedna u odnosu na drugu [95]. U zavisnosti od parametra q, neravnote�ni Potts-ov
model ispo	ava fazni prelaz drugog reda (vixe o faznim prelazima u glavi 2.3.2) pri
prelasku iz paramagnetne u feromagnetnu fazu, odnosno iz faze sa neure�enim ori-
jentacijama spinova u fazu gde su orijentacije spinova u istom smeru, i fazni prelaz
beskonaqnog reda pri prelazu iz paramagnetne u BKT fazu (Berezinskii{Kosterlitz{-
Thouless) [96, 97, 98].

2.3 Kritiqni doga�aji

Kritiqni doga�aji, uopxteno, mogu da se opixu kao nastaja�e ili nestaja�e koher-
entnih samoure�enih struktura, odnosno brzi procesi "ra�a�a" i "umira�a" metasta-
bilnih sta�a gde je prelaz lavinskog karaktera. Sistemi sa ovakvim mehanizmom
relaksacije su veoma zastup	eni u prirodi i zbog velikih i naglih promena sta�a,
qesto priqi�avaju veliku xtetu. U ovoj podsekciji, bi�e opisani sistemi kojima je
zajedniqko da prolaze kroz niz metastabilnih sta�a, a sam prolazak kroz ta sta�a je
lavinskog karaktera, i veliqine koje opisuju sistem i �egovu lavinsku relaksaciju se
skaliraju po stepenom zakonu. Metastabilna sta�a su odre�ena lokalnom dinamikom
i raspodelom neure�enosti koja je zamrznuta u vremenu. Kako pomenute pojave spadaju
u svakodnevicu XXI veka, otuda i velika potreba za razumeva�em datih pojava sa
ci	em da se eventualno postigne �ihova kontrola.

2.3.1 Reprezentativni sistemi u kojima se jav	aju kritiqni
doga�aji

2.3.1.1 Xire�e virusa

Jedan od naqina za modelova�e xire�a virusa je prikazan u [3]. Glavni problem kod
xire�a virusa je kako to xire�e zaustaviti i jedan od najefikasnijih naqina jeste
imunizacija. U [3] se opisuje ubrzana imunizacija modelom eksplozivne perkolacije na
grafovima. Glavni ci	 ovakvog modela je da se prona�u qvorovi qije ukla�a�e bi na-
jvixe naruxilo povezanost qvorova u grafu i stvara�e velikih klastera (grupisanih
qvorova), ilustrovano na slici 2.2. Graf se sastoji od N qvorova od kojih je vakcin-
isano qN qvorova, a ostali su podlo�ni infekciji. Raxirenost epidemije zavisi
od frakcije vakcinisanih qvorova, tipa epidemije (Podlo�an-Zara�en-Imun ili
Podlo�an-Zara�en-Podlo�an, tj. od mogu�eg ponovnog zara�ava�a) i brzine zara�a-
va�a. Neka je S(q) maksimalan broj zara�enih qvorova za nivo vakcinacije q. Ci	
modela je da se ova veliqina minimizuje, tj. da postoji xto ma�e zara�enih qvorova.
Kritiqna vrednost parametra qc, tj. najma�a vrednost parametra q za koju je broj
qvorova koji se zaraze jednak nuli S(q) = 0, me�a se po stepenom zakonu, xto je
jedna od osnovnih odlika neravnote�nih sistema sa metastabilnom dinamikom. Xto
je qc ma�e to je strategija vakcinisa�a efikasnija jer je potrebno da se vakcinixe
ma�e qvorova da bi se spreqila epidemija. Rezultati modela pokazuju da su na nivou
vakcinisa�a qc, uglavnom vakcinisani qvorovi sa vixe od xest suseda, tj. oni koji
najbo	e povezuju mre�u qvorova. �ihovim vakcinisa�em se spreqava stvara�e ve-
likih klastera, odnosno xire�e virusa. Model eksplozivne imunizacije, prikazan u
radu [3], daje mogu�nost da se ovakvi qvorovi brzo prepoznaju.

Danas, XXI vek je okarakterisan kao
”
vek virusa\, a usled pandemije virusa Covid-

19, broj istra�ivaqa koji izuqavaju spreqava�e pandemija je naglo porastao i qini
ovu tematiku veoma aktuelnom.

17



i

a

b
c

d

e

f

Вакцинисани

Подложни зарази

Slika 2.2: Ilustracija suseda vakcinisanog qvora i. Crni qvorovi predstav	aju
vakcinisane qvorove u grafu, a beli predstav	aju qvorove koji su podlo�ni zarazi.
Osenqeni deo, kojima pripadaju beli qvorovi, predstav	a klaster qvorova na koje bi
se raxirio virus ukoliko se "prvi" beli qvor zarazi. Slika je naprav	ena po uzoru
na rad [3].

2.3.1.2 Zem	otresi

Jedna od najrazornijih prirodnih pojava jesu zem	otresi. Zem	otresi imaju lavinski
odgovor sistema na jaku pobudu. Ovakavu lavinsku reakciju karakterixu diskretni,
impulsivni doga�aji koji obuhvataju xirok spektar energija E, sa stepenom raspode-
lom P (E) ∝ E−ε. Tako�e, zem	otrese prate naknadni potresi (eng. aftershocks) i
�ihovo predvi�a�e je trenutno fokus velikog broja istra�iva�a [6, 7]. Naknadni
potresi ispo	avaju fraktalnu osobinu samosliqnosti xto omogu�ava da se konstru-
ixu algoritmi za �ihovu predikciju. Jedan od znaqajnijih rezultata jeste veza izme�u
glavnog potresa i naknadnih potresa. Ispostav	a se da postoji karakteristiqna
du�ina skale naknadnih potresa koja se skalira sa jaqinom glavnog potresa m kao
100.42m [7].

Cela oblast prouqava�a je jox uvek u razvoju jer osobine naknadnih potresa zavise
dosta od naqina definisa�a. Me�utim, te�i se ka tome da se primenom neravnote�nih
modela sa lavinskim relaksacijama pobo	xava predvi�a�e seizmiqkih talasa i da se
ide ka �ihovom potencijalnom spreqava�u i/ili kontrolisanom sma�e�u efekta [6].

2.3.1.3 Finansijska odstupa�a na berzi

Da bi se razumeli uzroci uspona, padova i naglih uruxe�a berze, tj. finansijskih
kriza, javila se potreba da se u modele odluqiva�a uk	uqe heterogenost i interakcije
izme�u potroxaqa. Tako�e, ukoliko se dozvoli u modelu da prodavac, koji ima najma�i
profit na tr�ixtu, promeni cenu svog proizvoda, ostali prodavci kaskadno reaguju
i tr�ixte se samoure�uje, xto je jedna od glavnih osobina kritiqnih doga�aja [5]. Is-
postav	a se da Izingov model sa sluqajnim po	em daje ujedi�uju�i okvir za obradu
mnogih kolektivnih druxtveno-ekonomskih pojava koje dovode do naglih ruptura i
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S&P 500 [$]

Slika 2.3: Na slici je prikazana tr�ixna vrednost S&P 500 indeksa koji ob-
jedi�uje 500 tr�ixno najvrednijih deoniqarskih druxtava qijim se deonicama ak-
tivno trguje u Sjedi�enim Ameriqkim Dr�avama. Sive zone na slici predstav	aju
zone recesije. Prva siva zona odgovara globalnoj finansijskoj krizi 2008 - 2009.
godine, a druga siva zona odgovara krizi usled Covid-19 pandemije 2020. godine.
Grafik je prilago�en na godix�u stopu inflacije. Slika je preuzeta sa sajta:
https : //www.macrotrends.net/2324/sp− 500− historical − chart− data

kriza [4]. Analizom ovakvog modela, sa potroxaqima kao strukturnom jedinicom mod-
ela umesto spinova, uoqava se histerezisna kriva sa strmim prelazima sa do�e na
gor�u granu, tj. postoji mogu�nost da potroxaqi naglo me�aju mix	e�a i ta promena
dolazi u lavinama. Kritiqna promena mo�e da se ogleda u trendovima i/ili masovnim
spontanim pokretima, naglom prilivu kapitala na berzu (period

”
pohlepe\) ili na-

glom masovnom prodajom akcija (period
”
straha\), itd. U okolini kritiqne vrednosti

parametra imitacije me�u potroxaqima, broj 	udi koji me�a mix	e�e se tada skalira
po stepenom zakonu. Ispostav	a se da nagla kriza ima istu

”
saddle-node\ bifurkaciju

kao i zem	otres. Kako istorija pokazuje tendenciju tr�ixta da se ponav	a u (donekle
neregularnim) ciklusima, modeli koji predvi�aju mogu�e krize i �ihove uzroke su
postali prioritet istra�iva�a u ekonomiji, naroqito posle globalne finansijske
krize 2008. godine, slika 2.3.

2.3.1.4 Neuronski signali u mozgu

Eksperimentalno uzgajane kortikalne neuronske mre�e (slika 2.4) rade u re�imu
blizu neravnote�ne kritiqne taqke. U zavisnosti od sredine u kojoj se uzgajaju,
topologija mre�e mo�e da bude drugaqija i samim tim se i kritiqni eksponenti
me�aju. Kako kritiqni eksponenti dosta odstupaju od eksponenata predvi�enim mod-
elom sred�eg po	a gra�a�a, zak	uquje se da samo prostira�e informacija kroz neu-
ronsku mre�u ne mo�e da se uprosti kao proces grana�a ve� je potrebno u model
uk	uqiti i pet	e sa povratnom spregom i proces memorije [11]. Distribucija veliqina
neuronskih lavina i traja�a neuronskih lavina prati stepeni zakon. Dodatna potvrda
da se aktivnosti neuronske mre�e odvijaju u blizini kritiqne taqke jeste postoja�e
jedinstvene skaliraju�e funkcije na koju kolapsiraju podaci. Tako�e, sistem pokazuje
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Slika 2.4: Na slici su prikazani uzorci mo�danog tkiva koji su uzgajani in vitro.
Jasno se vidi da neuroni formiraju geometrijski nepravilne grafove i zna se da imaju
jaku interakciju sa najbli�im susedom. Prostira�e neuronskih signala kroz ovakve
mre�e je lavinskog karaktera i navodi na zak	uqke da mozak radi u blizini kritiqne
taqke[8, 10, 11]. Slika je preuzeta iz rada [99].

da se neuronska mre�a samouredila tako da onemogu�i stvara�e velikih neuronskih
lavina koje su karakteristiqne za spontane napade (eng. seizure). Ovom potvrdom se
dolazi korak bli�e razumeva�u prostira�a signala kroz neuronske mre�e u mozgu.
Sam signal se brzo prostire kroz ceo mozak i pokazuje karakter pro�imaju�e lavine
[8, 10, 11].

2.3.1.5 Tanki sistemi

Sistemi qija je jedna linearna dimenzija mnogo ma�a od ostalih nazivaju se tanki
sistemi. Specijalan sluqaj ovakvih sistema su folije qije su preostale dve dimenzije
(pribli�no) jednake i trakasti sistemi. Evolucija spinskih magnetnih tankih sis-
tema tako�e ima lavinski karakter, ali su kritiqni eksponenti razliqiti od sistema
qije su sve linearne dimenzije pribli�no iste. Xiri sistemi sa uraqunatom dipol-
nom interakcijom mogu da razviju cik-cak strukture prostira�a lavina kao posledicu

”
takmiqe�a\ povrxinskog napona izme�u Vajsovih domena i dipolnih interakcija [17].
Za sisteme sa lokalnom interakcijom spinova se ispostav	a da lavinsko prostira�e
u tankim sistemima mo�e da ispo	ava trodimenzione, dvodimenzione i jednodimen-
zione karakteristike u zavisnosti od parametara samog sistema. U tankim sistemima
oblika folije, male lavine se xire kao i u trodimenzionim sistemima, dok vece
lavine zapoqi�u da se xire sve dok ne pro�mu najkra�u lineranu dimenziju sistema
a zatim, usedviqene izme�u graniqnih ravni folije, nastav	aju da se xire poput
lavina u dvodimenzionim sistemima kao kvazi dvodimenzione lavine. Preokrenuxvi
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Slika 2.5: Na slici je prikazana propagacija lavine u tankim, trakastim, sistemima.
Lavina se prvo prostire karakteristiqno za trodimenzione sisteme, zatim, kada
pro�me sistem po jednoj osi, prostire se karakteristiqno za dvodimenzione sisteme
sve dok ne pro�me sistem po popreqnom preseku. Posle pro�ima�a sistema po popre-
qnom preseku, lavina nastav	a da propagira kroz sistem kao jednodimenziona lav-
ina preokre�u�i "stranicu po stranicu". L1, L2 i L3 su linearne dimenzije sistema.
Slika je preuzeta iz rada [20].

na ovaj naqin sve spinove po ma�em popreqnom preseku sistema, lavina nastav	a da
propagira kao u jednodimenzionom lancu, s tim xto ovde lavina preokre�e "dvodimen-
zionu stranicu po stranicu" du� najdu�e ose sistema [20], slika 2.5. Pored potpuno
ure�enih faza (npr. svi spinovi okrenuti u pravcu spo	nog po	a u feromagnetima),
tanki sistemi ispo	avaju i metastabilne strukture u kojima se formiraju stabilne
trakaste zone, kao i "vorteksni" zidovi - odnosno strukture koje izme�u domena nemaju
jasnu granicu ve� je vrtlo�na oko jedne ili vixe taqaka [18, 19].

2.3.2 Fazni prelazi

U oblasti statistiqke fizike, najreprezentativniji kritiqni doga�aji su fazni prelazi.
Faza je sta�e materije za koju su makroskopske fizikqe osobine supstance uniformne
na makroskopskoj skali. Faza se karakterixe termodinamiqkom funkcijom, koja za-
visi od nekoliko makroskopskih parametara koje definixu datu fazu, npr. temper-
atura i pritisak definixu fazu teqne vode. Fazni dijagram je grafik na kom su pred-
stav	ene oblasti odre�enih faza, a na osama su postav	eni makroskopski parametri
koji definixu te faze. Na faznom dijagramu faze su razgraniqene faznim granicama
ili kritiqnim taqkama. Fazne granice su vrednosti parametara pri kojima dolazi
do promene faze, tj. do faznog prelaza. Linije faznih granica na faznom dijagramu
mogu da se zavrxe sa kritiqnom taqkom. U kritiqnoj taqki i na faznim granicama
faze mogu da koegzistiraju. Najpoznatiji primer koegzistencije faza u kritiqnoj
taqki jeste trojna kritiqna taqka vode u kojoj se istovremeno nalaze voda, vodena para
i led. Trojna kritiqna taqka vode se nalazi na temperaturi T = 273, 16 K i pritisku
p = 611, 2 Pa, slika 2.6.

Prelazak izme�u faza se prati preko termodinamiqke funkcije koja karakterixe
fazu. Taqnije, posmatra se parametar ure�e�a, funkcija koja pokazuje kako su ure�eni
mikroskopski elementi koji qine makroskopsku fazu. U kritiqnoj taqki, termodi-
namiqka funkcija ima singularitet i divergira. Sa druge strane, parametar ure�e�a
je povezan sa naruxe�em simetrije sistema, tj. parametar ure�e�a je mera asimetrije
u fazi sa naruxenom simetrijom, xto je ure�eno sta�e. U ure�enom sta�u parametar
ure�e�a je razliqit od nule, dok je u neure�enom sta�u jednak nuli. Na primer, neka
rexetka ima N spinova proizvo	ne orijentacije. Magnetizacija sistema u kojem svi
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Slika 2.6: Na slici je prikazan fazni dijagram za vodu. Fazna granica izme�u leda
(qvrsta faza) i vodene pare (gasovita faza) se zavrxava trojnom kritiqnom taqkom,
a fazna granica izme�u vode (teqna faza) i vodene pare (gasovita faza) se zavrxava
kritiqnom taqkom.

spinovi imaju proizvo	nu orijentaciju je nula. Xta vixe, u neure�enoj fazi postoji
beskonaqno mnogo razliqitih realizacija orijentacija spinova, u termodinamiqkom

limitu
N

V
= const. za N → ∞ i V → ∞, za koje je magnetizacija sistema jednaka

nuli. Zbog toga ka�emo da je sta�e sa proizvo	nim orijentacijama spinova sta�e
visoke simetrije. Me�utim, ukoliko se na magnetni sistem primeni spo	no magnetno
po	e, spinovi vixe nemaju nasumiqnu orijentaciju ve� su usmereni u smeru delova�a
spo	nog magnetnog po	a i simetrija �ihove orijentacije (koja definixe �ihovo po-
jedinaqno sta�e) je naruxena, pa se ure�eno sta�e naziva sta�em naruxene simetrije
ili sta�em niske simetrije (eng. low-symmetry state). Sta�e sa nultom magnetizaci-
jom je degenerisano, a sta�e sa maksimalnom magnetizacijom je samo jedno.

Red faznog prelaza je odre�en ponaxa�em termodinamiqkog potencijala sistema u
blizini faznog prelaza. U taqkama faznog prelaza, izvodi termodinamiqkog poten-
cijala imaju singularitete koji se ispo	avaju u vidu skokova (prekida) ili divergen-
cije funkcije. Izvodi termodinamiqkog potencijala tada nisu neprekidni. Prema
neprekidnosti izvoda, fazni prelazi mogu da se podele na dve grupe:

� Fazni prelazi prvog reda - prvi izvod funkcije termodinamiqkog potencijala
ima prekid na faznoj granici i u kritiqnoj taqki.

� Fazni prelaz drugog reda - poznat i pod nazivom kontinualni fazni prelaz,
je kada drugi ili vixi red izvoda funkcije termodinamiqkog potencijala ima
prekid ili divergenciju na faznoj granici i u kritiqnoj taqki.

Postoje sistemi koji mogu da ispo	e fazni prelaz i prvog i drugog reda. Na slici
2.7 su prikazani fazni dijagrami magnetnih materijala u spo	nom magnetnom po	u
H. Kritiqna taqka se nalazi na temperaturi Tc i na nultom spo	nom magnetnom
po	u, H = 0. Na slici 2.7(a) prikazana je promena ure�e�a spinova u zavisnosti od
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Slika 2.7: Na slici su prikazani (a) fazni dijagram magnetnih materijala, (b ) fazni
prelaz prvog reda i (v) fazni prelaz drugog reda. Na slici pod (a) su isprekidanim
strelicama nacrtane promene parametara sa slika (b ) i (v). Slika je adaptirana iz
[45].

vrednosti spo	nog magnetnog po	a H. Prilikom promene spo	nog magnetnog po	a od
negativne do pozitivne vrednosti po liniji (b), za temperaturu T < Tc, spinovi se
lavinski preokre�u i magnetizacija, kao prvi izvod Gibsovog termodinamiqkog po-
tencijala, ima skok pri H = 0. Ovo je fazni prelaz prvog reda. Na slici 2.7(b )
mo�e da se vidi da i kada je spo	no magnetno po	e nula, H = 0, magnetizacije je
nenulta. Takva magnetizacija se naziva spontana magnetizacija i �enu vrednost
odre�uje prilaz faznoj granici na H = 0 : za prilaz nuli sa strane pozitivnih vred-
nosti, H → 0+, spontana magnetizacija je pozitivna m > 0, a negativna m < 0 za
prilaz nuli sa strane negativnih vrednosti spo	nog po	a H → 0−. Ukoliko se fik-
sira spo	no magnetno po	e na beskonaqno malu vrednost H → 0+ i sma�uje parametar
temperature preko kritiqne vrednosti Tc po liniji (v), spontana magnetizacija se
onda me�a kontinualno od nulte do pozitivne vrednosti, xto je fazni prelaz drugog
reda, slika 2.7(v). Ova fazna graniqna linija razdvaja feromagnetnu i paramagnetnu
fazu. Feromagnetna faza je faza u kojoj spinovi u proseku imaju istu orijentaciju
te magnetizacija ima nenultu vrednost. Materijali u kojima se jav	a feromagnetna
faza su feromagneti. Paramagnetna faza je faza magnetnih sistema u kojoj spinovi
imaju nasumiqne orijentacije i magnetizacija je tada jednaka nuli.

2.3.2.1 Fazni dijagrami neravnote�nog Izingovog modela sa sluqajnim

po	em

Modeli se, u velikom broju sluqajeva, prave sa ci	em da se opixu rezultati dobi-
jeni eksperimentalnim mere�em realnih sistema. Istra�iva�a tokom rada na dok-
toratu su izvrxena na neravnote�nom atermalnom Izingovom modelu sa sluqajnim
po	em. Stoga, pre otvara�a pita�a "kako detektovati kritiqni doga�aj?" i "kako kon-
trolisati kritiqni doga�aj?", u ovoj podsekciji bi�e dat pregled faznih dijagrama
Izingovog modela sa sluqajnim po	em i bi�e reqi o faznim prelazima za razliqite
prostorne dimenzije sistema.

U glavi 2.2.2 je definisan neravnote�ni atermalni Izingov model sa sluqajnim
po	em i odgovaraju�i kritiqni eksponenti stepenih zakona koji opisuju odgovor sis-
tema na spo	nu pobudu u okolini kritiqne taqke. Me�utim, fazni prelaz se ne jav	a
za sve prostorne dimenzije sistema opisanih ovakvim modelom. U ravnote�noj vari-
janti Izingovog modela sa sluqajnim po	em, ne dolazi do faznog prelaza u jednodi-
menzionom i dvodimenzionom sistemu. Me�utim, u neravnote�noj verziji ovog mod-
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ela kod dvodimenzionih sistema se jav	a netrivijalno kritiqno ponaxa�e [100]. Za
jednodimenzione sisteme ne postoji netrivijalno kritiqno ponaxa�e ni u neravnote�-
noj verziji Izingovog modela sa sluqajnim po	em [101, 102, 103, 104]. Ovo je lako
potvrditi i misaonim eksperimentnom: u beskonaqnom jednodimenzionom lancu spinova
sa lokalnim sluqajnim po	em u svakom qvoru, postoji konaqna verovatno�a da �e jedan
od spinova da ima veliko negativno sluqajno po	e (iz levog kraja Gausove distribu-
cije) koje �e da zaustavi da	u propagaciju lavine du� date ose. Iako se modeli prave
da xto vernije opixu realne sisteme postoje i suprotni procesi, odnosno da se prave
realni sistemi koji bi oponaxali modele. Tako su Bingham (Bingham) i saradnici
uspeli da naprave eksperimentalnu realizaciju sistema koji ima iste kritiqne ek-
sponente kao neravnote�ni jednodimenzioni Izingov model sa sluqajnim po	em [105].
Imri (Imry) i Ma su preko modela promene zidova magnetnih domena izveli da je do�a
kritiqna dimenzija ravnote�ne verzije ovog modela dl = 2 [106, 107]. Do�a kritiqna
dimenzija modela predstav	a najve�u dimenziju za koju se ne jav	a fazni prelaz, kao
ni za dimenzije ma�e od �e. Slika o faznim prelazima je mnogo jasnija i vixe is-
tra�ena za trodimenzione i vixedimenzione sisteme. Gor�a kritiqna dimenzija je
jasno definisana i istra�ena za Izingov model sa sluqajnim po	em i iznosi du = 6.
Gor�a kritiqna dimenzija modela je najma�a dimenzija za koju sve dimenzije iznad
imaju jednake kritiqne eksponente i ti kritiqni eksponenti odgovaraju kritiqnim
eksponentima iz modela sa aproksimacijom sred�eg po	a [106]. Konkretne vrednosti
kritiqnih eksponenata za razliqite dimenzije su date u glavi 3.3.

Ranije je pomenuto da su inicijalna istra�iva�a sugerisala da odabir distribu-
cije za sluqajna po	a ne utiqe na vrednost kritiqnih eksponenata, odnosno na naqin
divergencije u kritiqnoj taqki. Me�utim, odabir distribucije mo�e da utiqe na
fazni dijagram [108]. Danas se mo�e konstatovati da su dinamiqki fazni prelazi
Izingovog modela sa sluqajnim po	em i da	e u mnogim aspektima nedovo	no jasni
zbog qega se aktivno istra�uju. Paula i saradnici [109] su odredili stacionarno
sta�e Izingovog modela sa sluqajnim po	em koriste�i tehnike teorije sred�eg po	a.
Tako�e, konstruisali su fazni dijagram od stacionarnih sta�a magnetizacije kao
funkcije temperature i jaqine spo	nog po	a. �ihovo istra�iva�e pokazuje da se u
neravnote�noj verziji modela kontinualni fazni prelazi poklapaju sa ravnote�nim
kontinualnim faznim prelazima [110], dok se fazni prelazi prvog reda jav	aju na
nexto jaqim po	ima nego oni u ravnote�nim modelima. Relativno skorije istra�iva�e
Krokidakisa (Crokidakis) [111] Monte Karlo simulacijama na ekvilateralnoj kubnoj
rexetki sa bimodalnom raspodelom sluqajnog po	a i bez spo	nog magnetnog po	a,
pokazalo je da postoji fazni prelaz prvog reda pri niskim temperaturama i za ve-
like neure�enosti R, xto odgovara postoja�u neravnote�ne trojne kritiqne taqke na
konaqnoj temperaturi.

U radu [108] su ispitivali dinamiqki fazni prelaz i stacionarna sta�a Izingovog
modela sa sluqajnim po	em sa periodiqno promen	ivim vremenski zavisnim spo	nim
magnetnim po	em na kubnoj rexetki. Amplituda spo	nog magnetnog po	a ima vred-
nost H0 i nasumiqno se dode	uje qvorovima u rexetki iz bimodalne i trimodalne
distribucije:

P (H0i) = pδ (H0i) +
1− p

2
[δ (H0i −H0) + δ (H0i +H0)] , (2.33)

gde je za p = 0 distribucija bimodalna a za p 6= 0 trimodalna.
Na slikama 2.8(a) i 2.8(b ), uporedno su prikazani fazni dijagrami statiqkog Izin-

govog modela sa sluqajnim po	em [112, 113] (crna linija) i neravnote�nog Izingovog
modela sa sluqajnim po	em koji je vo�en periodiqno-promen	ivim spo	nim magnetnim
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Slika 2.8: Na slici su prikazani fazni dijagrami kinetiqkog Izingovog modela sa
sluqajnim po	em u (kBTc/J − H0/J) ravni za bimodalnu distribuciju za razliqite
ugaone frekvence oscilova�a spo	nog magnetnog po	a: (a) ω = 0, 1 i (b ) ω = 0, 5, u
pore�e�u sa dijagramima dobijenim korix�e�em statiqkog modela iz [112, 113]. Pune
linije odgovaraju faznom prelazu drugog reda, dok isprekidane linije odgovaraju
faznom prelazu prvog reda. Simboli praznih krugova na grafiku oznaqavaju trojnu
kritiqnu taqku. Dva desna panela pokazuju promenu vrednosti trojne kritiqne taqke
sa promenom frekvencije ω, (v) H t

0/J i (g) kBT
t/J . Parametar q je koordinacioni broj

rexetke, tj. broj najbli�ih suseda. Slika je preuzeta iz [108].

po	em sa vrednox�u amplitude nasumiqno izabranom iz bimodalne raspodele (crvena
i plava linija). Na slikama se jasno vidi da su za drugi model potrebna jaqa po	a da
bi doxlo do faznog prelaza. Sistem ispo	ava feromagnetnu fazu (F ) za niske vred-
nosti amplitude magnetnog po	a qak i pri visokim temperaturama. Za male vrednosti
H0/J interakcije najbli�ih suseda su dominantne u odnosu na uticaj periodiqnog
spo	nog magnetnog po	a. Zbog toga, relativno velika koliqina toplotne energije
je potrebna da bi doxlo do dinamiqkog faznog prelaza prilikom koga bi doxlo do
naruxava�a ure�enog feromagnetnog sta�a i uspostav	a�a paramagnetne faze (P ).
Sa pove�a�em H0/J , feromagnetna izmenska interakcija izme�u spinova postepeno
prestaje da bude dominantna i amplituda spo	nog magnetnog po	a ima ve�i uticaj na
evoluciju sistema, pa je mogu�e da se dogodi fazni prelaz i pri niskim temperatu-
rama. Tako�e, pore�e�em grafika 2.8(a) i 2.8(b ), da se zak	uqiti da pove�a�em ugaone
frekvencije oscilova�a ω, dinamiqka trojna kritiqna taqka (DTCP ) se sni�ava a
region sa mexanom fazom (F+P ) se su�ava. Na graficima 2.8(v) i 2.8(g) je prikazana
promena koordinata dinamiqke trojne kritiqne taqke u zavisnosti od ugaone frekven-
cije oscilova�a spo	nog magnetnog po	a ω. Vrednosti koordinate H t

0/J rastu, dok
vrednosti kBT

t/J opadaju sa porastom ω i saturisane vrednosti su H t
0/J = 4, 512 i

kBT
t/J = 1, 54. Dakle, region koegzistencije feromagnetne i paramagnetne faze se

su�ava ali ne iwezava u potpunosti i pri dovo	no velikim vredonstima ω polo�aj
dinamiqke trojne kritiqne taqke i veliqina regiona koegzistencije faza ne zavise
od ugaone frekvencije. Sni�ava�e vrednosti dinamiqke trojne kritiqne taqke i
su�ava�e regiona koegzistencije faza do odre�ene ugaone frekvencije prikazano je
deta	nije na grafiku 2.9. Tako�e, feromagnetna faza ne zavisi od ugaone frekven-
cije ω.

Ukoliko se umesto bimodalne koristi trimodalna raspodela verovatno�e, situacija
se znaqajno me�a. Na slici 2.10 prikazan je dinamiqki fazni dijagram sistema u
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Slika 2.9: Na slici su prikazani fazni dijagrami sistema u (kBTc/J −H0/J) ravni
za bimodalnu distribuciju sa (a) ω = 0, 1, (b ) ω = 0, 25, (v) ω = 1, 0 i (g) ω = 2, 0.
Puna linija predstav	a granicu faznog prelaza drugog reda, a isprekidana linija
predstav	a granicu faznog prelaza prvog reda. Simboli praznih krugova na grafiku
oznaqavaju dinamiqku trojnu kritiqnu taqku. Slika je preuzeta iz [108].
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Slika 2.10: Na slici su prikazani fazni dijagrami sistema u (kBTc/J −H0/J) ravni
za trimodalnu distribuciju sa ω = 0, 5 i pri odre�enim vrednostima parametra p.
Puna linija predstav	a granicu faznog prelaza drugog reda, a isprekidana linija
predstav	a granicu faznog prelaza prvog reda. Simboli praznih krugova na grafiku
oznaqavaju dinamiqku trojnu kritiqnu taqku. Slika je preuzeta iz [108].

(kBTc/J−H0/J) ravni za trimodalnu distribuciju sa ω = 0, 5 i za odre�ene vrednosti
parametra p. Kao xto je pokazano na slici 2.10(a), sistem ispo	ava dinamiqku trojnu
kritiqnu taqku pri relativno uskom opsegu parametra p. �ena koordinata kBT

t/J se
sma�uje sa pove�a�em parametra p, dok se koordinata koja zavisi od amplitude po	a
H t

0/J pove�ava sve dok se dinamiqka trojna kritiqna taqka ne spusti na nultu vred-
nost pri odre�enoj vrednosti parametra p, slika 2.10(a). Posle iwezava�a dinamiqke
trojne kritiqne taqke, svi dinamiqki fazni prelazi su kontinualni. Tako�e, treba
ista�i da na temperaturi T = 0 postoji kritiqna vrednost p∗ = 0, 53 ispod koje sis-
tem ima dinamiqki fazni prelaz pri kritiqnom magnetnom po	u. Zbog toga se oblast
feromagnetne faze na niskim temperaturama prostire ka ve�im vrednostima H0/J .
Kako se parametar p pove�ava, tako raste i udeo feromagnetne faze na faznom dija-
gramu, sve dok ne dostigne vrednost p = 1 kada feromagnetna faza ima maksimalnu
povrxinu na faznom dijagramu. Tako�e, kao xto se mo�e videti na slici 2.10(b ),
region koegzistencije feromagnetne i paramagnetne faze se su�ava i posle odre�ene
vrednosti parametra p, region koegzistencije iwezava u (kBTc/J −H0/J) ravni.

Pored nasumiqnog oscilatornog ponaxa�a, spo	no magnetno po	e mo�e da se vodi
monotono, bilo da se samo monotono pove�ava, monotono sma�uje ili da se monotono
me�a u nekom opsegu od minimalne do maksimalne vrednosti i nazad, tj. da po	e
monotono osciluje i napravi pun ciklus. Pri ovakvom vo�e�u spo	nim magnetnim
po	em, Izingov model sa sluqajnim po	em definisan u Glavi 2.2.2, ima kontinualni
fazni prelaz na kritiqnoj taqki (Rc,Hc), gde je Rc kritiqna neure�enost sistema, a
Hc kritiqna vrednost spo	nog magnetnog po	a. Pri vrednostima neure�enosti koje
su iznad kritiqne vrednosti, R > Rc, veliqina lavina koje se pojav	uju u sistemu je
konaqna. Pri navedenim uslovima, histerezisna kriva, koja prikazuje zavisnost mag-
netizacije od spo	nog magnetnog po	a, je glatka kriva, slika 2.11. Me�utim, pri vred-
nostima neure�enosti R ≤ Rc, dolazi do stvara�a beskonaqne (pro�imaju�e) lavine u
sistemu, a kriva magnetizacije trpi skok pri kritiqnoj vrednosti spo	nog po	a Hc,
slika 2.12.
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Slika 2.11: Na slici su prikazane histerezisne pet	e i potpet	e. Za neure�enost
sistema R > Rc, histerezisna pet	a je glatka. Spo	na histerezisna pet	a odgovara
promeni vrednosti spo	nog magnetnog po	a od -∞ do +∞. Slika je preuzeta iz [81] i
adaptirana.
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Slika 2.12: Na slici su prikazani skok magnetizacije u trenutku stvara�a pro�i-
maju�e lavine za odre�ene neure�enosti sistema R kao i glatke krive za ve�e
neure�enosti. Slika je preuzeta iz [59] i adaptirana.
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Glava 3

Simulacija Izingovog modela sa

sluqajnim po	em

U glavi 2.2.2 je opisan Izingov model sa sluqajnim po	em u termodinamiqkom limitu.
Kako su u simulacijama rexetke konaqne, u ovoj glavi �e biti predstav	eni efekti
koji nastaju usled konaqnosti sistema i bi�e date relacije skalira�a modifikovane
tako da zavise i od linearne dimenzije sistema L. Zatim, bi�e date numeriqke vred-
nosti kritiqnih eksponenata za Izingov model sa sluqajnim po	em i relacije me�u
�ima. Na kraju glave je objax�ena numeriqka postavka simulacija i dinamike propa-
gacije koje su korix�ene za dobija�e glavnih rezultata koji �e biti prezentovani u
narednim glavama disertacije.

3.1 Efekti usled konaqnosti sistema

Nedostatak simulacija je u tome xto nikada ne mo�e da se simulira sistem u termod-
inamiqkom limitu, ve� mogu da se simuliraju samo konaqni sistemi. To znaqi da se u
simulacijama ne jav	aju kritiqne veliqine ve� �ihove efektivne vrednosti koje mogu
da zavise od veliqine sistema L. Me�utim, pore�e�em sistema razliqitih linearnih
dimenzija i pa�	ivim uraqunava�em efekata konaqnosti sistema na funkcije odgov-
ora, neki obrasci mogu da se uoqe i da se na osnovu �ih izvedu potrebni zak	uqci.
Odlika funkcija odziva konaqnih sistema je da ne divergiraju ve� imaju konaqne
skokove (tj. maksimume), npr. susceptibilnost pri kritiqnom spo	nom po	u ne di-
vergira jer se ne jav	a beskonaqna lavina { lavina pro�ima ceo sistem koji je konaqan
pa je i skok magnetizacije konaqan, a susceptibilnost tada dosti�e maksimum. Kako
analitiqki aparat za analizu dinamike neure�enih sistema jox uvek nije dovo	no
razvijen, unapre�e�e numeriqkih algoritama za simulacije konaqnih sistema dobija
sve vixe na znaqaju.

U Glavi 2.2.2 date su funkcije skalira�a za sisteme u termodinamiqkom limitu.
Me�utim, u kompjuterskim simulacijama se izuqavaju konaqni sistemi i funkcije
skalira�a su prilago�ene da zavise od linearnih dimenzija sistema tako da te�e
termodinamiqkim veliqinama u limitu beskonaqno velikih sistema, L → ∞. Prema
tome, jednaqina (2.10) mo�e da se modifikuje u [63]:

mR,L(H) = |r|βM̃±

(
h′

|r|βδ
,

1

L|r|ν

)
, (3.1)

gde je ν kritiqni eksponent koji pokazuje kako divergira korelaciona du�ina u blizini
kritiqne taqke, jednaqina (2.14). Jednaqina (3.1) se svodi na jednaqinu (2.10) u limitu
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Slika 3.1: Na slici su prikazane krive magnetizacije dvodimenzionog modela sa
neure�enostima R = 0, 52−0, 76 i veliqinu rexetke 131072 x 131072. Na glavnoj slici
prikazane su usred�ene krive magnetizacija na 30 konfiguracija sluqajnog po	a, a na
umetnutoj slici prikazane su krive magnetizacija za konkretnu realizaciju sluqajnog
po	a. Slika je preuzeta iz rada [100].

L→∞, za fiksno r. Na slici 3.1 prikazane su krive magnetizacije za dvodimenzioni
sistem za razliqite neure�enosti R.

Sliqno magnetizaciji, susceptibilnost u konaqnim sistemima se skalira kao:

χR,L(H) = |r|β−βδχ̃±
(

h′

|r|βδ
,

1

L|r|ν

)
, (3.2)

Jednaqina (3.2) u limitu L → ∞ prelazi u jednaqinu (2.13). U jednaqini (3.2), uni-
verzalna skaliraju�a funkcija sistema konaqnih dimenzija je definisana preko par-
cijalnog izvoda univerzalne skaliraju�e funkcije magnetizacije χ̃(x, y) = ∂M̃±(x, y)/∂x.

Vrednost spo	nog magnetnog po	a pri kom je susceptibilnost beskonaqnog sistema
maksimalna naziva se kritiqno po	e Hc(R). U sistemima konaqnih dimenzija, suscep-
tibilnost dosti�e maksimum pri efektivnom kritiqnom po	u Heff

c (R,L) koje zavisi
od neure�enosti i linearne dimenzije sistema. Tako�e, vrednost kritiqne magneti-
zacije se u konaqnim sistemima definixe kao M eff

c (R,L) = MR,L

(
Heff
c (R,L)

)
i naziva

se efektivna kritiqna magnetizacija.

3.2 Distribucije parametara spinskih lavina

Jedna od karakteristiqnih osobina sistema sa kritiqnim ponaxa�em jeste mogu�nost
da parametri od kojih zavise termodinamiqki potencijali i distribucije mogu da
se reskaliraju tako da dobijeni podaci kolapsiraju na istu krivu. Ukoliko se u
ekvilateralnom sistemu javi spinska lavina veliqine S, energije E, traja�a T i
amplitude A, �ena opxta distribucija se skalira kao [114]:

D(λaSS, λaTT, λaEE, λaAA;λbhh′, λbrr, λbl/L) = λD(S, T,E,A;h′, r, 1/L) , (3.3)

gde je λ parametar skalira�a, a aS, aT , aE, aA, bh, br, bl su (nenormirani) eksponenti
zdru�ene binovane distribucije D(S, T,E,A;h′, r, 1/L) na redukovanom spo	nom mag-
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Slika 3.2: Na slici su prikazane krive magnetizacije koje kolapsiraju sve na istu
krivu. Na umetnutoj slici prikazan je kolaps krivih susceptibilnosti. Sistem je
dvodimenzion, veliqine 131072 x 131072 i za neure�enosti sistema R = 0, 70 − 0, 76.
Krive su usred�ene za 30 razliqitih realizacija sluqajnog po	a. Kolaps je dobijen
za Mc = 0, Rc = 0, 54, Hc = 1, 275, b = 0, 24, β = 0, 15, βδ = 4, 8. Slika je preuzeta iz
rada [100].

netnom po	u h′, redukovanoj neure�enosti r i za ekvilateralne sisteme linearnih
dimenzija L.

Distribucije mogu da budu pojedinaqne, distribucija jedne osobine lavine, ili
zdru�ene, gde se dobija distribucija dve ili vixe osobina lavine. Ove distribucije
nekih od parametara lavine se dobijaju integra	e�em opxte distribucije po pre-
ostalim veliqinama. Na primer, da bi se dobila pojedinaqna distribucija veliqine
lavina, opxta distribucija treba da se prointegrali po sve tri preostale veliqine:

D(S;h′, r, 1/L) =

∫ ∞
0

dT

∫ ∞
0

dE

∫ ∞
0

dA D(S, T,E,A;h′, r, 1/L) .

3.2.1 Distribucija veliqine lavina

Jedna od bitnijih osobina lavina jeste veliqina same lavine. Prime�uju�i izvedeno
u prethodnoj sekciji, u termodinamiqkom limitu, distribucija veliqine spinskih
lavina, DH,R(S), pokrenutih pri spo	nom magnetnom po	u H i neure�enosti sistema
R, skalira se u zavisnosti od veliqine lavine S kao:

D
(S)
H,R(S) = S−τD(S)

± (Sσ|r|, h′|r|−βδ) , (3.4)

gde su D(S)
± univerzalne skaliraju�e funkcije. Ako se prointegrali raspodela (3.4)

po svim vrednostima spo	nog magnetnog po	a H od −∞ do +∞, dobija se integralna
distribucija veliqina lavina

D
(S,int)
R (S) =

∫ ∞
−∞

D
(S)
H,R(S)dH =

∫ ∞
−∞

S−τD(S)
± (Sσ|r|, h′|r|−βδ)dh′ .

31



Slika 3.3: Na glavnom delu slike prikazane su integralne raspodele veliqina lavina
u trodimenzionom modelu za neure�enosti sistema R = 2, 35− 3, 00. Veliqina rexetke
sistema je 32768 x 32768 spinova. Na umetnutoj slici su prikazani kolapsi krivih sa
glavne slike. Slika je preuzeta iz rada [100].

Uvo�e�em smene y = h′|r|−βδ i uvrxtava�em izraza za skalira�e najve�e lavine Smax ∝
|r|−1/σ, prethodna jednaqina se skalira kao

D
(S,int)
R (S) = S−(τ+σβδ)D(S,int)

± (Sσ|r|), (3.5)

gde su D(S,int)
± funkcije skalira�a integralne distribucije, a τ + σβδ novi kritiqni

eksponent, koji se qesto oznaqava kao τint. Za R = Rc, izraz (3.5) se svodi na

D
(S,int)
R (S) ∝ S−(τ+σβδ) .

Na slici 3.3, prikazane su integralne raspodele veliqina lavina u dvodimen-
zionom modelu, a na umetnoj slici je prikazan kolaps tih krivih po jednaqini (3.5).

3.2.2 Distribucije traja�a, energije i amplitude lavina

Primenom izvedenog u prethodnoj podsekciji, iz jednaqine (3.3) mogu da se izvedu i
zakoni skalira�a za distribucije traja�a, energije i amplitude lavine.

Distribucije ovih osobina lavina pokrenutih pri spo	nom magnetnom po	u H i
neure�enosti sistema R, opisane su slede�im zakonima skalira�a:

D
(T )
H,R(T ) = T−αD(T )

± (T σ/γT/S |r|, h′|r|−βδ) ; (3.6)

D
(E)
H,R(E) = E−εD(E)

± (Eσ/γE/S |r|, h′|r|−βδ) ; (3.7)

D
(A)
H,R(A) = A−µD(A)

± (Aσ/γA/S |r|, h′|r|−βδ) , (3.8)

gde je jednaqina (3.6) va�i za distribuciju traja�a lavina, jednaqina (3.7) za dis-
tribuciju energija lavina i jednaqina (3.8) za distribuciju amplituda lavina. U

jednaqinama, D(T )
± , D(E)

± i D(A)
± su univerzalne funkcije skalira�a za date parametre
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lavina. Eksponenti α, ε i µ su odgovaraju�i kritiqni eksponenti, a γT/S, γE/S i γA/S
predstav	aju eksponente koji opisuju kako se ponaxa sred�a vrednost datog parametra
lavine za lavine fiksirane veliqine u funkciji od te veliqine lavine.

Integra	e�em jednaqina (3.6), (3.7) i (3.8) po svim vrednostima spo	nog magnetnog
po	a H, dobijaju se zakoni skalira�a integralne distribucije:

D
(T,int)
R (S) = T−(α+σβδ/γT/S)D(T,int)

± (T σ/γT/S |r|), (3.9)

D
(E,int)
R (S) = E−(ε+σβδ/γE/S)D(E,int)

± (Eσ/γE/S |r|), (3.10)

D
(A,int)
R (S) = A−(µ+σβδ/γA/S)D(A,int)

± (Aσ/γA/S |r|), (3.11)

gde suD(T,int)
± , D(E,int)

± iD(A,int)
± univerzalne funkcije skalira�a integralnih distribu-

cija, a analogno kao kod distribucije veliqine lavina, α + σβδ/γT/S, ε + σβδ/γE/S i
µ+ σβδ/γA/S su novi integralni kritiqni eksponenti.

3.3 Vrednosti kritiqnih eksponenata i veze me�u

�ima

Ve� je reqeno da kritiqni eksponenti odre�uju klasu univerzalnosti sistema, tj. koji
sistemi, naizgled drugaqiji, �e ispo	avati isto kritiqno ponaxa�e. Veoma je bitno
da se uoqi da postoje relacije izme�u �ih. Na taj naqin, uz poznava�e nekoliko
kritiqnih eksponenata mogu lako da se odrede ostali. Tako�e, preko relacija izme�u
kritiqnih eksponenata mo�e da se testira i da li je teorija dobra. Naime, eksperi-
mentalnim mere�em kritiqnih eksponenata lako mo�e da se utvrdi da li su relacije,
dobijene datom teorijom, odgovaraju�e.

Primer dovo�e�a kritiqnih eksponenata u relaciju su slede�e jednaqine:

α = 1 +
τ − 1

σνz
, (3.12)

ε = 1 +
τ − 1

2− σνz
, (3.13)

µ = 1 +
τ − 1

1− σνz
, (3.14)

Kritiqni eksponenti uvedeni kod stepenih zakona termodinamiqkih veliqina isto
zadovo	avaju odre�ene relacije. Kritiqni eksponenti u jednaqinama skalira�a mag-
netizacije zadovo	avaju relaciju:

β − βδ =
τ − 2

σ
. (3.15)

Tako�e, u me�usobni odnos mogu da se dovedu i eksponenti koji stoje uz redukovanu
neure�enost, redukovano spo	no magnetno po	e i veliqinu sistema:

br = −aSσ, bh = −aSσβδ, bL = −aSσν. (3.16)

Jedan od glavnih ci	eva istra�ivaqa jeste odre�iva�e kritiqnih eksponenata i
�ihovo pore�e�e sa vrednostima dobijenim u eksperimentima. U narednim tabelama
bi�e date vrednosti kritiqnih eksponenata i parametara dobijenih iz simulacija na
hiperkubnim rexetkama za trodimenzioni i dvodimenzioni Izingov model sa sluqa-
jnim po	em u adijabatskom re�imu. U tabeli 3.1 su prikazane vrednosti pojedinaqnih
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kritiqnih eksponenata, u tabeli 3.2 kombinacije tih eksponenata koje se qesto koriste
i integralni kritiqni eksponenti, i u tabeli 3.3 prikazani su kritiqni parametri
[114, 115].

Tabela 3.1: Vrednosti pojedinaqnih eksponenata

Eksponent Vrednost u 2D Vrednost u 3D
aA −0, 100± 0, 010 −0, 110± 0, 020
aS −0, 255± 0, 080 −0, 248± 0, 060
aE −0, 340± 0, 080 −0, 355± 0, 110
aT −0, 142± 0, 030 −0, 164± 0, 040
br 0, 025± 0, 002 0, 060± 0, 016
bh 0, 120± 0, 020 0, 110± 0, 030
bL 0, 130± 0, 040 0, 084± 0, 018
α 1, 870± 0, 180 2, 050± 0, 200
σ 0, 100± 0, 010 0, 240± 0, 020
β 0, 150± 0, 040 0, 035± 0, 028
δ 32± 10 52± 50
τ 1, 540± 0, 050 1, 600± 0, 060
ν 5, 150± 0, 200 1, 400± 0, 200
z 1, 250± 0, 170 1, 700± 0, 400
η 1, 050± 0, 060 0, 730± 0, 280
ε 1, 420± 0, 150 1, 420± 0, 210
µ 2, 550± 0, 300 2, 400± 0, 410

Tabela 3.2: Vrednosti kombinacija eksponenata

Eksponenti Vrednost u 2D Vrednost u 3D
τ + σβδ 2, 020± 0, 060 2, 030± 0, 030
σβδ 0, 480± 0, 080 0, 430± 0, 070
βδ 4, 800± 0, 800 1, 810± 0, 320

d+ β/ν 2, 040± 0, 260 3, 070± 0, 300
1/ν 0, 190± 0, 010 0, 710± 0, 090
β/ν 0, 029± 0, 020 0, 025± 0, 020
σνz 0, 640± 0, 070 0, 570± 0, 030

3.4 Numeriqke metode

3.4.1 Postavka modela

Ispitivani sistem Izingovog modela sa sluqajnim po	em se sastoji od N Izingovih
spinova smextenih u qvorove rexetke. Izingovi spinovi imaju Z2 simetriju i uzimaju
vrednosti Si = ±1 du� z-ose. Model se postav	a tako xto su u poqetnom trenutku
(t = 0) svi spinovi u rexetki postav	eni na vrednost Si = −1 i spo	no magnetno
po	e ima veliku negativnu vrednost da simulira H = −∞. Ovakva poqetna situacija
mo�e da se postavi i u eksperimentu. Analiza se radi na rastu�oj grani krive mag-
netizacije, tj. spo	no magnetno po	e se vodi od H = −∞ do H = ∞ adijabatski,
tj. beskonaqno sporo (deta	nije o adijabatskom re�imu u glavi 3.4.3). Ovo znaqi
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Tabela 3.3: Vrednosti kritiqnih parametara

Parametar Vrednost u 2D Vrednost u 3D
Rc 0, 540± 0, 020 2, 160± 0, 030
Hc 1, 275± 0, 020 1, 435± 0, 004
Mc 0, 000± 0, 010 0, 900± 0, 050

da se spo	no magnetno po	e H dr�i konstantnim sve dok traje lavina. Dakle, u
ovakvom re�imu, mo�e da propagira samo jedna lavina u datom vremenskom trenutku.
Qim se data lavina zavrxi, po	e se pove�ava na vrednost potrebnu da se preokrene
slede�i najnestabilniji spin. Ovakva dinamika promene spo	nog magnetnog po	a je
usvojena da bi se lakxe izuqavale osobine svake lavine pojedinaqno, jer nema �ihovog
preklapa�a. Ipak, ovakvo vo�e�e spo	nog magnetnog po	a nije u skladu sa realnim
eksperimentom, gde spo	no magnetno po	e mo�e da se me�a iako lavina nije zavrxena.
Umesto pove�a�a spo	nog magnetnog po	a za jednaku konaqnu vrednost pri svakom
vremenskom inkrementu ∆t, u adijabackom re�imu se, nakon xto svi spinovi postanu
stabilni, spo	no magnetno po	e se pove�ava na vrednost dovo	nu da se preokrene
najnestabilniji spin u datom vremenskom trenutku. Pri simulaciji su postav	eni
zatvoreni (periodiqni) graniqni uslovi. Vixe reqi o tipovima graniqnih uslova
bi�e u slede�oj podsekciji.

3.4.2 Graniqni uslovi

Dva najqex�a tipa graniqnih uslova su otvoreni i zatvoreni graniqni uslovi. Pored
ova dva tipa, u simulacijama se qesto koriste i mexoviti graniqni uslovi.

Zatvoreni ili periodiqni graniqni uslovi su tako nametnuti uslovi da se krajevi
rexetke dovode u kontakt, odnosno, rexetka je zatvorena u hipertorus i svi spinovi
imaju jednak broj najbli�ih suseda. U ovakvoj postavci, svi spinovi su poziciono
ekvivalentni.

Pri otvorenim graniqnim uslovima, krajevi rexetke se ne dovode u kontakt ve�
ostaju slobodni pa spinovi na krajevima rexetke imaju ma�i broj suseda nego spinovi
u sistemu. Na primer, u trodimenzionom sistemu sa kubnom rexetkom, spinovi u
unutrax�osti rexetke imaju 6 najbli�ih suseda, spinovi na stranicama imaju 5
najbli�ih suseda, spinovi na ivicama stranica imaju 4 najbli�a suseda a spinovi
na temenima imaju 3 najbli�a suseda. Stoga, u sistemima sa otvorenim graniqnim
uslovima, lavina se najlakxe pokre�e sa krajeva sistema koji imaju ma�e efektivno
po	e koje je potrebno da bi se spin preokrenuo.

Mexoviti graniqni uslovi se prime�uju kada je potrebno da se naglasi ponaxa�e
sistema du� odre�ene ose. U ovakvom tipu graniqnog uslova, oba prethodna tipa
graniqnih uslova se prime�uju du� odre�enih osa sistema.

Ukoliko su sve linearne dimenzije sistema jednake, u termodinamiqkom limitu
kada L→∞ sva tri tipa graniqnih uslova daju iste rezultate, ali zatvoreni graniqni
uslovi br�e konvergiraju ka rexe�u i zbog toga se najqex�e koriste.

3.4.3 Adijabatski re�im

Najqex�e dinamike promene spo	nog magnetnog po	a su adijabatska, kvazistatiqna i
dinamika promene sa konaqnom brzinom. Pri �ima se spo	no po	e me�a beskonaqno
sporo (adijabatska dinamika), me�a se uvek za isti iznos ali tek kada se zavrxe
propagacije lavina (kvazistatiqka dinamika), odnosno me�a za iste vrednosti u jed-
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nakim vremenskim intervalima (dinamika promene sa konaqnom brzinom). Prilikom
vo�e�a spo	nog magnetnog po	a konstantnom brzinom, spo	no magnetno po	e se me�a
za konstantan iznos δH pri fiksnom vremenskom inkrementu δt, tj. va�i:

dH

dt
=
δH

δt
= Ω.

U kompjuterskim simulacijama, vremenski inkrement je najqex�e δt = 1, pa je brzina
promene po	a jednaka Ω = δH. Bez promene spo	nog magnetnog po	a, tj. za δH = 0,
spinovi su stabilni. U narednom vremenskom trenutku, t+δt, spo	nog magnetnog po	a
se me�a za δH. Promenom spo	nog magnetnog po	a me�a se i efektivno po	e koje
deluje na pojedinaqan spin pa neki spinovi mogu da postanu nestabilni i, ukoliko su
zadovo	eni lokalni dinamiqki uslovi, preokre�u se. Jasno je da na ovaj naqin mo�e
da se pokrene vixe lavina koje se prostiru istovremeno kroz sistem. Xta vixe, xto
je ve�a dimenzija sistema, pri fiksiranim R i Ω, vixe �e lavina da nastaje i da
propagira istovremeno.

Istovremena propagacija vixe lavina nije praktiqna da se prati u simulacijama
i da se analizira. Zbog toga, preferabilno se koristi adijabatska dinamika vo�e�a
u kojoj se pojav	uje propagacija samo jedne lavine u sistemu. Suxtina adijabatske di-
namike jeste da se spo	no magnetno po	e pove�a na takvu vrednost da najnestabilniji
spin mo�e da se preokrene i da se vrednost spo	nog magnetnog po	a dr�i fiksnom sve
dok se lavina ne zavrxi. Iz jednaqine za efektivno po	e (2.9), vidi se da pri fiksnom
spo	nom magnetnom po	u promenu mo�e da izazove samo preokreta�e susednog spina.
Na ovaj naqin lavina propagira, od spina do spina, sve dok se ne ugasi, kada se spo	no
magnetno po	e u narednom vremenskom trenutku pove�ava na vrednost potrebnu da se
naredni najnestabilniji spin preokrene. Ovakav re�im se zbog razlike u dvema vre-
menskim skalama i naziva beskonaqno sporim adijabatskim re�imom. Sve simulacije
ra�ene tokom istra�iva�a na ovoj disertaciji koriste adijabatski re�im.

3.4.4 Dinamike propagacije lavine

3.4.4.1 Dinamika nukleacije

Pored naqina vo�e�a spo	nog magnetnog po	a, modeli mogu da se razlikuju i po di-
namici propagacije. Jedan tip dinamike propagacije jeste dinamika koja uk	uquje
nukleaciju domena [116, 21] u kojoj bilo koji spin mo�e da se preokrene ako je to
energijski povo	no. U modelu sa ovom dinamikom koji uk	uquje samo interakcije
najbli�ih suseda [116, 21], postoji kontinualni fazni prelaz u kritiqnoj taqki za
kritiqnu neure�enost Rc i kritiqno spo	no po	e Hc. Za sve neure�enosti iznad
kritiqne neure�enosti Rc, lavine preokreta�a spinova su konaqne i u najve�em broju
se gase brzo posle preokreta�a nekoliko spinova pa je histerezisna pet	a glatka.
Za neure�enost jednaku ili ma�u od kritiqne neure�enosti Rc, u termodinamiqkom
limitu dolazi do pojave beskonaqnih lavina koje pro�imaju ceo sistem.

Dinamika nukleacije omogu�ava da se preokrene bilo koji spin u sistemu koji je
nestabilan za dato spo	no magnetno po	e H. Na primer, kao xto je reqeno u sekciji
3.4.1, u poqetnom trenutku su svi spinovi usmereni "na dole", tj. imaju negativnu pro-
jekciju du� z-ose, Si = −1, a spo	no magnetno po	e ima veliku negativnu vrednost. U
trodimenzionoj kubnoj rexetki sa zatvorenim graniqnim uslovima, svi spinovi imaju
6 najbli�ih suseda. Ispostav	a se da prvih par promena spo	nog po	a preokre�e po-
jedinaqne nestabilne spinove kroz sistem. Zatim, nestabilniji postaju spinovi koji
imaju preokrenutog jednog suseda (zbog ma�eg efektivnog po	a) i oni se preokre�u.
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Na ovaj naqin, poqetno preokrenuti pojedinaqni spinovi deluju kao centri nukleacije
oko kojih se posle, sa pove�a�em spo	nog magnetnog po	a, preokre�u spinovi u man-
jim lavinama. Tada se, pre pro�imaju�e lavine, u sistemu obrazuje struktura gru-
pacija (klastera) spinova koji qine svojevrsnu matricu preokrenutih ostrva spinova
u sistemu. Analiza znaqaja ove matrice ostrva preokrenutih spinova �e biti data u
rezultatima u glavi 5.3.

3.4.4.2 Dinamika propagacije fronta

Drugi tip dinamike je dinamika propagacije fronta (eng. front propagation) [31],
u kojoj je dozvo	eno da se preokrenu samo spinovi koji su u kontaktu sa frontom
propagacije. Kada se, u sistemima sa ovakvom dinamikom, spo	no magnetno po	e pri-
bli�ava sa do�e strane vrednosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a Hc, po	a pri
kom se jav	aju pro�imaju�e lavine, distribucija veliqina lavina poprima stepenu
zavisnost pri qemu korelaciona du�ina divergira u Hc. Za vrednosti po	a ve�e od
Hc, front poqi�e da se xiri neravnomerno u svim pravcima.

Pri simulira�u dinamike propagacije fronta, za razliku od dinamike nukleacije,
ne pretra�uje se cela rexetka sistema za najnestabilnijim spinom, ve� se prover-
avaju samo susedi spinova koji qine posmatrani front. Za potrebe ovog istra�iva�a,
spo	no po	e H se postavi na prethodno odre�enu vrednost i dr�i se fiksnom. Zatim
se puxta da front propagira. Algoritam proverava sve spinove koji su u kontaktu sa
frontom, preokre�e one za koje va�i uslov Sih

eff
i 6 0 i u narednom trenutku diskretnog

vremena ih dodaje u novi front dok se stari front gubi. Algoritam staje kada vixe
ne postoje nestabilni spinovi u kontaktu sa frontom, bez obzira da li su svi spinovi
u sistemu preokrenuti.
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Glava 4

Metod za identifikova�e

postoja�a kritiqnog ponaxa�a u

neravnote�nim neure�enim

sistemima

U uvodnim glavama je pokazano da kritiqni doga�aji imaju veliki uticaj na svakod-
nevicu. Usled toga se jav	a i potreba za odre�iva�em uslova pri kojima se jav	a
kritiqni doga�aj u nekom sistemu. U ovoj glavi bi�e predstav	en nov metod za odre�i-
va�e postoja�a kritiqnog doga�aja u neravnote�nim sistemima sa metastabilnom di-
namikom. Prikazani rezultati su dobijeni u okviru neravnote�nog atermalnog Izin-
govog modela sa sluqajnim po	em, kao jednog od najizuqavanijih predstavnika modela
u svojoj klasi univerzalnosti. U osnovi, ideja je da se postoja�e kritiqnog ponaxa�a
ispita pore�e�em ponaxa�a kritiqnog po	a Hc(R) u funkciji od neure�enosti sis-
tema, za razliqite poqetne realizacije spinskih konfiguracija. Jedan od naqina
poqetnih realizacija spinskih konfiguracija je postav	a�e poqetnog interfejsa,
odnosno, preokreta�e spinova na Si = 1 u popreqnom preseku sistema. To bi znaqilo
da u dvodimenzionom sistemu poqetni interfejs qini linija preokrenutih spinova
du� cele jedne dimenzije sistema, a u trodimenzionom sistemu poqetni interfejs bi
qinila ravan koja preseca sistem. Sa ovako postav	enim poqetnim interfejsom, u
termodinamiqkom limitu, sistem bi imao beskonaqni interfejs na poqetku evolu-
cije. Drugi naqin poqetne realizacije spinske konfiguracije jeste interfejs koji je
konaqan. U ovaj tip poqetnih spinskih konfiguacija spada i nepostoja�e poqetnog
interfejsa, odnosno interfejs veliqine nula. Sistem koji u poqetku simulacije nema
postav	en interfejs naziva se regularnim sistemom.

Sprovedeno je nekoliko studija na sistemima sa postav	enim poqetnim interfe-
jsom i na sistemima sa promenom zidova domena za feromagnetne materijale, kako
teorijski [117, 118, 119, 120, 121, 122] tako i eksperimentalno [123, 124]. Istra�iva�a
su pokazala da postoja�e poqetno postav	enog interfejsa utiqe na ponaxa�e sis-
tema jer se domeni stvaraju nukleacijom prvo na granici interfejsa, zbog sma�enog
efektivnog po	a spinova koji su u kontaktu sa interfejsom, xto dovodi do mogu�e
drugaqije evolucije od one u regularnom sistemu. Uticaj poqetnih uslova, kao xto
je postav	a�e interfejsa, nije ograniqen samo na magnetne materijale. Autori u
[125] su pokazali da u eksperimentima u kojima se prouqava prodira�e fluida kroz
porozne materijale, poqetni ugao koji fluid zaklapa sa povrxinom prilikom prodora
odre�uje kritiqni dinamiqki prelaz. Tako�e, u [126], istra�ivaqi su ustanovili
prelaz "otkaqiva�a" (eng. depinning transition) kada je jaqina elektriqnog po	a ve�a
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od odre�enog praga vrednosti jaqine elektriqnog po	a. Fenomen "otkaqiva�a" se
jav	a samo u neravnote�nim sistemima kada se, na primeru feromagnetnih modela,
sistem na�e u (metastabilnom) sta�u iz kog ne mo�e da	e da evoluira sve dok se ne
pove�a vrednost spo	nog magnetnog po	a dovo	no da sistem mo�e da savlada spinove
sa lokalno velikim negativnim vrednostima sluqajnog po	a za koje je bio "zakaqen".
Fenomen otkaqiva�a je prime�en i u amorfnim izolatorima [127], kao i u magnetnim
materijalima sa ortogonalnom osom anizotropije u sistemu [128, 129].

4.1 Deta	i simulacije

Kompjuterskim simulacijama je ispitivan Izingov model sa sluqajnim po	em na trodi-
menzionoj kubnoj rexetki, dvodimenzionoj kvadratnoj rexetki i dvodimenzionoj hek-
sagonalnoj rexetki, tj. rexetki u obliku sa�a. Graniqni uslovi su periodiqni zbog
br�e konvergencije rezultata, a konstanta izmenske interakcije me�u spinovima je
J = 1. Rexetke u simulacijama su konaqne xto utiqe na dobijene rezultate. Da bi se
ispitali efekti konaqnosti sistema, sprovedene su simulacije na rexetkama razli-
qitih veliqina. Prilikom ispitiva�a trodimenzionih sistema, linerna dimenzija
rexetke je varirana u rasponu od L = 60 do L = 1024 spina. Linerna dimenzija sistema
u dvodimenzionim sistemima je varirana od L = 500 do L = 32768 spinova. Vrednosti
neure�enosti sistema se kre�u od veoma malih R = 0, 01 do neure�enosti koje su ve�e od
(poznate) kritiqne neure�enosti za trodimenzione sisteme [82]. Za svaki par param-
etara (R,L), odra�ena je simulacija sa standardnim poqetnim uslovima (svi spinovi
pre poqetka simulacije imaju vrednost Si = −1) i simulacije sa postav	enim poqetnim
interfejsom. Postavka simulacija sa poqetno postav	enim interfejsom je takva da
spinovi u poqetnom interfejsu imaju vrednost Si = 1 i ne me�aju svoju vrednost tokom
simulacije dok ostali spinovi imaju vrednost Si = −1 i me�aju svoju orijentaciju
tokom evolucije sistema koja je diktirana prethodno objax�enim dinamikama.

Kao xto je ve� reqeno, potrebno je mnogo vremena da se simuliraju sistemi sa pros-
torno velikim rexetkama zbog velikog broja spinova koji moraju da se provere tokom
evolucije sistema. Me�utim, i pored prostorne veliqine sistema, dosta vremena u
simulaciji oduzima i algoritam za pronala�e�e najnestabilnijeg spina u sistemu
jednom kada se prethodna lavina zavrxi (odnosno, pronala�e�e spina koji zapoqi�e
narednu lavinu). Da bi se vreme simulacije skratilo, korix�en je "sorted list" algori-
tam [130, 131]. Suxtina ovog algoritma jeste da prvo sortira sve spinove po vrednosti
sluqajnog po	a od najpozitivnije do najnegativnije vrednosti, i zatim ih stavi u novu
listu pod nazivom sortedByRNF [i]. Posle toga, algoritam prati slede�e korake:

1. Definixe se numeriqki niz nextF lipping [−S + S0]. Ovaj niz pokazuje na pozi-
ciju spina u listi sortedByRNF [i] koji slede�i mo�e da se preokrene ukoliko
mu je zbir orijentacija najbli�ih suseda jednak S. Parametar S0 zavisi od
tipa rexetke i iznosi 3, 4 i 6 za dvodimenzionu rexetku sa�a, dvodimenzionu
kvadratnu rexetku i trodimenzionu kubnu rexetku, redom.

2. Od svih spinova na koje pokazuje pokazivaq u nizu nextF lipping [−S + S0], bira
se spin sa najve�om vrednox�u S + hi. Broj spinova na koje pokazivaq pokazuje
zavisi od tipa graniqnih uslova.

3. Kada se spin iz niza odabere, pokazivaq u nextF lipping [−S + S0] se pomera na
slede�i spin u listi sortedByRNF [i]. Kada pokazivaq do�e do kraja liste
sortedByRNF [i], onda se vixe ne uzima u obzir.
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4. Ako je suma orijentacija susednih spinova, za spin sa najve�om vrednox�u S+hi,
jednaka S, onda taj spin zapoqi�e novu lavinu. Ukoliko nije, algoritam se vra�a
na korak 2.

Vremenski trenutak kada se lavina pokrene se obele�ava sa t = 1. Zatim, proverava
se stabilnost svih suseda preokrenutog spina i oni koji su nestabilni se preokre�u
u slede�em vremenskom trenutku t = 2. Posle toga, proverava se stabilnost �ihovih
suseda i ukoliko je neki od �ih nestabilan spin, preokre�e se u narednom vremenskom
trenutku t = 3. Ovaj proces se ponav	a sve dok ima nestabilnih spinova. Zatim se
pove�ava vrednost spo	nog magnetnog po	a H da bi se zapoqela nova lavina.

Kraj�i rezultati su usred�eni po realizacijama sluqajnog po	a. Za fiksno R i L
puxtane su simulacije za razliqite realizacije sluqajnog po	a u sistemu. Za ve�e sis-
teme puxtano je 100 razliqitih realizacija a za ma�e sisteme do 20000 razliqitih re-
alizacija sluqajnog po	a. Jedna simulacija na "Supermicro" serveru 8047R− 7RTF+
za najve�e sisteme je trajala oko 24 sata. Zbog velike statistike, grexke na graficima
su ma�e od oznaka koje obele�avaju podatke pa grexke nisu ni ucrtavane.

4.2 Odre�iva�e kritiqnog po	a

Sistemi koji se simuliraju su konaqni i u �ima ne postoje beskonaqne lavine i
beskonaqni interfejsi. U ovakvim sistemima, ulogu beskonaqne lavine igra pro�i-
maju�a lavina koja pro�ima sistem bar po jednoj �egovoj linearnoj dimenziji. Ulogu
beskonaqnog interfejsa u konaqnim sistemima igra postav	eni pro�imaju�i inter-
fejs koji se sastoji od preokrenutih spinova du� popreqnog preseka sistema. Efek-
tivna vrednost kritiqnog spo	nog magnetnog po	a Hc (R,L) konaqnog sistema lin-
earne dimenzije L se definixe kao vrednost spo	nog magnetnog po	a H pri kojoj sus-
ceptibilnost dosti�e maksimum za datu neure�enost R u sistemu. U termodinamiqkom
limitu, Hc (R,L) te�i ka Hc (R).

U konaqnim sistemima, pro�imaju�a lavina mo�e da se javi i za neure�enosti
R > Rc. Vrednost neure�enosti iznad koje verovatno�a pojave pro�imaju�e lavine
znatno opada je efektivna kritiqna neure�enost Reff

c (L) (za deta	e o odre�iva�u
efektivne kritiqne neure�enosti videti [61]). Efektivna kritiqna neure�enost je
ve�a od kritiqne neure�enosti i te�i �enoj vrednosti u termodinamiqkom limitu,
limL→∞R

eff
c (L) = Rc.

Jedan od glavnih rezultata dobijen je pore�e�em sistema sa poqetno postav	enim
pro�imaju�im interfejsom i bez interfejsa za neure�enosti iznad i ispod efek-
tivne kritiqne neure�enosti Reff

c (L). Za konaqni sistem sa neure�enox�u R > Reff
c (L),

prona�eno je da su efektivne kritiqne vrednosti spo	nog magnetnog po	a jednake i
za sisteme sa poqetnim pro�imaju�im interfejsom i za regularne sisteme. Dakle,
kada je R > Reff

c (L), stvaraju se ma�e lavine koje kreiraju grupe povezanih ostrva
preokrenutih spinova i na taj naqin ometaju propagira�e lavina izme�u �ih, pa se
najve�a lavina (koja nije pro�imaju�a) jav	a tek kada je kreirana grupa pomenutih
ostrva. Zbog stvara�a grupa povezanih ostrva, postav	a�e poqetnog pro�imaju�eg
interfejsa u sistemu za R > Reff

c (L) nema znaqajnog efekta i ne stvara razliku u vred-
nosti Hc(R,L) u odnosu na regularan sistem jer se i pre najve�e lavine kreira sam
interfejs sliqnih linearnih dimenzija sastav	en od grupacije preokrenutih ostrva.

Za neure�enosti ma�e od efektivne kritiqne neure�enosti, R < Reff
c (L), pojav	uje

se pro�imaju�a lavina pri kritiqnoj vrednosti spo	nog magnetnog po	a Hc(R,L).
Pre stvara�a pro�imaju�e lavine, pojav	uju se male lavine koje obrazuju izolovana
ostrva preokrenutih spinova u sistemu. Za linearnu du�inu datog ostrva l‖, l⊥ = l ζ‖
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je sred�a du�ina do koje �e da naraste lavina normalno u odnosu na xirinu os-
trva ukoliko krene sa oboda tog ostrva, gde se ζ naziva "roughness exponent", tj. ek-
sponent hrapavosti [117, 121, 132, 133]. Dakle, ukoliko postoji ostrvo preokrenutih
spinova na distanci ma�oj od l⊥ u odnosu na poqetak lavine, onda �e pokrenuta lav-
ina da stigne do tog novog ostrva i da nastavi da se xiri. Ukoliko u sistemu pos-
toji odgovaraju�a gustina ostrva i ako su ostrva odgovaraju�ih veliqina, pokrenuta
lavina �e da dostigne svako ostrvo i na kraju da pro�me ceo regularan sistem, pa se
kritiqna vrednost spo	nog magnetnog po	a pri kom dolazi do ove pro�imaju�e lavine
obele�ava H

(r)
c (R,L) gde indeks (r) oznaqava da se radi o regularnom sistemu. Tako�e,

ukoliko se pro�imaju�a lavina javi u sistemu sa postav	enim interfejsom, vrednost
kritiqnog spo	nog magnetnog po	a �e biti obele�ena sa H

(i)
c (R,L). Ova vrednost je

ma�a od H
(r)
c (R,L) i u sistemu sa postav	enim interfejsom lavina je najverovatnije

pokrenuta sa oboda interfejsa i dosti�e izolovana ostrva spinova iako oni jox uvek
nemaju odgovaraju�u veliqinu i gustinu u sistemu koja bi bila potrebna u regularnom
sistemu. Tako�e, u simulacijama je prime�eno da ukoliko se neure�enost modela nalazi
u rasponu Rc < R < Reff

c (L) i ukoliko se postavi konaqan (nepro�imaju�i) interfejs,
vrednost kritiqnog po	a postaje jednaka vrednosti za sistem sa pro�imaju�im in-
terfejsom H

(i)
c (R,L), dok se za neure�enosti ma�e od Rc ovaj efekat ne uoqava. Sve

ovo navodi na zak	uqak da vrednosti za Rc i Reff
c (L) mogu da se odrede na slede�i

naqin: Reff
c (L) je neure�enost iznad koje va�i H

(i)
c (R,L) = H

(r)
c (R,L) i ispod koje je

H
(i)
c (R,L) < H

(r)
c (R,L) pri pore�e�u vrednosti kritiqnog po	a za sisteme sa pro�i-

maju�im interfejsom i za sisteme bez interfesja. Sa druge strane, ukoliko se porede
sistemi sa poqetnim pro�imaju�im interfejsom i sa interfejsom koji nije nulti, ali
je ma�i od pro�imaju�eg onda &ce kritiqna neure�enost biti odre�ena uslovom da su
za neure�enosti ma�e od �e kritiqna po	a za ovakve sisteme razliqita, dok su za
neure�enosti ve�e od �e kritiqna po	a ista.

Bez obzira na to koji tip poqetnog interfejsa se postavi, postoje efekti konaq-
nosti sistema koji ne mogu da se izbegnu. U konaqnom regularnom trodimenzionom
sistemu, oqekuje se da za R → 0 kritiqno po	e Hc(R,L) te�i vrednosti 6. Kako se
vrednosti hi dobijaju iz Gausove raspodele centrirane oko nule, onda za sve spinove
va�i da je sluqajno po	e hi ≈ 0 za R → 0. Tada je za sve spinove u regularnom
sistemu efektivno po	e heff

i ≈
∑

<j> Sj + H a suma je
∑

<j> Sj = −6 u poqetku sim-
ulacije. Dakle, preokreta�e prvog nestabilnog spina �e biti za po	e H ≈ 6, qime
�egovi susedi tako�e postaju nestabilni i zapoqi�e pro�imaju�a lavina. Dok god
je spo	no magnetno po	e potrebno za preokreta�e prvog spina u regularnom sistemu
H > 4, preokreta�e tog prvog spina �e da pokrene pro�imaju�u lavinu jer je efek-
tivno po	e susednih spinova preokrenutog spina heff

i ≈ −4 + H pa se oni preokre�u
i sma�uju efektivno po	e svojim susedima, izazivaju�i lavinski efekat. Ovo se u
termodinamiqkom limitu ne bi desilo jer bi postojali nestabilni spinovi koji bi
se preokrenuli pri nekoj vrednosti spo	nog po	a ma�oj od 4 qak i kada neure�enost
te�i nuli.

Da bi se dala predikcija zavisnosti kritiqnog po	a Hc(R,L) od neure�enosti
R i linearne du�ine konaqnog sistema L, potrebno je da se definixe verovatno�a
pH,R(S) preokreta�a spina qija je suma najbli�ih suseda S pri spo	nom magnetnom
po	u H i neure�enosti R. Ova verovatno�a je jednaka verovatno�i da sluqajno po	e
hi zadovo	ava uslov hi > −S −H odnosno:

pH,R(S) =

∫ ∞
−S−H

ρ(h)dh =
1

2

[
1 + erf

(
S +H

R
√

2

)]
, (4.1)
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gde je erf(x) = 2/
√
π
∫ x

0
exp(−t2)dt standardna funkcija grexke. U oblasti malih

neure�enosti, verovatno�a preokreta�a spina koji ima svih 6 nepreokrenutih suseda
(u trodimenzionom modelu) je 1/L3 (jer treba da se preokrene jedan spin od �ih L3),
odnosno, pH,R(−6) = 1/L3. Iz ove relacije mo�e da se izvuqe zavisnost Hc od R i L za
male neure�enosti:

Hc(R,L) = 6−R
√

2erf−1

(
1− 2

L3

)
, (4.2)

gde je erf−1(x) inverzna funkcija grexke. Ova relacija implicira da je zavisnost
vrednosti kritiqnog po	a od neure�enosti linearna u oblasti malih neure�enosti.

Isti argumenti va�e i za sluqaj kada u sistemu postoji poqetni interfejs, sa
razlikom xto je suma susednih spinova uz interfejs S = −4 i verovatno�a da se prvi
spin uz interfejs preokrene iznosi 1/(2L2) (koeficijent 2 se jav	a zbog periodiqnih
graniqnih uslova, pa postoji po L2 spinova sa svake strane interfejsa) xto dovodi do
jednakosti:

Hc(R,L) = 4−R
√

2erf−1

(
1− 1

L2

)
. (4.3)

Analogno prethodnom mogu da se izvedu relacije zavisnosti za dvodimenzioni reg-
ularan sistem sa kvadratnom rexetkom i sa postav	enim interfejsom redom:

Hc(R,L) = 4−R
√

2erf−1

(
1− 1

L2

)
, (4.4)

Hc(R,L) = 2−R
√

2erf−1

(
1− 1

L

)
. (4.5)

Tako�e, relacija za dvodimenzioni regularan sistem sa rexetkom sa�a:

Hc(R,L) = 3−R
√

2erf−1

(
1− 2

L2

)
, (4.6)

dok se dvodimenzioni sistem sa rexetkom sa�a i postav	enim interfejsom ponaxa
drugaqije, xto mo�e da se vidi na slikama 4.3(v) i 4.6 o qemu �e vixe reqi biti u
narednom ode	ku.

Kao xto je ve� napomenuto, vrednost kritiqnog spo	nog magnetnog po	a Hc(R,L)
se definixe kao maksimum susceptibilnosti usred�ene po razliqitim konfiguraci-
jama sluqajnog po	a za dato R i L. U ovom sluqaju, susceptibilnost χ = dM/dH
je jednaka dvostrukom broju preokrenutih spinova za dato spo	no magnetno po	e.
Za R < Reff

c (L) sistem se dominantno relaksira velikim lavinama, dok je za R >
Reff
c (L) mala verovatno�a da se pojavi velika lavina u sistemu. Ova razlika u re-

laksaciji je prikazana na umetnutoj slici na slici 4.1(a) za krive susceptibilnosti
koje odgovaraju dvema razliqitim realizacijama sluqajnog po	a za istu neure�enost
R < Reff

c (L), dok je na slici 4.1(b ) prikazano isto samo za neure�enost ve�u od efek-
tivne kritiqne neure�enosti R > Reff

c (L). Pore�e�em umetnutih slika u 4.1(a) i
4.1(b ), zak	uquje se da je za R < Reff

c (L) potrebno da se susceptibilnost usred�i po
mnogo vixe realizacija sluqajnog po	a nego za R > Reff

c (L) da bi kriva susceptibil-
nosti bila glatka, xto je prikazano na slici 4.2.

Grexke za vrednosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a, ∆Hc(R,L), dobijene su
kao najve�e apsolutno odstupa�e pojedinaqnih maksimuma susceptibilnosti za svaku
razliqitu realizaciju sluqajnog po	a od vrednosti Hc(R,L).
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Slika 4.1: Na slikama su prikazane krive susceptibilnosti dobijene za dve razliqite
realizacije sluqajnog po	a (glavni paneli), obele�ene punom crnom i isprekidanom
crvenom linijom. Umetnute slike pokazuju razlike nacrtanih krivih. Simulacija je
odra�ena na sistemu veliqine rexetke 1024x1024x1024 za (a) R = 0, 9 < Reff

c (L) i (b )
R = 2, 4 > Reff

c (L).

Slika 4.2: Na slikama su prikazane krive susceptibilnosti za sistem veliqine rex-
etke 1024x1024x1024 za (a) R = 0, 9 < Reff

c (L) gde je kriva susceptibilnosti usred�ena
po 2000 razliqitih realizacija sluqajnog po	a; i za (b ) R = 2, 4 > Reff

c (L) gde je kriva
susceptibilnosti usred�ena po 100 razliqitih realizacija sluqajnog po	a.
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Slika 4.3: Na slikama su prikazane zavisnosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a
od neure�enosti sistema za razne veliqine sistema za (a) trodimenzioni sistem sa
kubnom rexetkom, (b ) dvodimenzioni sistem sa kvadratnom rexetkom i (v) dvodimen-
zioni sistem sa rexetkom sa�a. Simboli u obliku kvadrata obele�avaju regularne
sisteme dok simboli u obliku trougla obele�avaju sisteme sa poqetno postav	enim
pro�imaju�im interfejsom. Na umetnutim slikama su bli�e prikazani preseci sa
glavnih panela i �ihove vrednosti za kritiqnu neure�enost. Prave pune linije su
linije fita za odgovaraju�e sisteme koje su date formulama (4.2)-(4.6).

4.2.1 Numeriqki rezultati

Na slici 4.3 prikazane su vrednosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a za razliqite
neure�enosti za trodimenzioni sistem sa kubnom rexetkom, dvodimenzioni sistem sa
kvadratnom rexetkom i dvodimenzioni sistem sa rexetkom sa�a na panelima (a), (b )
i (v), redom. Kvadratima na graficima su oznaqene vrednosti kritiqnog po	a za reg-
ularne sisteme a trouglovima su oznaqene vrednosti sistema sa poqetno postav	enim
pro�imaju�im interfejsom. Na umetnutim slikama uve�ani su delovi preseka krivih
sa glavnih panela. Kao xto je objax�eno u prethodnoj podsekciji, taqke ovih pre-
seka predstav	aju vrednost efektivne kritiqne neure�enosti za datu dimenziju sis-
tema. Mo�e da se primeti da vrednosti Reff

c (L), za svaku od tri prouqavane rexetke,
opadaju sa pove�a�em linearne dimenzije sistema L, xto je i oqekivano [83, 100, 134].
Tako�e, mo�e da se vidi da pri neure�enosti iznad Reff

c (L) ne postoji razlika u vred-
nostima Hc(R,L) za ova dva tipa poqetnog interfejsa, dok se za neure�enosti ma�e
od Reff

c (L), vrednosti Hc(R,L) razlikuju. Za regularne sisteme, vrednost Hc(R,L)
za R < Reff

c (L) opada sa pove�a�em linearne dimenzije sistema L usled toga xto sa
pove�a�em rexetke sistema rastu i mogu�nosti za prostira�e lavine pa je dovo	na
ni�a vrednost kritiqnog spo	nog magnetnog po	a da bi se pokrenula pro�imaju�a
lavina. Ponaxa�e Hc(R,L) u opsegu malih neure�enosti se dobro fituje formulama
(4.2) i (4.3) za (a), (4.4) i (4.5) za (b ) i (4.6) za (v).

Za razliku od regularnog sistema, vrednostiHc(R,L) za sistem sa poqetno postav	enim
pro�imaju�im interfejsom ostaju neprome�ene (u granicama grexke) sa promenom
linearne dimenzije sistema. Posmatraju�i neure�enosti ve�e od oblasti u kojoj je
zavisnost Hc(R,L) linearna po R i u kojoj dominiraju efekti konaqnosti sistema
(poqetne vrednosti na graficima 4.3(a), (b ) i (v)), deluje da sistem br�e prilazi
ponaxa�u karakteristiqnom za termodinamiqki limit pa pove�a�e dimenzija sis-
tema ne igra znaqajnu ulogu u promeni vrednosti kritiqnog po	a.

Da bi se ispitalo da li sistem ispo	ava netrivijalno kritiqno ponaxa�e, metod
objax�en na slici 4.3 nije dovo	an sam po sebi, jer se na osnovu �ega mogu odred-
iti samo vrednosti efektivne kritiqne neure�enosti, a ne i kritiqne neure�enosti.
Potrebno je da se u sistem postavi ma�i interfejs koji ne�e imati ulogu pro�i-
maju�eg interfejsa, ali je dovo	no veliki da prilikom evolucije sistema lavine imaju
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znaqajno vixe opcija za propagaciju. Na primer, ukoliko se postavi poqetni inter-
fejs veliqine 1 u trodimenzionom sistemu linearne du�ine L = 1024 i neure�enosti
R = 1, 9, evolucija sistema se ne�e bitno promeniti jer se pre pro�imaju�e lavine
u regularnom sistemu formiraju ostrva spinova veliqine 1 ili ve�a, o qemu �e biti
vixe reqi u narednom poglav	u. Dakle, potrebno je da se postavi ve�i interfejs
da bi uticao na poqetnu evoluciju sistema velikih dimenzija i velike neure�enosti.
Me�utim, za malu neure�enost, interfejs veliqine 1 mo�e da utiqe na evoluciju sis-
tema, na primer za sistem linearne dimenzije L = 1024 i neure�enosti R = 0, 3. U
regularnom sistemu pri maloj neure�enosti ne dolazi do stvara�a ostrva spinova pre
pro�imaju�e lavine ili je broj tih ostrva veoma mali. Dakle, da bi se odredila
odgovaraju�a veliqina poqetnog nepro�imaju�eg interfejsa, potrebno je da se puste
simulacije sa razliqitim veliqinama poqetnog interfejsa da bi se prouqili �ihovi
efekti na evoluciju sistema.

Na slici 4.4(a), prikazana je zavisnost Hc(R,L) za trodimenzione sisteme istih
dimenzija, ali za razliqite veliqine poqetno postav	enog interfejsa. Vidi se da
vrednosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a za sve sisteme sa poqetnim nepro�i-
maju�im interfejsom konvergiraju ka istom preseku sa krivom qiji sistem ima celu
ravan kao poqetni interfejs. Ova vrednost kritiqne neure�enosti je nexto ni�a
nego vrednost dobijena presekom vrednosti Hc(R,L) za regularne sisteme i sisteme
sa poqetnim pro�imaju�im interfejsom i iznosi R3D

c = 2, 154 ± 0, 007. Kada je
odre�eno mesto preseka, izvrxene su simulacije sa ve�om preciznox�u oko taqke pre-
seka (kritiqne neure�enosti) sa korakom promene neure�enosti od 0,001. Kada se pri-
lazi sa do�e strane vrednosti kritiqne taqke, razlika u vrednostima kritiqnih po	a
za sistem sa pro�imaju�im interfejsom i sisteme sa nepro�imaju�im interfejsom
opada. Kada ova razlika postane stabilna tako da maksimalna fluktuacija za velike
neure�enosti ne mo�e da se uoqi metodom objax�enom na slici 4.2, onda se date vred-
nosti neure�enosti i kritiqnog po	a uzimaju za vrednosti preseka Rintersect i Hintersect

sa odgovaraju�om grexkom ∆Hintersect, koja je jednaka grexki odre�iva�a vrednosti
kritiqnog po	a u toj taqki. Grexka za kritiqnu neure�enost, ∆Rintersect, dobija se
na slede�i naqin: prona�e se najni�a neure�enost za koju je vrednost kritiqnog po	a
za sisteme sa poqetnim nepro�imaju�im interfejsom u opsegu Hintersect ± ∆Hintersect,
Rmin intersect, i izraquna se ∆Rintersect = Rintersect − Rmin intersect. Za pore�e�e, vred-
nost kritiqne neure�enosti dobijene iz preseka vrednosti Hc(R,L) za regularan sis-
tem i sistem sa poqetnim pro�imaju�im interfejsom iznosi R3D,eff

c (L = 1024) =
2, 182 ± 0, 005. Ovi rezultati se sla�u sa rezultatima dobijenim u [135, 83] gde su
istra�ivaqi dobili vrednost R3D

c = 2, 16 ± 0, 03 korix�e�em metode skalira�a i
kolapsira�a krivih.

Jedno od glavnih nedoumica jeste da li bi vrednosti Hc(R,L) za regularan sistem
bile jednake vrednostima Hc(R,L) sa poqetnim pro�imaju�im interfejsom za dovo	no
velike dimenzije sistema. Na slici 4.4(b ) predstav	ene su vrednosti Hc(R,L) za
sisteme razliqitih veliqina a jednake veliqine poqetnog nepro�imaju�eg interfejsa.
Vidi se da se sa pove�a�em veliqine sistema vrednost Hc(R,L) pove�ava. Dakle, bez
obzira na to kolika je veliqina interfejsa, sve dok nije pro�imaju�i interfejs,
vrednost Hc(R,L) �e da raste sa porastom veliqine sistema. Zbog toga, vrednosti
Hc(R,L) za sistem sa nepro�imaju�im interfejsom i regularan sistem na slikama
4.4(a) i 4.3(a) ne�e konvergirati ka vrednostima Hc(R,L) za sistem sa pro�imaju�im
interfejsom sa pove�a�em linearne dimenzije sistema L.

Pri fiksnim parametrima R i L, vrednosti Hc(R,L) opadaju sa pove�a�em veli-
qine poqetnog interfejsa. Vrednost Hc(R,L) se sma�uje jer je ve�i interfejs u kon-
taktu sa vixe spinova pa za preokreta�e poqetnog spina nije potrebno veliko po	e,
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Slika 4.4: Na slikama su prikazane zavisnosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a
od neure�enosti sistema za (a) trodimenzione sisteme iste veliqine 1024x1024x1024
a razliqitih dimenzija poqetnog interfejsa; (b ) trodimenzione sisteme razliqitih
veliqina i jednakog poqetnog interfejsa veliqine 50x50.

Slika 4.5: Na slikama su prikazane zavisnosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a
od neure�enosti sistema za (a) dvodimenzione sisteme sa kvadratnom rexetkom iste
veliqine 32768x32768 a razliqitih dimenzija poqetnog interfejsa; (b ) dvodimenzione
sisteme sa kvadratnom rexetkom razliqitih veliqina rexetke i jednakog poqetnog
interfejsa veliqine 100.

a i sma�uje efektivno po	e ve�em broju spinova pa kada se lavina pokrene ima ve�e
mogu�nosti za propagaciju. Me�utim, oqekuje se da za istu veliqinu interfejsa i fik-
sirano R, vrednosti Hc(R,L) rastu sa pove�a�em dimenzija sistema. Dakle, pove�a�e
interfejsa otvara vixe mogu�nosti za lavinu kad propagira, me�utim, za fiksnu
veliqinu interfejsa, pove�a�em dimenzija sistema raste i broj zamki koje opstruixu
propagaciju lavine. Preplita�e ova dva efekta i �ihov me�usobni uticaj ostaju da
se ispitaju u narednim istra�iva�ima.

Prime�uju�i prethodnu proceduru na dvodimenzioni sistem sa kvadratnom rexetkom,
slika 4.5, prime�uje se i jasnije nego na slici 4.4 da se preseci izme�u vrednosti
Hc(R,L) za sistem sa pro�imaju�im interfejsom sa vrednostimaHc(R,L) za regularan
sistem i sa vrednostimaHc(R,L) za sistem sa nepro�imaju�im interfejsom razlikuju.
Iz podataka na slici 4.3(b ), dobijena vrednost za efektivnu kritiqnu neure�enost je
R2D−sq,eff
c (L = 32768) = 0, 608±0, 007. Sa slike 4.5(a) se odre�uje kritiqna neure�enost

za dvodimenzioni sistem sa kvadratnom rexetkom R2D−sq
c = 0, 544 ± 0, 008, xto se

poklapa sa prethodno dobijenom vrednox�u R2D−sq
c = 0, 54 ± 0, 02 [100, 115] metodom

skalira�a i kolapsira�a krivih. Na slici 4.5(b ) predstav	ena je svojevrsna potvrda
da su vrednosti Hc(R,L) ve�e za dvodimenzione sisteme sa kvadratnom rexetkom sa
poqetnim nepro�imaju�im interfejsom nego sa poqetnim pro�imaju�im interfejsom.
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Slika 4.6: Na slikama su prikazane zavisnosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a od
neure�enosti sistema za (a) dvodimenzione sisteme sa rexetkom sa�a iste veliqine
32768x32768 a razliqitih dimenzija poqetnog interfejsa; (b ) dvodimenzione sisteme
sa rexetkom sa�a razliqitih veliqina rexetke i jednakog poqetnog interfejsa veli-
qine 100.

Na slici 4.6 prikazani su rezultati za dvodimenzioni sistem sa rexetkom sa�a
dobijeni istom metodom kao rezultati na slikama 4.4 i 4.5, za trodimenzioni sistem
sa kubnom rexetkom i dvodimenzioni sistem sa kvadratnom rexetkom. Me�utim, dru-
gaqiji tip rexetke ovde daje znaqajno drugaqije rezultate. Qak i za sisteme sa malim
poqetnim interfejsom (samo jedan spin) vrednosti Hc(R,L) se ne razlikuju od vred-
nosti Hc(R,L) za sistem sa poqetnim pro�imaju�im interfejsom. Jedine vrednosti
Hc(R,L) koje se razlikuju su one za regularan sistem. Ukoliko sistem ima poqetni
interfejs bilo koje dimenzije, vrednosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a �e biti
iste. Razlika u vrednostima za regularan sistem je usled efekta konaqnosti sistema i
objax�ena je jednaqinom (4.6). Na slici 4.3(v) se vidi da jednaqina (4.6) dobro fituje
i opisuje vrednostiHc(R,L) za regularne sisteme u opsegu u kojem se razlikuju od vred-
nosti Hc(R,L) za sisteme sa bilo kakvim poqetnim interfejsom. Dakle, mo�e da se
zak	uqi da u termodinamiqkom limitu razlike izme�u regularnog sistema i sistema
sa poqetnim interfejsom ne bi postojale i da dvodimenzioni sistem sa rexetkom sa�a
nema netrivijalno kritiqno ponaxa�e, tj. R2D−hex

c = 0. Ovim se potvr�uju prethodna
istra�iva�a [136, 137, 138]. Vrednost efektivne kritiqne neure�enosti mo�e da se
dobije iz preseka fita jednaqine (4.6) i podataka Hc(R,L) za sistem sa poqetnim in-
terfejsom. Na primer, na slici 4.6(a) je prikazan sistem veliqine 32768x32768 i
efektivna kritiqna neure�enost iznosi R2D−hex,eff

c = 0, 318 ± 0, 006. Tako�e, na slici
4.6(b ) se vidi da vrednost kritiqnog spo	nog magnetnog po	a ostaje neprome�ena uko-
liko se fiksira veliqina interfejsa a me�a se linearna dimenzija sistema L i ima
istu vrednost kao Hc(R,L) za sistem sa pro�imaju�im interfejsom.
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Glava 5

Mehanizam propagacije lavine u

trodimenzionim neure�enim

sistemima

U prethodnoj glavi je opisan metod za utvr�iva�e postoja�a kritiqnog ponaxa�a
kod neure�enih neravnote�nih sistema i naqin da se proceni vrednost kritiqne
neure�enosti. Jednom kada je poznato da sistem ispo	ava kritiqno ponaxa�e, mo�e da
se pristupi prouqava�u mehanizma propagacije pro�imaju�e lavine, odnosno beskonaqne
lavine u termodinamiqkom limitu. Razumeva�e mehanizma propagacije lavine je
neophodan (verovatno ne i dovo	an) uslov za ostvariva�e odre�enog stepena kontrole
nad kritiqnim doga�ajem. U ovoj glavi je predstav	eno istra�iva�e o neophodnim
uslovima za nastanak pro�imaju�e lavine, a diskusija o mogu�em naqinu kontrole je
data u glavi 7.

Simulacije su vrxene na atermalnom neravnote�nom Izingovom modelu sa sluqa-
jnim po	em, tj. modelu bez termalnih fluktuacija u kom sistem evoluira putem lavina
preokrenutih spinova prolaze�i tako kroz metastabilna sta�a koja nisu nu�no i glob-
alni energijski minimum sistema. Iako je Izingov model sa sluqajnim po	em jedan od
najistra�enijih modela u oblasti neravnote�ne statistiqke fizike, sam mehanizam
nastanka i prostira�a lavine u sistemima opisanim ovim modelom je ostao nejasan.
Qi�enica je da i u realnim fenomenima mehanizam prostira�a lavine nije poznat iz
prostog razloga jer je praktiqno nemogu�e pratiti ve�e (a veoma qesto i ma�e) lavine
u svakom trenutku �ihove propagacije. Stoga �e fokus ove glave biti na prostira�u
pro�imaju�ih lavina, odnosno lavina koje se jav	aju pri vrednosti neure�enosti u
sistemu koja je jednaka ili ma�a od efektivne kritiqne neure�enosti (tj. kritiqne
neure�enosti u termodinamiqkom limitu). Kako pro�imaju�e lavine nastaju samo pod
odre�enim uslovima, razumeva�e tih uslova je od presudnog znaqaja za razumeva�e i
pokuxaj kontrole realnih fenomena qije kritiqno ponaxa�e je u istoj klasi uni-
verzalnosti kao Izingov model sa sluqajnim po	em, kao xto su zem	otresi, sne�ne
lavine, pukotine u materijalima, xire�e virusa, lavine u magnetnim materijalima
i drugi. Ovo istra�iva�e je pokazalo da je neophodan uslov za nastanak pro�imaju�e
lavine formacija ostrva preokrenutih spinova kroz sistem. Ukoliko su ta ostrva
odgovaraju�e veliqine i sa odgovaraju�om gustinom raspore�ena kroz sistem, lavina
�e da pro�me ceo sistem, u suprotnom, lavina upada u svojevrsne zamke qime se op-
struixe �ena propagacija.

Istra�ivaqi u radovima [139, 140, 141] su objavili sliqna istra�iva�a samo za
dvodimenzione sisteme. Prouqavali su atermalni neravnote�ni Izingov model sa
sluqajnim po	em i uticaj uvo�e�a poqetnog interfejsa na propagaciju lavine. Iako se

48



zak	uqci u ovim referencama i u referencama unutar �ih ne sla�u u nekim delovima,
jasno je da prisustvo interfejsa preokrenutih spinova, kao i ostrva preokrenutih
spinova pre poqetka pro�imaju�e lavine, veoma utiqe na samu evoluciju lavine, tj.
na odgovor sistema na odre�eno vo�e�e spo	nog magnetnog po	a. U ovom poglav	u
je ispitan i uticaj poqetno postav	enih interfejsa u odnosu na formira�e ostrva
preokrenutih spinova na propagaciju pro�imaju�e lavine.

5.1 Deta	i simulacija

Izingov model sa sluqajnim po	em je simuliran na trodimenzionoj kubnoj rexetki
sa N = L3 spinova, koji su u poqetnom trenutku preokrenuti na dole i imaju vred-
nost Si = −1. Simulirani su sistemi sa tri razliqite linearne du�ine rexetke
L = {20, 60, 100}, odnosno sistemi sa 203, 603 i 1003 spinova. Ovakav izbor linearnih
dimenzija rexetke je uzet da bi se uoqili efekti nastali usled konaqnih dimenzija
sistema i da bi se doneli pouzdaniji zak	uqci o prostira�u pro�imaju�ih lavina
u termodinamiqkom limitu. Graniqni uslovi su periodiqni kako bi sistem br�e
konvergirao ka kraj�em rezultatu. Za svako R i L simulacije su ponav	ane za razli-
qite realizacije konfiguracija sluqajnog po	a i sve kraj�e veliqine su na taj naqin
usred�ene sa pouzdanom statistikom. Da bi se skratilo vreme simulacija, korix�en
je "Sorted list" algoritam.

Tokom simulacija korix�ene su dinamika propagacije fronta i dinamika nuk-
leacije. Dinamika nukleacije je korix�ena za standardne simulacije u kojima se
spo	no magnetno po	e adijabatski vodi od velike negativne vrednosti, xto simulira
−∞, pa sve dok se svi spinovi ne preokrenu ka gore i imaju vrednost Si = 1. Dinamika
propagacije fronta je korix�ena prilikom ispitiva�a evolucije pro�imaju�e lavine
pri izme�enim uslovima. Tada je spo	no magnetno po	e fiksirano na vrednost
Heff
c (R,L) i mogu da se preokrenu samo spinovi koji su u kontaktu sa frontom lavine

koji se xiri tokom propagacije.

5.2 Evolucija potkritiqne lavine

U trodimenzionoj ekvilateralnoj kubnoj rexetki, kod sistema sa neure�enox�u ispod
kritiqne neure�enosti Rc = 2.16 [82, 83] jav	aju se pro�imaju�e lavine koje pro�imaju
sistem du� bar jedne ose. Ovakve lavine se nazivaju potkritiqne lavine.

Na slici 5.1(a) prikazan je trodimenzioni sistem veliqine 203 spinova sa neure�enox�u
R = 1.9, u trenutku neposredno pre pojave pro�imaju�e lavine. Na slici se vidi da
pre pojave pro�imaju�e lavine postoje ostrva preokrenutih spinova. Rezultati sim-
ulacija su pokazali da se ostrva ne jav	aju za veoma male neure�enosti. Razlog je
xto pri veoma malim neure�enostima ne postoje velika lokalna po	a koja bi koqila
propagaciju lavine, ali jednako tako ne postoje ni lokalna po	a koja bi mnogo sman-
jila efektivnu barijeru, pa da bi se prvi spin preokrenuo potrebno je veliko spo	no
magnetno po	e H i samim tim prvi preokrenuti spin zapoqi�e pro�imaju�u lavinu.
Me�utim, za nexto ve�e neure�enosti, mo�e da postoji vixe qvorova sa negativnijim
lokalnim po	ima koji bi koqili propagaciju lavine pa se u sistemu prvo formira
matrica preokrenutih ostrva. Tako formirana ostrva spuxtaju svojim susedima efek-
tivno po	e heff

i i samim tim lavina mo�e lakxe da ih preokrene kad do�e u kontakt
sa tim spinovima, slika 5.2. Kako susedni spinovi od preokrenutih spinova u ostrvu
postaju lakxi za preokreta�e, potrebno je i ma�e spo	no magnetno po	e za propa-
gaciju lavine. Zbog ovoga je qesto poqetni spin pro�imaju�e lavine u kontaktu sa
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(а)

(б)

Slika 5.1: Na slikama je prikazan trodimenzioni sistem veliqine 203 spinova i
neure�enosti R = 1, 9 u trenutku: (a) kada su preokrenuti spinovi neposredno pre po-
jave pro�imaju�e lavine; (b ) kada se pojavi pro�imaju�a lavina odmah posle trenutka
prikazanog na slici pod (a).
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Slika 5.2: Shematski prikaz dva ostrva preokrenutih spinova na dvodimenzionoj
kvadratnoj rexetki (crno obojeni kvadrati). Izme�u ostrva se formira tesnac u kom
su spinovi nestabilniji i lakxe se preokre�u. Na taj naqin ostrva formiraju puteve
za lakxu propagaciju lavine, koja na kraju pro�ima ceo sistem. Susedni spinovi
su obele�eni svetlijim brojevima koji predstav	aju za koliko se sma�ila barijera
efektivnog po	a. Jedan preokrenut spin pove�ava svojim susedima sumu u heff

i za 2
pa za toliko i sma�uje barijeru. Spin koji je zajedniqki za oba ostrva ima sma�enu
efektivnu barijeru za 4.

jednim od ostrva preokrenutih spinova. Ostrvo uz koje se preokrene poqetni spin
pro�imaju�e lavine se naziva interfejs ostrvo, ili skra�eno interfejs. Za razliku
od proxle glave gde je interfejs bio "vextaqki" postav	en u sistem pre poqetka simu-
lacije, u ovoj situaciji je sistem "sam sebi" izgradio interfejs i na taj naqin olakxao
pojav	iva�e pro�imaju�e lavine. Otuda i razlika u nazivima: poqetno postav	en
interfejs �e da se odnosi na interfejs koji je vextaqki postav	en pre poqetka sim-
ulacije, a termin interfejs �e da se odnosi na "prirodno" formiran interfejs u
sistemu tokom simulacije. U nastavku bi�e ispitana zavisnost propagacije lavine u
odnosu na veliqinu interfejsa i uticaj interfejsa i matrice ostrva na pojav	iva�e
pro�imaju�e lavine.

Za sistem konaqnih dimenzija postoji raspon neure�enosti od nule do neke maksi-
malne vrednosti Rni

max(L) za koju ne postoje preokrenuta ostrva spinova pre pro�i-
maju�e lavine u sistemu. Ova vrednost neure�enosti zavisi od linearne dimenzije
sistema L i te�i nuli kad L → ∞ jer bi za sistem u termodinamiqkom limitu pos-
tojao beskonaqan broj preokrenutih spinova za bilo koju vrednost spo	nog magnetnog
po	a H i za bilo koju neure�enost R > 0. Ova tvrd�a va�i za Gausovu i ostale dis-
tribucije sluqajnog po	a koje nisu ograniqene, a ne va�i za ograniqene distribucije
poput uniformne distribucije. Kako je vrednost Rni

max(L) < 1 za sve simulirane lin-
earne dimenzije sistema, analiza koja sledi je ograniqena na sisteme sa neure�enox�u
R > 1.
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Slika 5.3: Na slici je prikazana zavisnost efektivnog kritiqnog spo	nog magnetnog
po	a Heff

c (R,L) od neure�enosti R za sisteme sa 203, 603 i 1003 spinova, koji su
prikazani crnim kvadratima, crvenim krugovima i plavim trouglovima, redom.

Na slici 5.1(b ) prikazana je pro�imaju�a lavina koja je pokrenuta neposredno
posle slike 5.1(a). Razliqite nijanse sive boje oznaqavaju spinove koji su se me�u
prvima preokrenuli tokom propagacije lavine (tamno siva boja) pa sve do spinova
koji su se posled�i preokrenuli kada je lavina pro�ela ceo sistem (svetlo siva boja).
Po nijansama boje se vidi da se lavina nije prostirala ravnomerno u prostoru xto
ukazuje na to da propagacija lavine kroz neure�en sistem nije tako trivijalna kako
bi se mo�da oqekivalo. Lavina se lakxe prostire du� oboda preokrenutih ostrva
i "pronalazi" prolaze izme�u ostrva, uslovno reqeno, prelaze�i sa ostrva na ostrvo
da bi pro�ela ceo sistem, slika 5.2. Zbog toga, u sistemima prikazanim ovde za
neure�enosti u rasponu 1 6 R < Rc, neophodno je da se formira odgovaraju�a matrica
preokrenutih ostrva u sistemu pove�a�em spo	nog magnetnog po	aH pre pro�imaju�e
lavine. Za konaqne sisteme, vrednost spo	nog magnetnog po	a pri kom dolazi do po-
jave pro�imaju�e lavine bi�e obele�ena sa Hsp. Kako vrednost Hsp zavisi od konfig-

uracije sluqajnih po	a {hi}Ni=1, i sama vrednost je sluqajna veliqina i raspodela ovih
vrednosti je simetriqna i unimodalna [134, 63], �ena oqekivana vrednost je jednaka
efektivnoj vrednosti kritiqnog spo	nog magnetnog po	a Heff

c (R,L), tj. vrednosti
spo	nog magnetnog po	a H za koju je susceptibilnost χ = dM/dH maksimalna za dato
R i L. Sa pove�a�em linearne dimenzije sistema L, xirina distribucije vrednosti
Hsp te�i ka nuli dok se efektivna kritiqna vrednost spo	nog magnetnog po	a sma�uje
sa pove�a�em linearne du�ine sistema i neure�enosti, xto je prikazano na slici 5.3.

Da bi se istra�io uticaj formira�a matrice preokrenutih ostrva na pojavu
pro�imaju�e lavine, simulirane su tri razliqite linearne du�ine sistema sa 203, 603

i 1003 spinova. Neure�enost u simulacijama je me�ana u opsegu od R = 1, 0 do R = 1, 9.
U simulacijama, u razumnom vremenskom okviru, mogu da se simuliraju i ve�i sistemi,
ali je razlika u posmatranim veliqinama za te sisteme mala i u okvirima grexke, pa
su ove tri veliqine sistema dovo	ne za izvlaqe�e zak	uqaka.
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5.3 Uticaj formirane matrice ostrva preokrenu-

tih spinova na stvara�e pro�imaju�e lavine

Da bi se ispitao uticaj matrice ostrva preokrenutih spinova u sistemima sa kub-
nom rexetkom i periodiqnim graniqnim uslovima, neka pro�imaju�a lavina zapoc-
hi�e propagaciju u vremenskom trenutku t0 sa poqetnim spinom Si0 = 1 i neka je
tada vrednost spo	nog magnetnog po	a H = Hsp. Da bi se ispitao uticaj matrice
ostrva preokrenutih spinova na stvara�e pro�imaju�e lavine, uvode se slede�e mod-
ifikacije:

(i) u vremenskom trenutku t0, pre samog poqetka pro�imaju�e lavine, svi spinovi
u ostrvima se preokre�u nazad na Si = −1 osim spinova u interfejsu (ukoliko
postoji) koji stoji uz poqetni spin Si0 = 1.

(ii) prime�uje se dinamika propagacije fronta. Spin koji ima heff
i > 0 za t > t0 se

preokre�e ako i samo ako je u kontaktu sa pro�imaju�om lavinom, tj. ako mu je
sused bio preokrenut u prethodnom vremenskom trenutku.

Dakle, u modifikovanoj verziji simulacije se izvrxavaju sve do trenutka kad nas-
taje pro�imaju�a lavina. Za to vreme u sistemu su se formirala ostrva sa preokrenu-
tim spinovima. Spinovi u tim ostrvima se preokre�u nazad na vrednost Si = −1,
osim spinova koja qine interfejs uz poqetni spin Si0. Spo	no magnetno po	e se dr�i
fiksiranim na vrednosti H = Hsp i simulacija se nastav	a pod modifikacijom (ii),
tj. lavina kre�e od poqetnog spina Si0 i mo�e da preokrene samo one nestabilne
spinove sa kojima je u kontaktu. Svi spinovi u ostrvima su nestabilni i za �ih
va�i heff

i > 0 i ne preokre�u se sve dok lavina ne do�e do ostrva. Me�utim, kako su
spinovi u ostrvu preokrenuti na vrednost Si = −1, �ihovi susedni spinovi nemaju
vixe spuxtenu efektivnu barijeru kao na slici 5.2 pa su ostrva te�e pristupaqna
jer im je efektivno po	e ve�e za bar 2. Zbog "gaxe�a" ostrva (modifikacija (i)) i
dinamike propagacije fronta (modifikacija (ii)) lavina "puzi" uz interfejs i dolazi
do spinova koja qine obode ostrva, ali u ve�ini sluqajeva ne uspeva da ih preokrene
zbog velikog negativnog efektivnog po	a i ostrva za lavinu postaju nedosti�na qime
se opstruixe stvara�e pro�imaju�e lavine.

Postav	a se pita�e da li propagaciju koqi, pored spinova na obodu ostrva sa
velikim negativnim efektivnim po	em, i prvi sloj spinova u ostrvu koji mogu da
imaju takvo sluqajno po	e da je potrebno da se preokrenu 2 ili vixe susednih spinova
da bi se oni preokrenuli. Pored modifikacija (i) i (ii), uvodi se i modifikacija koja
relaksira uslov preokreta�a spinova u ostrvu:

(iii) vrednost sluqajnog magnetnog po	a za sve spinove u ostrvu je postav	ena na istu
vrednost

h∗i (S
∗) = S∗ −Hsp, (5.1)

i zavisi od parametra sume susednih spinova S∗ koja uzima vrednosti 4 (1 preokrenut
sused), 2 (2 preokrenuta suseda), 0 (3 preokrenuta suseda).

Dakle, za S∗ = 4, svi spinovi u ostrvu imaju isto modifikovano sluqajno magnetno
po	e h∗i (4) = 4−Hsp i dovo	an je jedan preokrenut sused da bi se svi spinovi u ostrvu
preokrenuli. Ovo je ujedno i najrelaksiraniji uslov pa ukoliko lavina preokrene
samo jedan spin sa oboda ostrva preokrenu�e se i celo ostrvo.

Da bi se ispitao uticaj modifikacija na pojavu pro�imaju�e lavine, prati se
broj pro�imaju�ih lavina normiran na broj puxtenih simulacija i usred�en po ra-
zliqitim realizacijama sluqajnog po	a, Nsp. Na slici 5.4(a) podaci pokazuju da Nsp
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Slika 5.4: Na slikama su prikazane zavisnosti normiranog broja pro�imaju�ih lav-
ina na broj puxtenih simulacija Nsp od neure�enosti R. (a) Prikazan je Nsp usred-
�en po razliqitim realizacijama sluqajnog po	a za sistem sa 1003 spinova. Crni
kvadrati predstav	aju Nsp za najrelaksiraniju modifikaciju za spinove u ostrvima,
S∗ = 4, gde se celo ostrvo preokre�e ako se preokrene jedan spin sa oboda ostrva.
Crveni krugovi predstav	aju podatke sa modifikacijom S∗ = 2 za koju se spinovi u
ostrvu preokre�u ako su im preokrenuta bilo koja dva susedna spina. Sliqno, plavi
trouglovi predstav	aju podatke simulacije za modifikaciju S∗ = 0 za koju se spinovi
u ostrvu preokre�u ukoliko su im preokrenuta bilo koja 3 susedna spina. Roze trou-
glovi predstav	aju podatke simulacije na koju su prime�ene samo modifikacije (i) i
(ii). (b ) Nsp usred�en po razliqitim realizacijama sluqajnog po	a u zavisnosti od
neure�enosti R za sisteme sa 203 (crni kvadrati), 603 (crveni krugovi) i 1003 (plavi
trouglovi) spinova pod modifikacijama (i), (ii) i (iii) za S∗ = 4.
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opada sa pove�a�em neure�enosti. Ovo se dexava zbog formira�a velikog broja ostrva
u sistemu na velikim neure�nostima, xto kreira i ve�i broj prepreka za propagaciju
lavine. Za ve�e neure�nosti, ostrva izme�u sebe formiraju tesnace u kojima se nalaze
najnestabilniji spinovi koji se lako preokre�u i olakxavaju lavini propagaciju kroz
sistem (slika 5.2). Me�utim, kada se ostrva "ugase", ti tesnaci postaju nepremostive
zamke za propagaciju lavine sa izuzetno visokom efektivnom barijerom. Zbog toga je
potrebno ni�e spo	no magnetno po	e za pro�ima�e sistema u normalnim uslovima,
slika 5.3, dok za sisteme sa "ugaxenim" ostrvima postoji ma�i broj pro�etih sis-
tema po simulaciji, slika 5.4. Oba sluqaja su posledice veliqine ostrva i �hovog
me�usobnog rastoja�a u sistemu.

Na slici 5.4(b ) prikazan je Nsp za razliqite linearne dimenzije sistema pod naj-
relaksiranijim uslovom za preokreta�e spinova u ostrvu, S∗ = 4. Podaci pokazuju da
Nsp opada sa porastom linearne dimenzije sistema, xto ukazuje da u termodinamiqkom
limitu ne bi doxlo do stvara�a pro�imaju�e lavine za bilo koju neure�enost. Jedini
naqin da se stvori pro�imaju�a lavina jeste da se pove�a spo	no magnetno po	e koje
deluje na sistem. Me�utim, na slici 5.3 se vidi da Heff

c (R,L) opada sa pove�a�em
linearne dimenzije sistema. Dakle, sa porastom linearne dimenzije sistema spo	no
magnetno po	e ne mo�e da se pove�a i u sistemima u termodinamiqkom limitu ne bi
dolazilo do stvara�a pro�imaju�e lavine. Sve ovo ukazuje na znaqaj broja i prostorne
raspodele ostrva preokrenutih spinova za stvara�e pro�imaju�e lavine.

Ispitiva�em prostorne raspodele ostrva u sistemu, prona�eno je da se usred�eno
rastoja�e izme�u ostrva, disl, sma�uje sa pove�a�em neure�enosti R, slika 5.5. Rasto-
ja�e izme�u ostrva je aproksimirano formulom:

disl = 3

√
N

Nisl

, (5.2)

gde je Nisl usred�en broj ostrva u sistemu (tj. broj ostrva po simulaciji usred�en po
razliqitim realizacijama sluqajnog po	a za datu neure�enost R) kreiran pre pro�i-
maju�e lavine. Da bi se predvidelo rastoja�e izme�u ostrva, Nisl se aproksimira
brojem spinova koji su u trenutku preokreta�a imali svih 6 suseda preokrenutih na
dole. Ovakvi spinovi jesu zaqeci ostrva i uvek ih ima vixe ili jednako broju ostrva
jer 2 ili vixe ostrva tokom xire�a mogu da se spoje. Dakle,

Nisl ≈ NpHeff
c (R,L),R(−6), (5.3)

gde je pH,R(S) dato jednaqinom (4.1) i predstav	a verovatno�u da se spin preokrene u
sistemu u kom je neure�enost R, pri spo	nom magnetnom po	u H i sa sumom najbli�ih
suseda S. Stoga, formula za predvi�a�e sred�eg rastoja�a izme�u ostrva postaje

disl ≈ 3

√
1

pHeff
c (R,L),R(−6)

. (5.4)

Rezultat dobijen formulom (5.4) prikazan je linijama na slici 5.5 i ima nexto ma�e
vrednosti od numeriqkih podataka koji su predstav	eni simbolima. Razlog za ma�e
vrednosti je xto ostrva tokom simulacije rastu i mogu da se spoje pa dva ili vixe
spinova uzetih zasebno u formuli (5.4) spadaju pod jedno ostrvo u simulacijama. Stoga,
broj NpHeff

c (R,L),R(−6) je ve�i od stvarnog broja ostrva pa je rastoja�e izme�u ostrva
uma�eno za takvu teorijsku pretpostavku.

Vrednosti efektivnog kritiqnog spo	nog magnetnog po	a,Heff
c (R,L), sred�eg broja

ostrva kreiranih pre poqetka pro�imaju�e lavine, Nisl, i sred�e veliqine interfejsa,
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Slika 5.5: Na slici je prikazana zavisnost sred�eg rastoja�a izme�u ostrva data
formulom (5.4) od neure�enosti za sisteme sa 203, 603 i 1003 spinova. Simbolima
su prikazani numeriqki podaci dobijeni iz simulacija a linijama su prikazana
predvi�a�a data formulom (5.4).

Vint (analizirana u slede�oj sekciji), date su u tabelama 5.1, 5.2 i 5.3 za sisteme sa
203, 603 i 1003 spinova, redom. Sve navedene veliqine su usred�ene po razliqitim
realizacijama sluqajnog po	a za datu neure�enost R.

Tabela 5.1: Vrednosti efektivnog kritiqnog spo	nog magnetnog po	a, Heff
c , sred�eg

broja ostrva kreiranih pre poqetka pro�imaju�e lavine, Nisl, i sred�e veliqine in-
terfejsa, Vint, za sistem sa 203 spinova.

R 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Heff
c 2.81 2.62 2.45 2.32 2.18 2.07 1.96 1.87 1.77 1.69

Nisl 4 7 10 15 20 28 39 52 67 81
Vint 3 4 5 6 9 12 14 16 17 18

Tabela 5.2: Isto kao i u Tabeli 5.1, ali za sistem sa 603 spinova.

R 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Heff
c 2.51 2.35 2.20 2.07 1.97 1.87 1.78 1.70 1.63 1.57

Nisl 43 85 144 226 355 553 758 1122 1459 1868
Vint 13 16 17 18 20 22 25 28 30 34

5.4 Uticaj interfejsa

Pored znaqaja formira�a matrice ostrva, potrebno je da se ispita i znaqaj uticaja
interfejsa na stvara�e pro�imaju�e lavine da bi uticaji ove dve pojave mogli da se
uporede. Prvo �e biti modifikovan interfejs, a zatim interfejs i ostrva istovre-
meno. Simulacije se puxtaju do trenutka t0 kada je kroz sistem formirana matrica os-
trva preokrenutih spinova i poqetni spin lavine Si0 je preokrenut, a spo	no magnetno
po	e je dostiglo vrednost H = Hsp. Tada se uvodi jedna od dve uzajamno isk	uqive
modifikacije:
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Tabela 5.3: Isto kao u Tabeli 5.1 i 5.2, ali za sistem sa 1003 spinova.

R 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Heff
c 2.42 2.26 2.12 2.01 1.92 1.81 1.73 1.67 1.60 1.54

Nisl 147 287 523 909 1463 2146 3077 4308 5639 7394
Vint 14 18 19 21 22 26 27 29 32 37

(A) Ostrva se ne me�aju; originalno naprav	en interfejs tokom simulacije se zame�uje
vextaqki umetnutim interfejsom koji se nalazi uz poziciju i0 sa preokrenutim
spinovima na gore, na vrednost Si = 1; ostatak spinova iz originalnog interfe-
jsa je preokrenut na dole (ako je preostao neki spin) i vrednost �ihovog sluqajnog
po	a je postav	ena na istu vrednost:

h∗∗i (S∗) = −Hsp; (5.5)

uslov preokreta�a spinova je iz dinamike propagacije fronta, tj. modifikacija
(ii) iz prethodne sekcije je prime�ena.

(B) Spinovi u ostrvima se preokrenu na dole, tj. ostrva se "ugase"; uve�a se postoje�i
interfejs za odre�eni broj spinova sloj po sloj tako da ne opkru�uje poqetni spin
lavine Si0, tj. nadogradi se sa strane poqetnog spina na kojoj je interfejs; lavina
pokrenuta od poqetnog spina Si0 preokre�e spinove u skladu sa:

(B1) modifikacijom (ii) iz prethodne sekcije,

(B2) modifikacijom (iii) iz prethodne sekcije.

Po opciji (A) za modifikaciju, prema jednaqini (5.5), potrebna su bar tri preokrenuta
susedna spina da bi se preokreno spin koji je originalno bio sastavni deo origi-
nalnog interfejsa ali vixe nije, xto znaqi da �ihovo preokreta�e nije u potpunosti
zabra�eno. Vextaqki interfejs je postav	en tako da je ili uklo�en (interfejs veli-
qine 0), ili sadr�i jedan susedni spin od Si0, ili u ravni obrazuje kvadratni inter-
fejs veliqine 3x3, 5x5 ili 7x7 uz poqetni spin Si0. Opcija (B) za modifikaciju je u
suxtini ista kao u prethodnoj sekciji sa dodatkom uve�a�a postoje�eg interfejsa.

Na slici 5.6 vidi se da je broj pro�imaju�ih lavina po simulaciji, Nsp, veliki
qak i u sistemu bez interfejsa. Xta vixe, qak i za male interfejse veliqine 5x5
i 7x7, Nsp je praktiqno jednako 1. Ovo dodatno naglaxava znaqaj formira�a ma-
trice ostrva preokrenutih spinova za stvara�e i propagaciju pro�imaju�e lavine
pri neure�enosti R < Rc.

Kao xto se vidi na slici 5.6, kada je matrica ostrva preokrenutih spinova formi-
rana, pro�imaju�a lavina se formira qak i pri malim veliqinama interfejsa (ili
u sistemima bez interfejsa sa verovatno�om ve�om od 0.5). Me�utim, u prethodnoj
sekciji je pokazano da kada su ostrva "ugaxena" da je procenat pro�imaju�e lavine
po simulaciji sa uvedenim modifikacijama veoma mali, iako usred�ena maksimalna
veliqina formiranog interfejsa raste sa neure�enox�u (videti tabele 5.1, 5.2 i 5.3).

Kada se primene modifikacije (B1) i (B2), izvrxen je proces sliqan procesu
kristalizacije gde je na postoje�i interfejs dodato 10, 100 ili 1000 preokrenutih
spinova. Dodava�e 1000 preokrenutih spinova je prime�eno samo na sistem najve�ih
dimenzija, tj. na sistem sa 1003 spinova. Na slici 5.7(a) se vidi da qak i kad je inter-
fejs uve�an za 1000 spinova i kad je nametnut najrelaksiraniji uslov na preokreta�e
spinova u ostrvu (tj. (B2) sa S∗ = 4), lavina koja poqi�e sa spinom Si0 i da	e ne
pro�ima sistem sa 1003 spinova u svakoj simulaciji.

57



Slika 5.6: Na slikama su prikazane zavisnosti normiranog broja pro�imaju�ih lav-
ina na broj puxtenih simulacija Nsp od neure�enosti R sa modifikacijom (A) za
sisteme sa (a) 1003, (b ) 603 i (v) 203 spinova. Crni kvadrati predstav	aju sistem u
kom je interfejs uklo�en (tj. vextaqki interfejs veliqine 0), crveni krugovi pred-
stav	aju sistem sa vextaqkim interfejsom veliqine jednog spina, plavi trouglovi
predstav	aju sistem sa interfejsom veliqine 3x3 spinova, rozi trouglovi predstavl-
jaju sistem sa interfejsom veliqine 5x5 spinova, zeleni rombovi predstav	aju sistem
sa interfejsom veliqine 7x7 spinova.
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Slika 5.7: Na slikama su prikazane zavisnosti normiranog broja pro�imaju�ih lav-
ina na broj puxtenih simulacija Nsp od neure�enosti R. (a) Nsp u zavisnosti od
R za sistem sa 1003 spinova i modifikacijom (B1) ili (B2) sa S∗ = 4. Svetlo ze-
leni trougao i svetlo plavi kvadrat predstav	aju sistem sa uve�anim intzerfejsom
za 10 spinova, tamno plavi kvadrat i crveni krug predstav	aju sistem sa uve�anim
interfejsom za 100 spinova, tamno zeleni i 	ubiqasti trougao predstav	aju sistem
sa uve�anim interfejsom za 1000 spinova. (b ) Nsp u zavisnosti od R za sisteme sa
203, 603 i 1003 spinova, �ihovi interfejsi su uve�ani za 100 spinova i prime�ena je
modifikacija (B1) ili (B2). (v) Nsp u zavisnosti od R za sistem sa 1003 spinova sa
uve�anim interfejsom za 1000 spinova i prime�enom modifikacijom (B1) ili (B2).
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Na slici 5.7(b ) porede se sistemi sa 203, 603 i 1003 spinova sa interfejom uve�anim
za 100 spinova i prime�enom modifikacijom (B1) ili (B2). Broj pro�imaju�ih lav-
ina po simulaciji, Nsp, opada sa pove�a�em linearne dimenzije sistema u svim anal-
iziranim scenarijima, xto ukazuje na to da u termodinamiqkom limitu ne�e do�i
do stvara�a pro�imaju�e lavine qak i za interfejse ve�ih dimenzija ako su ostrva
"ugaxena". Me�utim, uve�a�e postoje�eg interfejsa pove�ava verovatno�u da lav-
ina pro�me sistem, slika 5.7(v). Na slici 5.7(v) se porede dva razliqita uslova za
preokreta�e spinova u ostrvima i dve razliqite veliqine interfejsa za sistem veli-
qine 1003. Ipak, qak i za najrelaksiraniji uslov za preokreta�e spinova u ostrvima,
Nsp je znaqajno ma�i od 1, naroqito za ve�e neure�enosti.

Za ni�e neure�enosti uvek mo�e da se diskutuje da li na rezultate utiqe konaq-
nost sistema u simulacijama. Zbog toga su relevantniji rezultati za sistem na ve�im
neure�enostima. Dakle, kada su ostrva "ugaxena" qak ni ve�i interfejs ne mo�e da
pomogne da se u sistemu pojavi pro�imaju�a lavina. Ostrva ostaju nedosti�na i sis-
tem je zarob	en u jednom od metastabilnih sta�a pri datim uslovima i ograniqe�ima.
Sve ovo sugerixe da je formira�e matrice ostrva kroz sistem neophodno da bi se po-
javila pro�imaju�a lavina. Deta	nija diskusija i zak	uqak slede u glavi 7.
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Glava 6

Mehanizam evolucije

antiferomagnetno-feromagnetne

heterostrukture

U ovoj glavi su izlo�eni rezultati dobijeni numeriqkim simulacijama magnetnih
sistema saqi�enih od spojenih feromagnetnih i antiferomagnetnih slojeva. Inter-
akcija na samom spoju izme�u slojeva je varirana. Sistemi sa spregnutim feromagnet-
nim i antiferomagnetnim slojevima se aktivno izuqavaju kao memorijski materijali
malih prostornih dimenzija. Xta vixe, otkri�e tankih magnetnih materijala koji
ispo	avaju dugodometno magnetno ure�e�e, qak i u limitu od jednog sloja (dvodimen-
zioni limit), je generalno otvorilo niz novih mogu�nosti za oblast dvodimenzionog
magnetizma i primenu dvodimenzionih magnetnih materijala [142, 143, 144, 145]. Uoq-
ene su nove magnetne osobine koje se razlikuju od osobina koje karakterixu trodimen-
zione magnetne sisteme [145]. Tako�e, za razliku od trodimenzionih magnetnih sis-
tema, za stabilizaciju dugodometnog magnetnog ure�e�a u dvodimenzionom magnetnom
sistemu k	uqna je magnetna anizotropija koja nastaje usled spin-orbit sprege. Spin-
orbit sprega je interakcija spinskog i orbitalnog ugaonog momenta jednog elektrona
(u ovom sluqaju jednog spina). Veliki broj prouqavanih dvodimenzionih magneta je is-
po	io jaku spinsku anizotropiju koja odgovara modelima sa Izingovim spinovima bilo
sa feromagnetnom ili antiferomagnetnom interakcijom u modelu, xto zavisi od tipa
materijala koji se koristi [145, 146]. Pogodnost dvodimenzionih magnetnih materi-
jala za spin-orbit spregu [147] i pove�ana funkcionalnost sistema dodava�em susednog
sloja od razliqitog materijala qine dvoslojne sisteme, i generalno vertikalno het-
erogene sisteme, pogodnim za xiru praktiqnu primenu, od senzora do skladixte�a
podataka [143].

Numeriqki je izuqavana dinamika promene znaka magnetizacije koja se uoqava na
histerezisnoj pet	i u sistemu sa spregnutim antiferomagnetnim i feromagnetnim
slojevima (u da	em tekstu AFM-FM dvosloj) sa ortogonalnom magnetnom anizotropi-
jom. Tokom simulacija u nisko-temperaturnom re�imu, spo	no magnetno po	e se sporo
pove�ava konstantnoom brzinom du� uzlazne grane histerezisa, a zatim se sporo sman-
juje konstantnom brzinom du� silazne grane histerezisne pet	e u nisko-temperaturnom
re�imu. Ispitane su osobine histerezisne pet	e u zavisnosti od jaqine interakcije
izme�u slojeva i deb	ine slojeva.
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6.1 Model i numeriqke metode

Sistem se sastoji od vertikalno spregnutih AFM i FM slojeva razliqitih deb	ina
sa kvadratnom rexetkom linearne du�ine L i sa malim stepenom neure�enosti. Ori-
jentacija spo	nog po	a i spinova je ortogonalna u odnosu na slojeve. Hamiltonijan
modela koji opisuje ovakav sistem je:

H = −
∑
〈ij〉∈F

JFσiσj−
∑
〈ij〉∈A

JASiSj−
∑

〈ij〉:i∈F ,j∈A

JσiSj−
∑
i∈F

hiσi−
∑
j∈A

hjσj−H(t)

(∑
i∈F

σi +
∑
j∈A

Sj

)
,

(6.1)
gde 〈ij〉 ukazuje da se sumira�e vrxi po najbli�im susedima (i, j); F oznaqava fero-
magnetni sloj dimenzija LxLxlF , gde je lF deb	ina sloja, sa spinovima σi; A oznaqava
antiferomagnetni sloj dimenzija LxLxlAF , gde je lAF deb	ina sloja, sa spinovima Si.
Prva dva qlana u jednaqini (6.1) uzimaju u obzir interakcije spinova unutar fero-
magnetnog i antiferomagnetnog sloja, redom, sa jaqinama izmenske interakcije JF i
JA. Tre�i qlan predstav	a interakciju izme�u feromagnetnog i antiferomagnetnog
sloja, tj. susednih spinova na granici dva sloja σi ∈ F i Sj ∈ A, sa jaqinom izmenske
interakcije J . Zbog ortogonalne anizotropije model je sastav	en od N Izingovih
spinova, tj. spinova koji uzimaju vrednosti σi = ±1 i Si = ±1. Posmatrani su
sistemi sa jednim feromagnetnim slojem, tj. lF = 1, dok je deb	ina antiferomag-
netnog sloja lAF slobodan parametar koji se varira. Konstante izmeneske interakcije
uzimaju vrednosti: JF = +1, JA = −1, dok se vrednost J varira. Neure�enost u
modelu je simulirana sluqajnim vrednostima magnetnog po	a, {hi}, koja se nezavisno
nasumiqno biraju za svaki qvor iz Gausove distribucije sa nultom oqekivanom vred-

nox�u ρ(h) =
1

R
√

2π
e−h

2/2R2
. Standardna devijacija ovako definisane distribucije se

obele�ava sa R i predstav	a meru magnetne neure�enosti u sistemu. Spo	no magnetno
po	e H(t) utiqe na sve spinove u sistemu i me�a se konstantnom brzinom tako da se
pro�e cela histerezisna pet	a, vixe reqi o metodu u nastavku.

Na sistem su nametnuti mexoviti graniqni uslovi. Du� vertikalne ose (z-ose)
graniqni uslovi su otvoreni, dok su du� preostale dve ose postav	eni zatvoreni
graniqni uslovi. Otvoreni graniqni uslovi du� deb	ine sistema se koriste da bi
se naglasila mala deb	ina u odnosu na ostale dve dimenzije, odnosno da bi se adek-
vatnije simulirali tanki sistemi. U poqetnom vremenskom trenutku, t = 0, sistem je
postav	en tako da svi spinovi imaju vrednosti σ = −1 i Si = −1, a spo	no po	e je
postav	eno na veliku negativnu vrednost H(t = 0) = −Hmax. Zatim, u svakom nared-
nom vremenskom trenutku, spo	no magnetno po	e se pove�ava za konstantnu vrednost
H → H + Ω na uzlaznom delu histerezisne pet	e, a sma�uje H → H − Ω na silaznom
delu pet	e. Lokalno efektivno po	e hσ,eff

i koje deluje na spin σi u feromagnetnom
sloju, i sliqno, hS,eff

i deluje na spin Si u antiferomagnetnom sloju, data su izrazima:

hσ,eff
i =

∑
〈j〉i∈F

JFσj +
∑
〈j〉i∈A

JSj +H(t) + hi; (6.2)

hS,eff
i =

∑
〈j〉i∈F

Jσj +
∑
〈j〉i∈A

JASj +H(t) + hi, (6.3)

gde se sumira�e vrxi po spinovima j koji su najbli�i susedi spina u qvoru i. Spin
je stabilan ako je �egova energija interakcije Ei = −µBheff

i σi negativna, Ei < 0, u
suprotnom je nestabilan. Borov magneton, µB, predstav	a magnetni dipolni moment
spina i isti je za sve spinove u sistemu. Nestabilni spinovi mogu da se preokrenu u
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slede�em vremenskom trenutku simulacije. Preokreta�e spina u feromagnetnom sloju
je odre�eno verovatno�om pi(t):

pFMi (t) = AFMexp

[
−σihσ,eff

i

T

]
, (6.4)

gde va�i kB/µB = 1. Temperatura je obele�ena sa T , a konstanta normira�a je

AFM = eσih
σ,eff
i /T + e−σih

σ,eff
i /T . Sliqno, verovatno�a za preokreta�e nestabilnog spina

u antiferomagnetnom sloju je:

pAFMi (t) = AAFMexp

[
−SihS,eff

i

T

]
, (6.5)

gde je konstanta normira�a AAFM = eSih
S,eff
i /T + e−Sih

S,eff
i /T . Poqetna vrednost spo	nog

magnetnog po	a, −Hmax, je izabrana tako da svi spinovi u sistemu budu u stabilnom
sta�u σi = −1 i Si = −1. Zatim se spo	no magnetno po	e pove�ava sve do vred-
nosti kada su svi spinovi stabilni u sta�u σi = 1 i Si = 1, qime se kompletira
prolazak kroz "uzlaznu" granu histerezisne pet	e. Posle toga, spo	no magnetno po	e
se opet sma�uje sve dok svi spinovi ne dostignu σi = −1 i Si = −1, qime se zat-
vara kreta�e po pet	i. Kao xto je ve� reqeno, u sistemu je neure�enost mala (u
odnosu na kritiqnu neure�enost za dvodimenzione feromagnete), temperatura u sim-
ulaciji je fiksirana na T = 0, 5, a brzina promene spo	nog magnetnog po	a iznosi
Ω = 0, 001. Pored promene spo	nog magnetnog po	a, spin iz stabilnog sta�a mo�e da
poremeti i preokreta�e susednog spina. Preokreta�e spinova na ovaj naqin izaziva
lavinu preokrenutih spinova u sistemu. Magnetizacija sistema po spinu se defin-
ixe kao broj spinova preokrenutih na gore minus broj spinova koji su preokrenuti
na dole, M(t) = (N+(t) − N−(t))/N . Zahva	uju�i antiferomagnetnoj interakciji
izme�u spinova u antiferomagnetnom sloju, qak i na niskim temperaturama u sistemu
uvek postoji odre�eni broj spinova koji se preokrenu na gore n+(t), a istovremeno
se odre�eni broj spinova preokre�e na dole n−(t). Vrednost signala u tom trenutku
iznosi m(t) = n+(t) − n+(t). Veza izme�u promene magnetizacije po spinu i jaqine
signala je data kao δM(t) = M(t+ 1)−M(t) = 2m(t)/N .

6.2 Rezultati

Na slici 6.1 prikazana je evolucija AFM-FM dvosloja kada se spo	no magnetno po	e
vodi po uzlaznoj grani histerezisne pet	e. Parametri koji najvixe utiqu na oblik
histerezisne pet	e su jaqina izmenske interakcije izme�u slojeva J , deb	ina antif-
eromagnetnog sloja lAF i jaqina magnetne neure�nosti u sistemu R. Ostali parametri
pri simulacijama nisu me�ani: L = 256, T = 0, 5 i Ω = 0, 001, osim ukoliko se ne
naznaqi drugaqije u tekstu. Rezultati su prikazani na slikama 6.2-6.4.

6.2.1 Oblik histerezisne pet	e i signala

Na slici 6.2 prikazane su histerezisna pet	a (na panelima (a)-(v)) i odgovaraju�i
signal (na panelima (g)-(�)) pri razliqitim neure�enostima sistema. Razmatran je
dvoslojni AFM-FM sistem (lF = lAF = 1) sa jaqinom izmenske interakcije izme�u
slojeva J = −2. Gor�i deo signala (pozitivni deo y-ose) odgovara uzlaznoj grani his-
terezisne pet	e, a do�i deo signala (negativni deo y-ose) odgovara silaznoj grani
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Slika 6.1: Na slici je ilustrovan AFM-FM dvosloj (lF = lAF = 1) sa jaqinom izmenske
interakcije izme�u slojeva J = −2. FM spinovi σi se nalaze u gor�em sloju a AFM
spinovi Si se nalaze u do�em sloju. Svi spinovi su ilustrovani strelicama. (a)
Poqetna konfiguracija spinova, pri velikom negativnom spo	nom magnetnom po	u
svi spinovi su preokrenuti na dole. (b-�) Trenutna konfiguracija spinova za date
vrednosti spo	nog magnetnog po	a H. Zelenim strelicama su obele�eni spinovi koji
su se preokrenuli pri datoj vrednosti spo	nog magnetnog po	a.

histerezisne pet	e. Prime�uje se da histerezisna pet	a nije glatka ve� postoje
izra�eni stepenici i platoi na obe grane xto je odlika antiferomagnetnih sistema sa
slabom neure�enox�u. Ovakvi platoi su uoqeni i eksperimentalno [148, 149, 150]. Sa
pove�a�em neure�enosti, platoi su slabije izra�eni na histerezisnoj krivi (videti
panel (v)). Xto se tiqe signala, broj pikova i �ihove pozicije ostaju neprome�ene,
ali se xirina pika me�a sa pove�a�em neure�enosti. Naime, pikovi u signalu se
jav	aju na pozicijama gde su prelazi izme�u platoa u histerezisnoj pet	i. Pri tim
vrednostima spo	nog magnetnog po	a, odre�ena grupa spinova postaje nestabilna i
preokre�e se (slika 6.1). Preokreta�e grupe spinova mo�e da uqini �ihove susede
nestabilnim i da pokrene lavinu. Me�utim, za razliku od qisto feromagnetnih sis-
tema, u antiferomagnetnom sloju postoje spinovi koji se preokre�u nazad na Si = −1
da bi dostigli energijski povo	nije sta�e pa usled antiferomagnetne interakcije u
sistemu postoje obrnuta preokreta�a koja qine propagaciju lavine kompleksnijom u
odnosu na qisto feromagnetne sisteme.

Panel 6.2(g) prikazuje signal za sistem sa ma�om vrednox�u neure�enosti. Poz-
itivan deo signala ima 6 ma�ih pikova koji odgovaraju preokreta�ima spinova u
antiferomagnetnom sloju, dok veliki pik na signalu odgovara preokreta�u spinova
u feromagnetnom sloju. Prvi pik se jav	a pri vrednosti spo	nog magnetnog po	a
H ≈ −6. Efektivno po	e koje deluje na spinove u antiferomagnetnom sloju pre nego
xto se spinovi preokrenu je hS,eff

i = H + (−4)(−1) + (−1)J + hi = H + 6 + hi; gde je
hi ≈ 0 usled male neure�enosti u sistemu. Dakle, spinovi Si = −1 u antiferomagnet-
nom sloju su stabilni sve dok spo	no magnetno po	e ne dostigne pribli�nu vrednost
H ≈ −6. Tada, neki od spinova (u zavisnosti od sopstvenih hi) postaju nestabilni i
mogu da se preokrenu. U idealnom sluqaju bez neure�enosti i neqisto�a, svaki drugi
spin u antiferomagnetnom sloju bi se preokrenuo priH = −6 usled antiferomagnetne
interakcije koja favorizuje antiparalelno ure�e�e spinova. Tada bi svaki spin u an-
tiferomagnetnom sloju imao 4 suprotno preokrenuta susedna spina (sloj bi mogao da
se podeli na dve podrexetke) i ovakvo sta�e je stabilno sve dok spo	no magnetno
po	e ne dostigne vrednost H = −4(−1)− (−1)J = 2 kada se spinovi iz feromagnetnog
sloja preokre�u (panel 6.2(g)). Me�utim, usled slabe neure�enosti, lokalna po	a u
nekim qvorovima su takva da spreqavaju preokreta�e spina pri H ≈ −6, pa neki od
spinova imaju jednog, dva ili tri nepreokrenuta suseda. Ovi nepreokrenuti spinovi
se onda preokre�u pri vrednostima po	a H ≈ −4,−2, 0, redom (videti slike 6.1(v)-(d)
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Slika 6.2: (a)-(v) Magnetizacija M u zavisnosti od promene spo	nog magnetnog po	a
H pri neure�enostima R = 0, 05, R = 0, 3 i R = 0, 9, redom. (g)-(�) Odgovaraju�i
signal magnetizacije m(t) u zavisnosti od promene spo	nog magnetnog po	a H pri
neure�enostima R = 0, 05, R = 0, 3 i R = 0, 9, redom. Sistem je dvoslojan AFM-FM,
lF = lAF = 1, sa konstantom izmenske interakcije izme�u slojeva J = −2.

i 6.2(g)). Kada spo	no magnetno po	e dostigne vrednost H = 2, spinovi u feromag-
netnom sloju koji su u kontaktu sa nepreokrenutim spinovima iz antiferomagnetnog
sloja postaju nestabilni. Na panelu 6.2(a) se vidi da histerezisna pet	a ima ve�i skok
pri vrednosti H ≈ 2 i promena magnetizacije usled tog skoka je ≈ 0, 5 − (−0, 5) = 1,
xto znaqi da se pola spinova u sistemu preokrenulo u tom trenutku, xto odgovara
celom feromagnetnom sloju u dvoslojnom sistemu. Da	e, kada se ceo feromagnetni
sloj preokrenuo, promenilo se i efektivno po	e koje deluje na spinove u antifero-
magnetnom sloju na granici dva sloja. Neki od spinova na granici dva sloja postaju
nestabilni i mogu da se preokrenu na vrednost Si = 1 (6.1(�)). Spinovi koji su os-
tali stabilni i nepreokrenuti se preokre�u pri vrednostima spo	nog magnetnog po	a
H ≈ 4 i H ≈ 6, u zavisnosti od susednih spinova (6.1(e)-(�)). U tom trenutku svi
spinovi su stabilni u sta�u σ = 1 i Si = 1 i uzlazna grana histerezisne pet	e je
kompletirana. Kada spo	no magnetno po	e poqne da se sma�uje, spinovi postaju nesta-
bilni i proces je analogan prethodno opisanom, samo u obrnutom smeru. Da su procesi
du� uzlazne i silazne grane histerezisne pet	e analogni mo�e da se vidi na slici
6.2 jer su sve histerezisne pet	e antisimetriqne u odnosu na taqku (M,H) = (0, 0),
tj. M(−H) ≈ −M(H). Sa pove�a�em parametra neure�enosti R, mogu da se jave
ve�e vrednosti sluqajnih po	a, kako negativnih tako i pozitivnih. Zbog toga, neki
spinovi u sistemu mogu da se preokrenu ranije ili kasnije nego pri ni�oj neure�enosti
pa se pikovi na grafiku signala xire, paneli 6.2(d)-(�). Sa pove�a�em neure�enosti
pikovi se xire i poqi�u da se preklapaju xto dovodi do nastanka kontinualnog ta-
lasa magnetizacije. Istrovremeno, histerezisna pet	a gubi jasno izra�ene platoe i
postaje glatka 6.2(v).

Oblik histerezisne pet	e mo�e da	e da se me�a sa promenom deb	ine antifero-
magnetnog sloja. Dodava�em dodatnih antiferomagnetnih slojeva dovodi do stvara�a
mnogobrojnih platoa na histerezisnoj pet	i, a samim tim i pikova na signalu magneti-
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Slika 6.3: Prikazane su histerezisne pet	e (gor�i paneli) i odgovaraju�i signal
magnetizacije (do�i paneli) za heterostrukturu: (a,g) i (b,d) sa jednim feromagnetnim
slojem i razliqitim deb	inama antiferomagnetnog sloja i sa slabom neure�enox�u
R = 0, 05 i pozitivnom konstantom izmenske interakcije izme�u slojeva J = 0, 5; (v,�)
sa jednim antiferomagnetnim slojem i sa variranom deb	inom feromagnetnog sloja, sa
slabom neure�enox�u R = 0, 01 i pozitivnom konstantom izmenske interakcije izme�u
slojeva J = 0, 5. Umetnute slike na do�im panelima su uveliqani signali za uzlaznu
(gor�e umetnute slike) i silaznu (do�e umetnute slike) granu histerezisne pet	e.

zacije. Na slici 6.3(a),(b ) izdvojeni su reprezentativni primeri histerezisne pet	e
sa variranom deb	inom antiferomagnetnog sloja lAF pri fiksiranoj neure�enosti
R = 0, 05 i slabo spregnutom izmenskom interakcijom izme�u dva sloja J = 0, 5. Odgo-
varaju�e fluktuacije magnetizacije za ova dva panela su date na panelima 6.3(g),(d).
U ovom sluqaju radi se o troslojnom sistemu sa jednim feromagnetnim slojem i an-
tiferomagnetnim slojem deb	ine lAF = 2. Feromagnetni sloj je postav	en iznad
antiferomagnetnih slojeva pa je gor�i antiferomagnetni sloj u kontaktu i sa fer-
omagnetnim i sa antiferomagnetnim slojem, dok je do�i antiferomagnetni sloj u
kontaktu samo sa antiferomagnetnim slojem. Zbog ovoga, spinovi u ovom sloju uticaj
feromagnetnog sloja ose�aju posredno i dinamika se razlikuje xto dovodi do stvara�a
dodatnih pikova u signalu magnetizacije, tj. dodatnih platoa u histerezisnoj pet	i.
Ovi pikovi su predstav	eni crvenom isprekidanom linijom na slici 6.3(g) za lAF = 2.
Dodava�em jox jednog antiferomagnetnog sloja, lAF = 3, nastaje jox vixe pikova u
signalu magnetizacije, predstav	eno 	ubiqastom bojom na panelu 6.3(g).

Me�utim, dodava�em u sistem vixe od tri antiferomagnetna sloja, lAF > 3, u kon-
takt sa jednim feromagnetnim slojem ne stvara dodatne pikove u signalu i platoe na
histerezisnoj krivi, slika 6.3(b ),(d). Naime, ubaciva�em vixe od tri antiferomag-
netna sloja u sistem, pove�ava se grupa spinova sa jednakom povezanos�u sa ostalim
spinovima - 6 antiferomagnetnih veza. Zbog toga, broj pikova i �ihove pozicije os-
taju neprome�ene jer je dinamika ista kao sa tri antiferomagnetna sloja, samo se
ve�a grupa spinova preokre�e, pa se jedino intezitet pika me�a. Me�utim, iako broj
platoa ostaje neprome�en (jednak broju pikova), oblik histerezisne pet	e se me�a
sa pove�a�em lAF , slika 6.3(b ). Naime, centralna pet	a u histerezisu je direktno
povezana sa spinovima u feromagnetnom sloju i povrxina koju obuhvata se sma�uje
sa sma�e�em broja feromagnetnih slojeva u odnosu na ukupan broj slojeva u sistemu,
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pa pove�a�e broja antiferomagnetnih slojeva sma�uje povrxinu koju obuhvata his-
terezisna pet	a. Tako�e, vidi se da se vrednost koercitivnog po	a, vrednost spo	nog
magnetnog po	a pri kom magnetizacija me�a znak, ne me�a sa promenom deb	ine an-
tiferomagnetnog sloja.

Uticaj deb	ine feromagnetnog sloja na histerezisnu pet	u i odgovaraju�i sig-
nal magnetizacije je prikazan na panelima 6.3(v),(�), gde je deb	ina antiferomag-
netnog sloja fiksirana na lAF = 1 a konstanta izmenske interakcije izme�u slojeva
na J = 0, 5. Pore�e�em panela (a) i (v) vidi se da broj platoa ostaje isti i pored
promene deb	ine feromagnetnog sloja. Me�utim, vrednost koercitivnog po	a raste sa
pove�a�em deb	ine feromagnetnog sloja. Usled feromagnetne sprege me�u slojevima
i slabe neure�enosti, praktiqno se svi spinovi u feromagnetnim slojevima preokre�u
kada se pokrene lavina preokreta�em prvog spina. Dakle, mogu da se razlikuju dva
sluqaja, kada je deb	ina feromagnetnog sloja lF = 1 i lF > 1. Za sluqaj lF = 1, spinovi
u kontaktu sa antiferomagnetnim slojem se preokre�u kada je vrednost spo	nog mag-
netnog po	a pribli�no H ≈ −(−4) − |J | = 3, 5, videti crnu punu liniju na panelu
6.3(�). Sa druge strane, kada je lF > 1, na primer lF = 3 (crvena isprekidana linija) i
lF = 5 (	ubiqasta linija), vrednost spo	nog magnetnog po	a je H ≈ −(−5)−|J | = 4, 5.

6.2.2 Koercitivno po	e

Vrednost koercitivnog po	a Hc, po	a pri kom magnetizacija me�a znak, je jedna od
bitnih karakteristiqnih osobina koje se izuqavaju u AFM-FM heterostrukturama
[151, 152]. U gore opisanom sistemu sa slabom magnetnom neure�enox�u, koercitivno
po	e se poklapa sa vrednox�u spo	nog magnetnog po	a pri kom se preokre�e ceo fer-
omagnetni sloj. Pribli�no polovina spinova u antiferomagnetnom sloju (koji qine
podrexetku) �e se preokrenuti pre nego xto se preokrene feromagnetni sloj (za nultu
neure�enost R → 0 taqno polovina spinova iz AFM sloja). Zbog toga, magnetizacija
ima negativnu vrednost sve dok se ne dostigne dovo	no veliko spo	no magnetno po	e da
pokrene preokreta�e feromagnetnog sloja. Poklapa�e vrednosti koercitivnog po	a
sa trenutkom preokreta�a feromagnetnog sloja mo�e da se vidi na slikama 6.2-6.4.

U prethodnoj podsekciji je objax�eno da vrednost koercitivnog po	a ne zavisi od
deb	ine antiferomagnetnog sloja, ali zavisi od toga da li je deb	ina feromagnetnog
sloja lF = 1 ili lF > 1. Na slici 6.4(a),(b ) je pokazano da jaqina izmenske interakcije
izme�u slojeva J bitno utiqe na vrednost koercitivnog po	a. Xta vixe, vrednost ko-
ercitivnog po	a zavisi od apsolutne vrednosti jaqine izmenske interakcije izme�u
slojeva |J |. Ovo mo�e da se vidi na slici 6.1(d),(�), gde je broj spinova koji pokazuju
na dole i gore u antiferomagnetnom sloju pribli�no jednak dok se jox spinovi u fer-
omagnetnom sloju nisu preokrenuli. Ako bi se tada promenio znak veliqine J , uticaj
koji imaju spinovi iz antiferomagnetnog sloja na spinove u feromagnetnom sloju bi
ostao pribli�no isti i Hc se ne bi promenilo (ovo postaje jox taqnije za velike
sisteme). Sa druge strane, ostale osobine histerezisne pet	e i pozicija relevantnih
pikova u signalu magnetizacije se me�aju na promenu znaka od J , slika 6.4(g)(d).

Kada R → 0, u feromagnetnom sloju prvi spin �e da se preokrene pri vrednosti
spo	nog magnetnog po	a H ≈ 5 − |J | za lF > 1 i H ≈ 4 − |J | za lF = 1, xto pokre�e
lavinu koja pro�ima ceo feromagnetni sloj. Kao xto je ve� naznaqeno, odstupa�e od
egzaktne jednakosti (tj. od H = 5 − |J |) je usled postoja�a male neure�enosti u sis-
temu. Verovatno�a da je lokalno po	e nekog spina ve�e od vrednosti hi = 5− |J | −H
(ili hi = 4− |J | −H za sluqaj lF = 1) je p =

1

R
√

2π

∫∞
hi
e−h

2/2R2
dh. Sa druge strane, ta

verovatno�a bi trebalo da odgovara verovatno�i p =
1

L2/2
da se preokrene poqetni spin
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Slika 6.4: Histerezisne pet	e AFM-FM slojevitog sistema za razliqite jaqine iz-
menske interakcije izme�u slojeva J = ±0, 5 (panel (a)); i J = ±2 u pore�e�u sa
J = 0, 5 (panel (b )). Drugi parametri koji opisuju sistem su fiksirani: L = 256,
R = 0, 05, lF = 1, lAF = 4. Odgovaraju�i signali magnetizacije u zavisnosti od
spo	nog magnetnog po	a prikazani su na panelima (g) i (d). Na panelu (v) prikazana
je vrednost koercitivnog po	a Hc u zavisnosti od jaqine izmenske interakcije in-
terakcije izme�u slojeva J pri razliqitim neure�enostima R = 0, 05 i R = 0, 3. Na
panelu (�) prikazana je zavisnost koercitivnog po	a od linearne dimenzije sistema
L pri parametrima R = 0, 05, J = 0, 5, lF = 1, lAF = 4.
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Slika 6.5: Raspodele veliqine lavina (a) i visine signala (b ) za AFM-FM dvosloj
i za razliqite neure�enosti sistema. (v) Histogram visine signala za fiksnu
neure�enost i razliqite deb	ine antiferomagnetnog sloja.

koji pokre�e lavinu koja pro�ima ceo feromagnetni sloj. Kombinova�em ove dve jed-

naqine dobija se izraz
1

R
√

2π

∫∞
hi
e−h

2/2R2
dh =

1

L2/2
, tj.

1√
π

(√
π

2
−
√
π

2
erf

(
hi

R
√

2

))
=

1

L2/2
. Iz ovog izraza se dobijaju jednaqine za odre�iva�e vrednosti koercitivnog

po	a:

Hc = 5− |J | −R
√

2erf−1

(
1− 2

L2/2

)
, (6.6)

Hc = 4− |J | −R
√

2erf−1

(
1− 2

L2/2

)
(6.7)

za deb	ine feromagnetnog sloja lF > 1 i lF = 1, redom.
Jednaqine (6.6) i (6.7) daju teorijsko predvi�a�e vrednosti koercitivnog po	a za

razne parametre sistema i za malu neure�enost sistema. Na slici 6.4(v) prikazano je
pore�e�e numeriqki dobijenih vrednosti Hc sa teorijski predvi�enim vrednostima
za razliqite vrednosti J i za dve razliqite neure�enosti, R = 0, 05 i R = 0, 3.
Pri ma�oj neure�enosti sistema, R = 0, 05, teorijsko predvi�a�e se dobro sla�e sa
numeriqki dobijenim vrednostima iz simulacija u celom opsegu parametra J ∈ [−2, 2].
Za nexto ve�u neure�enost, R = 0, 3, teorijsko predvi�a�e se ne poklapa sa numeriqki
dobijenim vrednostima na krajevima intervala parametra J . Kako neure�enost raste,
vrednost spo	nog magnetnog po	a potrebna da se preokrene prvi spin u feromagnetnom
po	u opada. Me�utim, pri takvim neure�enostima mala je verovatno�a da �e prvi
preokrenuti spin da pokrene lavinu jer efektivna po	a susednih spinova i da	e imaju
veliku negativnu vrednost. Zbog toga, potrebna je ve�a vrednost spo	nog magnetnog
po	a da bi se pokrenula lavina u feromagnetnom sloju. Na slici 6.4(�) prikazane
su i teorijske i numeriqki dobijene vrednosti Hc u zavisnosti od du�ine linearne
dimenzije sistema L. U ovom opsegu parametara jednaqine (6.6) i (6.7) dobro opisuju
dobijene numeriqke vrednosti.

6.2.3 Lavine u antiferomagnetno-feromagnetnoj heterostruk-
turi

Lavina preokreta�a spinova je jedna od karakteristiqnih osobina kolektivnog di-
namiqkog ponaxa�a na histerezisnoj pet	i. U feromagnetnim sistemima, propa-
gacija lavine je dobro objax�ena. Preokreta�e spina me�a lokalno efektivno po	e
svojim susedima, zbog qega se preokre�u, i ovaj kaskadni proces se nastav	a sve dok
se eventualno ne zaustavi usled neure�enosti sistema predstav	ene sluqajnim po	em
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u qvorovima. Me�utim, ovakva prostorna slika propagacije ne va�i za antifero-
magnetne sisteme i AFM-FM slojeve. U antiferomagnetnom sloju, spinovi koji se
preokre�u pripadaju istoj podrexetki a �ihovi susedi pripadaju drugoj podrexetki i
da bi se oni preokrenuli potrebno je da spo	no magnetno po	e dostigne odre�ene vred-
nosti na kojima su pozicionirani pikovi u signalu. Prisustvo slabe neure�enosti
naruxava uniformnost spinskih podrexetki u antiferomagnetnom sloju. Kako u
ovakvim sistemima nije trivijalno ustanoviti xta sve qini lavinu zbog spinova koji
mogu da se preokrenu nazad sa Si = 1 na Si = −1 u antiferomagnetnom sloju, lavina
�e biti definisana kao deo signala koji se nalazi izme�u dva uzastopna pada signala
na nulu. Na slici 6.5(a) prikazano je kako se me�a raspodela vrliqine lavine sa
pove�a�em neure�enosti u AFM-FM dvosloju sa jaqinom izmenske interakcije izme�u
slojeva J = 0, 5. Za male neure�enosti, skoro svi spinovi u feromagnetnom sloju se
preokre�u prilikom jedne velike lavine, dok su druge ma�e lavine usled preokreta�a
spinova u antiferomagnetnom sloju. Kako se neure�enost pove�ava, ma�e lavine se
pojav	uju i u feromagnetnom sloju, dok u antiferomagnetnom sloju mogu da se pojave
i ve�e lavine. Na kraju, uoqava se ponaxa�e raspodele veliqine lavina po stepenom
zakonu i podse�a na lavine u okolini kritiqne taqke za feromagnetni Izingov model
sa sluqajnim po	em.

Istovremeno, promena raspodele veliqina lavina prouzrokovana pove�a�em neure-
�enosti u sistemu propra�ena je i promenom strukture signala. Xire raspodele za
visinu signala usled pove�a�a neure�enosti su prikazane na slici 6.5(b ). Sa druge
strane, za istu neure�enost, visina signala se me�a i sa promenom deb	ine antifer-
omagnetnog sloja, xto je prikazano na slici 6.5(v).
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Glava 7

Zak	uqak

Doga�aji sa lavinskom relaksacijom imaju sve ve�i znaqaj i uticaj na svakodnevni
�ivot u XXI veku. Posledice pojava kao xto su zem	otresi, xire�e virusa i razni
drugi, apostrofirale su potrebu da se mehanizam evolucije ovakvih kritiqnih doga�aja
izuqi i razume, sa krajnim ci	em da se pokuxa da se kontrolixu, makar u nekoj meri,
i spreqe ne�e	eni ixodi. U ovoj glavi su diskutovani rezultati iz prethodne tri
glave i izvedeni su zak	uqci na osnovu analiziranih rezultata.

7.1 Diskusija metoda za identifikova�e postoja�a

kritiqnog ponaxa�a u neravnote�nim neure�e-

nim sistemima

Prvi korak ka kontroli kritiqnog doga�aja jeste provera da li posmatrani sistem is-
po	ava kritiqno ponaxa�e. Nijedan od standardno korix�enih metoda nije egzaktan,
numeriqke metode se suoqavaju sa efektima usled konaqnosti simuliranog sistema, dok
teorijske metode (poput renormalizacione grupe) koriste vixe ili ma�e robusne al-
goritme i odre�ene aproksimacije u ci	u dostiza�a rexe�a. Stoga je postoja�e i poz-
nava�e vixe metoda za izuqava�e kritiqnih doga�aja od velikog znaqaja za pouzdanost
utvr�iva�a ove pojave. Nov metod za proveru da li posmatrani sistem mo�e da ispo	i
kritiqno ponaxa�e je opisan u glavi 4. Prednost ovog metoda je xto je br�i jer je
potreban ma�i broj simulacija nego za druge metode. Ipak, opisani metod mo�e da
poslu�i samo za odre�iva�e kritiqne neure�enosti ali ne i kritiqnih eksponenata.
Sa druge strane, metodi zasnovani na kolapsira�u krivih mogu nekada da navedu na
pogrexne zak	uqke, kao u sluqaju sa dvodimenzionim sistemom sa rexetkom u obliku
sa�a koji nema netrivijalno kritiqno ponaxa�e. Primenom opisanog metoda, ovakve
grexke mogu da se izbegnu. Rezultati dobijeni ovim metodom se sla�u sa prethodno
dobijenim rezultatima u oblasti [153, 130, 100, 115, 136, 137, 138]. Me�utim, rezul-
tati nekih istra�iva�a na neravnote�nom Izingovom modelu sa sluqajnim po	em,
prikazani u radovima [154] i [139], prezentuju nexto drugaqije vrednosti za kritiqne
neure�enosti od vrednosti prikazanih u ovoj disertaciji. Razlika u vrednostima se
jav	a usled drugaqijeg mehanizma evolucije modela u pomenutim radovima. Naime, u
pomenutim radovima, motivisanim eksperimentima o prodorima fluida kroz porozne
materijale, izuqavani su spinski modeli u kojima mogu da se preokrenu samo spinovi
koji su u kontaktu sa frontom koji se xiri. Stoga ne dolazi do stvara�a matrice os-
trva preokrenutih spinova pre pro�imaju�e lavine pa se mehanizam evolucije bitno
razlikuje kao xto je u glavi 5 pokazano da je formacija ove matrice preokrenutih
ostrva k	uqna za nastanak pro�imaju�e lavine.
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Slika 7.1: Vrednosti kritiqnog po	a za regularan dvodimenzioni sistem kvadratne
rexetke veliqine 1024 x 1024 spinova (simbol kvadrata) i za trodimenzioni sistem sa
kubnom rexetkom veliqine 1024 x 1024 x 1024 sa poqetno postav	enim pro�imaju�im
interfejsom (simbol kruga). Prava linija je fit dobijen jednaqinom (4.4).

Na slici 7.1, prikazane su vrednosti kritiqnog po	a za regularan dvodimenzioni
sistem sa kvadratnom rexetkom i za trodimenzioni sistem sa kubnom rexetkom i sa
poqetno postav	enim pro�imaju�im interfejsom (interfejs je cela strana kocke).
Linearna du�ina oba sistema je L = 1024 spinova. Da bi ova dva sistema mogla da
se porede, na dvodimenzioni sistem su prime�eni zatvoreni graniqni uslovi dok su
na trodimenzioni sistem prime�eni otvoreni graniqni uslovi du� ose normalne na
postav	eni pro�imaju�i interfejs i zatvoreni graniqni uslovi du� preostale dve
ose. Prime�uje se da se vrednosti kritiqnog po	a poklapaju i van opsega neure�enosti
za koje va�i jednaqina (4.4). Dakle, evolucija sistema sa poqetno postav	enim pro�i-
maju�im interfejsom u oblasti niskih neure�enosti je sliqna kao za sistem qija je
prostorna dimenzija ma�a za jedan. Evolucija ovakvog trodimenzionog sistema se ne
odvija preokreta�em pojedinaqnih spinova ve� preokreta�em qitavih ravni spinova
pa se sistem tokom evolucije efektivno ponaxa kao regularan dvodimenzioni sistem
istih linearnih dimenzija. Sliqno, dvodimenzioni sistemi sa poqetno postav	enim
pro�imaju�im interfejsom, koji qini celu ivicu rexetke, efektivno se ponaxa kao
regularan jednodimenzioni sistem.

Bitno je napomenuti da se kao rezultat za kritiqnu neure�enost za dvodimenzioni
sistem sa kvadratnom rexetkom dobija Rc = 0, 54 > 0 xto se sla�e sa [100], dok je za
dvodimenzioni sistem sa rexetkom u obliku sa�a Rc = 0, iako su obe rexetke dvodi-
menzione. Ovaj zak	uqak je u skladu sa prethodno dobijenim rezultatima [60, 138], a
to je da kritiqno ponaxa�e modela ne odre�uje samo prostorna dimenzija modela ve�
kombinacija prostorne dimenzije i broja najbli�ih suseda, tj. topologija rexetke.
Zbog ovih novih zak	uqaka, potrebno je da se uradi revizija definicija klasa uni-
verzalnosti za klasu Izingovog modela sa sluqajnim po	em.

Osim primene na Izingovom modelu sa sluqajnim po	em, metod opisan u glavi 4
mo�e da se primeni i na razne druge neravnote�ne sisteme. U raznim medijumima
mogu da se postave odgovaraju�i poqetni interfejsi i da se analizom utvrdi da li
posmatrani uzorak mo�e da ispo	i kritiqno ponaxa�e. Tako�e, ovaj metod bi mogao
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da deluje kao spona izme�u teorijskog i eksperimentalnog istra�iva�a. Sama primena
modela ne mo�e da opixe realnu neure�enost u uzorku. Me�utim, sa primenom ove
metode, u eksperimentalnoj postavci mo�e da se postavi jako magnetno po	e koje deluje
sa jedne strane uzorka pa bi ova strana uvek imala "preokrenute spinove" qime bi se
formirao poqetni interfejs.

Dakle, metod opisan u glavi 4 mo�e da poslu�i za identifikova�e netrivijalnog
kritiqnog ponaxa�a u neravnote�nim sistemima, sa fokusom na atermalni Izin-
gov model sa sluqajnim po	em. U paramagnetnoj fazi vrednost spo	nog magnetnog
po	a pri kom susceptibilnost dosti�e maksimum se ne me�a, bez obzira na to da
li sistem ima poqetno postav	en (konaqan ili pro�imaju�i) interfejs ili ne. Za
razliku od paramagnetne faze, u feromagnetnoj fazi postoja�e poqetno postav	enog
pro�imaju�eg interfejsa sni�ava vrednosti efektivnog kritiqnog po	a u odnosu
na vrednosti sistema sa konaqnim interfejsom. Sa pa�	ivo izabranim veliqinama
konaqnog poqetnog interfejsa u simulacijama, modelovano je ponaxa�e sistema u ter-
modinamiqkom limitu i dobijene su vrednosti kritiqne neure�enosti za trodimen-
zioni sistem sa kubnom rexetkom, dvodimenzioni sistem sa kvadratnom rexetkom i
za dvodimenzioni sistem sa rexetkom u obliku sa�a. Dobijeni rezultati se sla�u sa
prethodnim rezultatima ostvarenim u ovoj oblasti xto je dobar pokazate	 da je metod
ispravan.

7.2 Diskusija o mehanizmu propagacije lavine u

trodimenzionim neure�enim sistemima

Rezulati prikazani u glavi 5 jasno ukazuju na to da je formacija matrice ostrva
preokrenutih spinova neophodna za stvara�e pro�imaju�e lavine, tj. generalnije, da
bi doxlo do pojave kritiqnog doga�aja u sistemima koji mogu da se opixu neravnote�-
nim neure�enim modelima, neophodno je da se formira odre�ena struktura podrxke u
posmatranim sredinama. Prethodna istra�iva�a u oblasti su se vixe fokusirala na
uticaj veliqine interfejsa na pojav	iva�e pro�imaju�e lavine, dok uticaj matrice
preokrenutih ostrva nije ispitivan [140, 141, 120]. Sa druge strane, istra�iva�a u
[139, 140] su bila motivisana eksperimentima prodora fluida kroz porozne mater-
ijale i model, zasnovan na Izingovom modelu sa sluqajnim po	em, je imao poqetno
postav	en interfejs i mogli su da se preokrenu samo spinovi koji su u kontaktu sa
frontom koji se xiri (dinamika propagacije fronta). Zak	uqci izvedeni iz rezul-
tata dobijenih ovakvim modelom se znatno razlikuju od zak	uqaka izvedenih u ovoj
disetaciji gde model dozvo	ava da se preokrene bilo koji nestabilan spin u sistemu
(dinamika nukleacije). Kao xto je prikazano u glavi 5, ukoliko se u sistemu pre
pojav	iva�a pro�imaju�e lavine ne formira matrica preokrenutih ostrva, lavina
mnogo te�e propagira i ne pro�ima sistem.

Postoja�e interfejsa velikih dimenzija nije dovo	no za nastaja�e pro�imaju�e
lavine kad u sistemu nije formirana matrica preokrenutih ostrva, ali ipak utiqe
da lavina lakxe pro�me sistem nego xto bi u prisustvu interfejsa ma�ih dimenzija.
U ekstremnim situacijama, veliqina interfejsa mo�e da bude jednaka popreqnom pre-
seku sistema (tzv. pro�imaju�i interfejs). U prethodnoj podsekciji je i objax�eno da
interfejs ove veliqine pri malim neure�enostima efektivno sma�uje prostornu di-
menziju sistema za jedan, tj. lavina propagira "stranicu po stranicu" pa je ponaxa�e
sistema sliqno kao ponaxa�e regularnog sistema koji ima jednu prostornu dimenziju
ma�e. Me�utim, pro�imaju�i interfejsi mogu da imaju veoma veliki uticaj na rezul-
tate dobijene kompjuterskim simulacijama, a samim tim i na zak	uqke koji se iz tih
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rezultata izvode. Za ma�e sisteme lavina, potpomognuta pro�imaju�im interfejsom,
mo�e da pro�me sistem iako ga ne bi pro�ela da su dimenzije sistema ve�e. Ovo
mo�e da bude razlog za neoqekivane rezultate objav	ene u [120, 116] i/ili razlog iza
neslaga�a rezultata izme�u [141] i [100].

Postoji dosta rezultata o osobinama sistema i karakteristikama lavina u param-
agnetnoj fazi, me�utim, nijedno istra�iva�e do sad nije bilo fokusirano na lokalne
uslove okru�e�a usled kojih ne dolazi do pojave pro�imaju�e lavine u datoj fazi,
tj. pri neure�enostima R > Rc. Rezultati prikazani u glavi 5 mogu da budu putokaz
za da	e istra�iva�e povodom ovog pita�a. Na slici 5.2 se vidi da preokrenuta os-
trva stvaraju odre�ene "puteve" kroz sistem kroz koje lavina mo�e lakxe da pro�e.
Me�utim, stvara�e vixe ostrva u sistemu mo�e da "zaguxi" sistem i da se lavina
ugasi. Tada bi prelazak iz feromagnetne u paramagnetnu fazu bio trenutak kada tes-
naci stvoreni izme�u ostrva prestaju da olakxavaju propagaciju lavine ve� poqnu da
je ometaju i zaguxuju.

Sumiraju�i rezultate, predstav	ena je studija o neophodnim uslovima za nastaja�e
kritiqnih doga�aja, kao xto je beskonaqna lavina, u trodimenzionom sistemu sa ekvi-
lateralnom kubnom rexetkom na atermalnom Izingovom modelu sa sluqajnim po	em
gde je spo	no magnetno po	e adijabatski me�ano. Fokus studije je bio na lokalnim
uslovima koji dovode do ispo	ava�a kritiqnog ponaxa�a. Pokazano je da ostrva
preokrenutih spinova formiraju matricu ostrva kroz sistem koja slu�i kao struk-
tura podrxke za lavinu da pro�me sistem. Kada je formira�e matrice preokrenutih
ostrva naruxeno, lavina ne mo�e da pro�me ceo sistem pri istoj kritiqnoj vred-
nosti spo	nog magnetnog po	a. Qak ni postav	a�e poqetnog interfejsa uz poqetni
spin od kog kre�e pro�imaju�a lavina nije dovo	no da lavina pro�me sistem kada je
formira�e matrice preokrenutih ostrva naruxeno. Tako�e, qak i kada se relaksiraju
lokalni uslovi za preokreta�e spinova na uslov da se spin iz ostrva (a samim tim
i celo ostrvo) preokrene ako mu je preokrenut bilo koji sused, lavina ne uspeva da
pro�me sistem jer ne mo�e da stigne do spinova u ostrvu. Bez preokrenutih spinova
iz ostrva, spinovima na obodu ostrva efektivno po	e ostaje neprome�eno i barijera je
previsoka za lavinu da je savlada. Time je apostrofiran je znaqaj formira�a matrice
preokrenutih ostrva za nastaja�e pro�imaju�e lavine, tj. potrebno je da se formira
odre�ena struktura koja �e da podr�i nastaja�e kritiqnog doga�aja.

Prouqava�e mehanizma evolucije i uslova za formira�e kritiqnog doga�aja je od
presudnog znaqaja jer bi u budu�nosti to zna�e moglo da se primeni u spreqava�u i/ili
br�em suzbija�u pandemije, kontrolisanom sma�e�u efekta zem	otresa, predvi�a�u
naglih uspona i padova finansijskog tr�ixta, itd. Fokus da	eg istra�iva�a �e
biti na predlozima za kontrolu uslova koji utiqu na stvara�e kritiqnog doga�aja.

7.3 Diskusija u vezi sa mehanizmom evolucije

antiferomagnetno-feromagnetne heterostrukture

U glavi 6 istra�ena je zavisnost izme�u arhitekture heterosloja saqi�enog od spreg-
nutih feromagnetnih i antiferomagnetnih slojeva i dinamiqkih pojava na histerezis-
noj pet	i. Sistem je opisan sa Izingovim modelom sa sluqajnim po	em pri malim
neure�enostima i niskim temperaturama. Spo	no magnetno po	e je prvo pove�avano
du� uzlazne grane histerezisne pet	e, a zatim je vrednost spo	nog magnetnog po	a
sma�ivana du� silazne grane histerezisne pet	e. Rezultati pokazuju da se u his-
terezisnoj pet	i jav	aju platoi koji su karakteristiqni za antiferomagnetnu inter-
akciju, a da feromagnetna interakcija i preokreta�e feromagnetnog sloja utiqu na
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centralnu pet	u. Broj platoa zavisi od deb	ine antiferomagnetnog sloja i jaqine
izmenske interakcije izme�u slojeva, xto je u skladu sa do sad ostvarenim eksper-
imentalnim rezultatima u oblasti [155, 156]. Fluktuacije magnetizacije se jav	aju
na prelazu izme�u dva platoa kao niz talasa�a magnetizacije i na �ihov oblik (vis-
inu i xirinu pika) utiqu neure�enost i stalna promena spo	nog magnetnog po	a.
Svaki talas magnetizacije odgovara grupi spinova u modelu koja pri datoj vrednosti
spo	nog magnetnog po	a postaje nestabilna i preokre�e se. Razliqite grupe nesta-
bilnih spinova se jav	aju usled uzajamnog dejstva slabih lokalnih sluqajnih po	a,
pripadnosti odre�enoj podrexetki u antiferomagnetnom sloju i jaqine izmenske in-
terakcije izme�u slojeva. Sa druge strane, na vrednosti koercitivnog po	a utiqu
jaqina izmenske interakcije izme�u slojeva i morfologija i deb	ina feromagnetnog
sloja. Tako�e, po izvedenim jednaqinama (6.6) i (6.7), na vrednost koercitivnog po	a
utiqu i neure�enost u sistemu i dimenzije rexetke sistema.

U limitu R → 0, xirina pikova fluktuacije magnetizacije tako�e te�i nuli, tj.
grupa spinova koja se preokre�e u datom piku se preokre�e pri istoj vrednosti spo	nog
magnetnog po	a. Me�utim, sa postoja�em neure�enosti u sistemu, neki od spinova se
preokre�u pri nexto ma�oj ili nexto ve�oj vrednosti spo	nog magnetnog po	a pa
pikovi fluktuacije magnetizacije imaju xirinu. U odre�enom opsegu neure�enosti
signal pada na nulu. Pri ovim vrednostima neure�enosti, mogu da se identifikuju
lavine na grafiku fluktuacije magnetizacije, kao i distribucija veliqina lavina,
analogno analizama u feromagnetnom atermalnom Izingovom modelu sa sluqajnim
po	em. Ipak, postoja�e kritiqne neure�enosti u kojoj termodinamiqki potencijali
imaju stepenu zakonitost u AFM-FM heterostrukturi i da	e ostaje otvoreno pita�e.
Tako�e, za budu�e istra�iva�e ostaju i pita�a o uticaju brzine vo�e�a spo	nog mag-
netnog po	a, konkretnijem uticaju temperature (model je simuliran pri niskim tem-
peraturama) i dvosloja sa slo�enijom morfologijom (npr. struktura borofena [157]).
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Prilog A

Numeriqki kod

Za dobija�e rezultata u glavama 4 i 6 korix�eni su numeriqki kodovi sa "sorted list"
algoritmom koje je implementirao profesor dr �or�e Spasojevi� u Fortran program-
skom jeziku.

Za potrebe izuqava�a mehanizma propagacije lavine u glavi 5, napisan je nu-
meriqki kod u programu Wolfram Mathematica. Izlaz ovog numeriqkog koda je datoteka
sa koordinatama preokrenutih spinova i sa vrednostima spo	nog magnetnog po	a pri
kojima su dati spinovi preokrenuti. Kod je dat u celosti u nastavku.

*******************************************************************************
L1 = 100;
L2 = 100;
L3 = 100;
numRuns = 1;
OpClWidth = 1;
OpClLength = 1;
OpClHeight = 1;
directory = NotebookDirectory[];
InterfaceY N = 0; (*Uk	uqiva�e interfejsa, 1 za da, 0 za isk	uqiva�e*)
InterfaceP ivotPointX = 14;
InterfaceP ivotPointY = 14;
InterfaceP ivotPointZ = 14;
InterfaceLengthX = 3;
InterfaceLengthY = 3;
InterfaceLengthZ = 3;

(*Funkcija efektivnog po	a* )

heff [x , y , z ,matrix1 ,matrix2 , HField , l1 , l2 , l3 , OpCl1 , OpCl2 , OpCl3 ] :=
HField+matrix2[[x, y, z]]
+ (If [y == 1, If [OpClLength == 0, 0,matrix1[[x, l2, z]]],matrix1[[x, y − 1, z]]]
+ If [y == l2, If [OpClLength == 0, 0,matrix1[[x, 1, z]]],matrix1[[x, y + 1, z]]]
+ If [x == l1, If [OpClWidth == 0, 0,matrix1[[1, y, z]]],matrix1[[x+ 1, y, z]]]
+ If [x == 1, If [OpClWidth == 0, 0,matrix1[[l1, y, z]]],matrix1[[x− 1, y, z]]]
+ If [z == 1, If [OpClLength == 0, 0,matrix1[[x, y, l3]]],matrix1[[x, y, z − 1]]]
+ If [z == l3, If [OpClLength == 0, 0,matrix1[[x, y, 1]]],matrix1[[x, y, z + 1]]]);

(*Funkcija za odre�iva�e najnestabilnijeg spina* )
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nextF lipping[matrix1 ,matrix2 , HField , l1 , l2 , l3 , OpCl1 , OpCl2 , OpCl3 ] :=
Module[{h = −1000, l1help = l1, l2help = l2, l3help = l3} ,
For[i = 1, i ≤ l1, i+ +,
For[j = 1, j ≤ l2, j + +,
For[k = 1, k ≤ l3, k + +,
If [matrix1[[i, j, k]] == −1,
If [heff [i, j, k,matrix1,matrix2, HField, l1, l2, l3, OpCl1, OpCl2, OpCl3] ≥ h,
h = heff [i, j, k,matrix1,matrix2, HField, l1, l2, l3, OpCl1, OpCl2, OpCl3];
l1help = i;
l2help = j;
l3help = k; ]]]]];
{h, l1help, l2help, l3help}]

(*Funkcija koja odre�uje susede datog spina* )

NNIndex[x , y , z , l1 , l2 , l3 , OpCl1 , OpCl2 , OpCl3 ] := Module[{listNN = {}} ,
If [y == 1, If [OpCl2 == 0, 0, AppendTo[listNN, {x, l2, z}]], AppendTo[listNN, {x, y − 1, z}]];
If [y == l2, If [OpCl2 == 0, 0, AppendTo[listNN, {x, 1, z}]], AppendTo[listNN, {x, y + 1, z}]];
If [x == l1, If [OpCl1 == 0, 0, AppendTo[listNN, {1, y, z}]], AppendTo[listNN, {x+ 1, y, z}]];
If [x == 1, If [OpCl1 == 0, 0, AppendTo[listNN, {l1, y, z}]], AppendTo[listNN, {x− 1, y, z}]];
If [z == 1, If [OpCl3 == 0, 0, AppendTo[listNN, {x, y, l3}]], AppendTo[listNN, {x, y, z − 1}]];
If [z == l3, If [OpCl3 == 0, 0, AppendTo[listNN, {x, y, 1}]], AppendTo[listNN, {x, y, z + 1}]];
listNN ]

(*Funkcija koja odre�uje sumu najbli�ih suseda* )

sumNN [x , y , z , l1 , l2 , l3 , OpCl1 , OpCl2 , OpCl3 ,matrix ] :=
Module[{sum = 0, nn = {}} ,
nn = NNIndex[x, y, z, l1, l2, l3, OpCl1, OpCl2, OpCl3];
For[q = 1, q ≤ Length[nn], q + +,
sum = sum+matrix[[nn[[q, 1]], nn[[q, 2]], nn[[q, 3]]]]];
sum]

(*Funkcija koja dodaje susede datog spina na listu* )

addPoss[list , x , y , z , l1 , l2 , l3 , OpCl1 , OpCl2 , OpCl3 ] :=
Module[{listHelp = list, neighbors} ,
neighbors = NNIndex[x, y, z, l1, l2, l3, OpCl1, OpCl2, OpCl3];
For[i = 1, i ≤ Length[neighbors], i+ +,
AppendTo[listHelp, neighbors[[i]]]
];
listHelp]

(*Funkcija koja izbacuje flipovane spinove iz liste nextpossFlip* )

excludeF lipped[list ,matrix ] := Module[{count = 0, listh = {}} ,
For[p = 1, p ≤ Length[list], p+ +,
If [matrix[[list[[p, 1]], list[[p, 2]], list[[p, 3]]]] == −1,
count = count+ 1;
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AppendTo[listh, list[[p]]]
]
];
listh ]

(****************************Glavni deo programa****************************)

ParallelDo[
For[num = 1, num ≤ numRuns, num+ +,

sample = Table[If [InterfaceY N == 1 and i ≥ InterfaceP ivotPointX
and i < (InterfaceP ivotPointX + InterfaceLengthX)
and j ≥ InterfaceP ivotPointY
and j < (InterfaceP ivotPointY + InterfaceLengthY )
and k ≥ InterfaceP ivotPointZ
and k < (InterfaceP ivotPointZ + InterfaceLengthZ), 1,−1],
{i, 1, L1} , {j, 1, L2} , {k, 1, L3}];

SeedRandom[seedRandNumber];

randomField = Table[RandomV ariate[NormalDistribution[0, R]],
{ii, 1, L1} , {jj, 1, L2} , {kk, 1, L3}];

(*Postavi se poqetna velika negativna vrednost spo	nog magnetnog po	a* )

H = −99;

signal = OpenWrite[fnameS];

While[Total[sample, 3]! = L1 ∗ L2 ∗ L3,

mag = Total[sample, 3];
possF lip = {} ;
possDrop = {} ;
nextpossF lip = {} ;
nextpossF lipDroplet = {} ;
nextF lip = nextF lipping[sample, randomField,H, L1, L2, L3,
OpClWidth,OpClLength,OpClHeight];
H = H − nextF lip[[1]];
sample[[nextF lip[[2]], nextF lip[[3]], nextF lip[[4]]]] = 1;
avalancheT ime = 1;
Write[signal, {nextF lip[[2]], nextF lip[[3]], nextF lip[[4]]}];
If [writeT ime == 1,
Write[signal, avalancheT ime];
];
nextpossF lip = addPoss[nextpossF lip, nextF lip[[2]], nextF lip[[3]], nextF lip[[4]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight];

While[mag! = Total[sample, 3],
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numberPossF lipMinus4 = 0;
numberPossF lipMinus2 = 0;
numberPossF lipZero = 0;
numberPossF lipP lus2 = 0;
numberPossF lipP lus4 = 0;
numberPossF lipP lus6 = 0;
numberF lipMinus4 = 0;
numberF lipMinus2 = 0;
numberF lipZero = 0;
numberF lipP lus2 = 0;
numberF lipP lus4 = 0;
numberF lipP lus6 = 0;

avalancheT ime = avalancheT ime+ 1;
mag = Total[sample, 3];
nextpossF lip = DeleteDuplicates[nextpossF lip];
nextpossF lip = excludeF lipped[nextpossF lip, sample];
possF lip = nextpossF lip;
nextpossF lip = {} ;
flip = {} ;
For[j = 1, j ≤ Length[possF lip], j + +,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == −2,
numberPossF lipMinus2 = numberPossF lipMinus2 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 2,
numberPossF lipP lus2 = numberPossF lipP lus2 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 4,
numberPossF lipP lus4 = numberPossF lipP lus4 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == −4,
numberPossF lipMinus4 = numberPossF lipMinus4 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 0,
numberPossF lipZero = numberPossF lipZero+ 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 6,
numberPossF lipP lus6 = numberPossF lipP lus6 + 1
]
]
]
]
]
];
If [sample[[possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]]]] == −1,
If [heff [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
sample, randomField,H, L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight] ≥ 0,
AppendTo[flip, {possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]]}];
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
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L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == −2,
numberF lipMinus2 = numberF lipMinus2 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 2,
numberF lipP lus2 = numberF lipP lus2 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 4,
numberF lipP lus4 = numberF lipP lus4 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == −4,
numberF lipMinus4 = numberF lipMinus4 + 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 0,
numberF lipZero = numberF lipZero+ 1,
If [sumNN [possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]], possF lip[[j, 3]],
L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight, sample] == 6,
numberF lipP lus6 = numberF lipP lus6 + 1
]
]
]
]
]
];
nextpossF lip = addPoss[nextpossF lip, possF lip[[j, 1]], possF lip[[j, 2]],
possF lip[[j, 3]], L1, L2, L3, OpClWidth,OpClLength,OpClHeight];
]
]
];
For[l = 1, l ≤ Length[flip], l + +,
If [sample[[flip[[l, 1]], f lip[[l, 2]], f lip[[l, 3]]]] == −1,
sample[[flip[[l, 1]], f lip[[l, 2]], f lip[[l, 3]]]] = 1;
Write[signal, f lip[[l]]]
]
];

If [writeT ime == 1,
If [mag! = Total[sample, 3],
Write[signal, avalancheT ime];
]
]
];

Write[signal,H]
];

Close[signal];
Clear[fnameS, hF ield, signal, sample, randomField, possF lip, nextpossF lip, f lip];
];
, {R, 0.5, 1.9, 0.1} , {seedRandNumber, 0, 1008, 72}]
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[20] Svetislav Mijatović, Milica Branković, Stefan Graovac, and Djordje Spasojević.
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ulacije ekspresije gena kod restrikciono-modifikacionih sistema bakterija\. Mas-
ter studije zavrxava sa ukupnom ocenom 10. Kasnije te godine upisuje interdisci-
plinarne doktorske studije pri Univerzitetu u Beogradu { modul Biofizika i biva
izabran u zva�e istra�ivaq pripravnik. Naredne godine, upisuje doktorske studije na
Fiziqkom fakultetu na studijskom programu Fizika kondenzovane materije i statis-
tiqka fizika.



10 

образац изјаве о ауторству 

Изјава о ауторству 

Име и презиме аутора ___Стефан Б. Граовац__ 

Број индекса 
              

________8007/2019__________________ 

Изјављујем 

да је докторска дисертација под насловом  

• резултат сопственог истраживачког рада;
• да дисертација у целини ни у деловима није била предложена за стицање друге

дипломе према студијским програмима других високошколских установа;
• да су резултати коректно наведени и
• да нисам кршио/ла ауторска права и користио/ла интелектуалну својину других

лица.

Потпис аутора 

У Београду, ___31.8.2022.______________ 

______________________________ 

Појава, пропагација и контрола критичних догађаја у неуређеним системима са метастабилном
динамиком



11 

образац изјаве о истоветности штампане и електронске верзије докторског рада 

Изјава o истоветности штампане и електронске верзије докторског 
рада 

Име и презиме аутора __________Стефан Б. Граовац_________________________ 

Број индекса _______________8007/2019____________________________________ 

Студијски програм  __Физика кондензоване материје и статистичка физика __________ 

Наслов рада _Појава, пропагација и контрола критичних догађаја у неуређеним 

системима са метастабилном динамиком__________________ 

Ментор  ___доц. др Светислав Мијатовић____________________ 

Изјављујем да је штампана верзија мог докторског рада истоветна електронској 
верзији коју сам предао/ла ради похрањивања у Дигиталном репозиторијуму 
Универзитета у Београду.  

Дозвољавам да се објаве моји лични подаци везани за добијање академског назива 
доктора наука, као што су име и презиме, година и место рођења и датум одбране рада.  

Ови лични подаци могу се објавити на мрежним страницама дигиталне библиотеке, у 
електронском каталогу и у публикацијама Универзитета у Београду. 

  Потпис аутора 

У Београду, ____31.8.2022._______________ 

   ________________________________ 



12 

образац изјаве о коришћењу 

Изјава о коришћењу 

Овлашћујем Универзитетску библиотеку „Светозар Марковић“ да у Дигитални 
репозиторијум Универзитета у Београду унесе моју докторску дисертацију под 
насловом: 

која је моје ауторско дело. 

Дисертацију са свим прилозима предао/ла сам у електронском формату погодном за 
трајно архивирање.  

Моју докторску дисертацију похрањену у Дигиталном репозиторијуму Универзитета у 
Београду и доступну у отвореном приступу могу да користе сви који поштују одредбе 
садржане у одабраном типу лиценце Креативне заједнице (Creative Commons) за коју 
сам се одлучио/ла. 

1. Ауторство (CC BY)

2. Ауторство – некомерцијално (CC BY-NC)

3. Ауторство – некомерцијално – без прерада (CC BY-NC-ND)

4. Ауторство – некомерцијално – делити под истим условима (CC BY-NC-SA)

5. Ауторство –  без прерада (CC BY-ND)

6. Ауторство –  делити под истим условима (CC BY-SA)

(Молимо да заокружите само једну од шест понуђених лиценци. 
 Кратак опис лиценци је саставни део ове изјаве). 

       Потпис аутора 

У Београду, ____31.8.2022.________________ 

_________________________________ 

Појава, пропагација и контрола критичних догађаја у неуређеним системима са метастабилном
динамиком



 13 

 

1. Ауторство. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и 
прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца 
лиценце, чак и у комерцијалне сврхе. Ово је најслободнија од свих лиценци. 

2. Ауторство – некомерцијално. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 
саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране 
аутора или даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну употребу дела. 

3. Ауторство – некомерцијално – без прерада. Дозвољавате умножавање, 
дистрибуцију и јавно саопштавање дела, без промена, преобликовања или употребе 
дела у свом делу, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или 
даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну употребу дела. У односу на 
све остале лиценце, овом лиценцом се ограничава највећи обим права коришћења дела.  

 4. Ауторство – некомерцијално – делити под истим условима. Дозвољавате 
умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име 
аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце и ако се прерада 
дистрибуира под истом или сличном лиценцом. Ова лиценца не дозвољава 
комерцијалну употребу дела и прерада. 

5. Ауторство – без прерада. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 
саопштавање дела, без промена, преобликовања или употребе дела у свом делу, ако се 
наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце. Ова 
лиценца дозвољава комерцијалну употребу дела. 

6. Ауторство – делити под истим условима. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију 
и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од 
стране аутора или даваоца лиценце и ако се прерада дистрибуира под истом или 
сличном лиценцом. Ова лиценца дозвољава комерцијалну употребу дела и прерада. 
Слична је софтверским лиценцама, односно лиценцама отвореног кода. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


