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YBOI

[Iyno ce moxe pehm o 3Hadajy u npumenama ['pedbHepoBux 6aza. Jeman o 6a3uaHUX
npobJjieMa, KOju 3BYyYH jEJHOCTABHO & OJI BEJIUKE je BAaXKHOCTU U KOjU MOXKEMO pelraBaTh
rmoMmohy oBe Teopwje jecTe mpobJIeM MPUITAIHOCTU ujeaty. /Ipyre npuMene yKJbyqyjy mpob-
JIeMe pelllaBarba CUCTeMa IMOJMHOMUjATHUX jeJHadnHa, JTUMeH3rje objeKTa U pa3He MpUMeHe
y ajrebapckoj reomerpuju. Takohe mMamMo U MHOIITBO IIPUMEHA BaH 00JIACTU KOMYTATUBHE
ajrebpe oJakJje je caMa TeopHja MOHHUKJIA, a TO Cy Teopuja rpadosa, oapeheHu mpodieMu
ONTUMU3AIINjE, KA0 U y PAUyHAPCTBY U IIPUMEIHEHO] HAYIIN.

Cam nojam yBeo je 1965. rogune Bpyno Byx6eprep y cBojoj qokTopckoj aucepranuju [13].
Opm Ttazma ce gureparypa Koja ce 6aBH OBOM TEeMOM HEIIPEecTaHo O0oraTh. 3a TeopHjy Koja ce
tide ['peGHepoBux 6aza y oBoM TekcTy he Hajpuie 6utn Kopunihene kwure [1] u [9]. Kana je
y TIUTaY MOJUHOMUjAJIHU TPCTEH HAJ II0/bEM, OBA TEOPHUja je JieTa/bHO u3ydeHa. Pesynraru
HoCTOje Uy ciIydajy Kaja je 6a3uu npcred Herepun, crierujasno enekunios qomen (Bugern
[2]), a ako je mpcTeH TIIABHOUIEAJICKU JIOMEH, TaJa je, Kao U y Caydajy mnosba, Moryhe kopu-
crutu S-niosimHOMe. I[IpupoaHo je oHma nuTame Kako ce Teopuja I'pebHepoBux 0Oa3a pas3Buja
y ciiydajy npcrena koju mucy Herepunu n To je TeMma Koja he oBjie OuTH 3aCTyIl/bEHA.

Hapemnu Tekcrt je opranm3oBaH Ha ciejiehum HadymH. Y TPBOj IJIABU CY IIPEJICTaBJhEHE
OCHOBHe JiecpbuHUIIMje U TBphema Koja cy HeonxoaHa jia ou ce jaedpunucao mojam ['pebuepose
baze u jake ['pebrepoBe H6a3e 3a ujieal y IpcTeHy nojunoMa HaJl npcrenom R. /ledunucanu cy
Y HEKU II0JMOBH U3 TeOPHje KOMYTATUBHUX IIPCTEHA KOJU CE T0jaBJbYjy Y YNTABOM TEKCTY, KaO
1 HeomxojHe o3Hake. IloroMm, cBaka o HapeJHUX IJIaBa MOYHIbE AePUHUAIHjaMa, OCHOBHUM
ocoOMHaMa WM TMOTPEOHUM TeopeMaMa KOje ce OJIHOCe Ha KOHKDETHE IPCTEeHe HaJ| KOjuMa
he ce pazmarpaTu nuTame nocrojama ['pedbrepose 6a3e. Ilocse Tor yBomHOr Hesia, cBaKa O
rJaBa CaJpKU OPUTMHAJIHE Pe3yJITaTe, off KojuX he HajOMTHHUjU OMTH CIIOMEHYTH Yy HACTABKY
yBO/Ia.

Y napyroj riiaBu yBOAMMO II0jaM BaJIyallmoHOT JjioMeHa. lIpencraBiben je J10Ka3 J1a HaJ
jeTHOIMMEH3MOHNM BAJIYAIIMOHUM JIOMEHOM V' CBAKM KOHAYHO reHepucanu uieasn y V[X] uma
MUHUMAJHY jaky ['pebHepoBy 6a3y (reopema 35). Pesysraru koju mperxose OBOj TeopeMu
omoryhasajy n onpeljuBarme Te 6a3e (qeme 31 u 34), ITO je ¥ WIyCTPOBAHO HA J€J[HOM J€TAJbHO
pazpahenoM mpuMepy HEHETEPUHOT BaJIyallMOHOT JIOMEHA.

Y Tpehoj riaBu 6aBUMO ce YOIIITEIHEM IMPCTEHa U3 MPETXOJIHE TJIaBe, BaJyaIllMOHUM IIp-
creHnMa. Y TeopeMu 39 JOKa3aHO je Ja MOCTOjU MUHUMAJIHA jaka ['pebHepoBa 6a3a 3a cBakm
KOHA4YHO reHepucanu ujeasn y V[X], rue je V Hyna uMeH3NOHUM BaJIyallMOHU MIPCTEH Y KOME
je aHyJaTop CBaKOI' ejleMeHTa KOHA4YHO reHepucan. Takobhe je mpencTaB/beH NMpUMED KOju
IIpuKa3yje Kako ce TparkeHa 0a3a MOXKe U OJPEJIUTH, Y YeMy 3Ha4ajHy yJIOry uMajy Jjeme 37
n 38.

Y 4geTBpTOj I1aBu; onucyje ce mojam IIpudepoBor momena, npeacTraBbajy HEKE O MHOTUX
€KBUBAJICHTHUX JepUHUIMja W HABOJIE HEKHM NpuMepu. Takohe ce yBogu morpedOHa Teopuja



VBOJI

KOja omoryhasa JIoOKa3uBabe YUmheHuIle Jia moctoju ['pedbuepoBa 6a3a 3a cCBaKM KOHAYHO I'eHe-
pucuu unean y R[X]|, rue je R Ilpudepos pomen numensuje jenan (Teopema 49). Y HapemaHoM
0JieJbKy ce JeduHuIly moTpebHu 1MmojMoBu Be3anu 3a ['pebuepoBe 6aze KOHATHO T€HEPUCAHUX
nompmogyna y R[X|™, 3a npcren R. Jlokazano je na mocroju ['pebHepoBa 6a3a 3a KOHAYHO re-
Hepucan nonmoyn y R[X|™, rae je R jennomumvensuonu [Ipudepos nomen u rue je hukcupan
moHomHEM Tiopegak POT (Teopema 52), a y ciyuajy fa je R BadyalyioHu JOMeH, CIIOMEHYTa,
6a3a je u jaka (Teopema 55).

®on Hojman perysnapHum KOMyTATHBHU ITPCTEHU Cy NMPUKa3aHU Y TETOj IVIaBU, 3aj€IHO Ca
JIOKAa30M O TIocTojamy jake I'pebHepoBe 6aze 3a KOHAYHO TeHepucanu uzgean y R[X] (Teopema
68). Jar je mu mpumMep Ha KOMe ce TIOKa3yjy TexHuke ojapeljuBama Te 6a3e, a Koje ce 6asupajy
Ha Teopemu 66 n jgemu 67.

Y 1mecroj riaBu mpejcTaB/baMo (p — 1)-HUI-9MCTe KOMyTaTHBHE MPCTEHe, KAO U HeKe
puMepe TmpcTeHa ca oBoM ocobmnoM koju uHucy Herepunu. Ilorom je y Teopemu 74 nat
J0Ka3 Ja je Moryhe pemmuTu mpobjieM NPUIATHOCTH pajukaackoMm uieaty y R[X], rue je R
KOMyTaTuBaH (p — 1)-HUJI-YUCT TPCTEH.

Y ceMOj T1aBH JlaTa je JUCKYCHja O pelllaBaiby IPEeTXOHUX IpodJieMa y cIydajy IpcTeHa
mosmHOMA ca Buie Heompehenux. JlokazaHo je, Ha mpumep, Ja je ujeas CBUX BOJeNUX KO-
ebunmjenara uneana I (Teopema 75), kao u ugeas Bogehux koedwumjeHaTa MOJUHOMA KOjU
umajy dbukcupanu crere y3 Heoapeheny X, (Teopema 77), KOHAYHO T€HEPUCAH, [IPH YEMY j€
I xonauno rerepucan uipean y R[Xy, ..., X,| u R Ilpudepos nomen nqumensuje jenan. [locra-
BJbEHA Cy W HEKA IMUTarba, Unje OU pelraBaibe I0JaTHO 0O0OTATUIIO TEOPU]Y TPCTEHA TOJTMHOMA
Ha/J HEHETEePUWHUM IIpCTEHUMaA.



I'maBa 1

OcHOBHHU MIOjMOBU

CBu TIPCTEHM KOjU Ce TI0jaB/byjy y TEKCTY Cy KOMYTATUBHU U Ca jeIMHUIIOM. Hekn o1 ;ux
he OuTu MHTErpaJHUA JIOMEHU, & HEKU €a JIeJUTe/bUMa, HyJie, IIITO he yBeK OUTHU HATJIAIIEHO.

1.1 O I'pebHepoBum Gazama

CnomenyTu npobJieM IPHUITATHOCTH KOHAYHO T'€HEPUCAHOM HJIEAJIY JIAKO Ce PelraBa KaJa
je y muTamy IpCTeH moJmHOMa Hag mojbeM K ca jeanom Heompehernom X. 3HaMO 7a je TakaB
npcrer K[ X] rmaBHonmeancku momer u ako je I = (f1,..., fr) < K[X], rana je

fel <« dlf,

rie je d = w31(f1,..., fr). HommHoMm d mMoxkemo oxpeauru niomohy EykimmoBor aaropurma.
Ca mpyre cTpane, ako UMaMO BUIIE HeoApeheHnX MIU HEKH IPCTEH YMECTO 1osba K, cuTyarmja
1ocTaje JI0CTa CJIOXKEHU)a.

Y mapemauM JeduHUNMjaMa 1 TeopemMama fieMo ce ociamaru Ha [1| u [9], npu gemy ce
Jern npuka3 Moxke Hahu u y [40]. YBenmumo mpBo mojamM MOHOMHOL IOpPETKa. Y CIydajy jesHe
Heoapehene, MmoHoMu cy mpupojiHO mopehaHu Tako sa

I<X<X?*<X3<...
OsHaunMO CKyT CBUX Mpom3Boja o n Heonpehennx Xy, ..., X, ca
™ ={X{" - X" |a; > 0,5 €{1,...,n}}.

IToTpebHo je yBecTn ypeheme HA OBOM CKYIly KOje MPOIIUpYje pesamujy jgebuBoctu. Hanwme,
xoheMo J1a

Xffl...Xgn’)(fl...Xgn — Xfl---Xg“/ngl---Xff".

Hedbununuja 1. Monomnu topegax ckyua T" je auneapro ypeherve < Ha WoM CKYUY Upu
YEMY BAHCU:

1. 3a cee X" --- X2 # 1 eaorcu ga 1 < X7 -+ X0
2. 3a cee a;, Bi,vi >0, 2ge 1 <1 < n, saostcu ga

Xf“me:”<Xlﬁl~~~X§":>X1°”-~X§”X1“~--Xg”<Xfl~--Xf”X1“~-XZ”.
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1.1. O 'PEBHEPOBHM BABAMA

Moxke ce mokasaTu ja je MOHOMHH TOpeJakK jo0po ypeheme na T", mTo 3Hadym ja y
TOM CKYIIy He TocToju OecKoHadHU omnajajyhu Hu3 ejiemenara. Hapemumo caja jiecbunuimje
JIEKCUKOTPA(CKOT' ¥ CTEIEHACTOT JIEKCUKOIPAdCKOT' IIOPETKA.

Hedbununmja 2. Hexa cy X" --- X5 u Xlﬁ1 - X B pasaunuitiu tpoussogu y T™. 3a twope-
gax upomennvusur X; < Xo < -+ < X, gepunuwumo sexcurozpadcru wopegar ca:

X X0 < X0 X = Fie {1, ,n} oy < B uoy = By,5 > ).
Yecto ce oBaj mopeJlak y JIMTEPATyPH O3HAYABA CA <[ey, & HAPEIHU €& < gries-

Hedbununmja 3. Hexa cy X" --- X" u Xlﬁ1 - X B pazaunuitiu tpoussogu y T, 3a tope-
gax upomenpusur X1 < Xo < --- < X, gepunuwumo clietenactliu AeKcukoZpadcru Gopeqgar
ca:

Yo <> B
X0 X0 < X0 X = O uau ;
n n
Do = Biu X{T e X < X7 - X

Mozke ce IOKa3aTh A <jez U < gries 3870BOJbABAJY cBe yciose nedunnnuje 1. IIpuvernmo
Jla ce MOHOMHHU TIOPeJIaK Memha ca TPOMEHOM MopeTKa Ha Heojpehernum X, ..., X,.

YBemuMO cajia BaXKHY HOTAIU]Y.

Hedununmja 4. Hexka je R Upcituen u neka je 3agatl monomuu dopegak > na R[ X, ..., X,].
Hexa je aoaunom f € R[X,...,X,]. Axo je

F(Xq, o, X)) = a X0 X0 g X020 X0 g X X Yk
2ge cy ay, ..., G0 PA3AUNUTUY 0 HYAE U WAKO ga
a11 Qln a21 Q2n Q1 «
)(1 ...an >X1 ...Xn2 >--->X1 ...Xnkn,

waga ce 6ogehu Upoussoyg, sogehiu xoepuyujent u 6ogehu waan (uru 6ogehu Monom) Goau-
Homa [ pegom gepunuwy ca:

LP(f) = X - X0
LC(f) = a
LT(f) = ) X0 ... X0,

V ciydajy IpcTeHa HOJIMHOMA ca jeJHOM HeonapeheroM, ako je f = ag+ a1 X + -+ - + ap X*

erement y R[X], tme je ap # 0, Tama cy Bomehu npoussom, Bomehn koedurmjent u Bogehn
YJIaH MOJUHOMA [ PEJOM jelTHaKn

LP(f) = X*, LC(f) = ay, LT(f) = apr X"

Takobhe, on 3Ha49aja je ciiegehu mojam.



1.1. O 'PEBHEPOBHM BABAMA

Hedbununmja 5. Hexa je I nenyaa ugean y apctaeny R[Xq,. .., X,], ca 3aga@um morommum
uopetirom. Hexa je
LTI) =A{LT(f)|f € I\ {0}}.
Taga je
LT(I) = (LT(I))
ugean ogehux waanosa ugeanra I. Taxohe, 3a 6uno xoju togekyu S C R[X, ..., X,|, ugeas
sogehux waarosa 3a S je

LT(S) = (LT(f) | f € S\{0}).

VY cayuajy npcrena nosmaoma K[X|, rie je K noswe u axo cy f,g € K[X], rue je g # 0,
Tajia mocroje mosmHomu ¢, r € K[X| tako ma je f = qg + r u deg(r) < deg(g). INosuuom 7
HA3MBAMO OCTATKOM TIPHU Je/berby mojmaoma f ca g. Kaga ymecro moba K mMaMo mpcerew,
HUje YBEK MOT'yhe U3BPIIUTH HABEJIEHO JieJbeibe. Y CIIydajeBUMa KaJjlia jecTe, y HaCTaBKYy OBOT
TEKCTa, O3HAKA 3a OCTATaK IPH Je/berby mojimHoMa f ca g je

p(f,9)

Kama nmamo npcren mosimaoMa ca Buiiie HeoJpeheHux, yBoINMO 1ojaM peIyKIfrje moJnHoma, f
y OJHOCY HA HEKM KOHAYHU CKYT TOJuHOMa. [IpBO mpeacTaBuMOo mojaM peryKIfrje mOJInHOMa,
f vy jenHoMm Kopaxy.

Hedununmja 6. 3a gate toaurnome f u h u ckya nenyaa gosunoma G = {gy,...,g.} xoju
cy cagpotcarnu y R[ X1, ..., X,] kaocemo ga ce f pegyryje go h Go mogyay G y jegnom xopaxy
axo je

h=f— (1 X%g + - +c¢Xg,),

2ge cy Ciy...,c. € R, X ... X% € T" u waxo ga 8astcu:
LP(f) = X*LP(g;) 3a ceei zge c¢; # 0,
LT(f) = X LT(g1) + -+ - + X LT(g,).

Y wWom cayvajy, duwemo

5 h.

MozkeMo o/iMax IPUMETUTH Jia y OBOM cJy4ajy Baxku u ja je LP(h) < LP(f).

Hedbununmja 7. 3a gat@e worunome f u h u ckya nenysa gosunoma G = {q,...,9,} xoju
cy cagporcanu y R[ Xy, ..., X,] xaorcemo ga ce [ pegyxyje go h o mogysy G axo Gocwoje
aoauromu hy, ... hy € R[Xy,...,X,] @waxo ga

FESmSnsS...Sn %

Y wom cayuagy, vuwemo
q
f =4 h.

VYBeanMo mojaM MOJIMHOMA KOJU je MHHUMAJAH y OJHOCY Ha KOHAYaH CKYN ITOJIWHOMA U
jeHy KapaKTepusalldjy TOT MOjMa.

Hedbununmja 8. Kaoswcemo ga je tosunom p € R[Xy,...,X,] munumanran y ognocy na
Konauwar ckyu menyaa aosurnoma G axo ce ne mooice peqyrosatiy 4o mogyry G.

5



1.1. O 'PEBHEPOBHM BABAMA

JIlema 9. Hexa je p € R[X,...,X,| \ {0}. Taga je p munumanan y ogrocy ma ckyt HeHyaa
aoauroma G = {g1,...,9-} axo u camo axo LT (p) ¢ LT(G).

Joxas. Ako p HEMje MUHUMAJIAH, MOXKe ce peayKoparu 1o moxyniay G, ma je
LT(p) = X LT(g1) + - + . XLT(g.), tme cy ¢; € R, X* € T, 1 <i <.

Ommax caemn na LT(p) € LT(G).
Ca apyre crpane, npernocrasumo na je LT (p) € LT(G). Tazna je

LT(p) = LT (g1) + --- + h,LT(g,), 3a hy,...,h. € R Xq,..., X,
OBze ce MOXKe HPETIOCTABUTH Ja Cy h; MOHOMH, TO jecr, ma cy obmuka h; = ¢ X%, 3a
1 < i <r. OBo ympaBo 3Ha4M J1a ce p MOxKe pemykoBars 10 p — (X% gy + - - - + ¢, X% g, ), na
D HUje MUHUMAJIAH. ]

[IpescraBuMo cajia BaxKHY TeOpeMy KOja MpeCTaB/ba aHAJOTOH MOjMY JIeJbEHba Ca OCTAT-
kom y K[X].

Teopema 10. Hexa je f € R[Xy,..., X, \ {0} v G = {g1,-..,9:} ckyu nenyaa Gosuroma
y R[X1,...,X,]. Taga Goctoju Goaurom p koju je munumanan y oghocy va G u 3a Koju

saotcu ga f ng p. Taxobe, aoctwioje aoauromu hy, ..., h, € R[Xq,...,X,]| @axo ga
f=mg++hg+p u  LP(f)=maz(mazi<i<,(LP(h;)LP(g;)), LP(p)).

Zloxas. Axo je f mmauUMasiaH y omHocy Ha (G, Taja je jacHo TBpheme Teopeme. AKo Huje,
oHzla ce f MoxKe pegykoBaru 10 p; u Tajga je LP(f) > LP(p;). Caudano, niu je p; MuUHUMAJIAH
y ogHocy Ha G WM ce MOXKe PeyKOBaTH 0 py. Ha oBaj Hadmu mo0ujamMo HU3 PELyKInja

f Y J gpg LSO rie BaxKu LP(f) > LP(p1) > LP(p2) > ---

OgBaj mportec ce Mopa 3aBpmwuTH jep je < m00po ypebheme, mTo 3Ha4mM 1a ce [ peaykyje 1o
HEKOT TIOJIMHOMA P KOjU je MUHUMAJaH y ojHocy Ha G.

[Ipema nedunuImju pegykimje, BaXKu Jia
f-pm=aX"g+ +cXg,3ac, € R, X" €T, 1<i<r

Takobhe je LP(f) = X*LP(g;) 3a cBe uHjeKce i e je ¢; HEeHyJIa, IPU YeMy BaXKU jeJIHAKOCT
LT(f) = e X LT(g1) + - - - + . X LT(g,). Ao je p; munmmasian, Tpheme je qokazano. Y
CYIIPOTHOM, IMaMO JIa Ce P PEIyKyje 0 P2, 1a je

pr—pr=diXPg + +dXPg, zad €R X €T, 1<i<r,

npu wemy je LP(p;) = XPLP(g;) 3a cBe unjekce i rje je d; HeHysIa U TJe BayKU jeTHAKOCT
LT(py) = diXPLT(gy) + - - + d, X LT(g,). Ciemm 1a je

f—p2= (C1Xa1 + dl.)(’gl)gl 4+ 4 (CTXQT + dr?(ﬁr)gr.
Hacrasipajyhu Ha oBaj HaumH 100MjaMO TpaykeHY PEIpe3eHTaIH]y 3a IMOJHHOM f. ]

IIpencraBumo cama Teopemy Koja he Ham omoryhutu Jia yBegemo nojam ['pedbuepoBe 6ase
3a mjeal.



1.1. O 'PEBHEPOBHM BABAMA

Teopema 11. Hexa je I ugean y R[Xq,...,X,] u G ={q1,...,9,} Gogckya nenyaa eaeme-
nawa y 1. Taga cy caegeha wepherva exsusareHuma:

1. LT(G) = LT(I);

2. Ba 6uno xoju Goaunom f € R[Xy, ..., X,]| eaorcu ga
G
fel — f—=40;
3. Ba ceaxu wosurnom f € I eaorcu ga je f = higy + -+ + h.g., 3a nexe woaurome

hi,.... h. € R[Xy,..., X,] apu wemy je LP(f) = maxi<;<,(LP(h;)LP(g;)).

Jloxas. (1) = (2): Ako je f g+ 0, u3 came jeduHUIjE PEIYKIUje BHIUMO 1a ce f MOKe
nanucatu nmomohy nmosumuoma u3 G, a kako je G C I, cienm na f € 1.

Ca mpyre crpane, mpernocraBumo ga je f € I. Ilpema mperxomroj teopemu, f E)Jr pu
p je muaUMaaH y omHocy Ha (. Takobhe, u3 yumenure na f,f —p € I cnequ na p € I,
na u LT(p) € LT(I). Ako je p # 0, rama u3 geme 9 caequ qa LT(p) ¢ LT(G). Oso je
KOHTpauKIuja jep je mo upernocrasiu LT(G) = LT(1).

(2) = (3): Cnenu mupekTHO N3 Teopeme 10.

(3) = (1): Hosossno je mokazaru ga LT(f) € LT(G), 3a f € I. 3 (3) umamo pemnpesen-
taryjy esementa f tako ga je LP(f) = mazi<;<.(LP(h;)LP(g;)). Hekaje J C{1,...,r} ckyn
unziexca i 3a koje je LP(f) = LP(h;)LP(g;). Tana Baxu na je LT(f) = >,., LT(h;)LT(g;),
na LT(f) € LT(G). O

Hedbuuanumja 12. Crkya nenyaa toaunoma G = {gi,...,g.} je I'pebneposa 6asza ugeanra I y
R[Xy, ..., X,] axo sasicu nexu og ex6usasreHHUT Ycao6a weopeme 11.

Axko ce y nedununumju 6 peayKipja MoyKe U3BPIIATH KOPUIITNEIHEM CaMO jeIHOT eJIeMEeHTa
ckymna (G, Tajia TOBOPUMO O jaKOj PELYKITHjH.

Hedununmja 13. 3a gatue tGorurome f u h u ckya nenyaa aosunoma G = {gi,...,g,} xoju
cy cagporcanu y R[Xq, ..., X,| kaotcemo ga ce f jaxo pegyryje go h Go mogysry G y jegrnom
KOPAKY aKo je

h=f—cX%, saceR, X €T geC

u wako ga savtcu: LT(f) = cX*LT(g). V wom cayuajy, Guwemo

G
f—h.
Hedununmja 14. 3a gatue tosunome f u h u ckya nenwyaa gosunoma G = {gi, ..., g-} Koju
cy cagporcanu y R[ Xy, ..., X,| kaorcemo ga ce f jaxo pegyryje go h Go mogyay G axo Goctwoje
aoaunomu hy, ... hy € R[Xy,...,X,] @waxo ga

Y Wom caywajy, duwemo

IIpencraBumo caja Teopemy Koja he mHam omoryhuru sa yBejemo mojaMm jake I'pebHepose
base.



1.1. O 'PEBHEPOBHM BABAMA

Teopema 15. Hexa je I ugean y R[X1,...,X,] u G xonavwan Gogekyt nenyia eaemenaiuag y
ugeany I. Taga cy caegeha wepherva exsusanreniina:

1. 3a ceaxu worunom f € I woc@moju g € G waxo ga LT (g) | LT(f);

2. 3a 6uno xoju woaunom f € R[ X1, ..., X,] 6aorcu ga
G
fel — f—.0;

3. Baowcu ga je
{ecX°LT(g)|c € R, X* € T", g € G} = {dX°LT(f)|d € R, X € T", f € I}.

Jlokas. (1) = (2): Axo je f gnr 0, Taya je ceakako u f € I. Ca jpyre crpane, 3a f € [
nocroju g;, € G rako ma LT(g;,) | LT(f). To 3naun na 3a ¢ € R u X* € T" Baxku jeqHaKOCT
LT(f) = ¢X*LT(g;,). Tanma je hy = f — cX%g;, € I. Csakako je LP(f) > LP(hy). Axko je
hi # 0, Taga nocroju g;, € G taxo ma LT(g;,) |LT(hy). Hakne, hy = hy — dXPg;, € I n
MOYKEMO HACTABUTHU OBaj MPOIIEC:

G G G
a
Cnemu ma mocroju npuponan 6poj k tako na je hy = 0 u orga umamo 1a je f —, 0.

(2) = (3): JacHo je ma je neBa crpana cajgpKana y gecHoj. Axko je f € I, tama ce f
MOYKe jaKO peJIyKOoBaTH y jeJHOM Kopaky. Tako ja mocroje ¢ € R, X* € T" u g € G Tako
na h=f—cX% u LT(f) = cX“LT(g). Oso 3nauu na je LT(f) caapzkano y ckyIy ca jeBe
cTpaHe.

(3) = (1): 3a f € I nocroju moroMm cX® tako ga LT(f) = cA*LT(g), 3a mexo g € G.

Tana je u LT(g) | LT(f). O
Hedbununmja 16. Crya nenyaa aoruroma G = {gi,...,g.} je jaxa I'pebreposa 6asa ugeana
I y R[Xy,...,X,] axo saorcu nexu og ek6usareH@Hux ycaosa weopeme 15.

YBeuMo u nojam MuHuUMaJTHE jake ['pebuepose Oaze umena I.

Hedbunnumja 17. Jaxa I'pebreposa 6aza G = {gi,...,9.} 3a ugean I y R[Xy,...,X,] je
MUHUMAARG ako 3a cee § # j eaocu ga LT (g;) 1 LT(g;).

[IpumernMo Kako ce jeJHOCTABHO MOKe JOKa3aTH Ja 3a CBakd wjeas Haj HerepuHum
npcrenoM noctoju ['pebuepoBa 6asa.

Teopema 18. Hexa je I nenyaa ugean y R[Xy, ..., X,]|, 2ge je gomen R Hewepun. Taga
aoctwoju I'pebreposa basa 3a 1.

Jlokas. Kako je u R[Xy,...,X,] Herepun upcren, ugean I je konauno renepucan. Heka je
G = {g,...,9-} ckyn tux remeparopa. Ako je LT(G) = LT(I), npema Teopemu 11, G je
I'pebreposa 6a3a 3a I. ¥V cynporaom je LT(G) C LT(I). Axo 6u 6mmo LT(f) € LT(G), 3a
cBako f € I, Tama O OBU CKYTOBHU OMJiM 3ampaBo jegHakn. Tako ma mocroju f € I mpu gemy
je LT(f) ¢ LT(G). Heka je g,+1 = f. Ilocmarpajmo ckyn G; = GU{g,41}. 360r nperxoaHor
yCJIOBa BaK! JIa je

LT(G) = (LT(g)),. .., LT(g,)) C {LT(gy), ... LT(g,41)) = LT(G).
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1.2. OCTAJIA I[IOJMOBHU U JIEQUHUIINJE

Axo je LT(G,) = LT(I), rana je G; I'pebreposa 6a3a 3a I. Y CyIpOTHOM MOYXKEMO HACTABUTH

oBaj nocrynak. Ha oBaj nauun pobuliemo crporo pacryhu vus upeana y R[ Xy, ..., X,| koju
Mopa Outn cranmumonapan. Jlakie, mocroju s > 1 tako ma je LT(Gs) = LT(I), na je ckyn
GU{Ggrs1,---,9r+s} I'pebOHepoBa Ga3a 3a I. O

3a Kpaj 0BOT 0j1e/bKa, MOXKEMO IMIPEJICTABUTH TEPMUHOJIOTH]Y KOja ce MojaBJbyje y JuTepa-
Typu Be3aHo 3a ['pebuepose 6aze mas npcrennma (Bugeru [43]).

Hedbunnnuja 19. [pciwien R je n-I'pebrepos, 2ge je n > 1, ako 3a c8aKU KOHAUHO ZeHe-
pucaru ugean I y R[Xl, R ,Xn] U CBAKU MOHOMHU UOpeqgax Ha UPCWEHY UOAUHOMA, UGean
sogehux waanosa L'T(I) je konauno zenepucan. Ipciuien R je I'pebrepos, axo je n-1'pebrepos
3a ceaxon > 1.

[IocTaBsbena je xurnoresa, Ha IIPUMeED, Jla je CBAKMU jeTHO/IMMEH3NOHN BAaJIYAIMOHU JIOMEH
I'pebuepos. Ayrop y [42] ciomumbe 1a je y mperxomHoj JedUHUIMU JOBOJHHO pa3MaTpaTu
JIEKCHKOTpaKHU TIOPEJIaK U MOCTaB/ha XUMOTEIY JIa ce 3a oJipeheHe Kjace MpcTeHa U3 JI0Ka3a
3a JIEKCHKOTpaOCKU TTOPEJIaK MOYXKe 3aKJbYUHUTH Jla HABEJIEHHW YCJIOB BaXKHW 38 CBAKU MOHOMHU
nopesak. Buire o 0BOj Temu Ouhe mpejicTaB/beHO y TIaBH 7.

Kopucrehu criomenyty TepMuHosorujy, y riasama 2, 3, 4 u 5, IpeJICTaB/bEHU CY JIOKA3U
Jia Cy jeTHOMMEH3MOHN BAJIYAIIMOHU JIOMEH, HYJIaIUMEH3UOHN BaJIyaIlMOHU IIPCTEH Y KOME je
aHyJIATOp CBAKOI eJIeMEeHTa KOHAYHO T'eHepUCaH, jeaHoanmensnonu Ilpudepos momen u o
Hojman perymapuau npcren 1-1'pebuepoBu mpcTeHw.

1.2 Ocranu nmojMoBu n AedpuHUNN]je

Uneany I y npcreny R[X]| moxkemo mpuapyutu Mojayie Hajn R koju mobpo omucyjy
Bojiehe YjIaHOBe ejieMeHaTa ujeata y oapeheHoM cTereHy.

Hedbuuuumja 20. Hexa je R[X]; osnaxa 3a R-uogmogys y R[X]| xoju je zewepucan ca
1,X, X2, ..., X* Taga je R-tiogmogyn

I, = INR[X], 3a k>0,
acoyuparu mogya ugeara I.

Ba wuean I y R[X] acorupanu R-momys Iy, caap:ku cBe mojuHoMe u3 I KOju Cy CrereHa
unajsuie k. OBaj mojam 6uhe HapounTO KOpHUCTaH y riaBama 2, 3 u 5. ¥ riaBu 4 nojasuhe
ce TojaM acolupaHor uieasia, ajm nehe 6utu Koudy3uje OKO OBa JBa MOjMa.

[IpencraBumo nedbununmje H3/1 u Besyosor momena (Bugeru [16]).

Hedbunaunmja 21. HUniwezpasnu gomen R je H3/] gomen axo ceaka gea eaemeniua y R umajy
Hajeehu 3ajegruvru geaura,.

V repmunuma uyeasna, moxe ce pehu na je nomen H3/1 ako 3a cBaka /1Ba ejieMeHTa [IOCTOjU
MUHAMAJIHU TJIABHEU U1eaJI KOJU CaIpKU HIeal FeHEePUCaH ca Ta JIBa ejjeMenTa. 3a cBaku H3J1
nmoMmeH, Baxku Ja je u R[Xy,..., X,] H3/1 momen (Bumeru [3]). Ba cayuaj jenne neonpehene n
BaJIyallMoHOr JIoMeHa V', y riaBu 2 mpejcTaBulieMo U JI0Ka3 OBE YUEH-EHUIIE.

Hedbunnnmuja 22. Hnimezparru gomern R je Bedyos gomer axo je y rbemy c8aKU KOHAUHO
2enHepucaHl, Ugean 2Aa8HU.



1.2. OCTAJIA I[IOJMOBHU U JIEQUHUIINJE

Csaku Besyos momen je m H3/1 momen. ¥ BesyoBom momeny, cem HajBeher 3ajenmaror
Jlesimona ejneMenara a u b, mocroju u penanmja: ax + by = u3n(a, b).

[Toncerumo ce caga nedbununuje Kpysiose nuMmensuje mpcrena, Kao U I0jMOBa €KCTEH3Uje
U KOHTpakImje ujaeasa (Bujgeru, Ha npumep, [7]).

Hedbumnunuja 23. Hexa je R upciien u
PchC---CP,

ctpozo pacwiyhu wud upocwiux ugeanra y R. Kaocemo ga 068axas AaHAY UMG GYAHCUHY N.
Kpynosa gumensuja upcitiena R je cyupemym gyscura céuxr AaHaua UpoctiuT Ugeara Yy 060Mm
upcery.

Y 0BOM TEKCTy IO, AMMEH3UjOM IpCcTeHa yBeK hemo mucyiutu Ha KpynoBy jaumeH3ujy.
Ha je KpyJsioBa nuMeH3uja npcTeHa HyJa, 3HAYU J1a je CBAKW IIPOCTU UJieal U MaKCHUMAaJIaH.
Ako je D wuTerpaJiHu JIOMEH, BaXKW Jia je AuMeH3uja 3a [ Hysa ako u caMo ako je D mosbe.
Ba unTerpamau gomen D Baxku u ga je (0) mpoct umean y D. Ako je D numensuje jenas,
TaJa Takohe BaXky Jla je CBaKM HEHyJsa MPOCTU ujean y [ u MakcuMaJsiaH.

Heka je A C B C C uu3 pammpema THTErPAJHIX JoMeHa u Heka je [ umean y B. Kopu-
cTuheMo CTaHIap/IHY HOTAIN]Y 38 KOHTPAKIIAjy U eKcTeH3ujy ujaeana I. Hanve, Kourpakiuja
3a l je [°=1NA, aekcrenzuja ¢ = C1.

3a kpaj crroMeHnMO HeKe o3Hake Koje hie butu kopurthene y Tekcry. [lejkobcoHoB pajukast
u HuIpajukas npcreda R 6uhe osnauenu ca J(R) u Nil(R), peaom. Ckyn MHBEPTHOMIHUX
esiemenara npcrena R je U(R). Aunynarop R-momyna M je Ann(M ), a napounrto fiemo kopu-
CTUTH O3HAKY 3a aHyJaTOp eJIeMeHTa a y mpcreny R:

Ann(a) = {b € R|ab=0}.
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I'maBa 2

Banyammonu noMmeHm aumMeH3uje 1

2.1 edunuiinja 1 oOCHOBHE OCOOMHE

O BajyallmoHUM JIOMEHUMAa CE€ YeCTO TOBOPU KAa0 O I0JIA3HO] TAYKU IPU U3ydaBarby He-
HETEePUHUX JioMeHa. Pas3jior Tome je mTo Ccy HajjeIHOCTABHUJU 33 M3ydaBathe OJ CBUX KJaca
nomena koju umucy Herepuwnu. lako je mojam BaJiyaluje yBeJieH paHHUje, Kao BaJIyallnoOHU
JIOMEHH CIIOMUIbY ce ¥ [28], 1ok ce ncupnna Teopuja moxke Hahu y [18] u [19].

YBeMMO TIPBO caM I0jaM BaJiyallmoHOr JioMeHa. [locToju BuIle HaYmHa Ha KOje ce MO¥XKe
nedbuHMCATH OBaj TIOjaM, & y CJIydajy pe3yaTaTa Koju he OUTHU NpeacTaB/beHU, HAjOTIePATHB-
HUja JedUHUINja je HapeIHa.

Hedbununmja 24. IIpctien V je saryayuonu axo 3a cee a,b € V '\ {0} saorcu ga
alb uAU b|a.

Hwnwezpasru gomern Koju je 68aAYAUUOHY UPCULEH Ce HA3UBH BAAYAUUOHU JOMEH.

ExBuBasienTHO, ToMeH V' je BayallmoHU akKo
aecV WU ateV,

rae je a OmJIo Koju ejeMeHT mojba pasyiomaka K 3a V. Oaksa jgedwununmja omoryhasa ma
ce ipu ojipehennM pauyHuma hopMuUpPajy JIBe TpaHe, 3a ABe Moryhe peJianuje, U J1a ce IoTOM
padyH HacTaBu 3aceOHO. To je moceOHO KOPUCHO y HEKUM JIWHAMHYKUM TEeXHUKaMa Koje ce
KOPHUCTe y KOHCTPYKTUBHOj anrebpu (Bumern, Ha npumep, [43| u [23]). Basyarmonu nomen
ce MOxKe JieddUHUCATH U TIPEKO OJpeheHor mpec/inKaBama v, Bajlyalldje, ajJii OBJe ce Hehemo
6asuTtu ToM TepmunosorujoM (Bugeru [18]). Moxkemo camo pehu ga he 3a nBa eementa a u
b BasIyarmoHOr JJOMeHa BaxkKuTu Ja a | b ako u camo ako je v(a) < v(b). 3a cnenujaano nedu-
HHUCAHO v J00MjaMO JIMCKPETHE BaJyallMoOHE JIOMEHe, KOjU 3alpaBo mpejicTaBibajy Herepune
BaJIyalloHe JIOMeHe u derihe ce cpehy y JutepaTypH.

HaBenumo Heke o/ BasKHUX OCOOMHA BaJIyallMOHUX jOMeHa. HTerpaJiHO Cy 3aTBOPEHU
¥ CBaKM HATHPCTEH o7 V Koju je cajip:KaH y TOJby pasdjioMaka 3a V je Takohe BajyallmoOHU
nomen. Baxku u ciienehe: ako je R warerpasnu jgomeH u K HEroBo MoJbe pasjioMaka, Taja
je maTerpasHo 3aTBOpeme R jemmaxo



2.1. JEPUHHUIIUJA U OCHOBHE OCOBHUHE

rie cy V BajyanuoHu JOMeHU. 3aTuM, umeasu o V cy toranano ypehenn nukirysujom. Vmamo
U jeHy BaxKHY KapaKTepusalpjy: JoMeH V je BaJyallUOHM aKO M CaMO aKO je JIOKAJIHU 1
Besyos npcren.

Heka je A = {ay,...,as} KoHAUaH CKym esemMeHara BasyaroHor mpcrena V. Ilpume-
wyjyhu nperxoany nedUHUANU]y WHAYKTUBHO HA OBaj CKYI, MOYKEMO 3aKJby9UTH 4 IOCTOjH
unyekc ¢ € {1,...,s} rakas ja a; jesu cBe ejeMenTe gaTor ckyna A. OBy untbenuily hemo Je-

CTO KOPUCTUTH. BaKHO je HAaIlOMEHYyTH U Ja OJaBJie JeITHOCTABHO CJIE/IN JIa je Y BaJIyalluOHOM
IIPCTEHY CBAKW KOHAYHO M'€HEPHUCAHU WUIeAJ TJIaBHU.

Cneneha tpu TBphema cy 100po moO3HATA, A NEMO YK/BYUUTH FHbUXOBE JIOKA3€ PaJIiu
KOMILJTETHOCTH.

Tephemwe 25. Csaku saryayuoru upctier je LOKANHU.

/loxas. Heka je M nexkn makcumaanu ujeast. Jlokaxkumo na je taga M jequam MakCUMaJIHA
uneany V. Axo je a € V' \ M, tana je (M,a) = V. Cnemn ma nocroje exementu m € M
ub eV rako ga m + ab = 1. Axo 6u 3a enemer m Baxwio Ja m|a, Taga 6u m 6uo
uaeprubmian. Cienu 1a a|m u tajga je a MHBePTUOUIIAH. ]

Maxkcumastau uieasty V hemo oznauasatu ca M. edbununmo npBo mojaM NIPUMUATHBHOT
[TOJIMTHOMA.

Hedbunuumja 26. Heka je R upciuen. I[osunom p € R[X] je upumuiiusar axo uma 6ap
jegar uneepthubusaH KoehuuujeH .

3a 1Ba IPUMHUTHUBHA ITOJIMHOMA HAJI BaJyallMOHUM JIOMEHOM Baxku cjieseha jgema.

JIlema 27. Heka je V saayayuornu gomen. Ilpouszeog tpumuiiuserur tosunoma y V[X] je
UPUMUWUBHY TUONUHOM.

Jloxas. Heka cy f u g nupumurusan nommaomu y V[ X]. Kako u f u g umajy koedurmjent
Koju je muBeprubuian, cremu ga f,g ¢ M[X]. Unean M[X] je mpocr y V|[X], mrro nosiaaan
na fg ¢ M[X]. Oso 3Haum ja je Hekn KoedunujeHT moauHoMa fg uHBEpTUOUWIAH, na je fg
MIPUMUTHABAH. 0

Ouurnenno je ma je Bamyammonu gomeH nm H3JI momen, ma ce moxKe mokaszaTu ciemeha
Teopema.

Teopema 28. Hexa je V' sanryayuonu gomen. Taga je V[X] H3J[ gomen.

Jlokxas. Heka cy f,g € V[X]| n K je nome paznomara 3a V. Ilomrro cy cBu enementu y V
MeDyCcoOHO yIopeanBu, MTOCTOJU KOSMUIINjEeHT a MOJHHOMA [ KOjU Je/I CBE IheroBe KOeuIln-
jeure. Cnemu na je f = afy, tue je fi momunom ca jeauum koedurmjerrom jemuakum 1. Ha
CIIVYaH Ha4YMH je g = bgy, T7Ie g1 nMa jemaH KoeUINjeHT jeaHak 1.

MozkeMo TIpBO opeuTH HajBehW 3ajeJHUYKH JeIujal 3a noawmHome f; u ¢g;. Kako je
K[X] rnaBrOMmeancku gqomen, nocroju nojmuom d; € K[X| koju je takas ga dy = u31(f1,91).
Nmamo na je

i = difs fi = ady-Bf;

g = digs g1 = adj -9y,
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2.2. I'PEBHEPOBA BA3A

rae cy dy, f5, gh npumuruan nosmuomu y V[X] u a, B,y € K. Tlpema jemu 27, npousBoan
d, f} u d} g} cy npumuTHBHE, TaKo Ja cy npousBoau af, oy 3ampaso y U(V). Umahemo oBakse
penauje y V[X]:

fi = dufs, 2 = abfy

e/

g = digh, gy = avgs.

Heka je d € V[X] sajenmmaxm gemunan 3a f; n g;. Ja GucMo JoKasamw Ja BaxKu [a
dy = m3xa(f1,q1) y V[X], noBomno je mokazaru ma d|d;. Emement d je Taxobe 3ajemnudxn
nemmanan 3a f1 u g1 y K[X], ma cnenn na d | dy. Iomro je d = ad), nmamo na d | d} y K[X].
Heka je d} = dh, 3a h € K[X]. Taga Baxu 1a

d} = déh, jeK,

u hy € V[X] je npuMuTuBaH. IostmroM d je TIpUMHUTUBAH, jep je JeJaMIIAI, IPUMATABHUX
nojmuoma fi u g. Hakne, kako cy dhy u d; npuMuTHBHE, e/ Ja je 6 uasepTHOMIan y V,
na d nemm dy y V[ X].

[Mpumernmo jna y V[X] Baxku cieneha ekuBasienimja;
aplbg & alb, plg,

3a a,b € V u npumurusHe nosmuome p,q € V[X]. Jeana nmnimkanuja je ogunrsieara. 11Ito
ce TU4e Jpyre, HEKA je

bq = apct, riae ¢ € V urne je t € V[X] npumurusan.

ITomTo cy pt M ¢ UPUMHATHBHH, CICIU Oa ce b U ac Pa3iImKyjy IO Ha IPOU3BOJ, C4 MHBEPTH-
OUITHUM eJIeMEeHTOM. 3akJbydyjeMo Ja a |b, a camum tum u p | q.

JlokaKnuMo KOHA9HO J1a

u3a(f, g) = uzn(a, b)usa(fi, g1).

Hexa je t zajennuuku nenuress 3a f u g. Tana je t = cty, rue je t; npumutuBan. C 063upom
Ha TO Ja cty |af) u cty | bgy, caenn na ¢ nemu a u b, Kao u ma ty jgeam fi U gy, IuMe 3aBPIIaBaMoO
TOKa3. O

2.2 TI'pebunepoBa 6a3a

JlokazkuMo J1a ce y CJIydajy BaJIyallMOHUX IIPCTEHA, a CAMUM TUM U BaJIYAIMOHUX JOMEHA,
nojmoBu ['pebHepoe 6aze u jake I'pebHEpoBe Oase 3alpaBo MOLyAapajy.

Tephewe 29. Hexa je G = {¢1,...,9,} I'pebneposa 6aza 3a ugean I y V[X]|, 2ge je V
sasyayuonu upcen. Taga je G waxobhe jaxa I'pebreposa 6asza 3a 1.

Jloxas. Heka je f € I. Kaxko je G I'pebreposa 6a3a, To nocroje mojmuomu pi(X),. .., p.(X)
TaKBHU JIa

LT(f) = p1(X)LT(g1) + - - - + pr (X)LT(gy).

Hexka cy
p(X)=by + 00X + - 1 o0X5, ie{l,...,r},
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2.2. I'PEBHEPOBA BA3A

kao u LT(g;) = a; X™,3ai € {l,...,r} u LT(f) = aX™. Cuenu na je

aX" = Z Z a; X" b\ X7,

i=1 j=0

ITpema Tome, 3a Hekn nmogckyn K C {1,...,r}, Baxu ja
aX" =" ap X"y, X = (Z akbfﬁnk> X",
keK keK

MozkeMO 3aK/BYyYIUTH 12 je

a = Z akbglk—)nk
keK

[Tomro je V' Basyarmonu npcren, nocroju ky € K tako na ay, | ai 3a cee k € K. Tana umamo
na je ag, X™o | aX™, anme je TBpheme TOKa3aHo. O

VY 32| nokazano je na 3a BaJsyanuoHH JOMEH JuUMeH3Uje | ¥ KOHAYHO MeHEPUCAHU UJIeal
1<V [X] Baxu na je uneasn pomehux ananosa L'T(]) koHauHo reHepucan. Y TOM pajly KOPUCTe
ce ompehene merojse, Kao W OcOOMHE KOXepeHTHUX u be3yoBux mpcrena. Ca apyre crpame,
3aKJbydMBambe KOPUIITNEHO 3a pe3yJiTaT TeopeMe 35, rjie je JOKA3aHO MOCTOjalhe MUHUMAJTHE
jake I'pebuepose 6aze 3a uznean Iy V[X], npu gemy je dim(V') = 1, omoryhasa u onpehusarme
['pebuepose Oaze 3a matu miaeas. Kpos Jjieme Koje mpeTxojie HABEJIEHOj TEOPEMU U FHUXOBE
JIOKa3e ce MOTYy YBUJETH HAUYMHU Ha KOjU ce Ta 0a3a MOXKe OJIPEJIUTHU, a IMPOIeaypa je miIy-
crpoBana u y npumepy 36. CBu pe3y/TaTu mpeCTaB/LEHN Y HACTABKY OBE IJIaBe HACTAJIN Cy
y TOKY IEJIOKYIIHOT TIpolieca H6aB/berba TeMATHKOM KoHauHe renepucanoctu 3a LT(I), rae je
I unean y R[X].

Hapenna nema, nako jeanocraBHa, Ouhe o1 n3y3eTHOT 3HAUYAja Y TEKCTY KOjU caesu. ¥ 1O0j
3aI0YUIHEMO PA3MATPAhe KOHAUHE TeHEPUCAHOCTH aconupannx Moaysa Iy, 3a unean I < R[X].

JIema 30. Hexka je R upciien u I ugean y R[X]. Axo je I zenepucan Goaurnomuma f, fi,..., fs,
2ge je f MOHUYAH TOAUHOM CULEeUEeHa N, Waga je acouupary, mogys I, 1 xKonauwHno zenepucam
R-mogya.

Jlokas. Axko je I = (f), 1o ject, ako je s = 0, tazga je I, 1 = {0}. Axo Huje, TOKaKUMO Ja
TaJ1a OCTAIlM IPH Je/beby mosmuoMa X' f; ca f, 3apaBo CKyI ejieMeHaTa

o(X'fi, ), rje je 0<t<n-—1, 1<i<s,
reneputie [, 1.
Heka je g € I,,_,. Ilomro je g € I, umamo 1a
(2.1) g=hf+hifi+-+hsfs

3a Heke h, hy, ..., hs € R X]. Bal <i < sBaxu najeh; =qf+h,, rue je degh, < n. Ilpema
TOMeE, BaXK! Ja je

g=(h+afi+-+af)f +hfi+-+hfs
OpaBne cimemu ja mMoxkemo mpernocrasutu fa deghy,deghs, ..., degh, < n y jemHakocTn
(2.1). Heka je cana

k;
hi:Zatz)Xt, k; <n, 1<i<s,
=0
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2.2. I'PEBHEPOBA BA3A

Xtf= i+ p(X F), 0<t<k, 1<i<s.

BamenowM y jemnakoct (2.1) mobujamo cienehe:

s k; s ki
g=1f (h +3°3 aﬁ“rﬁ”) 3 p(X! i, f)-

i=1 t=0 i=1 t=0

Nwmamo caza jga je moamaoM g obsuka fp—+q, rae je p € R[X] u g je R-nmuHeapHa KoMOUHAIM]ja,
noymuoma p( X' f;, f),3a0 <t < k;. Ilomro je g € I,,_1, Tana je deg(g) < n. Kako je mommaom
f Monmuan, moxkemo 3akspyunTu Ja je p = 0. Takobhe uz

p(X'fir f) = X' fi = fri"

cremu ga p(X'f;, f) npunama uneamny I, na camum TuMm npunaga u I, ;. Bumumo cama na ce
MOJIMHOM ¢ U3pazkaBa Kao R-nuaeapna kombunamja moguaoMa p(X'f, f),3a 0 <t <n —1,
1 <1 < s, unme cMO JI0Ka3au TBpheme Jieme. O

HacraBumo ucrnmruBame KOHAUYHE T€HEPUCAHOCTH aCOIMPAHUX Mojysa. ¥ ciaenehoj jgemu,
YMECTO ITPOU3BOJHHOT IMpcTeHa R, MopaheMo Ja MpeTnocTaBuMoO J1a je y MUTamby BaIyaluoHn
JIOMEH.

Jlema 31. Hexka je V saryayuonu gomen u I ugean y V[X] koju je Zenepucan tosuromuma
I fi, s fs, apu wemy je f mornuvan tgosurnom cwetaerna n. Taga cy I, o, I,_3, ..., Iy Konawro
zenepucary V-mogyau.

Jlokas. Tlpernocrasumo ma je I # (f), rako na I, 1 # {0}. Heka cy
T VX =V, 3a0<k<n-—1,

xoMoMopdusMu V-Momysia TakBu g2 je T (p) KoedumumjenTt y mosmHOMY p y3 Tponssom X .
IMpema semu 30, V-momyn I, 1 je koHauno renepucan. Crenu ga je ciavka m, 1([, 1) Ta-
Kohe KOHAaYHO MeHepucaH MOAMOIYI o V', To jecT, KOHAYHO TeHepucaH uaeas. llomro je V
BAJIyallMOHN JIOMEH, OBa CJIMKA 3alIpaBo MOpa OuTH TiaBHU uieas T, 1(l,—1) = (¢,—1). [Ipu-
MeTuMO Ja ¢, 1 # 0. a 6ucmo jokasanu jma cy HaBeIeHW MOy [, KOHAYHO TeHEePUCAHW,
rnocMarpaheMo Kparak TadaH HU3

0— 1,90 — 1,1 E <Cn_1> — 0.

[TpBo npecsiukapame je unkiaysuja. [omro je uzomopdan ca V', momyi (¢, 1) je ciobonax,
ma ce oBaj Hu3 1emna. Ciemqu 1a je

Infl = Inf2 X <Cn71>-

W3 nenama HU3a nmamo u upojekuujy 7w : I, 1 — I, o. Opmapme ciemu na je momyn I, o
KOHAYHO TeHepucaH, jep je To u I, ;. Axo je I, o # {0}, macraBjbamMo Ha UCTH HAYWH,
noMmohy opMuparma KPaTKOr TAYHOT Hu3a. Tako Jla MOXKEeMO 3aKJ/by4IUTH JIa CY CBU MOJLYJTH
I, 2,1, 3,...,Iy (KOju cy HeHysa) KOHAYHO reHepucanu, Kao u jga 3a cee k € {0,...,n — 2}
BaXK® J1a

Ikg <Ck> X oo X <CO> §Vl,

3a Heko | < k + 1 (ako je ¢, = 0, Taza je takobhe u ¢, = 0 3a m < t).
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2.2. I'PEBHEPOBA BA3A

Moxkemo 4yak ofpeuTu U reHeparope 3a V-mouyn [, Ha UCTH HAYWMH Ha KOjU CMO TO
ypaguiau 3a I, ¢ y nemu 30. ITohumo ox momyna I, 5. 3a g € I,,_o C I, 1, BaxKu Ja ce MO¥Ke
IIPEJICTaBUTH Kao 30Up

9= rup(X'fi, f),

rie ¢y 1y € V u p(X'f;, f) kao y pokasy nperxomme jeme. Ilomro cy ceu octamu p( X' f;, f)
eJleMeHTu y I, 1, MOXKEMO HUX IOJeJUTHA ca h, 1, TOJTUHOMOM TaKBUM Jia je Bojehu koedu-
nmjenT o h, 1 ynpaso rexeparop 3a m,_1(l, 1), To ject, raksum ga LT(h, 1) = ¢, 1 X" 1.
IIpema ToMe, BaxKu 1a je

p(X'fi, f) = agihn_1 + fu, zacee 0<t<n—1,1<i<s.

IIpumernmo sa ce moxke jiecutu Jia je a; = 0. Konagno, umamo 1a je

g= Z ri(hn—1 + fu) = <Z Tm‘am‘) P—1 + Z Tti fri-

Kako je V unrerpasuu nomen, deg(h,_1) = n—1udeg(d_ ryfi) < n—2, cnemu ga Y rya,; =0
ug =Y r;fu. Tako na cBaku emement y I, o MOxKe OUTH TIpPEICTAaB/bEH Kao V-JIMHeapHa
KOMOHMHaIIja eJieMeHara

fu=pp(X fi, f)shna), a1 <i<s,0<t<n-—L
ITocrynaxk je uctu 3a I,,_3,..., Ip. ]

Caeneha jiema he mHam 6utn 3Hadajua y OyayheMm uCIUTUBaKbY MUHUMAJIHOCTH jake ['ped-
HepoBe Oa3e.

JIema 32. Hexka je V sasyayuonu gomen u I ugean y V[X] xoju je Zenepucan Gosuromuma
fi,-.., fs. Axo I cagporcu moHuMan GOAUHOM, WAJe TUOCTLOJU KOHAYHU Togekyu B C E’T(I )
waxo ga

1. (Yg € D)3 e B) b| LT(g);
2. (Vbl,bg € B)(bl 7£ by = by 'f b2)

Jloxas. Heka je f € I monwuan mosmHOM U npernocraBumo ga je deg(f) = n. Moxkemo
dopmupatu ckyn B Ha cienehu naunn: Heka je X" € B. V3 nperxojHe jeMe uMaMo J1a

(1) = (ck), a0 <k<n-—1,

IpU 9eMy Cy €JIEMEHTH Cj, jeJUHCTBEHU, JI0 Ha MPOU3BOJI Ca WHBEPTUOMITHUM €JIeMeHTOM. AKO
je ¢ X* menyima, mexa je Taga ¢, X* € B, 3a cBe 0 < k < n — 1. Taxobe, ako ce jgecu 1a 3a
Hexo | > k Baxkw 1a ¢y | ¢, Tama MoykeMo MCKIbYHuTH efaeMenT ¢ X' u3 B.

Jacno je na B 3as0Bo/baBa TpazkeHe yciaoBe. Hamme, ako je g nmosmHOM u3 I TakaB Ja je
deg(g) = m > n, Taga X" | LT(g). Axo je deg(g) = m < n, tama je ¢t X* | LT(g), 3a neko
k<m. ]

Hapennu pesynrar he nam 6utu Kopuctan y Jjiemu 34.

Jlema 33. Hexa je A C B C C nu3 pawupera UHeZpaLHUL gomena u Hexa je 1 ugean y
gomeny B. Axo 3a cearu eaementi ¢ € C aocwioju a € A\ {0} @ako ga ac € B u axo je

I° N A # {0}, waga je I¢ # {0}.
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2.2. I'PEBHEPOBA BA3A

Jlokas. Kaxko je I°N A # {0}, To nocroje enementu a € A\ {0}, ¢1,...,cs € Cu fr,...,fs €1
3a Koje je
afit-tefs=a.

Hexka je 3a cBako 1 < ¢ < s esmement a; € A\ {0} TakaB na a;c; € B. Tana, 3a esemeHt
a=aj--as € A\ {0} umamo na BaxKku jeagHakocT ad = acyfi + - - - + acs fs. Iomro je

a
ac; = a;c;- — € B,
i

afi,...,fs €I, ciemn na aa € I. Kako je u aa € A, cnemqu na je aa venysa ejxement y €. [

Bumuvo na je y memama 30, 31 m 32 TpaxKkeHO ja mjaeasy KOjU ce TOCMAaTpa ITPUITAJIa
MoundaH nosmHOM. Crreneha jtema ce OaBu MUTABEM IMMOCTOjaFhba TOI MOHHYHOT ITOJTUHOMA.
[Ipernocraska jeme he O6uTu u Ja je BajayallmoHu JTOMEH JuMeH3uje 1.

Heka cy fi,...,fs € V[X], tne je V Bamyammonu pomen u u3xa(fi,..., fs) je jemnak 1.
JacHo je na Tama Gap jemaH o mosmHOMA f; MMa Oap jeJaH WHBEPTHOMIAH KoeUIujeHT. Y
CyIpPOTHOM, HajBehU 3aje/ITHIYKY JIeJIMIall TUX MoJIuHOMA He O6u Omo jennak 1. OBa unmeHuna
HaM je moTpebHa 3a camy (DOPMYyJIAIn]y HapeIHe JeMe.

Jlema 34. Hexa je I = (f1,..., fs) ugean y V[X], 2ge je V sasyayuonu gomen gumensuje 1,
warae ga je s > 2 u nsg(fi,..., fs) =1. Hexa je fi=>_; a;; X7 u nexa je

k=min{l e N[ (i e {1,...,s})(ayu € UV) u (Vj > l)a;; € UV))}.
Taga tocwoju monwuvar gosurom f y I ciuetuena k.

Jlokas. TIpeo nokaxkumo ma je I¢ = I NV # {0}. Be3 ymamema ONIIrocTi, MOXKEMO IPETIIO-
CTaBUTH JIa je WHJIEKC ¢ KOju ce IojaBsbyje y nedunuruju o6poja k jeqnak 1, kao u ja je Taj
WHBEPTUOWIIHUA €JIeMEeHT Q;; = Q1 3ampaBo jeaHak 1. Axo je f; MOHW4YaH, HEMa IITa Ja Ce
nokaszyje. IlpermocraBumo ga Huje MoHm4aH. Tajga je f; 30up MOHUYHOT MOJMHOMA U ITOJIN-
HOM& YHUjU Cy CBU KOe(PUIIUJEHTH Y MaKCUMAaHOM ujeasy M (HeMHBEPTUOUIHU €JIEMEHTH ),
M KOT'a MOXKEMO BHJIETH KaO MPOW3BOJL ejleMenTa u3 M u mojmHOMa 9uju jeJaH KoeuimjeHT
je jemmak 1. Cnemu na je

fi(X) =bp(X) + q(X), be M, q mounuan y V[X] u crenena k.

Hajsehu 3ajegnnaku gesuarn noauaoMa fi, ..., fs je 1y V[X], ma to Baxku n y K[X], rme
je K mosbe pazyiomaka 3a V. Youumo HU3

V C VIX] c K[X],

3a KOjU OYWIJIEHO BaXKW NPBH JIe0 npernocraBke u3 jeme 33. Takobe, kako je K|[X]| ruas-
HOHJIEAJICKU ToMeH U H31(f1,..., f5) = 1, cienn na je I° = K[X], To ject, I°NV # {0}. 13
neme 33 mMoxeMo caza 3akpyantu jga je I¢ # {0}. Heka je d € I¢ menyia, Tana je u Vd
Henysa unean y V. Hberos pajukar je mpecek MpoCTUX ujeasia Koju cajp:xke d, a Kako je V'
MHTEerpaJIHi JOMEeH guMensuje 1, taj npecek je jenmnax M. Tako ma je b € M = /Vd. Onarie
cienu na mocroju m € N tako 1a

bm e VdC I C I,

10 ject, b € V/I. Takobe je
9(X) = fi(X) = bp(X) € VT,
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2.2. I'PEBHEPOBA BA3A

TAKO Jla MOCTOju MoHW4IaH nosuHoM y I (Hamme, jacHo je ma ako b™ € I, tama je q(X)™ € I).

[TokaxkuMo cajia Ja MOCTOju MOHWYAH moauHoM crenena k y I. Tlomemmmo mosmmaom X f
oBUM MOHWYHUM TosimHOMOM ¢, Tiie je t = (m — 1)k — 1. Caza je KoedurmjeHT y3 MpOn3Bo/I
XtX* = Xm=1 v nomunomy X'f) jenmak 1 u JeamMo MOHHYHEMM IOJHHOMOM ¢, KOju je
crenena mk. Csu xoedunujentu y nomuaomy X'f; xoju cy y3 crenen sehm om mk — 1 cy
y uneanay M, Tako Jia je KOJTUYHUK Y OBOM JIe/beiby Takohe YMHOXKAK HEKOT eJIEeMEHTa KOjU
npunaja M. Bouehu koedurnujent ocratka je ouja obsmmka 1 — p, e je u € M, a camum
TUM je U mHBepTuOMIaH. Tako jga cMo fokazaau ja [ caJipKu MOHUYAH IOJIMHOM CTEIeHa
mk — 1. MoxKeMO ITOHOBUTH OBaj MOCTYIIAK:

X'fi = q"qg+m
XU = riga o

2
X°f1 = rma@1+ri
Xfi = reag+rm
fi = TG + e
Osne nmamo ga r; € I, deg(r;) = mk — i 1 MAKO OBU HOJIMHOMU HUCY MOHWYHHU, H>UXOBU
Bojiehu koedwunujentu cy mupeprubminu. Cienu na je ryq nojuHoMm y I cremena k 4uju

Bojmehu koedurujent je naBepTubmniaan. OBO 3HAYM Ja MOCTOjU MOHUYAH MOJUHOM y I Koju
je crerena k, unMe 3aBpIIaBaMo JIOKa3. Il

Casma moxkemo nipehin Ha J10Ka3 rjiaBHE TeOpeMe Koja ToBopu O mocTojamy ['pebrepore 6aze
3a KOHa4HO renepucanu wiean y V|[X], rae je V Bamyarmonn momen aumensuje 1.

Teopema 35. Hexa je V saayauyuonu gomen gumensuje 1. Axo je I mewyaa xoHauwHo zemre-
pucanu ugean y V[ X], @aga tocmoju munumanna jaxa I'pebreposa 6asza 3a I.

Jloxas. Heka je I = (f1,..., fs). IIpema teopemu 28, nocroju noauaom d = u3a(f1,..., fs) y
npcreny V[X]. Heka je f; = da;, n Taza je

I =d{ay,...,as).

CaJzia ce MOXKeMO CKOHIleHTpucaT Ha ugeas J = (aj,...,as).

[Momrro je u3n(ay, ..., as) = 1, npema jemu 34, uneas J cagpxu MoHMYaH nojuHoM. Heka
je n crerter Tor nosmmHOMa. Ha ocHOBY Jieme 32 cien 1a MOCTOJU CKYTI

B={by,...,b.} C LT(J)

Takas Ja 3a 6miao koje a € J nocroju k € {1,...,r} Takso ma by | LT(a). IIpema Tome, ako
je hy € J nomunom takas ga LT (hy) = by u ako o3HauuMo g = dhy, MOKEMO 3aKJ/byIUTH JIa
je G ={q1,...,9,} muanmanua jaka ['pebuepoBa 6a3a 3a I.

Hanwme, ako f € I taga je f = da 3a neko a € J. Axo LT(hy) | LT (a), Tana je ounrsenno
a2 LT(gi) | LT(f). -

[IpencraBumMo cajia jegan mpuMep BajgyalmoHor nomeHa KpysioBe numensuje 1 Koju Huje
Herepun. Takobe, Ha nmpumepy jeaHor mjieasia HaJ OBUM IPCTEHOM MOXKEMO WJIYCTPOBATH
IIPETXO/THE JIeMe U TeopeMe, Kao U moctynak ojpehusame ['pebuepose 6a3e 3a Taj uaeas.
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IIpumep 36. Heka je npcren R 3aiar Ha ciejgehu HaduH:
R=Q[X1, Xy, Xs,...] /(X2 - X1, X2 — Xo,...).
[Tocmarpajmo siokam3anujy Ry, OBOT IPCTEHA Yy OJIHOCY HA MAKCUMAJIHU HICAJ
M = (x1,x9,...),

rJe je x; O3HaKa 3a Kjacy ejemenTta X; y R.

[Tpumernmo na je cBaku enement y R obsuka f(x,,) 3a HeKr TOJTUHOM f ca PAIOHATHIM
koedunujentuma u 3a Heko m € N. Hawmwme, 3a r € R, Bugumo ja je r = g(xq, ..., Ty). Kako
y R Baxke pesanmje

T=a = =a2
clienu Jia je
2m71
r=g(xs, ..., xm) = f(an).
Jokazkumo J1a cy eJleMeHTH &, Tpanciengentaun vay Q. IIpernocrasumo na je f(z,,) = 0, 3a
nomuaoM f € Q[X,,]. Haxne, f(X,,) npunana (X2 — X1, X2 — X, ...) u taga umamo ciesehy
jeTHaKOCT:

f(Xm) = pl(Xh s 7Xk)(X1 - XQQ) + +ps(Xla s 7Xk:)(Xs - X52+1)7
3a Heke k,s > 1. Kopucrehu 3amene

X, = X3, X, = X3, X,=X2,,
jenny 3a apyrom, gobujamo na f(X,,) =0 3a s < m, Kao u f(Xf_:mH) =03as>m. Y oba
cliy4daja, CBU KOoe(pUIMjeHTH MOJIMHOMa, f Cy HyJIa.

Axko Baxku na je riry = 0, T1e cy 1,79 € R, Taja nmocroje nosmmHOMY f ¥ ¢ ca pAIMOHATHAM
koedurmjeHTUMA, KOjU Cy TakBu ja r; = f(z,) ure = g(r,), 3a Heko m. IIpumerumo ja oBjie
MOZKEMO n3abpaTu UCTO M jep je x; = x7,; 3a cBe i. IIpema Tome, Baxu a3 je f(2,)g(xm) =0,
na je 3ampaBo fg = 0y Q[X,Xs,...]. Onmarne caenn ga je f = 0 mam g = 0, Tako Ja je
ry =0 mwm ro = 0. Ciequ na je R wHTErpaJHU JOMEH, ITa TO OHJIa BaXKu u 3a ).

[IITo ce Tuyue nokaza na je R); BagyallmoHU ITPCTEH, JIOBOJHLHO j€ JIOKA3aTH JIa CY €JIEeMEHTH
fi(xy) u fo(z,,) ynopeausu y omgHocy Ha pesanujy Ae/berba. OBU €JIEMEHTH MOTY C€ BHJIETU
U Ha cjemehn HaYWH:

flam) =20 w0 fown) = 2,0,

re cy u U v mHBepTHOMIHM eleMeHTr. Ha oCHOBY oBoTa ce ymnopehuBame eiemenara f; u fo
cBosiM Ha ynopehuBame crernena s u t.

Hokaxkumo caga ga je dim(Ry;) = 1. IlpernmocraBumo ma je P HeHysia mpocT mjaean y
npcreny Ry, Tama saxku nma je P C M (ymecro Ry/M, mucahemo kpatko M) u Tpeba
nokazatu ja je P = M. Kao mTo 3HamM0, Onto Koju HeHysa ejleMeHT y [y, je obnuka x) u,
rie je uw maBeprubmian. Ilpema Tome, m3 x) u € P nobuwjamo na x;, € P, mTo 3Ha4N Ja
ZTm € P jep je P mpocr uznean (u camum tum s # 0). Ilomro je

27n—k 2k:—

m
rxp=x, 3ak<m u Ty =2, 38k >m,

MOKEMO 3aKJbyIuTHu Jia Ty € P 3a cBe k, Tako na je P = M.
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Ba noka3 ma Ry, auje Herepun mpcren, mpeTnocTaBuMo Ja je JIaHall hieasia

(z1) C(x2) C -+~
cranmonapan. Taga umamo na je (x, 1) = (z,), 3a neko n. Cinenu na x, € (z2) u raga je
T, = pr2. Moxemo 3ak/byuuT ja je o,(1 — px,) = 0. @akrop 1 — px, je unBepTHOUIAH
oynyhu na px, € M. Konauno nmamo na je x, = 0, IMTO je KOHTPAIUKITA]a.

Heka je cama I upean y npcreny Ry[X] koju je remepucas moJuHOMUMA
fl(X) = $1X4 — $1$2X3 + X2 + Jfg(BgX + 21

fQ(X) ZIZ’QXQ + (ib’g — $1$3>X — X3
fg(X) = IL'QX2 — IL’l.CL'gX.

AKO uCKOpHCTHUMO peJialiije Koje BaxKe 3a X1, T, L3, MOXKEMO BUJIETH OBE IIOJIMHOME Ha CJie-
nehy HaTIWH:
4yrd 6v3 2 3 4
2 2 5 3
fo(X) = a3 X"+ (x5 —23) X — a3
f3(X) = x3X° — 23X,
O3HAaYMMO, paJu jeJHOCTABHOCTHU, T3 ca «. OBU MOJUHOMH Cy y3ajaMHO IPOCTH, YaK Cy TO

fo m f3. V3 momoh ememenTapaux Tpancdopmarmja, MoxkeMo Hahn pesanujy Koja BaXKu y
K[X], rne je K mosbe paznomara 3a Ry;.

10 Vi Vi=Vs aX —ao? 1 -1
01 a?X?2—a®’X |0 1

1
1 > VieVi— s V2

a?X? 4+ (a—a®)X —a?
o’ X? —a’X

Vo Vo—aXVy OéX _ Oé3 1
all—a)X | —aX 1+aX
1+aX
—a’ L+ a2(1io¢)X —1= a3(—1i_—o¢)X
at(l—a)X —aX 1+ aX

Haxue, penamuja y K[X] je cieneha:
1 ad—at+1 1
= (1 —— X fo - X
@ = (14 =) 2~ (e wma—a) &

(1 —a)=(—a*(1—a)—aX)fo+ (a® —a* + 1+ aX)fs.

Cnemu na o® € (IN Ry) \ {0}, momrro je 1 — o unseprubunan enement. Kao y jokasy jeme
34, summmo n1a je b = o n b? € I, Tako nma nosmHOM ¢ mpunaga I, rae je g = X2 + ol X + ot
IIpema HaBe/IeHOj JIeMHU, 1 MOHMYAH IOJMHOM cTeneHa k = 2 npumnaga I. Ilomro Baxku na je
t =k(m—1) —1 =1, nogemuhemo X f; ca ¢*. Tlocie oBor jesbema, 106UjaMo Ja MOHUYAH
IIOJIMHOM

TO jecT,

rl(X) = X3 + OL3U1X2 + Oé4U2X + 0414’&3

npunaa I, rje cy ug, us, uz € U(Ry ). Hacraspamo nocrynak, gesumo fi ca r; u gobujamo
IIOJIMHOM
_y2 3 4
ro(X) = X* 4+ o’uy X + a’us, ug, us € U(Rpy),
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2.2. I'PEBHEPOBA BA3A

KOju mipunaja uiaeasy I.

MonudaH OJUHOM CTEleHa 2 CMO MOTJIM JIOOUTH U TMPOMEHOM reHeparopa ujeasa I y3
omoh ciregehux Tpancdopmarmja;

A Xt — oS XA+ X2+ a3 X + ot A Xt — oS X3P+ X2+ a3 X + ot

Vo Vo—V3
A’ X2+ (a—a’)X —o? N aX —a?
a?’X? —a’X a?X? —a’X
Vesti—axy, [ X=X+ X2+’ X +at v
—_— aX —o? _
at(l—a)X
atX? —af X3+ X2+ o2 X + ot Vi Va3 X3V X2+ oX + ot
aX —o? —— aX — ot
ab(1 - a) ab(1 - a)

Hakne, I je renepucan ca
h=X?>+a’X +a?, hy = aX — o, hy = ab.

Oppenumo 3a nodetak reHeparope mojysa Iq:

p(Xhi,h) = —?(1+a)X —a’
p(Xhy,h) = o°X
p(hi,h) = hy=aX —a?
p(ha,h) = hy=a’.

Caza Bugumo na je 71 (1) renepucan ca . Takobe, hy je mosmuom unju Bogehn koedunmjerTt
renepuiie 71([;). Y crenehem kopaky Tpaxkumo reHeparope 3a Io:

p(p(Xh, B k) = —a¥(2+a)
p(p(Xha,h), hi) = a®
p(ha, hy) ab.

Cremn na je mo(Iy) = Iy renepucan ca o’.
Konauno mobujamo 1a je
LT(I) = (X? aX, ") = (X? 13X, v173),

a muHnMmaJjHa jaka ['pebnepoBa 06a3a 3a [ je jara ca

g1 = X2+ 2923X + 74, g2 = w3 X — 1122, g3 = T173.
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I'maBa 3

Banayammonu npcrenu numMmensuje 0

Y nuTepaTypu MOCTOjU BUIIlE HAYMHA HA KOjU Cy CIPOBODeHe reHepasn3aliije mojMa BaJry-
AIMOHOr JIOMEHA Ha MPCTEH ca Jenuresbuma Hyse. CrnomeHumo gaBa: MaHUCOB BasyaroHu
uperen (Buzetu [33]) w JIAaHYACTH TIPCTEH, IPCTEH 3a KOjU BAXKM JIA je FerOB CKYIl Hieasa
toranHo ypehen unkiysujom (Bugeru [22]). Osae hemo xopucruru nedbununujy 24 nary y
[IPETXO/IHO] TJIaBU, (DOPMYJINCAHY IIPEKO CBOjCTBA Ie/bUBOCTH eJIeMeHaTa, Koja Takohe mocroju
y aureparypu (BujeTH, Ha npumep, [42]).

Jakse, y oBoj riaBu 6aBuheMo ce BaJIyallmOHUM IPCTEHUMa, 0€3 MPETIOCTABKE /1 je Taj
OpCTeH W wHTerpaanu jomeH. ¥ [31] ayropm cy mokasanu ma je mumeasn Bojehux wianosa
LT(I) konauHo renepucat, rje je I konadno renepucan ugean y V[X| u V Banyarnmonn mp-
creH quMensuje (. Y3 ryOuTak ONIITOCTH Y OJHOCY HA CIIOMEHYTO, TO jeCT, y3 JOJIATHU yCJIOB
Jla je aHyJIaTOp CBAKOI eJleMeHTa U3 V' KOHAYHO I'eHepucaH uieaJl, pe3y/ITaT O KOHAYHO] MeHe-
pucanoctu LT (I) je npukazan y Teopemu 39, Koja je 3aje/HO ca ocTajauM pesyararuma u3 [41]
npeJicTaBbeHa y oBoj rasu. CromeHyTu pesyirar ce Moxke Hahu u y [34], rae je dopmyu-
caH y TEPMUHUMA apXUMEJICKOT CBOjCTBA M KoxepeHTHOCTHU. Jloka3m OBjie Cy mpejicTaB/beHn
10 aHAJIOTUjU Ca Pe3y/JITaTuMa U3 MPETXOHe TJIaBe, U TaKohe cajip:Ke MeTo/ie 3a oIpehuBame
I'pebrepore Gaze.

VY raBu 2 KOPUCTUJIM CMO YHEHEHUILY Jia je CBaKU BaJjiyaruonu npcred Vo jokaaau (M he
U OBJie OWTH O3HAKA 32 HEroB MaKCHMAJHU ujeas). Takohe cmo mmasmu jgemy 30, Koja BaxKu
3a MPOU3BOJbHU IIpcTeH R U Ha KOjy hemo ce u OBJ/ie HAJIOBE3ATH.

3a cnenehy jgemy, 6uhe HaMm moTpeOHA MIPETIIOCTABKA J1a je TpcTeH R BayalmoHu, Kao U
Jla je aHyJaTOp CBAKOI eJleMeHTa KOHavHO reHepucan. Jloka3z hemo cupoBecTu CJMIHO JieMu
31, y3 Heomnxo1He KOpeKIrje 300T pas3InduTux yCJIOBA.

Jlema 37. Hexa je V saayauuonu upctier y KoMe je GHYAAUOP CE8AK0Z eNeMEHULL KOHAYHO
zenepucan. Hexa je I ugean y V[X] zenepucan tosunomuma f, fi,..., fs, 2ge je f monuvan
aoaurom ceuena n. Taga cy I, o, I, 3,..., Iy Konauro zenepucary V -mogyau.

Aoxas. Tlpema jtemu 30, V-momyn I, 1 je koHauno renepucan. Heka cy
Tk & V[X ] k — vV

xoMoMopdbu3MHI TakBu Ja je mi(p) koedbumumjent y3 mpomssox X y mommmomy p.  Comka
Tn—1(In_1) je KOHAYHO MeHEPUCAH, TO jecT, rIaBHU ujuean y V:

Tn—1(In—1) = (Cn—1)-
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3.BAJIVAIIUOHU IIPCTEHU JIUMEH3UJE 0

Axo mpetmiocTaBuMo Ja 6ap jemaH o egeMeHnara fi, ..., fs Huje yMHOXKaK o1 f, mMamo 1a je
Cno1 # 0. Hexa je h,_; € I, ; nomanom taxkas jga LT(h, 1) = ¢,_1 X" ! u Taj nosmnom je
sanpaso jeman on ocrataka p(X'f;, f), 6am kao u y mokasy jeme 30.

Hokaxkumo j1a je I, o KOHAYHO reHepucanu V-MOmIyJl TaKo mTo hemo HahM eKCIIAITUTHO
meroB reveparopuu ckyi. Ilomro je g € I, C I,,_1, Tajia je OUYUIIEIHO

9= rup(X'fi /), ry €V, 1<j<s 0<i<n-L

Kana nomemumo ocrarke p(X'f;, f) ca h,_1, nobuhemo penannjy p(X'f;, f) = aijhn_1 + fij-
Hasbe citequ na je

g = Zrij(aijhn—l + fz]) = (Z Tijaij> P + Zrijfij-

C ob3upom Ha TO ma g € I,_o, Tama »  r;;a,; npunaga Ann(c,—;). OBaj aHyIaTOp je KOHATHO
reHepucas, To jecrt, riaBuu. Heka je

Ann(c,_1) = (d,_1).
Crnenn na je cBaku ejqeMeHT v I, o V-InHeapHa KOMOMHAIIE]ja eJeMeHaTa

dnflhnfl n fij = p(p(Xifj,f%hn,l), riae je 1 Sj S S, 0 S 1 S n— 1.

Mozkemo nionoBuTH 0Baj moctynak. Ako je I, o = {0}, ranaje [y =--- =1, 3 = {0}. Axo
I,_o # {0}, Tana je m,_o(I,_2) KOHAUHO reHEpUCAH TOAMOYJ y V| na mocroju ¢, o € V Tako
na Baxku T,_o(I, o) = (¢, o). Heka je h,_o € I,,_o nommanom Taxkas 1a LT (h, ) = ¢, o X" 2.
Il'enepaTropuu ckyn 3a I,_s3 cacToju ce 0l OCTaTaka IpU Ae/beiby reeparopa 3a I, o ca h,_o
3ajeIHO ca MOJUHOMOM dy,_oh, o, Tae je Ann(LC(h,_2)) = (d,—2). Moxkemo HacTaBuUTH Ha
OBaj HAYMH U JIOKA3aTH Ja Cy CBU OBH MOJYJIM KOHAYHO TCHEPHUCAHMU. O

[TocBeTMoO ce cajia mUTamwy MOCTOjarba MOHUYHOT TIOJIMHOMA Y WAy KOjU pa3MaTpaMo.
Axo je I = (f1,..., fs) < V[X], Taga mocroju koedbunujenr o € V' HEKOr 0] reHEpaTOpa Koju
Jleii cBe ocTaJjie KoedwulmjeHTe CBUX mojuHOMa Koju reHepurny I. Heka je f; = ag;, 3a
ie{l,...,s}. Tamaje I = a{gi,...,gs) u 6ap jeman oxn koedunujenara mely reaeparopuma
g1, - - -, gs je uaBeprudbmian. [log mpernocraBkoMm Ja je muMen3uja BaIyalnoHOT IIPCTEHA HyJIa,
y cienehoj slemu mokazahemo na (gy, ..., gs) CaJIpKu MOHUYIAH [TOJUHOM.

Jlema 38. Hexa je I = (f1,..., fs) ugean y V[X|, 2ge je V saryayuonu Gpciien gumendu-
je myaa u Hexa je bap jegan Koepuuujenitt mehy ceum roepuyujentiuma 2enepatiopa og I
unsepmubusan. Axo oznauumo ca f; = ; ainj U

k=min{l e N[ (Fi € {1,...,s})(ayu € UV) u (Vj > Da;; ¢ U(V))},
waga wocuwoju monuvar aosurom [y I ctueuena k.

/loxa3. Be3 rybuTka OmmrocTu, MOXKEMO IPETIIOCTABUATH Ja fi mMa 6ap jean nHBEPTUOWTHI
KoedUIMjeHT, Kao U Jia je Taj uHBepTuObmiaHu Koedunujent jennak 1. Axko je LC(f;) = 1,
nMaMo TBpheme jeme. VY cynpoTHOM, fi je 30MP MOHUYHOI ITOJMHOMA U IOJIMHOMA UUjU CYy
ceu koedurmjentu y M (HenuBeptubuinu esementn). OBaj MOCTIEIHBI MOXKE Ce BUIETH KO
mpou3Boj, ejeMenTa y M u moanHOMa Unju jedaH KoedunujeHt je jemrax 1. Tako ma je

fi(X) = bp(X) + ¢(X), be M, q moumvan y V[X].
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3.BAJIVAIIUOHU IIPCTEHU JIUMEH3UJE 0

Kaxko je V jokasHu npcTeH JIUMeEH3uje Hya, BaXKu Jia

Ni(V)= (] P= (] M=JV)=M

P upocr M MakcuMasIaH

Crnemu na je cBaku ejemMeHT y V WM HUINOTEHTAH WA WHBEPTUOWJIAH, TAKO Jia MOCTOjU
m € N 3a koje Baxku ga 0" = 0. IIpema dbopmynn

(y+9™—y"=y+qqu+ (-1)""q¢",

3a HeEKe MMOJWHOME Y, ¢, gy 1 m > 1, MaMo Ja je

I3 A(X)" = (bp(X)
(X)

IIpema Tome, mMonmvan mosmHOoM ¢ mpumnaga . /labe HactaB/mhaMo kKao y Jjemu 34, jep
YUBEHUIA Ja je Y TOj JIEMU y MHUTAalby WHTEIDAJHHU JOMEH HUKAKO He yTUYe Ha HACTABAK
JTOKa3a, CBAKAKO BPIIUMO JleJbeibe MOHHYHUM mojuHoMuMa. Heka je t = (m — 1)k — 1 n
npehuMo Ha CYyKIIeCUBHO JI€JbEIbe IIOJIMTHOMUMA YUju BOJAehr KOeUIIUjEeHTU Cy NHBEPTUONITHU:

X' = ¢"qg+n
X7 o= mg

X2f1 = Ti oGt 1 T T
Xfi = rnoaqg+n

fi TiQey1 + T

[Tocneamu ocTaTak y OBOM JIeJbEIbY je 1441, oauHoM y I crenena k auju Bojehu Koedumjent
je MHBepTUOMJIaH, 9iMMe 3aBPIIaBaMO J0Ka3. L]

Cajia MO2KEMO JIOKA3aTH IJIABHY TEOPEMY.

Teopema 39. Hexka je V' sasyauuonu upctien gumerduje HYyaa Yy KOMe je AHYAAULOD C8aK02Z
ENEMENTUA KOHAUHO Zenepucan. Axo je I wonauno zewepucanr ugean y V[X], waga woctwoju
Mmurumarna jaxa I'pebreposa basa 3a 1.

Jloxas. Heka je I = (f1,...,fs) u a € V je kKoedunujeHT HEKOT O T€HEPATOPA KOJU JIEJIH
cBe octaJie KoedHulFjeHTe CBUX IOJMHOMa Koju reHepurmry umaeaa I. Heka je f; = ag;, 3a
ie{l,...,s}. Tana je

I=alg,...,9s)-

Hososbro je nokazaru na J = (gi, ..., gs) nma ['pebruepoBy 6a3y.

MokeMo mpeTTocTaBuUTHU Ja je bap jegan oj Koeduinrjenara Mehy cBUM KoeUInjeHTuMa
MIOJIUHOMA g1, . . ., §s jemHaK 1 u meka je unjekc k kao y jiemu 38. Ilpema T0j jmemu, mocroju
Monm4aH mmojanaoM f crenena k y J. Tana cy mpema jiemu 37, V-momynu Jy_1, . . ., Jo KOHAUHO
renepucanu. Kao y moka3y seme 37, Heka cy upecaukasawba 7 @ V[ X];, = V xomomopduzmun
Taxo ma je m(p) xoebunmjent y3 mpoussox X' y nmommnomy p. Cremm ma cy cmuke m(J;)
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3.BAJIVAIIUOHU IIPCTEHU JIUMEH3UJE 0

rnasan uneamm y V. Hexa je m(J)) = (¢) u mexa cy hy € J; raxsu ga LT(h;) = ¢ X!. Ako
o3HaduMoO ca S ckym uugekca ¢ € {1,...,k — 1} TakBux ma ¢; # 0 u

cj 1, 3a cBe j < i,
Taja je CKyI
B ={X* LT(h)|i € S}

takas Ja (B) = LT(I). Hanve, muanmasna jaka ['pebrepoBa 6a3a 3a J mgara je ca

Hexka je p € J \ {0}. Axo deg(p) > k, Tama X* | LT(p). Axo je deg(p) =1 < k, Tana p € Ji;
ciequ jga c; X' | LT (p) za meko i <l u i € S. Oznaunmo ca

G' ={ag | g € G},
IIITO TIPeJICTaB/ha MUHUMAIHY jaKy ['peOHepoBy 0a3y 3a mosjasuu uaeadtt I. O

MokeMo HaAIIpaBUTH MaJly IIPOMeHYy y mpuMepy 36 u J100UTH MPCTEH 3a KOjU BaxKH Ja je
Basyarimonu npcrer Kpynose jqumensuje 0 u uuje Herepun.

IIpumep 40. Heka je
R=Q[X1, Xy, X5,...] (X}, X3 — X1, X2 — Xo,...).

Youumo Jokaausanujy Rys oBOr mpcTeHa y onHOCY HAa MakcuMasHu uneait M = (xy, za, ... ),
r7e je x; O3HaKa 3a Kjacy eireMenta X; y R.

CAmgHO Kao y CIIOMEHYTOM IIPUMEPY Ce MOXKe JOKa3aTh Jjia 0Baj npcren Huje Herepum,
Kao U Jia je cBaku ejeMeHT y Ry obmuka f(x,,) = 25 u, 38 HEKO Z,,, s > 0 U UHBEPTUOMIAH
€JIEMEHT U, & CAMUM THUM je R, u BajyarmoHu mPCTEH.

Hexka je M o3znaka n 3a makcuMaJsiau unean y Ry,. Kako je
2 48
O — 331 — 1'2 — .133 _—

cJIeZIA Jla je CBaKW eJeMeHT y R); HWJINOTeHTaH miu mHBepTuOmaaH. Kako je Rj; jokajgHu
IIPCTEH, CJEN /13 je
M =J(Ry) =Nil(Ry)= () P.

P upoct
Oso 3naum ga je M C P, 3a cBaku npoct uzgean Py Ry, na cienu na je Ry, numenswuje 0.

JlokaxkuMo caza J1a je aHyJaTop CBaKor ejJleMeHTa u3 Rjy; KOHauHo rexepucan. Heka je
f(xn) = 2! u enement y Ry, e je m > 1 najmame moryhe u u € U(Ry). Jacno je na Baxkn

Ann(f) = Ann(z!,). dokaxkumo ja je

Ann(z!)) = (22" 7).

m
Jacno je na x2" ~' € Ann(z!,). Ca mpyre crpane, nexka je p(z,) = z¥v € Ann(z!)). Axo je
n < m, ouga ce p(z,) Moxe Harmucatu kao xsv. Crenn ja je

l m

p(zy) -2t =zfv- -zl =0=2>",
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3.BAJIVAIIUOHU IIPCTEHU JIUMEH3UJE 0

Tako 1a je s + 1 > 2™. OmaBne cienu na je s > 2™ — [, ma je
.8 2m—]
p(ﬂ?m) - IEm’U S <xm >

Ba ciyuaj Kaga je n > m, y3Mumo s = n —m. Tazga je

Ty, = () = () = 2"

N3

n

pla,) - al, = ako-a2' =0 = a?

cirequ na 2°l + k > 2". Ilpema Tome, BaxKu Ja je
k>20 — 2% =2mF° — 25 = 25(2™ —1).

k .
Hakie, x; je nespus ca -

2927l g2
n

n =T )

@ = (x m

To je u Tpebasio moKa3aTu.

Hexka je I uiean remepucan nctuMm noanHoMuMa kao y npumepy 36. Ilocse oprosapajyhux
3aMeHa, UMaMo J1a Cy TH eJIeMeHTH jeTHaKU

fi(X) = 23X' —25X° + X? + 25X + 3
fo(X) = 23X° + (23 — 23)X — 73
f3(X) = x3X? — 23X,

Osnaummo ca r3 = a. Kaxko je
LX) =X —? X)) + X2+ a*’X +af
u (a*)? = 0, npema jiemu 38 ciequ Ja TIOJTUHOM
¢ X)?=(X*+a’X +a') el

Mozkemo Halin 1 MOHMYAH TOJIMHOM Maber crereHa: nogeaumo X fi ca ¢>. MoHrYaH HOIMHOM

r(X)=X*+a*X? +a'X
npunaga I. Ilogeaumo 3arum fi ca ry. Ciemu na je

r(X)=X*+a’X +a' el

YBeauMmo o3HaKky ro = h. Kako je

,O(fl,h) = 0
p(fash) = a(l —2aHX —a(1+a?)
p(fs,h) = —2a°X —ab,

nmamo ja je I remepucan ca
h=X?+ao*X +a?, hi = aX — a®(1+ o +2a%), hy = a”X + af.
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3.BAJIVAIIUOHU IIPCTEHU JIUMEH3UJE 0

N3zpaaynajmo ocraTke morpebHe 3a ojipehuBaibe reneparopa 3a 1. Baoicu ga
p(Xhi,h) = —*(1+a+a®+20M)X +a°
p(Xho,h) = o°X
p(hi,h) = aX —a’*(1+a®+2a)
p(ha,h) = o’X +af,

mrro 3uaqn ja je 7 ([;) remepucan ca o u Ja je hy mosmHOM 4mju je To Bojehu Koedurmjent.
Ospeaumo jorrr

p(p(Xhy,h),hy) = —a(1+2a” +4a® + 2a* + o° + 4a%)
p(p(Xho, h), ) = o
p(ha,h1) = a®(1 —2a).
Kako je u Ann(a) = (") u nomro je a’hy = 0, cnequ na je mo(Iy) = Iy renepucan ca .

Konauno umamo na je LT(I) = (X? aX,a’) = (X2, 23X, 7173), J0K je MEHUMAJIHA jaka
I'pebuepona 0a3a 3a [ mara ca

2 _
g1 = X° + vows X + x4, g2 = T3X — TaX3 — T1Tg — 21 T3, g3 = T1T3.
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I'maBa 4

IIpudepoBu momeHN

4.1

YBoaHa TBphema

[Tojam ITpudeposor momena ysesen je y [39], a caga ra MHOTE cMaTpajy jeJHUM O] II€H-
TPAJIHUX TIOjMOBA Y TEOPUjU KOMYTATUBHUX UHTErpasHux gomera. O HEroBoM 3HAYAjy rOBO-
PU U YUILEHUIIA J1a ce Yy Teopuju jedunuiie Ha mpeko 40 eKBUBAJICHTHUX HAYMHA, [IPU IeMy
Te nedUHUIMjEe 3aj1a3e y pa3He rpaHe ajredpe, HajBulille y Teopujy uieasa. Hasemumo Gap
Heke oJ] Tux npedununuja (Bugeru [19], [17], [10]).

Hexka je R wnTerpajnu JIOMeH y KOMe BaXKU HEKH O] cjejiehnx ycosa:

3a cBaku IpoCT (PeCeKTUBHO, MakcuMasial) ugeai P (pecniekrusno, M) y R jiokamu-
zamuja Rp (pecriektuBHO, R)/) je BaJyalMoHU JIOMEH.

Cpaku HeHyJIa KOHAYHO TeHEepPUCAHU uieas y R je maBepTuOmIan.

Csaku TOP3UOHO CJI000/IHY KOHAYHO Te€HePUCAaHU MOJyJ HaJ R je mpojekTuBaH.

Csaku moMotyst paBHOT R-Motysia je paBam.

Ako cy M u N Top3uono cioboman R-moynu, tama je 1 M ®r N TOP3UOHO CJI000AH.
Csaku HaTpcren of, R canp:kan y 1eroBoM 10Jby Pa3jIoMaKa je MHTErPAJIHO 3aTBOPEH.

R je muTerpaJiHO 3aTBOPEH U TOCTOjU mpupogan 6poj n > 1 Ttako ma 3a cse a,b € R
BaXKu J1a

(a,b)" = (a”,b").
3a cBe nenyna ugeane [, J Ky Reaxuma IN(J+K)=(INJ)+ (I NK).
3a cBe menyia uaeane I, J, Ky RBaxu na I(JNK)=I1JNIK.
3a cBe nenyia niaeaste I,J y R Baxu na (I +J)(INJ)=1J.
3a cse nenyia unease I, J, K y R, rie je J KOHAYHO TeHEPUCAH, BaXKH J1a

I+J):K=1:K+J:K.

3a cBe menysa ugease I, J, K y R, rie je J KOHAYHO Te€HEPUCAH, BaXKU J1a

K:(InJ)=K:I+K:J.
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J.1. YBOJIHA TBPTBEIbA

e 3a cBe koHauHO TeHepucane umease I, J, K y R Baxu: ako je [J = IK u I je menyna,
taga je J = K.

Hedbunnunuja 41. Axo 3a uniezpasnu gomern R sasrcu bap jegar og Zope Hasegerux ycaosa,
xaotcemo ga je R IIpugepos gomen.

Craxku [Ipudepon momen je marerpasuo 3atBopen. Takobhe, [Ipudepor u Herepun momen
je Henekunmos nomen u Kpynose je numensuje jegan. Yecro ce na [Ipudepos momen rieaa
Kao Ha HeHeTepuH aHaJoroH lenexkunpoBor qoMmena. llogcerumo ce ma ce JleieKMHI0OB JOMEH
MOxKe JiebuHrcaT Kao uHTerpasano 3arsoper Herepun nomen Kpysiose numensuje jemamn.

Baxxu 5a je KOMyTaTUBHE TOJYHACIEIHA MHTEIPAJIHU JToMeH ucto mro u [Ipudepos mpo-
Men. Tako ma ce monekas y Jimreparypu Mory Hahu pesynaratu o IlpudepoBum nomenmma
10/, OBUM HA3WBOM, KA0 ¥ TOJ[ HA3MBOM apPUTMETUYKH JIOMEH. ¥YBEeIUMO U JePUHUIU]Y OBOT
mojma, Koju he nam 6utn morpedan y cienehoj riasu.

Hedbununuja 42. Aputimetiuvky Gpctier je KoMYyWathueHU UpCctier i KOMe 304 C8€ HEHYA
ugeane I, J, K saowcu ga
INJ+K)=(InNnJ)+(INK).

[Ipumernmo na 3a mpousBosbHE ujeaste [, J, K yBek Baxku 1a
INJCInNn(J+K), INKCIN(J+K),
na u
(INJ)+(INK)CInNn(J+K).

W3 naBenenux ekBuBaseniuja 3a [lpudepos momen Buimmo J1a je apUTMETUYKH IIPCTEH KOjU
je muarerpasinu jioMex ucto mto u [lpudepon qomen.

Ucropujcku je mpBo yBenen nojam IlpudepoBor momena, a Tek KacHUje je Taj mojam re-
HepasuzoBan jio mojma llpudeposor npcrena. Hawmme, npcren je Ilpudepos ako je cBaku
IeTOB KOHAYHO I'€HEPHCAHU PEryJIapHU Heall MHBEePTUOWJIaH, I/1e je ujeasl peryjaapaH ako
caJIpXKu peryJjapaH eJleMeHT. 3a eKBuBasieHTHe yciaose IIpudeposor npcrena sumern [8], a y
JaJbeM TeKCTy he HaM OuTr OMTHA YUIHLEHUIIA 1A je CBaKU apuTMeTU4YKH npcte u [Ipudepon
IIPCTEH.

Jenan on Baxkuux npumepa llpudepoBor jomena je mpcreH CBUX aaredbapCKux IEeux
(Buzmeru Teopemy 101 y [24]):

Z = {z € C|p(z) = 0 3a monmaan nommroMm p € Z[X]}.
Takolje, IPCTEH 11€I0BPETHOCHUX MIOJIMHOMA Ca PAIMOHAIHAM KOehUIMjeHTIMA
Int(Z) = {f € QIX]| f(2) € Z}

je Ilpudepor momen (Teopema 17 y [14]).

VYBeuMo jorrn 1mojaM KOXepeHTHOT ITpcTeHa Koju he 6utu motpeban 3a JI0Ka3 TeopeMe 52.

Hedbununuja 43. Mogya M wag upciienom R je konauno upegciias.mus ako Uocthioju WaaH
HU3
F1 — FO — M — 0,

2ge cy Fy u F1 xonawno zenepucaru caobogru R-mogyau.
0
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J.1. YBOJIHA TBPTBEIbA

IakJjie, ako je MOMIYJ KOHA4YHO IPEJICTaB/bUB, OHJA jeé KOHAYHO I'EHEPUCAH Ca KOHATHO
FeHEPUCAHUM peJialiijama.

Hedbununuja 44. Mogya M wag upciierHom R je Koxepenian axo je KoOHaAuUHO ZEHEPUCAH U
aKo je C8aKu 1He206 KOHAUHO 2EHEPUCAHY UOGMOGYA KOHAYHO UPEGCULABHUS.

Hedbununuja 45. IIpciien R je xoxepeniian axo je xoxepenmar xao R-mogya, wo jeci,
akKo je c8axu KoHauHo 2eHepucar ugear y R xonawno upegcitias.mus.

Kako je y ITpudepoBoM moMeHy cBaku KOHATHO MeHEPUCAHN H/1ea)l HHBEPTHOMIAH (TO ject,
npojekTuBaH Kao R-momyi), Ha ocHoBy jeme 8(iii) (crp. 20) y [10] ciequ na je u KoHAYHO
npeacTaB/buB. Tako na je cBaku Ilpudepos 10MeH 1 KOXepeHTaH.

[IpencraBuhemo neke nedunuiuje Koje he 6mutu morpedbue y HAPETHOM TEKCTY. 3a BUIIE
nerasba, Bugetu [17).

Hedbunnnmja 46. Hexa je I ugean y R[X], 2ge je R uniiezpastu gomer u Hexa cy
I(n) - R; n > 07

ugearu 6ogehux Koepuyujenatia TosUHOMA clheuena marvez usu jegharoz ca n y I. Taxobe,

HeKa je
Io = | I
n=0
Hgeanu I,y u Iy ce naszueajy acoyuparum ugearuma ugeara I.
Ounro mmamo ma Iy € Iy € --- C Iy € -+ C L.

Hedbununuja 47. Unwezparnu gomen R 3agosomasa ceojciico K P axo cy 3a ceaxu Ko-
navno zenepucaru ugean I y R[X] acoyuparu ugeanru Iy,n > 0 u I = Upl I,y Konauro
zenepucaru. Taxohe, R 3agosomasa ceojciico KyP ako je 3a c8axu KOHAWHO ZEHEPUCAHU
ugean I y R[X] acoyuparu ugeanr I gy = I N R xonawno zenepucan.

Haswus 3a cBojctBo K P u3 nperxonte aedpunuiuje norude ox ,Kaplanski property”. Cire-
nehun pesynrar je mar kao Teopema 6.2.10 y [17] u 6uhe HaM o7 CYyIITHHCKOT 3HAYA]A Y JTOKA3Y
o moctojamy ['pebHEpOBe Daze 3a KOHAYHO T€HEPUCAHU UJeaJ Y IPCTEHY TOJIIMHOMA Ca, jeTHOM
neoapehenom mas [IpudepoBum gomenom aumenswuje 1.

Teopema 48. Hexa je R Ilpugepos gomen. Caegeha wepherva cy ex8usaseHITHA:
1. R 3agosomasa KP;
2. R 3agosomwasa KyP;
3. dim(R) < 1.

[IpencraBumo caja joka3 o mocrojamby ['pebnepoBe Oaze. Pesynratu cienehe Tteopeme,
Kao u Teopema 52, 55 u sieme 54, mory ce nahu y [38].

Teopema 49. Hexa je R Ilpugepos gomen Kpynrose gumensuje 1. Axo je I xonauno zeme-
pucan ugean y R[X]|, Wwaga woctoju I'pebreposa b6aza G 3a 1.
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J.1. YBOJIHA TBPTBEIbA

Aoxas. Osnaammo ca I,y n I aconupane uneana uneana I. Ilpema Teopemm 48, cBu Tm
nujeaan Ccy KOHaA4YHO reHepucanu. Heka je

I, ={c1,...,¢q).

Tana mocroje fi,..., fs € I Tako na

LT(f;) = c; X", 3a1<i<s.
Heka je j € {1,...,s} Takas 1a

k; > ki, zacee i€ {l,...,s}.

Axo o3HauMMO ca n 6poj k;, ¥ O3HAMUMO ca ¢, noauaoMe f; X" ¥ cremena n, Taga BHIIMO
7 s )
na je I, = Iiy).

Hawnwme, ako je ¢ € I, Bogehu koedurnujent noaunoma y I crenena [, u [ > n, Taga je
c=aic; + -+ acs, 3a ay,...,as € R.

Cuem ma je TOMMHOM @11, + -+ - + GsGs, CTeneHa n 4uju Bojehn KoedbunumjeHt je ¢, ma je
S I(n).

Heka je cana
Iy = (LC(g1m)s - - - LC(gsym)) 3a0<m<n-—1,
T€ CY Gim, - - - Js,n,m HOJMHOMHE CTelleHa m Koju npunanajy I. Heka je
G={gjim|1<7<8m 0<m<n—1}U{gin,Gon}
Jokaxkumo na je G I'pebreposa 6a3a 3a I. Heka je f € I nmosmnom cremena m. Axo je
m > n, tana LC(f) € I, n
LC(f) = aqer + -+ - + auscs, 3a a; € R.
IIpema Tome, Baxku na
LT(f) = (cner 4+ - -+ ascs) X™ = an X "LT(g1m) + - - + as X" "LT(gs)-
Ako je m < n, Tana je LC(f) € Iy n

LC(f) = 51LC(g1,m) +eet BsmLC(gsm,m)7 51 € R.

Hakiie, umamo 1a
LT(f) = BILT<gl,m) +eet 6SmLT(gSm7m)'
Caenu ma y cBakom caydajy LT(f) € (LT(g) | g € G). O

Hamomena 50. Csaxu sanyayuonu gomen je u Ilpugpepos gomen. Ilpema wome, u3 upei-
TogHe Weopeme caequ ga Y CAYaJY 6aAYAUUOH0Z GOMEHA gumen3uje 1, KOHAYHO 2EHEPUCAHU
ugean I y V[X] uma 'pebreposy 6asy. HUs wsephera 29 caegu ga Gocmoju u jaxa 6a3a, wWaKko
ga CMO Pe3YAUAT WEOPEME 35 MO2ZAU qOOUTIU U HA 08aJ HAYUH, Y3 GOJATUHO OCTUBAPUBAIHE
MUHUMAAHOCTUY, e ba3e. Pazauxa je napasro y Wome wWio Yy 080M CAYYAJY HEMAMO AAZ0-
putiam 3a ogpehusare I'pebrepose base, Ko WO UMAMO Y CAYYAJY BAAYAUUOHUT JOMEHQ.
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4.2. IIOAMOJYVJ/IH KOHAYHO I'EHEPUCAHNUX CJIOBO/JHNUX R[X]|-MOAYJIA

4.2 TloaMoayiay KOHAYHO T€HEPHUCAHUX CJI000JHUX
R|X]-monyna

Kparko hemo nipencraBuTu norpedbHe 1mojMoBe U JiepuHUIIAjE, U TO CaMO 3a CJIydaj jeTHe
neozapehene (Bugern [1]). Heka je R upcren u M konauno rexepucan R[X]-mommomyn y
R[X]™, m > 1. Caku esemenT y M MOxKe Ja ce IIPEJICTABU [IPEKO CTaHap/He Oase

er = (1,0,...,0), ... ;e =(0,...,0,1).

Enemente momyna R[X]™ koju cy obnmka X"e;, r > 0, HazmBamo Ipom3BoauMa. Takobe,
KaxkeMo Jia npoussos, X'e; geau npoussos X°e; ako je ¢ = j u r < s, U TaJa IHUIIEMO
X"e;| X®ej. Y oBoM ciy4ajy, KoaudHUK y neibey je X°7. Enemente obmmka aX'e;, 3a
a € R, nasuBamo moHoMmuMa min wianosuMa. Comano, monoMm aX'e; gemm X °e; ako a|
u X'e; | X%e;.

Haspe, mox mornomHuM mopeTrkoM Ha R[X|™ mompasymeBamo JmaeapHo ypebeme < Ha
IPOM3BOAMMA, KOje 3a70Bosbaba caenehe yciose:

1. X"e; < X®°X"e;, 3a cBaku nipousBos X' e; u cBako s > 1;

2. Axko je X"e; < X®e; 3a npousBoge X"e;, X°®e;, tana Baxu X'X"e; < X'X%; 3a cBe
t>0.

ITocroje pasmuyuTu NpuMepyr MOHOMHUX IIOPEIaKa, aJli OHaj KOjU je OBJe Ol MHTepeca je
,position over term” uiu kpahe POT u nedpunwuire ce na ciaenehn Haqwmm:

X'e < X’ej&oi>j) um 1=j,1r<s.

Jlako ce MOzKe TIPOBEPHUTH Jla OBO jecTe jeJlaH MOHOMHU HopeJak Ha R[X|™.

Kaza dukcupamo monomun nopenak < na R[X]™, rana cBaku esement f € R[X]™ moxe
Jla ce IIPEeJICTaBU Kao

f=a X% e, + o Xep, + -+ X ey,
rae cy o; € R u XP%ey, cy mIpou3Boau, TAaKBH /18 BAXKH
Xep, > X%ep, > - > Xey,.
Tana ce Bomehu wian u Bogehu kKoedurujent 3a f o3HauaBajy ca
LT(f) = acn X ey, LC(f) = aa.
Axo je M mommomyn on R[X|™, tana je
LT(M)={LT(f)| fe M} u  LI(M)=(LT(M)).

Hedbuuuumja 51. Heka je M xonawno 2enepucanu wogmogya y R[X|™, 2ge je R upcitien.
Iogexkya G = {g1,...,9-} y M je I'pebreposa 6asa 3a M axo LT (M) = (LT(g1),...,LT(g,)).

Caza hemo mpejicTaBuTH IVIaBHY TeOPeMy KOja Cce OJHOCH Ha ersucreHnujy l'pebuepose
b6a3e 3a KOHAYHO IeHepucaHe Moamomyse, riae je 6a3zuu npcren IIpudepos momen Kpynose
nuMensuje 1.
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Teopema 52. Hexa je M xonauno zenepucanu uogmogys y R[X|™, zge je R Ilpugpepos
gomen Kpyaose gumensuje jegan u wexa je durcupar monwommnu aopegar POT wa R[X]™.
Taga uwocwoju I'pebreposa 6aza G 3a M.

Jloxas. Heka je M = ((fi1, fi2,- s fim)s - (fs1, fs2s -« -5 fsm)). AKO nedbunuimemo

I={feRX]|I(f(X), fo(X),..., fm(X)) € M, 3a mexe fo,...,fn € RX]},

tana je I unean y R[X]| koju je koHauno remepucan. 3ampaBo, I = (fi1,..., fs1). Ilpema
reopemu 49, nocroju I'pebreposa 6aza 3a I. Heka je 1o {g11, - .., gk1}. Ilomrro oBu noauaoMu
npunaajy I, mocroje (m — 1)-topke (g12,---591m)y -« -5 (Gr2s - - - » Gkm) TAKO 1A

(91179127 s 7glm)7 R (gklagk27 s 7gkm> € M.

Heka je caja

My ={(£(X),..., fm(X)) € RIX]" (0, o(X), ..., fu(X)) € M}.

Ha 6ucmo mokazanu na je M; konadHo rerepucan R|X |-Momys1, mpuMeTnMo IpBo Ja je, mpeMa
nocaeaui 7.3.4 y [20], npcren R[X] KoxepenTan JoMeH, TO ject, Koxepentan R[X]|-momyur.
Taza je R[X|™ rakohe koxepenran mosyst. Ilomro je {0} x M; npecex momyiaa M u nmoamoysia,
(€9,...,€em) 0 R[X|™, aujenan u ipyru cy KOHAYHO TeHepucanu, cieau ga je {0} x My rakobhe
KOHAYHO TEHEPUCAH, TO jecT, M) je KOHAYHO reHepucan (3a BUIIIE PE3YJITATA O KOXEPEHTHOCTH
Bugern [20]).

Hacrasmpamo kopuctehn maremarmaky wHAYKIM)y. Kako je M; KoHAYHO reHeprcaH MO/I-
moayn y R[X]|™ L, cienn na nocroju I'pebneposa 6asa Gy 3a M. I'pebueposa 6aza G 3a M
je mara ca

{(03 h27 e hm) ’ (hZa s 7h’m) S Gl} U {(91179123 s e 7glm)7 sy (9k179k27 cee agkm)}

Caygaj m = 1 je campxkan y Teopemu 49.

Hanwme, neka je f = (f1,..., fm) € M. Ako je fi1 # 0, rana Baxu na je LT(f) = LT(f1)e;.
ITomTo je
LT(f1) = p1LT(g11) + -+ + peLT(gr1), 3a ps € R[X],

KaJa MOMHOXKHUMO ca e, 100ujeMo J1a je
LT(f) = piLT((911, 912, - - - 91m)) + - + DeLT((gr1s Gr2, - - - Gkm))-

Tako na cienu na LT(f) € (LT(g) | g € G).

Axo je f1 =0, Taga (fa,. .., fm) € M 1 TOTOM IMAMO Ja
LT((f2,.-., fm)) € (LT(R) | h € Gy).
Crenn 1a je
LT(f) =LT(0, fo, ..., fm)) € (LT((0, hay ..., hm)) | (h2y ..., hm) € G1),

YUMe 3aBPIIaBaMO JOKA3. O

YBenumo nedpununujy jake ['pednepose 6aze 3a M.
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Hedbununmja 53. Hexa je M wonauno zenepucaru wogmogya og R[X]™, 2ge je R upcitien.
Iogexya G = {g1,...,9-} y M je jaxa I'pebreposa 6aza 3a M axo 3a 6usro xoju f € M
aocwoju g; € G waxo ga LT(g;) | LT(f).

Kao u y cayuajy nipeana y V[X]| 3a Bamyarmonn gomen V', mojmosu ['pebuepose 6aze u
jake I'pebrepoBe H6a3e cy €KBUBAJICHTHH.

Jlema 54. Hexa je G = {hy,...,h.} I'pebreposa 6a3za 3a xonawno zZenepucanu aogmogys M
y VIX]™, 2ge je V saayayuornu gomen. Taga je G jaxa I'pebheposa 6asa 3a M.

Jloxas. Heka je f = (f1,..., fm) € M u Heka je
i =min{l < j <m]|f; #0}.
Kaxo je G I'pebrepoBa 6a3a, umamo J1a je

LT(f) = plLT((gll7 s 7glm)) + et pTLT((grlv s 7grm))7

rae je hy = (gj1,--.,9m) 1 p; € VIX],3a1 <j <r. Ouurieano je fa HEKH O p; MOXKe OUTH
HyJIa, Kao U J1a HeKu o cabupaka Mory Ja ce nouumre. Y csakom cay4dajy, LT(f) = LT(f;)e;
U [IOCTOje UHJEKCH S1,...,5; € {1,...,r} TakBu 1a

LT(fZ) = pSlLT(gsli) +oe +pStLT(gSti>‘

Caza cMo y ucroj curyanuju Kao y tBphemwy 29. Cienu na nocroju [ € {sq,..., s} Tako ma
LT(gi;) |LT(f;). Tomro je LT(hy) = LT(gii)e;, Bazkn ma je LT (hy) | LT(f). H

Caﬂa MOZKEMO 3aKJ/by4IUTHU [1a BazKU Cﬂe,neha TeopeMa.

Teopema 55. Heka je M xonauwno Zewepucan togmogya og V[X|™, zge je V saryayuonu
gomen gumenauje jegan u nexa je durcupar monomnu Gopegarx POT na VI X]™. Taga Goctmoju
jaxa I'pebreposa 6aza G 3a M. 0

Hanomena 56. Jlaxo ce mootcemo yseputuu ga je ceaxu Besyos gomen u Ilpugepos gomen.
Haume, gomen je Besyos axo je cearu xonaumo 2enepucarn ugean 2aashu. Ilowio je ceaxu
2AABHU UGEaN UHBEPTUUOUAGH, CAEGU §a Je Y WOM JOMEHY CBAKU KOHAYHO 2EHEPUCAHU UJEaN
UHBEPTUOUAGH, WO je jegHa 0g gedhuruvyuja [Ipudeposoz gomena. IIpema wome, GpewrogHa
UWEOPUJA CE MOHCE UPUMEHUTUU U HA 08Y 8PCULY UPCULEHT.
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I'maBa 5

®on Hojman peryjiapHu KOMYTaTUBHU
IIPCTEHN

5.1 JleduHuiinja u oCHOBHE OCOOMHE

®on Hojman perysiapuu npcreH pBOOUTHO je yBejeH y [36] u usydyaBaH je y KOHTEKCTY
dbyukImonasiHe anaau3e u ajrebpa omeparopa. HapaBHO, OBu IpcTeHU Cy TpPOyYaBaHU U
camu 3a cebe, a Kako ce oBe ODaBUMO caMO KOMYTATUBHUM IIPCTEHUMA, BHUIE WH(OpMAIIja
o komyrtarusauM o Hojman perymapuum npcrenumma moxke ce Hahu y [6]. OBo morsabibe
3anoyeneMo OCHOBHUM OCOOMHAMa OBUX ITPCTEHA.

Hedbununuja 57. [Ipctwien R je ¢on Hojman pezyrapru Upctied ako 36 C8AKU eNeMeH
a € R wocwioju b € R waxo ga
a = aba.

Hexkn o mpumepa dhon Hojman perysnapaux nperena cy nperes engomopduzama End g (V)
BEKTOPCKOT TIpocTopa V' (He HyKHO KOHAYHO JMMEH3WOHOr) Haj, nojbeM K, Kao U mpcreH
M,,(R) marpuna pena n nan dou Hojman peryimapaum nperesom R (Bugeru [25]).

HageuMo Heke 3aHUMIbUBE YMELEHUIE BE3aHO 3a OBe mpcrene. Y [21| moxkemo nahu cire-
nehu pesyarar: KomyTaTuBHU pcTeH je pon Hojman perynapan ako u camMo ako je pelyKoBaH
u numensuje Hysa (Teopema 1.16). Satum, cBaku jieBu R-MOJIys je paBaH ako W CamMo ako je
R dboun Hojman perymapan (nponosurmja 4 y [30]). Jlokamusanuja y 6110 KOM MaKCHMATHOM
uneanay Rys je moswe.

Y HacTaBKy OBe rjiaBe OaBUMO Ce CaMO KOMYTATUBHUM IIPCTEHUMa. ¥ TOM CJIy4ajy, YCJIOB
n1a je mpcrer ¢pon Hojman perymapan je eKBUBaJE€HTaH ca MOCTOjameM ejemMenTa b € R Tako
Jia

a = a’b,

To jecr, a(l — ab) = 0. Opmasue je ounrsiesno ja je komyrarusau ¢ou Hojman perymapuu
IIpcTeH 0e3 fenTesba HyJe 3aIPaBO jeTHO IOJbE.

Cneneha nema HaMm Jiaje jeHy KOPUCHY perpe3eHTalnjy Hekor ejiemenTta ¢on Hojman
peryJiapHor mpcTeHa. ¥ MUTaby je Mo3HaTa YnuibeHura o komyrarusauMm ¢dhon Hojman pery-
JAPHUM TIPCTEHHMa, ajau he oBie GUTH naT nupeKkTaH nokas. Pesynarar ce moxe nahu y [6]
(Bumeru Teopemy 2.2).
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5.1. JEOUHUIINJA 1 OCHOBHE OCOBEUHE

Jlema 58. Hexa je R upcwien. Taga je R ¢pon Hojman pezyrapHu upciien axo u Camo axo
3a ceaxu eaemenil a € R uoctioju uneeptmiubusar esementti v € R u ugemuotieni e € R
waxo ga je a = ue.

/oxas. Heka je b € R TakaB na je a = aba. Baxu na je
(a+1—ab)ab = a’b+ ab—a’V* = a +ab—ab = a.
Heka je u =a+ 1 — ab u e = ab. Kaxo je
e? =a’b? =ab=e,
cienu na je e upemnorent. Takobe,
(a+1—ab)(ab*+1—ab) =1,

1a je u MHBEPTUOUIAH.

Ba Ipyry uMILIAKaInjy, HeKa je a = ue € R, rme je u uHBepTUOMIAH e€JeMEHT, a €
uaeMnoTeHT. Baxku 1a je

a=ue=uu"' ue=rv’eut =u?e’ ut = (ue)?ut =a*ul.

1

Ako craBuMmoO 51a je b = u ™', qobujaMo TparKeHu OOJIMK 38 eJIeMEHT d. Il

Crneneha unmenuna je takohe BpJiO KopucHa y pasmarpamy o Hojman perymapHux
MPCTEHA.

JIlema 59. Hexa je R upciien u e € R ugemtowienm. 3a a € R sasrcu ga e|a axo u camo
axo je a = eaq.

Jloxas. Ako e|a, tana je a = eb, 3a b € R. Cnemn na je a = eb = eeb = ea. [lokas y
OOpHYTOM CMEpPY jeé TPUBUjAJIAH. [

Ounrnenno je na ce y don Hojman perynapHuM OpcreHnMa HajBUINE GABUMO UIEMIOTEH-
tuma. Ha ocHoBy sieme 59, MozkeMo yTBpauTH Ja je tadna ciejgeha BakHa dnmbeHnna. AkKo
Cy € M $ UJIEMIIOTEHTH, TaJa je

I1—(1—¢)(1—ys)

UJIEMIIOTEHT KOju JieJii 1 e u S. JacHo je ma cy 1 —e u 1 — s Takohe uaemmnorenTu, na je 300r
KOMyTaTUBHOCTH IpcTeHa R 1o u wuxos npoussos (1—e)(1—s). Caenu najeu 1—(1—e)(1—s)
naemnoreHT. lIpuvernmo nma Baxku

(I-(1—e)(l—s))e = e
(I-(1—-¢e)(l—=s))s = s.

Osa unmenunna je y ocuou ciejiehe Teopeme, kao u jema 63 u 65 (Bumeru teopemy 4.23 y
[29], wau nemy Ha 68. cTp. y [30]).

Teopema 60. Hexka je J xonauwno zenepucaru ugean y R, 2ge je R pon Hojman pezyrapru
upctien. Taga je J 2enepucar ugemUuoWEHTUHUM EAEMEHTLOM.
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Jlokas. Hekaje J = (ay,...,a,). [Ipema jgemu 58, mocToje "HBEPTUOUITHN €JIEMEHTH U1, . - . , Uy,
npcrena R w wjiemMnorenTu eq,...,e, y R Tako mga je

a; = U;€;, a1l <t<n.
Jacuo je na J = (eq,...,e,). Jdokaxkumo Ja je Taja u

n

J=(1-J]a-e).

i=1

Hamnme,
ej-(1=J[1—e))=e;—e;(1—e)) [[(1 =€) = e,
i=1 i
3a cee j € {1,...,n}. Ilpema nemu 59, emement 1 — [ (1 — ;) menu cBaku remeparop

nneasa J, Tako ma je
n

(e, ven) C =T =€)

i=1
Takohe nmamo ma

n n

1—H(1—ei) :Zei—Zeiej—|—---+(—1)"’1Hei,

i=1 i=1 i#j i=1

ma je
n

1—H(1—ei) € (e1,...,€n).

=1

Ipoussox [[;_,(1 — €;) je MAEMIOTEHTHH €JIEMEHT, jep Cy TO U eJeMeHTH 1 —eq,...,1 — e,.

Cnenu na je 1 — [, (1 — e;) rakohe nxemnorent. O

OBa Teopema ce MOKe JOKa3aTh U KOpUIllielheM MaTeMaTuuke uuaykimje. Haume, ako je
1 —T[.,(1 — e;) UEEeMIOTEHT KOJU JEJIH €1, ..., €, U €41 je HOBH MIEMIIOTEHT, TaJa je

k k k+1

1= (1= -J[0- e —ew) =1-[[1 =€) - 1 —er) = 1= [[1 - e)

UJIEMIIOTEHT KOJU e €1, . . ., €Lyl

Cneneha jiema ce 6aBu UTAabEM aHYJIATOPA €JIEMEHTA KOjU je UJIEMIIOTEHT y KOMYTaTHB-
HOM TIPCTEHY.

JIema 61. Hexa je e € R ugemuomend. Taga je Ann(e) = (1 — e).

Jlokas. Kaxko je (1 —e)e =0, caenn ga (1 —e) C Ann(e). Ca apyre crpane, Heka a € Ann(e),
1O ject, ae = (. MoxKeMO 3aK/bYyIUTH J1a je

a=a-1=ale+1—e)=ae+a(l—e)=a(l—e) e (l—e¢),
IITO je U TpebaJso JIOKA3aTHU. [
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Ha ocnoBy 110 cajia u3netux ocobmna Koje Baxke 3a ¢on Hojman peryiapae KoMyTaTuBHE
IIpCTeHe, MOYXKEMO 3akJbyunTn Ja je (pon Hojman perynapuu nmpcreH n Koxepentan. Hawnwme,
BaxKM J1a je TpcTeH [ KoXepeHTaH aKo M caMo aKoO je IIPeceK JBa KOHAYHO NeHePUCAHA UIeasIa y
R rakolje koHauHO reHepucaH Kao u jia je Ann(a) KOHAYHO MeHepUCaH 3a cBaku a € R (Teopema
2.3.2 y [20]). Heka cy I u J xonauno renepucanu upeaau y R. Ha ocroBy mperxomsor,
Moxkemo mpernioctaButu na I = (e;) u J = (ey), e cy e; u ey upemnorentu. Jlako ce
MozkeMO yBepuTH 11a je (e1) N (e2) = (ereq). Axo je

a € (e1) N {ez), Tamaje a = eja; = egas, 3a aj,as € R,
IITO IIOBJIAYHU Ja
a = €101 = €1€141 = €1€20a9, IIa je a € <€1€2>.

Ha ocuoBy sieme 61, cienm u na je Ann(a) KOHAYHO MeHEPHCAH, OJaKJIe 3aKJbydyjeMo J1a 3a
npcredH R BaXKu yCJIOB KOXEPEHTHOCTH.

YBemuMo cajia mojaM cajip:Kaja IMoJIUHOMA.

Hedbununmja 62. Hexa je f € R[X]| @waxas ga f(X) = a, X" + -+ a1 X + ag. Taga ce
cagpotcaj wosuroma fgepuruue Kao Ugean

c(f) ={an,...,a0) C R.

Y HacTtaBKy OBOT U cjiejicher ojiesbka Ouhe MpUKa3zaHU OPUTMHAJHU PE3YJITATH, KOJU CY
upejcraBbenn y [37].

[IpBo hemo nipecTaBuTH Map pe3y/arara Koju he HaM OMOTYNhUTH Ja JTOKaKEMO J1a Y KOHAY-
HO T'€HEePHCAHOM HJea/ly IpcTeHa rnoannoMa Has ¢don Hojman perysiapHuM IpCTEHOM ITOCTO-
ju monmuoM uuju Bosehu KoedurujenT naeu cBe KoedUIMjeHTE CBUX MOJUHOMA TOT UJIEAJIA.
ITounnmo caemehom jiemont.

JIema 63. Hexa je p(X) € R[X], 2ge je R pon Hojman pezyrapru upcilien, Waxas ga je
deg(p) = n. Taga Goctoju Goaurnom r € (p(X)) wakas ga deg(r) =n u (LC(r)) = c(p).

Joxas. Be3 ymamema ONIITOCTH, MOXKEMO IIPETHOCTaBUTH Ja je Bojehm KoeduiujeHt mo-
JuHOMa p uaemnoTeHT. Hanme, Bomehm koedurujeHT je mpow3BoO/L jeJTHOT WHBEPTUOUITHOT 1
jeHOr MIEeMIIOTeHTHOr esieMeHTa. MoKeMO MOMHOXKHUTH II€0 IIOJIMHOM D Ca O/roBapajyhnm
MHBEPTUOMIIHUM ejieMeHTOM, mTo Hehe yrunaru Ha niaeane (p(X)) u c(p).

Heka je

p(X) = e, X" + unflenflj(ﬂh1 + 71717261172)(”72 + -+ uer X + upeo,

TJIE CY Up_1,- - -, Ug THBEPTUOUJIHU €JIEMEHTH U €, . . . , €y UAeMIOTeHTH. Jledunuimmmo npBo
mn3 eemenara e*) pexypsusHO:

e =ebk=D (1 —et"Dye, ; 3a1<k<n.
Kao u y muckycuju mocse Teopeme 60, Bazkn 1a je 3a cBako 0 < k < n esement e®) nmemmo-
TEHT, Kao U Ja je

ed) —1 = (I—e)(l—ep_1) (1 —enp),
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oJlaKJIe ce Jaxko Moxke Bujeru na e®) nemm exemente e,,. .., e,_i. Takobe je, mpema Teopemu

60, c(p) = (™).
Hedunummmo cana nosmuom 7 € R[X] Ttako na
(X)) =14u ' (1 —eNX +uty(l—eMX2 4 fugt(l—em D)X,
[Tomrro je
es(1 — ey =0, 3a CBaKko s > n — k,
Baxku Ja je deg(p - r*) = n. Ocum Tora,
LC(pr*) = ep 4+ (1 —eDepy + (1 —eM)eyg + -+ (1 — e D)ey + (1 — " Ve
—eWt(1—eM)e, g4+ (1 —eD)eg + (1 — " V)e

=) 4 (1 — e D)e
= e,

3a kpaj moKa3za, JeUHUIINMO TPayKeH! MOJMHOM ca 1 = prr. Il

Hammomena 64. V aemu 63, axo je jegan 09 Koehpuuujenatina UOAUHOMA P UHBEPTUUOUNAH
eAeMENTT, WO jecill, aKo je HeKU UJeMToWeH e jegrak 1, UpegcitiasmeHa KOHCUPYKUUIQ
gaje MOHUMAH TOAUHOM T. Y Hu3y esemenatia e, ceu eaementau ™R .. e he bumu
jegraxu 1.

Ha ciimyan HaYuH, MOKEMO KOHCTPYUCATH IIOJTMHOM TaKaB Jia HeroB Bojgehu KoeduiyjenTt
Jiesin ¢Be KoedpuIimjeHTe J1Ba JaTa MOJTMHOMA P U ¢ U 9Uju CTeleH je jeanak max{deg(p), deg(q)}.

JIlema 65. Hexa cy p(X),q(X) € R[X], 2ge je R ¢pon Hojman pezyaapnu upclien, WaKeu
ga deg(p) = n u deg(q) = m < n. Taga Gocwoju Gorunom r € (p(X),q(X)) wakras ga je
deg(r) = n u (LC(r)) = ¢(p) + ¢(q)-

/loxas. Tlpema Jjiemu 63, TOCTOjU TIOJTUHOM
r1 € (p(X)) rakas na deg(r1) = n u (LC(ry)) = c(p).
Mozkemo npernocrasutu ja je LC(ry) = e, rue je e unemmnorent. Heka je
(X)) = enX™ 4+ Um_1€m1 X" F U9 o X2+ -+ urer X + ugeo,

THE CY U1, .., Uy THBEPTUOUIHU €JIEMEHTU U €, ..., € Cy uiuemnorentu. OBie Takobhe
MOKEMO TPETIOCTABUTH, 0€3 yMambema OIIITOCTH, Ja je Bojehu KoedUuumjeHT mogInHoMa ¢
uaemnorenT. Kao u y mperxoHoj semu, sedbuHUIEeMO HI3 exemenara elF):

e =¢

e®) = eb=1) 4 (1-— e(kfl))em,kﬂ, za2<k<m-+1.

OBu ejleMeHTH Cy WUJIEMIOTEHTH U e®) nemu ememente e, e, .. . slmkr1 32 1 < k< m+1,
IIITO Ce JIAKO MOYKe BUJETH U3 jeTHAKOCTU

e =1—-(1—-e)1—en)d —em1) (1= emn_ii1)
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Ouwurnieao je em*tD) eement Koju siesiut e (To ject, cBe KoedUIMjeHTe MOJMHOMA p) U Takohe

Jlein cBe KoedpuIlldjeHTe moJmHoMa ¢. Tako ja je
() = e(p) + clg)-
Hexka je r* € R[X]| TakaB ma
(X)) = (1 —e)X"™™ fy b (1 —eM) Xt poy 1 (1 — @)X m2y
a1 =M X oy (1 - M) X
Younmo mosmHOM 11 + qr*. 3HaMO 112 je
es(1 — ey =0, 3acBe s >m—k+1,
OJIAKJIE MOXKEMO 3aKJbYUUTH JIa

LC(r 4+ g =e+ (1 —eep, + (1 —eMepoy + -+ (1 — ™ D)ey 4 (1 — e™)eg
—eWr(1—eMepi 4+ 1 —e™ ey + (1 —e™)e

= elmtD)

Heka je r = ry 4+ gr*. Taga

r € (p(X)) + (¢(X)) = (p(X), ¢(X)).
C o6zupom Ha 1o ma deg(r) = n u LC(r) = eV ciemm ma je (LC(r)) = c(p) + c(q). O
JIoKazKMMO caJia TJIABHE PE3YJITAT OBOT OJIE/bKA.

Teopema 66. Hexa je R gon Hojman pezyarapnu upctaen u I = (f1,..., fm) ugean y R[X].
Taga wocwoju woaurom f € I waras ga je

deg(f) = max{deg(f1),...,deg(fm)} u (LC(f)) = c(fr) + - - + c(fm)-

/loxas. Moxkemo modetn of renepatopa uieasna I xoju je majBeher cremena. Tama hemo
y3aCTOIHOM ITPUMEHOM IIPETXOJTHE JieMe J00uTH ejeMeHT y | TakaB Jia HmeroB Bojehu Koedu-
IIjeHT JleJin cBe KoedulinjeHTe cBux remeparopa y I. 0

5.2 I'pebuepoBa 6a3za

Y oBoMm oziesbKy hemo nokasaru j1a cBaku KoHadHO renepucanu wiuean I y R[X], rae je R
don Hojman peryrapuu npcret, uma ['pebuepoBy 6a3y.

[Toynumo ca jesiHOM JieMOM, Tje heMO UCIUTUBATH KOHAYHY T'€HEPUCAHOCT ACOIMPAHUX

R-vonyna Iy, I, ..., 1, 1, tue je I unean y R[X].

JIlema 67. Hexa je I = (f1,..., fm) KOHauHO Zenepucanu ugean y upciieny R[X], zge je R
¢pon Hojman pezysapnu upcwen. Taga cy R-mogyau o, Iy, ..., I, 1 xonawno Zenepucanu,
apu wemy je n = max{deg(f1),...,deg(fm)}-
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Jlokas. Tlpema Teopemu 66, mocroju nosmuom f € I tako ga LC(f) memm cBe xoedunumjerre
ceux nojmaoma y I u takas ja je deg(f) =n. Tamajeu I = (f, f1,..., fm)-

[Tpermocrasumo na je LC(f) = e, 3a ugemnorent e. IlpBo hemo mokasaru ma je I, 4
KOHA4HO renepucanu R-mojyn. Hamme, kao u y rinaBama 2 u 3, eJIeMEHTH

p(X'fif), 0<i<n-1, 1<j<m,

YMHE CKYyIl reHepaTopa oBor R-momyna. 3a moverak MPUMETHMO JIa Cy OBH OCTAIU J00PO
JebuHUCAHH, jep Cy CBU KOeMUIMjEHTH MTOJUHOMA, f1, . .., f,, Je/bUBHU ca €.

Hexka je h € I,_1. Kaxko je h € I, ciiequ na je

h:’f'f‘i‘rlfl_""'"i_rmfm;

3a HEKe T,71,...,Tm € R[X]. Moxkemo mpermocrasutu ma deg(ry),...,deg(r,) < n. ¥
cynpoTHOM, 6umo 6u f; = ep;, 3a 1 < j < m, u Taga 6u BaxKMIO

h=rf+rifi+t-+rofu=rf+eripr+- -+ ernpm.
Cnenu na ce ery,...,er, mory nogenutu ca f. Heka je
er; =q;f +1t;, deg(tj) <n, 1 <j<m.
Koedumnujerrn nomuaoMa t; Takohe cy nemusu ca e. Axko je t; = es;, 3a 1 < j < m, Taga je

h=rf+(@af+t)pr+-+ (@nf+tm)Pm
=rf+(qf+es)pr+ -+ (gnf +€Sm)Pm
=(r+qpr+ -+ gupn)f + siep1 + -+ SmeDPm
Ounrneqno, deg(s;)(= deg(t;)) je mamu ox n.

Hakne, Heka je

k;
rj:Zagj)Xi, kj <n, 1<j<m,
=0

Xify=fs9 4 p(Xf,f), 0<i<k;, 1<j<m.

Cremnu ma je

[Tpema Tome, mosimHOM h je obsuka fp + q, 3a p € R[X] u tue je ¢ jenna R-nuneapHa
komGuHanuja momuHoMa p(X'f;, f), 0 <i < k;, 1 < j < m. Iomro je h € I, 1, ciequ na je
deg(h) < n.

Axko je p = 0, taza je h jenna R-nuneapna kom6unaumja ocraraka p(X'f;, f). Ilpermo-
cTaBUMO Jia p Huje Hysa. Heka je

p=PBX"+--+ By, taeje S #0.
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[Tpouseos fp MoxkeMO BUIETH KAO

fo=f BX'+f BaX"" 4+ [ B

Koedumujent y fp y3 monom X"+ mopa 6urn jemmax mymu. Crenu na je ef; = 0. Ha ocHoBy
neme 61, Ann(e) = (1 —e). Cama cnenu ma je 8, = a(l —e), 3a a € R. C 063upom Ha TO Ja
je cBaku KoeUIMjeHT MOoJInHOMa [ Ie/bUB ca e, MMaMo Ja je

f-BXxt=o.

Ha ciuaan mauws, Kako ef;_, Mopa OuTH HyJa, cjiequ Ja je £, ae/buBo ca 1 — e u Taja je
f - Bi—1 X"t = 0. Ilonasmajyhu opaj mocTynax mobujamo ma je f -p = 0.

Cnenn nma je y cBakoMm ciyd4ajy moiamHoM h jegna R-nmneapHa KOMOMHAIM]a OCTATAKa
p(X'f;, f). VI3 ammenune na p(X'f;, f) = X'f; — fsgj) cremu ma cu ocrarmum p(X'f;, f), 3a
0<:¢<kjnl<j<m, npunagajy uneaiay I, a camum tum npunajaajy u I,_;. Moxemo
3aKJbyUUTH JIa OBU MTOJIMHOMU IIPEICTaBIbajy T€HEPATOPHU CKyT 3a R-momyst [, ;.

Hokaxkumo cajsia ma cy u octanu R-momaymu I, o, ..., Iy KoHauyHo renepucanu. Heka cy
7, : R[X]r — R xomomopdusmu taksu ga je m(p) Koedunujent npoussona X~ y momuHomy
p. Ako je I, 1 = {0}, rana je Iy = --- = I,,_o = {0}.

Axo je I,,_1 # {0}, rana je cauka m,_1([,_1) Takohe KonaaHO renepucanu ujpean y R. Ilpe-
Ma Teopemu 60, oBa cimKa je riaaBHU uueadt 7, 1(l, 1) = (¢,_1) ¥ ¢,_1 je HEHyJIA UJEMIIOTEHT.
Hexka je g, 1 € I,,_; nommnom takas jga LT (g, 1) = ¢, 1 X" L.

Arkojeh €I, o, Tana h € I, 1 n
h=> rp(X'f;,f), 1y €R 1<j<m, 0<i<n—1.

[Tomro cy ceu ocramm p(X'f;, f) y I,—1, MOXKEMO WX TONEJIUTH Ca §,_1. T1aKo Ja BaxKm
jemuaxocr p(X'f;, f) = aijgn—1 + fi;. Cama mmamo na je

h = Z?“ij(aijgn—l + fij) = (Z Tiﬂz’j) gn—1+ Zﬁ'jfij-

Kaxko h € I,,_o, ciemu na » | r;;a;; Mopa npunanaru Ann(c,—1). Ha ocroBy meme 61, Baxxu na
Ann(e, 1) = (1—¢,_1). Cnean na je ceaku enement y I, 5 jennak R-muHeapHOj KOMOUHAIIA]U
IIOJIMHOMA

(1 — Cn—l)gn—l " fz'j = p(p(Xifjaf)agn—1)7 rae je 1 S .7 S m, 0 S { S n — 1.

OBaj mocTymak MOXKe ce PejoM MPUMEUBATH U Ha OCTaJje MOJYJe, OJaKJie CJIeu TBpheme
JeMe. O]

3axBasbyjyhu mpeJIcTaB/bEHO] JIEMU, CaJIa MOXKEMO JOKA3aTU TJIABHY TEOPEMY.

Teopema 68. Hexka je R ¢pon Hojman pezyarapru upctiern u I xonawho 2enepucaru ugean y
apcwieny R[X]. Taga aoctoju jaxa I'pebreposa basa 3a 1.

Jlokxas. Heka je I = (fi,..., fm). Ha ocaoBy Teopeme 66, nocroju moauaom f € I Takas ja
je
deg(f) = maX{deg(f1>7 ce adeg(fM)}(: n)
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u LC(f) nemu ce koedurmjente csux mnosmuoma y I. damwe, mpema jemu 67, R-momynn
I, 1,...,1y cy xonauno renepucanu. Kao u y joka3y oBe Jieme, Heka cy 7 @ R[X], — R
xoMoMOpU3MHU TakBu Ja je 7x(p) Koeduimjent mpoussona X* y mommuomy p.  Heka je
71(Ix) = (ci) u mexa je g € I, momunom Takas 1a LT(gx) = ¢, X*. Tana je jaka I'pebreposa
baza G 3a I mara ca

G:{fvgz|le{07an_l}7gz7é0}

Hawmwe, npernocrasumo na je p € I\ {0}. Axo je deg(p) > n, taga LT(f) | LT(p). Ako
je deg(p) = k < n, tana p € I,. Ciemn na je ¢, X* | LT(p), unme cmo u jokazasu TBpheme
TeopeMe. O]

Hamomena 69. Cewiumo ce ga je Byaos upciuen B onaj y xome je ceaxu esementli ugemuo-
wenw. Jlaxae, 3a ceaxo e € B saotcu ga

wwo 3navu ga je B u pon Hojman pezyaapru upciien. Ceaxu Byaos upctien je u xKomya-
WUBAH, HA OCHOBY “e2d MOHCEMO 3AKDYYUUWY g4 PESYAWAUUY USAOHCEHU Y 0B0M U02AAEHY
saotce u 3a bynose upcitene.

Moxkemo ce yBeputu Jia je cBaku ¢pon Hojman perynapuu npcren R u apurmernyku. Ha
OCHOBY JlepunuIrje 42 u KOMeHTapa MocJjie, CJAeIU Jia je JIOBOJHHO JIOKA3aTh Jia

INJ+K)C(UnJ)+(INK),

3a cBe nenysa uigeane I, J, Ky R. Hekajea € IN(J + K). Tanajea € I, kaou a = b+ c,
dabeJuce K. Baxu u 1a

a = uje; = uges + uszes, 3a upemnorente e; € I e € Jyes € K u up,ug,uz € U(R).
Crnenu na je
a4 = U] = U611 = Ug€se] + Uze3e].

Kako je
Ug€Eoe] € INJ m Uszese] € IOK,

cremu na a € (INJ)+ (INK).

V npeTxoaHoj TJIaBU CIIOMEHYJIN CMO J1a je apuTtMmeTrrndku npcrer u [Ipudepos nperen, Tako
J1a cajia, MOXKEMO 3aKJbYIHUTH Ja ako je R ¢on Hojman peryaapHn KOMyTaTUBHEA IPCTEH, Tala
je R u Ilpudepos npcren. /lakie, y oBOj riaBu CMO JIOKa3aJjIu Jia OCToju jaka ['pebuepona
0a3a 3a KOHAYHO reHepucaHe ujease HaJ jexauM Turom lIpudepoBux npcrena.

JupekTHI TTPOU3BOJ, 110Jba IPEJCTaB/ba jeJlaH o mpuMepa KomytatuBHux (o Hojman
perysapuux rnpcreHa. Moxkemo IeMOHCTpUpaTH MPETXO/IHE pe3yiTare Ha cienehem nmpumepy.

IIpumep 70. Heka je R = [[,—, F3, rue je F3 konauno nosse pega 3. Heka cy
fi=wX?+aX + o u fa = BaX?+ Bo,
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JIBa TIOJTMHOMA HaJ[ IpcTeHoM R, T71e je

as = (2,1,1,0,0,0,0,0,...)
ar = (1,1,2,2,0,0,0,0,...)
ap = (0,0,0,0,1,0,0,0,...)

B = (0,0,1,0,0,1,0,0,1,...)
Bo = (0,2,2,0,2,2,0,2,2,...).

Onpemumo I'pebrepoBy 6a3y 3a umean I = (f1, fo) Kopucrehn pesyiarare U3 MPeTXOIHUX TEO-
peMa 1 IbUXOBHX JI0Ka3a. Kako ap Huje MIeMIIOTEHT, MOKEMO TOMHOXKUTH | MHBEPTHONTHIM
eslemenToM (2,1,1,1,1,...) u Tume 106HjaMO TOJUHOM

fi=1(1,1,1,0,0,0,...)X%+(2,1,2,2,0,0,...)X + (0,0,0,0,1,0,...).
Nwmamo na je I = ( fl, f2). Moxkemo npumennTH Kopake u3 jgeme 63 ja J106UjeMO OJTHHOM
r* =(0,0,0,0,1,1,1,...)X*+(0,0,0,2,1,1,1,...)X +(1,1,1,1,1,1,...),
a IIOTOM U ITOJIMHOM
r=f-r=(1,1,1,1,1,0,0,...)X%*+(2,1,2,2,1,0,0,...)X + (0,0,0,0,1,0,0,...),

KOJU je TakKaB Jia
LC(r) =e=(1,1,1,1,1,0,0,...)
JIeJIM CBe KOe(pUIMjeHTe ITOJTNHOMA, fl.

HacraBumo ca mpumenom Jieme 65 u popMupajmMo mOJTUHOM
r** =(0,0,0,0,0,0,1,2,0,1,2,0,1,2,0,...)X? +(0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,...),
Kao 1

r+ for™ = (1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,...) X% +(2,1,2,2,1,0,0,...)X +
+(0,0,0,0,1,2,0,2,2,0,2,2,...).
TTosmuom f~ = r; + for™ je TakaB ja WmeroB Bojehu KoeUIMjEHT Heu CBe KOepUInjeHTe
nonuaoMa fi u fo. Heka je f = ry + for*™.

Cana je I = (f, fi, f2). Ha mcru naunn kao u y Teopemu 68, malin hemo remeparope 3a
R-vmonyne I n Iy. Baxku na je

o(f1, f) (0,0,0,2,0,...)X +(0,0,0,0,1,0,...)

p(Xfi,f) = (0,0,0,1,1,0,...)X

p(fas /) = (0,0,1,0,0,...)X +(0,2,2,0,2,0,0,2,0,0,2,0,...)
o(Xfa, f) = (0,2,0,0,2,0,0,2,0,0,2,0,...)X.

[Ipumerumo 1a je
m (L) ={0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,...)).
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5.2. 'PEBHEPOBA BFA3A

Heka je

g = (LL1L2,1,1,..)p(fi, )+ p(Xfi, )+ p(fo f) +(1,2,1,1,2,1,1,2,1, .. )p(X fo, f)
= (0,1,1,2,2,0,0,1,0,0,1,...)X +(0,2,2,0,0,0,0,2,0,0,2,0,...).

[TomuOkUMO OBaj moJMHOM MHBepTUOMIHUM ejementom (1,1,1,2,2,1,1,1,...), unme 106u-
jaMo TIOJTMHOM

g; =(0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,...)X +(0,2,2,0,0,0,0,2,0,0,2,0,...).
Harbe je
Ann((0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,...)) = ((1,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,...)),

u Buumo Ja je (1,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1,...) - g7 = 0.

Hacrasmpamo ca pagyHOM:

P(P(Jibf),gf) = (0;070;071707---)
p(p(Xf1,f),91) = 0

p(p(fas f),97) = (0,0,0,0,2,0,0,2,0,0,2,0,...)
p(p(Xf2, f),97) = (0,2,0,0,0,0,0,2,0,0,2,0,0,2,...).

Cajia ce MOYXKeMO YyBEPUTH JIa je
Iy = n(1y) = ((0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,...)).

Hexka je go = (0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,...). IIpema reopemu 68, ckyu {f,g;,go} aunn
I'pebuepoBy 6a3y 3a 1.
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I'maBa 6

Paaukajsickm naeajan y
(p — 1)-HMJI-9UCTUM KOMYTaTUBHUM
IIpcTEeHuMa

6.1 O npobJiiemy IpUIIaTHOCTU UAEAILY

Y IpeTx0JIHO] IJIaBW 3HAYAjHY YJIOTY CY MMAJU UJIEMIOTEHTHH €JIEMEHTU W BUJEU CMO
KOj€ 3aKJbyYKe MO2KEMO JIOONTH 3aXBaJsbyjynu 9u-eHUIH J1a je cBaku ejieMeHnT pon Hojman pe-
ryJIapHOT ¥ KOMYTATHBHOT IIPCTEHA OOJINKA Ue, 38 MHBEPTUOWTHU €JIEMEHT U U UJIEMIIOTEHTHI
esieMenT €. ¥ (p— 1)-HUJI-4UCTUM IPCTEHUMA UIEMIIOTEHTHU eJIEMEHTH TaKohe UTrpajy BayKHy
ysory. IlpencraBumo npBo nedunumjy.

Hedbunaunmja 71. Earemenis upciiena R je s-nwua-wucti axo je obauxa
e+ e+,

2ge CY €1, ...,Es UGEMUOWEHWHU eaementliu, 3a § > 1, a b nusuotwernwan. Ilpctien y xome
CBAKU eAEMENTL UMG 08Y O0COOUMY Ce HA3UBG S-HUN-YUCTL UPCULEN.

[ToyeBmm on yBODhema mojMa YHUCTOT NMPCTEHA, Y KOME je CBAaKH €JIEMEHT 30Up jeHOT
MJIEMIIOTEHTA U jE€JIHOI WHBEPTUOWIHOI eJleMeHTa, yBeJIeHe Cy W Jpyre KJjace IIPCTeHa ca
CJIMYHUM yCJIOBUMA. 10 Cy KJjlace jaKOo YHUCTUX IPCTeHA, HUJI-UUCTHUX, JAKO HUJI-YUCTUX, 2-
HIWI-9UCTUX U Tako gasbe. llocroju Gorara smmreparypa O CBUM HABEJIEHUM KJIACAMa, MaJla
Cy OBJIe O/ 3Ha4aja HAPOYUTO HUJ-YUCTHU IIPCTEHU, Y KOJUMA je CBAKHU €JIEMEHT CyMa jeTHOT
NIECMIIOTCHTHOI' 1 je,Z[HOF HUJIIIOTEHTHOI €JIEMeHTa, KaO 1 jaKO HUJI-9HUCTHU IIPCTEHU, Y KOjI/IMa
UMAaMO jOIII JIOJIATHY YCJIOB KOMYTATUBHOCTH JlaTa J[Ba eJleMeHTa (Bujeru, Ha npumep, [15] u
[11]). Tlojam s-HUI-YmCTOr IPCTEHA, KAO TeHEPAJM3AIje OBUX IIOCIEIbUX, YBeaeH je v [26].

[Tpema [26], anain3a s-HUJI-YUCTHX Ce MOXKE CBECTH Ha CJIydaj Kaja je s = p— 1, 3a mpocT
6poj p, Tako ga hemo ce m oBye HGaBUTH caMO OBUM ciiyudajeM. Ejement npcrena R je jaxko
(p — 1)-Hm-yucr ako je (p — 1)-HUJI-YUCT U IPUTOM BAaXKM Ja CBU €JIEMEHTHU y JATOj CyMHU
Mmehycobno komyTupajy. Kako je mpcren R 110 mpeTmocTaBIiii KOMYyTaTHUBAH, OBJE 3alpaBO
pasMarpamo jako (p — 1)-HuUJ-9ucTe IpCTeHe.

[TpeacraBumo caza npedopmynanujy npornosunuje 2.3 u3 [27] koja he mam 6utn KopucHa
3a CBPXY OBOT TorJiaBsba. (CBe MPOITO3UIITje U TOC/IeTUIIE KOje Ce IIUTUPA]y Y HAPEIHOM JTOKa3y
cy u3 [26]. Cnomenumo jomur na hiemo KopucTuTH O3HAKY:

(a)s = ala=1)---(a—(s=1)),
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6.1. O IIPOBJIEMY IIPUITAJIHOCTH H/EAJIY

rnejea€ Rus>1.

Jlema 72. Hexa je R jegan (p — 1)-nua-wuc@ tupciuen. Taga je R/Nil(R) ¢on Hojman
pe2YyAapHU Upcuen.

Jlokas. Ja je Nil(R) = J(R), kao u ga je R/J(R) upcren koju je (p — 1)-Hua-amcr Moxe
ce nahu y mocseauiy 5, a U3 JAPYrUx pe3y/araTa UCTOr PaJia CJECIU U Ja IpCeTeH R MoKeMo
BHIETH KAO

R1X"'XR1,

upu demy je char(R;) = p;*, vae je p; upoct 6pOj M HUIIIOTEHTAH ejeMeHT y R; 3a cBako
ie{l,...,l}. Baxu ga je

Nil (H RZ«) = [ [ Nil(R)).

Hokaxxumo ma 3a npoussosbhu esemenT o € R/Nil(R) Baku ma mocroju ejgeMeHT b mcror
npcTena Tako Ja je a = a’b. Hexka je

a=(ay,...,a) € R/Nil(R) = <ﬁ Ri> /Nil (ﬁ RZ-> =~ ﬁRi/Nﬂ(Ri).

[Tomro je enement a (p — 1)-Huia-gucT, TO BaxKu U 3a cBaKu o ejemenara a;. Cienu na je
(a;), Enamorentan (mponosunyja 6), a moroM u aa je (a;),, HuIoTeHTaH (mocaeauna 2). Tana
je al" — a; amnmorentan y R;/Nil(R;), 1 < i <[ (upomosuimja 8). Y cBAKOM 0] HABEJEHUX
upcrena R;/Nil(R;) HeMa HUJIIIOTEHTHUX HEHYJIa €JIEMEHATa, TAKO Ja CJICJHM Jia je at’ = a;, 3a
cee i € {1,...,l}. Kako je y cBakoM ciydajy p; > 2, CJIeIn J1a C€ MOYKE HAIIMCATH

_2 .
a; - a? = ay, zal<i<lI.

Axo craBuMo na
_ (P12 pr—2
b=(al""",...,a)" "),

TaJla BaxKud Jia je a = a?b. O

U3 oBe j1eMe MOXKEMO jeJIHOCTABHO YBUJIETHU TIO3HATY YHMILEHUILY JIa j€ 338 HUJI-YUCTU KO-
myTaTupau ipcten R koymmanuk R/J(R) Bynos nperen (p = p; = -+ = p; = 2, na je a? = a;
3a ce 1 <i <1I).

Cerumo ce na je pagukajcku uneas I y npcreny A onaj 3a xkoju Baxku ja je [ = r([), rue
je

r(I) ={a€ A|a" € I, 3a neko n € N}

pagukas umeana [. JemHocTaBHO je T0Ka3aTH UMELEHUILY & CBAKH PAIUKAJICKH WA y
HEKOM IIPCTEHY CaJIPXKU CBe HUJIMOTEHTHE ejieMeHTe TOr mpcreHa. Hawmme, ako je a € A
HUJITIOTeHTaH, Taja noctoju n € N tako ma a™ = 0. Jlasbe Baxku 1a

a"=0¢€el,

IITO TIOBJIAYHN [
acr(l)=1,

3a 010 Koju pajmkasicku uiean I y R.
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6.1. O IIPOBJIEMY IIPUITAJIHOCTH H/EAJIY

AKko je y nuramy IIPCTEH IIOJIMHOMA, BaXKU J1a
Nil(R[X]) = Nil(R)[X],

rJie JIECHA CTPaHa O3HAYABA CKYII TIOJIMHOMA, YKju KoedUIjeHTn cy HuanorenTau (sugeru |7]
HA TIPUMED).

Creneha sema ommcyje o6MK KOHAYHO IEHEPUCAHUX DaJMKaJICKux uueana y R[X], 3a
(p — 1)-ana-uauctu nupcren R.

Jlema 73. Hexa je I xonauno 2enepucan pagurancku ugean y upciwmeny R[X]|, 2ge je R jegan
(p — 1)-nua-vwucw upcwen. Taga je I obauxa J + Nil(R)[X], 2ge je J wonauno zenepucan
ugean u KoehuuujeHttiu CeUL HWE2Z08UL ZEHEPATUOPA CY 30UPOBU UGEMTLOTUEHATLA.

Jloxas. Heka je f 6usno koju enement npcrena R[X]. Tazna je
f=(ag+by)+ (a1 +b1)X + -+ (a;, + b)) X°,

rJe cy ag,...,0s 30upoBu HajBUINe p — 1 UIEMIOTEHTHUX ejleMeHaTa, a by, ..., bs cy HuImo-
tentHu. Heka cy

p=ay+auX+--+a, X" g=by+b06 X+ +bX".

Cuiein 1 3a cBaku ejieMenT npcerena R[X] Baxku na ce MoxKe HamucaTu Kao 36up p + ¢, rje
cy KoeduIujeHTu oj p 30MPOBU HAEMIIOTEHATA, a KOSPUITUJEeHTU O] ¢ HUJIIOTEHTH.

OBako MOXKeMO TPEJICTABUTU CBaKu OJ reneparopa uieasna I. Hanme, meka Baxku ma je
I={f1,..., fr) u HEKa je
Ji=Di + G, 1<i<k.

CBu koedunujenT™ 01 ¢; Cy HUJIMOTEHTH, A TOCTOje JOBOJHHO Beaukn m; € N Tako 1a je
(@(X))™ =0, 1<i<k
Canemu na 3a cBako ¢ € {1,...,k} Baxu ja
¢; € Nil(R[X]) C I.

Takobhe Baxku na
pi=1fi—q €I, 3acakoi € {1,...,k}.

[TocmaTpajmo umeast
J + Nil(R)[X],

rae je J = (p1,...,pr) Ugeal y kome cy kKoedUIMjeHTH CBUX HerOBUX I'eHepaTopa 301poBU
uaeMIloTeHaTa. JacHo je Jia je HaBeJeHU 30up ujeasia caapkan y 1.

Ca npyre crpane, 3a ejqeMmenT f € I Baxu Jia je o0JIMKa

f=anh+ - Fgfe=0p1+ -+ P+ 0q + -+ GrGr,

3a HEKe ¢i,...,gr € R[X]. Iomro omarne creqn na je u I C J + Nil(R)[X], umamo ga je
I = J + Nil(R)[X], unme cmo gokazasm TBphembe jeme. O
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6.2. IIPUMEPU

Y nperxoHuM riiaBaMa OuIM CMO Y MOI'YNHOCTH JIa €KCILTUIIUTHO ojipeiuMo ['pebHepoBy
6a3y ujeasa. YMecrto oBora, y ciaydajy (p — 1)-HUJI-YUCTUX TIPCTEHA, MOXKEMO JIa PEIIuMO
pobJIEM TTPUIATHOCTU UJIEAITY.

Teopema 74. Hexa je I xonauno zenepucan pagurancku ugeas y upcwieny R[X], 3a (p—1)-
Hua-vwucy upcten R. Taga je mozyhe pewuttiv upobaem tputagrocttiu ugeary I, 3a ceaxu
aoaurom f € R[X].

Jloxas. Heka je f 6uito xoju estemenT npcrena R[X]. Cauwdno Kao y JoKa3y jgeMe 73, MOJTHHOM
f ce moxke HammcaTu Kao 30up p + ¢, T/e cy KoedumumjenTn o p 30MpoBU WIEMIIOTEHATA, a
koedurmjenTn o1 ¢ HuanorenTu. [locroju moBosbHO Besmmko m € N Tako na je ¢(X)™ = 0, na
oo je I paJIuKaJCKu uJieast, CJaeau J1a

q € Nil(R[X]) C I.

Ha ocnoBy nperxojne jeme, moxkemo Hamucatu [ y obmauky J + Nil(R)[X], npu gemy
je J = (p1,...,pk) 38 TOJMHOME D1, ..., Pr YUjU KODUIUJEHTH Cy 30MPOBU UIEMIIOTEHATA.
[Tocmarpajmo KOTUIHUK

R[X]/Nil(R)[X] = (R/Nil(R))[X].

IIpema Jjtemu 72, mocyieamu mpcTeH noauHoMa je HaJi o Hojman perysmapHuM IIPCTEHOM,
Tako Ja hemo y ToMm mmspy Kopuctutu Teopemy 68. Ilpojexmnuja mpeasa [ Ha KOJTWIHUK
R[X]/Nil(R)[X] je unean I = (P, ..., Pr), Ipu deMy cy p; Kj1ace ofrobapajyhux nommsoma y
R[X]/Nil(R)[X].

Cunenu na
fel = fel,

rae Baku 1a je f = p. 3a KoHadYHO reHepucann mieas I majg dbon Hojman perymapHummM
npcrerom R/Nil(R) moxkemo oapeautu jaky I'pebaepoBy 6a3y: Heka je 10 {gi, ..., gs}. Ilpema
tome, nosmaoM f € I ako u camo ako LT(g;) | LT(p) 3a mexo i € {1,...,s}. O

6.2 IIpumepn

[TocraBspa ce muTame mocrojarba (p — 1)-HUJI-9UCTOr KOMYTATUBHOI IPCTEHA KOjU HUje
Herepun. Jenan mpumep 6mo 6u cienehu. Heka je G AbesioBa rpymna ca 6eCKOHATHUM CKYTIOM
reneparopa {gi, go, ... } u R npcren. [Tocmarpajmo rpynau nperen R|G| u Hus njeana

G- -1Lg-1C{n-190p-1gp-1)C -

rie je 1 jermuuIia oBOr IpyIHOL IIPCTEHA U jesiHaKa je 1plg, mpu uyemy je 1p jemuuuiia npcreHa
R, a 1 meyrpas rpyne G. JokaxXumo Ja je oBaj HU3 HIAeasa CTpPoro pacryhm, dnmme hemo
nokazaru na R[G] auje Herepun.

Heka cy Gy moarpyne rpyne G Tako ja

Gk = <glu'-'7gk>‘

[Tocmarpajmo xomomopduzme

;. : R[G] — R[|G/Gy],
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6.2. IIPUMEPU

Koju cy nedunucanm Ha ciaefehm nauma. Heka je
O =714y + TiGi, + 0+ 1i.i, € R[G]
Tako Ja iy < ig < -+ < i5. Axo je k < iy, rama je Pp(a) = a. Ako je iy < k < iy, TAgA je
Qo) =1y L+ +ry L+ 7, Giy + -+ 74, Gi,
Hawnwme, cBe enremente g; rie je ¢ < k caukamo y 1, a ocrasie eeMenTe y came cebe, TO ject, y

onrosapajyhe Kjace ejeMeHnara.

[Tpumerunmo na je
Ker<q)k> - <gl - 17 <o gk — ]->

Jenna mHKIIy3HWja je ouurieana. Ako je
Pl L T i o g, =0,

Taja je
Tip1 Gip + 0 i Gi, = —ri L — o — 1y 1

a IIOTOM M

rilgil + e +Tisgis = T’ilg’il + T +T’ilg’il - Till - rill
= ri1<gi1 - 1)+"'+Tiz(giz - 1) S <gl -1, . 0k — 1>'

Kako je @k (grr1 — 1) = gry1 — 1 # 0, ceqn na
gk+1_1¢ <gl_1;"'7gk_1>7

I1a je ImoJia3Hu HU3 HeaJia CTPOro pacTyhwu.

Axo je R 6wio koju (p — 1)-aus-uucru npcren, a G ejgementapsa abejioBa 2-rpymna (Koja
ce HeKaJl Ha3uBa U ByjoBOM IpynoM) Koja je u GeCKOHaYHA, TaJa je Ha OCHOBY MPOIO3UIIAje
11 y [26] npcren R[G] jeman (p — 1)-HuI-4mncTv HEHETEPUH IIPCTEH.

Jpyru npumep 6mo 6u caenehu. VYV cBojoj kmusu Harara ysomm mojam umaeanmsarmje
moxysa (BumeTu [35]), a MHOre KopucHe ocobuue oBor mojma Moxkemo Hahwm y [4]. Heka je
R xomyrarusuu npcred, a M momyn wan R. Uneammsanuja momyna M, y oswanu R(+)M,
nMa 3a cKyl Hocad R@ M. V omHocy Ha omnepariyje cabupama 10 KOOpANHATAMA U MHOYKEHA
JIATOT ca

(r1, my)(re, me) = (rire, rima + romy),

ckyn R(+)M 4uHE KOMyTaTuBHM NpCTeH ca jeauHunoM. lIpcren R ce mpupomHo yTama y
R(+)M upeko upeciukaBata 1 — (r,0). 3a cBaku nogmoayn N ox M, ckyn 0(+)N unnu
jeman unean y npcreny R(+)M. Tako je u 0(+)M wujeas oBor mpcTeHa U OTYJL HA3UB 3 eIy
KOHCTPYKIIH]Y.

WNneanuzanuja je KopuCHA Ha IIPBOM MECTy W3 pasJjiora IIpeBohema pesysrara KOju ce
TUIYy MOJIyJla Ha CJIydaj MpCTeHa, 3aTUM TeHepaJi3aliije pe3yJiTaTa ca MpCTeHa Ha MOJYJIE,
Ka0 U KOHCTPYKIIHje Pa3HUX IPUMepa KOMYTATUBHUX IIPCTEHA KOJU HUCY WHTETPAJIHU JIOMEHH.
HenereprHu HUI-9UCTH TIPCTEHN (3ampaBo, 1-HUJI-9UCTH) ca PAJAUKAJICKIM UICATUMA YIPABO
MOT'Yy OUTH KOHCTPYUCAHU KOPHUIIThEheM HJiean3aliije MOIyJIa.
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6.2. IIPUMEPU

Hawnwme, neka je B Bynos npcren u N Moty Ha1 B Koju HUje KOHAYHO reHepucan. To Moxke
ourn u P, ., B. Ilocmarpajmo nneamusamujy B(+)N. 3a csaxu enement (b,n) € B(+)N
BaXKH J1a

(bv n) = (bv O) + (07 TL),

IIpu 9eMy je

<b7 0) (ba O) = (b27 0) = (bv 0)7

Kao 1

(0,m)(0,n) = (0,0).

Jlakjie, cBaKu eJIeMEHT je 30Up WJEMIIOTeHTA W HUJIIMOTeHTa. I[IpuMeTumo u ja je uijeal
0(+)M y cBakom cayuajy Huamorentan. Takobe, u3 Teopeme 4.8 y [4] cienn na ako M Huje
KOHAYHO TeHepHcaH, oHa uneammn3anyja R(+)M wuje Herepun npcren. Paaukancku niaeann
y R(+)M cy obmuka I(+)M 3a pamuxasncku ugean [ y R (ma ocmoBy Teopeme 3.2 y [4]),
a Takohe Baxkn u ma je (R(+)M)[X] = R[X]|(+)M[X] (mocremuna 4.6). Cuenn ga nmpumep
pajiKaJIcKor uieasa y upcreny nosuaoma (B(+)N)[X], tae je ounrsenno B(+)N HeHerepuH
HIJI-9uCT npcereH, jecre niaean I(+)N|[X], 3a 6mro koju pamukaicku unean I y B[X].
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I'maBa 7

Pe3ynTaTu u KoMmeHTapu 3a IIpPCcTeH
IIoJIMHOMAa ca BUIlle HeoJApebheHux

Y mperxo[HUM TJIaBaMa W3JI0YKEHU Cy PEe3YJITaTh KOjUu Ce OJHOCE Ha MPCTEHE IOJMHOMA
ca jemnoMm HeoxpehenoMm. I[IpuposHo je nuTame fa Jid ce TU Pe3yJITATH MOTY YOIIITHTHU Ha
[IPCTEHE MOJIMHOMA Ca BUIIE HeoapeheHnX.

Heka je D wmuterpanam gomen m Heka je D(X) osmaka 3a soxkammsammjy D[X]|g, rae
je S cKym cBEX MOHHYHHX IOJHMHOMA mnpcrena nommuoma D[X]. YV [12] (reopema 1. (7))
npejicraBibet je cinenehin pesynarar. 3a unrerpanau qomen D koju Huje nosbe Baxxu: D(X) je
IIpudepon momen ako u camo axo je D jennomumensuonu [Ipudepos jjomeH. ¥ ToMm ciaydajy
je dim(D(X)) = 1. Omasze Bugumo ja 3a [Ipudepos momen mva nHMNIMIjA & Ce PE3yITATH
MOTY YOIIITUTH.

Hawnme, neka je R Ilpudepos jomen mumensuje 1. Ilpehumo ma pasmarpame mnpcrena
noymuaoMa R[ X7, ..., X,|. U3 cniomenyre Teopeme ciemu jia je R(X;) rakobhe IIpudepos nomen
numensuje 1. Ilpumenom mHyKimje MokeMo 3ak/byduTu jia je u R(Xy, ..., X;) IIpudepos
JnoMmeH aumensuje 1, rae je k > 1, mpu dyemy ce nedunuIe

R<X1, cee ,Xk> = }%<)(17 N ,Xk_1><Xk>.

Bampaso, enementn npcrena R(X, ..., X;) cy obauka
p(Xh s 7Xk)
q(Xl, ce ,Xk)7

rIe je ¢ MOJIMHOM 4YHhju je Bojehm KoedHUIHjeHT, y OJHOCY Ha JIEKCUKOrpadCKU MOHOMHHI
nopenak rae Xy > Xp_ 1 > -+ > Xy, jennak 1. Jlakie, MOXkeMO ra BUJIETHA KAO JIOKAJIM3AIN]Y
npcrera R[X, ..., Xy| y omHocy Ha ckyn

Hexka je I xonauno renepucanu unean y R[Xi, ..., X,] u Heka je 3amar jgekcuxkorpadcku
MOHOMHU nopejiak riae X, > X,_1 > --- > X,. Kopucrehu pesysirare us riase 4, MOXKEMO

JIOKa3aTHu J1a je
LC(I) = (LC(p) [p € 1),

KOHAYHO FeHepucan ujaeas y R.
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Teopema 75. Hexa je IAR[ X, ..., X,] konauno Zenepucan ugean, 2ge je R Ipudepos gomen
gumensuje 1. Taga je LC(I) wonauno 2enepucan ugean y R, apu wemy je 3agatiu MOHOMHU
uopegar sexcuxozpapcru u X, > X,—1 > -+ > Xj.

/oxas. Jlokaxkumo 0BO TBpheme WHIyKIjoM 1Mo Opojy Heonpehenmx. Ciy4aaj n = 1 je camp-
)KaH y Teopemu 48 (nmpumerumo ja je y oo ciayuajy LC(I) = I, y NpeTxojHuM O3HAKaMa).
[IpernocraBumo na je TBpheme Tauno 3a n — 1. Ha ocHOBY ropme JUCKycHje UMaMo J1a je
R(X1,...,X,_1) llpudepor momen mumensuje 1. IIpema Tome, ciemu ja je

R[X1,..., Xa] C R(X1,..., X0 )[ X0,

opu 4emy MOxKeMo nocmatrparu ekcrensujy 1€ maeana I. Hakue, y R(Xy, ..., X, 1)[X,] cy
WHBEPTOBAHU CBU TOJUHOMHU 110 X1, ..., X, 1 9uju Bojgehu roedwurmjent je jeanax 1. Ako
IpPUMEHUMO TeopeMmy 48 Ha OBaj HMPCTEH, MOXKEMO 3aK/byUWTH J1a je maeaj CBUX Bojehwmx
koedurmjenara IS KoHadHO renepucan uneana y R(Xy,..., X,_1). Hexka je

IS ={f1,..., fx), THEeCY fi1,..., fr enementn y R(Xq,..., X, 1).

Enementn f; cy obnuka %, rie ¢y a;,b; momunomu mo Xy, ..., X, 1 u b; je ca Bojmehum Koe-
dunmjenrom jennakum 1. C ob63upom Ha To ja cy y npcereny R(Xq,..., X, 1) nosuHomu b;
MHBEPTUOMIIHU, MOKEMO HMPETIIOCTABUTH U Ja ¢y fi1,..., fr € R[X1,..., Xn_1].

Hoxazkumo Ja je
LC(I) = LC(L),
rIe je
I* = <f17"'7fk>R[X1 ..... Xn—1]»

TO ject, muieas rewepucad ca fi,..., fr v R[X1,...,X,_1]. Ha ocHoBy unaykruBHe mperto-
craBke, LC(/,) je KOHAIHO TeHepuCaH ujeas y R, Tako 1a je TOBOJBHO JTOKA3aTH HABEIECHY
jeTHaKOCT.

Hexka je a € LC(I), 1o ject, a = LC(p), rue je p € 1. Tana je

p = aXi)‘ll...Xro:ln+a2Xf‘21...X:%_|_..._|_ale‘ll...X7‘i‘ln
a1 n— Qg1 Ay ,n—1 a; Qjg n—
= (aXf‘“---Xi’fl—i—ailell e X, 4 e X X 1)Xgln_|_...

n n—1 n—1

= (X X)X

Cabuprnu y 3arpaju cy 3alpaBo TaKBHU Jia je y oirosapajyhmm wianoBuma creneH y3 X,
jemnak ai,. To je oBme najsehm cremen on X,, a Kako MMaMO JIEKCHKOTDadCKH ITOpe-
mak, 1o q(Xi,...,X, 1) nmpunaga IS. Hapasrao, Baxu u ga je a = LC(q). Taxobe je
¢(X1,. .., Xn1) € R[Xy,..., X 1],

[Ipumernmo na je

Iso N R[Xl, oo 7Xn71] == [: N R[Xl, oo 7Xn71] == [fc.

*

Hawmwe, neka b € LC(I£¢). Tapna je b = LC(r), 3ar € If°. Osaj nosmuom (u3 R[ X7, ..
je obiuka

Baxku mapasuo ga je I, C I na je u LC(I,) C LC(If). Takobe je u LC(I¢) C LC(L,).
. 7Xn—1])

tkf _ tisyecspfiHtesisy o Spfot o H st Sk fi
ko= ,

Sk 81+ Sk

t
T:—1f1+"'-‘r-
S1
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C 063mpom Ha TO J1a je TOJMHOM S - - - S ca Bogehum koedurmjerrom 1, Baxku ma je Bojgehn
KoepHInjeHT 3a 1 jeJHaK BojeheM KOeUIMjeHTy 3a IMOJTUHOM

t18g - spfi + 128183 - spfo+ -+ st Sp—1fi-
Osaj nocjemu DoJIMHOM Ipunaja I, Tako Ja je

b= LC(T) = LC(t132 s Skfl + t28183 s Ska + -+ tksl ce Sk—lfk:) < LC(I*)

HakJjte, umamo ja je
LC(I,) = LC(IY).

BpaTtumo ce na mommHOM
q(Xq,..., Xn1) €ISNR[Xy, ..., X ).
13 nperxonuor Bumumvo na LC(q) € LC(L,). Hakie, a € LC(I,), na je LC(I) C LC(Z,).
Heka je cama a € LC(1,). Tana nocroju q € I, tako na a = LC(q). Baxu na je
g=tifi+ - +tefr, 3aty,....tx € R X1,..., Xp1].

Kaxko cy f; ememenTn Koju remepuiiny cBe Bogehe koedwurmjerTe mosmuaoma mo X, y I, TO
IIOCTOj€e
Fi,...,F,eI°C R(Xy,..., X, 1)[X,]

TakBU Ja je Bojehu koedunmjent momuuaoma F; mo X, jemnak f;, 3a 1 <1 < k. Be3 ymamema
OTIIIITOCTA MOYKEMO MPETIOCTABUTH J1a, je

Fi,...,F, €I CR[Xy,..., X

“HavYe OMCMO ITOMHOXKHJIM HEKHM MOJUHOMUMA 4Hju Bojehm koedwuiujeHTH cy jeaHakw 1.
[Ipenmuznuje:
F, = szgl + WIAHOBU Mamber CTemneHa 1o X,

3a 1 <i < k. Heka je f = max{f,..., [} [Hommuom
F=t,R X ¢ ..., X% ¢ R[X\,..., X,]

je TakaB ma npunasga I um ga je meroB Bomehu koedunmjent mo X, jemHax q. 300r JeKcu-
Korpadckor nopetka, Bojehu koeduiujeHT nosuHoma F' je jennak Bojehem koedurmjenty
nosimHOMa ¢, a 10 je a. Hakie, a € LC(I), unme cmo nokazanu u na LC(I,) C LC(I). O

Mozkemo pazmarparu u Bojiehe koeduinjeHTe MOJUHOMA KOju Cy ofpeheHor cremnena 1o
meonpebenoj X,,.

Hedbunuumja 76. Hexa je I < R[Xy, ..., X,] ugear nag apciienom R. Osnauumo ca
LC,,(I), 3am >0,

ugean zenepucar sogehum rxoepuyujenuuma TGOAUHOMA U3 ugears I xKoju cy ctietena m o
neogpeheroj X,,.
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Ha BpJio camvan HauuH IPETXOIHO] TeopeMu MozkeMo nokasaru ja je u LC,,(I) konauano
refmepucat ujeana y R, 3a csako m > 0.

Teopema 77. Hexa je [AR[ X1, ..., X,] konauno Zenepucan ugean, zge je R Ilpugepos gomen
gumensuje 1. Taga je LC,,(I), m > 0, xonauno Zenepucan ugean y R, apu wemy je 3agatiu
MOHOMMHYU Topegax aekcurozpadperu u X, > X, 1 > --- > Xj.

Jlokas. Younmo ekcrensujy [¢ mneana I y R(Xy,..., X, 1)[X,]. 3a oBaj moka3 He Mmopamo

KOPUCTUTHU MaTeMaTUIKy WHIYKIHjy, Beh heMo KopucTuTu pe3yJitar nperxojne teopeme. Ha

ocHOBY TeopeMe 48 ciieu j1a je [ (em), neaJst Bogehux koedwuinjeHaTa moJmHoMa 10 X,, CTereHa

m, KOHAYHO TeHepucan ugean y R(Xy,..., X, _1). Heka je It = (f1,---, fx), TOe MOKEMO
OPETIOCTABUTH Ja €y f1,..., fr € R[X1,..., X,_1]. Jokazahemo 1a je

LC,.(I) = LC(I,),

rIe je
I = <f17 e 7fk>R[X1 ..... Xn_1]-

U3 nperxoaue Teopeme cienn na je LC(I,) koHauHo renepucad ujean y R.

Heka je a € LC,,,(I). Tana je a = LC(p), rae je p € I u LT(p) je crenena m no X,,. Baxn
aa je
p=q(X1,...,X,—1) X" + 49maHOBH Mamer creneHa 1mo X,.

Taxobe je a = LC(q) u jorn Baxku fa je
Q(Xb ey anl) c [fm) N R[Xl, ey anl]-
VcTo Kao 1 y JI0Ka3y MPeTXOQHe TeOpeMe, MOKEMO Ce YBEPUTH 11 je
I(em) N R[Xl, e 7Xn71] = Ifc,
kao u ja je LC(IL,) = LC(I).
Kako je a = LC(q) € LC(I,), cnemu na je LC,,(I) C LC(L,).
O6puyTo, 3a a € LC(I,), nocroju q € I, tako na a = LC(q). Baxu ma je

q=t1f1+"'+tkfk, 3a t1,...,t GR[Xl,...,Xn_l].

Kako cy f; erementu Koju rerepuiny cee Bojehe koeduimjeHTe MOJIMHOMA CTeTeHa m 1o X,
y I, mocrtoje
F,...,F, el CR[Xy,...,X,]

TakBH Ja je Bojehn unan nmonmuuoMa F; mo X, jemmak f; X", 3a 1 < ¢ < k. llosmmuom
F=tF +- - +1tF, € RIXy,...,X,]
npumnajga I u mweros Bojehu wian je jeanak
LT(q(X1,..., X 1) X)),

36or JsekcukorpadCcKor moperka, Bogehn KoedunmjeHT moanaoMa F' je jemHak BomeheM Koe-
dunujenty mosmnoma ¢, mro je a. Caemu ga je u LC(1,) C LC,,(I). O
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SBaapkahemo o3Hake M3 TPETXOAHE TEOPEME U J0Ka3a y HapeIHoj auckycuju. O3nadanmo
ca

J — ]* — <f1, e ,fk;)R[Xl,...7Xn—1]'

Ha ocnoBy Teopeme 77 numamo ja je LC,(J) konauno renepucan ugean y R, 3a s > 0. Jloka-
KUMO J1a je

LCsm(I) = LC,(J),

TIe je
LCs (1) = (LC(p) |LP(p) = XF* - X2 X3 X" u p € 1),

uneas y R renepucan BojiehuMm koedurmjentuma nmoaunoma u3 [ Koju cy crernena s mo X, 1
u crene”a m oo X,,.

Ba eqmement a € LC,(J) Baxkn na nocroju f € J tako ga a = LC(f) u na je

LT(f) = aXf ... X2 xs

n

Kako je f € J = I, cneau ga nocroje ty, ..., t, € R[ Xy, ..., X, 1] rako na f = t1 f1+- - -+tgfr-
ITosmmuaOM
F:tlFl‘i‘"'—i-thk:tlle,T—F"'—i-tkka;n—i—"'

npunasia I u mweroB Bogehu 4ian je jegHax
aXit o XXX
tako na ciaequ ga je a = LC(F) € LC ,,(1).

Ca npyre crpane, ueka je a € LC;,,(I). Taga nocroju mommuom y I:
F:aXfl...Xs’i_QzXfL_lX;n_’_...

IIpumernmo 11a je

F o= (aXP . XM2xs g, X0 XEmt g X X X

n—1 n—1 n
= q(Xl, .. .,Xn_l)X;Ln + -
Jacno je na q € I, u na a = LC(q). 360r jekcukorpadckor moperka, Baxku Ja a = LC4(q)
ugqée€J, najeac LCy(J).

OsBumM cmo jgokazasm na cy u uneasn LCg ,, (1) kornauno renepucann y R. Ha camaan nadun
OUCMO MOTJIM Jla HACTABUMO M JIOKa3WBaibe KOHAUHE T€HEPUCAHOCTHU ujeasa KoedullmjeHara
rie cy pukcupanu u crenenu y3 X, o, X, 3,....

MoxkeMO ce BpaTHTH Ha MOYETHO MUTae MocTojarma ['pebnepoBe Oaze 3a uaean I u Ha-
CTaBUTH pa3MaTpame 3a ciydaj ase neojpehene: R[X;, X5|. Ako je 3amar jekcukorpadceku
nopejiak tako jga Xo > X; u I <4 R[ X1, X5 konauno renepucan umeasn vaj [Ipudeposum jio-
menoMm aumensuje 1, taxa cy csu uaeanu LC(I) u LC;,, (1), s,m > 0, KOHAYHO reHEPUCAHU
nneasmm y R. Heka je

LC(I) = (a1, ..., ax),

" HeKa cy fi,..., fr momuaomu u3 I auju cy oBo Bojgehu koedurmjerTn, To jecr,

fi = e XPXD 4

fr = apXDRXTE 4.
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Hexka cy
ny = max{sy,..., Sk} u ny = max{my, ..., my}.

IIo anamoruju ca mokazoM Teopeme 49, OUTHU Ccy HAM UJIeaN
LC,, », (1), 3a pr < ny U py < ng.
A, ca apyre crpaHe, caMm JIEKCHKOIpadCKU mopeak oBJie JoHoch mpobsem. Hanmme
XIM—HX;LQ—I < Xleglz

3a 6ms10 Koje | > 1. BampaBo mMaMo GECKOHAYHO MHOTO WIaHoBa Mambux o1 X' X532, 360r dera
He MOXKEMO Ha »KeJheH! HaYuH GOopMUPATH KOHAYAH CKYII Koju Ou onpehuBao I'pebrepoBy 6a3y
3a I. Ocraje muTame /1a Jin ce M KAKO OBaj MPUCTYI MOXKE MPUIATOIUTH TAKO J1a J100ujemMo
JKEJbEHU Pe3yJITaT.

Banyanwonu momenu cy kao mrTo 3uamo u [IpudepoBu momenu, aau ca puHOM 0COOU-
HOM BE3aHO 3a JIeJbUBOCT ejieMenara. Jlokammsammja V(Xq,..., X,,) jecre Ilpucdepos momen
mumensuje 1, a cem tora, m H3J1 momen. Y [44] (Teopema 4) TBpam ce ma y ciiydajy JI€KCH-
KorpadCcKor moperka ca n HeojpeheHmx, 3a cBaku KOHAYHO TeHepucaHu ujaeas I HaJ je I Ho-
JIMMEH3UOHUM BAJIyallMOHUM jtoMeHoM Bazku ja je u LT ([) konauno renepucan. Kopumihena
je MHIyKIFja, Kao IITO Cce MOKAa3aJo 3rOJHUM W y ropmoj auckycuju. Jla 6m O6mmo mory-
he cBobeme Ha ciryuaj 3a n — 1 Heogpehenux, naropernraBa ce Kopuiitheme ojipehene cmene
npoMeH/bUBUX. Buire ofjalmbea 0 TOj CMEHU J1aTo je y Kiusdu [42], mpu yemy MoKeMO
npumerutu ga cmena X — X + YY", Y — Y omoryhasa cBoheme Ha IIPETXOIHM CJIyYaj aJIu
He YyBa MOHOMHU TIOpeJiak, JIok cMera X — X, Y — Y + X7 He pemeru nopejiak aJim HU HE
omoryhasa Koputitheme unayKiuje. IIpema Tome, jomr Mmaoro nurama o ['pebuepoBum H6azama
3a ujieasie HaJI IPCTEHNMA TIOJIMHOMA Ca BUIIE HeoJpeheHuX ocTaje OTBOPEHO.

[Ipobnemu ca jgexcmKoOrpadCKuUM IIOPETKOM Tje 3a ofpeheHN wWjiaH 1mOCTOju OECKOHAYHO
MHOT'O YJIaHOBA MAaIbUX Off Hera, HeCTajy y Caydajy CTEIeHACTOI JIEKCHKOI'DadCKOI IOpeT-
Ka. Y TOM CJIydajy ce He MOT'y IPUMEHmUBATU MMPETXOIHN pe3ynaTaTd, Beh 6u 6ro moTpeban
JIpyTaduju IPUCTYIIL.

[IpescraBumo nipBo n1ap AeduHUATIT]A.

Hedbununuja 78. Hexa je 3agatli clueUeHactliu NEKCUKOZPAPCKU MOHOMHY TOPEJAK Ha Up-
cmeny R[X1,...,X,], 2ge je R upc@en. Csaxu enemenwi f € R[Xy,...,X,| moorce ce
UPeGCuasutiu Kao 3oup

f=to+fite+fa

zge je f; xomozena womuaonena aoruroma [ cievena i. Osnavwumo ca LH(f) = fq najeehy
TOMOZEHY KOMUOHEHTLY TUOAUHOMA | .

IToncernmo ce Ja je XOMOreHa KOMIOHEHTa f; mojuHoMa [ jefHaka 30Hpy CBHX UIaHOBA
aXi" .- X% nosmHoma f Tako Ja je

o+ oy, =4

[TosimaOM KOju MMa caMoO jeJlHy XOMOTeHy KOMIIOHEHTY Ce Ha3WBa XOMOIEH IMOJIMHOM U jaCHO
je Ja je cBaka XOMOTreHa KOMIIOHEHTA HEKOT' MOJMHOMA je/laH XOMOTeH mojunoM. Takobhe, ako
je LP(f) = Xl’B L.  XPn ) tanma xaskeMo Jla je TOTaJIHU CTelleH 3a TIOJIMHOM f jeHaK 30upy

d=fi+ + B
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Hedbununmja 79. Hexa je I nenyaa ugean y R[Xy, ..., X,], 2ge je R upctuen u 3agamiu
MOHOMHY TOpegak je clhetenactiu sexcukozpagperu. O3nauumo ca

LH(I) ={LH(f) | f € T\ {0}},

kao u ca LH(I) = (LH(I)) ugean y R[X1,...,X,]| koju je Zenepucarn romozenum xomaorer-
wama najeehez cieuena ceuxr woAUHOMaG u3 1.

Mozxkemo younTu Heke Be3e m3mehy xonaune renepucanoctu 3a LT (1) w LH(T).

Teopema 80. Hexa je I ugean y R[ X, ..., X,| u nexa je 3agam@u monommu Gopegak cliete-
nacwu aekcurozpageru. Axo je LT(I) xonauno Zenepucan ugean, waga je uw LH(I) waxobhe
KOHAUHO 2EHEPUCAH UJEAN.

Jloxas. Heka je LT(I) = (ty,...,ts), e cy t; monomu. ITocroje mosmuomu ¢; € I Taksu ja
je LT(q;) = t;. Hokaxkumo J1a je

LH(I) = (LH(q1), ..., LH(gs))-
Hexka je h € LH(I). Tanma je LT(h) € LT(I), na creau ma je
LT(h) = pity + - - - + psts, 3a HEKE py,...,ps € R[X1,..., X,].
Bes ymamerma ONIITOCTH, MOXKEMO IIPETIIOCTABUTH J1a Cy p; MOHOMH. [losmHOM
hi=h— (mLH(q1) + - + psLH(gs))

je Takas ma hy € LH(I), ¢ o63upom ua To na h, LH(qy), ..., LH(qs) € LH(I). Takobe, Toranuu
crerieH 3a hy je mim jemHak TOTAJHOM cTeneHy 3a h wiau je hy = 0, jep y u3pakapBamby 3a
LT(h) mpeocrany camo OHU KOjU Cy MCTOI MYJITHCTEIIEHA.

Axo je hy # 0, umamo na je LP(hy) < LP(h). Moxkemo nmpuMeHuTH OBaj mocTymnak Ha hq
¥ HACTABUTH HA Taj HAYWH TAKO Ja J00ujamMo HuU3 ejgeMeHata hi, ho, ... 3a BUX BaXKM Ja

LP(hy) > LP(hy) > -

Kako mocroju camMo KOHAYHO MHOTO MOHOMa Koju cy Mmawu of LP(h), mocroju k > 1 Tako 1a
je hy = 0. Kan 3ameHnMO cBe JI00MjeHO y TOJIA3HY jeTHAKOCT, J00HjaMo Ja je h reHepucaH
ca LH(q1),...,LH(gs). O

JIako ce MoxKe JToKa3aTh U J1a BaxKu cjeaeha JjieMa.

Jlema 81. Hexa je I ugean y R[X1, ..., X,] u nexa je 3agaitiv MonomHu Gopegar cllieleHactiu
sexcurozpagperu. Taga je LT(I) C LT(LH(I)).

Jlokas. 3a f € ITut=LT(f) Baxku na t € LT(I). Hexa je f = fo+ f1 + -+ fa, vHE CY f;
XOMOTeHe KOMITOHeHTe crenena i. Tama umamo na je LT(fy) =t u f; € LH(I), na crequ na

je t € LT(LH(])). Camum Tunm, (LT(f)| f € I) C LT(LH(I)). N

CaJia ce MOYXKEMO 3aIUTATH J1a JId BaXKu u TBpheme obpuyTo Teopemu 80. Hamme, ako je
uneany R[Xy,...,X,] ca crenenactum snekcurorpadcekum moperkom u uaeasn LH(I) koradHo
reHepucaH, nmurame je Ja i je taga u LT () KoHaYHO reHepucaH.
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Heka je LH(I) = (hy,...,hs), vae cy h; xomorenn nosmuomu. IIperxomma sema 6u Hac
moruia yoyrutu ja je LT(I) renepucan Bojehum wianosuma esemenara h;, 3a i € {1,...,s}.
Kako cy h; = LH(g;), 3a meke ¢; € I u nomro je

LT(h;) = LT (),

crequ 1a je (LT(hy),...,LT(hs)) € LT(I). Ca npyre crpane, Heka je t = LT(f), 3a f € I.
Hexka je f = fo+ fi + -+ + f4, nme cy f; xomorene KoMmmoHeHTe cremnena ¢. QuurieaHo je t
cabupak y fy. Enement f; npunaga LH(I), nma je npema npermocrasim

fa= g1h1 + goha + - - - + gshs,

3a HeKe IOJUHOME ¢, ...,¢0s € R[X1,..., X,]. Aun omasie He MOXKeMO 3aKJbyduTH Ja ce t
u3pazxkasa mpeko LT (hy),...,LT(hy).

[IpumeTnMo J1a 3a OBY TOCJIEIIBY JUCKYCU]Yy HUCMO MMAaJIi HUKAKBE IPETIIOCTABKE O TIp-
creny R. Takohe Buammo j1a je KopuillheHa camMO UMILEHUIA A je TOPeIaK II0 TOTAJHOM
CTEIeHy, a He HY»KHO CTEIeHACTHU JIEKCHKOrpadCKM, Kao U Jia HUje JaT HU MOPeJaK HeoJpe-
bennx. Moxkemo ce 3anmuTaTH MO, KOjUM YCJIOBHMA, OMCMO MOIVIM JIa JOBPIIUMO ITPETXOIHY
JIUCKYCH]Y, KA0 1 KOje OMCMO 3aKJbydKe MOTJIH JIa U3BEJIEMO U3 KOHAUYHE T€HEPUCAHOCTHU U1ea-
Jla XOMOTeHHuX KoMmItoHeHaTa. MoxKaa O y TOM KOHTEKCTY OWMJI0 3TOHO pa3MaTpaTi XOMOTeHe
njeaJie, TO jecT, ujeajie KOju Cy TeHEPUCAHW XOMOT€HUM MOJMHOMUMA.

JacHo je ma je 3a oBaj BaxKaH IpoOJIeM TreHepasu3allfje Ha CJaydaj Bulle HeojpeheHmx
OMTAH MOHOMHH IOPEJIAK, & OCTaje U MUTAbE /1A JIU Ce MOT'Y IIPUMEILUBATH U JIPYTe METOE CeM
WHIYKTUBHUX, TO jE€CT, Ja JIK Ce MOXKe JIMPEKTHO JOKA3UBATHU Ja je uieas Bojehnx wiaHoBa
KOHAYHO T€HEPUCAH.

VMecTo 3akjbydKa, CIIOMEHUMO W JIpyra MUTama Koja ce MOTY IMOCTaBUTH BE3AaHO 3a OBY
Temy. JeJHO O]l BbUX je U jia Jiu ce MoxKke Halin npasa ['pebueposa 6a3a 3a (p — 1)-Husa-gucTu
IIPCTEH YMECTO pelraBamba MpodeMa TPUIIaIHOCTH UIeasy, Kao U Ja JIK ¢e MOT'Y IPOITUPUTH
pe3yJITATH M Ha HEKe CPOJIHE KJjiace MPCTeHa, T-peryjiapHe, Ha IIPUMED.

Koju apyru menerepunu npcrenu ce mory pasmarparu! Kpymos momen R nedbunuiire ce

TaKoO J1a
R=(V,
1€EA

e cy V; JMCKpEeTHU BaJyallMOHM JOMEHHU U IIPU YeMy BakKH Ja je CBaKW HEHyJa eJIeMEHT
a € R uaBeprubuian y cuM V;, ceM €BEHTYAJTHO y KOHAYHO MHOTO THX JOMEHa (BHUIETH
[18]). Jeman mpumep Henerepuuor KpysoBor joMeHa je NPCTEH MOJMHOMA HAJ| MOJBEM CA
OecKOHAYHO MHOTO Heonpehenux. PesynraTtu o BagyarmoHUM JOMEHUMAa KOjU Cy OBJIE JIaTH
6u moryim ja Oyay IoJia3Ha Tadka 3a u3ydaBaibe nuTama ['pebuepose 6aze nas Kpymosum
noMmeHnMa. KoxepeHTHU JOMEeHM, KOjU MMajy CBOje KOpeHe y ajaredapCcKoj reOMeTpUju U KOju
cy Beh criomenyTu y riiaBu 4, a npejcTaBibajy reaepanunsanujy [Ipudeposux momena, Takohe
Cy Ba)XHU 3a m3ydaBame. 3aTuM MaT/ImcoBu JOMeHH, KOju ce JedUHUITy Kao npcrenn R 3a
KOje je IpojeKTUBHA JIMMEeH3Mja 1oJba pa3diaomaka K Haa R jennaka 1, u tako nmasee. llocrojn
U IYHO APYTHX KJlaca MPCTeHa KOju cy OJIMCKM OHUMa CIIOMEHYTHM y TyiaBama 2, 3 u 4,
Kao IITO Cy PeruMo, CKOpO BajyannonHu, ckopo Besyosu, ckopo Ilpudeposu momenu. Ha
npuMep, WHTEerpajHd JOMeH V je CKOpo BaJlyallMoHW ako Baxku fJa 3a ce a,b € V \ {0}
HOCTOjU TPUPOIHU Opoj 1 Tako jga a” | b wmm b | a™ (Bugeru [5]).
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7.PE3VJITATH U KOMEHTAPHU 3A IIPCTEH IIOJIMHOMA CA BHUIIIE HEO/JIPEBEHUX

Ha xpajy, Ha/1amM0 ce Jla CBU HaBeJIEHU PE3YJITATA W pa3Marparba JIONpUHOCE O0JbEM pa-
3yMeBalby 3aHUMJbUBE TeMe |'pebHepoBux Oa3a HaJj MpcTeHuMa Koju Hucy Herepunu, Kao u
Jla MOTY VIIyTUTH Ha Pa3He IpaBIle y KojuMa Ou jjajhba UCTParKUBarbha OBE TeMe MOTJIA Jia Ce

pas3Bujajy.
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