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Sazetak:

Budu¢i ucitelji primarnog obrazovanja trebaju prvo sami ste¢i odgovaraju¢a matematicka znanja,
vjestine 1 umijeca, kako bi osigurali odgovaraju¢e okruzenje za razvoj tih istih znanja, vjestina i
umijeca ucenicima koje budu poucavali. Razli¢ita istrazivanja u obrazovanju pokazuju da ucenici
svih uzrasta imaju teSkoca u savladavanju geometrijskih koncepata i ostvarivanju funkcionalnih veza
medu njima, posebno na prijelazu sa skolske na sveuciliSnu razinu.

Stoga je provedeno kvazieksperimentalno istraZivanje sa neekvivalentnim grupama buducih ucitelja
primarnog obrazovanja s ciljem utvrdivanja ucinkovitosti posebnog nacina poucavanja u svrhu
razvoja vjestina vizualizacije, geometrijskog misljenja i optimiziranja ishoda ucenja geometrije. Za
prikupljanje podataka o karakteristikama sudionika istraZivanja koristena su tri testa prije i poslije
poucavanja: VH test radi mjerenja razina geometrijskog misljenja, GEO test radi stjecanja uvida u
geometrijska znanja 1 vizualne vjeStine te SPAC test radi mjerenja posebne vizualno-prostorne
sposobnosti uspostavljanja veza izmedu 3D figura i njihovih mreza. U eksperimentalnoj grupi
primijenjeno je posebno poucavanje temeljeno na vizualno-analitickoj metodi i usmjerenom opazanju
te balansiranju triju nacina izrazavanja: jezi¢nog, vizualnog i simboli¢ckog. Strukturiranje i odabir
nastavnih aktivnosti planirano je prema van Hieleovim fazama uéenja u pet faza.

Rezultati na pred testiranju potvrdili su prilicno slaba predznanja, vjestine vizualizacije 1 razine
geometrijskog misljenja svih sudionika, ali i posjedovanje odgovarajucih vizualno-prostornih
sposobnosti kojima se predvida moguci uspjeh. T-testom je potvrdeno da medu sudionicima na
pocetku poucavanja nema statisticki zna€ajne razlike, a Spearmanovim koeficijentom korelacije
utvrdena je pozitivna statisticki znacajna korelacija izmedu sva tri testa, $to znaci da se razmatrane
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vi$e na tradicionalan nacin. Sudionici kontrolne grupe su takoder ostvarili napredak, ali ne statisticki
znacajan.

Predstavljeni rezultati potvrduju da se, kroz sustavno ucenje i poucavanje, geometrija i vizualna
pismenost mogu razvijati na razliitim razinama obrazovnog sustava.
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Dissertation title: Development of visual-spatial skills and geometric thinking of pre-service
primary education teachers based on the directed observation method and van Hiele's theory

Abstract:

Future primary education teachers should acquire appropriate mathematical knowledge, skills, and
abilities to provide a suitable environment for developing their prospective students' responding
knowledge, skills, and abilities. Various studies in education show that students of all ages have
difficulties mastering geometric concepts and making functional connections between them,
especially at the transition from school to university level.

Therefore, a quasi-experimental study was conducted with non-equivalent groups of future primary
education teachers. The study aimed to determine a particular teaching method's effectiveness for
developing visualization skills, geometric thinking, and optimizing geometry learning outcomes.
Three tests were used before and after teaching to collect data on the characteristics of the research
participants. The tests were: the VH test to measure the level of geometric thinking, the GEO test to
gain insight into geometric knowledge and visual skills, and the SPAC test to measure the unique
visual-spatial ability to establish connections between 3D figures and their networks. In the
experimental group, a specific teaching approach was applied. The teaching approach is based on the
visual-analytical method and directed observation and balancing of three ways of expression:
linguistic, visual, and symbolic. Van Hiele's five stages of learning were used in the structuring and
selecting of teaching activities.

The pre-test results confirmed the relatively weak prior knowledge, visualization skills, and level of
geometric thinking of all participants, and the possession of appropriate visual-spatial abilities that
predict possible success. The t-test confirmed no statistically significant difference between the
participants at the beginning of the teaching. The Spearman correlation coefficient determined a
positive, statistically significant correlation between all three tests, indicating a possibility for mutual
development.

The post-test results confirmed the effectiveness of the applied strategies and teaching methods in
achieving better geometry learning outcomes, developing visual literacy, and progress in the levels
of geometric thinking of the participants in the experimental group. The experimental group
participants had statistically significantly better results on the post-test than the results they achieved
on the pre-test compared to the results achieved by the control group participants who were taught
more traditionally. Participants in the control group also improved, but these improvements were not
statistically significant.

The above confirmed that it is possible to develop geometry and visual literacy through systematic
learning and teaching at different levels of the educational system.
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Uvod
Neka ne ulazi onaj tko ne zna geometriju.

Prvi tragovi matematike, urezani u stijene pecina u obliku geometrijskih crteZa neizbrisiv su znak
geometrije kao privilegiranog sredstva razvoja apstraktnog misljenja, ali i vizualnog oblika
komuniciranja. Zahvaljuju¢i Euklidu, geometrijska znanja prva su sistematizirana i aksiomatizirana i
kao takva utjecala su na razvoj cjelokupne matematike kao znanosti. No, sam Euklid, jo$ prije vise
od dvije tisu¢e godina, dao je naslutiti da uCenje i poucavanje geometrije nije niti malo jednostavno
jer nema kraljevskih puteva u geometriji. Zbog toga ¢ini se, mnogi niti ne pokusaju, mnogi vrlo brzo
odustanu, a tek odvazni, strpljivi i ustrajni napreduju.

Za savladavanje deduktivno ustrojene euklidske geometrije, izgradene aksiomatskom metodom,
potrebno je vjesto ,,geometrijsko 0ko” koje se ,,08tri” sustavnim i svrhovitim razvojem vizualne
pismenosti u strogo kontroliranom geometrijskom okruzenju. Zbog dualne prirode geometrijskih
figura, njezinih apstraktnih i konkretnih svojstava, u svrhu uspjesnog stjecanja geometrijskih znanja
s razumijevanjem i mogucnostima efikasne primjene, potrebno je uzajamno razvijati i vizualne i
analiticke metode, bez dominacije jedne nad drugom, a posebno u radu sa slozenim geometrijskim
figurama koje treba vjesto tumaciti ne ,,kako izgledaju” ve¢ ,,Sto predstavljaju”. Fleksibilna misao
razvija se pri koriStenju razliCitih sustava izrazavanja te uspostavljanjem funkcionalnih veza medu
njima, bez ¢ega nema ni razvoja apstraktnog geometrijskog misljenja.

Djeca svoje prve matematicke korake zapoc¢inju u primarnom obrazovanju, a U prvim matematickim
poimanjima, argumentima i logickim zakljucima trebaju pomo¢ svog ucitelja. Zato ucitelji
primarnog obrazovanja imaju veliku odgovornost i izazov odgovoriti na potrebe svojih ucenika tako
da im osiguraju okruzenje u kojem ¢e matematicka znanja uciti s razumijevanjem, kroz raznovrsne
aktivnosti razvijati razli¢ite oblike miSljenja 1 vjestine koriStenja nau¢enog. Da bi u tome bili uspjesni,
prvo nastavnici sami trebaju imati izgradena potrebna znanja, vjestine i umijeca.

IstraZivanja u matematickom obrazovanju kontinuirano ukazuju na mnoge teskoce s kojima se uc¢enici
svih uzrasta suocavaju pri uéenju matematike, pri ¢emu najvise problema imaju upravo pri stjecanju
geometrijskih znanja, posebno na prijelazu sa Skolske na sveudilisnu razinu, kada se diskursi
poucavanja znatno mijenjanju. Uz teskoce ukazuje se i na moguce uzroke te nacine savladavanja,

Cilj istrazivanja, koje se opisuje u ovom radu, bio je osmisliti na¢in poucavanja geometrije koji ¢e
buduc¢im uciteljima primarnog obrazovanja omoguciti nastavak obrazovanja, uz uvazavanje njihovih
predznanja i razina misljenja, a zatim utvrditi ué¢inkovitost koristenih metoda i strategija poucavanja
u svrhu razvoja njihovog geometrijskog misljenja i vizualne pismenosti te optimiziranja ishoda ucenja
geometrije.

U svrhu planiranja poucavanja bilo je potrebno istraziti bitne karakteristike euklidske geometrije kao
aksiomatski ustrojenog sustava, razliite strategije uCenja i1 pouCavanja na svim razinama: od
primarnog, preko sekundarnog do tercijarnog obrazovanja, istraziti teorijski okvir prikladan za razvoj
geometrijskog misljenja te kona€no istraziti potencijal 1 ogranicenja vizualizacije, kao 1 vaznost
vizualno-prostornih sposobnosti u predvidanju i ostvarivanju boljih postignuca pri u¢enju geometrije.
Tek nakon toga bilo je moguce osmisliti i provesti planirano istrazivanje. Stoga je ovaj rad podijeljen
na teorijski i istrazivacki dio.

U teorijskom dijelu se kroz Cetiri poglavlja opisuju Cetiri razlicita pogleda na euklidsku geometriju,
a u istrazivackom dijelu se kroz dva dijela opisuje metodologija istrazivanja i daju rezultati uz
raspravu zasnovanu na mjesovitoj analizi podataka te se navode moguca ograni¢enja. Nakon svega
izvedeni su zakljucci cjelokupnog istrazivanja te dani prijedlozi za daljnji rad. Konacno, daje se popis
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koriStene literature i testovi te tablica koristenih pojmova (trojezi¢no) za brze i lakSe snalaZzenje pri
Citanju ovog rada.

U prvom poglavlju, dan je kratki prikaz nastanka i razvoja euklidske geometrije te karakteristike
njezina deduktivnog ustroja i aksiomatske metode. Posebno su opisani vazni procesi aksiomatskog
ustroja: definiranje i Kklasificiranje matematickih pojmova, postavljanje tvrdnji, ispitivanje i
utvrdivanje njihove istinitost kroz direktni i indirektni dokaz. Uz to su opisane specifi¢nosti
geometrijskih figura, disekcija, konstrukcija i posebnosti geometrijskih dokaza.

U drugom poglavlju perspektiva se mijenja sa onoga ,,5t0” na ,,kako” poucavati, ali bez odmicanja
od deduktivnog ustroja. U ovom dijelu se, prema rezultatima istrazivanja matemati¢kog obrazovanja,
predstavljaju teSkoce s kojima se ucenici svih uzrasta suoc¢avaju pri ucenju geometrije: teSkoce oko
usvajanja i definiranja geometrijskih pojmova, teskoce pri rjeSavanju zadataka razlicite kogmitivne
zahtjevnosti, a posebno teskoc¢e 0ko razvoja koncepata mjerenja i konacno ukazuje na razli¢ite uloge
dokaza u nastavi matematike. Uz teskoce Se opisuju moguéi uzroci i obrazlozenja te prijedlozi
nadilazenja.

U tre¢em poglavlju euklidska geometrija sagledava se iz perspektive razvoja procesa geometrijskog
misljenja, u ¢emu sustavan pristup osigurava Siroko prihvaceni van Hieleov teorijski okvir. U ovom
dijelu opisuju se karakteristike petodijelnog van Hieleovog modela razvoja misljenja, koji je
hijerarhijski ustrojen, s primjenom na razvoj geometrijskog misljenja te nain strukturiranja u¢enja
kroz pet faza.

U cetvrtom poglavlju pogled na euklidsku geometriju ostvaruje se kroz okular vizualizacije i
vizualno-prostornih sposobnosti koje su nerazdvojive od ucenja geometrije. Kako jo§ uvijek ne
postoji izgraden jedinstveni teorijski okvir za ucenje i poucavanje vizualizacije, niti je dugogodiSnje
istrazivanje kognitivnih znanstvenika prostornih sposobnosti dovelo do jedinstvene teorije, u ovom
dijelu se najprije razlazu elementi vizualizacije i njihove karakteristike u kontekstu geometrije, a
zatim se izdvajaju bitni procesi vizualno-prostornih sposobnosti koji su klju¢ni pri ucenju i
poucavanju geometrije. Poglavlje se zavrSava razmatranjem potencijala i ograni¢enja vizualizacije
koji doprinose, odnosno onemogucavaju stjecanje vizualne pismenosti u korist u¢enja matematike.

Nakon ovih razmatranja namece se misao kako bi svaki nastavnik trebao biti svjestan razli¢itih
pogleda na euklidsku geometriju te i sam imati izgradena odgovaraju¢a znanja, razine misljenja,
vjestine i umijeca, opisane kroz te poglede, prije nego ude u ,,svoju” uéionicu.

U petom poglavlju opisuje se metodologija pripreme i provedbe eksperimentalnog istrazivanja.
Posebno se opisuju karakteristike odabranih instrumenata koji su vazni za tumacenje rezultata, a
posebno nastavne strategije i aktivnosti koriStene tijekom intervencije koje prate deduktivni ustroj
geometrije. Poseban osvrt dan je na vizualno-analiticku metodu usmjerenog opazanja koja je
prozimala sve aktivnosti, a razvijena je za potrebe ovog istrazivanja u svrhu razvoja vizualne
pismenosti i fleksibilne misli u kontekstu geometrije, a sve u svrhu stjecanja boljih ishoda ucenja.

U Sestom poglavlju predstavljaju se rezultati i vr$i rasprava o karakteristikama sudionika prije i
poslije poucavanja, zasnovana na analizi podataka kombiniranjem razlic¢itih kvalitativnih i
kvantitativnih metoda. Na samom kraju raspravlja se o statisti¢ki znac¢ajnim promjenama koje su se
dogodile kao posljedica odgovarajuceg poucavanja.
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1. Euklidska geometrija

Za razumijevanje euklidske geometrije, koja se danas uci i poucava u nastavi matematike diljem
svijeta, potrebno je ipak malo osvrnuti se i na njezin povijesni razvoj: kako je i gdje nastala te tko je
sve zasluzan za njezino stvaranje i oblikovanje. Budu¢i da se radi o periodu dugom preko 4000
godina, u ovom radu moguce je napraviti tek kraci osvrt kroz glavne tocke preokreta tijekom povijesti.
Kako mnogi izvorni tekstovi najceS¢e nisu sacuvani, uvid je moguce ostvariti kroz naknadne zapise
1 tumacenja, koja osim izvornih ideja i znanja ¢esto sadrze nadopune i osobna tumacenja autora.

Tako bi se, prema mnogim povijesnim zapisima, moglo re¢i da su prva geometrijska znanja nastala
u staroj babilonskoj i egipatskoj civilizaciji prije vise od 4. tisu¢e godina, u vrijeme kada su stari
Egipéani rjeSavali probleme premjeravanja zemljiSta nakon Sto su im nabujale rijeke prebrisale
ozna¢ene mede. Medutim, tek pocetkom 6. stoljeca prije Krista, stari Grei postaviljaju temelje
danasnje geometrije kao deduktivne znanosti zahvaljujuéi novim spoznajama kojima se odmi¢u od
prakti¢nih problema i kojima dodatno oblikuju babilonsko-egipatsko nasljede (Becker, 1998). Tako
postavljena znanja dodatno se strukturiraju kroz 5. i 4. stoljece prije Krista, pod utjecajem Platona i
njegove Skole strogog logickog zakljucivanja te Aristotelove formalne logike.

Zatim, krajem 4. stoljeca, Euklid svojim djelom Elementi, vjerojatno pod utjecajem Platonove skole
i Aristotela, postavlja aksiomatsku metodu za strukturiranje i izgradnju dotada sakupljenih
geometrijskih znanja. Euklidovi Elementi stolje¢ima nakon toga koriste se u tom obliku te sluze kao
model za izgradnju drugih deduktivnih matematickih sustava (Courant et al, 1996). Tek krajem 19.
stoljeca, zahvaljujuci razvoju i drugih grana matematike, njemacki matematicar Hilbert upotpunjuje
aksiomatski sustav kojeg je postavio Euklid te oblikuje suvremeni aksiomatski sustav za geometriju,
koji se koristi sve do danasnjih dana, i dalje pod nazivom Euklidska geometrija (Slika 1).
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Slika 1. Razvoj geometrije kroz povijest

I mnogi drugi matematicari tog razdoblja dali su znaajan doprinos razvoju geometrije kao i
cjelokupne matematike, poput Talesa iz Mileta, Pitagore i njegovih sljedbenika, Arhimeda, Apolonija
i drugih, ali Euklidovi Elementi imali su prili¢éno snazan utjecaj kroz dugi vremenski period,
vjerojatno kao najcjelovitiji saCuvani matematicki zapisi iz pretkrS¢anskog doba, pa se najvece
zasluge za postavljanje geometrije kao aksiomatske znanosti pripisuju Euklidu i njegovom djelu
Elementi (Luci¢, 2009). 1z svega navedenog, rasprava o danasnjoj geometriji zasigurno treba zapoceti
s matemati¢arom Euklidom i njegovim Elementima, a tek onda o suvremenoj euklidskoj geometriji,
njezinim karakteristikama i znacaju, kako za matematiku tako i Sire.

1.1. Euklid i njegovi Elementi

Grcéki matematicar Euklid, Zivio je oko 340. do 287. godine prije Krista, u Aleksandriji, kulturnom i
znanstvenom sredis$tu antic¢kog svijeta. Kao ucitelj na visokoj aleksandrijskoj matematickoj Skoli

Museion imao je snazan utjecaj na ucenje i poucavanje, a kao sljedbenik Platonove filozofije te
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dijelom pod utjecajem Aristotelove formalne logike, uspio je sistematizirati i aksiomatizirati velika
matemati¢ka znanja sakupljena do njegova doba.

Naime, preokret se dogodio kada je Euklid uoCio da se izvodenje i dokazivanje matematickih
spoznaja treba sastojati od niza logic¢kih zakljucaka, pri ¢emu istinitost svakog argumenta, koriStenog
u tom nizu, takoder treba biti izvedena nizom logickih zakljuaka. Kako taj proces utvrdivanja
istinitosti ne moze i¢i u nedogled, on mora imati svoj pocetak, tj. moraju postojati spoznaje koje se
prihvacaju kao istinite i za koje dokaz nije potreban. Pozeljno je da takvih spoznaja bude §to manje,
da one budu jednostavne, jasne i vjerodostojne. Odabir polaznih tvrdnji, koje Euklid naziva
postulatima i aksiomima, zapravo je u velikoj mjeri proizvoljan, ali je vazno da ih je mali broj i da je
njihova istinitost ofigledna. Tada se, na temelju njih odredenim logic¢kim slijedom mogu izvoditi sve
ostale tvrdnje. Upravo taj postupak izgradnje svih Cinjenica nekog podrucja na temelju odabranog
broja osnovnih tvrdnji (aksioma) naziva se aksiomatskom metodom, a za podrucje se kaze da je
deduktivno izvedeno (Courant et al, 1996, str. 214).

Pri takvoj izgradnji nekog matematickog podruéja, jo§ se zahtijeva da odabrani aksiomi budu
medusobno nezavisni, tj. da se niti jedan od aksioma ne moZe izvesti iz preostalih aksioma tog
podrucja. Takoder, zahtijeva se i da sustav odabranih aksioma bude potpun, tj. da se sve tvrdnje
izvedene iz njih unutar promatranog podru¢ja mogu dokazati ili opovrgnuti unutar tog podrucja.
Konacno, zahtijeva se da odabrani aksiomi budu neproturjecni (konzistentni), tj. da se iz njih ne mogu
izvesti dvije kontradiktorne tvrdnje (na primjer, da istodobno vrijedi neka tvrdnja i njezina negacija).

Upravo na taj nacin Euklid je sabrao matemati¢ko znanje toga doba u djelo pod nazivom Elementi,
koje se sastoji od 13 knjiga. Prvih Sest knjiga (od 1. do 6.) odnosi se na geometriju ravnine
(planimetrija), sljedece Cetiri knjige (od 7. do 10.) bave se aritmetikom i problemima teorije brojeva,
a posljednje tri (od 11. do 13.) geometrijom prostora (Stereometrija). Postoje 14. i 15. knjiga
Elemenata, ali one ,,nisu nastale iz Euklidova pera”, ve¢ su dodane kasnije (Luci¢, 2009, str. 34).

Za aksiomatsko zasnivanje geometrije najvaznija je prva knjiga u kojoj Euklid navodi definicije,
postulate i aksiome, a zatim dokazuje propozicije. Postavljajuci 23 definicije, Euklid uvodi prve
elementarne geometrijske pojmove. Na primjer, prvih sedam Euklidovih definicija glasi (Gleizer,
2003, str. 221):

D1. Tocka je ono $to nema dijelova.

D2. Linija jest duzina bez Sirine.

D3. Krajevi linije su tocke.

D4. Pravac jest takva linija koja je jednako rasporedena prema svim svojim to¢kama.
DS5. Povrsina je ono §to ima samo duzinu 1 Sirinu.

D6. Granice povrsine su linije.

D7. Ravnina je povrsina koja je jednako rasporedena prema svim svojim pravcima.

Prema danim definicijama vidljivo je da ideja osnovnih pojmova u danasnjem smislu u Euklida nije
prisutna, iako je on slicnim razmis$ljanjem kao i kod dokazivanja vjerojatno doSao do zakljucka da
neki pojmovi trebaju biti osnovni, a da sve ostale pojmove treba izvoditi na temelju njih i precizno
definirati. Drugim rije¢ima, Euklid definicijama opisuje i osnove pojmove (npr. tocka - D1, pravac -
D4, ravnina - D7), pri tome su neke definicije prilicno nejasne, a u njihovom opisu koristi pojmove
(npr. duzina, granica) koje takoder trebaju biti definirani, a nisu (Gleizer, 2003). Zapravo, Euklidove
definicije se ne mogu smatrati strogim matematickim definicijama, ve¢ vise kratkim objaSnjenjima u
svrhu stvaranja intuitivne slike opisanog pojma. Osim toga, opisivanjem osnovnih geometrijskih



pojmova, Euklid zapravo ne ostavlja moguénost razli¢itih tumacenja tih pojmova, $to bi u suprotnom
bilo moguce (Luci¢, 2009, str. 41).

Nakon definicija, Euklid uvodi osnovne tvrdnje geometrije, koje smatra ociglednim istinama te ih
dijeli na postulate i aksiome, vjerojatno prema karakteru onoga §to opisuju. Tako postulatima vise
opisuje neke geometrijske ,,istine”, a aksiomi nisu vezani isklju¢ivo za geometriju ve¢ se mogu
koristiti i Sire. U razli¢itim prijepisima Euklidovih Elemenata navodi se razli¢it broj postulata i
aksioma, vjerojatno jer su neke dodavali sami komentatori (Luci¢, 2009, str. 45). Ovdje se prikazuje
pet postulata i osam aksioma.

Postulati (Gleizer, 2003, str. 222):

P1. Moze se povuci pravac od svake tocke prema svakoj drugoj tocki.

P2. MozZe se neograni¢eno produljiti svaki pravac (s obje njegove strane).

P3. MozZe se nacrtati kruznica sa svakom to¢kom kao srediStem i1 svakim polumjerom.
P4. Svi pravi kutovi medusobno su jednaki.

P5. Dva pravca presjecena tre¢im pravcem sijeku se (beskona¢no produzena) s one strane
tre¢eg pravca na kojoj je zbroj unutarnjih kutova koje oni ¢ine s njim manji od dva prava kuta.

Slika 2. Prikaz petog Euklidova postulata (P5)

Aksiomi (Gleizer, 2003, str. 223):

Al. Stvari jednake istoj stvari medusobno su jednake.

A2. Ako jednako dodamo jednakom, onda su i cjeline jednake.
A3. Ako jednako oduzmemo od jednakog, dobivamo jednako.
A4. Ako jednako dodamo nejednakom, dobivamo nejednako.
AS. Ako udvostru¢imo jednako, dobivamo jednako.

A6. Ako raspolovimo jednako, dobivamo jednako.

A7. Ono $to se podudara medusobno je jednako.

A8. Cjelina je veca od svog dijela.

Posebnu pozornost mnogih matematicara privukao je peti Euklidov postulat (Slika 2) koji je svojom
formulacijom odudarao od ostalih ociglednih tvrdnji (P5). Tim postulatom bavili su se mnogi
matematicari, ali 1 ljubitelji geometrije gotovo dvadeset stoljeca, smatrajuci ga ozbiljnim nedostatkom
u sustavu aksioma i postulata. Postojali su brojni pokuSaji utvrdivanja da se zapravo radi o tvrdnji
koja je izvedena iz ostalih aksioma 1 postulata i1 koju treba dokazati. U pokusajima izvodenja dokaza
najées¢e indirektnim putem, krajem 19. st. naSe ere, ruski matematicari Lobacdevski® i madarski

1 Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski, 1793. — 1856.



matemati¢ar Bolyai?, neovisno jedan o drugome, pokazali su da peti postulat ipak ne ovisi o drugim
aksiomima geometrije. Stovise, u pokusajima opovrgavanja istinitosti postulata, odnosno u
dokazivanju istinitosti negacije postulata, izgradila se potpuno nova matematicka disciplina, poznata
pod nazivom neeuklidska geometrija. Takoder, izvedene su i razne ekvivalentne forme postulata.

Danas se peti Euklidov postulat navodi najéesce pod nazivom Playfairov? aksiom u sljedecoj formi:
Za zadani pravac i tocku izvan njega, u ravnini njima odredenoj, postoji jedinstven pravac koji sadrzi
danu tocku i disjunktan je s danim pravcem (Slika 3).
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Slika 3. Prikaz Playfairova aksioma

Svakako, postulate i aksiome treba razmatrati u vremenu u kojem su nastali kako bi se moglo govoriti
o njihovoj smislenosti i o¢iglednosti.

Tako, na primjer, moze se razmotriti osmi aksiom (A8) koji govori 0 odnosu cjeline i njezina dijela.
Iskaz aksioma se na jednostavan nafin moze vizualno prikazati i algebarski zapisati (Slika 4a).
Medutim, kada bi se aksiom primijenio na skup svih parnih prirodnih brojeva (N, ) koji je dio (pravi
podskup) skupa svih prirodnih brojeva (N ), onda ne samo da tvrdnja nije o€ita, ve¢ nije ni istinita
(Slika 4b).

(@) (b) | ©

Slika 4. Odnos cjeline i njezina dijela

Naime, u vrijeme kada je Euklid postavio ovu tvrdnju, razmatrali su se naj¢es¢e konacni skupovi, a
skupovi Ni N,  su beskona¢ni. Kako se izmedu skupa svih prirodnih brojeva (N) i skupa svih

parnih prirodnih brojeva (N,,) moze uspostaviti obostrano jednozna¢no pridruzivanje (svakom

prirodnom broju moZe se pridruziti samo jedan parni broj i obratno) za njih se kaZze da su
jednakobrojni (ekvipotentni). U tom slu€aju, ne moze se reci da je skup svih prirodnih brojeva veci
od svog dijela (Jozi¢, 2014). Ako bi promatrali dvije duzine razli¢itih duljina (Slika 4c). One su
jednakobrojne kao skupovi toc¢aka, ali kako su razli¢itih duljina, kraca bi se mogla ,,smjestiti”” kao dio
dulje tako da vizualno izgleda da je cjelina veca od dijela.

Nakon definicija, postulata i aksioma, Euklid izlaze i dokazuje tvrdnje (propozicije) po odredenoj
logickoj zavisnosti tako da se svaka sljedeca tvrdnja moze dokazati koriStenjem prethodnih tvrdnji,
postulata i aksioma. Posebno znacajno za proces dokazivanja u Euklida je to $to on uz sam proces
dokazivanja izdvaja i ukazuje na ono $to je zadano, ono §to treba utvrditi te na kraju daje zakljucak,
kojim ponavlja $to se trebalo dokazati. Sve zavrSava skra¢enicom Q.E.D. (lat. Quod erat
demonstrandum, sto je trebalo dokazati), umjesto koje se danas obi¢no koristi oznaka W .

2 Janos Bolyai, 1802. — 1860.
3 John Playfair, 1748. — 1819.



Na opisani nac¢in, Euklid je u svom djelu Elementi aksiomatskom metodom izloZio elementarnu
geometriju toga doba i time postavio temelj danasnje aksiomatske izgradnje matematicke teorije.
Medutim, u svojim dokazima, Euklid se koristio vizualnim prikazima i oslanjao na intuiciju, §to je
imalo i pozitivnih i negativnih strana. Naime, kroz vizualne prikaza lakse se i brze moglo pratiti
izlaganje dokaza, a oslanjanjem na prikaz mogli su se otkriti i neki novi rezultati. No, u tom procesu
neke je tvrdnje Euklid temeljio samo na ocitosti odredenih tvrdnji i vizualnoj spoznaji §to mu se
najvise zamjeralo jer se na takav nacin istinitost svih tvrdnji koje je izlozio ipak nije mogla utvrditi
na temelju postavljenog sustava aksioma. Time je ukazano na nepotpunost njegove aksiomatike
(Luci¢, 2005).

Prema nekim izvorima, Euklidovo djelo je prvi put u Europu doneseno pocetkom 12. st. naSe ere tako
§to je engleski matemati¢ar Adelard* iz Batha, putujuéi po ondasnjem arapskom teritoriju, donio
latinski prijevod Elemenata s arapskog jezika (Pause, 2007). Kona¢no je njemacki matematicar
Hilbert®, pod utjecajem formalne logike suvremene matematike, radio na preciznijoj aksiomatskoj
nadogradnji euklidske geometrije te proveo iscrpno istrazivanje o neovisnosti, konzistentnosti i
potpunosti tako izgradenog sustava. U svom djelu Osnove geometrije, ¢ije je prvo izdanje bilo krajem
1899., Hilbert je dao cjeloviti sustav aksioma euklidske geometrije, koji je opéeprihvaéen i koji se
koristi i dandanas, nakon vise od 100 godina (Lu¢i¢, 2005, str. 56).

1.2. Hilbertova nadogradnja aksiomatskog sustava

U novom aksiomatskom sustavu Hilbert polazi od Sest osnovnih pojmova, koje dijeli na tri objekta:
tocka, pravac i ravnina te tri vrste relacija medu njima: pripadanje, poredak i podudarnost. Osnovni
apstraktni objekti se mogu povezati s objektima realnog svijeta, ali njihovo povezivanje s fizi¢kim
objektima 1 njihovim svojstvima vise sluzi da bi se steklo neko konkretno iskustvo o njima. Na
primjer, focka se moze predstaviti veoma malim objektom poput vrha olovke ili nekog ostrog
predmeta, dok se pravac moze predstaviti nekom tankom zategnutom niti ili zrakom svjetlosti, ali ta
tumacenja su matematicki nebitna. Naime, focka, pravac i ravnina su Cisti apstraktni objekti ¢ija su
matematicka svojstva u deduktivnom sustavu u potpunosti dana relacijama medu njima 1 opisana
aksiomima, koji sluze kao indirektne definicije (Courant et al, 1996, str. 217; Gleizer, 2003. str. 224).

Aksiome euklidske geometrije Hilbert dijeli u pet grupa kojima se u potpunosti ureduju odnosi
izmedu osnovnih objekata u ravnini i prostoru:

Grupa . Aksiomi pripadanja (incidencije)
Grupa II. Aksiomi poretka (uredaja)

Grupa I11. Aksiomi podudarnosti (kongruencije)
Grupa IV. Aksiom paralelnosti

Grupa V. Aksiom neprekidnosti.

Prvom grupom aksioma opisana su svojstva relacije pripadanja te se tvrdi da je pravac odreden s dvije
razli¢ite toke ravnine, a ravnina sa tri nekolinearne tocke. Prva grupa sadrzi osam aksioma (Slika 5):

All: Za svake dvije razli¢ite tocke postoji to€no jedan pravac koji ih sadrzi.
Al2: Svaki pravac sadrzi barem dvije tocke.

AI3: Za svake tri tocke postoji bar jedna ravnina koja ih sadrzi.

Al4: Za svake tri nekolinearne tocke postoji to¢no jedna ravnina koja ih sadrzi.

4 Adelard iz Batha, 1075. — 1160.
5 David Hilbert, 1862. — 1943.



AIS: Svaka ravnina sadrzi barem tri tocke.

Al6: Ako dvije razlicite tocke pravca pripadaju nekoj ravnini, onda sve tocke tog pravca pripadaju
toj ravnini.

Al7: Ako dvije razli¢ite ravnine imaju jednu zajedni¢ku tocku, onda one imaju jos bar jednu
zajednicku tocku.

AIS8: Postoje bar Cetiri tocke koje ne pripadaju jednoj ravnini.

All, Al2 Al3, Al4, Al5 Al6 Al7 Al8

Slika 5. Aksiomi pripadanja

Drugom grupom aksioma opisana su svojstva relacije ,,biti izmedu” te Paschov aksiom o tome da
pravac koji ne prolazi vrhom trokuta moze sjeci ne jednu ili sve tri, ve¢ tocno dvije njegove stranice.
Druga grupa sadrzi Cetiri aksioma (Slika 6):

AIIl: Ako kazemo da je tocka T izmedu toc¢aka A i B, simbolicki A—T —B, ondasu A, Bi T tri
razliCite tocke jednog pravca.

AlI2: Za svake dvije razli¢ite tocke A i B pravca p, postoji tocka T takva da je A—T —B.

AlI3: Od tri razlicite tocke jednog pravca najviSe je jedna izmedu preostalih dviju, tj. vrijedi:
A-T-BiliT-A-Bili A-B-T.

All4 (Paschov aksiom): Ako pravac sijeCe jednu stranicu trokuta i ne prolazi niti jednim njegovim
vrhom, onda on sijece jo$ jednu od preostalih dviju stranica trokuta.

B
T
A

AllL, AlI2, All3 All4
Slika 6. Aksiomi poretka

Trecom grupom aksioma opisana su svojstva relacije podudarnosti parova to¢aka na temelju kojih se
zasnivaju konstrukcije podudarnih duzina (krace: prenosSenje duzine), podudarnih kutova (krace:
prenoSenje kuta) te konstrukcija trokuta kojemu su poznate dvije njegove stranice i kut medu njima
(krace: osnovna konstrukcija trokuta SKS). Trec¢a grupa sadrzi pet aksioma (Slika 7 i Slika 8):

AllIL (Aksiom o prenosenju duzine): Neka je dana duzina AB ineka je A’ pocetna tocka polupravca
p. Tada postoji jedinstvena to¢ka B’ polupravca p tako da je duzina A'B' podudarna duzini AB.

AllI2: Ako je AB=A'B'i AB=A"B" , ondaje A'B'=A"B". Svaka duzina podudarna je sa
samom sobom.

AllI3 (Aksiom o zbrajanju duzina): Ako je A—B—-C i A-B'-C' te ako je AB=A'B' i
B_C;B'C',ondaje AC=A'C'.
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Y~
Allll Alll2 Alll3

Slika 7. Aksiomi podudarnosti duzina

Alll4 (Aksiom o prenosenju kuta): Neka je dan kut ZaVb i neka je V'’ pocetna tocka polupravca a’.
Tada postoji jedinstveni polupravac b’ s pocetkom u V’ s odgovarajuce strane polupravca a' tako da
je: Za'V'b'= zavb.

Alll5: Ako je LAz /B i LA=/C,ondaje /B=/C.

AllI6 (Aksiom o podudarnosti SKS): Ako su dvije stranice nekog trokuta i kut medu njima podudarne
dvjema stranicama zadanog trokuta i kutu medu njima, respektivno, onda su i ta dva trokuta
podudarna.

b b y
a’ p A
f V
V
v \ S 4

B c

Alll4 Alll5 Alll6
Slika 8. Aksiomi podudarnosti kutova i trokuta

AIV (Playfairov postulat): Aksiom o paralelnosti predstavlja jednostavnu formu Euklidova petog
postulata (Slika 3, str. 8).

Aksiom o neprekidnosti utvrduje da je duZina (pravac) neprekidan i ureden skup toc¢aka (Slika 9).

AV (Dedekindov® aksiom): Ako su sve tocke duzine AB, ukljucujuéi i njezine krajeve, rasporedene
u dva skupa tako da:
1. svaka tocka duZine pripada jednom 1 samo jednom od tih dvaju skupova, pri ¢emu tocka A
pripada prvom skupu, a to¢ka B drugom skupu i
2. svaka toCka prvog skupa, razlicita od A, nalazi se izmedu A i svake tocke drugog skupa,

onda postoji jedna i samo jedna tocka C duzine AB takva da svaka tocka koja se nalazi izmedu to¢aka
A'i C pripada prvom skupu, a svaka tocka koja se nalazi izmedu to¢aka C i B pripada drugom skupu.
Tocka C grani¢na je tocka tih skupova, tocka prereza ili Dedekindova tocka.

Skup 1 Skup IT
[e, @ O

A R C S B

Slika 9. Dedekindov aksiom

Hilbertov aksiomatski ustroj izgradnje euklidske geometrije koristi se i u drugim granama
matematike: teoriji skupova, algebri, teoriji vjerojatnosti itd. Tako izgradanja svake suvremene

6 Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831. — 1916.
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matematicke teorije zapoCinje od popisa osnovnih pojmova (objekata i relacija) te direktnih ili
indirektnih aksioma, pri ¢emu je njihov izbor prili¢no slobodan i ovisi iskljucivo o ,.kreativnom duhu
matematike” (Gleizer, 2003, str. 228). Upravo na predstavljenim aksiomima temeljilo se i poucavanje
euklidske geometrije tijekom intervencije unutar eksperimentalnog istrazivanja, koje se opisuje u
ovom radu.

Nesto kasnije od Hilbertova postavljanja grupa aksioma za geometriju, austrijski matemati¢ar Godel’
dokazao je da unutar dovoljno slozene matematicke teorije ipak postoje tvrdnje koje se u danoj teoriji
ne mogu ni dokazati niti opovrgnuti pa sustav aksioma tako aksiomatizirane teorije nije potpun i ne
moze se upotpuniti dodavanjem novih aksioma (Pause, 2007, str. 90). U takvim situacijama, kada
unutar nekog sustava postoje teoremi koji se unutar istog sustava ne mogu ni dokazati, ni opovrgnuti,
njihova se istinitost moze provjeravati u drugom sustavu (dobivenom izomorfnim preslikavanjem).
Ako se teorem dokaze u drugom sustavu, onda se njegova istinitost prihvaca i u polaznom sustavu.

Za razumijevanje nekog deduktivnog sustava te razvijanje matematickog misljenja ucenjem i
poucavanjem tog sustava, osim samog principa aksiomatske izgradnje, potrebno je poznavanje i
razli¢itih vrsta procesa koji su bitni pri aksiomatskoj izgradnji neke matematicke teorije, pa se oni
dodatno opisuju u nastavku, s primjerima iz euklidske geometrije.

1.3. Procesi aksiomatske izgradnje

Nakon odabira osnovnih pojmova i aksioma pri deduktivnoj izgradnji geometrije potrebno je uvesti
nove pojmove 1 njih precizno definirati. U tu svrhu vazno je poznavati razlicite nafine definiranja,
zahtjeve koje definicija treba ispunjavati te Sto je €ini (ne)korektnom. Nadalje, kako bi se vjesto
postavljale tvrdnje o svojstvima izvedenih pojmova i vezama medu njima potrebno je poznavati
nacine formuliranja tvrdnji, osnovne logic¢ke principe 1 pravila za izgradnju novih tvrdnji iz ve¢
postojecih te procese ispitivanja njihove istinitosti. Konacno, istinitost izvedenih tvrdnji utvrduje se
dokazom pa je potrebno razumjeti vaznost 1 smisao dokaza, znati razlicite procese dokazivanja 1
njihove karakteristike, a zatim kroz razlic¢ite strategije i metode razvijati umijece dokazivanja. Kada
se stekne uvid u pozadinu procesa definiranja, postavljanja tvrdnji i dokazivanja, matematicki sadrzaji
se uce s veéim razumijevanjem, stjeCe se trajnije znanje, a na temelju takvog znanja i umijece
uspjesnijeg rjeSavanja problemskih zadataka (Hemmi i Lofwall, 2009).

1.3.1. Definiranje matematic¢kih pojmova

Pri definiranju pojmova postoji odgovarajuci stupanj slobode, ali i razli€iti zahtjevi koji trebaju biti
ispunjeni kako bi definicija bila korektna i poticala valjanu misao o pojmu koji se definira. Prije
svega, vazno je da opis pojma sadrzi nuzne i dovoljne karakteristike na temelju kojih se
nedvosmisleno moze utvrditi zna¢enje novog pojma, pomocu ve¢ poznatih pojmova.

Jedan od nacina definiranja je proces izdvajanja pojma iz neke Sire grupe objekata koriste¢i upravo
neko bitno obiljezje po kojem se taj pojam razlikuje od ostalih. U tom procesu, krene se od Sire grupe
konkretnih objekata i njihovih karakteristika. Zatim se izdvajaju oni objekti u grupi koji imaju
zajednicke karakteristike te se medu njima izdvoji bitna karakteristika koja ¢e obiljeziti novi pojam i
proces zavrsava definicijom novog pojma (Jozi¢, 2014).

Na primjer, ako se promatraju geometrijski likovi, medu njima se mogu izdvojiti samo cetverokuti,
zatim medu Cetverokutima samo oni koji imaju nasuprotne stranice paralelne (Slika 10). Na kraju se

7 Kurt Friedrich Godel, 1906. — 1978.
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postavi definicija: Paralelogram je cetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne (ili koji ima
dva para paralelnih stranica).

S O[] 0) ] == S
D04 @ X
Yoyt ﬂ ; Q

geometrijski likovi Cetverokuti paralelogrami

Slika 10. Proces definiranja pojma paralelogram

Ili na primjer, ako se promatraju geometrijska tijela, medu njima se mogu izdvojiti samo tijela koja
su omedena ravnim plohama (uglata tijela), zatim medu njima samo ona kojima su dvije plohe (n-
terokuti) medusobno sukladne i paralelne, a ostale plohe paralelogrami (Slika 11). Na kraju se postavi
definicija: Prizma je uglato geometrijsko tijelo kojemu su dvije strane sukladni i medusobno paralelni
n-terokuti, a ostale strane su paralelogrami.

o 4, B Py “(‘ﬁb(

% A

ey d ., 'Vﬁ “

A= o @ 3
VO = Ve Iy

geometrijska tijela uglata tijela prizme

Slika 11. Proces definiranja pojma prizma

Kada se definicija pojma postavlja na opisani nacin, jasno je vidljivo u koju Siru skupinu pojam
pripada (lat. genus proximum, blizi rod; paralelogrami pripadaju skupu ¢etverokuta), o kojoj vrsti je
rije¢ (lat. species, vrsta; paralelogrami su jedna vrsta Cetverokuta) i koje su specificne odlike te vrste
po kojima se razlikuju od drugih ¢etverokuta (lat. diferentia specifica, specifi¢na razlika; nasuprotne
stranice su paralelne). U tom slucaju kaze se da je definicija postavljena pomocu roda i vrste. Ako se
pri definiranju, rodni pojam ili neka bitna karakteristika koja odreduje specifi¢nu razliku izostavi,
definicija postaje nekorektna (Klasnja, 1974, str. 17).

Na primjer (Jozi¢, 2014), iskaz Simetrala duzine je okomita na duzinu i sadrzi njezino poloviste nije
korektna definicija jer je izostavljen rodni pojam (pravac). Iskaz Simetrala duzine je pravac koji dijeli
duzinu na dva jednaka dijela nije korektna definicija jer je izostavljena nuzna karakteristika
(specifi¢na razlika; svojstvo okomitosti na duzinu) pa se medu beskona¢no mnogo pravaca koji
raspolavljaju duzinu (Slika 12a) ne moze jednozna¢no odrediti koji od njih je simetrala. Takoder, ni
iskaz Simetrala duzine je pravac okomit na tu duzinu nije korektna definicija jer je izostavljena nuzna
karakteristika (specifi¢na razlika; svojstvo raspolavljanja duZine) pa se medu beskona¢no mnogo
pravaca koji su okomiti na duzinu (Slika 12b) ne moze jednoznacno odrediti koji od njih je simetrala.
Konacno, iskaz Simetrala duzine je pravac koji je okomit na tu duzinu i sadrzi njezino poloviste jest
korektna definicija jer jednoznacno odreduje promatrani pojam (Slika 12c).
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Slika 12. Definiranje pojma simetrala duZine

Matematicki pojmovi se Cesto definiraju upravo isticanjem rodnog pojma i specifi¢nih razlika, pri
¢emu je dobro koristiti najblizi rodni pojam jer je onda potrebno minimalno karakteristika za opis
specifi¢nih razlika vrste. No, koji rodni pojam ¢e se koristiti moze ovisiti i o tome za koga je definicija
namijenjena (Jozi¢, 2014).

Na primjer, za pojam kocka mogu se postaviti sljedece definicije (Slika 13): (1) Kocka je (uglato)
geometrijsko tijelo koje je omedeno sa Sest sukladnih kvadrata. (2) Kocka je uspravna prizma kojoj
je baza kvadrat, a duljina visine jednaka duljini stranice baze. (3) Kocka je pravilna cetverostrana
prizma kojoj su svi bridovi jednakih duljina. (4) Kocka je kvadar kojemu su susjedni bridovi jednakih
duljina.

Geometrijska tijela

< N\

Uglata tijela Obla tijela
Prizme Piramide

- -

Trostrane |—»

Cetverostrane |—» r ]

-

Peterostrane | » { J

Slika 13. Definiranje pojma kocka pomocu roda i vrste

—» Pravilne ——
|

Sve definicije su korektne, ali u posljednjoj je koriSteno najmanje bitnih karakteristika jer je kvadar
najblizi rodni pojam za kocku. Takoder, sve definicije se vjerojatno i koriste u praksi, ovisno o
kontekstu i uzrastu. Ali, na primjer, kada se radi s najmanjim uzrastom ucenika, prirodno je i
primjereno koristiti prvu definiciju.

Osim formuliranja iskaza, pri definiranju matematic¢kih pojmova potrebno je voditi ratuna o rije¢ima
(Jednom 1ili viSe njih) kojima se izrazava pojam (ime ili nosioci pojma), o simbolickim oznakama
kojima se definicija moze dodatno sazeti te posebno o vizualnim prikazima koji se koriste za
predstavljanje geometrijskih koncepata. Naime, jedna rije¢ ili simbolicka oznaka moze imati vise
znacenja (homonimi), ali i razlicite rijeci i simbolicke oznake mogu imati isto znacenje (sinonimi).
Takoder, jedan te isti vizualni prikaz moze stajati za razlicite objekte (npr. Cetverostrane prizme na
slici 13), a razli¢iti vizualni prikazi mogu predstavljati jednu vrstu objekta (npr. prizme na slici 13).
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Posebno je korisno kada se svi elementi koji se koriste pri definiranju medusobno povezu: iskaz,
vizualni prikaz i simboli¢ki zapis. Na primjer, pri definiranju pojma kruznica (Slika 14).

Iskaz Nosioci pojma Vizualni prikaz Simbolic¢ki zapis
Skup svih tocaka ravnine koje k
su od zadane tocke S te KruzZnica,
: ; . ) k(S,r)
ravnine udaljene za pozitivan obodnica
broj r.

Slika 14. Definiranje pojma kruznica

Pri definiranju nekih pojmova potrebno je ukljuciti vise vizualnih prikaza kako bi se koncept pojma
u potpunosti obuhvatio, odnosno kako bi se ispitalo na $to se sve definirani pojam odnosi (Sierpinska,
1992, str. 30). Na primjer, pri definiranju pojma jednakokracni trokut potrebno je razmotriti razli¢ite
oblike: Siljastokutni, pravokutni, tupokutni, jednakostrani¢ni, a njihove vizualne prikaze predstavljati
u razli¢itim polozajima (Slika 15) i na taj nacin stvarati potpunu predodzbu 0 promatranom konceptu.
Mnoge nejasno¢e pri definiranju pojma mogu se izbje¢i jasnim uvodenjem nosioca pojma,
poznavanjem simboli¢kog nacina oznacavanja i potpunog vizualnog predstavljanja.

AN LA

Slika 15. Vizualni prikazi jednakokra¢nog trokuta

Korektnost definicije postize se ispunjavanjem razli¢itih zahtjeva. Tako bi svaka definicija trebala
biti iskazana jasno i precizno, jednozna¢no i nedvosmisleno, ni presiroko ni preusko, bez navodenja
ekvivalentnih svojstava i ukoliko je moguce bez negacije u iskazu. Pri tome bi trebalo voditi ra¢una
da se koriste suvremeni izrazi, da bude jezi¢no korektna i prirodno prihvatljiva (Jozi¢, 2014).

Osim definiranja pojma pomocu roda i vrste, u matematici se ponekad koriste 1 definicije u kojima se
novi pojam ne uvodi isticanjem bitnih karakteristika promatranog objekta, ve¢ opisivanjem procesa
nastanka objekta tog pojma. Za te vrste definicija koristi se naziv geneticka definicija. lako se
geneticka definicije ne smatra matematickom definicijom u pravom smislu rijeci, ona se ipak koristi
u odredenim situacijama, posebno u nastavi matematike kada formalnu definiciju nije moguce uvesti.

Na primjer (Jozi¢, 2014), genetickom se definicijom Uspravni stoZac je geometrijsko tijelo koje
nastaje rotacijom pravokutnog trokuta oko jedne njegove katete za 360° moze stvoriti odredena
predodzba pojma, ali se ne saznaje nista o bitnim karakteristikama samog pojma (Slika 16).

Slika 16. Rotacijom do predodzbe pojma uspravni stozac
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U matematici postoje razliite vrste dogovora pa tako postoje i dogovorne definicije, kojima se
odredeni pojam opisuje dogovorno te se pojmovi kao takvi prihvacaju. Na primjer, za pojam prazan
skup dogovorno je uzeto da to bude skup koji nema niti jedan element. Time je osigurano da prazan
skup bude podskup svakog drugog skupa, kao i sebe samoga.

Jedna od greSaka koja se potkrada pri definiranju pojmova je postavljanje takozvane cirkularne
definicije (lat. circulus vitiosus, za¢arani krug). To se dogada kada se pojam A definira pomoc¢u pojma
B, koji jo§ nije definiran pa se onda pojam B definira pomoc¢u pojma A ili nekog drugog pojma
izvedenog iz pojma A (Klasnja, 1974, str. 16).

Na primjer (Jozi¢, 2014), Ako se kaze: Pravci koji zatvaraju pravi kut nazivaju se okomiti pravci, a
Kut ¢iji su kraci okomiti naziva se pravi kut, onda nije definirana ni okomitost pravaca ni pravi kut.
Korektno bi bilo najprije definirati pravi kut, a zatim okomitost pravaca: Pravi kut je kut koji je jednak
svom sukutu i Okomiti pravci su pravci koji zatvaraju pravi kut; ili najprije definirati okomitost dvaju
pravaca, a zatim koriste¢i taj pojam, definirati pravi kut.

Prema svemu navedenom vidljivo je da proces definiranja matematickog pojma zahtjeva odredena
znanja, uocavanje suptilnih razlika, ali i1 vjeStine preciznog 1 jasnog opisivanja, simbolickog
zapisivanja i vizualnog predstavljanja. Svakako, pri definiranju izvedenih pojmova postoji odredena
sloboda: koje od njegovih svojstava uzeti za nuzne i dovoljne karakteristike pojma, a koje iskazivati
kroz tvrdnje te povezivati s drugim pojmovima. No, bez obzira na koji se nacin novi pojam uvede,
njegova definicija ¢e biti u potpunosti korektna ukoliko omogucava stvaranje potpune predodzbe o
opisanom konceptu, na jednoznacan i nedvosmislen nacin.

1.3.2. Postavljanje tvrdnji i ispitivanje istinitosti

Nakon proucavanja razli€itih svojstava nekog pojma te izdvajanja odredenih karakteristike pojma, po
kojima se taj pojam bitno razlikuje od ostalih pojmova, radi postavljanja smislene definicije
promatranog pojma, zapocinje proces uspostavljanja logickih veza medu svojstvima. Logicke veze
se mogu stvarati izmedu svojstava jednog pojma, ali 1 izmedu svojstava razli¢itih pojmova, a uocene
veze iskazati tvrdnjama. Pod tvrdnjom se podrazumijeva smislena deklarativna recenica ili
matematicki izraz koji je ili istinit ili laZzan te neSto tre¢e nije moguce (lat. tertium non datur,
isklju€enje treceg) (Baranovi¢, 20154, str. 3). To znaci da postavljanje tvrdnji za sobom povlaci 1
ispitivanje njezine istinitosti, a posebno kada se postavljaju izvedene tvrdnje koje nisu ocite.

Ako se pri ispitivanju istinitosti tvrdnje pronade barem jedan primjer koji pokazuje da tvrdnja ne
vrijedi (krace: kontraprimjer), onda se na temelju tog primjera moze zakljuciti da tvrdnja opcéenito
nije istinita. Medutim, na temelju jednog ili viSe primjera za koje se ustanovi da tvrdnja vrijedi, mozZe
se stvoriti samo slutnja da je tvrdnja opcenito istinita, ali se taj zaklju¢ak ne moze izvesti bez
utvrdivanja njezine istinitosti dokazom (Jozi¢, 2014).

Za izvedene tvrdnje u praksi se koriste i razli¢iti nazivi, ovisno o njihovoj ulozi. Znac¢ajnije tvrdnje
koje su istinite nazivaju se teoremi (lat. theorein, gledati). Naime, prve postavljene tvrdnje izvedene
su na temelju prouc¢avanja odredenih geometrijskih slika te uocavanjem pravilnosti na njima pa su u
skladu s tim dobile i ime (Luci¢, 2009). Uz teoreme se koriste i nazivi: propozicije, leme i korolari.
Naziv propozicija koristi se za tvrdnju za koju postoji kratki, jednostavni dokaz, a naziv lema za
pomoc¢nu tvrdnju koja se najcesce koristi u dokazima drugih tvrdnji (npr. teorema). Naziv korolar
(posljedica) koristi se za tvrdnju koja slijedi neposredno iz nekog teorema te se njegova istinitost
jednostavno utvrduje iz istinitosti tog teorema. U Skolskoj nastavi matematike, za tvrdnje se najcesce
koristi naziv poucak (npr. Pitagorin poucak, Talesov poucak, Euklidov poucak itd.)
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Formuliranje tvrdnji. Za razliku od definicija koje se iskazuju prirodnim govornim jezikom, za
postavljanje matematickih tvrdnji, uz govorni jezik, potrebno je dodatno poznavanje osnovnih
logickih principa i zakljucivanja koji se nalaze u pozadini, a koji zapravo sluze kao ,,ljepilo” da
dijelove tvrdnje drze zajedno i osiguraju njezino tocno znacenje (Hammack, 2013, str. 62). Logicki
principi i1 zaklju€ci su zapravo sistematican nacin miSljenja koji omoguéavaju izvodenje nove
informacije iz danih informacija te ras¢lanjivanje znacenja recenice. lako se ti isti principi koriste i u
svakodnevnom Zivotu, u matematici su oni formalizirani tako da se njihovim koriStenjem osigurava

ne samo izvodenje korektnog zakljucka, ve¢ 1 korektno izvodenje potrebnog zakljucaka (Hammack,
2013, str. 33).

Tako, logicke operacije negacija, konjunkcija, disjunkcija, implikacija i ekvivalencija osiguravaju
izvodenje slozenih tvrdnji kombiniranjem dviju ili vise jednostavnih, Cija se istinitost jednozna¢no
utvrduje iz istinitost polaznih tvrdnji i svojstva primijenjene operacije. Zatim, logicki principi poput
de Morganovih zakona, negacije implikacije i dr., omogucavaju sagledavanje iste slozene tvrdnje
kroz dvije razli¢ite perspektive, §to ponekad osigurava jednostavniji put do zakljucka. Osim toga, uz
tvrdnje se Cesto koriste i kvantifikatori, univerzalni (V) i egzistencijalni (3), kako bi se istaknuo obim
objekata za koje tvrdnja vrijedi (Baranovi¢, 2015a, str. 12). Tek nakon savladavanja logickih
operacija, principa i pravila zakljucivanja, moguce je upustiti se u efikasan rad s tvrdnjama o
matemati¢kim objektima jer oni osiguravaju: (1) razumijevanje veznika ,,i”, ,,ili”, ,,ne”, ,,ako...,
onda...” itd.; (2) efikasno mijenjanje formulacije tvrdnje u drugu tvrdnju s istim znacenjem te (3)
izvodenje novih informacija iz poznatih (Hammack, 2013, str. 62).

lako se iskaz tvrdnje moze formulirati na razli¢ite nacine, u formulaciji iskaza gotovo svake tvrdnje
uvijek se bitno razlikuju dva dijela: pretpostavka (kraca oznaka P) i zakljucak (kraéa oznaka Q).
Pretpostavkom se iskazuju uvjeti koji vrijede za promatrani objekt, na temelju kojih posljedi¢no
slijedi zaklju¢ak o tom objektu te se svaka tvrdnja moze iskazati u obliku: ,,Ako (vrijedi P), onda
(vrijedi Q)”, simbolicki P = Q. Medutim, nije uvijek jednostavno razlikovati pretpostavku od

zakljucka unutar dane tvrdnje, posebno kada se iskaz formulira u skladu s govornim jezikom, pri
c¢emu pretpostavka niti ne mora biti na pocetku recenice. No, vjeSto prepoznavanje i raS¢lanjivanje
pretpostavke od zakljucka unutar zadane tvrdnje nuzan je preduvjet za daljnji rad s tvrdnjama (Jozic,
2014).

Na primjer, Talesov pou¢ak o obodnim kutovima obi¢no se iskazuje na sljede¢i nac¢in: Svaki obodni
kut nad promjerom kruznice je pravi kut. Unutar ove tvrdnje, pretpostavka (P) se odnosi na poseban
obodni kut, a zakljucak (Q) na mjeru tog kuta. Nakon ras¢lanjivanja, poucak se moze iskazati u
klasi¢noj formi: Ako je dan obodni kut nad promjerom kruznice (P), onda je taj kut pravi kut (Q).

Postavljanje obrata tvrdnje. Kada se u tvrdnji pretpostavka (P) zamijeni zakljuckom (Q), a
zakljucak (Q) pretpostavkom (P), dobiva se novi iskaz koji se naziva obrat tvrdnje (simbolicki
Q = P). Obrat tvrdnje je sasvim nova tvrdnja Cija istinitost ne ovisi o istinitosti polazne tvrdnje te

ona moze, ali i ne mora biti istinita tvrdnja, stoga se njezina istinitost treba potvrditi ili odbaciti.

Na primjer, neka je dana tvrdnja: Dijagonale romba su okomite. Preformulirano, tvrdnja glasi: Ako
Je Cetverokut romb, onda su njegove dijagonale okomite. | ta tvrdnja je istinita. Obrat tvrdnje glasi:
Ako su dijagonale cetverokuta okomite, onda je taj cetverokut romb. NO, ova tvrdnja nije istinita jer
na primjer i deltoid koji nije romb (kontraprimjer) ima okomite dijagonale.

U odabiru kontraprimjera treba biti oprezan, posebno kada postoji moguénost odabira primjera koji
je poseban slucaj promatrane klase objekata, koji u tom slucaju nije podloga za odbacivanje tvrdnje
kao neistinite. Na primjer, ako bi se umjesto deltoida uzeo kvadrat, kojemu su dijagonale takoder
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okomite, tvrdnja se ne moze korektno opovrgnuti jer je kvadrat posebna vrsta romba (Baranovic,

Baras i Blazevski, 2020, str. 19). S druge strane, postoje tvrdnje ¢iji je obrat istinita tvrdnja.

Na primjer, neka je dana tvrdnja (Jozi¢, 2014): Plostina pravokutnog trokuta racuna se po formuli
p_ab gdje su a i b duljine kateta tog trokuta. Preformulirano, tvrdnja glasi: Ako je trokut
2

pravokutan, onda se njegova plostina racuna po formuli p _ab pri cemu su a i b duljine kateta
2

tog trokuta. | ta tvrdnja je istinita. Obrat tvrdnje glasi: Ako se plostina trokuta moze odrediti po formuli

p_ab gdje su a i b duljine dviju stranica tog trokuta, onda je taj trokut pravokutan, pri cemu su
2

a i b duljine kateta tog trokuta. Nova tvrdnja je takoder istinita, ali to nije o¢igledno na prvu. Njezina

istinitost se moze provjeriti kroz nekoliko konkretnih primjera, ali to stvara samo slutnju na temelju

koje se ne moze izvesti zakljucak da je tvrdnja istinita.

Kada za tvrdnju vrijedi i njezin obrat, onda se kaze da tvrdnja ,,vrijedi u oba smjera” te se moze
postaviti tvrdnja u obliku ekvivalencije, koja najéesce koristi izraz ,,ako i samo ako” (skraceno akko)
ili ,,onda i samo onda”. Tako se u prethodnom primjeru tvrdnja i njezin obrat mogu izre¢i u obliku
ekvivalencije: Trokut je pravokutan, s katetama duljine a i b akko se njegova plostina moze odrediti

po formuli p_2-0.

2

Korisno je ste¢i naviku provjeravanja istinitosti obrata tvrdnje te razlikovanje tih dviju tvrdnji kako
bi se one mogle valjano primijeniti u rjeSavanju problema ili dokazivanju drugih tvrdnji. Prije svega,
ako je obrat tvrdnje istinit, onda je to jos jedna tvrdnja koja se moze koristiti u primjeni (Kurnik,
2013, str. 61). Takoder, iskustvom u radu s tvrdnjom i njezinim obratom izbjegava se brzopleto
uzimanje obrata za istinitu tvrdnju samo zato §to je tvrdnja istinita. Zatim, osim iskazivanja tvrdnje i
njezina obrata u obliku ekvivalencije potrebno je znati ras¢laniti iskaz zadan u obliku ekvivalencije
na tvrdnju i njezin obrat, posebno u procesu dokazivanja jer je ta vjestina nuzan preduvjet za njezino
dokazivanje.

Postavljanje negacije tvrdnje. S obzirom da svaka tvrdnja ima dva dijela (P i Q), moZe se razmatrati
kako se mijenja istinitost tvrdnje pri negiranju nekog od njezinih dijelova (=P ili =Q). Medutim, od
posebnog je znafaja postavljanje negacije cijele tvrdnje, koja se postize primjenom formule
—|(P = Q) =P A—=Q jer su iskazi s lijeve i desne strane logicki ekvivalentni. To znaci da iskaz iz

oblika implikacije ,,Ako..., onda...” negiranjem prelazi u novi iskaz u obliku konjunkcije, u kojem
se veznikom ,,i” povezuje pretpostavka (P) i negacija zakljucka (—Q). Novi iskaz se moze postaviti i
u obliku: ,,Neka vrijedi (P). Tada vrijedi (—Q)” ili ,,Neka vrijedi (P). Pretpostavimo suprotno (—Q)”,
Sto je prakti¢no u procesu dokazivanja (Hammack, 2013). Ukoliko su u iskazu tvrdnje ukljuceni 1
kvantifikatori, pri negiranju univerzalni kvantifikator prelazi u egzistencijalni i obratno. Takoder, pri
negiranju nekog iskaza ne mora se nuzno dobiti iskaz koji koristi rijec ,,ne”” (Jozi¢, 2014).

Postavljanje kontrapozicije. Kada se za iskaz u obliku implikacije (P = Q) postavi tvrdnja tako da
se negira pretpostavka (—P) i zakljucak (—Q), a zatim postavi obrat tih negacija (—Q = —P ), dobiva

se tvrdnja koja je logic¢ki ekvivalentna polaznoj tvrdnji i koja se naziva kontrapozicija polazne
implikacije. Ove dvije tvrdnje zapravo na razli¢it nacin iskazuju istu stvar, §to je posebno korisno u
procesu dokazivanja jer je ponekad puno jednostavnije dokazati tvrdnju iskazanu u obliku
kontrapozicije nego u obliku polazne implikacije (Hammack, 2013, str. 102).

Poznavanje predstavljenih procesa u radu s tvrdnjama nuzno je potrebno za efikasno savladavanje
procesa utvrdivanje istinitosti postavljenih tvrdnji, a posljedi¢no i razvoja matematickog misljenja.
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1.3.3. Dokazivanje istinitosti tvrdnji

U radu s matematickim konceptima do otkrivanja novih tvrdnji moze se do¢i na razli¢ite nacine: do
nekih otkrica se moze doc¢i sasvim slu¢ajno i neocekivano, neke tvrdnje se mogu izvesti induktivno,
tj. promatranjem nekih posebnih slucajeva te izvodenjem opc¢ih zakljucaka, dok se neke tvrdnje
izvode ciljanim sustavnim istrazivanjem i logickim zaklju¢ivanjem. No, u svim slu¢ajevima, izvedene
tvrdnje se ne prihvacaju izravno vec¢ je njihovu istinitost potrebno dodatno ispitati te odgovaraju¢im
valjanim argumentom potvrditi ili odbaciti. Ukratko, izvedene tvrdnje potrebno je dokazati.

Vecina matematicke literature pod dokazom podrazumijeva konac¢an niz neoborivih logi¢kih koraka
kojima se na temelju aksioma, definicija ili ranije dokazanih tvrdnji, nepobitno utvrduje istinitost
postavljene tvrdnje (P = Q) te se takva vrsta dokaza obi¢no naziva formalnim dokazom. U tom
smislu, dokazati tvrdnju znacilo bi pronaci konacan niz logickih koraka kojima se nedvojbeno
potvrduje istinitost promatrane tvrdnje, a proces dokazivanja je sam postupak otkrivanja valjanog
argumenta. Proces dokazivanja istinitosti tvrdnje moze biti direktan i indirektan pa se govori o
direktnom ili indirektnom dokazu.

Direktno (izravno) dokazati istinitost tvrdnje znaci zapoceti od zadane pretpostavke (P) te primjenom
aksioma, definicija ili ranije dokazanih tvrdnji, nizom korektnih logic¢kih zaklju€ivanja izvesti
zakljucak (Q) postavljene tvrdnje.

Naime, svaka tvrdnja u obliku implikacije (P = Q) polazi od ¢injenice da je pretpostavka (P) istinita,
Prema svojstvu operacije implikacije, ako je pretpostavka istinita, implikacija ¢e biti istinita samo
ako je i1 zakljucak (Q) istinit. Dakle, ako se krene od istinitosti pretpostavke (P) te na temelju
korektnog logickog zakljucivanja izvede istinitost zakljucka (Q), onda ¢e i promatrana tvrdnja kao
implikacija (P = Q) biti istinita (Hammack, 2013, str. 92).

Na primjer, neka je dana sljedeca tvrdnja: Ako su a i b dva pravca jedne ravnine koji su okomiti na
neki pravac c, onda su a i b medusobno paralelni. Pretpostavka (P) ove tvrdnje jest da su zadana dva
pravca a i b te da su oni okomiti na tre¢i pravac ¢, tj. a_Lc, b Lc (Slika 17), odnosno svaki od
pravaca a i b s pravcem c zatvara kut od 90°, tj. £(c,a) =90°, £(c,b)=90°. Treba izvesti zakljucak

da su pravci a i b medusobno paralelni (Q).

Slika 17. Direktni dokaz

Sada imamo sljedece: (1) svi pravi kutovi medusobno su jednaki, (2) pravac C je presjecnica pravaca
a i b te s pravcima zatvara jednake kutove, (3) promatrani kutovi imaju jedan krak na istom pravcu,
na pravcu ¢, (4) kutovi uz presjecnicu koji su jednaki i imaju jedan par paralelnih krakova, moraju
imati i drugi par krakova paralelan, a to su upravo krakovi koji pripadaju pravcima a i b. Dakle, pravci
a 1 b su takoder paralelni jer sadrze paralelne krakove, tj. a||b. To je upravo sto je trebalo dokazati,

tj. zakljucak je istinit pa je istinita i polazna tvrdnja.

S druge strane, indirektno (neizravno) dokazati istinitost tvrdnje znaci pokazati da je negacija tvrdnje

neistina jer ¢e u tom slucaju, prema svojstvu operacije negacije, polazna tvrdnja biti istina. Prema

logickom principu negacije implikacije vrijedi: —(P=Q)=PA—Q, pa negacija tvrdnje
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podrazumijeva da se uz istinitost zadane pretpostavke (P) treba pretpostaviti i istinitost negacije
zakljucka (—Q), odnosno proces indirektnog dokazivanja treba zapoceti od istinitosti dviju
pretpostavki (P A—Q). Ako se dalje, nizom korektnih logickih zakljucivanja, izvede istinitost i neke
tvrdnje (T) i njezine negacije (—T), onda je proces zaklju¢ivanja doveden u nemogucu situaciju (lat.
reductio ad absurdum, svodenje na besmisao) ili krace kontradikciju. Kada se proces zakljuc¢ivanja
svede na kontradikciju, negacija tvrdnje se mora odbaciti kao neistina, a to znaci da je polazna tvrdnja
istina (Hammack, 2013, str. 111). Ovaj postupak se jo$ naziva i dokaz kontradikcijom.

Na primjer, prethodna tvrdnja se moze dokazati kontradikcijom. Neka vrijedi pretpostavka (P), tj.
neka su zadana dva pravca a i b koji su okomiti na treci pravac c, tj. a_Lc, b L c (Slika 18). Neka

pravac a sijece pravac € u tocki A, a pravac b neka sijede pravac ¢ u tocki B, tj. anc={A},
bnc= {B} i vrijedi o = xaAc=90°, = xcBb=90°. Sada pretpostavimo suprotno (—Q): pravci
a i b nisu paralelni, odnosno, oni se sijeku u nekoj tocki C, s jedne strane pravca c, tj. anb={C}
(Slika 18).

Slika 18. Dokaz kontradikcijom

Sada imamo sljedece: (1) kut izmedu pravaca a i b je veci od nul-kuta, tj. xbCa=y,y >0°, (2) pravci
a, b i ¢ zatvaraju trokut AACB, (3) zbroj kutova u trokuta AACB iznosi 180°, tj. e+ f+y =180°,
(4) uvrstavanjem vrijednosti za kutove « i £ dobiva se y=0°, (5) zakljucci u (1) i (4) su
kontradiktorni, jer ne moze kut y biti istodobno nul-kut i biti ve¢i od nul-kuta, (6) zbog kontradikcije
se zakljucuje da negacija tvrdnje nije istina, §to znaci da je polazna tvrdnja istina. B

U procesu indirektnog dokazivanja moguce je u nekim situacijama izvesti i istinitost negacije polazne
pretpostavke (—P), $to je opet kontradikcija jer je polaziSte bila istinita pretpostavka (P). No, time se
potvrduje da je kontrapozicija implikacije (—Q = —P) istinita, a kako je ona logicki ekvivalentna
polaznoj tvrdnji (P = Q), onda se moze zakljuciti da je polazna tvrdnja istinita. U tom sluc¢aju govori

se 0 dokazu po kontrapoziciji, kao posebnom obliku dokaza kontradikcijom (Stefanowicz, 2014, str.
30).

1.3.4. Klasifikacija pojmova

Kada se proucavaju pojmovi i njihova svojstva, moze se govoriti o sadrzaju pojma, opsegu i dosegu
pojma. Za odredivanje sadrzaja pojma odgovara se na pitanje kakav je objekt, odnosno pod sadrzajem
pojma podrazumijevaju se sve bitne karakteristike na temelju kojih se moze stvoriti jednozna¢na
predodzba o tom pojmu. Za odredivanje opsega pojma odgovara se na pitanje koji su to objekti,
odnosno pod opsegom pojma podrazumijevaju se svi konkretni objekti koji ispunjavaju bitne
karakteristike pojma opisane sadrzajem. Za odredivanje dosega pojma odgovara se na pitanje koliko
ima objekata u opsegu pojma (Jozi¢, 2014).
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Iz procesa definiranja pojma, kojim se zapravo odreduje sadrzaj pojma, vidljivo je da odabir bitnih
karakteristika pojma nije jednoznacan, tj. definicija pojma nije jedinstvena vec je viSe stvar dogovora.
No, kada se karakteristike odaberu i definicija pojma postavi, opseg i doseg pojma su jednoznac¢no
odredeni. Dalje se definirani pojmovi mogu razvrstavati u grupe prema odredenom kriteriju i taj
proces se naziva klasifikacijom pojma.

Pri Klasifikaciji pojma trebaju biti ispunjeni odredeni zahtjevi: (1) klasifikacija pojma se uvijek vrsi
prema jednom odabranom Kriteriju koji je nepromijenjen tijekom Klasifikacije; (2) objekti iz opsega
pojma koji su razvrstani u razli¢ite grupe trebaju biti nezavisni, tj. medu grupama ne smije biti
preklapanja; (3) unija svih objekata koji su razvrstani u grupe treba biti jednaka opsegu polaznog
pojma; (4) klasifikacija treba biti stupnjevita, tj. primjenjuje se uvijek na najblizi rodni pojam (Jaki¢,
2003, str. 171).

Na primjer, ako se Zeli klasificirati pojam trokut moze se odabrati kriterij ,,duljina stranice”. Po tom
kriteriju ¢e se svi trokuti razvrstati u tri grupe: (1) sve tri stranice razli¢itih duljina — raznostrani¢ni
trokuti; (2) dvije stranice jednakih duljina — jednakokraéni trokuti; (3) sve tri stranice jednakih duljina
— jednakostrani¢ni trokuti.

Medutim, kako definicija pojma nije jedinstvena, ve¢ je viSe stvar dogovora, klasifikacija ovisi i o
nacinu kako se pojam definira (De Villiers, 2009; Kozakli Ulger & Tapan Broutin, 2017). Ovisno o
nacinu stvaranja veze medu pojmovima pri definiranju pojma, definicija moze biti ekskluzivna ili
inkluzivna. Prema ekskluzivnoj definiciji, pojmovi se razvrstavaju u klase koje su medusobno
disjunktne pa se u tom sluéaju govori o particijskim klasifikacijama. Prema inkluzivnoj definiciji,
pojmovi se razvrstavaju u klase koje nisu medusobno disjunktne te pojedine klase mogu imati i
podklase (specijalni slu¢ajevi) pa se u tom sluéaju govori o hijerarhijskim klasifikacijama (Josefsson,
2016; De Villiers, 1994). U slu¢aju definicije predstavljenih trokuta, ako se jednakokracni trokut
definira kao trokut koji ima focno dvije stranice jednakih duljina stvara se particijska klasifikacija
(Slika 19a), a ako se definira kao trokut koji ima barem dvije stranice jednakih duljina stvara se
hijerarhijska klasifikacija (Slika 19b).

Raznostrani¢ni Jednakokra&ni trokuti
trokuti

Raznostrani¢ni Jednakokraéni | Jednakostraniéni
trokuti trokuti trokuti
> V Jednakostraniéni trokuti

(a) particijska (b) hijerarhijska
Slika 19. Klasifikacija pojma trokut

Na pocetku matematickog obrazovanja ekskluzivne definicije su primjerenije od inkluzivnih zbog
nedovoljno znanja 1 vjestina ucenika u radu sa svojstvima objekata. Medutim, kroz proces definiranja
ucenici se trebaju postupno uvoditi u inkluzivne odnose, na temelju kojih onda mogu razumjeti 1
hijerarhijsku Kklasifikaciju, koja je daleko funkcionalnija od particijske (De Villiers, 1994).

Naime, nakon $to se odredena svojstva odaberu za formuliranje definicije izvedenog pojma, sva ostala
svojstva tog pojma se logicki izvode, opisuju tvrdnjama, a istinitost tvrdnji potvrduje dokazom (De
Villiers, 2009). Inkluzivne su definicije u tom procesu krace i ekonomicnije od ekskluzivnih, a
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hijerarhijska klasifikacija koja se na njima zasniva funkcionalnija je od particijske (De Villiers, 1994;
Josefsson, 2016; Kozakli Ulger & Tapan Broutin, 2017). Naime, pri koristenju inkluzivnih definicija,
tvrdnje koje se postave i dokazu za odredeni pojam, one da vrijede 1 za sve specijalne slucajeve.
Medutim, pri koristenju ekskluzivnih definicija, te tvrdnje treba formulirati i dokazati posebno za
svaki pojam.

Na primjer, pri koristenju inkluzivnih definicija, ako se za paralelogram dokaze tvrdnja da se njegove
dijagonale raspolavljaju, onda ta tvrdnja vrijedi nasljedno i za kvadrat, pravokutnik i romb kao
posebne slucajeve paralelograma. No, pri koriStenju ekskluzivnih definicija, tvrdnju bi trebalo
dokazati za svaki od Cetverokuta.

1.4. Geometrijske figure

Geometrija se, kao grana matematike, bavi prou¢avanjem prostora, a osnovni elementi prostora su
tocke. Svaki neprazni podskup prostora je zapravo skup toc¢aka, koji se naziva geometrijskom figurom
(eng. geometric figure). Toc¢ka, pravac i ravnina, kao osnovni geometrijski objekti su geometrijske
figure (Luci¢, 1997, str. 9).

Uz geometrijske figure kao apstraktne entitete koriste se i vizualni prikazi, za koje se takoder kaze da
su geometrijske figure. Drugim rije¢ima, pod geometrijskom figurom podrazumijevaju se
geometrijski objekti kao apstraktni entiteti, ali i vizualni prikazi koji predstavljaju te objekte. Uz
vizualne prikaze koriste se razne oznake (slova, znakovi i simboli) kako bi se figure mogle imenovati
te simbolicki zapisati.

Tako se tocke imenuju velikim tiskanim slovima A, B, C... te vizualno predstavljaju malim kruzi¢em
(ili krizicem), pravci se imenuju malim pisanim slovima a, b, C... te vizualno predstavljaju ravnim
crtama, a ravnine se imenuju malim grékim slovima o, B, y... te vizualno predstavljaju
paralelogramom (ili pravokutnikom). Prostor se moZe vizualno predstaviti kockom ili kvadrom.
Geometrijske figure se najcesce klasificiraju prema njihovoj dimenziji (lat. dimensio, mjerenje):
objekti bez dimenzije (krace 0D), jednodimenzionalni (krace 1D), dvodimenzionalni (kra¢e 2D) 1
trodimenzionalni (krace 3D) (Slika 20).

(@]
A
p a
Tocka Pravac Ravnina Prostor

0D 1D 2D 3D
Slika 20. Osnovne geometrijske figure

Ako neka figura pripada pravcu, onda se jo$ naziva linearna figura (npr. duzina), ako pripada ravnini,
naziva se ravninska figura (npr. trokut), a ako ne pripada ni jednoj ravnini, onda se naziva prostorna
figura (npr. piramida). Omedene ravninske figure se jo$ nazivaju geometrijskim likovima (npr. trokut,
mnogokut, krug itd.), a omedene prostorne figure su geometrijska tijela (npr. kocka, piramida, valjak
itd.). Nadalje, za dvije figure kaZe se da su istovjetne, ako svaka tocka koja pripada jednoj od tih
figura pripada i drugoj figuri, u suprotnom su razlicite. Ako neka toc¢ka ne pripada geometrijskoj
figuri, onda se kaze da je izvan te figure. Za figure ¢iji presjek nije prazan kaze se da se sijeku (Luci¢,
1997, str. 10).
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Geometrijska figura u pravilu ne predstavlja samo jedan objekt, ve¢ cijelu klasu objekata. Tako, na
primjer, trokut u nekim situacijama moze predstavlja sve vrste trokuta ili npr. sve jednakostrani¢ne
trokute. O tome treba voditi raCuna kada se koriste njihovi vizualni predstavnici, posebno u koju svrhe
se koriste: definiranje, tvrdenje, dokazivanje, rjeSavanje problema itd., o ¢emu ¢e biti vise rijeci u
cjelini o uCenju i poucavanju geometrije.

1.5. Geometrijske disekcije

Pod geometrijskom disekcijom podrazumijeva se dijeljenje geometrijskog lika na konacan broj
dijelova tako da se oni mogu presloziti u neki drugi geometrijski lik (Frederickson, 2002). Problemi
geometrijske disekcije opéenito se mogu podijeliti u dvije grupe.

Prva grupa obuhvaca dijeljenje geometrijskog lika na dijelove s namjerom da se od nastalih dijelova
moze oblikovati veéi broj drugih geometrijskih likova. Primjer takve vrste disekcije je dijeljenje
kvadrata na sedam dijelova od kojih se zatim moze oblikovati jo§ to¢no 12 razli¢itih konveksnih
likova (Slika 21), ali i na tisu¢e raznih drugih oblika (Kavajin i Baranovié¢, 2019a, 2019b). Ova
geometrijska disekcija poznata je pod imenom tangram, a koristi se vise od 200 godina u razlicite
svrhe.

Slika 21. Konveksni tangram likovi

Druga grupa obuhvaca samo dva geometrijska lika pri ¢emu je potrebno pronaci podjelu jednog lika
s namjerom da se preslagivanjem tih dijelova oblikuje drugi lik, odnosno trazi se jednaki rastav dvaju
geometrijskih likova. Kada su dva lika jednako rastavljiva za njih se jo$ kaze da su ekvivalentni po
disekciji. Prema Bolyai-Gerwienovu teoremu, dva su lika ekvivalentna po disekciji ako i samo ako
su jednakih plostina (Hartshorne, 2000, str. 215). Jedan posebno istaknut primjer druge grupe
disekcije, poznat pod nazivom Dudeneyjev Haberdasherov problem, postavljen je 1902., a interes za
njega traje sve do danas (Grubi¢ i Baranovi¢, 2021). Originalni problem glasi: Koristeci se s tri reza
podijelite jednakostranicni trokut na Cetiri dijela, tako da se njihovim preslagivanjem moze oblikovati
kvadrat, bez preokretanja dijelova. Unato¢ raznim pokusajima, postavljeno je samo jedno to¢no i to
konstruktivno rjesenje (Slika 22).
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Slika 22. Konstruktivno rjeSenje problema

Disekcije druge grupe Cesto se koriste u nastavi geometrije: za odredivanje povrsine jednog lika
poznavanjem povrsine drugog lika, za rjeSavanje problema ili dokazivanje tvrdnje primjenom metode
povrsine® itd.

Na primjer, svaki paralelogram se moze presloziti u pravokutnik (Slika 23) pa se formula za
odredivanje plostine paralelograma moze izvesti preko formule za odredivanje plostine pravokutnika.
S obzirom da su trokuti AAED i ABFC sa slike sukladni po pouc¢ku SSK> (podudarnost stranica
paralelograma, visina i pravih kutova), paralelogram ABCD i pravokutnik EFCD jednakih su plostina
pa vrijedi:

Preco = Paeo + Peaco = Parc + Fesep = Percp =@ V-

D c

O D!
A E a B F

Slika 23. Reorganiziranje paralelograma u pravokutnik

Postoje brojni dokazi dobro poznatog Pitagorina poucka u kojima je primjenjena metoda geometrijske
disekcije. Na primjer, u dana$njim matemati¢kim udzbenicima, za dokaz Pitagorina poucka Cesto se
koristi geometrijska disekcija druge grupe i metoda povrsine (Slika 24). U ovom slucaju, dijelovi
kvadrata se ne preslaguju u drugi lik ve¢ se premjestaju unutar sukladnog kvadrata tako da formiraju
novu figuru. Buduéi da su Cetiri pravokutna trokuta jednakih plostina kod obje figure, njihovim
odbacivanjem i preostale figure ¢e biti jednakih plostina, iz ¢ega se onda izvodi tvrdnja iz poucka.

Slika 24. Disekcija za dokaz Pitagorina poucka

8 Metoda povrsine sastoji se u tome da se, iz odnosa mjera povrsina (plostina) nekih likova, dobiju odnosi medu drugim
veli¢inama tih likova.
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Svakako, uz samo preslagivanje potrebno je 1 matematicki obrazloziti zaSto je Cetverokut unutar
prvog kvadrata takoder kvadrat, Sto nije ocCigledno. Naime, stranice upisanog cetverokuta su
podudarne jer su pravokutni trokuti podudarni po poucku o sukladnosti SKS. Nadalje, zbroj Siljastih
kutova pravokutnog trokuta iznosi 90°, a kako oni nadopunjavaju kut unutarnjeg Cetverokuta do
ispruzenog kuta, to je mjera kuta unutarnjeg cetverokuta 90°. Dakle, upisani ¢etverokut ima sve
stranice jednakih duljina i sve kutove prave pa je to kvadrat, nad hipotenuzom pravokutnog trokuta.

Povijest geometrijske disekcije izrazito je bogata, a proteze se od vremena starogrckih matematicara
Platona i Pitagore pa sve do danaSnjih dana. Geometrijska disekcija gotovo jednako zaokuplja 1
profesionalne matematicCare i rekreativce amatere pa se osim kroz razvoj matematike, ona Cesto
promovira i kroz rekreacijsku matematiku (Grubi¢ i Baranovié, 2021, str. 75).

1.6. Geometrijske konstrukcije

Vazan dio geometrijskih znanja su geometrijske konstrukcije, kojih u nastavi matematike posebno u
primarnom i sekundarnom obrazovanju, sudeéi prema sadrzajima novih generacija udzbenika za
matematiku, ima sve manje.

Pod geometrijskom konstrukcijom podrazumijeva se vizualni prikaz odgovarajuée geometrijske
figure koji je kreiran koriStenjem samo ravnala i Sestara. U skladu s tim, za geometrijske konstrukcije
se jo§ kaze da su konstrukcije ravnalom i Sestarom, a dalje u tekstu za njih se koristi samo naziv
konstrukcije. Pri tome, ravnalo je alat pomoc¢u kojeg se duz jednog njegova brida, na kojem nije
istaknuta nikakva jedinica mjere, moze crtati ravna crta, a Sestar je alat pomocu kojeg se oko svake
tocke moze crtati kruznica sa po volji zadanim polumjerom. Neke konstrukcije se mogu izvoditi samo
ravnalom ili samo Sestarom, za neke je potrebno koristiti ravnalo 1 Sestar, a postoje geometrijske
figure koje se ne mogu izvesti konstruktivno.

Konstrukcije koje se mogu izvesti samo ravnalom ili samo Sestarom obi¢no se nazivaju 0sSnovnim
konstrukcijama, a sve ostale konstrukcije se izvode ravnalom i $estarom, medu kojima mogu biti
jednostavne i sloZene. Jednostavne konstrukcije neki autori matematic¢kih udzbenika takoder nazivaju
osnovnim konstrukcijama (npr. Kurnik, 2005), dok neki drugi za njih koriste naziv elementarne
konstrukcije jer se izvode nizom od nekoliko osnovnih konstrukcija (npr. Mitrovié i sur., 2006).

Prema Mitrovicu i sur., osnovne konstrukcije koje se mogu izvesti samo ravnalom su:
1. Konstrukcija pravca koji sadrzi dvije zadane tocke.
2. Konstrukcija polupravca sa danom pocetnom to¢kom i jo§ jednom svojom tockom.
3. Konstrukcija duzine ¢ije su krajnje tocke dvije zadane tocke.

a osnovne konstrukcije koje se mogu izvesti samo Sestarom su:
4. Konstrukcija kruznice (kruga) Cije je srediste zadana tocka, a polumjer zadana duzina.
5. Konstrukcija kruznog luka kojemu su zadane Cetiri tocke: srediste, dvije krajnje tocke i jo$
jedna tocka.

Prema Pavkovicu i Veljanu, koristenjem osnovnih konstrukcija moze se konstruirati tocka, tj. smatra
se da je tocka konstruirana ako se dobiva kao presjek dvaju pravaca (polupravaca, duzina), kao
presjek pravca i kruznice te kao presjek dviju kruznica (Slika 25).

—

Slika 25. Konstrukcija tocke
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Takoder, pravac se smatra konstruiranim ako se znaju konstruirati bilo koje dvije njegove tocke,
kruznica se smatra konstruiranom ako se zna konstruirati njezino srediste i bilo koja njezina tocka.
Trokut se smatra konstruiranim ako se znaju konstruirati njegova tri vrha itd. Ukratko, geometrijska
figura se smatra konstruiranom ako je moguce konstruirati tocke koje odreduju tu figuru (Pavkovi¢ i
Veljan, 2004).

Najcesce koriStene elementarne konstrukcije (jednostavne konstrukcije) koje se izvode ravnalom i
Sestarom su:

=

Konstrukcija duzine sukladne zadanoj duzini (naziva se joS i prenosenje duZine)
Konstrukcija kuta sukladnog zadanom kutu (naziva se jos$ i prenosenje kuta)
Konstrukcija simetrale duzine

Konstrukcija polovista duzine

Konstrukcija simetrale kuta

Konstrukcija okomice na zadani pravac (polupravac, duzinu) zadanom tockom
Konstrukcija paralele zadanom pravcu (polupravcu, duzini) zadanom tockom
Konstruktivno dijeljenje duzine na jednake dijelove (ili u zadanom omjeru)

Cetiri osnovne konstrukcije trokuta (poznate po skraéenicama: SSS, SKS, KSK, SSK>).

©ooN A WD

Osim §to su podjele konstrukcija u razli¢itih autora razlicite, razli¢iti su i nacini izvodenja pojedinih
elementarnih konstrukcija. Tako se na primjer u udzbenicima za konstrukciju okomice na zadani
pravac p kroz zadanu tocku T, izvan pravca p, obi¢no daje sljedeci postupak (Slika 26):

- oko tocke T kao srediSta opiSe se bilo koja kruznica k koja sijece pravac p u tockama A i B

- oko tocke A kao sredista opise se kruznica ki kroz T, a oko tocke B kao sredista opise se kruznica
ko kroz T

- kruZnice Ky i k2 osim u to¢ki T sijeku se i u tocki T'

- pravac TT' je trazena okomica kroz to¢ku T na pravac p.
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Slika 26. Konstrukcija okomice zadanom to¢kom izvan pravca

Opisani postupak je valjan i u sluc¢aju kada tocka T pripada pravcu p. U nekim udzbenicima dodatno
se naglasava da je opisani postupak ujedno i1 elementarna konstrukcija simetricne slike T' tocke T s
obzirom na pravac p.

U sustavu vedske matematike moze se pronaci i jedan sasvim drugaciji postupak konstrukcije
okomice, za slucaj kada tocka T pripada pravcu p. Konstrukcija se temelji na ¢injenici da je svaki
obodni kut nad promjerom kruznice pravi kut (Glover, 2003, str.170):

- odabere se proizvoljna tocka S izvan pravca p, tako da pravac ST nije okomit na p

- opiSe se kruznica sa srediStem S polumjera ST,a druga tocka u kojoj kruznica sijece pravac p
neka je tocka R

- nacrta se polupravac (promjer kruznice) iz tocke R kroz S, koji sijec¢e kruznicu u jo$ jednoj tocki,
a druga krajnja to¢ka promjera neka je tocka P.

- pravac PT je trazena okomica (Slika 27).
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Slika 27. Konstrukcija okomice kroz zadanu toc¢ku pravca

Zanimljivo je da se za elementarnu konstrukciju paralele sa zadanim pravcem kroz zadanu tocku
koristi vise razli¢itih konstrukcija, a najcesce su: (1) primjenom elementarne konstrukcije okomice,
(2) konstrukcijom cetvrtog vrha paralelograma sjecistem kruznica, (3) konstrukcijom cetvrtog vrha
paralelograma simetri¢no nasuprotnom vrhu s obzirom na poloviste dijagonale, (4) konstrukcijom
simetri¢ne toc¢ke S tocki T na kruznici k.

Opis konstrukcije paralele (1) primjenom konstrukcije okomice:

- kroz tocku T konstruira se okomica g na pravac p
- kroz tocku T konstruira se okomica r na pravac q
- pravacr je trazena paralela sa zadanim pravcem p kroz tocku T.

Konstrukcija se temelji na ¢injenici da su dva pravca, koja su okomita na isti pravaca, medusobno
paralelna (Slika 17, str. 25).

Opis konstrukcije (2) primjenom cetvrtog vrha paralelograma (Kurnik, 2005, str. 150):

- napravcu p odaberu su dvije razli¢ite tocke A i B
- konstruira se Cetvrti vrh paralelograma S kojemu se A, B i T tri vrha: kao presjek kruznice ki sa

sreditem B polumjera AT i kruZnice ke sa sredistem T polumjera AB
- pravac TS je traZena paralela sa zadanim pravcem p kroz tocku T (Slika 28).

T
°

ks i
T \}\S T ﬂs
N [
— P 14 p
A B p B A B

Slika 28. Konstrukcija paralele (2)

Pri ovoj konstrukciji treba naglasiti da se kruznice ki i k2 sijeku u dvije tocke, ali se promatra ona
tocka koja se nalazi s iste strane pravca p kao i tocka T (Slika 28).

Opis konstrukcije (3) primjenom cetvrtog vrha paralelograma simetricnog nasuprotnom vrhu s
obzirom na poloviste dijagonale (Mali¢, 2019, str. 193):

- napravcu p odaberu su dvije razlicite tocke A i B, a trokut AABT polovica je paralelograma
- konstruira se poloviste stranice BT (dijagonala BT ) i neka je poloviste tocka P

- nacrta se polupravac AP te se opise kruznica k iz P kao sredista polumjera AP a presjek kruznice
k i polupravca AP neka je tocka S
- pravac ST je trazena paralela sa zadanim pravcem p kroz tocku T (Slika 29).
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Slika 29. Konstrukcija paralele (3)

Pri ovoj konstrukciji tocka S je jedinstvena prema aksiomu o prenoSenju duzine (AIII1, str. 14).
Opis konstrukcije (4) primjenom simetri¢ne to¢ke na kruznici (Glover, 2003, str.177):

- nhapravcu p odabere se proizvoljna tocka A

- iz totke A kao sredista opise se kruznica k polumjera AT , a tocke u kojoj kruznica K sijece pravac
p neka su tocke E i F

- iz tocke F kao sredista opiSe se kruznica ki polumjera ET , a sjecista kruznica k i ky (S one strane
pravca p gdje je tocka T neka je S toc¢ka
- pravac ST je trazena paralela sa zadanim pravcem p kroz tocku T (Slika 30).

L
/AR AW
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Slika 30. Konstrukcija paralele (4)

Nakon $to se predstave osnovne i elementarne konstrukcije, sve ostale konstrukcije smatraju se
slozenim konstrukcijama, a one se mogu svesti na konacan niz elementarnih konstrukcija. Pri
izvodenju slozenih konstrukcija, elementarne konstrukcije se smatraju poznatima te se dodatno ne
objaSnjavaju.

1.7. Geometrijski dokazi

Geometrijski dokazi su prava riznica primjera pravilnog dokazivanja i najbolja prilika da se stekne
iskustvo strogog zakljucivanja (Polya, 1966). Zbog dualnosti geometrijskih figura, prirodno je u
procesu dokazivanja koristi odgovarajuci vizualni prikaz koji predstavlja situaciju opisanu tvrdnjom:
uvjete zadane pretpostavkom, elemente koje treba utvrditi te moguée veze (npr. Slika 17., str. 19).
Vizualni prikazi mogu biti bez ikakvih oznaka, ali su naj¢es¢e osnovni objekti oznaceni (tocke,
pravci, kutovi itd.) u svrhu uspostavljanja veze sa simbolickim zapisom.

Tako su i Euklidovi Elementi obilovali raznim vrstama vizualnih prikaza, posebno u procesu
dokazivanja, jer je on smatrao da vizualni prikaz moze olaksati proces dokazivanja, a ponekad otkriti
I nove odnose medu elementima figure, koji nisu opisani i koji bez prikaza ne bi bili vidljivi. No, s
druge strane, upravo zbog svoje konkretnosti, vizualni prikazi mogu biti izvor mnogih zaklju¢aka za
koje se smatra da su ociti, iako to nisu, a mogu biti i pogresni. Zbog toga se Euklidu prigovaralo da
mu dokazi obiluju nepreciznostima te da zato nisu korektni.

Kada se za utvrdivanje istinitosti neke tvrdnje koriste isklju¢ivo odgovarajuce vrste vizualnih prikaza
bez dodatnih objasnjenja, onda se dokaz postavljen na taj nacin naziva vizualni dokaz ili dokaz bez
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rijeci (eng. proofs without words; Nelson, 1993). Medu brojnim dokazima Pitagorina poucka, a danas
ih je poznato preko 300, nalaze se razni dokazi bez rijeci.

Smatra se da su svojstvo Pitagorina poucka za pravokutni trokut sa stranicama duljina 3, 4 i 5
poznavali i stari Egipéani 2000 godina prije Krista, jer su tu ¢injenicu koristili za konstrukciju pravog
kuta. Naime, ako se na uzetu napravi 13 ¢vorova jednako udaljenih, prvi i zadnji spoje te uze zategne
tako da formira trokut stranica duljina 3, 4 1 5, trokut ¢e biti pravokutan. U matematickoj literaturi se
ta vrsta trokuta naziva egipatski trokut. Nadalje, Pitagorin poucak bio je poznat u Kini barem 500
godina prije Pitagore, a poznavali su ga i u staroj Indiji. Prema jednom sa¢uvanom izvoru iz 17.
stoljeca, kineski dokaz se odnosi na poseban egipatski trokut, a prema djelu Bhaskare, indijski dokaz
je zapravo poopcenje kineskog vizualnog dokaza (Gleizer, 2003, str. 200). U literaturi se spominje i
poseban indijski trokut sa stranicama duljine 5, 12 1 13.

Kod kineskog vizualnog dokaza (Slika 31a), u kojem je pravokutni trokut sa stranicama duljina 3, 4
I 5 smjesten u kvadratnu mrezu, jednostavnim se prebrojavanjem moze odrediti plostina kvadrata nad

katetama i nad hipotenuzom te izvesti zakljucak da je 3% +4° =5°. Medutim, za stranice trokuta se
mogu uzeti proizvoljne veli¢ine te analognim postupkom izvesti zakljucak, $to su napravili Indijci

(Slika 31b). Ako se u pravokutnom trokutu AABC za duljine stranica uzme da je: a=|BC|, b =|AC]|

i c=|AB|, sa vizualnog prikaza se izvodi zakljutak da je Cetverokut CHFG kvadrat stranice duljine

b—a te da je Cetverokut ABDE kvadrat nad hipotenuzom polaznog trokuta. Dalje se, metodom
povrsine izvodi jednakost Pitagorina poucka:

2 =Pyae =4 Paae + Poirs =4-a7b+(b—a)2 =a’+b?.

A
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(a) Kineski dokaz® (b) Indijski dokaz (c) Euklidov dokaz

Slika 31. Vizualni dokazi Pitagorina poucka

Euklidov dokaz koji se nalazi u Elementima takoder se temelj na metodi povrsine (Slika 31¢; Lucic,
2009, str. 75). Naime, trokuti AADC i AABP su sukladni po poucku SKS. Plostina trokuta AADC je
dvostruko manja od plostine pravokutnika ADST, a plostina trokuta AABP dvostruko manja od
plostine kvadrata ACHP, jer imaju zajednicku stranicu i visinu na tu stranicu. |z toga slijedi da su
plostine pravokutnika ADST i kvadrata ACHP jednake, jer ako su im polovice jednake, onda su i
cjeline jednake. Analogno se zakljucuje da su plostine pravokutnika SEBT i kvadrata BFGC jednake.

9 Slika kineskog dokaza, poznatog pod nazivom Gougu teorem (za slu¢aj pravokutnog trokuta duljina stranica 3, 4 i 5).
Preuzeto sa: http://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasures-zhoubi-suanjing.
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Konacno, zbroj plostina kvadrata nad katetama pravokutnog trokuta, jednak je plostini kvadrata nad
hipotenuzom.

No, unutar matematicke zajednice jos se uvijek vodi rasprava o tome: je li vizualni prikaz samo
pomocno sredstvo koje sluzi za otkrivanje glavne ideje dokaza, sastavni dio dokaza ili je sam za sebe
dokaz. Naime, formalni dokaz ima svoj pocetak, logicki slijed kona¢nog niza zakljucaka te svoj
zavrsSetak kada se dolazi do potrebnog zakljucka, dok kod vizualnog dokaza citatelj treba sam otkriti
taj slijed, verbalizirati ga i simbolicki zapisati, vodeci raCuna pri tome da svaki korak ima teorijsko
uporiste. Pri tome, neki vizualni dokazi budu nepotpuni pa ¢ak i pogresni, neki zbog suptilnih
nepreciznosti autora, neki zbog slu¢ajnog propusta ili neznanja, a neki mozda i namjerno zadani
pogresno s odredenom svrhom.

Tako, na primjer, prema Dudeneyjevu konstruktivnom rjesenju Haberdasherova problema (Slika 22,
str. 29), na osnovici jednakostrani¢nog trokuta odrede se dvije tocke, koje zatim omoguéavaju
podjelu trokuta na Cetiri dijela pomocu tri reza. Preslagivanjem dobivenih dijelova, bez preokretanja,
oblikuje se trazeni kvadrat (Slika 32a). Prema Dudeneyjevu rjeSenju, pokaze se da te dvije klju¢ne
tocke osnovicu trokuta dijele u omjeru 1.018:2:0.982 (priblizne vrijednosti iracionalnih brojeva).

Medutim, u rjesenju Haberdasherova problema kojeg je Steinhaus predlozio u svojoj knjizi
Mathematical Snapshots kao vizualni dokaz bez puno rijeéi, kljucne toc¢ke postavljene su tako da
osnovicu trokuta dijele u omjeru 1:2:1. Time se konstrukcija kljuénih to¢aka pojednostavljuje, a
preslagivanje je analogno kao u prethodnom sluéaju. | zaista vizualni prikazi izgledaju gotovo
identi¢no, s bitnom razlikom s$to je Dudeneyjevo rjesenje to¢no, a Steinhausovo pogresno. Naime, U
Dudeneyjevu rjesenju pokaze se da je etverokut dobiven preslagivanjem nastalih dijelova kvadrat, a
u Steinhausa nije kvadrat, ve¢ pravokutnik (Grubi¢ i Baranovi¢, 2021, str. 75).

o,

(a) Dudeneyjevo rjesenje (b) Steinhausovo rjesenje

Slika 32. Dva rjeSenja Haberdasherova problema

No, nije uvijek jednostavno napraviti dobar vizualni prikaz za tvrdnju koja je dana rije¢ima, a koji ¢e
biti pouzdan temelj za otkrivanje klju¢ne ideje dokaza, odnosno puta do rjeSenja. U slucajevima
izrade pogresnog prikaza, korektno izvesti niz zakljuéivanja do kraja zahtijeva prili¢éno znanja, ali i
umijeca, kako je Euklid obi¢avao re¢i: Geometrija je umijece ispravnog zakljucivanja na pogresnim
slikama.

Na primjer, neka je zadan ¢etverokut ABCD kojemu je |AD| = |BC|, ZADC pravi kut,a ZDCB tupi

kut i treba dokazati da sjeciSte simetrala S preostalih dviju stranica tog Cetverokuta, zajedno sa
sukladnim stranicama cetverokuta, odreduju sukladne trokute. Opisano je mogucée prikazati kroz
razli¢ite vizualne prikaze. Na primjer, dva su vizualna prikaza dana na Slici 33.
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A } B

(b)

Slika 33. Razli¢iti vizualni prikazi iste situacije

U oba slucaja, kroz nekoliko koraka se izvodi zaklju¢ak o sukladnosti trokuta. Naime, prema svojstvu
simetrale duZine, tocka S jednako je udaljena od krajnjih tocaka te duzine pa se zakljucuje da je

|SD| =|SC]| i |SA| =|SB|, a kako je tre¢i par stranica trokuta podudaran prema zadanom uvjetu, trokuti
AASC i ABSC sukladni su po poucku SSS (Slika 33a). Medutim, drugi slu¢aj (Slika 33b) nije mogu¢
jer bi se iz dobivene sukladnosti i svojstva jednakokra¢nog trokuta ADCS moglo zakljuciti da je tupi

kut pri vrhu C jednak pravom kutu pri vrhu D: XADC = XADS — XCDS = XSCB — XSCD = x¥DCB
Sto je nemoguce.

Ukratko, lijepe slike su privla¢ne, mogu biti korisno pedagosko sredstvo, poticati razvoj dobrih i
kreativnih ideja, ali i zabluda. No, na ¢itatelju je da svu tu ljepotu i korisnost otkrije i interpretira. U
suprotnom, slika za c¢itatelja ostaje bezvrijedna, jednako kao i simbolic¢ki zapis formalnog dokaza
kojeg ne zna dosljedno slijediti i pravilno tumaciti. Nepobitno je da se vizualni prikazi lakSe pamte,
stimuliraju matematic¢ke misli 1 znatiZelju te doprinose boljem razumijevanju koncepata, a u
geometriji su 1 gotovo nezaobilazni. Stoga bi se odgovor na otvorene dileme mogao potraziti u
uzajamnosti te istodobnom razvijanju vizualno-prostornih sposobnosti i umijeca interpretiranja
geometrijskih figura, vjestina simbolickog zapisivanja te izvodenja deduktivnog slijeda logickih
koraka utemeljenog na aksiomima, definicijama i dokazanim tvrdnjama.

Nakon svega moze se zakljuciti da je euklidska geometrija zaista nepobitno vazna grana matematike.
Prije svega, zasluzna je za izgradnju aksiomatskog sustava, a time i1 za razvoj cjelokupne matematike.
Aksiomatski pristup u matematici postao je prirodan nacin stvaranja mreZe poveznica izmedu
razli¢itih €injenica, a formalna struktura prilicno olakSava pronalaZenje generalizacija i primjena,
puno vise nego primjena intuitivnog pristupa. No svakako, ne treba zaboraviti ni da su znacajna
otkri¢a i uvide u matematicke istine tijekom povijesti matematicari obi¢no postizali konstruktivnom
intuicijom (Courant et al, 1996, str. 216).

S druge strane, geometrija je od vitalne je vaznosti za svakog od nas jer se svakodnevno sluzimo
geometrijskim znanjima i vjeStinama pri snalaZzenju u prostoru, obavljanju raznih poslova,
profesionalnom radu itd. U vrijeme brzog tehnoloskog napretka i razvoja raCunala, potreba za
geometrijskim znanjima stalno je u porastu i s teorijskog aspekta i s aspekta primjene. Zato je
geometrija vazna jezgra matematickih kurikuluma diljem svijeta.

Ukratko, geometrija je moc¢no sredstvo intelektualnog razvoja ¢ovjeka i njegovih umnih sposobnosti,
pomaze oblikovanju valjane predodzbe o realnom prostoru u kojem Zivimo te doprinosi kvalitetnom
i funkcionalnom savladavanju mnogih zanimanja. Ali, geometrija spada pod zahtjevniji dio nastavnih
sadrzaja matematike, Sto se dalo naslutiti jo§ iz Euklidove reCenice Nema kraljevskih putova u
geometriji., kojom odgovara na upit Postoji li neki laksi put za ucenje geometrije?.
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Euklidska geometrija je zapravo ,,mac s dvije oStrice”: neophodna je za stjecanje znanja i razvoja
vjestina potrebnih za snalazenje i funkcioniranje u profesionalnom Zzivotu i radu, a zbog svog
deduktivnog karaktera i apstraktnosti, geometrijskim ,,morem” tesko brode i ucenici i nastavnici.

Sve navedeno daje opravdane razloge za nova istrazivanja geometrijskog obrazovanja u svrhu
ostvarivanja boljih ishoda ucenja, o ¢emu se raspravlja u nastavku ovog rada.
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2. Ucdenje i poucavanje Euklidske geometrije

Nema kraljevskih puteva u geometriji.

Iz teorijske perspektive, nastava geometrije bi se trebala baviti pojmovima, njihovim svojstvima i
medusobnim vezama, na na¢in da osigura okruzenje unutar kojeg ¢e sudionici mo¢i uciti geometrijske
koncepte s razumijevanjem i razvijati geometrijsko misljenje, ali i druge sposobnosti u kontekstu
geometrije, poput vizualizacije, a zatim ta znanja mo¢i i primijeniti.

1z perspektive prakse, geometrija je vrlo kompleksna i za ucenje i za poucavanje zbog ¢ega je moguce
mnogi ucenici ne vole uciti, a ima i1 nastavnika Koji je ne vole poucavati pa se ponekad ,,Sutke”
zanemaruje u Skolskom kurikulumu i marginalizira kroz nastavu matematike.

Uvazavajuci teorijske aspekte aksiomatskog ustroja i aspekte kompleksnosti u¢enja geometrije, u
nastavku se daje pregled vaznijih spoznaja, a prema rezultatima istraZivanja U obrazovanju, o
teSko¢ama s kojima se suoCavaju ucenici pri ucenju, njihovim moguc¢im uzrocima te nacinima
nadilaZenja. U skladu s tim spoznajama planirano je i provedeno eksperimentalno istraZivanje koje
se opisuje u ovom radu kao i tumacenje rezultata dobivenih istrazivanjem. lako su eksperimentalnim
istrazivanjem obuhvaceni budu¢i nastavnici koji se pripremaju za rad u primarnom obrazovanju,
rezultati obrazovnih istrazivanja razmatrani su za razlicite uzraste u svrhu stjecanja uvida u cjeloviti
proces ucenja i pouc¢avanja geometrije, 0d primarnog obrazovanja do tercijarne razine.

2.1. Usvajanje geometrijskih pojmova

Usvajanje geometrijskih pojmova prili¢no je kompleksno zbog dualnosti prirode figure, procesa
definiranja, kumulativne prirode ucenja itd. Tako, zbog nemoguénosti uspostavljanja balansa izmedu
apstraktnih i konkretnih svojstva nastaju problemi s razumijevanjem samog koncepta. Zatim, proces
definiranja pojma ima svoje zakonitosti, a proces usvajanja potpune predodzbe o pojmu i formalne
definicije s razumijevanjem jest kumulativan proces koji u pravilu traje cijelo obrazovno razdoblje.
A bez razumijevanja koncepta te potpune predodzbe o njemu nema ni efikasne primjene, ni u
rjeSavanju problema, ni u dokazivanju. Ukratko, klju¢ mnogih teSko¢a i nerazumijevanja jest
nerazumijevanje dualne svojstvenosti geometrijskih figura.

2.1.1. Teskoce zbog dualne prirode figure

Kako je ve¢ opisano u prvom dijelu (str. 22), geometrijski pojmovi (eng. geometric concept), imaju i
apstraktna i konkretna svojstva. S jedne strane, geometrijski pojmovi apstraktni su misaoni entiteti
koji se opisuju definicijama, isticanjem bitnih, nuznih i dovoljnih, karakteristika svojstvenih tom
pojmu (svojstva apstraktnog prostora). S druge stane, geometrijski pojmovi mogu se predstaviti
vizualnim prikazima, razli¢itim modelima, realnim ili artefaktima, koji se jednim imenom nazivaju
oblici (eng. shapes) i koji su konkretni. Konkretni oblici stimuliraju predodzbu o apstraktnom
objektu, zbog ¢ega geometrijski pojmovi podlijezu i karakteristikama koje su svojstvene oblicima:
oblik, veli¢ina, polozaj itd. (svojstva realnog prostora).

Za objekte koji posjeduju ovu vrstu dualnosti, Fischbein (1993) uvodi naziv koncept figure (eng.
figural concept) isticuci time da se pri radu s geometrijskim pojmovima treba voditi raCuna o
karakteristikama koje su svojstvene i apstraktnoj i konkretnoj figuri, ali i njihovoj uzajamnosti
(Fischbein i Nachlieli, 1998).

Naime, konkretna figura, odnosno vizualni prikazi i modeli, omogucavaju operiranje u perceptivnom
smislu: mijenjanje oblika, polozaja, veli¢ine, mjerenje, rezanje, stavljanje ispred/iza itd., dok
apstraktna figura osigurava logi¢ko operiranje i zakljuivanje te strogu kontrolu i postojanost
operacija s konkretnim figurama. Najvisi oblik misljenja postize se kada su oba aspekta
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geometrijskog pojma u medusobnoj interakciji i harmoniji. Medutim, savrSena harmonija ne postoji,
a Cesto je naruSena konkretnim svojstvima figure koja su podlozna zakonima stvaranja vizualnog
prikaza (onome ,.kako izgleda”).

Istrazivanja potvrduju da se balans uspostavlja razvijanjem matematickih sposobnosti i to bez obzira
na dob, u suprotnom vjestine s godinama opadaju (Fischbein 1 Nachlieli, 1998, str. 1210). Iz opisanih
razloga, trebalo bi osigurati takvu nastavu na kojoj ¢e ucenici, kroz sustavnu i kontroliranu obradu
figura, stvarati balans izmedu apstraktne zahtjevnosti geometrijskog pojma te konkretnosti oblika
kojima su predstavljeni.

2.1.2. Teskoce u radu s konkretnim figurama

Vizualni prikazi i modeli, kojima se predstavljaju geometrijski pojmovi, upravo zbog svoje
konkretnosti, mogu prili¢no olakSati usvajanje apstraktnih koncepata i ideja. No, s druge strane, slabe
vjestine vizualizacije mogu biti uzrok mnogih teSkoéa i pogresnih shvacanja.

Proucavaju¢i rad srednjoSkolskih u¢enika pri uenju geometrije, Y erushalmy i1 Chazan (1990) opisuju
tri vrste teskoca u radu s vizualnim prikazima geometrijskih pojmova: (1) posebnosti prikaza; (2)
standardni prikazi kao modeli (eng. prototypes, prototipovi); (3) nemoguénost ,,videnja” prikaza na
razlicite nacine (Yerushalmy i Chazan, 1990).

Posebnost prikaza: Geometrijske figure kao vizualni prikazi sluze kao modeli koji predstavljaju
cijelu klasu objekata i sadrze bitne karakteristike tih objekata. Medutim, vizualni prikaz ima i svoje
perceptivne karakteristike koje nisu reprezentativne za klasu objekata koju predstavljaju. Onaj tko
nema vjestinu rada s vizualnim prikazima moze lako pasti pod utjecaj pojedinacnih perceptivnih
karakteristika ili nebitnih detalja (koji mogu biti i pogresni) te posljedi¢no izvesti pogresne zakljucke
ili uopée ne moci izvesti zaklju€ak. Na primjer, ako netko na vizualnom prikazu vidi da su linije
paralelne, on moze zakljuciti da te linije zaista jesu paralelne te nastavak zakljucivanja temeljiti na
toj pretpostavci (Yerushalmy i Chazan, 1990, str. 199).

Standardni prikazi kao modeli: Ako se neki geometrijski pojam uvodi koriStenjem nekog
standardnog vizualnog prikaza kao modela, taj prikaz postaje prototipski prikaz za taj koncept sto
stvara drugu vrstu teSkoCe. Naime, prototipski prikaz moze izazvati nefleksibilno misljenje te
onemoguciti prepoznavanje tog istog koncepta kada je predstavljen prikazom koji odskace od
standarda. Na primjer, prototip za pravokutni trokut najéesce je prikaz trokuta s katetama u
horizontalnom 1 vertikalnom polozaju. Ukoliko se taj prototip ucestalo koristi, kada se pravokutni

trokut prikaze s hipotenuzom u horizontalnom polozaju, ucenici ga prili¢no tesko identificiraju
(Fischbein i Nachlieli, 1998, str. 1200).

Kroz rezultate istraZzivanja obrazovanja prepoznati su 1 opisani razni prototipovi geometrijskih
koncepata: uvodenje pojma jednakokracnog trokuta crtanjem Siljastokutnog trokuta s osnovicom u
horizontalnom poloZaju, uvodenje visine trokuta njezinim crtanjem na stranicu Siljastokutnog trokuta
u horizontalnom poloZaju, uvodenje pojma pravokutnika 1 paralelograma koji su duzi i uzi s parom
paralelnih stranica u horizontalnom polozaju, uvodenje pojma trapeza s paralelnim stranicama u
horizontalnom polozaju, obrada pojmova Cetverokuta samo na konveksnim oblicima itd.

Nemoguénost ,,videnja” prikaza na razlicite nac¢ine: Ono $to vidimo na vizualnom prikazu nije
odredeno samo koli¢inom prethodnog znanja koje usmjerava nase oci, ve¢ i kontekstom unutar kojeg
Se vrsi opazanje, jer u razlic¢itim kontekstima isti vizualni prikaz moze imati razli¢ito znacenje cak i
za stru¢njake” (Arcavi, 2003, str. 232).

34



Cesto isticani primjer za ovu vrstu te§koce je ,,gréka vaza” (Slika 34a). Naime, kada se fokus stavi na
bijelu figuru koja se nalazi na crnoj podlozi, onda se uocava vaza, ali ako se fokus stavi na ono §to je
prikazanom crnom bojom s bijelom bojom u podlozi, onda se vide dva lica okrenuta jedan prema
drugome. U prikazu geometrijski pojmova ta pojavnost je gotovo stalna i nezaobilazna. Na primjer,

u pravokutnom trokutu AABC (Slika 34b), ako je trokut AABC u fokusu, onda se duzina CD jasno

vidi kao njegova visina na hipotenuzu, ali ako se duzina CD stavi u fokus, onda se ona moze vidjeti
kao zajednicka stranica pravokutnih trokuta AADC i ABCD.

(a) (b)

Slika 34. Gledanje prikaza na razli¢ite nacine

Vjestina haizmjeni¢ne promjene pozornosti s razli¢itih dijelova vizualnog prikaza na cjelinu i obratno
mnogim ucenicima moze predstavljati prilicnu teSkocu, Sto posljedi¢no znaéi i nemogucénost
efikasnog rada s geometrijskim figurama. Jer, u prethodnom primjeru (Slika 34b), tek kada se uoce
sva tri trokuta, mogu se razmatrati karakteristike svakog od njih, a potom ih i medusobno
usporedivati. Tek nakon toga moze se izvesti zakljucak o njihovoj slicnost, a na temelju slicnosti
izvesti proporcije koje ¢e dovesti do Euklidova poucka. Onaj tko vidi samo pravokutni trokut i
njegovu visinu, zapeo je ve¢ na pragu otkrivanja.

Jos§ prije viSe od 100 godina ovu vjestinu mijenjanja pozornosti s cjeline na dijelove radi uoc¢avanja
geometrijskih svojstava Godfey (1903) naziva geometrijskim okom (eng. geometrical eye), pod ¢im
podrazumijeva sposobnost uo€avanja, identificiranja te usporedivanja smislenih dijelova unutar
slozene cjeline. Takoder, on je smatrao da se geometrijsko oko moze i treba trenirati kako bi se razvila
geometrijska snaga pojedinca, koju ¢e potom moci primijeniti pri rjeSavanju problema ili pri
dokazivanju. Za razvoj geometrijskog oka Godfey predlaze i razliCite vrste zadataka eksperimentalne
prirode, ali nuzno povezanih s deduktivnim karakteristikama geometrije. Naime, on je zastupao
vaznost zadataka u kojima treba najprije ste¢i odredena prakti¢na iskustva: eksperimentiranjem,
mjerenjem, crtanjem itd., a zatim postavljati tvrdnje na temelju uocenog i konacno dokazati
postavljene tvrdnje, povezivanjem s ve¢ poznatim definicijama, aksiomima i teoremima (Fujita i
Jones, 2002).

U tu grupu zadataka spadaju i zadaci slaganja novih figura od figura koje su zadane. Na primjer,
zadatak (Fujita, Jones and Yammamoto, 2004): Ako su dana dva sukladna raznostranicna pravokutna
trokuta, ispitati koje se sve nove figure mogu oblikovati njihovim spajanjem duz podudarnih stranica

CON-A TR

— T~ 1

Slika 35. Oblikovanje novih figura
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U zadacima ovog tipa, kroz aktivnosti slaganja, potrebno je unaprijed zamisljati figure koje treba
oblikovati, a za to je potrebno raditi odredene transformacije u umu (pomicanje, okretanje i
preokretanje) Sto utjece na razvoj prostornog zamisljanja. Osim toga, vazno je slaganje vrsiti strateski
kako bi se ispitale sve mogucnosti slaganja: npr. kreirati najprije sve mogucée trokute, zatim
Cetverokute itd., ili slaganje vrsiti po stranicama, najprije sve figure duz jedne stranice, zatim duz
druge stranice itd. Ako se u zadatak ukljuci i zahtjev imenovanja nastalih figura, onda je potrebno
uociti svojstva nastalih oblika i povezati ih s odgovaraju¢om definicijom ¢ime se uspostavlja ¢vrsta
veza izmedu prakti¢nog i deduktivnog aspekta.

Neizmjerne moguénosti ovih vrsta zadataka mogu se osmisljavati koriStenjem spomenute slagalice
tangram, jer se od njezinih sedam dijelova (5 trokuta i 2 ¢etverokuta) moze oblikovati na tisu¢e novih
figura, a za geometriju su posebno korisne konveksne figure, kojih je samo trinaest (str. 23). Neke od
njih se mogu oblikovati na viSe razli¢itih nacina, a istrazivanjem njihovih svojstava medusobnim
usporedivanjem tangram figura mogu se postavljati razne tvrdnje i1 dokazivati ih (Baranovi¢ i
Lehman, 2017 1 2018; Kavajin i Baranovi¢, 2019a 1 2019b).

2.1.3. Teskoce usvajanja formalnih definicija

Mnoga obrazovna istrazivanja potvrduju da ucenici svih uzrasta imaju problema upravo s
razumijevanjem definicija geometrijskih pojmova, a posljedi¢no 1 njihovom efikasnom primjenom.

Naime, ucenje o geometrijskim pojmovima ne moze se svesti samo na ucenje formalnih definicija,
koje su pri tome dane u ,,gotovoj” formi, jer takav na¢in uéenja ne podrazumijeva i razumijevanje, a
tako naudene definicije se brzo zaborave i ne znaju efikasno primijeniti. Stovise, stvaranje definicija
bilo je polaziste aksiomatske izgradnje euklidske geometrije pa je prirodno da taj proces bude i u
naporima ucéenja i stjecanja geometrijskih znanja, na svim razinama obrazovanja (npr. Vinner, 1991,
de Villiers, 1994; Usiskin i Griffin, 2008; Alonso, 2009; Ndlovu, 2014).

Tako, de Villiers (2009) naglasava da u¢enicima treba dopustiti da najprije kreiraju vlastite definicije
pa makar 1 pogreSne, sluzeci se svojim jezikom, primjereno razini misljenja koju su dosegli. Nakon
toga, proces definiranja u kojem su sudjelovali treba dogovorno zavrsiti jedinstvenom definicijom,
koju ¢e u daljnjem radu koristiti svi, a ostala svojstva pojma opisati teoremima i dokazati (De Villiers,
2009). Osim odabira jedinstvene definicije nekog pojma, vazno je dosljedno koristiti istu vrstu
definicije, npr. ili ekskluzivne ili inkluzivne, nikako malo jednu, malo drugu. Jer, ako se kvadrat
uvede kao poseban slucaj pravokutnika, onda se ne moze trapez definirati ekskluzivno, $to je Cest
slu¢aj u matematickoj praksi (Josefsson, 2016). Naime, ni za jednu definiciju koja nije u kontradikciji
sa nekom drugom definicijom ili teoremom, ne moze se reci da je losa, ali neke su ipak bolje od
drugih. Na primjer, inkluzivne definicije su krace i ekonomicnije od ekskluzivnih (De Villiers, 1994,
Kozakli Ulger & Tapan Broutin, 2017).

Ucenike bi posebno trebalo nauciti razlikovati definiciju od tvrdnje, a to je moguce jedino iskustveno
i viezbom (Kurnik, 2009). Na primjer, ako se razmatraju paralelogrami i opisuju njihova svojstva i
ako se pri tome Koriste vizualni prikazi dan u kvadratnoj tockastoj mrezi (Slika 36), moguce je lako
uociti sljedece:

- Nasuprotne stranice su paralelne.

- Nasuprotne stranice su sukladne.

- Nasuprotni kutovi su sukladni.

- Kutovi uz istu stranicu su suplementarni.

- Dijagonale se raspolavljaju. Itd.
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Slika 36. Prepoznavanje svojstava paralelograma

Nakon toga slijedi formuliranje definicije i iskaza tvrdnji. Odabirom primjerene formulacije moze se
dodatno poboljsati razumijevanje razlike izmedu definicije i tvrdnje: u iskazu definicije moze se
koristiti izraz ,.kazemo da je” ili ,,naziva se”, a tvrdnju najprije iskazivati u standardnom obliku
»ako..., onda...”, a potom i u duhu jezika. Na primjer, definicija paralelograma, koja je
najprimjerenija u skladu s nosiocem pojma, moze glasiti: Cetverokut kojemu su nasuprotne stranice
paralelne naziva se paralelogram, a tvrdnja u standardnom obliku glasi: Ako je cetverokut
paralelogram, onda se njegove dijagonale raspolavljaju (Kurnik, 2009) te u duhu jezika: Dijagonale
paralelograma se medusobno raspolavljaju.

2.1.4. Teskoce zbog dualnosti i akumulativnosti procesa usvajanja

Proucavajuc¢i kognitivni proces izgradnje koncepta funkcije te korisnost izgradenog, Vinner (1983)
je dosao do zakljucka da se matematicki koncepti usvajaju uzajamnim djelovanjem dvaju paralelnih
procesa, tijekom cijelog obrazovnog razdoblja, $to opisuje jednostavnim modelom koji se moze
primijeniti i na geometrijske koncepte (Vinner, 1983; Slika 37).

Definicija |——| Slika
koncepta p koncepta

Slika 37. Model procesa usvajanja koncepta

Prema Vinner, pri u¢enju i poucavanju matemati¢kog koncepta trebalo bi razlikovati sliku koncepta
(egl. concept image) te definiciju koncepta (eng. concept definition). Pod slikom koncepta
podrazumijeva se sve §to je neka osoba saznala ucenjem o tom konceptu: svi vizualni prikazi,
simbolicki zapisi, razna svojstva koncepta, sva iskustva u radu s tim konceptom itd. Ukratko, to je
neka vrsta predodzbe koju je osoba izgradila o tom konceptu direktnim opaZanjem, ucenjem te
iskustvenim radom. Pod definicijom koncepta podrazumijeva se formalna definiciju, tj. korektna
definicija, kojom se kroz nuzne i dovoljne uvjete jednoznacno opisuje promatrani koncept (Vinner,
1983, str. 293). U pravilu, da bi se neki koncept usvojio s razumijevanjem te mogao efikasno
primijeniti, osoba bi trebala imati izgradene obje forme koncepta, koje su potpune i medusobno
povezane (Slika 37).

Nadalje, Vinner zakljucuje: slika koncepta u pravilu se gradi kontinuirano kroz cijeli period
matematickog obrazovanja i to prirodnim putem tijekom ucenja o konceptu i radu s njim, trajnije se
pamti, a pri rjeSavanju problema ili dokazivanju, brze se doziva u sjecanje od definicije koncepta. Za
definiciju koncepta prirodno bi bilo da se gradi na temeljima i u suodnosu sa slikom koncepta jer u
suprotnom, ako se nametne kao gotovo rjesenje ili uvede prije izgradnje bilo kakve slike koncepta,
ona nije ué¢inkovita u primjeni i brzo se zaboravlja, a slika koncepta se gradi pod kontrolom formalne
definicije, $to nije prirodan proces.

Takoder, ako je definicija koncepta previse slozena za primjenu ili se koristi premalo konkretnih
primjera koji predstavljaju na Sto se sve definicija odnosi, ona postaje beskorisna, a slika koncepta
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nepotpuna i kao takva neefikasna za primjenu. Osim toga, postoje koncepti za koje se definicija
koncepta uvodi s odgodom (npr. formalna definicija obodnog kuta), a za neke se uopce ne uvede
tijekom primarnog i sekundarnog obrazovanja (npr. formalna definicija funkcije) pa u tim sluc¢ajevima
razumijevanje koncepta ovisi isklju¢ivo o nacinu izgradnje slike koncepta.

No, bez obzira hoce li se na odredenoj razini poucavanja definicija koncepta uopée uvesti ili ne,
nastavnik je taj koji bi trebao znati formalnu definiciju koncepta, kada i kako se uvodi, kako stvarati
Sto potpuniju sliku koncepta, otkriti kakve su slike koncepata u¢enika te u skladu sa svim saznanjima,
osigurati okruzenje unutar kojeg ¢e u€enici postupno i primjereno graditi bogatu sliku koncepta, koju
¢e moc¢i povezati s definicijom koncepta, u trenutku kad se uvede. Ako je nastavnik svjestan ove
dualne prirode usvajanja koncepta kao preduvjeta za njegovo razumijevanje, onda zasigurno moze
poboljsati poucavanje tako da na svojoj ,,dionici” vertikale obrazovanja svjesno doprinosi izgradnji
bogate slike koncepata te istodobno sprije¢i izgradnju nepotpune ili pogresne slike istog (Vinner,
1983, str. 297).

Pogresna izgradnja slike koncepta dogada se npr. u situacijama kada se geometrijski koncept vizualno
predstavlja samo jednim vizualnim prikazom, a potrebno je vise razliCitih kako bi se koncept
obuhvatio u potpunosti. Na primjer, da bi se stvorila korektna misao o bitnim karakteristikama pojma
ortocentar trokuta (Tocka O, Slika 38) potrebno je koristiti vise razli¢itih vizualnih prikaza jer se
polozaj ortocentra mijenja ovisno o vrsti trokuta (Jozi¢, 2011, str. 4). Ukoliko se ortocentar prikaze
samo na §iljastokutnom trokutu (Slika 38a), stvara se kriva predodZba da je ortocentar uvijek unutar
trokuta 1 da nastaje u sjeciStu visina tog trokuta. Medutim, kod pravokutnog trokuta, ortocentar jest
sjeciSte visina, ali tocka nije unutar trokuta, ve¢ u vrhu pravog kuta (Slika 38b). Takoder, kod
tupokutnog trokuta, ortocentar nije ni sjeciste visina, niti se nalazi unutar trokuta, ve¢ je izvan trokuta
u sjecistu pravaca visina (Slika 38c).

(@) Siljastokutni trokut (b) Pravokutni trokut (c) Tupokutni trokut
Slika 38. Usvajanje koncepta ortocentar trokuta

Ukratko, ako se pri uvodenju pojma ortocentar koristi samo $iljastokutni trokut, stvara se pogre$na
slika koncepta da se visine uvijek sijeku u jednoj tocki i to unutar trokuta, pa ¢e vjerojatno i definicija
koncepta biti nekorektna: Ortocentar trokuta je tocka u kojoj se sijeku visine tog trokuta. No, ukoliko
se na primjeren nacin koriste razli¢iti vizualni prikazi, onda ¢e slika koncepta biti potpuna, a definicija
koncepta se moze izvesti korektno: Ortocentar trokuta je tocka u kojoj se sijeku pravci visina tog
trokuta.

Izgradnja nepotpune slike koncepta moze se pojaviti npr. pri uvodenju koncepta jednakokra¢nog
trokuta koriStenjem samo trokuta s osnovicom u horizontalnom polozaju, koji je najcesSce
Siljastokutni. To nije pogresno, jer objaSnjava formalnu definiciju: Jednakokracni trokut je trokut
kojemu su dvije stranice jednakih duljina, ali slika koncepta ostaje suZzena, a vizualni prikaz postaje
standard za prikazivanje jednakokracnog trokuta (prototip) te onemogucava prepoznavanje
jednakokra¢nog trokuta u drugim polozajima ili pri koriStenju druge vrste trokuta (str. 15).
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2.2. Mjerenje u geometriji

Koncept mjerenja (eng. measurement) od vitalne je vaznosti ne samo za matematiku vec i za znanost,
tehnoloSku praksu, ali i za zivot opcéenito, zbog ¢ega bi svaki ucenik trebao nauciti ne samo ,,kako
mjeriti” ve¢ 1 ,,8to znaci mjeriti”. Medutim, kroz rezultate istrazivanja u obrazovanju dokumentirane
su brojne teSkoce na koje ucenici nailaze pri mjerenju u geometriji (npr. Tan Sisman i Aksu, 2015).

Naime, u nastavi geometrije obraduje se koncept duljine (eng. length), plostine (eng. area ) i
volumena (eng. volumen), odnosno mjerenje duljina linearnih objekata, mjerenje ploStina ravninskih
likova te mjerenje volumena prostornih tijela. Pri usvajanju ovih koncepata takoder bi trebalo raditi
balans izmedu apstraktnih i konkretnih svojstva. Medutim, nastavna praksa pokazuje da se duljina,
plostina i volumen zadanih geometrijskih figura najcesée odreduje koriStenjem odgovarajucih
formula, viSe numericki nego algebarski, dok rad na razumijevanju samog koncepta pada u drugi
plan.

Naime, koncepti duljina, plostina i volumen spadaju u koncept funkcije (apstraktno svojstvo) po kojoj
se svakom objektu iz odgovarajuéeg skupa objekata pridruzuje jedinstveni nenegativni realni broj, pa
se moze govoriti o duljini duzine ili duljini granice nekog lika, plostini povrsine ili plostini granice
nekog tijela te o volumenu tijela ili zapremini tijela. Te funkcije imaju i svoja svojstva, a nenegativni
realni brojevi u tom kontekstu zapravo su vrijednosti promatranih funkcija. No, usvajanje koncepta
funkcije u primarnom i sekundarnom obrazovanju uglavnom se temelji na slici koncepta, koja je

najcesce nepotpuna, pa uvodenje ovih koncepata preko koncepta funkcije lako moze uvesti dodatnu
zbrku.

S druge strane, geometrijski se pojmovi predstavljaju konkretnim geometrijskim figurama, pa se
usvajanje koncepta mjerenja svodi na odredivanje odgovarajuce veli¢ine (mjere) tih figura
(konkretno svojstvo). Mjerenje se vr$i mjernim instrumentom, a izmjerena veliina iskazuje
nenegativnim realnim brojem i mjernom jedinicom, pri ¢emu mjerna jedinica moze biti standardna,
ali 1 proizvoljno odabrana. Nakon §to se mjerenje svede na numericku vrijednost, do izrazaja dolazi
proceduralno izraCunavanje, pa rad s apstraktnim konceptom brzo pada u drugi plan.

2.2.1. Teskoce pri mjerenju 1D i 2D figura

Mnoge teskoce pri mjerenju proizlaze iz nerazumijevanja samog apstraktnog koncepta, slabe vjestine
mjerenja ili nerazumijevanja formule za izraCunavanje mjere te nemogucnosti uspostavljanja odnosa
izmedu formule i objekta, $to je najceSée posljedica odredenog nacina poucavanja (Tan Sisman i
Aksu, 2015; Milinkovic i Seva, 2021).

Ucenje koncepta mjerenja zapoc€inje s mjerenjem duljine nekog objekta, tj. linearnim mjerenjem (eng.
linear measurement), a ta vjestina predstavlja temelj za razumijevanje mjerenja plostine i volumena
geometrijskih objekata. Standardna (dogovorena) mjerna jedinica za duljinu je metar (oznaka m), a
mjerni instrument ravnalo (ili neka druga inacica) s mjernom skalom. Najprije se duljina mjeri
linearnim objektima: duzini, visini, tezi$nici, dijagonali, bridu tijela itd., a zatim izlomljenim i
zakrivljenim linijama koje su obi¢no granice nekih geometrijskih likova.

Rezultati istrazivanja pokazuju da ucenici primarnog obrazovanja imaju priliCan broj teSkoca u
savladavanju koncepta linearnog mjerenja: nepravilno prislanjanje ravnala duz objekta koji se mjeri,
odredivanje tocke od koje zapoc€inje mjerenje (eng. zero-point, ishodiste), o€itavanje veli¢ine na
temelju mjerne strukture ravnala i dr. Poseban problem nastaje kad trebaju odrediti duljinu granice
nekog ravninskog lika, a dodatne teskoce se javljaju pri usporedivanju granica dvaju likova.

Razumijevanje koncepta linearnog mjerenja preduvjet je za usvajanje koncepta mjerenja plostine
ravninskih likova, jer je plostina izvedena mjerna veli¢ina, a metar kvadratni (oznaka m?) standardna
mjerna jedinica. Najce$ce se istiCu sljedece teSkoce: nerazumijevanje kako jedinica za mjerenje
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duljine odreduje jedinicu za mjerenje plostine, nemogucnost prepoznavanja plostine koja ostaje
ofuvana (eng. conservation) pri rekonstruiranju figure, strukturiranje povrsine koju zauzima 2D
figura, a najveci problem je brkanje (eng. confusing) koncepta plostine s opsegom ravninskog lika
kao i njihovih formula.

Tako su, na primjer, Tan Sisman i Aksu utvrdili da tek oko 35% ucenika Sestog razreda uspjesno
usporeduje opsege i plostine figura zadanih u kvadratnoj to¢kastoj mrezi (Slika 39), dok ostali imaju
brojnih teskoca u radu: jedni su za opseg prebrojavali jediniéne kvadrate, a za plostinu linije kojima
je lik omeden, drugi su prebrojavali tocke, a bilo je 1 onih koji su korektno odredili opsege, a zatim
zakljucili da i plostine trebaju biti jednake jer su opsezi jednaki (Tan Sisman i Aksu, 2015, str. 11).

Zadatak: Betty je nacrtala dva oblika u kvadratnu tockastu mrezu kako je prikazano na slici.
(a) Ona misli da oba oblika imaju jednak opseg. Da li i ti tako misli§? Objasni svoj odgovor

Slika 39. Usporedivanje opsega i plostina zadanih figura

Neka eksperimentalna istrazivanja pokazuju da se teSkoce pri mjerenju plostine mogu nadi¢i kroz
razne vrste poploc¢avanja zadanih povrSina. Tako su Clement i sur. (1997), provodeci eksperimentalno
istrazivanje s ucenicima treceg razreda osnovne Skole sa zadacima poplo€avanja, na papiru i na
racunalu, pokazali da ucenici kroz ciljane aktivnosti nakon nekog vremena obogate vokabular, razviju
vizualne i analiticke strategije, stvore osjecaj za sukladnost i o¢uvanje plostine, poboljSaju sposobnost
prostornog zamisljanja i dr.

Naime, tijekom istrazivanja ucenici su trebali najprije od sukladnih kvadrata izgraditi plocice
tetromina (lik sastavljen od Cetiri sukladna kvadrata), a zatim njima poploc¢ati povrSinu pravokutnog
oblika duljine 12 i Sirine 10, nakon toga oblikovati pravokutnik drugog oblika, ali iste plostine te
ponoviti poplo¢avanje novog oblika (Slika 40). U svim aktivnostima traZilo se objasnjavanje
postupaka, usporedivanje rjeSenja i strategija te izvodenje zakljucaka.

Kroz opisane aktivnosti ucenici su nakon nekog vremena presli s neformalnog jezika (,,stavi preko”,
,,slozi ovdje”, ,,stavi naopako”, ...) na precizniji opis (,,pomakni”, ,,okreni”, ,,preokreni’’), postupno
su razvijali razliCite strategije poploCavanja koje su rezultirale izgradnjom i novih jedinica
poplocavanja te razli¢itim nac¢inima mnozenja, ¢ime su na prirodan nacin razvili koncept mjerenja
plostine uz odredivanje prikladne mjerne jedinice (Slika 40). Povezivanjem koncepta povrSine s
konceptom broja povezali su prostorne 1 numericke domene te vizualne i analiticke metode, ¢ija
isprepletenost je dovela do napredovanja i vizualnog i analitickog zakljuc¢ivanja.

[
Tetromino Nove mjerne jedinice Poplocavanje

Slika 40. Poplocavanje povrsine likovima tetromina
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2.2.2. TeSkoc€e pri mjerenju 3D figura

Razumijevanje koncepta mjerenja duljine i ploStine preduvjet je za usvajanje koncepta mjerenja
volumena i oplosja trodimenzionalnih geometrijskih objekata, jer je volumen izvedena mjerna
veli¢ina, a metar kubni (oznaka m®) standardna mjerna jedinica. Uéenici koji imaju teskoda u
prethodnim mjerenjima, prelaskom na mjerenje volumena i oplosja 3D figura, teskoce se dodatno
nagomilavaju. NajceSce se istie: problem zamisljanja 3D figura na temelju njihove mreZe i obratno,
uocavanje samo vidljivih ploha koje omeduju 3D figuru, slabe vjestine strukturiranja unutar 3D
figure, nemoguénost prepoznavanja oCuvanja volumena pri rekonstruiranu 3D figure te posebno
brkanje koncepta volumena s konceptom oplosja, kao i njihovih formula.

Tako su, na primjer, Tan Sisman i Aksu utvrdili da tek oko 28% ucenika Sestog razreda uspjesno
odreduje volumen prizme zadane mrezom, odnosno volumen prizme koja se popunjava jedinicnim
kockama (Slika 41), dok su ostali imali brojnih teskoca u radu: sluzili su se raznim vrstama formula
koje su uglavnom bile orijentirane na plostinu, a ne volumen (Tan Sisman i Aksu, 2015, str. 16).

Na slici je prikazano kako se pravokutna prizna
popunjava jedni¢nim kockama. Odredite volumen
prizme. Obrazloziti svoj postupak.

Odredi volumen pravokutne prizme zadane
mrezom sa slike. ObrazloZi svoj postupak.

Slika 41. Odredivanje volumena pravokutne prizme

Istrazujuci kako ucenici od 5. do 9. razreda rjeSavaju zadatke s 3D objektima, Pittalis 1 Christou
(2010) zakljucili su da je za uspjesan rad s 3D figurama potrebno razvijati Cetiri vrste aktivnosti, a
posljedi¢no 1 Cetiri vrste geometrijskog misljenja: (1) predstavljanje, prepoznavanje 1 manipulacija;
(2) prostorno strukturiranje; (3) prepoznavanje svojstava i usporedivanje s drugim objektima; (4)
odredivanje volumena i oplo§ja.

Naime, predstavljanje 3D figura je posebna vjestina jer se crtaju ravninski likovi, koji se u mislima
trebaju zamisljati kao prostorni. Proces vizualnog prikazivanja 3D figura pomoc¢u 2D figure zahtijeva
1 posebnu konvenciju, koja nije trivijalna i koju bi u Skoli trebalo uciti i pouCavati. Na primjer,
paralelne i okomite linije 3D figure ,,ne izgledaju” tako u 2D prikazu (Duval, 1998).

U radu s 3D figurama poseban izazov su njithove mreze, bilo da se iz mreze treba formirati 3D figura
ili se 3D figura treba razloziti u mrezu. Osim sposobnosti zamisljanja, potrebna je i sposobnost
fokusiranja na sastavne dijelove i mreze 1 3D objekta te uspostavljanje veza izmedu odgovarajucih
elemenata, pri cemu je kljucna vjestina prelaska s dijelova na cjelinu i obratno (Saads i1 Davis, 1997).
Medu 3D figurama posebnu teSkocu Cine obla tijela. Naime, procesi zamiSljanja mreze oblih tijela
razlikuje se od procesa zamisljanja mreze poliedara jer se u mrezama poliedara plohe pojavljuju u
istom obliku kakve su bile i kao granice 3D objekta, dok su kod oblih tijela (npr. kod valjka i stosca),
zakrivljene plohe 3D objekta potpuno drugacije kada se polegnu u ravninu. Zamka se krije i u stalnom
koristenju standardnih oblika jer uCenici njthove mreZe mogu nauciti napamet, a da pri tome stvarni
proces savijanja ili razlaganje nisu u moguénosti zamisliti. RjeSenje se namece u brojnim
aktivnostima s razli¢itim vrstama 3D figura (Cohen, 2003).

Proces strukturiranja 3D figure preduvjet je za razumijevanje koncepta mjerenja volumena, pri cemu
se pod prostornim strukturiranjem geometrijske figure (Slika 42) podrazumijeva identificiranje
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osnovnih jedinica, njihovo kombiniranje u nove jedinice te uspostavljanje veza izmedu jedinica i
figure (Pittalis i Christou, 210, str. 193).

Osnovna jedinica Nova jedinica Nova jedinica Nova jedinica
Jedini¢na kocka Niz kocaka Ploha kocaka Tijelo kocaka

Slika 42. Proces strukturiranja 3D figure

Rezultati istrazivanja pokazuju da su ucenici pri odredivanju volumena viSe fokusirani na koriStenje
gotovih formula i numericko izra¢unavanje vrijednosti, ali ni u tome nisu uspjesni ukoliko su formulu
dobili kao gotovo pravilo. No, kada se formula izvodi kroz proces strukturiranja, ucenicima se
osigurava usvajanje koncepta mjerenja volumena 3D figure s razumijevanjem. Za uspjesan rad s 3D
figurama potrebno je razvijati vizualno-prostorne sposobnosti i to u kontekstu geometrije jer se time
uzajamno razvija i geometrijsko misljenje za 3D figure (Pittalis i Christou, 210, str. 193).

2.3. Rjesavanje geometrijskih problema

Najcesca aktivnost koju ucenici provode u nastavi matematike je rjeSavanje zadataka pa su zadaci
zapravo glavni ,,nositelji znanja”. Razvijanjem umijeca rjeSavanja razlicitih vrsta zadataka i zadataka
razli¢ite slozenosti uéenici imaju priliku stjecati odredena znanja i razvijati odredene vjeStine i
umijeca. Suvremena nastava matematike zadnjih nekoliko dekada kao poseban proces isti¢e proces
rjeSavanja problemskih zadataka. Pod izrazom ,,problem” podrazumijeva se svaki zadatak u kojem
se ne moze odmah odrediti rjeSenje ili metoda kojom bi se doslo do rjeSenja (Erickson, 1999), a koristi
se 1 1zraz ,,problemski zadatak”. Problem je geometrijski ako se bavi geometrijskim sadrzajima.

Nadalje, ,,rjeSenje zadatka” podrazumijeva skup svih matematickih objekata koji ispunjavaju uvjete
zadatka. S obzirom da broj elemenata skupa moze varirati, razlikuju se: (1) zadaci bez rjesenja, kada
nijedan objekt ne udovoljava uvjetima zadatka; (2) zadaci s jednim rjeSenjem (jedinstveno rjesenje),
kada to¢no jedan objekt udovoljava uvjetima zadatka; (3) zadaci s dva ili viSe, ali kona¢no mnogo
rjeSenja (krace, zadatak s vise rjesenja); (4) zadaci s beskonacno rjeSenja, kada je skup rjeSenja
beskonacan. Za proces trazenja odgovarajuceg objekta koji udovoljava uvjetima zadatka, odnosno
proces odredivanja skupa rjesenja, u radu se koristi naziv ,,nacin rjeSavanja” ili ,,proces rjeSavanja’.
Konacno, ,rijesiti zadatak™ znaci odrediti sve matemati¢ke objekte koji udovoljavaju uvjetima
zadatka (ili re¢i da takvih objekata nema), tj. odrediti skup rjesenja.

S obzirom da je nastavnik izbornik, kreator i realizator nastavnih aktivnosti, pred njim je zapravo
izazov da primjerenim odabirom razli¢itih vrsta zadataka osigura ucenicima prikladno okruZenje
unutar kojeg ¢e svatko prema svojim mogucnostima razviti potrebna znanja, vjeStine 1 umijeca
(Antunovi¢-Piton i Baranovi¢, 2019). Stoga bi svaki nastavnik trebao poznavati karakteristike
razli¢itih vrsta zadataka, razliCite strategije i1 vjesStine rjeSavanja kako bi tome mogao pouciti i svoje
ucenike.

2.3.1. Vrste zadataka

Ovisno o odabranom kriteriju, zadaci se mogu razvrstavati na razliite nacine, a medu razli¢itim
klasifikacijama zasigurno ima razlika, ali i preklapanja (Foster, 2013; Jones & Pepin, 2016). U ovom
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radu navode se one klasifikacije koje su motivirale i usmjeravale odabir i nacin realizacije nastave
geometrije, posebno tijekom eksperimentalnog istrazivanja.

Prema cilju: Jedna od najpoznatijih klasifikacija, koja se u poucavanju matematike Kkoristi vise od
70 godina je klasifikacija koju je postavio madarski matematiar Polyal®. Polya sve zadatke
razvrstava na odredbene i dokazne, s obzirom na glavne dijelove od kojih su sastavljeni i cilj koji
treba posti¢i, a kao posebnu vrstu izdvaja konstruktivne zadatke. Odredbeni se zadaci sastoje od
poznatih elemenata, nepoznatih elemenata i uvjeta te je potrebno odrediti nepoznati element uz
koriStenje zadanih elemenata i ispunjavanje postavljenog uvjeta. Dokazni se zadaci sastoje od
pretpostavke i tvrdnje te je potrebno utvrditi istinitost tvrdnje uz danu pretpostavku (Polya, 1966). U
konstruktivnim zadacima zahtijeva se konstrukcija geometrijske figure koja ispunja sve zadane
elemente i1 postavljene uvjete, Sto je odlika odredbenih zadataka. Ali, u konstruktivnim zadacima se
zahtjeva i provjera korektnost konstrukcije, $to znaci da ima odlike i dokaznog zadatka, Sto svakako
ovisi 0 uzrastu s kojim se radi.

Prema zahtjevnosti: Prema kognitivnim zahtjevima koji se stavljaju pred ucenika, zadaci se
klasificiraju na zadatke s nizim kognitivnim zahtjevima i na zadatke s visim kognitivnim zahtjevima
(Smit & Stein, 1998; Hsu, 2013).

Zadaci s nizim kognitivnim zahtjevima su oni zadaci u kojima ucenik reproducira prethodno naucene
Cinjenice, pravila, formule ili definicije (zadaci memoriranja) te zadaci koji se rjeSavaju algoritamski,
primjenom to¢no odredenih postupaka (zadaci s procedurama bez veza). U njima nije potrebno uloziti
veci kognitivni napor jer se ne traZe nikakva objaSnjenja niti razumijevanje pojmova i znacenja koja
se nalaze u pozadini provedenih postupaka, cilj je brzo i to¢no doé¢i do konac¢nog rjesenja. Obicno se
kaze da oni sluze razvijanju odgovarajuc¢ih proceduralnih znanja i1 vjeStina, pri ¢emu se pod
proceduralnim znanjem (eng. procedural knowledge) podrazumijeva sposobnost izvrSavanja niza
radnji u svrhu postizanja cilja (tj. ,,znati kako™) (Rittle-Johnson i Schneider, 2015, str. 1119).

Proceduralne vjestine koje se stjecu rjeSavanjem ovih vrsta zadataka korisne su i ucenici ih rado
rjeSavaju jer im je jasno $to trebaju Ciniti, ali u njima se krije i jedna zamka. Naime, pri njihovom
vrednovanju od ucenika se obi¢no traZi samo to¢no rjeSenje, ¢cime se daje poruka da je vaznije otkriti
rjeSenje nego sam procesa rjeSavanja. No, kako su ovi zadaci prilicno zastupljeni u nastavi
matematike i nastavnom materijalu, ucenici vrlo brzo razviju naviku da je otkrivanje rjeSenja jedini i
konacan cilj pa za njih proces rjeSavanja zavrSava kada do dodu rjeSenja. U takvim okolnostima
nemaju potrebu provjeravati tocnost i smislenost dobivenog rjeSenja, a jo§S manje korektnost
provedenog postupka.

Zadaci s viSim kognitivnim zahtjevima su oni zadaci u kojima treba otkriti 1 uspostaviti veze medu
temeljnim matematickim idejama i konceptima te ste¢i odredeno konceptualno razumijevanje.
Obicno su predstavljeni na razli¢ite nacine: vizualno, simbolic¢ki, kontekstualno te je potrebno
uspostaviti i veze medu razli¢itim prikazima. Takav proces zahtijeva prili¢an kognitivni napor. Kod
njih je puno vazniji proces rjeSavanja od konacnog rjeSenja i za njih se kaze da sluze za razvijanje
konceptualnih znanja. Pod konceptualnim znanjem (eng. conceptual knowledge) podrazumijeva se
znanje o konceptima (Rittle-Johnson i Schneider, 2015, str. 1119), a posljedi¢no i o stvaranju bogatih
veza medu njima.

I u ovim zadacima su ponekad potrebna proceduralne znanja i vjestine, ali u svrhu razumijevanja i
izgradnje konceptualnih znanja koja se nalaze u pozadini procedura, pravila i algoritama (zadaci s
procedurama i vezama), a postoje 1 zadaci u kojima nije potrebno nista izraCunati ve¢ izvesti odredene
logicke veze primjenom odgovarajuéih definicija, aksioma i teorema (zadaci s Cistim deduktivnim
zakljucivanjem). NajceS¢e se mogu rjeSavati razlicitim metodama i strategijama pa su korisni u svrhu
razvijanja umijeca rjeSavanja problema, za primjenu i funkcionalno povezivanje znanja te stjecanje

10 George Polya, 1887. — 1985.
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potrebnog razumijevanja i matematickog promisljanja (npr. Schoenfeld 1992; Smit & Stein, 1998,
str. 348; Boonen et al., 2013), a ponekad je moguce otkriti i neka nova znanja i koncepte.

Izmedu proceduralnog i konceptualnog znanja postoji snazan dvosmjerno uzroc¢an odnos, koji opstaje
tijekom vremena pa poboljSavanje jedne vrste znanja dovodi do poboljsanja i druge vrste znanja. Taj
odnos je i iterativan, $to znac¢i da konceptualno znanje moze pomo¢i u stvaranju, odabiru i prikladnom
izvodenju postupaka pri rjeSavanju problema, te istodobno, uvjezbavanjem procedura moze se
doprinijeti razvijanju i dubljem razumijevanju koncepata, posebno ako se u tom postupku koncepti
¢ine o¢itim. No, odnos nije uvijek simetrican, jer ponekad konceptualno znanje dosljednije i snaznije
podupire proceduralno znanje, nego obratno. Zapravo, provodenje postupaka ne bi smjelo biti svrha
sama sebi (puko uvjezbavanje) ve¢ ciljano osmisljeno da razvija odredena konceptualna znanja, na
primjer, argumentiranjem provedenog postupka, izvodenjem formule itd. (Rittle-Johnson i Schneider,
2015).

Prema svrhovitosti: Medu svim vrstama zadataka vazno je odabrati zadatke koji sluze odredenoj
svrsi. Tako, na primjer, postoje teSkoce prijelaza ucenika sa Skolske na sveuciliSnu razinu te
nemogucnosti savladavanja matematickih kolegija, posebno na prvoj godini studija, a jedan od
mogucih uzroka su i bitne razlike u vrstama zadatka koje se koriste.

Na skolskoj razini naglasak se vise stavlja na instrumentalno razumijevanje (uci se samo postupak,
ne 1 zaSto se radi ono S$to se radi) 1 od njih se najceSce trazi proceduralna fluentnost (vjestina rada s
formulama, memoriranje, brzo izra¢unavanje, sredivanje i sl.), pojmovi se obraduju odvojeno jedni
od drugih te razli¢ita podrucja ostaju nepovezana, ucenje usmjerava nastavnik, zadatke na satu rjesava
nastavnik, domac¢u zadac¢u zadaje nastavnik itd. Za razliku od toga, na sveucili$noj razini vise se
zahtijeva racionalno razumijevanje (znati $to treba raditi i zaSto bas to) te konceptualno razumijevanje
(razumijevanje koncepata, principa i procesa, te uocavanje i argumentiranje veza i odnosa izmedu
njih), na€in ucenja i vrijeme organizira sam student, sam osmisljava i rjeSava zadatke, sam pronalazi
potrebne informacije itd. Upravo iz tih razloga, potreban je period prilagodbe sa Skolskog diskursa
na novi, sveucili$ni diskurs uéenja matematike (Liston i O'Donoghue, 2007; Witzke, 2016; Thoma i
Nardi, 2018).

Za olakSavanje prijelaza sa Skolske razine na sveucili$nu razinu matematickog obrazovanja istrazivaci
predlazu koristenje ,,neuobicajenih zadataka” (Breen, O'Shea, Pfeiffer, 2013, str. 2317), koji su prema
definiciji zapravo vrsta zadataka s vi§im kognitivnim zahtjevima, odnosno problemski zadaci.

Naime, s jedne strane, rjeSavanje neuobicajenih zadataka zahtijeva oslanjanje na prethodno iskustvo,
traZenje i uspostavljanje odnosa izmedu prethodno naucenih koncepata, vis$i umni rad, vise strpljivosti
1 ustrajnost, §to za posljedica daje fleksibilnost u procesu misljenja te razvoj matematickog
razmiSljanja i1 zakljucivanja. S druge strane, neuobicajeni zadaci mogu posluZiti kao pravi detektor
teSkoca 1 nerazumijevanja jer pri njthovom rjeSavanju, a posebno kada ne razumiju §to se u zadatku
trazi, do izrazaja dolaze tipi¢ne sklonosti u€enika: §to prije posegnuti za formulom, izracunati sve §to
se moze iz zadanih podataka, rezultat nemaju potrebe provjeravati itd. (Breen, O'Shea, Pfeiffer, 2013).

2.3.2. Proces rjeSavanja zadataka

Kako bi se osigurao ucinkovit proces otkrivanja puta do rjeSenja, Polya predlaze rjeSavanje
odredbenih zadataka, s vi§im kognitivnim zahtjevima, u Cetiri faze (Slika 43): (1) razumijevanje
zadatka, (2) stvaranje plana rjesavanja, (3) realizacija plana i (4) osvrt na provedeno (Polya, 1966).

Proces rjeSavanja zadataka s viSim kognitivnim zahtjevima najceS¢e nije linearan proces jer je
potrebna stalna izmjena aktivnosti: Citanje, izrada skice (posebno u geometrijskom zadatku),
planiranje, zapisivanje, raCunanje, ponovno vracanje na zadatak i skicu, ponovno planiranje i
pokusavanje, sve dok se ne ostvari jasan put do trazenog rjesenja.
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Slika 43. Proces rjesavanja zadatka

Faza razumijevanja zapocinje Citanjem zadatka, koji moze biti zadan tekstom, vizualnim prikazom,
simbolickim zapisom, a obi¢no je kombinacija razli¢itih zapisa, u svrhu prepoznavanja zadanih
elemenata. Paralelno ¢itanjem gradi se skica u kojoj se predstavljaju glavni elementi i uoc¢ene veze,
uvode se oznake radi lakSeg zapisivanja uo€enih veza, a sve treba biti pra¢eno razumijevanjem onoga
Sto se radi. Paralelnim proucavanjem zadatka i skice vazno je stvoriti odredenu putanju prema
trazenom rjeSenju i zapisati u formalnom obliku kroz jednadzbu, formulu i dr., u skladu sa oznakama
na skici, ali opet pra¢eno razumijevanjem svih veza koje se uspostavljaju. Pri realizaciji plana, svaki
korak bi trebalo provoditi s razumijevanjem i kona¢no razumjeti §to dobiveni rezultat znac¢i. Drugim
rije¢ima, faza razumijevanja bi trebala trajati cijelo vrijeme dok se bavimo zadatkom, pa 1 nakon toga,
kada se dode u priliku da se taj isti zadatak iskoristi u nekoj drugoj situaciji. Kona¢no, za
razumijevanje svega navedenog potrebna je Citalacka pismenost uCenika za sve oblike zapisa:
tekstualni opis, vizualni prikaz, simboli¢ki zapis (Polya, 1966; Gal & Linchevski, 2010; Yang & Li,
2016), ali 1 razliciti oblici miSljenja: vizualno, geometrijsko itd. (Duval, 1999; Boonen et al, 2014).

Faza planiranja takoder zapocinje ¢itanjem, jer se odmah zapoc€inje s analiziranjem zadane situacije i
povezivanjem s odgovaraju¢im definicijama, tvrdnjama, pravilima, nekim slicnim zadatkom itd. Pri
izradi skice trebalo bi planirati efikasnu organizaciju zadanih elemenata i 0znake koje se uvode kako
bi se lakSe uocile veze i sve jasno zapisalo. Pri zapisivanju bi trebalo planirati da oznake na skici i
zapisu budu uskladene kako bi se dobiveni rezultat mogao interpretirati u skladu sa polaznim
elementima zadatka. Pri realizaciji plana trebalo bi voditi raCuna o jasnom 1 sistemati¢nom
zapisivanju svih koraka kako bi se proces mogao kontrolirati. Konacno, treba imati na umu da se i
konaéni rezultat provjeri $to je takoder dio procesa planiranja. Sukladno tome, i faza planiranja bi
trebala trajati cijelo vrijeme dok se bavimo zadatkom, pa i nakon toga.

Faza realizacije plana prilicno je jednostavna nakon dobrog razumijevanja problemske situacije,
izradene skice sa svim oznakama, mudro odabranih procedura te osmisljenog plana rjeSavanja jer jos
preostaje samo oboruzati se strpljenjem te provesti planirani postupak i racun do Kraja.

Faza osvrta takoder traje cijelo vrijeme ako se prve dvije faze provode na opisani nacin jer je proces
rjeSavanja vidljivo naprijed-nazad proces. Kada se npr. pri realizaciji plana negdje zapne ili se uoci
greska, uvijek se moze vratiti korak-dva natrag i ponovno pokusati. No, proces rjesavanja zadatka ne
zavrSava odredivanjem rjeSenja ve¢ upravo osvrtom na sve provedeno: ima li rjeSenje smisla, je li
rjeSenje u skladu sa zadanim elementima i postavljenim uvjetima, moze li zadatak imati jo§ neko
rjeSenje, jesu li svi koraci procesa korektni, bi li neka druga metoda optimizirala proces itd. Osvrtom
na cijeli postupak rjeSavanja te raspravom i usporedivanjem razlicitih pristupa rjeSavanja istog
zadatka stvaraju se preduvjeti prepoznavanja i razvoja odgovarajucih strategija rjeSavanja, a moguce
je 1 usvajanje novog znanja. Puno je korisnije jedan te isti zadatak rijesiti na vise razlicitih nacina i
medusobno ih usporediti nego rjeSavati slicne zadatke istom metodom.
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Polya istice da ucenici obi¢no krenu odmah racunati, bez potrebnog razumijevanja i bez stvaranja
ikakvog plana ili ideje, rezultat obicno ne kontroliraju, a na vlastiti proces se rijetko vracaju, pa ne
cudi da je njihova uspjesnost rjeSavanja zahtjevnijih zadataka obi¢no niska (Polya, 1966, str. 58).

2.3.3. Teskoce u procesu rjeSavanja

Teskoce u procesu rjeSavanja zadataka s viSim kognitivnim zahtjevima obi¢no nastaju kada se
izostavi neki od prethodno opisanih dijelova procesa.

U svrhu ispitivanja kako ucenici primarnog obrazovanja pristupaju rjeSavanju geometrijskih
zadataka, Baranovi¢ i Antunovi¢-Piton dali su u¢enicima 7. i 8. razreda jedan geometrijski zadatak u
tri varijante (Slika 44, prva varijanta preuzeta iz DM 2012), koji spada u kategoriju zadatka s vis§im
kognitivnim zahtjevima (Baranovi¢ i Antunovié-Piton, 2021 i 2022):

Z1  Zadan je trokut AABC. Mjera kuta u vrhu A je 46°, a mjera kuta u vrhu C je 60°. Simetrala kuta u
(66) vrhu C sijece trokutu opisanu kruznicu u tockama C i D. Kolika je mjera kuta ~/CBD ?

Odgovori: (a) 104° (b) 120° (c) 134° (d) 150°

Z2  Zadan je trokut AABC. Mjera kuta u vrhu A je 46°, a mjera kuta u vrhu C
(63) je 60°. Simetrala kuta u vrhu C sijece trokutu opisanu kruznicu u tockama C
i D. Kolika je mjera kuta ZCBD ?

Z3  Mladi astronom i planinar Sanjin (ozna¢en tockom S) promatra 4 planinska
(53) vrha (oznacena totkama A, B, C i D), koja se nalaze na rubu njegova obzora
kako je prikazano na slici.
Popevsi se na vrh A, pomocu astronomskih grablji izmjerio je da se iz tocke
A, zamisljena duzina BC vidi pod kutom od 46°.
Popeo se i na vrh C. Izmjerio je da se iz vrha C zamisljena duzina AB vidi
pod kutom od 60°, a zamisljena duzina BD pod kutom od 30°.
Sanjin viSe nije provodio mjerenja nego je nacrtao skicu (kako je prikazano
na slici) te primijenio znanja iz matematike i odredio pod kojim kutom se iz
tocke B vidi zamisljena duzina CD.
Objasnite kako je Sanjin odredio pod kojim kutom se iz to¢ke B vidi duzina
CD te koliko iznosi veli¢ina tog kuta, tj. kuta & sa slike.

Slika 44. Geometrijski problem u tri varijante

Prema korektnosti cijelog procesa rjeSavanja i to¢nog odgovora, najuspjesniji su bili oni koji su
rjesavali trecu varijantu (Z3; 28,3 %). Moguce da je realni kontekst u Z3 pridonio vecoj motivaciji, a
dana slika koja je bila potpuna, usmjerila njthovu pozornost u pravom smjeru. Najneuspjesniji su bili
oni koji su rjesavali drugu varijantu (Z2; 12,7 %), u kojem nije bilo ni ponudenih odgovora kao
putokaza, ni zanimljivoga konteksta koji bi ih motivirao, a ni slika nije pomogla jer na njoj nije bio
istaknut traZeni kut. Od onih koji su rjeSavali prvu varijantu zadatka (Z1), tek petina njih (21,21 %)
je imalo korektno opravdanje svoga to¢nog odgovora, dok je 28,79 % njih svoj odgovor temeljilo na
procjeni ili pogadanju. Iz predstavljenih rezultata vidljivo je da nacin postavljanja zadatka usmjerava
proces rjeSavanja (Boonen, 2014).

Analizom uc¢enickih radova uocene su sljedece teskoce tijekom procesa:

- U nedostatku odgovaraju¢eg znanja skloni su pisanju bilo ¢ega, oslanjaju se na to ,,kako nesto
izgleda” na slici, ,,Stimaju” rac¢un, posebno kada imaju ponudene odgovore.
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- Imaju velikih teskoca u izradi valjanog vizualnog prikaza te rijetko uvode oznake.
- Imaju slabe vjestine uspostavljanja veza koje treba temeljiti na matematickim svojstvima.
- Mnogi za polazni trokut uzimaju jednakostrani¢ni ili jednakokraéni, ¢ime se problemska
situacija znac¢ajno olakSava.
- Mnogi nisu u moguénosti prepoznati kut na slici koji predstavlja trazeni kut.
- Brkaju pojam simetrale kuta sa simetralom stranice.
- Koncept obodnog kuta im nije blizak.
- Brzo prelaze na racun, kojeg ¢esto svode samo na numericki zapis 1 najceS¢e nije uskladen sa
oznakama na slici, ukoliko ih ima.
- Zapis je u mnogih neuredan, nesistematican, ,,zbrda-zdola”, s dosta greSaka i nekorektnih
procedura pa nemaju moguénost kontrole nad procesom.

- Nema pisanog traga po kojem bi se moglo zakljuciti da rade osvrt na bilo §to u svom procesu.

Iz svega navedenog vidljivo je nekoliko klju¢nih faktora slabe uspjeSnosti rjeSavanja. Prije svega,
neki elementarni geometrijski koncepti nisu usvojeni s razumijevanjem bez ¢ega nema ni uspjesnog
rjeSavanja geometrijskih zadataka (Milinkovi¢ i Seva, 2021). Drugo, udenici nemaju naviku
sustavnog otkrivanja puta do rjeSenja te sustavnog povezivanja elemenata procesa rjesavanja. Drugim
rijeCima, nisu razvili kulturu sustavnog rjeSavanja problemskih zadataka, a uzrok vjerojatno lezi u
vremenu i na¢inu posveéenom provodenju njihovog procesa rjeSavanja. Kada bi pri vrednovanju
znanja nastavnici vise vrednovali proces rjeSavanja, a ne samo kona¢no rjeSenje, ucenicima bi se
poslala jasna poruka $to je vazno pa bi i oni vise cijenili i viSe pozornost posvetili procesu rjesavanja
(Antunovi¢-Piton i Baranovi¢, 2019). Trece, uéenici nemaju razvijene vjestine vizualizacije, niti u
stvaranju vizualnog prikaza, niti u ¢itanju matematic¢kih svojstava s prikaza, bilo da ga sami rade ili
je zadan. Drugim rije¢ima, nemaju razvijeno ,,geometrijsko oko”. Itd.

Obrazovna istraZivanja potvrduju da je rjeSavanje zadataka s viSim kognitivnim zahtjevima od
viSestruke koristi: razvija se matematicko misljenje u€enika (Foong, 2002; Leikin i Lev 2007), potice
se i razvija kreativnost (Klavir i Gorodetsky, 2011), osigurava se moguénost angazmana vecine
ucenika tijekom nastave (Klavir i1 Herskovitz, 2014) te na njima primjerenim razinama (Sullivan,
2009), omogucava se identificiranje darovitosti u¢enika za matematiku (Leikin i Lev, 2007), razvija
se komunikacija i pozitivno matemati¢ko/razredno ozracje (Schukajlow, Leiss, Pekrun, Blum, Miiller
1 Messner, 2012) itd. Ali, vrednovanje ovih zadataka, posebno kada se rjeSavaju na razlicite nacine je
vrlo kompleksno (Bingolbali, 2011). Ipak, na svakom nastavniku je da odabere i procjeni u kojoj
mjeri i kako moze provoditi problemske geometrijske zadatke u korist svojih uéenika.

2.4. Smisao dokaza u nastavi

Prema opcéeprihva¢enom misljenju, dokaz sluzi za utvrdivanje istinitosti postavljene tvrdnje. Naime,
kada matematicar u procesu razvijanja matematickih znanja otkrije neku novu tvrdnju, on ima obvezu
tu tvrdnju opravdati valjanim argumentom kako bi se ona prihvatila kao istinita. No, u nastavi se
najcesce koriste samo one tvrdnje ¢ija je istinitost ve¢ opravdana dokazom pa nema smisla ponovno
utvrdivati njihovu istinitost. Upravo je to jedan od razloga zasto ucenici nisu motivirani izvoditi dokaz
za tvrdnje koje su ve¢ dokazane, jer njima to izgleda besmisleno. Posljedica toga je da ucenici
najcesce pribjegavaju ucenju danih dokaza napamet, od ¢ega tek nemaju nikakve koristi. Zasigurno
smisao dokaza u nastavi mora biti nesto drugo.

Kroz razlicite rasprave o ulozi dokaza u matematici i matematickom obrazovanja razvija se novo
misljenje da su dokazi prije svega nositelji matematickog znanja. Naime, u dokaz je utkan cijeli niz
matematickih koncepata, strategija i metoda rjeSavanja, uspostavljenih veza, sistematizacija rezultata
itd. dok je sama tvrdnja tek jedan kratki sazetak svih tih informacija. Ukratko, dokazi su kao ,,mreze
cesta u sustavu javnog prijevoza, a tvrdnje su autobusne stanice (Slika 45), mjesto prikladnog
zaustavljanja” (de Villiers, 2003, str. 1).
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Slika 45. Dokaz kao mreza povezanih znanja

Taj pristup je puno blizi smislu dokaza u nastavi matematike. Jer, proucavanjem dokaza za tvrdnje
koje su ve¢ dokazane, prije svega uci se proces i koraci dokazivanja. Posebno, proucavanjem razli¢itih
na¢ina dokazivanja iste tvrdnje mogu se usvajati razliite strategije i metode dokazivanja, a
matemati¢ka znanja se povezuju u funkcionalnu mrezu koncepata i njihovih veza. Takva znanja su
zasigurno trajnija i primjenjivija §to je prilicno smisleno za ucenje.

Prema opisanom, vidljivo je da vrijednost dokaza nadilazi samu provjeru rezultata. Tako de Villiers,
koriste¢i program dinamicke geometrije pri istrazivanju raznih aspekata poucavanja geometrije,
razmatra, uz odgovarajuce primjere, Sest razlicitih uloga koje dokaz moze imati posebno za nastavu
matematike (de Villiers, 2003, str. 8):

I.  Dokaz kao uvjerenje: utvrdivanje istinitosti tvrdnje
Il.  Dokaz kao objasnjenje: stjecanje uvida zasto je nesto istina
I1l.  Dokaz kao otkrice: stvaranje novih rezultata
IV. Dokaz kao sistematizacija: organiziranje razli¢itih rezultata u deduktivni sustav aksioma,
teorema i definicija
V. Dokaz kao komunikacija: razmjena matemati¢kog znanja
VI.  Dokaz kao intelektualni izazov: ispunjenje kao posljedica samostalnog izvodenja dokaza.

Nekoliko godina kasnije, Hemmi i Lofwall, kroz pilot-istrazivanje s deset sveucilisnih nastavnika
matematike izvode zaklju¢ak o vaznoj ulozi dokaza kao transfera znanja. Naime, kroz proces
dokazivanja studenti mogu razvijati: logi¢ko zaklju€ivanje, matematicki vokabular, nacin
argumentiranja, razne metode i strategije, otkrivati nove koncepte itd., a zatim sva ta znanja i vjestine
mogu prenijeti na proces rjesavanja razlicitih vrsta problema, jer su u pravilu to vrlo sli¢ni procesi
(Hemmi i Lofwall, 2009).

Naime, sli¢no kao i kod procesa rjeSavanja problema i proces dokazivanja se moze razmatrati kroz
etape.

Prva etapa dokazivanja zasigurno podrazumijeva razumjeti o ¢emu tvrdnja govori te moci razluciti
glavne dijelove: pretpostavku (P) i zakljucak (Q). Ukoliko se radi o geometrijskom dokazu korisno
je kreirati vizualni prikaz, na kojem ¢e biti istaknuti svi zadani elementi pretpostavke, ono $to treba
dokazati te potrebne veze. Zatim treba osvijestiti, primjenom definicija, aksioma ili teorema, na koji
nacin se moze dokazati zakljucak, odnosno koji bi trebao biti predzadnji zakljucak (Q") iz kojeg bi se
mogao izvesti posljednji zakljucak (Q). Na primjer, ako treba dokazati da je neki Cetverokut kvadrat,
onda treba utvrditi ima sve Cetiri stranice podudarne i sva Cetiri kuta prava. Tek nakon toga zapocinje
proces izvodenja niza logickih zaklju¢ivanja od pretpostavke (P) do predzadnjeg zakljucka (Q'). I na
kraju, jos$ je potrebno dati konacan zakljucak o tome §to je provedenim procesom dokazano.

Opisani proces dokazivanja zasigurno nije nesto Sto se spontano uci ve¢ zahtijeva vjestinu i vodstvo
nastavnika.
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3. Razvoj geometrijskog misljenja prema teoriji Van Hielea !

Van Hieleova teorija Siroko je prihvacena kao teorijski okvir unutar kojeg se moze pratiti razvoj
misljenja kroz hijerarhijske razine te nacin napredovanja s jedne razine na drugu. U tu svrhu koristi
se i u eksperimentalnom istrazivanju koje se opisuje u ovom radu, s primjenom na pra¢enje razvoja
geometrijskog misljenja sudionika istrazivanja. S obzirom da se van Hieleova teorija koristi kao alat
za istrazivanje, u ovom se radu neée obrazlagati njezin nastanak i razvoj, ve¢ se izdvajaju i opisuju
samo one karakteristike teorije koje su koriStene u pripremi alternativnog poucavanja tijekom
eksperimentalnog istrazivanja te u analizi prikupljenih podataka.

Prije daljnjeg opisa karakteristika van Hieleove teorije daje se pregled neke terminologije koja se
koristi u radu, a vezana je za geometrijsko misljenje. Cilj je pojasniti Sto se pod kojim pojmom
podrazumijeva, posebno jer se u literaturi o matematickom obrazovanju mogu pronaci isti pojmovi s
razliitim znac¢enjima ili isti procesi pod razli¢itim nazivima.

Prvo, u cilju stjecanja znanja potrebno je proc¢i kroz razli¢ite procese i oblike misljenja. Pod
misljenjem (eng. thinking) ovdje se podrazumijevaju umne aktivnosti kojima se otkriva i spoznaje
ono $to do tada nije bilo poznato, na temelju ¢ega se procjenjuje ispravnost onoga $to se uocava ili je
dio iskustva te se stvara sud o pojavama i objektima te njihovim svojstvima (Kurnik 2013).

Drugo, kako procese misljenja poti¢u razni faktori i oni na razli¢ite nac¢ine stimuliraju razliite
misaone aktivnosti i procese, uobicajeno je kroz naziv oblika misljenja istaknuti ¢ime je misljenje
stimulirano. Tako se pri uéenju geometrije i stjecanju geometrijskih znanja razvija geometrijsko
misljenje (eng. geometric thinking). Misljenje koje je potaknuto vizualnim podrazajima pri koristenju
vizualnih zapisa i umnih slika obi¢no se naziva vizualno misljenje (Giaquinto, 2015; Van Hiele, 1986,
str. 1). Itd.

Tre€e, razli¢ita znanja podrazumijevaju i razliCite oblike miSljenja, a medu vaznijim oblicima
geometrijskog misljenja istiCu se: (1) poimanje (eng. conceptualization) - stjecanje znanja o
pojmovima kroz proces stvaranja i formiranja predodzbe o pojmu; (2) prosudivanje (eng. judgment)
- otkrivanje svojstava pojmova kroz proces analize i prosudbe te donoSenje suda o uo¢enom svojstvu;
(3) zakljucivanje (eng. reasoning) - uspostavljanje veza medu pojmovima i njihovim svojstvima
koristenjem razli¢itih procesa logi¢kog zaklju¢ivanja (Kurnik 2013); (4) razumijevanje (eng.
comprehension, understanding) - stjecanje dubljeg uvida i razumijevanje koncepta kroz procese
identifikacije, razlikovanja, poopéavanja te povezivanja svih izoliranih ¢injenica u funkcionalnu
cjelinu (Sierpinska, 1992, str. 28). Postoje i drugi procesi i njihove inacice naziva, ali nisu u fokusu
ovog rada.

Karakteristike VVan Hieleove teorije, koje su se koristile u eksperimentalnom istrazivanju, odnose se
na tri aspekta teorije: (a) proces razvoja apstraktnog misljenja, hijerarhijski kroz pet razina; (b)
karakteristike petodijelnog modela; (c) proces ucenja u pet faza koje doprinose napredovanju s jedne
na drugu razinu misljenja (Van Hiele, 1986; Crowley, 1987). U nastavku se detaljnije opisuje svaki
od tih aspekata, s primjenom na razvoj geometrijskog misljenja'?,

11 Vazno je istaknuti da se van Hieleova teorija ne odnosi samo na razvoj geometrijskog misljenja, iako se taj ,,dojam*
lako moze steci jer je najviSe istraZzivanja usmjereno upravo u tom smjeru. Medutim, sam van Hiele na nekoliko mjesta u
svom originalnom djelu naglasava da je teorija primjenjiva, ne samo na geometriju, ve¢ na sve znanosti, pa ¢ak i na
poucavanje (Van Hiele, 1986, str. 86). Na primjer, postoje znac¢ajni napori u primjeni van Hiele-ove teorije na prou¢avanje
razvoja funkcijskog mi$ljenja (npr. Nisawa, 2018, Baranovi¢, 2019c¢).

12 prikaz karakteristika van Hieleove teorije u ovom radu nastao je integracijom dvaju objavljenih radova: O razvoju
geometrijskog misljenja prema van Hieleovoj teoriji (Baranovi¢, 2016) i O ucenju i poucavanju geometrije prema van
Hieleovoj teoriji (Baranovi¢, 2019a).
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3.1. Van Hieleov model razvoja misljenja

Proces razvoja misljenja Van Hiele razmatra hijerarhijski kroz pet razina, a razine imenuje prema
aktivnostima koje su karakteristicne za tu razinu. Uz svaku razinu daje se njezin originalni naziv po
van Hieleu (Van Hiele, 1986, str. 53) te naziv koji se danas najée$c¢e koristi:

(1) Razina 1 se naziva vizualna razina ili razina prepoznavanja (eng. visual level ili recognition) jer
se objekti prepoznaju na temelju izvanjskog izgleda, a ne na temelju njihovih svojstava;

(2) Razina 2 se naziva opisna razina ili razina analize (eng. descriptive level ili analysis) jer se objekti
proucavaju, analiziraju i opisuju na temelju njihovih svojstava;

(3) Razina 3 se naziva teorijska razina s logickim vezama ili razina neformalne dedukcije (eng.
theoretical level with logical relations ili informal deduction) jer se na toj razini uspostavljaju
logicki odnosi izmedu svojstava odredenog objekta ili izmedu svojstva razli¢itih objekata;

(4) Razina 4 se naziva razina formalne logike ili formalne dedukcije (eng. formal logic ili formal
deduction) jer se na toj razini proucavaju logicki zakoni i principi, uloga definicija, aksioma,
teorema i dokaza unutar deduktivnog aksiomatskog sustava kao cjeline;

(5) Razina 5 se naziva razina prirode logi¢kih zakona ili razina strogosti (eng. nature of logical laws
ili rigor) jer se na toj razini proucavaju i medusobno usporeduju razli¢iti aksiomatski sustavi,

sluzedi se ¢istim matemati¢kim jezikom (Slika 46).
2
o‘c,e(\\ O Strogost

1 Formalna

s

1)“‘ dedukcija 8
(i\"’\a

Q

—— Neformalna 4
D e e dedukcija

3 NO
i oY
Analiza c}\e

O o

\
Prepoznavanje Q@t
| 1

Slika 46. Van Hieleov model razvoja misljenja

Van Hieleove razine u pocetku oznacava brojevima od 0 do 4, ali se pokazalo prakti¢nije koriStenje
brojeva od 1 do 5, §to se koristi i u ovom radu, jer kad se prica o razini, a pri tome se koristi broj moze
do¢i do nesporazuma. Na primjer, razina broj 2 pri numeraciji od 0 do 4 znaci trecu razinu misljenja,
Sto u kontekstu analize podataka moze biti zbunjujuce.

Neki istraziva¢i Razinu 1 nazivaju razina vizualizacije upravo zbog vizualnog prepoznavanja
geometrijskih objekata, ali taj naziv nije korektan. Naime, vizualizacija je pojam koji se odnosi na
puno vise aktivnosti od pukog prepoznavanja objekata, $to ¢e biti opisano u sljede¢em poglavlju. No,
ako se ba$ Zeli istaknuti karakteristika prepoznavanja onda bi se mogao koristiti naziv razina
percepcije jer se radi o prepoznavanju objekta ,,na prvu” (vidjeti str. 85).

Razina 1: Prepoznavanje geometrijskih objekata. Prema van Hieleu, proces ucenja euklidske
geometrije trebao bi zapoceti neverbalnim razmisljanjem na vizualnoj razini, §to podrazumijeva da
se geometrijski objekti prepoznaju na temelju njihovog izvanjskog izgleda i na taj nain se imenuju.
Onaj tko je savladao prvu razinu, svaki ¢e geometrijski lik prepoznati prema obliku bez obzira na
polozaj, a nakon prepoznavanja objekte ¢e moci razvrstati u grupe, takoder na temelju izvanjskog
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izgleda. Na primjer, na Slici 46, Razina 1, prikazana su dva kvadrata. Ako ucenici za prvi kazu da je
kvadrat, a za drugi da nije (ili kazu da je dijamant), onda je to pokazatelj da prvu razinu nisu savladali.

Za uspjesno savladavanje prve razine mis$ljenja, uCenicima treba omoguciti rad s didaktickim
sredstvima (razni modeli, realni ili artefakti): slaganje, bojanje, prebrojavanje, crtanje na papiru ili u
mrezama, prepoznavanje/identificiranje odredenih likova unutar slozenijeg lika, opisivanje,
rjeSavanje problema itd. Na primjer, u radu s tangram slagalicom (Slika 47), ucenici mogu slagati
odgovarajuce likove (trokute, Cetverokute, peterokute, Sesterokute i sl.), a zatim ih crtati u kvadratnoj
tockastoj mrezi. Baveci se tim aktivnostima, mogu uociti da se mijenjanjem poloZzaja oblik lika nije
promijenio ili da se isti lik moze dobiti slaganjem razlicitih dijelova itd. Kada lik smjeste u mrezu,
mogu prebrojavati sve moguce likove unutar jednog lika (trokute, ¢etverokute itd.), odredivati im
plostine prebrojavanjem mjernih jedinica (bez uporabe formule) itd. Sve ove aktivnosti mogu se
provoditi 1 na racunalu u nekom od programa dinamicke geometrije (GeoGebra, Skethpad, Cabri 1
sl.), a postoje i razne mobilne aplikacije za slaganje.

‘.

Tangram slagalica Tangram likovi

Slika 47. Rad s tangram slagalicom na perceptivnoj razini

Opisivanjem onoga $to rade, ucenici postupno razvijaju geometrijski rje€nik i imena pojedinih likova
koja do tada nisu poznavali, a jaCanjem geometrijskog vokabulara olaksava se daljnja komunikacija,
a posljedi¢no i u¢enje geometrije (Siew, Chong i Abdullah, 2013).

Razina 2: Analiza i opisivanje svojstava. Prema van Hieleu, nakon prepoznavanja i grupiranja
objekata, potrebno je analizirati promatrane objekte (pojedinacno ili cijelu grupu) te postupno
uocavati 1 opisivati njithova svojstava i u skladu s tim ih imenovati, jo§ uvijek bez uspostavljanja veza
medu njima. Tako, na primjer u¢enici mogu uociti da jednakokra¢ni trokut ima dvije stranice jednakih
duljina i1 dva kuta jednakih veliCina, ali jo§ uvijek ne stvaraju vezu da se nasuprot podudarnih stranica
nalaze podudarni kutovi.

Za uspjesno savladavanje druge razine misljenja ucenicima treba omoguciti da svojstva likova ili
klasa otkrivaju mjerenjem (ili o¢itavanjem iz mreze), bojanjem, savijanjem papira, slaganjem i sl.,
zatim da ta svojstva opisuju i na temelju svojstva da identificiraju likove. Tako, na primjer, sluzeci se
likovima u mreZi (Slika 48), u€enici mogu uociti da prvi lik ima sve Cetiri stranice jednakih duljina,
sva Cetiri kuta prava, dijagonale jednakih duljina itd. Na taj nafin se ucenicima omogucava da
postupno stvaraju svoje definicije promatranih objekata nabrajanjem uocenih svojstava, ne
razlikujuéi jo$ uvijek medu njima ona koja su nuzna i dovoljna (De Villers, 2010).

Slika 48. Uocavanje svojstava likova danih u kvadratnoj mrezi
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Nakon dovoljno iskustva sa svojstvima, u¢enici mogu postupno usporedivati likove prema uocenim
svojstvima te ih Klasificirati na temelju odabranog kriterija, empirijski izvoditi pravila i stvarati
generalizacije za konkretne slucajeve, unutar odredene grupe objekata. Na primjer, ako bi u¢enicima
dali mrezu paralelograma (Slika 46, Razina 2), oni bi nakon isticanja vr$nih kutova (koji su jednake
veli¢ine) mogli uspjesno utvrditi da su i nasuprotni kutovi paralelograma jednake veli¢ine. No, to se
jos uvijek odnosi na tu grupu koju promatraju, a ne opéenito za sve paralelograme (De Villers, 2010).

Rad s raznim vrstama mreza omogucava kori$tenje pojma paralelnosti i uvodenje pojma kutova s
paralelnim kracima, susjednih i suplementarnih kutova itd. Vazno je ucenike stalno poticati da ono
Sto ,,vide” opisuju svojim rije¢ima, a ucitelj ih pri tome moze korigirati te njihov vokabular postupno
nadopunjavati stru¢nim izrazima. Ucenici su savladali drugu razinu kada vjesto i precizno uocavaju
I iskazuju svojstva objekata.

Razina 3: Neformalna dedukcija. Prema van Hieleu, tek nakon S$to se savladaju vjeStine
prepoznavanja objekata, uoCavanja i opisivanja njihovih svojstava, moguce je zapoceti stvarati
logicke veze medu svojstvima jednog objekta ili izmedu svojstava razlicitih objekata, oblikovati
smislene definicije, postavljati tvrdnje te argumentirano opravdavati svoja zakljucivanja, uocavajuci
postupno nuzne i dovoljne uvjete postojanja odredenog koncepta. Uvodenjem definicija 1
postavljanjem tvrdnji, potrebno je postupno uvoditi i simbolicki zapis te razvijati vjeStine
vizualizacije uspostavljanjem kvalitetnih veza izmedu govornog jezika, vizualnog prikaza i
simboli¢kog zapisa jer je to preduvjet razumijevanja geometrijskih koncepata i veza.

Tako, na primjer, prou¢avanjem koja svojstava imaju kvadrat, pravokutnik, paralelogram i romb, koji
su prikazani u nekoj to¢kastoj mrezi (Slika 48), u¢enici mogu uociti da kvadrat ima sva svojstva koja
ima pravokutnik, paralelogram i romb te zakljuciti da je svaki kvadrat pravokutnik, svaki kvadrat je
paralelogram i svaki kvadrat je romb. Daljnjim proucavanjem svih obostranih odnosa medu njima
moze se postaviti klasifikacija paralelograma, pri ¢emu je vrlo koristan i vizualni prikaz, jer na njemu
dolaze do izrazaja uspostavljene veze. Isti vizualni prikaz moze se koristiti i za ,,brusenje” do
formalne definicije, a mogu se postupno uvoditi i obrati tvrdnji. Vizualni prikazi objekata i
preslagivanje njihovih dijelova radi formiranja novog objekta mogu se koristiti za izvodenje
odgovaraju¢ih formula za plostinu. Ako su likovi prikazani u nekoj tockastoj mrezi, rad moze
zapoceti s konkretnim veli¢inama i strukturiranjem, a zavrsiti izvodenjem opceg izraza (Slika 49).

a

P=5-3 v=b a-v
P=a-b P=a-v 2

Slika 49. Izvodenje formule za plostinu paralelograma

Za uspjesno savladavanje trec¢e razine misljenja ucenicima treba omoguciti da sami stvaraju vlastite
definicije objekata (Paralelogram je...), a zatim odreduju minimalni broj svojstava za opis tog
objekta i tako postupno grade formalne definicije. Treba im omoguciti da sami stvaraju inkluzivne
odnose medu likovima sluZe¢i se uocenim svojstvima i definicijama, da samostalno izvode formule
za plostinu, odnos kutova 1 sl., a svoja objasnjenja da potkrepljuju argumentima, sluzeci se pritom 1
raznim vizualnim prikazima te simbolickim zapisima. Treba im omoguciti da odredene zakonitosti
objasnjavaju na razliCite nacine, da postavljaju obrate tvrdnji i kona¢no da rjeSavaju probleme u
kojima mogu primijeniti svojstva koja su proucavali i tvrdnje koje su izveli (Crowley, 1987).
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Prema van Hieleu, izravno poucavanje formalnih definicija prije 3. razine, a da nisu izvedene kao
rezultat nekih prethodnih aktivnosti, unaprijed je osudeno na neuspjeh, Sto potvrduje i de Villiers na
temelju svog istrazivanja (Van Hiele, 1986; De Villers, 2010). Proces definiranja pojma nije
jednostavan te je nerazumno od ucenika ocCekivati da ¢e pukim zapamcivanjem usvojiti formalne
definicije. Osim toga, samo poznavanje definicija pojmova ne garantira i razumijevanje koncepata i
veza, a bez razumijevanja nije moguca ni primjena. Na primjer, ako ucenik zna re¢i da su
paralelogrami Cetverokuti kojima su nasuprotne stranice paralelne, to ne znaci da ¢e pod njima
razmatrati pravokutnike, kvadrate i rombove (De Villiers, 1998).

Konacno, ucenici su savladali trecu razinu ako samostalno definiraju pojmove, na temelju njih rade
hijerarhijske klasifikacije, postavljaju opc¢e tvrdnje i odnose sa drugim svojstvima. Na ovoj razini,
ucenici mogu pratiti proces dokazivanja, ali jo$ uvijek nisu dovoljno samostalni da bi sami gradili
svoj dokaz. UocCavaju postojanje sustava definicija, aksioma, teorema 1 dokaza, ali jos uvijek ne mogu
razumjeti njihovu ulogu i funkcionalnost.

Razina 4: Formalna dedukcija. Prema van Hieleu, tek nakon $to su savladane prve tri razine, moze
se napredovati do samostalnog izvodenja formalnih dokaza te razumjeti potreba i opravdanost
aksiomatske izgradnje matematicke teorije.

Zauspjesno savladavanje Cetvrte razine misljenja, ucenicima treba omoguciti da na temelju vizualnih
prikaza postavljaju vlastite tvrdnje u obliku ,,ako..., onda...”, da prepoznaju §to je u nekoj tvrdnji
zadano (pretpostavka P), a $to se izvodi (zakljucak Q), da postavljaju obrate tvrdnji, da uocavaju
razlike izmedu osnovnih i izvedenih pojmova te izmedu osnovnih (aksioma) i izvedenih tvrdnji
(teoremi, leme, korolari), da naslucuju istinitost postavljenih tvrdnji i dokazuju istu tvrdnju na
razli¢ite nacine ili da je opovrgavaju postavljanjem kontra primjera itd. (Crowley, 1987).

Na primjer, ako za ¢etverokut upisan u kvadrat (Slika 46, Razina 4) treba dokazati da je kvadrat, onda
ucenici koji su savladali Cetvrtu razinu znaju da treba dokazati da su sve Cetiri stranice jednakih
duljina 1 da su sva cetiri kuta prava. Oni bi bili u moguénosti izvesti taj dokaz sluze¢i se razli¢itim
teoremima (0 sukladnosti trokuta, o srednjici trokuta, koriste¢i Pitagorin poucak itd.). Ako vrhovi
upisanog kvadrata nisu u polovistu stranice ve¢ dijele stranicu u nekom drugom omjeru, mogli bi
dokazati da upisani kvadrat s vthovima u polovi$tu ima najmanju plostinu jer pravokutni trokuti izvan
njega imaju najvecéu plostinu. Oni koji su savladali ¢etvrtu razinu misljenja, u procesu dokazivanja
uspjesno uspostavljaju vezu izmedu govornog jezika, vizualnog prikaza i simbolickog zapisa.

Razina 5: Apstrakcija i strogost. Prema van Hieleu, najvisi oblik apstraktnog misljenja je moguénost
razumijevanja i usporedivanja razli¢itih aksiomatskih sustava te razmatranje definicija, teorema i
dokaza za isti objekt u razli¢itim sustavima. Tek na ovoj razini ucenici uspjesnoj razvijaju vjestinu
indirektnog dokazivanja po kontradikciji i po kontrapoziciji te mogu jasnije razumjeti znacenje
konzistentnosti, nezavisnosti i potpunosti odredenog aksiomatskog sustava.

Ucenici koji funkcioniraju na ovoj razini u stanju su shvatiti da postoje i drugi geometrijski sustavi
osim euklidskog, mogu vidjeti sli¢nosti i razlike tih sustava i medusobno ih usporedivati. Na primjer,
iako vizualni prikaz paralelnih pravaca u euklidskoj i neeuklidskoj ravnini (Slika 46, Razina 5) moze
izgledati kao da se radi o razli¢itim objektima, na ovoj razini ucenici pojam pravac mogu tumaciti s
razumijevanjem u razli¢itim geometrijskim sustavima te izvoditi odgovarajuce jednadzbe 1 odnose.

Nastava matematike na sveucili$noj razini u vecini slu¢ajeva provodi se na razini koju mogu uspjesno
pratiti oni koji su savladali prve Cetiri razine misljenja prema van Hieleovu modelu, a bilo bi pozeljno
da imaju izgradene neke elemente i pete razine. Medutim, sustav obrazovanja na primarnoj i
sekundarnoj razini to uglavnom ne osigurava, osim u nekim iznimnim situacijama (npr. ucenici
matematicke gimnazije s ve¢im brojem sati matematike), Sto znaci da izmedu ta dva matematicka
diskursa, na sekundarnoj i tercijarnoj razini, postoji jaz koji netko mora popuniti kako bi se
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matematicko obrazovanje ucenika uspjesno nastavilo. Idealno bi bilo da jaz ne postoji, ali ako ve¢
postoji, onda ga nekako trebalo premosti. Prvi korak bi, zasigurno, bio ste¢i uvid u razine misljenja
studenata upisanih na matematicki kolegij, a zatim, uzajamnim nastojanjem ucenika i nastavnika,
potraziti neko efikasno rjeSenje.

3.2. Karakteristike van Hieleova modela

Van Hieleov model razvoja misljenja, koji je postavljen na opisani nacin, ima nekoliko klju¢nih
karakteristika: (1) hijerarhijski i sekvencijalan ustroj; (2) specifi¢nost komuniciranja po razinama; (3)
medusobno (ne)razumijevanje; (4) princip dualnosti objekta i metode misljenja; (5) starosna dob.

(1) Hijerarhijski i sekvencijalan ustroj. Opisani model razvoja misljenja je hijerarhijski niz razina
redoslijednog karaktera, $to znaci da se razine moraju savladavati od prve pa nadalje bez preskakanja
(osim iznimno talentiranih uc¢enika). Da bi netko uspjeSno funkcionirao na odredenoj razini, osnovni
preduvjet je ste¢i znanja, vjestine i jezik prethodnih razina. Razine nisu diskretne, kako ih je razmatrao
van Hiele na samom pocetku, ve¢ je moguée biti na prijelazu izmedu razina (De Villers, 2010,
Usiskin, 1982). Osim toga, razine misljenja iste osobe mogu biti razli¢ite za razli¢ite sadrZaje, ako se
nekim sadrzajima bave vise i detaljnije nego drugima (De Villers, 2010; Van Hiele, 1986). Tako, na
primjer, u¢enici jako dobro znaju klasificirati trokute, ali obi¢no ne znaju klasificirati ¢etverokute.

(2) Specifi¢nost komuniciranja po razinama. Svaka razina podrazumijeva odredena znanja i ima
svoj vlastiti nain izrazavanja i jezik komuniciranja, verbalno, vizualno i simboli¢ki. Na nizim
razinama jezik je viSe neformalan jer je i vokabular siromasniji, a prema viS§im razinama vise se
razvija formalni jezik i bogatiji vokabular. Da bi netko uspjesno funkcionirao na odredenoj razini,
osnovni preduvjet je ste¢i znanja, vjestine 1 jezik prethodnih razina.

Tako, na primjer, na 2. razini dopusteno je razlikovati kvadrate i pravokutnike, ali na 3. razini za
kvadrat se moze koristiti i naziv pravokutnik, romb, paralelogram, trapez ili deltoid jer je kvadrat
specijalni slu¢aj svih tih vrsta ¢etverokuta.

(3) Medusobno (ne)razumijevanje. Ucenici koji se nalaze na razli¢itim razinama razmis$ljanja ne
mogu se razumjeti jer se Koriste razli¢itim jezikom i razli¢itim nacinima rjeSavanja problema te
razli¢ito tumace iste rijeci ili situacije. Isto tako, ako ucitelj poucava na razini koju ucenici nisu
dosegli, oni se ne mogu razumjeti te se zeljeni napredak u ucenju nece pojavit. Kada se ucitelj sluzi
jezikom (govornim, vizualnim ili simboli¢kim), primjerima i sadrZajem koji nadilazi razinu misljenja
njegovih ucenika, njegovi ucenici ne mogu uspjesno pratiti takav proces poucavanja te pribjegavaju
ucenju napamet, a takve sadrzaje brzo zaboravljaju 1 nisu ih u stanju primijeniti, Sto moZze biti prilicno
frustrirajuce 1 obeshrabrujuce.

Stoga Van Hiele posebno naglasava odnos: ucitelj — ucenik — tema, odnosno da je nuzno potrebno
sadrzaje 1 nacin poucavanja uskladiti s razinama misljenja koja su ucenici dosegli te da se odabirom
prikladnih vjezbi 1 prilagodavanjem materije razini misljenja u¢enika mogu otkloniti sve teskoce pri
ucenju i poucavanju geometrije. Naime, jednom kad ucenik postigne odredenu razinu, on savladava
1 sadrzaje koji su bili potrebni za postizanje te razine, a ako nakon nekog vremena sadrzaje 1 zaboravi,
ostvarena razina misljenja ne opada (Van Hiele, 1986, str. 37 — 40).

(4) Princip dualnosti objekta i metode misljenja. Napredovanje sa jedne razine misljenja na drugu
razinu zasniva se na principu dualnosti objekta i metode misljenja. Naime, svaka razina ima svoj
objekt (ono o cemu mislimo) 1 metodu (nacin na koji mislimo) te ishodi metode misljenja (proizvod
misljenja) tekuée razine postaju objekt misljenja (predmet proucavanja) sljedece razine, a napredak
se o€ituje u sposobnosti prelaska s metode na objekt (Slika 50).
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Ucenici najprije prepoznaju odredene oblike (predmet misljenja Razine 1) te ih na temelju globalnog
izgleda razvrstavaju u grupe (proizvod misljenja Razine 1). Zatim formirane grupe (predmet misljenja
Razine 2) analiziraju i uocavaju njihova svojstva (proizvod misljenja Razine 2), a tek onda medu tim
svojstvima (predmet misljenja Razine 3) stvaraju veze (proizvod misljenja Razine 3). Opisane veze
medu svojstvima (predmet misljenja Razine 4) istog objekta ili veze izmedu objekata strukturiraju u
dobro ureden sustav (proizvod misljenja Razine 4), a zatim taj sustav (predmet misljenja Razine 5)
usporeduju sa slicnim sustavima (proizvod misljenja Razine 5).

5 Analiza i
usporedba
deduktivnih
sustava

4 Deduktivni
sustavi

3 Meduodnosi
svojstava
2 Svojstva
oblika

Klase

1 oblika

Oblici
pojedinaéno

Slika 50. Prikaz razina prema predmetima i proizvodima misljenja

(5) Starosna dob. Napredovanje (ili izostanak napredovanja) s jedne razine misljenja na drugu
razinu ne ovisi o starosnoj dobi niti sazrijevanju ve¢ vise o nainu uenja, o sadrzaju 1 metodama
poucavanja. Neke metode ubrzavaju napredak, a neke ga koce ili sprecavaju. Na primjer, ako se od
ucenika trazi da memoriraju gotove formulu ili odnose (,,Svaki kvadrat je trapez”), oni ¢e to napraviti
bez razumijevanja i brzo zaboraviti (Abdullah i Zakaria, 2013; Usiskin, 1982; Van Hiele, 1986). Ova
karakteristika, osim $to daje obrazloZenje slabijih ishoda uenja, istodobno je i ohrabrujuca jer znaci
da za ucenje nikada nije kasno.

3.3. Van Hieleove faze ucenja i pou¢avanja

Za uspjesno napredovanje s jedne razine misljenja na drugu razinu, van Hieleova teorija predlaze
proces ucenja u pet faza: (1) faza informiranja, (2) faza usmjerenog vodenja, (3) faza objasnjavanja,
(4) faza aktivnosti otvorenog tipa, (5) faza povezivanja (Van Hiele, 1986 i 1999).

Iako se opis karakteristika pojedine faze ucenja u nastavku daje sekvencijalno, samo provodenje faza
nije linearan proces ve¢ se prolaZenje kroz faze i ponovno vracanje na neku od prijedenih faza treba
prilagoditi dinamici rada ucenika i njihovim (pred)znanjima. Bolje je zastati i vratiti se na pojam ili
neki nejasan odnos, nego ,,Sutke” prec¢i nadajuci se da ¢e to oni ipak nauciti sami.

Faza 1: Informiranje (eng. inquiry/information). Prirodno je nastavni sat zapoceti pitanjima, krac¢im
istrazivanjem 1ili raspravom, a vezano za temu koja se Zeli obraditi. U tu svrhu se moze pripremiti
kratki upitnik (u pisanom obliku ili kao on-line kviz) za brzo prikupljanje informacija o znanjima
ucenika, neka slozenija geometrijska figura sa koje treba procitati odredenu poruku ili prepoznati
neke podfigure, i Koja ¢e biti podloga za raspravu itd.

I dok ucitelj kroz uvodnu raspravu saznaje Sto ucenici o temi ve¢ znaju te na koji nacin koriste svoja
znanja i jezik, u€enici se uvode u raspravu i aktivnosti te se postupno zblizavaju s odabranom temom
1 otkrivaju smjer daljnjeg rada. Na taj nacin, daljnje ucenje i poucavanje ucitelj moze oslanjati na
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uoceno predznanje i tako izbjeéi ponavljanje onoga Sto ucenici ve¢ znaju ili popuniti pokoju uocenu
prazninu, a rje¢nik uc¢enika korigirati ili nadopuniti.

Faza 2: Usmjereno vodenje (eng. directed orientation). Nakon uvodne rasprave korisno je da ucenici
samostalno istrazuju kroz pazljivo strukturirane zadatke: sami crtaju, mjere, izraCunavaju, povezuju
itd. kako bi otkrili ili razjasnili odredene odnose koji im do tada nisu bili poznati ili su im bili nejasni.
Cilj je uvesti neki novi pojam, postaviti neku novu tvrdnju ili pripremiti podlogu za dokazivanje,
ovisno o temi koja se obraduje.

Za ovu fazu korisno je pripremiti krace, jednostavnije zadatke tako da se dobiju to¢no odredeni
odgovori. Zadaci mogu biti pripremljeni u obliku programiranog materijala, ali tako da ucenici trebaju
izvesti i neke svoje zakljucke. Ako tijekom samostalnog rada uéenici zapnu, moze ih se potaknuti
potpitanjem, na koje bi mogli dati odgovor.

Faza 3: Objasnjavanje (eng. explicitation). Nakon svakog samostalnog rada uc¢enika jako je vazno da
ucenici svojim rije¢ima opisu ono $to su radili i do kojih su zakljuc¢aka dosli te da medusobno
razmijene 1 argumentiraju svoje zakljucke, bez utjecaja ucitelja. Ucitelj bi trebao pozorno pratiti
komunikaciju uc¢enika te ih usmjeravati na koriStenje to¢nog i primjerenog nacina izrazavanja, bilo
da se radi o verbalnom opisu, vizualnom prikazu i simbolickom zapisu. Na taj nacin, uéenici
prirodnim putem razvijaju matematicki rjecnik, a ucitelj ih ima priliku korigirati 1 unaprijediti njihov
rjecnik.

Faza 4: Aktivnosti otvorenog tipa (eng. free orientation). Nakon prve tri faze ili nekoliko ciklusa
njihovih izmjena, uéenici bi trebali rjeSavati sloZenije zadatke, s visim kognitivnim zahtjevima od
onih koji su bili u prethodnim fazama, a posebno bi bili korisni zadaci s vise klju¢nih koraka, zadaci
koji se mogu rijesiti na viSe razli¢itih nacina ili koji imaju viSe rjeSenja. Nacin snalaZzenja u novim 1
sloZenijim situacijama, u kojima treba primijeniti ono $to se neposredno prije obradivalo, pokazuje u
kojoj mjeri se uvedeno razumjelo.

Korisnije je kada ucenici sami rjeSavaju zadatak, bez pomo¢i ucitelja, na nacin koji je njima
najprimjereniji. Dok su u€enici okupirani samostalnim istrazivanjem i rjeSavanjem, ucitelj ih dodatno
upoznaje pra¢enjem njihovog procesa rjeSavanja, otkriva ima li jo§ kakvih nejasnoca 1 prema potrebi
ih usmjerava.

Faza 5: Povezivanje (eng. integration). Korisno je povremeno se osvrnuti na ono $to se radilo, ukratko
opisati provedene aktivnosti, istaknuti najvaZznije zakljucke, a zatim sve objediniti u jednu
funkcionalnu cjelinu objekata i relacija i sazeti koliko je moguce. Sistematizacija i strukturiranje
obradenih sadrzaja mogu se provoditi na razli¢ite nacine, Sto svakako ovisi i o temi koja se obraduje,
a bilo bi dobro da to naprave najprije ucenici sami. Uloga ucitelja je da prati preciznost i to¢nost
izrazavanja uCenika te nacin strukturiranja, a prema potrebi da intervenira ukoliko su nesto zaboravili
istaknuti ili su istaknuli pogresno.

Na primjer, ako su se kroz ove aktivnosti ucenici bavili istrazivanjem svojstava ¢etverokuta, cilj je
mogao biti uspostavljanje inkluzivnih odnosa i izgradnja hijerarhijske klasifikacije. lzgradnjom
mreZa odnosa medu svojstvima cetverokuta ucenici su mogli postupno razvijati neformalno
deduktivno zakljucivanje, koristenjem obrazlozenja oblika ,,to vrijedi jer je...” ili ,,ako..., onda...”
njihov jezik postupno poprima apstraktni karakter. Ako bi pri tome koristili i vizualni prikazi (Slika
51) strukturiranje svih odnosa bi bilo pregledno, a odgovarajuce veze lako uocljive.

56



ey

[/
/l\/ﬂ

N\

Slika 51. Klasifikacija ¢etverokuta

Zavrsavanjem svih faza u radu s ¢etverokutima na opisani nacin ucenici zasigurno mogu dose¢i novu
razinu mis$ljenja koja se temelji na konceptima i vezama medu ¢etverokutima. Drugim rije¢ima, kroz
te aktivnosti imali bi mogucnost napredovanja s druge na trecu razinu misljenja. Ovisno o temi koja
se obraduje i pripremljenom materijalu, sve faze ne moraju nuzno biti provedene na jednom
hastavnom satu.

Prema van Hieleu, najveci doprinos u poucavanju geometrije su pazljivo osmisljeni materijali i niz
aktivnosti, koje trebaju zapoceti ,,istraZzivackom fazom, postupno grade¢i koncepte 1 odgovarajuci
jezik te zavrSiti saZimanjem koje uc¢enicima pomaze integrirati ono Sto su naucili u ono §to ve¢ znaju”
(Van Hiele, 1999, str. 311).

Brojna istrazivanja nastave geometrije potvrduju da strategija poucavanja koja se temelji na van
Hieleovim fazama ucenja poboljSava geometrijsko misljenje ucéenika, kao i razumijevanje
geometrijskih koncepata zbog Cega se ostvaruje pozitivan ucinak na postignuca u geometriji
(Crowley, 1987; Teppo, 1991; Van Hiele, 1999; Abdullah i Zakaria, 2011, 2012 i 2013; Siew, Chong
i Abdullah, 2013; Dongawi, 2014). Takoder, smatra se da van Hieleove faze ucenja osiguravaju
djelotvoran okvir za jasno strukturiranje nastavnih jedinica i daju jasna objaSnjenja kako ucitelj moze
voditi uCenike s jedne na drugu razinu (npr. Abdullah i Zakaria, 2013, Dongawi, 2014).

Ucenjem geometrijskih sadrzaja kroz pet kljucnih aktivnosti: raspravu, rjeSavanje programiranog
materijala, objaSnjavanje dobivenih rezultata, rjeSavanje zadataka otvorenog tipa te integraciju
rezultata u funkcionalnu cjelinu, u€enici su kontinuirano aktivni, istrazuju, izvode zakljucke,
objasnjavaju, primjenjuju, Sistematiziraju itd. Opisanom strategijom ucenici se stavljaju u centar
procesa ucenja, a ucitelji taj proces koordiniraju i vode. Stalni suradnicki angazman dovodi do
poboljsanja jezika uc¢enika od neformalnog do formalnog, podize razinu njithovog misljenja, povecava
razumijevanje geometrijskih koncepata i konacno pospjesuje postizanje ishoda ucenja. Sve to dovodi
1 do jaCanja samopouzdanja i vjere u vlastite matematicke sposobnosti, §to dodatno motivira na ucenje
(Van Hiele, 1999; Siew, Chong i Abdullah, 2013; Armah, Cofie i Okpoti, 2018).

Ukratko, opisana strategija poucavanja u pet faza predstavlja dobar pedagoski alat, odnosno
predlozak za planiranje i predstavljanje nastavnih jedinica, a u€enici, slijedeci tako organizirani niz
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aktivnosti, do ocekivanog dolaze brze nego inace (npr. Abdullah i Zakaria, 2011, 2012 i 2013;
Dongawi, 2014).

Neosporno je da ucenju i poucavanju geometrije te razvoju geometrijskog misljenja treba pridati
posebnu pozornost jer je geometrija vazna kako za razvoj i razumijevanje cjelokupne matematike
tako i za primjenu u Zivotu i radu svakog pojedinca. No, s druge strane, nastavna praksa pokazuje da
ucenici diljem svijeta imaju dosta teSkoca pri uCenju geometrije: mnogi se bore s osnovnim
konceptima i terminologijom, mnogi imaju problema s definiranjem pojmova te uspostavljanjem veza
medu pojmovima, ali i u provodenju jednostavnijih dokaza (Dongawi, 2014). Jedno je sigurno: ucitelj
je taj koji odabire nastavni materijal 1 plan izvodenja te on ponajviSe moze doprinijeti uspjeSnom
ostvarivanju ishoda uc¢enja (Van Hiele, 1999).

No, osigurati u¢enicima da kroz opsiran i zahtjevan nastavni plan i program razvijaju i geometrijsko
misljenje, nije nimalo jednostavan posao, ali jest obveza i odgovornost svakog nastavnika
matematike. Da je to moguée uspjesno provesti potvrduju razna obrazovna istrazivanja utemeljena
na van Hieleovoj teoriji, koja zasigurno u tom smislu ohrabruju i olak$avaju. Prema rije¢ima van
Hielea: ,,Kada pazljivo njegujete geometrijsko misljenje ucenika, oni ¢e biti uspjesniji u savladavanju
i Euklidove matematike” (Van Hiele, 1999, str. 316).
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4. Razvoj vjestina vizualizacije i vizualno-prostornih sposobnosti

Jedna od bitnih osobina covjeka je ,,vidjeti”, vidjeti oCima, ali vidjeti i mislima. Na temelju onoga Sto
gleda o¢ima, promatra¢ u svojim mislima stvara zamisli, koje u vecoj ili manjoj mjeri odgovaraju
onome §to promatra. Isto tako, prema onome §to stvara u mislima, osoba ima potrebu svoju kreaciju
uciniti vidljivom i drugima pa je opisuje verbalno ili prikazuje odgovaraju¢im prikazom ili simbolom
na papiru ili nekom drugom mediju.

Mnoge matematic¢ke ideje stvarane su upravo na opisani nac¢in: gledanjem i proucavanjem odredenih
situacija, njihovim zamis$ljanjem te predstavljanjem konkretnim vidljivim prikazom na odgovarajuci
nacin i putem odgovarajuc¢eg medija. | pri u¢enju postojecih matematickih ideja prolazi se sli¢an put:
gledanjem i proucavanjem vidljivog zapisa (jezi¢nog, 2D ili 3D prikaza, simbolickog) stvaraju se
odgovarajuc¢e zamisli na temelju kojih se promatrana ideja razumije 1 postaje bliska. Takoder, pri
poucavanju tih istih matematicki ideja, poucavatelj na temelju svojih zamisli stvara zapis (jeziéni, 2D
ili 3D prikaz, simboli¢ki) kako bi svojim uéenicima pribliZio promatranu ideju da i oni stvore zamisli
koje ¢e ih dovesti do razumijevanja promatranog.

U pozadini opisanog je proces prenosSenja informacija i komuniciranja raznih ideja posredstvom
odgovarajuc¢ih zamisli ili vidljivih zapisa. Upravo taj proces kao i ono §to se tijekom procesa stvara
ili koristi, bilo kroz zamisli ili kroz vidljivi zapis naziva se vizualizacijom (Slika 52).

VIZUALIZACIJA

PROCESI
Stvaranje / koriStenje

Slika 52. Pojam vizualizacija

S obzirom na Covjekove bioloske karakteristike, jasno je da se vizualizacija koristi od kada je svijeta
i ¢ovjeka te ona nikako nije nedavni izum (Zimmermann & Cunningham, 1990, str. 2). No, s obzirom
na njezin potencijal i mogucnosti raznovrsne primjene, pojam vizualizacije se ne koristi na jedinstven
nacin. Definicija pojma obi¢no se prilagodava kontekstu unutar kojeg se pojam koristi kao 1 prema
namijeni s kojom se koristi. I ne samo da se u razli¢itim podruc¢jima koriste razli¢ite definicije pojma
vizualizacija, ve¢ je to prisutno i unutar istog podrucja. Tako se i unutar matematike i matematickog
obrazovanja pod tim pojmom podrazumijevaju razlicite stvari, medu kojima postoje slicnosti, ali i
razlike.

Osim samog pojma vizualizacije, u njezinoj primjeni nastali su i razni drugi pojmovi iz potrebe
prenosenja i komuniciranja odgovarajucih poruka i ideja. Kako se novi pojmovi vezuju uz isti pojam
¢ije znacenje nije jedinstveno definirano, i novi pojmovi se po svojim znacenjima razlikuju. Zato je
vazno, radi jasnoce ¢itanja i razumijevanja, prije same upotrebe bilo kojeg od tih pojmova, objasniti
Sto se pod kojim pojmom podrazumijeva.

U tu svrhu, u ovom dijelu rada detaljnije ¢e se razmotrit razliciti opisi pojma vizualizacije 1 njegovo
znacenje u kontekstu matematike kao i pojmovi koji se uz njega vezuju, a koji su potrebni za pracenje
1 razumijevanje daljnjeg rada. Gdje to bude potrebno, a radi jasnoce i razumijevanja, istaknut ¢e se
slicnosti i razlike razli¢itih tumacenja istog pojma. Takoder, za svaki pojam koji se Koristi, istaknut
¢e se definicija pod kojom se taj pojam koristi u daljnjem radu i na $to se sve ta definicija odnosi.
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Konacno, prirodno je zapitati se: Cemu sluzi vizualizacija u matematici i matematickom obrazovanju?

Mogu¢i i prihvatljivo dobar odgovor na to pitanje daju razna eksperimentalna istrazivanja o
vizualizaciji u matematickom obrazovanju, koja se intenzivno provode zadnjih tridesetak godina.
Rezultati tih istrazivanja ukazuju na pozitivan uéinak pri ucenju i poucavanju matematike koje je
prozeto vizualizacijom na odgovaraju¢i nacin te na mogucu Stetu kada se vizualizacija koristi
neprimjereno ili se uopée ne koristi. Naime, vizualizacija je mo¢na zbog svoje konkretnosti pa
pogoduje bioloskim karakteristikama covjeka da se dobro snalazi u sustavu apstraktnih matematickih
koncepata te apstraktnom jezi¢nom i simboli¢kom sustavu, kojima se ti koncepti predstavljaju,
posebno u eri naprednog razvoja racunalne tehnologije. Kao takva, vizualizacija i sustav znakova
kojemu ona pripada ima veliki potencijal ako se ciljano i spretno koristi u meduigri spomenutih
apstraktnih sustava. Stoga je prirodno zapitati se: Kako iskoristiti potencijal vizualizacije za
ucinkovito ucenje i poucavanje matematike? te Moze li sustav vizualnih znakova biti punopravni ¢lan
matematickog obrazovanja uz apstraktni jezicni i simbolicki sustav?

Doprinos odgovorima na postavljena pitanja daju i rezultati provedenog eksperimentalnog
istrazivanja koje ¢e biti opisano u ovom radu.

4.1. Opéenito o pojmu vizualizacija

Pojam vizualizacija znaci razli¢ite stvari razli¢itim skupinama stru¢njaka. U najSirem smislu, pojam
vizualizacija podrazumijeva stvaranje odredene slike u svrhu prenosenja ili komuniciranja poruke.

Vizualizacijom se, kroz razne zapise i zamisli na u¢inkovit nacin prenose i komuniciraju i apstraktne
i konkretne ideje od samih pocetaka ¢ovjecanstva. Tako se ve¢ u pe¢inama prapovijesnog doba mogu
pronaci prve slike sa svrhom prenosenja odredenih poruka. Neka od prvih pisama koja su sluzila u
komunikacijske svrhe bila su slikovna pisma poput egipatskih hijeroglifa. Prva matemati¢ka znanja
cuvala su se 1 prenosila slikovnim porukama. Najstariji poznati slikovni natpis, pronaden u Kisu,
drevnom gradu u Mezopotamiji, dana$njem centralnom Iraku, oko 3500 godine prije naSe ere,
sadrzavao je znakove za brojeve prikazane rukom i prstima (Slika 53). Zahvaljuju¢i upravo
vizualizaciji, odnosno u¢inkovitom komuniciranju raznih ideja i prenoSenju poruka kroz slike i razne
druge zapise, narodi diljem svijeta uspjeli su sacuvati veliki dio svoje kulturne bastine te prenositi
svoja znanja iz generacije u generaciju.

Slika 53. Najstariji poznati slikovni natpis®

Vizualizacija se u tom smislu kontinuirano koristi od samih svojih pocetaka pa sve do danasnjih dana.
No, da bi se razumjelo $to odredeni pojam znaci, potrebno je znati definiciju tog pojma, a zatim i na
Sto se sve ta definicija odnosi (Sierpinska, 1992, str. 30). Osim toga, s obzirom da Se vizualizacija
danas naSiroko koristi u razli¢itim podrucjima druStvenog i profesionalnog zivota i djelovanja

13 Slika preuzeta iz Dadi¢ (1992).
60


https://sh.wikipedia.org/wiki/Sumer
https://sh.wikipedia.org/wiki/Irak

covjeka, definicija tog pojma nije i ne moze biti jedinstvena. Stoga je korisno razmatrati razliCite vrste
definicija te ono $to im je zajednicko kao 1 ono po ¢emu se razlikuju.

Iako ne postoji jedinstvena ,,op¢a” definicija pojma vizualizacija, ve¢ina njih pod tim pojmom
podrazumijeva prikaz nekog objekta ili situacije, ali i proces stvaranja tog prikaza. Neke definicije
naglasak stavljaju na proces kao $to je npr. definicija prema Cambridge rje¢niku, po kojem je
vizualizacija ,,¢in stvaranja slike u naSem umu o ne¢emu ili nekomu”. Neke druge definicije, pored
procesa razmatraju i rezultat procesa, kao npr. definicija u Merriam Webster rje¢niku, po kojem je
vizualizacija: (1) ,,formiranje umnih vizualnih slika”; (2) ,, ¢in ili postupak interpretacije vizualnog
ili stavljanje u vidljivi oblik™ itd.

Prema Duvalu, francuskom filozofu i psihologu, koji se od 1970. godine bavi matematickim
obrazovanjem i daje veliki doprinos tumacenju pojma vizualizacije, vizualizacija je ,,prije svega jedan
od temeljnih kognitivnih procesa uma” (Duval, 2014, str. 168.). To je u skladu i s prethodnim dvjema
definicijama koje govore o umnim procesima/slikama, ali ide i korak dalje, naglasavajuci spoznajnu
vaznost tog pojma. Drugim rije¢ima, pod pojmom Vvizualizacija on podrazumijeva odredenu
sposobnost koju pojedinac moze koristiti u svrhu ucenja. Time se znacaj vizualizacije pomice s
osnovnog prenosenja poruke i komunikacije neke ideje na vazan segment svakog pojedinca, a to je
obrazovanje.

Kako bi znali na §to se to¢no taj kognitivni proces odnosi i1 na koji nacin ga koristiti u svrhu ucenja
potrebno je obuhvatiti puno znacenje pojma. Prema Sierpinskoj (1992, str. 29), definicija pojma moze
imati mnogo razli¢itih znacenja, ovisno o kontekstu, pa se o¢ekivano znac¢enje pojma vizualizacija u
matematici razlikuje od uobicajene upotrebe u svakodnevnom govoru ili psihologiji. Zapravo,
znacenje pojma Vizualizacija u kontekstu matematike puno je Sire od osnovnog znacenja ,,formiranja
i manipuliranja umnim slikama”. Da bi tu razliku posebno naglasili, neki autori se sluze i novim
pojmom: matematicka vizualizacija.

S obzirom da se daljnji rad bavi tumacenjem pojma i njegovom primjenom unutar konteksta
matematike, nije nuzno potrebno isticati da se radi o matematic¢koj vizualizaciji te ¢e se taj pojam
koristiti samo u svrhu preuzimanja opisa i tumacenja drugih autora, kada se oni sluze tim nazivom.

4.2. Znacenje pojma vizualizacija u kontekstu matematike

Kao $to je ve¢ receno, ne samo da se pojam vizualizacije razli¢ito definira u razli¢itim podruc¢jima,
ve¢ niti u kontekstu matematike ne postoji njegova jedinstvena definicija, unato¢ naporima brojnih
istrazivaa matematickog obrazovanja zadnjih nekoliko desetlje¢a (Nardi, 2014). Ipak, unutar jednog
podrucja kao §to je matematika, definicije postavljaju matematicari pa su razlike medu definicijama
manje nego razlike medu definicijama koje postavljaju razli€iti stru¢njaci iz razlicitih podrucja
(Dreyfus, 2014, str. 179). Dalje se bavimo tumacenjem pojma vizualizacije samo unutar konteksta
matematike te sli¢nostima 1 razlikama postojecih definicija koje se ucestalije koriste. Na kraju se
izdvaja ona koja ¢e se koristiti u daljnjem radu.

U raspravi o pitanju ,,Sto je matemati¢ka vizualizacija?”, urednici Zimermann i Cunningham (1990)
u uvodnom dijelu knjige Visualization in teaching and learning mathematics, u kojoj sabiru
znacajnije radove o vizualizaciji u matematici na dodiplomskoj razini, navode kako oni pod tim
pojmom podrazumijevaju ,,proces stvaranja ili koriStenja geometrijskih ili grafickih reprezentacija
matematiCkih koncepata, principa ili problema, bez obzira jesu li nacrtani ru¢no ili su stvoreni
pomocu rac¢unala.” (Zimermann i Cunningham, 1991, str. 1). Takoder, oni imaju potrebu posebno
istaknuti da se taj pogled na vizualizaciju razlikuje od uobic¢ajene upotrebe 1 znaCenja tog pojma u
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psihologiji, gdje je znalenje ,,blize svom temeljnom znacCenju — oblikovati mentalnu sliku”
(Zimermann i Cunningham, 1991, str. 3). Dakle, oni se udaljavaju od znacenja koje se odnosi samo
na stvaranje umnih slika te naglasak stavljaju na vanjske zapise pri ¢emu rade razliku izmedu Cistih
geometrijskih prikaza i drugih prikaza koji predstavljaju osim geometrijskih i neke druge koncepte,
principe ili probleme. Osim toga, jasno naznacuju da taj prikaz moze biti napravljen primjenom
razlic¢itih medija, u slu¢aju matematike: ru¢no ili raCunalom. Unutar definicije, oni uvode i novi pojam
,reprezentacija”, misle¢i pri tome na ono §to je prikazano na vidljiv nacin.

Proucavajuci ulogu 1 razlicite vrste vizualizacije u kontekstu matematicke analize, Guzman (2002)
vizualizaciju vidi kao korisno sredstvo u konkretnom prikazivanju apstraktnih matematickih objekata
te navodi da se pod matemati¢kom vizualizacijom podrazumijeva ,,nacin djelovanja s eksplicitnom
pozornos¢u na moguce konkretne prikaze objekata kojima se manipulira kako bi se postigao
uc¢inkovitiji pristup apstraktnim odnosima koji se obraduju” (Guzman, 2002, str. 1).

Iz danog opisa vidljivo je da se naglasak stavlja viSe na opis uloge nego samih bitnih karakteristika
vizualizacije, opisujuéi vizualizaciju kao sredstvo meduigre izmedu apstraktnog i konkretnog u svrhu
boljeg razumijevanja ,,objekata kojima se manipulira”. Dakle, za Guzmana, vizualizacija nije samo
proces stvaranja ve¢ se u tom procesu stvaranja izmedu ostalog koristi i konkretni prikaz kao sredstvo
vizualizacije. Ukazivanjem na vaznost konkretiziranja apstraktnih ideja ili objekata u svrhu boljeg
razumijevanja, za njega su zapravo vazni konkretni prikazi, ¢ime vizualizaciju kao proces indirektno
stavlja u drugi plan.

Proucavajucéi razlic¢ite aspekte pojma vizualizacije kroz obrazovna istrazivanja u viemenskom periodu
od 1988. do 2006., Presmeg (2006) ukazuje na vaznost potrebe da se terminologija oko vizualizacije
i srodnih pojmova pojasni barem na nivou rada koji se piSe jer ne postoji jedinstveni pristup te pod
pojmom vizualizacije podrazumijeva ,,procese stvaranja i transformiranja i umnih vizualnih slika 1
svih zapisa prostorne prirode, koji se mogu ukljuciti u rad matematike” (Presmeg, 2006, str. 3).

Iz danog opisa, vidljivo je da Presmeg razmatra i proces stvaranja, ali i proces koriStenja stvorenog.
Zanju su ti procesi neizostavni temelji meduigre izmedu umnih slika i vanjskih zapisa, vodeni upravo
umnim slikama koje osoba zamislja dok stvara svoju vidljivu kreaciju. Zalazuéi se za sistematiziranje
teorije koja se stvara oko pojma vizualizacije, Presmeg uvodi i detaljno razmatra srodne pojmove te
razli¢ite vrste umnih slika koje sudjeluju u procesu vizualizacije, o ¢emu ¢e biti viSe rijeci kasnije.

Nekoliko godina kasnije, promisljaju¢i o vizualizaciji kao epistemoloSkom alatu za ucenje
matematike, u istoimenom radu Presmeg (2014) izdvaja definiciju koju daje Arcavi te istice kako
,,mnogi autori prihvacaju upravo tu definiciju [...] jer je dovoljno Siroka da ukljuci i proizvod i proces,
vizualizaciju kao artefakt (npr. brojevna crta kao alat za ucenje), ali 1 kao znacenje koje konstruira
svaki pojedini ucenik.” (Presmeg, 2014. str. 152). Zapravo, Arcavi ne daje ,,svoju” definiciju, veé
predlaze definiciju koja objedinjuje viSe razli¢itih definicija:

,»Vizualizacija je sposobnost, proces i proizvod stvaranja, interpretiranja, koristenja i promisljanja o
slikama, crtezima, dijagramima, u naSim mislima, na papiru ili s tehnoloskim alatima, s ciljem
prikazivanja i komuniciranja informacija, razmisljanja o idejama te razvijanja do tada nepoznatih
ideja i unapredivanje razumijevanja.” (Arcavi 1999, str. 56; Arcavi, 2003, str. 26).

Na temelju dane definicije vidljivo je da se pojam vizualizacija prije svega odnosi na sposobnost
stvaranja 1 koriStenja proizvoda, $to znaci da se ta sposobnost moZe razvijati ako se koristi na
odgovarajuci nacin. Razvijanjem sposobnosti vizualizacije stjeCu se odgovarajuce vizualno-prostorne
vjestine. Nadalje, pojam vizualizacija odnosi se na proces stvaranja odredenog proizvoda na
odredenom mjestu (u mislima, na vanjskim medijima), na odredeni nacin (ru¢no ili pomocu
tehnoloskih alata) i s odredenom svrhom (prikazivanje, unapredivanje znanja, komuniciranje).
Takoder, pojam vizualizacija odnosi se na proces koriStenja odredenog proizvoda bilo u svrhu s
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kojom je nastao (interpretiranje prikazanog 1 unapredivanje razumijevanja ili uzajamna
komunikacija), bilo u svrhu dubljeg promisljanja te razvijanja do tada nepoznatih matematickih ideja.
Konac¢no, pojam vizualizacija odnosi se i na sam proizvod koji nastaje u procesu stvaranja ili je
nositelj procesa koristenja (Slika 54).

VIZUALIZACIJA
SPOSOBNOST
PROCES stvaranja “] PROIZVODI ™ PROCES koriStenja
— na odredenom mjestu _5 Slike —> Interpretiranje
— na odredeni nacin T s Criesi i — Komuniciranje
— s odredenom svrhom —> Dijagrami — Razvijanje nove ideje

Slika 54. Pojam vizualizacija prema Arcaviju

S obzirom da se u ovom radu bavimo ucenjem i poucavanjem matematike, posebno geometrije,
razvojem vizualno-prostornih sposobnosti te primjenom procesa vizualizacije i u smislu stvaranja
odredenog vizualnog prikaza i u smislu efikasnog koristenja tog prikaza, a definicija koju daje Arcavi
pokriva sve potrebne aspekte, upravo se ova definicija pojma vizualizacije koristi i u ovom radu.

Kako bi se stekao dublji uvid u pojam vizualizacije i razumjelo njegovo puno znaéenje u kontekstu
matematike, potrebno je detaljnije razmotriti elemente vizualizacije i njihove karakteristike. Drugim
rije¢ima, potrebno je razmotriti na §to se sve odnose procesi 1 proizvodi vizualizacije.

4.3. Elementi vizualizacije i njihove karakteristike

Kada se stvara neki vanjski zapis koji ukljucuje 1 prostorne odnose, tada se u umu osobe stvara
odgovarajuca vizualna slika. Presmeg (2006) predlaze da se slike, koje osoba zamislja u umu tijekom
procesa vizualizacije, jednostavno nazivaju vizualne slike (eng. visual images ili mental images), a
sve ostalo (posredstvom cega vizualne slike postaju vidljive drugima) da se naziva jednim imenom
zapis (eng. inscription). U tom kontekstu, vizualne slike su unutarnji prikazi (eng. internal
representations), a vidljivi zapisi su vanjski prikazi (eng. external representation), pod kojima
Presmeg podrazumijeva ,,grafic¢ki prikaz” (eng. graphical representation) (Presmeg, 2006, str. 207).

Iako mnogi autori, za sve ono posredstvom ¢ega vizualne umne slike postaju vidljive, radije koriste
izraz reprezentacija (eng. representation), odnosno prikaz, Presmeg smatra da izraz ,,reprezentacija”
nije dobar jer se koristi naSiroko i prozZet je razliitim znacenjima pa moZze dovesti do razli¢itih
tumacenja, a time i do medusobnog nerazumijevanja.

U ovom radu, za sve vrste (unutarnjih) prikaza koje netko zamislja u svom umu koristit ¢e se naziv
umna slika, ili umna vizualna slika, a za sve vrste vanjskih prikaza koristit ¢e se naziv zapis ili vanjski
zapis. Rijec ,,reprezentacija” koristit ¢e se u slucaju kada se odredena misao preuzima od autora koji
se sluze tim nazivom.

Dakle, elementi vizualizacije, koji ¢e se razmatrati u kontekstu matematike, su umne slike i vanjski
zapisi kao proizvodi vizualizacije te procesi stvaranja i koristenja tih proizvoda (Slika 55).
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Slika 55. Elementi vizualizacije

Iako je procese tesko odvojiti od samih proizvoda koji su rezultat tih procesa, kako bi se razmotrile
njihove karakteristike ipak ih je potrebno proucavati i odvojeno. U tu svrhu, najprije ¢e se razmotriti
proizvodi vizualizacije jer su oni temeljni nositelji procesa, a zatim i sami procesi koji sudjeluju u
meduigri stvaranja i efikasnog koristenja proizvoda pri ucenju i poucavanju matematike, posebno
geometrije.

4.3.1. Proizvodi vizualizacije

Kako je ve¢ opisano, proizvodi vizualizacije su razli¢ite vrste slika koje nastaju u umu, a stimulirane
su vanjskim zapisima, kao i razli¢ite vrste zapisa koji se koriste u radu s matematikom, a putem kojih
i umne slike postaju dijelom vidljive. Nedvojbeno je da postoji stalna uzajamna veza izmedu vanjskih
zapisa i stimuliranih umnih slika te se niti umne slike mogu promatrati odvojeno od vanjskih zapisa,
niti se vanjski zapisi mogu izolirati od umnih slika. No, upravo radi te uzajamnosti potrebno je
sagledati posebno karakteristike i umnih slika i vanjskih zapisa jer karakteristike vanjskih zapisa
utjeCu na karakteristike umnih slika i obratno (Pape i Tchoshanov, 2001, str. 120).

4.3.1.1. Umne slike

Prema Presmeg (1986), umna slika je ,,svaka umna tvorevina (shema) koja oslikava vizualne ili neke
druge prostorne informacije” (Presmeg, 1986, str. 42). Uz definiciju je naglaSeno da se ta umna slika
stvara i bez prisustva opazajnog objekta jer je sasvim jasno da je uz prisustvo opazajnog objekta
moguce imati i analognu sliku u umu.

Dana definicija je dovoljno Siroka da moZe ukljucivati razlicite vrste slika koje oslikavaju razne
oblike (eng. shapes), obrasce (eng. patterns), forme bez ,,slike u umu” (eng. forms), ali i razne
,orojevne forme” (eng. number forms) pod kojim Paivio (1971) podrazumijeva prostorno
organizirane jezicne, numeri¢ke 1 matemati¢ke simbole koji oblikuju neku vrstu slike. Takoder,
definicija podrazumijeva da su te slike, pri oslikavanju odredenih vizualnih informacija, zive i jasne.

Provode¢i trogodiSnje empirijsko istrazivanje, u kojem sudjeluje 13 srednjoskolskih nastavnika 1
njihovih 54 ucenika, Presmeg (1986) uocava koriStenje pet vrsta umnih slika: (1) konkretne slike
(,,Slike u umu™); (2) obrasci/uzorci (slike koje prikazuju ¢iste odnose, o¢iséene od konkretnih detalja,
shematske slike); (3) slike zapamc¢enih formula (netko ,,vidi” formulu u svom umu na nacin kako je
prethodno bila negdje zapisana); (4) kinesteticke slike (slike evocirane fizickim pokretima tijela); (5)
dinamicke slike (slike kretanja ili transformiranja) (Presmeg, 1986, str. 43-44).
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(1) Konkretne slike (eng. concrete imagery). Kada se razmatraju realisti¢ne situacije, onaj tko o
njima razmislja, u svom umu stvara odgovarajucu konkretnu sliku koja odgovara opisanoj situaciji
pa i onda kada ta situacija nije dostupna oku te osobe. Tu sliku Presmeg naziva konkretna slika uma
(eng. picture in the mind).

(b)

Slika 56. Realisti¢ne situacije prikazane fotografijom

Na primjer, moze se razmatrati neka povrsina u obliku trokuta zasadena cvije¢em (Slika 56a), kojoj
treba odrediti koliku povrSinu zauzima ili neka kuca za stanovanje u obliku trokutaste prizme (Slika
56b), kojoj treba odrediti veli¢inu prostora kojeg zauzima. Osoba koja se bavi time, u svom umu
zaista moze zamisliti konkretne slike povrsine s cvije¢em, odnosno kuce za stanovanje pa i kad
stvarnu realnu situaciju ne moze vidjeti. Na temelju umnih slika, osoba ¢e oblikovati vanjski zapis
koji ¢e predstaviti opisanu situaciju, sa svim elementima potrebnima za odredivanje trazenih mjera.

Dakle, konkretne umne slike su slike koje nastaju u umu, a nalikuju stvarnim Zivotnim objektima ili
situacijama.

(2) Obrasci/uzorci (eng. pattern imagery). Pod obrascima ili uzorcima podrazumijevaju se one slike
koje prikazuju vizualno-prostorne odnose odgovarajucih elemenata. Za razliku od konkretnih slika,
u obrascima, odnosno uzorcima, izuzeti su nepotrebni konkretni detalji.

Na primjer, pri obradi teorema o sukladnosti trokuta mogu se Koristiti slike trokuta te na njima
istaknuti elementi trokuta koji se uzimaju u obzir, a sve ostalo su nevazni detalji (Slika 57). Ovako
oblikovane slike mogu sluziti kao obrasci za pamcenje odgovarajucih teorema o sukladnosti trokuta.

.
L] ° Y
A . p L o A e
SKS SSS KSK SSK~

Slika 57. Obrasci za teoreme o sukladnosti trokuta

Ili, na primjer, uzorak moze biti slika koja se sastoji od vise figura koje prikazuju neki rastuci niz
(Slika 58). Na temelju tog uzorka moze se vrsiti poopcavanje te otkrivanje opéeg pravila
odgovarajuc¢eg niza. Tako se na primjer, prema uzorku sa slike mozZe odrediti da je n-ta figura
sastavljena od 4n—1 duzina ili od 2n—1 malih trokuta.

VANRVAVANRVAVAVAN

Slika 58. Uzorak niza zadan s prve tri figure
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(3) Slike zapam¢enih formula (eng. memory images of formula). Za osobu koja s lako¢om pamti u
obliku slika ono §to je bilo zapisano na ploci, u biljeznici ili knjizi i sl. kazemo da ima ,,fotografsko
pamcenje”. U matematici, takve osobe s lako¢om pamte formule u obliku slika te ih se brzo mogu
prisjetiti kroz slike u umu i reproducirati ih gotovo u identicnom obliku, iako mozda uopée ne
razumiju stvarno znacenje formule ili oznaka i simbola od kojih je formula izgradena. Osim formule,
takve osobe u obliku slika mogu pamtiti i razna pravila, procedure pa ¢ak i1 procese rjeSavanja
problema ili procese dokazivanja te ih se prisjetiti kada se nadu u slicnim situacijama.

Tako, na primjer, pri dokazivanju neke tvrdnje kontradikcijom, osoba mozda uopée ne razumije
proces dokazivanja kontradikcijom, ali moze zapamtiti sliku s plo¢e (Slika 59) na kojoj je jedan slican
dokaz zapoceo s ,,Pretpostavimo suprotno” kada se dokazivalo kontradikcijom i onda to sjecanje
iskoristiti kao poc¢etak novog dokaza kojeg treba provesti, a da uopée ne razumije zasto tako treba.

,B‘I'."?-S‘)(‘D-b'.mqa va.h: Prove a 1 b Mifw ﬂ:ﬁ(ab!u;’ ‘6‘_ adl b
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Slika 59. Dio zapisa procesa dokazivanja kontradikcijom

Umne slike koje nastaju na ovaj nacin mogu biti prednost zbog brzog prisje¢anja odgovarajucih
znanja, ali i prepreka ukoliko se zapamceni sadrzaji ne razumiju ili Se pogresno reproduciraju, o cemu
¢e biti rijeci kasnije.

(4) Kinesteticke slike (eng. kinaesthetic imagery). Mnogi ucenici dok zamisljaju odredene situacije,
pokretima svojih ruku ili drugim dijelovima tijela oblikuju ono $to zamisljaju i time dodatno evociraju
u svom umu slike koje odgovaraju situaciji koja se razmatra. Ponekad ucenici, dok ¢itaju odredeni
tekst ili sliku, prstom prelaze po dijelu slike ili po zraku i1 na taj nacin identificiraju klju¢ne elemente,
koje potom evociraju i slike u umu.

(5) Dinamicke slike (eng. dynamic (moving) imagery). Primjenom karakteristika razli¢itih vrsta
raCunalnih programa mogu se kreirati dinamicke slike koje prikazuju odredeno kretanje, a koje
svojom dinamikom poticu i slike kretanja u umu osobe koja ih promatra. Ali, odredeno kretanje osoba
moZze zamisliti u svome umu i primjenom stati¢nih slika.

Na primjer, ako je potrebno odrediti velic¢inu povrsSine zadane unutar pravokutnika (Slika 60a), prvo
se povezivanjem dvaju istaknutih polovista, moze uociti da je pravokutnik podijeljen na dva jednaka
dijela (Slika 60b). Zatim, isticanjem duzine odredene tockama polovista unutar dane slike, moze se
uociti da je obojani dio podijeljen na dva sukladna pravokutna trokuta te da su preostali dijelovi
pravokutnika njima sukladni trokuti. Dalje se moZe zamisliti premjeStanje jednog obojanog trokuta
na mjesto neobojanog trokuta ¢ime se prekriva tocno polovica pravokutnika (Slika 60c). Kako su
polazni i dobiveni obojani dijelovi pravokutnika sastavljeni od jednakih dijelova, oni zauzimaju
jednake povrsine. Dakle, na temelju izvrSenog kretanja (u umu) moze se zakljuciti da obojena
povrsina zauzima polovicu povrSine polaznog pravokutnika.
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Slika 60. Slike kretanja i transformiranja
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Prema Dorfleru (1991), u procesu vizualizacije znacCenje se postize posredstvom umnih slika, koje
imaju svoje konkretne vanjske nositelje (npr. dijagrame) i medu kojima postoje protokoli djelovanja.
No, za razliku od Presmeg, Dorfler (1991) razmatra Cetiri vrste umnih slika koje sudjeluju u procesu
vizualizacije, a koje naziva umnim shematskim slikama (eng. mental image shemata; kra¢e umne
sheme): (1) figurativne slike (slike koja nastaju Cisto perceptivno); (2) operativne slike (slike koje
nastaju pri operiranju na/sa nosiocima); (3) relacijske slike (slike koje nastaju pri transformaciji
konkretnog nosioca); (4) simbolicke slike (slike koje sadrze simbole i prostorne odnose, npr. formula).
Ovaj nacin interpretiranja vizualizacije temelji se na konstruktivistickom pristupu koji u drugoj
polovici 20. stoljeca potiskuje eru biheviorizma (opisano u Presmeg 2006, str. 209).

Iako Dorfler razmatra i podjelu koju daje Presmeg, on medu danim podjelama umnih slika ne
uspostavlja odnos jer na primjer uzorci koje opisuje Presmeg, a koji su snazan temelj za stvaranje
generalizacija, mogu biti slike koje imaju i karakteristike figurativne slike (Cisto opazajno, bez
transformiranja) i elemente relacijske slike (uzorak sam po svojoj prirodi oslikava odnose), ali mogu
biti i dinamicke slike (transformiranjem slike moze se lakse uociti obrazac ponavljanja).

U ovom radu pod umnim slikama podrazumijevaju se slike koje opisuje Presmeg, ali se one dalje ne
razmatraju zasebno, odvojeno od vanjskih zapisa. Naime, ovdje se viSe bavimo vanjskim zapisima
koji se stvaraju ili koriste u procesu vizualizacije i njihovim karakteristikama, svjesni toga da svaki
zapis u tom procesu evocira i odgovarajucu sliku u umu onoga tko provodi proces vizualizacije
(Bishop 1980; Presmeg, 1986).

Vanjski zapisi, pomocu kojih osoba svoje misljenje moze uiniti vidljivim drugim osobama, u
literaturi o matematickom obrazovanju opisani su vrlo Siroko i Saroliko. U nastavku se izdvajaju samo
neke znacajnije 1 ¢eSce koristene vrste te njihov sustav koriStenja.

4.3.1.2. Vanjski zapisi

Opcenito, vanjski zapisi su ,,nesto §to stoji za nesto drugo” (Duval, 1995, str. 143) i oni mogu biti
znak, ali i kombinacija znakova, simbola, slika, dijagrama, grafova, kao i fizi¢ki objekti, prirodni ili
umjetno stvoreni.

Kako je ve¢ spomenuto (str. 63), u literaturi se za vanjske zapise najceS¢e koristi rije¢
,reprezentacija”, a znacenje te rijeci nije jedinstveno jer prije svega ovisi o kontekstu unutar kojeg se
koristi (Presmeg, 2006; Nakahara, 2007; Mainali, 2021). Za neke autore, rijeC ,,reprezentacija”
obuhvaca razli¢ite vrste vanjskih prikaza, a za neke i vanjske prikaze i umne slike jer su oni
medusobno isprepleteni, zato Sto umne slike nastaju u radu s vanjskim prikazima, a vanjski prikazi
omogucuju da umne slike postanu vidljive. No, kako vanjski prikazi nikada nisu puke kopije umnih
slika, a umne slike je vrlo tesko identificirati, najéeSc¢a rasprava se vodi upravo oko vanjskih prikaza
(Mainali, 2021, str. 4-5).

S obzirom da razli¢ite vrste vanjskih zapisa nisu medusobno odvojive, jer se na primjer unutar slike
mogu nalaziti i simboli i rije¢i, pod nac¢inom prikazivanja podrazumijeva se ona vrsta prikaza koja je
dominantna. U nastavku ¢e se prvo razmotrit nekoliko znacajnijih klasifikacija vanjskih nacina
predstavljanja koji su opisani u literaturi o matematickom obrazovanju, a zatim ¢e se opisati
klasifikacija koja se koristi u daljnjem radu.

Americki kognitivni psiholog Bruner, baveci se prou¢avanjem kako djeca spoznaju matematiku pri
rjeSavanju problema (ali i Sire) i kako svoje miSljenje prikazuju drugima, postavlja EIS princip (Slika
61). Naziv EIS dolazi kao kratica od prvih slova triju vrsta reprezentacija: (E)nactive representation;

(Dconic (pictorial) representation te (S)ymbolic representation. Pod E-reprezentacijom (aktivna
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reprezentacija) Bruner podrazumijeva aktivno djelovanje, odnosno on smatra da djeca kroz odredeni
postupak s fizickim objektima dolaze do zakljucka o rjeSenju problema. Pod I-reprezentacijom
(slikovna reprezentacija) podrazumijeva sve vrste slika koje vjerno oslikavaju zadanu situaciju ili
objekt. Tu posebno dolazi do izrazaja prikazana struktura koja je analogna opisanoj situaciji ili
objektu. Kona¢no, pod S-reprezentacijom (simbolicka reprezentacija) podrazumijeva koristenje
apstraktnih oblika i simbola koji nastaju dogovorno te oni zadanu situaciju ili objekt ne opisuju
izravno (Bruner, 1996).

S SIMBOLICKO

Zapisivanje

1

SLIKOVNO
prikazivanje

1

AKTIVNO
djelovanje

I

E

Slika 61. Brunerov reprezentacijski sustav

Bruner je smatrao da se ucenje treba razvijati od konkretnog (aktivno djelovanje), preko slikovnog
do apstraktnog (odozdo prema gore; ,,from bottom to top”). Za njega je to (u pocetku) bio linearan
proces kojeg je smatrao izuzetno korisnim u primarnom obrazovanju posebno pri uvodenju
matematickih koncepata, ali i kao dopuna ucenicima koji ,,zaglave”, odnosno pomo¢ onim ucenicima
koji imaju teskoca pri u¢enju matematike (Nakahara, 2007, str. 5).

Americki matematic¢ar Lesh, baveéi se racionalnim brojevima kroz nastavu matematike, postavlja
reprezentacijski sustav koji se sastoji od pet razli¢itih na¢ina predstavljanja: realisti¢ne situacije (eng.
real world situations), nastavna sredstva (eng. manipulative aids), govorni simboli (eng. spoken
symbols), pisani simboli (eng. written symbols) i slike (eng. pictures) (Slika 62). Pod realnim
situacijama podrazumijeva primjere iz realnog svijeta koji sluZe kao op¢i kontekst za interpretiranje
1 rjeSavanje nekog drugog problema. Manipulativna sredstva su sva dostupna nastavna sredstva
pomocu koji se mogu stvarati odnosi 1 provoditi operacije koje odgovaraju odredenoj situaciji. Pod
slikama podrazumijeva sve vrste slikovnih prikaza, dijagrame, grafove i sl. Govorni simboli ukljuc¢uju
verbalni opis, ali i logi¢no zakljuc€ivanje, dok pisani simboli, pored matematic¢kih simbola, jednadZbi
1 formula ukljucuje 1 pisani oblik govornog jezika (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983, str. 13).

Glavna karakteristika ovog reprezentacijskog sustava je u tome $to rad s vanjskim nacinima
predstavljanja ni u kom sluéaju nije linearan ve¢ naprotiv, za ucenje i poucavanje matematike klju¢an
je istodoban rad s razli¢itim prikazima i njihovim medusobnim vezama. Jer, na primjer, kada se
razmatra neka realisticna situacija, ona se moze opisati rijeima, prikazati slikom i zapisati na
odgovaraju¢i nacin itd. KoriStenjem razli¢itih nacina prikazivanja jedne te iste situacije te
prevodenjem iz jednog oblika prikaza u drugi, utjeCe se na stvaranje jasnijih umnih slika o
promatranoj situaciji, Sto povratno moze utjecati na poboljSanje vanjskih prikaza 1 u konacnici do
rjeSenja problema (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983, str. 15).

68



Slike p » Govorni simboli
T
Pisani simboli Nastavna
X sredstva
- \‘ !I
1 7 —
1 [
A} I
1 !
1 I
A ’I
\‘ i
Y ¥
Realisti¢ne
situacije
-

Slika 62. Leshov reprezentacijski sustav

Proucavaju¢i razlicite vrste 1 nacine koriStenja vanjskih zapisa, nakon opSirnog proucavanja literature
Nakahara (2007) izdvaja upravo Brunerov i Leshov reprezentacijski sustav te predlaZe novi sustav i
njegove karakteristike, pri ¢emu zadrzava neke karakteristike prethodno opisanih sustava, ali nacine
prikazivanja viSe uskladuje s karakteristikama matematickog obrazovanja. On pod pojmom
,reprezentacija” (eng. reprezentation) podrazumijeva razne vrste simbola i izraza, figure i grafove,
jezicne izraze, nastavna sredstva i fizicke objekte. Odnosno, za njega su vanjski zapisi sve ,,vizualne
reprezentacije koje su povezane s matematikom” (,,visual representations related to mathematics”),
tj. iz svog sustava reprezentacija iskljucuje glas (Nakahara, 2007, str. 1-2).

Nakaharin reprezentacijski sustav sastoji od pet razlicitih vrsta reprezentacija: realistiCna
reprezentacija (eng. realistic representation), reprezentacija nastavnim sredstvima (eng. manipulative
representation), ilustrativna reprezentacija (eng. illustrative representation), jezi¢na reprezentacija
(eng. linguistic representation) i simbolicka reprezentacija (eng. symbolic representation), kao i
uzajamni odnosi medu razli¢itim reprezentacijama te odnosi unutar iste reprezentacije (Slika 63;
Nakahara, 2007, str. 5).
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Slika 63. Nakaharin reprezentacijski sustav
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Gledaju¢i iz perspektive reprezentacijskog sustava, pri uenju i poucavanju matematike trebalo bi,
smatra Nakahara, zapoceti primjenom realisti¢nih prikaza i zavr$iti primjenom simbolickih prikaza,
a za posrednike izmedu ta dva prikaza koristiti manipulativne, ilustrativne i jezi¢ne prikaze (Slika
64).
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Slika 64. Koristenje Nakaharinog reprezentacijskog sustava

Naime, mnogi matematicki pojmovi i metode proizisli su upravo zahvaljujuéi proucavanju i
rjeSavanju raznih realnih problema. Kada se neka realna situacija prikaze primjenom manipulativnih
sredstava, odgovaraju¢im ilustracijama i jezicnim opisom, doprinosi se boljem razumijevanju
odredenog matemati¢kog koncepta, ideje ili metode. Nakon toga, za naucene matematicke pojmove
ili metode mogu se s lakocom uvesti odgovaraju¢i matemati¢ki simboli 1 tako proces zakljuciti
simbolickim zapisom.

Posebno je vazno koriStenje Sto vise razliCitih vrsta reprezentacija kao 1 medusobno povezivanje tih
reprezentacija. Naime, kroz razli€ite reprezentacije ucenici bolje prikazuju svoje ideje 1 na taj ih nacin
prenose (,,¢ine vidljivim”) drugima, a medusobnim povezivanjem razli€itih reprezentacija
produbljuju razumijevanje matematickih koncepata i ideja te njeguju sposobnost primjene nauc¢enog.
[ upravu se tu, prema rijeCima Nakahare, rada matematicko misljenje (Nakahara, 2007, str. 8).

Osnovne karakteristike pojedinih reprezentacija Nakahara opisuje kroz artmeticke operacije te daje
odgovarajuce primjere za zbrajanje dvaju prirodnih brojeva (Tablica 1).

Prema danoj tablici (Tablica 1), moze se uociti da je 1 dalje prisutan Brunerov EIS princip, pri cemu
Brunerovu E-reprezentaciju dijeli na realisticnu reprezentaciju (E1) 1 reprezentaciju nastavnim
sredstvima (E2), a S-reprezentaciju na simbolicku reprezentaciju (S1) i jezi¢nu reprezentaciju (S2),
pri ¢emu za razliku od Behr 1 dr., Nakahara razmatra samo pisani oblik govornog jezika (Nakahara,
2007, str. 3).
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Tablica 1. Karakteristike pojedinih reprezentacija prema Nakahara (str. 3-4)

Reprezentacije (vanjski zapisi)

Vrsta Od cega se sastoji i primjer Karakteristike zapisa
$o Koriste se brojevi, slova, simboli i - regulirani su pravilima
. . razni posebni znakovi. Primjer: - ekstremno su saZeti
Simbolicka . .
3+2=5 - nedvosmisleni
Koristi se govorni jezik (poput - regulirani su pravilima
hrvatskog, engleskog i sl.): slova i - Nisu sazeti
S1 . . s : . o
Jeziéna brojke te interpunkcijski znakovi. - kroz opis govornim jezikom stvara
Primjer: se osjecaj bliskosti s onim §to se
Zbrajanjem 3 i 2 dobiva se 5. razmatra
Koriste se razne slike, grafovi, - vizualno i intuitivno bogati
| ilustracije (dijagrami). Primjer: - prikazuju analogan odnos s onim na

$to se odnose

Hlustrativna @:@ @ - prikazuju cjelovitost situacije,
odnosa ili strukture
Koriste se razna nastavna sredstava te
dinamicko operiranje objektima. - dinamiéni
E2 Primjer: - donekle konkretni

Manipulativna - umjetno stvoreni (artefakti)

(e 0o ® (@ @)

Koriste se stvarna stanja, pojave i

El predmeti. Primjer: - dinamicni _
Realisti¢na - ekstremno konkretni

0 0 O 0 Q_ - prirodni

Posebnu pozornost Nakahara pridaje ilustrativnim reprezentacijama jer ih smatra vaznima za ucenje
i pouCavanje matematike zato $to one prikazuju cjelovitost situacije i odnosa, odnosno potpunu
strukturu situacije koja se razmatra. Vrste, karakteristike i primjena ilustrativnih reprezentacija uz
odgovarajuce primjere iz aritmetike dane su u Tablici 2. 1z klasifikacije opisane u Tablici 2 vidljivo
je da se Nakahara sluzi izrazom ,,dijagram”, ali nigdje ne navodi definiciju tog pojma vec se iz
priloZenog moze zakljuciti da su to razlicite vrste ilustracija s odredenim karakteristikama i ulogama.

lako Nakahara u svom radu ne govori direktno o procesu vizualizacije, on taj proces ipak indirektno
opisuje govoreci upravo o nacinu koristenja reprezentacijskog sustava, posebno isticu¢i da se svaka
vrsta ilustrativne reprezentacije treba koristiti tako da potpuno odgovara njezinoj ulozi. Time se
sugerira da je potrebno poznavati razli¢ite vrste ilustracija i njihove uloge kako bi se efikasno mogle
koristiti u procesu vizualizacije.
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Tablica 2. Vrste, karakteristike i primjena ilustrativnih reprezentacija prema Nakahari (str. 6-8)

llustrativne reprezentacije

Vrsta Opis i primjer Uloga
Situacijski Dijagram neke realisticne ) o _
dijagram | situacije il stanja koje je na Situacijski i scenski
neki nacin povezano s s dijagrami povezuju
matematikom. Cyeey realistiCne situacije s
_ - _ odredenim sadrzajima
Dijagram koji prikazuje koji se poucavaju.
Scenski odredenu scenu koja se
diiaaram temelji na odredenim
1ad matematickim zakonitostima
(npr. aritmetika).
.| Dijagram koji prikazuje y
Proceduralni odjre?ienu r(J)CSduru zejl } coe ooy
dijagram y  Procetilit Proceduralni i strukturni
racunanjc, operiranjc 1 sl. (FH2R) dii e ey -
oo jjagrami isti¢u klju¢ne
. elemente i njihove veze
Strukturni - o _ — T ili odredenu metodu pri
dijagram Dijagram koji prikazuje =) ‘ rjesavanju problema.
strukturu nekog problema. t0-052m2
o
Konceptualni — ,f —
dijagram | Dijagram koji prikazuje 1 =l | Sluze za oblikovanje
odgovaraju¢i matematicki J - slike koja odgovara
koncept. - odredenom konceptu,
. principu ili odnosu pri
Dijagram - o — ——1 | obradi nekog
principa ili | Dijagram koji prikazuje w7z | matematickog sadrZaja.
odnosa odgovarajuci matematicki
princip ili promatrani odnos. me-ss
Graf Dijagram koji koristi bilo koju vrstu grafa.
Sluze za prikaz
| odredenog objekta
Figura Dijagram koji koristi bilo koju e | (funkcije, lika, tijela...).
vrstu figure (npr. geometrijski L 1
||k) 6 - MRS

Razvojem racunalne tehnologije 90-tih godina 20. stolje¢a dolazi do sve veceg koriStenja vanjskih
zapisa koji su graficke prirode pa se i u matematickom obrazovanju sve viSe pozornosti posvecuje
upravo tim na¢inima prikazivanja. Za njih se pored naziva ,reprezentacija” sve viSe koristi naziv
,.graficka reprezentacija” kako bi se naglasila upravo graficka priroda zapisa, a neki autori koriste i
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naziv ,,dijagram”. No, i pod tim pojmovima se u razli¢itih autora javljaju razli¢ita znacenja (Winn,
1990, str. 553).

Razmatrajuci teorijski okvir za u¢enje iz grafickih prikaza, Winn (1990) pod pojmom ,,grafic¢ki” (eng.
graphic) podrazumijeva sve one zapise koji informaciju prikazuju kroz prostornu povezanost
pojedinih elemenata, tj. sve prikaze koji opisuju cjelokupan proces ili strukturu. Za njega su to karte
(crtezi), grafovi i dijagrami (eng. charts, graphs and diagrams), ali ne i slike eng. (pictures), niti tekst
(eng. text), iako graficki prikazi mogu sadrzavati i slike i tekst (Winn, 1990, str. 553). Naime, Winn
smatra da je komunikacija pomocu grafickih prikaza drugacija od one koja se vrsi jezi¢no jer jezik
podlijeze gramatickim pravilima, dok se graficka komunikacija umjesto na pravila vise svodi na
smislenu povezanost sli¢nih simbola. Upravo zbog te karakteristike, komunikacija pomocu grafickih
prikaza omogucéava vecu fleksibilnost nego komunikacija pomocu jezika.

llustrativne reprezentacije koje opisuje Nakahara (2007) donekle odgovaraju vanjskim zapisima koje
Winn (1990) naziva grafickim prikazima, uz odredene razlike. Tako, i jedan i drugi ,,graf” opisuju
kao graficki prikaz funkcije, ali Winn radi razliku izmedu grafova (graficki prikaz funkcije za cilj ima
prikazati odnos dviju promjenjivih veli¢ina) i dijagrama (graficki opisuje cjelokupan proces i
strukturu), dok Nakahara graf promatra kao posebnu vrstu dijagrama. Nadalje, za razliku od Winna
koji ne razmatra slike unutar grafickih prikaza, Nakahara slike uvrstava u ilustracije kroz situacijske
i scenske dijagrame jer je vidljiv odnos medu klju¢nim elementima, zato §to ti dijagrami oslikavaju
realisti¢ne situacije (Nakahara, 2007, str. 6-8; Winn 1990, str. 553).

Proucavajuci vizualizaciju kao epistemoloski alat za ucenje i poucavanje matematike, posebno
geometrije, Duval sve vanjske =zapise naziva ,vizualnim reprezentacijama” (eng. visual
represenations) te pod tim pojmom podrazumijeva ,,sve vrste prikaza koji se koriste u matematici i
matematiCkom obrazovanju s odredenom funkcijom: za matematicku obradu, za heuristiCko
istrazivanje pri rjeSavanju problema, kao obrazovni alat koji pomaze pri usvajanju matematickih
koncepata” (Duval, 2014, str. 159). S obzirom da ih smatra ,,alatima” vizualizacije, on ih naziva i
»dijagramima” te isti¢e da medu njima treba raditi razliku samo po tome je li neki dijagram
matematicki ili ne. Pod ,,matemati¢kim dijagramom” (Slika 65a) Duval podrazumijeva sve vizualne
reprezentacije koje su direktno povezane s nekim matematickim konceptom ili algoritmom pa kao
takvi ovise o svojstvima matematickog koncepta ili algoritma koji se prikazuje. S druge strane, ,,ne-
matematicki dijagrami” (Slika 65b) ne moraju nuzno biti povezani s matematickim konceptom ili
algoritmom, oni nastaju spontanim organiziranjem prostornih rasporeda medu elementima koji se
prikazuju te ne podlijeZzu nikakvim ograni¢enjima koja se odnose na matematicka svojstva (Duval,
2014, str. 162).

(x+2)-(x+3)=x"+5x+6 2-(x+2)-(x+3)=2x"+10x+12
X 2
2 (x+2) (x+43)
X s 2% \ /
(2x+4)

3 =N 6 \

2% +10x +12

(@) (b)

Slika 65. Primjer matematickog i ne-matematickog dijagrama

73



Iz svega prethodno re¢enog vidljivo je da se misao Covjeka moze izraziti, odnosno ,,uciniti vidljivom”
na dosta razli¢itih nacina (zapisa ili reprezentacija). Takoder, vidljivo je da svaki autor, u nedostatku
teorijskog okvira, klasifikaciju vanjskih zapisa radi onako kako mu najvise odgovara u kontekstu
onoga ¢ime se bavi. Iz istih razloga, u ovom radu vrsi se klasifikacija svih vanjskih zapisa u tri
kategorije. Naime, gledaju¢i $to je dominantno kod odredenog oblika izrazavanja matematickog
misljenja, mogu se promatrati tri razli¢ita znakovna sustava: jezi¢ni, graficki i simbolicki. S obzirom
da se ta klasifikacija koristi u daljnjem radu, slijedi njezin opis.

4.3.1.3. Tri sustava znakova vanjskih zapisa

Budu¢i da kao ljudska bic¢a zivimo u realnom svijetu, okruzeni raznim vrstama prizora, promisljanje
o njima oblikuje analogne misaone strukture pa je prirodno koristiti graficki oblik prikazivanja
matemati¢kog misljenja koji nastaje u tom kontekstu. Zbog prirode same matematike, jasno je da
graficki oblik izraZavanja ne moze uvijek biti realisti¢na slika, niti se sve moze doslovno pretociti u
analognu sliku, niti se situacija uvijek moze prikazati koristenjem nastavnih sredstava.

Graficki oblik izrazavanja imat ¢e svoje vlastite znakove i nacine zapisivanja: razne vrste slika
(realisti¢nih situacija), crteza (koji vjerno predoc¢avaju odredenu situaciju), dijagrama (koji prenose
cjelovitost odredene strukture, sa svim elementima 1 njihovim vezama), kao i razna druga sredstva
kojima se oslikava odredena ideja. Za ovaj oblik izrazavanja dalje se koristiti naziv vizualni prikaz.
Rije¢ ,,vizualni” uzeta je vise kao asocijacija na sliku, a ne na ono $to se moze ,,vidjeti” jer je jasno
da se mogu ,,vidjeti” i zapisi koji nisu slikovni. Rije¢ ,,prikaz” uzeta je jer se ovim oblikom na slikovit
nacin prikazuje kompletna struktura: svi klju¢ni elementi i njihove veze, bez obzira jesmo li ih u
mogucnosti prepoznati i kao takve ,,vidjeti” ili ne. Dakle, pod vizualnim prikazima podrazumijevaju
se svi oni nacini predstavljanja koji na bilo koji nacin oslikavaju cjelovitu strukturu, bilo da prikazuju
prostornu povezanost elemenata neke cjeline, kako Winn opisuje graficke prikaze (1990, str. 553), a
Nakahara ilustrativne reprezentacije, bilo da se kroz analogni prikaz oslikava neka realisti¢na situacija
ili ona oblikovana nastavnim sredstvima kao S§to su Nakaharine realisticne i manipulativne
reprezentacije, ili su to jednostavno stvarne realisticne situacije ili nastavna sredstva u kojima aktivno
sudjelujemo kako opisuje Bruner.

Nadalje, kao ljudi medusobno komuniciramo govornim jezikom (izgovorena i pisana rijec), koji ima
svoja gramaticka pravila i strukturu, pa je prirodno na taj nacin razmjenjivati i matematicko misljenje.
Kako jezi¢ni oblik izrazavanja nije sazet vec je prilicno deskriptivan, bilo da se radi o govoru ili
pisanom obliku, za ovaj oblik izrazavanja dalje se koristiti naziv jezicni opis.

Konacno, s obzirom na specifi¢nosti matematike kao predmeta u kojem se po prirodi stvari njezini
sadrzaji opisuju saZetim simboli¢kim jezikom, prirodno je posebno razmatrati i simbolicki oblik
izrazavanja matematickog misljenja. Za ovaj oblik izraZzavanja dalje se koristi naziv simbolicki zapis
jer je prili¢no sazet (pa time i kratak) te se prvenstveno koristi u pisanom obliku.

Prema opisanome, pri u€enju i pouc¢avanju matematike, misljenje bi trebalo mo¢i predstaviti kroz sva
tri oblika izrazavanja: vizualno (koriste¢i razlicite vizualne prikaze), opisno (sluzeci se jezikom u
govoru i pismu) te simbolicki (koriste¢i simboli¢ke zapise); skra¢eno VOS sustavi (Slika 66). Pri
tome, jezi¢ni opisi 1 simbolicki zapisi imaju jednu zajednicku sustinsku karakteristiku, koju nemaju
vizualni prikazi: linearnost stvaranja i interpretiranja. Naime, jezi¢ni i simbolic¢ki zapisi Citaju se
slijeva na desno ili s desna na lijevo (npr. u Arapa) ili od gore prema dolje (npr. u Kineza), dok
vizualni prikazi tvore sustav sa sasvim drugim karakteristikama stvaranja i interpretiranja, o ¢emu se
viSe govori u nastavku.
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SIMBOLICKI
zapisi

VIZUALNI
prikazi

Slika 66. Tri znakovna sustava vanjskih zapisa — VOS sustavi

Ukratko, vizualni prikaz znaci uciniti ,,vidljivim” odredenu misao kroz sliku, bilo da je ona realna,
oblikovana artefaktima ili umjetno stvorena, pri ¢emu se podrazumijeva da je prikaz moguce
nedvosmisleno ,,Citati” u kontekstu u kojem se koristi. Pri tome, vizualni prikazi ukljucuju:

(a) Realisti¢ne situacije (direktno promatranje ili aktivno sudjelovanje)
(b) Nastavna sredstva (aktivan rad s manipulativima)
(c) Slikovni prikazi na bilo kojem mediju (na papiru ili ekranu, staticki ili dinamicki)
o slike (fotografije, video zapisi i sl.)
o crtezi i dijagrami (situacijski, scenski, proceduralni, strukturni, konceptualni i dr.)
o grafovi (graficki prikaz funkcija)
o grafikoni (grafiCki prikaz statisti¢kih podataka)
o karte (prikaz stvarnog stanja u odredenom omjeru bez konkretnih detalja) itd.
Pod jezicnim opisom podrazumijeva se koristenje govornog jezika, bilo u govoru (koji je slobodniji)
ili pismu (koji je formalniji), u svrhu detaljnijeg opisa odredenog matematickog koncepta, ideje ili
situacije. Pri tome se podrazumijeva da je opis jasan, korektan i nedvosmislen u kontekstu u kojem
se koristi.

Pod simbolickim zapisom podrazumijevaju se svi zapisi koji koriste slova, brojke, simbole i razne
vrste znakova u cilju sazetog zapisa odredenog matematickog koncepta, ideje ili situacije prema
utvrdenim znacenjima pojedinog znaka u zapisu. Pri tome se podrazumijeva da je zapis korektan i
jednoznacan u kontekstu u kojem se koristi.

Jasno je da svaki opisani oblik izrazavanja ima svoj vlastiti sustav znakova, kao i da se oni ne mogu
promatrati izolirano jedno od drugoga jer se svaki od njih oslanja na preostala dva (Slika 66). lako se
ponekad ima smisla tim nacinima sluZziti linearno: na primjer od slike, preko jezicnog opisa do
simbolickog zapisa, stvarno matematicko misljenje, njegova dubina i razumijevanje ostvaruju se tek
u stalnoj isprepletenosti i medusobnom prozimanju svih triju nacina (Duval, 1998). Upravo kada se
jedna misao moze izraziti na vise razli¢itih naéina i pri tome fleksibilno prelaziti iz jednog oblika u
drugi moze se govoriti o vjestini (fluentnosti) izrazavanja (Duval, 2014).

Naime, i1ako izrazavanje govornim jezikom stvara osjecaj bliskosti s realnim Zivotom (Nakahara,
2007, str. 4), jezik je po svojoj prirodi bogat sinonimima i homonimima, $to pri predstavljanju
matematiCkog misljenja, moze dovesti do razli¢itih tumacenja, a time i do medusobnog
nerazumijevanja, posebno ako se koristi izolirano od slike i1 simboli¢kog zapisa. Jer, za nosioce
pojmova obi¢no se biraju rije¢i koje visSe odgovaraju odredenom kontekstu, §to moze izazvati zbrku
kada se koriste razli¢iti konteksti, a posebno kada znacenja pojmova nisu eksplicitno dana.
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Sli¢no, Cesto se Cuje da slika ,,govori vise od tisucu rijeci”, ali ako vizualni prikaz nije prozet pokojim
simbolom ili znakom te se ne moze suvislo opisati rijeCima u odredenom kontekstu, on ostaje
nedorecen pored sve svoje ljepote ili potencijala.

Konacno, simboli¢ki zapis, unato¢ tome Sto je reguliran pravilima i zbog toga nedvosmislen, moze
biti nerazumljiv i ne¢itak zbog svoje saZetosti. Stvaranje i koristenje simbolickih zapisa uvelike mogu
olaksati jezi¢ni opisi i vizualni prikazi: vizualna podrska ¢e ga intuitivno obogatiti, a opis govornim
jezikom pribliziti odgovarajucoj situaciji.

Preostali elementi vizualizacije, odnosno procesi stvaranja i koriStenja proizvoda te njihove
karakteristike, razmatraju se kroz tri opisana oblika izrazavanja (vizualni, jezicni i simbolicki), s
naglaskom na vizualne prikaze jer su oni izuzetno vazni u procesu ucenja i pouc¢avanja geometrije.

4.3.2. Procesi vizualizacije

Kako je ve¢ navedeno (str. 62), prema definiciji pojma, dva su bitna procesa vizualizacije: (1) proces
stvaranja proizvoda i (2) proces koristenja proizvoda. Ti procesi se mogu se razmatrati s obzirom na:
(1) mjesto; (2) nacin te (3) svrhu stvaranja ili koristenja proizvoda vizualizacije.

S obzirom na mjesto stvaranja ili koriStenja proizvoda, procesi se mogu odvijati u na§im mislima kroz
umne slike ili na nekom od vanjskih medija kroz vanjske zapise: na papiru, ploci ili ekranu, kroz
realistiCne situacije ili koriStenjem manipulativnih sredstava. U procesu ucenja 1 poucavanja
matematike najcesce se istiCe vaznost te stvaranje i koriStenje vanjskih zapisa 1 to je prili¢no Siroko
rasprostranjena ideja (npr. Arcavi, 2003; Duval, 2000), dok je istrazivanje rada s umnim slikama
manje zastupljeno jer nikada nismo sigurni kakve su one zaista (Krutetski, 1976; Clement, 1982;
Presmeg, 2006). No, procese s vanjskim zapisima trebalo bi razlikovati od onih s umnim slikama jer
nije isto koristiti neku reprezentaciju na papiru ili u mislima (Duval, 1995, str. 142), i treba biti
svjestan da rad s vanjskim zapisima postaje u potpunosti funkcionalan tek u koordinaciji i skladu s
umnim shemama (Dorfler, 1991).

Nadalje, procesi vizualizacije mogu se razlikovati i s obzirom na nacin stvaranja te nacin koristenja
proizvoda. Tako, na primjer, istrazivanja pokazuju da postoje znacajne razlike u djece pri stvaranju
crteza te pri njihovom interpretiranju jer se radi o razli¢itim kognitivnim procesima (Duval, 2014, str.
163). Naime, vanjski zapisi mogu se stvarati ru¢no ili pomocu tehnoloskih alata (geometrijski pribor,
razni racunalni programi, kamere 1 sl.), a svi oni na svoj nacin evociraju i umne slike. Pri tome, ru¢no
crtanje nema nikakvih instrumentalnih ograni¢enja, dok crtanje pomoc¢u geometrijskog pribora ili na
racunalu ima svoje zakonitosti i ograni¢enja koja ovise o matematickim svojstvima (Duval, 1995, str.
146). Takoder, ovisno o nacinu stvaranja, moze se razlikovati i njihovo koristenje pri opisivanju,
interpretiranju i sl. Na primjer, nije isto koristiti stati¢ki dijagram i njegovu transformaciju vrsiti u
mislima kao 1 proucavati odgovaraju¢i dinamicki dijagram ili koristiti interaktivni dijagram na
racunalu.

Procesi vizualizacije mogu se razmatrati i s obzirom na svrhu stvaranja ili koristenja proizvoda. Neki
proizvodi se mogu stvarati radi prikazivanja odredenog matematickog koncepta, algoritma, ideje i sl.,
¢ime se umanjuje njihova apstraktnosti te olakSava razumijevanje, a posljedi¢no se unapreduje samo
matematicko znanje. Zatim, procesi stvaranja odredenog proizvoda mogu biti u svrhu istrazivanja te
otkrivanja puta do rjeSenja problema ili otkrivanja klju¢nog elementa u procesu dokazivanja neke
matematicke tvrdnje i sl. Tako, na primjer, ne koriste se isti procesi ako se crta geometrijska figura
(kvadrat, krug, trokut... i njihove kombinacije) koja ¢e sluziti u svrhu rjeSavanja geometrijskog
problema ili se neki fizicki objekt zeli predstaviti nekom geometrijskom figurom u svrhu odredivanja
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neke veli¢ine (npr. ku¢a se moze predstaviti kvadratom 1 trokutom nad njim, pomocu kojih ¢e se
odrediti plostina fasade). Jer, geometrijska figura, koja ¢e sluziti u istrazivacke svrhe ima svoja
unutarnja ogranicenja koja utjecu i na njezino stvaranje i na njezino koristenje, a ta ogranicenja ne
postoje kada geometrijska figura samo predstavlja neki fizi¢ki objekt (Duval, 1995, str. 142). Procesi
koriStenja odredenog proizvoda mogu se provoditi u svrhu s kojom je taj proizvod i nastao (bolje
razumijevanje, istrazivanje, dokazivanje i sl.), ali i u svrhu dubljeg promisljanja te razvijanja do tada
nepoznatih matematickih ideja.

Takoder, procesi vizualizacije mogu sluziti i u svrhu komuniciranja odredenih matematickih ideja 1
zakonitosti. Kao takvi biti ¢e usmjereni na isticanje kljucnih elemenata situacije koja se zeli
predstaviti 1 njihovih medusobnih veza, dok ¢e se konkretni detalji nastojati iskljuciti kako ne bi
odvlacili pozornost ili komunikaciju nepotrebno preusmjeravali u pogreSnom smjeru.

S obzirom da se u ovom radu posebno bavimo uc¢enjem i pouc¢avanjem geometrije, nasa pozornost ¢e
viSe biti usmjerena na proucavanje procesa stvaranja i koristenja vizualnih prikaza u geometriji te
njihovu koordinaciju s odgovarajué¢im jezi¢nim opisom i simbolickim zapisom (Slika 67).

VIZUALIZACIJA

B Umne
/ slike

Vanjski zapisi

Simbolicki

zapis
¢ \

PROCESI Jezitni PROCESI
stvaranja opis J koriStenja

$

Vizualni
prikaz

|\

Slika 67. Procesi vizualizacije, vanjski zapisi i umne slike

Matematicka aktivnost uvijek ukljucuje paralelan rad, implicitno ili eksplicitno, s dva ili vise razli¢itih
reprezentacija, medu kojima postoji stalno kretanje naprijed - nazad (Duval, 2014, str. 164) i upravo
su procesi prevodenja jednog oblika proizvoda u drugi, bilo unutarnjih bilo vanjskih, kljucni za
stvaranje 1 razvoj matematickog misljenja (Nakahara, 2007, str. 8). No, iako su procesi stvaranja i
koristenja proizvoda vizualizacije u stalnoj medusobnoj interakciji, potrebno ih je razmatrati i
odvojeno kako bi se uocile i izdvojile njihove bitne karakteristike. Tako je i kroz obrazovna
istrazivanja proucavanje procesa vizualizacije naj¢eS¢e usmjereno na stvaranje ili koriStenje to¢no
odredenog proizvoda, ovisno o kontekstu unutar kojeg se koristi.

Prema Duvalu, kroz procese vizualizacije zapravo je kljucno, spontano 1 brzo, prepoznati ono $to je
matemati¢ki vazno bez obzira o kojem proizvodu vizualizacije se radilo. Razli¢ite elemente koje
pojedinac moze brzo prepoznati na proizvodima vizualizacije, Duval naziva jedinicama figure (eng.
figural units) te smatra da se maksimalna iskoriStenost vizualizacije postize upravo kada se
prepoznaju sve jedinice figure koje su matematicki znacajne za dani problem u odredenom vizualnom
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prikazu, unutar odredenog konteksta (Duval, 2014, str. 160). U skladu s tim, on posebno razmatra
procese vizualizacije koji su vazni u radu s geometrijskim figurama (eng. geometrical figures; Slika
68), pod kojima podrazumijeva posebne vrste vizualnih prikaza u geometriji koje imaju heuristicku
ulogu, odnosno koje su kljucne u procesu rjesavanja problema ili u procesu dokazivanja (Duval, 1995,
str.143).

Vo P

a
(@) (b)
Slika 68. Geometrijske figure

Tako su, na primjer, na Slici 68. dane dvije geometrijske figure s razli¢itim heuristickim ulogama.
Prva figura se moze koristiti u izvodenju formule za povrSinu trapeza na temelju poznavanja formule
za povr$inu trokuta, a druga figura se moze koristiti za primjenu formule za opseg ili plostinu kruga
i kvadrata pri odredivanju opsega ili plostine obojanog lika.

Upravo ove vrste vizualnih prikaza u geometriji mnogim ucenicima predstavljaju teskoce jer su u
spoznajnom smislu vrlo slozene zato $to nije dovoljno samo vidjeti $to one prikazuju (perceptivna
obrada figure) vec i Sto predstavljaju (matematicka obrada figure). Mnogi ucenici su u nemoguénosti
ste¢i dublji uvid koji vodi prema rjeSenju (Duval, 1995, str. 143), a ta sposobnost se moze razvijati
ucenjem i poucavanjem. Zbog toga se u ovom radu posebna pozornost pridaje upravo tim procesima
vizualizacije i njihovim karakteristikama.

4.3.2.1. Procesi vizualizacije u radu s geometrijskim figurama

Kroz svoja istrazivanja o uenju i pouc¢avanju matematike, posebno geometrije, Duval pokazuje kako
ucenici za istu matematicku situaciju koja je predstavljena razli€itim geometrijskim figurama
ostvaruju razli€ite rezultate, ali razliCite rezultate ostvaruju 1 kada primjenjuju isti matematicki proces
na istoj figuri za razlicite elemente te figure. Takoder, rezultati su slabiji kada trebaju izvesti opée
zaklju€ke u odnosu na one koje izvode u radu s konkretnim geometrijskim figurama ili s konkretnim
veli¢inama. Na primjer, Duval raspravlja o rezultatima rjeSavanja zadataka danih na Slici 69. i 70.
(Duval, 1995, str. 144).

Dakle, pri odredivanju da su obojane povrsine unutar danog lika medusobno jednake, pokazalo se da
su ucenici u dobi do 15-16 godina uspjesniji u radu s pravokutnikom (60% ucenika; Slika 69a) nego
s trapezom (11% ucenika; Slika 69b). Rezultati su daleko slabiji kada problem trebaju razmatrati
poopceno: uspjesnost u slusaju pravokutnika je bila 34%, a u slucaju trapeza 0%. Sli¢no tome, pri
izvodenju zakljucka da obojana povrSina unutar paralelograma zauzima polovicu njegove povrsine,
ucenici su bili uspjesniji u sluc¢aju kada je kljucna tocka postavljena u polovistu stranice (56%
ucenika; Slika 69¢) nego kada se njezin polozaj mijenjao duz stranice paralelograma (34% ucenika).
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U pravokutniku ABCD istaknuta ~ Ako se tocka S krece duz
G s je dijagonala BD. dijagonale BD, hoce li odgovor
Usporedi plostine osjencanih biti jednak kao i u prethodnom
) pravokutnika AESG i CFSH. pitanju?
E
Uspjesnost (a) 60% 24%
D . .
i U trapezu ABCD tocka S je Ako u proizvoljnom trapezu sa
citte dii la AC i BD nepoznatim duljinama stranica
s sjeciste '1Jag5)1.1a an V' l istakne$ osjencane trokute, hoce li
Usporedi plostn}e osjenc¢anih odgovor biti jednak kao i u
; 3 trokuta AASD i ABCS . prethodnom pitanju?
Uspjesnost (b) 11% 0%
D C

U paralelogramu ABCD, tocka S

je poloviste stranice AD .
) Usporedi plostine dvaju
osjencanih dijelova sa
neosjencanim dijelom.

Ako se tocka S krece duz stranice

AD, hoée li odgovor biti jednak
kao i u prethodnom pitanju?

A B
Uspjesnost (¢) 56% 34%

Slika 69. Variranje figure i uspjes$nost rjeSavanja

Sli¢no, u primjeni Talesova poucka o proporcionalnim duzinama na stranice trokuta (Slika 70a),
ucenici su bili uspjesniji kada su koristili duzine duz iste stranice trokuta (70.5% ucenika), nego kada
su koristili paralelne stranice trokuta (49% ucenika). Rezultat je bio jo§ slabiji kad se promijenila
polazna slika, kako je prikazano na Slici 70b: pri koriStenju duzina duZ istog pravca uspjesno je bilo
60.5% ucenika, a pri koriStenju paralelnih duzina uspjesno je bilo 35% ucenika.

Odredite duljinu x. 70.5% 60.5%
Odredite duljinu y. 49% 35%
(a) (b)

Slika 70. Primjena Talesova poucka o proporcionalnim duzinama

Uzrok razlicite uspjesnosti Duval (1995) vidi upravo u procesima vizualizacije koje ucenici koriste
pri radu s vizualnim prikazima, posebno pri radu s geometrijskim figurama, koje imaju heuristicku
ulogu.

Naime, na vizualne prikaze svatko gleda na svoj nacin jer vizualne stimulanse svatko slijedi i obraduje
na svoj nacin. No, dva su bitno razli¢ita na¢ina, odnosno kognitivna procesa koja se pri tome koriste:
(1) cisto perceptivno prepoznavanje elemenata figure te (2) uocavanje elemenata figure koji su
matematicki vazni kao 1 njihova interpretacija kroz matematicka svojstva, za danu situaciju. Pri tome
je jako vazan verbalni opis: u prvom slucaju vise se koristi svakodnevni jezik, a u drugom slucaju
formalni matematicki jezik. No, prvi proces 1 pripadni verbalni opis preduvjet je drugoga i1 tek u
zajednickoj koordinaciji ova dva procesa dovode do ocekivanog rezultata. Naime, kada se vrsi
deskriptivan opis onda se mogu koristiti razni tehnicki izrazi i pri tome nije nuzno osvrtati se na
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njihovu definiciju, ali kada se izvode formalni zakljucci ili opravdanja, onda je jako vazno znati
definicije svih koristenih pojmova kao i njihove karakteristike koje su klju¢ne za primjenu (Duval,
2014, str. 166).

4.3.2.2. Cisto perceptivno prepoznavanje elemenata figure

Pri radu s vizualnim prikazima, svatko od nas nesto vidi ,,na prvu”, bez svjesne analize uocenoga.
Ono §to se vidi ,,na prvu” odredeno je organizacijskim pravilima vizualnog prikaza (,.kako izgleda”),
ali i svim koristenim slikovnim znakovima od kojih je vizualni prikaz sastavljen (,,sastoji se od”).
Pod organizacijskim pravilima figure (eng. figural organisation lows) podrazumijeva se je li kontura
figure otvorena ili zatvorena, jesu li njezine linije pune ili isprekidane, tanje ili deblje, u razli¢itim
bojama ili jednobojne, jesu li pojedini dijelovi figure u blizini jedan drugoga ili su udaljeni itd. Pod
slikovnim znakovima (eng. pictorial cues) podrazumijeva se njihov oblik (tocka, duzina, trokut, krug
itd.), veli¢ina, nagib (horizontalno, koso, vertikalno), preklapanja (tocke dodira, toc¢ke presjeka),
odvojenost (jedno izvan drugog ili unutar drugog), postoji li linearnost ili ne, jesu li konveksni ili ne,
njihova dimenzija (OD — to¢ke, 1D — duzine, polupravci, pravei, 2D — geometrijski likovi, 3D —
geometrijska tijela) itd.

Ono $to se opaza ,,na prvu’” moze se imenovati (tocka, duzina, ...) i moZze se mijenjati (oblik, veli¢ina,
polozaj, ...). Takoder, sve §to se uocava ,,na prvu” rezultat je nesvjesne aktivnosti kao i medusobna
integracija uocenog pa je zato najcesce ,,prvo” opazanje vizualnog prikaza u razli¢itih osoba razlicito.
Sve opisano Duval naziva perceptivno shvacanje figure (eng. perceptual apprehension®#), odnosno
opazanje elemenata figure ,,na prvu” (Duval, 1995, str. 145).

Medutim, da bi geometrijska figura ostvarila svoju heuristicku ulogu, samo perceptivno shvacanje
figure nije dovoljno. Potrebno je ste¢i dublji uvid, a za to su potrebni drugi procesi kojima se ostvaruje
odgovarajuce zakljucivanje te interpretacija u skladu s matematickim svojstvima.

Naime, ,,na prvu” se najceSc¢e uocavaju samo osnovni oblici 1 jedinice figure, a pored njih
geometrijska figura moze sadrzavati i podfigure, koje se ne mogu uociti bez svjesne obrade dane
figure. Jer, geometrijska figura obicno ima vise jedinica figure 1 podfigura nego Sto je koriSteno pri
njezinom oblikovanju.

Na primjer, geometrijska figura na Slici 71(a), oblikovana je od kvadrata i dviju dijagonala, koje su
kvadrat podijelile na Cetiri manja trokuta. Polazni kvadrat i dijagonale te nastali trokuti su oblici i
jedinice figure koje se obi¢no vide ,,na prvu”. Pored njih se mogu uoditi i etiri podfigure u obliku
pravokutnog trokuta, koji su sastavljeni od dva manja trokuta (Slika 71b), ali i nekonveksne podfigure
(Slika 71c).

(@) (b) (©)

Slika 71. Geometrijska figura i neke podfigure

14 Prema Marriam Webster rje¢niku, pod apprehension se izmedu ostalog podrazumijeva '¢in ili mo¢ opazanja ili
shvacanja necega’, https://www.merriam-webster.com/dictionary/apprehension
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Pri rjeSavanju problema vazno je znati prepoznati podfigure te medu njima odabrati onu koja vodi do
rjeSenja. Medutim, postoje odgovarajuci faktori koji otezavaju prepoznavanje i izdvajanje
odgovaraju¢ih podfigura, a najées¢e su to: dominantnost osnovnih oblika i jedinica figure koje se
prepoznaju ,,na prvu”, nekonveksnost podfigure te ne komplementarnost dijelova podfigure (Duval,
1998, str. 42).

Na primjer, Duval razmatra sljede¢i problem (Duval, 1995, str. 150): Usporedite povrSine dvaju
obojanih dijelova pravokutnika sa slike (Slika 72a).

X

(a) (b) (©)
Slika 72. Pravokutnik i neke podfigure

Zadani problem je moguce brzo rijeSiti ukoliko se mogu uociti odgovaraju¢e podfigure: dva
pravokutna trokuta (Slika 72b) i dva nekonveksna dijela (Slika 72c). S obzirom da se podfigure mogu
dovesti do preklapanja, oduzimanjem jedne od druge, preostali dijelovi ¢e biti jednakih plostina.
Medutim, prepoznavanje ovih podfigura je otezano zbog dominacije obojanih dijelova, ali i zbog
nekonveksnosti figura, tim vise $to su nekonveksne figure sastavljene od nejednakih dijelova. Osim
toga, potrebno je znati i odgovaraju¢a svojstva da bi se rjeSenje korektno argumentiralo (npr.
dijagonala dijeli pravokutnik na dva sukladna trokuta, trokuti u nekonveksnom dijelu su sukladni), a
to dalje zahtijeva matematicku obradu figure (Duval, 1998, str. 46).

Prepoznavanje upravo onih elemenata figure, odnosno podfigura, koje se ne vide ,,na prvu” te njihova
interpretacija u skladu s matematickim svojstvima, klju¢no je za efikasno koriStenje vizualizacije pri
ucenju 1 poucavanju matematike, posebno geometrije. Ti procesi zahtijevaju svjesnu matematicku
obradu, koja se moze i treba uciti i razvijati (Duval, 2014).

4.3.2.3.Matemati¢ko prepoznavanje i obrada elemenata figure

Pod matematickim prepoznavanjem podrazumijeva se uocavanje elemenata figure koji su
matematicki vazni te njihova interpretacija u skladu s odgovaraju¢im matematickim svojstvima u
svrhu odredivanja rjeSenja problema, unutar zadanog konteksta. Kako bi se ostvarilo matematicko
prepoznavanje figure, potrebno je poznavati i spretno koristiti definicije koristenih pojmova i njihova
svojstva jer bez njih nije moguce izvesti formalne zakljucke ili opravdanja. Ukratko, moze se re¢i da
nakon Cistog perceptivnog shvacanja figure treba preci na matemati¢ku obradu te figure kako bi se
prepoznala i ostvarila njezina heuristi¢ka uloga, bilo u svrhu rjeSavanja problema ili dokazivanja
tvrdnje.

Duval (1995) razlikuje tri vrste matematiCkog prepoznavanja i heuristicke obrade figure:
sekvencijalno, diskurzivno te operativno prepoznavanje i obrada figure. Prema nacinu obrade, za
diskurzivno bi se jos moglo re¢i da je analiticko-deduktivna obrada figure.
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Sekvencijalno prepoznavanje i obrada figure. Medu jako vazne procese u radu s geometrijskim
figurama spadaju crtanje 1 Kkonstruiranje te prepoznavanje i opisivanje postupaka crtanja i
konstruiranja zadanih figura. U tim procesima posebno je vazno prepoznavanje jedinica od kojih je
figura sastavljena te shvacanje slijeda stvaranja figure.

Crtanje geometrijske figure moze biti ru¢no, sa ili bez geometrijskog pribora, ali i pomoc¢u raznih
racunalnih softvera. Za nacrtane geometrijske figure koriste se razli¢iti nazivi, ovisno o kontekstu
koriStenja: obi¢no se koristi naziv crtez (eng. drawing) ili skica (eng. sketch), ali i dijagram (eng.
diagram). Glavna karakteristika crteza je u prikazivanju klju¢nih elemenata i njihovih odnosa, ali ne
nuzno u stvarnoj ili proporcionalnoj veli¢ini. Upravo zbog te karakteristike, ru¢no crtanje nema
nikakvih instrumentalnih ogranicenja (Duval, 1995, str. 146). S obzirom da odnosi medu jedinicama
figure unutar crteza ne moraju nuzno odgovarati stvarnim veli¢inama zadane situacije koju prikazuju,
niti biti proporcionalne s njima, opisivanje postupka stvaranja crteza ne mora nuzno pratiti slijed
njegova stvaranja.

Pri konstruiranju odgovarajuceg vizualnog prikaza situacija se mijenja jer treba postivati i tehnicka
ogranic¢enja alata kojima se provodi konstrukcija, ali i zadana matematicka svojstva te njihove odnose.
U suprotnom, zeljena se figura ne¢e moci realizirati (Duval, 1995, str. 146). Naime, konstruiranje
geometrijske figure moze se provoditi geometrijskim priborom i to jednim ravnalom i Sestarom
(vidjeti str. 25) ili nekim ra¢unalnim softverom koji pruza te moguénosti (Poput Cabri, Cindarela,
Geogebre, Sketchpada i dr.). Glavna karakteristika konstrukcije (eng. construction) je u postivanju
zadanih veli¢ina (bilo da se prikazuju u stvarnoj ili proporcionalnoj veli¢ini), kao i primjena
matematickih svojstava, posebno pri uspostavljanju odnosa medu pojedinim elementima figure. Pri
konstruiranju neke zadane situacije, za razliku od crtanja, vazno je pratiti slijed izvodenja, uz
postivanje tehnickih ogranicenja i matematickih svojstava.

Opisano promotrimo na sljede¢em primjeru: Zadan je tupokutni trokut AABC sa stranicama duljine
a=4cm i b=7cm i kutom pri vrhu B veli¢ine 120°. Zadanom trokutu treba opisati kruznicu.

Pri stvaranju vizualnog prikaza dane situacije crtanjem rucno, moze se nacrtati tupokutni trokut
AABC s tupim kutom pri vrhu B te kruZnica koja prolazi njegovim vrhovima. Ali, moZe se i prvo
nacrtati kruznica pa tupokutni trokut AABC s vrhovima na kruznici (Slika 73a).

A
* \\
C N
)

B l
(a (b)
Slika 73. Crtanje i konstruiranje geometrijske figure
Pri opisivanju crteza sa Slike 73(a), moze se reci da je nacrtan tupokutni trokut AABC s tupim kutom
pri vrhu B te kruZnica kroz njegove vrhove ili da je nacrtana kruznica te tupokutni trokut AABC, s

tupim kutom pri vrhu B, tako da njegovi vrhovi pripadaju kruznici. Drugim rije¢ima, redoslijed
opisivanja danog crteza ne mora nuzno odgovarati redoslijedu njegova stvaranja.
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Osim toga, crtanje ru¢no nije ni sasvim precizno jer se odnosi pojedinih elemenata figure ne mogu u
potpunosti uskladiti s matematickim svojstvima. Tako, na Slici 73(a) nije istaknuto sredi$te kruznice,
a ne moze se ni razaznati gdje se nalazi u odnosu na trokut (u ovom slucaju srediste treba biti izvan
trokuta, nasuprot tupog kuta).

Ako bi se opisana situacija konstruirala (Slika 73b), onda se prvo nacrtaju dvije duzine zadanih
duljina i kut zadane veli¢ine. Zatim se konstruira trokut postujuc¢i osnovnu konstrukciju SSK>, a
potom tom trokutu opisanu kruznicu, uz prethodno odredivanje njezina sredista, konstruiranjem
simetrala stranica tog trokuta te polumjera. Pri izvodenju sloZene konstrukcije, vazno je poznavati
osnovne konstrukcije (str. 25) jer se na temelju njih izvode slozene konstrukcije (Kurnik, 2007).
Medutim, pri opisivanju slozenih konstrukcija, osnovne konstrukcije se samo navode (a ne opisuju)
unutar slijeda izvodenja. Uvijek je korisno napomenuti da tijekom konstruiranja nema mjerenja jer
se pod ravnalom podrazumijeva alat za povlacenje ravnih crta na kojem nije istaknuta mjerna skala.

Tako bi pri opisivanju konstrukcije sa Slike 73(b) naveli da se prvo konstruira trokut AABC
koriStenjem zadanih elemenata, zatim kruznica koja prolazi kroz sva tri vrha trokuta. Konstrukcija
trokuta AABC spada pod elementarnu konstrukciju pa nju nije potrebno opisivati, ali je potrebno
znati njezi tijek izvodenja. Za konstrukciju kruznice treba opisati kako se odreduje njezino srediste i
njezi polumjer: srediste kruznice je tocka sjeciSta simetrala stranica pa treba konstruirati simetrale
stranica trokuta (barem dvije), a polumjer je odreden tockom sredista i jednim vrhom trokuta. Pri
tome, simetrala duzine spada pod osnovnu konstrukciju i ona se ne opisuje unutar slozene
konstrukcije. Kruznica konstruirana sa tako dobivenim srediStem i polumjerom prolazit ¢e i kroz
preostala dva vrha trokuta prema svojstvu simetrale duzine. U tom slu¢aju, kruZnica je opisana
trokutu.

Ako bi se opisivala konstrukcija AABC u nekom izdvojenom dijelu, onda se opisuje tijek izvodenja
konstrukcije trokuta SSK?, ali se ne opisuju elementarne konstrukcije: prenoSenje duzine, prenoSenje
kuta ili konstrukcija kuta od 120°. Na primjer, konstrukciju trokuta AABC, sa zadanim elementima,
mogli bi opisati na sljedeéi na¢in: (1) na proizvoljni polupravac p prenese se duzina BC duljine 4cm;
(2) iz vrha B se konstruira (ili prenese) kut veli¢ine 120°; (3) opiSe se kruZnica K sa sredistem C
radijusa 7cm (radijus odgovara duljini stranice A_C); (4) u presjeku kruznice k i drugog kraka
konstruiranog kuta dobiva se treci vrh A trokuta AABC ; (5) Tocke A, B i C su vrhovi trazenog AABC

Upravo pri opisivanju koraka Kkonstruiranja dolazi do izrazaja vaznost i nuznost medusobnog
povezivanja razli€itih zapisa: od vizualnog prikaza do jezi€nog opisa, proZetog simboli¢kim zapisima
(u vecoj i1li manjoj mjeri).

Iz svega opisanog vidljivo je da se procesi stvaranja i opisivanja crteza i konstrukcija temelje na
prepoznavanju odgovarajucih jedinica figure koje su matematicki vazne te njihovim povezivanjem u
odgovaraju¢i funkcionalni slijed izvodenja. Prepoznavanje i razumijevanje procesa stvaranja
geometrijske figure, kao i opisivanje slijeda njezina stvaranja, Duval naziva sekvencijalnim
shvacanjem figure (eng. sequential apprehension), odnosno shvacanjem slijeda izvodenja
geometrijske figure (Duval, 1995, str. 146).

Osim crtanja na bijelom papiru ili praznoj podlozi ekrana, crtanje se moze vrsiti i unutar odredene
vrste mreze ili koordinatnog sustava, koji imaju svoj slijed izvodenja, ¢ime se dodatno razvijaju
procesi vizualizacije. Za crtanje geometrijskih likova i figura mogu se koristiti razne kvadratne
tockaste mreze te (pravokutni) koordinatni sustav u ravnini, a mreza se odabire ovisno o uzrastu,
njihovim predznanjima i svrsi koriStenja.
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Tako, na primjer, ukoliko se oblikuje konveksna figura od tangram slagalice (Slika 74a), ona se moze
prikazati u kvadratnoj to¢kastoj mrezi tako da vrhovi svih likova, od kojih je figura oblikovana, padnu
u tocke mreze. Pri crtanju u mrezi, likovi se mogu proporcionalno uvecéavati (Slika 74b) ili umanjivati
(Slika 74c), a samo crtanje se moze provoditi nasumi¢no, §to obi¢no nije uspjesno, ali i strateski. Na
primjer, poc¢etnici obi¢no zapocnu crtati od vanjskog ruba figure (,,kontura™), a zatim crtaju likove
unutar konture ili zapo¢nu s bilo kojim likom proizvoljne veli¢ine pa na njega dodaju ostale likove.
Ni jedan ni drugi nacin se ne preporucuju jer ako se ne vodi ra¢una o odnosima medu likovima, onda
crtez tangram lika obi¢no ne bude uspjesno zavrSen. Strateski bi se npr. moglo krenuti od najmanjeg
lika ili od kvadrata pa do njega dodavati u odgovarajuéem odnosu jedan po jedan lik (Kavajin &
Baranovic, 2019b. str. 24).

(b) (c)
Slika 74. Slaganje i crtanje tangram likova

(

Opis se u ovom slu¢aju moze provoditi za izgradnju (,,konstrukciju’) same figure, kao i za crtanje
oblikovane figure u kvadratnoj to¢kastoj mrezi. Pri tome se opis moze prili¢no olaksSati ako se poznaju
karakteristike pojedinih likova slagalice (dva para sukladnih jednakokrac¢nih pravokutnih trokuta i
jedan njima sli¢an trokut (srednje velicine) te kvadrat i paralelogram). lzazov je opisati oblikovanu
figuru tako da netko drugi moze na isti nacin sloZiti figuru samo na temelju opisa, bez da vidi nacin
slaganja. Ovisno o uzrastu, prilagodava se i vokabular opisa.

Na primjer, oblikovanje pravokutnog tangram trapeza (Slika 74a), slijeva nadesno, mogli bi opisati
na sljedeéi nacin: (1) Prvo se polegne najveci trokut, s katetama horizontalno i vertikalno, s pravim
kutom s desne strane. (2) Do njega se polozi najmanji trokut, zrcalno u odnosu na postavljeni trokut.
(3) Dodaje se paralelogram tako da se dulja stranica paralelograma polozi duz hipotenuze manjeg
trokuta, a kraca stranica paralelograma duz katete veceg trokuta. (4) Dodaje se srednji trokut po
veli€ini tako da se kateta polozi duz stranice paralelograma, a hipotenuza vertikalno, u produzetku
druge stranice paralelograma. (5) Duz slobodne stranice paralelograma dodaje se kvadrat. (6) Do
kvadrata se dodaje najmanji trokut s jednom katetom duz stranice kvadrata, a drugom katetom u
produZetku gornje stranice kvadrata. (7) Kona¢no, dodaje se najveci trokut s jednom katetom duz
kvadrata i manjeg trokuta, a drugom katetom duz hipotenuze srednjeg trokuta (Kavajin, 2016).

Pri opisivanju crtanja oblikovane figure u kvadratnoj tockastoj mreZi, korisno je poznavati 1 odnose
medu likovima: katete malog trokuta, stranica kvadrata i kraca stranica paralelograma zauzimaju pola
katete najveceg trokuta, kateta srednjeg trokuta podudara se s duljom stranicom paralelograma, a
hipotenuza srednjeg trokuta s katetom najveceg trokuta itd. (Kavajin i Baranovi¢, 2019a. str. 6). Na
temelju ovih opisa vazno je uociti da kateta najveceg trokuta treba zauzeti paran broj kvadrata mreze
kako bi svi vrhovi svih likova slagalice pali u tocke mreze. Crtanje moze zapoceti od najveceg trokuta
ili od kvadrata tako da se najprije njegovi vrhovi smjeste u tocke mreze, a zatim se crtaju preostali
likovi, paze¢i na odnose medu njima. Crtanjem na taj nacin, likovi se po Zelji mogu proporcionalno
uvecavati ili umanjivati (Slike 74b i 74c).
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Za razliku od kvadratnih toCkastih mreza, koriStenje pravokutnog koordinatnog sustava u ravnini
zahtijeva poznavanje pravila crtanja toCaka prema njihovim koordinatama, ali i odredivanje
koordinata to¢aka prema poziciji tocke u koordinatnom sustavu. Koordinatni sustav u ravnini moze
se koristiti u razne svrhe: rjeSavanje algebarskih problema primjenom geometrijskih koncepata, ali i
rjesavanje geometrijskih problema primjenom analiti¢kih procesa. U oba slu€aja, vazan je slijed
crtanja u koordinatnom sustavu, kao i rekonstrukcija slijeda nacrtanog.

Na primjer, promotrimo problem u kojem su zadane tri tocke, bilo vizualnim prikazom u
koordinatnom sustavu, bez ili sa istaknutom mrezom (Slika 75), bilo njihovim koordinatama (3,1),

(1,4), (—1, 2) , te treba odrediti poziciju ¢etvrte tocke i njezine koordinate, tako da te Cetiri tocke

odreduju vrhove paralelograma.

e
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Slika 75. Tocke paralelograma u koordinatnom sustavu

Problem se mozZe rjeSavati na viSe na¢ina. Koristi prisjetiti se da dijagonala paralelograma dijeli taj
paralelogram na dva sukladna trokuta, kao i da su dva nasuprotna vrha paralelograma centralno
simetri¢na s obzirom na poloviste njegove dijagonale. Kako tri zadane tocke odreduju trokut, koji
¢ini jednu polovicu paralelograma, preostaje naci ¢etvrti vrh paralelograma centralnom simetrijom.
No, svaka stranica trokuta moZe potencijalno biti dijagonala paralelograma, $to znaci da treba
razmatrati tri slucaja.

Ako se uzme da je stranica AC dijagonala (Slika 76a), onda je ¢etvrti vrh D1 centralno simetric¢an
vrhu B s obzirom na poloviste promatrane dijagonale. Analogno, ¢etvrti vrh D2 centralno je simetri¢an
vrhu C s obzirom na poloviste dijagonale AB (Slika 76b) te &etvrti vrh D3 centralno je simetridan
vrhu A s obzirom na poloviste dijagonale BC (Slika 76¢). Cetvrti vrh paralelograma se moze odrediti
konstruktivno, ali i na druge nacin, npr. prepoznati putanju od jedne do druge zadane tocke, a zatim

na temelju toga rekonstruirati mogucu poziciju Cetvrte tocke. I na kraju preostaje o€itati koordinate
cetvrtog vrha, u sva tri slucaja.

Paralelogram ABCD, Paralelogram AD,BC Paralelogram ABD,C
(a) (b) (c)

Slika 76. RjeSenja problema s paralelogramom
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Pri radu s geometrijskim tijelima prikladne su izometricne mreze (eng. isometric grid ili ISO mreze),
koje se sastoje od tri skupa paralelnih pravaca (ili to¢aka duz paralelnih pravaca), tako da je svaki
skup pravaca pod kutom od 120° sa drugim skupom pravaca, a koji u trodimenzionalnom prostoru
predstavljaju okomite pravce (De Klerk, 2007). KoriStenjem ISO mreza olakSava se crtanje nekih
geometrijskih tijela u ravnini te stvaranje efekta trodimenzionalnosti (Slika 77). Zbog jednostavnosti
u prikazivanju 3D objekata, izometrijsko crtanje dosta koriste inZenjeri 1 dizajneri, a posebno se
koristi pri kreiranju testova za provjeru vizualno-prostornih sposobnosti. Najpoznatiji takav test je
The Purdue Visualization of Rotations test, skraceno PSVT test (Yue, 2006, str. 3).

‘ 1 20, » \.\.H. - F4 P
P S . °
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Slika 77. ISO mreze i izometri¢no crtanje

Crtanjem geometrijskih tijela u izometrijskoj mrezi dodatno se razvijaju vizualno-prostorne
sposobnosti kroz razli¢ite poglede na tijela, posebno crtanjem zadanog tijela nakon odredene rotacije
(Yue, 2006). Za rad u ISO mreZi vazno je razviti vjeStine izometri¢nih pogleda na 3D objekte iz
razliCitih perspektiva te vjestinu rekonstrukcije objekta na temelju zadanih razlicitih pogleda.

Diskurzivno (analiti¢ki — deduktivno) prepoznavanje i obrada figure. Za ono $to se vidi ,,na prvu”
kod nekog vizualnog prikaza, bez svjesne analize, moze se reéi da je to ono §to vizualni prikaz
pokazuje (eng. shows). U tom slucaju, znacenje uo¢enih jedinica promatranog vizualnog prikaza
izvodi se na temelju Ciste percepcije. Medutim, vizualni prikaz se u matematickom kontekstu obi¢no
stvara s odredenom svrhom, kako bi predstavljao odredeni matematicki koncept, algoritam, ideju i sl.
odnosno, vizualni prikaz je ,,nesto §to stoji za nesto drugo” (Duval, 1995, str. 143). Kako bi se
odredilo §to odredeni vizualni prikaz predstavlja (eng. represent), znacenje uocenih jedinica i
podjedinica vizualnog prikaza potrebno je tumaciti kroz matemati¢ka svojstva opisana definicijama
i tvrdnjama (aksiomima i teoremima).

Promotrimo sljedeci problem (Duval, 1998, str. 41; Slika 78a): Zadan je paralelogram ABCD te su
tocke E i F polovista stranica CD i AB redom. Dokazati da je |AP| :|PQ| :|QC|.

(a) (b) (©
Slika 78. Paralelogram i neke podfigure

U polaznoj figuri mogu se uociti razne podfigure, ali neke su klju¢ne koje vode do rjeSenja (Slika 78b
I 78¢). No, samo uocavanje podfigura nije dovoljno za odredivanje rjeSenja vec je na figuru potrebno
primijeniti odgovaraju¢a matematicka svojstva. Prije svega, treba uociti ¢cetverokut FBED, a kako on

ima dvije nasuprotne stranice paralelne i jednakih duljina, FB|/ED i |FB|=|ED|, radi se o
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paralelogramu. Dalje se, kod istaknutih podfigura (Slika 78b i 78¢c) moze primijeniti obrat teorema o
srednjici trokuta (jer su pravci koji sadrze odgovarajuce stranice promatranog paralelograma

paralelni) te izvesti jednakost duljina duzina: |AP|=|PQ| i |PQ|=|QC]|, a zatim primjenom aksioma

o0 realnim brojevima (ako su dva objekta jednaka tre¢em objektu, onda su i oni medusobno jednaki)
zakljuciti da su sve tri duzine jednakih duljina.

PromiSljanje o vizualnom prikazu na na¢in da se na uoCene jedinica i podjedinice primjene
odgovaraju¢a matematic¢ka svojstva (definicije, aksiomi ili teoremi), u skladu sa zadanim elementima
i uvjetima, Duval naziva diskurzivnim, odnosno analiticko-deduktivnim shvacanjem figure (eng.
discursive apprehension) (Duval, 1995, str. 146).

Ukratko, da bi se odredilo §to vizualni prikaz predstavlja, a ne samo $to on pokazuje, potrebno je Cisto
perceptivno uocavanje jedinica figure staviti pod kontrolu deduktivnog promisljanja, odnosno
povezati 1 tumaciti s odgovarajuéim matematickim svojstvima koja proizlaze iz definicija i tvrdnji
svakog uocenog elementa.

Duval (1998) razlikuje dvije vrste diskurzivnih procesa: prirodne i teorijske. Pod prirodnim
diskurzivnim procesom podrazumijeva opisivanje uocenih elemenata figure govornim jezikom u
svrhu objasnjavanja ili argumentiranja rjeSenja, a pod teorijskim diskurzivnim procesom
podrazumijeva ¢isti deduktivni slijed zakljucivanja, koji se oslanja i na simbolicki zapis (Duval, 1998,
str. 46). Naime, teorijski diskurzivni proces se bitno razlikuje od argumentacije govornim jezikom jer
je udeduktivnom procesu nuzno potrebno uociti Sto je pretpostavka, a Sto zakljucak koji treba utvrditi,
a zatim graditi logicki slijed iskaza od pretpostavke prema zakljucku, dok se u prirodnom
diskurzivnom procesu govornim jezikom na prirodan nacin opisuje ono §to se gleda 1 uo¢ava. Prema
Duvalu, upravo taj prijelaz s prirodnog na teorijski diskurzivni proces mnogi ucenici nikada ne
savladaju (Duval, 1998, str. 47).

Sto odredeni vizualni prikaz predstavlja moze se mijenjati kroz razna jeziéna obiljeZja i odgovarajuéi
kontekst, a da pri tome njegov izgled ostane nepromijenjen. Na primjer, sva tri trokuta na Slici 79
jednakog su oblika, ali oznake duljina stranica i veli¢ina kutova mijenjaju ono §to on predstavlja.
Tako, na Slici 79(a) vizualni prikaz moze predstavljati bilo koju vrstu trokuta, npr. raznostrani¢ni
Siljastokutni trokut - jer ,tako izgleda”, dok je na Slici 79(b) jednozna¢no predstavljen
jednakostrani¢ni trokut jer su slovima istaknute stranice jednakih duljina, a na Slici 79(c) jednozna¢no
predstavlja jednakokracni trokut jer su slovima istaknuti kutovi jednakih veli€ina.

(@) (b) (©)

Slika 79. Razli¢ita znacenja vizualnog prikaza jednakog izgleda

Drugim rije¢ima, ako je vizualni prikaz dan bez ikakvih jezi¢nih obiljeZja i dodatnih objasnjenja ili
tvrdnji, razlic¢ite osobe na njemu mogu vidjeti razlicite stvari ili razli¢ita matematicka svojstva. No,
kada se vizualni prikaz upotpuni jezi¢nim obiljeZjima ili dodatnim tvrdnjama, onda to jednozna¢no
odreduje $to taj vizualni prikaz predstavlja u odredenom kontekstu.

Operativno prepoznavanje i obrada figure. U prethodno opisanom procesu nisu vrSene nikakve
promjene nad geometrijskom figurom, ve¢ su samo izdvojene odgovaraju¢e podfigure na koje se
moglo primijeniti neko matematicko svojstvo (definicija, aksiom, teorem) u svrhu odredivanja
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rjeSenja. No, nije uvijek moguce uociti sve jedinice figure 1 podfigure, koje su matematicki vazne,
kako bi se odredilo $to odredena figura predstavlja, odnosno kako bi se odredilo rjeSenje problema ili
pronasao kljuéni korak za tvrdnju koja se dokazuje. U tom slucaju, vizualni prikaz je potrebno
dodatno preoblikovati (bilo u mislima, bilo stvarno, fizicki).

Promjene nad geometrijskom figurom, u svrhu dobivanja nove figure koja vodi do rjeSenja, mogu se
vrsiti na razli¢ite nacine: (1) cijepanjem figure na dijelove te njihovim premjeStanjem (rotacijom,
translacijom i dr.) poput dijelova slagalice (metoda rekonfiguriranja); (2) dodavanjem novih
elemenata (metoda nadopune); (3) mijenjanjem oblika (suzavanjem, izduzivanjem), veliCine
(proporcionalno umanjivanje, uvecavanje; homotetija), polozaja (translacija, rotacija) ili orijentacije
(zrcaljenje). U kompleksnijim situacijama obi¢no je potrebno kombinirati razli¢ite vrste promjena.

Na primjer, neke od tih metoda mogu se vidjeti pri dokazu Pitagorina pouc¢ka: U pravokutnom trokutu
vrijedi a® +b* =c?, gdje su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog trokuta.

14
a a
b C

b|\° b

|
@
a b )
Polazna figura Nadopuna figure Rekonfiguriranje

(a) (b) (©)

Slika 80. Promjene nad figurom

U svrhu utvrdivanja istinitosti dane jednakosti, najprije je pravokutni trokut (Slika 80a) nadopunjen
do kvadrata stranice duljine a+b, s unutarnjim kvadratom stranice duljine ¢ (Slika 80b), a zatim su
unutra$nji dijelovi razmjesteni (translatirani) tako da su formirana dva manja kvadrata stranice duljine
a i b (Slika 80c). Trazena jednakost izvodi se usporedivanjem povrSina (metoda povrSine) unutar
dvaju kvadrata stranice duljine a+b (Duval, 1998, str. 43).

Uocavanje i provodenje opisanih promjena nad geometrijskom figurom u svrhu ostvarivanja njezine
heuristicke uloge, Duval naziva operativnim shvacanjem figure (eng. operative apprehension)
(Duval, 1995, str. 147).

Operativno shvacanje geometrijske figure je najkompleksniji, ali 1 nuZzan proces kojim se ostvaruje
matematicko prepoznavanje i obrada jer se upravo kroz izvodenje promjena nad geometrijskom
figurom osigurava dublji uvid, a time i odgovarajuci put do rjeSenja ili do klju¢nog koraka u dokazu.
No, s obzirom da se vizualni prikaz moZze transformirati na razli¢ite nacine, pitanje je kako odabrati
odgovarajuc¢u promjenu da bi se doslo do trazenog, a to je zapravo vjeStina koja se uci i razvija (Duval,
1995, str. 154).

Ukratko, kako bi se odredilo $to odreden vizualni prikaz predstavlja, odnosno koju matematicku
poruku prikazuje, potrebna je interakcija razli¢itih procesa koji se oslanjaju na matematicka svojstva
(sekvencijalno, analiticko-deduktivno i operativno shvacanje figure), ovisno o vrsti problema koji se
rjesava te ovisno o kontekstu unutar kojeg se problem razmatra. Preduvjet, odnosno nuzno polaziste
za tumacenje matemati¢ke poruke danog vizualnog prikaza je Cisto perceptivho prepoznavanje
njegovih jedinica i podjedinica ,,na prvu” (Slika 81).
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Cisto perceptivno prepoznavanje ,,na prvu“

v
Cl“tau]-e - VIZUALNI <« Analiti¢ko-deduktivno zakljucdivanje
KO]]Stl'll?l au].e - prikaz < Izvodenje promjena nad figurom
Opisivanje — (diskurzivno i operativno)
(sekvencijalno)
Matemati¢ko prepoznavanje i heuristi¢ka obrada

Slika 81. Prepoznavanje poruke koju predstavlja vizualni prikaz

Mogu¢i potencijalni konflikt u u¢enika moze nastati upravo izmedu onoga §to vidi ,,na prvu” i
matematickog tumacenja uo€enog. Ucenici zapravo imaju teSkoc¢a u prelasku s Cistog perceptivnog
prepoznavanja na prepoznavanje onoga Sto je matematicki vazno, a time i na odredivanje
matemati¢ke poruke koju odredeni vizualni prikaz predstavlja.

Kako bi savladali prijelaz s perceptivnog na matemati¢ko tumacenje vizualnog prikaza, uéenici
trebaju poznavati i razvijati razli¢ite procese vizualizacije, najprije odvojeno, a zatim i u medusobnoj
koordinaciji (Duval, 1995, str. 154-155). Pri tome su posebno vazni procesi dekonstruiranja i
rekonstruiranja figure (operativno shvacanje), koji nisu neovisni ve¢ ovise o svim drugim procesima.

Iako opisani procesi u radu s geometrijskim figurama daju korisne smjernice za u¢inkovito koriStenje
vizualizacije pri uéenju i pouc¢avanju geometrije, oni se ne bi trebali shvatiti poput gotovih recepata
koji su spremni za upotrebu. Jer, ucitelj je taj pred kojim je izazov i odgovornost povezati teoriju i
praksu na ucinkovit i produktivan nacin, a osnovno polaziSte je osvjeStavanje 1 samostalno
ovladavanje vjeStinama vizualizacije te poznavanje predznanja i razina miSljenja svojih ucenika
(Gagatsis et al, 2015).

4.4. Vizualno-prostorne sposobnosti

IstraZivanje matematickog obrazovanja i istraZivanje razvoja prostornih sposobnosti dva su bitno
razlicita smjera sa potpuno razli¢itim metodologijama i teorijskim pristupom, ali i snaznom
uzajamnom vezom (Pittalis i Christou, 2010). Naime, viSe nitko ne postavlja pitanje jesu li prostorne
sposobnosti i matematika povezani jer su kroz svoja istrazivanja kognitivni znanstvenici pokazali da
viSa razina prostornih sposobnosti predvida uspjesnije ucenje i bolja postignuc¢a u svim podruc¢jima
matematike, takoder predvida odabir i uspjeh u svim STEM podrucjima, ali i uspjeh u profesionalnom
radu (Wai i sur., 2009; Mix i Cheng, 2012; Tosto i sur., 2014). Snaznu vezu prostornih sposobnosti i
matematickih postignuca sve vise potvrduju 1 rezultati istrazivanja matemati¢kog obrazovanja (npr.
Bishop, 1980; Clements i sur, 1997; Saads i Davis, 1997; Cohen, 2003; Bruce i Hawes, 2015; Gagatsis
i sur. 2022).

U novije vrijeme naglasak se vise stavlja na istrazivanja o na¢inu na koji su povezana ta dva podrucja
te koje tocno vrste prostornih sposobnosti su povezane s kojom matematiCkom vjeStinom. Ali,
koriStenje rezultata istrazivanja kognitivnih znanstvenika prili¢no je kompleksno jer, nakon gotovo
stolje¢a Sirokog spektra istrazivanja prostornih sposobnosti, nije doSlo do stvaranja jedne
sveobuhvatne teorije, ve¢ naprotiv do razlicitih vrsta raslojavanja.
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Kognitivni znanstvenik Gardner, prvi je postavio teoriju viSestrukih inteligencija, smatrajuci da je
ljudski um priliéno modularno dizajniran te da razli¢iti umni procesi koriste razli¢ite sustave obrade
informacija. Prema Gardnerovoj teoriji, svaka inteligencija ima svoje podvrste i svaka od njih vlastite
procese, nesto poput razli¢itih mentalnih ,,organa” s vlastitim kognitivnim sposobnostima. Takoder,
svaki ¢ovjek ima svoj vlastiti profil inteligencije te ne postoje dva covjeka s jednakim profilom, a
razliita zanimanja obicno zahtijevaju vise vrsta inteligencija. Upravo zbog toga, smatra Gardner, u
obrazovnom bi sustavu trebalo koristiti razli¢ite pristupe, metode poucavanja i nadine ocjenjivanja
kako bi se osiguralo okruzenje u kojem ¢e svaki pojedini ucenik imati mogucnost razviti svoje vlastite
kapacitete te biti pripremljen za svijet rada (Gardner i Hatch, 1989).

Medu istaknutim vrstama inteligencije, Gardner navodi i prostornu sposobnost (eng. spatial ability),
pod ¢im podrazumijeva ,,sposobnost opazanja vizualnih ili prostornih informacija (u vecoj ili manjoj
mjeri), njihovo transformiranje 1 mijenjanje te ponovno koristenje vizualnih slika ¢ak i bez stvarnih
izvornih podrazaja” (Gardner, 1999, str. 143.). Ili u kracoj varijanti ,,sposobnost preciznog opazanja
vizualno-prostornog svijeta te izvodenje transformacija na pocetnim opazanjima” (1989, str. 6) te
koristi i naziv vizualno-prostorna sposobnost.

Iako je Grdnerova teorija visestrukih inteligencija jo$ uvijek aktuelna, zadnjih godina se sve vise
koristi Cattell-Horn-Carroll-ova (CHC) teorija kognitivnih sposobnosti, koja trenutno predstavlja
najopsezniji strukturni model inteligencije. Za razliku od Gardnerovog modela od osam (8), odnosno
devet (9) vrsta inteligencija, CHC teorija predstavlja model od Sesnaest (16) razli¢itih kognitivnih
sposobnosti, koje su raslojene na preko osamdeset (80) razli¢itih komponenti. Najvaznija znacajka
CHC teorija je u dinami¢nosti modela koji se kontinuirano reorganizira i restrukturira na temelju
provedenih empirijskih istrazivanja te predstavlja ,kulminaciju preko 60 godina istraZivanja
faktorske analize u psihometrijskoj tradiciji” (Flanagan i Shauna, 2014., str. 3).

Prema CHC modelu inteligencije, prostorna sposobnost se navodi pod imenom vizualna obrada (eng.
visual processing, s oznakom Gv), pod ¢im se podrazumijeva ,,sposobnost stvaranja, opazanja,
analize, sinteze, pohranjivanja, ponovnog dohvacanja, manipulacije, transformacije i razmisljanja s
vizualnim obrascima i podrazajima” (Flanagan i Shauna, 2014., str. 7), odnosno skraceno,
,,Sposobnost koriStenja simuliranih umnih slika za rjeSavanje problema” (Schneidera i McGrewa
(2012, str. 129). Unutar CHC modela, prostorna sposobnost, odnosno vizualna obrada raslojava se na
jedanaest (11) razlicitih vrsta uskih sposobnosti (Flanagan i Shauna, 2014., str. 8). Medu svim vrstama
kognitivnih procesa, prostorna sposobnost se najvise istrazuje.

S obzirom da je geometrija po svojoj prirodi vizualne naravi jer se njezini koncepti i ideje u vecini
slucajeva predstavljaju kroz razlic¢ite vizualne prikaze, a dio geometrije se bavi i trodimenzionalnim
oblicima, geometrija je neosporno povezana s razli¢itim faktorima prostornih sposobnosti i vrlo je
plodno tlo za istrazivanje tih povezanosti. Stovise, mnoga istraZivanja u obrazovanju potvrduju da
efikasno ucenje geometrije treba podrsku prostornih sposobnosti, ali i obratno, prostorne sposobnosti
se efikasno mogu razvijati kroz odgovarajuce aktivnosti u kontekstu geometrije (Pittalis i Christou,
2010; Bruce i Hawes, 2015).

Daljnje razmatranje razli¢itih definicija kao 1 razlicitih klasifikacija prostornih sposobnosti nije u
fokusu ovog rada, jer bi se time pozornost mogla rasprsiti na mnoge detalje koji nisu relevantni za
sam rad, posebno S§to ne postoji usuglasenost niti oko raslojavanja niti oko njihovih definicija. Kratki
pogled iz perspektive prostornih sposobnosti uzet je vise radi cjelovitosti sagledavanja vizualizacije
u svrhu u€enja i poucavanja geometrije. Naime, strategije i metode poucavanja tijekom intervencije
zasnivale su se velikim dijelom na vizualno-analitickoj metodi usmjerenog opazanja, koja se opisuje
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kasnije, a kako se dio kolegija bavi geometrijom prostora odnosno prouc¢avanjem svojstava i odnosa
3D figura, bilo je korisno ,,zaviriti” i U svijet prostornih sposobnosti.

4.4.1. Procesi obuhvacéeni prostornim sposobnostima

Imati osjecaj za prostor, grubo govoreci, znacilo bi imati intuitivni osjecaj za svoje okruZenje i objekte
koji se u njemu nalaze. U kontekstu matematike, to bi znacilo imati intuitivni osjecaj za prostornu
orijentaciju i prostornu vizualizaciju (McGee, 1979).

Pod prostornom orijentacijom (eng. spatial perception) podrazumijeva se razvijanje intuitivnog
osjecaja za objekte u prostoru, njihove karakteristike i odnose s drugim objektima. U kontekstu
geometrije, to podrazumijeva rad s geometrijskim figurama, njihovim svojstvima i vezama. Pod
prostornom vizualizacijom (eng. spatial visualisation) podrazumijeva se manipuliranje objektima u
prostoru prije svega kroz umne aktivnosti: pomicanje, okretanje, preokretanje, povecavanje,
smanjivanje, reorganiziranje, kao i uoCavanje invarijanti unutar promjenjive situacije. U kontekstu
geometrije, to su razne vrste preslikavanja i njihova svojstva: translacija, rotacija, zrcaljenje,
homotetija i dr. te uocavanje svojstava koja ostaju saCuvana pri tim transformacijama.

Dakle, i1 dalje je vidljiva dualnost geometrijskih figura, s tim da je ovdje ve¢i naglasak na umnim
aktivnostima kojima se potice razvoj vizualno-prostornih sposobnosti, a vanjski prikazi vise sluze za
stimulaciju tih aktivnosti. Naime, oblike, uzorke, strukturu, polozaj i kretanje objekata opazamo
o¢ima, ali sve se procesuira u mislima, pri ¢emu se koriste i sva dotadasnja iskustva i steCena znanja
(Del Grande, 1990). Upravo je zato vazna uzajamnost koriStenja i razvoja razli¢itih vizualno-
prostornih sposobnosti u kontekstu geometrije i stjecanja odgovaraju¢eg znanja (Clements i sur.,
1997).

Dakle, pod prostornim sposobnostima podrazumijevaju se procesi koji se provode s vizualnim
informacijama u prostornom kontekstu, pri ¢emu se ¢eS¢e misli na procese koje 0osoba provodi u umu
na temelju vizualnih podrazaja, a manje na vizualne prikaze koji se na temelju tih procesa stvaraju.
Medu tim procesima najce$ée se istiCu sljedeCi: stvaranje (eng. generation), opaZanje (eng.
perception), identificiranje (eng. identification), zadrzavanje (eng. retention), manipulacija (eng.
manipulation), transformacija (eng. transformation), pohranjivanje (eng. store), ponovno dohvacanje
(eng. retrieval). Neki od tih procesa stimulirani su statiénim vizualnim prikazima, dok se drugi
stvaraju pri izvodenju razli¢itih manipulacija i transformacija s vizualnim objektima, bilo u umu ili
pri radu s fizickim objektima ili oboje.

Vecdi dio tih procesa vec je opisan kroz prethodna poglavlja. Medutim, kada se gleda iz perspektive
prostornih sposobnosti, javljaju se teSkoce u razumijevanju i povezivanju jer se razli¢ita imena koriste
za iste procese, ali i ista imena za razli¢ite skupove procesa.

4.4.1.1.0tkrivanje figura

Usporedbe radi, jedna od vaznih vjeStina u radu s konkretnim geometrijskim figurama jest
prepoznavanje klju¢nih podfigura u slozenoj figuri te daljnja matematicka obrada.

U kontekstu vizualizacije, Duval tu aktivnost razmatra kroz Cetiri vrste obrade figure (str. 78), u
kontekstu geometrije Godfey je razmatra pod pojmom geometrijsko oko. No, u teoriji prostornih
sposobnosti, ta se sposobnost promatra s vise aspekata, ovisno o tome je li vizualni uzorak koji se
trazi zadan ili ne te kojom brzinom se uocava i identificira, ali 1 koliko je percepcija koja se koristi
postojana. Koriste¢i upravo te suptilne razlike, neki autori im daju i posebna imena te ih razmatraju
kao posebne prostorne sposobnosti.
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Na primjer, unutar vizualne obrade CHC teorije, ova sposobnost se naziva ,,flexibility of closure”
(Schneidera i McGrewa; 2012), a u drugih autora se javlja ,,figure-ground perception” (Del Grande,
1990, str. 15), ,,disembedding” (Kimura, 1999), ,,field dependence/indenpendence” (ldris, 1998).
Sli¢no tome, sposobnost vizualnog identificiranja odredene figure ili uzorka, koji je na neki nacin
sakriven unutar slozenog vizualnog konteksta, a da se unaprijed ne zna kakav uzorak se trazi, obi¢no
se izdvaja pod imenom ,,closure speed” (Lochman, 1993; Schneidera i McGrewa, 2012).

Sposobnost izdvajanja odredenih elemenata iz sloZzene geometrijske figure, koji su matematicki vazni
i smisleni, jedan je od faktora koji zna¢ajno utje¢u na savladavanje geometrije. Na primjer, na Slici
82(a) figuru koja se nalazi slijeva treba pronaci i istaknuti (podebljati) unutar slozenih figura, koje se
nalaze s desna (Del Grande, 1990, str. 16). Na Slici 82(b) treba prepoznati sve trokute. Ucenici koji
brzo i vjesto mogu izdvojiti odredene komponente iz slozene figure te nisu pod utjecajem okruzenja
nazivaju se ,.field independent learners” i oni su uspjesniji u ucenju geometrije. S druge strane, oni
koji nisu vjesti u izdvajanju smislenih komponenti iz slozene figure jer na njih snazno utjece
okruzenje, odnosno slozenost figure, nazivaju se ,,field dependent learners” i oni obi¢no imaju dosta
teSkoca pri ucenju i razumijevanju geometrije (Idris, 1998, str. 19). Na Slici 82(c) treba odrediti koje
su sve mogucnosti oblikovanja 3D objekata koriStenjem lista u obliku kvadrata, odnosno lista u obliku
pravokutnika (umno i fizi¢ki) te opisati svojstva oblikovanih tijela. Kako bi se opisala svojstva tijela
nastalih savijanjem zadanih likova, treba uoditi duljine rubova danih listova papira (zadane figure) te
elemente oblikovanih tijela (oblikovane figure), a zatim elemente tijela povezati s to¢no odredenim
elementima lika (Saads & Davis, 1997, str. 3).
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(@) Otkrivanje zadane figura (b) Prebrojavanje trokuta (c) Savijanje lista u mislima

Slika 82. Otkrivanje figura

Postoje mnogi geometrijski koncepti i njihove veze koji se ne mogu prepoznati ili razumjeti, ako ova
sposobnost nije razvijena: vrste kutova, sukladni/sli¢ni trokuti, poliedri, rotacijska tijela itd.

4.4.1.2.Umna rotacija

Sposobnost umnog rotiranja kognitivni znanstvenici izdvajaju kao centralnu mjeru prostornih
sposobnosti, odnosno prostornog misljenja i zaklju¢ivanja. No, u matematickim kurikulumima to jo$
uvijek ne zauzima posebno mjesto (Bruce i Hawes, 2015).

Bruce i Hawes, na temelju interventnog istrazivanja s u¢enicima od 4 do 8 godina, u periodu od Cetiri
mjeseca, pokazali su da je umna rotacija sposobnost koja se moze uciti i razvijati treniranjem kroz
ciljano odabrane aktivnosti.

Prije svega, predlazu aktivnosti u kojima ucenici trebaju slagati i rekonstruirati razne vrste 2D i 3D
figura, koriStenjem raznih didakticki sredstava, ali i raznih racunalnih programa koji omogucavaju te
vrste aktivnosti. U tim aktivnostima vazna je rasprava i obrazlaganje provedenih aktivnosti radi
obogacivanja matematickog vokabulara i razvijanja formalnog matematickog jezika. Takoder, vazno
je stratesko slaganje, ali 1 razvijanje razli¢itih strategija slaganja. Nakon slaganja vazno je i
prikazivanje oblikovanih figura na papiru ili nekoj mrezi, a moze biti 1 obratno, tj. da se na temelju
nekog prikaza oblikuje odgovarajuca figura od likova ili blokova za slaganje. Posebno, u radu s 3D
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figurama korisna vjezba je gledanje tijela iz razlicitih perspektiva te prikazivanje razlicitih pogleda
na tijelo, ali 1 obratno, izgradnja 3D figure na temelju prikaza iz razlicitih perspektiva.

Za razvoj prostornog zami$ljanja posebno su vazni zadaci u kojima se trebaju odrediti slicnosti i
razlike medu danim figurama. Takvim zadacima se Cesto i testiraju vizualno-prostorne sposobnosti.
Tako, na primjer u WSAT testu (eng. Wheatley spatial ability test, Wheatley, 1997) ispituje se
sposobnost prepoznavanja figura koje se mogu dobiti od zadane figure samo okretom, ali ne i
preokretom (Slika 83). Dakle, medu pet figura s desne strane vertikalne crte treba odabrati one koje
nastaju odgovaraju¢om rotacijom figure s lijeve strane, a iskljuciti one koje nastaju rotacijom i
zrcaljenjem.
1 2 3 4 5
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Slika 83. Primjer iz WSAT testa

Osim dvodimenzionalnih figura mogu se koristiti i trodimenzionalne figure, sto je karakteristicno za
PSVT testove (str. 86). Naime, jedan od sloZenijih oblika umne rotacije je aktivnost u kojoj treba
neku 3D figuru misaono zarotirati na odredeni nacin, a zatim na analogan na¢in ponoviti rotiranje za
neko drugo tijelo te izvesti zakljucak.

Na primjer, u PSVT testu zadaci (Slika 84) su postavljeni tako da najprije treba prepoznati na koji
nacin je zarotirana 3D figura, zatim analogan postupak rotacije treba ponoviti za drugo tijelo te medu
ponudenim tijelima prepoznati ono koje je nastalo upravo tom rotacijom. Ovdje se moze uociti
neprestana izmjena vizualnih podrazaja koji dolaze s papira, zatim zamisljanje slike u umu i njezino
rotiranje, pa ponovno Citanje prikaza s papira i tako naizmjeni¢no dok se ne odredi to¢an odgovor.
Na taj nacin se koriste razni procesi prostornih sposobnosti: uo¢avanje, identificiranje, zadrzavanje,
transformacija, ponovno prisjecanje itd.

2 @ 15 ROTATED TO @

RS % 15 ROTATED TO
A ‘B c o £
Slika 84. Zadatak za vizualizaciju rotacije

Ovakvih 1 sliénih primjera ima prilican broj u geometriji prostora, posebno pri izgradnji razli¢itih
vrsta geometrijskih tijela iz mreze 1 obratno. Vazno ih je pazljivo birati te vjesto i svrhovito koristiti.

Na primjer, ako se gradi tijelo od 12 jednakih kocki, moze se ispitivati koliko razli¢itih kvadara se
moze oblikovati (Slika 85), kako izgledaju njihove mreZe, kojih su veli¢ina njihovi bridovi. Zatim se
mogu medusobno usporedivati po volumenu i oplosju te zakljucke postaviti u obliku tvrdnji, najprije
za promatrani slucaj, a zatim i op¢enito. Kona¢no, ovisno o uzrastu, tvrdnja se moze i dokazati.
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O, =50 O, =40 0,=38 0,=32
Slika 85. Slaganje 3D figura i njihova oplosja

Kroz ove vrste aktivnosti razvija se umijece prepoznavanja svojstava koja ostaju sacuvana i onih koja
se mijenjaju. Raspravom o dobivenim figurama izdvajaju se one figure koje su medusobno
podudarne, na temelju ¢ega se otkriva da podudarnost figura ne ovisi o polozaju. Usporedba se moze
temeljiti na konkretnim brojevima bez koristenja formula, a zatim argumentiranje temeljiti i na opéim
zapisima veli¢ina te poopc¢avanjem opisane situacije.

4.4.2. Individualne razlike i mjerenje prostornih sposobnosti

Prema Lohmanu, individualne razlike u prostornim sposobnostima ostvaruju se u brzini izvodenja
transformacija, posebno rotacije, zatim u vjeStini stvaranja i zadrZavanja umnih slika, koli¢ini
vizualno-prostornih informacija koje osoba moze odrzati u aktivnom stanju i kona¢no u
sofisticiranosti i fleksibilnosti dostupnih strategija za rjeSavanje odredenih zadataka (Lohman, 1993,
str. 9).

U pravilu, zadaci koji se koriste za vjezbu i razvoj prostornih sposobnosti ujedno mogu biti i zadaci
za mjerenje odredenih faktora prostornih sposobnosti. Tako se sposobnosti mogu razvijati i mjeriti
kroz razli¢ite prakti¢ne zadatke (eng. performance test): poplocavanjem povrsine ili oblikovanjem
nove 2D figure nekim zadanim figurama, izgradnjom 3D figure koristenjem zadanih blokova,
savijanjem papira (Golan, 2011) i dr.

Nadalje, kroz razli¢ite vizualne prikaze mogu se razvijati vjestine prepoznavanja odredene figure ili
prebrojavanja nekih zadanih figura, zatim otkrivanje sli¢nosti i razlika medu figurama te izdvajanje
sukladnih ili sli¢nih figura itd. S druge strane, sli¢ni zadaci se mogu koristiti kroz testove u pisanom
obliku (eng. paper and pencil test) za mjerenje raznih sposobnosti uocavanja, identificiranja,
usporedivanja itd. Za faktorsko istrazivanje prostornih sposobnosti danas postoji na stotine testova u
pisanom obliku, medu kojima su 1 392 prostorna testa koje su pripremili Eliot 1 Smith (Lohman,
1993).

Prostorne sposobnosti se mogu razvijati i mjeriti kroz verbalne testove (eng. verbal test), u kojima
ispitanici sluSaju problem, zatim na temelju jezi¢nih uputa grade umnu sliku te u skladu s tim
odgovaraju na pitanje.

Konacno, prostorne sposobnosti se mogu razvijati i testirati kroz raunalne testove u dinami¢kom
okruzenju (eng. dynamic computer — based test). Naime, uoc¢avanje dinamickih prostornih odnosa
zahtijeva drugaCiju sposobnost od umne rotacije i transformacije staticnih objekata jer se u
dinamic¢kom okruzenju dodatno treba predvidati i putanja objekta (Lohman, 1993).

Osim navedenog, pri mjerenju prostornih sposobnosti preporuca se za isti faktor koristiti viSe testova,
koji se osim po obliku mogu razlikovati 1 prema nacinu davanja odgovora. Na primjer, kod testova
pisanog oblika, zadaci mogu biti takvi da se odgovor bira izmedu vise ponudenih odgovora ili se treba
prikazati cijeli proces rjeSavanja. I jedni 1 drugi imaju svojih prednosti i nedostataka.
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Rezimirajuéi izneseno, moze se zakljuéiti da su vizualno-prostorne sposobnosti brojne i da se mogu
razvijati uenjem i poucavanjem, a posebno je korisno kada se razvijaju uzajamno u odgovarajuéem
kontekstu. Tako se vizualno-prostorne sposobnosti mogu razvijati kroz ciljano odabrane geometrijske
zadatke i obratno, oni koji postignu visu razinu vizualno-prostornih sposobnosti biti ¢e uspjesniji u
stjecanju i primjeni geometrijskih znanja.

4.5. Potencijal i ogranicenja rada s vizualizacijom

Unato¢ dominantnom analitic(kom pristupu ucenja 1 poucavanja matematike, zahvaljujuci
tehnoloSkom napretku, sve ve¢im potrebama za matematickom pismenos$¢u, ali i rezultatima
istrazivanja U obrazovanju koji ukazuju na pozitivan utjecaj vizualizacije na ucenje i poucavanje
matematike, primjena vizualizacije u matematici i matematickom obrazovanju intenzivno se
povecava zadnjih 20-ak godina. Kako koristenje elemenata vizualizacije moze osigurati prednost u
ucenju i poucavanju kada se ispravno koristi, jednako tako moze biti uzrok i mnogih teSkoca, posebno
kada se koristi neprimjereno.

4.5.1. Potencijal vizualizacije

Potencijal vizualizacije u radu s matematikom je velik i raznovrstan (Giaquinto, 2015), a moze se
razmatrati s obzirom na odredeno matemati¢ko podrucje te pojedine teme i koncepte, ali i na vazne
matemati¢ke procese koji bi se trebali njegovati u¢enjem i poucavanjem matematike.

Vizualni prikazi mogu privuéi pozornost ucenika te potaknuti mnostvo umnih slika i ideja te ih
motivirati na aktivan rad i sudjelovanje u raspravi. Kroz neke vizualne prikaze, npr. fotografije,
videozapise 1 sl., moze se omoguciti uvid u primjenjivost matematickih sadrzaja i na taj nacin
osigurati smislenost onoga §to se uci, a time 1 veci interes za ucenje matematike. Ciljanim koristenjem
odgovarajucih vizualnih prikaza iz realnog zivota moze se osigurati dobra podloga za istrazivanje
nekih matematickih ideja: od samostalnog uocavanja pravilnosti, preko postavljanja tvrdnji do
izvodenja op¢ih zakljuc¢aka, odnosno od realnog problema do ,,¢iste” matematike (Mateljevié, Jozié,
Svetlik, 2013). Takoder, odgovaraju¢i vizualni prikazi mogu biti podloga za funkcionalno
povezivanje razli¢itth matemati¢kih sadrzaja, ali i1 rjeSavanje nezaobilaznih suhoparnih procedura
(npr. Jozi¢, 2012a12012b), a ciljano odabrana slika moze prenijeti neke poruke u€inkovitije od pisane
ili izgovorene rijeci (Hill i Roberts, 2002).

Koristenjem viSestrukih reprezentacija u u€enju i pouc¢avanju matematike postize se dublji uvid te
bolje razumijevanje matematickih koncepata, a posebno fleksibilnost misli, ¢ime se osigurava stvarni
razvoj matematickog misljenja (npr. Pape i Tchoshanov, 2001; Nakahara, 2007; Duval, 2014, 2017),
a samo jedan geometrijski zadatak s viSim kognitivnim zahtjevima, ili postavljen vizualno, moze
osigurati razvoj razliCitih strategija 1 procesa rjeSavanja problema te izgradnju bogate mreze
matematickih koncepata i funkcionalnih veza (Hershkowitz, Arcavi 1 Brucheimer, 2001; Baranovi¢,
Antunovié¢-Piton, 2021).

Kona¢no, vizualni prikazi zbog svoje konkretnosti pospjesuju intuitivni uvid i bolje razumijevanje,
pa poticu razvoj vjestina zaklju€ivanja te naprednih vjeStina rjeSavanja problema (npr. Krutetskii,
1976; Yakimanskaya 1991; Presmeg 2001).

Ukratko, vizualizacija moze biti vrlo mocan ,,alat” u rukama matematicara i nastavnika matematike,
posebno ako se ciljano i svrhovito koristi jer doprinosi lakSem i kvalitetnijem usvajanju i izgradnji
matematickog znanja te razvoju matematiCkih procesa i1 oblika miSljenja. No, primjenom
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vizualizacije puno toga se u pristupu poucavanju mijenja: pitanja koja se postavljaju, nacin
komunikacije, metode rjeSavanja problema itd. (Whiteley, 2005).

Mnogi suvremeni matematicki kurikulumi diljem svijeta, prepoznaju¢i vaznost i potencijal
vizualizacije, postupno ju ukljucuju kao standard koji treba doseé¢i. Tako, na primjer, dokument
NCTM (2000) istice da bi svi u€enici trebali moci: (1) kreirati i koristiti reprezentacije u svrhu
organiziranja, zapisivanja i komuniciranja matematickih ideja, (2) odabrati, primijeniti i medusobno
povezati reprezentacije radi rjeSavanja problema, (3) koristiti reprezentaciju u svrhu modeliranja 1
interpretiranja fizikalnih druStvenih i matematickih fenomena. (NCTM, 2000, str 67), a na sli¢an
nacin to rade i mnogi drugi (npr. Odluka, 2019).

Medutim, ,,slika vrijedi viSe od tisuéu rije¢i” ako se svrhovito i u¢inkovito koristi, u suprotnom moze
vrijediti malo ili nista. Zapravo, vizualizacija se ne bi smjela shvatiti kao lijek za sve probleme. Ona
je jednostavno ,,stvar s mnogo lica”: u nekim situacijama moze biti od koristi i osigurati prednost,
dok ¢e u drugima stvoriti teSkoce i usmjeriti misljenje u pogresnom smjeru (Arcavi 1999, str. 77).

4.5.2. Ogranienja vizualizacije

Postoje mnogi faktori koji mogu biti prepreka i ogranicenje te moguci izvor teSkoca pri vizualnoj
obradi: neke teSkoce mogu nastati uvodenjem vizualnih prikaza te njthovom neuc¢inkovitom obradom,
dok druge mogu proiziéi upravo zbog izbjegavanja vizualnih elemenata, posebno kada su potrebni.

Svaki bi nastavnik matematike, nakon nekoliko godina poucavanja odredenog predmeta, mogao
napraviti listu problema ili grupe problema u kojima njegovi ucenici ili studenti imaju znacajnih
teSkoca, posebno kada je u pitanju primjena vizualizacije. Medutim, malo je onih koji analiziraju
zasto se te teSkoce javljaju, a jo§S manje je onih koji traze prikladan put za njihovo savladavanje
(Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 27).

Analizirajué¢i moguce razloge zasto studenti, koji upiSu matematicke kolegije na prvoj godini
fakulteta, odbijaju Kkoristiti metodu vizualizacije pa i kada se ona prirodno namece, Eisenberg i
Dreyfus uocavaju tri moguca uzroka: uvjerenje o prirodi matematike, prirodu procesa poucavanja i
teSkoce povezane sa samom vizualnom obradom (Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 29).

4.5.2.1. Teskoce koje proizlaze iz uvjerenja

Teskoce u radu s vizualizacijom koje proizlaze iz uvjerenja posljedica su uvjerenja i vrednovanja
pojedinca o tome §to je matematika i $to znaci raditi matematiku, Sto je legitimno i prihvatljivo za
matematiku, a §to nije. Arcavi ove teSkoce jos naziva i ,,kulturoloske” teskoce (Arcavi, 1999, str. 74).

Naime, sklonost studenata da misle analiticki i algebarski, radije nego vizualno, te da najéesce posezu
za ne-vizualnim argumentima, ¢ak i kada su usmjereni na vizualnu obradu, prema rezultatima
istrazivanja Eisenberg i Dreyfus (1991), nije slu¢ajna vec je posljedica stavova koje su razvili u radu
sa svojim nastavnicima. Jer, uvrijezena je praksa da se matematicke ideje komuniciraju unutar ne
vizualnih okvira bez obzira na prisutnost vizualnog argumenta u osnovi neke ideje.

Medu matematicarima ima onih koji za vizualizaciju jednostavno kazu: ,,to nije matematika” (Sfard,
1998, str. 454, prema Arcavi, 1999, str. 74), dok ¢e vecina re¢i da je vizualizacija samo pomo¢ na
putu do ,,prave” matematike iako svi oni u svom radu koriste vizualizaciju kao koristan oslonac pri
otkrivanju puta do rjeSenja. Posebno su nepokolebljivi u svom stavu da vizualni argumenti nisu
dovoljni da bi bili dokaz, iako ne skrivaju da ih Cesto koriste u procesu dokazivanja (Eisenberg i
Dreyfus, 1991, str. 30). Unutar takvog okruzenja, u kojem prevladava strogi formalizam, stvoreno je
uvjerenje da je i sama matematika po svojoj prirodi ne vizualna te iako postoje mnogi zagovornici
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vizualizacije u radu s matematikom, mnogi je smatraju drugorazrednom aktivnosSc¢u te se kao takva
nerado koristi 1 u matematickom obrazovanju.

Ako nastavnici matematike smatraju da su vizualne metode manje vrijedne, u najboljem slucaju da
mogu posluziti samo kao usputna pomo¢, ali ne i kao punopravni argument, oni nece njegovati
vizualne aspekte u nastavi, niti kroz poucavanje niti kroz nastavne materijale. U takvom okruzenju,
u kojem nemaju mogucénost iskusiti potencijal vizualizacije, i sami ucenici razvijaju uvjerenje da
vizualne metode nisu dovoljno vrijedne te da oni koji se njima sluze nisu dovoljno uspjesni.
Posljedi¢no tome, ucenici izbjegavaju koristiti vizualne metode pa ¢ak i kada su one nuzno potrebne,
a posebno u onih nastavnika koji ih ne vrednuju (Eisenberg i Dreyfus, 1991, Presmeg, 2006).

No, jos uvijek ostaje otvoreno pitanje: ako matematicari koriste vizualno istrazivanje i argumentaciju
u svom radu, zasto vizualne metode ne prenose na svoje ucenike i ne vrednuju ih unutar nastavnog
rada? Posebno §to rezultati raznih istrazivanja u matematickom obrazovanju, ve¢ neko vrijeme,
ukazuju da pretjerani naglasak na apstraktnim i analitickim mislima kroz ucenje i poucavanje
matematike moze imati $tetan ucinak na ishode ucenja, a posljedi¢no i na samu profesiju (Eisenberg
i Dreyfus, 1991, str. 32).

Ukratko, stav o0 tom da je matematika po svojoj prirodi ne vizualna te da se ona kao takva treba
komunicirati unutar ne vizualnih okvira duboko je ukorijenjeno uvjerenje koje je razvila sama
matemati¢ka zajednica, unato¢ postojanju zagovornika vizualizacije. Zbog tih uvjerenja, vizualni
aspekti u nastavi imaju slab status, a posljedi¢no tome ucenici imaju slab uspjeh u u€enju matematike,
posebno kada je pomo¢ vizualizacije nuzno potrebna. Jer, neukljucivanjem vizualizacije u
matematicki rad, njezin potencijal ne moze ni do¢i do izrazaja te se vrsi ,,devalvacija” vizualizacije
na Stetu same matematike (Presmeg, 1997, str. 310).

Dakle, matematicari su sami krivi §to ucenici odbijaju koristiti vizualne elemente, zbog ¢ega izostaje
i njihov uspjeh u ucenju matematike (Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 30). Ostvarivanje boljih ishoda
ucenja lezi, ne samo u uklju¢ivanju vizualizacije u nastavu matematike, ve¢ 1 u pou€avanju ucenika
njezinom ucinkovitom koriStenju (Gal & Linchevski, 2010; Rellensmann, Schukajlow & Leopold,
2017; Sinclair, Moss, Hawes & Stephenson, 2018).

4.5.2.2. Teskoce koje nastaju zbog prirode procesa poucavanja

Ne samo da matematicari vizualizaciju ne koriste ¢esto u svom poucavanju, ve¢ postoji razlika
izmedu vizualne obrade koju koriste u svom profesionalnom radu od one koju koriste u poucavanju,
(kada je koriste), a uzrok te razlike nalazi se u teoriji didaktike matematike (Eisenberg i Dreyfus,
1991, str. 32).

S jedne strane, akademsko znanje je prilicno kompleksno 1 zamrSeno te sadrzi mnostvo unutarnjih
veza 1 vanjskih poveznica. S druge strane, ,,didakticko oblikovanje znanja”, podrazumijeva
preobrazbu akademskog znanja od znanstvenog karaktera na znanje koje je linearno strukturirano i
najces¢e odvojeno od konteksta kako bi se moglo poucavati u Skoli. U tom procesu didakticke
pripreme znanja u svrhu poucavanja, mnoge poveznice medu konceptima i procedurama budu
unistene ili ispustene pa to nije viSe ono isto znanje koje ,,sjedi u umu matematicara”. Osim toga,
znanje koje se Zeli prezentirati treba biti $to sli¢nije znanju koje ucenici ve¢ imaju, a stupanj novog
znanja koje se prezentira ne smije biti visok. Kako bi se svi postavljeni uvjeti zadovoljili, novo znanje
se obi¢no postize kroz izgradnju algoritama i procedura jer one na prirodan nacin dopustaju
sekvencijalno uvodenje.

Ukratko, Skolsko znanje je nuzno sekvencijalno, ima svoj pocetak i kraj i kao takvo vise mu odgovara
analiticka obrada koja koristi jezi¢no predstavljanje (jezicni opis i simboli¢ki zapis) kroz niz
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odgovaraju¢ih izraza, a ne vizualna obrada kojoj nije svojstvena linearna Sablona, ve¢ viSe
kompleksna struktura raznih elemenata i njihovih medusobnih veza. Na taj nacin se akademsko
znanje, koje je kompleksno znanje s mnostvom veza, pojednostavnjuje radi linearnosti samog procesa
poucavanja, ali 1 nacina obrade koji tu linearnost podrzava. Sasvim je jasno da ¢e u sekvencijalnoj
nastavnoj situaciji i ucenici radije odabrati analiticki pristup, posebno ako zele ostvariti veci
matematicki uspjeh, u $to kraCem vremenskom periodu. Uzroke opisanih teSkoca, Eisenberg i
Dreyfus nazivaju jos i socioloskim razlozima (1991, str. 32).

Medutim, s druge strane, ucenici u razredu obi¢no dolaze iz razli¢itih kulturoloskih sredina, medu
kojima ima 1 onih s bogatom vizualnom kulturom. Ukoliko nastavnik primjenjuje analitic¢ki pristup,
a ucenik dolazi iz vizualno bogate kulture, on ¢e biti zakinut za vizualni pristup koji njemu vise
odgovara, odnosno za takve ucenike vizualizacija ¢e biti ,,deficit” pa ¢e postizati joS slabiji rezultat
od moguceg (Arcavi, 1999).

Rjesenje prilagodbe kompleksnog akademskog znanja za potrebe sekvencijalnog poucavanja, a da
pri tome ostane saCuvano §to viSe veza svojstvenih samom znanju nalazi se u neprestanom
kombiniranju analitickih 1 vizualnih metoda. Jer, kroz vizualne metode do izrazaja dolaze
konceptualne veze, a snaga matematicke vizualizacije ostvaruje se samo kada je povezana s logickim
zaklju€ivanjem i simbolickim zapisima (Presmeg, 2006).

4.5.2.3. TeSkoce koje nastaju pri vizualnoj obradi

U radu s vizualnim prikazima, pored opisanih faktora koji poticu uc€inkovitost vizualne obrade,
postoje razna ogranicenja koja je potrebno osvijestiti 1 poznavati kako ne bi izazvala niz razlicitih
teSkoca 1 tako bila prepreka uc€inkovitosti. TeSkoce koje nastaju pri koriStenju vizualizacije Arcavi
naziva spoznajnim teskocama (Arcavi, 1991, str. 74), a one mogu nastati i u procesu stvaranja i u
procesu koristenja vizualnih prikaza.

TeSkoce u radu sa sloZenim strukturama. Ako vizualni prikaz predstavlja neku slozenu
konceptualnu strukturu, njegova obrada pociva na visokim kognitivnim zahtjevima. Jer,
interpretiranje bogate konceptualne slike zahtijeva stalno naprijed-nazad preusmjeravanje pozornosti,
a za to ne postoje ,,sigurne” proceduralne rutine, kao §to postoje u radu s formalnim simbolickim
zapisima pa takve situacije mogu djelovati previse ,,skliske” ili ,,rizicne” ¢ime odbijaju uéenike, a
mozda i nastavnike, da ih koriste (Arcavi, 1999, str. 74).

Nadalje, unutar vizualnih prikaza odredene situacije neki konkretni detalji mogu stvoriti lazne
pretpostavke te proces rjesavanja ili dokazivanja odvesti u pogreSnom smjeru ili ga potpuno
onemoguciti (vidjeti str. 34). Posebno, ako se koriste konkretne slike realisticnih situacija ili se
stvaraju vizualni prikazi realisti¢nih situacija, konkretni detalji na njima mogu odvlaciti pozornost ili
misao usmjeriti u pogreSnom smjeru. Na primjer, ako se zeli odrediti kapacitet cisterne za gorivo koja
je valjkastog oblika, onda pri crtanju nije potrebno prikazivati cisternu ve¢ valjak koji ¢e predstavljati
cisternu. Svi ostali nepotrebni detalji odvlace pozornost i oduzimaju vrijeme (Presmeg, 1986, str. 44).

TeSkoce u radu s razli¢itim prikazima iste situacije. Rad s razli¢itim prikazima iste situacije pociva
na visokim kognitivnim zahtjevima jer, ako se Zeli uspostaviti veza izmedu tekstualnog opisa neke
situacije, vizualnog prikaza i simboli¢kog zapisa te iste situacije, onda je potreban stalan i vjest
naprijed — nazad prijelaz medu njima, sto je prili¢no krivudav proces za uc¢enike, koji zahtijeva dosta
vremena, a moze biti 1 kontekstualno ovisan (Arcavi, 1999, str. 74).

Osim uspostavljanja veza medu razlicitim prikazima iste situacije, potrebna je vjesStina odabira onog
prikaza koji u odredenoj situaciji viSe odgovara. Jer, iako razliciti prikazi sadrze iste informacije
nekog matemati¢kog koncepta ili ideje, u jednom prikazu informacija moze biti eksplicitno vidljiva,
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dok je u drugom sadrzana implicitno. Zatim, ako je potrebno potvrditi i argumentirati u jezi¢noj formi
ono $to se na vizualnom prikazu vidi ,,na prvu”, to moze biti dugotrajan proces, koji zahtijeva druga
znanja, a koja treba znati ,,iskopati” (Eisenberg i Dreyfus, 1991, str. 33).

Razlicite osobe vide razli¢ito. Jedna znacCajna teSko¢a u radu s vizualizacijom u matematickom
obrazovanju jest i to Sto nastavnici i ucenici najc¢es¢e ne vide isto na istom vizualnom prikazu. Naime,
prema Duvalu mnogi nastavnici nisu svjesni da u¢enici najée$¢e ne vide isto ono $to vide oni ili §to
misle da bi u€enici trebali vidjeti (Duval, 2014, str. 160), a to moZze biti uzrok mnogih nerazumijevanja
1 pogres$nih shvacanja.

Prototipne slike. Ucestalo koristenje istih vizualnih prikaza za odgovarajuce koncepte u ustaljenom,
standardnom polozaju, onemogucava fleksibilnost misljenja $to stvara tesko¢u prepoznavanja
predstavljenog koncepta kroz vizualni prikaz u nekom drugom polozaju (vidjeti str. 34). Tako, na
primjer, ako se za kvadrat ucestalo koristi prikaz sa stranicama u horizontalnom i vertikalnom
polozaju, onda je vrlo vjerojatno da ucenici ne¢e prepoznati kvadrat ukoliko su dva nasuprotna vrha
postavljena vertikalno.

Konaéno, svako nekritiCko vizualno zakljufivanje bez argumentirane podloge moze dovesti do
pogresnih zakljucaka.

Ako nastavnici nisu svjesni ograni¢enja i teskoca pri koriStenju elemenata vizualizacije, onda ni svoje
ucenike ne mogu pouciti kako te teSkoce nadi¢i, Sto znaci da ne mogu optimalno iskoristiti Siroki
spektar potencijala vizualizacije pri u¢enju i pouc¢avanju geometrije (Presmeg, 1986a, 1986b, 2006).

4.6. Vizualna pismenost

Prirodno je da se osoba u svom svakodnevnom radu i djelovanju sluzi vizualizacijom, zbog svojih
bioloskih karakteristika pa bi prirodno bilo da se elementima vizualizacije potpomaze i pri ucenju
geometrijskih koncepata 1 ideja, zbog njihovih svojstvenih karakteristika. Jer, kako je ve¢ opisano,
ucenje i poucavanje apstraktnih 1 kompleksnih geometrijskih koncepata i ideja, moze se prili¢no
olakSati 1 pospjeSiti intuitivni uvid uzajamnim koriStenjem 1 balansiranjem konkretnih elemenata
vizualizacije s apstraktnim jezi¢nim opisima i simbolickim zapisima, pri njihovom predstavljanju
(npr. Krutetskii, 1976, Usiskin, 1987; Kundema, 2016).

Osim toga, eksperimentalna istrazivanja potvrduju da je nastava matematike uéinkovitija kada je
prozeta elementima vizualizacije nego kada se vizualni prikazi uopc¢e ne koriste ili se koriste nevjesto
i u maloj mjeri (npr. Presmeg, 1986, 2006; Pape i Tchoshanov, 2001). No, primjena vizualizacije u
ucenju i poucavanju matematike moze, ali i ne mora biti u¢inkovita jer to ovisi o brojnim faktorima:
0 poznavanju opisanih karakteristika proizvoda i procesa vizualizacije, njihovih prednosti i
ogranicenja, o cilju s kojim se koristi, o kontekstu unutar kojeg se koristi, ali 1 o vjestini i spretnosti
koristenja elementa vizualizacije itd.

Prema Duvalu, netko je matematicki spretan (eng. mathematically proficiency), ako vjesto koristi
matematicke procese s odredenom svrhom. Nadalje, netko ,,spretno koristi dijagrame” (eng. diagram
proficiency) ako vjeSto koristi vizualne prikaze kao ,,alate vizualizacije” (Duval, 2014, str. 162),
odnosno ako vjesto stvara i koristi elemente vizualizacije u odredenom kontekstu s odredenom
svrhom, na ispravan nacin. S obzirom da spretnost nije urodena sposobnost, ve¢ vjestina koja se uci
1 razvija, u¢inkovito koriStenje elemenata vizualizacije treba biti ukljuceno u ucenje 1 poucavanje
matematike. Kona¢no, o spretnost i vjeStinama koristenja elemenata vizualizacije, odnosno o mjeri
vizualne pismenosti neke osobe moze se govoriti tek iz perspektive procjene (Duval, 2014, str. 147).
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U literaturi postoje razlicite definicije vizualne pismenosti, Sto najéeSce ovisi o namjeni i kontekstu
primjene, ali one se uvijek odnose na nacin koristenja elemenata vizualizacije. Naime, svaki vizualni
prikaz nosi odredenu poruku, a na svakom pojedincu je da tu poruku korektno interpretira, analizira,
razumije 1 tumaci te se njom dalje sluzi. Nacin, razina i lako¢a kojom osoba odreduje znacenje
vizualnog prikaza u nekom kontekstu predstavlja njezinu vjestinu i spretnost u radu s vizualnim
prikazima, odnosno, mjeru njezine vizualne pismenosti. Prema svemu navedenom, vizualna
pismenost u kontekstu matematike predstavlja skup kompetencija koje pojedincu omogucuju da
razumije, koristi, stvara i vrednuje elemente vizualizacije, koji nose odredenu matematicku poruku
(Stokes, 2002; Kundema, 2016).

Stoga je na svakom nastavniku matematike izazov i odgovornost da ciljanim odabirom razlic¢itih
metoda i aktivnosti razvija vizualno-prostorne sposobnosti svojih uéenika, uzajamno i u harmoniji sa
stjecanjem geometrijskog znanja, kako bi oni u §to vecoj mjeri postali vizualno pismeni. Kako bi u
tome bili u¢inkoviti, nastavnici sami u odredenoj mjeri trebaju biti vizualno pismeni.

Zadnjih desetljeca nastavnici su zaista ,bombardirani” s mnogim razli¢itim pristupima ucenja i
poucavanja. Ali, niSta se nece promijeniti dok sve to ne zazivi u u¢ionici na nacin da se svrhovito i
ucinkovito koriste razliciti stilovi u¢enja, medu kojima je i vizualizacija (Hill i Roberts, 2002). A
kada se koristi interdisciplinarni pristup te se na jednom mjestu okupe razli¢ite teme, metode i
strategije poucavanja, onda se mogu posti¢i i estetski i obrazovni ishodi uc¢enja (Bruckheimer i
Arcavi, 1995, str. 472).
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5. Metodologija istraZivanja

Istrazivanje, koje se opisuje u ovom radu, provedeno je u okviru institucijskog projekta KRIUGS
2015 sa studentima Integriranog diplomskog studija primarnog obrazovanja (kraée Ugiteljski
studij). Kratica projekta KRIUGS dolazi od naziva Kognitivni razvoj i ishodi ucenja geometrije
studenata primarnog obrazovanja, $to u kratkim crtama opisuje ¢ime se projekt, odnosno ovaj rad
bavi: istrazivanjem znanja studenata uciteljskog studija o geometrijskim konceptima, o razumijevanju
i nacinu povezivanja tih koncepata te utjecaju vizualno-prostornih vjeStina na ishode ucenja
geometrije. Samo interventno istrazivanje, kao sastavni dio istrazivanja, posebno se bavi razvojem
vizualno-prostornih vjestina i geometrijskog misljenja studenta zasnovanog na metodi usmjerenog
opazanja i teoriji van Hielea u svrhu postizanja boljih ishoda ucenja geometrije.

5.1. Predmet istraZivanja

Studenti, koji se pripremaju za rad u primarnom obrazovanju, unutar planiranog programa
(kurikuluma) na integriranom diplomskom studiju, trebaju savladati i znanja iz euklidske geometrije:
geometrije ravnine i geometrije prostora (dalje se u tekstu koristi samo izraz geometrija). Primarno
obrazovanje (ili razredna nastava) podrazumijeva obrazovanje ucenika od 1. do 4. razreda osnovne
Skole, a ucitelji koji rade na toj razini nazivaju se ucitelji primarnog obrazovanja (ili ucitelji razredne
nastave jer jedan ucitelj predaje vecinu predmeta u jednom razrednom odjeljenju). Kako bi ucitelji
razredne nastave uspjesno poucavali geometriju, prvo oni sami trebaju imati odgovarajuéa znanja i
razinu geometrijskog misljenja, ali i razvijene vizualno-prostorne vjestine potrebne u radu s
geometrijskim konceptima. Medutim, studenti koji upisuju Uciteljski studij imaju problema s
nastavkom ucenja matematike, a posebno geometrije.

Stovise, brojna obrazovna istrazivanja diljem svijeta ukazuju da ucenici na svim razinama
matematickog obrazovanja najviSe teSkoca imaju upravo pri u¢enju geometrije (npr. PISA, 2012;
Gtinhan, 2014; TIMMS 2017; Milinkovié i Seva, 2021), posebno pri uspostavljanju veza medu
geometrijskim konceptima (npr. de Villiers, 1994; Erez & Yerushalmy, 2006; Fujita & Jones, 2007;
Kozakli Ulger & Tapan Broutin; 2017). Taj problem posebno do izrazaja dolazi pri prijelazu u¢enika
sa sekundarne na tercijarnu razinu (npr. Zilkové, 2015; Baranovi¢, 2019b), odnosno pri prijelazu sa
Skolske na visokoskolsku nastavu matematike. Naime, diskursi ucenja matematike u skoli i na
sveuciliSnoj razini prilicno se razlikuju: od empirijskog pristupa, instrumentalnog razumijevanja,
proceduralne fluentnosti 1 zadataka nizih kognitivnih razina koji prevladavaju u skoli, do ¢istog
formalisti¢kog i apstraktnog pristupa, racionalnog i konceptualnog razumijevanja te zadataka visih
kognitivnih razina, koji dominiraju na sveuc¢ili$noj razini (npr. Liston & O'Donoghue, 2007; Witzke,
2016; Thoma & Nardi, 2018; Baranovic¢ i sur., 2020). Pri u¢enju matematike na sveucili$noj razini,
studentima posebnu teskocu CcCine ,nerazrijeSeni kognitivni konflikti koje razvijaju tijekom
osnovnos§kolskog i srednjoSkolskog obrazovanja, a kojih nisu niti svjesni” (Baranovi¢ i sur., 2020,
str. 15).

S aspekta Van Hieleove teorije, da bi studenti uspjesno pratili i savladali planirani program iz
geometrije na sveucili$noj razini, koji zahtijeva deduktivni pristup, oni bi trebali biti barem na Cetvrtoj

razini geometrijskog misljenja. No, nastavna praksa i razna obrazovna istraZivanja pokazuju da to
nije tako (npr. Usiskin; 1982; Crowley 1987; De Villiers, 2010; Baranovi¢ i sur., 2020).

15 Sifra projekta: ID: FFST-INST-2015; Opis projekta: https:/pdb.irb.hr/project/irb:006654. Projekt je dijelom financiran iz programskih sredstava
Filozofskog fakulteta u Splitu, a dijelom iz sredstava Sveuc¢ilista u Zadru, koje je bilo partner na projektu.
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Nadalje, za ucenje geometrijskih koncepata i ideja s razumijevanjem te njihovu efikasnu primjenu u
rjesavanju problema i dokazivanju tvrdnji, studenti trebaju biti vjesti u vizualizaciji potrebnoj u radu
s geometrijski objektima, tj. u vizualno-prostornom prikazivanju i tumacenju prikazanog,
manipuliranju, zadrzavanju te transformiranju geometrijskih objekata u svrhu matemati¢ke obrade
(Bishop, 1986; Idris, 1998; Duval, 2014), jer sama percepcija vizualnih prikaza nije dovoljna (Duval
1995, 1998, 2002, 2014). No, vizualizaciji se u matematickom obrazovanju nije pridavala vaznost
niti se ona sustavno razvijala jer ve¢i dio matematicke zajednice smatra da ona sluzi samo kao pocetni
intuitivni uvid u matematicke ideje i koncepte, koje §to prije treba zamijeniti simbolickim jezikom
matematickog formalizma (Drayfus, 1990; Whetley, 2005). Tek se zadnjih nekoliko desetljeca,
zahvaljujuéi upravo obrazovnim istrazivanjima i raznim intervencijama u nastavi matematike,
vizualizacija i vizualno-prostorne sposobnosti po¢inju smatrati vaznima u tolikoj mjeri da se stvaraju
zahtjevi za kontinuiranim prozimanjem cjelokupnog matematickog kurikuluma. Naime, sve se vise
prepoznaje potreba za kontinuiranim i sustavnim razvijanjem i koriStenjem vizualno-prostornih
sposobnosti, kroz cijelu obrazovnu vertikalu (npr. Presmeg 2006, 2014). No, jo$ uvijek ne postoji
sveobuhvatni teorijski okvir za u€enje i poucavanje vizualizacije, a stogodi$nje istrazivanje vizualno-
prostornih sposobnosti nije dovelo do kohezivnog faktora (Lohman, 1993) iako se ulazu veliki napori
u tom smjeru (Shneider i McGew 2012).

Ukratko, za ucenje i poucavanje geometrije, osim rada na geometrijskim konceptima i idejama,
potrebne su jake vizualno-prostorne vjestine i to na svim razinama razvoja geometrijskog misljenja,
a ne samo na razini prepoznavanja (prva razina prema van Hieleu), Sto postoje¢i matematicki
kurikulumi obi¢no ne osiguravaju. Posljedi¢no tome, geometrijski koncepti se kroz Skolsku
matematiku u velikoj mjeri savladavaju proceduralno, zapaméivanjem odgovaraju¢ih definicija,
pravila i formula bez konceptualnog razumijevanja (npr. Hoffer, 1981; Bishop, 1986; Idris, 1998) pa
ucenici najéesce nisu spremni za nastavak uc¢enja geometrije na sveucili$noj razini.

5.2. Problem istrazivanja

Sagledavajuci sve prethodno receno, prirodno je zapitati se: kako studente poucavati geometriju kada
nisu spremni za deduktivni pristup? Drugim rije¢ima, kako pripremiti studente za efikasno
poucavanje geometrije u primarnom obrazovanju, ako oni sami nisu spremni za nastavak ucenja
prema planiranom planu 1 programu rada, tj. prema sveuciliSnom diskursu? Ima li smisla ustrajati na
deduktivnom pristupu, ako ga studenti nisu u stanju pratiti i razumjeti? A, ako treba mijenjati pristup,
koja je alternativa?

Posebno, ako studenti nemaju razvijene vizualno-prostorne sposobnosti, bi li oni napredovali u u¢enju
geometrije kada bi im se omogucilo da ih razvijaju tijekom ucenja? No, je li kasno za razvijanje
vizualno-prostornih sposobnosti na tercijarnoj razini? Ako nije kasno, na koji nacin osigurati
okruZenje unutar kojeg ¢e studenti razviti svoje vizualno-prostorne sposobnosti?

S obzirom da se geometrija ne moze savladati samo pukim u¢enjem pojmova, pravila i procedura ve¢
je nuzno potrebno razvijati i razli¢ite procese misljenja koji osiguravaju poimanje (De Villiers, 2009)
te objasnjavaju konceptualnu pozadinu pravila i procedura (Clement i sur, 1997), postavlja se pitanje
je li kasno za razvijanje geometrijskog misSljenja na tercijarnoj razini? Ako nije kasno, na koji nacin
omoguciti studentima da na tercijarnoj razini razviju svoje geometrijsko misljenje?

Dakle, glavni problem istraZivanja jest pripremiti i provesti alternativni pristup poucavanja kako bi
se dali odgovori na postavljena pitanja. Buduéi da su geometrijski koncepti usko povezani s vizualnim
prikazivanjem, u procesu pripreme alternativnog pristupa poucavanja poseban naglasak stavljen je na
razvoj vizualno-prostornih sposobnosti studenata kroz metodu usmjerenog opazanja. Kako je
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geometrijsko miSljenje vazan faktor u postizanju boljih ishoda uc¢enja geometrije, u skladu s tim
planirano je da nastavne aktivnosti budu uskladene s procesom razvoja misljenja prema teoriji van
Hielea.

5.3. Ciljevi i zadaci istrazivanja

Svrha ovog istrazivanja jest vrednovati odabrani alternativni pristup ucenja i pouc¢avanja matematike,
posebno geometrije, kojim bi se omogucilo studentima da kroz razvoj svojih vizualno-prostornih
sposobnosti i geometrijskog misljenja postupno premoste jaz izmedu Skolske 1 visokoskolske nastave
matematike te posljedi¢no ostvare bolje ishode ucenja geometrije na tercijarnoj razini. Na taj nacin
bi se bolje pripremili za rad u primarnom obrazovanju.

Kako bi se intervencija provela bez dodatnog angazmana studenata izvan redovitih obveza, cilj je bio
interventno istrazivanje provesti unutar obveznog kolegija, u realnom vremenu tijekom redovite
nastave. U skladu s tim, odabrane su dvije grupe sudionika koji su upisani na redoviti kolegij uc¢enja
geometrije sliénog nastavnog plana i programa s ciljem da se u jednoj od tih grupa primjeni
alternativni pristup poucavanja u svrhu ispitivanja njegove ucinkovitosti naspram druge grupe s
kojom se radi na uobi¢ajeni nacin.

U svrhu provodenja intervencije primjerene sudionicima, nuzno je ispitati razine geometrijskog
misSljenja koje su sudionici razvili tijekom prethodnog (primarnog i sekundarnog) obrazovnog
razdoblja kako bi se poucavanje prilagodilo njihovoj razini misljenja. Takoder, vazno je ispitati i
geometrijska predznanja sudionika te kroz njih identificirati i osvijestiti njihove teSkoc¢e u radu s
geometrijskim konceptima, moguce konflikte te vizualizacijske sklonosti 1 vjeStine. Posebno, prije
same intervencije vazno je znati u kakvoj su medusobnoj vezi razine geometrijskog misljenja 1
geometrijska predznanja sudionika te njihove vizualno-prostorne sposobnosti.

Konacno, glavni cilj je ispitati je li alternativni pristup doveo do poboljSanja vizualno-prostornih
sposobnosti 1 napretka u geometrijskom misljenu, vecoj sklonosti vizualizaciji, a posljedicno 1 boljim
ishodima ucenja geometrije. U skladu s opisanim problemom i glavnim ciljem, postavljeni su sljedeci
istrazivacki zadaci:

1. Utvrditi na kojoj se razini geometrijskog misljenja prema van Hieleovu modelu nalaze sudionici
neposredno prije uenja geometrije.

2. Utvrditi koja znanja sudionici ve¢ imaju o temeljnim geometrijskim konceptima te u kojoj se
mjeri i koliko uspjesno Koriste vizualno-prostornim vjestinama pri rjeSavanju geometrijskih
problema neposredno prije u¢enja geometrije.

3. Utvrditi u kakvom su odnosu vizualno-prostorne sposobnosti, razine geometrijskog misljenja i
geometrijska predznanja sudionika, posebno u smislu moguceg prediktora napretka.

4. Nakon semestra poucavanja utvrditi jesu li sudionici unutar svake grupe znacajno napredovali U
geometrijskom misljenju, akumuliranom geometrijskom znanju i1 vjeStinama vizualizacije te
vizualno-prostornim sposobnostima.

5. Nakon semestra poucavanja utvrditi jesu li sudionici, koji su poucavani alternativnim pristupom,
znacajno napredovali u akumuliranom geometrijskom znanju i vjeStinama vizualizacije te
vizualno-prostornim sposobnostima u odnosu na sudionike koji su poucavani na tradicionalan
nacin.
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5.4. Nacrt istrazivanja

Ovo istrazivanje metodoloSki spada u kategoriju kvazieksperimentalnog istrazivanja s ne
ekvivalentnom skupinom (Cohen, Manion i Morrison, 2007, str. 214). Naime, u obrazovanju nije
moguce provesti pravi eksperiment u smislu kontrole nad svim varijablama, posebno kada se
intervencija obavlja u realnom vremenu, tijekom redovite nastave. Drugim rije¢ima, uzorak se ne
moze odabrati nasumicno, niti se nastavni sat moze odabrati nasumicno, jer je to zadano realnim
okolnostima, a to znaci da se ne moze imati kontrola nad tim ,kada 1 kome poucavati”. Nacrt
istrazivanja dan je shematskim prikazom (Slika 86), pri ¢emu isprekidana crta izmedu grupa isti¢e da
grupe nisu ekvivalentne (Cohen i sur., 2007, str. 215).

Pred testiranje (1) | Nastava Post testiranje (2)
Eksperimentalna grupa (E) | Testiranje 1E Alternativni pristup Testiranje 2E
Kontrolna grupa (K) Testiranje 1K Klasi¢no poucavanje | Testiranje 2K

Slika 86. Nacrt istrazivanja

Grupe obuhvacaju sve studente koji su upisani na kolegij iz geometrije na dva razlicita sveucilista, a
zbog razli¢itog broja upisanih grupe nisu ekvivalentne. Eksperimentalnu grupu ¢ine studenti jednog
sveuciliSta i oni su poucavani odabranim alternativnim pristupom, a kontrolnu grupu ¢ine studenti
drugog sveucilista, koji su poucavani na uobicajeni nacin.

Pred i post testiranje podrazumijeva mjerenje istim testovima u svrhu prikupljanja podataka o
sudionicima prije pocetka poucavanja te u svrhu ispitivanja promjena nakon semestra poucavanja.
Mjerenje se vrsi kroz tri testa: test razina geometrijskog misljenja, pisana provjera znanja iz
geometrije 1 vizualizacijskih vjeStina te test vizualno-prostornih sposobnosti. Na primjer, ,,Testiranje
1E” podrazumijeva pred testiranje (1) sudionika eksperimentalne grupe (E) sa sva tri testa, dok
,, Testiranje 2K” podrazumijeva post testiranje (2) sudionika kontrolne grupe (K) sa sva tri testa.

Alternativni pristup se razlikuje od tradicionalnog poucavanja utoliko Sto se viSe pozornosti stavlja
na sustavno KoriStenje elemenata vizualizacije te razvoj vizualno-prostornih sposobnosti, a
poucavanje se prilagodava predznanjima sudionika i njihovim razinama geometrijskog misljenja
prema van Hieleovu modelu.

5.5. Metoda istraZivanja

U svrhu dobivanja odgovora na postavljena pitanja, prikupljeni podaci obradeni su integriranjem
kvantitativnih i kvalitativnih metoda. Naime, mnogi autori podupiru koriStenje mjeSovite
metodologije u istraZzivanju obrazovanja jer se na sloZena istrazivacka pitanja mozZe potpunije
odgovoriti integriranjem metoda nego kada se kvalitativne i kvantitativne analize koriste odvojeno
(Lund, 2012).

S ciljem opisa distribucije prikupljenih podataka, u istrazivanju su koriSteni postupci deskriptivne
statistike: (relativne) frekvencije, postotci, srednje vrijednosti, standardne devijacije, izgled
distribucije. Dio deskriptivne statistike koristen je u svrhu upotpunjavanja kvalitativne analize radova
sudionika na pisanoj provjeri znanja iz geometrije te analizi vizualizacijskih vjeStina. Postupci
inferencijalne statistike (t-test, Spearmanov koeficijent korelacije) koristeni su kako bi se utvrdila
statisticCka znaCajnost povezanosti 1 ispitala statisticka znaCajnost razlika medu varijablama.
Statisticka analiza provedena je koriStenjem programa za statisticku obradu podataka SPSS 24.0.
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5.5.1. Sudionici

Istrazivanjem su obuhvaceni svi studenti uciteljskog studija na SveuciliStu u Splitu 1 Sveucilistu u
Zadru, koji su u ljetnom semestru 2015/2016. godine pohadali nastavu geometrije. Ukupno je
sudjelovalo 90 studenata: 52 studenta koji su pohadali nastavu geometrije u Splitu Cinili su
eksperimentalnu grupu, a 38 studenata koji su pohadali nastavu geometrije u Zadru ¢inili su kontrolnu
grupu. Razlika u broju ovih dviju grupa bila je neizbjezna jer se interventno istrazivanje provodilo u
realnoj situaciji, tijekom nastave redovitog kolegija. Ove dvije grupe odabrane su zbog najvece
podudarnosti nastavnih planova i programa za ucenje euklidske geometrije, $to se kasnije detaljno
prikazuje (str. 121).

O sudionicima istrazivanja evidentirani su i neki op¢i podaci, ali se oni nisu koristili u statistickoj
obradi jer je naglasak bio na samoj intervenciji i postignu¢ima po grupama. Op¢i podaci su sluzili
viSe kao spoznaja o karakteristikama grupe. Tako, starosna dob sudionika u Splitu kre¢e se izmedu
20 1 23 godine (srednja vrijednost je 21.8), a u Zadru izmedu 19 i 23 godine (srednja vrijednost je
19.4). Dobna razlika izmedu eksperimentalne i kontrolne grupe bila je neizbjezna jer se u Splitu
nastava geometrije odrzavala u 6. semestru, a u Zadru u 2. semestru uciteljskog studija. Nadalje,
sudionici dolaze iz 10 razli¢itih zupanija (od 21 Zupanije) Republike Hrvatske od koji je ocekivano
vecina iz juzne Hrvatske (89%), a preostali (11%) su iz ostalih regija. S obzirom na geografsku
rasprSenost 1 brojéanu neujednacenost, rezultate nema smisla razmatrati s obzirom na kulturoloske
razlike pojedinih sredina. Posebna karakteristika je da su svi sudionici zene pa se ostvarena
postignuéa ne mogu razmatrati s obzirom na spol.

U fazi planiranja i pripreme istrazivanja, sudionici su upoznati s ciljevima i planom istrazivanja te su
pristali na sudjelovanje, a samo istrazivanje provodilo se uz suglasnost aktualnog dekana Filozofskog
fakulteta u Splitu te procelnika Odjela za izobrazbu ucitelja 1 odgojitelja u Zadru.

Na pocetku istrazivanja svaki sudionik je odabrao Sifru prema dogovorenom pravilu te je istu Sifru
koristio u svim pisanim oblicima prikupljanja podataka, kako bi se rezultati razli€itih testiranja mogli
udruziti za svakog sudionika i medusobno usporedivati. Na taj nacin je svakom sudioniku dodijeljen
jedinstveni kod, a istraziva¢ nije imao uvid u stvarni identitet ispitanika, ¢ime su zadovoljeni eticki
aspekti anonimnosti obrazovnog istrazivanja (Cohen i sur, 2007, str. 61).

5.5.2. Priprema instrumenta i alternativnog poucavanja

Kako bi se odabrali odgovaraju¢i testovi za dobivanje odgovora na postavljena pitanja te osmislilo
alternativno poucavanje u svrhu §to efikasnijeg uenja geometrije u skladu s postavljenim ciljevima
istrazivanja, u akademskoj godini 2014./2015. proucavala se literatura o teSko¢ama s kojima se
susrecu ucenici 1 studenti razli¢itih uzrasta diljem svijeta pri u¢enju geometrije, o na¢inima testiranja
njihovih znanja te razli¢itim strategijama poucavanja. Usporedno s tim, tijekom nastave geometrije
pratilo se koje od opisanih teSkoc¢a imaju studenti uciteljskog studija, kao i1 prepreke te moguce
kognitivne konflikte koje ne mogu samostalno nadi¢i u procesu u¢enja geometrije. U tom procesu
istrazivanja teSkoca s kojima se studenti suocavaju pri savladavanju geometrijskih koncepata 1 veza
medu njima, posebno su do izrazaja dosle njihove teSkoce u stvaranju i koristenju vizualnih prikaza
2D i 3D geometrijskih objekata zbog nedovoljno razvijenih vizualno-prostornih sposobnosti te slabih
vjestina vizualizacije.

Prema prikupljenim podacima o teSkocama ucenika i studenata pri u¢enju geometrije odabrana su tri
testa, od kojih je jedan posebno oblikovan za potrebe ovog istrazivanja. Sva tri testa su planirana za
koristenje kao pred test, kako bi se u skladu s dobivenim podacima organiziralo poucavanje, te kao
post test, kako bi se ispitalo je li 1 u kojoj mjeri poucavanje dovelo do napretka u razvoju
geometrijskog misljenja, ucenju geometrije i stjecanju vjestina vizualizacije.
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Takoder, s obzirom na uocene teskoce, planirano je da se u procesu ucenja i poucavanja geometrije
sudionika eksperimentalne grupe posebna pozornost posveti razvoju vizualno-prostornih sposobnosti
te sjecanju vjeStina vizualizacija, koje su potrebne u procesu ucenja i poucavanja geometrije. U tu
svrhu osmisljena je metoda usmjerenog opazanja koja se temelji na VOS sustavu (Slika 66, str. 75).
Kako bi se metodom obuhvatili razli¢iti aspekti vizualizacije, planirane su aktivnosti s didaktickim
sredstvom tangram, aktivnosti crtanja na papiru bez crta te unutar mreza (kvadratne i izometri¢ne) sa
1 bez pribora, aktivnosti konstruiranja te koriStenja radova unutar programa dinamicke geometrije
(krace ucila).

Glavna svrha metode usmjerenog opazanja je da sudionici eksperimentalne grupe sustavno razvijaju
sposobnost vizualizacije u kontekstu geometrije 1 na taj nac¢in geometrijske koncepte i ideje uce s
razumijevanjem te napreduju u geometrijskom misljenju. U tu svrhu, planirano je da se metoda
koristi u svim nastavnim fazama: u procesu uvodenja pojmova te pri opisivanju njihovih svojstava i
veza, u procesu rjeSavanja geometrijskih problema kao i u procesu argumentiranja i dokazivanja
postavljenih tvrdnji.

Osim toga, planirano je da se poucavanje prilagodi razinama geometrijskog misljenja sudionika, a za
napredovanje na vise razine da se nastavni sati strukturiraju prema fazama ucenja u skladu s teorijom
van Hielea. Drugim rije¢ima, planirani nastavni plan i program bi se realizirao prolazenjem kroz
razliCite razine geometrijskog misljenja, od prve nadalje, koliko je to moguée ostvariti sa sudionicima
eksperimentalne grupe. U nastavku ¢e se detaljnije opisati odabrani testovi te alternativno poucavanje
tijekom intervencije.

5.5.3. Instrument testiranja

U svrhu prikupljanja podataka o znanjima i vjestinama sudionika neposredno prije u¢enja geometrije
1 nakon semestra ucenja geometrije koriStena su tri testa: test za mjerenje razina geometrijskog
misljenja, pisani ispit za provjeru znanja iz geometrije 1 vizualizacijskih vjeStina te test za mjerenje
posebnog faktora prostornih sposobnosti. Pod pojmom ,test” podrazumijeva se kratki nacin
ispitivanja, u pisanoj formi, kroz koje se otkrivaju skriveni fenomeni i principi tako da se rezultati
mogu izraziti kvantitativno i na taj nacin statisticki obradivati (Krutetskii, 1976, str. 99).

5.5.3.1. Mjerenje razina geometrijskog misljenja - VVH test

Za mjerenje razina geometrijskog misljenja koriSten je Van Hieleov test (krate VH test) koji je
dizajniran unutar CDASSG Project na Sveucilistu u Chicagu, a objavljen u radu profesora Usiskina,
1982. pod nazivom Van Hiele Levels and Achievemnt in Secondary School Geometry. VH test je
dizajniran prema van Hieleovu modelu razvoja misljenja u svrhu utvrdivanja razina geometrijskog
misljenja srednjoSkolskih u¢enika, a proveden je na uzorku od 2361 ucenika (Usiskin, 1982, str. 18).

Od tada pa sve do danas, VH test se koristi u raznim obrazovnim istrazivanjima te je gotovo
opceprihvacen u svrhu brze ,,snimke stanja”, a postoje i njegove prilagodbe. S obzirom da VH test u
potpunosti odgovara potrebama ovog istrazivanja, preuzet je iz rada profesora Usiskina i koristen uz
njegovo dopustenje. Radi pune funkcionalnosti koriStenja, VH test je preveden s engleskog na
hrvatski jezik, pri ¢emu su nastale manje izmjene teksta zbog uskladivanja s pojmovima hrvatskog
jezika (Prilog D).

Karakteristike VH testa: VH test sastoji se od 25 pitanja objektivnog tipa s jednim to¢nim
odgovorom medu ponudenih pet. Pitanja su rasporedena po razinama u skladu s van Hieleovom
teorijom, a zadaci svake razine su razlicite sloZzenosti, tj. medu zadacima za svaku razinu nalazi se
bar neko jednostavno pitanje. Sva pitanja su konceptualnog tipa, Sto znaci da se odgovor ne moze dati
pukim reproduciranjem naué¢enog vec je potrebna odredena analiza, ¢ak i na nizim razinama (Usiskin,
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1982, str. 19). VH test se piSe u zadanom vremenu od 35 minuta prema strogo odredenim pravilima
autora testa, $to je vidljivo u prilogu testa (Prilog D).

Prvih pet pitanja odgovara prvoj razini geometrijskog misljenja. U njima je potrebno na crtezu
prepoznati likove (trokuti, kvadrati, pravokutnici 1 paralelogrami) koji pripadaju odredenoj klasi.
Sljede¢ih pet pitanja (od 6. do 10.) temelji se na jednostavnim tvrdnjama o svojstvima trokuta i
Cetverokuta (kvadrat, pravokutnik, romb i deltoid) i kroz njih se testira druga razina geometrijskog
misljenja. Treca grupa od pet pitanja (od 11. do 15.) zahtijeva uspostavljanje jednostavnih veza medu
zadanim tvrdnjama o trokutima i Cetverokutima (kvadrat, pravokutnik i paralelogram) pri ¢emu se
dijelom Koristi i formalni jezik logickih operacija. Ova grupa zadataka odgovara trecoj razini
geometrijskog misljenja. Cetvrta grupa od pet pitanja (od 16. do 20.) testira Getvrtu razinu
geometrijskog misljenja kroz slozenije tvrdnje, koje ukljuuju svojstva trokuta i Cetverokuta
(dijagonale kvadrata i pravokutnika), paralelnost i okomitost, znaCenje aksiomatske izgradnje te
formalni jezik logickih operacija. Posljednjih pet pitanja (od 21. do 25.) odnosi se na petu razinu
geometrijskog misljenja. Njima se ispituje znanje o smislu tvrdnji i dokaza te razli¢itim definicijama
istog pojma, snalazenje u okruzenju drugacijem od euklidske geometrije te Cistom logiCkom
zakljucivanju koje ukljucuje implikacije i njihove negacije.

Vrednovanje VH testa: Svaki to¢an odgovor na pitanja prve razine vrednuje s 1 bodom, za pitanja
druge razine svaki to¢an odgovor vrednuje se po 2 boda, za pitanja iz treCe razine po 4 boda, za pitanja
Cetvrte razine po 8 bodova te za pitanja pete razine po 16 bodova. Za vrednovanje cijelog testa koriste
se dva kriterija: blazi i strozi. Prema blazem kriteriju, osoba je savladala odredenu razinu ukoliko je
odgovorila tocno na barem 3 od 5 pitanja koji se odnose na tu razinu i u tom sluc¢aju dobiva bodove
te razine. Prema strozem kriteriju, osoba je savladala odredenu razinu ukoliko je odgovorila to¢no na
barem 4 od 5 pitanja koji se odnose na tu razinu i u tom slu¢aju dobiva bodove te razine. Ukupan broj
bodova dobiva se zbrajanjem bodova ostvarenih po razinama (Tablica 3).

Na temelju ukupnog broja bodova odreduje se razina misljenja osobe, pri ¢emu treba biti zadovoljen
kriterij uzastopnosti: osoba se nalazi na razini n ako je ostvarila kriterij za sve prethodne razine. Na
primjer, ako osoba ima ukupno 15 bodova ona se nalazi na razini 4 jer je zadovoljila kriterij za sve
Cetiri razine, redom (1 +2 +4 + 8 = 15). Medutim, ako osoba ima npr. 19 bodova znaci da je ispunjen
kriterij za 1., 2.1 5. razinu, alineiza3.14. (1 +2+ 0+ 0+ 16 =19). U tom slu¢aju, njezina razina
nije u potpunosti odredena jer nije ispunjen kriterij uzastopnosti. To je moguce jer se osoba moze
nalaziti na prijelazu medu razinama (Usiskin, 1982, str. 25). Ovaj na¢in vrednovanja naziva se jos 1
klasi¢na skala prema van Hieleovu modelu, odnosno krace klasican model van Hieleovih razina
misljenja (kra¢e C model). U statistickoj obradi, bodovi ostvareni po blazem kriteriju klasi¢nog
modela koriste se pod oznakom C3, a ako su ostvareni po strozem kriteriju, pod oznakom su C4.

Tablica 3. Ostvareni bodovi i VH razine

Razina Bodovi Bodovi Bodovi za C model Bodovi
misljenja po razini zaC3iC4 bez odredivanja razine zaM3i M4
0 0 0 2(0+2) 0ili 16

1 1 1 4(0+0+4) 1ili 17

2 2 3(1+2) 5(1+0+4) 3ili 19

3 4 7(1+2+4) 9(1+0+0+8) 7ili 23

4 8 15(1+2+4+8) 11(1+2+0+8) 15ili 31

5 16 31(1+2+4+8+16) |13(1+0+4+8)Itd. -

Ukoliko mali broj sudionika ostvari bodove 5. razine, vrednovanje se moze modificirati uklanjanjem
te razine tako da se bodovi 5. razine pribroje prethodnim razinama. To znaci da je netko ostvario 1.
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razinu ukoliko ima 1 ili 17 bodova, 2. razinu sa 3 ili 19 bodova, 3. razinu sa 7 ili 23 boda i 4. razinu
sa 15 ili 31 bodom. U tom slu¢aju moze se govoriti o modificiranom modelu van Hieleovih razina
misljenja (kra¢e M model), pa se bodovi ostvareni po blazem kriteriju koriste pod oznakom M3, a
bodovi ostvareni po strozem kriteriju, pod oznakom M4.

Analogno, za ukupan broj bodova ostvarenih na VH testu ovisno o kriteriju koristi se oznaka VH3 ili
VH4. Ukoliko je testiranje provedeno na pocetku semestra oznaka je 1VH3 ili 1VH4, a za testiranje
provedeno na kraju semestra oznaka je 2VH3 ili 2VH4. VH test na pocetku semestra (1 VH) provodi
se u svrhu odredivanja razina geometrijskog misljenja sudionika istrazivanja kako bi se (1) usporedile
razine sudionika eksperimentalne i kontrolne grupe na pocetku semestra te (2) u skladu s dobivenim
rezultatima dodatno prilagodilo poucavanje geometrije u eksperimentalnoj grupi. VH test na kraju
semestra (2VH) provodi se u svrhu odredivanja je li i u kojoj mjeri provedeno ucenje i poucavanje
dovelo do napretka geometrijskog misljenja u svakoj od skupina te medu skupinama.

5.5.3.2. Pisana provjera znanja iz geometrije — GEO test

Radi prikupljanja podataka o geometrijskim znanjima sudionika te vizualizacijskim vjesStinama koje
koriste u radu s geometrijskim objektima, dizajnirana je posebna pisana provjera (krace GEO test).
Pri oblikovanju ovog testa, vodilo se racuna s jedne strane da zadaci budu sli¢ni zadacima koji se
koriste u Skolskim ispitima znanja iz geometrije i da obuhvati temeljne sadrzaje obradene kroz
Skolsku nastavu geometrije. S druge strane, vodilo se racuna da zadaci ne budu (vrlo) slozeni zbog
moguceg duzeg vremenskog razdoblja u kojem se sudionici nisu bavili geometrijom, posebno da oni
sa slabijim predznanjem ne budu obeshrabreni. Takoder, s obzirom da sudionici ¢ine heterogenu
grupu prema njihovom srednjosSkolskom matematickom obrazovanju (razli¢ite vrste umjetnickih i
strukovnih Skola 1 gimnazije), pitanjima su obuhvaceni sadrzaji iz geometrije koji bi svim
sudionicima istrazivanja trebali biti poznati iz prethodnog matematickog obrazovanja (osnovne i
srednje Skole).

Opée karakteristike GEO testa: GEO test se sastoji od 28 pitanja razli¢itih vrsta, od kojih su neka
formirana u grupe prema nacinu postavljanja i mjerenja odredenih ishoda. Pitanja su oblikovana tako
da ispituju razliCite aspekte geometrijskog znanja kao 1 razliCite aspekte vizualizacije. U svrhu
ispitivanja sklonosti i vjestina korisStenja vizualizacije, u jednom dijelu zadataka sudionici su trebali
sami crtati skice, a u drugom dijelu zadataka trebali su Citati i tumaciti dane slike u svrhu njihovog
rjeSavanja. S obzirom da je GEO test oblikovan za potrebe ovog istraZivanja, obuhvacéeni geometrijski
sadrzaji 1 trazene vjeStine vizualizacije biti ¢e detaljno opisani u nastavku kroz prikaz pojedinih
pitanja.

S prvom varijantom GEO testa provedeno je pilot-testiranje na grupi studenata zadnje (5.) godine
uciteljskog studija, odnosno 2. godine diplomskog studija. Svi studenti koji su sudjelovali u probnom
testiranju, redovni ispit iz geometrije poloZili su godinu dana prije ili viSe 1 sa razli¢itim uspjehom
(ocjene od 2 do 5). Nakon probnog testiranja, prema zapazanjima i primjedbama studenata, neki
zadaci su ispusteni ili dodatno oblikovani. Studenti su ispit ocijenili zanimljivim $to ih je dodatno
motiviralo na rjeSavanje. Takoder, u procesu izrade testa 1 nakon probnog testiranja konzultacije su
izvrSene i sa stru¢njakom na partnerskoj ustanovi. Nakon svega, formirana je kona¢na verzija testa i
utvrdeno je da vrijeme potrebno za pisanje GEO testa bude maksimalno 35 minuta. Naime, iako na
prvu moze izgledati da je to malo vremena za 16 (odnosno 28) pitanja, prema Lohmanu (1993), kada
prevladavaju jednostavnija pitanja, vrijeme pisanja treba biti krace (Lohman, 1993).

Konstrukcija GEO testa: GEO test se sastoji od Cetiri razlic¢ita dijela: (a) prvi dio ispituje
(pre)poznavanje definicija odabranih geometrijskih pojmova; (b) drugi dio ispituje vjestine otkrivanja
matematiCke poruke prikazane na slici; (¢) tre¢i dio ispituje u kojoj mjeri ponudena rjesenja utjecu na
rjeSavanje jednostavnijih zadataka, uglavnom zadanih vizualno te (d) Cetvrti dio ispituje proces
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rjeSavanja razlicitih vrsta zadataka, posebno koriste li sudionici i na koji nacin vizualne prikaze (bilo
da ih sami stvaraju ili su zadane) u tom procesu. U pravilu, grupe zadataka nisu disjunktne jer se
njima propituju raznoliki aspekti isprepletenih mentalnih procesa, znanja i vjestina, ali svaka grupa
ima svoju posebnu svrhu pa su zadaci unutar grupe kreirani upravo vodeni tom svrhom.

(a) Definicije geometrijskih pojmova. U prvom dijelu testa dano je osam iskaza za koje treba
utvrditi jesu li korektne definicije navedenih pojmova te ih vizualno prikazati: pravac i paralelni
pravci, duzina i simetrala duzine, kut, ortocentar trokuta, romb i kruznica. Svi iskazi su oblikovani
tako da ukljucuju tipi¢ne greske koje ucenici rade pri definiranju geometrijskih pojmova te nijedan
iskaz ne predstavlja korektnu definiciju navedenog pojma (Tablica 4). Glavna svrha ovih pitanja je
ispitati u kojoj mjeri i koliko uspjesno sudionici (pre)poznaju definicije odabranih pojmova te na koji
nacin usvajaju geometrijske koncepte: samo opisno ili uz njih vezu i vizualne prikaze.

Svi odabrani geometrijski koncepti uce se u primarnom obrazovanju, ali se koriste i nadograduju kroz
srednjoskolsko obrazovanje pa je ocekivano da sudionici imaju dobra predznanja o njima. Zahtjevi
za vizualnim prikazima imaju dvostruku ulogu: prvo, crtanjem zadanog pojma sudionici mogu,
neovisno o danom iskazu, osvijestiti koncept, a zatim na temelju prikaza i onoga $to znaju ispitati
istinitost iskaza. Osim toga, radi primjene vizualno-analiti¢ke metode, vazno je saznati jesu li vizualni
prikazi za sudionike sastavni dio definicija geometrijskih koncepata ili ne.

Tablica 4. Tipi¢ne greske u definiranju pojmova i o¢ekivani vizualni prikaz

Zadano Tipi¢ne greske u definiranju Ocekivani vizualni prikaz

U kontekstu definiranja pojmova Cesto se potkrade
greska definiranja i osnovnih pojmova. Tako, iako je
pravac osnovni geometrijski pojam koji se ne definira,

Gl1 ucenici (pa 1 neki udzbenici) obi¢no iskazuju definiciju:
Pravac je ravna Pravac je ravna neomedena crta. No, pravac se moze
crta. intuitivno poimati i zamisljati kao ravna crta koja se Ucenici obicno crtaju

beskonagno proteZe te predstaviti tankom napetom niti. | ravnu crtu, horizontalno.
Ali, ravna crta ili napeta nit vizualno predstavljaju samo
dio pravca.

Pri obradi geometrije ravnine za paralelne pravce se
obi¢no kaze da su to pravci koji se ne sijeku (ili se
preklapaju), pri ¢emu se obi¢no ne istice da se radi o
pravcima iste ravnine, ali ta praksa ¢esto ostaje i kada se
kontekst prosiri. Medutim, dani iskaz u prostoru nije

—
G1.2 -_
Paralelni pravci

su pravci koji se Ucenici obiéno paralelne

ne sijeku. K - T Co . pravce crtaju
orektan jer postoje mimoilazni pravci koji se ne sijeku, .
RN . horizontalno.
ali oni nisu paralelni.
Duzina se kao izvedeni pojam najc¢esce opisuje kao dio
pravca omeden dvjema njegovim tockama, ali Koristi se i — " i
opis unutar ravnine kao najkraca spojnica dviju toc¢aka
ravnine. U praksi se dogada da ucenici 'stope' ta dva //
G113 iskaza u jednu definiciju pa se dobije iskaz sli¢an ovom
Duzina je dio pitanju. i
ravnine omeden s | lako ucenici korektno poimaju duzinu kao ravnu crtu /
dvije tocke. koja je omedena dvjema tockama (bez obzira izvodi li se | ili
iz pravca ili ravnine), zadani iskaz je preSirok jer u Treci slucaj je manje
ravnini postoje razli¢ite vrste crta koje su omedene ocekivan iako je u pitanju
dvjema tockama: duzina, izlomljena crta, zakrivljena koriSten pojam ravnine.
crtaidr.
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G1l.4
Simetrala duzine
raspolavlja duzinu

Pri definiranju simetrale duzine ucenici obi¢no ispuste
glavni rodni pojam (simetrala duzine je pravac) ili
ispuste jedno od dva bitna svojstva (... koji raspolavlja

iu

Kut je dio ravnine
omeden dvama
polupravcima.

koji se nalazi izmedu istaknutih polupravaca, ali to ¢esto
iskazuju kao omedeni dio ravnine, iako je kut neomeden.
Osim toga, u€enici Cesto ispuste i svojstvo da kut
odreduju polupravci sa zajednickom pocetnom tockom.

iof' pravim duzinu, ... koji je okomit na duzinu). Duzina obi¢no bude
utom. nacrtana horizontalno.
GL5 Ucenici uglavnom korektno poimaju kut kao dio ravnine

s

Obicno se crta Siljasti kut
u prikazanom polozaju.

G1.6

Ortocentar trokuta
je tocka sjecista
visina tog trokuta.

Najcesca greska u definiranju poima ortocentra trokuta
je u razmatranju samo $iljastokutnih trokuta, unutar
kojih se visine zaista sijeku u jednoj tocki — ortocentru
trokuta. Problem korektnosti zadanog iskaza nastupa kod
tupokutnog trokuta jer se njegove visine ne sijeku, ali se
sijeku pravci koji sadrze visine (krace pravci visina).

Za ispravno poimanje i definiranje pojma ortocentra,
potrebno je razmatrati sve vrste trokuta s obzirom na
kutove.

AN
Jas

Obic¢no se crta samo
Siljastokutni trokut.

G1.7

Romb je
¢etverokut
kojemu su
nasuprotne
stranice paralelne
i jednakih duljina.

Dani iskaz korektno opisuje svojstva romba, ali to nisu
njegove bitne karakteristike koje se koriste u definiranju
1 to ucenici obi¢no ne razlikuju. Osim toga, jedno
navedeno svojstvo povlaci drugo, a korektna definicija
ne sadrzi ekvivalentna svojstva.

/ /

Obicno se crta
paralelogram ili zarotirani
kvadrat.

G1.8

Kruznica je skup
toCaka ravnine
jednako udaljenih
od neke tocke te
ravnine.

UCcenici obi¢no ne uocavaju dijelove definicije koji su
ispusteni kada je sve ostalo korektno napisano. U ovom
slucaju ispustena je rije¢ svih: ...skup svih to¢aka... Bez
rijeci 'svih' mogu se razmatrati samo dijelovi kruznice ili
samo konacan skup to¢aka kruznice. Svakako, razina
strogosti ovisi i 0 uzrastu s kojim se radi.

O,

U svrhu statisticke obrade, svako pitanje vrednovano je s 1 bodom za prepoznavanje nekorektnosti
iskaza i s 1 bodom za vrednovanje korektno nacrtanog vizualnog prikaza. Pogresan odgovor
vrednovao se s 0 bodova, a ako odgovora nije bilo stavljao se minus (-) ili prazno. Maksimalan broj
bodova u prvom dijelu testa je 16 (8 za iskaze i 8 za prikaze).

(b) Matematicka poruka vizualnog prikaza. U drugom dijelu testa dano je Sest vizualnih prikaza
koje nose odgovaraju¢u matemati¢ku poruku. Neke poruke mogu se prepoznati ,,na prvu”, dok je za
otkrivanje drugih poruka potrebno uspostaviti funkcionalnu vezu medu elementima prikaza (Tablica

5).

Glavna svrha ovih pitanja je ispitati u kojoj mjeri i koliko uspjesno sudionici prepoznaju matemati¢ku
poruku sa zadanog vizualnog prikaza. Odnosno, ispitati na koji nain sudionici tumace prikaz (tj.
»Citaju sliku™): koje sve detalje uocavaju te kako ih povezuju u svrhu otkrivanja matematicke poruke
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koja je predstavljena. U procesu citanja slike Zeljelo se ispitati $to je dominantno: Cisto perceptivno
uocavanje (ono Sto je prikazano) ili matematicka svojstava vazna za taj prikaz (ono Sto je
predstavljeno).

Tablica 5. Otkrivanje matematicke poruke sa vizualnog prikaza

Zadano Matematicka poruka | Ocekivano prepoznavanje
G2.1. _ N
Tednakostranicni Perceptivno: raznostrani¢an (tupokutan)
a “ . trokut
trokut stranice . L o
. Diskurzivno: jednakostrani¢an trokut,
duljine a . .
- stranice duljine a
G2.2 gl
Presjek kruznice i Perceptlvn.o. kljtvlznlca i vs11Jast1 kut (s
o jednom zajednickom to¢kom)
Siljastog kuta u vrhu . S ..
Kuta Diskurzivno: kruznica i Siljasti kut kojima
je jedna zajedni¢ka tocka (presjek) vrh kuta
G2.3 o . Perceptivno: dva pravokutna
Sli¢ni pravokutni o
oy . | raznostrani¢na trokuta
raznostranicni trokuti Diskurzivno: dva sli¢na pravokutna
Sem [ |dem 8 cm ¢em | s koeficijentom 2 pravoxy
(ili 0.5) raznostrani¢na trokuta, stranica jednog
3cm 10 om ' dvostruko je veca (manja) od drugog
G2.4. Perceptivno: tupi i $iljasti kut
Tupi kut B je sukut Diskurzivno: tupi kut § nadopunjava
o B Siljastom kutu o Siljasti kut a do ispruZzenog kuta (susjedni
kutovi)
G2.5
‘ Kvadar duljine 2 cm, | Perceptivno: kocka
3 4em Sirine 3 cm i visine Diskurzivno: kvadar s poznatim bridovima,
7 4cm duljine 2 cm, Sirine 3 cm i visine 4 cm
2em e
G2.6 Dijagonalni presjek | Perceptivno: pravokutnik (2D objekt)
(duz dijagonale unutar prizme (3D objekt)
duljine d) pravilne Diskurzivno: pravokutnik duljine d (duljina
' Sesterostrane prizme | najdulje dijagonale baze) i Sirine v (duljina
brida duljine a i visine prizme) kao dijagonalni presjek
da‘ visine v pravilne Sesterostrane prizme i ravnine

U svrhu statisticke obrade, za slike koje su se Citale jednozna¢no ,,na prvu” (prva i peta), to¢an
odgovor se vrednovao s 1 bodom bez obzira na nacin opisa, a s 0 bodova ako je opis bio pogresan.
Na preostalim slikama trebalo je uspostaviti vezu medu elementima vizualnog prikaza. Ako je veza
korektno uspostavljena, vrednovalo se s 2 boda, bez obzira na naéin opisa. Ukoliko su elementi
korektno prepoznati, ali veza nije uspostavljena vrednovalo se s 1 bodom, a u slucaju djelomi¢nog ili
pogresnog opisa elemenata slike vrednovalo se s 0 bodova. Za ne davanje odgovora, u oba slucaja,
stavljao se minus (-) ili prazno. Maksimalan broj bodova u drugom dijelu testa je 10.
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(c) Zadaci objektivnog tipa. U tre¢em dijelu testa dano je Sest zadataka objektivnog tipa u kojima
su pitanja ve¢im dijelom dana kroz vizualni prikaz, a od ponudenih pet odgovora samo je jedan tocan.
Medu odgovorima postavljeni su distraktori (gdje je to bilo mogucée) na nacin da se odredeni odgovor
dobiva kada se napravi tipi¢na ucenicka greska (Tablica 6).

Zadacima objektivnog tipa ispituje se u kojoj mjeri ponudeni odgovori poticu sudionike da odaberu
odgovarajuce rjeSenje te je li postotak neodgovorenih pitanja manji u odnosu na pitanja iz drugih

dijelova testa.

Tablica 6. Zadaci objektivnog tipa i njihove karakteristike

Zadano

Karakteristike pitanja

Distraktori u odgovorima

G3.1 Povrsina trokuta prikazanog
na slici iznosi:

(@) 6cm?

(b) 12cm?
(c) 15¢cm’
(d) 20cm?
(e) 60cm?

Scem

Duljina hipotenuze trokuta sa slike
je element viska ukoliko se mjera
njegove povrsine odreduje po
formuli P = aT'b. Prema rezultatima

PISA testiranja, ucenici obi¢no
koriste sve zadane elemente bez
obzira jesu li oni potrebni za
odredivanje rjesenja ili ne.

Mnozenje duljina svih stranica
trokuta (P = a - b - ¢) ukazuje na
nerazumijevanje koncepta povrsine,
Sto se moze vidjeti i po mjernoj
jedinici povrsine.

Za one koji pri odredivanju
povrsine trokuta zaborave

dijeliti s 2:
P=4.3=12
P=5.3=15
P=4.5=20.

Za one koji mnoze sve
zadane elemente:
P=4.5-3=60.

Za one koji brkaju koncept
povrsine i opsega te povrsinu
odreduju zbrajanjem duljina

stranica; P=4+5+3=12.

G3.2 Opseg paralelograma ABCD
iznosi:

(@) 21 cm.

(b) 25 cm.

(c) 36 cm.

(d) 42 cm.

(e) 46 cm.

A 15 cm D

\ 4cm
-

B C

6 cm

Visina i njezina duljina te istaknuti
Siljasti kut elementi su viska jer
nisu potrebni za odredivanje opsega
paralelograma sa slike.

Koristenje duljine visine pri
racunanju opsega ukazuje na
brkanje pojma opsega i povrsine
zadanog lika.

Za one koji zbrajaju zadane
veli¢ina bez razumijevanja:

0=15+6=21
0=15+6+4=25
0=2-15+6=36
0=2-15+2-6+4=46.

G3.3 Naslici je dan pravokutni
trokut te je  ~53°13". Duljina

stranice AB iznosi:
(@ 8cm.
(b) 10 cm.
(c) 12 cm.
(d) 14 cm.
(e) 18 cm.

8cm

B 6 cin C

Ako se duljina hipotenuze odreduje
primjenom Pitagorina poucka,
istaknuti Siljasti kut i njegova
velicina su elementi viska. Ako se
duljina odreduje primjenom
trigonometrije pravokutnog trokuta,
onda je duljina jedne katete element
viska.

Ocekivano je da sudionici koriste
Pitagorin poucak, ali moguce je da
element viska ometa njegovu
primjenu.

Mjere su zadane redom, s
razlikom po 2 cm za one koji
na temelju slike (umjesto
racunanjem) procjenjuju
mogucu duljinu.
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G3.4 Na slici, tocke B, Ci D
pripadaju istom pravcu te je
|AB|=|BC|. Veligina kuta x
iznosi:

(a) 40°

(b) 45°

(c) 60°

(d) 70°

(e) 80°.

110°

B C D

Jednakokracni trokut je prikazan u
nestandardnom polozaju pa je
moguce da dio ucenika ne uvazi
karakteristike jednakokra¢nog
trokuta, jer trokut tako 'ne izgleda',
unato¢ zadanim elementima u
tekstu.

Za one Kkoji procjenjuju sa
slike: velicine 45° 1 60°

Za one koji brzopleto Citaju
pa uzimaju da su kutovi pri
vrhu B i C jednakih veli¢ina
ili veli¢inu X ra¢unaju kao
suplementarni kut kutu od
110°: veli¢ina 70°

Velicina 80° je dana kao
prirodan slijed prethodnih
veliCina.

G3.5 Na slici je dana kruznica K i
pravac p. Njihov presjek je:

(a) tocka A.

(b) tocke Ai S.

(c) tocke AiB.

(d) tocke A, SiB.

(e) duzina AS.
k

=~}

p

Ispitivanje razumijevanja pojmova
kroz vizualni prikaz: pravac,
kruznica i njihov presjek.

Ukljucivanje toc¢ke S u odgovor
ukazuje na nerazumijevanje
koncepta kruznice, dok
iskljuc¢ivanje tocke B iz razmatranja
ukazuje da prikaz kracée crte ometa
zamisao pravca kao beskonacne
crte. Odabir duzine kao presjeka
ukazuje na nerazumijevanje
koncepte i pravca i kruznice.

Za odgovor su ponudene sve
mogucnosti koje se mogu
Citati sa slike, pri cemu je
tocka A ukljucena u sve
mogucnosti jer 'vidljivo'
pripada i pravcu i kruznici.

G3.6 Pravci n i m su paralelni.
Veli¢ina kuta X je:

(@) 30°.

(b) 40°.

(c) 50°.

(d) 60°.

(e) 120°.

Primjeri s kutovima uz presjecnicu
dvaju paralelnih pravaca Cesto se
koriste za prepoznavanje jednakih
kutova.

U ovom slucaju istaknuti su §iljasti
1 tupi kut pa oni nisu jednaki ve¢
suplementarni.

Za one koji procjenu vrse sa
slike: veli¢ine 30°, 40° i 50°.

Za one koji brzopleto
zakljuce da su kutovi uz
presjecnicu jednaki: veli¢ina
120°.

U svrhu statisticke obrade, svi tocni odgovori vrednovani su s 1 bodom, neto¢ni s 0 bodova, a za ne
odgovaranje se stavljao minus (-) ili prazno. Maksimalan broj bodova u tre¢em dijelu testa je 6.

(d) Proces rjeSavanja. U zadnjem dijelu testa dano je osam razlicitih vrsta zadataka u kojima treba
prikazati proces rjeSavanja. Nacin na koji ucenici odabiru strategiju i rjeSavaju zadatke ovisi i o razini
vizualno-prostornih sposobnosti (Tillotson, 1985; Pittalis i Christou, 2010; Lohman, 1997). Stoga je
glavna svrha prikazivanja procesa rjesavanja stjecanje uvida u nac¢in povezivanja zadanih elemenata
1 odabir strategije sudionika u svrhu odredivanja rjesenja.

Naime, u jednom zadatku zahtijeva se crtanje opisane situacije, u Cetiri zadatka vizualni prikaz se
moze koristiti prema sklonostima sudionika, ali nije uvjet, a u tri zadatka zadani vizualni prikaz je
neizbjezan u procesu rjeSavanja. Zato se kroz ove vrste zadataka moze ispitati u kojoj mjeri i koliko
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uspjesno sudionici sami ostvaraju vizualne prikaze, odnosno zakljuCuju sa zadane slike u svrhu
odredivanja rjeSenja. No, prije svega, cilj je ispitati u kojoj mjeri i koliko uspjesno sudionici rjesavaju
odabrane geometrijske probleme. U nastavku se detaljnije opisuje svaki od osam zadataka.

G4.1 (Zadatak 9.) Nacrtajte tupokutan trokut AEFG s tupim kutom pri vrhu G. Zatim nacrtajte
visine v,, v, i v, tog trokuta.

Ovim se zadatkom ispituje u kojoj mjeri sudionici vode ratuna o zadanom oznacavanju vrhova
trokuta, postujuci pri tome orijentaciju (smjer suprotan gibanju kazaljki sata), a zatim na koji nacin i
koliko uspjesno crtaju okomicu. Nacin crtanja nije uvjetovan, sto znac¢i da se moze provesti sa ili bez
geometrijskog pribora. Ukoliko je netko pogresno usvojio koncept visine (npr. da se visina uvijek
nalazi unutar trokuta), pri crtanju, voden time, obi¢no okomicu crta ukoso na stranicu tako da visina
'padne’ unutar trokuta, iako se vizualno moze uociti da visina nije okomita na stranicu.

U svrhu statisticke obrade, korektno nacrtan trokut vrednuje se s 1 bodom i korektno nacrtane visine
s 1 bodom. Pogresno crtanje vrednuje se s 0 bodova, a za ne-odgovor se koristi minus (-) ili prazno.

G4.2 (Zadatak 10.) Opseg jednakokra¢nog trokuta iznosi 44 cm. Odredite duljine stranica tog
trokuta, ako je duljina jedne stranice 14 cm.

G4.3 (Zadatak 11.) Jedan unutrasnji kut jednakokrac¢nog trokuta je 4 puta veci od jednog od
preostala dva kuta. Odredite veli¢ine unutra$njih kutova tog trokuta.

Ovim zadacima se ispituje hoce li sudionici ispitivati sve mogucnosti, jer oba zadatka imaju po dva
rjesenja, ili ¢e proces sudionika zavrsiti kada odrede jedno rjeSenje. Osim toga, zadaci se mogu rijesiti
Cisto analitic¢ki, bez koristenja vizualnih prikaza, ali i crtanjem trokuta u procesu analize. U skladu s
tim, ovim zadacima se ispituje koju strategiju sudionici viSe koriste: Cisto analiti¢ki pristup ili
vizualno-analiticki pristup. Takoder, s obzirom da zadaci imaju dva rjeSenja, za one koji koriste
vizualno-analiticki pristup, zadatkom se ispituje i koju vrstu jednakokracnog trokuta sudionici
koriste: samo Siljastokutni ($to je uobicajena praksa) ili razmatraju i tupokutne jednakokracne trokute
(pa 1 jednakostrani¢ne). Konac¢no, oba zadatka ukljucuju jednakokracni trokut s namjerom kako bi se
ispitalo utjece 1i sadrzaj zadatka na razmatranje razlicitih jednakokraénih trokuta ili se sudionici
koriste nekom uhodanom rutinom.

U svrhu statisti¢ke obrade, svako to¢no rjeSenje vrednuje se s 1 bodom, a svako pogresno s 0 bodova.
Za ne-odgovor se koristi minus (-) ili prazno.

G4.4 (Zadatak 12.) Povrsina kvadrata A iznosi 4 cm?®. Stranica kvadrata B je dvostruko veéa od
stranice kvadrata A. Odredite povrSinu kvadrata B.

Zadatak se moze rijesiti ¢isto analiticki, ¢isto vizualno, ali i kombinirano, vizualno-analiticki. Stoga
se ovim zadatkom ispituje u kojoj se mjeri sudionici sluZe vizualnim prikazom kada imaju moguénost
izbora te na koji nacin koriste prikaz: uspostavljaju li veze izmedu povrsina crtanjem kvadrata unutar
kvadrata ili crtaju dva odvojena kvadrata. S obzirom da se do rjeSenja moze do¢i racunski,
odredivanjem duljina stranica kvadrata, ali i algebarski, bez znanja duljina stranica kvadrata,
zadatkom se ispituje i u kojoj mjeri sudionici ovise o konkretnim veli¢inama polaznih elemenata
(imaju potrebu znati duljine stranica kvadrata kako bi odredili njihove povrsine) ili su u moguénosti
uspostavljati veze medu povrSinama i bez toga. Osim toga, ucenici Cesto brkaju koncept opsega i
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povrsine pa prema nacinu mijenjanja duljina stranica nekog lika brzopleto zakljucuju da se jednako
tako mijenja 1 veli¢ina njegove povrSine. U skladu s tim, ovim zadatkom se moze ispitati jesu li
sudionici skloni brkanju opsega i povrsine na takav nacin.

U svrhu statisticke obrade, vrednovanje se vrsi na sljede¢i nadin: pogresan proces s 0 bodova,
korektno raCunanje stranice s 1 bodom i korektno racunanje povrSine 1 bodom ili korektno
odredivanje povrSine bez racunanja stranice s 2 boda. Za ne-odgovor se koristi minus (-) ili prazno.

G4.5 (Zadatak 13.) Pod hodnika je oblika pravokutnika duzine 6 m 1 Sirine 1.5 m. Plocice su oblika
kvadrata duljine stranice 15 cm. Koliko je plocica potrebno da bi se poplocao cijeli pod?

Iako je ovaj zadatak stavljen u realan kontekst, ne moze se smatrati pravim realisticnim problemom
jer je situacija opisana idealno: dimenzije hodnika i plocica su takve da pri poplo¢avanju hodnika
nema ni viska ni manjka. Jedina ne-olakotna okolnost su razli¢ite mjerne jedinice koje treba uskladiti.
Problemi ovog tipa su zapravo 'obuceni problemi' jer se kroz opisanu situaciju namece rjeSavanje
odredenog matematickog problema, a realisti¢na situacija je odredeni faktor motivacije da se aktivnije
prione rjesavanju problema (Schukajlow i sur., 2012; Baranovi¢ i Antunovi¢-Piton, 2021).

Ocekivano je da se pri rjeSavanju ovog zadatka sudionici koriste i vizualnim prikazom pa se zadatkom
ispituje u kojoj mjeri i na koji nacin sudionici koriste vizualni prikaz u procesu odredivanja rjesenja:
uspostavljaju li veze izmedu povrsina crtanjem 'plocice’ unutar 'hodnika' ili ih crtaju odvojeno. Osim
toga, problem poplocavanja postavljen je bez 'visSkova i rezanja plocica' jer je namjera bila olaksati
proces rjeSavanja te zadatkom ispitati koriste li sudionici vizualni prikaz u svrhu prebrojavanja
ukupnog broja plocica i1 na koji nacin vrSe strukturiranje u procesu prebrojavanja: jednu po jednu
plocicu (jedinica mjerenja), red po red plocica (nova jedinica mjerenja) ili umnozak broja plocica po
duljini 1 po Sirini (koncept mnoZenja). Takoder, s obzirom da se poplo€avanje u opisanoj situaciji
moze izvesti bez praznina, bez viskova i manjaka, broj potrebnih ploc¢ica moze se odrediti i
dijeljenjem plostina hodnika i plo€ice, dok u drugim situacijama ta metoda nije korektna.

U svrhu statisticke obrade, ovisno o korektnosti etapa unutar cjelokupnog procesa, vrednovanje se
vr$i od 0 do 3 boda: pogresan proces s 0 bodova, korektno pretvaranje mjernih jedinica s 1 bodom,
djelomi¢no korektan rac¢un s 1 bodom, korektan racun s 2 boda, a ne-odgovor s minus (-) ili prazno.

(4.6 (Zadatak 14.) Odredite volumen i oplo§je tijela sa slike.

Crtanje 3D objekata pomocu 2D prikaza zahtijeva poznavanje i odredenih konvencija (Duval, 1998).
Na primjer, bridovi koji se vide iz perspektive gledanja crtaju se punom linijom, a ostali
isprekidanom; kvadrati i pravokutnici se crtaju u projekciji kao paralelogrami itd. Sve to zapravo
omogucava da se nacrtani objekt zaista vidi kao 3D objekt. Nadalje, pri rjeSavanju ovog zadatka do
izrazaja dolaze i razliite vizualno-prostorne sposobnosti jer je zadatak zadan vizualnim prikazom.
Prije svega, potrebna je sposobnost izdvajanja odgovarajucih elemenata 1 veli¢ina potrebnih za
odredivanje povrSine: najprije u prikazanom tijelu (3D objekt) treba izdvojiti plohe (2D objekti), a
zatim duljine odgovarajucih stranica (1D objekti) i to Ciniti naizmjeni¢no. Uz to, potrebna je i
sposobnost postojanosti percepcije, jer iako su na slici Cetiri plohe nacrtane kao paralelogrami, treba
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ih prepoznati (,,vidjeti”’) kao pravokutnike. Kona¢no, uz sve to, potrebno je i odredeno geometrijsko
znanje o oplo$ju, volumenu i1 pripadnim mjernim jedinicama u svrhu odredivanja rjesenja.

Za odredivanje oplosja, nije potrebno koristiti formulu jer se sve plohe i njihove dimenzije mogu
prepoznati sa slike pa je dovoljno odrediti duljinu i Sirinu ploha (pravokutnika), izraunati njihove
povrsine i zbrojiti. Ukoliko se koristi formula O =ab+ac+bc, potrebno je odgovarajuée velicine
korektno uvrstiti u formulu s obzirom da na slici ne postoje oznake koje se koriste u formuli. Za
odredivanje volumena, moze se koristiti formula V = abc, ali i ne mora jer je dovoljno pomnoziti sve
tri istaknute veliine bez pozivanja na bilo kakvu formulu. Medutim, slicno kao u zadatku odredivanja
povrsine pravokutnog trokuta (G3.1), ne znaci da sudionici koji samo pomnoze istaknute veli¢ine
zapravo i razumiju da se radi o formuli za volumen prikazanog tijela. S obzirom da su na danoj slici
veliCine istaknute s mjernim jedinicama, od sudionika se ocekuje da istaknu i mjerne jedinice
izracunatog oplosja i volumena, $to je dodatni pokazatelj razumijevanja koncepta oplosja i volumena.

Prema svemu navedenom, zadatkom se ispituje u kojoj se mjeri i koliko uspjesno sudionici sluze
slikom pri odredivanju oplosja i volumena, posezu li za formulom pod svaku cijenu te vode li racuna
0 mjernim jedinicama.

U svrhu statisticke obrade, to¢no odredivanje oplosja i volumena vrednuje se sa po 1 bodom, a
korektno isticanje mjernih jedinica s jo§ 1 bodom. PogreSan racun ili mjerna jedinica vrednuje s 0
bodova, a ne-odgovor s minus (-) ili prazno. U ovom zadatku moguce je ostvariti maksimalno 3 boda.

G4.7 (Zadatak 15.) Od 12 kocaka, jednakih kocki prikazanoj na slici, sastavljen je .
kvadar. Bridovi kvadra koji se sastaju u jednom vrhu su razli¢ite duljine. Odredite Ll
volumen tako nastalog kvadra.

Dio teksta zadatka, koji nije potreban za odredivanje trazenog volumena (Bridovi kvadra koji se
sastaju u jednom vrhu su razlicite duljine.), ali se moZze koristiti, ima dvojaku ulogu. Ukoliko se
umetnuti dio koristi, sudionici se usmjeravaju na crtanje odgovarajuceg kvadra i odredivanje njegovih
dimenzija potrebnih za racunanje traZenog volumena, ali i razmatranje razli¢itih moguénosti. U tom
procesu do izrazaja dolazi sposobnost strukturiranja i analize.

No, onaj tko ima potrebno geometrijsko znanje, umetnuti dio moZe zanemariti jer su volumeni 3D
objekata jednaki bez obzira na oblik (postojanost volumena) kada su izgradeni od jednakih strukturnih
elemenata. U tom slucaju, za odredivanje trazenog volumena, potrebno je odrediti volumen kocke
(strukturni element) te rezultat pomnozZiti s 12.

Ovim zadatkom se ispituje koju od opisanih strategija sudionici koriste i koliko uspjesno, odnosno
da li sudionici pod svaku cijenu koriste sve §to je tekstom zadatka opisano ili su u moguénosti izdvojiti
samo one elemente koji su potrebni za odredivanje rjesenja.

U svrhu statisticke obrade, to¢no odredivanje volumena kocke vrednuje se s 1 bodom i to¢no
odredivanje volumena kvadra s jo$ 1 bodom. Ako se kvadar crta i pri tome volumen racuna na temelju
njegovih dimenzija, onda se djelomi¢no tocan racun vrednuje s 1 bodom, a u potpunosti korektan
racun s 2 boda. Pogresan se ra¢un vrednuje s 0 bodova, a ne-odgovor s minus (-) ili prazno.
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G4.8 (Zadatak 16.) Imate na raspolaganju dva lista papira jednakih dimenzija te od njih oblikujete
Suplji valjak kako je prikazano na slici. Kakvi su volumeni tih valjaka, jednaki ili razli¢iti?
Argumentirajte svoj odgovor.

- A

4G 2 dm

4 dm

4 dm

O O

lako je zadatak mogao biti zadan samo tekstom, uz tekst su dani vizualni prikazi, ali i konkretne
veli¢ine lista papira iz nekoliko razloga. Prije svega, sli¢no kao i kod uspostavljanja odnosa izmedu
opsega i povrsine nekog lika (2D objekta), dogada se zbrka i pri uspostavljanju odnosa izmedu oplo§ja
i volumena nekog tijela (3D objekta): netko brzopleto moze zakljuciti da su volumeni nastalih valjaka
jednaki jer su plohe, od kojih su tijela izvedena, jednakih povrsina. Nadalje, do odgovora se elegantno
moze do¢i odredivanjem volumena nastalih tijela te izvodenjem zakljucka usporedivanjem dobivenih
volumena. U tom slucaju, treba provesti algebarsku proceduru i usporedivanje. Kako bi se taj proces
olaksao, na slici su ipak istaknute konkretne veli€ine lista papira, unato¢ teksta zadatka koji istice
samo uvjet jednakih dimenzija listova, ali ne 1 veli¢ine. No, unato¢ namjernom olakSavanju procesa,
za korektan racun treba prepoznati odgovarajuc¢e mjere valjka (radijus i visina) na temelju zadanih
mjera papira. Pri tome do izrazaja dolaze razlicite prostorne sposobnosti: potrebno je dodatno koristiti
sposobnost mentalne rotacije te sposobnost izdvajanja opsega baze valjka kao elementa koji se
podudara s jednom duljinom lista papira.

Kako bi se izbjeglo da sudionici daju samo kratki odgovor o odnosima volumena (jednaki su ili prvi
ima veci volumen od drugog), postavljen je dodatni zahtjev da se odgovor argumentira. Naime, kada
se na temelju procesa rjesavanja izvedu zakljucci i opiSu rije¢ima, do izrazaja dolazi §to sudionik u
tom procesu smatra vaznim te na koji nacin izdvaja bitne karakteristike, pomocu kojih oblikuje svoj
argument. Osim toga, netko argumentom moze smatrati prikazani proces odredivanja i usporedivanja
volumena, a drugi argumentom mogu smatrati kona¢ni zakljucak koji se izvodi nakon provedenog
procesa.

Konaéno, ovim zadatkom se ispituje na koji nacin sudionici uspostavljaju odnos izmedu povrSine
plohe koja se rotira i volumena nastalog tijela: zakljucuju li na precac ili uporiste traze u elementima
na temelju kojih odreduju volumene i izvode zakljucak, bilo algebarski ili racunski. Takoder, ispituje
se $to za sudionike znaci 'argumentirati odgovor': prikazani proces rjesavanja ili zakljucak o odnosima
opisan rije¢ima, koji se temelji na provedenom procesu.

U svrhu statisticke obrade, tocan odgovor se vrednuje s 1 bodom, a korektno izveden argument s 2
boda. Djelomicno korektan argument vrednuje se s 1 bodom, a pogresan odgovor kao i nekorektan
argument s 0 bodova. U slucaju ne-odgovora koristi se minus (-) ili prazno. U ¢etvrtom dijelu GEO
testa maksimalan broj bodova je 19.

Prema opisanom, GEO test u ovom istrazivanju ima dvojaku ulogu: (1) na pocetku semestra (oznaka
1GEO) sluzi za prikupljanje podataka o predznanju sudionika o temeljnim geometrijskim pojmovima
te odgovaraju¢im vizualno-prostornim vjeStinama; (2) na kraju semestra (oznaka 2GEO) sluzi za
utvrdivanje postoji li i u kojoj mjeri napredak u znanju iz geometrije te odgovaraju¢im vizualno-
prostornim vjestinama unutar svake grupe te medu grupama. Maksimalan broj bodova na cijelom
GEO testu je 51.
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5.5.3.3. Test mjerenja prostornih sposobnosti — SPAC test

Za mjerenje prostornih sposobnosti odabran je spacijalni test (krace SPAC test) autora P. Smith i C.
Whetton, u prijevodu Naklade Slap, Jastrebarsko 1998, narucen za potrebe ovog istrazivanja. Test je
odabran u svrhu testiranja prostorne vizualizacije kao posebnog faktora prostornih sposobnosti, koji
je vazan prediktor za uspjesno savladavanje geometrije, posebno prostorne geometrije. Testiranje je
proveo psiholog prema strogo odredenim pravilima psiholoskog testiranja.

Karakteristike SPAC testa: SPAC test sastoji se od 20 pitanja. Neposredno prije samostalnog
pisanja sudionici rjesavaju dva zadatka za vjeZzbu, koji se nalaze u sklopu testa, kako bi se utvrdilo
jesu li dobro razumjeli pitanja. Nakon toga, test se rjeSava maksimalno 20 minuta, a svoje odgovore
sudionici daju na poseban list za odgovore.

U svakom pitanju zadana je mreZa nekog geometrijskog tijela i Cetiri geometrijska tijela u razli¢itim
polozajima (Slika 87). Potrebno je zamisliti geometrijsko tijelo nastalo savijanjem zadane mreze, a
zatim za svako od Cetiri ponudena geometrijska tijela utvrditi mogu li nastati savijanjem zadane mreze
ili ne. Slozenost pitanja je utoliko veca Sto za svako tijelo treba utvrditi moze li nastati savijanjem
zadane mreze, a ne samo medu Cetiri ponudena tijela odabrati jedno koje odgovara mrezi. Naime, u
drugom slu¢aju moze se koristiti i metoda eliminacije, dok u prvom slucaju proces savijanja i rotiranja
treba provesti za svako ponudeno tijelo. Nadalje, u pitanjima su koristene razlicite vrste geometrijskih
tijela Sto dodatno otezava proces savijanja jer postoji stalna potreba za stvaranjem predodzbi, za
razliku od testova u kojima se koristi samo jedna vrsta tijela (npr. kocka). Osim toga, test je
konstruiran tako da je medu pitanjima polovina prosjecno teskih zadataka, a po Cetvrtina otpada na
vrlo lagane, odnosno vrlo teske zadatke.
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Slika 87. Primjer testnog pitanja

Ovaj test je odabran iz viSe razloga. Prije svega, pitanjima ovog testa obuhvacene su razlicite vrste
uglatih tijela (od trostranih do osmerostranih prizmi te ¢etverostrana i peterostrana piramida) kao i
rotacijska tijela (valjkasta i stozasta), Sto odgovara dijelu kolegija koji se bavi geometrijom prostora.
Nadalje, s obzirom da su u GEO testu ve¢im dijelom zadaci koji obuhvacaju sadrzaje geometrije
ravnine, cilj je bio dodatno ispitati vizualno-prostorne sposobnosti sudionika vezano uz geometriju
prostora.

SPAC test u ovom istrazivanju ima dvojaku ulogu: (1) na pocetku semestra (oznaka 1SPAC) koristi
se kao moguci prediktor uspjeSnosti ucenja geometrije, tj. ispituje u kojoj mjeri vizualno-prostorne
sposobnosti sudionika mogu predvidjeti uspjeSnost savladavanja geometrije obuhvacene kolegijem;
(2) na kraju semestra (oznaka 2SPAC) koristi se za mjerenje napretka u vizualno-prostornim
vjeStinama, tj. ispituje u kojoj mjeri ucenje geometrije i razvijanje osnovnih vjestina vizualizacije
utjeCe na razvoj vizualno-prostornih sposobnosti sudionika, unutar svake grupe i medu grupama.

U svrhu statisti¢ke obrade, to¢an odgovor vrednuje se s 1 bodom, a neto¢an odgovor s 0 bodova. U
slu¢aju ne-odgovora stavlja se minus (-) ili prazno. Maksimalan broj bodova na SPAC testu je 80.
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5.5.4. Poucavanje geometrije tijekom intervencije

Nastava na visokoskolskim ustanovama odvija se kroz zimski i ljetni semestar unutar 15 tjedana, Sto
se regulira Kalendarom nastave na pocetku svake akademske godine. Prema programima uciteljskih
studija Sveucilista u Splitu i Zadru, Euklidska geometrija obraduje se u okviru kolegija Matematika
2 u ljetnom semestru, koji traje od ozujka do lipnja. Prema redu predavanja, nastava se izvodi kroz 2
sata predavanja i 2 sata vjezbi po svakom tjednu, pri cemu predavanja prate svi studenti zajedno, a za
vjezbe se dijele u dvije grupe. Obveze prema kolegiju propisane su nastavnim planom i programom.

U skladu s organizacijom nastave na visokoskolskim ustanovama, intervencija se odvijala unutar
redovne nastave geometrije u realnom vremenu i prema zadanom rasporedu sati, sa svim studentima
koji suu ljetnom semestru 2015./2016. godine bili upisani na kolegij Matematika 2 uciteljskog studija
u Splitu, koji su ¢inili eksperimentalnu grupu (52 studenata). Sudionici eksperimentalne grupe nisu
imali nikakvih posebnih obveza prema kolegiju osim redovnih, koje su propisane nastavnim planom
1 programom: redovito pohadanje nastave i izvrSavanje postavljenih zadaca.

S obzirom da se intervencija odvijala unutra redovite nastave u realnom vremenu, moguce je da
alternativni pristup poucavanja na sve sudionike eksperimentalne grupe nije imao jednak utjecaj, jer
to dijelom ovisi i o redovitosti njihovog pohadanja nastave te izvrSavanja domacih zadaca. Iako se
moglo pratiti koliko oni redovito sudjeluju na nastavi te u kojoj mjeri i koliko uspjesno izvrSavaju
domace zadace, ti rezultati se nisu mogli usporedivati s rezultatima testiranja, jer su sudionici pred i
post testove pisali pod kodom koji je u svrhu identifikacije bio poznat samo njima. Ipak, taj pristup
je odabran kako bi podaci prikupljeni testiranjem bili neutralni u odnosu na intervenciju.

Zbog svega opisanog, tijekom intervencije sudionici se nisu promatrali pojedina¢no ve¢ kao grupa s
odredenim karakteristikama. O neposrednom radu sa sudionicima eksperimentalne grupe vodila se
evidencija, a uocene teSkoc¢e sudionika, njihova nerazumijevanja i pogreSna shvacanja geometrijskih
koncepata koristila su se kao podloga za raspravu unutar odgovarajuce teme. U nastavku se detaljnije
opisuju nastavni planovi i programi rada, strategija pouc¢avanja 1 nastavne aktivnosti koristene tijekom
intervencije.

5.5.4.1. Nastavni planovi i programi za geometriju

Uvidom u nastavne planove i programe za matematiku na uciteljskim studijima, posebno one kojima
su obuhvaceni sadrzaji euklidske geometrije ravnine i prostora, utvrdeno je da program na Sveucilistu
u Zadru najbliZze odgovara programu na Sveucili$tu u Splitu. Osim toga, oba su se programa izvodila
u ljetnom semestru pod nazivom Matematika 2. Stoga je dogovoreno da svi studenti koji su u ljetnom
semestru 2015./2016. godine bili upisani na kolegij Matematika 2 uciteljskog studija u Zadru ¢ine
kontrolnu grupu (38 studenata). Jedino je postojala razlika izvodenja po godinama: u Splitu se kolegij
izvodio na 3. godini uciteljskog studija, a u Zadru na 2. godini. Iz toga je vidljivo da je kontrolna
grupa imala manju stanku u kontinuitetu matematickog obrazovanja od sudionika eksperimentalne
grupe. U nastavku se detaljnije predstavljaju i usporeduju oba programa.

Nastavni plan i program rada po kojemu su radili sudionici iz eksperimentalne grupe (Tablica 7)
razraden je detaljno po temama koje su se obradivale unutar 15 tjedana, pri ¢emu je u prvom i
posljednjem tjednu planirano i testiranje opisanim testovima. Nastavni plan i program rada po kojemu
su radili sudionici iz kontrolne grupe (Tablica 8) preuzet je iz Elaborata o studijskom programu, koji
je bio dostupan on line na pocetku akademske godine 2015/2016. Sadrzaj je predmeta i u ovom
slucaju detaljno razraden po temama, ali nije naznaceno koje teme se rade u kojem tjednu, vec je
navedeno 20 tematskih cjelina redom njihovog izvodenja. Sa sudionicima kontrolne grupe planirano
je testiranje opisanim testovima u prvom i posljednjem tjednu, ali bez zadiranja u njihov redovni plan
i program. Usporedivanjem predstavljenih programa (Tablica 7 i 8) vidljivo je da su sve teme
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programa eksperimentalne grupe sadrzane i u programu kontrolne grupe te da u programu kontrolne
grupe postoje dvije teme vise: izometrije 1 vektori.

Tablica 7. Okvirni plan i program rada u eksperimentalnoj grupi

Tjedan | Plan i program rada

Testiranje prije ucenja geometrije: VH, SPAC i GEO test

Uvodno upoznavanja:

1 - plani program rada, vrednovanje, obveze prema predmetu, potreban pribor

- izrada i osnovne Kkarakteristike tangram slagalice: slaganje i crtanje tangram likova na praznom
papiru i u kvadratnoj tockastoj mreZi

Osnovni geometrijski pojmovi: tocka, pravac, ravnina i prostor

Odnosi medu osnovnim pojmovima: pripadnost i poredak

2 Aksiomi: pripadanja, uredaja, podudarnosti, neprekidnosti i paralelnosti

Osnovne geometrijske konstrukcije: prenoSenje duzine i kuta, simetrala duZine i kuta, konstrukcija

okomice i paralele, dijeljenje duzine u omjeru, osnovne konstrukcije trokuta: SSS, SKS, KSK, SSK>

DuZina: definicija, duljina duzine i udaljenost to¢aka, usporedivanje duzina, poloviste duZine,

sukladne duZine, simetrala duzine, konveksni skup

PovrSina: odredivanje veli¢ine, poplo¢avanje, crtanje u kvadratnoj to¢kastoj mrezi

Opsezi i povrsine odabranih likova: mjerenje, usporedivanje

Polupravac, poluravnina

Kut: definicija, vrste kutova i njihove mjere (u stupnjevima i radijanima), sukladni kutovi, susjedni i

suplementarni kutovi, komplementarni kutovi, vr$ni kutovi, kutovi s paralelnim i okomitim kracima,

kutovi uz presjecnicu

Trokut: definicija, osnovni elementi i odnosi (stranica, kutova), vrste trokuta i njihova svojstva,

Pitagorin poucak, Cetiri karakteristi¢ne tocke trokuta i njihova svojstva, opseg i plostina trokuta

Sukladni trokuti i teoremi o sukladnim trokutima: SSS, SKS, KSK, SSK>

Primjena teorema o sukladnosti u dokazivanju izvedenih tvrdnji

Talesov poucak o proporcionalnim duzinama (Cetiri proporcije) i njegov obrat

7 Sli¢ni trokuti i teoremi o sli¢nim trokutima: KK, SSS, SKS, SSK”

Opsezi, visine i plostine sli¢nih trokuta, Euklidov teorem

Cetverokut: definicija, osnovni elementi i odnosi, vrste Getverokuta i njihova svojstva (trapezoidi,

trapezi i paralelogrami), odnosi medu ¢etverokutima, opsezi i povr$ine Cetverokuta, sukladni i sli¢ni

Cetverokuti.

Mnogokuti: dijagonale i kutovi, pravilni mnogokuti, opsezi i povrsine

Kruznica: definicija, osnovni elementi i dijelovi (polumjer, promjer, tetiva, kruzni luk), odnos pravca

1 kruznice, odnos dviju kruznica

9 Krug: definicija, osnovni elementi i dijelovi (polukrug, kruzni isje¢ak, kruzni odsjecak, kruzni

vijenac), opseg i povrsina kruga te dijelova kruga, obodni i sredi$nji kut, tetivni i tangencijalni

Cetverokuti
Uvod u geometriju prostora: pravci i ravnine u prostoru, klasifikacija geometrijskih tijela, izgradnja
10 geometrijskih tijela od kocaka te njihovo oplosje i volumen, crtanje tijela u izometri¢noj mrezi,

razliite perspektive
Prizme (Cetverostrane, trostrane, Sesterostrane) i njihove mreze: osnovni elementi, vrste (kose,

11 . C . N . . .
uspravne, pravilne), crtanje, dijagonalni presjeci, oplo§je i volumen, odnosi medu tijelima

12 Piramide (Cetverostrane, trostrane, Sesterostrane) i njihove mreZe: osnovni elementi, vrste (kose,
uspravne, pravilne), crtanje, dijagonalni presjeci, oplo§je i volumen, odnosi medu tijelima

13 Obla tijela (valjak, stozac, kugla) i njihove mreze: osnovni elementi, vrste (kosi, uspravni,
jednakostrani¢ni), crtanje, osni presjeci, oplosje i volumen, odnosi medu tijelima

14 Rotacijska tijela: crtanje, opisivanje, odredivanje oplos$ja i volumena nastalih tijela

15 Zavrsni sat: utvrdivanje uspjeha i zakljucivanje

Testiranje nakon ucenja geometrije: VH, SPAC i GEO test
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Tablica 8. Okvirni plan i program rada u kontrolnoj grupi

Tema | Sadrzaj predmeta detaljno razraden prema satnici nastave

1 Aksiomi o pripadnosti - incidenciji (iskazi; ilustracija: posljedice).

2 Aksiomi o poredku - uredaju (linearni uredaj na pravcu; ilustracija; konveksan skup; konveksna ljuska;
trokut; Paschov aksiom)
Aksiomi o mjerenju (metrika; posljedice).
Aksiomi o simetri¢nosti (osna simetrija).
Temeljni poucci (posljedice prihvacenih aksioma).
Izometrije (osnovna svojstva; fiksne tocke; simetrala; okomitost; osnovni pouéak o izometrijama;
rotacija; centralna simetrija).
Kut (definicija; uredaj; mjerenje; kutovi u trokutu).
Likovi (trokut; trokutna nejednakost; mnogokut; udaljenost tocke od pravca; kruznica; presjek pravca
i kruznicom; presjek dviju kruznica).
9 Aksiom o usporednicama - paralelama (Euklidov peti postulat; aksiom o paralelama; ekvivalenti
petoga postulata; hiperbolicka i eliptiCka geometrija; realizacijski modeli).
10 Poucci o sukladnosti (S-S-S; S-K-S; K-S-K; S-K-S; izometri¢nost; konstrukcije).

[o2X &2 I IR NOV)

~

[0}

11 Cetiri osobite trokutove totke (paralelogram; srednjica; teZi$nice i teZiste; sjeciste strani¢nih simetrala;
sjeci$te kutnih simetrala; visine i orto-centar)

12 Poucci o sli¢nosti (paralelna projekcija; Talesov poucak o proporcionalnosti; pouéci o kutovima;
poucci o slicnim trokutima; homotetija).

13 Pitagorin poucak (Pitagorin poucak; ekvivalenti Pitagorina poucka; obrat Pitagorina poucka).

14 Obodni i sredi$nji kut (tetiva; promjer; luk; poucak o obodnomu i srediSnjemu kutu; Talesov poucak).

15 Tangencijalni 1 tetivni Cetverokut (tangencijalni Cetverokut; tetivni Cetverokut; Ptolomejev poucak;
potencija s obzirom na kruznicu).

16 Vektori (usmjerena duzina; vektor; zbrajanje i mnozZenje skalarom).

17 Algebarski prikaz (pravokutni koordinatni sustav; algebarski zapis ravninskoga vektora; algebarske
operacije na vektorima).

18 Translacija (definicija; svojstva; izometrija kao kompozicija rotacije i translacije).

19 Stereometrijski aksiomi i posljedice (iskaz; ilustracija; osnovni odnosi medu to¢kama, pravcima i
ravninama u prostoru.

20 Geometrijska tijela (prizme; kvadar; kocka; piramide; valjak; stozac; kugla).

Prema stilu navodenja tema, moze se uocCiti da se u programu eksperimentalne grupe vise istiCu
pojmovi koji ¢e se obradivati, a aksiomatska struktura je ,,skrivena” u pozadini, dok je u programu
kontrolne grupe naglasena upravo aksiomatska struktura. Takoder, kroz tematski opis uocava se da
je uprogramu eksperimentalne grupe planiran rad s didakti¢kim sredstvom (u ovom slu¢aju tangram,
1ako moze biti 1 neko drugo), crtanje u razli¢itim mreZama te konstruiranje, §to se ne moze re¢i 1 za
program kontrolne skupine. No, iako se kroz tematski opis ne moze vidjeti je li u poucavanju
planirano koristenje programa dinamicke geometrije (Sketchpad i Geogebra), on se ipak koristio u
radu sa sudionicima iz obje grupe.

5.5.4.2. Nastavne strategije tijekom intervencije

Tijekom intervencije dominirale su dvije glavne nastavne strategije: (1) strukturiranje nastavnih tema
prema van Hieleovima fazama ucenja te (2) poucavanje temeljeno na vizualno-analitickoj metodi
usmjerenog opazanja.

U okviru predavanja, nastavne teme najceSc¢e su strukturirane kroz pet kljucnih aktivnosti prema van
Hieleovim fazama ucenja: uvodna rasprava (F1), samostalni rad sudionika uz usmjereno vodenje
(F2), objasnjavanje dobivenih rezultata (F3), primjena obradenog kroz razlicite primjere (F4) te
integracija rezultata u funkcionalnu cjelinu (F5). Opisane se aktivnosti nisu provodile linearno niti
jednakog obima, ve¢ naizmjeni¢no i u obimu koji je zahtijevala odredena tema, uz prilagodavanje
(pred)znanjima sudionika. Upravo je zbog toga ponekad moguce sve aktivnosti realizirati tijekom
samo jednog sata, a neke od njih 1 viSe puta, dok se ponekad realizacija svih aktivnosti proteze na
viSe sati. U okviru vjezbi, koristili su se zadaci razli¢itih kognitivnih zahtjeva, s razli¢itom svrhom:
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za ponavljanje, provjeru razumijevanja i primjenu obradenih sadrzaji, za istrazivanje, otkrivanje i
uspostavljanje funkcionalne mreze razli¢itih koncepata. Prema cilju rjeSavanja, unutar svake tematske
cjeline svi zadaci su razvrstani u tri kategorije: odredbeni, konstruktivni i dokazni.

Strukturne aktivnosti planirane su tako da se kroz sve navedene faze ucenja moze §to vise koristiti
vizualno-analiticka metoda usmjerenog opazanja: od uvodne rasprave, preko samostalnog rada unutar
strukturiranog materijala i objaSnjavanja do primjera primjene i zavr$ne integracije. Time se
cjelokupno poucavanje prozimalo elementima vizualizacije te osiguravalo okruzenje unutar kojeg su
sudionici mogli razvijati vjestine vizualizacije u kontekstu geometrije, ali i geometrijske sadrzaje uciti
s veéim razumijevanjem uz podrSku vizualizacije. U nastavku se detaljnije opisuje nacin
strukturiranja tematskih cjelina (nastavnih tema) te primjena metode usmjerenog opazanja tijekom
intervencije.

(1) Strukturiranje nastavnih tema prema van Hieleovim fazama ucenja. Tijekom intervencije,
nastavni je sat naj¢eS¢e zapocinjao fazom pitanja i raspravom (F1), kako bi se ispitalo §to sudionici
ve¢ znaju o temi koja se zeli obraditi. Uvodenjem sudionika u raspravu do izrazaja dolaze razne
teSkoce, nerazumijevanja 1 pogreSna shvacanja koja oni imaju o geometrijskim konceptima. U svrhu
osvjestavanja sudionika o nepotpunom razumijevanju ili pogreSnom shvaéanju koristila se metoda
kognitivnog konflikta: prema njihovom opisu postavljao se kontra primjer kako bi im se ukazalo u
c¢emu grijese ili gdje su manjkavosti.

Na primjer, u tematskoj cjelini o kruznici i krugu prirodno je zapoceti definicijama tih pojmova,
njihovim osnovnim elementima i dijelovima (polumjer, promjer, tetiva itd.). lako je svim sudionicima
pojam kruznice priliéno poznat, njihov opis obi¢no je nepotpun. Ukoliko kazu da je Kruznica skup
toc¢aka ravnine jednako udaljenih od jedne tocke, onda im se moze ponuditi Slika 88(a) jer nedostaje
rije¢ svih. Ukoliko kazu da je Kruznica skup svih tocaka jednako udaljenih od jedne tocke, onda im
se moze ponuditi Slika 88(b) jer nedostaje rije¢ ravnine. Ukoliko kazu da je Kruznica skup svih tocaka
ravnine jednako udaljenih od sredista kruZnice, onda se s njima mozZe razmotriti nekorektnost
cirkularne definicije (Jozi¢, 2014). Itd.

(a) (b)
Slika 88. Nepotpuna kruznica i sfera

Nakon uvodne rasprave 0 pojmovima, sudionici se usmjerenim vodenjem (F2) provode kroz razlicite
aktivnosti crtanja, mjerenja, prebrojavanja, izracunavanja, povezivanja, zakljucivanja itd. (ovisno o
temi koja se obraduje), a aktivnosti se pazljivo strukturiraju u svrhu otkrivanja svojstava pojmova i
njihovih odnosa, posebno onih koji su im do tada bili nepoznati ili nedovoljno jasni. Usmjereno
vodenje se moZe koordinirati kroz direktnu interakciju sa sudionicima, a mogu biti pripremljeni 1
programirani materijali za samostalni rad sudionika (individualno, u paru ili grupi).

Na primjer, nakon rasprave o pojmovima obodni i sredisnji kut, sudionici se mogu usmijeriti da
crtanjem i mjerenjem vise obodnih kutova nad istim lukom (Slika 89a) ili sukladnim lukovima iste
kruznice (ili sukladnih kruznica) izvedu zakljucak o jednakosti tih kutova. Takoder, mogu se usmjeriti
da nacrtaju obodni kut nad lukom (tetivom) odabranog sredisnjeg kuta (Slika 89b i 89c) te mjerenjem
I usporedivanjem njihovih veli¢ina izvedu zakljucak da je obodni kut dvostruko manji od pripadnog
sredi$njeg kuta.
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(b) (c)
Slika 89. Obodni i sredi$nji kutovi

Nakon provedbe aktivnosti vodenog istrazivanja potrebno je napraviti kratki osvrt te izdvojiti vaznije
zakljucke (F3). Ukoliko se usmjereno vodenje odvija kroz direktnu interakciju nastavnika i sudionika,
onda se aktivnosti F2 i1 F3 zapravo ispreplecu i nadopunjuju. Na primjer, prethodne aktivnosti se
mogu provesti koristenjem gotovih dinamickih ucila, raspravom o promjena koje se dogadaju tijekom
rada na njima te postavljanjem zaklju¢aka koji proizlaze direktno iz uo¢enog. Ukoliko sudionici rade
samostalno kroz programirani materijal, onda je korisno da najprije oni opisu svoje rezultate, a zatim
da usmjerenim vodenjem nastavnika izvedu najvaznije rezultate provedenih aktivnosti: novu
terminologiju, nove pojmove i njihove definicije, tvrdnje i njihove obrate itd.

Na primjer, kao rezultat prethodnih aktivnosti vazno je uvesti pojam pripadnosti te zakljuciti da se
nad jednim kruznim lukom i pripadnom tetivom moze promatrati beskona¢no mnogo pripadnih
obodnih kutova, ali samo jedan pripadni sredis$nji kut. Takoder, da svakom obodnom i sredi$njem
kutu pripada samo jedan kruzni luk (tetiva). Nakon tih razmatranja mogu se postaviti tvrdnje:

Tvrdnja 1: Svi obodni kutovi nad istim lukom (tetivom) iste kruznice jednakih su veli¢ina.

Tvrdnja 2: Svi obodni kutovi nad sukladnim lukovima (sukladnim tetivama) iste kruZnice (sukladnih
kruZnica) jednakih su veli¢ina.

Tvrdnja 3: Sredi$nji kut je dvostruko veéi od pripadnog obodnog kuta.
Tvrdnja 4. Svaki obodni kut nad promjerom kruznice je pravi kut.

Nakon postavljanja tvrdnji prikladno je povesti raspravu (F1) o istinitosti, razlozima i na¢inima
opravdavanja istinitosti: svaka je tvrdnja istinita ili lazna (lat. tertium non datur, nema treceg),
istinitost tvrdnje se mozZe opovrgnuti na temelju jednog kontra primjera koji pokazuje da tvrdnja ne
vrijedi, ali se njezina istinitost ne moze opravdati na temelju nekoliko primjera koji pokazuju da ona
vrijedi, ve¢ je potrebno provesti dokaz. Prije procesa dokazivanja korisno je povremeno povesti
raspravu o vrstama dokazivanja: direktno te indirektno, kontrapozicijom ili kontradikcijom, ali i o
strategijama dokazivanja. Na primjer, opravdavanje istinitost tvrdnje 3 moze se izvesti direktno,
razmatranjem triju slucajeva (Slika 90).

Slucaj 1: Slucaj 2: Slucaj 3:

B = 2avanjski kut AASC B=(B+p")-B'=2(a+a')-2a'=2a

Slika 90. Dokazivanje tvrdnje 3 kroz tri slucaja
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Umjesto da se sudionicima postave gotovi slucajevi bez njihovog promisljanja, korisno bi bilo da
sami otkriju put dokazivanja (F2), odnosno potrebu razmatranja triju slucajeva. U tu svrhu korisno ih
je uputiti na razmatranje obodnih kutova na Slici 89. te traziti da opiSu njihov odnos sa srediStem
kruznice S (F3). Dalje, mogu razmatrati predstavljaju li ta tri obodna kuta sve moguc¢e obodne kutove
pripadnog sredi$njeg kuta ili postoji jo§ neki slucaj koji nije prikazan (F2 i F3). Zatim, moze li se
istinitost opravdati na isti nacin za svaki prikazani obodni kut ili su to ipak tri razlicita slucaja te je
istinitost potrebno opravdati za svaki slucaj posebno (F2 1 F3). Takoder, kroz raspravu (F1) treba
ispitati je li svima jasno da je potrebno opravdati istinitost za svaki od tri slu¢aja (Slika 90), kako bi
se izveo zakljucak o istinitosti tvrdnje 3 opéenito. Konacno, provodi se i dokaz kroz odgovarajuce
aktivnosti, kombiniranjem F1 (ponavljanje), F2 (uocavanje) i F3 (zakljucivanje).

Na primjer, za slu¢aj 1, prvo se uo¢i trokut AASC te da su njegove dvije stranice polumjeri pa se
zakljuci da je trokut jednakokracan te posljedicno da su kutovi nasuprot krakova jednaki, veli¢ine a.
Zatim se uo¢i da je kut veli¢ine B vanjski kut promatranog trokuta, a zatim se ponovi odnos vanjskog
kuta 1 unutrasnjih kutova u trokutu te odabere onaj koji je povoljniji. Kona¢no se, na temelju svega
prethodnog, zakljuci da je [ =2« . Preostala dva slucaja su povezana s prvim slucajem, ali kako bi
se to uocilo potrebno je istaknuti dodatni element — polupravac CS jer se tek onda moze uociti da se
radi o zbroju, odnosno razlici dvaju kutova, na koje se moze primijeniti zakljucak iz prvog slucaja. |
konac¢no, kako za sva tri slucaja tvrdnja vrijedi, moze se zakljuciti da je tvrdnja 3 istinita.

Kroz prethodno opisano dan je ujedno i1 primjer kako se kroz usmjereno opazanje moze koristi
vizualno-analiticka metoda u svrhu otkivanja puta dokazivanja postavljene tvrdnje, ali i sam proces
dokazivanja. Zahtjev za dokazom se moze ponekad dati i kao zadatak pa kao takav moze sluziti u
svrhu primjene i provjere razumijevanja (F4).

Na primjer, nakon §to se ustanovi da istinitost tvrdnje 4 proizlazi neposredno iz istinitosti tvrdnje 3,
korisno je razmotriti moze li se istinitost tvrdnje 4 opravdati bez koriStenja tvrdnje 3 (Slika 91). U
tom se slucaju novi sadrzaji povezuju u funkcionalnu cjelinu sa prethodno obradenim sadrzajima te
se uspostavlja mreZza pojmova i njihovih veza (F5) koja osigurava prijelaz na viSu razinu
geometrijskog misljenja.

Nacin 1: Nacdin 2: Nacin 3:

v - obodni kut nad promjerom AB

B - sredisnji kut nad AB ovtf - obodni kut nad AB = trokutu AABC opisana kruznica i
a - pripadni obodni kut Zbroj kutova u trokutu AABC Ny op :
180° 20 +2 =180° srediste S u polovistu stranice trokuta
a= g === 90° o = trokut AABC pravokutan

Slika 91. Dokazivanje tvrdnje 4 na tri nacina

Nakon osvrta o provedenim aktivnostima i izvedenim zakljuccima te njihovim dokazima vazno je
osigurati primjere kroz koje se moze provjeriti razumijevanje obradenog (F4). Primjeri bi u pravilu
trebali biti kognitivno zahtjevniji od onih koji su se koristili kroz aktivnosti, jer se kroz snalazenje u
slozenijem kontekstu uofava (ne)razumijevanje. Primjeri ne moraju nuzno slijediti nakon svih
izvedenih tvrdnji i njihovih dokaza, ve¢ naprotiv, korisno je naizmjeni¢no isprepletati aktivnosti
istrazivanja, otkrivanja i postavljanja tvrdnji (F2) s primjerima primjene i dokazivanjem tvrdnji (F4),
uz barem kratki osvrt o provedenom, uvodenjem nove terminologije, novih zakljucaka (F3) itd.
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Upravo, kombiniranjem razli€itih aktivnosti, tj. kroz nelinearno strukturiranje nastavne teme, postize
se izgradnja funkcionalne mreze (F5) razli¢itih geometrijskih pojmova. Primjere je korisno postavljati
na razli¢ite nacine: tekstom, vizualnim prikazom, simbolickim zapisom, odnosno kombinirano,
koristenjem sva tri oblika (Slika 92).

Primjer 1: Primjer 2: Primjer 3:

Duzina AC je promjer kruznice.

Stranica AB je promjer kruznice,
a tocak P polovista stranice.
Odrediti sredi$nje kutove nad

Argumentirati zasto je ES
simetrala kuta pri vrhu E, kada je

|£SBA|,|£CSD|=" ABCD kvadrat.

stranicama trokuta AC i BC.

Slika 92. Primjeri za provjeru obradenih sadrzaja

Ponekad je dobro isti zadatak zadati na viSe razli¢itih nacina kako bi sudionici razvijali razlicite
vjestine pri rjeSavanju zadataka te povezivali razli¢ite sadrzaje i terminologiju. Na primjer, zadatak
iz primjera 2 (Slika 92) umjesto kroz vizualni prikaz moze se zadati tekstom: Jedan Siljasti kut
pravokutnog trokuta iznosi 27°30'". Odredite velicine kutova pod kojim se katete tog trokuta vide iz
polovista hipotenuze. 1li, zadatak iz primjera 3 (Slika 92) moze se postaviti kao tvrdnja koju treba

dokazati: Nad stranicom AD kvadrata ABCD, prema vani konstruiran je pravokutni trokut AADE .
Ako je tocka S srediste dijagonala kvadrata, onda je pravac ES simetrala kuta <AED . Dokazati.
Ponekad sudionici budu iznenadeni koliko isti zadatak moze izgledati sasvim drugacije kada se zada
u drugom ruhu, a raspravom o tome umanjuje se mogucnost njihovih komentara: Ovu vrstu zadatka
nismo nikada radili.

Provjera razumijevanja obradenih pojmova (F4) te njihovo povezivanje s drugim pojmovima u
funkcionalnu mrezu pojmova (F5), najbolje se ostvaruje istodobnom primjenom VOS sustava. Na
primjer, na Slici 93. prikazano je kako se unutar istog primjera mogu koristiti sva tri sustava u svrhu
provjere razumijevanja koncepta kruznice unutar konteksta kuta te njihovog presjeka.

Odnos kruznice k i kuta K sa Nacrtati kruznicu k i kut Ku Nacrtati kruznicu k i kut Ku
slike opisati rijeima i zapisati opisanom odnosu, a zatim odnos odnosu koji je dan zapisom,
simbolicki: zapisati simbolicki: a zatim odnos opisati
rije¢ima:
(a) Kruznica k dira kut K u jednoj
tocki kraka tog kuta. @) knK= {D}
(b) Jedna polukruznica kruznice k
pripada kutu K. (b) kMK =AB
(c) Kruznica k (ne)pripada kutu K. ©) knK =k ili
knK=g
1zV uO0S IZzOuVS 1zSuVO

Slika 93. Razumijevanje i povezivanje koncepata kroz VOS sustav
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Takoder, korisno je ste¢ena znanja primjenjivati (F4) i na probleme iz realnog konteksta jer njihovim
rjeSavanjem sudionici imaju priliku povezivati razli¢ite matematicke sadrzaje u funkcionalnu cjelinu
(F5), ali istodobno prepoznati i svrhovitost u¢enja odredenih sadrzaja.

Na primjer, umjesto da se sudionicima zadaje geometrijska figura koju trebaju konstruirati, moze se
iskoristiti fotografija npr. dijela procelja Crkve iz 13. stolje¢a u Orsanmichele u Firenci i traziti da
rekonstruiraju nacrt koji su arhitekti trebali imati prije izgradnje (Slika 94). Osim $to ljepota procelja
moze biti motiviraju¢a za konstruiranje geometrijske figure pomoc¢u kruznica i kruznih lukova,
rjeSavanje problem zahtijeva povezivanje mnostva definicija i pravila. Za odredivanje radijusa i
srediSta klju¢nih kruznica potrebno je iskoristiti uvjet dodira dviju kruznica, dijeljenje duzine na
jednake dijelove, Pitagorin poucak, kvadriranje razlomaka i binoma, rjeSavanje jednadzbi, svojstva
jednakosti, procese konstruiranja, opisivanje itd. Detaljna obrada primjera sa Slike 94 predstavljena
je uradu Ucenje usmjerenim opazanjem (Jozié, 2012Db).

e -
.
(

Slika 94. Rekonstrukcija dijela procelja

No, problemi iz realnog Zivota mogu sluZiti 1 kao podloga za uvodnu raspravu (F1), ali 1 kao prilika
za istrazivanje, uocavanje zakonitosti i postavljanje tvrdnje (F2) te kao podloga za raspravu o
postignutom (F3). Takoder, prakti¢ni problemi se mogu provlaciti kroz viSe tematskih cjelina, na
razli¢ite nacine i tako povezivati razli¢iti geometrijski koncepti.

Na primjer, moze se postaviti problem savijanja Zice zadane duljine. Unutar tematske cjeline trokut,
istrazivanje moze zapoceti oblikovanjem razli€itih vrsta trokuta, a zatim odredivanjem trokuta
najvece povrsine. Sli¢no istrazivanje se moze ponoviti u radu s ¢etverokutima itd. te na kraju u cjelini
o kruznici i krugu. Konaéno se, na temelju svih postavljenih tvrdnji moze izvesti zakljucak da od svih
likova jednakog opsega najvecu povrsinu zauzima krug. Detaljan opis 1 razrada ove vrste istraZivanja
predstavljeno je u radu IstraZivanjem do minimuma ili maksimuma, primjenom metode usmjerenog
opazanja (Mateljevi¢, Jozi¢, Svetlik, 2013). Istrazivanje se moze nastaviti i u geometriji prostora.

Konac¢no, na kraju svake tematske cjeline korisno je ukratko sistematizirati obradene pojmove i
uvedenu terminologiju, znacajnije izvedene zakljucke te uspostavljene veze (F5). U ovoj fazi dodatno
se moze brusiti preciznost izrazavanja, iskazivanje formalnih definicija, vrSiti razna strukturiranja,
opisivati izvedene formule, klasificirati pojmove itd., ovisno o temi koja se obraduje. Na primjer,
kroz vizualne prikaze mogu se obuhvatiti svi pojmovi vezani uz kruZnicu i krug, a zatim koriStenjem
tih prikaza ponoviti njihove definicije i svojstva.

U radu O ucenju i poucavanju geometrije prema van Hieleovoj teoriji detaljno je predstavljen jos$
jedan primjer strukturiranja nastavne teme kroz pet van Hieleovih faza ucenja kako se koristilo
tijekom intervencije, a vezano je za klasifikaciju ¢etverokuta (Baranovi¢, 2019a).

128



(2) Poucavanje geometrije primjenom vizualno-analiticke metode usmjerenog opaZanja.
Glavno uporiSte vizualno-analiticke metode usmjerenog opazanja je u VOS sustavu (Slika 95).
Ukoliko je polaziste vizualni prikaz (V), on se opisuje govornim jezikom (verbalno ili u pisanom
obliku) te sazima kroz odgovarajuci simbolicki zapis. Ukoliko je polaziste situacija opisana govornim
jezikom (O), ona se predstavlja odgovaraju¢im vizualnim prikazom te dodatno apstrahira
simboli¢kim zapisom. Ukoliko je polaziSte simbolicki zapis (S), on Se interpretira i opisuje govornim
jezikom te dodatno pojasnjava vizualnim prikazom. Na taj se nacin, ista matematicka situacija, ideja,
koncept itd. prikazuju istodobno kroz sva tri sustava: vizualni, jezi¢ni i simboli¢ki, tj. u VOS sustavu.

Opisivanje govornim jezikom
i simbolicko zapisivanje onoga
§to je vizualno prikazano.

Simbolicki
zapis

s
&
N

o
S {-*0\
&"\ﬂ Q{S’\‘@i‘
¥ 2 &
¢ NS
R o L O Jezicni
< @Owo\\uo, \C’@ 7.1 opis
¥
«° ,igt-o Opisivanje govornim jezikom i
N q}(“ predstavljanje vizualnim prikazom
RS {_&‘9’ onoga Sto je simbolicki zapisano.
Q

Slika 95. VVOS sustav

Opis koristenja VOS sustava i metode usmjerenog opazanja daje se na primjeru ukr$tenih pravaca u
ravnini (Slika 96). Cilj je unutar jednog koncepta funkcionalno povezati sva tri sustava izrazavanja.

prg={4]
S

Pravci p 1 g sijeku se u tocki 4.
O 1l tocka 4 je zajednicka tocka

% pravacapigq.

>%<
[ q

Slika 96. Ukrsteni pravei u VOS sustavu

1z VV u OS: Ako se krece od vizualnog prikaza (V) ukrsStenih pravaca, onda prikaz treba znati opisati
govornim jezikom (O) i simbolicki zapisati (S).

Vizualni prikaz se ¢ita metodom usmjerenog opazanja kroz Cetiri koraka:

K1 (globalno): Na slici su prikazani pravci i tocka.

K2 (lokalno): Na slici su prikazana dva pravca p i g te jedna tocka A.

K3 (veza): To¢ka A pripada i pravcu p i pravcu g.

K4 (poruka): Na slici su prikazani pravci p i q koji se sijeku u tocki A, tj. prikazana su dva ukrStena
pravca.
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Kroz postupni govorni opis dolazi do izrazaja $to sudionici zaista vide kada gledaju vizualni prikaz i
kako to interpretiraju te znaju li se kretati od osnovnih elemenata na globalni prikaz i obratno. Nakon
Sto je vizualni prikaz precizno opisan, simbolicki prikaz se postavlja na prirodan nacin, pod uvjetom
da se znaju odgovarajuci simboli (u ovom slu¢aju simbol za presjek 1 skup). U trenutku simboli¢kog
zapisivanja korisno je ponuditi razli¢ite zapise kako bi se provjerilo jesu li studenti usvojili pojam

presjeka dvaju skupova. Naime, vazno je raspraviti u ¢emu je razlika izmedu simbolickih zapisa
pNg=Ai pNQq= {A} te zaSto prvi zapis nije korektan.

Iz O u VS: Ako bi krenuli od pojma ukrstenih pravaca (O): Za dva pravca jedne ravnine kazemo da
su ukrstena (ili da se sijeku) ako imaju samo jednu zajednicku tocku, onda treba znati kako to vizualno
prikazati (V) te kako sazeto simbolicki zapisati (S).

U ovom slucaju, potrebno je znati da se pravci predstavljaju ravnom crtom (bez istaknutih krajeva) i
da se imenuju malim pisanim slovima te da se vizualno prikazuje samo dio pravca. Nadalje, tocka se
predstavlja malim kruzi¢em i imenuje velikim tiskanim slovima. Nakon odredivanja i imenovanja
elemenata vizualnog prikaza, uvodi se simbolicki zapis, analogno kao u prethodnom slucaju.

1z S u OV: Ako bi krenuli od (S) simbolickog zapisa p Q= {A} , onda je vazno znati interpretirati
sve $to je zapisano i glavnu poruku (O), a zatim tu poruku i vizualno predstaviti (V).

U ovom slucaju, treba prepoznati jednakost (=), znak za presjek skupova (M), vitiCaste zagrade za
skup ({ }), mala pisana slova za pravce (p i g), veliko tiskano slovo za to¢ku (A). Nadalje, znagenje

uocenog interpretira se u kontekstu: na lijevoj strani je presjek skupova toCaka (presjek pravaca), a
na desnoj strani je jednoc¢lan skup koji se sastoji od tocke A. Kako je medu njima znak jednakosti
moze se zakljuciti da skupovi s lijeve strane jednakosti imaju samo jednu zajednic¢ku tocku, tocku A.
S obzirom da se simbolicki zapisi obi¢no mogu c¢itati na viSe nacina, korisno je razmotriti razlicite
mogucnosti te istaknuti onu koja je najpovoljnija u danom kontekstu. U ovom slucaju moze se reci
da je presjek dvaju pravaca jednoclan skup, odnosno da se pravci sijeku u jednoj tocki ili da pravci p
i q imaju zajednicku jednu tocku, tocku A. Zatim se moze uvesti i pojam ukrstenih pravaca za opisani
odnos dvaju pravaca u ravnini. Nakon interpretacije simboli¢kog zapisa, stvara se vizualni prikaz,
analogno kao u prethodnom slucaju.

Iako na prvu simbolicki zapis presjeka dvaju pravaca nastavniku moZe izgledati banalno 1 jasno
Citljiv, za one koji ne poznaju sve elemente ili nisu vjesti u povezivanju tih elemenata, simbolicki
zapis ne¢e moci interpretirati niti opisno, niti vizualno. Za njih ¢e to biti samo Arpa cudnih znakova
bez znacenja. Stoga je vazno ne zanemariti pocetnicke teskoce u savladavanju bilo kojeg od opisana
tri sustava znakova (Van Hiele, 1986).

Upravo primjenom troslojnog nacina poucavanja geometrije, sudionici istodobno razvijaju
sposobnost vizualizacije, stje€u znanja 1 vjeStine simbolickog zapisivanja te obogac¢uju matematicki
(geometrijski) vokabular. I ono §to je najvaznije, razvijaju vjestinu fleksibilnog prijelaza iz jednog
sustava u drugi te geometrijske sadrzaje uce s ve¢im razumijevanjem (Duval, 2014), $to je osnova za
razvoj matemati¢kog misljenja i zakljucivanja (Nakahara, 2007). A jedan od ciljeva matematickog
obrazovanja jest razviti matematic¢ku pismenost te apstraktno misljenje i zakljucivanje ucenika i
studenata. No, Cinjenica je da se profesionalni matematicari u svom privatnom radu i stvaranju
matematike koriste elementima vizualizacije, ali oni izostaju u sluzbenoj komunikaciji (Dreyfus,
1991; Whiteley, 2005). Drugim rije¢ima, u matematickom obrazovanju, gotovo kroz cijelu vertikalu,
u vecoj mjeri zastupljen je samo OS sustav, pri ¢emu je jezic¢no izrazavanje vise u pisanom obliku, a
manje verbalno.
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Upravo zbog takve nastavne prakse, u kojoj je u vecoj mjeri zastupljen OS sustav (jezi¢ni opis i
simbolicki zapis), vizualno-analitiCka metoda se razvijala u svrhu nadopunjavanja OS sustava
elementima vizualizacije te radi stvaranja balansa kroz sva tri sustava (Slika 97). Osim toga, kako je
viSe zastupljen pisani oblik izrazavanja, a manje usmeni, kad god je bilo moguce koristena je metoda
think aloud po preporuci Krutetskog (Krutetskii, 1976). Naime, u radu s vanjskim zapisima evociraju
se odgovarajuce umne slike te je vazno verbalizirati ono §to se radi kako bi se umne slike sudionika
mogle upoznati/osvijestiti i do neke mjere kontrolirati.

Vizualni
prikazi

Simbolicki
zapisi

Didakticka
sredstva

Jezicni
opisi

situacije

Slika 97. VOS poucavanje

U skladu s opisanim, polaziste vizualno-analiticke metode usmjerenog opazanja najcéesée su bili
vizualni prikazi (didakticka sredstva, realne situacije) na kojima se otkrivala odredena matematicka
poruka: koncept, svojstvo, odnos, ideja itd. | bez obzira je li se vizualni prikaz analizirao i interpretirao
ili se stvarao, proces vizualizacije se verbalizirao.

Pri ¢itanju vizualnog prikaza, vizualno-analitiCka metoda usmjerenog opazanja koristi se u Cetiri
koraka:

Korak 1 (globalno): Globalno opisati skupove to¢aka prikazanih na slici.

Korak 2 (lokalno): Precizno opisati sve elemente (jedinice) prikaza.

Korak 3 (veze): Uspostaviti veze medu elementima.

Korak 4 (poruka): Prema uocenim vezama odrediti §to slika predstavlja u danom kontekstu.

Pri stvaranju vizualnih prikaza radi predstavljanja odredene (geometrijske) situacije, strukture ili
ideje, vizualno-analiticka metoda usmjerenog opazanja koristi se gotovo analogno:

Korak 1 (elementi): Izdvojiti elemente koje treba vizualno prikazati.

Korak 2 (prikaz i imenovanje): Za svaki element (jedinicu) odabrati prikaz i imenovanje.

Korak 3 (veze): Uspostaviti odgovarajuc¢e veze medu elementima.

Korak 4 (poruka): Isticanjem svih veza medu elementima prikazati poruku u zadanom kontekstu.

Vizualno-analiticka metoda usmjerenog opazanja tijekom intervencije prozimala je sve opisane faze
ucenja (F1 do F5) i sve nastavne aktivnosti: opisivanje osnovnih pojmova i odnosa medu njima,
definiranje izvedenih pojmova, iskazivanje osnovnih i izvedenih tvrdnji, dokazivanje, rjeSavanje
problema. S obzirom da u ovom radu nije moguce obuhvatiti sve aktivnosti, u nastavku se opisana
metoda demonstrira kroz nekoliko primjera.

Nastava geometrije tijekom intervencije zapocela je uvodenjem osnovnih pojmova (tocka, pravac,
ravnina, prostor) i opisom odnosa medu njima te iskazivanjem pet grupa aksioma euklidske
geometrije (aksiomi pripadnosti, poretka, kongruencije, neprekidnosti, paralelnosti). Polaziste su
(gotovo) uvijek vizualni prikazi, no prije koriStenja vazno je istaknuti kontekst unutar kojeg se prikaz
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koristi, u ovom slucaju: opisivanje odnosa i postavljanje aksioma. Pri jezicnom opisu odnosa koristi
se bogatstvo jezika i uvode razliCite terminologije, a odnosi se razmatraju iz razlicitih perspektiva.

Vizualni prikazi se obi¢no mogu visestruko koristiti, Sto svakako ovisi o slozenosti prikaza, ali i o
kontekstu u kojem se koristi te s kojom svrhom se Koristi. Tako, na primjer, na samom pocetku za
opis odnosa i uvodenje terminologije mogu se koristiti jednostavniji vizualni prikazi (Slika 98a i 98b),
dok se u svrhu ponavljanja ili provjere znanja mogu koristiti slozeniji prikazi (Slika 98c).

(a) (b)

Slika 98. Opisivanje odnosa izmedu to¢aka i pravca

Primjenom metode usmjerenog opazanja, vizualni prikaz sa Slike 98c, moze se Citati na sljedeéi
nacin:

Korak 1 (globalno): Na slici su prikazane tocke i pravac.

Korak 2 (lokalno): Na slici je istaknuto Sest tocaka: A, B, C, D, E i F te pravac p.

Korak 3 (veze): Neke tocke pripadaju pravcu, neke ne.

- Tocke E, D i F pripadaju (su elementi) pravcu p, simbolicki E, D, F € p; ili pravac p sadrzi toc¢ke
(prolazi totkama) E, D i F.

- Tocke A, B i C ne pripadaju (nisu elementi) pravcu p, simboli¢ki A,B,C ¢ p; ili pravac p ne
sadrzi tocke (ne prolazi tockama) A, B i C.

- Tocke Ai C su sa iste strane pravca p, a tocke A i B su sa razli¢itih strana pravca p.

- Tocke E i F nalaze se razli€itih strana to¢ke D pravca p.

- Tocke E i D nalaze se s iste strane u odnosu na tocku F.

- Tocke D i F nalaze se s iste strane u odnosu na toc¢ku E.

Korak 4 (poruke): Ovisno o kontekstu mogu se ¢itati razlic¢ite poruke.

- Tocke E, D i F su kolinearne tocke (uvodi se definicija kolinearnosti).

- Tocka D nalazi se izmedu tocaka E i F, simboli¢cki E—D—F (uvodi se relacija biti izmedu).

- Aksiom 1: Ako kazemo da je tocka D izmedu tocaka E i F, te piSemo E-D—-F ,ondasuE, D
F tri razlic¢ite tocke jednog pravca.

- Aksiom 2: Za svake dvije razliCite tocke E i F pravca p, postoji tocka D takvadaje E-D-F .

- Aksiom 3: Od tri razlicite tocke jednog pravca najvise je jedna izmedu preostalih dviju, tj. vrijedi:
E-D-Fili D-F-Eili F-E-D.

- Aksiom 4: Ako su A i B s razlicitih strana pravca p te tocke B i C s razlicitih strana pravca p, onda
su tocke A 1 C s iste strane pravca p.

Ali isto tako, pri ¢itanju vizualnog prikaza sa Slike 98¢, koraci K3 (opis odnosa) i K4 (predstavljena
poruka) mogu se koristiti naizmjenicno, $to je zapravo prirodnije.

U poglavlju o vizualizaciji (pocetak na str. 59) opisana je vaznost i mogucnost koristenja slozenih
geometrijskih figura, a naj¢eS¢e se mogu visestruko koristiti. Odabir konteksta daleko olaksava
Citanje prikaza jer usmjerava fokus na traZenje odgovarajucih elemenata i njihovih veza, ali kada
prikaz sluzi u svrhu ponavljanja ili otkrivanja svih mogucih poruka, onda je korisno krenuti od
globalnih elemenata (ono §to se vidi na prvu), pa postupnim otkrivanjem lokalnih elemenata i njihovih
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veza Citati odgovarajuce poruke koje su tim vizualnim prikazom predstavljene. Tako se, primjenom
metode usmjerenog opazanja, €itanje i stvaranje slozenih geometrijskih figura moze prili¢no olaksati.
Na primjer, vizualni prikaz (geometrijska figura) na Slici 99 moze se visestruko koristiti, ovisno o
kontekstu u kojem se koristi i s kojom svrhom se koristi: pri izvodenju ili dokazivanju Euklidova
poucka, postavljanju ili dokazivanju tvrdnje koja pripada izoperimetrijskom problemu, pri
uspostavljanju veze medu likovima, bilo konstruktivno, bilo racunski, odnos aritmeticke i
geometrijske sredine itd. Oznake nisu postavljene uobicajeno kako bi se fokus usmjerio na ¢itanje
odnosa sa slike, a ne na prisje¢anje nekih zapamcenih Cinjenica i pravila.

Slika 99. Citanje matematickih poruka sa slike

Korak 1 (globalno): Na slici je prikazana kruznica, trokut i visina trokuta.

Korak 2 (lokalno): Na slici je prikazan pravokutni trokut AACD s katetama duljina e i f , visina
trokuta BD duljine ¢, duzina AC podijeljena na dva dijela duljine |AB|=a i [BC|=b te kruznica
koja je opisana trokutu.

Korak 3 (veze):

- Noziste B visine BD dijeli hipotenuzu AC trokuta AACD na dva dijela zadanih duljina:
|AB|=a, |BC|=b, pa je hipotenuza polaznog trokuta duljine a+b, |AC|=a+b.

- Ista visina dijeli trokut AACD na dva manja pravokutna trokuta: AABD s katetama duljine a
i ¢ te hipotenuzom duljine f, ABCD s katetama duljine b i ¢ te hipotenuzom duljine e.

- Manji trokuti imaju jedan $iljasti kut zajednicki s polaznim trokutom pa sva tri trokuta imaju
1 drugi Siljasti kut jednake veli¢ine.

- Kruznica je opisana trokutu pa je srediSte kruznice u polovistu hipotenuze AC i radijus

|AC| a+b

2 2

- Visina BD moze biti najvise duljine r pa vrijedi: c<r, pri demu jednakost vrijedi kada je
trokut AACD jednakokracan, odnosno kada je e= f . Itd.

kruZnice je r =

Korak 4 (poruke u kontekstu): Postavljanje tvrdnje ili dokazivanje, rjeSavanje problema.

- Sva tri pravokutna trokuta se podudaraju u paru Siljastih kutova pa su oni medusobno sli¢ni i
njihove stranice su proporcionalne.
- Prema proporcionalnosti stranica izvodi se Euklidov poucak: ¢> =ab, e =bc i f?=ac.

- Ako je dan pravokutnik plostine P, =ab, na temelju dane slike moze se konstruirati

pravokutnika
kvadrat jednake plostine, a njegova stranica ¢e biti duljine ¢ =+/ab.

- Na temelju dane slike moze se konstruirati kvadrat plostine npr. 21 jer je C= J21=47-3.
- Medu pravokutnicima jednakih ploStina najmanji opseg zauzima kvadrat (jedna tvrdnja
izoperimetrijskog problema) jer iz c <r slijedi 4c<2a+2b.
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- Nije moguce konstruirati pravokutni trokut hipotenuze duljine 10cm i visine na hipotenuzu

duljine 6 cm jer u tom sluc¢aju nije istina 6 < % . Itd.

Vjestrad s geometrijskim figurama posebno je vazan pri rjeSavanju geometrijskih problema, u kojima
su one obi¢no nuzno potrebne, a primjena metode usmjerenog opazanja je pri tome prilicno korisna.

Na primjer, pri rjeSavanju problema: U trokutu AABC myjera kuta pri vihu A je 46°, a mjera kuta pri
vrhu C je 60°. Simetrala kuta pri vrhu C sijece kruznicu opisanu trokutu u tocki D. Odredite velicinu
kuta ~CBD? potrebno je najprije izgraditi geometrijsku figuru koja objedinjuje sve zadane elemente,
a zatim postupnim uo¢avanjem veza medu elementima odrediti onu koja je klju¢na za odredivanje
nepoznatog elementa (Slika 100).

Skica

Opis

K1(elementi): Prije samog crtanja potrebno je izdvojiti elemente te osvijestiti
na koji ih nacin prikazati: trokut je raznostrani¢an, kruznica prolazi njegovim
vrhovima, simetrala dijeli kut na dva jednaka dijela.

K2 (prikaz i imenovanje):
Pri crtanju zadanih elemenata korisno je odmah istaknuti zadane oznake i
veli¢ine, kako je dano u tekstu zadatka.

K3 (veze, otkrivanje puta do rjesenja):

- simetrala je podijelila kut pri vrhu C na dva jednaka dijela, pa se umjesto
veli¢ine 60° moze pisati dva puta po 30°

- kruZznica je opisana pa je njezino srediste S u sjeciStu simetrala stranica,
vjerojatno izvan simetrale kuta

- simetrala kuta sijece 1 stranicu trokuta AB , tocka E
- zatrazeni kut ZCBD treba dodati krak BD te lukom istaknuti koji kut se

trazi (kut s vrhom B te krakovima BC i BD); | ZCBD| =6

- traZeni kut se nalazi unutar trokuta ABCD pa se veli¢ina 8 moZze odrediti
iz zbroja kutova u trokutu, & =180°—(30°+y)

- utrokuta ABCD treba odrediti i veli¢inu kuta pri vrhu D, |LBDC| =y,a
ona se moze odrediti iz jednakosti obodnih kutova Z/BDC i ZBAC nad
istim lukom BC, y =46° ili

- trazeni kut § sastoji se od dva kuta veli¢ine: [ = |ZCBD| i p'= |4ABD|
pa se veli¢ina 8 moze odrediti zbrajanjem tih veli¢ina: 6 = S+ '

- veli¢ina B se moZe odrediti iz zbroja kutova u trokutu AABC, S =74°

- veli¢ina B' se moZe odrediti iz jednakosti obodnih kutova ZACD i
ZABD nad istim lukom AD, g'=30°.

Veli¢ina nepoznatog kuta:

5 =|£CBD|

K4 (poruka, odredivanje rjeSenja):
Prvi na¢in: 6 =180° - (30° + ;/) =180°— (30° + 46°) =104°.
Drugi nacin: o = f+ f'=74°+30°=104°.

Slika 100. Primjena metode usmjerenog opazanja u radu s 2D figurom

Iako su u procesu rjeSavanja problema vazne sve Cetiri faze: (razumijevanje problema, planiranje,
realizacija plana, osvrt; Polya, 1966), na temelju prikazanog (Slika 100) uocava se da proces
uspostavljanja veza zapravo dominira pri rjeSavanju problema, odnosno, faza planiranja i otkrivanja
puta do rjesenja je klju¢na pa je tijekom interventnog poucavanja njoj posvecena posebnu pozornost.
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Pri obradi geometrije prostora tijekom intervencije, dijelom je pozornost bila usmjerena i na crtanje
rotacijskih tijela koja nastaju rotiranjem zadanog lika u ravnini, §to se prilicno olakSava primjenom
metode usmjerenog opazanja pri stvaranju vizualnog prikaza. Na primjer, neka je dan sljedeci
zadatak: Zadan je pravokutni trapez duljina osnovica 7cm i 4cm te duljine kraka koji nije okomit na
osnovicu Scm. Trapez se rotira za 360° oko pravca koji prolazi vrhom siljastog kuta i okomit je na
osnovice. Odrediti oplosje i obujam nastalog tijela. Njegovo rjesenje dano je na Slici 101, primjenom

metode usmjerenog opazanja.

Skica

Opis

K1(elementi): Crtanje zapocinje skicom trapeza i osi rotacije
te analizom elemenata trapeza:
Osnovice trapeza: a=7cm,c=4cm

Visina trapeza: v=4cm
Dijelovi na osnovici: ¢c=4cm,x=3cm
Krakovi trapeza: b=5cm,d =v=4cm

K2 (prikaz i imenovanje): Nakon analize crta se nova skica i
zrcaljenje trapeza s obzirom na dani pravac te isticanjem
kljuénih elemenata na zrcalnoj slici trapeza.

Ovisno o etapi poucavanja, na skici se mogu isticati samo
zadane veli€ine, ali svakako je potrebno analizirati situacijui s
op¢im oznakama elemenata. Ovdje se na slici koriste zadane
veliCine, a u opisu i opce oznake.

K3 (veze): Najprije se istaknu klju¢ne tocke koje se
preslikavaju jedna u drugu tijekom rotacije za 180°, a zatim se
crtaju polukruznice u kosoj projekciji: izmedu unutarnjih
gornjih toCaka, izmedu vanjskih gornjih tocaka te izmedu
donjih vanjskih tocaka. Polukruznica koja se ne vidi iz tocke
gledanja crta se isprekidano.

Zatim se vrsi sjenCanje ploha (ne nuzno svih) koje nastaju
rotacijom duzina: rotacijom duze osnovice nastaje donji krug
(donja baza valjka), rotacijom krac¢e osnovice nastaje kruzni
vijenac (gornja baza valjka bez baze stoSca), rotacijom kraka
okomitog na osnovice nastaje vanjska zakrivljena ploha
(valjkasta ploha) te rotacijom drugog kraka nastaje unutarnja
zakrivljena ploha (stozasta ploha).

Isticanjem osnovnih elemenata nastalog tijela (polumjeri,
visine, izvodnice) olakSava se Citanje njihovih veli¢ina sa slike
u svrhu odredivanja oplo$ja i volumena.

@)

+P

stoSca

+2B

tijela = Pva[jka

Vtijela = Vva[/ka

-V

stosca

valjka -

stoSca

K4 (poruka): Opisanom rotacijom nastalo je trodimenzionalno
tijelo: valjak s unutarnjim otvorom u obliku stosca.

- visina valjka i stoSca: v=d =4cm

- polumjer valjka: R=a=7cm

- polumjer stosca: r =x=3cm

- izvodnica stosca: s=b=>5cm.

Oplosje nastalog tijela je veli¢ina povrsine koja omeduje
nastalo tijelo; odreduje se zbrajanjem plostina svih ploha koje
ga omeduju.

Volumen nastalog tijela je veli¢ina prostora koje to tijelo
zauzima, odreduje se oduzimanjem volumena stosca od
volumena valjka.

Slika 101. Primjena metode usmjerenog opazanja u 3D
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Uspostavljanje odnosa izmedu objekta razli¢itih dimenzija prili¢no je slozena aktivnost koja zahtijeva
posebnu pozornost u nastavi geometrije. To posebno do izrazaja dolazi pri oblikovanju geometrijskih
tijela (3D) iz zadane mrezZe tijela (2D) i obratno, otkrivanje mreze tijela (2D) na temelju zadanog
geometrijskog tijela (3D). Koraci Citanja ili stvaranja vizualnog prikaza u pravilu nisu linearni (od
K1 do K4) ve¢ se stalno isprepli¢u, posebno u interakciji sa sudionicima.

U nastavku se detaljnije opisuju nastavne aktivnosti, koje su koriStene u poucavanju geometrije
tijekom intervencije, a kroz njih se dodatno objasnjava koriStena strategija strukturiranja i vizualno-
analiticka metoda usmjerenog opazanja.

5.5.4.3. Nastavne aktivnosti tijekom intervencije

Kako je opisano u dijelu o ucenju i poucavanju geometrije, nastava geometrije bavi se pojmovima,
njihovim svojstvima i medusobnim vezama. Geometrijski pojmovi se predstavljaju vizualno (razlicite
vrste vizualnih prikaza i modela; oblici razli¢itih dimenzija), njihova mjerljiva svojstva opisuju se
veli¢inama (duljine, opsezi, plostine, volumeni), a veze medu oblicima i njithovim svojstvima opisuju
se aksiomima i teoremima, pri ¢emu se istinitost teorema utvrduje dokazom. Ukratko, nastava
geometrije bavi se oblicima, njihovim veli¢inama i medusobnim odnosima.

Oblike (razlic¢itih dimenzija) koji predstavljaju odgovaraju¢e geometrijske koncepte treba znati
predstaviti vizualnim prikazom ili modelom (realnim, artefaktom), ali i kroz dane oblike treba znati
prepoznati predstavljeni geometrijski koncept. Za opisane aktivnosti potrebne su sposobnosti
vizualizacije, a posebno vizualno-prostorne sposobnosti u radu s 3D oblicima.

Mjerljiva svojstva odreduju se razli¢itim mjernim instrumentima, a izmjerene veli¢ine iskazuju
broj¢anom vrijednos¢u 1 mjernom jedinicom. Mjerna jedinica moZe biti standardna (npr. metar za
duljinu), ali 1 proizvoljno odabrana (npr. pravokutnici umjesto jedini¢nih kvadrata za plostinu).
Ukoliko su osnovne veli¢ine nekih oblika zadane, njihova ostala mjerljiva svojstva mogu se
odredivati izraCunavanjem prema op¢im pravilima (npr. umjesto prebrojavanjem jedini¢nih kvadrata,
plostina pravokutnika se izratunava mnozenjem duljina njegovih stranica). Za opisane aktivnosti
potrebno je savladati vjeStine mjerenja strukturiranjem, ali i koriStenjem odgovarajucih formula, gdje
opet do izrazaja dolaze vizualno-prostorne vjestine, ali i razliCite razine geometrijskog misljenja.

Za uspostavljanje odnosa medu oblicima potrebno je dobro poznavanje njihovih svojstava, kako
bitnih karakteristika tako 1 odgovaraju¢ih veli€ina, te vjeSto usporedivanje prema slicnostima i
razlikama. Razli¢iti odnosi zahtijevaju razlicita znanja i vjestine. Tako za identificiranje sukladnih i
sli¢nih oblika korisno je poznavanje teorema o sli¢nosti i sukladnosti, ali 1 vjeSto misaono
transformiranje (translacija, rotacija, zrcaljenje) jer su oblici najceS¢e u razliCitim polozajima. Za
uspostavljanje inkluzivnih odnosa potrebno je poznavanje znacenja podskupa i nad-skupa te
postavljanja logic¢kih odnosa. Kroz sve opisane aktivnosti do izraZaja dolaze razli¢ite vrste vizualno-
prostornih sposobnosti te odgovarajuée razine geometrijskog misljenja.

Nastavne aktivnosti birane su tako da kroz njih sudionici mogu razvijati sposobnosti vizualizacije,
procese misljenja, a geometrijske koncepte i ideje uciti s razumijevanjem. Aktivnosti nisu bile
izolirane ve¢ su se medusobno isprepletale 1 nadogradivale kroz razlicite teme.

Tangram aktivnosti. Aktivnosti s didaktickim sredstvom tangram provodile su se od prvog
nastavnog sata i provlacile kroz ve¢inu tema geometrije ravnine. One su ukljucivale slaganje figure
prema danoj slici ili poplocavanje figure zadane konturom, crtanje figure u kvadratnoj tockastoj
mreZi, opisivanje nacina slaganja i nacina crtanja, konstruiranje figure i opisivanje konstrukcije po
koracima, prebrojavanje razli¢itih podfigura unutar dane figure, mjerenje opsega i povrsine figure i
podfigura koriStenjem mreze, prepoznavanje sukladnih i sli¢nih podfigura, bojanje figure na zadani
nacin, argumentiranje uoc¢enog itd.
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Tangram aktivnosti provodile su se tako da razvijaju i perceptivni i matematicki nacin obrade figure
(str. 80). Na primjer: Od tanova se mogu slagati kvadrati razli¢itih veli¢ina i na razli¢ite nacine, a
tangram kvadrat nastaje od svih sedam dijelova (Slika 102a). Kada se oblikuje tangram kvadrat, on
se moze konstruirati, a konstrukcija po koracima opisati jezi¢no i simboli¢ki (Slika 102b). Takoder,
tangram kvadrat se moze nacrtati proporcionalno u kvadratnoj mrezi tako da vrhovi svih tanova budu
u tockama mreze (Slika 102¢). Zatim se, unutar mreze, mogu zadavati razli¢ite mjere (numericki i
algebarski) te na temelju njih izvoditi zakljucci o karakteristikama podfigura (sukladni i sli¢ni likovi).
Itd.

(a) (b) (©
Slika 102. Tangram aktivnosti

Detaljan prikaz razlicitih vrsta tangram aktivnosti koje se mogu provoditi u nastavi matematike s
razli¢itim uzrastima, a koje su razvijene tijekom intervencije 1 nadogradene kroz narednih nekoliko
godina, predstavljen je u Cetiri rada. Strukturirani na¢in koristenja tangram aktivnosti, od neformalnog
slaganja do otkrivanja i dokazivanja razli¢itih geometrijskih koncepata predstavljeno je u radovima:
Tangram u nastavi matematike 1. dio i 2. dio (Kavajin i Baranovié¢, 2019a, 2019b). U radu Razvoj
geometrijskog misljenja kroz tangram aktivnosti (Baranovi¢, 2017) predstavljen je nacin otkrivanja
svih 13 konveksnih tangram likova primjenom vizualno-analiticke metode usmjerenog opazanja. U
radu Matematika u tangramu, tangram u matematici (Baranovi¢ i Lehman, 2020) dana je
rekonstrukcija i detaljna razrada starog problema o konveksnim tangram likovima, koji je bio osnova
za primjenu metode usmjerenog opazanja pri otkrivanju konveksnih tangram likova.

Tangram aktivnosti pokazale su se posebno korisne za ucenje s viSe jasnoce i1 razumijevanja
odgovaraju¢ih geometrijskih koncepata: trokuti i ¢etverokuti, sukladnost i slicnost, opsezi 1 povrSine,
strukturiranje prije izvodenja formula itd., a posebno su se bile u¢inkovite u razvoju geometrijskog
vokabulara tijekom opisivanja provedenih aktivnosti. Rad s fizickim modelom tangram slagalice
osigurao je okruzenje u kojem su sudionici bili glavi akteri aktivnosti $to ih je motiviralo na dodatni
angazman, a povezivanje s odgovaraju¢im geometrijskim konceptima osiguralo im je smislenost
onoga $to uce. No, tangram nije univerzalno sredstvo, ve¢ jedno od mnogo drugih koji su dostupni.

Crtanje. Kroz vecinu aktivnosti posebna pozornost bila je usmjerena na poucavanje vizualnog
prikazivanja geometrijskih objekata i sloZenih figura, vode¢i pri tome racuna da se ne koriste samo
prototipni vizualni prikazi, standardni poloZaji te uobicajene oznake. Crtanje se provodilo sa i bez
geometrijskog pribora, na papiru bez pomoc¢nih crta te unutar razli¢itih vrsta mreza, ovisno o
odabranoj temi.

Na primjer, u radu s 3D objektima: crtanje trostrane prizme unutar kocke (Slika 103a); crtanje dviju
piramida unutar kocke (Slika 103b); crtanje pravile Sesterostrane piramide (Slika 103c). Pri crtanju
se vodilo racuna o vidljivosti bridova iz perspektive gledanja: pune crte su bridovi koji se vide, tanke
crte su pomocne crte, isprekidane crte su bridovi koji se ne vide.
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(1) crtanje kocke (1) crtanje kocke, (1) crtanje pravilnog $esterokuta
(2) crtanje bridova pod kutom od 30°  (2) crtanje sjeciSta plo$nih dijagonala baze u projekciji
(3) sjencanje ploha (3) crtanje baze piramida (2) visina iz sjeci$ta dijagonala
(4) isticanje veli¢ina bridova (4) crtanje pobocnih bridova (3) crtanje pobocnih bridova

(a) (b) (c)

Slika 103. Crtanje 3D objekata

Aktivnosti crtanja koje su bile stalne tijekom intervencije, omogucilo je sudionicima stvaranje
kvalitetnih vizualnih prikaza, $to se posebno pokazalo korisnim pri rjeSavanju problemskih zadataka
za ¢ije rjeSavanje je vizualni prikaz bio nuzno potreban. Bolje vjestine crtanja rezultirale su ve¢im
samopouzdanjem sudionika te u konacénici i veCom uspje$no$¢u pri samostalnom rjeSavanju
postavljenih zadaca.

Konstruiranje. Kroz sve teme geometrije ravnine Kkoristile su se aktivnosti konstruiranja
geometrijskih figura ravnalom i Sestarom te opisivanje konstruiranih figura po koracima, jezi¢no 1
simbolicki. Na pocetku je trebalo savladati osnovne konstrukcije, a zatim i slozene konstrukcije u
razli¢itim situacijama: od samog stvaranja i opisivanja sloZene konstrukcije do konstrukcije koja je
sastavni dio rjeSavanja problem.

Na primjer, kroz tangram aktivnosti se moze traziti da se neka tangram figura nakon slaganja i
konstruira (Slika 102). Pri tome je vazno raditi usporedno sa sudionicima te svaki korak opisati
jezicno 1 simbolicki (Slika 104). Takoder je vazno napomenuti da se pri opisivanju sloZenih
konstrukcija, osnovne konstrukcije ne opisuju. U ovom slucaju, ne opisuje se nain prenosenja
duZine, konstrukcija simetrale duZine, okomice i paralele. Izvodenjem sloZenih konstrukcija
geometrijskim priborom (ravnalom 1 Sestarom) i1 njezinim opisivanjem po klju¢nim koracima tijekom
intervencije doprinijelo je razvoju sekvencijalnog i diskurzivnog razumijevanja geometrijskih figura,
ali 1 obogacivanju geometrijskog vokabulara 1 matematicke preciznosti izraZavanja sudionika.

Takoder, konstrukcija moze biti sastavni dio nekog problemskog zadatka. Na primjer, na Slici 105
dan je primjer u kojem se, umjesto obi¢nog numeri¢kog izracunavanja opsega i plostine osjen¢anog
lika, najprije treba izvesti konstrukciju lika sa slike, a zatim odrediti njegov opseg i plostinu. U radu
s ovim vrstama zadataka, Korisno je raditi s konkretnim veli¢inama, ali i s opéim oznakama. S
obzirom da su i1 u zadacima konstruiranja sudionici skloni izraCunavanju duljina pojedinih duZina
umjesto da ih odrede konstruiranjem, korisno je da veli¢ine objekata ne budu uvijek cijeli brojevi
(npr. duZina duljine 7.3cm umjesto 8cm). Upravo u tim situacijama, kada je potrebno podijeliti
duZinu na jednake dijelove ili u zadanom omjeru, vrijednost konstrukcije dolazi do izrazaja.

Takoder, vrijednost konstrukcije vidljiva je 1 pri koriStenju ucila pripremljenih u programu dinamicke
geometrije Sketchpad, jer se nakon crtanja i konstruiranja iste figure, obi¢nim povla¢enjem figure
moze uociti razlika izmedu crteza 1 konstrukcije.
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Koraci konstrukcije

Opis koraka

1)

Na pravcu p se istakne (ili prenese) duzina AB.

\
lia}

2)

3)

Kroz tocku B se konstruira okomica p' na pravac p,
p'L p,iliseprivrhu B konstruira pravi kut.

Od tocke B na pravac p' prenese se duzina AB ,

K ( B,r= |AB|) . Druga krajnja to¢ka duzine na pravcu p'
jetotka C,tj. kKN p'= {C} . Nacrtamo duzinu BC .
Vrijedi: |BC|=|AB|.

k,

by

4)

5)

Iz tocaka A i C opisu se kruznice ki i k; radijusa r = |AB|,
tako da se njihovim presjekom dobije Cetvrti vrh D,

k, Mk, ={D} . Ili, totka D se moZe konstruirati
analogno kao i tocka C.

Istaknu se duzine AD i CD. Cetverokut ABCD je
kvadrat.

kz

ki

6)

7)

Simetralama duzina BC i CD konstruiraju se polovista
EiFredom, s, "BC ={E}, s, nCD ={F} . Istakne

se duzina EF .

Simetralom duzine EF konstruira se poloviste T,

s, NEF ={T}.

Napomena: pri konstrukeiji polovista nije potrebno crtati
simetralu ve¢ samo mali dio koji sijece duzinu.

8)

9)

Istaknu se duzine AT i BD te tocka S kao presjek tih
duzina, AT "BD = {S} .

Tocka G se konstruira kao poloviste duzine DS ili kao
presjek pravca kroz tocku F paralelnog s pravcem AT.

Istakne se duzina G_F )

10) Toc¢ka H se konstruira kao poloviste duZine SB ili kao

presjek pravca kroz tocku T paralelnog s pravcem BC.

Istakne se duzina TH .
Time je zavrSena konstrukcija tangram kvadrata ABCD.

Slika 104. Konstrukcija tangram kvadrata po koracima
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Prikaz

Opis

Zadatak: Tocka S poloviste je duzine AB, a tocka C
poloviste duzine AS, pri éemuje|AB| =8cm. Nad

dobivenim dijelovima konstruirane su polukruznice kao na
slici. Konstruirajte danu sliku, opisite proces konstruiranja,
izvedite izraz za odredivanje opsega i plostine osjencanog
lika i na kraju odredite vrijednost za opseg i plostinu.

Analiza slike: Neka je |AB|=a=8cm.

|A8] _a

Radijus kruznice nad AB je: R= 5 4cm

_|AC| _|AB| _a_
2 8 8

_|BC| :§|AB|:§a=30m-
8 8

Radijus kruznice nad AC jerr

Radijus kruznice nad CB je: r, >

“»
Q

Opis konstrukcije:

1) Na proizvoljni pravac p prenese se duzina AB ;

2) Simetralom duzine NB odredi se poloviste S, te se nacrta
polukruznica BA, sa srediStem S radijusa R ;

3) Simetralom duzine AS odredi se poloviste C;

4) Simetralom duZzine AC odredi se poloviste P, te se nacrta

polukruznica AC | sa sredistem P radijusa r, ;

5) Simetralom duzine CB odredi se poloviste Q te se nacrta
polukruznica BC , sa sredistem Q radijusa r, ;

6) Sjencanjem se dobiva lik sa slike.

Olika =

Ria =%

N '_\I\)|H

n

1

P, —=

2

1

0, +=0 +£O
2

r, 2R

P+ 2P,
2 2 1

=axr=8xzcm

1 a’zr =4z cm?
16

Osjencani lik omeden je polukruznicom radijusa R,
polukruznicom radijusa r te polukruznicom radijusa r>.
Opseg osjencanog lika dobiva se zbrajanjem duljina tih
polukruznica.

Osjencana povrsina sastoji se od povrSine velikog i malog
polukruga, a unutar velikog polukruga nedostaje povrsina
srednjeg polukruga. Plostina lika se dobiva zbrajanjem
plostina velikog i malog polukruga te oduzimanjem plostine
srednjeg polukruga.

Slika 105. Konstrukcija kao sastavni dio rjeSavanja problema

Iz predstavljenih primjera vidljivo je da konstrukcije imaju veliki potencijal u nastavi geometrije te
bi bilo korisno Koristiti ih od primarnog obrazovanja nadalje, a to znaci i u procesu obrazovanja
buducih ucitelja razredne i predmetne nastave.
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Definiranje. lako je pretpostavka da mnoge definicije pojmova, koji su obuhvaceni programom
kolegija, sudionici ve¢ znaju iz prethodnog obrazovnog razdoblja (barem na razini prepoznavanja),
kroz razliCite vrste aktivnosti tijekom intervencije sudionicima je ipak omoguceno da sudjeluju u
procesu izvodenja formalnih definicija pojmova, u skladu s VOS sustavom. PolaziSte su bile
definicije pojmova koje su sudionici poznavali, odnosno njihove do tada izgradene konceptualne slike
pojmova, koje su se zatim brusile i nadopunjavale razli¢itim primjerima i kontra-primjerima u slu¢aju
nepotpunosti ili pogresnih shvacanja. Razli¢ite definicije istog pojma bile su polaziste za raspravu o
korektnosti definicija, razli¢itim vrstama definicija i njihovoj primjenjivosti. Poseban naglasak bio je
na postavljanju formalnih definicija koriStenjem glavnog rodnog pojma i specifi¢nih razlika te Sto se
dogada s opisom kada je rodni pojam blizi ili dalji.

Na primjer, koriStenjem Slike 106, postavljene su sljedece Cetiri definicije kvadrata: (1) Kvadrat je
Cetverokut kojemu su sve stranice jednakih duljina i svi unutarnji kutovi pravi. (2) Kvadrat je
paralelogram kojemu su susjedne stranice jednakih duljina, a jedan unutarnji kut pravi. (3) Kvadrat
je romb, kojemu je jedan unutarnji kut pravi. (4) Kvadrat je pravokutnik kojemu su susjedne stranice

jednakih duljina.

Paralelogram

an
2

Slika 106. Definiranje pojma kvadrat

Pravokutnik

Sve cetiri definicije su korektne, ali u posljednje dvije je koriSteno manje bitnih karakteristika od
ostalih dviju definicija jer su pravokutnik i romb blizi rodni pojmovi za kvadrat od pojma
paralelogram i cetverokut. Ipak, zadnja definicija je prihvatljivija od predzadnje jer je pravokutnik
prirodniji pojam za uvodenje pojma kvadrat od pojma romb. No, kada se radi s najmanjim uzrastom
ucenika, prirodno je koristiti prvu definiciju.

Uvodenjem pojmova na ovaj nacin i moguénost sudjelovanja sudionika u izgradnji formalnih
definicija imalo je viSestruku korist. Prije svega, aktivnim sudjelovanjem i raspravom o razli¢itim
mogucnostima definiranja istog pojma, sudionici su razbili predrasudu da je definicija pojma nesto
unaprijed zadano te je oni samo trebaju uspjeSno zapamtiti napamet i u potrebnom trenutku
reproducirati. Takoder, sudjelovanjem u procesu definiranja i izvodenju formalne definicije,
sudionici su postupno gradili svoju konceptualnu sliku pojma te je povezivali s formalnom
definicijom, $to je dovelo do razumijevanja opisanog, a time i lakSeg pamcenja definicije. Posebno
iznenadenje bila je moguénost slobodnog opisa pojma ukoliko vode ra¢una o navodenju glavnog
rodnog pojma 1 bitnih karakteristika. U takvom su se okruzenju sudionici viSe fokusirali na sam pojam
koji opisuju i njegove karakteristike, a manje na definiciju koju su pokuSavali zapamtiti napamet.
Koristenjem razli¢itih definicija istog pojma, kako je opisano prema Slici 106, sudionici su imali
mogucénost uspostavljanja inkluzivnih veza medu pojmovima, Sto je omogucilo kvalitetnije
savladavanje trece razine geometrijskog misljenja.
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Nadalje, uoc¢avanjem razli¢itih karakteristika pojmova te izdvajanjem samo onih koji su nuZzni i
dovoljni za definiranje pojma, omogucilo je postavljanje tvrdnji o razmatranim pojmovima (Sto se
opisuje u nastavku) te pripremu za savladavanje Cetvrte razine geometrijskog misljenja. Cjelokupan
proces definiranja pojmova koji je koristen tijekom intervencije predstavljen je u radu Formuliranje
matematickih definicija i iskaza teorema u svrhu kritickog promisljanja i zakljucivanja (Jozié, 2014).

Postavljanje tvrdnji. Tijekom intervencije posebna pozornost bila je posveéena radu s tvrdnjama:
postavljanje tvrdnji kroz istrazivanje, ispitivanje njihove istinitost te argumentiranje uocenog,
postavljanje obrata, kontrapozicije i negacije polazne tvrdnje te ispitivanje istinitosti tako postavljenih
tvrdnji. Pri istrazivanju i uo¢avanju pravilnosti te formuliranju iskaza, posebno su ucinkovite ucilice
pripremljene u programu dinamicke geometrije. Sve te aktivnosti su osnova za uvodenje formalnog
dokaza.

Na primjer, pri konstruiranju trokutu opisane kruznice, moze se postaviti nekoliko tvrdnji: Simetrale
svih stranica trokuta sijeku se u jednoj tocka; Sjeciste simetrala je srediste trokutu opisane kruznice;
Srediste opisane kruznice mijenja polozaj u odnosu na trokut: unutar je Siljastokutnog trokuta, u
polovistu hipotenuze je pravokutnog trokuta i izvan je tupokutnog trokuta. Do posljednje tvrdnje se
jednostavno dolazi interaktivnim povlacenjem jednog vrha trokuta unutar ucilice (Slika 107).

B
k(s,n
C A
Srediste opisane kruznice Srediste opisane kruznice Srediste opisane kruznice
Siljastokutnog trokuta je unutar pravokutnog trokuta je poloviste  tupokutnog trokuta je izvan
trokuta. hipotenuze. trokuta.

Slika 107. KruZnica opisana trokutu

S obzirom da se tvrdnje obi¢no iskazuju u duhu jezika (Slika 107), tijekom intervencije dodatno se
radilo na postavljanju tvrdnji u obliku ,,Ako..., onda...” (P = Q, P pretpostavka, Q zakljucak) jer je
iz tog oblika jednostavnije postavljanje obrata (Q = P), kontrapozicije (—Q = —P) i obrata
kontrapozicije (—P = —Q), kao i negacije polazne tvrdnje (P A—Q). Tako se tvrdnja Srediste
opisane kruznice pravokutnog trokuta je u polovistu hipotenuze moze iskazati u drugom obliku: Ako
Jje trokut pravokutan, onda je srediste opisane kruznice u polovistu hipotenuze, a zatim njezin obrat:
Ako je srediste kruznice opisane trokutu u polovistu njegove najdulje stranice, onda je trokut
pravokutan, a ta stranica je hipotenuza trokuta, kao i negacija: Postoji pravokutni trokut kojemu
srediSte opisane kruznice nije u sredistu hipotenuze.

Rad s tvrdnjama posebno se pokazao korisnim u stvaranju i razumijevanju iskaza u obliku
ekvivalencije te ekvivalentnosti tvrdnje i kontrapozicije. Takoder, sudionici su kroz takav rad
iskustveno ucili da istinitost obrata tvrdnje ne ovisi o istinitosti polazne tvrdnje te stvarali osjecaj za
potrebu ispitivanja istinitosti, a posljedi¢no i potrebu dokazivanja. Na primjer, u primjeru o kruznici
opisanoj pravokutnom trokutu moze se postaviti ekvivalencija jer su tvrdnja i obrat istinit: Srediste
kruznice opisane trokutu je u polovistu njegove najdulje stranice akko je trokut pravokutan, ali u
slu¢aju veze susjednih i suplementarnih kutova to nije moguce jer obrat tvrdnje nije istinit (Slika
108). Rad s obratima koji nisu istiniti imaju posebnu vaznost zbog pronalazenja prikladnog kontra
primjera.
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Susjedni kutovi Suplementarni kutovi Kutovi koji nisu Kutovi .kojl_msu
suplementarni susjedni
Ako su kutovi susjedni, AkoI su kutow_ | _ AkoI kutovi nisu . Ako_ I;ut_ow n(;su o
onda su i suplementarni suplementarni, onda su i | suplementarni, onda nisu | susjedni, onda nisu ni
" | susjedni. ni susjedni. suplementarni.
Istina Nije istina Istina Nije istina

Slika 108. Tvrdnje o susjednim i suplementarnim kutovima

Aktivnosti vezane uz postavljanje tvrdnji nuzan su preduvjet za izgradnju i razumijevanje
aksiomatskog sustava te savladavanje Cetvrte razine geometrijskog misljenja. Detaljniji prikaz rada s
tvrdnjama predstavljen je u radu Formuliranje matematickih definicija i iskaza teorema u svrhu
kritickog promisljanja i zakljucivanja (Jozi¢, 2014), a neke teSkoce sudionika u radu s tvrdnjama
tijekom intervencije predstavljene su u radu Kako premostiti razliku izmedu onoga Sto studenti prve
godine znaju i onoga §to mi mislimo da bi trebali znati (Baranovié i sur., 2020).

Dokazivanje. S obzirom na uoceni problem da sudionici koji upisuju U¢iteljski studij dolaze sa
slabim znanjima i vjeStinama dokazivanja, tijekom intervencije, formalni dokaz se uvodio postupno
i kroz razlic¢ite oblike: od neformalnog obrazlaganja uocenih pravilnosti koje su iskazane tvrdnjama,
kroz argumentirano opravdavanje i simboli¢ko zapisivanje uocenog do prouc¢avanja formalnih oblika
dokazivanja. Ve€ina tvrdnji dokazivala se direktnim dokazima jer je za indirektno dokazivanje
potrebno savladati Cetvrtu razinu geometrijskog misljenja, odnosno razumjeti nacin i vazZnost
aksiomatskog strukturiranja. Ali, i indirektan dokaz se ukljucivao povremeno.

U svrhu povezivanja razli¢itih geometrijskih sadrzaja, kad god je bilo moguce, tvrdnje su dokazivane
na vise razli¢itih na¢ina (Slika 91), a ponekad je iskaz tvrdnje variran u svrhu otkrivanja i postavljanja
novih tvrdnji, a time 1 novih nac¢ina dokazivanja.

Na primjer, neka je zadana sljedeca tvrdnja: Neka je ABCD kvadrat, a tocke E, F, G i H polovista
njegovih stranica redom. Dokazati da je cetverokut EFGH kvadrat (Slika 109a). Iskaz tvrdnje se
moze varirati tako da se varira omjer u kojem tocke E, F, G i H dijele stranice kvadrata (Slika 109b),
ali moze se varirati i polazni ¢etverokut tako da se umjesto kvadrata, za ABCD uzme pravokutnik,
paralelogram, romb (Slika 109c) itd., a moze se varirati i omjer (polozaj vrhova) i vrsta polaznog
cetverokuta. U svakom slucaju, dobiva se nova tvrdnja koja se posebno dokazuje.

(‘:I ‘:’) o T

17
1
T

|
B A E B

E
(@) (b) (©)

Slika 109. Variranje iskaza tvrdnje
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U procesu dokazivanja, prvo bi trebalo osvijestiti $to je pretpostavka (P), Sto zakljucak (Q) te Sto treba
dokazati da bi se dokazao zaklju¢ak Q. U danom primjeru, polazi se od kvadrata ABCD (P) i treba
dokazati da je cetverokut EFGH kvadrat (Q), a to znaci da treba utvrditi da su sve cCetiri stranice
jednakih duljina i svi kutovi pravi. Nakon variranja ¢etverokuta, polazi se od romba ABCD (P), koji
ima razna svojstva i treba dokazati da je ¢etverokut EFGH pravokutnik (Q), odnosno treba utvrditi
da su nasuprotne stranice jednakih duljina, a susjedne okomite.

Nakon variranja nije uvijek moguce koristiti jednak nacin dokazivanja. Na primjer, polazna tvrdnja
se moze dokazati koriStenjem Pitagorina poucka (za duljine stranica) i svojstva jednakokra¢nih
pravokutnih trokuta (za veli¢ine kutova) ili koriStenjem sukladnosti trokuta pri vrhovima polaznog
kvadrata (za duljine stranica i veli¢ine kutova), ali i svojstvo srednjice trokuta koji nastaju
povlacenjem dijagonale kvadrata (za duljine stranica i okomitost). U drugom slucaju (Slika 109b),
svojstvo srednjice trokuta se ne moze koristiti, a najprikladnije je koristenje sukladnosti trokuta. U
trecem slucaju (Slika 109c), Pitagorin pou€ak se ne moZe koristiti, a najprikladnije je koriStenje
svojstva srednjice trokuta.

Polazna tvrdnja se moze varirati i na nain da se ne kaze koje je vrste Cetverokut EFGH. U tom
slucaju, prvo treba istraziti kojoj vrsti pripada, postaviti tvrdnju 1 onda je dokazati, Sto je slozeniji
proces i zahtijeva vise vjestine u radu s tvrdnjama i dokazima.

RjeSavanje problema. lako je rjeSavanje zadataka najcesSc¢a aktivnost, posebno kroz Skolsku nastavu
matematike, nastavno iskustvo pokazuje da se u nastavi koriste medusobno vrlo sli¢ni zadaci kroz
koje se razvijaju naj¢eSce samo proceduralna znanja i1 vjeStine racunanja te primjena formula. Stoga
su za rad tijekom intervencije birani razli¢iti konceptualni zadaci s vi§im kognitivnim zahtjevima i
koji su postavljani na razliite nacine: tekstom, vizualnim prikazom, modelom ili kombinirano,
vode¢i racuna da medu njima ima onih koji se mogu rijesiti na viSe razli€itih nacina, ali 1 onih koji
imaju vise rjeSenja. Kad je bilo moguce, birani su 1 zadaci iz realnog konteksta, poput problema
poplo¢avanja, smjestanja, pakiranja, omatanja itd.

S obzirom da je kroz prethodnih nekoliko cjelina obuhvaéeno dijelom i rjeSavanje problema, ovdje
se daje jos jedan primjer iz geometrije prostora (Slika 110), koji su sudionici trebali rijesiti samostalno
za domacu zadacu.

Sliku isprintajte, izrezite i zalijepite u @

otvorenu kocku i piramidu.

(a) Koju vrstu piramide ste dobili?

(b) Moze li se dobivena piramida
smjestiti u kocku? Objasnite
svoje rjesenje.

(c) Ako je odgovor pod (b) da,
rjeSenje vizualno prikazite te @
odredite koliki dio kocke
piramida zauzima?

Slika je na raspolaganju u pdf
formatu.

Slika 110. Problem smjestanja piramide u kocku

lako je samo troje sudionika iz eksperimentalne grupe uspjelo samostalno rijesiti sve dijelove
problema (Slika 111), zadatak se pokazao vrlo intrigantnim i korisnim za raspravu na satu.
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a pri tome zauzima trec¢inu kocke.

Slika 111. RjeSenje problema smjestanja

Dio problemskih zadataka koristenih tijekom intervencije, posebno nacin obrade i primjene u nastavi,
predstavljen je u nekoliko radova: Ucenje usmjerenim opazanjem (Jozi¢, 2012a), Fotografija kao
inovativno nastavno sredstvo (Jozi¢, 2012b). Istrazivanjem do minimuma ili maksimuma (Mateljevic,
Jozi¢ i Svetlik 2012), Ucenje temeljeno na citanju s razumijevanjem (2014), Potencijal jednog
zadatka izveden na temelju Talesovog teorema o proporcionalnim duzinama (Jozi¢, 2015b), Kako
premostiti razliku izmedu onoga Sto studenti prve godine znaju i onoga Sto mi mislimo da bi trebali
znati (Baranovi¢, Baras i Kozul Blazevski, 2020).

O teskocama u procesu rjeSavanja problema i faktorima koji utjecu na (ne)uspjeSnost rjeSavanja
problema provedeno je posebno istrazivanje sa zadatkom predstavljenim na Slici 100, Rezultati
istrazivanja predstavljeni su u dva rada: Different Perspectives On Success In Solving Stand-alone
Problems by 14 to 15-year-old Students (Baranovi¢ i Antunovié-Piton, 2021) te Factors Affecting
Success in Solving a Stand-Alone Geometrical Problem by Students aged 14 to 15 (Antunovié¢-Piton
i Baranovi¢, 2021).

Prema vrstama opisanih nastavnih aktivnosti, nac¢inom strukturiranja tema i na¢inom poucavanja
vidljivo je na koji nacin se tijekom intervencije u nastavi geometrije poticalo sudionike u razvoju
vizualno-prostornih sposobnosti, akumuliranju i izgradnji matematickog (posebno geometrijskog)
vokabulara, definicija, tvrdnji, iskustva dokazivanja te razvoju geometrijskog misljenja.

Ukratko, sudionici su poucavani tako da im se omoguci aktivno sudjelovanje u raspravi, stvaranju i
¢itanju vizualnih prikaza, argumentiranju uocenog, zakljuCivanju, tvrdenju, dokazivanju itd. U
takvom okruzenju sadrzaji se ne ue napamet, zapamcivanjem c¢injenica bez razumijevanja, vec se
znanje kumulativno izgraduje kroz iskustvo.

U kratkom osvrtu na ucenje geometrije tijekom intervencije jedna sudionica eksperimentalnog
poucavanja istaknula je srz poucavanja geometrije:

[...] na fakultetu sam naucila sama 'stvarat' sloZenije formule na temelju poznavanja samo osnovnih.
Taj pristup inzistira razmisljanje i ucenje s razumijevanjem [...] Posebno mi se svidjelo Sto se sve
predocavalo vizualno, sto se koristila mreZa [...] Priznajem, dok smo radili tangram, nije mi bilo jasno
zasto toliko vremena provodimo za rjesavanje takoreci istog zadatka. No, medutim, sav ostatak rada
do kraja kolegija bazirao se na tom tangramu, pregrstu pravokutnih, jednakokracnih trokuta, koji su
posvuda. [...] Sto se bliZio kraj kolegija sve manje vremena mi je trebalo za rjeSavanje zadataka jer je
sve bilo logicno i moglo se isCitati unutar samog zadatka.
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6. Rezultati i rasprava

S obzirom da su se podaci o sudionicima istrazivanja prikupljali kroz tri testa razli¢itog oblika i
namjene, u ovom radu vrsi se mjeSovita obrada podataka te se analiza rezultata i rasprava vrsi kroz
razliCite aspekte.

Na samom pocetku, analiza rezultata pocetnog testiranja i rasprava vrsi se odvojeno za svaki
provedeni test u svrhu stjecanja uvida u karakteristike sudionika prije pocetka uc¢enja geometrije: (1)
analizom rezultata VH testa otkriva se doseg razina geometrijskog misljenja sudionika; (2) analizom
rezultata GEO testa stjeCe se uvid u geometrijsko predznanje, sklonosti i1 vjeStine koriStenja
vizualizacije te (3) analizom SPAC testa stjeCe se uvid u razvijenost vizualno-prostornih sposobnosti
u trodimenzionalnom okruzenju. Nadalje, unutar svakog testa, analiza rezultata i rasprava ne razmatra
se za sve sudionike zajedno, ve¢ usporedno po grupama kako bi se u skladu s uocenim
karakteristikama prilagodilo poucavanje geometrije tijekom intervenciji u eksperimentalnoj grupi, ali
I vidjelo postoji li neka razlika medu grupama prije ucenja geometrije. Postojanje statisticke
znacajnosti razlike medu grupama ispituje se t-testom, a s obzirom da se koriste tri razliCita testa,
Spearmanovim testom korelacije ispituje se i postojanje korelacija medu njima. Takoder, primjenom
Chronbahovog alfa koeficijenta ispituje se pouzdanost koristenih testova.

Nakon toga, analiza rezultata zavr$nog testiranja i rasprava vrsi se po svim testovima u svrhu stjecanja
uvida u eventualne promjene nakon 15 tjedana poucavanja geometrije, po grupama i medu grupama:
(1) analizom rezultata VH testa stjeCe se uvid u eventualni napredak geometrijskog misljenja
sudionika; (2) analizom rezultata GEO testa stjeCe se uvid u eventualno bolje razumijevanje i
primjenu geometrijskih koncepata te vece sklonosti i vjestine koriStenja vizualizacije te (3) analizom
SPAC testa stjeCe se uvid u mogu¢i napredak vizualno-prostornih sposobnosti sudionika u
trodimenzionalnom geometrijskom okruzenju. Utvrdivanje statisticke znacajnosti razlika unutar
svake grupe i medu grupama vrsi se t-testom, a dodatna objasnjenja rezultata potkrepljuju se
kvalitativnim uvidom u radove sudionika. Posebno, vrsi se usporedna analiza po razinama kod VH
testa, t-testom po svakom zadatku na GEO testu uzajamno s kvalitativnom analizom te graficki prikaz
distribucija i usporedna analiza napretka kod SPAC testa. Nacrt obrade podataka dan je shematskim
prikazom (Slika 112).

Rezultati i rasprava

Pocetno testiranje u E1 K
1VH, 1GEO, 1SPAC

Zavrsno testiranje u E 1 K
2VH, 2GEO, 2SPAC

Karakteristike sudionika

Obrada: deskriptivna statistika uzajamno s
kvalitativnom analizom radova, usporedno
po grupama

Znacajnost razlike medu grupama

Obrada: t-test

Korelacija medu testovima

Obrada: Spearmanov koeficijent korelacije
Pouzdanost testova

Obrada: Chronbachov alfa koeficijent

Znacajnost razlike unutar svake grupe
Obrada: t-test

Usporedba postignu¢a na VH testu
Obrada: usporedna analiza raspodjele po
razinama na VH testu;

Usporedba postignu¢a na GEO testu
Obrada: t-test za svaki zadatak, uzajamno s
kvalitativnom analizom radova
Usporedba postignu¢a na SPAC testu
Obrada: graficki prikaz distribucije po
razredima

Znacajnost razlike medu grupama
Obrada: t-test, usporedna analiza napretka
na SPAC testu

Slika 112. Nacrt obrade podataka



6.1.Karakteristike sudionika na pocetku prema VH testu

Prema van Hieleu, poucavanje geometrije nuzno je potrebno prilagoditi razinama geometrijskog
misljenja sudionika, jer u protivnom napredak moze izostati (Van Hiele, 1986). Stoga je prije pocetka
ucenja geometrije proveden VH test sa svim sudionicima kako bi se ispitale njihove razine
geometrijskog misljenja koje su ostvarili kroz matematicko obrazovanje prije tercijarne razine te se
u skladu s tim tijekom intervencije poucavanje prilagodilo njihovim razinama.

Prikaz i analiza rezultata dobivenih VH testom vrsi se prema oba opisana kriterija (blazi i strozi), koja
se primjenjuju na oba VH modela (klasi¢ni i modificirani). U skladu s tim, podaci o ostvarenim
razinama prikazuju se graficki prema Cetiri kriterija: CVH3 — klasi¢ni VH model po blazem kriteriju,
CVH4 —klasi¢ni VH model po strozem kriteriju, MVH3 — modificirani VH model po blazem kriteriju
i MVH4 — modificirani VH model po strozem kriteriju. Usporednom analizom po razli¢itim
kriterijima otkrivaju se dodatne karakteristike geometrijskog misljenja sudionika. Osim toga, na
svakom grafi¢kom prikazu, usporedno se prikazuju relativne frekvencije ostvarenih razina sudionika
po grupama (E — eksperimentalna grupa; K — kontrolna grupa) kako bi se dodatno ispitalo jesu li
njihove razine misljenja ujednacene prije pocetka nastave ili ve¢ na pocetku postoji neka (znacajnija)
razlika medu njima.

Na grafickom prikazu u obliku histograma, vertikalna os sadrzi informaciju o ostvarenim razinama,
a horizontalna os prikazuje udio (postotak zapisan u decimalnom obliku s dvije decimale) sudionika
na svakoj od istaknutih razina. Osim oznaka za razine od 1 do 5, na vertikalnoj osi nalazi se i oznaka
0 za one koji nisu ostvarili niti jednu razinu te oznaka 'nerazvrstani' za one koji su ostvarili barem
jednu razinu, ali nisu ispunili kriterij uzastopnosti pa se ne mogu svrstati po razinama. Ovom analizom
ukupno je obuhvaéeno 80 sudionika (46 eksperimentalne i 34 kontrolne grupe) jer prvi VH test nije
pisalo 6 od 52 (11.54%) sudionika eksperimentalne grupe te 4 od 38 (10.53%) sudionika kontrolne

grupe.

Kroz usporedni graficki prikaz (Slika 113) distribucija relativnih frekvencija prema blazem kriteriju,
(to¢no odgovoreno 3 od 5 pitanja po razinama) za klasi¢ni van Hieleov model razvoja misljenja
(CVHS3 kriterij) dobiva se grublja snimka stanja o razinama geometrijskog misljenja sudionika u obje
grupe. Prema podacima prikazanima na ovom grafu (Slika 113) vidljivo je da se vise od 50%
sudionika nalazi na prve dvije razine: 11 sudionika na prvoj (4 u E; 7 u K) i 39 sudionika na drugoj
razini (26 u E; 13 u K), odnosno 50 od 80 sudionika (62.5%) koji su pisali 1VH test. Na tre¢oj
(srednjoj) razini nalazi se tek petina sudionika (8 u E; 8 u K), a napredne razine ostvarila su samo 3
sudionika (po 1 na Cetvrtoj razini i 1 u E na petoj razini; 3.75%). Nerazvrstanih je 11 (6 u E; 5 u K),
odnosno 13.75% od onih koji su pisali 1VH test.

Razine po kriteriju CVH3
Nerazvrstani 0.13 | 0,15 |
5 E.Oz 0,00
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Slika 113. Distribucija po kriteriju CVH3
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Prema ovoj prvoj snimci stanja, moze se reci da vise od polovice sudionika nije ostvarilo niti tre¢u
razinu geometrijskog misljenja, a Sto je neophodno za nastavak ucenja geometrije na tercijarnoj
razini.

Kada se na klasi¢ni van Hieleov model razvoja misljenja (C model) primijeni malo strozi kriterij
(to¢no odgovoreno 4 od 5 pitanja po razinama), distribucija relativnih frekvencija se prilicno mijenja
(Slika 114). Naime, po strozem kriteriju na nekim razinama sudionici ne ostvaruju odgovarajuce
bodove §to moze rezultirati razli¢itim ishodima. Prvo, ako otpadne zadnja razina u nizu, sudionik
prelazi u grupu nize razine (na primjer s 3. na 2. razinu). Drugo, moguce je da se anuliraju praznine
pa sudionik iz grupe nerazvrstanih prelazi u grupu neke razine (na primjer ako otpadne 4. razina u
ostvarenju 1 + 2 + 0 + &, sudionik prelazi u grupu 2. razine). Trece, ako otpadne neka razina prije
zadnje ostvarene u nizu, narusava se kriterij uzastopnosti pa sudionik prelazi u grupu nerazvrstanih.
U svakom slucaju, iskljucuju se razine koje nisu dovoljno stabilne pa slika o sudionicima postaje
jasnija, odnosno realnija.

Razine po kriteriju CVH4

Nerazvrstani 0.20 | 0.12 |
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0,00 0,20 0,40 0,60 0.80 1.00
Relativne frekvencije

OEksperimentalna grupa  OKontrolna grupa

Slika 114. Distribucija po kriteriju CVH4

Kroz usporedni graficki prikaz (Slika 114) distribucija relativnih frekvencija prema strozem Kriteriju
za klasi¢ni van Hieleov model razvoja misljenja (CVH4 kriterij) uo€ava da su karakteristike sudionika
u obje grupe zapravo prili¢no slabije u odnosu na blazi kriterij. Sada je vidljivo da nitko od sudionika
realno ne pripada naprednim razinama, da se povecao broj nerazvrstanih (s 11 na 13 sudionika, 9 u
E; 4 u K; ukupno 16.25%), ali i onih koji nisu u potpunosti savladali niti jednu razinu (5 sudionika, 3
u E; 2 u K; ukupno 6.25%). Takoder, moze se uociti da je veliki broj onih koji su bili na 3. razini
zapravo vrlo nestabilni jer ih je sada samo Cetvero (3 u E; 1 u K; ukupno 5%), dok je preko 70%
sudionika (59 od 80) realno na 1. razini (26 sudionika, 16 u E; 10 u K; ukupno 32.5%) i 2. razini (33
sudionika, 15 u E; 17 u K; ukupno 41.25%). Prema ovim podacima prili¢no je jasno da sudionici nisu
spremni za nastavak u€enja geometrije na sveucili$noj razini.

S obzirom da je vrlo mali broj sudionika ostvario naprednu razinu, skupina se moze sagledavati i
prema modificiranom van Hieleovu modelu (M model), uz blazi i strozi kriterij (Usiskin, 1982., str.
25). Ukoliko se koristi M model, mogucée su razliite vrste promjena zbog uklanjanja 5. razine:
nerazvrstani prelaze na odgovarajucu razinu ili su 1 dalje medu nerazvrstanima, a oni koji su na 5.
razini prelaze u grupu 4. razine.

Na Slici 115. dan je usporedni graficki prikaz distribucija relativnih frekvencija prema blazem
kriteriju za modificirani van Hieleov model razvoja misljenja (MVH3 kriterij). Prema rezultatima s
ovog grafa (Slika 115) vidljivo je da se vise promjena dogada unutar eksperimentalne grupe (povecao
se broj na 1., 2. 1 4. razini u odnosu na CVH3 kriterij) jer je viSe sudionika ostvarilo bodove na 5.
razini, a oni se sada preraspodjeljuju, ovisno o bodovima prethodnih razina. Drugim rije¢ima,

148



geometrijsko misljenje sudionika eksperimentalne grupe je nestabilnije od onog u kontrolnoj grupi. I
upravo zbog onih koji su dijelom dosegli i petu razinu, nakon preraspodjele zbog uklanjanja 5. razine,
ostaje manje nerazvrstanih. No, to su oni sudionici s kojima treba jo§ malo poraditi na u¢vrs¢ivanju
konceptualnih veza u svrhu kvalitetnijeg i stabilnijeg logickog zakljucivanja.

Razine po kriteriju MVH3
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Slika 115. Distribucija po kriteriju MVH3

Zanimljivo je uociti da je broj sudionika koji su na 3. razini po kriteriju MVH3 ostao jednak broju
kao 1 po kriteriju CVH3, §to znaci da medu njima nema onih koji su dosegli petu razinu. Drugim
rije¢ima, svi oni koji su bili neraspodijeljeni 1 dosegli 5. razinu, imaju nestabilnu 3. razinu, a to je
upravo razina uspostavljanja mreza konceptualnih veza.

Konacno, ako se sudionici sagledaju po MVH4 kriteriju, tj. prema stroZzem kriteriju primijenjenom
na modificirani VH model razvoja misljenja (Slika 116), dobiva se distribucija vrlo sli¢éna onoj po
CVH4 kriteriju (Slika 114). To pokazuje da se viSe promjena dogada zbog kriterija 4 od 5 nego zbog
uklanjanja 5. razine, odnosno, postoje sudionici koji ostvare prve razine misljenja, ali jo$ uvijek nisu
sigurni u svom promi§ljanju. Posljedicno, veze koje oni uspostavljaju medu konceptima i
zakljucivanja koja se oslanjaju na te veze prilicno su slabe, a mogu ih ometati i percepcijski procesi.

Razine po kriteriju MVH4
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Slika 116. Distribucija po kriteriju MVH4
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Zanimljivo je vidjeti da medu sudionicima ima ¢ak 12 (9 u E; 3 u K; ukupno 15%) onih kojima je
prva razina nestabilnija od drugih razina pa su, nakon uklanjanja 5. razine, presli u nerazvrstane ili su
ostali bez te jedine razine. I §to je prili¢no iznenadujuce, jedan sudionik iz kontrolne grupe po svim
kriterijima ima stabilnu 2, 3, i 5. razinu iako 1. nije zadovoljio, $to znaci da percepcija moze omesti
njegovo geometrijsko misljenje, unato¢ znanju koje ima. To potencijalno znaci da jaanjem
vizualizacijskih vjestina u kontekstu geometrije moze pomoci sudionicima da percepcijsku obradu
koriste uzajamno s matemati¢kom obradom vizualnih prikaza.

Odgovor na 1. pitanje: Kroz prethodna Cetiri graficka prikaza, analizu rezultata i raspravu dan je
odgovor na prvo istrazivacko pitanje: na kojoj se razini geometrijskog misljenja prema van Hieleovu
modelu nalaze sudionici neposredno prije ucenja geometrije. Generalno gledano, geometrijsko
misljenje sudionika ovog istrazivanja, koje su ostvarili kumulativno tijekom matematickog
obrazovanja prije tercijarne razine, nije dostatno za nastavak uc¢enja geometrije na sveucili$noj razini.
Ostvarene razine geometrijskog misljenja po grupama gotovo su ujednacene, tek neSto bolje
karakteristike idu u korist sudionika kontrolne skupine.

Iako bi se na prvu moglo re¢i da medu Cetiri dana graficka prikaza nema neke veée razlike, pa je
nepotrebno proucavati sva Cetiri prikaza, u kvalitativnom smislu razlika ipak postoji. Korisnost
usporedivanja rezultata po razliitim kriterijima ostvaruje se upravo u Citanju promjena koje se
dogadaju izmjenom kriterija jer do izrazaja dolaze 'slabe tocke' grupe, odnosno mjesta nestabilnosti
geometrijskog misljenja sudionika, $to je klju¢no za prilagodbu poucavanja karakteristikama grupe.

Rezultati dobiveni prethodnom analizom ukazuju da se za vrijeme intervencije treba baviti
elementima svih razina prema van Hieleovu modelu razvoja misljenja, a posebno prvih triju razina,
kako bi se sudionicima omogucilo da napreduju prema viSim razinama. Drugim rije¢ima, iskljucivo
deduktivni pristup nema smisla jer ovi sudionici za njega nisu spremni.

6.2. Karakteristike sudionika na pocetku prema GEO testu

Prije svakog poucavanja korisno je znati koja znanja sudionici ve¢ imaju o tome, posebno kada se
zna studenti uciteljskog studija dolaze s razli¢itim predznanjima koje akumuliraju kroz razlicito
matematicko obrazovanje. Naime, svi se oni obrazuju prema istim kurikulumu tijekom primarnog
obrazovanja (prvih osam godina), ali na sekundarnoj razini, matematicki kurikulum se prilicno
razlikuje 1 po sadrzaju 1 po broju sati izvodenja, a u nekim strukovnim Skolama, matematicko
obrazovanje prestaje nakon 2. razreda srednje Skole. Stoga su podaci koji se prikupljaju GEO testom
o geometrijskom predznanju sudionika 1 njihovim sklonostima i vjeStinama vizualizacije od iznimne
vaznosti prije pocetka ucenja radi planiranja i prilagodbe poucavanja tijekom intervencije.

Analiza rezultata i rasprava o podacima koji su prikupljeni GEO testom prije poetka ucenja
geometrije vrsi se najprije odvojeno kroz Cetiri segmenta prema Cetiri grupe zadataka: (1) predznanja
o definicijama odabranih geometrijskih pojmova; (2) uspjesnost Citanja matematicke poruke sa slike;
(3) uspjesnost rjeSavanja zadataka objektivnog tipa te (4) uspjesnost rjeSavanja problemskih zadataka.
Nakon toga se da je zbirni odgovor na 2. pitanje. Podaci se obraduju uzajamno kvalitativnom i
kvantitativnom analizom: deskriptivna statisticka analiza obi¢no ukazuje na moguca raslojavanja i
potencijalne (tipi¢ne) teSkoce, a kvalitativno prouc¢avanje njihovih radova omoguc¢ava uvid u stvarne
(ne)mogucnosti i (ne)znanja.

Ovom analizom ukupno je obuhvaéeno 86 od 90 sudionika (95,56%) jer je svih 52 sudionika (100%)
eksperimentalne grupe pisalo prvi GEO test, ali 4 od 38 (10,53%) sudionika kontrolne grupe nije
pisalo. U opisu rezultata, iz prakti¢nih razloga, ponekad se za eksperimentalnu grupu koristi samo
oznaka E, a za kontrolnu grupu samo K.

150



6.2.1. Predznanja o definicijama odabranih geometrijskih pojmova

Prema van Hieleovoj teoriji, razumijevanje formalnih definicija moguce je tek kada se savladaju prve
tri razine geometrijskog misSljenja. S obzirom na rezultate predstavljene u prethodnoj cjelini
ocekivano je da rezultati 1 u ovoj grupi zadataka budu slabiji.

U Tablici 9 dane su distribucije frekvencija i relativnih frekvencija u odredivanju korektnosti iskaza
za definicije odabranih geometrijskih pojmova. U stupcu "To¢no (1)' nalaze se sudionici koji su
prepoznali da iskaz ne predstavlja korektnu definiciju; u stupcu 'Pogresno (0)' su sudionici koji
smatraju da je ponudeni iskaz korektna definicija istaknutog geometrijskog pojma, a u stupcu 'Prazno
(-)' su sudionici koji nisu dali odgovor na ponudeno pitanje. Kako je ve¢ istaknuto u opisu GEO testa,
nijedan iskaz ne predstavlja korektnu definiciju odabranog geometrijskog pojma.

Tablica 9. Prepoznavanje (ne)korektnosti definicije

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)

Korektnost Tocno (1) Pogresno (0) Prazno (-) | Toéno (1)  Pogresno (0)  Prazno (-)

definicije N % N % N % N % N % N %
G1.1 Pravac 13 25,00 36 69,23 3 577 |5 1471 27 7941 2 588
G1.2 Paralelni pravci 9 17,31 43 82,69 0O 000 |3 882 29 8529 2 5,88
G1.3 Duzina 6 11,54 46 88,46 0O 000 |2 588 30 88,24 2 5,88
G1l.4 Simetrala duzine 13 25,00 38 73,08 1 192 |5 1471 25 7353 4 11,76
G15 Kut 7 13,46 43 82,69 2 38 |8 2353 23 67,65 3 8,82
G1.6 Ortocentar 11 21,15 33 63,46 8 1538 |5 14,71 19 55,88 10 2941
G1.7 Romb 13 25,00 39 75,00 0 000 |9 2647 22 64,71 3 882
G1.8 Kruznica 20 3846 30 57,69 2 38 |7 2059 21 61,76 6 17,65

Na temelju prikazanih podataka (Tablica 9) moze se uociti da su sudionici nastojali odgovoriti gotovo
na sva postavljena pitanja, tj. vrlo je mali postotak onih koji nisu dali nikakav odgovor (kolona
'Prazno'). Pri tome se moZze uociti da je u kontrolnoj grupi bilo nesto viSe onih bez odgovora, §to moZe
biti zbog ne znanja, ali 1 iz opreza kada nisu sigurni. Medu onima koji nisu dali odgovor, jedino
odskace frekvencija odgovora na Sesto pitanje o ortocentru trokuta (15,38% u E 1 29,41% u K).
Moguce je da oni uopce ne poznaju definiciju tog pojma.

Prema frekvencijama to¢nih odgovora (kolona '"To¢no") vidljivo je da su nesto uspjesniji bili sudionici
eksperimentalne grupe u Sest od osam pitanja (pojmovi: pravac, paralelni pravci, duzina, simetrala
duZine, ortocentar i kruZnica), dok su na preostala dva pitanja neSto uspjesniji bili sudionici kontrolne
grupe (pojmovi: kut i romb). Medutim, u obje grupe manji postotak je onih koji su prepoznali
nekorektnost definicije, odnosno puno ve¢i postotak je onih koji smatraju da ponudeni iskazi
predstavljaju korektne definicije odabranih geometrijskih pojmova (kolona 'Pogresno'). Ovi rezultati
mogu ukazivati na viSe stvari: (1) nepoznavanje ili nedovoljno razumijevanje formalnih definicija;
(2) dominantnost osobnih konceptualnih slika, medu kojima ima nepotpunih, a moguce 1 pogresnih;
(3) brzopleto i nekriti¢ko ¢itanje ponudenih iskaza.

Ukratko, na temelju prikazanih podataka moglo bi se re¢i da sudionici imaju vrlo slaba znanja o
definicijama odabranih pojmova te slabu kriti¢nost pri Citanju postavljenih iskaza. Medutim,
razmatranjem vizualnih prikaza koje su sudionici stvarali uz opisane geometrijske pojmove dobiva
se drugacija slika o njihovom (pred)znanju. S tom svrhom, u Tablici 10. dane su distribucije
frekvencija i relativnih frekvencija sudionika pri stvaranju odgovaraju¢ih vizualnih prikaza prema
iskazima o odabranim geometrijskim pojmovima.

Na temelju rezultata prikazanih u Tablici 10. moze se uociti da je broj onih koji nisu dali svoj odgovor
(t). vizualni prikaz) puno veéi nego S§to je bio u sluc¢aju prepoznavanja (ne)korektnosti definicije
(kolona '"Prazno') te je opet bez odgovora bilo vise medu sudionicima kontrolne grupe. Uvidom u
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radove sudionika uoc¢ava se da vec¢ina njih uopc¢e nije nista crtala, moguce zato Sto je povrsno procitala
zahtjeve zadatka, dok je tek manji dio njih zapoceo crtati te stao nakon prvih nekoliko pitanja. Broj
koji odskace opet je frekvencija vizualnih prikaza na Sesto pitanje (G1.6) o ortocentru trokuta
(36,54% u E 1 58,82% u K). No, ono $to posebno iznenaduje je to $to 52,94% sudionika kontrolne
skupine u osmom pitanju (G1.8) nije vizualno prikazalo kruznicu, a $to je elementarni pojam koji se
kontinuirano koristi u nastavi geometrije prije tercijarne razine.

Tablica 10. Stvaranje vizualnog prikaza opisanog pojma

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
. . To¢no (1)  Pogresno (0)  Prazno (-) To¢no (1)  Pogresno (0)  Prazno (-)

Vizualni prikaz % N % N %! N % N % N %
Gl1.1 Pravac 41 78,85 0 000 11 2115 21 61,76 0 0,00 13 38,24
G1.2 Paralelnipravci 39 75,00 2 385 11 21,15| 22 64,71 0 0,00 12 35,29
G1.3 Duzina 35 67,31 5 962 12 23,08 | 19 55,88 3 8,82 12 35,29
Gl1.4 Simetraladuzine 25 48,08 14 26,92 13 25,00 8 2353 10 2941 16 47,06
Gl5 Kut 35 67,31 5 9,62 12 23,08| 18 52,94 1 294 15 44,12
G1.6 Ortocentar 2 385 31 5962 19 36,54 1 294 13 38,24 20 58,82
G1.7 Romb 24 46,15 17 32,69 11 21,15| 16 47,06 3 8,82 15 44,12
G1.8 Kruznica 38 73,08 1 192 13 2500 | 16 47,06 0 0,00 18 52,94

Prema frekvencijama to¢nih odgovora (kolona '"To¢no') vidljivo je da su uspjesniji bili sudionici
eksperimentalne grupe u svim pitanjima osim jednog (za pojam romba), ali su oni istodobno dali i
viSe pogresnih odgovora u svim pitanjima osim u jednom (pojam simetrale duzine), $to je dijelom
posljedica i ve€eg broja ne-odgovora medu sudionicima kontrolne grupe. Medutim, za razliku od
raspodjele odgovora u prvom dijelu pitanja (korektnost definicije), u drugom dijelu pitanja u obje
grupe je daleko veci postotak onih ¢iji je vizualni prikaz istaknutih geometrijskih pojmova korektan
(kolona '"To¢no'), dok je manji postotak onih ¢iji vizualni prikazi nisu korektni (kolona 'Pogresno’).
Odnos je obratan u obje grupe u slucaju crtanja ortocentra trokuta, te u kontrolnoj grupi u slucaju
crtanja simetrale duzine. Opisani rezultati mogu ukazivati na vise stvari: (1) vizualni prikazi pojma
trajnije se pamte od opisa pojma rije¢ima; (2) sudionici se vise sluZze osobnom slikom koncepta, a
manje formalnom definicijom koncepta; (3) dio njih, unato¢ zahtjevu ne koristi vizualni prikaz.

Medutim, kada se odgovori sudionika u oba dijela pitanja razmatraju zajedno, postize se finije i
suptilnije tumacenje njihovih odgovora. U Tablici 11. prikazana je distribucija triju kombinacija od
mogucih devet: (to¢no, tocno), (pogresno, tocno) i (prazno, prazno), odnosno (1, 1), (0, 1)i (-, -), pri
¢emu se prvi ¢lan uredenog para odnosi na prepoznavanje korektnosti definicije, a drugi ¢lan na
stvaranje vizualnog prikaza.

Tablica 11. Distribucija odgovora za prvu grupu pitanja u cijelosti

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)

(Korektnost definicije, 1,1 0,1) (- -) 1,1 0, 1) (- -)
vizualni prikaz) N % N % N % N % N % N %
G1.1 Pravac 11 21,15 28 5385 1 1,92 2 588 19 5588 2 5,88
G1.2 Paralelni pravci 4 769 35 6731 O 0,00 0 0,00 22 6471 2 5,88
G1.3 Duzina 4 769 31 5962 O 0,00 1 294 18 5294 2 5,88
G1l.4 Simetrala duzine 2 38 23 4423 1 1,92 0 000 8 2353 4 11,76
G15 Kut 3 577 31 5962 1 1,92 3 882 15 4412 3 8,82
G1.6 Ortocentar 0 000 2 385 7 1346 0 000 1 294 9 26,47
G1.7 Romb 4 769 20 3846 O 0,00 3 882 12 3529 2 5,88
G1.8 KruZnica 14 2692 23 4423 1 1,92 4 1176 11 3235 5 1471
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Konac¢no, na temelju rezultata prikazanih u Tablici 11, moze se rec¢i da sudionici nemaju dovoljno
kvalitetna predznanja o istaknutim geometrijskim pojmovima (kolona (1, 1)) te uz njih bolje vezu
vizualne prikaze nego formalne opise (kolona (0, 1)), a samo manji postotak sudionika nije dao
nikakav odgovor, posebno u kontrolnoj grupi (kolona (-, -)). U svemu odskacu rezultati o ortocentru
trokuta te je moguce da se taj pojma vrlo malo koristio. Ova opéa zapazanja u nastavku se detaljnije
razmatraju i nadopunjuju na temelju kvalitativne analize njihovih radova.

Pravac (G1.1): Visoki postotak (69,23% u E; 79,41% u K; Tablica 9) pogresnih odgovora, tj. onih
koji smatraju da je iskaz Pravac je ravna crta korektna definicija, ukazuje na nerazumijevanje
aksiomatskog sustava u kojem se osnovni pojmovi ne definiraju, ve¢ se samo zamisljaju na
odgovarajuci nacin. S druge strane, visoki postotak (78,85% u E; 61,76% u K; Tablica 10) korektnih
vizualnih prikaza potvrduje da sudionici korektno zamisljaju pravac kao ravnu crtu. Vecina ravnih
crta prikazana je horizontalno.

Paralelni pravci (G1.2): Prili¢no visok postotak (82,69% u E; 85,29% u K; Tablica 9) je onih koji
smatraju da je iskaz Paralelni pravci su pravci koji se ne sijeku korektna definicija. Taj rezultat
ukazuje na suzeno polje razmatranja koncepata paralelnih pravaca. Naime, sudionici pojam 'paralelni
pravci' vezuju uz ravninu te ne razmatraju je li ponudeni iskaz korektan kada se dva pravca promatraju
unutra prostora. To potvrduju i visoki postoci (75,00% u E; 64,71% u K; Tablica 10) korektnog
crtanja paralelnih pravaca u ravnini. Samo dva sudionika iz eksperimentalne grupe vizualno prikazuju
mimosmjerne pravce kao kontra-primjer za nekorektnost definicije. Veéina paralelnih pravaca
prikazana je u horizontalnom poloZaju.

Duzina (G1.3): Najveci postotak (88,46% u E; 88,24% u K; Tablica 9) pogresnih odgovora bio je
upravo kod iskaza Duzina je dio ravnine omeden s dvije tocke, §to je prili¢no iznenadujuce lo§ rezultat
s obzirom da se pojam duzine u nastavi matematike kontinuirano koristi od prvih razreda primarnog
obrazovanja pa sve do tercijarne razine. Moguci razlog vjerojatno je u Citanju samo kljuénih rijeci
iskaza ('dio ravnine' 1 'omeden s dvije tocke'), te suZenog razmatranja koncepta. Naime, viSe od
polovice sudionika u obje grupe (67,31% u E; 55,88% u K; Tablica 10) korektno crta duzinu i to kao
dio pravca izmedu njegovih dviju tocaka, a ne kao dio ravnine. Samo dva sudionika kontrolne grupe
crtaju duZinu korektno unutar ravnine, ali oni 1 iskaz smatraju korektnim. Dakle, njihove
konceptualne slike duzine prilicno su suZene jer ne razmatraju druge mogucnost, npr. da zakrivljena
ili izlomljena crta u ravnini takoder ispunjavaju uvjete iskaza. Veéina prikazanih duzina je u
horizontalnom polozaju.

Simetrala duZine (G1.4): U ovom pitanju koriStena je tipi¢na greska pri definiranju pojmova:
ispustanje glavnog rodnog pojma (simetrala je 'pravac'). lako je vecina sudionika u vizualnom prikazu
simetralu prikazala kao pravac, ipak pri ¢itanju iskaza mnogi nisu prepoznali da upravo rije¢ 'pravac'
nedostaje. Moguce je da su pri Citanju iskaza bili viSe fokusirani na kljucne rijeci 'raspolavlja' i 'pod
pravim kutom' pa su iz vida izgubili ono $to nije navedeno. To je rezultiralo velikim postotkom
pogresnih odgovora (73,08% u E; 73,53% u K; Tablica 9), odnosno onih koji smatraju da je iskaz
Simetrala duzine raspolavija duzinu pod pravim kutom korektna definicija. Samo dvoje sudionika
(3,85%) iz eksperimentalne grupe je prepoznalo nekorektnost definicije i dalo korektan vizualni
prikaz (kolona (1, 1), Tablica 11), $to je zapravo vrlo lo$ rezultat. Naime, oni koji su crtali simetralu
duzine Cinili su brojne greske pa su tako neki crtali dva okomita pravca ili dva ukrStena pravca ili
pravac okomit na duZinu izvan polovista ili pravac kroz poloviste koji nije okomit ili pravac koji
sijeCe stranicu trokuta ili samo poloviste duzine 1 dr. Kod vec¢ine prikaza duzina je bila u
horizontalnom polozaju.

Kut (G1.5): Sli¢no kao i kod prethodnog pojma, visok postotak pogresnih odgovora (82,69% u E;
67,65% u K; Tablica 9), vjerojatno je posljedica fokusiranost na ¢itanje kljucnih rije¢i 'dio ravnine' i
'medu dvama polupravcima' pa su brzopleto zakljucili da je iskaz Kut je dio ravnine omeden dvama
polupravcima korektna definicija. Medutim, u iskazu je tipi¢na pogreska koja se potkrada u raznim
varijantama definicije kuta ('omeden' dio), a kako mnogi na to nisu reagirali, moguce je da su koncept
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kuta mnogi pogresno i usvojili. S druge strane, iz vizualnih prikaza sudionika uocava se da vecina
njih koncept kuta zamislja kao dio izmedu dvaju polupravaca s pocetnom tockom (iako to u iskazu
ne stoji), ali bilo je 1 onih koji su kut isticali kruznim lukom medu ukrstenim ili okomitim pravcima.
Vecina sudionika crtala je Siljasti kut s jednim krakom u horizontalnom polozaju.

Ortocentar trokuta (G1.6): Dani iskaz Ortocentar trokuta je tocka sjecista visina tog trokuta bio je
pravi 'kamen spoticanja’: najmanje tocnih odgovora za iskaz (21,25% u E; 14,17% u K; Tablica 9),
najmanje to¢nih vizualnih prikaza (3,85% u E; 2,94% u K; Tablica 10), najvise bez odgovora u obje
grupe i niti jedan odgovor u potpunosti korektan (Tablica 11). Od manjeg broja onih koji su
prepoznali nekorektnost iskaza, nitko nije dao korektan vizualni prikaz, a tri sudionika (2 u E; 1 u K)
koji su smatrali da je iskaz korektan (Tablica 11), vizualno su prikazali upravo sjeciste visina u
Siljastokutnom trokutu. Svi ostali koji su crtali koncept ortocentra imali su priliéno muke oko toga da
dodu do tocke unutar $iljastokutnog trokuta koja je sjeciste raznih vrsta pravaca ili duzina. Najcesce
su crtali simetrale kutova ili samo dio simetrala kutova, a bilo je i raznih okomica na stranice, ali ne
iz vrha trokuta. Moze se zakljuciti da sudionici imaju povrsnu i nepotpunu sliku koncepta usmjerenu
samo na Siljastokutne trokute, $to je moguce posljedica i rada s nepotpunom formalnom definicijom
koncepta.

Romb (G1.7): U ovom pitanju koriStena je tipi¢na greSka pri definiranju pojmova: opisivanje svih
svojstava toga pojma, bez razmatranja samo nuznih i dovoljnih te bez iskljucivanja medusobno
ekvivalentnih svojstava medu njima. Moguée da je upravo to razlog visokog postotka pogresnih
odgovora (75,0% u E; 64,71% u K; Tablica 9), tj. onih koji smatraju iskaz Romb je cetverokut kojemu
su nasuprotne stranice paralelne i jednakih duljina predstavlja korektnu definiciju pa su u skladu s
tim velikim dijelom crtali op¢i paralelogram umjesto romba. Naime, medu onima koji su smatrali da
je iskaz korektna definicija, dio njihovih vizualnih prikaza je korektan (38,46% u E; 35,29% u K;
Tablica 11). Jo§ veci problem pri crtanju je bio u onih koji su prepoznali da iskaz nije korektan
(25,00% u E; 26,47 u K; Tablica 9), jer ih je samo sedmero korektno nacrtalo romb (7,69% u E;
8,82% u K; Tablica 11).

Kruznica (G1.8): Slab rezultat u ovom pitanju zaista za¢uduje jer se radi o elementarnom pojmu Koji
se kontinuirano koristi u nastavi geometrije kroz cijelu vertikalu. Naime, ve¢ina sudionika koji su
smatrali da iskaz Kruznica je skup tocaka ravnine jednako udaljenih od neke tocke ravnine nije
korektna definicija (38,46% u E; 20,59% u K; Tablica 9), vizualni prikaz nisu dali pa je vrlo mali
postotak to¢nih odgovora u potpunosti (26,92% u E; 11,76% u K; Tablica 11). Osim toga, njima nije
bilo sporno $to je ispustena rije¢ 'svih' (skup svih toc¢aka), ve¢ im je bio sporan dio iskaza 'udaljenih
od neke tocke ravnine', pa su taj dio neki prekrizili i dopisali 'od sredista'. To ukazuje na nemogucnosti
uocavanja suptilnosti koje definiciju ¢ine nekorektnom (nepotpunom), ali i na koristenje cirkularne
definicije.

Konac¢no, na temelju svega opisanog moze se zakljuciti da sudionici poznaju odredene definicije
pojmova, ali su prili¢no nesigurni oko njih i nisu ith u moguénosti kriticki ¢itati. Moguce je da su
formalne definicije pojmova ucili napamet kao gotove formulacije. Nadalje, uz svaki istaknuti
geometrijski pojam sudionici vezuju vizualni prikaz, ali to je viSe rezultat njihovih osobnih slika
koncepata, ne kao sastavni dio formalnih definicija jer se slika ipak pamti trajnije od rije¢i. Zapravo,
u sudionika prilicno dominira slika koncepta, koja je nepotpuna i neadekvatno povezana s formalnom
definicijom.

Takoder, sudionici ne poznaju pravilnosti koje definiciju ¢ine korektnom, kao ni razli¢ite mogucnosti
definiranja istog pojma te ne poznaju razliCite vrste definicija. Ne snalaze se u prepoznavanju:
glavnog roda i specifi¢nih razlika vrste u iskazu, elemenata viska koji definiciju ¢ine preopSirnom te
clemenata manjka koji definiciju ¢ine preuskom, niti u prepoznavanju ne-ekvivalentnih svojstva,
0dnosno nemaju osjecaj za nuzne i dovoljne karakteristike koji osiguravaju jednoznacnost definicije.
Ne razlikuju osnovne i izvedene pojmove. Svi navedene karakteristike ukazuje na to da se tijekom
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intervencije sudionici trebaju baviti i procesom definiranja geometrijskih pojmova te povezivanjem
formalnih definicija s njihovom konceptualnom slikom.

6.2.2. UspjeSnost ¢itanja matematic¢ke poruke sa slike

Prema Duvalu, za uspjesno Citanje matematicke poruke na danom vizualnom prikazu potrebna je
perceptivna i matematicka obrada. Kroz perceptivnu (nesvjesno) obradu zapazaju se odredeni detalji
prikaza ,,na prvu” i time se opaza Sto slika prikazuje, a daljnjom matematickom obradom uspostavlja
se veza medu detaljima u svrhu otkrivanja $to dani vizualni prikaz predstavlja (Duval, 1995).

Druga grupa pitanja sastoji se od Sest vizualnih prikaza od kojih prvi i peti predstavljaju jedan objekt,
dok na preostala Cetiri ima vise objekata medu kojima treba uspostaviti vezu, §to se vrednuje
dodatnim bodom. Stoga se ove dvije vrste pitanja razmatraju odvojeno. U Tablici 12. prikazuje se
distribucija odgovora na prvo i peto pitanje (G2.1 i G2.5), a u Tablici 13. distribucija odgovora na
preostala cCetiri pitanja (G2.2, G2.3, G2.4 i G2.6), na temelju ¢ega se moze vidjeti u kojoj mjeri su
sudionici bili uspjesni u ¢itanju matematicke poruke.

Tablica 12. Distribucija odgovora u ¢itanju poruke prvog i petog pitanja

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Poruka To¢no (1)  Pogresno (0) Prazno(-) | Tocno (1)  Pogresno (0)  Prazno (-)
% N % N %| N % N % N %

G2.1 Trokut 28 5385 23 44,23 1 192| 14 4118 19 55,88 1 294
G25 Kvadar 19 3654 31 59,62 2 385| 10 2941 22 64,71 2 588

Prema rezultatima prikazanima u Tablici 12, vidljivo je da su sudionici eksperimentalne grupi bili
nesto uspjesniji u Citanju poruke u 1. 1 5. pitanju, ali ne znacajno. Takoder, u obje grupe su bili
uspjesniji u ¢itanju poruke za ravninski objekt (trokut), a manje za prostorni objekt (kvadar).

Jednakostrani¢ni trokut, stranice duljine a (G2.1): Pri otkrivanju kakav je lik prikazan na slici u
pitanju G2.1, bilo je dosta razli¢itih vrsta odgovora. Odgovori vrednovani jednim bodom bili su jasni:
jednakostranican trokut (53,85% u E; 41,18% u K). Medutim, medu preostalim odgovorima koji su
vrednovani s 0 bodova (44,23% u E; 55,88% u K) bilo je raznih ideja: trokut, raznostranic¢an trokut,
raznostranican trokut pogresno ozmacenih stranica, razmostranicni trokut iako su sve stranice
oznacene slovom a, prema oznakama jednakostranican iako prema izgledu raznostranican,
raznostranican Siljastokutan trokut, pravokutni trokut, pravokutan raznostranican trokut,
Jjednakostranicni pravokutni trokut, tupokutan trokut jednakih stranica (i slicne varijante).

Kvadar duljine 2cm, Sirine 3cm i visine 4cm (G2.5): Pri otkrivanju kakvo je tijelo prikazano na
slici u pitanju G2.5, tek oko tre¢ine sudionika bilo je bez dileme: kvadar (36,54% u E; 29,41% u K).
Medutim, medu preostalim odgovorima (59,62% u E; 64,71% u K) bilo je raznih ideja: kocka,
kockica, kocka sa stranicama duljine 2cm, 3cm i 4cm, kocka s razlicitim duljinama stranica, kvadrat,
raznostranican kvadrat, pravokutnik, projekcija pravokutnika, trodimenzionalna slika pravokutnika,
volumen tijela, geometrijsko tijelo, trapezoid.

Vec na temelju odgovora u ova dva pitanja moze se uociti da je u sudionika dominantno perceptivno
Citanje vizualnih prikaza, koje je izraZenije pri ¢itanju prostornih (3D) prikaza.

Prema rezultatima prikazanima u Tablici 13, za drugu grupu zadataka (G2.2, G2.3, G2.4, G2.6) moze
se uociti da sudionici nisu bili uspjesni pri uspostavljanju funkcionalnih veza medu elementima slike
u svrhu otkrivanja predstavljene matematicke poruke, ni u jednoj grupi. Naime, uglavnhom oko
polovice sudionika uocava elemente slike (kolona 'Dijelom'), ali samo manji broj njih medu njima
uspjesno uspostavlja vezu (kolona "Toc¢no'). Takoder, kod ¢itanja sloZenije slike viSe je onih koji
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uop¢e ne daju odgovor (presjek, prizma) Sto dijelom moze proizlaziti i iz nemoguénosti
uspostavljanja veza medu elementima.

Tablica 13. Distribucija odgovora u ¢itanju poruke u preostala Cetiri pitanja

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
To¢no Djelom  Pogresno Prazno To¢no Djelom  Pogre$no Prazno
Poruka ) 1) ) Q) ) @) ©) )
N % N % N % N % | N % N % N % N %
G2.2 Presjgk 0 0,00 29 5577 17 3269 6 1154| 0 000 22 6471 7 2059 5 1471
G2.3 Sli¢nost 3 577 37 71,15 12 2308 0 000| 5 1471 18 5294 10 2941 1 294
G2.4  Sukuti 4 769 24 46,15 21 4038 3 577| 6 17,65 20 5882 4 1176 4 11,76
G2.6 Prizma 3 577 7 1346 31 5962 11 2115| 1 294 4 1176 16 47,06 13 38,24

I u ovoj grupi zadataka vidljivo je da su sudionici najvise teSko¢a imali pri Citanju prostornog (3D)
prikaza. Prethodna opéa zapazanja u nastavku se detaljnije razmatraju i nadopunjuju na temelju
kvalitativne analize njihovih radova.

Presjek kruznice i Siljastog kuta u vrhu kuta (G2.2): U odgovoru na ovo pitanje nitko od sudionika
nije uspostavio korektnu vezu medu elementima slike, tj. izmedu kruznice i kuta (kolona "Toc¢no").
Medutim, viSe od polovice sudionika u obje grupe prepoznalo je kruznicu i ($iljasti) kut te pokusalo
uspostaviti vezu, ali im je nedostajao odgovaraju¢i vokabular te prepoznavanje suptilnih razlika
izmedu prikazanog i opisanog (kolona 'Dijelom'). Tako, na primjer, mnogi od njih na razli¢ite nacine
opisuju da se radi o kruznici i kutu koji se dodiruju u jednoj tocki, ili koji imaju jednu tocku
zajednicku, ne uvidajuci da je taj slu¢aj moguc¢ s vrhom kuta, ali i s krakom kuta (Slika 117a); ili da
se radi o kutu kojemu je vrh na kruznici, ne uvidajuci da u tom sluc¢aju krakovi mogu i ne moraju
sje¢i kruznicu (Slika 117). No, medu preostalim odgovorima (kolona 'Pogre$no’) ima i konceptualnih
nerazumijevanja. Tako, na primjer, neki opisuju obodni kut koji se nalazi na kruznici, odsjecak na
kruznici, kut koji (ne)pripada kruznici, kut nad polumjerom i sl.

(@) (b)
Slika 117. KruZnica i kut

Dva sli¢na pravokutna trokuta, drugi s koeficijentom 2 (G2.3): U ovom pitanju ipak je bilo to¢nih
odgovora, iako vrlo malo (5,77% u E; 14,71% u K), ali takoder 1 puno manje pogreSnih odgovora te
gotovo nije bilo onih bez odgovora. Visok je postotak (71,15% u E; 52,94% u K) onih koji su uocili
dva pravokutna raznostrani¢na trokuta, ali nisu uspostavili vezu, tj. da su stranice drugog trokuta dva
puta vece od odgovarajucih stranica prvog trokuta. Medutim, medu onima koji su pokusali uspostaviti
vezu uocljiva je i jedna tipi¢na greSka pri opisivanju sli¢nih trokuta. Oni isti¢u da je drugi trokut
dvostruko veci od prvog, $to nije korektno jer njegove stranice i visina jesu dvostruko vece, ali
povrsina je veca Cetiri puta.

Tupi kut B i Siljasti kut a nadopunjavaju se do ispruzenog kuta (G2.4): U ovom je pitanju bilo
najvise to¢nih odgovora iako je postotak vrlo slab (7,69% u E; 17,65% u K). Svoje opise sudionici su
temeljili uglavnom na siljastom i tupom kutu koji ¢ine ispruzeni kut il je ispruzeni kut podijeljen na
Siljasti i tupi kut, dok su pojam susjedni kutovi koristila samo tri sudionika eksperimentalne grupe.
Medu onima koji su pokusali uspostaviti vezu uocava se jedna tipi¢na greska: oni uocavaju da se radi
o Siljastom kutu o i tupom kutu 3, ali dodaju da se radi o suplementarnim kutovima, odnosno da im
je zbroj 180°. Tako u ovom slucaju to jest istina jer se radi o sukutima, ali suplementarni kutovi ne
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moraju biti sukuti. Nadalje, medu onima koji se nalaze u koloni 'Pogresno' uocavaju se razna
konceptualna nerazumijevanja te pogre$na shvacanja. Tako, na primjer, neki navode da se radi o
komplementarnim kutovima, vanjskom i unutarnjem kutu, obodnim kutovima, sukladnim kutovima,
da simetrala raspolavija duzinu pod tupim kutom i dr.

Najvecéi dijagonalni presjek Sesterostrane prizme brida duljine a i visine v (G2.6): Ovo se pitanje
odnosi se na tijelo u prostoru unutar kojeg treba uspostaviti vezu medu istaknutim elementima.
Generalno gledano, u Citanju poruke sa ove slike bili su najneuspjesniji: slab postotak toc¢nih, najnizi
postotak djelomi¢no to¢nih te najveéi postotak bez odgovora (Tablica 13). Medu pogresnim
odgovorima mnosStvo nerazumijevanja i pogresnih shvacanja: plosna stranica, Sesterokut, visina
Sesterokuta, ravnina koja raspolavlja sesterokut na dva jednaka dijela, mnogokut podijeljen na dva
jednaka dijela, geometrijsko tijelo podijeljeno na dva jednaka trapeza, valjak sa sredisnjom plohom,
osni presjek tetraedra, kvadar i dr. Ukratko, sudionici imaju slaba znanja o 3D geometrijskim
objektima.

Konaéno, na temelju svega opisanog za drugu grupu zadataka, moze se zakljuéiti da sudionici imaju
vrlo slabe vjestine ¢itanja matematiCke poruke sa slike, pri ¢emu dominira perceptivna obrada slike,
posebno kada se radi o prikazu 3D objekta. Kod sloZenijih prikaza ne pridaju pozornost svim
detaljima, a poseban problem imaju pri uspostavljanju funkcionalnih veza medu uo¢enim elementima
slike. Odgovaraju¢e pojmove kao da su koristili u manjoj mjeri, povr$no ili uopc¢e nisu koristili:
obodni kut, sli¢nost trokuta, susjedni kutovi, Sesterostrana prizma, dijagonalni presjek.

Ukratko, pri ¢itanju vizualnih prikaza sudionici su se snalazili svatko na svoj nacin, pa bi se moglo
zakljuciti da oni nisu sustavno poucavani kako Citati matematicku poruku sa slike. Predstavljeni
rezultati upucuju na to da se za vrijeme intervencije treba baviti, detaljno i sustavno, razli¢itim
procesima vizualizacije.

6.2.3. Uspjesnost rjesavanja zadataka objektivnog tipa

Razna obrazovna istrazivanja potvrduju da ponudeni odgovori ipak poti¢u uc¢enike da daju odgovor,
a ciljano odabrani distraktori ih usmjeravaju na odabir odgovarajuéeg rjesenja (PISA 2012; Drzavna
matura, 2012; Baranovi¢ i Antunovi¢-Piton, 2021).

U svrhu prepoznavanja u kojoj mjeri su sudionici bili uspjeSni pri rjeSavanju Sest zadataka
objektivnog tipa (G3.1 — G3.6), u Tablici 14. prikazana je distribucija njihovih odgovora u skladu s
kriterijima vrednovanja (To¢no, Pogresno, Prazno).

Tablica 14. Distribucija odgovora u zadacima objektivnog tipa (ZOT)

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Toc¢no Pogresno Prazno Toc¢no Pogresno Prazno
zoT 1) () ) (1) (0) ¢)
N % N % N % | N % N % N %
G3.1 Povrsina 12 23,08 40 76,92 0 000| 14 41,18 17 50,00 3 8,82
G3.2 Opseg 40 76,92 12 2308 0 000| 24 7059 7 2059 3 882
G3.3 Duljina stranice 33 6346 18 3462 1 192| 26 7647 7 2059 1 294
G3.4  Kut trokuta 25 48,08 24 46,15 3 577 | 18 5294 15 4412 1 294
G3.5 Presjek 5 962 46 8846 1 192| 7 2059 27 79,41 0 0,00
G3.6 Kutuzpresjecnicu 47 90,38 5 962 0 000| 26 76,47 7 2059 1 294

Prema rezultatima prikazanima u Tablici 14. vidljiv je mali postotak sudionika bez odgovora, za
razliku od vec¢ine prethodno razmatranih pitanja. To znaci da su ponudeni odgovori ipak potakli
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sudionike da odgovore na pitanje, $to je u skladu s rezultatima drugih istrazivanja. Prema distribuciji
tocnih 1 pogresnih odgovora uocava se da su sudionici najslabije rijesili prvi i peti zadatak (G3.1 1
(G3.5) u obje grupe, mogucée zato jer se radi o konceptima (povrsSina trokuta, presjek pravca i kruznice)
koje su usvojili povrs$no i bez razumijevanja. U situacijama kada su nesigurni, distraktori Kkoji
ukljucuju njihove tipi¢ne greske, usmjeravaju njihove odgovore. U ostalim pitanjima (G3.2, G3.3.,
G3.4 1 G3.6) bili su daleko uspjesniji u obje grupe, moguce zato jer su se tim konceptima vise bavili
pa su ih bolje i savladali (opseg paralelograma, duljina stranice trokuta, unutarnji kut trokuta te kut
uz presjecnicu). Generalno gledano, u Cetiri pitanja (G3.1, G3.3, G3.4 1 G3.5), koja obuhvacaju i bolje
i slabije rijeSene zadatke, uspjesniji su bili sudionici kontrolne grupe, ¢ak i uz veéi postotak ne-
odgovora, dok su sudionici eksperimentalne grupe bili su uspjesniji u dva pitanja (G3.2 1 G3.6),
posebno u zadnjem. U nastavku se, uz kvalitativnu analizu njihovih radova, detaljnije razmatra utjecaj
ponudenih odgovora po svakom zadatku.

Povrsina pravokutnog trokuta (G3.1): Prema zapisima koje su sudionici radili uz sliku, uocava se
da su povrsinu racunali prema sljede¢im formulama: P = %b (korektno, u (a) odgovoru), P=a-b

(distraktor u (b) odgovoru), P =a-b-c (distraktor u (e) odgovoru) te nitko nije koristio Heronovu
formulu. Medu pogresnim odgovorima, kojih je visok postotak, sudionici eksperimentalne grupe
najucestalije su birali odgovor pod (e), ¢ak njih 67,31%, $to znaci da ih je 'zaveo' element viska pa su
koristili formulu P =a-b-c. Za njih se moze reci da koncept povrsine ne razumiju, a svoj rezultat ne
provjeravaju niti kroz mjernu jedinicu, §to su mogli jer je u rjeSenju istaknuta kvadratna mjerna
jedinica, koja se ne dobiva mnozenjem triju veli¢ina. Sudionici kontrolne grupe medu pogresnim
odgovorima ucestalije su birali dva odgovora: pod (b) njih 14,71% koriste¢i formulu P=a-b, a pod
(e) njih 32,35% koriste¢i formulu P=a-b-c.

Opseg paralelograma (G3.2): Prema zapisima uz sliku, sudionici su opseg rac¢unali koriStenjem
formule O =2a+2b (korektno u (d) odgovoru), O =a+b (distraktor u (a) odgovoru) i O=a-+b+v
(distraktor u (b) odgovoru). Za tre¢inu sudionika (¢iji je odgovor bio pogreSan) moze se reci da ipak
nisu u potpunosti razumjeli koncept opsega. Pogresni odgovori sudionika bili su rasprSeni po svim
odgovorima. Ipak, u eksperimentalnoj grupi najucestaliji odgovor bio je (b), §to je biralo njih 9,62%,
a u kontrolnoj grupi odgovor (a), §to je biralo njih 14,71%. To znaci da je manji dio njih ipak 'zaveo'
element viska.

Duljina stranice pravokutnog trokuta (G3.3). Prema zapisima uz sliku, sudionici su duljinu
stranice racunali primjenom identiteta Pitagorina poucka: c¢’=a’+b’. Nitko nije koristio
trigonometriju pravokutnog trokuta, Sto znaci da sudionici ipak pravokutni trokut dominantno vezuju
uz Pitagorin poucak. Iako su pogreSni odgovori bili rasprSeni u obje grupe, ipak je 23,08% sudionika
eksperimentalne grupe najucestalije birao odgovor pod (d), bez vidljivo jasnog razloga.

Unutarnji kut jednakokra¢nog trokuta (G3.4): Prema zapisima uz sliku, sudionici su najprije
odredili veli¢inu unutarnjeg susjednog trokuta, a zatim su po formuli za zbroj unutarnjih kutova u
trokutu odredili veli¢inu nepoznatog kuta, Sto je uobicajena Skolska procedura. Medutim, nije vidljivo
je 1i netko ipak koristio ¢injenicu da je vanjski kut trokuta jednak zbroju unutarnja dva koja mu nisu
susjedna. Zanimljivo je da su obje grupe u ovom zadatku bile gotovo ujednacene i1 u toc¢nosti i u
rasprSenosti po pogreSnim odgovorima. Medu pogreSnim odgovorima, najucestalije su birali
odgovori pod (b) vjerojatno jer je 'izgledao' kao kut od 45° (17,31% u E; 17,65% u K) te odgovor pod
(d) jer su kut od 70° izjednacili s kutom x, tj. za osnovicu jednakokra¢nog trokuta uzeli su stranicu
BC koja je u horizontalnom poloZaju ($to je uobicajena $kolska praksa), a ne stranicu AC prema
uvjetima zadatka (23,08% u E; 17,65% u K).

Presjek pravca i kruznice (G3.5): Ovo pitanje unijelo je najviSe pomutnje, pomalo 1 o¢ekivano jer
je u ovoj grupi ovo jedini zadatak koji nije raCunski, ve¢ konceptualni. Odgovor zahtijeva
razumijevanje koncepta pravca i kruznice, ali i razumijevanje koncepta presjeka. Osim toga, pravac
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je s namjerom nacrtan tako da sijece kruznicu samo u jednoj tocki kako bi se vidjelo na koji nacin
sudionici percipiraju vizualni prikaz pravca. S obzirom na sve re¢eno, ovaj zadatak zahtijeva posebnu
analizu pa se u tu svrhu u Tablici 15. daje distribucija svih odgovora na ovo pitanje.

Tablica 15. Distribucija svih odgovora u pitanju G3.5

Presjek pravca i E grupa (N =52) | Kgrupa (N =34)

kruznice N % N %

(a) toc¢ka A 15 28,85 17 50,00
(b) toke Ai S 4 7,69 2 5,88
(c) tocke Ai B 5 9,62 7 20,59
(d) tocke A, SiB 7 13,46 4 11,76
(e) duzina AS 20 38,46 4 11,76
prazno (-) 1 1,92 0 0,00

Sudionici koji u svoj odgovor nisu ukljucili to¢ku B znaci da ne razumiju koncept pravca iako ¢e svi
vrlo spremno izgovoriti da je to ravna crta koja se proteze beskonacno. Medutim vizualni prikaz je
omeo njihovu zamisao beskona¢nog pravca. Takvih je vrlo visok postotak: 75% u E i 67,65% u K.
Sudionici koji u svoj odgovor ukljuc¢uju tocku S ne razumiju koncept kruZnice jer je ona potrebna za
definiranje kruznice, ali nije tocka kruznice. I takvih je prilican postotak: 59,62% u E 1 29,41% u K.
Oni koji iskljucuju toc¢ku B i ukljucuju tocku S zapravo ne razumiju ni koncept pravca, ni koncept
kruznice: 46,15% u E i 17,65% u K. Konacno, oni koji biraju odgovor pod (¢) ne samo da ne razumiju
koncept pravca i kruznice, ve¢ ne razumiju ni koncept presjeka: 38% u E i 11,76% u K ili eventualno
pod kruznicom razmatraju krug.

Rezultati dobiveni kroz odgovore u ovom pitanju vrlo jasno pokazuju da su sudionici ove elementarne
pojmove koristili zapravo vrlo povrsno 1 bez razumijevanja, a moguce i konceptualno pogresno.

Kut uz presje¢nicu (G3.6): Prema zapisima na slici, sudionici vrlo vjesto ra¢unaju veli¢ine kutova
koji se nadopunjavaju do ispruZenog kuta te prepoznaju kutove jednakih veli¢ina uz presjecnicu.
Mnogi su to napravili u mislima, napamet, isticu¢i samo rjeSenje (90,38% u E; 76,47% u K). Manji
postotak onih koji su birali pogreSne odgovore (kutovi od 30°, 40° ili 50°) vjerojatno nisu provodili
racun ve¢ su procjenu vrsili sa slike.

Konac¢no, nakon razmatranja rezultata u tre¢oj grupi zadataka, moZze se zakljuciti sljedece: sudionici
slabije rjeSavaju konceptualni zadatak od proceduralnih, pri rjeSavanju proceduralnih (racunskih)
zadataka dominira formula, ¢iju korektnu primjenu ometaju elementi viska i vezuju se uz standardni
polozaj prikaza jednakokracnog trokuta. Nadalje, ponudeni ih odgovori dodatno motiviraju da
odgovore na pitanje, kada nisu sigurni u rjeSenje pribjegavaju procjeni sa slike, a namjerno postavljeni
distraktori ometaju one koji koncepte koriste samo povrsno, bez razumijevanja. Opisani rezultati su
u skladu sa dodatnim istrazivanjem jednog geometrijskog zadatka s ponudenim odgovorima, €iji
rezultati su predstavljeni u radu Different Perspectives on Success in Solving Stand-Alone Problems
by 14 to 15-Year-Old Students (Baranovi¢ i Antunovié-Piton, 2021). Predstavljeni rezultati upucuju
na to da se za vrijeme intervencije treba baviti i zadacima visih kognitivnih zahtjeva koji ukljucuju
promatrane koncepte.

6.2.4. UspjeSnost rjesavanja problemskih zadataka

Prema Polya, problemski zadaci se rjeSavaju u Cetiri faze, te su prve dvije (razumijevanje i planiranje)
posebno vazne kako bi se provela treca faza (provedba plana), a zadnja (osvrt) sluzi kao odredena
vrsta kontrole provedenog. No, razna obrazovna istrazivanja pokazuju da ucenici najceSce rjeSavaju
samo trec¢u fazu (Polya, 1966; Antunovi¢-Piton i Baranovi¢, 2021Db).
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U skladu s tim razmatra se Cetvrta grupa od osam zadataka (G4.1 — G4.8), koja se sastoji od
standardnih geometrijskih zadataka iz nastave geometrije u kojima treba prikazati proces rjesavanja,
kako bi se ispitalo na koji nacin sudionici provode taj proces te u kojoj mjeri i koliko uspjesno se pri
tome sluze vizualnim prikazom. Prvih pet zadataka zadano je tekstualno, a u posljednja tri su uz tekst
dane i slike. Prvi zadatak odstupa od drugih jer ima zahtjev crtanja, dok se sljedeca Cetiri zadatka
mogu rijesiti i crtanjem 1 bez crtanja slike. U posljednja tri zadatka dana slika je zadana pa je kao
takva sastavni dio procesa rjeSavanja.

U Tablici 16. dane su distribucije odgovora sudionika u pitanju G4.1 i to posebno za crtanje
tupokutnog trokut, a posebno za crtanje njegovih triju visina, posebno za crtanje trokuta i posebno za
crtanje visina. Iz prakti¢nih razloga, ne daje se distribucija raznih kombinacija, ali se one razmatraju
kroz dodatnu kvalitativnu analizu.

Tablica 16. Distribucija odgovora pri crtanju tupokutnog trokuta i visina

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Ga1 Toéno (1)  Pogresno (0) Prazno (-) | To¢no (1) Pogresno (0) Prazno (-)
N % N % N % | N % N % N %
Trokut 39 75,00 11 21,15 2 385|122 64,71 7 2059 5 1471
Visine 5 962 43 82,69 4 769| 2 588 27 7941 5 1471

Crtanje tupokutnog trokuta i njegovih visina (G4.1): Prema prikazanim rezultatima vidljivo je da
su sudionici puno uspjesniji bili u crtanju tupokutnog trokuta (75% u E; 64,71% u K), nego u crtanju
njegovih visina (9,62% u E; 5,88% u K). Problem sa crtanjem visina je ve¢ prepoznat i opisan u
literaturi o matematickom obrazovanju, ali nije bilo ocekivano da bi crtanje tupokutnog trokuta

mogao biti problem za viSe od Cetvrtine sudionika. Posebno iznenadenje su oni koji nisu nacrtali niSta
(3.85% u E; 14,71% u K).

Pri crtanju tupokutnog trokuta trebalo je ispuniti tri uvjeta: nacrtati trokut s tupim kutom, vrh tupog
kuta imenovati s G, a preostale vrhove E i F imenovati u smjeru suprotnom gibanju kazaljki sata.
Prema rezultatima u Tablici 16 (kolona 'Pogresno') vidljivo je da vise od petine sudionika nije ispunilo
sve te zahtjeve: neki od njih nisu nacrtali trokut s tupim kutom, neki nisu vrh pri tupom kutu imenovali
s G, a neki nisu vodili racuna o orijentaciji prilikom imenovanja vrhova (Slika 118).

Pri crtanju visina potrebno je znati da se radi o duZini koja povezuje vrh 1 nasuprotnu stranicu (pravac
nasuprotne stranice) pod pravim kutom. Takoder, potrebno je znati da se u tupokutnom trokutu samo
jedna visina nalazi unutar trokuta, a preostale dvije su izvan trokuta pa je za njihovo crtanje potrebno
produljiti odgovarajuée stranice trokuta. Medu onima koji su nacrtali trokut, sve ove zahtjeve ispunio
je jako mali postotak sudionika (7.69% u E; 5.88% u K). Kod radova preostalih sudionika, pri crtanju
visina uoceno je nekoliko problema: nerazumijevanje koncepta visine, slaba vjestina crtanja okomice,
pogresno usvojen koncept sjeciSta visina unutar trokuta 1 dr. Naime, mnogi su sudionici za visine
crtali pravce (umjesto duzina) iz vrhova trokuta (Slika 118a), mnogi su uporno crtali visine unutar
trokuta ne vodec¢i racuna o okomitosti na nasuprotnu stranicu (na pravac nasuprotne stranice; Slika
118Db), a bilo je i onih koji su pokusavali posti¢i okomitost, ali nisu mogli odrediti referentne objekte
okomitosti (Slika 118c) itd.

(b)

Slika 118. Crtanje tupokutnog trokuta i njegovih visina
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lako na prvu ovaj zadatak moze izgledati banalno, kroz proces rjesavanja otkrivaju su mnoge teskoce
1 pogresna shvacanja, koje su dovele do slabe uspjeSnosti rjeSavanja. Zbog krivo usvojenog koncepta
da se visine sijeku unutar trokuta (Sto vrijedi samo za Siljastokutni trokut), mnogi nisu uspjeli nacrtati
okomite visine jer su pod svaku cijenu htjeli postici sjeciSte visina unutar trokuta. Zapravo, mnogima
je bio problem ispuniti sve zahtjeve zadatka unutar jednog vizualnog prikaza.

Sljede¢a dva zadatka prema procesu rjeSavanja spadaju u istu grupu po tome §to se mogu rijesiti i
Cisto analiticki 1 vizualno-analiticki. Takoder, oba zadatka imaju dva rjeSenja, Sto se ne vidi na prvu,
veé je u procesu rjeSavanja potrebno razmatrati razlicite moguénosti. U Tablici 17. prikazana je
distribucija odgovora za odredivanje duljina stranica jednakoOkra¢nog trokuta, a u Tablici 18.
distribucija odgovora za odredivanje veli¢ina kutova jednakokranog trokuta, za svako rjesenje
posebno. U kvalitativnoj analizi njihovih radova dodatno se analiziraju i kombinacije odgovora.

Tablica 17. Distribucija odgovora pri odredivanju duljina stranica

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
G2 To¢no (1)  Pogresno (0) Prazno (-) Tocno (1) Pogresno (0) Prazno (-)
' N % N % N % N % N % N %

(14, 15, 15) 30 57,69 2 385 20 3846 | 20 5882 O 0,00 14 41,18
(16, 14, 14) 18 34,62 1 192 33 6346 | 11 3235 3 8,82 20 58,82
Slika 39 75,00 0 0,00 13 2500]| 30 8824 1 294 13 38,24

Odredivanje duljina stranica jednakokra¢nog trokuta (G4.2): Prema podacima u Tablici 17.
vidljivo je da su sudionici bili uspjesniji u odredivanju duljina stranica Siljastokutnog trokuta (57,69%
u E; 58,82% u K), nego pri odredivanju duljina stranica tupokutnog trokuta (34,62% u E; 32,35% u
K). Medu njima je bilo viSe onih koji su se sluzili skicom jednakokra¢nog trokuta (71,15% u E;
52,94% u K), ali svi su crtali $iljastokutni jednakokra¢ni trokut sa stranicama a, b i b. Medutim,
nekima je skica sluzila za postavljanje formule O =a+2b i dalje je nisu koristili, dok je drugima
sluzila za provjeru rjeSenja. Oni koji su do rjeSenja dosli Cisto analiticki (21,15% u E; 38,24% u K),
racun su zapoceli formulom O =a+2b, pri ¢emu su neki vrijednost 14 uvrstili umjesto a, a drugi
umjesto b. Prvi su ocito bili vodeni tekstom zadatka da je jedna stranica duljine 14 cm, ali nije jasno
zaSto su drugi bas za krakove trokuta uzeli po 14cm. No, medu njima je mali postotak onih koji su
odredili oba rjesenja (5.77% u E; 14,71% u K): oni su jednostavno broj 14 uvrstili najprije umjesto
a, a zatim umjesto b, dok su svi ostali proces rjesavanja zavr$ili nakon odredivanja jednog rjesenja
(Sto je vidljivo iz kolone 'Prazno'). S obzirom da se radi o elementarnom konceptu i1 uobiajenom
zadatku odredivanja opsega, onih koji nisu dali odgovor ili nisu odredili niti jedno rjeSenje ipak je
manji postotak (13,46% u E; 23,53% u K).

Gotovo analognu strategiju sudionici su koristili pri odredivanju veli¢ine kutova jednakokra¢nog
trokuta, ali u ovom zadatku su bili jo§ manje uspjesni (Tablica 18).

Tablica 18. Distribucija odgovora pri odredivanju veli¢ina kutova

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
G4.3 Tocno (1) Pogresno (0)  Prazno (-) Toc¢no (1) Pogresno (0)  Prazno (-)
' N % N % N % N % N % N %

(80°, 80°, 20°) 6 1154 11 21,15 35 67,31 2 588 1 294 31 91,18
(30°,30°,120°) 14 26,92 7 1346 31 59,62 8 23,5583 0 0,00 26 76,47
Slika 26 50,00 18 34,62 8 1538 | 14 41,18 5 1471 15 44,12

Odredivanje veli¢ina kutova jednakokra¢nog trokuta (G4.3): U ovom sluc¢aju, uspjesniji su bili
u odredivanju veli¢ine kutova tupokutnog trokuta (26,92% u E; 23,53% u K), nego pri odredivanju
veli¢ine kutova Siljastokutnog trokuta (11,54% u E; 5,88% u K), opet iz istog razloga: vodeni tekstom
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zadatka da je jedan kut Cetiri puta veci od jednog od preostala dva. U procesu rjesavanja, opet je bilo
viSe onih koji su posegnuli za slikom, ali naj¢esce su (opet) crtali Siljastokutne jednakokracne trokute
pa im je ona unijela vise pomutnje nego koristi. Koristenjem slike uspjesno je doslo do rjesenja
26,92% sudionika u E 1 23,53% sudionika u K, a bez slike, ¢isto analiticki 13,46% sudionika u E 1
5,88% sudionika u K. Vecina koji su rjeSavali zadatak krenuli su od izraza a+a+ f=180° istiCuci da

postoje dva jednaka kuta, ali mnogi su se nakon toga pogubili ne znajuci kako da iskoriste zahtjev da
je jedan kut Cetiri puta veéi od jednog od preostala dva. S obzirom da se radi o elementarnom
konceptu 1 uobic¢ajenom zadatku odredivanja kutova jednakokra¢nog trokuta, iznenadujuce je visok
postotak pogresnih rjeSenja kao i onih bez odgovora (42,31% u E; 67,65% u K), dok je samo jedan
sudionik u eksperimentalnoj grupi odredio oba rjeSenja (imao je oba rjeSenja i u prethodnom zadatku).

Konac¢no, na temelju ova dva zadatka moze se zakljuciti da sudionici uglavnom nemaju iskustva u
rjeSavanju zadataka s viSe od jednog rjesenja, u radu s jednakokra¢nim trokutom crtaju standardni
oblik Siljastokutnog trokuta s osnovicom u horizontalnom poloZzaju, $to priliéno suzava njihovu
konceptualnu sliku, a time i uspjeSnost rjeSavanja problemskih zadataka, posebno onih koji ukljucuju
druge mogucénosti. Neosporno je da se tijekom intervencije treba posvetiti pozornost zadacima s vise
rjesenja te pri ispitivanju slucajeva koristiti razlicite vrste 1 polozaje vizualnih prikaza kako bi se
osobna slika koncepata sudionika i njihovo iskustvo rjeSavanja problema upotpunili.

U tablici 19 dana je distribucija odgovora pri odredivanju plostine sli¢nog kvadrata (G4.4). Posebno
su izdvojeni rezultati pri odredivanju duljine stranice zadanog kvadrata ('Stranica od A'), posebno pri
racunanju plostine sli¢énog kvadrata ('Plostina od B') te posebno za koriStenje vizualnog prikaza u
procesu rjesavanja ('Slika'). Kroz dodatnu kvalitativnu analizu ukljucene su i njihove kombinacije.

Tablica 19. Distribucija odgovora pri odredivanju plostine slicnog kvadrata

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Ga4 Tocno (1) Pogresno (0) Prazno (-) | To¢no (1)  Pogresno (0) Prazno (-)
' N % N % N % | N % N % N %

Stranica od A 31 5962 10 19,23 11 21,15 |17 50,00 2 588 15 44,12
Plostina od B 33 6346 15 2885 4 7,69 |18 52,94 6 1765 10 2941
Slika 9 1731 19 3654 24 46,15| 4 1176 7 2059 23 67,65

Odredivanju plostine sli¢cnog kvadrata (G4.4): Prema rezultatima iz Tablice 19, moze se uociti da
je nesto vise od polovine sudionika (63,46% u E; 52,94% u K) korektno odredilo plostinu slicnog
(40,38% u E; 41,18% u K) ili vizualno-analiticki (53,85% u E; 32,35% u K) u obje grupe. Medutim,
u oba pristupa bilo je raznih teSkoca. Nitko nije koristio moguénost samo vizualnog zakljuc¢ivanja.

Od onih koji su koristili ¢isto analiti¢ki pristup, oko tri ¢etvrtine njih uspjesno je doslo do tocnog
rjeSenja (14 od 21111 66,67% u E; 11 od 14 ili 78,57% u K), provodeci Cisto Skolsku proceduru. Ostala
Setvrtina uglavnom je koristila krive formule za plostinu kvadrata (P, =2a, P, =4a, P, =a*, P, = %b

,P, =a’-a%) ili krivi zaklju¢ak da je plostina kvadrata B dvostruko veca od plostine kvadrata A. U

prvih je vidljivo konceptualno nerazumijevanje povrsine, a U drugih pogresno uspostavljanje veze
izmedu ploStina sli¢nih kvadrata.

Oni koji su koristili vizualno-analiticki pristup, iskoristivost vizualnog prikaza za dobivanje to¢nog
rjesenja bio je vrlo mali, u obje grupe. U eksperimentalnoj grupi, od onih koji su koristili vizualni
prikaz (28 od 52 ili 53,85%), do to€nog rjesenja je doslo 19 od 28 ili 67,86% sudionika, ali korist od
slike imalo je samo 6 od 19 ili 31,58% sudionika. Drugim rije¢ima, tek otprilike trec¢ina od polovine
sudionika uspjeSno se sluzi vizualnim prikazom, odnosno 17,31% svih sudionika u grupi. Sli¢no
tome, u kontrolnoj grupi, od onih koji su koristili vizualni prikaz (11 od 34 ili 32,35%), do tocnog
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rjesenja je doslo 7 od 11 ili 63,64% sudionika, ali korist od slike imalo je samo 4 od 7 ili 57,14%
sudionika. Drugim rije¢ima, otprilike polovina od tre¢ine sudionika uspjesno se sluzi vizualnim
prikazom, odnosno 11,76% svih sudionika u grupi. Uvidom u proces rjeSavanja ovog zadatka, uocava
se kako sudionici zapravo crtaju dva odvojena kvadrata, gotovo jednakih veli¢ina te naznacuju duljine
njihovih stranica sa a i b, a zatim ulaze u racun neovisno o njima. Oni koji su uspjesno koristili slike,
za duljine stranica nacrtanih kvadrata naznacili su 2cm i 4cm pa je racun direktno slijedio sliku.

Konac¢no, sudionici su skloni koristenju formula i numeri¢kog izraCunavanja svih elemenata, ali
mnogi od njih nemaju konceptualno razumijevanje koristenih formula zbog ¢ega nisu u moguénosti
uspostaviti vezu medu objektima. Dio njih sluzi se vizualnim prikazom, ali vrlo povr$no i bez
uspostavljanja veze medu slikama. Predstavljeni rezultati ukazuju na potrebu da tijekom intervencije
sudionici iskuse izgradnju odgovaraju¢ih formula radi jacanja konceptualnog razumijevanja te
dodatno porade na uspostavljanju veze medu slicnim likovima: vizualno, analiti¢ki i algebarski.

U Tablici 20 prikazana je distribucija odgovora pri rjeSavanju problemskog zadatka vezanog za
poploc¢avanje povrsine (G4.5). Odgovori sudionika razmatrani su kroz cCetiri kategorije: koriStenje
mjernih jedinica ('M. jedinice'), izra¢unavanje medurezultata ('"Medurezultati'), odredivanje ukupnog
broja plocica potrebnih za poplocavanje ('Broj plocica') te koriStenje vizualnog prikaza u procesu
rjesavanja (Tablica 20), a kroz dodatnu kvalitativnu analizu razmatraju se i njihove veze.

Tablica 20. Distribucija odgovora pri poplo¢avanju povrsine hodnika

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
G45 To¢no (1) Pogresno (0)  Prazno (-) Tocno (1)  Pogresno (0) Prazno (-)
N % N % N %| N % N % N %
Slika 28 5385 17 32,69 7 1346| 15 44,12 10 2941 9 26,47

M. jedinice 22 4231 15 28,85 15 28,85 7 2059 14 41,18 13 38,24
Medurezultati 17 32,69 19 36,54 16 30,77 7 2059 10 2941 17 50,00
Broj plocica 6 1154 20 3846 26 50,00 3 882 8 2353 23 67,65

Poploc¢avanje povrSine hodnika (G4.5): Sudionici obiju grupa bili su prilicno neuspjesni u
odredivanju ukupnog broja plocica potrebnih za poplo€avanje hodnika pravokutnog oblika (kolona
'‘Broj plocica'). U eksperimentalnoj grupi, od 90,38% (47 od 52) sudionika koji su se bavili ovim
problemom, uspjesno je bilo 12,77% (6 od 47), odnosno na razini grupe tek je 11,54% (6 od 52)
odredilo to¢an broj plo¢ica. U kontrolnoj grupi, od 79,41% (27 od 34) sudionika koji su se bavili
ovim problemom, uspjesno je bilo 11,11% (3 od 27), odnosno na razini grupe samo je 8,82% (3 od
34) odredilo tocan broj plocica. Analizom procesa rjeSavanja sudionika otkrivaju su brojni uzroci
tako slabe rijeSenosti ove vrste problema: (1) u fazi razumijevanja problema uocavaju su slabe
vjestine vizualizacije ('Slika') te problem operiranja s mjernim jedinicama (‘M. jedinice'); (2) faza
planiranja kao da ne postoji s obzirom da ve¢ina odmah poseze za formulama; (3) u fazi racunanja
do izraZaja dolaze brojni problemi operiranja s decimalnim brojevima ('Medurezultati'); (4) a faza
osvrta gotovo kao i da ne postoji jer oni prihvacaju sve moguce (medu)rezultate dobivene ra¢unom.

(1) Faza razumijevanja problema: Visok postotak sudionika proces rjeSavanja zapoceo je skicom
(45 od 52, 86,54% u E; 25 od 34, 73,53% u K) te isticanjem zadanih mjera, ali nisu sve skice bile
svrhovite (kolona '"Pogresno') niti su sve dobro oblikovane skice (kolona 'To¢no') vodile prema
rjeSenju. Naime, u nekih je skica bila jedina ili svrha sama sebi. U onih koji su na skici uspostavili
vezu izmedu slike hodnika i slike plocice (28 od 45, 62,22% u E; 15 od 25, 60% u K), tek desetak
posto ih je uspjesno doslo do krajnjeg rezultata (6 od 45, 13,33% u E; 3 od 25, 12% u K). Dio njih je
stao odmah nakon crtanja skice, dio ih je imalo problema s pretvaranjem mjernih jedinica (Npr.
15cm=15m; 15cm=0,015m; 1,5m=100,5¢m i dr.), a ve¢i dio njih je posegnuo za formulom za
povrSinu pravokutnika i kvadrata, medu kojima je bilo dosta pogresnih (Npr. P =(a-b):2; P =2ab;
P=a’-b*;P=a’+b’; P=4a® i dr.).
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(2) Faza planiranja: Prema nacinu rjeSavanja ovog problema, sudionici vjerojatno nemaju veéeg
iskustva s problemima poplocavanja, jer je ve¢ina odmah posegnula za formulom, vjerojatno s idejom
da broj plocica potrebnih za poploCavanje odrede dijeljenjem plostine hodnika s plostinom plocice.
Naime, pri poplocavanju povrsine kljucno je strukturiranje povrsine te prebrojavanje ukupnog broja
strukturnih elemenata unutar cjeline. Ali, u ovom slucaju, do tocnog rjeSenja se moze doci i
dijeljenjem ploStina hodnika i plocice (P : Poosee =90000cm?® 1 225cm* =400) jer se
poplo¢avanjem zadanog hodnika plo¢icama zadanog oblika ne stvara ni manjak ni visak, niti praznine
medu njima. Medutim, metoda dijeljenjem plostina nije korektna u slucajevima kada ti uvjeti nisu
ispunjeni.

(3) Faza ra¢unanja: Kroz operiranje s formulama i brojevima uo¢avaju su brojni problemi sudionika:
i proceduralni i konceptualni. Naime, dio sudionika je korektno odredilo plostinu hodnika i/ili plo¢ice,
ali su imali problema s uskladivanjem mjernih jedinica (npr. P, =9m?=900cm*;

P

plocice
jedinicu duljine (npr. P,
zbog problema s mnozenjem brojeva (npr. 6-1.5=6.5; 6-1.5=8, 15-15=905 i dr.), a problem se
povecavao i pri dijeljenju brojeva u svrhu odredivanja broja plocica (npr. 90000:905=101 plocica;
900:125 =8 plocica; 9:2.25=7.8 plocica i dr.). Osim navedenih proceduralnih problem, mogu se
uociti 1 mnogi konceptualni problemi sudionika. Prije svega, odabir krive formule govori o
nerazumijevanju koncepta povrsine i pravokutnika i kvadrata. Pored toga, dio sudionika je umjesto
formule za plostinu koristio formulu za opseg (npr. P =2a+ 2b) $to ukazuje i na problem brkanja
tih dvaju koncepata, a neki su plostine oduzeli umjesto dijelili. Nadalje, uo¢ava se nerazumijevanje
koncepta dijeljenja (npr. plostinu hodnika dijeli duljinom plogice, 9m?*:0,15cm =60 plocica; ili
plostinu hodnika dijeli opsegom plocice, 90m*:0,6m =150plocica i dr.; Slika 119). Medu onima
koji su ra¢unali medurezultate (36 od 52, 69,23% u E; 17 od 34, 50% u K) tek manji broj je korektno
odredio plostinu hodnika (10 od 36, 27,78% u E 1 3 od 17, 17,65% u K), ali nitko od njih nije
dijeljenjem plostina korektno odredio trazeni broj ploc€ica, upravo zbog prethodno opisanih problema.

= 225cm? = 22500m?1 dr.), posebno $to su neki za mjernu jedinicu plostine koristili mjernu

=225¢cm =0,225m 1idr.). No, dio sudionika nije uspjesno odredilo plostine

/‘FJ‘: = 603 - |50

= - 90 005 amt

! P=15-¢ ol
| ©_ C 3 o 2 | z
| | = o5 \f I o | = 500 & 17
m " (S
5 . Q L‘-"J:q\% N
omebno ¢ AoN Lot . 3 (|
N A A" \
\0®
- Jl
| A, Sua a=ATun
{ ! Provl il
R S | w APIPTRE i
& v G EromiT o b a5
 fen P> 20 O - GO( M =06 n
Ps olib? : G B O T
7= avb WS 20:0,6> Q006 =150
P - 5 2
Fratssd o 4SO ~
T=326m

Slika 119. Primjeri nekorektnog procesa rjeSavanja

Bilo je 1 sudionika koji su broj plocica odredivali strukturiranjem i1 prebrojavanjem plocica po duljini
1 8irini hodnika (9 od 52, 17,31% u E; 14 od 34, 41,18% u K), ali su i oni do kona¢nog rezultata imali
raznih prepreka. Naime, neki su medurezultate zbrojili (npr. 40+10=50plocica), neki su zbrojili
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duljinu i $irinu hodnika pa dijelili s duljinom stranice plo¢ice (npr. 750cm :15cm =50 plocica ), neki
su odredili broj plocica po duljini, ali su medurezultat uzeli kao konacan rezultat (npr.
600cm :15cm = 40plocica), neki su analognim zaklju¢ivanja dosli do pogresnog odgovora zbog
pogresne pretpostavke (npr. za 1m treba 10 plocica, pa za 6m treba 60 plocica) itd. Ipak, jedina
korektna rjesenja ('Broj plocica') dobivena su iskljuCivo strukturiranjem, prebrojavanjem broja
plocica po duljini i po Sirini te njihovim mnozenjem: 40-10 = 400 plocica (Slika 120).
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Slika 120. Primjeri korektnog rjeSenja strukturiranjem

(4) Osvrt: Opisani problemi u prethodnim fazama doveli su do raznih rjeSenja za ukupan broj
plocica, ali njima dobiveni broj nije predstavljao nikakav problem. Na primjer, nisu se pitali mogu li
zaista 4 kvadratne ploc€ice duljine 15¢m prekriti povr§inu duljine 6m i Sirine 1,5m, jednako kao ni oni
koji su za rezultat dobili 7.8 ploc€ica ili 8 plocica ili 400 000 plocica. UocCava se da je vecini sudionika
bitno do¢i do nekog konkretnog broja, nakon ¢ega njihov proces rjeSavanja zavrSava, a dobiveni broj
prihvacaju kao konacno rjeSenje, bez obzira radi i se o medurezultatu ili nesuvislom rezultatu. lako
se radi o problemu poplo¢avanja u svakodnevnom Zivotu, njima nije sporno napisati bilo koji broj za
rezultat jer ne vrSe procjenu niti koriste Zivotno iskustvo.

Konacno, kroz opisani problem uocava se da sudionici nemaju vjestinu strukturiranja, da su slabi u
operiranju s razli¢itim mjernim jedinicama (bilo za istu veli¢inu ili za razliite veli¢ine), ali i u
operiranju s decimalnim brojevima, da slabo razumiju koncept dijeljenja dviju veli¢ina te koncept
plostine, kojeg brkaju s konceptom opsega. Neosporno je da se tijekom intervencije treba baviti i
problemom strukturiranja u svrhu mjerenja (duljina, plostina) te raditi na razvijanju konceptualnog

razumijevanja formula za odredivanje opsega i plostine geometrijskih objekata razli¢itih dimenzija
(1D, 2D, 3D).

Preostala tri problema spadaju u geometriju prostora i medu najslabije rijeSene probleme, §to zajedno
s prethodno opisanim prostornim problemima ukazuje na slabije razvijene prostorne sposobnosti, ali
1 trodimenzionalno geometrijsko misljenje.

U Tablici 21. dana je distribucija odgovora pri odredivanju oplosja i volumena kvadra prikazanog na
slici te korektno odredivanje mjernih jedinica na temelju istaknutih jedinica za duljinu, Sirinu i visinu
kvadra (zadatak G4.6).

Tablica 21. Distribucija odgovora pri odredivanju oplosja i volumena kvadra

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
G46 Tocno (1) Pogresno (0)  Prazno (-) | Toc¢no (1) Pogresno (0) Prazno (-)
N % N % N % | N % N % N %
Volumen 20 38,46 8 1538 24 46,15| 8 23,53 2 5,88 24 70,59
Oplosje 1 192 13 2500 38 73,08| 2 5,88 7 2059 25 7353
M. jedinica 6 1154 19 36554 27 5192 | 4 11,76 5 14,71 25 73,53
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Oplosje i volumen kvadra (G4.6): Prema prikazanim rezultatima u Tablici 21, uz vrlo slabu
rijeSenost (kolona "To¢no'), uocava se da je puno veci postotak onih koji nisu dali odgovor na pitanje
(kolona "Prazno') od onih koji imaju pogresan rezultat (kolona 'Pogresno'), §to posebno iznenaduje s
obzirom da se radi o elementarnom konceptu geometrije prostora (oplosje i volumen kvadra).
Takoder, iznenaduje pogresno i slabo isticanje mjernih jedinica jer je prirodno istaknuti mjernu
jedinicu oplosja i volumena kada je istaknuta mjerna jedinica duljina bridova. Sva tri korektna
elementa imao je samo jedan sudionik u kontrolnoj grupi te korektno oplosje i volumen bez mjerne
jedinice samo jedan sudionik u eksperimentalnoj grupi.

Za one sudionike koji su volumen odredivali mnozenjem istaknutih veli€ina na slici (38,46% u E;

23,53% u K), prema mjernim jedinicama koje su pisali (72, 72cm,72cm?, 72cm*) ne moze se sa
sigurnos¢u re¢i da svi oni razumiju koncept volumena. No, bilo je i nekoliko pogre$nih formula
(V= aTbC, V= a—b). U odredivanju oplosja bili su prili¢no neuspjesni (1,92% u E; 5,88% u K), uz puno
c

viSe konceptualnog nerazumijevanja: brkanje oplosja i volumena (O = B -v ), brkanje oplosja i opsega
(O=2(2a+2b)+2(2a+2c)+2(2b+2c); O=a+b+c), nepotpuno racunanje plostina ploha i dr.
Mjerne jedinice uglavnom nisu pisali, a ako i jesu, onda o njima nisu puno vodili ra¢una, kao da su
ih samo automatski pridruzili na kraju.

Konac¢no, sudionici se prilino slabo sluze slikom pri odredivanju volumena, a jo§ slabije pri
odredivanju oplo§ja kvadra te su jako vezani uz formulu. [zuzetno slabo vladaju konceptom volumena
i oplo$ja, kao i njihovim mjernim jedinicama pa tome potrebno posvetiti viSe pozornosti tijekom
intervencije.

U Tablici 22. dana je distribucija odgovora pri odredivanju volumena kvadra izgradenog od 12
jednakih kocaka (G4.7). S obzirom da se volumen mogao odrediti posredno preko volumena kocke,
direktno mnozenjem duljina bridova kvadra te crtanjem vizualnog prikaza, razmatraju se sve tri
kategorije.

Tablica 22. Distribucija odgovora pri odredivanju volumena kvadra

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
Ga.7 Toéno (1)  Pogresno (0) Prazno (-) To¢no (1) Pogre$no (0)  Prazno (-)
N % N % N % N % N % N %
V (kocke) 3 577 3 577 46 88,46 2 5,88 2 588 30 88,24
V (kvadra) 2 385 7 1346 43 82,69 2 588 1 294 31 91,18
Slika 1 192 3 577 48 92,31 0 0,00 1 2,94 33 97,06

Volumen kvadra izgradenog od kocaka (G4.7): Prema rezultatima u Tablici 22. uocava se veliki
postotak neodgovaranja na ovo pitanje: bez ikakvog odgovora bilo je 39 od 52 (75%) sudionika u
eksperimentalnoj grupi i 29 od 34 (85,29%) sudionika u kontrolnoj grupi. Dio tog postotka zasigurno
je zbog neznanja, a moguce i nedostatka vremena, ali dio njih je volumen u prethodnom zadatku
korektno odredilo, dio ih je odgovaralo i na posljednje pitanje pa je teSko utvrditi stvarni uzrok
njihovog neodgovaranja. Medu onima koji su rjesavali problem, vise ih je radilo na izgradnji kvadra
razli¢itth dimenzija, ve¢im dijelom uz vizualni prikaz, medutim samo jedan sudionik je iz
eksperimentalne grupe na takav nacin dosao do korektnog rjesenja (Slika 121). U kontrolnoj je grupi
dvoje sudionika korektno odredilo volumen kvadra direktnim mnoZenjem volumena kocke s 12, a
jednom je slika sluzila kao jedna vrsta provjere da se 12 kocaka moze posloziti tako da dimenzije
kvadra budu razlicite (Slika 121).
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Slika 121. Korektno odredivanje volumena kvadra

Konacno, uz prethodno uocene probleme oko nerazumijevanja koncepta volumena, sudionici u ovom
zadatku nisu uocili postojanost volumena pri izgradnji kvadra jednakim kockama. Osim toga,
sudionici najceS¢e nastoje iskoristi sve zadane elemente u procesu rjeSavanja problema. Prema
opisanim rezultatima vidljivo je da se tijekom intervencije pozornost treba dati i primjerima u kojima
do izraZaja dolazi postojanost volumena, ali i zadacima s viskom elemenata kako bi sudionici stekli
iskustvo izdvajanja onih elemenata koji su potrebni za odredivanje rjeSenja.

U Tablici 23. dana je distribucija odgovora posljednjeg problemskog zadatka (G4.8), u kojem je
trebalo usporediti volumene dvaju valjaka nastalin rotacijom listova papira jednakih dimenzija.
Posebno se razmatra samo odgovor sudionika (volumeni su razli€iti u koloni "To¢no' 1 volumeni su
jednaki u koloni 'Pogresno'), a posebno argument kojim opravdavaju svoj odgovor. S obzirom da su
svi argumenti bili pogresni, kolona 'Djelomi¢no' je izostavljena iz razmatranja.

Tablica 23. Distribucija odgovora pri usporedivanju volumena valjaka

Eksperimentalna grupa (N = 52) Kontrolna grupa (N = 34)
G4 Toéno (1)  Pogresno (0) Prazno (-) | To¢no (1) Pogresno (0) Prazno (-)
' N % N % N %| N % N % N %

Odgovor 4 769 36 6923 12 23,08| 2 588 13 38,24 19 55,88
Argument 0O 000 38 73,08 14 2692 0 0,00 10 2941 24 70,59

Volumeni $upljih valjaka (G4.8): Prema rezultatima u Tablici 23. vidljivo je da preko 55,88% (19
od 34) sudionika u kontrolnoj grupi nije dalo nikakav odgovor, dok je u eksperimentalnoj grupi njih
76,92% (40 od 52) ipak pokusalo dati odgovor. Medutim, oni u manjini (7,69% u E 1 5,88% u K) koji
su smatrali da su volumeni razli¢iti imali su gotovo jednak argument kao i dio onih koji su smatrali
da su volumeni jednaki. Naime, prvi zakljucuju: Volumeni su razliciti jer se volumen mijenja kad se
promijeni oblik, dok drugi smatraju: Volumeni su jednaki iako su drugog oblika jer je jedan valjak
Siri i nizi, a drugi je uzi i visi. Ipak, ve¢ina onih koji smatraju da su volumeni jednaki svoj argument
temelje na dimenzijama papira: Volumeni su jednaki jer su papiri jednakih dimenzija (28 od 38,
73,68% u E; 9 od 10, 90% u K). Nitko od sudionika nije posegnuo za formulom radi numerickog
odredivanja volumena nastalih valjaka, vjerojatno jer im je njihov zakljucak izgledao prilicno suvislo,
a svoj sud kao da su donijeli odmah, bez okoliSanja.

Konacno, ovaj rezultat pokazuje da sudionici nemaju iskustva s rotacijskim tijelima niti su u
mogucnosti uspostaviti kvalitetnu vezu izmedu dvodimenzionalnog lika i trodimenzionalnog tijela
koje nastaje njegovim savijanjem. S obzirom na uoceni problem, dio vremena tijekom intervencije
zasigurno treba posvetiti stvaranju i opisivanju rotacijskih tijela.

Odgovor na 2. pitanje: Na temelju svih rezultata dobivenih na GEO testu prije poc¢eka ucenja
geometrije moze se zakljuciti da svi sudionici (i u eksperimentalnoj i u kontrolnoj grupi) imaju vrlo
slaba predznanja o odabranim geometrijskih pojmovima. U radu se koriste vizualizacijom, iako su
njihove vjestine stvaranja i ¢itanja vizualnih prikaza prilicno nerazvijene. U radu s pojmovima, nad
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formalnim definicijama dominiraju njihove konceptualne slike, koje su suzene i nepotpune te vec¢im
dijelom vezane za prototipne vizualne prikaze. U procesu rjeSavanja problema, uglavnom bez
potpunog razumijevanja i plana rjeSavanja, teze S§to prije do¢i do rezultata, kojeg najceSée ne
provjeravaju.

Zbog svega uocenog, postavlja se zahtjev da se tijekom intervencije sudionici uklju¢e u proces
definiranja geometrijskih pojmova, postavljanja tvrdnji i argumentiranja u VOS sustavu: opisivanjem
(u govoru i pismu), vizualnim prikazivanjem (crtezima, artefaktima i realnim objektima) te
simboli¢kim zapisivanjem. Takoder, sudionike treba upoznati s procesom rjesavanja problema kroz
Cetiri faze prema Polya te omoguciti rjeSavanje razlicitih vrsta problema: s viSe rjeSenja i nacina
rjeSavanja, te posebnu pozornost posvetiti konceptualnim zadacima i zadacima s viSim kognitivnim
zahtjevima.

U Geo testu nisu bili zadaci s dokazivanjem tvrdnji, ali prema rezultatima VH testa jasno je da
sudionici jo$ nisu spremni za proces dokazivanja na formalnoj razini, $to znaci da u pocetnoj fazi
intervencije tom procesu treba pristupiti najprije kroz druge oblike: uocavanjem, otkrivanjem,
opisivanjem i argumentiranjem uocenog te postupnim uvodenjem u formalno dokazivanje, sve
temeljeno na VOS sustavu.

6.3. Karakteristike sudionika na pocetku prema SPAC testu

SPAC test u eksperimentalnoj grupi ukupno je pisalo 46 od 52 sudionika (88,46%), a u kontrolnoj
grupi 31 od 38 sudionika (81,58%). S obzirom da je maksimalan broj bodova na testu 80, a ukupan
broj sudionika koji su pisali test je 77, distribucija relativnih frekvencija napravljena je po razredima
jednakih duljina. Kako nitko od sudionika nije ima manje od 30 bodova na SPAC testu, ukupno je
formirano pet razreda jednakih duljina: 31 — 40, 41 — 50, 51 — 60, 61 — 70, 71 — 80. Na Slici 122
prikazana je distribucija relativnih frekvencija po grupama. Na horizontalnoj osi nalaze se razredi
relativnih frekvencija, a na vertikalnoj osi su postignuca iskazana relativnim frekvencijama.

Distribucija relativnih frekvencija

—4—Ekspenimentalna grupa  —#—Kontrelna grupa
50,00
45.00

45,16

40,00
35,00
30,00
25,00
20,00
15,00
10,00

9,68

5,00 6,52
3,23 ’
0,00
31 - 40 41 - 50 51 - 60 61 - 70 71 - 80

Slika 122. Distribucija relativnih frekvencija SPAC testa
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Prema danim grafovima distribucije vidljivo je da su grupe i po vizualno-prostornim sposobnostima
vezanima za zamiSljanje savijanja mreza u svrhu dobivanja odgovarajuceg geometrijskog tijela
prilicno ujednacene te da su sudionici kontrolne grupe bili nesto uspjesniji u odnosu na sudionike
eksperimentalne grupe. Takoder, njihova raspodjela gotovo prati normalnu raspodjelu s pomakom
udesno jer se 89,13% (41 od 46) sudionika eksperimentalne grupe i 96,77% (30 od 31) sudionika
kontrolne grupe nalazi u gornjoj polovici postignuca.

Prema prikazanim rezultatima moze se zakljuciti da vec¢ina sudionika obiju grupa posjeduju vizualno-
prostorne sposobnosti kojima bez tesko¢a mogu savladati geometrijske sadrzaje, koji se oslanjaju na
te sposobnosti. Ipak, tijekom intervencije treba osigurati okruzenje za razvoj vizualno-prostornih
sposobnosti u kontekstu geometrije. Ovim se upotpunjuje odgovor na 2. pitanje.

6.4. Razlike izmedu eksperimentalne i kontrolne grupe prije intervencije

Nakon S$to su utvrdene karakteristike sudionika eksperimentalne i kontrolne skupine analizom
rezultata triju testova: VH testa o razinama geometrijskog misljenja, GEO testa o geometrijskom
predznanju i vjeStinama vizualizacije te SAPC testa o vizualno-prostornim sposobnostima, proveden
je t-test s ciljem utvrdivanja statistiCke znacajnosti razlike izmedu ovih dviju skupina prije
intervencije. Zbog specifi¢nosti vrednovanja VH testa (VH3 - ukupno ostvareni bodovi; CVHS3,
MVH3, CVH4, MVH4 — bodovi raspodjele po razinama prema razli¢itim kriterijima), statisticka
znacajnost razlike t-testom razmatra se za svaki od tih nacina vrednovanja VH testa. Rezultati t-testa
prikazani su u Tablici 24.

Tablica 24. Rezultati t-testa za eksperimentalnu i kontrolnu skupinu prije intervencije

Eksperimentalna grupa Kontrolna grupa t-test
Mijerenje N M SD N M SD t df p
1VH3 46 5,870 5,898 34 5,559 5,004 ,248 78 ,805
1CVH3 40 2,225 ,768 29 2,103 ,817 ,632 67 ,530
1CVH4 37 1,486 ,768 30 1,567 ,679 -,447 65 ,656
1IMVH3 43 2,163 ,688 30 2,067 ,828 ,540 71 ,591
1MVH4 38 1,500 ,762 31 1,548 ,675 -,276 67 ,783
1GEO 52 5,962 2,368 34 5,676 2,889 ,500 84 ,618
1SPAC 46 55,609 10,697 31 58,419 9,113 | -1,198 75 ,235

Prema podacima prikazanima u Tablici 24, vidljivo je da ne postoji statisti¢ki zna¢ajna razlika izmedu
grupa ( p > 0,05), niti u raspodjeli po van Hieleovim razinama, niti u predznanju iz geometrije te
vjeStinama vizualizacije, niti u vizualno-prostornim sposobnostima. Takoder, moze se uociti da su po

nekim parametrima srednje vrijednosti kontrolne grupe nesto bolje u odnosu na srednje vrijednosti
eksperimentalne grupe: za 1CVH4, 1IMVH4 i 1SPAC.

Rezultati navedeni u Tablici 6.25 ukazuju da su grupe prili¢no ujednacene prije pocetka poucavanja
te su usporedive po svim parametrima. Stoga su na pocetku istrazivanja ove dvije grupe uzete kao
homogena cjelina u svrhu ispitivanja korelacija izmedu testova. Provedena su dva testa korelacije
(Spearman i Pearson) i oba su ukazala na postojanje statisticki znacajnih korelacija. S obzirom da je
uzorak manji (N < 100), u Tablici 25. prikazuju se rezultati Spearmanovog testa korelacije medu tri
opisana testa (VH, GEO 1 SPAC). I pri ispitivanju korelacija medu testovima takoder su uzete u obzir
specifi¢nosti vrednovanja VH testa te je korelacija promatrana za sve nacine vrednovanja VH testa:
VH3 i VH4 - ukupni bodovi po blazem i strizem kriteriju te CVH3, MVH3, CVH4, MVH4 - bodovi
raspodjele po razinama prema razli¢itim kriterijima (str. 108).
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Tablica 25. Spearmanov koeficijent korelacije medu tri opisana testa

1VH3 1CVH3 1MVH3 1VH4 1CVH4 1MVH4 1GEO  1SPAC
1VH3 - 1,000™ ,788™ ,599™ 487" ,459™ ,384™ 235"
1CVH3 - 1,000™ 591" 572" 572" 566" 414"
1MVH3 - 514" 574™ 578™ ,579™ 425"
1VH4 - 1,000 937" 242" ,299™
1CVH4 - 1,000 ,345™ ,353™
1MVH4 - ,339” ,369™
1GEO - 420
1SPAC -

Oznaka * uz vrijednost relativne frekvencije podrazumijeva razinu signifikantnosti od 5%, tj. da je
korelacija statisticki znacajna za p < 0,05. Oznaka ** podrazumijeva razinu signifikantnosti od 1%,
odnosno korelaciju koja je statisti¢ki znacajna za p < 0,01.

Prema podacima prikazanima u Tablici 25. vidljivo je da su svi testovi u pozitivnoj korelaciji koja je
statisticki znadajna. Pozitivna korelacija izmedu GEO testa i SPAC testa (0,420**, p <0,01) ukazuje
na to da se razvojem vizualno-prostornih sposobnosti potencijalno moze poboljsati i geometrijsko
znanje, ali i odgovarajuéim nadinom ucenja geometrije mogu se razviti i vizualno-prostorne
sposobnosti. Sli¢no tome, pozitivna korelacija izmedu VH testa i SPAC testa, posebno za raspodjelu
razina (1CVH3: 0,414** p<0,01; 1MVH3: 0,425**, p<0,01) ukazuje na vaZnost vizualno-

prostornih sposobnosti u procesu razvoja geometrijskog misljenja i obratno. Postoji potencijalna
mogucénost da se u odgovarajuéem okruzenju i procesu razvoja geometrijskog misljenja mogu
razvijati i vizualno-prostorne sposobnosti. Ovim se dodatno ostvaruje uporiste u potencijal planiranog
alternativnog pristupa poucavanja tijekom intervencije, u kojem je naglasak stavljen upravo na
razvoju vjestina vizualizacije kroz vizualno-analiticku metodu usmjerenog opaZanja.

Konacno, pozitivna korelacija izmedu GEO testa i VH testa, posebno za raspodjelu razina (1CVH3:
0,566**, p<0,01; IMVH3: 0,579**, p<0,01) ukazuje na vaznost razvoja geometrijskog misljenja
pri ucenju geometrijskih ideja 1 koncepata, ali 1 da ucenje geometrijskih koncepta i ideja s ve¢om
jasno¢om 1 razumijevanjem moze doprinijeti 1 razvoju geometrijskog misljenja. Ovo je jasan
pokazatelj da se uCenje 1 poucCavanje geometrije treba ostvarivati kroz razvoj za geometriju vaznih
procesa, medu kojima se posebno istiCu: strukturiranje, crtanje, konstruiranje, definiranje, tvrdenje,
argumentiranje 1 dokazivanje te postupno rjeSavanje problema.

Takoder, iz prvog dijela Tablice 25. i korelacija medu pojedinim oblicima prikazivanja VH testa,
zanimljivo je uociti da je slabija korelacija izmedu blaZeg i strozeg kriterija nego izmedu istih kriterija
(izmedu dva blaza ili izmedu dva stroza). Na primjer, korelacija izmedu 1VH3 1 IMVH4 je 0,459**,
p<0,01, dok je korelacija izmedu 1VH3 i IMVH3 je 0,788**, p<0,01. To je u skladu sa

zapazanjima koja su opisana u prvom dijelu analize VH testa po razli¢itim kriterijima (str. 147): strozi
kriterij iskljuci one koji su nestabilni u misljenju te se slika o grupi prili€no promijeni.

Odgovor na 3. pitanje: Prema svim pokazateljima vidljivo je da postoji uzajamnost izmedu razina
geometrijskog misljenja sudionika, njihovog geometrijskog predznanja i vjeStina vizualizacije te
posebno vizualno-prostornih sposobnosti. To znaci da se ucenje geometrije i razvoj geometrijskog
misljenja moZe potpomoci jacanjem vjestina vizualizacije u kontekstu geometrije, posebno vizualno-
prostornih sposobnosti koje su vazne u prostornoj geometriji. Takoder, uenjem geometrije na
odgovaraju¢i nafin moze se utjecati na razvoj geometrijskog misljenja, ali 1 razvoj vjesStina
vizualizacije. Konac¢no, ostvarivanjem visih razina geometrijskog misljenja osigurava se kvalitetnije
i trajnije uCenje geometrijskih koncepata, ali i veca iskoristivost vizualno-prostornih sposobnosti u
kontekstu geometrije.
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Odgovorima na prva tri pitanja osigurava se snazno uporiSte da planirani alternativni pristup
poucavanja tijekom intervencije, uz razvoj vizualizacijskih sposobnosti i vjeStina moze osigurati bolje
ishode ucenja geometrije i razvoj geometrijskog misljenja, a time i bolju pripremljenost buduéih
ucitelja za rad u razrednoj nastavi.

6.5. Pouzdanost koriStenih testova

Pouzdanost koriStenih testova ispitana je preko Cronbachovog alfa koeficijenta, koji mjeri unutarnju
dosljednost (konzistentnost) mjernog instrumenta. S obzirom da je t-test pokazao da medu
sudionicima istrazivanja prije intervencije ne postoji statisticka znacajna razlika, pouzdanost je
ispitivana za svaki test na udruzenim podacima za obje grupe (eksperimentalnu i kontrolnu).

Iako je VH test dizajniran za ispitivanje razina geometrijskog misljenja srednjoSkolskih uc¢enika jo$
1982. (Usiskin, 1982), on se nasiroko koristi za brzu snimku stanja na razli¢itim populacijama te je
procijenjeno da bi u tu svrhu bio prikladan i za uzorak obuhvacen ovim istrazivanjem. Statistickom
analizom utvrdeno je da Cronbachov alfa koeficijent za koriSteni VH test na promatranom uzorku
iznosi 0,576. lako je u novije vrijeme uvrijezeno da se prihvatljivom pouzdano$éu mjernog
instrumenta smatraju rezultati Cronbachove alfe vec¢e od 0,7, u skladu s tumacenjem Nunnally, ovaj
koeficijent moze biti pokazatelj zadovoljavaju¢e unutarnje konzistentnost, kada se uzmu u obzir
karakteristike sudionika koje su opisane u analizi VH testa (str. 147), odnosno koristeni VH test se
moze smatrati pouzdanim mjernim instrumentom u ranim fazama istrazivanja (Nunnally, 1967, 1978
prema Novak, 2020).

SPAC test je validirani psihologijski instrument koji se nasiroko koristi za ispitivanje stupnja razvoja
posebnog faktora vizualno-prostornih sposobnosti (Smith i Whetton, 1998). Naime, ako netko brzo i
tocno moze stvoriti umnu sliku na temelju podraZaja, onda ¢e zasigurno brze 1 to¢nije moci provesti
procese transformacije (obrade) i usporedbe u odnosu na one koji su manje sposobni u stvaranju
umnih predodzbi. U skladu s tim, procijenjeno je da bi odabrani SPAC test bio prikladan instrument
predvidanja za uzorak obuhvacen ovim istrazivanjem, s obzirom da se dio kolegija bavi prostornom
geometrijom. Statistickom analizom utvrdeno je da Cronbachov alfa koeficijent za koriSteni SPAC
test iznosi 0,754, $to znaci da moze biti prili¢no visoko pouzdan (Taber, 2018 prema Novak, 2020) u
predvidanju uspjeha ucenja, posebno geometrije prostora.

Kona¢no, na uzorku obuhvacenim ovim istrazivanjem ispitana je pouzdanost i GEO testa, koji je u
skladu s potrebama ovog istrazivanja konstruiran za utvrdivanje posebnih geometrijskih predznanja
1 vjestina vizualizacije u radu s geometrijskim konceptima. Statistickom analizom utvrdeno je da
Cronbachov alfa koeficijent za koristeni GEO test iznosi 0,921, §to znaci da se ovim testom zaista
pouzdano moze mjeriti ono za $to je namijenjen (Taber, 2018 prema Novak, 2020).

Prema svim predstavljenim rezultatima o provedenim testovima (VH, GEO i SPAC): ne postojanje
statisticki znacajne razlike u postignué¢ima medu sudionicima neposredno prije intervencije, odredena
razina pouzdanosti koriStenih testova te uvid u karakteristike sudionika kroz analizu podataka
prikupljenih testovima, moze se re¢i da oni jasno i pouzdano ukazuju na koji nacin bi trebalo
prilagoditi poucavanje geometrije tijekom intervencije. Na temelju opisanih strategija i metoda
poucavanja te planiranih nastavnih aktivnosti (str. 123) vidljivo je da se prilagodba poucavanja moze
provoditi kontinuirano tijekom cijelog obrazovnog razdoblja.

Ukratko, koriSteni testovi se mogu smatrati pouzdanim mjernim instrumentima za uzorak obuhvacéen
ovim istrazivanjem: VH test je zadovoljavajuce unutarnje konzistentnosti, GEO test je zaista pouzdan
i SPAC test je visoko pouzdan instrument (Novak, 2020).
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6.6. UspjeSnost poucavanja

Nakon 15 tjedana nastave (u Sto je ukljuceno i pred i post testiranje) unutar kojih je primijenjeno
alternativno poucavanje u eksperimentalnoj grupi te uobicajeni nacin poucavanja u kontrolnoj grupi,
ponovno su provedena sva tri testa kako bi se utvrdilo jesu li 1 u kojoj mjeri sudionici istrazivanja
napredovali u geometrijskom misljenju, akumuliranom geometrijskom znanju 1 vjeStinama
vizualizacije te u vizualno-prostornim sposobnostima. Posebno se ispitalo je li napredak statisticki
znacajan unutar svake grupe, a zatim i medu grupama (eksperimentalne i kontrolne).

Prirodno je o¢ekivati da se nakon odredenog obrazovnog razdoblja ostvari odgovarajuéi napredak,
ako je ulozen barem minimalan trud onih koji uce i onih koji poucavaju. No, ako se pri tome posebna
pozornost posveti karakteristikama sudionika te poucavanje prilagodi njihovima predznanjima i
vjestinama, takoder je oCekivano da napredak bude uocljiv. Medutim, osim ocekivanog, nakon
poucavanja zeljelo se ispitati je li razlika u postignuéima na kraju i na pocetku zaista statisticki
znacajna, kako unutar grupa tako 1 medu grupama. U nastavku se prikazuju rezultati 1 vrsi rasprava.

6.6.1. Usporedba postignuéa unutar grupa prije i poslije pou¢avanja

U svrhu utvrdivanja statisti¢ki znacajne razlike u postignué¢ima unutar grupa prije i poslije pouc¢avanja
proveden je t-test. U Tablici 26. prikazani su rezultati usporedbe srednjih vrijednosti i standardne
devijacije dobivenih t-testom za sva tri testa. S obzirom da se VH test vrednovao prema razli¢itim
kriterijima (str. 108), t-test je proveden za svakog od njih.

Tablica 26. Usporedba postignuca unutar grupa, prije i poslije

Eksperimentalna grupa Kontrolna grupa
Mijerenja M SD t df p M SD t df p
2VH3 - 1VH3 3976 7914  -3,217 40 ,003 -,194 8,154 132 30 ,896

2CVH3 - 1CVH3 127 876 -4,770 32 ,000 -,381 805 2,169 20 ,042
2MVH3 - IMVH3 137 795  -5715 37 ,000 -,348 832 2,006 22 ,057
2VH4 - 1VH4 1951 3,794 -3293 40 ,002| -2,129 5012 2365 30 ,025
2CVH4 - 1CVH4 ,586 983  -3,213 28 ,003 -,375 770 2,387 23 ,026
2MVH4 - IMVH4 ,600 969 -3,393 29 ,002 -,400 764 2619 24 015
2GEO - 1GEO 11,044 6,105 -12,136 44 ,000 548 5,078 -601 30 552
2SPAC - 1SPAC 4415 7,253 -3,898 40 ,000 1,192 8,203 741 25 465

Na temelju prikazanih rezultata moze se uociti da su u tretiranoj grupi rezultati po svim parametrima
statisti¢ki znacajno bolji uz signifikantnost od 1% ( p <.001), dok se u kontrolnoj grupi rezultati nisu

znacajno promijenili. Naprotiv, manji napredak sudionici kontrolne grupe ostvarili su na GEO testu
i SPAC testu, ali ne statisticki znacajno ( P =0,552 za GEO, p=0,465 za SPAC), dok su po svim
parametrima na VH testu rezultati na zavrSnom testiranju slabiji (negativne vrijednosti u koloni M),
¢ak neke i znacajno slabije uz signifikantnost od 5% kada se primjeni strozi kriterij ( p=0,025 za
VH4, p=0,026 za CVH4, p =0,015 za MVH4). Drugim rije¢ima, neprilagodeno pouc¢avanje moze
dovesti i do nazadovanja Sto je u skladu s teorijom van Hielea (Van Hiele, 1986).

Gledajuci uzajamno rezultate prikazane u Tablici 26, moze se uociti da statisticki znacajan napredak
nije mogu¢ ni u znanjima ni u vjeStinama, ako se ne razvijaju razliiti procesi misljenja i
zaklju€ivanja. Ipak, treba naglasiti da, osim §to neprilagodeno poucavanje moze ne voditi do napretka,
ovi slabiji rezultati u kontrolnoj grupi mogu se objasniti i nedovoljnom motivacijom sudionika da
ponovno pisu iste testove, a da od toga oni osobno nemaju nikakve (trenutne) koristi.
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Usporedba postignu¢a na VH testu: Kako bi se usporedio napredak po pojedinim razinama
geometrijskog misljenja, distribucija sudionika po razinama prikazana je istodobno i na pred testu i
na post testu na nacin da se za svaku razinu na pred testu (1CVH3) vrsi raspodjela tih sudionika po
razinama na post testu (2CVH3) (Usiskin, 1982, str. 99). Na taj nacin je odmah vidljivo koliki broj
sudionika je ostao na istoj razini, koliko ih je napredovalo na visu razinu, a koliko ih je nazadovalo.
Raspodjela se vrsi prema sva Cetiri kriterija (blazi i strozi kriterij te klasi¢ni i modificirani VH model).
Takoder, razmatranje se vrsi paralelno za obje grupe pa se radi razlikovanja grupa ispred svakog
kriterija koristi oznaka koja to naznacuje: E1 1 E2 oznacava pred i post testiranje u eksperimentalnoj
grupi, a K11 K2 pred i post testiranje u kontrolnoj grupi. Iz prakti¢nih razloga, u Tablici 27. se koristi
kraca oznaka za nerazvrstane — 'Ne'. U razmatranje se uzimaju samo oni sudionici koji su pisali i pred
I post VH test: u eksperimentalnoj grupi njih 41 od 52 (78,85%), a u kontrolnoj grupi njih 31 od 38
(81,58%). Distribucija sudionika po razinama daje se kroz frekvencije jer se to ¢ini primjerenijim za
opis ovih rezultata, ali iz danih podataka se jednostavno mogu odrediti i relativne frekvencije.

U Tablici 27. prikazuje se distribucija frekvencija po blazem kriteriju za klasi¢ni van Hieleov model
razvoja misljenja (CVH3 kriterij) unutar svake grupe.

Tablica 27. Distribucija frekvencija po kriteriju CVH3

N=41 E2CVH3 N=31 K2CVH3
Razina | EICVH3 |0 1 2 3 4 5 Ne |KICVH3 |0 1 2 3 4 5 Ne
0 0 0
1 4 1 3 5 1 4
2 24 8 9 3 4 13 4 7 1 1
3 7 4 2 1 7 1 2 4
4 1 1 1 1
) 1 1 0
Ne 4 1 2 1 5 1 1 2 1

Ved iz podataka prikazanih u Tablici 27. vidljivo je da se u eksperimentalnoj grupi dogada uglavnom
napredak ili zadrZavanje iste razine (podebljano), dok je u kontrolnoj grupi vrlo malo napredovanja,
a vise je zadrzavanja iste razine 1 ¢ak nazadovanje. Ovi pokazatelji dodatno obrazlazu rezultate
prikazane u prethodnoj tablici (Tablica 26).

U Tablici 28. prikazuje se distribucija frekvencija po strozem kriteriju za klasi¢ni van Hieleov model
razvoja misljenja (CVH4 kriterij) unutar svake grupe.

Tablica 28. Distribucija frekvencija po kriteriju CVH4

N =41 E2CVH4 N=31 K2CVH4

Razina | EICVH4 |0 1 2 3 4 5 Ne KICVH4 |0 1 2 3 4 5 Ne
0 3 2 1 1 1
1 15 1 2 4 6 2 9 1 5 2 1
2 13 1 8 2 2 16 1 6 8 1
3 2 1 1 1 1
4 0 0
5 0 0
Ne 8 1 1 2 1 3 4 1 2 1

Na temelju podataka prikazanih u Tablici 28. vidljivo je da se podaci viSe grupiraju uz prve razine
(0, 112), arazlozi takve preraspodjele ve¢ su opisani u prvoj analizi podataka prikupljenih VH testom
(str. 147). Medutim, ovdje je vidljivo jo$ nesto: u eksperimentalnoj grupi sudionici su napredovali i
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u stabilnosti jer ima onih koji su zadrZzali viSu razinu i po strozem kriteriju, za razliku od kontrolne
grupe, u kojoj takvih nema.

U sljedece dvije tablice (Tablica 29 i 30) prikazuju se distribucije frekvencija po razinama prema
blazem i strozem kriteriju nakon uklanjanja 5. razine, tj. za modificirani VH model misljenja, Sto je

opravdano uzeti u razmatranje s obzirom da je na 5. razini samo jedan sudionik i to po blazem kriteriju
(Usiskin, 1982, str. 32).

Tablica 29. Distribucija frekvencija po kriteriju MVH3

N =41 E2MVH3 N =31 K2MVH3
Razina | EIMVH3 | 0 2 3 4 Ne | KIMVH3 1 2 3 4 Ne
0 0 0
1 5 1 4 6 1 4
2 25 10 11 3 1 13 4 7 2
3 7 4 3 7 1 2 4
4 2 1 1 1 1
Ne 2 1 1 4 1 3
Tablica 30. Distribucija frekvencija po kriteriju MVH4
N =41 E2MVH3 N=31 K2MVH3
Razina | ELIMVH3 | 0 2 3 4 Ne K1IMVH3 1 2 3 4 Ne
0 3 2 1 1
1 15 1 4 6 2 10 5 2 1
2 14 1 8 3 2 16 6 8 1
3 2 1 1 1 1
4 0 0
Ne 7 1 1 1 1 3 3 2 1

Podaci prikazani u posljednjoj tablici (Tablica 30), s obzirom da se radi o strozem kriteriju, mogu se
uzeti kao realan pokazatelj stvarnog napretka sudionika prema razinama geometrijskog misljenja
unutar svake grupe.

Uz prikaz kvantitativnih podataka, uvidom u njihove radove i sagledavanjem postignuca za svakog
sudionika na cijelom radu moze se ste¢i dodatni uvid u realno stanje njihove (ne)stabilnosti. Naime,
u eksperimentalnoj grupi, svi sudionici su ostvarili odgovarajuci napredak unutar svake razine pa ¢ak
i oni sudionici koji su u prethodnim tablicama prikazani kao da su ostali na istoj razini, kao i
nekolicina onih koji su prikazani kao da su nazadovali. Tako se u prvoj tablici (Tablica 27) za
eksperimentalnu grupu moze vidjeti da je jedan sudionik sa 5. razine nazadovao na 4. razinu, a jedan
s 4. razine na 3. razinu. Medutim, uvidom u njihove radove uocava se da su oni prilicno napredovali
u prve tri razine, a ona koja je bila posljednja je zapravo nestabilna.

S druge strane, uvidom u radove sudionika kontrolne grupe situacija je priliéno drugacija. Njihova
postignuca u post testiranju su dosta Sarolika u odnosu na rezultate pred testiranja: unutar nekih razina
su bili uspjesniji, a unutar drugih slabiji, vrlo malo je stvarnog napretka pa ¢ak i u nekolicine onih
koji su u tablici prikazani da su ostvarili napredak.

Ukratko, na temelju rezultata kvantitativne analize prikazanih u prethodnim tablicama vidljiv je
znacajan napredak u razvoju misljenja sudionika eksperimentalne grupe, dok su se u sudionika
kontrolne grupe dogodile tek neznatne promjene na bolje, a vec¢ina je ili ostala na istoj razini ili ¢ak
nazadovala. Dodatnom kvalitativnom analizom njihovih radova uvida se realno stanje (ne)stabilnosti:
sudionici eksperimentalne grupe su prilicno ucvrstili svoje misljenje na pojedinim (posebno prvim)
razinama, dok je u sudionika kontrolne grupe stabilnost vrlo promjenjiva po razinama. Posebno, vrlo
mali broj sudionika je dosegao 4. i 5. razinu (posebno po strozem kriteriju) iz jednostavnog razloga
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Sto su njihova predznanja i vjeStine zahtijevale poucavanje od pocetne razine nadalje te unutar 15
tjedana nastave, unatoC koriStenja elemenata visih razina (formalno tvrdenje, argumentiranje i
dokazivanje) nije bilo moguée kvalitativno dosegnuti vise razine u mnogih sudionika.

Usporedba postignuéa na GEO testu: U svrhu utvrdivanja statisticke znacajnosti razlike u
postignu¢ima na GEO testu prije i poslije nastave geometrije, osim na globalnoj razini, t-test je
proveden i za svaki zadatak unutar svake grupe. Rezultati t-testa se prikazuju u Cetiri tablice prema
Cetiri grupe zadataka (str. 110), analogno prikazivanju rezultata dobivenih na poc¢etnom testiranju (str.
150). Na zavrSnom testiranju u eksperimentalnoj grupi GEO test je pisalo 45 od 52 sudionika
(86,54%), a u kontrolnoj grupi 33 od 38 sudionika (86,84%).

U Tablici 31. prikazuju se rezultati t-testa za prvu grupu zadataka (G1.1 — G1.8), usporedno za
eksperimentalnu i kontrolnu grupu. U ovoj grupi zadataka ispitivalo se kriticko Citanje definicija
odabranih pojmova te vizualno prikazivanje opisanih pojmova.

Tablica 31. Usporedba postignuca G1 zadataka unutar grupa, prije i poslije poucavanja

Eksperimentalna grupa (N = 45) Kontrolna grupa (N = 33)

Mijerenja M SD t df p M SD t df p
1G1.1-2G1.1 | 0,289 0,869 -2229 44 0,031| 0161 0,688 1,306 30 0,202
1G1.2-2G1.2 | -0,133 0661 -1354 44 0,183| 0,161 0,688 1,306 30 0,202
1G1.3-2G1.3 | -0,133 0,726 -1,232 44 0,225| 0,161 0,638 1409 30 0,169
1G14-2G14 | 0,067 0837 0535 44 059 | -0,032 0,706 -0,254 30 0,801
1G15-2G15 | 0,000 0,603 0,000 44 1000| 0032 0,752 0,239 30 0,813
1G16-2G1.6 | -0,091 0676 -0,892 43 0,377| 0,226 0,669 -1,8380 30 0,070
1G1.7-2G1.7 | -0,022 0839 -0,178 44 0860| 0258 0,773 1858 30 0,073
1G1.8-2G18 | 0,156 0,767 1360 44 0,181| -0097 0,746 -0,722 30 0,476

Prema rezultatima prikazanim u Tablici 31. vidljivo je da se jedini statisticki znacajan napredak uz
signifikantnost od 5% ( p =0,031) dogodio u eksperimentalnoj grupi kod pojma pravca, dok ostale

promjene, medu kojima ima i nazadovanja, nisu statisti¢ki znacajne. Tako se u eksperimentalnoj
grupi, pored pojma pravca, uoc¢ava napredak i kod pojmova paralelni pravci (G1.2), duzina (G1.3),
ortocentar (G1,6) i romb (G1,7), dok je kod pojmova simetrala duzine (G1.4) i kruznica (G1.8)
vidljivo nazadovanje, a kod pojma kut (G1.5) nema promjena. S druge strane, u kontrolnoj grupi se
uocava vise nazadovanja i to kod pojmova pravac (G1,1), paralelni pravci (G1.2), duzina (G1.3), kut
(G1.5) i romb (G1,7), a napredak kod pojmova simetrala duzine (G1.4), ortocentar (G1,6) i kruznica
(G1.8), iako ne statisticki znacajan.

Uvidom u njihove radove uocava se, posebno U sudionika eksperimentalne grupe ucestaliji i
kvalitetniji vizualni prikaz pojmova, dok se u kontrolnoj grupi to nije promijenilo u odnosu na
rezultate pocetnog testiranja. Osim toga, u eksperimentalnoj grupi dio sudionika vizualno je
prikazivao opisane pojmove kao da su valjano opisani, dok je dio njih umjesto toga crtao kontra
primjere te zadani iskaz pokuSavao korigirati do korektne definicije. To dijelom objaSnjava i slabija
postignuca u ovoj grupi zadataka jer su bili manje fokusirani da odgovore na postavljeno pitanje, a
viSe na korekciju uocenih manjkavosti, ali moguce je i da za neke sudionike zahtjev zadatka nije bio
u potpunosti jasan (npr. upitnik sudionika pored 'vizualno prikazite').

Prikazani rezultati su u skladu s rezultatima na zavr$nom testiranju VH testom: kriticnije pristupaju
tumacenju iskaza kojima se opisuju pojmovi, ali jo§ uvijek nisu dosegli 4. razinu geometrijskog
misljenja, tj. jo§ uvijek ne prepoznaju nuzne i dovoljne karakteristike koje jednoznacno opisuju
pojam. Osim toga, u procesu prelaska na viSu razinu misljenja uocava se njihova zbunjenost i
nesigurnost jer su suoceni s potrebom mijenjanja necega sto su ve¢ usvojili kao korektno, a sada im
se ukazuje na nekorektnost.
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Ukratko, u prvoj grupi zadataka napredak je uocljiv s aspekta kritickog ¢itanja definicija i vizualnog
prikazivanja, posebno u eksperimentalnoj grupi, ali jo§ uvijek nije statisticki znacajan. Takoder,
napredak je veéi kod pojmova koji su na pocetku bili slabije nauceni (npr. ortocentar), a manji ili cak
nazadovanje kod pojmova koji su pogresno usvojeni (npr. kut) Sto je pokazatelj da je duboko
ukorijenjena pogresna shvacanja vrlo tesko mijenjati (De Villiers, 2010, str. 572).

U Tablici 32. prikazuju se rezultati t-testa za drugu grupu zadataka (G2.1 — G2.6), usporedno za obje
grupe. U ovoj grupi zadataka ispitivala se vjestina ¢itanja matematicke poruke prikazane na slici.

Tablica 32. Usporedba postignuca G2 zadataka unutar grupa, prije i poslije poucavanja

Eksperimentalna grupa Kontrolna grupa

Mjerenja M SD t df p M SD t df p
1G2.1-2G2.1 | -0,432 0545 -5251 43 0,000 | -0,333 0,547 -3,34 29 0,002
1G2.2-2G2.2 | 0,171 0,629 -1,739 40 0,090 | -0,087 0,515 -0,81 22 0,426
1G2.3-2G2.3 | -0,267 0,495 -3,611 44 0,001 | -0,200 0,664 -1649 29 0,110
1G2.4-2G24 | -0,286 0,708 -2,614 41 0,012 | 0,500 0,648 3934 25 0,001
1G25-2G25 | -0,209 0,675 -2,034 42 0,048 | -0,034 0,680 -0,273 28 0,787
1G2.6-2G2.6 | -0649 0824 -4789 36 0,000 | 0,000 0,392 0,000 13 1,000

Prema prikazanim rezultatima, eksperimentalna grupa je uocljivo napredovala u vjeStinama
vizualizacije pri Citanju matematickih poruka sa slike i to statisticki znacajno uz signifikantnost od
1%, osim za dva vizualna prikaza: ¢itanje poruke za kvadar (G2.5, p=0,048) uz signifikantnost od

5% te Citanje poruke za presjek kruznice i kuta (G2.2,p=0,090) bez statisticki znacajne razlike.

Uvidom u njihove radove moze se uociti da sudionici velikim dijelom nadilaze perceptivnu obradu i
prelaze na matemati¢ku obradu slike, ali dio njih jo§ uvijek ne uspijeva uspostaviti kvalitetne veze
medu elementima. Na primjer, iako izgleda da nema statisticki zna¢ajne razlike u ¢itanju matematicke
poruke vezane za presjek kruznice i kuta (G2.2), uvidom u radove sudionika moze se uoditi njihov
stvarni kvalitativni napredak: preciznije i jasnije opisuju elemente slike, bez velikog okoliSanja koje
je postojalo na pred testiranju, ali ipak dio njih jo§ uvijek ne uspostavlja kona¢nu vezu: presjek u vrhu
kuta. S druge strane, najveéi napredak ostvaren je u Citanju poruke za prizmu (G2.6) i kvantitativno i
kvalitativno S§to je opravdano jer je u tom dijelu bilo najviSe prostora za napredak u odnosu na
rezultate pred testiranja.

Zarazliku od njih, u kontrolnoj grupi statisti¢ki znacajan napredak pokazao se samo pri ¢itanju poruke
za trokut (G2.1, p<0,01), a pri ¢itanju poruke za Sesterostranu prizmu (G2.6, p=0) stanje je ostalo

nepromijenjeno. Iznimno, pri ¢itanju poruke za sukute (G2.4, p<0,01) u kontrolnoj grupi uocava se

statisticki znac¢ajno nazadovanje. Naime, uvidom u njihove radove uocava se da je dio sudionika, koji
su na pred testiranju korektno procitali da se radi o kvadru, na post testiranju su napisali da se radi o
kocki. Takoder, dio sudionika je uz sliku na post testiranju pisalo i neka nepotrebna svojstva, npr. uz
trokut (G2.1) da je zbroj kutova 180°, $to je pokazatelj zapravo njihovog napredovanja u znanju, ali
ne i u vjeStinama Citanja poruke sa slike. Nadalje, kvalitativnom analizom opisa sukuta (G2.4) uocava
se da su sudionici u ve¢oj mjeri prepoznavali kutove (Siljati i tupi) na slici u odnosu na pred testiranje,
ali nisu uspostavljali vezu medu njima, Sto je dovelo do statistickog nazadovanja. Takoder, bilo je
manje je onih koji uop¢e ne daju nikakav odgovor u odnosu na rezultate pred testiranja, $to je takoder
odgovarajuci napredak, ali joS uvijek nedovoljan.

Prema opisanom, ovi rezultati ukazuju na to da se sustavnim poucavanjem razli¢itih procesa
vizualizacije, posebno perceptivne i matematicke obrade vizualnih prikaza, moze znacajno razviti
vjestina Citanja matematicke poruke, dok se bez sustavnog poucavanja sudionici snalaze svatko na

176



svoj nacin pa se napredak moze, ali 1 ne mora dogoditi. S obzirom da je matemati¢ka obrada vizualnih
prikaza vazna za razlidite segmente geometrije, npr. rjeSavanje geometrijskih problema, u nastavi
geometrije se ne bi se smjelo prepustiti slu¢aju razvoj vjestina ¢itanja matematicke poruke, ve¢ bi ih
trebalo sustavno planirati i poucavati, u odgovaraju¢em geometrijskom kontekstu.

U Tablici 33. prikazuju se rezultati t-testa za tre¢u grupu zadataka (G3.1 — G3.6), usporedno za obje
grupe. U ovoj grupi zadataka ispitivala se uspjesnost rjeSavanja zadataka objektivnog tipa, u kojima
specificnosti svakog zadatka (npr. element viska ili nestandardni polozaj slike) te distraktori u
odgovorima koji ukljucuju tipi¢ne greske usmjeravaju odgovore onih koji su nesigurni.

Tablica 33. Usporedba postignuca G3 zadataka unutar grupa, prije i poslije poucavanja

Eksperimentalna grupa Kontrolna grupa

Mjerenja M SD t df p M SD t df p
1G3.1-2G3.1 -0,489 0549 -5978 44 0,000 0,034 0,499 0,372 28 0,712
1G3.2-2G3.2 -0,178 0,387 -3,084 44 0,004 0,042 0,550 0,371 23 0,714
1G3.3-2G3.3 -0,295 0,509 -3,847 43 0,000 0,033 0,320 0571 29 0,573
1G3.4-2G3.4 -0,310 0563 -35566 41 0,001 | -0,034 0499 -0,372 28 0,712
1G3.5-2G3.5 -0,023 0,34 -0,443 43 0,660 0,065 0,359 1,000 30 0,325
1G3.6 - 2G3.6 -0,022 0,26 -0,573 44 0,570 0,000 0,371 0,000 29 1,000

Prema prikazanim rezultatima (Tablica 33) za postignu¢a sudionika na post testiranju uocava se
statisti¢ki znacajan napredak u eksperimentalnoj grupi u prva Cetiri zadatka (povrsina pravokutnog
trokuta, opseg paralelograma, duljina stranice pravokutnog trokuta i unutarnji kut jednakokracnog
trokuta, p<0.01), dok u preostala dva zadatka (presjek pravca i kruznice, kut uz presjecnicu, p>0.05

) napredak nije statisti¢ki znacajan. U zadnjem zadatku to je zapravo i realno jer je u tom zadatku na
pred testiranju to¢nih rjesenja bilo 90.38% (47 od 52 sudionika). No, iako u petom zadatku (presjek
pravca i kruZnice) nema statisticki znacajnog napretka, uvidom u radove sudionika uocava se
kvalitativni napredak: npr. na post testiranju na to¢an odgovor vise sudionika je odvukla tocka S

(srediSte kruznice), a manje duzina AS , $to je bilo gotovo obratno na pred testiranju. Ipak, jos uvijek
je dio sudionika nesiguran: je li srediste kruznice tocka kruznice ili ne.

S druge strane, postignuca na post testiranju u kontrolnoj grupi uglavnom su slabija nego nad pred
testiranju (iako ne statisticki znacajno), osim u cetvrtom zadatku (unutarnji kut jednakokracnog
trokuta) gdje je vidljiv manji napredak, dok u zadnjem zadatku nema promjena. Uvidom u njihove
radove ne moZe se uociti nikakva kvalitativni pomak. Pri odredivanju povrSine pravokutnog trokuta
(G3.1) 1 dalje je najucestaliji pogreSan odgovor bio pod (e) jer ih je zaveo element viska (koriStenje
formule P =a-b-c), pri odredivanju opsega paralelograma (G3.2) ¢eS¢e su birali pogresan odgovor
pod (c), a pri odredivanju duljine stranice pravokutnog trokuta (G3.3) pogresni odgovori su rasprSeni
na (a), (¢) 1 (d) bez vidljivo jasnog razloga, pri odredivanju kuta jednakokracnog trokuta (G3.4)
pogresni odgovori su bili medu (b) i (d) kao 1 na pred testiranju, pri odredivanju presjeka pravca i
kruznice (G3.5) najucestaliji odgovor bio je (a) gotovo kao 1 na pred testiranju te pri odredivanju kuta
uz presjecnicu (G3.6) nesto viSe pogresnih odgovora je bilo pod (a) vjerojatno jer su vrsili procjenu
sa slike.

Predstavljeni rezultati o postignué¢ima sudionika pri rjeSavanju zadataka objektivnog tipa unutar kojih

su ukljucene razne specifi¢nosti (elementi viska, nestandardni polozaj figure, neocekivani vizualni

prikaz pravca, distraktori koji ukljucuju tipicne greske) ukazuju na to da se pojedine specificnosti

zadataka objektivnog tipa ipak mogu nadi¢i sustavnim provodenjem razlicitih aktivnosti kroz zadatke

razli¢itih kognitivnih zahtjeva, a koji su koristeni tijekom intervencije. S druge strane, ne koristenje

opisanih specifi¢nosti u zadacima ili ne obracanje dovoljno pozornosti na njih unutar koristenih
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zadataka moze dovesti i do nazadovanja, a pri rjeSavanju zadatak objektivnog tipa nesigurnosti
sudionika ocituju se kroz odgovore s distraktorima. Takoder, gotovo svi sudionici su dali odgovore
na postavljena pitanja Sto jos jednom potvrduje da zadaci s ponudenim odgovorima ipak motiviraju
sudionike da odgovore, bez obzira na vrijednost njihovog znanja.

Konac¢no, u Tablici 34. prikazuju se rezultati t-testa posljednje grupe zadataka (G4.1 — G4.8),
usporedno za obje grupe. U ovoj grupi zadataka ispitivala se uspjeSnost rjesavanja uobi¢ajenih
zadataka iz nastave geometrije s odredenim specifi¢nostima (crtanje, zadaci s viSe rjesenja,
povezivanje povrsina, strukturiranje kvadra, savijanje iz 2D do 3D).

Tablica 34. Usporedba postignuca G4 zadataka unutar grupa, prije i poslije poucavanja

Eksperimentalna grupa Kontrolna grupa

Mijerenja M SD t df p M sSD t df p
1G4.1-2G4.1 -0,302 0,773 -2566 42 0,014 | -0,115 0,711 -0,827 25 0,416
1G4.2-2G4.2 -0,372 0,655 -3,722 42 0,001 0,160 0,554 1,445 24 0,161
1G4.3-2G4.3 -0,561 0,776 -4628 40 0,000| -0,067 0,458 -0,564 14 0,582
1G4.4-2G4.4 -0,476 0890 -3467 41 0,001| -0,182 0,853 -1,000 21 0,329
1G4.5-2G4.5 -0974 1,423 -4275 38 0,000 -0,333 1,328 -1,065 17 0,302
1G4.6 - 2G4.6 -1,375 1,013 -6646 23 0,000 -0,200 0,837 -0,535 4 0,621
1G4.7 - 2G4.7 -1,364 0,809 -5590 10 0,000 -1,000 1,414 -1,000 1 0,500
1G4.8-2G4.8 -1,029 1,087 -5524 33 0,000

Prema predstavljenim rezultatima u Tablici 34. nedvojbeno je da je alternativni pristup poucavanja
doveo do statisticki znacajnog napretka ( p<0,01) u rjeSavanju ove grupe zadataka u sudionika

eksperimentalne grupe, dok uobic¢ajeno poucavanje sudionika u kontrolnoj grupi nije dovelo do
statisticki znacajnog napretka ( p >0,05), a bilo je i manjeg nazadovanja.

Uvidom u radove sudionika eksperimentalne grupe uocava se da ni oni nisu svi kvalitativno
napredovali, ali je puno vec¢i udio onih koji jesu. Tako su pri crtanja visina tupokutnog trokuta (G4.1)
viSe vodili racuna o orijentaciji, ali u nekih je joS uvijek vidljiv problem crtanja okomice, kao 1
ukorijenjeno pogres$no shvacanje da se sjeciSte visina nalazi unutar trokuta. U radu sa jednakokra¢nim
trokutima (G4.2, G4.3) koriste prikaze i tupokutnih jednakokra¢nih trokuta, vise ispituju oba rjeSenja
te viSe povezuju racun sa slikom, Sto znaci da im vizualni prikaz ipak koristi u procesu rjesavanja
problema. Zanimljivo je da su neki sudionici, koji su imali to¢no odredeno jedno rjesenje, na pred
testiranju odredili jedno rjeSenje, a na post testiranju drugo rjeSenje od moguca dva, §to je pokazatelj
da je izmedu dvaju testiranja proteklo dovoljno vremena da pred testiranje nije imalo utjecaj na post
testiranje. Nadalje, iako je uspjeh u odredivanju plostine sli¢nog kvadrata (G4.4) bio znatno bolji, u
vizualnim prikazima se jo§ uvijek najceS¢e sluze odvojenim slikama kvadrata. U zadatku s
poplo¢avanjem hodnika (G4.5) u dijelu sudionika uocava se kvalitetniji vizualni prikaz i vise
strukturiranja te vjest rad s mjernim jedinicama, dok neki sudionici jo§ uvijek imaju problema s
pretvaranjem mjernih jedinica i racunom S§to ih je onemogucilo u odredivanju kona¢nog rjeSenja. U
oba zadatka s povrSinom (G4.4, G4.5) uocava se daleko manji broj koristenja pogresnih formula pri

.....

viSe uspostavljenih veza izmedu slike 1 zapisa.

U preostala tri zadatka vezana za geometriju prostora (G4.6, G4.7 i G4.8) vidljiv je prili¢no velik
napredak u odnosu na pred testiranje, posebno §to je na post testiranju bilo vrlo malo sudionika brz
odgovora. Pri odredivanju oplo§ja 1 volumena kvadra zadanog slikom (G4.6) uocava se korektno
koristenje mjernih jedinica te proces najcesce zapocinju formulom, pri ¢emu jos$ uvijek ima nekolicina
onih koji brkaju oplo§je 1 opseg. Pri odredivanju volumena kvadra izgradenog od kocaka (G4.7)
najucestalije su racunali preko volumena kocke, ali bilo je i onih koji su kreirali kvadar te volumen
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odredili direktno mnozenjem veli¢ina njegovih bridova. Takoder, manji broj sudionika, koji su
volumen kvadra racunali preko volumena kocke, vizualno su prikazali strukturiranje kvadra od
kocaka, vise u svrhu provjere da je problem moguce rijesiti, $to s druge strane znaci da ipak nastoje
iskoristiti sve elemente zadane tekstom zadatka. NajznacCajniji kvalitativni napredak sudionici
eksperimentalne grupe ostvarili su u zadatku usporedivanja volumena Supljih valjaka (G4.8) Sto je
realno i prirodno jer je to bio najslabije rijeSen zadataka na pred testiranju. Prije svega, mali broj je
onih koji nisu nista odgovorili, a ve¢ina koja je odgovarala nastojala je do obrazlozenja do¢i
raCunanjem volumena nastalih valjaka te izvodenjem zakljuaka na temelju dobivenih numerickih
vrijednosti za volumen. U tom procesu su najcesée grijesili pri odredivanju radijusa nastalih valjaka
(uzimaju¢i da je promjer baze valjka duljina stranice papira), ali kako su analogan proces proveli za
oba valjka, rezultati su bili usporedivi te su na pogreSnom rac¢unu volumena izveli korektan zakljucak.

Uvidom u radove sudionika kontrolne grupe uocava se manji napredak, ali i nazadovanje. Tako je pri
crtanja visina tupokutnog trokuta (G4.1) joS uvijek vidljiv problem crtanja okomice, kao i
ukorijenjeno pogresno shvacanje o sjecistu visina unutar trokuta. U radu sa jednakokra¢nim trokutima
(G4.2, G4.3) samo je dvoje sudionika odredilo oba rjeSenja pri ¢emu nema znacajnije promjene u
koriStenju vizualnih prikaza. No, sli¢no kao u sudionika eksperimentalne grupe, neki su odredili jedno
rjeSenje na pred testiranju, a drugo rjeSenje na post testiranju. Pri odredivanju plostine sli¢nog
kvadrata (G4.4) nema znacajnih odstupanja ni u racunu ni u koristenju vizualnih prikaza. U zadatku
s poplocavanjem hodnika (G4.5), sli¢no kao 1 U sudionika eksperimentalne grupe, vise je kvalitetnijih
vizualnih prikaza i strukturiranja, ali zbog problema u radu s mjernim jedinicama i ra¢unom, dio njih
nije u mogucénosti odrediti konacno rjeSenje. U procesu rjeSavanja problema i zapisu nema znacajnijih
odstupanja u odnosu na rezultate pred testiranja, ali dio sudionika koji su dali odgovor medu ovih pet
zadataka na pred testiranju, ostavili su neka pitanja bez odgovora na post testiranju i nastavili rjeSavati
zadnja tri pitanja, pa nije jasno $to je pravi razlog neodgovaranja.

U preostala tri zadatka vezana za geometriju prostora (G4.6, G4.7 1 G4.8) 1 dalje je prili¢no visok
postotak sudionika koji nisu dali nikakav odgovor (na neka od njih ili na sva tri pitanja, zbog ¢ega je
iskljucen 1z statistiCke analize, Tablica 34) §to zasigurno nije odraz njthovog neznanja ve¢ vise pitanje
motivacije 1 odgovornosti da kao sudionici istraZivanja izvedu sve do kraja. Tako ima 1 onih koji su
na pred testiranju dali odgovor, a na post testiranju nisu, $to zasigurno nije realno da neposredno
nakon ucenja geometrije prostora ne odrede barem oplo§je 1 volumen kvadra. Oni koji su rjeSavali
zadnja tr1 zadatka ucestalije su odredivali volumen kvadra (G4.6), ali ne 1 oplo§je 1 pri tome su
korektno koristili mjerne jedinice. Pri odredivanju volumena kvadra strukturiranog od kocaka (G4.7)
uglavnom su se koristili volumenom kocke bez ikakvog vizualnog prikaza strukturiranja. Oni koji su
usporedivali volumene Supljih valjaka nastalih rotacijom lista papira (G4.8) bili su kratki i jasni:
Volumeni su jednaki jer su papiri jednakih dimenzija, dok je samo jedan sudionik zaklju¢ak temeljio
na izracunu volumena, ali pogreSnog. Samo je jedan sudionik smatrao da su volumeni razliCiti uz
obrazlozenje: jer su dobiveni krugovi razliciti.

Prema opisanom, predstavljeni rezultati nedvojbeno pokazuju da kroz sustavno razvijanje vjestina
vizualizacije (posebno stvaranje i koriStenje vizualnih prikaza u procesu rjeSavanja problema),
ukazivanje na proces rjesavanja problema kroz Cetiri faze, rad sa zadacima visih kognitivnih zahtjeva
te rjeSavanje razliCitih vrsta problema (s viSe rjeSenja 1 nacina rjeSavanja) moze dovesti do
kvalitativnog pomaka u znanju i vjeStinama i to statisticki znacajnog. S druge strane, bez sustavne
brige oko vaznih procesa u savladavanju geometrijskih koncepata napredak je takoder mogu¢, ali
vjerojatno ne statisticki znacajno, a moguce je i nazadovanje.

Usporedba postignuéa na SPAC testu: Radi boljeg uvida u promjene koje su se dogodile u
postignu¢ima na SPAC testu unutar grupa, pored t-testa koji je prikazan u Tablici 26, prikazuju se i
distribucije relativnih frekvencija po razredima na analogan nacin kao i za rezultate na pocetnom
testiranju, posebno za eksperimentalnu (Slika 123) i posebno za kontrolnu grupu (Slika 124). SPAC
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test na zavrSnom testiranju u eksperimentalnoj grupi ukupno je pisalo 44 od 52 sudionika (84,62%),
a u kontrolnoj grupi 26 od 38 sudionika (68,42%).

Na grafu sa Slika 123. prikazana je distribucija relativnih frekvencija rasporedena po razredima
jednakih duljina za postignuca ostvarena na pocetnom i zavrSnom testiranju SPAC testom za
eksperimentalnu grupu. Rezultati ostvareni na post testiranju na grafu su podebljani kako bi se
razlikovali, posebno u dijelovima preklapanja. od rezultata na pred testiranju,

Postignuéa na SPAC testovima eksperimentalne
grupe

41,30

45,00
40,00
35;00 40,91 29[55
30,00
25,00
26,09
20,00 15,22
11,
15,00 10,87 36
10,00 15,91
5,00 6,52

2,27
0,00

31 - 40 41 - 50 51 - 60 61 -70 71 - 80

Pred test Post test

Slika 123. Distribucija relativnih frekvencija na SPAC testovima za E

Analogno prethodnom grafu, na Slici 124. dan je graf distribucija za sudionike kontrolne grupe.
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Slika 124. Distribucija relativnih frekvencija na SPAC testovima za K
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Usporedivanjem rezultata prema napredovanju onih sudionika koji su pisali oba testa (Tablica 35)
moze se uociti da je u obje grupe bilo onih koji su napredovali, ali i onih koji su nazadovali, kao i
onih ¢iji je ishod bio nepromijenjen. Medutim, distribucija njihovih relativnih frekvencija razlikuje
se unutar svake grupe Sto dodatno objaSnjava zasto je napredak u eksperimentalnoj grupi ipak

statisti¢ki znacajan, a u kontrolnoj ne.

Tablica 35. Distribucija postignuc¢a prema napretku u obje grupe

SPAC test Eksperimentalna grupa Kontrolna grupa
N % N %
Napredak 32 78,05 12 46,15
Bez promjene 4 9,76 2 7,69
Nazadovanje 5 12,20 12 46,15
Ukupno 41 100,00 26 100,00

Konaéno, ucenje geometrije utjeCe na razvoj vizualno-prostornih sposobnosti, odnosno vizualno-
prostorne sposobnosti se mogu razvijati u kontekstu geometrije. Medutim, ciljanim, sustavnim i
kontinuiranim razvojem vjeStina vizualizacije u kontekstu geometrije moze se statisticki znacajno
utjecati na razvoj posebnih vizualno-prostornih sposobnosti. Ipak, grupe obuhvadene ovim
istrazivanjem su razlicite veliCine i specifi¢ne po odabiru zanimanja pa se ovaj rezultat ne moze
generalizirati na svu populaciju koja u¢i geometriju te bi bilo potrebno provesti dodatna istrazivanja.

Odgovor na 4. pitanje: Prema svim predstavljenim podacima, rezultatima i provedenom analizom
vidljivo je da su sudionici eksperimentalne grupe, nakon 15 tjedana poucavanja posebnim pristupom
prilagodenim njihovim predznanjima 1 vjestinama, statisticki znacajno napredovali u geometrijskom
misljenju, akumuliranom geometrijskom znanju i vjestinama vizualizacije te u vizualno-prostornim
sposobnostima. S druge strane, statisticki znacajan napredak se nije dogodio u sudionika kontrolne
grupe, koji su poucavani na uobicajeni nacin u skladu s planom i programom. Ono §to je posebno
uocljivo, ne samo da napredak nije bio statisticki znacajan u kontrolnoj grupi ve¢ je u nekim
segmentima bilo i nazadovanja, iako ne statisti¢ki znac¢ajnog.

Medutim, uvidom u radove sudionika i kvalitativnom analizom napisanog uocava se da je u obje
grupe bilo i napredovanja i nazadovanja i stagnacije, jedino je razlika u njihovim udjelima.

6.6.2. Usporedba postignué¢a medu grupama prije i poslije poucavanja

Na samom kraju, proveden je t-test kako bi se ispitala statisticka znacajnost razlike u postignu¢ima
izmedu eksperimentalne 1 kontrolne grupe nakon 15 tjedana poucavanja, za sva tri testa. S obzirom
da se VH test vrednovao prema razli¢itim kriterijima (str. 108), kao i u prethodno provedenim
analizama, t-test je proveden za svakog od njih, a rezultati su prikazani u Tablici 36.

Tablica 36. Usporedba postignuca u sva tri testa medu grupama, prije i poslije

Eksperimentalna grupa Kontrolna grupa t-test
Test N M SD N M SD t df p
2VH3 46 9,500 6,931 33 6,424 6,937 1,945 77 ,055
2CVH3 39 2,897 , 754 25 1,880 ,781 5,195 62 ,000
2CVHA4 38 2,026 1,078 30 1,267 ,640 3,412 66 ,001
2MVH3 44 2,841 ,680 29 1,931 ,753 5,361 71 ,000
2MVH4 38 2,026 1,078 30 1,267 ,640 3,412 66 ,001
2GEO 45 29,378 6,994 33 16,485 6,690 8,191 76 ,000
2SPAC 44 59,659 9,906 26 57,077 9,398 1,074 68 ,287
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Na temelju rezultata prikazanih u Tablici 36 moze se uociti da je eksperimentalna grupa tijekom
intervencije statisti¢ki znac¢ajno napredovala u odnosu na kontrolnu grupu uz signifikantnost od 1%

na GEO testu ( p <0,01) te po svim parametrima na VH testu, osim po kriteriju VH3 gdje je statisticka

znacajnost od 5%, dok razlika u postignué¢ima na SPAC testu nije statisti¢ki zna¢ajna ( p=0,287).

Moguce je da vremenski period od pet tjedana unutar kojih se obradivala cjelokupna geometrija
prostora ipak nije dostatan za statisti¢ki znacajan napredak u vizualno-prostornim sposobnostima,
iako je iz analize po grupama vidljivo da je napredak ostvaren u obje grupe, a u eksperimentalnoj
grupi i statisticki znacajno (Tablica 26).

Kada se usporede grafovi distribucija relativnih frekvencija za postignuca sudionika na SPAC testu
za obje grupe nakon poucavanja (Slika 125), uocava se da su oba grafa pomaknuta udesno, pri ¢emu
graf kontrolne grupe slabije prati normalnu razdiobu i viSe je pomaknut prema gore (postojanje i
napredovanja i nazadovanja) u odnosu na graf eksperimentalne grupe.

Postignuéa na SPAC testu nakon poucavanja
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Slika 125. Distribucija relativnih frekvencija 2SPAC testa za E i K

S obzirom da je prije pocetka poucavanja kontrolna grupa bila nesto bolja na SPAC testu u odnosu
na eksperimentalnu grupu, a primjenom posebnog pristupa poucavanja tijekom intervencije
eksperimentalna grupa je znac¢ajno napredovala, nakon poucavanja odnos u postignu¢ima na SPAC
testu se promijenio: eksperimentalna grupa je bolje u odnosu na kontrolnu grupu, ali ne statistic¢ki
znacajno.

Odgovor na 5. pitanje: Prema svim predstavljenim podacima, rezultatima i provedenom analizom
vidljivo je da su sudionici eksperimentalne grupe, nakon 15 tjedana poucavanja posebnim pristupom
prilagodenim njihovim predznanjima i vjestinama, statisticki znacajno napredovali u geometrijskom
misSljenju, akumuliranom geometrijskom znanju 1 vjeStinama vizualizacije u odnosu na sudionike
kontrolne grupe, koji su poucavani na tradicionalan nacin. Napredak postoji U sudionika
eksperimentalne grupe i u razvoja vizualno-prostornih sposobnosti, ali on nije statisticka znac¢ajan u
odnosu na sudionike kontrolne grupe.

Ovim se nedvojbeno moze potvrditi da ishodi ucenja geometrije, a time 1 bolja pripremljenost buduc¢ih
ucitelja za rad u razrednoj nastavi zasigurno mogu biti bolji kada se poucavanje prilagodi njihovim
predznanjima te geometrija sustavno poucava u okviru VOS sustava. To znaci da je potrebno sustavno
1 uzajamno razvijati geometrijska znanja, misljenje 1 vjestine na nacin da se svaki koncept obrazlaze
govornim jezikom (verbalno i pisano), vizualno prikazuje i simbolicki zapisuje u sazetom obliku.
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6.7.0granicenja u istrazivanju

Nacina odabira i karakteristike sudionika istrazivanja te nacin realizacije poucavanja utjeCu na
stvaranje odredenih ograni¢enja za izvodenje opcih zakljuCaka istrazivanja koja bi se mogla
primijeniti na druge grupe, situacije i moguce realizacije.

Prije svega, grupe nisu birane nasumicno i nisu bile jednakobrojne ve¢ su uzeti svi studenti koji su u
teku¢em semestru bili upisani na kolegij euklidske geometrije, zbog Cega se nije mogla u cijelosti
kontrolirati varijabla ,kome” se poucava. Osim toga, istrazivanje se provodilo unutar redovite
nastave, u realnom vremenu, unutar zadanog plana i programa, $to znaci da se nisu mogle u cijelosti
kontrolirati varijable ,,$to” predavati i ,.kada” predavati. Osim toga, sudionici nisu imali nikakvu
obvezu pohadanja nastave osim redovnih obveza propisanih nastavnim planom i programom pa nije
bilo moguce pratiti koliko oni svojim angazmanom i redovitos¢u doprinose boljim ishodima ucenja,
a koliko tome doprinosi sama nastava.

Takoder, sudionici istrazivanja odabrani su sa uciteljskog studija i svi sudionici su Zene, Sto je U
skladu s trendom upisa na Uciteljski studiji na kojem se studenti pripremaju za rad u razrednoj nastavi.
Stoga se ovi rezultati mogu poopciti samo na grupe sli¢nih karakteristika.

Kada bi se sli¢no istrazivanje provodilo za tocno odredene teme, npr. rotacijska tijela, te u duljem
vremenskom razdoblju i u kontroliranim uvjetima rada, s ciljano biranim sudionicima, zasigurno bi
se moglo govoriti 1 o drugim aspektima ishoda ucenja.

Kona¢no, svi instrumenti su koriSteni u pisanom obliku §to je samo jedan aspekt uvida u necije znanje
i misljenje. Koristenjem npr. strukturiranog intervjua sa sudionicima, snimanjem nastavnih sati,
pra¢enjem nastave od strane drugog sustru¢njaka itd. zasigurno bi se mogao ostvariti dublji uvid u
njihova znanja, ali 1 strategije pou€avanja, a sve u svrhu optimiziranja procesa ucenja i ostvarivanja
jos$ boljih ishoda uéenja.
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Zakljucak

U ovom radu opisuje se euklidska geometrija kroz Cetiri razliCite perspektive. Prvo, iz teorijske
perspektive deduktivnog sustava te karakteristika aksiomatske izgradnje, opisuju se procesi
definiranja i klasificiranja pojmova, procesi postavljanja tvrdnji, ispitivanje i utvrdivanje njihove
istinitost direktnim i indirektnim dokazom. Zatim se opisuju karakteristike geometrijskih pojmova,
disekcije, konstrukcije 1 posebnosti geometrijskog dokaza. Drugo, iz perspektive ucenja i poucavanja
opisuju se teSkoce s kojima se uc¢enici svih uzrasta suocavaju pri ucenju geometrije, moguce uzroke
i naCine nadilazenja, ali sve unutar okvira deduktivnog sustava. Trece, opisuju se karakteristike
teorijskog okvira van Hielea koji predlaze sustavan nacin razvoja misljenja prema karakteristikama
aksiomatske metode te nacin strukturiranja ucenja kroz pet faza kao model prelaza s jedne razine
misljenja na drugu. Cetvrto, euklidska geometrija se sagledava iz perspektive kognitivnih procesa
koji su neodvojivi od uc¢enja geometrije te se opisuju karakteristike elemenata vizualizacije i vizualno-
prostornih sposobnosti, kao i mogucih teskoca koji ometaju maksimalno koristenje potencijala
vizualizacije.

Na temelju razli¢itih pogleda na geometriju i uocenih teSkoca s kojima se buduéi uditelji primarnog
obrazovanja suo¢avaju na prijelazu sa $kolske na sveucili$nu razinu, osmisljeno je i provedeno kvazi
eksperimentalno istraZivanje s neekvivalnetnim skupinama kako bi se ispitalo je li moguce poboljsati
njihove ishode ucenja te ih bolje pripremiti za rad u razrednoj nastavi.

Strategija poucavanja u eksperimentalnoj grupi temeljila se na vizualno-analitickoj metodi
usmjerenog opazanja te osiguravanju okruzenja u kojem ¢e sudionici imati priliku, kroz raznovrsne
nastavne aktivnosti i nastavna sredstava, sluzeci se sustavno i svrhovito elementima vizualizacije
stjecati geometrijska znanja te uzajamno i u harmoniji razvijati geometrijsko misljenje 1 vizualno-
prostorne sposobnosti. Strukturiranje nastavnih sadrzaja planirano je prema van Hieleovim fazama
ucenja kako bi svi sudionici imali priliku opisivati svoja zapazanja, raspravljati o svojim ostvarenjima
te se kroz zadatke razlicitih kognitivnih zahtjeva okusSati u njihovoj primjeni.

Za prikupljanje podataka o znanjima i vjestinama sudionika koristena su tri testa: VH test za mjerenje
razina geometrijskog misljenja prema van Hieleovu modelu razvoja misljenja, GEO test za provjeru
znanja iz geometrije i vizualizacijskih vjeStina koja se koriste u radu s geometrijskim figurama,
dizajniran posebno za potrebe ovog istrazivanja te standardizirani SPAC test za mjerenje vizualno-
prostornih sposobnosti pri uspostavljanju veza izmedu 3D figura i njihovih mreza. Sva tri testa
provedena su prije i poslije poucavanja, u pisanom obliku.

Prema rezultatima pred testiranja, utvrdeno je da razina miSljenja sudionika nije odgovarajuca za
nastavak ucCenja geometrije na sveuciliSnoj razini, ali i da sudionici obiju grupa posjeduju
odgovarajuce vizualno-prostorne sposobnosti, koje im daju moguénost da uz primjeren rad savladaju
geometrijske sadrzaje. Takoder, utvrdeno je i da su njihova predznanja o odabranim geometrijskim
pojmovima prili¢no slaba: u radu se koriste elementima vizualizacije iako prilicno nesustavno i
neefikasno, pri tumacenju formalnih definicija viSe se oslanjaju na osobne slike koncepata koje su
suzene 1 nepotpune te vezane za prototipne vizualne prikaze, u procesu rjeSavanja problema dominira
faza racunanja bez dubljeg razumijevanja postupaka, bez plana rjeSavanja i bez provjere smislenosti
rezultata.

Prema rezultatima t-testa utvrdeno je da medu grupama nema statisticki znacajne razlike ni u
ostvarenim razinama geometrijskog misljenja, niti u predznanju o geometrijskim pojmovima i
vizualizacijskim vjeStinama, niti u vizualno-prostornim sposobnostima. Prema Spearmanovom
koeficijentu korelacije utvrdeno je da izmedu sva tri testa postoji statisticki znacajna korelacija.
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Znacajan doprinos ovog istrazivanja vidljiv je u rezultatima post testiranja kojima je potvrdeno da su
koriStena vizualno-analiticka metoda usmjerenog opazanja, nacin strukturiranja nastavnih sati i
sadrzaja, svrhoviti odabir razli¢itih nastavnih aktivnosti i zadataka razlicite kognitivne zahtjevnosti
doprinijele znacajno boljim ishodima uéenja geometrije u eksperimentalnoj grupi u odnosu na ishode
poucavanje u kontrolnoj grupi. Takoder, potvrdeno je da primjena koriStene metode u kontekstu
geometrije, zasnovane na VOS sustavu, znacajno doprinosi i razvoju geometrijskog misljenja i
vizualno-prostornih sposobnosti, §to u konaénici i dovodi do boljih postignuéa u geometriji. Znacajne
razlike nije bilo jedino u razvoju vizualno-prostornih sposobnosti izmedu grupa, moguce zbog manje
vremena odvojenog za aktivnosti s 3D figurama.

Ovim istrazivanjem pokazalo se da u tercijarnom obrazovanju postoji moguénost savladavanja
geometrijskih znanja, vjeStina i umijeca, bez obzira na nivo znanja upisanih studenata. Nastava
geometrije se i na sveucilisnoj razini moze ustrojiti tako da se iskoristi potencijal svakog
geometrijskog zadatka, uz poznavanje karakteristika, potencijala i ogranicenja vizualizacije, ne
gubeci pri tome iz vida deduktivnu strukturu aksiomatski zasnovane euklidske geometrije.

Jer, sudionici eksperimentalne grupe, koji su poucavani vizualno-analitickom metodom usmjerenog
opazanja i imali priliku uspostavljati funkcionalne veze izmedu jezi¢nog, vizualnog i simbolickog
nacina izrazavanja, ostvarili su statisti¢ki znacajan napredak u znanju, razinama misljenja i vizualnoj
pismenosti, za razliku od sudionika kontrolne grupe, koji su poucavani vise tradicionalno, s ve¢im
naglaskom na analiticko misljenje te nisu ostvarili znacajan napredak.

Na taj nacin se budu¢im uciteljima primarnog obrazovanja osigurava okruzenje unutar kojeg ¢e, kroz
pazljivo strukturiranje i odabir nastavnih aktivnosti i nastavnih sredstava te koriStenje zadataka
razli¢ite kognitivne zahtjevnosti, ste¢i bogata iskustva, vjestine i1 spretnost koriStenja vizualizacije u
korist razvoja geometrijske pismenosti, najprije svoje, a potom i u¢enika koje budu poucavali.

S obzirom na specificnosti biranja grupa 1 njihovih karakteristika, bilo bi zanimljivo primijeniti
opisane strategije poucavanja s razlicitim uzrastima te longitudinalno pratiti napredovanje kako bi se
utvrdilo da balansiranje vizualnih i analitickih metoda zasnovano na usmjerenom opazanju i VOS
sustavu zaista osigurava ufenje geometrije s razumijevanjem i efikasnom primjenom. Takoder,
ostvareni rezultati te opisani nacin strukturiranja nastavnih sati i kombiniranja nastavnih aktivnosti i
sredstava, ne gubedi iz vida deduktivni karakter geometrije, mogu biti poticaj i drugim nastavnicima
na svim razinama obrazovanja da viSe pozornosti posvete troslojnom na¢inu poucavanja, uzajamno i
u harmoniji, bez dominacije ijednog od njih.

U konac¢nici, nastavnik je izbornik, kreator i realizator nastavnih aktivnosti pa je pred njim i izazov i
odgovornost da svojim uéenicima osigura okruZenje za optimalno ostvarivanje ishoda u¢enja na onoj
dionici vertikale obrazovanja gdje se nalazi, ne gubeci iz vida mozaik koji svi zajedno izgradujemo
kroz razli¢ite ucionice.
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Prilog A: Popis koristenih geometrijskih pojmova

Hrvatski naziv Srpski naziv Engleski naziv
Tocka Tacka Point

Pravac Prava Straight line / Line
Ravnina Ravan Plane

Prostor Prostor Space
Polupravac Poluprava Ray / Half-line
Poluravnina Poluravan Half-plane
Poluprostor Poluprostor Half-space
Duzina Duz Line segment
Duljina Duzina Length
Sukladnost Podudarnost Congruence

Simetrala duzine
Konveksan skup
Kut

Mjera (veli¢ina) kuta
Simetrala kuta
Siljasti kut

Pravi kut

Tupi kut
Ispruzeni kut
Izboceni kut
Puni kut

Sukuti
Suplementarni kutovi
Komplementarni kutovi
Vrsni kutovi
Geometrijski lik
Povrsina
Plostina

Opseg

Trokut

Stranica
Jednakostrani¢ni
Jednakokrac¢ni
Raznostrani¢ni
Siljastokutni
Pravokutni
Tupokutni
Vanjski kut
Visina

Srednjica
TeziSnica
Teziste
Ortocentar
Opisana kruznica
Upisana kruznica
Cetverokut
Dijagonala
Deltoid

Simetrala duzi
Konveksan skup
Ugao

Mera ugla
Simetrala ugla
Ostar ugao

Prav ugao

Tup ugao
OpruZeni ugao
Nekonveksan ugao
Pun ugao
Naporedni uglovi
Suplementni uglovi
Komplementni uglovi
Unakrsni uglovi
Geometrijski lik
Povrs

Povr$ina

Obim

Trougao

Stranica
Jednakostrani¢ni
Jednakokraki
Raznostrani¢ni
Ostrougli
Pravougli
Tupougli

Vanjski ugao
Visina

Srednja linija
TezZiSna duz
TezZiste
Ortocentar
Opisana kruznica
Upisana kruznica
Cetvorougao
Dijagonala
Deltoid
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Bisector of a line segment
Convex set

Angle

Measure of angle
Bisector of an angle
Acute angle

Right angle

Obtuse angle

Straight angle

Reflex angle

Full angle / revolution
Adjacent angles
Supplementary angles
Complementary angles
Vertical angles
Geometric figure
Surface

Area

Perimeter

Triangle

Edge

Equilateral triangle
Isosceles triangle
Scalene triangle
Acute-angled triangle
Right-angled triangle
Obtuse-angled triangle
Exterior angle of triangle
Altitude

Midsegment

Mediana

Centroid

Orthocenter
Circumscribed circle

Inscribed circle / Incircle
Quadrilateral

Diagonal

Kite



Trapez
Paralelogram
Romb

Pravokutnik
Kvadrat
Tangencijalni
Tetivni

Mnogokut
Kruznica

Polumijer

Promjer

Kruzni luk

Tetiva

Tangenta

Sekanta

Krug

Kruzni isjecak
Kruzni odsjecak
Kruzni vijenac
Obodni kut
Sredisnji kut
Geometrijsko tijelo
Mreza tijela
Volumen

Oplosje

Poliedri / uglata tijela
Brid (osnovni, pobo¢ni)
Plosna (prostorna) dijagonala
Ploha

Baza

Pobocka

Kocka

Kvadar
Cetverostrana prizma
Pravilna prizma
Piramida

Tetraedar

Pravilna piramida
Krnja piramida
Obla tijela
Rotacijska tijela
Os tijela

Izvodnica

Plast

Valjak

Stozac

Kugla

Sfera

Trapez

Paralelogram

Romb

Pravougaonik
Kvadrat

Tangentni

Tetivni

Mnogougao
Kruznica
Polupre¢nik ili Radijus
Precnik

Kruzni luk

Tetiva

Tangenta

Secica

Krug

Kruzni isecak
Kruzni odsecak
Kruzni prsten
Periferijski ugao
Centralni ugao
Geometrijsko telo
Mreza tela
Zapremina

PovrSina

Poliedri

Ivica (osnovna, bo¢na)
Dijagonala strane (3D figure)
Strana (rede Pljosan)
Osnova (rede Baza)
Boc¢na strana

Kocka

Kvadar
Cetvorostrana prizma
Pravilna prizma
Piramida

Tetraedar

Pravilna piramida
Zarubljena piramida
Obla tela

Rotaciona tela

Osa tela

Izvodnica

Omotac

Valjak

Kupa

Lopta

Sfera
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Trapezoid / Trapezium
Parallelogram

Rhombus

Rectangle

Square

Tangential / Circumscribed
Cyclic / Inscribed

Polygon

Circle

Radius

Diameter

Circular arc

Chord

Tangent

Secant

Disk / Disc

Circular sector / Disk sector
Circular (Disk) segment

Annulus

Inscribed angle
Central angle

Solid figure

Net of solid figure
Volume

Surface area
Polyhedron

Edge (base, lateral)
Face (Space) diagonal
Side

Base

Lateral face

Cube

Rectangular cuboid
Cuboid

Regular prism
Pyramid
Tetrahedron
Regular pyramid
Frustum

Round solid figures
Solids of revolution
Axis of solid figure
Slant height
Mantle

Cylinder

Cone

Ball

Sphere



Prilog B: Popis slika

Slika 1. Razvoj geOMELrije KrOZ POVIJEST.......cueiiiiieiiieiiesiesii ettt 5
Slika 2. Prikaz petog Euklidova postulata (P5) ..........coeiieiiiiieiieii e 7
Slika 3. Prikaz Playfairova akSIOME .........ccviieiiieiieiiesiese e 8
Slika 4. Odnos cjeline i Njezina dijela.........cccooiiiiiiiiic e 8
Slika 5. AKSIOMI PIIPAUANTE .......oviiiitiitiiieiee ettt b e bbb 10
SHKa 6. AKSIOMI POFELKA ......eevieiiiieiie ettt et te et e ra e ste e sraesaeeneesneenrs 10
Slika 7. Aksiomi podudarnosti AQUZINA...........ccuerveruiriiriiinisieee e 11
Slika 8. Aksiomi podudarnosti KUtova i trOKULA.............cceiveieiiieiie e 11
Slika 9. DedeKiNAOV @KSIOM .......cuiiiiiiiiiieiei ettt b e et 11
Slika 10. Proces definiranja pojma paralelogram ............cccovveieiieiieeie e 13
Slika 11. Proces definiranja Pojma PriZMa.......cc.cceiiiiiiireieeeeiesie et 13
Slika 12. Definiranje pojma simetrala dUZINE ..........cooeiiiiiiniiniiiese e e 14
Slika 13. Definiranje pojma kocka pomocu 10da 1 VISLE .......ccveeiiieriiiiiniiniiiescseeeeee e 14
Slika 14. Definiranje pojma KIUZNICA .......vereeierierieiiesiisiesieseseeee e sttt see bbb sne e 15
Slika 15. Vizualni prikazi jednakokranog trokuta ...........cccceeriiiiiiiiniiiseceeeee e 15
Slika 16. Rotacijom do predodzbe pojma USPraviii StOZAC .......cververververresiesieseneeeesieseeseesieseessesnenns 15
SHKa 17. DIFEKEINT HOKAZ ......ccveeeeieiieese bbbt bbb 19
Slika 18. DoKaz KONradiKCIJOM .......ccuveiiiiieieecie ettt ettt e e snaenas 20
Slika 19. Klasifikacija pojma trOKUL...........ccuiiiiiiiiii e 21
Slika 20. OsnovNe geOMELITJSKE FIQUIE........ciieiiiiie ettt 22
Slika 21. Konveksni tangram KOV ...........cooiiiiiiiiisee e 23
Slika 22. Konstruktivno rjeSenje problema .........ccveiiriiiiiiiinieieniesie ettt 24
Slika 23. Reorganiziranje paralelograma u pravoKULNIK ...........cccooeiiieniiininiseeee e 24
Slika 24. Disekcija za dokaz Pitagorina POUCKA.........c..eiviiiiriiiicieee s 24
SliKa 25. KONSIIUKCIJA tOCKE. .....viviitiitiitiiiieiieeee ettt bbbttt 25
Slika 26. Konstrukcija okomice zadanom to€Kom iZvan Pravea...........eoeerervereseneneieseseseseneens 26
Slika 27. Konstrukcija okomice kroz zadanu tOCKU Pravea..........cooeeeieriieninisieieesie e 27
Slika 28. KonstruKcija paralele (2) ........cvoviieeieie ittt 27
Slika 29. Konstrukcija Paralele (3) ......ooeiioieieeeiesie e 28
Slika 30. KonstruKCija paralele (4) .......ocvoeeieeie ettt 28
Slika 31. Vizualni dokazi Pitagorina POUCKA...........cceriiiiiiiiiiieieie st 29
Slika 32. Dva rjesenja Haberdasherova problema.............ocooveiriiiiiinenniseseesese s 30
Slika 33. Razliiti vizualni prikazi iSt€ SIUACIIE.......ververvirieriieieieieie sttt 31
Slika 34. Gledanje prikaza na razliCite NACINE. .........cecvervririirieiriiieeee et 35
Slika 35. Oblikovanje NOVIN FIQUIa..........ccuiiiiiiiei e 35
Slika 36. Prepoznavanje svojstava paralelogramal..........cccoceeieeiieiiie e 37
Slika 37. Model procesa usvajanja KONCEPLA..........coerviiiiiiirieieiesie s 37
Slika 38. Usvajanje koncepta ortocentar troKULA .............cocveeiieiiieiie i 38
Slika 39. Usporedivanje opsega i plostina zadanih figura............cccoeeieiiiiiiiinicice e 40
Slika 40. Poploc¢avanje povrsine likovima tetromina ...........cccoveverreiierineninesceeeeeee e 40
Slika 41. Odredivanje volumena pravokutne PriZme ...........ccooveeerierierienieseniesiiseeeese e 41
Slika 42. Proces strukturiranja 3D fIQUIE .......ccviiiiieiii ettt 42
Slika 43. Proces rjesavanja Zadatka ..........coouiiiriiiiiiii i 45
Slika 44. Geometrijski problem U tri Varijante ..........ccooveiiiiie i 46
Slika 45. Dokaz kao mreza povezanihl ZNANJa ..........cooeieriieeeeieieiie s 48
Slika 46. Van Hieleov model razvoja MiSLJenja ..........coovriiiiieiiiieiciesie e 50
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Prilog D: VH test

Zaporka:

Van Hiele test iz geometrije

Upute:

Ne zapodinjite s radom prije nego dobijete sve upute.

Ovaj test sadrzi 25 pitanja. Ne oc¢ekuje se da znate sve iz testa.

U gornjem desnom uglu napisite svoju zaporku. Tu istu zaporku napisite na list s odgovorima.

Kada zapocnete odgovarati na pitanja postupite na sljede¢i nacin:
1. Svako pitanje procitajte pazljivo.

2. U svakom pitanju postoji samo jedan tocan odgovor. Odlucite koji odgovor je to¢an po
vasem misljenju. Na listu za odgovore zaokruzite slovo koje odgovora vasem odgovoru.

3. Na listu za odgovore nalazi se slobodan prostor za racunanje i crtanje. Po testu s pitanjima
nista ne pisite.

4. Ako Zelite promijeniti odgovor, u potpunosti izbrisite prvi odgovor.
5. Ako trebate olovku, podignite ruku.

6. Test se piSe 35 minuta.

Pricekajte dok vam nastavnik ne kaZe da mozete poceti.

Copyright ©1980 by the University of Chicago. Reprinted with permission of the University of
Chicago.®

16 Preuzeto uz dopustenje iz rada Usiskin Zalman, Van Hiele Levels and Achievemnt in Secondary School Geometry,
CDASSG Project, 1982. by The University of Chicago. Manje izmjene teksta su nastale zbog uskladivanja s pojmovima
hrvatskog jezika.
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Van Hiele test iz geometrije

Koji su od prikazanih likova kvadrati?

(A) Samo K.

(B) Samo L.

(C) Samo M. I\

(D) Samo L i M.

(E) Svi su kvadrati. K L M

Koji su od prikazanih likova trokuti?

(A) Nijedan nije trokut.
(B) Samo V.

(C) Samo W. Q v \
(D) Samo W i X.
(E) Samo Vi W. \/ <

U v W D,

Koji su od prikazanih likova pravokutnici?

(A) Samo S.
(B) Samo T.

(C) Samo Si T.
(D) Samo Si U. v

(E) Svi su pravokutnici.

Koji su od prikazanih likova kvadrati?

(A) Nijedan nije kvadrat.
(B) Samo G.

(C) Samo Fi G.
(D) Samo Gii l. 5
G H I

(E) Svi su kvadrati. F

Koji su od prikazanih likova paralelogrami?

(A) Samo J.
(B) Samo L.

(C) Samo Ji M.
(D) Nijedan nije paralelogram. 5 Q
(E) Svi su paralelogrami.
J M L
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6. PQRS je kvadrat.
Koja od sljedecih tvrdnji vrijedi za sve kvadrate?

(A) PR i RS su jednakih duljina. S R
(B) QS i PR su okomite.
(C) PS i QR su okomite.

(D) PS i QS su jednakih duljina. P 0
(E) Kut pri vrhu Q je ve¢i od kuta pri vrhu R.

7. U pravokutniku GHIK, GJ i HK su dijagonale.

Koja od tvrdnji (A) — (D) ne vrijedi za neke pravokutnike? K J

(A) Pravokutnik ima Cetiri prava kuta.

(B) Pravokutnik ima Cetiri stranice.

(C) Dijagonale pravokutnika su jednakih duljina.

(D) Nasuprotne stranice pravokutnika su jednakih duljina.
(E) Sve tvrdnje (A) — (D) su istinite za sve pravokutnike.

8. Romb je ¢etverokut u kojem su sve stranice jednakih duljina. Dana su tri primjera:

O [T <>

Koja od tvrdnji (A) — (D) ne vrijedi za neke rombove?

(A) Dijagonale romba su jednakih duljina.

(B) Svaka dijagonala dijeli kutove romba na dva jednaka dijela.
(C) Dijagonale romba su okomite.

(D) Nasuprotni kutovi romba su jednake veli¢ine.

(E) Sve tvrdnje (A) — (D) su istinite za sve rombove.

9. Jednakokra¢ni trokut je trokut kojemu su dvije stranice jednakih duljina. Data su tri primjera:

P

Koja od tvrdnji (A) — (D) vrijedi za sve jednakokracne trokute?

(A) Tri stranice moraju imati jednake duljine.

(B) Jedna stranica mora biti dva puta dulja od druge.

(C) Moraju biti barem dva kuta jednakih veli¢ina.

(D) Tri kuta moraju imati jednake veli€ine.

(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita za sve jednakokracne trokute.
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10. Dvije kruznice sa sredi$tima P i Q sijeku se u tackama R i S te formiraju ¢etverokut PSQR.
Dana su dva primjera:

Ay O

Koja od tvrdnji (A) — (D) nije uvijek istinita?

(A) PSQR ¢e imati dva para stranica jednakih duljina.
(B) PSQR ¢e ima barem dva kuta jednakih veli¢ina.

(C) Duzine PQ i RS biti ¢e okomite.

(D) Kutovi pri vrhovima P i Q imat ¢e jednake veli¢ine.
(E) Sve navedene tvrdnje (A) — (D) su istinite.

11. Dane su dvije tvrdnje:

Tvrdnja 1: Lik F je pravokutnik.
Tvrdnja 2: Lik F je trokut.

Koja je od sljedecih tvrdnji istinita?

(A) Ako je istinita tvrdnja 1, onda je istinita i tvrdnja 2.
(B) Ako je tvrdnja 1 lazna, onda je tvrdnja 2 istinita.
(C) Tvrdnje 1i 2 ne mogu obje biti istinite.

(D) Tvrdnje 1 i 2 ne mogu obje biti lazne.

(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita.

12. Dane su dvije tvrdnje:

Tvrdnja S: Trokut AABC ima tri stranice jednakih duljina.
Tvrdnja T: U trokutu AABC, kutovi /B i ~C imaju jednake veli¢ine.

Koja je od sljedecih tvrdnji istinita?

(A) Tvrdnje S1 T ne mogu obje biti istinite.

(B) Ako je istinita tvrdnja S, onda je istinita i tvrdnja T.
(C) Ako je istinita tvrdnja T, onda je istinita i tvrdnja S.
(D) Ako je tvrdnja S lazna, onda je lazna i tvrdnja T.
(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita.
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13.

14.

15.

16.

Koji se od prikazanih likova moze nazvati pravokutnikom?

(A) Svi.

(B) Samo Q.

(C) Samo R. %
(D) Samo P i Q.

(E) Samo Qi R. P R

e’

Koja je od sljede¢ih tvrdnji istinita?

(A) Sva svojstva pravokutnika su ujedno i svojstva svih kvadrata.

(B) Sva svojstva kvadrata su ujedno i svojstva svih pravokutnika.

(C) Sva svojstva pravokutnika su ujedno i svojstva svih paralelograma.
(D) Sva svojstva kvadrata su ujedno i svojstva svih paralelograma.

(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita.

Sto svi pravokutnici imaju, a neki paralelogrami nemaju?

(A) Nasuprotne stranice jednakih duljina.
(B) Dijagonale jednakih duljina.

(C) Nasuprotne stranice paralelne.

(D) Nasuprotne kutove jednakih veli¢ina.
(E) Nista od navedenog (A) — (D).

Dan je pravokutni trokut AABC. Nad stranicama tog trokuta konstruirani su jednakostrani¢ni
trokuti AACE, AAFB i ABDC.

Na temelju tih informacija, moze se dokazati da se duZine AD , BE i CF sijeku u jednoj tocki
(imaju jednu to¢ku zajednicku). Sto vam taj dokaz govori?

(A) Samo u nacrtanom trokutu mozemo biti sigurni da se AD , BE i CF sijeku u jednoj tocki.
(B) Zaneke, ali ne za sve pravokutne trokute, E, BE i CF imaju jednu zajednicku tocku.
(C) Zabilo koji pravokutni trokut, E, BE i CF imaju jednu zajedni¢ku tocku.

(D) Za bilo koji trokut, AD, BE i CF imaju jednu zajednicku tocku.

(E) Zabilo koji jedankostrani¢ni trokut, E) BE i CF imaju jednu zajednicku tocku.
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17. Dana su tri svojstva nekog lika.

Svojstvo D: Lik ima dijagonale jednakih duljina.
Svojstvo K: Lik je kvadrat.
Svojstvo P: Lik je pravokutnik.

Koja je od sljede¢ih tvrdnji istinita?

(A) D povlaci K, a K povlaci P.
(B) D povlaci P, a P povlaci K.
(C) K povlaci P, a P povlaci D.
(D) P povlaci D, a D povlaci K.
(E) P povlac¢i K, a K povlaci D.

18. Dane su dvije tvrdnje.

I: Ako je lik pravokutnik, onda se njegove dijagonale raspolavljaju.

I1: Ako se dijagonale nekog lika raspolavljaju, onda je lik pravokutnik.

Koja je od sljedecih tvrdnji istinita?

(A) Da bi dokazali da je | istinita, dovoljno je dokazati da je 11 istinita.

(B) Da bi dokazali da je Il istinita, dovoljno je dokazati da je | istinita.

(C) Da bi dokazali da je 11 istinita, dovoljno je pronaci jedan pravokutnik ¢ije se dijagonale
raspolavljaju.

(D) Da bi dokazali da je 11 lazna, dovoljno je pronaci jedan lik koji nije pravokutnik ¢ije se
dijagonale raspolavljaju.

(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita.

19. U geometriji:

(A) Svaki pojam se moze definirati i svaka istinita tvrdnja se moze dokazati.

(B) Svaki pojam se moze definirati, ali je neophodno pretpostaviti da su neke tvrdnje istinite.

(C) Neki pojmovi moraju ostati nedefinirani, ali svaka istinita tvrdnja se moze dokazati.

(D) Neki pojmovi moraju ostati nedefinirani i neophodno je imati neke tvrdnje za koje se
pretpostavlja da su istinite.

(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita.
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20. Proucite slijedece tri tvrdnje.

(1) Dva pravca okomita na isti pravac su medusobno paralelna.
(2) Pravac koji je okomit na jedan od dva paralelna pravca, okomit je i na drugi pravac.
(3) Ako su dva pravca ekvidistantna (jednako udaljena), onda su oni paralelni.

Na slici ispod, pravci m i p su okomiti te su pravci n i p okomiti. Koja bi od gornjih re¢enica mogla
biti razlog da je pravac m paralelan s pravcem n?

(A) Samo (1).

(B) Samo (2). ?
(C) Samo (3). = -
(D) (1) ili (2). u) -

(E) (2)ili (3).

21. U F — geometriji, jedna od ¢injenica koja se razlikuje od geometrije koju mi koristimo je da postoje
tocno Cetiri tocke 1 Sest pravaca. Svaki pravac sadrzi to¢no dvije tocke. Ako su P, Q, R i S tocke,

onda su pravci {P,Q}, {P,R}, {P,S}, {Q,R}, {Q,S}i {R,S}.

P

U F — geometriji, pojmovi ,,sijeku se” i ,,paralelni su” koriste se na slijede¢i nacin:

Pravci {P,Q} 1 {P,R} se sijeku u tocki P jer {P,Q} 1 {P,R} imaju zajednicku tocku P.

Pravci {P,Q} 1 {R,S} su paralelni jer nemaju zajednickih tocaka.

Na temelju tih informacija odredite koja je od sljedecih tvrdnji istinita?

(A) {P,R}i{Q,S} se sijeku.

(B) {P,R}1{Q,S} su paralelni.

(© {Q,R}i{R,S} su paralelni.

(D) {P,S} i {Q,R}se sijeku.

(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita.
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22. Bisekcija_kuta znaci podjela kuta na dva jednaka dijela, a_trisekcija kuta znaci podjela kuta na tri

23.

24,

25.

jednaka dijela. Godine 1847. P. L. Wantzel je dokazao da opéenito nije moguée izvrsiti trisekciju
kuta koriste¢i samo Sestar i neoznaceno ravnalo. Sto mozete zakljuciti na temelju njegova dokaza?

(A) Opcenito, nije moguce izvrsiti bisekciju kuta koriste¢i samo Sestar i neoznaéeno ravnalo.

(B) Opéenito, nije moguce izvrsiti trisekciju kuta koriste¢i samo Sestar i oznaceno ravnalo.

(C) Opéenito, nije moguce izvrsiti trisekciju kuta koriste¢i bilo koji pribor za crtanje.

(D) Jos uvijek je moguce da u buduénosti netko pronade op¢i nacin trisekcije kuta koriste¢i samo
Sestar i neoznaceno ravnalo.

(E) Nitko nikad nec¢e moci prona¢i opéu metodu za trisekciju kuta koriste¢i samo Sestar i
neoznaceno ravnalo.

Matematicar J. je izmislio geometriju u kojoj vrijedi slijedeéa tvrdnja: Zbroj unutrasnjih kutova
trokuta je manji od 180°.

Koja je od sljedecih tvrdnji istinita?

(A) Matematicar J. je pogrijesio u mjerenju kutova trokuta.

(B) Matematicar J. je pogrijesio u logickom zaklju¢ivanju.

(C) Matematicar J. je pogresno shvatio znacenje rijeci ,,istina”.

(D) Matematicar J. je krenuo od drugih pretpostavki od onih iz geometrije koju koristimo.
(E) Nijedna od tvrdnji (A) — (D) nije istinita.

U dvije knjige iz geometrije rije ,,pravokutnik™ definira se na razli¢ite nacine.
Koja je od sljedecih tvrdnji istinita?

(A) Jedna od knjiga sadrzi gresku.

(B) Jedna od definicija je pogresna. Ne mogu postojati dvije razli¢ite definicije za pravokutnik.
(C) Pravokutnik u jednoj od knjiga mora imati drugacija svojstva od onih iz druge knjige.

(D) Pravokutnik u jednoj od knjiga mora imati ista svojstva kao ona iz druge knjige.

(E) Svojstva pravokutnika u dvije knjige mogu biti razliita.

Pretpostavimo da ste dokazali tvrdnje i 1.

I: Ako je p, onda je q.
Il: Ako je s, onda nije q.

Koja tvrdnja slijedi iz tvrdnji 1'i 11?

(A) Ako je p, onda jes.

(B) Ako nije p, onda nije g.
(C) Akojepilig, ondajes.
(D) Ako je s, onda nije p.
(E) Ako nijes, onda je p.
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Zaporka:

Van Hiele test iz geometrije

List za odgovore

Prostor za crtanje i raCunanje.

Zaokruzite to¢an odgovor:

(Mozete koristiti 1 drugu stranu)

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.
24.
25.
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Prilog E: GEO test

Zaporka:

Inicijalni (Zavrsni) ispit iz geometrije

1. Sljedec¢im recenicama definirani su neki geometrijski pojmovi. Ako je definicija korektna, pored
nje napiSite DA, a ako nije napiSite NE. Zatim, do toga, vizualno prikaZite pojam koji se opisuje.

(a) Pravac je ravna crta.

(b) Paralelni pravci su pravci koji se ne sijeku.

(c) Duzina je dio ravnine omeden s dvije tocke.

(d) Simetrala duzine raspolavlja duzinu pod pravim kutom.

(e) Kut je dio ravnine omeden dvama polupravcima.

(f) Ortocentar trokuta je tocka sjeci$ta visina tog trokuta.

(9) Romb je ¢etverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne i jednakih duljina.
(h) Kruznica je skup tocaka ravnine jednako udaljenih od neke tocke te ravnine.

2. Ispod svake slike kratko opisite Sto slika prikazuje.

3em 10 cm
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U zadacima od 3. do 8. odaberite jedan od ponudenih odgovora kojeg smatrate tocnim. U praznom
prostoru mozete dodatno crtati ili raCunati te nadopunjavati sliku, prema potrebi.

3.

Povrsina trokuta prikazanog na slici iznosi

(@) 6cm?

(b) 12 cm? 4cm 3cm
(c) 15cm®

(d) 20 cm? 5cm

(e) 60cm?

Opseg paralelograma ABCD iznosi

(@ 21 cm. A 15 cm D
(b) 25 cm.
(c) 36 cm.
(d) 42 cm. [ c
(e) 46 cm.

4cm 6 cm

Na slici je dan pravokutni trokut te & ~53°13". Duljina stranice AB iznosi
(@) 8cm.

(b) 10 cm.

(c) 12 cm.

(d) 14 cm.

(e) 18 cm.

8cm

B 6 cm C

Na slici, totke B, C i D pripadaju istom pravcu te je | AB|=|BC|. Veli¢ina kuta X iznosi

(@) 40° A
(b) 45°
(c) 60°
(d) 70°

110°

(e) 80°. B C

Na slici je dana kruznica K i pravac p. Njihov presjek je
(a) tocka A.

(b) tocke AiS. B
(c) tocke A i B.

(d) tocke A, S1iB. A

(e) duzina AS.

Pravci n i m su paralelni. Veli¢ina kuta x je

(@) 30°.
(b) 40°. /

(c) 50°. x
(d) 60°. /

(e) 120°. /ﬁ{uo
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9. Nacrtajte tupokutan trokut AEFG, s tupim kutom pri vrhu G. Zatim nacrtajte visine v,, v, i v,

tog trokuta.

10. Opseg jednakokracnog trokuta iznosi 44 Cm. Odredite duljine stranica tog trokuta, ako je duljina
jedne stranice 14 cm.

11. Jedan unutrasnji kut jednakokracnog trokuta je 4 puta veci od jednog od preostala dva kuta.
Odredite veli¢ine unutra$njih kutova tog trokuta.

12. Povrsina kvadrata A iznosi 4 cm?. Stranica kvadrata B je dvostruko veéa od stranice kvadrata A.

Odredite povrSinu kvadrata B.

13. Pod nekog hodnika je oblika pravokutnika duzine 6 M i §irine 1.5 M. Plogice su oblika kvadrata

duljine stranice 15¢m. Koliko je plogica potrebno da bi se poplocao cijeli pod?
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14. Odredite volumen 1 oplosje tijela (kvadra) sa slike.

15. Od 12 kocaka, jednakih kocki prikazanoj na slici, sastavljen je kvadar. Odredite volumen tako
nastalog kvadra. Bridovi kvadra koji se sastaju u jednom vrhu su razli¢ite duljine.

1
I
1
I .
‘_H

2em

16. Imate na raspolaganju dva lista papira jednakih dimenzija te od njih oblikujete Suplji valjak kako
je prikazano naslici. Kakvi su volumeni tih valjaka, jednaki ili razli¢iti? ObrazloZite svoj odgovor.

2 dm

4 dm 4 dm

218



Izjava 1
MNpunor 1,

MUsjaBa o ayTtopcTBy

) r e f
Nornucanu-a ,é/l A /Bm'a,u&w ¢

Bpoj uHaskea 2040 ,/ Lo (o

W3jarmyjem
A3 e AoKTapcka gucepTaunja nog Hacrnosom

Qai"-fﬂj (7 Feefred - ]‘N'D’H"'J‘cht[t peqbita 4 j{iui-ht"(n ﬂiui ,.t.u./fv?f« Hudewat a

uuﬁfs‘fyﬂb Saluhele Fopuwvar ve  uetodi uﬁueﬂwj ",ﬂr?.mwfc ) feow)i
7 " bau Hila

*  PEe3YATAT CONCTEESHOr NCTRAMWBAYKAr pana,

= A npeanoxeHa QUcepTaguja ¥ UernvHW HY ¥ enosuMa Huje Gina npegnoweHa
3a Aobujamse BWNC Koje OWNNOME NPemMa CTYOW|CKWM NporpaMmuma gpyrux
BUCOKOLLIKONCKAXY YCTAHDERS,

e [aCy pesyrnTaTi KOPeKTHO HaBeaeH! u

* 43 HWCaM Kpwwuo/na ayTopcka npaPa WU KOPUCTWNO MHTENEKTYanHy CBOjuHy
APYrux nuua.

MoTnve gokTopanpa

Y Bearpagy, 9.9 fold.

i

VQJ Baje wen's




Izjava 2

Mpwnor 2.

Ui3jaBa 0 MCTOBETHOCTU WITAMNAHE W eNEeKTPOHCKE
Bep3Mje JOKTOPCKOr paga

. ot
KimMe v npearme ayTopa ./C'J L § -"?J:L-fﬂ-u.e-m LS

Bpoj vHaekca of O & ,n" dofo

CTyavjckn nporpam jﬂ‘iﬁ:frﬂr abadearike  ghdne  Falewadi

Earory T E0e - v otFarurb  wrifiee 1 9t p'--r-'t:'-lrlr‘f;: _.Ju.-.:.é. L N
Haﬂﬂuﬂ FIHHE ﬁ'?’r‘k :"{l‘ [ _I:F‘!ﬂlll-‘ ['F;i‘l.u, Ha n".q [ -f'-'f!!IPJL L fres 'l',r'!'.'g.\:-;r .l.::rll'._fal.\lj-ﬁ |'.- "rr_ux_._.l,‘ ¥ikic f’fl:;ll-ﬁ
L i "}

i

MeHTop Abadewit  Hi oclfay  Hatede o'
i

# L
MoTnucaHula A Mooy @uaru™

W3jaereyjem oa je wWramnada eepavja mMor JOKTOPCKOr pana WCTOBETHE ENeKTPOHCKD]
Bepaujn  kojy cam npesacina 3a  objaersveawe Ha  noptany Ourutandor
pPenoIvuTopHjyMa YHHEep3IUTETA ¥ Beorpaay.

Ooasorasam ga ce ofjaee MOjw NMYHW NOJaUW Beaadw 2a fobujake akanemcokor
3Batha AOKTOPA HAYKAE, Ka0 WTO CY MME W NPe3nme, rogqrHa U MecTo pofjewa u gatym
oabpaHe pana.

OBW NUYHW nofauM mMory ce ofjaEuTh Ha MPeXHMM  CTPaHWLaMa  JWruTanqe
BulnuoTeke, y eneKTpOHCKOM KaTanory 1 y nySnukauwjama Yaueepsutera y Beorpagy.

MoTnue AcKTopanaa

¥ Beorpapy, 9.3 4ol -

F
- U.;f)l‘?p Fyein ©




Izjava 3

Mpunor 3.

WUzjaBa 0 kopuwhety

OCenawhyjem YHweepauTercky Gubnuotery Ceetosap Maprosuh® ga y JurvTansu
penoanTopujym YHueepauTeTa y Beorpafly yHece mojy AOKTOpCKY OWCERTAUM)Y nog
HACMNOBOM:

Rﬂ#ﬁ* kl:rrﬂeé%_."“-ﬂ "l"r:'."p""r“"l'f'- '!-'l'-'-'i'.le;a"-t 1.— "'I.d"-ll'--'-'.w'.' {'lr-"ir"'-"l.? -I‘:-l!'-!f‘r_r,"i;ql.lru F&-rﬂ:’uahi

i b et Fralis B el FAMG ST LG m!"}ﬂ-ﬂﬁnpfnifﬁ “;._r. s Pt pac Ko
t Spredps

KOJE J& MOjE ayTopCHD Q&N

AwcepTaumjy ca CEMM NPpMNoaUMa Npegac/na ¢am ¥ eneKTPOHCKON OpMaTy NoragHoM
53 TPajHD APXVBLPaH-2,

Majy nokTopcky AMCEpTaUWjy noxparkeHy ¥ [UrMTanHi penosuTopujym YHUMBEpaUTETA ¥

Beorpagy Mory Oa KepWoeTe caW kojm nowTyjy oppeade cagp«ade y ofatpadon Teny
fWyeHUE Kpeatiene 3ajequue (Creative Commons) 3a Kojy cam @ oanyJYnoing.

1. AyTopeTES
2, AyTOpETES - HEKOMEPLWjanHo
3, AYTORCTES — HEKOMEpUWjanHD — Bes npepage
4, AYTOPCTEO — HEKOMERLUMANHE — OENUTH NOG HETHM YCNOBUMA
5. AyTtopocTen — Ge3 npepage
@\y“mpmuu — AENWTIA NOA METHM YENOBWMA

(Monumo Aa 2aokpysMTE CaMO JeOHy o8 WecT noHyfeHM NMUSHYW, KpaTak onwc
NuUSHUW AaT & Ha nonefuHn nucTa),

MoTnve gokropadga

. [ ]

!

- E,—I F) iy Arous ©




