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Jatym onbpaHe:



N3JABA 3AXBAJ/THOCTU

enum pa ce 3axBaAMmM npe cBera CBOM MeHTopy Ap Mwunowy Auyuuhy Ha KOPUCHUM
KOMeHTapuma, AMCKycMjama n 6eckoHauyHOM cTpn/berby. Takohe Xenum ga ce 3axBannm npood.
3opaHy [MMetpuhy, npod. CnobomaHy Byjowesuhy, npod. Metepy LUpenep-Xajctepy (Peter
Schroeder-Heister), ap Tomacy Muxu (Thomas Piecha), ap Maony MNuctoHey (Paolo Pistone), ap
Majkny ApHaTy (Michael Arndt) u cBum gparum J/byamMma Koju cy CBOjUM MUTAHbMMA,
npeano3nMma, KpUTMKama M MHTEPEeCcoBakeM 3a 0Baj pad, AONPUHENN HErOBOM HaCTaHKy. M Ha
Kpajy, *enum aa ce 3axaanum npood. Koctm JoweHy 360r Tora WTO HAC HMje yYno CBETY KaKaB
jecTe, Hero KakaB Tpeba ga byge.



HAC/NOB AOKTOPCKE AUCEPTALUIE

MHTEH3MOHANHOCT M Nojam anropntma

PESUME

EKCTEH3MOHANHKM NpUCTyn Npobaemy 3HaYera 3aCHOBAH je Ha MPEeTNnoCTaBUM Aa Ce 3HaYete
peun nnm Behmnx jesmyknx LesiMHa cacToju UCK/bYYMBO Y TOME LUTa O03HavyaBajy. Ca gpyre cTpaHe,
WHTEH3UOHANHUM CEMAHTMYKUM MPUCTYNOM MOXKEMO HA3BATM OHAj Y KOjeM ce 3Hayere He
CBOAM UCK/bYYMBO Ha Hberose pedepeHumjanHe acnekTe, Beh ce yauma y 063up 1 ceMaHTUYKK
cagpaj. Mako Ha nsrneq HaMBHO, EKCTEH3MOHANHO CXBaTakEe 3HAYEHA je OHO Koje npeBnagasa
Yy JorMuMm, [OK je MWHTEeH3MOHA/IHO Yy BEAMKO] Mepu 3aHemapeHo. Pas3nuka wusmehy
WHTEH3UOHA/IHOT M EKCTEH3MOHaNHOr y ¢unao3odmju Huje HoBa. MehyTum, yecto Huje 6una
[0BOJbHO jacHO U npeumsHo geduHMcaHa. JeaaH o UM/bEBA OBOr paja je Aa OAroBOPUMO Ha
nuTarbe WTa 6M TO 3HAYMAO AaTU UMHTEH3MOHAJIHY aHa/an3y Nojma y Normum U maTemaTuuu.
Takohe hemo nokasaT a3 MHTEH3MOHA/IHO CXBaTake 3Hayerba MMA NPEeaHOCTU Yy OAHOCY Ha
E€KCTEH3MOHA/IHO Y peLlaBaky HEKMX MOjMOBHUX Npobaema Koju ce y nornum jaBsbajy. JeaaH o,
WX je npobnem ogpeherba Nojma anropmtma n kbme hemo ce y osom paay 6asutu.

MpBO nornae/be je yBOAHO U CAYXKM Aa NPYXKU UCTOPUJCKU U GUNO030DCKM OKBMP 3a NUTaHA
Kojuma hemo ce 6aBMTK y KaCHMjUM Nornas/bMma. Y NpBom gesy Tor Nornas/ba ykasahemo Ha
HeKe 0f, pasfiora Koju cy 4oBenn Ao Tora Aa y 10rmum 1 MaTemMaTULM eKCTEH3MOHAIHO CXBaTake
3HaYeHa NoCTaHe JOMMHAHTHO. Y apyrom aeny pasmatpahemo Heke npumepe nojmosa Koje y
NOTMUM Koje, Kako heMo NoKasaTu, pa3yMemo Ha MHTEH3MOHANAH HauYMH. HajBaXKHMjW o4, HuX je
nojam geaykuuvje n kbume ce 6aBu onwTta Teopuja AO0Kasa. JedaH o4, LLEHTPaAZIHUX NUTakba Te
Teopuje je NuTakbe y Yemy ce cactoju cmmncao dopmanHor nssohema. Mpema 10j TEOPUjM, CMUCAO
n3soherba ce cacToju y TOMe KaKO ce 3aK/byyak Aeaykyje u3 xunoTesa. OH ce gakne cactoju y
camoj aeayKunju. 3Hauere Nojma geayKunje y onwToj TeopuUju AoKasa oapehyjemo Tako WwTo
AeduHmwemo ycnose nog Kojuma moxemo pehu ga gsa mssohera Mmajy MCTU CMUCAO.
Mpobnem Hanaxema TUX yC10Ba ce Ha3MBa NPobaemom jeaHAKOCTU A0KA3a U OH NpeacTaB/ba
jeAHy oA ueHTpanHux Tema Te Teopuje. O npobnemy jeaHAKOCTM AOKa3a, MHTEH3MOHA/IHOM
NPUCTYNyY y ONLWTOj TEOPMjM A0Ka3a, KA0 M O pe3ynTaTMma Kojy Cy Ha heMy 3aCHOBaHU AeTas/bHuje
hemo aa roBopumo y Apyrom nornassby.

JepaH oz rnaBHMX UW/beBA OBOT Paja je Aa Taj NPMCTyN NOKyLWamo Aa NPUMMEHMMO Ha npobaem
oapeherba Nojma anroputma. AAropmMTam je nojam Koju je BpJio 3HayajaH He camo 3a J10TuKy Beh
M 33 TEOPMjCKO padyHapcTBo. MehyTum, Halle pasymeBarbe anropuMtama je AOHeKne joLu
HedopManHo, Taj Nojam Huje cacBum npeumsHo geduHuncaH. Mako o Tom npobnemy Huje fo caga
NMyHO MWCaHO, OH je A0BMO Ha MNONyNapHOCTM TOKOM Mocneare ABe AeueHnje nocebHo
3axBa/byjyhn pagoBuma maTtematmyapa JaHuca MockoBakuca (Yiannis Moschovakis).



MocKoBakuc je o npobnemy oapehera nojma anropuTma nNMcao y MHOTMM CBOjUM pafoBMMA.
OH je aprymeHTOBaO Kako moxemo Hahu oarosapajyhy gedbuHMUWjy anropnutma camo ako Taj
nojam CXBaTUMO WHTEH3MOHanHo. Y Tpehem nornas/by hemo pehu HewTo BUWwe O TUM
aprymeHtMma. Takohe hemo NpuKasaTM M KPUTUYKKU UCNUTATU AedUHULMjY anropuTma Kojy
MockoBakuc aaje. Ta gedmHMUMja 3aCHUBA Ce Ha NOjMy peKyp3opa o Kojem he y Tom nornassby
61TN HewTo BMWwe peun. Kao wto je npobnem jegHaKoOCTU AOKa3a jeAaH o4 rNaBHUX NUTakba Y
ONnuwTOj TEOpPMjU AOOKasa, Tako M MOCKOBaKMCOBA MNOjMOBHA aHanM3a MNUTakwy jeaHaKoCTU
anroputama gaje UeHTpasHo MecTo. To nuTarbe he 1 3a Hac BUTK 04, K/by4HE BAXKHOCTU M OHO ce
MOXKe M3pa3nTu Ha cnegehm HaumH: Kaga moxkemo pehu ga cy aBa anroputma npeacrassbajy
NUCTYy npoueaypy w3padyyHaBarwa? Y Tpehem nornasmby hemo BMAETUM KaKo uM3rieaa
MocCKoBaKMCOBO pellerbe Tor npobnema. Mokaszahemo, mehyTm, ga KpuTepujym jegHakocTm
anroputama Koju oH npegnake noceayje 3HavajHa orpaHuYemsa.

Y yeTBpTOM U NocneaHeM Nornas/by Nokazahemo Kako ce Nojam afiropuTMa MOXKe aHanusnpaTm
YHyTap nambaa padyHa. /lambaa payyH je popmanHM cMcTeM 3aCHOBAH Ha CxBaTakby MNojma
dyHKUMje Kao npasBuia nosesuBatba. OBaj jeHAKOCHW payyH Kora je oTKpuo AnoH3o Yepu
(Alonzo Church) Tpugecetux rogMHa npowaor BeKa 3HayajaH je npe cBera Kao dopmanmsaumja
nojma edekTMBHe M3padyH/bMBOCTU. Kao wto cy nokasanu TjypuHr (Alan Turing) n Knnum
(Stephen Kleene), pyHKUMje Koje ce mory Ha oapeheH HauuH nNpeacTaBuTU y nambaa padyHy cy
CBE M CamMO peKyp3uBHe QYHKUMje OAHOCHO CBe M Camo QYHKLMje Koje MOMKEeMO M3payvyHaTu
nomohy TjypuHrose mawuHe. Y 4eTBpTOM nornas/by hemo nokasatu Kako nomohy nambaa
payyHa MOXKeMO Aa NPeACcTaBMMO He CaMo CBe M3padvyH/bmee GyHKUMje Beh 1 anropntme Kojuma
NX n3pavyHaBamo. Pelierbe Koje hemo Npeanomntm nma Ty npeaHocCT WTo npobnem jeaHaKoCcTu
anroputama CcBoAM Ha MWUTarkbe jegHaKoCTU oarosapajyhmx nambaa Tepama. Y 4eTBpTOM
nornas/by hemo pasmatpaTv BULIE Pa3ANYMUTUX KPUTEPUjyma jegHaKOCTU 3a anroputme. Y
OKBUPY TUX pa3maTtparba AedmHmncahemo n Heke HOBe jeaHaKocTn n3mehy nambaa Tepama.

K/byuHe peun: anroputam, jeAHaKOCT aNroputama, MHTEH3MOHANHOCT, je4HAKOCT MHTEH3MW]a,
nambpa payyH, onwiTa Teopuja A0OKasa, jeAHAKOCT A0Ka3a, peKkyp30p

HAYYHA OBJ1ACT: ®uno3oduja

YHA HAYYHA OBJIACT: ®dunosodunja matemaTuKe, N10rmka



DOCTORAL DISSERTATION TITLE:

Intensionality and the notion of algorithm

SUMMARY:

The extensional approach to meaning is based on the assumption that the meaning of words and
larger linguistic compounds consists entirely in what they signify. On the other hand, the
intensional approach is the one where meaning is not reduced in such a manner to its referential
aspects, the semantical content is also seen as important. Although seemingly naive, the
extensional view of meaning is dominant in logic, while the intensional has mostly been
neglected. The difference between extensional and intensional is not new in philosophy.
However, it often hasn’t been defined clearly and precisely enough. One of the aims of this work
is to explain what it means to give an intensional analysis of a concept in logic and mathematics.
We will also show that the intensional approach may be advantageous in these disciplines when
it comes to solving certain conceptual problems. One of these problems that we are particularly
interested in is the problem of defining the concept of algorithm.

The first chapter is introductory and provides a historical and philosophical background for the
guestions we aim to answer in the remaining chapters. In the first part of that introduction, we
will point to some of the reasons that led to the extensional view becoming prevalent in logic. In
the second part, we will consider some examples of notions in logic that are understood
intensionally. The most important of these is the concept of proof which is the subject matter of
general proof theory. One of the central questions in this theory is the question of the sense of a
formal derivation. According to this theory, the sense of a derivation is a deduction - how we
derive the conclusion from the given hypothesis. The meaning of the concept of deduction is then
defined by determining the conditions under which two derivations have the same sense. The
problem of determining these conditions is called the problem of proof identity and it is the
central topic of general proof theory. In the second chapter, we will talk in more detail about the
problem of proof identity, the intensional approach in general proof theory, and about the results
that are based on it.

One of the main aims of this work is to apply this approach to the problem of defining the notion
of algorithm. An algorithm is a concept that is significant not just for logic but for computer
science as well. Although not that many authors have written about it, it has gained some
attention in the last two decades or so, especially thanks to the work of the mathematician
Yiannis Moschovakis. Moschovakis has written about this problem in detail in many of his works.
He has argued that to give an adequate definition of an algorithm one needs to understand this



concept intensionally. We are going to say something more about these arguments in the third
chapter. There we will present and evaluate Moschovakis’ definition of an algorithm and his
views on algorithms in general. That definition is based on the concept of recursor that we will
introduce in the same chapter. While in general proof theory the analysis of the concept of proof
is based on the problem of proof identity, Moschovakis’ approach revolves around the problem
of algorithm identity. That problem is one of the main topics of this work and it can be expressed
in the following way. When can one say that two algorithms represent the same computational
procedure? In the third chapter of this work, we are going to present Moschovakis’ solution to
this problem. However, as we will show, the identity criteria proposed by Moschovakis have
considerable limitations.

In the fourth and final chapter we show how the concept of an algorithm can be analyzed inside
the lambda calculus. The lambda calculus is a formal system that is based on the concept of
function seen as a rule of correspondence. This equality calculus was discovered by Alonzo
Church in the 1930s. Its significance consists primarily in the formalization of the notion of
effective calculability. As shown by Turing and Kleene, functions that are representable in the
lambda calculus are exactly the recursive functions, that is, the functions that can be calculated
by a Turing machine. In this chapter, we will show how we can represent not only computable
functions inside lambda calculus but also algorithms that we used to calculate them. According
to our proposal, the problem of algorithm equality is thus reduced to the question of the equality
of the appropriate terms in the lambda calculus. In the last chapter, we consider several different
equality criteria. We also define some new equalities between lambda terms.

Key words: algorithm, algorithm identity, intensionality, intension identity, lambda calculus,
general proof theory, proof identity, recursor

SCIENTIFIC FIELD: Philosophy

FIELD OF STUDY: Philosophy of mathematics, logic
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IMornasine 1
IMPOBJIEM MHTEH3UOHAJIHE
AHAJIN3E

1.1. YBoa

Pa3nuka m3Mel)y MHTEH3MOHATHOT U €KCTEH3MOHAIHOT KojoM hemo ce y oBoM panay
0aBUTH OClama Ce Ha MO3HATy TUCTUHKIM]Y y ¢uino3oduju koja motude of ['oriaoda dperea
(Gottlob Frege). To je auctunkimja usmel)y orora mro ®@pere HazuBa SiNN a MTO e MOXKE
MIPEeBECTH Kao cMmucao W OHOra mTO HasuBa Bedeutung a mro ce y OBOM KOHTEKCTY MOXKE
npeBecTH peujy pegepenyuja. t Cmucao u pedepeHIuja IpeacTaBsbajy ABa Pa3IMdyUTa aceKkTa
sHauema. Kama ce nuramo [IIma P osznauasa? Ha wma ce P oonocu? tama Hac 3aHuma
pedepennuja uzpasza P. Ca npyre crpane, Kaga *eauMo aa cazHamo cMmucao P-a muramo ce

LlIma P uspasicasa? Koju je mwezoe cemanmuuru caopicaj?

Ha ocHoBy muctunknumje usmel)y cmucna u pedepeniuje, MOKEMO pa3IMKOBATH JIBa
MPHUCTYNa y MOjMOBHO] aHAIM3H, Ma U y OMJIO KOjOj BPCTU CEMAaHTUYKUX pa3MaTrpama. [IpBu
MIPUCTYII, KOJH j€ Tyro JOMUHAHTAH IMOCEOHO Y JIOTUIH T1a U MaTeMaTUIM YOIIIITE, 3a TJIaBHE
y3uMa pedepeHIjaTHe KOMIIOHEHTe 3Hauema. CMucao HEKOT H3pa3a ce 3aHeMapyje, u
HErOBO CE€ 3HAuUeHhE€ CBOJAM Ha TO WITAa Taj M3pa3 oO3HayaBa. IlpemMa OBOM CeMaHTHYKOM
TIIEUINTY Koje heMo 3BaTH excmeH3uoHanHum, Ba u3paza mocMarpamMo Kao CHHOHHME aKo
nocenyjy ucty pedepennnjy. OHu ce cxBarajy Takopehu kao eTukere umja yiora HHje 1a
M3pakaBajy HEKH cajapxkaj, Beh camo na o3HayaBajy onpehene obOjekre. Ca mpyre cTpase,
UMaMO UHMEH3UOHAIHY TIPUCTYI 3Hauewy. To je MpUCTyn Koju y3uma y oO3up He caMo
pedepennnjy, Beh u caapikaj OIHOCHO cMucao je3sudkux u3pasa. [lpemMa oBOM CTaHOBHIITY,
CHHOHUMHOCT JIBa U3pasa He UCIPIUbY]j€ CE Y J€IHAKOCTH HUXOBE pedepeHinje, moTpedoHo je

JOII J1a TU U3pa3y UMajy U UCTH Ca/IpKaj.

I[OK je CKCTCH3WOHAJIHU TMPUCTYIL HpO6JICMy 3HA4YCHa JOMHWHAHTAH Yy JIOTUOH Kao U

MOI[epHOj MareéMaTui, MHTCH3MOHAJIHH HpI/ICTyT[jC Y OBUM oOyracTuma MMPUINYHO 3aHEMAPCH,

1Y 360pHUKY O2n1edu o jesuky u 3Hayery [Maskosuh, Nlasosuh, 1992] rae je Gpereos TekcT [Frege, 1982]
npeseseH, ymecto pedepeHumja, ped Bedeutng ce npesoamn ca HOMUHAMYM, LITO 3HAYM OHO LUTO je
MMEHOBAHO MM 03HAYEHO.



MTO je MOCeOHO OYWIJICAHO y TEOPHJU CKYNMOBa M TEOPUJU Mojena. Y OBOM, YBOIHOM
MOTJIaBJby MOKyIIahemMo J1a pacBeTIMMO HEKE OJ1 pa3jiora Koju Cy 10 Tora JoBenu. MehyTum,
nokazaheMo Kako CXBaTame 3HAUCHa y JIOTUIM U MAaTEMATHIIM HHUje CaMO €KCTCH3MOHAIHO.
OOnactu Kao WITO Cy onwima meopuja 0oKaza, meopuja Kame2opuja i uUHMyyUuOHUCMUIKA
JloeuKa TI0Ka3yjy Jia ce MHTEH3WOHAJIHH aCIIEKTH 3HAYCHha HEKUX IT0jMOBa BKHHUX 32 JIOTHKY
M MareMaTUKy MOTy IMOJjeIHaKO J00pO Kao M CKCTCH3HMOHAJIHMU OIUCATH TNPEIH3HUM
(dbopMaHUM CpelCcTBUMA. JedaH Ol THX MOjMOBA je TI0jaM Jokaza O KojeM heMo rOBOpUTH Y
HACTaBKy OBOT, YBOJHOT JieJia, ajld M JIeTaJbHUje y JAPYroM IOriIaBiby. Pesynraru ommire
Teopuje nokaza he Ham momohm jga 00Jbe pasyMeMO HHTEH3WOHAJIHHU TPUCTYI 3HAUYCHY
MaTEeMaTHYKHX MO0jMOBA U Jia YBUAMMO 300T Yera je oH 3HayajaH u kKopucrtad. [lo y3opy Ha
aHaJIM3y MojMa J0Ka3a Jary y OIIITOj TEOPHUjH JI0Ka3a, y Tpehem u yeTBpTOM mnoriiaBiby hemo
MPYXUTH MHTCH3HOHAIHY aHAIMU3Yy JeJHOT IPYror mojMa Koju je Takohe of IEHTpaiaHe

BaYKHOCTH 32 JIOTHKY. To je mojam areopumma.

Jlo Kpaja OBOT YBOJHOT TOTJIaBJba, YIO3HaheMO YMTAO0Ia Ca UCTOPH]CKOM MO3aINHOM
ka0 u ¢uino3opckuM 3HaYajeM paszuke u3Mel)y WHTCH3MOHATHOT W EKCTEH3MOHATHOT.

ITouehemo ca CDpeFGOBOM CTaHOBHIIITHMA Ha KOjI/IMaje OHa 3aCHOBAaHa.

1.2. Cmucao u pedepenunja

Nako ce pasnuka usmely excTeH3uje (omcera) HEKOT MOjMa M H-EroBe MHTEH3HjE
(cagpxkaja) momMMme U paHuje y ¢(unozoduju, jacHy AMCTUHKIM]Y u3Mmely cmucia u
pedepennuje npeu je yBeo ®pere y pany O cumucay u pegepenyuju (Hem. Uber Sinn und
Bedeutung) [Frege, 1892]. Pedepennnjy jesuukor uzpasza P on Tamo aeduHHUIIIE KAO EHTUTET
WIN KOJIEKLIM]y eHTUTeTa Koje P o3HauaBa, u3aBaja nwim umenyje. Ha npumep, pedepenumja
umena Cokpar je ocoba - yyBeHH (uino30¢ yuja Ccy cTaHOBUIITA onucaHa y [lmaTroHOBUM
nenuma. Pedepennmja npeaukara 6umu nameman Ce MOXE PasyMETH Kao CKYI MaMETHUX

Jhy/IM MM CTBApH, a peepeHIinja NcKas3a Kao HeroBa HCTHHOCHA BPEIHOCT. 23

2 Ppere pasyme yHapHe npeamkate Kao GyHKUMje Koje cnukajy objekTe y UCTMHOCHe BpeaHocTu. OH ogpehyje
pedepeHumjy yHapHOr npeamKaTa Kao oncer BpeaHocTH (value range) dyHKUMje Kojy NnpeacTaB/ba, LWTO je Beoma
6aucko nojmy rpada ¢yHKumje [Frege, 1891, p. 23]. Npema Tome, pedepeHumja npeankaTa bumu namemaH Ha
ckyny {MapkKo, JoBaH, JoBaHOBa MauKa} 61 610 Ha npumep {(Mapko, nctmHa), (JoaH, UcTuHa), (JoBaHOBa MauKa,
nax)}. M3 Tora ckyna jeAHOCTaBHO mMoxKeMo M3aBojuTh ckyn {MapKo, JoBaH} Kao ckyn objekaTa y JOMeHy Koju
Cy MAMETHM U tbera NoCMaTpaTh Kao pedepeHumnjy oBor npegmKara.

3 UctuHocHe BpeaHocTn Gpere cmaTtpa o6jekTuma.



[Tpema ®pereoBoM MUILIbEHY, 3HAUCHE JIETIOBA je3UKa Kao MITO Cy UMEHA, PEINKATH
WM MCKa3U C€ HE HCUPIUbYjEe Y BUXOBO] pedepeHIINjaTHo] Y031, OHU Takohe uszpaoicasajy
onpehenu canpxkaj. Taj caapxaj je oHo mro @pere HazuBa cuuciom. llpumepa paau, cMrucao
NpeanKara oumu nameman je mMojaM Ha OCHOBY KOjeT Ha3UBamMo 0CO0Y WJIM CTBAp MaMETHOM.
Cwmucao umena Cokpam je oHO 1o uemy paziukyjemo Cokpara o ApYrux JbyH, Kao ITO je
Ha IIpUMEp YUCHUIA J1a je Ouo mo3HaTH ¢uino3zod koju je yuno [Inatona. Ca npyre cTpane,

CMHCA0 HCKOI' HMCKa3a d)pere cXBara Kao mucao.

“ITox pedjy Mucao HE TIOJIpa3yMeBaM CYOjeKTUBHHM aKT MUIbEHa, Beh meros

00jJEKTHUBHHU caJipkaj KOju MOXe Aa Oyje 3ajeTHIYKH HEKOJIMIIMHY cy0jekaTa.

[Frege 1892, p. 28]

3a O@perea je OMIO jako BaKHO Jla CE MHCA0, OJHOCHO HEH OOjeKTHBHH CaApKaj,
pasny4u oj1 CyOjeKTHBHOT aKkTa MuIiUbetba. Y [Frege, 1892, p. 27] on Haramaga 1a ce CMUCA0
OMII0 KOT je3WYKOr mM3pasza pasiukyje on npedcmase (Hem. die Vorstellung) xojy on Moxe
noOyautu. I1o meroBoM MHIUIBEHY, NMPEICTaBa jeé caMo Tpar OJHOCHO cehame Ha MCKYCTBa
YyJHUX YTHCAaKa WM IOCTylaka, M Kao TakBa Mopa Outm cyOjekTmBHa. Mcra ped koj
pa3NIMYUTUX JbYAH, & TMOHEKAJ W KOJ HWCTHX JbYIH y Pa3IMYUTHM KOHTCKCTHMa, MOXE
noOyhuBaTh pa3Iu4UTE MPEACTABE — MECHTAJHE CIIMKE MM €MOIIH]je KOje Ca ’hbOM MOBE3YjeMO.
Ha mpumep, ped dpso Moxe n3a3Batu JApyradmje npeacTaBe KoJi crojiapa, OMojora u nmecHUKa.
To yka3zyje kako OHe He YMHE 00jeKTHBAaH Ca/IpKaj KOJy Ta ped u3paxana, Beh To npeacrasiba
nojam npsera. dpere 3akibydyje Kako je Taj 1Mojam, a He MPeJCTaBa KOjy ca BUM MOBE3YjeMO

OHO HITO KOHCTUTYHUIIC CMUCA0 pCUYU dpeo.

®pere je yBeo mojaMm cMuciia aa 6u pemrro oapehene npoodieme y dpuno3oduju je3uka.
I'maBHO muTame Koje ce mocrtaBiba y [Frege, 1892] tuue ce mpobnema uaentutera: [llma
uspasicagajy uckasu udenmumema? Jla 1u je udenmumem penayuja usmehy cmeapu uiu
usmehy umena? Tparame 3a OArOBOpUMA Ha Ta U CIIMYHA MUTamka OUIIO je MOTUBUCAHO, OapemM
JIEeTUMHIYHO, cTaHOBUIITHMA DpereoBrx caBpeMEHHKa ca KojuMa ce OH HHje ciarao. Hamme,
OHHM Cy TBPJIMJIM JIa UCKa3H Kao IITO je 2 X 2 = 22 HHUCY NpaBU MCKAa3U MIEHTUTETA, Kao IITO
je To Ha mpumep 4 = 4. IbuxoBu aprymMeHTH YIJIaBHOM Cy CE€ 3aCHHMBAIM Ha CHHTaKCHUM
paznukama u3mel)y u3pasa Koju cToje ca JeBe U ca JIECHE CTpaHe jeIHaKoCTU. YnmbeHuna ja ce
y u3pasy 2 X 2 M03MBaMo Ha OIEpalijy MHOKEa, a y n3pasy 22 Ha olepalujy creleHoBama
je, mpemMa OBOM TJIEAMINTY, OWia JI0BOJbHA Ja ONpaBia 3ak/bydak 1a 2 X 2 = 22 He Tpeba
cMaTpaTd MCKa30M HICHTUTETA Y HCTOM CMHUCIY y KOjeM je To ucka3 4 = 4, BumeTn [Frege,

1891, p. 19; Klement 2002, p. 8].



dpere je TO KPUTHKOBAO apryMeHTyjyhu na mckasu oOimka a=b TBpae HIAECHTHTET
peepenyuje je3ndkux u3pasza a u b, a He UACHTUTET caMKX TUX u3pasa [Frege, 1891, p. 19].
OH youaBa Ja OHO INTO TBPAMMO KaJa KakeMo 4 = 4 win 2 X 2 = 22 HUje CHHTaKCHA
JEIIHAKOCT M3pasa ca JIeBe M JeCHE CTpaHe 3HaKa jeHaKOCTH, Beh jegHakocT OpojeBa Koje TH
u3pasu o3HadaBajy. Amu, oie @pere npumehyje HapenHu npodiieM. AKO ce UCKazuMma 2 X
2 = 22u4 = 4 TBpau jeqHakocT Opoja 4 ca caMuM cOOOM, KaKO TO J[a UCKa3 2 X 2 = 22 Huje
TPUBHjATHO HCTHHHUT Kao IITO je To 4 = 4, Beh 10 mweroBor cazHama Mopamo jaohu
n3padyHaBameM? VCTO MUTamke MOCTaBsbha Ce U 33 UCKa3e Kao MITO ¢y 3opraua = Beueprwaua
u 3opmwaua = 3opraua. 30prwaua je Ha3uB 3a HEOECKO TENO KOje Ce jaBjba HA UCTOKY Ipe
W3JlacKa CyHIa, a Beuepraua 3a HEOECKO TEO KOje Ce jaBJba Ha 3amaay youu 3amacka. O0a
MMOMEHYTa HMCKa3a Cy WCTHHHTA, jep U 3opmwaua U Beuepwaua o3Ha4yaBajy UCTH 00jeKaT —
wianety Benepy. MehytuMm, ako ce mpBUM MCKa3oM TBPAM MCTO IITO W ApYyruM (TO na je
wianetra Benepa jeqnaka camoj cebu), 300r dera je camo npBHU HHPOPMATHBAH, JOK je APYTU
OUYUTJICHO WCTHHUT CBAaKOME KO pa3yMme 3Hademe 3Haka ,,=“? Ca3Hame na je 3opmwaua =
3opmwaua jecre HenocpeaHo cazHame. Ca apyre cTpaHe, ca3Hame 1a je Benepa jeHo Te ucto
HeOeCKO TeJIo KOje ce IM0jaBJbyje Ha UCTOKY Mpe M3JIacKa CYHIIAa M Ha 3alajly YOuHu 3ajacka

MIPeICTaBIbajo je aCTPOHOMCKO OoTKpuhe.

Ha momenytu mpobiem ®pere onarorapa mos3uBajyhm ce Ha AUCTUHKIH]Y u3Mehy
cmucia u pepepennyje. Mickazuma HASHTUTETA HE TBPIH CE MPOCTO jeTHAKOCT o0jekaTa, Beh
jenHakocT pedepeHuuje jesnukux uspasza. Ilpumepa panu, kaga kaxemo 3opraua =
Beueprvaua My TuMe He TBPIMMO Jia je je[lHa IJIaHeTa jeJHaka camoj cebu Beh xohemo na
KaKeMO Kako JiBa MMEHa O3HauyaBajy UCTH oOjekaT. [Ipema dpereoBoM MUIIBEHY, HCKa3
3opwaua = 3oprwaua YMHU TPUBUJAIHUM TO IITO jeJHAKU M3pa3ud Mopajy UMaTH jelHaKy
pedepennnjy. Ca apyre cTpaHe, UcKa3 3Jopmwaua = Beuepwaua Huje TpuBHjanan Beh
uHpopMaTHBaH 300r Tora MTo Joprwaua N Beuepraua umajy npyraunju cmucao. O6jacHUMO

TO MaJIo JeTaJbHU]e.

Uspase kao mto cy 3opraua, Beuepmwaua, 2 X 2 umu 22 ®pere HazuBa umenumd.
ITojam umena xox ®dperea mupu je o] OHOra IITO C€ MOAPA3yMEBA IMOJ MOJMOM BIIACTHUTOT
MMEHa MPUPOJTHOT je3uKa Kao mro cy Joan, [lerap, Mapko, Cokpar, kao U 0] OHOTa IITO Ce
MoApa3yMeBa IOJ| MOJMOM UHOUBUOYAIHe KOHcmanme Yy JoTuI. DpereoB mojaM MMeHa je
MOXJla HajOpUOMIKHUJU TIOJMY 3ameopeHoz mepma y Jnoruuy (tepma 0e3 cinoOOaHHUX

npoMeHJbHBHX). CBaka JECKpUIIIMja WM OMUC KOjU jemHOo3Ha4yHO ojnpelyje pedepenta Te



JECKpHIIINje, TOMyT u3paza Ilnamonos yuumesn, 2 X 2 unu 30prwaua MOXKE Ce€ cMaTpaTh

HUMEHOM. 4

Byayhu na je ocHOBHa yjora UMeHa y TOME Jia PE/ICTaBJbha, OJJHOCHO O3HA4YaBa HEKU
o0jekaTt, cMrcao uMeHa ce nmpema dperey cacToju y Havuny npeocmasmara (Hem. die Art des

Gegebenseins). ¥V [Frege 1892, p. 25] ®pere kaxe:

“Ako ce 3HaK '@’ paznukyje oj 3Haka ‘b’ camo kao mpeaMmeT (OBIE MO CBOM
CIOJbAIllbeM O0JIMKY), HE Kao 3HaK (To hie pehu, He 300r HaYMHA Ha KOjU HEIITO
O3HayaBa), ca3HajHa BPEJHOCT MCKaza a = a he y cymTHHH OUTH jeTHaKa
BpEIHOCTH UcKa3a a = b (y ciy4dajy kazaa je a = b ucrunuro). Heka paznuka
Ce Ty MOJKE jaBUTH CaMO aKo pa3iiiKa y 3HaKOBHMa OJI'0Bapa Pa3yIuIH Yy HAYHHY
MpHKa3uBamka O3HaueHuX mpeamera. Heka a, b, ¢ Oyny mpaBe Koje MOBE3Yjy
TEMEHa TPOyIJia ca CPEAMIIMM TauykaMa UMa CYNPOTHHX cTpaHa. Tauka
npeceka a M b je Tama wcra Kao M Tayka npeceka b u c. Mmamo, naxie,
pa3IMuuTe O3HAKE 32 jeHY UCTY TayKy, a OBa UMeHa (‘Tayka rnpeceka a u b’,
‘Tayka mpeceka b M ¢’) MCTOBPEMEHO yKa3yjy M Ha Ha4yWH MpPEACTaBIbamba

(0o3HAYeHHX TpeameTa).”

VY narom mpuMmepy, IMamo JiBa UMEHa Koja TIoceyjy pa3nuaut cmucao. [IpBo je mauxa
npecek a a u b, a aApyro je mauka npecexa b u . Ta nBa uMeHa pedepupajy Ha UCTY TAUKy Y
npoctopy. CBojy pedepeniujy, MehyTuM, OHM NpEACTaB/bajy Ha Pa3IMUUTE HAuWHE, jep
yKa3yjy Ha Jpyradvje yclioBe MOJl KOjuMa OW ce OHa MOTrJia OJpeAUTH. Y TPBOM CIyuajy,
MOMEHYTY TadKy ojapelyjemo mo3uBajyhu ce Ha mpecek mpaBux a u b, a y aApyrom ciydajy Ha
npecek mpasux b u €. Jlakie, cMucao Hekor uMeHa je 3a dperea Be3aH 3a ONMUC WK HAYWH HA
KOJU je UMEHOBAaHU MpeaMeT Ipuka3aH. To je HemTOo Ha OCHOBY 4Yera oApelyjeMo HeroBy
pedepenunjy. Kana cxpatumo cMucao uMeHa, pa3yMeMo U Kako, y NMPUHIIMITY, J1a U3BOJUMO

nmeHoBaHu objekar [Jlazosuh, 1992, p 9].

[Tpema @pereoBoM cxBaTamy, IMEHA Kao LITO CYy 3opreaya U Beuepraua ce pa3iukyjy
10 CMHUCITy MAaKO U3/IBajajy UCTH o0jeKar, 300r Tora MITO TO YWHE Ha pa3IuyuTe HauuHe. Mime
3opraua o3nauaBa BeHnepy kao HeOecKko Teo Koje ce jaBjba Ha UCTOKY IIpe M3JIacKa CyHIIa, a

nMme Beuepraua o3HauaBa BeHepy kao HEOECKO Telo KOje ce jaBJba Ha 3alajay youH 3ajlackKa.

4¥Y norvum Tepmm mory aa cagpxke cnobosHe NPOMEH/bUBE Kao Ha NpUMep X + X, anu kbUxoBa AeHoTaluuje Huje
duKcmpaHa, seh 3aBucK o MHTepnpeTaumje - o4 Tora Kojy hemo BpegHOCT 4a NPUNMILEMO NPOMEH/bUBO] X.
5> MNpesog npeyset u3 [Maskosuh n Nlasosuh, 1992, p. 35].
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Ciuuno ce Moxe pehu u 3a u3pase kao mwro ¢y 2 X 2 u 22. O0a ce ogHOCE Ha OPOj 4, anK I0K
npBu pedheprpa Ha bera Kao Ha Pe3ysITaT MHOXKEba Opoja 2 ca camuM cobom, 22 pedepupa Ha

Opoj 4 Kao Ha pe3yNITaT CTEIEHOBAKkA 2 Ca CAMHM COOOM.

VYBolhewe 1mojMa cMHCIa UMEHAa Kao HadyMHa TpejcTaBibamba omMoryhaBa ®perey na
objacHM OTKyaa MH(OpMATHBHA pa3iiMKa H3Mel)y MCTHHHMTHX HCKaza o0juKa a=bh u OHHX
obnrka a=a. Kao mro cMo pekiu, ucka3e UASHTUTETa YMHU HCTHHUTUM TO IITO HUMEHA Ca JIEBe
W JIECHE CTpaHe O3HAauaBajy HUCTU o0jekar. Melhyrtum, TO &na M je HMCKa3 HUACHTUTETA
nHpOpPMATHBaH HE 3aBHUCH OJ] TOTA JIa JIM MMEHA ca JIECHE U JIEBE CTPAHE jEJHAKOCTH UMajy
UCTY peghepenyujy, Beh o Tora na M UMajy UCTH CMUCAO, OJHOCHO Jia JTM HAa UCTH HAYHH
IpeaCTaBbajy Aatu objekar. Jlakie, nako uMeHa a U b 03Ha4yaBajy WM IPEACTaB/bajy UCTH
o0jekar, HICTHHUT McKa3 00ika a=b nehe 6utu TpuBHjanan Beh nHpOpMaTHBaH aKO UMEHA a

U b Taj o6jekar npencTaBbajy Ha pa3IMIUTe HAYUHE.

[Tpema cTanoBHINTY KOje je 3acTynao dpere, a KOje CMO OBJIE MPEACTABHIIN Y KPATKUM
[pTamMa, cMrUcao M pedepeHiija MpeacTaBibajy JBa HE3aBHCHA acleKTa 3Hadema. dpere je
cMarpao Ja jelIHaKocT pedepeHirje aBa u3pasa Hehe yBeK MpaTHUTH M jeTHAKOCT HUXOBOT
cMmucia. Y HacTaBKy hemMo mpecTaBuTH jeHy APyravynjy CEMaHTHYKY MIEPCIICKTHBY, OHY KOja
je TocTana KaMeH TeMeJball HeKUX O] Haj3HAYajHUjUX HIeja y JIOTUIIM U MaTeMaTHIIH YOIIIITE,

a MoceOHO y TEOpHjU CKyNoBa. Ped je 0 eKCTCH3MOHATHOM MPUCTYITY 3HAUCHY.

1.3. EKCTeH3HOHAJHA PEeBOIYIHja

[Ipema eKCTEH3MOHAJIHOM MPHUCTYILY, 3HaYCHE€ HEKOI je3MYKOI M3pa3a CBOJU Ce Ha
pedepeniyjy, Ha TO ITa Taj U3pa3 o3HavaBa. theroB cmucao ce mpu Tom 3aHemapyje. OBaj
MPUCTYN 3HAYeHy INpeBianaBa y Joruuu. Jleo jmoruke koju ce 6aBu mpoOIEMOM 3HaUYECHa
Ha3uBa ce cemanmukom. JIoK ce cuHTakca 06aBM (hopMaNHUM je3unuMa U (popMaTHUM
cHCTEMHMa, CEMaHTHKa ce 0aBU BUXOBOM HHTepIpeTanyjoM. Kiacuuna modencko-meopujcka
CEeMaHTHKa 3HA4YeHhe CXBaTa y MOTIYHOCTH Ha EKCTEH3WOHAJIAaH Ha4yWH. Y Oj JIEIOBe
(hopMaTHOT je3uKa MHTEPIPETHPAMO TAKO MITO UM MpUnucyjeMo oapehere odjekre. Pemamnmja
u3Mel)y u3pasza u Tora HITO OH 3HA4M IOCMaTpa ce Mo y30py Ha penaiujy usmely etukere u
o0jeKTa Koju je ’oMe O3Ha4yeH. IHTuBuayaHe KOHCTaHTe, IPEIUKATH, HCKa3H, U BE3HULIU CY

NeNoBU  (OpMANIHOT je3MKa KOjU MpHManajy pa3iuuuTUM CHHTAKCHHM KaTeropujama.
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CeMaHTHYKH TJIE€aHO, CBH OBU M3pa3u ce€ y KIACHUYHO] JIOTHIIM [TOCMATpajy Kao €TUKETe 3a

pa3IYnUTe CKYIIOBHO-TEOPH]CKE 00jeKTe, Kao MITO Cy CKYIIOBH, pelanuje Wik GpyHKiuje.

Pexin cmo na je pedepennmja nckaza xoa dperea HCTUHOCHA BPEAHOCT, TIOK E-ETOB
CMHCAO0 TPEJICTaB/ba MHCAO0 KOjy U3paxkaBa. AKO MPUXBATHMO TO CTAHOBHINTE, MOXeMo pehu
Ja Ce 3HaYeHe MCKa3a y KJIACHMYHOj MCKa3HO] JIOTHMIIM CBOJIM Ha HEeroBy pedepeHimjy. Y
CEMaHTHIIM 33 KJIACUYHY MCKa3HY JIOTHKY HCKa3 MOYKE 3HAYUTH CaMO JIBE CTBApHU: HCTUHY WU
nax. VICTHHOCHE BpEIHOCTH pa3yMeMo Kao HeKaKBe MmoceOHe CKynoBe. MIcTHHOCHA BpeaHOCT
Jladic ce TpeJicTaBsba MPA3HUM CKYIIOM, JIOK Ce HCTHHOCHA BPEIHOCT UCMUHA WHTEPIPETUPA

CUHTJITOHOM YHjH j€ JeIMHH €JIEMEHT IMpa3aH CKYII.

Jlakie, 3Hauema MCKa3a ce y KIACH4YHOj JIOTHIIM CBOJE HAa caMoO JBa O0jeKTa Koje
MoykeMo Ha3Batu | u 0, a MOKEMO UX 3BaTH U UCMUHOCHUM 6peOHocmuma. Y CKIaly ca TUME,
3HaYeHha JJOTMYKUX BE3HHKA Kao IITO CY U, WU, AKO OHOA, CBOJIE CE€ HA UCMUHOCHE QYHKYUje
neduHICaHe Ha CKYITy HCTUHOCHUX BpeHOCTH. CHHTAKCHO IJIeaHo0, BE3HULM Cy HEILITO LITO
HaM CITyXH J1a TOMOhy mcKa3a rpaaumMo HOBe uckase. [Ipumepa paan, ako ©IMaMo J1Ba MCKasa
Ilemap he xynumu cradoned u Mapro he ocmamu 2nradan, BE3HUK Kao MTO je uiu Mohu he ox
Ta JiBa McKa3a Ja u3rpaau HoBu: [lemap he kynumu cnadoneo unu he Mapko ocmamu 21aoaH.
I'megano ca cemaHTHYKe CTpaHe, BE3HUIIM C€ IMOCMaTpajy Kao GpyHKuuje koje oapehyjy Kako
3HAYEHE CI0KEHOT UCKAa3a 3aBHUCH O]l 3HAYCHa HErOBUX JIEJI0BA, OJJHOCHO MPOCTHjUX HCKa3a
U3 KOJUX J€ OH cacTaBjbeH. Y KIACHYHO] JIOTHIM BJaJa MPUHLIMI HCTHHOCHE
¢byHuKHOHATHOCTH. Taj MPUHLIMI HAM KaXke Jla 3Ha4eHe CI0XKEHOT MCKa3a, OJHOCHO Herona
HMCTMHOCHA BPEJHOCT 3aBHCH MCKJbYYHMBO OJI HCTHHOCHE BPEIHOCTH HMCKa3a U3 KOJUX je OH
cacraBibeH. [lomTo ce 3HaUema NcKa3a CBOJIC Ha HICTUHOCHE BPETHOCTH, BE3HUIIH CE CBOJIE Ha
nctuHocHe QyHIKHje. Tako ce 3HaueHe Be3HUKA uiu, Ha IpuMep, CBOJIM Ha ce (PYHKIH]y Koja
O]l IB€ UCTUHOCHE BpenHOCTH Bpaha Behy, a 3Haueme Be3HHKA ¥ Ha (YHKLHUjy Koja Of JIBE

HCTUHOCHE BPCAHOCTU Bpaha Mawy.

FOBOpI/IJ'II/I CMO O UCKa3uMa U BE3HHNIMMAa U CKCTCH3MOHAJIHOM MPUCTYITY Y CEMaHTUIIU
3a ucka3Hy joruky. Cama hemo pehu HemTO U O €KCTEH3MOHATHOCTU Y JIOTHIM TIpeIuKaTa.
ExcreH3noHaHO cXBaTame 3HAUCHA y MPEIUKATCKO] JOTHIM Kao M Y MOJEICKO-TEOPHjCKO]
CEMaHTHIIM YOIIIITE, TEMEJbH CE Ha pa3yMeBamy MojMa CKyma. EKCTEH3MOHAIHOCT CKYIIOBa Y
MaTEeMaTHII TPOUCTHYE U3 KPUTEpHUjyMa UACHTUTETA 32 CKYMOBE. Y TEOPHjH CKYIOBa JBa
CKyIla Cy jeJJHaKa ako M caMO aKo MMajy UCTe WwiaHoBe. To Ja je jeHaKOCT YiiaHOBa HYXKaH U
JIOBOJhAH YCJIOB JEHAKOCTH CKymoBa je (opMamHO H3pakeHO jeaHoM oja akcuoma ZF

(Zermelo-Fraenkel) dopmanu3zanmje Teopuje CKynoBa - akcuoMom eKCmeH3UOHATHOCHIU.

7



AKCHOMa eKCTEH3MOHATHOCTH TOBOPH HEIITO BaKHO O 3HaYeHy NojMa ckyma. tbome
ce amncrpaxyje jeaaH, eKCTeH3MOHAJIHHM acleKT 3Hadyewma, JOK Ce JIPYrH, WHTCH3MOHAIHH,
3anemapyje. WHTymTHBHO roBopehm, mojam ckyma Ou Tpebano na caapxku obOe OoBe
komroHeHTe. Ca jelHe cTpaHe, IMaMO €KCTeH3H]y, OJTHOCHO pedepeHIInjy HEKOT CKYTIOBHOT
n3paza. OHa ce cacToju y ToMe KOju 00jeKTH OBOM CKymy npunanajy. Ca apyre crane, iMamo
WHTEH3U]y WU CMHCA0 KOjU TOM CKYIOBHOM m3pa3y mnpummcyjemo. OH je 3aCHOBaH Ha

MpaBWJIMMA WJIM CBOjCTBMMA Ha OCHOBY KOJUX C€ WIAHCTBO Y TOM CKYyITy ozpehyje.

PazMoTpuMo Ha mpuMep JBa HapeJHa CKyIa: CKYIl FTeOMETPHjCKUX CIIMKA ca TPH yriia
U CKYIl TE€OMETPHjCKUX CIIMKa ca TpH cTpaHuie. MHTynTHBHO roBopehu, Ta nBa CKymoBHA
u3paza uMajy pa3iMuuTO 3HA4YeHe, OHHM ojpelyjy ABa pasznuuurta mnojma. HMmamu mpu
cmpanuye He 3HAYU UCTO IITO U umamu mpu yena. Mehytum, 3ay3umajyhu eKCTeH3MOHATHY
MEPCIEKTUBY, MM alcTpaxyjeMo OJi TOTI' MOjMOBHOT canpxaja. He d¢okycupamo ce Ha
KpUTEpHjyME 3a YJIAHCTBO y CKymy, Beh camo Ha 00jekTe KOju Te KpUTepujymMe 3a70B0JbaBajy.
JemHom kaja 3HaMO O KOjHM O0jeKTHMA je ped, KpUTepHjyMe 3a00paB/baMO H ITOCMATPaMo
camMo cKyroBe ojaroBapajyhux objekara. Jlakie, mpeMa akCHOMH €KCTCH3MOHATHOCTH, CKYII
TEOMETPH]CKHX CJIMKA Ca TPH YIJila U CKYIl TEOMETPHUJCKUX CIIMKA Ca TPU CTPAHHUIIE CY jeTHAKU

jep \bHUMa Mpunaaajy uctu 00jeKTH — TPOYIIJIOBH.

Kao mro ce mojam ckyma y MareMaTHIM pa3yMe €KCTEH3MOHAIHO, UCTO je U ca
penarjama. [I[peMa HHTYUTHBHOM CXBaTamy pejalrja, ako a u b cToje y HeKoj pesanuju, oHaa
Cy OHU TIOBE3aHU MpeMa HEKOM IpaBuily. Y CKJIaay ca TUMe, OYeKHBaJIM OMCMO Ja pa3iuyuTa
npaBuja Ha OCHOBY KOjUX MOXXKeMO moBe3aTH & u b oxapelyjy pasmuumre penamuje. Y
MaTeMaTuiy, mMehyTum, To HHje yBek Tako. bunapHy penamujy usmehy ckynoBa A u B
ne(pUHUIIEMO Kao MOJCKYT kUuXoBor JlekapToBor npon3Boja. JlekapToB Mpou3Bo/I CKynoBa A
u B mpencrasipa ckyn ypehennx maposa (a,b) takBux ma a npumaga ckyny A u b npunana
ckyny B. Tlocneauna tako onpehenor mojma penamuje je aa he nse penamuje usmehy A u B
OWUTH jeZIHaKe aKo U caMO aKo MPEJCTaBJbajy UCTU cKyn ypehenux nmaposa. OGjacHUMO TO Ha
npumepy. Heka A = B = {2,4,8}. Y3mumo cama nBe OWHapHE perandje Koje MOKeMO Jna
neUHHAIIIEMO Ha OBOM CKYITY: Marbi 00 M Oeau. Y TIPBOJ pelalliju CToje 18a Opoja aKko je mpBHU
MamH OJ1 IPYTOT WIH j€ leMY jeTHaK. Y IPYroj cToje ABa Opoja ako ce APYTru MOKE MOJACITUTH
ca pBHUM 0e3 ocTaTka. JacHO je Jla OMKMCH TUX pellalija 3Haye pa3iuuuTe cTBapu. MehyTum,
€KCTEH3MOHAIHO MTOCMAaTpaHo, Te JIBe penaiuje Ouhe jeHake Ha OBOM CKymy OpojeBa jep ce
cactoje u3 ucror ckyna ypehenux maposa: {(2,2),(2,4),(4,4),(2,8),(4,8),(8,8)}. Haxkue,

InpeMa CXBaTamy penaunja Y MatéMaTulu, je)lHOM Kazaa 3HaMO U3 KOjI/IX ypeljeHI/Ix rnapoBa c¢



HEeKa penalyja cacToju, caMa npasuia Ha OCHOBY KOjUX C€ WIaHOBM ypeheHux mapoBa y Toj

pernalyju moBesyjy, BUIIE HE UTPajy HUKAKBY YJIOTY.

Penanpjama ce CiayXMMO Ja y CEMAHTHUIIM TMPEIUKATCKE JIOTMKE HWHTEPIPETHPAMO
npeaukate. CHHTaKCHO IIeaHo, IPEAUKATH Cy OHH JICTIOBH je3HKa KOjU IIOMOhy Tepama rpaje
uckase. [lojam Tepma oBzie Hehiemo nperusHo neduurcat. JJ0BOJBHO je a CXBAaTUMO TEpPME
Kao HEKaKBa YOIIITeHha uUMeHa. [lpeaukar 6umu namemawn, Ha TpuMep, uMeHy Mapko
npuapyxyje uckaz Mapko je nameman, a umeny /lapa wckas /lapa je namemna. OBaKBe
NpenKaTe Ha3MBaMO jOII M yHapHum 300T TOra IITO jeOHOM UMEHY MPHUIPYXKYjy HCKa3.
[TocToje OMHAPHU KAO M YOMIITEHO, N-apHH Npeaukat. [Ipumepn OMHApHHUX MpEIUKara Cy
oumu sehiu 00 (kao y: 5 je sehie 00 4), denu (kao y: 2 deau 4) éonemu (xao y: Mapxo eonu

apy), v Tako nabe.

VY padyHy npBor pesaa, N-apHU OpeJUKaTH c€ MHTEPIIPETUpajy N-apHUM peranujama, a
YHapHU MPEIUKATH Ce UHTEPIPETHPajy MOJCKYIOBUMA Ha JOMEHY AMCKypca. JeIHOCTaBHO
roBopehu, nHTEpIpeTanyja mpeaukara je cKyn odjekara U3 JOMEHa Ha KOje Ce Taj MpPeIuKaT
UCTHHUTO TpuMemyje. O0jacHuMO TO Ha mpumMepy. Heka Hamr qomeH Oyne CKym y Kome ce
Hasiaze Tpu haka ocHOBHe 11KoJIe, JoBaH, [letap u Mapko. Y noruuu, yHapHU peiuKaT umamu
5 uz mamemamuke UHTEPIIPETUPAMO HA OBOM JIOMEHY Tako IITO MoOpojumo hake u3 1omeHa
KOjU UMajy 5 U3 MaTeMaTUKe M BbUX CTaBUMO y cKyt. [IpermocraBumo ia camo JoBan uma 5 u3
Matematuke. OHza ce 0Baj MpeIuKaT UHTEPHPETUpa CUHIIITOHOM YHjH je ujaH JoBaH. Ako
JoBaH 1 Mapko uMajy 5 U3 MatemMaTHKe OH/a c€ OH MHTEPIPETHpa CKYIIOM YHjU Cy WIAHOBU

JoBan u Mapko.

CkynoBe u penanuje neuHucaHe Ha oapeheHOM TOMEHYy MOXKEMO CXBATHTH Kao
pedepennije oarorapajyhux mpenukara — kao o0jeKTe Koje OHM O3HauyaBajy. Unejy na
pedepeHinjy yHapHOT MpeInKaTa MOKEeMO CXBAaTUTH Kao CKyM Hanasumo u koa dperea. bbemy
Takohe AyryjeMo ujejy Aa CMUCA0 YHAPHOT MpearKaTa MpeAcTaBiba nojam Ha OCHOBY KOjer ce
Taj ckyn gopmupa. Ako je pedepernnja npeaukara oapehenn ckym, a BHEroB CMUCAO T0jaMm,
OHJIa je OmpaBaaHo pehu Ja ce y MOJEICKO-TEOPH)CKO] CEMAaHTHIM He 0aBUMO CMHCIIOM, Beh
UCKJbYYHBO pedepeHinjoM Mpeaukara. 1o TocTaje OYMIJIETHO KaJa YOUMMO Ja HEKe
MpeIMKaTe Pa3InYUTOr 3HA4YeHha y JIOTHIM WHTEPIPETHPAMO HA MCTH HAaYMH. Y3MHMO JBa
npeauKaTa, gonemu cnaooned ca Oananom W umamu 5 uz mamemamuxe. VIHTYUTUBHO
roBopehn, oBa J1Ba mpeMKaTa He 3Ha4e UCTO. TO ITO HEKO BOJIM CIIAJIOJNIE/ ca YKyCOM OaHaHe
He 3Ha4u J1a uMa 1o0py orieHy u3 MareMaruke. Mehytum, ako je JoBaH U3 JoMeHa rope jeInHN

hak koju mMa 5 U3 MareMaTUKe U jeJAWHU KOjU BOJU clafojen oja OaHaHe, OHJA OBa JBa
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MpeanKara, JOTUYKH TJIeJaHO, 3HaUe UCTO Ha HalleM JoMeHy. To je 300r Tora mTo ce 3Ha4eHe
MpeArKaTa y CEMaHTULIM padyyHa IPBOT pejia CXBaTa EKCTEH3MOHAIHO U Ta €KCTEH3MOHAIHOCT,

Kako cMo Beh pekiin, ykopemeHa je mpe cBera y rnojMy cKyra.

Tpeba HamoMeHyTH Ja E€KCTCH3HMOHAHW IPHCTYN 3HAYCHy HHUje HEIITO IITO je
3aCHOBAaHO Ha TPUPOJHOM je3WKy, Beh TmpeacTaB/ba JOHEKJIE BEINTAYKy JIOTUYKY
KOHCTPYKIIMjy. © 3Haueme mpeaukara onemu ciadoned o0 6anane ce 06MYHO He CBOAH Ha
CKyNl JbyOUTEJba OBE MOCIACTHIC. 3HAUCHE OMHAPHOT MpEIUKaTa 6ojgemu ce OOMYHO Ce HE
CBOAM Ha CKyN IMapoBa JbyaHu Koju ce MehycoOHo Bojie. Y OOMYHOM je3MKy BaKHE Cy 00e
KOMIIOHEHTE 3Ha4CHa, U CMUCA0 U pedepeHnuja. J[pyrum peunma, Kajia TOBOPHMO O 3HAUCHY
HEKOT u3pa3a 0OWYHOT je3rKa, He TOBOPUMO CaMO O 00jeKTHMa KOje Taj u3pa3 03HA4aBa, WU

n3/1Baja, Beh roBOPUMO U O MPaBWIMMA HA OCHOBY KOJUX TO YHHHU.

Tpeba Takohe MOMEHYTH [da NPUXBATalkbe EKCTEH3HMOHATHOT MPUCTYNa Yy HEKUM
ollpeheHNM ceMaHTUYKUM pa3MaTpamiMa, Kao Ha IPUMEP Y CEMaHTHUIU KIAaCUYHE JIOTUKE, HE
MTOBJIAYM J1a PEYH YHJUM CE 3HAYCHEM TaMO 0aBUMO HEMajy CMHCA0 HHUTH Ja j€ FhXOB CMHCA0
WpeNIeBaHTaH 32 CEMAHTHKY MPUPOJTHOT je3uka. [IpuxBarame €KCTCH3MOHATHOT MPHCTYyIa
caMmo 3HA4HM Jla ce MHTEH3MOHAJIHA KOMIIOHEHTA 3HaYemha TUX PEYd CMaTpa UPEICBAHTHOM 3a
aHalM3y TNOJMOBa KOjUMa c€ y TUM pa3MmaTpamuma OaBumo. I[lpumepa pamu, TO mTO Yy
CEMAHTHIIHM KJIACHYHE JIOTUKE MPUXBATAMO CKCTCH3MOHAITHO TyMadekhe MpeAnKaTa, He 3HaYU
Jla IPUXBAaTaMO U TO Ja MPEAUKATH Yy OOMYHOM je3UKy HEMajy HHUKakaB cMucao. Mu camo

nmocMaTrpaMo bHUXO0B CMHUCA0 KAa0 UPCIICBAHTAH 3a KIIACUYHY JIOTUKY.

CBoheme 3Hauema HEKOT U3pa3a Ha HEroBy €KCTEH3W]Y, WU eKCMeH3UOHANU3ayuja
e20802 3HaYerbd, MOXKE Ce CXBAaTUTH Kao BPCTa ancTpakiyje. EKkcTeH3noHann3amjom HeKor
MojMa ce arncTpaxyje 01 MHTCH3MOHATHIX KOMITOHEHTH 3HaYeHha U TAKO CE OHE y IOTITYHOCTH
3aHeMmapyjy. BaxxHa HaM je camo ekcTeH3Hja. ANCTPAKIIM]y MOKEMO YIOPEIUTH ca HAMEPHHM,
paloHaHUM 3a0opaBibambeM [Dosen, 1998, p. 9]. V jenHoj mojMOBHO] aHAIM3H, MH CBECHO
M30CTaB/baMO, HaMepHO 3a00paBJbaMO CBE acleKTe Tora IojMa Koju OM ce MO

OKapaKTepucaTH Kao CyOJeKTUBHM, WIHM KOju, DPpereoBUM peurnMa, crnajaajy y JIOMEH

5Ca moryhm n3y3eTKOM HEKMX PeUn Kao LWTO Cy BAACTMTa MMEHa MK NPeanKaTH Kao WwTo je bumu naas. Haume,
npema eKCTeH3MOHA/IHOM CXBaTakby 3HaYEHA, MPEeAMKATU Kao WTOo cy bumu rnaas UHTEPNPETUPAjY ce Kao CKyn
nnasux creapu (Ha ogpeheHom pomeHy). MaKo 3Hauerbe OBOr NpeauKata MHTYUTUBHO acouMpamo ca
umMmnpecujom nnase 60oje, Ta UMNpecuja ce TELLKO MOXKe 06jaCHUTK Apyradyunje Hero OCTeH3NBHO — NoKasyjyhu Ha
objeKaT Koju Ty Mmnpecujy npoyspokyje. Y Tom CMUC/Y, Hawe UHTYUTUBHO pasymeBatbe TOr NpeauKata He
yAas/baBa Ce MHOIO 0J, EKCTEH3MOHA/HOT.

10



npencraBe. ' KOHIEHTPHIIEMO ce caMO HAa OHO INTO je OOjeKTHBHO Yy HETOBOM 3HAUCHY.
ExcreH3noHanHa ananmsa je moceOHa BpCcTa MOjMOBHE aHAJIM3€ KOja y alcTpaxoBamwy UAE U
Kopak gasbe. Jlakiie, He 3aHEMapyjeMoO caMO CYOjeKTHBHHU CJI0j 3HaueHma Beh W OHaj Koju ce
Tnue cmucia. Kao pesynrar Te aHanmze, no0WjamMo je3rpo 3Hayema KOje je CacBUM

nojeaHoctaB/beHo. OHO ce CBOAM camMo Ha pedepeHIn;]y.

Jenan u3BaHpeaaH npuMep eKCTEH3MOHAIN3ALIM]e MT0jMa U3 OOMYHOT je3uKa je oTKpuhe
mamepujarne umniauxayuje [Dosen, 2013, p. 26-27]. MarepujaiiHa UMIUTUKAIMja WA
KAACUYHA UMNIUKAYUja, je JOTHYKN BE3HUK KOjU MoBe3yje aBa uckasza A u B y uckaz A = B,
rae ce A Ha3uBa anmeyederncom a B koncexsencom nmmuukanuje. Mckas ooimka A = B tpeba
guTatu Kao: Ako A onoa B, A umniuyupa B wnv A nosnauu B.'Y xinacudHoj noruii A = B
j€ UCTHHMTO aKo U caMo ako je B uctunuto miu A naxso. Mimajyhu y Buny n1a ce 3HauCHE
BE3HHKA Y KJIACHYHO] JIOTUIM TIOCMAaTpa Kao HCTUHOCHA (DyHKIIM]ja, 3HAYCHE UMIUTHKaIHje he,

nakie, out oxpeheno Ha cnenehu naunn: A = B 3Hauu B je ucmunumo unu je A nasxcho.

MarepujanHa UMIUIMKALMja ce MOXE IMOCMaTpaTH Kao Pe3yiTaTr IO0jMOBHE aHAIN3e
BE3HHUKA aKo, oHOa U3 00MYHOT je3unka. Kao mTo cMo pekiy, Ta aHaimm3a je eKCTeH3MOHAIIHA,
jep 3Haueme aKko, oHOa CBOIW HAa UCTHHOCHY (yHKuMjy. McTuHM 3a BOJby, MarepujaiHa
UMIUIMKAIFja JelTyje MPUINYHO CBEJICHO U TI0jeTHOCTABJBCHO Y Mopehemy ca MMILTUKAILN]jOM
obuyHOr jesuka. TamMo Kajga TBpAMMO HCKaze oOimka Axo A, onda B mum 0o0HYHO
IpeTnocTaBbaMo Jia ¢y A 1 B Ha HeKu HauMH noBe3aHu. Huje cacBuM jacHO y ueMy ce Ta Be3a
TA4HO CACTOjH, AJIM YMHH CE J]a HeKaJ MOXe OWTH ¥ y3pOuHa, Kao Ha MpHUMEp y MCcKa3y Axo
ucnycmuw yauty, ciomuhie ce. OHO 1ITO c€ TUM UCKa30M TBP/H je a OU ciliaMame yalle Ouso
nocjenua BeHOr ucmymTama. Koa marepujanHe MMIUIMKAIMje OBaj CETMEHT 3Hauema ce
ryou. Hac He 3aHnMMa /1a 11 UCIYIITalkEe Yallie y3poKyje BEeHO claMame. JeIuHO MTO HaM je
Ba)XHO jeCy NCTHHOCHE BPEJHOCTH MCKa3a y aHTELEACHCY U KOHCEKBEHCY. To je 3aTo mTo ce
y KIJIAaCH4HO] JIOTMIM OWJIO0 KakBa Be3a u3Melly THX HCKa3a Koja HHUje HCTHHOCHO-

(yHKIIMOHATTHA cMaTpa UPEJIEBAaHTHOM.

PazymeBame Be3HUKA ako, oHOa y KJIACUYHO] JIOTHIM MMa 3a IMOCIEAUIly Ja HeKal
MpUXBAaTaMO Kao HCTHHHUTE HUMIUIMKAIMje Koje HamM ce y OOWYHOM Je3UKy YHHE
HENPUXBATIEUBUM, WM y HaJMawy pyKy uyaHuM. [Ipumepa panu, Axo uawa noune oa 2o6opu,

cympa je cpeoa umu Ako Mapko eonu kajmax, oproeu neme. IpBu nckasz 6u 610 UCTUHUT, jep

7Y Te acneKkTe 3Hauyerba HeKe peun Morim BUCMOo Aa CBPCTaMO YMETHUYKK A0jam, MHAMBUAYaNHE acolmjaumje
Koje Ta pey n3a3mnea Ko CAyLwaoLua v CANYHO.
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Jare He TOBOpE, a APYyTrH 300T Tora mrto opiaoBH jere. OHO 300T 4Yera cy OBU MCKa3H UyTHH y
OOMYHOM je3WKY je IITO C€ YMHU Jla HEe NOCTOjU HUKAKBa MOBE3aHOCT U3Mel)y oHora miro je

caJpKaHy y aHTEIEJICHCY U OHOT'a IIITO j& CaJPKaHO Y KOHCEKBEHCY.

Knacuyna 1oruka je MCTHHOCHO-(YHKIIMOHAIHA Y TOM CMHUCITY IIITO 3HAYCH-¢ (OHOCHO
MCTHHOCHA BPETHOCT) CIIOKEHOT KMCKa3a 3aBHCH UCKJbYYHBO O] 3HaueHwa (WJIM UCTUHOCHE
BPEIHOCTH) HCKa3a M3 Kojux je m3rpahen. McTMHOCHA (YHKIMOHATHOCT MaTepujaTHe
UMIUIMKAIFje U APYruX BE3HUWKA y KIACUYHOj JIOTUIHU OrJiefa ce Yy TOME LITO MCTUHOCHE
BPEIHOCTH HCKa3a KOje MOMOhy HHX TIpajuMo jeIHO3Ha4YHO ojapehyjemo 3axBasbyjyhm
oaroBapajyhum HMCTMHOCHMM  (yHKIMjaMa KOjUMa T€ BE3HHKE HMHTEPIPETUPAMO.
3abopaBibebe Be3e M3Mely aHTeIe/IeHIIa 1 KOHCEKBEHCa je Ouia 1ieHa KOjy CMO TUIATHIIH Aa
OMCMO TOCTUTIIM HMCTUHOCHY (YHKIMOHATHOCT wuMmIutnkanuje. OHa HaM je 3a y3Bpar
oMoryhuiia mperu3HoCT, jacHONy, MOTIYHOCT Kao U OJUTyYMBOCT UCKA3HOT pauyyHa, U BErOBY
jenHocTaBHy anreOpusanujy. Ha nmpuMepy MaTepujaiHe UMIUIMKALIM]jE MOKEMO BHJIETH KaKO
jeIHa TIO3UIIHja KOoja 1MoJIa3u O]l CACBUM jeHOCTABHUX M Ha W3TJIC]] HAMBHUX MPETIIOCTABKH O

3HaYeHy MOXKE J]a IPOU3BEE BPJIO YCIICLIHE pe3yiTare.

Kao mro cmo Beh pekiu, eKCTeH3MOHAIHU MPUCTYI KOjH JI0JIa3d MPBEHCTBEHO KPO3
TEOPH]jy CKYIOBa je 1yOOKO YKOPEHeH y kiacuuHoj noruiw. LITa Buiie, untaBa rpaHa JOTHKE,
meopuja Mmooena 3acHMBAa Ce€ YIpPaBO Ha TaKBOM CXBaramy 3Hadewa. MehyTum,
eKCTCH3MOHAITHH TIPHUCTYII 3HAYEHY Y MATEMATHIIN HUje yBeK 010 qomuHanTtad. CBe 10 Ipyre
nonoBuHe XIX Beka, IMJb MareMaTHKE je IPBEHCTBEHO IIOCMATpaH Kpo3 MpPU3MY
U3pauyHaBama. BeNMKH TPEOKPET y HAYMHy pasMHUIUbakba O CBPCH M IHJbEBHMA
MaTeMaTH4KOr HUcTpaxkuBama, koje je Jlemmuu (Keith Devlin) y cBom wiaHkKy Ha3Bao
TI'emuneenuikom pesonyyujom [Devlin, 2003], omurpao ce menecerux roamHa XIX Beka y

HEMAa4yKOM Ipany l'eTuHreny.

[To /IeBnuHOBOM MHIILUBEHY, jeHA O IPEKPETHHUIIA T€ PEBOITYIIH]E je 01O Mpena3ak Ha
€KCTEH3UOHAIHO pPa3yMeBamke MaTeMaTHYKUX I0jMOBa, OJ KOjUX je jemaHn Ouo moceOHO
3HavajaH — nojaM gyukyuje. Panuje ce Ha pyHKIIMje I7Iea10 Kao Ha HEIlTO IITO j€ HEOIBOjUBO

0]l JeIHAKOCTH MOoceOHOT 00JIMKa Kao LITO je:
y =2+ 3x-5.

[Tojam yHKIHjE je OMO YCKO BE3aH 3a npasusio Wi npoyedypy U3padyHaBama JeTHAKOCTH
oBor THMa. bro je Be3aH 3a To kako 3a 1atv Opoj X KOju HA3UBAMO apeyMeHmMoM U3padyHaBamMo

Opoj Y KOju Ha3uBaMo gpednouhy.
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[Ipemazak Ha eKCTEH3MOHATHO CXBaTame (yHKIIM]jE, KOje je JaHac ommTenpuxBaheno
y MaTeMaTHIM, IoApa3syMeBa J1a ce GyHKIHja 4yuju je 1oMeH A a kogomeH B nedunumie kao
ckyn ypehenux naposa o0suka (apeymenm, epednocm) KOj je TakaB Jia CE CBAKOM apryMEHTY
13 cKyma A Moxke TIPHAPYKHMTH TadyHO jeJHA BPeJHOCT M3 ckyna B. 8 dynxmwja je, makre,
nmoceOHa BpCcTa penanuje, jeaHa mocedna Bpera ckyma. [locienuna oBor oapehema je na ce
3HaYeme n3pa3za kao mrojey = 2 + 3x - 5 BuIlle HE TOBOJH Y BE3y Ca IPABUIOM Ha OCHOBY
KOjer ce BpPEeIHOCTH NMPHUMHCY]y apryMeHTHMa. CBe MTO je BaXHO jecTe pe3ylTaT HEeroBe
MPUMEHE — TO KOje C€ BPEIHOCTHU IPHUITUCYjy KOjUM apryMeHTHMa. Ha Taj HauuMH, 3HaYCHE
rmojMa (pyHKITH]€ JIMIICHO j€ HeTOBUX MHTEH3MOHATHIUX KOMITIOHEHTH. T0 1M0jeTHOCTAB/bEHE CE
BPEMEHOM TI0Ka3aj10 BpJio KopucHUM. [lojaM GyHKIH]e je TaKo MOCTao MPenru3HO AePUHKICAH,
IITO HaM je OMOTYhmiio Jja HemTo BHIIE KakeMo O (yHKIMjaMa U lbUXOBUM cBojcTBUMA. Ca
Jpyre CTpaHe, TO MOjeHOCTAB/bCHE Ca COOOM HOCH EKCTEH3MOHAIHM3AIMjy KpUTEpHjyMa
uaeHturera 3a Gynkuuje. /Ise pyHkuuje Ha ICTOM JOMEHY U KOJIOMEHY CYy JeTHAKe aKO UCTUM
apryMeHTHMa MPUIIKCY]Y UCTE BPEAHOCTH, HaKO TO MOYKIa YHHE clenehn pa3nndynTa mpaBuia

IIOBC3HUBamA.

[lpema TOCT-pEeBONyIMOHAPHOM CXBaTamby IIpeAMETa M CBpPXE MaTeMaTuke,
MaTeMaTHKa je TI0OJMOBHA aHaJN3a, UCTPAKUBAE 3HAYerba T0jMOBa Kao TO cy GyHKuIMje U
ckymoBu. Mehyrum, 3nauere oBae Tpeda y3eTH MPBEHCTBEHO Y peepeHIjaTHOM CMUCITY.
Mpu omucyjeMo 3HaueHe MOjMOBA Y MAaTeMAaTHIM TaKO IITO HaJa3MMO WM KOHCTPYHILIEMO
oarosapajyhe mMatematuuke o0jeKTe KOjuMa Te MOjMOBE mpejacraBbamo. OHO HITO je OBje
MHTEPECAHTHO MPUMETUTH JeCTe /1a jé eKCTEeH3HOHAJIHU MPUCTYI 3Hauewmy, KOjU je yTKaH y
MOCT-PEBOJTYIIMOHAPHO CXBaTamhe MaTeMaTHKeE, jaKo OJTM3aK AyXy IUIaTOHU3MA. YTIPKOC TOME,
MHOTH MaTeMaTHyapH, HaydyHUIM a nocedHo ¢unozopu 20. Beka Cy ce CHaXXHO IPOTUBUIH
IUTATOHUCTHYKO] MO3uiMju y ¢uino3opuju marematuke. Mnak, To HMje CHpeduso Aa ce
eKCTEH3MOHAJIHU MIPUCTYII 3HaUCHY OJP)KU Kao JOMMHAHTHA MO3UIUja. JenaH oJ] pasiora ce
CBAKAaKO HAJa3W y HEOCIIOPHOM YCIEXY JIOTHKE, TEOpHje CKYIOBa Kao M TEOpHje MOjena.
3axBasbyjyhu TOM ycnexy, eKCTeH3MOHalIHa O0jallmbema MOocTala Cy MPUCYTHA HE caMo Y
norunu Beh, Beh u y ¢punozodpuju jesuka koja je mome Ouila MOTHBHCaHA. JelaH MmpuMep je
Teopuja 3Hauewma Jlonamma Jlejuncona [Davidson, 1967], xoja mHCIMpHCaHa MOJIEIICKO-

TeOpI/IjCKOM CEMAHTHUKOM IIOKYIIIaBa Aa 3HAYCHEC UCKAa3a CBEAC Ha lbE€TOBE HCTHUHOCHE YCJIOBC.

8 NaTa geduHMLMja ce OAHOCKU CaMOo Ha ToTasHe GyHKLMje, OHE KOA, KOjuX je BpeaHoCT dyHKuMje aeduHMcaHa
3a CcBaKu aprymeHT. ToTanHe PpyHKuMje cy nocebaH cayyaj napumjanHux GyHKUKMja, KOA KOjUX HUje UCK/bYYEeHO
a3 33 HeKe aprymeHTe pyHKUMja He gaje HMKaKBy BpegHocT. O napuujanHnum dyHKUMjama hemo KacHuje y paay
BULLIE FOBOPUTH.
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Uunu ce nma je jemaH oj pasjora 300T KOjer Cy €KCTEH3MOHAIIHO OpHjeHTHCaHa
CEMaHTHYKa pa3MaTpama MocTaja mpeBiaaaBajyha mpBeHCTBEHO Y MATEeMATHIIN, Al U IIIHPE,
Taj INTO HaM EKCTEH3MOHAIHU MPHUCTYI MpyXka MOCEOHY BPCTY jETHOCTABHOCTH. Tume
3a00MJIa3UMO MPOOJIEME KOjU € TIOCTaBJbajy IpeI 0JMOBHY aHAJIM3Y Koja Ou Tpebaio 1a ce
0aBu cajipkajeM IaTUX MOjMOBa, a HE caMO BbUX0BOM pedepennirjoM. Ako cieaqumo dpereose
3aKJbydyKe Jla CMUCA0 Tpeba J1a mocMarpamMo Kao HEmTo 00jeKTHBHO, OHJIA OM Ta MOjMOBHA
aHaJM3a Mopaja Ja pa3ilydyd CMUCA0 OJ] Cy0jeKTUBHOT ciioja 3Hauema. Ca apyre cTpaHe, YMHU
Ce J1a j€ TeIIKO MOCTHhH 00jeKTUBHOCT, HEIBOCMHUCIICHOCT M MPEIU3HOCT Y oapehemy cmucia
HEKor 1mojMma (Koje cy BakHe MoceOHO Yy MaTeMaTHIIM) KaKBY HAJIa3UMO Y oJipehermy Hmerone
pedepennuje. Y ckiamy ca TuMe, HajBeha morenkoha 3a MHTEH3MOHATHH MPUCTYIT €& MOXK/Ia
cactoju y ¢popMyiIHcamy jaCHE M MPEeUn3He HHTEH3MOHAIHE penanuje cunonumnocmu. Kana
3HAYCHY MPUCTYIIAMO EKCTCH3MOHAIHO, pelalidja CHHOHMMHOCTU C€ CBOJY Ha jeIHAKOCT
pedepennumje. [Ipumepa paau, CHHOHUMHOCT JiBa CKYITOBHA HM3pa3a Ce€ CBOJM HA jETHAKOCT
IBUXOBHX WiaHoBa. Ty Jakiie MOCTOju HEKaKBa PEIyKTHBHA KOMIIOHCHTA KOja CHHOHHMHOCT
objammaBa Tako INTO je peAyKyje Ha HemTo ImrTo Ou Tpebaso na Oyae jacHUje WA
HerocpeaHuje. JacHo je 1mita 3Hayu pehu J1a Ba CKyIa uMajy UCTe elieMeHTe. AJM, OHO IITO

HUje y MOTIIYHOCTH jJaCHO jecTe KaJia 1Ba CKYIIOBHA U3pa3a UMajy UCTH CMHUCAO.

Taj mpoOnem ce y HEeKOM 00JIMKY TOCTaBJba U npea OpereoBo cxpBarame MMeHa. Pekim
cMo aa ce kox dperea cMrUCa0 UMEHA CACTOJU C€ Yy HAUHMHY MPEICTaBIbamba, Y TOME KAKO WIH
Ha 0CHOBY ue2a TO UMe O3HayaBa objekar koju umenyje. [Ipema Tome, 1Ba nmeHa 6u Tpedaso
na Oyay CHHOHHMMHA aKO O3HayaBajy MCTE€ O0jeKTe M aKo TO YMHE Ha MCTH HauuH. [lojam
JjeOHaxkux Hawuma npeocmasnsarba MehyTuM, moceOHO y BE3M ca MaTeMaTHYKUM H3pa3uma,

HUje T0OBOJLHO TpEIU3HO u3jioxeH y [Frege, 1891].

YuHu ce aa npobieM nepuHNCakha HHTEH3UOHAIHE pefalije CHHOHUMHOCTH Koja Ou
yjeaHo Ouiia 1 MaTeMaTHUKHU Mpeld3Ha U HeTpUBHjaiHa (HECBOIUBA Ha pedepeHIIn]jy), MOXKe
OuTH jenaH oj pasjora 300r yera jeé MHTEH3MOHAJIHHU IMPUCTYI IOCTA0 Yy BEJIHMKO] MEpHU
3aHeMapeH y JIOTHIIM U MaTeMaTuI|. [Ipyru pa3ior je, Kao mTo CMO PEKIIH, HEOCTIOPHU yCIeX
TeopHja Koje ce 3aCHUBAjy Ha €KCTEH3NOHAIHOM MPUCTYITY. 3aj€AHO, TH Pa3JI03H Cy TOBEIH JI0
(MMIUTMLIMTHE) MpPeTHOCTaBKe Ja je MPEelM3HOCT IMOTpeOHa 3a MaTeMaTU4Ky aHalu3y
HEOJIBOjUBA OJ €KCTeH3HOHalHe mno3unuje. L{ub oBOr paga jecre na ce TOM yBepemy
ycrpotuBu. Ilokazahemo na ce WMHTEH3MOHAIHE KOMIIOHEHTE 3HAa4YeHa MOTY TPEICTAaBUTH

MpEeU3HUM MaTeMaTH4YKuM cpeactBuma. [lokymahemo na mokakeMo Kako eKCTeH3MOHAHA
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MEePCIEKTHBA HE CaMO IIITO HUj€ YBEK HYXKHO MMOJIa3UIITe Y MaTeMaTUI, Beh HeKaJ Moke OuTH

HCITIOXKCJbHA.

1.4. UHTEeH3MOHAJIHOCT Yy JIOTHIIH

[To3naru noruyap Kypt I'enen (Kurt Godel) je cmatpao ga 6u ce mojam cMuciia Morao
dopmanuzoBatu ¥ Ja OM TakBa IMPOMEHa IMEPCHEKTHUBE Y JIOTHIM MOIJa JOHETH 3HadajHe
pesynrate. ° Mako cy merobe uieje 0 MHTEH3HOHAJIHOj JOTHIHM OcTale 3a0eekeHe TeK y
HarloMeHaMa, jacHo je 1a Ou nmpema ['ee10BoM cXBaTamy, HHTEH3MOHAIHA JIOTHKA Tpebaio a1a
Oy/ie HATMK TEOPHjH CKymoBa. To je cyreprucaHo v lbeHHM UMEHOM, jep OBY JIOTHKY [exen je
Ha3Bao meopuja nojmosa. OHa Ou Tpebaso na Oy/Je 3a MOJMOBE OHO ILTO je TEOpHja CKYIOoBa

3a CKYIIOBC.

[Ipema I'exenoBoM MHUIIBEHY, TEOpHja MojMoBa Ou Tpebano ma Oyme Teopuja Oe3
tunosa (eHr. type-free) u y ckiany ca TuMe, IpUMeHa 1ojMa Ha 00jeKat KOjH MOJ1 iera MoTraaa
je 3aMHUIIJbeHa Kao HeorpaHuueHa. Ha Taj HauuH, penanuja npunagama Koja mocToju u3mehy
YJlaHa HEKOT CKYTIa M CaMoT TOT CKyIla ¥ pejialiyja MoTnajama HEKOT 00jeKTa 1o 1mojam Ou ce
Mopaie pasnukoBatd. Jlok je, 300r mocrojama napajaokca, y ZF akcnmomaruzaiuju Teopuje
cKymnoBa Hemoryhe aa ckym O0yze uiaH camor cebe, ['ezen je cmarpao 1a 6u y ciydajy nmojMoBa

Tpebasio JOMYyCTUTH CaMONIPUMEHY.

I'enenoB paja Ha MOJbY MHTEH3MOHATHOCTH HUje HUKAJA 3a700M0 (GopMy 3aBpIIEHOT
cucrtema, Beh ce cacrtojao y ujaejama u CMEpHHIIaMa O TOME Kako OM MHTEH3MOHAIHA JIOTUKA
Tpebasno na usraena. Ca apyre crpane, Uepu (Alonso Church) je aktuBHO paauo Ha pa3BHjamy
dopMmanHOr cucremMa y KojeM OM ce MOTIIM MpENCTaBUTH Kako pedepeHiuja (JeHoTanuja)
TepMa TaKo M KeroBa HHTeH3HUja Kojy je Uepu Ha3Bao nojmom (enr. concept) [Church, 1951].
Omno mITo je Yepua npBEeHCTBEHO 3aHUMAJIO OMJIa je penanuja u3mely ctBapu 1 rnojma rnoj Koju
Ta cTBap motnaga. MehytuMm, nok je ['egen BepoBao na WHTEH3MOHANHA JIOTHKA Mopa OUTH
Teopuja 6e3 TuroBa, Yepy je CBOj paja 3acHOBAO Ha JaM0jaa payyHy ca TUIIOBHMA. Yepuyoa

TeopHja cycpena ce ca MmpoOieMrMa KOH3MCTEHTHOCTH KOjU Cy JOBENH J0 MHOTOOPOJHUX

°TeenoBM KOMEHTapy 0 MHTEH3MOHAAHOCTU Mory Aa ce Hahy y [Wang, 1996, p. 247-287] v [Crocco et al, 2017].
Buwwe o NeaenoBom cxeaTakby MHTEH3MOHA/MIHOCTU YnTanal moxe Hahu y [Kosti¢, 2021].
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mokyiraja ga ce ona npedopmynuie [Church, 1973; 1974; 1993]. Melytum, T mOKyIaju

HaXaJIOCT HUKAJ HUCY IPOU3BC/IM KOHAYHY U 3aBPIICHY MHTCH3UOHAJIHY JIOTHUKY.

VY oBom pany Hehemo ce OaBUTH HMHTEH3HMOHAIHOM JIOTMKOM. Hamr muss je na
UCTPAXXKMMO T10jeIMHE TPUMEPE IIOjMOBHE aHAIM3€ YHYTap JIOTHKE U MaTEMaTHKE KOjU y3UMajy
y 003up He camo pedepeHnnjy Beh u cmucao nojMoBa kojuma ce 6aBe. Kenmumo na ncruramo
Ha KOjH HAYMH CE CMUCA0 TUX I10jMOBA MO>KE MTPEICTABUTH MAaTEMAaTHUYKHM CPEJICTBIUMA. YJIOora
I'enenoBux u YepyoBuX Hjaeja O MHTEH3MOHAIHO] JIOTUIM Y OBOM pajay MMa MPEBACXOIHO
XEYPHCTHUKY yJI0Ty. AJlM, TO HE 3HAa4U J]a HEeKH pobiemMu kojuma cy ce I'exen u Uepu OaBuin
HHUCY pENeBaHTHM 3a Halla pa3MaTpama. Haumme, 3a jenHo O] LEHTpPaTHHX IHUTamka
MHTEH3HOHAIHE JIoruke Yepd y3uma npo0sieM HIeHTHTeTa MHTeH31]ja — Ka/ia 1Ba UMEHa UMajy
ucty untensujy. ¥ paay [Church 1951] on npemiaxe Buiie Moryhux pemiema Tor npoodiiema.
[Tomro cy umena xon Yepuya mpukazana jamOaa TepMuMa, NMHUTAmbE jETHAKOCTH CMHUCIA
MocTaje MUTamke Kaja JBa jJamOJa TepMa H3pakaBajy UCTH Caapikaj, Tj. KaJa UMajy HCTY
uHTeH3njy. To je mpobiem kojum hemo ce y HemTO ApyradujeM KOHTEKCTY, OaBUTH Y

MoTJIaBJby 4 OBOT paja.

1.4.1. ﬂOKCL’)’HO meopujcxa CeMAHMUKA U 3HAYere 6E3HUKA

Jlo cama cMO O CMHCIIy HEKOT HM3pa3a TOBOPWJIM YIJIaBHOM Kao O HEYeMy IITO ce
neduHuIIe Y 0JHOCY Ha BeroBy pedepenyjy. Bunenu cmo na @pere cmucao umena oapehyje
Ka0 HauMH INpeJ/icTaBlbamba pedepeHTa Tor UMeHa, JOK CMHCA0 IpeauKara J0BOJIU Y Be3y ca
MPaBUJIOM, WJIM YCJIOBUMA MO/ KOjuMa ofpehyjemo meroBy pedepenunjy. lakie, unHu ce aa
j€ 3a TIOMEeHyTe BpCTe u3pa3a pedepeHirja y HEKOM CMHUCTY TpUMapHa, JOK C€ CMHCA0
Ne(UHHUIIE TEK y OJHOCY HA K>y, Kao TIPaBUIIO UIH yCJIOB MO KojuM ce oHa oxpehyje. 0 Takso
CXBaTame CMHCIA, MOCIEIUIa je MpHUXBaTamka JIECKPUIITUBUCTHUKE CIHMKE je3MKa Koja je
npucytHa koj @perea. [Ipema TakBoj cimiy, OCHOBHA (yHKIIH]a Je3UKa JeCTe Ja onucyje CBET
oko Hac. CxogHO ToMe, (yHKIM]ja je3uKa Ja UMEHyje, 0O3HauaBa win pedepupa Ha 00jeKTe
3ay3UMa [IEHTPaJTHO MECTO, 10K Cy OcTalle npeckpunmuseHe QyHKIHU]€ je3UKa KOjUMa ce HeITO

Hapelyje, mponucyje, nnu nura cekynaapae [Maksimovi¢, 2016].

0 Yuum ce pgoaywe na m3yseTak npeacTaB/ba CXBaTakbe CMMCAA MCKasa Koju ®dpere pasyme Kao MUCAo.
Oapeherbe cmucna MCKasa, OAHOCHO cagpKaja Mucau ce Kog dperea, 3a pasnvKy of ButreHwrTajHa, He
opgpehyje y o4HOCY Ha MCTUHOCHY BPeAHOCT TOr UCKa3a.
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Crnenehu rnenumnra kacHor Burrenmajua [Wittgenstein, 1958] koju je kputukoBao
JECKPUNITUBUCTUYKY CIIMKY j€31Ka, MO)KEMO MTOHYAUTH U jeHO IIHpe oapeheme cMucia, Koje
HE MPETIIOCTaBJba Ja je yrnorpeda HeKOT je3MUKOT u3pa3a yBeK pedepeHIINjaTHOT KapaKkTepa.
[Ipema ToM cxBaTamy, CMUCA0 HEKOT JIMHTBUCTHYKOT M3pa3a P HHje 3aCHOBaH y NpaBUIMMa
Ha OCHOBY KOjUX ce merona pedepenija oapehyje, Beh y npapmimma xoja oapel)yjy merory
ynompe6y. Y cKllaqy ca TUMe, MOkemo pehu na nBa je3nyka m3pa3a uMajy UCTH CMHCA0

YKOJIMKO UCTa MpaBmiIa ojipelyjy \UXOoBY yrnoTpeoy.

[Mpuctyn 3HauYeHy KOjH CMO TOpE OMMCAIU 3aCTYIUbEH je Y OOKA3HO Meopujckoj
cemanmuyu (enr. proof theoretic semantics). ! Ta Teopuja ce 6aBM 3HAYEHEM JOTHUKHX
KOHCTaHTH, a IPBEHCTBEHO JIOTHYKMX BE3HUKA. BE3HHIH ce HE MOCMATPajy eKCTEH3HOHAIHO,
Ka0 eTUKETE 3a MCTUHOCHE QyHKuHUje Beh ce nedunuiny ¢ynkyuonaino — Ha OCHOBY BUXOBE
yiaore y neaykiujama. OBa WHTEH3WOHATHA CEMaHTHKAa je 3acHOBaHa Ha (HOPMATHUM
CHCTEeMHUMa TPUPOHE JEAYKIIHjE, TPETEKHO 38 HHTYMIIUMOHUCTUYKY JIOTHKY, KOJU CYy Y AYXYy
I'ennienoBux cucrema u3 [Gentzen, 1935]. V Tum cucteMuma, CBaku BE3HUK j€ 3aaT MapoM
JIOTMYKHX MpPaBUiia KOja ce Ha3UBajy npasuia 3a yeohere U npasuid 3a eTuUMUHaAyujy 0amoe

B6E3HUKA.

[IpaBuIo 3a yBoheme n-apHOT Be3HHKA * M3paxkaBa yCIIOBE MO KOjUMa j€ T03BOJHEHO
HETIOCPEIHO 3aKJbYYUTH HCKa3 oOnmka * Ap ...A,. [lpumepa pamu, mpaBuio 3a yBohema
BE3HMKA KOHJYHKIIM]e A (JJOTUYKO u) T03BOJbaBa Jia ce u3 JiBe npemuce A, B 3axibyun AAB.
M3BohemeM OBOT 3aKJbyuKa Ka)keMO jOUI U Ja CMO yeenu KoHjyukyujy. IlpaBuiio 3a yBohemwe
TUC]YHKIIHUjE V (JJOTHYKO uu) Kaxke Ja ce ucka3 oonmka AvB Moxe TUPEKTHO 3aKJbYIUTH U3
npemuce A win u3 npemuce B nojenunauno. M3Bohemem 0BOr 3akjbydka KakeMO JOII U J1a

CMO y6eu KOHjYHKYUJY .

Ca npyre crpaHe, MpaBWIO 3a €IMMHHAIM]Yy NM-apHOT BE3HHUKA * MPOMHUCYje IITa
MOKEMO JIeTyKOBaTH ciykehu ce uckazom obnuka * A ... A, kao npemucom. [Ipumepa paau,
MPaBUJIO 32 EIMMUHAIIM]Y KOHJYHKIIM]e Kake HaM Jia u3 mpemuce AAB MOXeMO 3aKJbY4YUTH
owio A, buno B. U3Bonehu Taj 3akibydak, MU CMO enumunucaiu Kowjyuxkyujy. [lpaBuno 3a
SIIMMUHKCAE TUC]YHKIIM]E je MaJlo CI0KEHHUje, ajli U JlaJbe BeoMa MHTYUTHBHO. [la Gucmo
eIMMUHUCAIN JUC]YHKIHM]Y AvB moTpeOHO je Ja IpeTrnocTaBUMO A M OCHM TOra Ja jOoul

npernoctaBuMo B. Ako u3 o0e XHUMOTe3e ycleMO HEe3aBHCHO JAa JohjeMo 110 3ajeJHHYKOr

11 33 npuKas OCHOBMX MAeja [AOKA3HO TEOPUjCKE CemaHTMKe 3auHTepecoBaHor uuTaoua ynyhyjemo Ha
[Schroeder-Heister, 2012a].
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3akJbydka C, IpaBUIIO 32 €TMMMHAIN]Y JOIYIITa HaM J1a U3BeleMO 3aKiby4yak C ¥ Ha Taj HAYMH
SIIMMUHHILIEMO JUCjyHKIHM]y. Xunoreze A u B ce He cmaTpajy BUILIE pElIeBaHTHUM 3a JaJbu

TOK JeIyKIHje ¥ 300T Tora ce Npu eNUMUHHUCABY Npeypmasajy.

VY 110Ka3HO-TEOPHjCKOj CEMaHTHIM JOTMYKM BE3HHK c€ Ae(UHHUIIE MpaBUIMMA 32
BEroBo yBohewe u enmuMuHanujy. [locroju Tpamumnuja, xoja motude on I 'eHileHa, na je
yoOHMuajeHo y3MMaTH MpaBuiia 3a yBoheme Kao mpuMapHa JIOK ce MpaBHia 3a CIMMUHAIN]Y
pasyMejy Kao HBHXOBE MOCeauIle. JeTHO NCTPAKUBAKE CYTepHIIE, TOYIIE, 1A j& BPEMEHCKH
penocien KojuM CTHYEMO OBa MpaBWiia y MEHTAIHOM pa3Bojy oopHyT [Kosti¢, Maksimovic,
Milosevi¢, y npunpemu]. Maejy na npaBuia 3a eMMHHAIM]Y UMajy TpUMAr y OJHOCY Ha
npaBuia 3a yBoheme Hamazumo y [Dummet, 1991, ch.13] u ona ce merasbHHje pa3marpa y

[Prawitz 1971], xao u y [Schroeder-Heister, 2015].

HesaBucHo of Tora Kojy rpymy npaBwia Ou Tpebano y3eTH Kao MpHUMapHy, Ja JH
IpaBuiia 3a yBol)ewe MU eIMMHUHALN]Y, CBAKAKO MOXeMO pehin /1a je 0THOC OBUX MpaBHia O]
BEJIMKE BOKHOCTH 32 JIOKA3HO-TEOPHjCKY CEMAaHTHKY. Y ['eHIIEHOBOM padyHy CEKBEeHarTa, OBaj
OJTHOC C€ OJICITUKaBa y CHMETPHjH KOja MOCTOjU n3Mel)y npaBmiia 3a yBoherme JIeBo U JECHO 0]
paMIe MW Koja ce HeKaj y JOKa3HO-TEOPUjCKOj CEMAHTUIM HAa3UBa NPUHYUNOM XAPMOHUje,
Buzetu [Schroeder-Heister, 2012a, section 2.2.1.]. Taj npuHIUI Be3aH je 3a YHHCHHUILY Ja Ce
MHTYMIMOHUCTUYKY BE3HUIIM KapakTepuiny adjyukyujama [Dosen, 2001]. 3axBasbyjyhu Tome,
yJora Kojy OHM MMajy y JeAyKlHujama a Koja ce Y JOKa3HO-TEOPUjCKOj CEMaHTHUIM CMaTpa
KOHCTHUTYTHBHOM 32 FbUXOBO 3HAYEHE, MOXKE CE OIHCATH JIBOJIMHHU]CKUM IPABUIMMA y OKBUPY
cekBeHTHOT pauyHa [Dosen, 1989; Schroeder-Heister, 2013]. Uspa3 dsoaunujcka npasuna
JI0JIa3u OTyJla IITO CE Ta MpaBWJia MOTY YMTATH HA J[BA HAYMHA, OJI03T0 HAJ0JEC M OH0370

Harope.

1.4.2. Humyuyuonucmuuka 102uxa u 0e0yKyuja

Jom mpe mojaBe J0Ka3HO-TEOPHjCKE CEMaHTHKe, KOja je peJaTHBHO MJaja Teopuja
Hactaja 90uX ToAMHA MPONUIOT BeKa, MPBH WHTEH3HOHAIHH MPO00j Y JIOTUIM HAYNHWIN CY
WHTYUIIMOHUCTH. VHTYWIIMOHUCTHYKA JIOTHKA je MOCTaia MOo3HaTa 10 TOMe MITO oadairyje
3aKOH HUCKJbyuema Tpeher: AV —A Huje Teopema Te Joruke. [Ipema TpaauIMoOHAIHO]
MHTEpHpeTaluju, ol0alrBamke 3aKoHa HCKJbydema Tpeher objamrmaBa ce Kao MOCIEAMIA

NpUXBaTama KoHcmpykmususma. KOHCTpYKTHBH3aM je mo3ulrja y Gpuino3opuju MaTeMaTuke
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pemMa K0joj MaTeMaTHIKHA 00j€KTH HeMa]y HE3aBUCHO TMOCTOjambe Kao MITO TO UMaJy (PU3HUKH
objextn. > OHM Cy caMO KOHCTPYKIHje JbYJACKOT yMma. = VICTOpPHjCKHM TIOCMATpaHo,
MHTYUIIMOHUCTHYKA JIOTHKA je M HacTala Kao (popManHu u3pa3 KOHCTPYKTUBUCTUYKHX H7Eja
y ¢mio3oduju Maremaruke. MaTeMaTH4apu KOjU Cy C€ MPUKIOHWIA MUHTYUITHOHUCTHUYKOM
MOKPETY OMITU CYy KOHCTPYKTUBUCTH KOjU Cy cMaTpaiu Jaa Gpuiio3odcka riienmTa o Ipupoan

U IIMJbEBUMA MaTEMaTHKe MOBJIaue ca coOOM U opeleHe JIOTHUKe MoCeIuIIe.

3ay3uMame KOHCTPYKTHBUCTUYKE TIO3MIIMjE TIOBJIAYU ca COOOM peneuHHCcamke TojMa
UCTHHE Yy MaTeMaTHIIM. 3a TUIATOHUCTY, UCTHHA HEKOT MCKa3a MaTeMaTHKe CAacTOjH ce Yy
MOKJIanamy ca YnibeHuIaMa. [IpeMa MUIIbelhy KOHCTPYKTHBHCTA, HE TIOCTOjU TUIATOHOBCKU
CBET MaTEeMaTHUYKKX 00jekaTa. berope unmeHHIIE CaMO CYy YHEHCHHIIC JbYCKOT yMa. 300T Tora
HCTUHOCHA BPCAHOCT MATCMATHYKHX HCKa3a Mopa 6I/ITI/I 3aCHOBaHa y HCUYCMY LMITO YM
KOHCTPYHIIIE W IITO MY j€ HEMOCPEIHO JOCTYIHO. AJIM, TO HE 3HAa4YM Jla je HCTUHA Y
MaTeMaTHIIM TPou3BoJbHA. [lojaM UCTHHE MOpa OMTH 3aCHOBAH HAa TOME KakKo M 300T Yera ce
HCKH UCKA3 Yy MaTCMaTUul IpuXBaTa Ka0 UCTUHHT. Tako ce 3a KOHCTPYKTUBHUCTC UCTHHA CBOAU
Ha dokaszusocm. [IpemMa TOM IIICAMINTY, KaJia y MaTEMATUIU TBPIUMO Jia UCKa3 A BaXKH TO HE

61 Tpedaso cxBaTaT kao A je ucmunumo, seh xao A je doxazuso.t*

3acTynaTti OBO CTAaHOBHIIITE 3HAYM OAOAIMTH 3aKOH MCKJbyuerma Tpeher. Heramnuja ce
O0MYHO y MHTYMIIMOHMCTUYKO] JOTUIM HE y3uMa Kao NMpUMUTHBHA Beh ce Heramuja ox A
nebunuie kao A nosnauu ancypo (A =1). Ilpema ToM cxBatamy, 3aKOH HCKJbyuera Tpeher
6u Tpebano yMTaTH Kao: uru je A doxkazueo unu ce uz A moowce oedykoeamu ancypo. To
TBphewe MehyTuM, HHje onpaBIaHO MPUXBATUTH & Priori 3a mpous3BosbHO A, GapeMm He 0e3
W3BECHUX [IOJIATHUX TPETIOCTaBKU. Y TPWIOT TOME TOBOPH UYME-CHHIIA J]a TIOCTOj€ HEKH
MCKa3W Kao IITo ¢y akcroma u3bopa (ckpaherno AC — axiom of choice) koja je KOH3UCTEHTHA
ca ZF (Zermelo-Fraenkel akcrmomarm3aiuja Teopuje CKymoBa), alnu je TO Takohe W meHa
neranuja. *° ITox npernocraBkom ja je ZF kon3ucTenTHa Teopuja, ZF He nokasyje nu AC Hu

HEHY Heraiujy.

12 33 Buile geTa/ba O KOHCTPYKTUBM3MY M O TOME KaKo je OH NOoBe3aH ca MHTYMLIMOHM3MOM Yutaoua ynyhyjemo
Ha [Dummett, 1978, nocebHo p. 50-66, 215-248].

13 To He 3Haun mehyTm fa 61 KOHCTPyKUMje Tpebano oBAe CXBAaTUTU Kao cybjeKkTUBHe. Mako HbUXOoB
MeTapU3MYKK CTATYC HUje Yy NOTNYHOCTU jacaH, YNHW Ce Aa je HUXOB peannTeT cacBUM 6M3aK nojmy
UHMepcybjekmusHocmu Koju Hanasmmo Kog, KaHta.

1433 jegHy Apyraunjy MHTepnpeTaumjy MHTYMLMOHUCTUYKE NoruKe BuaeTn [Maksimovié, 2016].

15 Akcnomom nsbopa ce TBpAM A3 3a CBaKY KONEKLMjy HENPa3HUX CKYNOBa NOCTOjU CKYN KOjU CaApKu TauHo no
jelaH enemMeHT M3 CBAKOr Of, CKYNOBa U3 Te KoNeKuuje.
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Jlakie, mpuxBaTame KOHCTPYKTHBH3Ma MOBIAYM ON0ALMBAamE 3aKOHA HCKIbYUCHA
Tpeher W Ha Taj HAauMH Mewma M Hamy Joruky. OHa BuIe HUje KilacuuyHa Beh
MHTYUIIMOHUCTHUYKA. 3axBaJbyjyhu 3aKOHY UCKIJbyuera Tpeher, y KIIaCHuHO] JIOTHII MOKEMO
nokazatd ——A = A. YV HHTYMIMOHHUCTHYKO] JIOTUIM MelyTum, To He Mopa OUTH Ciyd4aj.
JIBocTpyKa Heranuja He oBJIayu UCTUHY. M3 Tor pasiora, 4ecTo ce Heranuja y3uMa Kao Tauka
y K0jOj ce oBe ABe JIOTHKE pazmumonnasze. Mehyrum, cnenehu Jlomena, MokeMO MOHYIUTH
JeOHO Ipyraddje CXBaTamke WHTYUIIMOHUCTUYKE JIOTUKE, KOje€ HHUje HYKHO IIOBE3aHO ca
KOHCTpyKTUBH3MOM. [Ipema cxBatamy KOje je€ OH 3acTymao, pasiuka wusMmehy
MHTYMIMOHUCTUYKE 1 KJIACHYHE JIOTUKE HUj€ yTeMeJbeHa Ha a3y y pa3yMeBamy Heramuje,
Beh ummukarwmje [Dosen, 1989]. Hanme, uMiuinkaiiija KJiacHuHe JIOTHKE j€ MaTepUjaiHa, OHa
Ce MOX€ CBECTU Ha Heraiujy u Jucjynkuujy. Jpyrum peunma, Axo A, onoa B ce y Kj1acu4uHoj
Joruiy  Moxke gepuHMcath kao He A wmu B. Ca gpyre crpaHe, HMIUTHKAaIM]a
MHTYHLIMOHUCTUYKE JIOTUKE ce, Oaml Kao HM WMIUIMKaluja OOMYHOT je3uKa, HE MOXKe

nepuHUCATH UCTHHOCHO-(DYHKITH]CKH.

Moskemo pehin 1a MaTepujaaHa IMIUTMKAIH]ja TPEICTaBIba [10jeJHOCTAB/bCHE BE3HUKA
axo onda u3 oOMYHOT je3uka. Haume, y CBaKOJJHEBHOM T'OBOPY 3HAUYCHE AKO OHOA 3aCHOBAHO
je Ha MoBE3aHOCTH U3Mel)y aHTele/ieHca u KoHCekBeHca. Kol MaTeprjaiHe MMIUTUKAIH]e OBaj
CETMEHT 3Hauema ce Tyom. To je 3aro mTo ce y KJIacHYHO] JOTHIM OMIIO KakBa Be3a m3melhy

aHTeIle/IeHCa U KOHCEKBEHCA KOja HUje NCTUHOCHO-(YHKIIN]CKAa CMaTpa UPEJICBAHTHOM.

VY pany [Frege, 1879, p. 13], ®pere uznocu riaeauimiTe aa Be3e uamel)y aHTereeHca u
KOHCEKBEHCa HHUCY JIe0 3Hauema HMIUIMKalyje, Beh Tpe HemrTo Ha OCHOBY uera ce
UMIUTHKaIja Moske TBpauTH. OBo riieauiiTe aenyje Beoma omucko I'pajcoBom [Grice, 1989].
[Ipema I'pajcoBoM MuLIIbERY, MOXKE ce pehu Ja je cpxk 3HaueHa BE3HUKA ako oHOa yxBaheHa
MaTeprjaTHOM UMIUTHKAIjoM. OcTalli CEMaHTHYKH aClEeKTH KOje Y TOBOPY IOBOJMMO Y BE3Y
ca OBMM BE3HUKOM, Kao IITO je MOBEe3aHOCT M3Mel)y aHTeleieHca 1 KOHCEKBEHCa, He TIPUIajiajy

BCTOBOM 3HAYCH: Y Beh ce MOTY IIPpUITHCAaTHU NMPETIIOCTaAaBKaMa palfMOHAJIHUX T'OBOPHUKA.

Jenno npykumje oOjamimerme 3HaueHha HMMIUIMKAIM]€ MOTJIM OMCMO J1a TOHYAHMO
ocnamajyhu ce Ha [Dosen, 1989]. Mako Hac y JOTHIIM ¥ MAaTEeMAaTHUIM HE 3aHUMAajy y3pOUHE
Bese m3Mmely morahaja, m Te Kako Hac 3aHUMajy JeAYKTUBHE Be3e u3Mel)y uckaza. Y
MaTeMaTHIIH, IUTamka Koja ce THUy UMIUIMKaluja oonuka Ako A, onoa B He Mory ce cBecTu Ha
MUTakba UCTHHOCHUX BpeaHOcTH A m B, Beh ce decto TW4y TOra Kako ce uckaz B Moxe
dedykosamu W3 uckaza A. Y ckiany ca tume, OmIo Ou oMasio HEIPUMEPEHO TBPIUTH JIa CE

3Ha4YeHe BE3HUKA aKO OHOA Yy MaTeMaTHIM MCLPIUbYje Y UCTMHOCHO] (QYHKIMJU U Jla cama
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NeAyKIMja He YAHU HeroB OuTaH acmekT. O ToMe CBEeIOYM jaka Be3a Koja MocToju u3Mmehy
UMIUIMKAIFje U JeNyKIHje KOjy y HMCKa3HO] M TPEAMKATCKO] JIOTHIM ONHCYje meopemda
oedykyuje. Ta Teopema MmodrBa Ha IMOjMY JOKa3a M3 XHMIIOTE3a M HOME Ce TBPAM Ja aKo Y
XHJIOEPTOBCKOM CHCTEMY 33 MCKa3HY WU MPEAMKATCKY JIOTUKY TIOCTOjU JI0Ka3 3a ucka3 B u3
ckyma xumnote3a [' U A, oHa y TOM crcteMy ocToju Jokas 3a A = B u3 ckyna xumnotesa ['.
Ha wuzneju XWUIIOTETHMYKOI 3aKkjby4yMBamka 3aCHUBAJy ce (OPMAIHU CHCTEMH IMPUPOJAHE
JelyKIMje, Ka0 M y HEIITO JpyrauujeM pyxy, pauyH cekBeHaTa. Teopema neaykuuje Ham
MoKa3yje Ja C€ XHIIOTETUYKO 3aK/byYMBa€ MOJXE OIOHAIIATH Uy XHIOEPTOBCKUM

CUCTeMHMa, 0 YeMy hemo BHUIlle OUTH y IPHITUIH J1a K&XKEMO Y IPYTOM MOTJIaBIbY.

IIpema JlomeHOBOM MHUIUbEHY, HEAYKIHja j€é OHO IUTO KOHCTUTYULIE 3HAYEHE
UMILUTHKALKje Y MHTYUIMOHUCTHYKO] Joruuu [Dosen, 1989]. ¥V npupoaHo-aeIyKIInjcKoM
CHCTEMYy 3a HMHTYHIIMOHHCTHYKY wHcKa3Hy Joruky NJ yBenenom y [Gentzen, 1935],
UMIUIMKAIFja je KapakTepucaHa, Kao W CBU JPYTH BE3HHUIM, NMpaBWIMMa 3a yBoheme u
enumuHanyjy. [IpaBuiio 3a e1MMuHaLIN]y UMILTUKALM]€ 103B0JbaBA J1a Ce U3 JBe Ipemuce, 4 =
B u A, nenykyje 3aksbydak B. [JIpyru, mo3HaTtuju Ha3uB 3a TO mpaBuiio je modus ponens.
[IpaBuiio 3a yBohewe umrnkanuje Mmoxe ce popmynucaru Ha cnefaehu nauun. Heka je I' ckyn
¢dopmyna, moryhe npasan. [IpaBuno Ham kaxe j1a ca A0kasa 3a B u3 xunoresze A U Xunoresa
y I' Mmoxxemo na npehemo Ha joka3 3a A = B u3 xunoresa I'. Y npupoAHO-IEAYKIHjCKOM
CHCTEMY 3a MHTYWIMOHUCTHUKY JIoruky NJ camo Ta 1Ba mpaBuia ce IpPETIOCTaBibajy 3a
WHTYUIIMOHUCTUYKY uMIUIHKaMjy. Jla Omcmo wu3 dopmannor cucrema NJ mnpenum y
IIPUPOJHO-IEAYKLIMJCKU CUCTEM 3a KJIacHuHy McKa3Hy Joruky NK, motpebHo je na cucremy
NJ nonamo 3akoH HCKJbyuema Tpeher kao akcuomy. Wiy, mTo je eKBUBAJIEHTHO, /1a CUCTEMY
NJ npunpyxumo [lepcoBo mpaBuiio U3 Kojer ce 3ajeJHo ca ocTaauM npasuiauma u3 NJ 3akoH
uckJpyuewma Tpeher Mmoxxe nenykosatu. Heka je I' ckyn ¢opmysna, KOju Moxe OUTH U Ipa3aH.
IlepcoBo npaBuiio Kaxe Ja ca gokaza 3a A u3 I' u xunoreze A = B moxemo npehu Ha 10Ka3
3a A KOju ce ocnama camo Ha xunotese u3 I'. To mpaBuio ce nakjie THYE MUMILIUKAIMjEe U
HeMmoryhe ra je onpaBaaTy Ha OCHOBY MpaBUJjia 3a yBohewe U eIMMUHALIM]y OBOT Be3HUKa. OHO
HOCH JIOJIATHY IIPETIIOCTABKY Ja j€é MMIUIMKalja cxBaheHa HCTUHOCHO-()YHKIU]CKH, OJJTHOCHO

7 je MaTepujaiHa.

300r Tora mTO c€ MHTYULIMOHUCTHYKA UMITUKAIIM]a MOXKE OKapaKTepucaTu UCKIbYIHBO
no3uBajyhu ce Ha mpaBuia 3a yBoheme W eTMMUHAIN]Y, TO MpeMa J[OIMeHOBOM MUIIIBEHY
NoKa3yje J1a ce oHa 3acHMBa Ha aenykuuju [Dosen, 1989]. Jlok Axo A, onoa B y xiacu4Hoj

JIOTULIY 3HauH B je ucmunumo unu je A naxcno, uckas Axo A, onoa B 3a UHTYUIIMOHUCTY 3HAUYU
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U3 npemnocmaske A mooce ce Oedykosamu B. Crnenehu J[lomeHoBy wungejy,
WHTYUITMOHUCTUYKO CXBaTamke MMIUIMKALMjE MOXEMO Jla MOCMAaTpaMoO Kao MpPUMEp jeIHOT
MHTCH3HOHATHOT pa3yMeBama rnojMa. IHTYUIIMOHUCTHYKA UMILTMKAIM]a je MHTEH3UOHAIHA Ha
nBa HaunmHa. Moxemo pehu na moBe3aHocT u3Mel)y aHTeleAeHCAa M KOHCEKBEHCA YHMHU
WHTCH3MOHATHY KOMITOHEHTY 3HaueHha UMIUIHKAIIM]je OJJHOCHO CMHCA0 TOT Be3HHKa. Kao mTo
CMO PEKJIH, MaTepHjalHa UMIUIMKalMja Ty Be3y 3abopaBiba, (pokycupajyhm ce camo Ha
UCTMHOCHE YCJIOBE W OHa je y TOM CMHCIy ekcreHsnoHanHa. Ca gapyre crpase,
MHTYUIIMOHUCTUYKA UMIUTUKAIH]a j€ MHTEH3MOHAIHA 300T TOTa IITO C€ IeHO 3HAYCHE TeMEJbU

YIpaBo Ha ,I[C,I[YKTI/IBHOj ITIOBC3aHOCTHU H3Mel’)y aHTCHCACHCA U KOHCCKBCHCA.

Jpyru cmMmucao y KoOjeM jeé UHTYMIMOHUCTHYKA WMIUIMKAIMja HAuYMHHUIA
WHTCH3UOHATHU TPo00] JICKW y TOME IITO HMHTYWIIMOHHUCTHYKA JIOTHKA, 334 PAa3IUKy OJ
KJIACUYHE, HEe CBOJM 3HAYCH¢ UMIUIHKAIMje Ha oAroBapajyhy mctuHocHy (yHKIHU]jy. HbeHo
3HaYeHE KOHCTUTYHCAHO j€ npasuiuma Koja oapelyjy ynory Tor Be3HHKa y JeAyKiuujama. Ta
CEeMaHTHYKa IO3MIHMja, OnucKa je BHTreHITajHOBOM CXBaTamy 3Hauema M IPEICTaBIba
OCHOBH HJIE]y JOKa3HO-Teopujcke cemaHTHKe. Kao mro cMo Beh pexnd, y TOj CeMaHTHIN
JIOTUYKE KOHCTAaHTE HE J00Wjajy 3HAueHme NyTeM pedepeHIje Ha CKYIOBHO-TCOPH)CKE
o0jekte Beh 3axBasbyjyhu mpaBuiuma koja ojapelyyjy ymory TUX JOTHYKHUX KOHCTaHTU Y

JenyKiujama.

JIoK ce MHTYHMIIMOHCTHYKA UMIUTHKAIIA]a BE3Yje 32 0edyKyujy, KillaChuyHa UMILTUKAIIH]a
je ToBe3aHa ca CEMaHTUYKOM penayujom koncexkeenyuje [Dosen, 1997]. Pasznuka u3melhy ta
1Ba nojma ce mehytum, uecro npesuba. Mckas A je nmoruuka nocieamua Koiekuuje uckasa I’
aKo CBaka Bayalllja KOja YMHU CBAaKU OJ] UCKa3a U3 I UICTUHUTUM, YHHU U A UICTUHUTHM, ILITO
3anucyjemo kao I' E A. Ipyrum peunma, I E A BaXXu ako ¥ caMO aKo CBakKa Bailyalllja YUHU
A VCTUHUTUM WIH NOCTOjJU McKa3 y I koju unHM JaxHuM. Kaja je I CHHIJITOH KOjU Caap KU
caMo HCKa3 B, penanMja KOHCEKBEHIMjE€ C€ Y TOM CJIy4ajy CBOJM Ha MaTepujalHy
uMIunkanyjy. Ipyrum pednma, B = A Baku ako M caMo ako 3a CBako v, Baxu v(B — A) =
1. V onmrujem ciydajy, kaga y I mOCTOju KoHadyaH Opoj MCKas3a M, OBU MCKa3M C€ MOTY
MOBE3aTH Y JeIHY N-apHy KOH]YHKIIH]Y. AJIH, peialiija KOHCEKBEHIIHN]€ Ce OHJIa OTIeT CBOAM Ha
penaujy u3Mmely aHTele/IeHca 1 KOHCEKBEHCa MaTepHjaiHe UMITIMKAIIMje YUjH j€ aHTeLeeHC

cajma koHjyHkimja [Dosen, 1997, p. 291].

Kako Jlomen mnpumehyje y [DoSen 1997], rmaBha pasnuka usmely aenykiuje u
penamuje KoHcekBeHIje je y cienehem. [loctoju camo jenan HauWMH Ha KOjU MCKa3 A Moxe

6utu nocneauna uckaza u3 I'. Unu I' = A Baxku unu He Baxku, win I’ ¥ A jecy y T0j penanuju
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i HUCY. To je mocieaua eKCTeH3NOHATHOT CXBaTamka pejlannja y MaTeMaTHIH O 4eMY CMO
Beh roBopwin. [Ipema TOM cxBaramy, penanyja HHUje NpPaBUIO IOBE3WBama, Beh ckynm
ypehenux maposa. Ypehen nap (a, b) Kox Kojer cy mpBa H JApyra MpojeKiinja MmoBe3aHe Ha
OCHOBY TIpaBWJIa 1; HE pasiinkyje ce o ypehenor mapa (a, b) Ko Kojer cy oHe MoBe3aHe Ha
OCHOBY IIPaBUJIa 1. JEIHAKOCT MPBHX U jEIHAKOCT IPYTUX MPOjEKIIMja YNHU HYXKaH U IOBOJbaH
YCIIOB 32 jemHakocT ypeheHux maposa. Y ckiaay ca TuMe, ako je A mocnenuna uckasza u3 I’
onna umamo ypehen nap (I', A) y penanuju KOHCEKBIEHIH]je. AJIM, TOK MOKE IIOCTOjaTH CaMo
jenaH takaB ypehenu map 3a nato I’ u A, MOXe IOCTOjaTH BHIIE PA3IHUUTHX AeayKuuja u3 I’

y A. Pasamotpumo ciienehu npumep.

Heka je I' konekuuja uckasaux ¢popmyna C = A, B A A, D, C. Kopucrehu ce muma kao
XHroTe3ama, popmyina A MOXKe IeAyKOBaTH y MPUPOIHO] NEAYKIMjH Ha BUllle HaunHa. [IpBo,
bopmyny A moxemo nemykoBath M3 B A A xopucrehw ce mpaBWIOM 3a E€IWMHUHAILN]Y
koHjyHkuuje. Ca napyre crpane, A ce Takohe Moxke aenykoBaTu u3 xumnoresa C = A u C
IPUMEHOM NpaBWia 3a €IMMUHALM]y MMIUIMKanuje. Jlakie, MOKeMO ce KOPHUCTUTH JBeMa

Pa3NMYUTUM JeAyKIHjaMa Jla U3 UCTOT cKyna xunore3a I” mohemo 110 3akipydka A.

OBe genykumje mosase Of pa3NUuMTHUX xunore3a u3 ckyna . [lpBa monasm on
xunorese B A 4, a npyra on xumnote3a C = A u C. Melyytum, IpeTrnocTaBUMO /1a C€ Hall CKyIl
I' cacroju u3 jemue jenune Gopmyie - popmyne A A A. Ha konuko OMCMO pa3TuIuTUX HAYMHA
Mo 1a neaykyjemo A u3 A A A? To 6ucmo mornu a ypagumo Ha 6apem aBa HaunHa. Ca
jeIHe CTpaHe, MOXEMO C€ KOPUCTUTH MpPaBUIOM 3a EIMMMHALM]y KOHjYHKIHUjE Koje
SJIMMUHMILIE TPBH KOHJYHKT WJIM CE€ MOXEMO KOPUCTUTH IPAaBUJIOM 3a EIMMUHALN]Y
KOHJYHKIIMj€ KOj€ eIMMHUHHUILE IPYT'H KOHJYHKT. O0e oBe AeyKIHje Moa3e o UCTE XUIIOTe3e
A A A n u3BOJIE UCTH 3aKJbY4YaK A, anu cy oHe paznuuure. Jepunuiny ux pasiuuuma npasuia
Koja cy KopumrheHa Jia ce 3akjbyuyak u3Beqe u3 xunotese. [laxne, nenykumnja uz AN Ay A He
MOe ce cBecTH Ha ypehen map (A A A, A) jep MOKeMO UMAaTH CaMo je/laH TakaB ypelyeHu map,

JIOK MOKeMO UMaTH OapeM jBe aeaykimje u3 A A Ay A, sugetu [Dosen, 2011, section 5].

CBohemeMm TmojMa JeAyKLuje Ha penanujy KOHCEKBEHIMje MM Taj IojaM
€KCTEeH3MOHAJIN3YjeMO U I'yOMMO U3 BUJa eroB cmucao. CMucao nojMa JIeyKIuje He CacToju
ce caMo y ToMe Jia IeAyKyjeMo 3aKkJbydak U3 Xumoresa, Beh y Tome xaxo to pagumo [Dosen,
2016]. MiHTeH3MOHATHO pa3yMeBame TOT TojMa OM OWJI0O OHO KOje y3uMa y OO3Up HeroB
CMHMCa0 — TpeMa KojeM JelIyKlHja HHMje camo ypeheH map xumore3e M 3akijbydka Beh

npeacraBjba HaA4uH KAKo CE€ 3aKJbydakK I{@HYKyje 3 XHUIIOTE3C.
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WHTeH3MO0HATHO pa3yMeBame NEAYKIMje PEACTaBiba IICHTPATHO MOJA3UIITE OIIITEe
TEOpHje JI0Ka3a, IpaHe JOTHKe YHjU Cy IPEIMET UCTPakuBama Joka3u. Tpedano Ou moMenyTu
Jla Ce y OIIIITOj TEOPHjH J0Ka3a MojaM JAeAyKIIMje y3uMa Kao OCHOBHH]jH O] IT0jMa JT0Ka3a, 300r
TOra ITO CE APYrH MOXKe NepuHHcaTH moMohy mpBor. Jlokasu y TpaJullMOHAITHOM CMUCITY,
JIOKa3u 0e3 XUIoTe3a, IOCMaTpajy ce y OMINTO] TEOPUjH T0Ka3a Kao mocedaH ciydaj JoKasa u3

XMIIOTE3a OJIHOCHO AeAyKIuja. 3a caja hemo oBa 1Ba TepMUHA KOPUCTUTH CHHOHUMHO.

Lentpannu npobieM KOjuM ce MOMEHyTa TeopHuja 06aBu je nurtame [llma je dokas?
HaunH Ha Koju ommiTta Teopwja 1oKa3a MPHUCTYIA MOMEHYTOM Mpo0ieMy HHCIUpPHUCAHA je
@pereoBuM npunyunom ancmpaxyuje. Vlneja Tor NMpUHIMIA je Ja jelaH IOjaM MOXKEMO
neUHUCATH KA0 KJIaCy €KBHUBAJICHIIM]€ y OJHOCY Ha OJroBapajyhy penaiujy eKBHBAJICHITH]E.
VY [Frege 1884, §64] ®pere nebunuiine npasay Heke MpaBe Kao KIacy €KBUBAJICHIIH]E HOj
napajenHux npaBux. Ta neduHuIMja mMporcTUYe U3 IIIEIUIITA Ja je MmojaM mpaBua oapehen
yCJIOBHMA TI0J] KOjuMa MOXeMo pehu fa 1Be nmpaBe umajy uctu npasail. Haume, nBe npase he
MMAaTH MCTH TIpaBall Kaja cy napaieise. [lomTo je 1ako BUACTH 12 je pernanuja napaaeTHOCTH
Ha CKyIy IIpaBUX pejanuja CKBUBAJICHIM]E, MOXXEMO CE€ KOPHUCTUTH TOM pellallijoM
EKBUBAJICHIMje J1la OMCMO oIpenwin mojam mpasia. [IpeMa oBoM cxBaTamy, IpaBail HEKe

IpaBe p KapaKTepHILE CKYI MPaBUX KOje Cy mapajieiHe MpaBoj p.

[Tojam mpaBua cmo oBze neduHUCAIN 0roBapajyhu Ha MUTamke Kaja JIBe MpaBe UMajy
vctu npasar. CIMYHy UJE]y CIEAUMO M Y ONIITO] TEOpUjH Aokaza. Tamo mokymiaBamo jaa
OJIpeIMMO TOjaM JIoKa3a onaroapajyhu Ha nutamwe Kada ce 0sa dokaza moey cmampamu
jeonaxuma? [Dosen 2011, 2015b] OBo mnurtame 3axTeBa aa ce 0aBUMO (OPMATHUM
penpe3eHTanrjaMa J10Kkaza U CBOAM ce Ha mpolOieMm aeduHHcama oArosapajyhe penaruje
eKBUBAJICHIIMj€ Ha CKYyIly TUX penpe3eHTanuja. Maeja je aa, kao mTO MojaM mpaBla MOXKEMO
OKapaKTepUCaTH IIyTeM CKyla TapajeIHuX IMpaBUX, TaKO U I0jaM JO0Ka3a MOXEMO
OKapaKTepHucaTH MyTeM KJlace pernpe3eHTaIija Koje Cy eKBUBAJICHTHE C 003UpOM Ha ojipeheHy

penanujy.

[Tocroje nBe riaBHE BpCTE KPUTEpHjyMa jelTHAKOCTH 3a fqokase [Dosen, 2003]. Ipaa,
KOja je Ouiia yTuiajauja, a uiju je pogorauenuuk [Ipasui (Dag Prawitz), 3acHuBa ce Ha mojmy
Hopmanue ¢gpopme Ookaza. nTyntuBHO roBopehu, Aoka3 je y HOpManHO] (GopMH ako He
noceayje cysuinHe kopake. Bogehu ce ['ennienoBum pesynraruma us [Gentzen, 1935], rae je
neuHuCcaH ojaM HOpMaiHe (popMe y CEeKBEHTHOM pauyHy, [IpaBui gedunuiine npouenypy
cBohema JT0Kas3a y MpUpOIHOj ASAYKIIHjH Ha BberoBy HopManHy dopmy [Prawitz, 1965]. Uaeja

KOJy OH 3acTylla je Jia Mpolie/lypa HOpMajau3allje He MEeha caM CMHUCao J0Ka3a, Beh camo
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BeroBy Gopmynanujy. Y ckiamay ca ToM uaejom, [lpasuir dopmynumie cienehu kputepujym
JEIHAKOCTH JI0Ka3a. /[ea 0okaza ce cmampajy jeOHakuma ako ce c800e HAd UCHY HOPMATHY
popmy.

Jlpyra BpcTa KpuTepHjymMa JEIHAKOCTH J0Ka3a 4YHju je poaoHaudenHuK JlamOek
(Joachim Lambek), mouuBa Ha mojmy onwumocmu ookasa [Lambek, 1972, p. 65]. JexHoctaBHO
roBopehu, yommTUTH JOKa3 3HAYM pa3yMeTH ra Kao MHCTAHIy NMPUMEHE HEKHX OMIITHX
npasuia. [Ipema Tom KpuTepujymy, ABa noka3a he OUTH jeqHAaKa aKO Cy jeJHAKUX OIMIITOCTH
[Dosen, 2003]. Maeja 3ajeqHruKa 1 jeTHOM M APYrOM IIPUCTYITY IPOOIEMY jeTHAKOCTH J0Ka3a
je 1a ce JIoKa3 MOKe IMOCMaTpaTH Kao 3HaUCHE, OJJHOCHO Ka0 MHTCH3H]ja IerOBE MAaTEeMaTHUKE
penpe3eHTalrje U 1a Ce peNairja eKBUBAICHIIM]jE Ha oApeeHO] KOJICKIH]H Pelpe3eHTallr]a
JI0Ka3a MOXe MOCMATpaTH Kao pelandja CHHOHUMHOCTH. O0e BpCTE jeTHAKOCTH J0Ka3a, U
JEIHAKOCT 3aCHOBaHA Ha HOpPMaJIM3allMjU Ka0 M jeIHAKOCT 3aCHOBAHA Ha OMIITOCTH oapehyjy
UHMeH3UOHAIHe Pellallije CHHOHUMHOCTH Ha perpe3eHTanjama qokasa. Jlokasu ce He cBojie
Ha ypeleHe mapoBe nmpemmca u 3aKjbydaka, Beh ce lbUX0oBO 3HaUeHe o/ipel)yje THMe Kako cMo
U3 TpeMICca M3BENH 3aKJby4aK, KOjUM MPaBHIMMa CMO c€ KOpUCTUIH. Takohe, 1oka3u ce He
CBOJIC HU HAa CHUHTAaKCHE 00jeKTe, jep HHXOB CaJpiKaj MOXKe OUTH 3ajeJHHYKH PA3TUYUTHM

CUHTAKCHUM H3pa3umMa.

VY npyrom moriaBiby OBOT paja roBopuheMo nerajbHuje o Tome. Takohe, neraspHHje
hemo 1a TOBOpUMO M 0 caMUM penpe3eHTaljama 0Kas3a y ofiiToj Teopuju qokaza. Dopmanau

oKBHp yHyTap Kora hemo Te penpesenTanuje Gpopmysucaru nahe HaM meopuja kamezopuja. *°

1.4.3. Vuympawrea u cnomawrba kapakmepusayuja

3a pasnuKy O] TEOpHje CKYyIoBa, Teopuja Kareropwja je OoJbe TmpriiaroheHa
WHTCH3MOHATHOM TIPHCTYITy KOjU HAc OBJie MOCeOHO 3aHMMa. JelaH Ol OCHOBHHX II0jMOBa
TEOpHje KaTeropuja je nojam cmpenuye. CBaka CTpesniia UMa CBOj uzeop Win nowemax (SHT.
source) u cBojy memy unu kpaj (eur. target). [la crpenwuima f uma cBoj modetak y o0jekTy A a
Kpaj y o0jekty B mumremo kao f: A — B. Y onmireM ciydajy, CTpeNIHIie ce He CBojie Ha ypehene

mapoBe cBOjuxX u3Bopa u MeTa. J{ok je ypehen nap (A, B) jeIUHCTBEH, MOKEMO UMATH BHUILE

16 33 yBoa, y Teopujy KaTeropuja sugetn [Mac Lane, 1998].
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pa3nuuuTUX crpenuna u3 A y B u mwux heMo oHAa 03HAUYUTH pa3IMYUTUM clioBuUMa f, g, h ... .
To He 3Haum, mehyTum, 1a HE TIOCTOje KaTeropuje (Kao ITO je KaTeropuja npedypeherna) y
KOjuMa cy cTpenune cxpaheHe eKCTeH3HOHAIHO, Kao ypehenu nmaposu u3sopa u meta. 1 A,
YOIIITEHO TJIEAAaHO, TI0jaM CTPEIUIIE Ce CYIITUHCKH pasliuKyje of mojMa ypehenor mapa. Koj
ypehenor napa (4, B) yBek ancTtpaxyjeMo 0]l MHTEH3HOHAJIHEe KOMIOHEHTE Koja moBesyje A u
B. Kox crpenune f: A — B Ty HHTEH3MOHAIHY KOMIIOHEHTY MOXEMO Ja 3aapkumMo. To je 3aTo
IITO TI0jaM CTpeNuie He o0yxBaTa caMO M3BOp M MeTy Beh W Hauun Ha KOjU JOJA3MMO O]l

HU3BOpa 40 MCTCE.

OBo mokasyje /1a je MHTEH3MOHAJHA IO3WIMja Y KaTeropvjaMma MpuMapHa, JTOK je
eKCTCH3MOHAJIHA CEeKyHJapHa — OHa IMpeJCTaBJba IMoce0aH Cilydaj W 3axTeBa JOAaTHE
npermnocTtaBke. Ca Apyre cTpaHe, y TEOPHUjH CKYIOBa je o0pHyTO. EKCTeH3MOHATIHA TTO3HIIH]ja
je mpuMapHa, 0K HHTCH3HOHAJIHE acleKTe 0jMOBA MOKEMO MOKYIIATH J]a PEKOHCTPYHIIIEMO
Ha OCHOBY JIaTOT €KCTCH3HOHAJIHOr amapara. To ce MOXIa Hajiakiie BUAM Ha TIPUMEPY
CKYIIOBHO-TEOpHjCKe aHaim3e nojma ypehenor nmapa. Kao mro cMo peknwm, mojam ypeheHor
rapa je eKCTeH3MOHAIHO cxBaheH y OJIHOCY Ha IojaM CTPEeIIle, jep He y3uMa y 003up TO Ha
0CHO8Y Yeza TIOBE3YjeMO TIPBY U PYTY MPOjeKIHjy, Beh caMo da ux moBe3yjemo. Aiu, Takohe
ce moxe pehu 1a mojam ypeheror mapa (A4, B) uiak noce/yje HeKy HHTEH3HOHAIHY CTPYKTYPY
y omHocy Ha mojam ckyma {A, B}. Haume, 3naueme (A, B) ce He cBOaM camMoO Ha o0jeKre
Au B, Beh moapa3symeBa W HauMH Ha Koju cy ouu ypehenu. [Jlakie, nako Baxu {A,B}=
{B, A}, y ommurem ciy4ajy uehe Baxkutu (4, B) # (B, A). Y Teopuju CKyIOBa HHTCH3UOHAITHY
KOMITOHEHTY TIojmMa ypeleHor mapa, OJJHOCHO Taj pefociie]] o KojeM cy o0jekTu A, B natw,
ONOHAWAMO SKCTCH3UOHATHUM cpeicTBuMa. Tako mojam ypehenor nmapa (A4, B) nedununiiemo
Kao {{A}, {4, B}} 18 OBo je mMehyTuM, camo jenaH off HaYMHA Ha KOJU MOXeMO Je(puHUCATH

ypehenu nap y Teopuju ckynona. [locroje u apyru. Unak, nako Ham Te paznuuure neduHuimje

noMaxxy jaa pasinukyjemo ypehen map (A,B) on ckyma {A, B}, unHu ce na cmucao 1mojMma

17 OBpe 61 Tpebaso HaNOMeHYTM Aa NOCTOjU KaTeropuja y Kojoj cy 06jeKTH CKYrNoBu, eHe cTpenunue GpyHKumje
(oHa ce HasnBa Kamezaopuja cKynoea), a Koja H1je eKCTEH3MOHaNHa Y TOM CMUCAY Aa NpeAcTaB/ba KaTeropujy
npeaypehera. Y 0Boj KaTeropmju UMamo BULLE Pa3AUIUTUX CTPENULA UCTOT TUMA, jep NOCTOoje pasanunTe
byHKUMje ca UCTUM AOMEHOM U KogoMeHoM. MehyTuMm, To He 3HauuM Aa nojam GyHKLMje HUje eKCTeH3noHaNaH
Ha Ha4YMH Koju cMo paHuje objacHunKn. Tpeba camMo MMATU y BUAY [id OH HUje eKCTEH3MOHaNaH Y TOM CMUCAY Aa
ce CBOAM Ha ypeheH nap CKynosa Koju YMHE HeH AOMEH U KOLOMEH.

18 OBo je gedpuHMuMja ypeheHor napa Kojy ayryjemo KypaToBckom.
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ypehenor napa, oHo mrto Ou Tpebano na Oyae 3ajeAHMYKO CBUM THUM JeQUHHUIIMjaMa, HHje

yxBaheH HH JeZTHOM O FbUX.

Y Teopuju KaTeropvja MOXKeMO O0Jbe MPEICTABUTH WHTCH3MOHAIHE KOMIIOHEHTE
onpeheHnX MaTeMaTHYKKX ITI0jMOBA HETO IITO TO MOXKEMO Y TEOPHjH CKyIoBa. Pa3or jexu y
HaYyMHYy Ha KOJU aHAJIM3UPaMO TI0OJMOBE Y OBUM TeopHjama. Y TEOPHjH CKYITOBa, MOKeMO pehu
Jla TI0jMOBE TOKYIIIAaBaMO Jla OAPEIUMO U3HYympa, HaBohemeM BUXOBUX eneMmenaTa. Ca apyre
CTpaHe, Y TEOpHjU KaTeropHja MOjMOBE KapaKTEPUIIEMO cno/bad — NEeOUHUIIEMO HHXOBY
ynoTpeOy Mo3uBameM Ha oapeheHe onepanyje u jeJTHAKOCTH Be3aHe 3a muXx. [lokymmajMo To

MaJjio JieTaJbHH]e 1a 00jacHUMO city:kehu ce 1mojMoM JJekapmogoe npouszeooa.

VY teopuju ckynoBa, JlekapToB npou3Bo. ce qeduHUIIE Kao OMHApHa onepanyja X Ha
napoBuMa ckymnosa A, B. Pesynrat npumene oBe onepanuje je ckynm A X B 4uju Cy 4IaHOBU
ypehenu naposu (a,b), Takeu na je a npunana ckyny A u b npunana ckyny B. Ha Taj Hauunn
CMO KapakTepucanu JlekapToB HpOW3BOJA W3HYTpa, HaBoxehu merose wianoBe. Ca apyre
cTpaHe, onucarty nojam JlekaproBor npousBona A X B y kaTeropujama 3Ha4H OIUCATH yCIOBE
KOje Ta KaTeropuja Tpeba Ja ucnymana Ja OMCMO omnepaiujy X Ha leHUM 00jeKTUMa MOTIIU
CXBATHTHU Kao MPOW3BOA. TH YCIIOBU THUY CE TIOCTOjama oJipeheHnX cTpenuia Koje Be3yjeMo

3a onepauujy X u jeqHakocty usmely mux. OHHU I1ace 0BaKo.

VY kareropuju y K0joj ©MaMo IIPOM3BO] KMaMo ofepalyjy X Ha 00jeKTHMa Koja CBaKOM
napy oOjexata A, B mpunpyxyje o0jekar A X B. Jlakie, momohy Te omepaiuje y OBOj
Kareropuju jaedunuiemMo obdjexte nocedHe Bpcre. Takohe, y H0j uMamMo U oaronapajyhy
orepalnjy Ha cTpeiuiamMa koja uma cieaehu 3agarak. [IpermocTaBUMO J1a MOCTOJM HAYHMH Ja
y TOJ KaTeropuju CTUTHEMO 0] HeKor o0jekta C 10 Hekor o0jekta A. Takolhe npermnocraBuMo
Jla MOCTOJU HAuMH Ja cTuriemo ox C 1o B. Ako Ta xaTeropuja caapXu IMPOU3BOJ, OHAA
MIOCTOjH M MIPABUJIO KOje HaM KaXke Kako J1a cTuraemo ox C 1o o6jekra A X B. J[pyrum peunma,
TO TMpaBWJIO HaMm Kaxe ga crpeinuue f:C — A ug:C — B MoxeMmMo cnapumu Tako Ja

neunumemo crpenuny K f,g »>: C — A X B.

Taxohe, y kareropujama y kojuma umamo npousBoa A X B, umMaMo u cTpenuie Koje
Ha3UBaMoO npojexyujama. Hanme, uMamo NpBY mpojekumujy, 7T,z:A X B — A, u 1pyry
MIPOjEKIIN] Y nj‘B:A X B — A, xao u onpeheHe jemqHAKOCTH KOje T€ CTpEeIulle Mopajy aa

3aJ10B0JbaBajy. Hamme, 3a ctpemune f: C — Au g:C — B,

Mag o< f,g»=f
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Mig oK f,g»=g
sacBako h: C » A xB, & mjgo h,migo h>» = h

Omepaiyjy © Ha CTpenuiamMa KOjy Ha3uBaMO KOMHO3UYUJOM MOKEMO pa3yMeTH Kao
HaJIOBe3MBame cTpeinna. [IpBa u apyra jeIHAaKOCT HaM KaXy Ja je pe3yiaTar HaJoBe3MBamba
MIPBE OJIHOCHO JIPYyTe MPOjeKIje Ha criapeHe cTpenuiie K f, g > jeqHak CTpelunu [ 0JHOCHO
g. Y Ipyrom NoriaBiby OBOT paja Buile heMO rOBOPUTH O MPEACTaBIbaly MO0jMa MPOU3BOAA

y Kareropvjama u 0 TOM€ y KaKBOj j€ B€3H Taj M0jaM ca BE3HHUKOM KOHjYHKIIH]€ Y JIOTHIIH.

Paznuky uzmel)y yHyTpalimbe U crosballimbe Kapakrepusaiuje [Buaetu peuumo: Dosen,
2017], moxeMo Ja MOpPEAMMO Ca pa3jiuKoM wu3Mel)y TpajiulMOHATIHUX WIH OUPEKMHUX
neduHUM]a U umniuyumuux nepuannmja. 1ok TpaguiimoHa IHu ojaM qeUHUIIN]E TyTyjeMO
Apucroreny, 3a TI0jaM HMIUTHIIUTHE JePUHHLIM]E Cy OMIIN 3aCITy)KHU MaTeMaTu4apu XuioepT
(David Hilbert) u IToenkape (Henri Poincaré). Onu cy npeaioxuin a ce akCHOME CYKITH/ICKE
reOMeTpHje MOTY CXBAaTHTH Kao e uHHMIIH]je TOjMOBA KOjH ce Y BbrMa jaBibajy [Poincare, 1902;
Hilbert, 1899]. Naeja te BpcTe nedunuImje, Koja je mpeacTaBibajia MECTO Hecliarama usmMely
Xwunbepra u @perea, je na ce 3HAYCHE MM0jMA MOXKE OIKMCATH CTUMYJIHPABEM HEKUX aKCHOMa
WM 3aKOHA KOjH 3a Taj 1ojaM Baxke. IMITHIUTHE 1eUHHUIIM]E OJCTYIIA]Y O/ TPAIUIIHOHATHIX
Ha OapeM nBa OuTHa HaunHa. [IpBO, OHE HE 33710BOJbABA]y TPATUIIMOHATHY opMy nedUHUTH]S
s=t, rae je s definiens a t definiendum. [Ipyro, umrumitHe neduHuLMje Cy HEPEIyKTUBHE,
300T Tora ImITO ce MOMONY BUX HEKH TePMUH Jc(UHUIIIE TO3UBAKHEM Ha aKCHOME MJTH TIPaBUIIa

y KOjUMa ce€ OH CaM jaBJba.

VYHyTpaima KapakTepusaluja I0jMOBa KOJy HajJa3UMO Y TEOpUJH CKyINoBa je
peaykTUBHa W 1O (GOpMU HAIHMKYje TpaaullMoHAIHO] AepuHUIMjU. Tamo HEkH mojam
JAe(pUHUIIEMO TaKo MITO MOKYIIaBaMO Ja Ta CBeJeMO Ha HeITo ITo Ou Tpedano na je
npoctuje, ocHoBHUje. [Ipumepa paau, nojam ¢yHKIMje CBOJUMO Ha CKyN ypeheHux maposa, a
nojam ypeheHor mapa oOmeT Ha HEKakaB CKYI. 3a pas3luKy OJ CKYHNOBHO-TEOPH)CKHUX
KapakTepu3alirja ojMoBa Koje Cy peIyKTUBHE, KaTeTOpHjaTHe KapaKTepu3alije To He MOpajy
na O6yny. Teopuja kaTeropuja npyska pa3jallilbelbe MHOTHX Ba)KHUX MAaTeMaTHUYKUX TOJMOBA,
Kao IITO cy nojam JlekapToBor nNpou3Boja, nojam (GyHkIuje 1 MHOTH Apyrd. MehyTum, He 6u
om0 momTeHo pehu 1a y TpaIulMOHATHOM CMHUCITY T€ pEeUH, TeOpHja KaTeropuja degpunuuie
nojam (yHkuuje, ¢ 003upoMm 1a ce, kako hemo BuaeTH, cama JeduHUIMja KaTeropyje Ha Taj
nojam ociama [Dosen, 2017]. YV Tome cmuciy, kareropujaiHa oapelema mojMoBa cy HaJHK

UMIUIMOUTHAM JepuHungjama. Crospallllbl MPUCTYN HA KOjEM C€ 3acCHUBAjy U HEroBa
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HEPEAYKTHUBHOCT jeJIaH je O] pasJiora 300T KOjUX y TEOpUjH KaTeroprja uMamMo MoryhHOCT aa

ce 0aBMMO MHTEH3MjOM a HE CaMO eKCTEH3MjOM opel)eHrX ojMOBa MaTeMaTHKE.

I[Ipe nero mTo HactaBuMo, pehu hemo Hemro Mano u 0 MoanHoj Jorunu. [lo caga cmo
TOBOPWIJIM O UHTYUIIMOHU3MY M MHTYHIIMOHUCTUYKOM CXBaTaky UMILTHKAIM]E Ka0 O ,,IPBOM
nmpo0ojy y MHTEH3UOHATHO . MehytuMm, y duno3odpuju ce mojaM HHTCH3MOHATHOT YeCTO
JIOBOJIM y BE3Y Ca MOOAnHOM JN02ukom. MojaiaHa JOTHKa je MPOIIMPEHhe UCKa3HE JIOTUKE
oreparopuma nyacro (O) u mozyhe (0). Hepopmanro roopehu, Op y MOAAIHO] JIOTHIM 3HAYH
J1a je p UCTUHHTO y ceaxom (PElNeBaHTHOM) cTamy cTBapu. Ca npyre cTpane, ¢ p 3Ha4H 1a je p

HUCTUHUTO y HeKoM (PETIEeBAaHTHOM) CTalby CTBapH.

[Toctoju craHOBMIITE Ja MOJAAlHA JIOTMKAa MoOke momohu naa ce dopmynuiie
WHTEH3WOHAIHA UMIUIMKAIMja, UMIUIMKalKja Koja Ou Tpebano na Oyne Ommka cMucity Axo
onoa u3 oouvHOT je3uka. [Ipema Tom reaumry, Axo A, onda B n3 OOMYHOT je3WKa HE 3HAYU
B je ucmunumo unu je A naxcno Beh B je ucmunumo unu je A nasxcnHo y ceaxkom

(penesanmmnom) cmarwy cmeapu.

MebhyTum, He OCTOjU HUIIITA 3aUCTa HHTEH3MOHAIHO y OBOM CXBaTamby MMITUKAIIH]E.
OHo ce ¥ 1ajbe THYe caMO UCTUHOCHUX BPEIHOTH AJIM HE ¥ HAYMHA HA KOJU CYy aHTELEACHC U
KOHCEKBEHC IoBe3aHU. To je 300r Tora IITO KJIacH4YHAa MOJAJIHA JIOTMKA MpPEICTaBJba
NPOIIMPEHE KIacuuHo2 WCKAa3HOT padyHa. IbeHa cemaHTMKa je yTeMe/beHa Ha

CKCTCH3MOHAJIHOM NIPUCTYITY MOI[GJ'ICKO-TGOpI/IjCKG CEMAHTHKCE.

Yak 1 ako 1MoCcToju HEeKa Be3a u3Mel)y MojaiiHe JIOTUKE U MHTEH3UOHAIHOI CXBaTamba
UMIUTHKAIIFje, OHA je Ty caMo 3axBasbyjyhu mpeBoay koju je opmymucao I'emen y [Godel,
1933] uzmely MHTYMIIMOHMCTHYKE JIOTHKE U S4 (aIM HE U CTaHJapJHMjEr cucTema Ss). Y ToM
CMHCITY, MOTJIH OrucMo pehu uMImMKanmja y S4 HaNKMKYje CKYMOBHOj AeuHUIMjN ypeheHnor
napa. Hanme, oHa ycneBa 10 HeKe Mepe /a OIOoHalla MHTEH3MOHATHE KOMIOHEHTE 3HAa4YeHha
UMIUIHKaIMje KopucTeht ce eKCTEH3MOHAIHUM CPEJCTBUMA, alli HUKAJa ce 3alpaBo He O6aBu

BCHOM I/IHTCH3I/Ij OM.

1.5. AAropuTMH ¥ HHTEH3HOHAJTHOCT

HedopmanHo roopehu, anroputMu cy npoueaype Koje ce cacToje U3 MpaBuiia WiId
MHCTPYKIIH]ja 0 TOME Kako, Kpehyhu ce Kopak 1o Kopak, MO’KeMO U3BPIIMTH oJipel)eHn 3a1aTak.

VY maremartuiy, nojaM aJiropuTMa je yCKo Be3aH 3a 1nojaM GyHKIHje U 3a TO KaKO C€ BPEAHOCT
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¢ynkuuje onpehyje 3a maTu aprymMeHT. AKO 3a CBaKM apryMeHT M IOCTOjH e(eKTHBHA
mporenypa — aaropuTaM, koju he y KOHauHOM HHM3Y KOpaka Jia hu3padyHa BpeIHOCT f 3a n,
OHJa ce TakBa (YHKIHja HazWBa uzpauyHsusom. V3pauyHibuBuUM (QyHKIHjamMa ce OaBH

meopuja uspadyHaeueoCmu.

Pesynratu teopmje mokaza kao u Oiucka Besa u3Mmely mojMa JneAykmnuje U mojMma
anropuTMa, o K0joj hemo kacHWje HemTo BHIIe pehu, cyrepuinry aa ce IPYyrd 1mojaM MOKe
aHAJM3UPATH 110 yriieAy Ha npBu. Pasnuka u3mel)y n3padyHsbuBe GyHKIIH]jE U AITOPUTMA KOJU
je m3padyHaBa HaiuKyje paznuiu usmely ypehenor mapa (I, B) koju cToje y pajaiuju
KOHCEKBEHIIMje, U JIoKa3a 3a B u3 ckym a xumote3a ['. Ypehenu nap (I, B) npeacrasiba
CKCTCH3MOHAIHU acleKT JeNyKIHje, HBeH moveTtak W Kpaj. OH mpeicTaBiba XHIIOTE3E U
3aKJby4aK, a He caMy JIeAyKIHjy - HAYMH Ha KOJH C€ 3aKJby4aK U3BOAM U3 Xxunoresa. Ha ciimyan
HAYMH, 0jaM HM3PadyyHJbHBE (PYHKIHMjE IMPEACTaBJba €KCTCH3WMOHAIHH AaCHeKT alrOpUTMa.
dyHKIMja, Ka0 eKCTEH3UOHATHO cxBaheH o0jekaT mpencTaBiba OHO IITO CE M3padyHaBa, alld
HE M MPaBUJIO WK MPOLEAYPY MpeMa K0joj ce m3padyHaBame M3BpIiaBa. Kao mro MoxeMo
VMMAaTH BHIIE JCTYKIM]ja HEKOT 3aKJby4dKa M3 UCTOT CKyIla XUI0Te3a, TAKO MOYKEMO UMATH BHIIIE

alropuTama Koju U3padyyHaBajy UCTy QyHKIH]Y.

V3mumo Ha npumep ¢ynkuujy f:{(10,2,7,4)} - {21}. To je pynkumja xoja ciuka
ypeheny wuerBopky (10,2,7,4) y Opoj 21. Ilomro cmo ¢yHKIHje neduHUCATH
eKCTeH3HOHAJIHO, TakBa (DyHKIIM]ja je jeAMHCTBeHA. MelyTuM, Hako OCTOjU caMo je/THa TaKBa
¢byHKIIM]a, TOCTOjU BULIIE PA3IMYUTUX AJITOpUTaMa KOju je u3pauyHaBajy. OBne hemo HaBecTn
nBa. HazoBumo ux A1 u Az. Ilpema anroputmy Ai, aa 6ucmo no0unu 21 npBo NpUMEHHMO
onepaiujy ogy3umama Ha 6pojese 10 u 4. Tako no6ujamo 6poj 6. OH1a 0Baj OPOj TOMHOKHMO
ca 7. Tako nobujamo 42. Jla Oucmo nobunu 21 norpeOHO je camo Aa oBaj pe3yaTaT jOIl
nogenumo ca 2. [Ipema anroputmy A mpBo cabupamo Opojee 7 u 4 na 6ucmo qodbunu 11, a
OHJ1a Taj pe3ynTaT cabepemo ca 10. Anroputmu A1 u A2 1ajy UCTH pe3ynTar. AU, THTYUTUBHO

IJIeIaHO, OHU TPECTaBIbajy PA3IMUUTE MPOLEAYPE N3pauyHaBaba.

IlenTpanHo nMTame KOjUM ce GaBMMO y MorjaBjbuMa 3. U 4. OBOT paja je MUTame
yclioBa MOJ KOjuMa MOXkeMo peh Jja 1Ba alnropuTMma MnpeacTaBibajy UCTY OJTHOCHO Pa3InYUTY
Mporeaypy u3padyHaBama. [IpBU KOju je yBHIECO 3HAYa] MHUTama jeJHAKOCTH alropurama u
EKCIUTMIIUTHO Ta (opmyiucao je maremarnyap Januc Mockoakuc (Yiannis Moschiovakis).
MOCKOBaKUC KPUTHKYje €KCTEH3HMOHAIHO CXBaTame ajlropuTaMa Koje He MpaBU pa3iMKy
n3melyy anroputMa u (QyHKIMje KOjy OH W3padyHaBa. [IpemMa TakBOM CXBaTamy, MUTAHE

JEITHAKOCTH ajropyuTamMa CBOJM C€ Ha MUTAmkE JeTHAKOCTH oAroBapajyhux gynkuuja. Ca npyre
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CTpaHe, MHTEH3MOHATHO Pa3yMeBabe MojMa allrOPUTMA, MOIpa3yMeBa Ja y3uMamo y 003up He
caMo pe3yliTare u3padyHaBama, Beh Mpe cBera kako ce TO u3padyHaBame u3Bpiuana. Jla Ou
JIBa aIropuTMa OWiia jelHaka HHje JOBOJFHO caMo Ja J1ajy UCTe pe3ynraTe, Beh u ga To yuHe

Ha UCTH HA4YHH.

Mehytum, 3060or dvera Om OWIO BaXKHO pPa3yMETH aJrOPUTME HHTCH3MOHATHO?
Excren3nonanucTa 6 MOrao MpUroBOPUTH J1a, HAKO pas3linKa u3Mel)y mporeaypa Kao mrTo cy
A1 u A de facto mocroju, oHa HHje O MPAKTHYHOI 3HAYaja, ¢ 0O3UPOM Ja Ha Kpajy HIaK
I00HMjaMO UCTH pe3yiTaTr. A, TO HHUje y HOTIHYHOCTH TayHO. Pa3nuyutu anroputMu uMmajy
pa3nuyrTa CBOjCTBA M T€ PA3JIMKEe MMAjy YTHIA] HA TO Kako heMo MX MMILIEMEHTUPATH.
Takohe, oHu MOTY OUTH Pa3IHMYUTHX CIOKEHOCTH W IPEeMJa J1ajy UCTa pelliekha, He MOPajy
OuTH MOJjjeTHaKO epUKacHU y TOMe. BaxHO je, nakiie, y3eTd y 003Up HHTCH3HUOHATHE acTIeKTe

1I0jMa aIrOpUTMa HE CaMo ca TeopHjcke, Beh U ca MpakTUYHE CTpaHe.

MockoBakuc je ayTop KOju je y HOBHje BpeME HajBHINE IHCA0 O BaXXHOCTU
WHTEH3WOHAJIHE aHalIu3€e TI0jMa aIropruT™Ma M 0 MOTpedu a ce Taj mojam popmanusyje. Pax Ha
T0j aHanm3u MockoBakuc je 3arodeo y [Moschovakis, 1984], 1ok je nerasbHHjE 0 TOME MHCAO0
y [Moschovakis, 1998; Moschovakis, 1989b; Moschovakis, 2001] kao u y pagy [Moschovakis
& Paschalis, 2008]. Ilentpannu mojaM Ha KOjeM CE€ OHa 3aCHHBA je I0jaM peKyp3opd.
Pexyp3opu cy MaremMaTHuku 00jEKTH KOjU C€ cacToje U3 IMpeciinKaBama BULIeT peaa. Y Tpehem
norjaBJby HemTo Buiie hemo pehu o Tom nojMy. MockoBakuc cMaTpa Jja ce alrOpuTMH MOTY
MIPEJICTAaBUTH PEKYp30pHMa, a Ja C€ BUXO0BA jeHAKOCT MOXKE pa3yMeTH Kao m3oMopduzam
pekyp3opa. Y Tpehem nornasiby 6aBuhemo ce MOCKOBAaKMCOBOM aHAIM30M T10jMa aliTOPUTMA,

U KpUTHYKH heMo pa3zMaTpaTH KpUTEPHjyM JeTHAKOCTU KOjH OH IpeJyIaxKe.

MockoBakuc npumehyje aa TeopHja U3pauyyHJbUBOCTH YONIUTEHO HUjE eKCHAUYUMHO
MOCTaBJballa MUTAHkE WHTEH3MOHAIHUX JETHAKOCTHU allfOpUTaMa, M Ja y TOj 00JIacTH IojaM
aJIIroOpuTMa 4YeCTO HUj€ JaCHO Pa3JIMKOBAH O] I0jMa U3pauyHsbuBe pyHkiyje. Mnak, He Ou 6mio
y MOTIYHOCTH ONpaBAaHo pehu /a y Toj TeOpuju HHUje MocTojana uaeja o (GyHKIHMOHAIIHO]
JEIHAKOCTH KOja He Ou Onia eKCTeH3MOHAIHO 3aCHOBaHA. JellaH o/l IPBUX U BeOMa YTHIIQjHUX
(dbopMaHUX OKBHpa y KOjUMa C€ MOXKE MPEJICTaBUTH TojaM e(EeKTHUBHE U3PavyyHIJbUBOCTH j€
aamoboa payyn b6e3 munosa 9vju je unaejau teopar Yepd. JlamO1a padyH je jeTHAKOCHU CHCTEM
Koju popmanuzyje nojam ¢pynkuuje. OHO MITO je KapaKTEPUCTHUHO 32 Taj CUCTEM je TO LITO Ce
y weMy QyHKIMja He JeduHUIIe Kao ckyn ypeheHux mapoBa Beh kao npasuno nogezusarba
n3Melyy aprymeHTa u BpeHOCTH. Y CKJIaay ca TUM, JeTHAKOCT (QYHKIMja y TOM pauyHy MOXKeE

ce MHTEPHPETUpaTH Kao jeTHaKOCT MpaBUiia MOBE3UBaba.
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Jlam6na pauynom hemo ce 6aBuTH y nornassby 4. Pesynrtatu o A —nepunaOunnoctu
pekyp3uBHUX (yHKIIHMja, 0 KOjuMa hemMo Tamo JeTajbHUj€ TOBOPHUTH, MOKAa3yjy Jla c€ CBaka
n3pauyHJbuBa QyHKIH]ja MOXe Ne(UHICATH YHYTap OBOT pauyHa. Tako ce mpupoano Hamehe
cienche nmurame. Y KakBoj je Be3W mojam ¢yHKIHje cxBaheH Kao MpaBWIIO MOBE3WBama Ca
AITOPUTMOM KOju Ty (pyHKIHMjy u3pauyHaBa? [lahemo oAroBop Ha TO MUTaWkE Y YETBPTOM
MOTJIaBJbY KaJia heMo BUIETH KaKo YHyTap Jiam0/1a padyHa MOKeMo Aa (opMaausyjeMo mojam

aJIropuTM™Ma.

AKO anropuT™Me MpeACTaBUMO Y iaM0/1a pauyyHy, Jo0OMheMo KpUTepujymMe jeqHaAKOCTH
anropuTaMa Koju Cy 3acHOBaHM Ha HopMmanmsauuju. Kapu-Xayapooea xopecnodenmyuja
(Curry-Howard correspondence) - o kojoj he OuTh BuIlle peyd y APYroM IOIJIaBJbY - j€
pe3yIITaT Koju HaM IOKa3yje Ja je HopMau3aliija qeyKIija HCTe BPCTE Kao M HOpMasn3alyja
anroputama. Ta HOpManu3alija yKOpEHmEHa je y MojMy P-pemyKiiije OBOT padyHa, a
JEIHAKOCTH KOj€ Ce Ha HOj 3aCHUBA]y y MOjMY [-JeAHAKOCTH. Y APYroj MOJIOBUHH YETBPTOT
norjaBjba HMcOUTaheMo jOIl HeKe KPHUTEPUjyMe JETHAKOCTH alropuTaMma KOju c€ MOry

MPEACTaBUTH y JTaMOa pauyHy.

I1pe HETO WITO CE YIMYCTUMO Y JIaJbH TOK Paja, *KeJIean OMCMO 1a CKPEHEMO MaXKiby Ha
jom Hemro. Hamme, y oBOM paay HE MOKyIIaBamo Ja MOKaXEMO KakKo JaM0la padyyH y
NPaKTHYHOM CMUCIY MPEACTaBba ONTHUMATIAaH OKBUD 32 M3ydYaBame ajlropurama U BUXOBHX
cBojcTaBa. OHO LITO JKEIMMO J1a TOKaXKEMO jecTe J1a je TO (opMaIHU OKBUP KOjJU MOKe TOMOhH
00JbeM pa3ymeBamby MHTEH3MOHAJIHMX acleKaTa OBOTI IojMa Kao M IpodiieMa jeqHaKOCTH

anropuTama.

32



IMornassbe 2

OIILLITA TEOPUJA JOKA3A

2.1. YBox

OBo mornaBsbe MpeAcTaBiba JeTajbaH MPUKA3 UHTEH3MOHAIHE aHAIM3E jeTHOT IojMa y
norun. [Tojam o kojem hemo roBOpHTH je 1mojam JAeAYKIIHje a rpaHa JOTHKE KOoja ce ’buMe OaBu
je omuma meopuja dokaza. Llnsb OBOT MOTTIaBJba je U3JIarambe HEKUX BAKHUX PE3yJiTara u3 Te

00JIacTH U pa3MaTpame HIXOBOT 3Ha4Yaja 3a MpoOJIeM KOjUM ce y OBOj Te3U 0aBUMO.

LlenTpasiHO MUTamkE OMIITE TEOPH]je JOKa3a THUE Ce jeTHAKOCTH JToKa3a. Kaoa 0ea dokasza
moocemo  cmampamu  jeonakuma? Tlpema [DoSen, 2003] mocTtoje aBe TJaBHE BpCTE
Kkputepujyma jeanaxoctu. [IpBa, koja je mozHartuja, notuye ox [IpaBuiia u 3acHUBa ce Ha IOjMY
HopMaiHe (hopMme JoKkasa. Mieja Tux Kpureprjyma je 1a cy JBa JoKa3a jelHaKa ako Ce MOTY
CBECTH Ha HCTy HopMmanHy ¢opmy. Jpyra BpcTa KpUTEepHjymMa jeTHAKOCTH Koje hemo
IPEACTaBUTH CE TEMEJbH Ha [IOjMY ONIITOCTH Jloka3a. [Ipema TM KpuTepujymMuma, Ba g0Ka3a
ce cMatpajy jelnHakuMma ako cy ucte ommrroct. OBaj mpeasior je Jlambekos (Joachim Lambek),
aJlv ce 1ojaM yonInuTaBama Koju heMo oBJie peicTaBUTH pa3iiuKyje o u3BOpHOT JlambekoBor

nojma.

Kako hemo Buzmern, oba KpurepujymMa jeIHAKOCTH JOKa3a C€ 3acHUBAJy Ha
MHTEH3MOHAJTHOM CXBaTamy MojMa JAeAyKIH]je, alli ONUCY]Yy HEroBY HHTEH3H]Y Ha pa3InyuTe
HauuHe. [lutame Koje ce MpPUPOIHO MOCTAaBJba JECTE JIa JIM CE OBE JIBE BPCTE KPHUTEpPHUjyMa
nokuanajy. Hanme, na nu cBaka JBa oka3a Koja Ccy jefHaKa y Mmorjieay ’bUXOBUX HOPMaTHUX
¢dbopmH Takohe MMajy U jeAHaKy OMIITOCT U 00pHYTO? OBO MHUTAKE CE MOXKE pa3yMeTH Kao
NUTAke NOMNyHoCcmu KpUTEpUjyMa jeAHAKOCTH Jl0Ka3a M Ha mera hemMo ce Ha KpaTko

OCBPHYTH Yy INOCJICAKBLEM ACTY OBOT IOIJIaBJba.

33



2.2. IIpobJiem jenHAKOCTH

Beh cmo peknu na je Teopuja Jgokasza rpaHa JOTHKe Koja m3ydaBa jnokaze. OBae hemo
pa3nuKoBaTH OHO MTO [IpaBUIl Ha3MBa PEOYKMUBHOM Meopujom 00Ka3a O] OIIITE TEOPHje
nokasza [Prawitz, 1971, p. 236]. OcuuBau npBe je XuabepT, JOK Apyra uMa CBOj U3BOp Yy
I'eniieHoBUM pajzioBuMa, mpe cBera y [Gentzen, 1935]. Unak, moxe ce pehu na je Xunbdept

JONPUHEO U HEHOM pa3Bojy, BuaetH [Thiele, 2003].

Kpajem XIX u moyeTkom XX Beka, XujOepT je 1moveo ja ce 6aBu mpobieMrumMa Koju cy ce
TUIATH OCHOBa Mmaremaruke. OH je cMmaTpao Ja pemieme TUX MpodiieMa H3UCKYje
MPOHANIAKEHE aJICKBaTHE aKCMOMAaTH3allfje MaTeMaTHKe WJIM Makap HEHUX 3HAuyajHUX
JIeJI0BA, YMjy KOH3UCTEHTHOCT j€ MOTOM Tpebaio foka3aTtu. 3a Xuiabepra, Lusb je O1o He caMo
npoHahu J0Ka3 KOH3UCTEHTHOCTH, Beh je Taj moka3 TpebGano MohM M3BECTH Y MOTHYHOCTH
Gunumapnum cpencTsuMa. Taj peyIor je MOCTao MO3HAT Kao Xuibepmos npozpam KOju je OH
dopmymucao y [Hilbert, 1922].° Jla 6u ce XunbeproB nporpam cnposeo, 610 je moTpeGHo

HOjaM (bHHHTapHOF JA0Ka3a YIYMHHUTH NPCUHU3HUM.

VY pany [Tait, 1981] Tejr (William Tait) je u3Heo rieamiure ga mojam (pUHUTApHE
JOKa3MBOCTH OJIrOBapa MojMy JOKa3HBOCTH y MPUMHUTHUBHO PEKYP3UBHOj apUTMETHIIN, O] KOTa
je mehyrum kacHuje omyctao. [[puMHUTHBHO peKkyp3MBHA apUTMETHKA je (hopMaiHa TeopHja
NPUPOJHUX OpojeBa Koja He yKJbydyje kBaHTU(uKaTope. Ha leHOM je3uKy MOKeMO U3pa3uTh
OCHOBHE apUTMETHYKE OIepalije Kao ITO cy cabupame, MHOKEHE U CTEIIEHOBAaHbE, Kao U CBE
NPUMUTHBHO peKyp3uBHE (yHKIMje. [nemumre ma Cy CBU JOKa3uW yHYTap MPUMHTHBHO
pPEKyp3UBHE apUTMETHKE (PUHUTapHU Ouso je ommTte npuxBaheHo. OHO ITO Cy HEKHU
ocropaBaid OMJI0 je TO 1a pUHUTapHA J0KA3UBOCT HE PEBa3UiIa3u JOKa3UBOCT Y IPUMUTHBHO
pekyp3uBHO] aputMmerui, Bugetu [Zach, 1998]. Ilpema Kpajsenosom munubewny (Georg
Kreisel) [Kreisel, 1960] nmpumepa paau, puHHUTapHA AOKA3MBOCT OArOBapa JOKA3HBOCTH Y

[leanoBoj apuT™MeTHLIM NIPBOT pefa.

I'enenoBe TeopeMe HEMOTIYHOCTH IOKa3ale Cy Ja IOCTOje 3HayajHe MOTellkohe ca
KojuMa ce XWI0epToB Mporpam cyodaBa. AKO ce 1ojam (pUHUTapHE TOKa3UBOCTH pa3yMe Kao

00KA3UBOCM YHYymMap meopuje Koja je 0080/6HO jaka 0a caopitcu NPUMUMUBHO PEKYP3UEHY

19 Tpeba HanomeHyTH Aa ce Ha3uB Xusn6epmos NpPo2pam OA4HOCK CaMo Ha jeHY KOHKPETHy rpyny npobaema
Kojuma ce Xunbept 6aBMO, MAKO je CAMYHMUX MPOrPamaTCKUX Npuctyna npobaemmma y XunbeptoBom HayyHOM
pagy 6uno suwe. Tako MOXKeMO 4a roBOPMMO He camo 0 Xunbeptosom nporpamy, seh n o Xunbepmosum
npozpamuma, suaetu [Sieg, 2013].
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apummemuxy, OH/Ia c€ puHumapHu 10Ka3 KOH3UCTEHTHOCTH apUTMETHKE He MOXKe nath. To je
nocneauia apyre ['egenose TeopeMe HEMMOTIYHOCTH. Y BPEKEHO j€ MHUILIbEHE J1a cy [ eaenone
TeopeMe umaine paszapajyhe mocnenuie Ha XuiaOepToB mporpaM. Alld ¥ MOpPE] TOTa, 3HAYa]
XWI0epToBOT Mporpama 3a TEOpHUjy J0Ka3a OCTa0 je YTUCHYT Y (OpPMAJHUM CpeACTBHMA
KOjHMa Ce U3yJaBajy JI0Ka3u U ’bHX0oBa cBOjcTBa. [loTpeda 3a akcmoMaTHu3aIiijoM MaTeMaTHKE
Kao u 32 (popmanuzanujom nojMa GUHUTAPHOT JOKa3a Jajie Cy JOKa3uMa ICHTPAITHO MECTO Y

JIOTHIIH.

[Ipobnemu y Be3u ca dhopmann3aiijoM J0Ka3a 3ajeTHUYKA Cy PEIYKTHBHO] U OIIIITO]
TeOpHju J0Kaza. MehyTum, IomrTo je peayKTUBHA TeopHja JoKa3a Ousia yrjiaBHOM MOTHBHCAHA
npobieMrMa OCHOBa MaTeMaTHKE, OHa C€ BHUIIEe OaBHJa IOJMOBUMA OO0KA3UBOCMU W
KOH3UCMeHmHOCMY HETO CaMHUM TT0jMoM doka3za. Kako To mpumehyje [Ipasu, noxasu ce Tamo
M3y4aBajy camo Kao cpedcmeaa, IOK Ce y OIIITOj TEOPUjU JI0Ka3a U3yuaBajy Kao He3aBUCTaH
Mmarematuuku npeamer [Prawitz, 1971, p. 237]. Tlpema meroBOM MHUIILBEHY, Ta TEOpHja Ce

OaBu:

’TIpe/icTaBbakbeM JI0Ka3a myreM (GopMaiHux n3Bohema. Ha uctu HaumH Ha Koju ce
[I0CTaBJba MHTakE Kaaa aABe (opmylie NeUHUILY HCTH CKYIl WINA JBE PEYCHUIIC
U3pakaBajy MCTH MCKa3, OCTAaBJba CE U MUTAKE KaJla JIBa U3BOhEHa MPe/ICTaBIbajy
WCTH JIOKa3; IPYTMM pEUYMMa, Tpake e KPUTEPHjYMH jETHAKOCTH 3a JIOKa3e WU
penanuja ,,CHHOHUMHOCTH (eKBUBaJieHIIMje) u3Mmely nBajy m3Bohema” [Prawitz,

1971, p. 237].

[IpaBu1l je muTamy jeTHAKOCTH JI0Ka3a U OAroBapajyher KkpuTepujyma 3a T€ jeJTHAaKOCTH
JTa0 LIEHTPATHO MECTO Y OBOj Teopuju. JIBa riiaBHA M HEpa3/IBOJUBA MHUTama OMIITE TEOPH]e
JI0Ka3a nocrana cy tako [IIma je ooxaz? n Kaoa ce 0éa ookaza mocy cmampamu jeonaxuma?
V [Gentzen, 1935] T'ennen nmaje cpencrBa moMohy KOjUX MOXKEMO OJIrOBOPHTH Ha 00a
npobiemMa. OH TamMO YBOJAM JIB€ BpCT€ (OPMAIHUX CHUCTEMa YHYTap KOJUX MOXEMO Ja
dhopman3yjeMO HCKa3Hy M MPEIUKATCKy JOTUKY. CUCTEeM npupoone OedyKyuje U payyH
cexgenama. llpupoaHa neAykuuja je 3aMHUIJbEHa Tako Ja OINOHama HedopMaHoO
3aKJbYUMBAIE y MaTeMaTHIM U Ta (opMasnzanyja 6u Tpedasio 1a je UHTYUTUBHHjA (OTyAa U
Ha3uB npupooHa Henykiuja). PadyH cekBeHaTa je, ca apyre crpaHe, Oosbe mpuiaroheH
M3ydaBamy CTPYKTYPAJTHHX CBOjcTaBa Joka3a. OHa ce y OBOM CHCTEMY CAacBHM jaCHO BHJIE,
JIOK Cy y IPUPOJHO] ACNYKLIMJU UMIUIMIUTHA. Y pauyHy cekBeHarta, Koju je ['eHieH yBeo 300r

A0Ka3a KOH3UCTCH3HOCTU apUTMCTUKE, OH ILC(I)I/IHI/IH_IC HOjaM HOpMaAJIHC (I)OpMC nokaza. To je
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jelaH o OCHOBHHUX IIOjMOBa T€OpHje J0Ka3za U MOCEOHO OIMIITE TeOpHje J0Kasza, 0 KojeM he

OWUTH BUILIE peur KacHH]e.

dopMallHU CHUCTEMH KOjeé CMO TOpE IOMEHYJIM 3aCHHBA)y C€ Ha XUINOTETUYKOM
3aKkJbyunBamy. [IpocTo ropopehu, XUMOTETUYKO 3aK/byUHBAKE & 3aKJbYUYUBAE KOj€ MOJIa3H
ol mpernoctaBku. Ha mpumep, moja mpermoctaBkoM jaa je 21. janyap cpenma, MOXXKeMO Jia
3aKJbYYUMO Ja je 23. janyap meTak. Y JIOTHIIH, IPETIOCTaBKe OJ1 KOjUX MOJa3uMO HAa3UBAMO
xunomeszama. Ha mojMy XMIIOTETHYKOT 3aKJbyUMBarha 3aCHNBA CE TI0jaM XUITOTETHYKOT JI0Ka3a.
Xunomemuuxku 0oka3 WM J0Ka3 U3 XUIIOTE3a j€ OHA] Y KOjJeM CMO JICTYKOBaJIU HEKY GOopMyiTy
nonazehu ox oxpehenor ckyma xwumore3a (dopMmynaa O KOjUMa HHUINTA Jajbe HE
npeTrnocraBjbamo). Ha OCHOBy mojMa 1oKa3a M3 XUIIOT€3a MOXKEMO JAa Je(pUHUIIEMO
KaTeroOpuiKy J10Ka3. Kamezopuuxu 0okas Wiv 10Ka3 y TPAAUIMOHATTHOM CMHCITY je OHaj KOjU
1oJIa3u O]l MPa3HOT cKymna xurore3a. Popmyria 3a Kojy MOCTOjH KAaTETOPUYKH JI0OKa3 Y HEKOM

(I)OpMaJ'IHOM CUCTCMY Ha3zuBaMO meopemom TOr CUCTCMaA.

Kao mro cmo pexnu, Ha MOjMy XHMIIOTETHYKOT 3aKJbyUMBamba CE 3aCHUBAj)y CHUCTEMHU
NPUPOJHE NEAYKIHje, Ka0 M Yy HEUITO JApYyraddjeM pyxy, pauyyH CeKBeHara. Y MPHUPOIHO]
JEeyKIHUjU J0Ka3yjeMO TeOpeMe Tako IITO I0JIa3UMO O] XMIIOTe3a M U3BOJUMO 3aKJbyuKe
noMohy mpaBuia 3ak/pyuuBama. Kako poka3 Hampenyje, XUIOTE3€ MOXEMO npeypmasamu
nomohy Hekmx ox Tux mpaBwia. Kama je xumoresa mpeupraHa To 3Hauu na Gopmyina y
3aKJbyYKy BHILIE HU Ha KOJU HAauMH O]l e He 3aBucu. Kama cy cBe xumorese y JoKa3y
npeLpTaHe, TO 3Hauu Ja je GopMmysia y KOpeHy JoKa3a TeopeMa. XHUIOTEeTHMYKH (opmar
J0Ka3uBamka OMOryheH je THUMe IITO Yy MNPHUPOJHO] JEAYKIMjU HMMaMO MHOTO IpaBHJia
3aKJbYUYHMBaK-a M BPJIO MAJIO akcHoMa (KOje ce YONIITe HU He Mopajy jaBsbaTH). Kao mro cMo
HATNlOMEHYJIH, HeKa O] TUX IpaBUia HaM oMoryhaBajy mpelpTaBame XUIoTe3a, a MPaBuiIo Koje
urpa noceOHo 3Ha4ajHy yJIoTy je IpaBuiIo 3a yBoheme UMIUTHKAIHje Koje cMo Beh cnoMumanu

Y YBOJAHOM IIOTJIaBJbY.

OcHUM XUIIOTETUYKOT 3aKJbyUHBama y JIOrMOHu MOXKEMO 1a I[C(l)I/IHI/IHICMO " KaTCropnu4ko
3aKJby4HBame. 10 j€ 3aKJbydHMBame€ 4Hje MpeMuce mMory Outu camo teopeme. dopmanHu
cUCTeMH Ydju je ¢opMmaT MNpuwiaroheH BUIIE KATETOPUYKOM a Mambe XUIMOTETHYKOM
3aKJbYUHBaY CYy XUIOEPTOBCKM aKCMOMATCKU cucTeMd. OHM MMajy MyHO akcHoMa M BpJIO
MaJIo MpaBuJia 3aK/byduBama. Y THM CHCTEMHMa IOKa3zyjeMo Ja je Heka (opMyina Teopema
TaKo IITO je JAeIyKyjeMo U3 oaronapajyhux akcnoma noMohy y3acTONMHUX MpUMEHA MpaBuia
3aKJbydHBama. Mieja TakBe BpCcTe JOKa3MBama je Ja y 3akjbyunBamy Tpeba mohu on mckasa

KOjC cMo Beh J0OKa3aJId U3 akCuoMa UJIM O] CaMHUX aKCHOMa KOjI/IMa JaJbu JOKa3 HI/Ije HOTpC6aH.
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3060r TakBOT hopMara y XHJIOEPTOBCKUM aKCHOMAaTCKHM CHCTEMHMA j€ BPJIO TEIIKO H
HEMHTYUTHBHO JeaykoBaTH. Yak je W mpocra TBphema peNaTHBHO CIIOKEHO IOKa3aTH.
Jloka3uBame OJlaKIlaBa TO IITO 3HAMO Jia ce Y (POPMATIHUM CHCTEMHMA XHJIOSPTOBCKOT THIIA
XHUIIOTETUYKO 3aKJbyYHBAE MIIAK MOXKE MPEACTAaBUTH. Pe3yirar Koju HaM TO rapaHTyje je
meopema dedykyuje. OHa Kaxke J]a aK0 y XWIOEPTOBCKOM CHUCTEMY MOCTOjU JJOKa3 3a Uckas B
u3 ckyna xunore3a [' U A, oHJ1a y TOM cUCTeMy MOCTOjH JIoka3 3a A = B U3 cKyIa XHUIoTe3a
[\ 3axBasmyjyhu Teopemu IeayKiyje 3HAMO Ja Y XHJIOEPTOBCKUM CHCTEMHMa MOMXKEMO

Takopehu Ja onoHamamMo mpaBuIIo 3a YBOhee UMILIHKAIIH]e.

IMcuxomor Jlenc Pumc (Lance Rips) TBpau ma Cy 3aCHOBAaHOCT Ha IpaBHIMMa
3aKJbyunBama M (HPaBOPU30BAKE XUIIOTETHUKOT 3aK/bydydBama JBa CBOJCTBA MPUPOIHE
JCIYKIUje Koje YnHe Taj (OpPMaHU CHCTEM MHTYUTHBHHUJUM O]l akcomarckux [Rips, 1994].
To je y ckiay ca YMECHHIIOM JIa C€ Y JIOTHIIA PUTUIHOCT CHCTEMa XMJIOEPTOBCKOT TUIIA YeCTO
yOnaxkaBa kopuirhemeM TeopeMe NeNyKIHje, Kao U APYTHX ,,MeTa-TeopeMa’ Koje HMajy yJIory
Jla OTIOHAIIIAjY XUTIOTETUYKO 3aKJby4urBame, YnHehn n3Bohema y THM cucTeMIMa BHIIIE HAJTMK

n3Bol)eHUMa y MPUPOIHO] ACTYKIIH]H.

XUIOTETHYKO CTAHOBWINTE, KOje je Takohe NpUCYTHO caMO y JpyromM OOJHKY Yy
CEKBEHTHOM PauyHY, j€ jellaH OJ pa3Jiora 300T KOjuX je MPUpOAHA JAeAyKIija Ouia 3HauajHa
3a OMmmTy Teopujy noka3a. OHa je MpOMEHWIIA Halll HAYMH TJIeAama Ha JoKa3e. Y TEopHju
JI0Ka3a Koja je peAyKTHUBHA, M0jaM J0Ka3a Ce MPBEHCTBEHO pa3yMe y KaTErOPUIKOM CMHCITY,
Kao JI0Ka3 M3 MPa3HOI CKyNa XMIOTe3a. Y OIIITO] TEOpUjU J10Ka3a, MojaM XHUIOTETHYKOT
J0Ka3a WM JOKa3a M3 XUIOTe3a MOCTaje OCHOBHUjH O]l ojMa KaTeropudkor nokasa [Dosen,
2015a)]. Ha Taj HaumH, cxBaTame J0Ka3a MpUOIHKaBa Ce MOjMy dedyKyuje, TIe Cy MIPEMHUCE Te

NeAyKIHje XUIOoTe3€e a 3akJbydak je popMyia Koja ce ToKazyje.

VY onuToj TeopHjM J10Ka3a 3aMUIIJbaMO JT0Ka3e Kao UeaiHe MaTeMaThyke o0jeKTe Koje
IpeJCTaBbaMo U3BOhemUMa yHyTap HeKor ¢popmanHor cuctema. [lutame jenHakocTu gokasa
KOj€ c€ y OBOj TEOpHjU INOCTaBJba MOXE CE€ MOCTAaBUTU Kao NuTame Kaoa 0ea uzsoherva
npeocmasmajy ucmu ookaz? Ompnoc udMely nokasa u u3Bohema KojuMm ra (GopMain3yjemMo
MO>KEMO Ja IMOCMaTpaMo Kao OJHOC M3Mel)y HEeKOT je3W4KOr M3pa3a W OHOra INTa Taj u3pa3s
u3pakaBa. Mmajyhu 1O y BHIy, poOjieM jeJHAKOCTH JI0Ka3za MOXeMo (OopMyIHcaTH U Y

00nuKy HapemHoT muTama: Kada cy 06a uzeoherba cuHoHumHa?

Kao mro cmo Beh pekim, nokasu cy odedykyuje. IlpBa W HajOCHOBHHJa CTBap O

JelyKIMjaMa jecTe TO Ja MOYubby npemucom (UIM CKYIIOM IIpeMHca), U 3aBpliaBajy ce
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saxkmyukom. [IpemMa ToMe, Hy»aH YCJIOB Ja OM JBa W3BOhewma Owia CHHOHMMHA je na Oymy
ucror tumna. Tpeba ga mMajy jeHaKe MpeMuce W jenHake 3akibydke. [IpoOieM jemHakocTu

JI0Ka3a TaKO MOKEMO U3pa3uTH y BUIy cieneher murtama:
Kaoa 0sa uzeoherna ucmoz muna npeocmasmajy ucmu 0oxkaz?
Ha To nutame MOkeMO OJITOBOPUTH HA TPU HAYHMHA!

1) yeex
2) Hukao (ocuM ako u3BOolheHa HUCY CHHTAKCHO MICHTHYHA)

3) nowexao

CBaku 01 TpH JIaTa OrOBOpa MPECTaBIba je/IaH MPHUCTYI MPOOJIEMY jeTHAKOCTH JT0Ka3a.
[Tpema npBOM TpUCTYIY, KOjU je KpuTHKOBaH y paay [Dosen, 2015a, section 6.5.] nexykumja
OJTHOCHO JI0Ka3 M3 CKyma xurnotes3a I ca 3akbydkoM B ce mocmarpa kao ypehen map (I, B).
[Tojam nemyknuje ce Tako CBOIM Ha ypeheH map mWcka3a WM CKylla WCKa3za y pesamuju
KOHCEKBeHIHje. TrMe ce MHTCH3MOHAIHU aCIIeKTH TOT T0jMa, TO KaKO T0Ja3|uMO O] XUIIOTe3a

710 3aKJbyuKa, 3a00paBJsbajy. pyrum peunma, oH je eKCTEeH3MOHAU30BaH.

,,CBohemeM nenykuuja (inferences) us A 1o B Ha ypehenu nap (A4, B) y penanuju
KOHCEKBeHIHje (...) MOCTUTIM OMCMO HEINTO HAJIUK OHOME INTO je MOCTUTHYTO 3a
nojam gyHkuuje. OBaj mojam je excmensuonanausosan. CBeJleH je Ha cKyn ypeheHux
napoBa. AKO CMO TIpe CXBaTali (PYHKIIH]j€ Kao HEIITO YHMeE Ce MPEeNasu ca apryMeHTa
Ha BpEeAHOCT, cala je (yHKIMja caMO CKyn ypeheHMX mnapoBa CayHME-EHUX O]
aprymeHara u BpegHocTu. Ciu4HO TOMe, JAenykuuje Ou Owin ypeheHu mnapoBu

CauMIbEHM OJ1 IpeMuca U 3aksbydaka.” [Dosen, 20153, p. 154] 20

[Tocnenuiia oBOT, €KCTEH3MOHAIHOT CXBaTama JEAYKIIHja je Ja CBAKH map n3Bohema Koja
moJia3e M3 UCTOT CKyIa XHUIOTe3a M MMajy MCTH 3aKJby4aK )6eK TMPEICTaBIbajy MCTU JOKa3.
Mehytum, kako Jlomen npumehyje, 10k MOXXEMO MMaTH caMo jelaH ypeheH map ca nmpBom
MpojeKjoM A M IpyroM MpojeKujoM B, MokeMo NMaTH BUILIE Pa3IMYUTHX HAYUHA 1a UCKa3
B nenykyjemo u3 A [Dosen, 2015a, p. 154]. To ce Moxe BUIETH Ha mpuMepy Koju cMo Beh
nomumanu. Heka uckas A Oyne obnuka C A C, a B neka Oyne C. Iloctoje G6ap nBa mokasa

dbopmyne C u3 xunoteze C A C. Y npBoMm aokaszy, hopmyny C nenykyjemo u3 xumoresze C A

20 Tpeba HaNOMeHyYTV OBAE [ je eKCTEH3MOHaIM3aumja Nojma AoKasa u3BpweHa Takopehu Ha ay6/bem HUBOY
O/, EKCTEH3MOHaNM3aumje nojma dyHKumje. Y cayyajy dyHKUMja eKcTeH3MoHaAn3aumja He uae To/IMKo
,»AyB6oK0“ fla GyHKLMjy cBOAM Ha ypeheH nap CKynoBa Koju YMHE HbeH AOMEH U KOLOMEH, Na AoNyLwTa
nocTojarse pasnmuntux dyHKumja uctor tmna. Kog ceoherba floKasa Ha ypeheH nap npeMmca 1 3ak/bydaka To
HUWje AONYLWTEHO, HE MOXKEMO MMATU PA3INUUTe LOKase UCTOr TMNa.

38



C Ha OCHOBY TOra WITO EIUMHHALMjOM KOHjYHKIIHj€ MOXEMO Ja EIMMUHHUIIEMO JICBH
KOHJYHKT. Y apyrom nokasy, C nobujamo Tako mro u3 C A C eTMMHUHUIIEMO JECHU KOH]YHKT.
JTox mMamo JBa qokasa 3a C u3 xunorese C A C, noctoju camo jeraan ypehenu map (C A C, C).

300r Tora IITO jeIHAKOCT JEMYKIMja CBOJAE Ha jEJHAKOCT XHIIOTE€3a M 3aKJbydaka,
€KCTCH3MOHAIHM KPUTEPHJYMHU jEeAHAKOCTH JOKa3a HUCY NMPUMEHUBH Y TCOPUJH YHUJU OH
npenMet Tpebano na Oyay ToKas3H a He penainja KOoHCeKBeHIrje. OHU TPUBHjaIN3Yjy MpobdIemM
JEIHAKOCTH U Ha Taj HAYMH ra Ipe 3a00MjIa3e Hero IITo Hy/e pemene. A, 6e3 moryhHoctu aa
ce Taj mpoOJeM mocTasu, 1a napadpazupamo JlomeHa, He MOxe OMTH HU Teopuje nokasza. o

CJIMYHOT 3aKJby4Ka J10JIa3Hu U HpaBI/IH:

,,Kao IOTO TO HA3UB CyrepuIle, Teoija JA0Ka3a u3dydaBa JOKas3se. I[pyrHM pceuuma,
oHa ce 0aBU HE caMo TCOpEMaMa HCKE TCOpI/IjC, wuima 3HaMoO 'y TeOpI/IjI/I, Beh u TuMe

kaxo 3Hamo Te Teopeme” [Prawitz, 1971, p. 236].

YecTo je 3HAUajHO, HE CaMO Yy TCOPHjH JIOKa3a Beh M y JIOTHIM YOIIITE, Pa3jIMKOBATH
JI0Ka3e HE CaMO Ha OCHOBY HBUXOBUX XHMIIOTE3a U 3aKJbydaka Beh U Ha OCHOBY HJI€ja OJ] KOJUX
nona3e. Haume, y JOoruim 1 MaTeMaTHIM YECTO HAC HE 3aHUMa CaMo Ja JIM Ce JJOKa3 HEeKOT
TBphema Moxe Hahu, Beh 11a i ce oH Moke u3BecTH Ha onpehenn mHaunH. Hekan je To BaxkHO
13 MPaKTHYHKX a HEKaJ U3 TEOPHjCKHUX pasiiora. Ha npumep, BaKHO je Kajia ce MUTaMo OCTOjU
T hunumapru 10Ka3 KOH3UCTCHTHOCTH HEKOT (POPMATTHOT CUCTEMA MJTH aKO CE MUTaMO JIa JIH
je 3a Heko TBpheme Moryhe naTm xowcmpykmuean nokas. 2> OBakBa IHTama HE MOXKEMO
CMHCJICHO TIOCTaBUTH OCHM aKO HUCMO Y CTamy J1a IOKa3e CXBaTHMO HE CaMO €KCTEH3HOHAITHO,
Kao ypeleHe mapoBe XUIoTe3a U 3akjbydaka, Beh 1 HHTEH3MOHAIHO — Ka0 HAYMHE JI0JIaXKeHmha

Ol XUITIOTE3a 0 3aKJby4daKa.

Bunenu cmo 1a eKCTEeH3MOHATHO CXBaTamke JOKa3a BOJW Y TpUBHjATHOCT. Tume qo0ujamo
penanujy jeIHaKoCTH Ha JO0Ka3uMma Koja je cyBuine mupoka. Ca apyre crpaHe, jeTHAKOCT
JI0Ka3a MOKe TOCTaTH TPUBHUjaIHA U KaJ je cyBullle ycko aedunucana. [Ipema apyrom ox rope
HaBeJIeHa TPHU MPHUCTYyNa, ABa GopManHa u3Bohema MPeNCcCTaBbajy UCTH JI0Ka3 CaMoO ako Cy
CHUHTAKCHO jefHaka. J[pyruMm pedrnMa, CHHTAKCHO pa3inyuTa U3Bohema ce Hukao He MOTy

cMaTpaTd CHUHOHUMHHM. J[OK je EeKCTeH3MOHAJIHM MPHUCTYN KOJU CMO TOpe pa3MaTpaliud

21 KOHCTPYKTMBAH [0Ka3 je OHaj Yy Kojem Ce He NMOo3MBaMO Ha K/lacuuyHe NpeTnocTaBKe, Kao LUTO Cy 3aKOH
UCK/by4yetrba Tpeher, MepcoB 3aKoH, UTA. AKo je TBphetrbe Koje AoKasyjemo eraucTeHumnjanHor 0611MKa, 0gHOCHO
OO0Ka3yjemo aa nocToju objekat ca ogpeheHnm CBOjcTBMMA, KOHCTPYKTMBAH A0Ka3 61 Takas objeKkaTt u3aeojuo,
nnn 6apem NoKasao Kako 61 ce OH MPUHLMIY MOrao KOHCTPyMcaTy.
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MOCJIeIUIIa €KCTeH3MOHANIM3AIlM]e TTojMa JIeAYKIIHU]je, APYTU MPHUCTYN OMCMO MOTJIM Ha3BaTH

CUHMAKCHUM, jep TOKa3e CBOJU Ha CHHTAaKCHE 00jeKTe.

Hekan ce morpemHo mpeTnocTaBjba Jia je CHHTAKCHU IPHCTYN IOCIeaAnIa
MHTEH3WOHAJHOT CXBaTama Joka3a. IIpeTmocraBka je na q0Ka3, Kao HAa4yMH H3BoOhema
3aKJbydKa M3 XUIIOTE3a, MOXKEMO Jia OIMIIEMO TPEIM3HO yHyTap je3uka. Ha ocHOBy Tora ce
M3BOJM 3aKJbydak jJa he u3Bohema Ja ONUCYjy pa3IMuuTe JI0Ka3e ako Ce Pa3IuduTo
NpEeJCTaBJbajy yHyTap jesuka. Taj 3akibydak, Mel)yTuMm, HE YMHU ce OAPKHUBHUM. AKO HCTY
MHCA0 MOKEMO U3PA3UTH PA3IMIUTHM PEUMMa U UCTU MCKa3 Ha PA3IMYUTHM jE3UIMMa, HUjE

jaCHO 300T yera He OMCMO MOIJIH UCTH JA0Ka3 U3pa3uTu Ha CHHTAKCHO pa3JIM4YMTC HAYHUHE.

CBoheme moKkaza Ha CHHTaKCHe o0jexTe, Ha M3Bohema Koja MX IMpeACTaBibajy, UMa Ty
HEXEJHCHY MOCIICUITY J1a HE MOXKEMO J1a Pa3IfuKyjeMo JI0Ka3 o] ierose Gopmanmzanuje. To
je MehyTum Hekag moTpeOHO 12 YUHUMO Y MaTeMaTUIIX 1a OMCMO MOTJIH /1a KaKeMO J1a JH je
dbopManm3zanuja HEKOT Joka3a ojarorapajyha wiu He. Ha mpumep, ako ce y ¢popmanuszanuju
HEKOT' KOHCTPYKTHBHOT JI0Ka3a TO3MBAaMO Ha 3aKOH HCKJbydema Tpeher, Ta Gopmaimsaimja

Hehe Ha oxroBapajyhu HauMH MPEICTAaBUTH MTOYETHHU JO0KA3.

OBne ce MOKe TIPUTOBOPUTH J1a HepopMaTHH JTOKa3 MOXKEMO Pa3IMKOBAaTH O]l H-ETOBE
dbopManuzamyje, 4ak U ako JI0Ka3e CXBaTUMO Kao CHHTakcHe oOjexre. Haume, nedopmamHu
JI0Ka3 TpecTaBlba CHHTAKCHU OOjeKaT y TPUPOJHOM jE3UKy a meroBa GopManm3aiyja
CHUHTaKCHU o0jexaT hopmainHor jesuka. opmann3zaiyja HEKOr JoKa3a npecTaBibaiia Ou oHaa
BUJ TpeBohewa H3 mpupogHor y QopmanHu jesuk. IluTtame aneKkBaTHOCTH HeEKe
¢dbopmanu3zanyje cBenu OM ce Tako Ha MUTame MpaBuia npesohema. MelyTum, Huje jacHO Ha
OCHOBY yera 6ucmMo Moriu ja ¢GopMyJIMIIEMO U ONpaBIaMo IpaBuia MpeBolema ako He Ha

OCHOBY cmucia Tora uiTto np€BoJumMo.

CHHTaKCHU MPUCTYI CBaKako He o0ehaBa MHOTO Kao MaTeMaTHYKH 3aHUMJbHUBA TEOPHja
JI0Ka3a. JeIHaKOCTH J10Ka3a Koje ce 3aCHUBA]y Ha CHHTAKCHO] jJe/IHAKOCTH M3BOlema Cy HUIITA
Mame TpUBMjaJIHE OJI E€KCTEH3MOHAIHMX JEJIHAKOCTH KOje C€ 3acCHHMBAjy Ha penanuju
KOHCeKBeHIIMje. Teopuja Joka3za kKoja OM ce 3aCHMBAJa HAa TAKBUM J€IHAKOCTHMAa MOXKE CE€
JIOHEKJIe YIOPEIUTH ca (POpMalHUM CUCTEMOM 4YHje CYy aKCHOME CBE U caMoO TayrtoJsioruje. Y
0BOM (hOpMaTHOM CHUCTEMY He OMCMO MMaJH MpaBuiIa 3akbydnBama. CBaky Teopemy OHCMO
JIOKa3MBaJIl Y CAMOM j€THOM KOpaky, Mo3uBajyhu ce HeKy o1 6€CKOHAYHO MHOTO aKCHOMa.
Panehu y TakBoM hopMaiHOM CUCTEMY HE OMCMO HAYYUIIM MHOTO O JICTYKOBaWkYy HUTH O TOME
IITa 3HA4YM JO0Ka3aTH HEKO TBpheme y MaTeMaTHI. Y TOM CMHUCIY, OH OM OHWO MOTIIYHO
OECKOPHUCTaH.
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Bparumo ce caga HarieM OYETHOM MUTABY:
Kaoa osa (cunmaxcno pasnuuuma) uzeoherpa ucmoe muna npeocmasnajy ucmu 0oxasz?

[Ipema Tpehem mpucTymy 0703r0 1Ba (CHHTAaKCHO pPa3IMYKWTa) M3BOhEHma UCTOr TUMA
noHexao MPEICTaBJbajy UCTU JIOKa3. [lonexkad oBae He OM TpeOaso pa3yMeTH y JOCIOBHOM
3Havyewy. Ta ped He ykasyje Ha TO Jia KPUTEPHjyMEe jeTHAKOCTH J0Ka3a Tpeba CXBATHTU Kao
MIPOU3BOJbHE, 3aBHCHE 0J1 KOHTEKCTA WM HemTO carnyHOo. OHA MPOCTO CYTepHILe Jja MUTAke
JEIHAKOCTH JI0OKa3a HUje TPUBHjAJHO U HA Fera Ce He MOJKE JaTH TPUBHjaaH OAroBop. TO je
MIPUCTYI OIIITE TEOpHUje JOoKa3a. Y TOj TEOpHjU, CHHOHUMHOCT M3BOhEeHa HE MOXE Ja ce
00jaCHM Ha YUCTO CKCTEH3WOHAJIaH HAaYMH HHUTU MOXXE Jla C€ CBEJC Ha NYKY CHHTAKCHY

JEIHAKOCT.

VY onmitoj Teopuju T0Ka3a pa3BujaHa Cy, Kao IMITO CMO PEKJIH, Ba HaYMHA (hopMai3aIuje
KpuTepujymMa jeaHakoctu jgokasa [DoSen, 2003]. Ilpema mpBoM THIy KpUTEpHjyMa, IBa
u3BOhema TpejicTaBbajy HCTH JIOKA3 aKO Cy CKBUBAICHTHA Y TIOTJICYy HUXOBE
HopMmanu3aije. Taj mpemnor Jlomen HasuBa Tezom o nopmanuzayuju (Normalization
conjecture). JenHakocT JIoKa3a MOKEMO Takohe 3a1aTh ocliamajyhu ce Ha 1ojaM onumocmu
ookaza. CXODHO TOME, MOXEMO TBPJWUTH Jla Cy JiBa JIOKa3a jeJiHaKa ako Cy HUXOBE
perpe3eHTalrje CKBUBAJIICHTHE y TIOTJIEAY HBUXOBHUX ONINTOCTH. To TBpheme Koje je mpBH

dbopmymucao Jlambek, Jlomen HasuBa Tezom o cenepanuzayuju (Generality conjecture).

VY ocraTky OBOr moOINaBjba, JeTajbHHje heMO MpeNCcTaBUTH IMOMEHYTE JBE BpCTE
KpHUTEpHjyMa 3a jeJHAKOCT JI0Ka3a W OCBPHYTH Ce Ha pe3yirate usjoxeHe y [Dosen, 2003]

KOjU TOBOPE O BbUXOBOM Mel)ycOOHOM O/1HOCY.

2.3. JenHakocT 10Ka3a 32CHOBAHA HA HOPMAJIM3ALHUjH

Hopmanuszanuja nounBa Ha U€ju Ja U3BOheme MOKe UMaTH CYBUILIHE KOPaKe KOJH ce
MOTY YKJIOHUTH. TuMe ce u3Boheme MojeAHOCTaBIbyje 0€3 /a ce HmeroBa Huiaeja CyITHHCKH
u3Menu. Ilpouenypa mojeaHOCTaBIbEHa HA3UBA CE€ HOpMAnu3ayujd, a HEHO HCXOAMIITE
Hopmanua ¢opma dokasa. HedhopmanHo rosopehu, moka3 je y HopManHO] GopMH ako He

CaJIp’KU CYBUIIIHE KOpakKe.

[TojMoBU HOpManU3aIMje JOKa3a U HOpMaiIHe (popme ce o TPBU MYT Y JIOTUIIH JaBJba]y
y [Gentzen, 1935]. [Ipemza ce Takole MOXke TBPIUTH Jla C€ HOpMaIH3allrja Koja je He3aBUCHO
dopmanmzoBana y [Church, 1932; 1936b] moxe cxBaTuTn ka0 HOpMalu3alMja JoKas3a, OHa je
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MIPBEHCTBEHO 3aMUIIUbEHA Kao HopManu3anuja ¢yHkirja. Bume o »oj 6uhe pedeHo HemTo

KacHHje.

V [Gentzen, 1935] I'enHiieH je qao aHanu3y nojma Jokasa yHyrap GopMaIHHUX cUCTeMa
NPUPOJIHE NSIYKIIMje U CEKBEHTHOT pauyHa. Mlako eKBHBaJICHTHU, TH CHUCTEMH MOYUBAjy Ha
paznuuuTuM Haejama. Kao mro cmo Beh HamoMeHy/H, IpUpoIHa JASayKIFja je 3aMUILIbeHa
Kao (pOpMaJHU CHUCTEM KOjH OIOHAIlA He(OPMAIHO 3aKJbyunBame y MaTematunu. Ca npyre
CTpaHe, CCKBCHTHH payyH MMa 3a IWJb Jla MPHUKAXE CTPYKTypajHa CBOjCTBA JACHAYKIIH]E.
CTpyKTypajiHa CBOjCTBA CY Y CEKBEHTHOM PavyHy OMHCAHA CMPYKMYPAIHUM NPASUIUMA, A
JEIHO OJ1 TUX MPABUJIA j€ HAPOUYUTO BAXKHO — Npasuio ceverba. To MPaBUIIO J03BOJbABA Ja CE
JI0Ka3¥ HAJI0BE3Y]jy WU KOMITOHY]Y. LlenTpanau pesyirar y paay [Gentzen, 1935] je reopema
KOja KaXke Jla Ce CBAaKH J0Ka3 Y CEKBEHTHOM padyHy 3a JIOTHKY IPBOT pe/ia KOjU CaJpiKu
MIPABUIIO CEYCHa MOXKE HOPMAIU3068AMU OJHOCHO TPaHCHOPMHUCATH Y J0KA3 KOjU HE CAAPIKU

To npaBuyio. Ta ce Teopema HazuBa Hauptsatz unu Teopema o enumunayuju ceuerva.

Wucnimpucan ['eHIICHOBUM pe3y/ITaToM U HjaejoM Hopmanusaigje y [Gentzen, 1935],
[TpaBun je neduHICca0 MojaM HopMaTHE (popMe 3a IPUPOTHO-ICTYKITH]CKa U3BO)CHha Y TOTUIU
NPBOT pefa M TMOTOM JO0Ka3a0 KaKo C€ CBaKO MPHPOJHO-ACIYKIIMjCKa H3BOhCHE MOXKe
Tpancdopmucat y uzBoheme y Hopmaianoj popmu [Prawitz, 1965]. Jla 6ucmo objacHmIN Ha
gyeMy ce Ta TpaHchopmamnmja 3acHWBa, JaheMo jemaH TpUMEp TPHPOIHO-IEAYKIIH]CKOT

u3BOhema y MCKa3HOj JIOTUIM KOje HUje y HopMaiiHoj opmu. HazoBumo ra a.

Kao mrro je Beh momenyTo, mpupoaHa AeAyKIlHja je CHCTEM 3aCHOBAaH Ha XUIIOTETUYKOM
3aKJby4HMBamy KOjU (aBopu3yje MpaBwiia HaJ akCMOMHUMA. Y TOpe MPUKa3aHOM H3BOhEHY
nenykoBanu cMo A u3 ckyna xumote3a I', a B u3 ckyna xunoresza 4 (Heka D; mpejicTaBiba
nenykumjy u3 I' 'y A, a D, nenykumjy u3 4 y B). [Totom cMo yBenu KOHjyHKIMjY u3mehy A u
B, a 3atuM cMO HUCTY Ty KOHjYHKLHM]y EIUMHHHMCAIM Ja OUCMO TOOMIM 3akibydak A.
JenmHOCTaBHO je BUIETH J1a TTOCTOJH HEIITO UPKYJIAPHO y BE3U Ca OBHUM H3BOhECHEM. Y BEIH

CMO KOHjYHKIIH]Y caMo J1a OMCMO je 0/IMax 3aTUM eIMMUHUCAIN. MoxkeMo pehu f1a je Taj Kopak
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CYBHIIIAH jep KUME HHCMO HUINTA MPUI0AATH J0Ka3y. HberoBum ykiamameM H3BOheHme o
MOXEMO YYHHUTH JUPEKTHH]JUM, JETHOCTABHUJUM, a OHO IITO MPEOCTaje Kaaa ce Taj Kopak

YKJIOHH je u3Boheme D;.

VY Teopuju A0Ka3a OBO Ce MOjeIHOCTABIHCHC N3BOCHha HA3UBa mpaHchopmayuja Mt
pedykyuja. Vineja je ma cMo penykuujoM o Ha D; M0Ka3 camo IMOjeTHOCTAaBUIIM, Al Ta
CYIUTUHCKHA HHUCMO HU3MCHUJIN. Hucmo YBCJIM HHUKAKBC HOBC CIICMCHTC KOjI/I HUCY 6I/IJII/I Beh
caapkanu y o. Kao mo je Beh momenyTo, TpanchopMmalivja win peayKiyja n3Bohema Takohe
ce Ha3MBa ce U Hopmanuzayujom. Ha kpajy Te mpoueaype CTHKEMO 10 U3BOl)emha KOje HE MOXKE

OUTH JaJbe MOjeJHOCTABIbEHO U 3a KOj€ Ka)KeMO J1a Ce Hajla3u y HOpMAaHoj hopmu.

[IpaBun je nedunucao mojMoBe HOpMaiHe GopMe U HOpPMATU3alUje Y MPUPOIHO]
nenykiuju y pagosuma [Prawitz, 1965; Prawitz, 1971]. ITojam HOpMmaiHe hopMme Y IPHUPOJIHO]
JeNyKIWjH je 3aCHOBaH Ha WJICjH J1a j¢ HOPMaJTHO M3BONCHE TaKBO JIa HHUjeIHA CIMMUHAII]a
BE3HMKA HE CJICJIM 0JIMaX HAaKOH HEeroBOT yBohemwa. [la Ou ce mocTuriia nomnyna HOpMAaina
¢opma (enr. full normal form) morpe6Ho je y3eTr y 003up 1 MoceOHY BPCTY PEAYKIHja KOje
[IpaBul Ha3uBa Henocpeonum nojeonocmasmeruma (eur. immediate simplifications), a xoje
Cy Be3aHe 3a CyBHIIHE NMPHMEHE KJIACHYHOI TpaBHJa CBOlCHa Ha ancypl M 3a yKIamambe

eJIMMUHALIF]e AUC]YHKIIH]je KaJla HeMa MPelpTaHuX MPETIOCTaBKH.

Kao mocnenuiyy oBe BpcTe HOpMaiH3alfje MMaMoO Jla ce U3Bohema y MOTIIYHO]
HOpMaJTHO] (OPMHU OJTHOCHO FHETOBH JICIIOBH MOTY TOJICIUTH HA TPH IEIUHE: aHATUMUYKY,
MmuHumanny u cunmemuuxy [Prawitz, 1971, theorem 3.2.2.]. Ykparko peueHo, y aHaTUTHIKOM
7eny u3Bohema BpIle ce eJIMMHUHAlMje BE3HMKA, JIOK C€ Y CHHTETHYKOM BpIlEe yBOhema.
MunumManau neo ce Hanasu usmely. Kazma ce y MuHuManHOM jeiy Haja3d camo jelHa
dhopmyna oHa ce Ha3uBa MuHumanrHom gopmyrom. OHa je yjeqHO U 3aKJbydaK HEKOT TpaBuia
3a eJTMMUHALIM]Y U TIpeMUca MpaBuiia 3a yBoheme Be3HUKa. Meja Te Tpoaenne monaene jecre
Jla 'y I0Ka3y MPBO MOJIAa3UMO OJ1 CJIO’KEHMX XUIIOTe3a KOj€ OH/a PacTaB/baMo Ha JeTHOCTaBHU]E
7enoBe. Y IpyroM CTaAujyMy J10Ka3a MpUKYIJbaMo MaTepHjajl Koju oHaa y Tpehem ctaaujymy

CrajaMo y 3aKJby4ak MpaBUIMMa 332 YBOhEHE BE3HUKA.
N3Bohewme y moTrnyHoj] HOpMaJIHO] (POpMH MOKE ce TpaHCHOpPMUCATH Y APOUUPEHY

HOpManxy ¢hopmy — TOTIYHY HOpMalHy (OpMY TAE Cy CBE MUHUMATHE (Popmyle aTOMCKE

[Prawitz, 1971, p. 250]. ?* Takse TpanchopMalHje ce HA3UBA]Y HENOCPEOHUM NPOUUPEHUMA

22 MNopa, aTOMCKUM GOPMYAama y UCKa3HOj N0rMLUM NOAPA3yMeBaMO MCKa3Ha C1I0Ba MM UCKa3He KOHCTaHTe L

nl.
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(emr. immediate expansions) [Prawitz, 1971, p. 254]. Kao mnpumep Ttpancdopmariije
HEMOCPETHOT MPOUIHpea pazMoTpuMo cienehu npumep usz [Prawitz, 1971, p. 254-255]. Heka
a Oyne u3Boheme Koje caapKu rpaHy Ha Ko0joj je A A B muHumainHa popmyiia v Koje caapKu

Kao CBOj Jeo u3Bohewe D umnju je 3akibydak popmyina A A B:

f o

AnB

r

TakBo u3BOheme @ MOXe ce TpaHchopMHcaTH y U3BOhEeHmE Koje ymMecTo D campiku:

r r
D { | } D
AAB . AAB .

A B,
ArB

OBakBa TpaHcopmalMja MOKe J1eJI0BaTU KOHTPAaWHTYUTHBHO Ca CTAHOBMILTA TJE Ce
HOpMaJlM3alfja cxBaTa Kao HEIlTO IITO M0jeTHOCTaBJbyje Kopake y u3ohemy, jep ce YUHH Ja
je mpBo u3Boheme jerHocTaBHIje o1 Apyror. MehyTum, mpommpena HopMainHa popMe Tuye ce
T10j€THOCTaB/bEHha MUHUMAJTHOT JIeJia u3Bohema — OH Mopa OUTH TOJIMKO ymporrheH 1a ce y
BEMY MOTY jaBJbaTH caMo aToMcke Gopmyie. Mieja je 1a mpe Hero mrTo U3BPIIMMO YBOheHma
BE3HMKa, M TakopehH M3rpaauMo Hallle 3aKJbyuke, MOpaMo TIpBo jgohu 10 camux atoma.?® To
he 3a mocneauiy UMaTu Ja HeKaJ MOpPaMoO JOMYCTUTH TpaHcopMaluje Kao IITO je MU3Hak

MIOMEHYTA.

IIpaBurr je moka3ao ga ce cBako H3Bohewme Moke TpaHcopmucatu y (myHY,
MPOLIMPEHY) HOpMaNHy (opMy IpUMerYjyhu HU3 Kopaka peaykiuje. Taj pe3yiarar je oBJe 3a
Hac moceOHO 3HayajaH 30or tora mto je omoryhuo IlpaBuiny ma nedunuine penanujy

eKBUBAJICHIIMje Ha M3BOhEHmMMa Koja ce 3aCHMBAa Ha mojMy HopmaiHe (opme. Ilpema T10j

23 360r 3axTeBa fa MUHUMaNHK Aeo mopa 6uT aTomm3osaH, n3soherse y NpoLlnMpeHoj HopmanHoj dopmu he
Ha/IMKOBaTH NeldaHom caTy. Fope u gone he 6UTH WNPOKO, A0K he ce cy)KkasaTu y cpeanHu.
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neUHHAIN] U, KaXKeMO Ja CY JIBa U3BOlemha eKBUBAJIICHTHA y TIOTJIEy HOPMaIH3allhje aKo ce

CBOJIC Ha HCTY HOpMAIIHY (opmy.

Kao mro cmo Beh pammje pexnm, [lpaBuil je muTamy jeIHAKOCTH JI0Ka3a H
onromapajyher kpurepujyma 3a T€ j€AHAKOCTH a0 IIEHTPAIHO MECTO Yy OIINTO] TEOPUjH
noKasa. Aiu, oH HUje camo (OpMYJIHMCcCao MTOMEHYTH MpobiieM, Beh je mpeiokuo u penieme.

[Ipema IIpaBUIIOBOM MULIUBEWY,

Hea uzsohera npeocmasvajy ucmu 00Ka3 ako u camo aKo cy eK8UBANeHMHA Y N021edy

muxosux nopmannux popmu [Prawitz, 1971, p. 257].

ITo y3opy Ha [Dosen, 2003] oBo TBpheme MOKEMO HA3BATH Me30M O HOPMATUZAYUU
(normalization conjecture). Kao mro Maptusn Jlep u Kpajzen (Georg Kreisel) uctuuy, Te3y 0
HOpManu3anuju Ou Tpebano pazymeru mpe kKao (Guio30dCKy aHaiu3y IMojMa jeIHAKOCTH
nokaza [Kreisel, 1971, p. 114-117, 165] Hero kao TBpheme Koje Ce MOXE MaTeMaTHUKU

JIOKa3aTH WINA OIIOBPTHYTH.

Ta Te3a Takohe roBopu HEWITO 3HAUAJHO O TOME Y UEMY C€ CacTOju cMHcao (hopMaTHOT
n3Bolema U Kako ce OH OJHOCHU MpeMa BberoBoj cuHTakcu. Kao mro cmo Beh pekiu, gokasze
OBJI€ IIOCMATPaMO Kao HjieaHe 00jeKTe KOJU HUCY CBOJMBH Ha cMHTakcy. CHHTaKca je HelTo
YUMe C€ CIYKUMO Ja 0 ’bMMa ropopumo. Mehytum, To He 3HauM Ja GOpMaJIHU je3UK KOjUM
ONUCYjeMO JI0Ka3e M CTPYKTypa caMuX JloKa3za HHUCY Onucko moBe3aHu. Ilpema te3u o
HOpMaJIM3alij|, CMICao U3Bolema ce 4yBa HOpMaIu3alujoM, a HopMaiaHa (opMma je HoCuIIall
3Ha4Yera. CHHTAKCHO Pa3In4nTa U3BOHekha MOTY MMaTH UCTH CMHCA0, aJTd CaMO MO YCIIOBOM
Ja ce cBoje Ha wWcTy HopMmanHy ¢opmy. To 3Haum ma cmmcao Takopehm kopecmoHmmpa

CHHTAaKCH, KaJia je U3Boheme y HOpMaIHoj GOpMH.

OBne ce moxe moctaButu cieaehe nurtame. Cama HOpManM3alMja jé CHHTAKCHA
nporenypa. JlokasHe jemTHAKOCTH KOje Cy Ha HO] 3acHoBaHe Owhe makie CHHTaKCHO
yclioBJbeHe. hux nepunuieMo y oJHOCY Ha HEKaKaB Je3UK, IpaBuiia peayKIuje U oapehenu
nojaMm HopMasiHe (opme. Ay, 3ap TO HHMje Y CYNPOTHOCTH Ca CTAHOBHUIITEM Ja Cy JO0Ka3u
HEIITO IITO je HECBOJIMBO HA CHHTAKCY U Y HEKOM CMUCITY He3aBHCHO oJ1 ie? He HyxHO. Tpebda
MMaTH y BUy /1a Tpo0JIeM jeIHAKOCTH JJoKa3a HHUje MPOoOIeM KOjH je Y TOTIIYHOCTH He3aBUCTaH
0]1 Je3HKa, jep je TO Mmpe cBera mpodJieM KOju ce TUIe ofHoca u3Mel)y je3nuka u 3Hauema. OH ce

THYE TOTa Kaja MoxkeMo pehu na aBa dhopmanHa m3Bohema uMajy UCTo 3Hadewme. [Ipobiaem
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JETHAKOCTH JI0Ka3a MOXXeMO (GOpMyNIHcaTH M Kao MHUTalke M0 KAaKBUM CHHTAaKCHUM
MaHuIynanijama he 3Haueme H3Bohema OCTATH HENPOMEHEHO. Y TOM CMHUCIY, MpoOieM
JEIHAKOCTH JI0OKa3a 3aBHCH y HEKY PYKY OJI CHHTaKce jep he yksbyuMBaTH HEKa CHHTAKCHA
pa3Marpama. Alld, TO HE TMOBJIA4M Ja Cy J0Ka3u 00jeKTH CHHTaKcHe npupoze. To Takohe He
3HaYu Ja je mpoOJjeM jeIHAKOCTH pellaTUBAaH M CMHUCIEH caMO Yy OJHOCY Ha ojapeheny

CHHTaKCy, y mra he Hac yBepuTH HapeJHO pa3MaTpambe.

Kao mro [omen uctuue y [Dosen, 2003], jenan oj HajCHaXHHUjUX apryMeHaTa y
MPUJIOT T€3€ O HOPMAIM3AIU)HU JISKU Y TOME IITO C€ Y Pa3IMYUTUM (HOPMAITHUM OKBHPHMA
MOXe JeQUHHCATH HWCTa pejaldja CKBUBAJICHIMjE HAa CKYyIMy JO0Ka3a KOHjYHKTHBHO-
UMIUTMKATUBHOT (parMeHTa WHTYMIIMOHUCTHYKE WCKa3He Joruke. To je IMoKa3aHo
pe3yaTatuma Koju Hoce 3ajeqHrnuko ume Kapu-Xayapo-Jlambexosa kopecnonoenyuja (Curry-
Howard-Lambek correspondence). ITo3natuju meo oBe kopecmoaeHuuje, Kapu-Xayapmosa
KOPECIOJICHIIM]ja TOBOPH O TOME KaKO C€ JI0Ka3u (y IOMEHYTOM (PparMeHTy JIOTHKE) U BbUXOBE
JEIHAKOCTH 3aCHOBaHE HAa HOPMAIM3ALMjU MOTY IPEACTAaBUTH YHYTap JiamMOna padyyHa c
tunoBuMa. Jlokasm oaroeapajy ram01a TepMHMa, MCKa3d KOj€ OHU JO0Ka3yjy THIIOBUMA THX
Tepama, 0K jeJHAKOCT JI0Ka3a OJroBapa jeIHaKOCTH oiaroBapajyhux tepama. Y [Lambek,
1974] u [Lambek, 1972] JlambOek je moka3ao 1a ce JO0Ka3W HHTYMIIHOHHUCTHYKE HCKA3HE
JIOTHKE, Kao U JlaM0/1a TEPMH ca THIIOBUMA, MOTY Takoh)e IPEICTaBUTTH U Y KaApme3ujaHCKUM
sameopenum kamezopujama (Cartesian Closed categories). On je m0ka3ao jga jeJHaAKOCTH
J0Ka3a Koje je nao [IpaBwuil 3a KOHjyHKTUBHO-UMIUIMKATUBHU ()PArMEHT MHTYUITUOHUCTHYKE
JIOTHKE KOj€ O/Ir0Bapajy jeHaKocTUMa JiaMbJia Tepama y JlambJ1a pauyyHy ¢ TUIIOBMMA Takole
OJIFOBapajy jeIHAKOCTMMAa CTpPENuIla y KapTe3MjaHCKUM 3aTBOPEHUM Kareropujama. To
npomupewe Kapu-Xayapnoe kopecnonaennuje HasuBamo Kapu-Xayapa-JlamOekoBa

KOPECTIOHICHIIN]A.

Ta kopecnoHJeHIIMja TOBOPH Y MPWIOT TEe3d O HOPMaJIM3alMju W OIpaBlaBa
neduHUCame KPUTEpUjyMa 3a JeHAKOCT J0Ka3a MyTeM HOpMaliM3alldje Ha Ta] HAYWH IITO
MOKa3yje J1a CMO Ha pa3IMuuTe HAuYWHE HE3aBHCHO YCIENH Ja J0hHeMo JI0 UCTe pelaiuje
eKBUBAJICHIMj€ Ha CKyMy J0Ka3a. To Mmokasyje Jia Ta penanyja Huje apOuTpapHo nepuHUCcaHa
Y 3aBUCHA 0J1 oJpeleHe CUHTaKCe KOJOM Ce CIYKUMO J1a O JOKa3MMa TOBOPUMO. Y HapeaHUM
noriaBjbuMa ocBpHyhemo ce Ha HajoutHuje acnekre Kapu-Xayapn-JlambekoBe
kopecnionaenuje. [IpBo hemo yBectn mambna pauyH ca TUIIOBHMA, a KacHUje hemMo mokazaTu

KaKo ce JIeAyKIMje MOT'y IIPEe/ICTaBUTH y KapTe31jaHCKUM 3aTBOPEHUM KaTeropujama.
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2.3.1. Kapu-Xayapo-Jlambekosa kopecnonoenyuja

JlamOna pauyH, umju je uaejHu TBopan Yepu je dopmaTHU OKBHUP KOjU OIHUCYje
¢bynkuuje u jeqHakoct Gyakuja. OHO ITO je KapaKTepUCTUYHO 3a JamOaa padyH, kojeMm he
YETBPTO TOTJIaBJhEe OBOT paja Outu nmoceheHo, je 1a ce y memy (QyHKIMje He pa3zyMe]y Kao
€KCTeH3MOHAIHO cXBaheHn 00jeKTH, HETO Kao npasuia oMohy Kojux apryMeHTUMa QyHKIIH]e
MPUAPYKYjeMO EBUXOBE BPEIHOCTH. Y JIaMOa paduyHy rmojaM (YHKIM]je 3aCHHUBA CE Ha JIBEMa
onepauujama: amboa ancmpakyuju (eur. lambda abstraction) momohy koje rpagumo
byukuuje, u npumenu (eur. application), onepanuju xKoja onucyje npuMeny GyHKIH]e HA BEH
apryMCHT.

Oynkiyje y 1ambaa padyHy Mory jaa Oyany aprymenTu npyrux ¢yakauja. Ho, na 6u ce
Mpeaynpeawie Heke mpobdiieMaTHdHe npuMeHe (0 kojuma hemo y mormaBpy 4 BuHIe
TOBOPUTH), JJaMOJ]a TEPMHUMa C€ MOTY JOACIUTH munoeu. Moriu Oucmo pehu 1a TUNOBH
onpehyjy koje mpuMeHe Cy CMHCIEHE a Koje He. THMOBH Cy WJIM aTOMCKH THIIOBH KOje
03HA4YaBaMo ca p,q,T..., uim obnuka A +— B unm obnuka A X B, rae cy A u B tunosu. Tun

A — B 3Bahemo mun cmpenuye (arrow type), a tun A x B mun npouszsooa (product type).

Hegp. 2.3.1.1. Tepmu nambsa pauyyHa ca TUIIOBUMA T'pajie c€ MHAYKTHBHO MOMohy
MPOMEBHBHX X, Y, Z ... (Koje MOTY OMTH U HHICKCHpaHe) Ha cieaehn HauuH (11a je 1amb1a Tepm

M tumna A nucahemo kao M: A):
(npomenmuse) Tepm obauka x: A je nambna tepm tumna A. 24
(ancmpaxyuja) Axo M:B u x: A, ouna Ax.M: A — B.
(npumena) Ako M: A — B u N: A, ouna MN: B.
(cnapusarwe) Ako M:Au N: B, ouma < M,N >:A X B.
(npojexyuje) Axo M:A X B, onna m;M: A, m,M: B.

OBuM je 3ak/byueHa MHAYKTHBHA JeUHHIIMja Tepama JlaMbla pauyHa ca OBAKBUM
tunoBuma (ynopenutu ca aepunuimjama gatum y [Girard, 2003, p. 15], [Dosen & Petric,
2000, section 7]).

24y [Girard 2003, p. 15] npomeH/bUBE MOry BUTK Camo aTOMCKOT TMMa.
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dopmymanuja 1aM01a padyyHa ca TUIIOBMMA KOJy CMO IIPEICTABHIIM JOII CE€ HAa3WBa U
namboa payyHom ca cypjekmuenum cnapusarbem. CHCTEM THUIIOBA C€ MOXKE 3aCHUBATU CAMO
Ha THITY CTpENUIE U JIaM0Jla payyH ca TaKBUM THIIOBUMA C€ 30BE .1amM0OO0A pauyH HpOCMUX
munosa (Simply typed lambda calculus), sugeru [Barendregt, 1984, appendix 1]. Ako
KOPHUCTUMO caMoO TpBe Tpu kiayszyiae aehununmje 2.3.1.1. rope, mobujamo HHIAYKTHBHY

neUHUIM]y TepaMa jaM0/1a pauyHa MPOCTHX THIIOBA.

Tpeba HaOMEHYTH J1a c€ IPOMEHJbUBA Yy JIaMO/1a TEPMY MOXKE JaBUTH Kao CI000THA
WIM Kao Be3aHa. AKO ce IMpoMemHuBa X jaBjba Y M, oHAAa ce OHa jaBJha Be3aHa y Ax.M.
[IpomemuBa ce jaBjba cl1000HO aKoO Ce He jaBJba Be3aHo. OOWMYHO ce yCBaja KOHBEHIIHja Jia
ce ci1000/IHa ¥ Be3aHa NPOMEHJbUBA Y TePMY He 0o0elexaBajy HCTUM CIOBOM. AKO TepM HE

CaJipKu CJIO6OZIH€ IMPOMCHJbUBEC HA3HUBA CC 3AMEBOPEHUM.

®dopmyrne nambaa padyHa ¢ Tunosuma cy obiauka M = N, roe cy M u N TepMu ucror
tuma. Jlam0a pauyH ca THIIOBUMA j€ jeTHAKOCHH padyH y KOjeM JJOKa3yjeMo jeTHaKOCT TepaMa
Koju ¢y ucror tuna. OCUM CTaHIapIHUX aKCMOMa KOJU C€ MPETIIOCTaB/bajy 3a jeHAKOCT U
HEKUX JOJAaTHUX KOJU M3pa)kaBajy MPETIIOCTAaBKY Ja jJaMOaa TepMU MMajy ()YHKIIHOHAITHO

MOHAIIabe, Y pauyyHy MPOCTHX THUIIOBA UMaMO U HapeIHE aKCHOME:
o (o) Ax.M = Ay.M [y/x], ako y uuje ciodoano y M
e (B) (Ax.M)N = M[N/x],
o (M) Ax.Mx = M, axo x Huje cioboaHOo y M.

Hanomena. M [N /x] o3HadaBa cynicTuTyIjy Tepma N yMecTo ci1000He TpOMEeHIbHBE X Y M.

VY namba pauyHy ca CypjeKTHBHUM CIIapUBAH-EM J0]1ajeMO jOIII U cliefiehe jeTHaKOCTH Be3aHe

3a TMpojeKItje u crapuBame, Buaetu [Girard, 2003, p. 16]:

e B M KMN>»>=M, 1, KM,N>=N
e (M) KmLmL»=L.

Kao mro cmo Beh Hanmomenynu, 3axBasbyjyhu Kapu-XayapnoBoj kopecrioHAEHIHjH,
3HAMO Jia C€ JOKa3u MHTYWLIMOHUCTHYKE JIOTUKE, TAYHU]€ HBEHOT (pparMeHTa 3a KOH]YHKLH]Y
¥ MMIUTAKAIM]y MOTY MPEICTaBUTH y JlaMOja padyHy ca tunoBuma, Buzaetu [Girard, 2003,

section 3.].

IIpBo ce MOkEMO MUTATH KAaKoO y TOM padyHy IpeacraBibaMo uckase? IIpencraBmamo
ux tunosuma. Kopecnonaenmnuja usmel)y uckasza U TUIOBA je ouuriieqHa. ATOMCKUM

TUTIOBMMA OJIrOBapajy Mcka3Ha cioBa. Tun A X B mpencrtaBibahe KOHjYHKIIH]Y HCKa3a KoOje
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npencrasibajy tTunosu A u B. Cinuuno, tTun A +— B mpencrtaBbahe MMIUIMKaNMjy 4dju je
aHTeneneHc A a KoHcekBeHC uckaz B.Ca mpyre crpane, noka3u he OUTH TpeICTaB/HCHH
tepmuMa. Ako je d moka3 uckaza A 0e3 Xumnoresa, OHJ]a IOCTOjU 3aTBOPEHU TepM M: A Koju
Taj AOKa3 MpeJCTaBsba. Y OMIITHjEM CIy4ajy, ako je d moka3 mckaza A ca xunoresama y I,
OHJIa TIoCcTOju TepM M:A ca ciio0OJHUM MPOMEHJbMBAMa KOJH Taj JOKa3 MPEICTaBjba U 3a

CBaKy xumote3y B u3 I', mocToju ciio0ojHa MpOMeHJbHBa X Y M, TakBa na X: B.

Jloka3u MCKa3HOT padyHa 3a KOHjyHKIH]Y ¥ HMIUIMKAIM]y ce YHyTap Jlam0/a padyyHa
ca THIIOBMMA MOTY IPEACTaBUTH JlaM0/a TepMHUMa 3axBajbyjyhn Tome IITO ce omeparijama
KOjHMa C€ TH TEPMH Tpajic MOTY MPUIKCATH MpaBHia 3aK/by4HBambha y CUCTEMY MPUPOIHE
nenykuuje [Girard, 2003, moce6Ho section 3.5.]. Tako n1amba ancTpakiiyju oaroBapa yBoheme
UMILIMKALUje, TOK IPUMEHH OJIroBapa MpaBmWiIo 3a SIMMHHUCAKE UMIUTHKaIuje. CriapuBamy
0JiIroBapa yBoheme KOHjyHKIIHje a MpojeKIrjama JIEBO U JIECHO eIMMHHHCAbe KOH)YHKIIH]E.
Hajmpocrtuja menykmuja, kojom ce u3 A nenykyje A U KOjy MOXEMO Ha3BaTH JCIYKIIHjOM

UJCHTHTETA, MPEACTABIbCHA j€ y TamMb/1a pauyHy cl1000THOM MPOMEHJBHBOM X KOja je Thra A.

Kapu-XayapnoBa KopecnoHIeHIMja Takohe mokasyje ga y jam0ma padyHy ca
TUIIOBUMA jEIHAKOCTH Tepama OATOBapajy jeIHAKOCTHMA JCIyKIMja KOje ce 3aCHUBAjy Ha
[IpaBunoBoj HOpMaM3anMju. JegHAKOCTHMAa y JamM0la padyHy OJIroBapajy jeIHaKOCTH
JenyKlrja Koje y3umajy y o03up U mpoliupeHe HopMmaiiHe ¢popMe, a ako y3umMamo y o03up
caMo HOpMalHe (QopMe OHJAa TO OJroBapa jeHAKOCTHMa Tepama y Jiambla paduyHy 0e3 mn

JEeTHAKOCTH.

Tpebano 61 HanmoMeHYTH Aa y JamM0Aa pauyHy ca TUIIOBMMA MOKEMO NPEACTaBUTH U
WCKa3HU pauyyH UHTYUIIMOHUCTUYKE JIOTUKE Ca KOH)YHKIIN]OM, UMILTUKALIU]OM U KOHCIMAHMOM
T, TaKo IITO CKYN aTOMCKHX THMIIOBA MPOIIMPYjeMO ca TUIOM T WU TJe ce yBOJU KOHCTAaHTa

k: T u jemnakoct 3a x: T, x = k [DoSen & Petri¢, 2000, section 7].

Kao mro cmo Beh pekiu, 3Havaj Kapu-XayapmaoBe KOpeCoHICHIIH]E CE CACTOJU y TOME
IITO c€ MCTU MAaTeMaTW4yku (JeHOMEH — MCTa Kjiaca €KBUBAJCHIIM]e Ha W3BOhEHHMA, MOXKE
OMMCATH HE3aBUCHO W3 Pa3NUYUTHUX YIJIOBa — W3 yria (OpMamHOT cHCTEMa MPUPOIHE
JenyKIdje W U3 yria Jam0aa padyHa ca TUMOBHUMA. 10 MpeAcTaB/hba CHAXKaH apryMEHT y
MIPUJIOT T€3€ 0 HOpMaJIU3allijH, 300T Tora MTO C€ TUME TIOKa3yje Ja KPUTEPHjyMH JeTHAKOCTH
JI0Ka3a KOju Cy HOME YCIIOCTaBJbEHU HHCY NMPOM3BOJbHU, Beh MMajy UBpCTO MaTeMaTHYKO

jesrpo.
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[Ipema [lomeHOBOM MUIIJbEHY, MehyTuM, namM0O1a padyyH HHjE ONTHMAJIaH OKBHUD 3a
aHanu3y mojMa jokasa [Dosen, 2015a, section 6.4.]. Jeman ox pasiora je Taj IMITO
NPE/ICTaBIbaABEM JI0Ka3a Kao Tepama JiaM0/1a pauyHa, BHIIE HarjlalaBaMo 3aKJby4dKe y OJJHOCY
Ha XUIIOTE3e, IITO CE OJICJIMKABA Y TOME Jla Cy XUIIOTETHYKH JOKa3H MPECTaB/beHH TePMUMA
ca CI000IHMM MPOMEHJbMBaMa. TO CTAHOBHINTE Ja KATErOPHYKOM Tpeda y JIOTHIHU JaTH
npuMmar 'y oaHocy Ha xumnoretndko ce y [Dosen, 2015a; Schroeder-Heister, 2012b]
KIacuuKyje Kao jemHa o JAOTMH PEIyKTUBHE TEOpHje JI0Ka3a, KOja Ce y OIIITO] TCOPHjU
70Ka3a ojdairyje. Y OIIITOj TEOPHjH OKa3a KEJIMMO J1a TOCMATPaMO XHITOTETHUYKE J0Ka3e —
JI0Ka3e M3 XMII0TEe3a, Ka0 MPUMApHHje Y OJHOCY Ha KaTeropuyKe J0Ka3e — [0Ka3e M3 MPasHor

CKyIla XUIIOTE3a.

Nnak, ve O6u Ouio cacBuM ompaBaaHo pehw jga y mambOna pauyHy HE OCTaBJhaMO
MPOCTOpa 332 XUMOTETUYKO CXBaTame J0Ka3a, HanmpoTuB. Kao mTo cMo yrpaBo CliOMEHYIH,
XUIMOTETHUYKH JIOKa3U Ce MPEACTaBJbajy TepMUMA ca CIO000JHUM MpOoMeHJbHBamMa. MehyTum,
MUCIIUM J1a je J[oImeHOoB 3aKJbyvaK OBJIE /1a HaKo y JlaM0a pauyHy AOMYIITaAMO XUIOTETHYKE
JI0Ka3e, IbUXOB XUIIOTETHYKH KapakTep HUje y nmpBoM muiany. Cam gopmar rambaa padyHa ca
TUIIOBMMA HaM To He oMoryhasa. Haume, Tepmu cy obiuka M:A mTo 3Ha4M Aa ce JoKa3
MPBEHCTBEHO MOCMAaTpa Kao 0Ka3 HEKOr KMCKa3a, a He Kao HEITO IITO HaMm omoryhaBa
Mpenaszak ca MpeMuca Ha 3akJbydak, IITO JakKje, y HEKOM cMHUcIy (aBopu3yje KaTeropuuKky

¢dbopmy HacTipaMm XUITOTETUYKE.

[Ipema [lommeHOBOM MHIILBEHY, IPYTH pasyior 300T Kojer ce Moxke pehu aa imambra
padyyH HUje ONTHMAaJlaH OKBHpP 3a PEIMpe3eHTAIH]y J0Ka3a je MTO y HBEeMY CTPYKTypaTHe
ocoOHHe IeyKIlMje He 1oJ1a3e 10 u3paxaja, one Hucy ounrieane [Dosen, 2016, section 3]. Ha
pHUMeEp, TO Jla Ce JIOKa3W MOTY HaJ0BE3MBATH, IITO je Y pauyHy CEKBEHATa MPEICTaBLECHO
MIPAaBHUJIOM CeYeHba, je Y TaM0/1a pauyHy mprka3aHo cynctutyiujom [Dosen, 2016, section 3,
p. 70-71], xoja unHM /a acolMjaTHBHA IIPUPO/IA TOT HAJOBE3HMBaba IIOCTaje CKOPO HEITPUMETHA

(Buiie o 3Hauajy CTPYKTYpaHUX ocoOMHA nenyKija pehu hemo y HacTaBky).

Kao mro je Beh cnomenyro, Mmame je mo3Hato Jna ce Kapu-Xayapaosa
KOpecnoHAeHIIMja u3Mel)y npupoane aeaykuuje u jam0ja pauyHa ca TUTIOBUMA Takolhe Moxke
MPOLIMPUTH U Ha KaTeropuje, kao mTo je To nokaszao Jlambek. Haume, JlamOek je mokaszao na
ce JOKa31 MHTYWIHMOHUCTHYKOT MCKA3HOT padyHa 3a KOH]JYHKIIM]Y U UMIUIMKALIM]y, U BbHXO0BA
JEIHAKOCT 3aCHOBAaHA HAa HOPMAJIM3ALMjU MOTY IPEICTaBUTU M YHYTap TeOpHje KaTeropuja

noMohy CTpyKTypa KOje c€ Ha3UBajy Kapme3ujaHcke zameopene kameeopuje. Jlokazu ce
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MPEACTaBJbajy CTpelilaMa y OBHM KaTeropvjamMa, a HhHUXOBa JEIHAKOCT KoOja je 3aaara

HOPMAJIM3aIHjOM C€ TIPEICTaBIba jeTHAKOIINY THX CTpEIHIIA.

[Mocneauia JlambekoBHUX pe3ynTara je 1a ce mpobiieM jeTHAKOCTH JI0Ka3a MpeMeInTa y
nmoJjbe Teopuje kKareropwja. [lomieH je cmaTpao jga Teopuja Kareropuja mnpyxka (opmanaHa
cpeacTBa Koja cy Oosbe mpuiaroheHa camoj IpUPOAM JOKa3a, HETO CPElCTBA Koja Mpyka
namOza padyH ca TUNOBHMA. [IpemMa HBeroBoM MHIUBEHY, TO je CIIydaj MPETeKHO 300T Tora

oITo:

a) jey Kareropujama XMIIOTETHYKA MIEPCIIEKTHBA jJACHO IIPHMapHH]ja Y OJHOCHY Ha
KaTeropuuKy ¥ 300T TOra IITO
b) cy crpykTypanHe ocoOWHE JAeayKIMja MHOTO jacHHje TNpUKa3aHe Y

KaTeropvjama Hero y JiaMb/1a pauyHy U \HMa ce Jaje Beha BaXKHOCT.

I'pana (ommre) Teopuje A0Ka3a Koja M3ydyaBa JeAyKIMje KpO3 KaTeropuje Ha3uBa ce
kameeopujarna meopuja ooxasa (ewr. categorial wam categorical proof theory). ¥V omesmky
Koju cinenu ysemhemo meHe OCHOBHE mojMoBe. llokasahemo kako ce HemyKIje MOry

MPEJICTAaBUTH y KaTeroprjama u 300T 4yera je TO 3Ha4ajHo.

2.3.2. Jloxkazu y kamezopujama

VY HactaBky hemo mpBo 1a nepuHHUIIEMO I0jaM KaTeropuje, 1a OMCMO HAaKOH Tora
MOTJIY J1a TOBOPUMO O TTOCEOHO] BPCTH KaTeropuja — KapTe3nujaHCKUM Kareropujama. [la 6ucmo
TO ypaaunu, npBo hemo na nepuHuUIIEMO T0jMOBE rpada U AeTyKTUBHOI CUCTEMa Ha KOjUMa

ce JeUHULIMja KaTeropyje 3aCHUBA.

(Yemepenu) Ipagp G je cTpyKTypa Koja ce cacToju u3 Kojekiuje objexama Ob koje
hemo nma o3nagaBamo BenukuMm cioBuMa A, B, C...; konekuuje cmperuya Ar xoje hemo na
o3HauaBaMmo cioBuma f, g, h...n napa dynukuja uz Ar y Ob koje ce Ha3uBajy uzsop (SOUrce)
u mema (target) a xoje cBakoj CTPEIHIIM MPHUIIKCY]Y HEH M3BOP, OJHOCHO HWeHy MmeTy. Jla
cTpenuia f uMa Kao u3Bop oOjekaT A u Mety oOjekar B ce 3amucyje kao f: A— B. Ypehenu

nap (4, B) hemo Ha3zBatu munom on f.

I'pad G je dedykmuenu cucmem axo 3a cBaku oOjekaT A W3 (G TOCTOjU CTpeNIHIlA

1,4: A— A xoja ce Ha3uBa UOCHMUUKOM WU jeOUHUYHOM Cmperuyom M TOCTOju OWHapHa
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naplujanHa onepaiyja KOMIo3uuuje o koja napy crpenuua (f: A—B, g: B—C) npuapyxyje

cTpenuiy g o f: A— C xoja ce Ha3uBa BUXOBOM KOMITO3HUITH]OM.

Hegp. B.2.2.1. Kameeopuja je nenykTuBHU cucteM D y KOjeM Bake HapeIHE jeTHAKOCTH

u3Melyy crpenuua oarosapajyher tuma:

(cat1l) foly=f

(cat1r) 1pof=f

(cat2) (feg)eh = fo(goh).

[TojmoBH rpacda, JeTyKTUBHOT CUCTEMA M KaTeropuje Koje CMO YIpPaBO MPEICTaBHIN

nedunucanu cy kao y [Lambek & Scott, 1986, p. 5].

MoskeMo ce MUTaTH Kako HaM I0jaM Kareropuje omoryhasa Jqa aHalIn3upamo mojam
nokasa. Jleaykiuuje, OAHOCHO XMIIOTETHYKH JOKa3d MOTY C€ MPEICTABUTU CTpelHiaMa y
KaTErOpujH TJIe Ce M3BOP IIOCMATpa Kao XUIIOTe3a a MeTa Kao 3aKJbydak JoKasa. To je mpBu
youno JlamOek [Lambek 1968; 1969; 1972]. TakBy kapakTepH3alinjy mojMa J0Ka3a 0JHOCHO

Ha3zBaheMo kamezopujantom.

Crpenuiie uIeHTHTETa y KaTeropujama MpecTaBibajy A0Ka3e uaeHTurera. Jlokasu
UJCHTHTETA Cy HajjeTHOCTaBHU]jE NEAYKIIHje Y KOjuMa ce ucka3 A nenykyje u3 camor cebe. Y
CEKBEHTHOM padyyHY JIOKa3U WUJEHTUTETA Cy MPEACTaB/bEHU CEKBEeHTUMa o0ymka A + A, 10K
Cy TakBH JOKa3W y MPHUPOAHO] NEAYKUUJU UMIUIMIUTHU. Y TMPHUPOAHO] ACTYKIUjU cama
dbopmyna A Moxe ce mocMaTpaTH Kao JAeAyKIHja UICHTUTETa Tie je A yjeaHo U Xumnoresa u

3aKJbYy4aK I/I3BOF)CH:3..

Komnosuiyja crpenuia y kaTreroprjaMa ce MHTEpIIpeTHpa Kao HaJJOBE3UBAE J0Ka3a.
WNHTynTHBHO, HaJJOBE3UBAK-E JI0KA3a IIPE/ICTaB/ba HAYMH Ha KOjJU MoMohy /1Ba J0Ka3a rpajiuiMo
HoBM. Hanme, ako ca jeiHe cTpaHe UMaMo JI0Ka3 KOJU MOYMIbE XUIOTe30M A U 3aBplliaBa ce
3aKJbYYKOM B, 1 ca qpyre 1oka3 Koju NOYME-E XUIIOTe30M B 1 3aBpiaBa ce 3akjbyuykoM C, MU
UX MOKEMO HaJIOBE3aTH M TaKO U3IPAJAUTH JI0Ka3 KOjU 3alI0YMbE XUIIOTE30M A U 3aBpIllaBa ce
3aksbydkoM C. HamoBesuBame J10Ka3a je y MPHUPOJHO] JEAYKIMjU ONET MUMILUIMIUTHO, a Y

CEKBEHTHOM padyHy My OJroBapa Beh mOMEHyTO MPaBUIIO CeUCHa.

Cana hemo pehu HemITO O TOME KaKO MOXXEMO JeIHaKOCTH Y KaTeropujama pasyMeTu
Kao jeJHAaKOCTH Jenyknwja. JemHakocT (cat 2) rapaHTyje J1a je omepairja KOMIIO3UITHje

acollMjaTUBHA. ACOLIMjaTUBHOCT KOMIIO3UIIMj€ TpEACTaB/ba WLy Ja je penocien
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HaJ0OBE3MBamka HEOMTAH 3a 3HAYCHC JI0Ka3a KOjU je Tako noOujeH. Ta mpermoctaBka je
NPUPOJIHA U OHA je Y IPUPOJIHOj AeAYKIMjH uMILIHIMTHA. Jennakoctuma (cat 11) u (cat 1r)
ce TBPJH Jia je€ Ha/JIOBE3UBAmkE JOKa3a HICHTUTETA CYBHUIIHO. Meja moKka3a Koja je u3pakena y
foly nuylpof He paznukyje ce ox uzaeje koja je Beh uspaxkena y f. Y ToMm cMHUCITY, MOXeE
ce pehn nma HamoBe3mBameM ca 14, WM 1p HHCMO HHINTAa CYIITHHCKH HOBO JIOJAJIU
OPUTMHAIIHOM JI0Ka3y, CaMO CMO Ta HEnoTpeOHO MpOAYXWIH. Y padyyHy CEKBeHara
jemnakoctuma (cat 11) u (cat 1r) oaroBapa YMEEHHIA J]a CE CEYCHHE Ca aKCHOMATCKUM
CEKBEHTHMMAa MOKE SITMMHUHKICATU. Y TIPUPOIHO] NEAYKIIH]H UIeja OBUX JeTHAKOCTHU ce Takohe
jaBiba anm je oHa yrpahena y cam ¢dopmaiiHu amapaTt. 300r Tora Kako c€ y TOM CHCTEMY
NPEJCTaBIbajy OKAa3u HJICHTHTETA, Yy TPHUPOIHO] NEAYKIUjU HE MOKEMO HHU HANpaBUTH

CHUHTaKCHY pa3nuky usmelhy f o 1, u f, npumepa pau.

[IpencraBipame Joka3a momohy cTpenwia y Kareropujama romMaxke Ham Ja 0osbe
pasyMeMoO M HMCTaKHEMO Ba)KHOCT HbMXOBE XHMIIOTETHYKE Hpupone. [lpema XUIIOTETHYKOM
CXBaTamy JI0Ka3a, JOKa3e IMocMaTrpaMo Ipe CBera Kao HEIITO MOMOhy yera ce mpeiasu ca
XHIIOTE3a Ha 3aKJbyyak, 0e3 J1a ce WjeIHOM O Ta JiBa jaje npumart. [IpencraBibame Jg0Kaza
moMohy cTperIia oka3yje Aa je mpena3ak ca XMIoTe3a Ha 3aK/by4ak BOKHH]H O] FhHIX CAMHX.
Jenykuuje cy BakKHHje OJf MCKa3za. 1o TJIEAUINTe Ce y KAaTeropHjallHOj TEOpHjU JO0Ka3a
OJICIIMKaBa y TOME IIITO CE Y KaTeroprjaMa CTpeluIle MocMaTpajy Kao BaKHHUje o o0jekara. Y
KaTeropuju MU HE MOpaMo Ja cienu(uKyjeMo rTa ¢y 00jeKTH, Aa I Cy TO UCKa3H, CKYITOBU
wim Hewto Tpehe. OBaj HauMH Iieamba Ha ASAYKIHMje Y CKIIaIy je ca CXBaTamkeM IpeMa KojeM
rpeMa KOjeM XHUIOTEe3€ M 3aKJbYUIIH JIeyKIIMja He MOpajy a Oyay UCKJbYYUBO MUCKa3H, Beh To

MOTY OMTH ¥ UMIIepaTHBHU WK nutama [Dosen, 2015a; Maksimovié, 2016].

[Ipema kareropujaiaHoj TEOPHUjU J0Ka3a, OHO MITO ofpelyje mojam neaykuuje cy mpe
CBEra IEHE CTPYKTYpajHe OcOoOMHE — MOCTOjame JeAyKIHje HAeHTHTeTa W MoryhHoct
HaJ0OBE3MBama JI0Ka3a KOju Ccy HcTor Tuma. Kao mTo cMO pekid, MOjMOBE NEAYKIIH]jE
WJCHTUTETA U ONepalyje HaJoBe3UBama Jl0Kaza Onmxke oapelyjy jeAHAKOCTH KOje 3a HUX

MMpETIHOCTaBJbAMO.

Henykuuje, mehyTumM, He KapakTepHIly caMO HBHXOBE CTPYKTYypajHe ocobuHe, Beh u
BUXOBA TIOBE3aHOCT Ca JI02UYKUM 6esHuyuma. Jla OWCMO TIpEeNCTaBWIM BE3HUKE Y
KaTeroprjamMa u Ja OMCMO MOMONW HHX MOTJIM HEIITO 3HAYajHO Ja KaXEMO O JeTHaKOCTH
nokasa, 6uhe Ham moTpebHe KaTeropuje ca OOraTHjoM CTPYKTypoM. 3aTo hemo y HacTaBKy

MIPBO J1a YBEJIEMO I10jaM KapTe3ujaHCKe KaTeropuje.
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Hegp. 2.3.2.4. Kareropuja ca bunapnum npouzgoouma je KaTeropvja y Kojoj ©uMaMo
OMHapHY oIepalnjy x Ha 00jeKTHMa, npojexyuje. p}LB: Ax B - A, prB: A x B — B (xoje
Ce Ha3HMBajy npeom U Opy2oMm npojekyujom), U OMHApHY OIepallijy Ha CTpelMiiama Koja ce
Ha3uBa cnapusarse (PaIring) u Koja npuMermeHa Ha cBaku map crpenuna (f: C = A, g: C = B)

naje crpenuny (f,g): C = A xB.

V KaTeropuju ca MpOU3BOANMA BaKE HAPETHE jeTHAKOCTH:
(EDpto (f,9) = f
(E2)p*o (f,9) = g
(E3)3acBako h: C - A xB,{(pl o h,p2 o h) = h.

Hegh. 2.3.2.5. Kareropuja C uma mepmunannu objekam ako ce mehy oOjekTuma Te
Kareropuje Hamasu oOjekar T 3ajeqHo ca damwimjoM crpenwma ky: A — T, koje cy

uHAeKcupane o0jektuma u3 C, 1 Koje cy TakBe Ja
(E4)zacBako j: A = T,]j =kj,.

Cnyxehn ce mnojMoBMMa Kareropuje ca OMHApHUM HPOM3BOJOMHMMA U IOjMa

TepMHUHAIHOT 00jeKTa, AePUHHILIEMO [10jaM KapTe3HjaHCKE KaTeropuje.

Hegh. 2.3.2.6. Kateropuja C je kapmesujancka kameeopuja (ckpaheno: CC) axo je C
KaTeropvja ca OHHapHUM TMpou3BoguMa W C WMa TepMUHAIHH oOjekar (ymopeauTd

nehuHUIN]y KapTe3njaHCKuX Kareropuja ca [Dosen, 2001], section 1).

Kapresujancke kareropuje ce MOTy mocMaTpaT Kao MOJIEN 3a UCKa3HU pauyH KOjU OJ1
BE3HUKA CaJIp’)KU CaMO KOHJYHKIIH]Yy U KOHCTaHTY T. Y TOM MOJeny MpojeKluje OAroBapajy
MpaBUJiMMa 3a E€JIMMHUHAIM]y KOHJYHKIIM]Ee, a Olepalyja ClapuBama OJroBapa yBohemy
KoHjyHK1Hje. Jla OyaemMo mpelunsHuju, ciapuBambe OU 0JIroBapajgo Majio APyKUHjeM MPaBUITY
3a yBol)ewe KOHjYHKIIM]je Of] CTaHaapaHor. HaumMe, koa Tor nmpaBuia Ou ce 3aXTeBalio aa oda
KOHJYHKTa 3aBHCE€ OJf HCTHUX XHIIOT€3a, IITO j€ 3aXTeB KOju Hemamo Yy ['eHIeHOBO]
dhopmynaiuju npupoHe Aenykuuje. Mehyrum, To mto y npBu Max Jeinyje Kao noremkoha ce
nako 3aobunasu, Oyayhu na Ta ABa MpaBWiia MMajy MCTY CHary y MpUCYCTBY IpOjeKLuja, U
MOXeMO jAeduHucaTH onepauujy koja Ou oAroBapaja CTaHAApIHOM IpaBHIy 3a yBoOheme

KOHJ YHKIIH]€.

VY mnHacraBky hemMo ma yBememMo T0jaM KapTe3WjaHCKHX 3aTBOPEHHUX KaTeropuja

(ckpaheno: CCC) koje he ga Mozenyjy Halll UCKa3HU pauyH MPOIIUPEH UMILTUKALIA]OM.
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Jdegp. 2.3.2.7. Kareropuja C je kapTe3ujaHCKa 3aTBOpEeHa KaTeropuja ako je C
KapTe3ujaHcka Kareropuja u C uMa OMHapHY oIepalrjy Ha 00jeKTUMa —> Kao U GaMuinjy
crpenuna &, g: ((A=B) xA) — B u napuujandy onepanujy Ha CTpeaMlaMa Koja IpuMembeHa
Ha f: C xA - B naje I 4(f) : C - A =B, Tako 1a Ba)xe HapeJHE jeJIHAKOCTHU 3a CBe f, g

onrosapajyher tumna:

(E5) g4 © <FC,A(f) ° P%,A» PE‘,A) =f
(E6) It (&ap © (g oPtar PeA)) = g

(Jedununujy cnoO0MHUX KapTEe3WjaHCKUX 3aTBOPEHUX KaTEropHja dyuTaial Moke Hahu u y

[Dosen & Petri¢, 2000, section 10; Lambek & Scott, 1986, chapter 1.3])

[Tomenytn JlambekoBu pe3ynaTtatu mokasyjy ga CCC mMojenyjy UCKa3HH padyH ca
KOHjYHKIIMjOM, KOHCTAaHTOM T W MHTYWIIMOHUCTHYKOM MMILIMKAIMjOM (BUILE O Be3u m3mely
CIIO0OHMX, KapTe3WjaHCKUX KaTeropuja, MCKa3HOT padyHa M JiamM0Ja padyHa ca TUIIOBHMa
yurtanain Moxe Hahu y [Lambek & Scott, 1986, chapter 1]). O6jektu CCC npencraibajy
HCKa3e a CTpesule u3Bohema yHyTap OBOI padyHa, Tako Ja X OAroBapa KOHJYHKLIHUjH a =
UMIUIMKAIUju. JeaHakocTH wu3Mel)y cTpenuiia WHAYKY]y pejalnujy eKBHBAJICHIUjEe Ha
n3BOhemMMa Koja y MOTIyHOCTH oaroBapa [IpaBuiioBoj penamuju ekBuBaieHuuje (y3umajyhu
y o03up mpomupeHe HopMmanmHe (¢Gopme), a mnpema Kapu-Xayapa-JlamOekoBoj
KOPECIOH/ICHIINjU Takole 1 jeJHaKOCTHMa Ag, padyHa ca TunoBuMma. Jennakoctu (E1), (E2),
(E5) onroapajy Oera jemHakoctmma, 1Mok jenHakoctu (E3) m (E6) mpencraBibajy era
jemHakocTH. YUwMmbeHHuIa 1a MOYKEMO OTHCATH OHO IIITO CE UCTIOCTaBJha KA0 HCTH MaTeMaTHIKU
(eHoMeH — ucTa penalija eKBUBaJICHIM]€ Ha U3BOhemUMa, U3 BUIIE PA3IMUUTHX, HE3aBUCHUX
NEepCHeKTHBa je BpJo 3HayajHo. To ykasyje Ja 3aucTa OMHCYjeMO HEIITO IITO je YBPCTO
YKOPEHEHO Y CaMOM TI0jMY JI0Ka3a M Kao IITO CMO Beh peKin, mpeicTaBiba CHa)KaH apryMeHT

y MpHJIOT Te3e 0 HopManu3anuju [Dosen, 2003, p. 5].

2.3.3. Unmensuonannocm kao epadayuja u nojam MakcuMaiHocmu

[Mpema Jlomeny [Dosen, 2003], apryMeHTH y OpWIJIOT T€3U O HOpMATH3alUju Takohe
W3BHUPY U U3 pe3yaTaTa MaKCUMaJTHOCTH, Kao LITO Cy OHM u3NoxkeHu y [DoSen & Petri¢, 2001]
u [DoSen & Petri¢, 2000]. OBne ce muma Hehemo aerabHuje 6aBuTH, anu hemo pehu Hemro

YKpaTKo O MOjMy MaKCUMAJIHOCTH. JeqHOCTaBHO pedyeHo, kareropuja C je MakcHUMaliHa aKko
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mmpeme C HOBUM jeIHaKOCTHMA (Ha ,,J€3UKY* Te KaTeropHje) pe3yaTHpa y KaTeropHjH y K0joj
Ce JeJHaKOCT CTpeJUIa CBOAM HA jEeJHAKOCT HHXOBUX TUIOBA. 32 TAKBY KaTETOPH]y Ka)KeMO
na mpenactraBiba npedypeherwe [Dosen & Petri¢, 2001]. IToka3yjyhn MakCHMaaHOCT HEKe
KaTeropuje IOKa3yjeMO Ja J0JaBambeM HOBHUX jeIHAKOCTH JJ00MjaMO EKCTEH3MOHAIIHE

KPUTEpH]jyME jeAHAKOCTH CTPEIIUIIA Y TO] KAaTETOPH]H.

[TojaM MakCHMaJTHOCTH HEKE KaTeropHje IMOBE3aH je ca mpo0IeMOM jeTHAKOCTH JOKa3a
Ha cnenehn HaumH. Kao mTO CMO pekiiM, HEKE KaTeropuje MOTry CIYXHTH Kao MOAET 3a
oarosapajyhe ¢parmMeHTe MCKa3HOT pavyHa, a JEJHAKOCTH CTPEIHLA KAo jeHAKOCTH JI0Ka3a
tor ¢parmenta. [Ipumepa paau, CC je Moen 3a KOHjyHKTUBHHU (PparMeHT UCKa3HE JIOTHKE ca
koHcTtanToM T. ITokasyjyhu makcumanuoct 3a CC, Bunetu [Dosen & Petri¢, 2000], mokxa3aHo
je na Ou nonaBambe HOBUX JOKAa3HHX jeJHAKOCTH OBOT (hparmeHTta Beh moctojehuM Boamio
MOTIYHO] €KCTCH3MOHAIN3AIM]H jeTHAKOCTH JI0Ka3a Tor (hparMeHTa joruke. J[pyrum peunma,

je,Z[HaKOCT JOKa3a Ou ce cBea Haje,Z[HaKOCT BUXOBHUX XHUIIOTEC3a U 3aKJbyYdadKa.

MaxkcuMaaHu KpUTEPHjyMHU jeTHAKOCTH Ce JIaKje He MOTY Jajbe IIMPHUTHU a J1a Ce He
3amajiHe y eKCTEH3MOHATHOCT. Y HEKOM CMHUCIYy, MOXke ce pehu 1a je Kox BUX MOCTUTHYT
MaKCUMaJHU MOryhM HHMBO I10jeTHOCTaB/bEHA 3HAUCHA JI0Ka3a KOjU HE BOJIU y MOTIYHY
eKCTeH3HOHAIHU3a1M]y Tor nojMa. OBO CTaHOBMILTE IPETIOCTaB/ba HEKY BPCTY Ipajaluje

CTeTeHa MHTEH3NOHATHOCTH. [TokymajMo To 1a 06jacHUMO JIeTajbHH]E.

Kao mTo cmo Beh peknm, cBaka eKCTCH3WOHANW3allMja TMPEACTaB/ha HEKO
MojeIHOCTaBbemhe. Kaga HEKHW MojaM eKCTEH3MOHATN3yjeMO MM afcTpaxyjeMo HEroBy
eKCTEH3U]y OJl OcCTanuxX HepedepeHlnjaTHuX KOMIIOHEHaTa 3Hauelma Koje TpU TOM
3abopaBsbamo. Ha Taj HauwH, mojeqHOCTaBJbyjeMO NaTu mojaM. MelyTuM, He BOJIU CBaKo
M0j€THOCTABJbEbE 3HAUCHA [0 aHajlu3€ Koja je y MOTIYHOCTH EKCTeH3WoHanmHa. Hauwme,
MOKEMO arlCTPaxOBaTH Heke alli He HYXKHO U cee HepedepeHIrjaTHe KOMIIOHEHTE 3HaYeHha.
[Ipumepa paau, aHanu3a 3HaU€Ha BE3HUKA aKO OHOA KOja Kao pe3yiTar Jiaje MaTepHjalHy
UMIUIMKAIFja Y TOTIIYHOCTH 3a00paBiba Be3y m3Mel)y aHTere/ieHca u KOHCEKBEHCa, U Ha Taj
Ha4YuH I0j€JHOCTABJbY]€ 3HAUCHE AKO OHOA TAKO IITO T'a CBOJAM HAa UCTUHOCHY QyHKIH]y. Ca
Ipyre cTpaHe, aHalu3a 3Hauekha BE3HWKA aKo OHOa KOja Kao pe3yinrar Jaje
WHTYUIIMOHUCTUYKY UMIUIMKAIMjy He 3abopaBjhba CacBUM Be3y Koja MOCTOju u3Mehy
aHTele/leHca U KOHCekBeHca. Kao mTo cMO pekiiu, y UHTYUIIMOHHCTUYKO] Joruim A =
B 3naun nma ce B moxe nenykoBatu w3 A. Umak, moxe ce pehw na MHTYIIHMOHUCTHYKA
MMIUIMKAIFja TI0jeTHOCTABIbYje 3HAYCHE aKO OHOA Y OJHOCY Ha UMILIUKALH]Y pelle6aHmHe

noeuke. Ta UMIUIMKAIMja IpeCTaBJba JOIl CTPUKTHH]Y, uBplihy Be3y uzMel)y anTeneneHca u
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KOHCEKBEHCA M TUME C€ MPHOIIKaBa HHTYUTHBHOM CXBaTalky aKO OHOA TIPUPOJHOT je3HKa.
Hauwme, y peneBantHoj norumnu A = B 3HauM 1a ce B Moke JIe/lyKoBaTH U3 A alv Ja pu TOM
xurnore3a A Mopa OutH uckopuwhena y nokasy. Hu y KiacMYHOj JIOTHIM, K0 HH Y
MHTYUIITMOHUCTHUYKO] TO HHJE€ YBEK ClIy4aj. YKOJUKO je B camo TeopeMa, OHJa C€ MOXKE
3akJbyuuTH A = B, mako ce uckas A Ha mpuMep YOIIIITe He jaBJka Yy JOKa3zy 3a B. 3ammcao
KOja CTOJU M3a TOTa je BPJIO jelHocTaBHA. AKO MOCTOjU (KaTeropuyku) J0Ka3 3a B, oHpna ce,
npema AeUHUIM]H, B MOXe IeIyKOBAaTH U3 MPA3HOT CKyla Xxumnoresa. Aim, ako ce B Moxe
JeTlyKOBaTH 0e3 XMIT0Te3a, OHJIa ce Takohe MOXKe JIEAyKOBATH M aKO Cy HEKEe XHIIOTe3e Ha

pacrnoJaramy.

MoxeMo pehm na aHanmusa 3HAaY€HA aKO OHOA HA KOjOj C€ 3acHMBA KJIacH4YHA
MMIUIMKAIFja HajBUIIE I10jeIHOCTaBJbYyj€ 3HAYCHE TOT BE3HUKA, jep M30CTaBJba C8e HErOBe
MHTEH3UOHANHEe KommoHeHTe. Ca Jpyre cTpaHe, peleBaHTHA HMIUTMKAlWja, HM30CTaBJba
HajMamke MHTCH3MOHAIHUX KOMIIOHEHTH U 3ajip)kaBa HajuBpIuhy Be3y usMel)y antenenenca u
KOHCEKBeHCa. IHTYUIIMOHUCTHYKA MMILTMKAIIM]ja j& Y CPSIMHHU, OHA U30CTaBJba CaMO HEKE OfI
VHTEH3MOHATHAX KOMIIOHEHTH, JOK 3a[pKaBa OHe HajBakHuje. 2° PejeBaHTHa Kao M
WHTYULUOHUCTUYKA UMILTHKALIK]ja cy (hopManu3alinje Be3HUKA ako OHOA KOje y3uMajy y 003up
ETOB CMHCA0, a HE CaMO HEroBy €KCTeH3Hjy. MelyTum, Taj cMucao je Ko ApYyre BHIIE
TI0jeTHOCTaBJBEH HETO KO/ MPBE, jep je Be3a nu3Mel)y aHTeneieHca 1 KOHCEKBEHCA TIOCTOJU allu

je noHekIe ocnabbeHa.

OHo 1mITO 0Baj MpUMeEP MOKa3Yyje jecTe Aa je Moryhe 6aBUTH ce HHTEH3UjOM HEKOT 1ojMa
kopuctehu ce pa3nuuuTuM HHUBOMMA arcTpakinuje. Ca jegHe cTpaHe HMamoO Kpajiby
€KCTeH3MOHAIM3AIM]y TI0jMa y KOjOj j€ HUBO ariCTPaKIMje U M0jeHOCTAB/bEha HAJBUIIU — Y
BeMy 3a00paBibaMoO CBE OCUM pedepeHIjaTHuX KOMIIOHEHTa 3Hauewma. Ha apyroj ctpanu

CIICKTpa HaJla3u C€ HCKAKBO UIACAJIHO, HeHOjeI[HOCTaBJ'LeHO 3HA4YCHC TOT HOjMa KOje O6YXB3.T8.

25 Paznuke namehy HEKNACUUYHUX NOTMKA, Kao LITO Cy PeNeBaHTHa U MHTYULIMOHUCTUYKA NOTUKa MOTy ce
NpeAcTaBUTM KAo pas/iMKe y MOrnesy CTPYKTypasHUMX MNpaBuaa Koja Cy MPEeTNnoCTaB/beHa Y CEKBEHTHUM
dopmynaumjama MOmeHyTUX fIorMKa. 360r Tora HEKNACMYHE JIOTMKE KAao LWTO CY MHTYMUMOHWUCTUYKA M
peneBaHTHa NpUNagajy KNacu N0TUKA Koje ce HasuBajy cyncmpykmypanHum (eHr. substructural logics) (Buwe o
TUM nornkama euaetn y [Dosen & Schroeder-Heister, 1993]). Mojam CTpyKTypa/sHOr npaBuaa je yBeaeH y
[Gentzen, 1935]. CTpyKTypanHa NpaBuaa Ce He TUYY JIOTUYKUX BE3HMKA KOJIMKO CTPYKTYpE came Aeaykuuje
Takopehu, na ce moKe pehu 1 fa ce CyncTpyKTypasHe JIOFMKe Pas/iMKyjy No TOME LUTO MMajy Apyrayumja cxsaTakba
aenykumvje. MHTYMUMOHUCTUMYKA NOTMKA Ce pas/inKyje O KNAacMYHe NO TOMe LWTO OrpaHW4YaBa NpaBuo
cnabsbetba (eHr. thinning) poOK ra peneBaHTHa JI0rMKa y NOTNYHOCTU oabauyje. JluHeapHy A02UKy KapaKTepuile
opbaumBarbe cnabsberba Kao M KOHTpaKuumje. Y 0BOj I0rMLM pasfiMKyje ce A0Ka3 3a B y kome ce xunotesa A
jaB/ba camo jegHoM, o4 A0Ka3a 3a B y kome ce xunotesa A jas/ba Bulle nyTa. JJakne, He camo aa 6enexxknmo ga
m je A kopuwheHo y AoKa3sy Beh Hac MHTepecyje U KOAMKO je nyTa KopuwheHo.
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CBE H-ErOBe NHTEH3HOHAIHE KoMIioHeHTe. M3mel)y oBa /1Ba kpaja criekTpa Haase ce pa3induTH
HUBOU WM Tpajyanrje MHTeH3HOHaIHOCTH. [IpemMa oBoM craHoBHMINTY, MOXkeMo pehu na je
HEKa aHaJM3a BULIE WM Mambe MHTEH3MOHAJIHA Y 3aBUCHOCTH O] TOra KOJIUKO C€ y/1ajbaBa 0]1
Kpajib€ eKCTEH3MOHAIM3AIMje U KOJMKO ce MpUOIMKaBa UACATHOM HENOjeJHOCTABJbEHOM
3Hauewy. [lpumepa paau, moxemo pehu [a je peneBaHTHA JIOTMKa y TOM CMHCIY

WHTEH3WOHAJIHUja OJ] MHTYUIIMOHUCTHUYKE KOja je MHTEH3WOHAIIHA Y OJTHOCY Ha KJIIACUYHY.

VYnpaBo Ta rpanyandja HHTEH3HOHAIHOCTH C€ JellaBa Kajga ce 0aBUMO MpoOieMoM
JeIHAKOCTH JJOKa3a U3 MepCIeKTUBe HopMaiau3anuje. Hamomenynu cMo J1a jefHaKoCTH JJoKa3a
KOj€ Cy 3aCHOBaHE Ha HOpMaJHM3allMju HUCY jenuHcTBeHe Beh monase y aa obmmka. To je
nocneauia tora mro [IpaBur popmynuiie mojam HopMaau3alyje Ha [Ba HAUWHA: TT03uBajyhu
Ce Ha MOTHyHE HOpMajHe GopMe M Ha MpomupeHe HopmanHe ¢opme. Hopmanmsanuja koja
yKJbyUyje MpoIupeHe HopMaiHe ¢popMe Ha HEeIlITO cO00AHU]U U TT0jeTHOCTaB/LEHUJH HAUUH
CXBaTa CMHCAO0 JI0Ka3a 0]l HOpMayu3alyje Koja ce OrpaHM4YaBa caMo Ha MOTIyHE HOpMallHe
i HE W Ha IpomupeHe HopManHe ¢opme. To je 300r Tora mTO HaM MpBa JIOMYyINTa 1A
U3jeIHAYMMO HEeKe JJ0Ka3e Koje Cy IpeMa JPyroj MHTEH3UOHATHO Pa3IMYuTH [BHICTH CTp. 43
u 44 oBor paja). Ha ocHOBY npBe HOpMau3alyje Koja je y TOM CMHCITy Marbe HHTCH3UOHIIaHA
Ne(UHUIIEMO jeTHAKOCT JI0Ka3a Koja 0JIroBapa jeTHAKOCTH Y JIaM0O/1a padyHy ca 1) akCHOMOM.
Ha ocHoBy npyre koja je BuIlle HHTEH3UOHAIHA O/ipeljyjeMOo jeTHAKOCT Koja ce Mpe/ICTaB/ba y
nambna pauyny 6e3 7 akcuome. Tpeba HaOMEHYTH Jla HHje CIY4ajHO IITO Cy KPUTEPH]YMU
JEIHAKOCTH KOjH YKJbYUY]Yy 7] OHU KOjU Cy Mame WHTeH3MOHAJIHU. Buiie o 3nauewmy 1 hemo
pehu y ueTBpTOM MOrnaBsby Kaja ce OyaeMmo aetajbHuje 6aBuian 1amb1a padyHoM U Tamo hemo
jacHHje BHJETH 3allITO HAaC y HEKMM KOHTEKCTHMAa MPHUXBATalke TE aKCMOME ylajbaBa OJl

MHTCH3UMOHAJIHOI' CTAaHOBHIIITA.

OBo mmpe cxBaTame jeJHAKOCTH KOje YKJbyuyje MpOLIMpeHe HopMaiiHe (dopMme jaje
HaM KpHUTEpHjyMe jeTHAKOCTH JO0Ka3a KOju Cy 3a ojpeheHe ¢parMeHTe MCKa3HOI padyHa
MaKkcUMaiTHH. FbuxoBa MakCHMaHOCT TIOKa3yje Jia je TIOCTUTHYT MaKCHUMAaJIHA MOTYhH HHBO
M10j€THOCTaBJbCHa 3HAUCHHA JJ0KA3a KOJU HE BOJH y MIOTIYHY €KCTCH3MOHAIM3AIN]y TOT TI0jMa.
Jpyrum peunma, MokeMo pehu 1a je ycrmocTaB/beHa je ONTHMajHa paBHOTEXka u3Mehy
notpe0e J1a ce TH KpUTEpUjyMH IITO je Moryhe Bullle MojeTHOCTaBe ca jeiHe, U norpede na ce
cadyBa MHTEH3WOHAIHU aclieKaT 3Hauerma JloKa3a ca japyre crpane. [lojaM MakcnMalHOCTH
OBJIC TIOKAa3yje Ja aHaJIM3a HEKOT MojMa Koja je ,,MHTEH3WOHAJHHW]ja™“ He MOpa y CBAaKOM

KOHTEKCTY OUTH U ONTHUMAJIHH]A.
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Pexnn cmo ma je moryhe mpyXWTH WHTEH3MOHAIHE aHAJIU3€ WUCTOT MAaTEMaTHYKOT
1ojMa ca pa3InuUuTUM HUBOMMA arcTpaknuje. Mehyrtum, Tpeba uMaTH y BUILy J1a HUCY CBaKe
JIBE MIOJMOBHE aHAJIM3€ Ha OBaj HAUMH yropeanBe. Hekan nmamo J1Be HIEJHO CIMYHE aHAIU3e
KOj€ Ce pa3lIuKyjy mpemMa HUBOY ariCTPaKIfje a HeKaJ| MPOCTO KMaMO JBE aHAIIU3E KOje ToIa3e
O]l Pa3JIMYMTUX HJICja W carjelaBajy MCTH IMojaM M3 pa3nuuuTux yriosa. O tome hemo na
TOBOPHMO y HACTaBKY OBOTI' HOTJIaBJba. HavMe, y IpeTXOJHUM O/ieJbIIMMa aHATH3UPATU CMO
1ojaM jeJHAKOCTHU JIoKa3a M3 MepCleKTuBe HopMaimu3auuje. [lokazanu cMo ia ce HopMmaiHa
(dbopma u3Boherma Moke MoCMaTPaTH Ka0 HOCHJIAIl FhbeTOBOT 3HAYCHA, a TPOIEC HOPMaTH3aIlHje
Kao TpOIleC MyTeM Kora ce J0Ka3 CHHTAKCHO ONTHMH3Yje, aji CE HE MCHa CYIITHHCKH. Y
OJIeJbKY KOjU CJIEOU TpeCcTaBHheMO jelHy Apyradydjy aHaIM3y IojMa jeHAKOCTH JI0Ka3a,
IpeMa K0joj 3Ha4CHhE N3BONeha HHje YyTEMEJbEHO Y FheTOBOj] HOPMATHO] OopMH, Beh y BeTOBO]

OIIIITOCTH.

2.4, JeaHaKoCT J0KAa3a 3aCHOBAHA HA ONMIITOCTH

JlamOekoB paja ¥Ma BeoMa 3HA4ajHO MECTO Y OMNILITOj TEOpUju Jokaza. Kao mro cmo
HAMOMEHYJIH, OH je IOIMPUHEO TOME Jla Ce penallrja eKBUBaJIeHIje n3Mely uzBohema Kojy je
ormmcao [IpaBunr Mmatematnuku onuire. Hamme, JlamOek je mokaszao 1a ce jeqHaKkoCT Tepama
nam0J1a padyyHa ca TUIIOBMMAa MOX€E MPEJCTaBUTH jelHaKohy cTpenuna y KapTe3ujaHCKuM
3aTBopeHnM kareropujama [Lambek 1972; Lambek 1974]. Mame je mo3HaTo /1a je OH pa3BHO
jOII jeAHY BPCTY pelnaiuje eKBUBaJeHIMje Ha u3Bohemuma. Ta penmanuja ce 3acHUBalIa Ha
WJIeju 1a Cy JiBa U3Bohema jeHaKa ako Cy MCTe OommuTocTH. [la 6GucMo BHUIIETH 1ITA TO TAYHO

3HauH, nornenajMo cienehu Jlambekos mpumep.

Heka je AANA xunoreza m dopmyna A 3akmydak aenyknuje d. Kommko nma
pasNUUYUTUX JeAyKLHja KOje MMajy UCTY XUIIOTe3Y U 3aKkJbydak kao d? Moxemo Hahu Oapem
nse. HazoBumo ux di1 u d2. UHTYynTHBHO, y d1 hopmyna A motuyde of JIEBOT KOHjyHKTa U3
dopmyne A A A, nok y dz2 ¢opmyna A motude o AecHor KoHjyHkTa. Kama oBe menykuuje
dopmanHuje MpUKaXKEMO y CHCTEMYy NpUPOAHE JAedyKluje, Moxkemo pehu nma ce y di
KOPUCTUMO MpPaBWJIOM 32 €IMMHHAIM]y KOHJYHKIHj€ KOJUM J00MjaMO J€BU KOHJYHKT (TO
MIPAaBUJIO 3aKJbYUMBama JOMYIITA Ja AeAyKyjemo B u3 mpemuce B A C), a 'y d2 ce KOpHCTUMO
MPaBWJIOM 3a E€JIMMHHALM]y KOHJYHKLHj€ KOJUM J00HjaMO JECHH KOHJYHKT (TO MpPaBHIIO

3aKJby4HBa-a JOMYIITa Ja neaykyjemo C u3 npemuce B A C).
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VY kareropujama, nenykuuje di U dz Cy MpeaCTaBIbEHE MTPBOM MPOjEKIIH]OM nll,,p: p A
p — P U APYroM IpojeKuujoM Ty i p A p — p. Y [Lambek, 1972, p. 65] JlamGek kaxe 1a
CYy TppiP AP =P U Thp:p AP — P PasIUUuTe onwmocmu, 3000 TOra IITO Ce IpBa
yOIIITaBa 0 Tp,:p A ¢ = p, IOK Ce Ipyra yommurasa 10 Tpq:p A q = q. Te nse
CTpEJIHIIE Ce HE MOTY M3jeHAYUTH C 003UPOM Ja HUCY HcTor Tuia. OHE MMajy pasIHuYuTy

METYy.

JemHocTtaBaH ¥ MHTYUTUBAH HAYWH JIa MIPEICTABUMO OIIITOCT 3Bohema jecte momohy
rpadoBa Kao mTo je To yunmeHo y [Dosen, 2003]. Tpebano 6u cioMeHyTH ja je mojam rpada
KOJH C€ OBJI€ KOPUCTH IIHUPH OJI TI0jMa YCMEPEHOT rpada KOju CMO MU YBEJIH paHHuje. YKpaTKo,
pasirKa je y TOMe IITO Cy CTpPENHUIIE caja HeyCMepeHe, HUje HaM BUIIE Ba)KHO IITA je MOYETaK
a ImTa Kpaj CTpeNuie KOJMKO TO Ja JHM Cy JBa o0jekTa moBe3aHa wiau He. Koj TakBux,
HeycMepeHux rpadoBa, 00jekTu ce uerhie Ha3uBajy memenuma uin 4eoposuma (eHr. Vertices),
a ctpenuiie usuyama (eur. edges). Jaxie, ommroct goka3a hie Outu npeacTaBbeHa rpadom
qija Cy TEMCHA jaBJbamha MCKa3HUX CJIOBA Y XUIIOTE3aMa ¥ 3aKJbydKy u3Bolema. [Ipomenypa
YOIIITaBama J0Ka3a, OJHOCHO HAJIa)KEeHha HEroBe OIMIITOCTH CacTOjH Ce MEHmamy HMEHa
MCKa3HUM MPOMEHJbHBUMA. Y ONIITaBalkE j€ JO03BOJLEHO CBE JIOK HE MEHa MpaBuja Koja cy

kopuiheHa y u3Bohemy.

Ona 1 caMo OHa jaBJbarka KOja 0CTajy HCTa HAKOH TaKBOT yOIIIITaBama Ouhe moBe3aHa
uBHLOM y rpady. Ha ocHOBY Tora, OMIITOCTH O Ty, U T, Oulie IPeACTaBIbeHe HAPEIHIM

rpacdoBuma [Dosen, 2003, p. 8]:

1 2
Tp,p Tp,p
P AD PAP

r P

Y npBoM rpady npBo jaBibame OJ1 P j€ IOBE3aHO ca JOWUM P, a y IpyroM rpady Ipyro
jaBJbame O] P je moBe3aHo ca JomuM P. Kama ce nckasHO CIIOBO p 3aMEHHM MPOU3BOJEHOM
¢dopmysnom A, cBaKo jaBibame MCKa3HOT ClloBa y JecHome A y mpemucu Ouhe moBe3aHo ca

JaBJbAamBEM TOT MCKA3HOT CJI0BA Y 3aKJbYUKY.

I'pachoBu K0je cMo Tope onmcanyu rpadOoBU YHHE KaTeropujy koja ce y [Dosen, 2003, p.
9] nasuBa I paguuxom xamezopujom. O0jeKTH OBE KaTeropuje cy MckasHe ¢opmyie (Koje

MPEACTaBIba]y XUIOTE3E U 3aKJbYUKE JACAYKIIHMja), TOK TpadoBH MpeacTaBibajy CTpenuie. 3a
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CBaKy HCKa3Hy ¢dopmyny, uMahemMo rpad HIEHTUTETa y KOJeM Cy CBE€ HWBHIIC PaBHE H
napaiende. ['pagoBu ce MOry KOMIIOHOBaTH JeiubeeM (eHr. gluing) temeHa u mpocTum
HaJ0Be3MBamkeM uBHIla. Jlako je BumeTu aa he ta kommo3uiyja OUTH acolMjaTUBHA, KAo U Ja

Baxe KaTeFOijaJIHC jeHHaKOCTI/I B€3aHC 3a UJACHTHUTCT. 26

JenmHakoct rpadoBa KOju YMHE CTPEIIUIIC OBE IpaiKe KaTeropuje HaM Jiaje MOJIen 3a
JEIHAKOCT JI0Ka3a Koja ce 3aCHMBA Ha ommTocTu. HamomennmMo jorr jeHoM 1a rpadoBU OBJIe
HE TMpelcTaBibajy noka3ze Beh muxoBe ommroctu. Pehm hemo na cy nBa wusBohema
€KBUBAJICHTHA Yy TOTJIE/Y OMIITOCTH aKO Cy FbHXOBE OIIITOCTH MPEICTAB/LEHE UCTUM TpadoM.
Ha ocHoBy Te penamuje ekBHBaJICHIIMje Ha H3BOhemHMa MOTY ce AchUHHUCATH cleachu

KPUTEPHjyMH 32 jeTHAKOCT JI0Ka3a.

Hea uzsoherva npedcmaswajy ucmu 00Ka3 ako cy eKBUBANEHMHA Y N02iedy HUX08e

onuwimocmu.

Wneja je na he nBa n3Bohema OUTH €KBUBAJICHTHA y TIOTJIElY FbBUXOBE OMIITOCTH aKO Ce
MOTY YONINTUTH Ha MCTH HauywH. Ta Te3a ce y [Dosen, 2003, section 3] masuBa Tesom o
onwmocmu (Generality conjecture). 2’ Kao u panuje Kafa cMO pa3MaTpain 3HAUYEH:E Te3e O
HOpMAaJIM3aliji, CXBaTMheMO Te3y O OIMIITOCTH HE Kao mareMatudyko TBphewme Beh kao

¢uno3odeky aHanmM3y MojMa 3HaUCHA I0Ka3a.

Kpurepujymu jenHakocTu J0Ka3a KOjU ce 3aCHHBAjy HA OMIITOCTH MOYMBAjy Ha HIEjU
Jla je 3Haueme JoKa3a y OJIMCKO] BE3U Ca npasuiuma 3aKjbydynBama Koja C€ Yy TOM JIOKa3y
IpUMeBYjy U moMohy KOjUX JIeAyKyjeMO 3akjbydak H3 Xumore3a. Moxe ce pehu nga je
(GyHIaMEHTaJIHO CBOjCTBO MIPaBUiIa Y TOME Jla U3paXkaBajy HEIlTO onuime, a T0jaM OIIITOCTH
JI0Ka3a MOKEMO J1a CXBaTHMO Kao HA4WH J]a PEACTaBUMO YIIPABO Taj OIIITH CajpKaj paBuIa

KOja ce y JI0Ka3y KOPUCTE.

W kpuTepujymMu jeIHaKOCTH J1I0Ka3a KOjU C€ 3aCHUBAjy HAa HOpMaJlM3alluji, Ka0 U OHU
KOJU C€ 3aCHUBAjy Ha OIIITOCTH pPE3yJITaT Cy IOJMOBHE aHAlM3€ KOja 3Hauewmy J0Kaza
MpHUCTyIa UHTEH3UOHAIHO. J[0Ka3 ce He mocMaTpa Kao CHHTaKCHU 00jeKaT HUTH Kao ypehenu
rap KOjU C€ CacTOjU U3 XUIOTe3e U 3aKJbyuka. Jlokas ce mocmarpa Kao cmucao u3Bohema — u

OH Ce cacToju Yy 6e3u U3Mel)y xumorese u 3akjbyuyka. Ta Be3a HUje HUIITA JPYro HEro HauuH

26 Tpe6ano 61 HanomeHyTH Aa je onuc oBuUX rpadoBa Koju 0Arosapajy KaTeropujaiHUM LoKa3nMma 1nak camo
cKkuua. OBZe Cy OHM CBeLeHU Ha penauuje, MehyTUm, MOXKEMO UX MOCMATPATH Kao C/I0XKEHU]e reoMeTpujcKke
0b6jeKkTe — MHOrocTpyKkocTu (eHr. manifold). OHaa nojam rpada nocrtaje penauuja ,,6UTN Y UCTOj KOMMOHEHTH
nosesaHoCTH".

27y [Dosen & Petri¢, 2004, section 3] gaje ce jow u jegHa apyraunja popmynaumja Tese o ONWTOCTy.
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KaKo JOJa3MMO O]l XHUIIOTE3€ /0 3aKJbydka NMPHMEHOM M3BECHHX INpaBwia. /[Ba momenyra
KpUTEpHjyMa 3a JeJHAKOCT J0Ka3a Ie(UHULITY TO IITa 3HAUU 00AU HA UCTU HAYUH 00 XUunomese
00 3aKkmyuka Kopuctehu ce npyrauujum mnojMoBuMa. Kputepujymu Koju ce 3acHHBajy Ha
HOpMaJIM3aIiji KOPUCTE CE€ IIOJMOM HOpMaJTHE (popMe, a OHM KOjH C€ 3aCHUBA]y Ha OIMIITOCTH
KOpHUCTE CE IMOjMOM OIINTOCTH jAoKa3za. MehyTum, mako moiase oJ pa3IHMYUTHX I10jMOBA,
MOKEMO C€ 3alHUTaTH Ja JHU Ta JBa KPUTEpUjyMa Jajy UCTE jJeJHAKOCTH JoKasza. Jpyrum
peunma, 1a 11 1e(pUHUIIY UCTY pelalijy CAHOHUMHOCTHY Ha N3BOelMMa MHTYHIIMOHUCTHIKE

noruke? To je nutame kojum hemo ce 6aBUTH y HApETHOM TIOTJIaBJbY.

2.5. Koxepenumja

Kao mrTo cMo Beh pekii, KpUTepHjyMH jETHAKOCTH JOKa3a HHTYHUIIHOHUCTHYKE
WCKa3HE JIOTMKE 3aCHOBAHM Ha HOPMAIM3ALUjU Cy TPEACTAaBIbEHH y OWMKapTEe3WjaHCKUM
3aTBOPEHUM Kareropujama. KpuTepujymu jeTHaKOCTH 3aCHOBAaHU HA OIIITOCTH CYy ca Ipyre

CTpaHe MPECTaBJbEHHU Y TPapHUUIKOj KAaTETOPHjH KOjy TeHEPHUIIIEe CKYIT UCKAa3HUX CIIOBA.

TBpauTH Aa cy 1Ba U3Bohema EKBUBAJICHTHA Y TOTJIEY BUXOBE HOpMaIHe (opMe aKko
Y CaMO aKo Cy €KBHUBAJICHTHA Y MOTJIEly lbUXOBE OIIITOCTH j€ Y TEOPHjH KaTeropHuja UCTO IITO
W TBPAWTH Ja TOCTOju Koxepenyuja (coherence) wusmel)y crmobomaHo reHepucane
oukaptesujancke kateropuje C u rpaduuke kareropuje G [Dosen, 2003]. TTojam koxepeHiuje

nedunucahemo kao y [Dosen, 2003, p. 9-10] u To Ha crienehn HauwH.

Jegh. 2.4.1. Heka je C cnoboaHo reHepucana kateropuja u G je rpaduuka kareropuja.

Koxepenyuja namel)y C u G Baxkn ako:

f = gaxxo F(f) = F(g),
rre cy f u g crpenuie cinoboane kareropuje C, u F je npecnukaBamwe u3 Cy G.

N3Bohemwa cy mpencraBbeHa crpenuiama a F tpeda na npumnucyje cBakoM H3BOhewmYy
mweroBy ommroct. Koxepennuja usmelyy C u G Baku ako u camo ako je F eepan ¢pynkmop (enr.
faithful functor). Jenaum cMepom ekBHBaJICHIIM]E, C JICBE HA JIECHY CTpaHy, TBpAH ce na je F

(byHKTOp, a IPYTUM CMEPOM C€ TBPJIM J1a je OH BEepaH.

IIpema [lomeny, moka3aTu KoXepeHIH]y wu3Mmel)y crnobogHe OukapTe3ujaHCKe

Kateropuje u rpaduyuke KaTeroprje Kako cMo je AeUHHUCATN TOpe Ce MOXKE CXBATUTHU Kao
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noka3 teopeme mnotmyHocTH. CrnobomHa OWKapTe3WjaHCKa KaTeropvja ce ImocMmaTrpa Kao
¢dopmanHu cuctem, a rpaduuka KaTeropuja kao Mojen. Y Ckjiaay ca THME, CMep C JIieBa Ha
JIECHO Ce MOJKE Ha3BaTH sabanocm (eHr. soundness), a cMep ca jJecHa Ha JIEBO NOMNYHOCH Y

varcem emucny [Dosen, 2003, p. 12].

[lotmyHOCT Cce OBIE OJHOCHM Ha JIOKAa3HE jEIHAKOCTH KOje MOJENyjeMo Y
OMKapTe3MjaHCKUM 3aTBOPEHUM Kareropujama. Jloka3z KoxepeHuuje OM 3HA4MO /a Cy cge U
Camo jeTHAKOCTH KOje MOXEMO TOOUTH y rpaduikoj KaTeropuju yxaheHe jeJHaKOCTHMA
CTpenuiia y OMKapTe3ujaHCKO] 3aTBOpPEeHO] Kareropuju. JlomeH Ttakole ucTtuye aa goKazaTtu
KOXEPCHIIMjy OBJIe He OM 3HAYMJIO CaMo JIOKa3aTH MOTIIYHOCT Beh 3a7100MTH M jemHOCTaBHY
MPOLEAYPY 00ayuugocmu 3a jeHaKocT Jaokasa. [lomTo je jemHakocT rpadoBa Ha OUHIIIECAH
HAYWH OJJTyYMBa, JJOKa3 KOXEPEHIMje OM MpyKao M MPOLEIypy OTyYHBOCTU 32 jEIHAKOCT

CTpenuiia y cno0oHUM OMKapTe3ujaHCKUM KaTeropujama.

VY [Dosen & Petri¢, 2001] koxepeHnuja je mokasaHa 3a (Cio0O0HE) KapTe3HjaHCKe
KaTeropuje Kao M 3a KaTreropvje ca KOHAYHUM KONPOU3BOJMMA KOj€ YKIJbYUY]y WHHIIW]jaTHA
objekar. Tu pe3ynararn mokasyjy na he OKa3W HMCKAa3HOT padyyHa KOJU CaIpKU Camo
KOHJYHKIU]Y U KOHCTaHTy T (MJIM KOjU CaJp>Ku caMo JHC)jYHKIIM]Y U KOHCTaHTy L) OuTH nucre

OILITOCTH aKO U CaAMO aKO UMajy UCTY HOpMaJIHYy (hopMmy.

Mehytum, KoxepeHIja BULle HE BaXH Y OMKApTEe3MjaHCKUM 3aTBOPEHHUM, Ka0 HU Y
KapTe3WjaHCKUM 3aTBOPEHMM KaTeropujama. Y OHKapTe3WjaHCKMM KaTeropujama |
OuMKapTe3MjaHCKUM 3aTBOPEHUM KaTeropujama KoxepeHiuja Hehe BaxuTu 300r mpucycTBa
TUCTpUOYTUBHOCTH KOHJYHKIIMj€ HaJ JHMCJYHKLMJOM, Ka0 U 300 MPHUCYCTBA TEPMHUHAIHOT

06jekTa ca KOTIPOU3BOIOM M HHUIM]aTHOT 00jeKTa ca IIPOu3BOAOM. 28

[MpoGieM ca WHUIMjATHUM OO0jEKTOM W TPOU3BOIOM (M JyajHO, ca TCPMHHAIHUM
00jeKTOM U KOIIPOU3BOJIOM) CE€ CACTOjH y TOME IITO CY Y TpauyKoj KaTeropuju rpadoBu KOju
MIPEJCTaBIbajy CIMKE MpBE MPOjeKLHje Tti 11l x1— 1 unpyre npojekuuje ni plxl—>1
jeanaku [Dosen, 2003, p. 12]. 360r Tora mTo He caapKe HCKa3HE MPOMEHIbUBE, 00€ CTPEITHIIE
ce cnukajy y npasas rpad. Mehytum, npodieM je y ToMe MITO T€ CTPENIUIe HUCY JeTHAKE Y

Cc1000AHMM OMKapTEe3HjaHCKUM KaTeropujama, jep ce Tamo NpBa M Apyra HpojeKuuja i | u

7 | YBEK pasImKyjy.

28 Y KaTeropujama Koje cagpxe camo NPOU3BOA, UK KOMPou3Boa 6e3 TEpMUHANHOT MAK MHULMjaNHOr OBjeKTa
u 6e3 aucTpmbyTuBHOCTU, KoxepeHuuja he onet aa Baxu, suaetu [Dosen & Petrié, 2002].
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Nako je uneja mojmMa ONIITOCTH J0Ka3a Ta Ja MPEACTaBH MpaBujia 3aKJbydnBama Koja
Cy Yy IoKa3y KopuIilheHa 1 lbUXOB OIILITH KapaKTep, Aeiyje J1a ce HaBEACHU MPUMEpP YIIPaBo ca
TUME KocH. Hamme, y XHIIOTETHYKOM JT0Ka3y y KOjeM MoIa3uMo o1l xumotese L A L ga Oucmo
3aKJbYYMIIH | Kao JICBH KOHjYHKT KOPUCTHMO C€ APYraunjuM MPAaBUIOM HETO y JIOKa3y y KojeM
MOJIa3UMO OJ1 UCTE XHUIOTE3€ Al MOMONy MpaBmiIa 3a €IMMMHAIM]Y 3aKJbydyjeMO JECHU
KOHjyHKT. MelyyTuM, oBlle IpUKa3aHU KPUTEPHUjyMH 3aCHOBAHU Ha ONIITOCTH HE PA3JIUKY]y
n3mely TakBux nokaza. Huje jacHo 30or uera Tpeba Ja pa3iMKyjeMO J0Ka3e KOju CYy
NPECTaB/bEHH CTPEIHIAMa T, , U 75, @ He u3Mel)y 10Kasa Kao WITo Cy ni, unt | ? Ako
IpaBUja IMOCMaTpaMO Kao HEUITO OIIITEe NpUpoae, OHAa Ou Tpebaso na MOXKEMO Ja
pasnuKyjeMo u3Mel)y /Ba mpaBuiia HE3aBHCHO O] TOTa KOJUM MX MCKa3MMa WHCTAHIUPAMO,

yKJbyuyjyhu CKa3He KOHCTAHTE.

Tpebano 6u HaMOMEHYTH Ja OBO IITO CMO PEKJIM HE IMOKa3yje Ja HYXKHO IOCTOjU
poOJIeM ca caMOM HJIejOM ONINTOCTH JI0Ka3a M JOKa3HUM jeTHAaKOCTUMa KOje Cy Ha OCHOBY
we nepunucane. [lomenytu npoGiem Trde ce hopMaiu3aiyje nojMa onTocT Aokaza. YuHu
ce na Ou ¢dopmymnanmja y Kojoj OM M HCKa3HE KOHCTaHTHE Ouie Ha HEKH HauuH
IMBEPCU(PHUKOBAHE YOIIIITABAKeM OMiia HE caMo OJIFKa MHTYUTHBHO] MJIEjH OIIIITOCTH JI0Ka3a

Beh Ou u Moruia a u30erse moMeHyTe mpoodieme.

Bpatumo ce caga nutamy koxepenuuje. [Ipodiem ca nuctpubyTuBHOLINY KOH]j YHKIIH]E
Ha/l JUCJYHKIMJOM je Yy TOMe IITO Yy CJI00OJHMM OMKapTe3MjaHCKUM KaTeropujama

KOMITO3HITHja JBajy CTpEIuIia

dist;: Ax(B+C) »(AxB)+ (Ax (),

dist,: (AxB) + (AxC) »5Ax(B + C)

jemHaka crpenuun uaeHturera Ha (A x B) + (A x C). Mebhyrum, rpad koje mpencrtasiba
ommTocT cTpenuie dist; o dist, (Mpuka3aH Ha CIHIHM JOJIe JIEBO) U Tpad KOjU MpeacTaBiba
onmTocT O 1l(a.py+axc)y: (AxB)+ (AxC)—>(AxB)+ (AxC) (npukasan Ha CIULM

noJje aecHo) Hucy jemnaku [Dosen & Petri¢ 2002, p. 4-5]:
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(pAg) V (pAT) (pAg) VvV (pAT)

(pAg) V (pAT) (prg) v (pAT)

Kao mro cmMo pekim, KOXEpeHIMja HE BaKM HU 3a KapTE3HMjaHCKE 3aTBOPCHE
kareropuje. Hehe BaKuTu HU cMep €KBUBAICHIM]E KOJU CMO HA3BaJIHM BaJbaHOCT Ka0 HU CMeEp
KOJU CMO Ha3BaJiM IMOTIYHOCT y Y)XeM cMmHciay. Jla BajbaHOCT HE BaXKH MOKasyje cienehu
MpUMEp CTpEeIuIla KOje Cy y 3aTBOPEHHMM KapTe3WjaHCKMM KaTeropjamMa jeJHaKe a 4Huje

OIIITOCTH NpUKa3yjy Hapeauu rpadosu [Dosen & Petri¢, 2002, p. 5]:

r v
N\ A\
qd — (anp) D AD
N
(g—= (@Ap)) A (g— (9 AP)) (g— (2Ap)) A (g— (2 AD))

O0a oBa rpada npencTaBsbajy OMIITOCT JOKa3a KOjH I0JIa3€ U3 XUITOTE3€ P U U3BOJIE 3aKJby4aK
(q = (@Ap)A(q@ — (qAp)). Ha cimunm ca jeBe cTpaHe INpPHUKa3aHa j€ OIIITOCT
u3BOhema y MpUPOIHO] NEAYKLHUJU Y KOjeM U3 XUIIOTe3a P U g MPBO 3aKkibydyjeMo ¢ — (g A
p), Ipu ToM mpeupraBajyhu xunore3y q. To YMHUMO ABANyT U OHJIA YBOJUMO KOH]jYHKIIU]Y
(g =@Ap)AN (@ — (@Ap)). Ha caunu ca jgecHe CTpaHe MpHKa3aHa je OIIITOCT
U3BOhema y K0jeM CMO XMIIOTe3Yy P KOPUCTHIIH JIBa IyTa J1a OMCMO yBEIM KOHJYHKIH]Y P A P,
a OTOM M3 CBAaKOT KOHjyHKTa HE3aBHCHO N0OMIM ¢ — (q A p), KOje CMO Ha Kpajy CIIOjHIIN Y
KOH]jYHKLH]Y.

Ca craHoBHUIIITa KpUTEPHUjyMa JeAHAKOCTH JI0Ka3a 3aCHOBAaHMX HAa HOpMaJIM3allijH, OBa
nBa W3BOhema MpeAcTaBbajy UCTH Joka3. MelhyTum, ako UX mocMmaTpaMo ca CTaHOBUIITA
KpUTEpHjyMa 3aCHOBAaHMX Ha OMNILNTOCTH, OBa JBa U3BOhema HEMajy UCTO 3HAUEHE. Y JIEBOM
n3Bohemwy (M3Bohemy umja je OMImTOCT MpruKa3zaHa rpadoM JIeBO) CBa MCKa3aHa CJIOBa ¢ MOPajy
Jla OCTaHy UCTa J1a OucMO cauyBalu paBuiia u3Bohema y gokaszy. Ca apyre cTpaHe, y 1eCHOM
M3BOhemY JBa Mapa MCKa3HUX CJIOBa ¢ HHUCY Mel)yCOOHO MoBe3aHa, jep CMO MX JIeTyKOBAIH

He3aBUCHO). Jlakiie, 1ecHO u3Boleme ce MOXKe YONIITUTH 10 U3Bohema UnjH je 3aKJbydak
(@ = @Ap)A (r — (rAp))
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IITO HHJjE CITy4aj ca JIEBUM M3BOHECHEM KOj€ CE HE MOXKE J]ajbe YOI TUTH.

Ha mocneama aBa HaBeneHa npuMepa U3Bohema KPUTEPHjyMHU KOjU C€ 3aCHHBAJy Ha
OIMIIITOCTH MOKA3yjy C€ Ka0 MHTECH3MOHAITHU]JU HETO OHU KOjH CE€ 3aCHHUBAjy HA HOpMaJTH3aIlHjH.
[TpBu neraspHMje Oenexxe Be3e u3Mel)y HCKa3HUX CI0Ba y XUIIOTE3aMa U 3aKJbyUKy JEAYKIIHje,
JIOK ce y HOpMallM3alyju HeKe of TuX Be3a ryoe. Ca npyre crpaHe, BUIEIN CMO M IIPHUMED Y
KOjeM je OOpHYTO ciiy4yaj — HOpMan3aluja ce MoKa3yje Ka0 MHTEH3MOHAIHK]A O] OMIITOCTH.

OHO ITO HAaBEICHU PUMEPH CBAKAKO MOKa3yjy je Ja ce ABa KpUTEpHjyMa jeTHAaKOCTH
J0Ka3a KOje CMO OBJ€ MpEACTAaBWIM He MokKiamajy. Mehyrum, na aum TO 3Haum na
HOPMaJIM30BaTH HEKH J0Ka3 HE 3HAYM MCTO LITO M YONIITUTH Ta U oOpHyTo? YnHM ce na To
MUTAEkE MOXKE J1a 3aBUCH M O] TOTa KAaKO C€ OMIITOCT U HopManu3anuja Gopmynuiry. Beh cmo
BUJICTT Ha MPHUMEPY ca MHIMjaTHUM O00jEeKTOM M TEPMHUHAIHUM O0jeKTOM Ja ce TO Kako je
OIIITOCT OBJe (popMaIM30BaHa HE MOKJIAla CAaCBUM Ca THME KaKo Ce T0jaM OMIITOCTH HEKOT
npaBwiia KOpUIINEHOT y J0Ka3y MHTYUTHBHO cxBara. 1o IMokasyje Aa IOCTOjH MPOCTOp 3a

peneduHECake HAYMHA HA KOJH CE YOIIIITaBamke JoKa3za (hopMaun3yje.

Mehyrum, n HopmManu3amuja qokasa ce Takohe moxe penedpunucaru. [lorpeda 3a Tume
ce jaBJpa Kajla TOBOPUMO O JOKa3uMa KjiacuuHe joruke. Haume, kaga y OukapTe3ujaHCKUM
3aTBOPEHMM KaTeropujama MpUKaxemMo ojpeheHe KiacuyHe MPeTnocTaBKe, jEIHAKOCT
CTpeNuIa y Tako J00MjeHUM KaTeroprjamMa CBOJIM C€ Ha jeTHAKOCT BUXOBUX THUIOBa [Dosen,
2003, p. 17]. Apyrum peurma, jeTHAKOCT JI0Ka3a CBOJIM CE Ha jeTHAKOCT BbUXOBUX XHMITOTE3a U
3aksbydaka. [lomen u Ilerpuh cy mokaszanu ga ce CHHOHUMHOCT M3BOhera KJIaCUYHE JIOTUKE
UIaK MOJKE 3aCHOBATH Ha M0jMY HOpMallu3allije, caMo Ce Taj I0jaM He MOXe MPEACTaBUTH Y
OuKapTe3MjaHCKUM  3aTBOPEHMM Kareropujama, Beh y kateropujama y KojuMa
aucTpuOyTuBHOCT HHUje u3omopduzam [Dosen & Petric, 2007]. Kopucrehu ce tum
kareropujama, y [DoSen & Petri¢, 2007] ayropu noka3yjy pe3ynraT KOXEpeHLHje KOju
nokKasyje /1a je y ciiyyajy KJacuyHe MCKa3He JIOTMKE Moryhe ycrocTaBUTH IOKJIaname u3Mehy
JEIHaKOCTH JI0Ka3a 3aCHOBAaHE HAa HOPMAIM3allMjU M JEIHAKOCTH JI0Ka3a 3aCHOBaHE Ha

OIIIIITOCTH.

Wnak, Tpebano O HATOMEHYTH J1a CE Taj Pe3yJITaT 3aCHUBA Ha JIBEMa MPETIIOCTaBKaMa.
[IpBa je mpeTnocTaBka O MOCTOjamky MOCEOHE BPCTE UICATM30BaHUX J0Ka3a, KOJU CE Ha3MBajy
Hyamu 0okasu (SHT. Zero proofs), a apyra je npeTmnocTaBka o MOCTOjamy ONepaluje cabupara

ooxasa (enr. proof addition) [Dosen, 2003, section 7; Dosen & Petri¢ 2007]. 2 ITIpernocraska

2 NpetnoctaBKa fa 3a cBaKa ABa 0b6jekTa A ¥ B NOCTOjM HYATU AOKa3 O4HOCHO HYATa CTPENNLIA 3HaUM
na 3a ceaka aga objekta A n B umamo crpenuuy 04 p: A — B, Koja npu Komnosuumju ca 6uio Kojom gpyrom
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Jla 3a cBaka JBa o0jexkta A U B moCTOjU HYNITH J0Ka3 OJHOCHO HYJTa CTpeNuIa 3HaYH Ja 3a
cBaka JiBa o0jexra A u B umamo crpenuny 04 p: A — B, K0ja Ipu KOMIIO3ULM]jU ca OUJI0 KOjOM
JIPYroM CTPEIUIIOM oJroBapajyher tuma naje Hynty crpenuily. Kaxemo ga cy HyaTH JTOKa3u
W7eaIn30BaHN 300T TOra ITO OHU y CTPOTOM CMUCIY PEYd HHCY INpaBH JOKa3W jep HaM
JIOTYINTa]y J1a U3 CBAKOT MCKa3a MOXKEMO JAMPEKTHO Ja JIOKAKEMO OWJIO KOjU JIPYTH HMCKa3.
Moryhe je MehyTum, OrpaHUYHUTH MIOCTOjarkbe HYJITUX J0Ka3a Ha CaMO OHE MapoBe HCKa3a 3a
Koje Beh mmMamo j0Ka3 u3 jeanor y apyru [Dosen, 2003, p. 21]. IIpobaem ca HyITHM A0Ka3uMa
je Taj 1mTo, YaK M y3 TO OrpaHUYCH-E, HHje JJako Hah¥ ONpaBIame 3a MPUIYIITAKE TAKBUX

JI0Ka3a yTeMeJbEHO Y CaMOM I10jMY JI0Ka3a Koje OM OMIIO HE3aBHCHO OJ1 IPAaKTUYHUX Pa3iiora.

[IITa Ha OCHOBY CBera peueHOr MOXKEMO 3aKJbYUUTH O MPOOJIEeMY jeTHAKOCTH JI0Ka3a?
Nako ce mojam HOpMalu3alMje Kao M 1MojaM OIMIITOCTH MOTy pelneduHucaTH, YUHU Ce Ja je
UMAaK TEeHIKO MOCTHMhM KOXEpeHIWjy Tako Ja HHUjeqHa o AepUHHUIIMja HE MpPeaCcTaBiba
ylrajpaBambe O] MHTYHTHBHOI CXBaTamba THX MOjMOBa. To Hac ymyhyje Ha 3akJbydak Ja
HOpPMAaJIM30BaTH HEKH JI0Ka3 HE 3HAYHM UCTO IITO U YOIIITUTH I'a U OOpHYTO. Y OIIITOj TEOPHjU
J0Ka3a, Jakiie, BEPOBATHO HE IIOCTOjU jEeAMHCTBEHU KPUTEPUjyM jeAHAKOCTH, Beh nBa
pa3IMunTa MHTEH3UOHAHA KpUTEepHjyMa. AJH, IITa TO 3HA4YH 33 POOJIEM jeJTHAKOCTH JT0Ka3a?
Jla v TO 3HAYM J1a HA K-eTa He MIOCTOjU paBu oAroBop? OAroBOp HHUjE CACBUM jacaH M 3aXTeBa
JlaJba WHTEH3MOHAIHA MCTPaKMBamba OAHOCA m3Mel)y mojMoBa HOpMasH3allfje U OMIITOCTH.
OHO WITO CBakako 3HaMoO je Ja MHUTalke jeIHAKOCTH JI0Ka3a HHUje HU CYOjeKTHBHO HHU
mpou3BoJbHO. [locToju HemTO y caMoM MojMy J0Ka3a IITO J1aje ONpaBIamke U jeIHOj U APYToj
O]l IOMEHYTHX pelalyja eKBUBAJICHIIH]E, IITO TIOKa3yjy OBJE MPUKA3aHU PE3YJITAaTH OIIITE

Teopuje JoKa3a.

2.6. 3akibyyak

[{usb oBoOr moryiaB/ba OMO je Aa MPUKAKEMO HEeKe OJ HajBaKHUJUX pe3yiTara OIIITe
Teopuje J0Ka3a M MOKaKEeMO KaKO Cy OHU 3aCHOBaHM HAa MHTEH3MOHAJIHOM CXBaTamy MOjMa

nokasza. Bugenn cmo nma y oBoj Teopuju nutame [l[lma je ookaz? MOXKEMO pasyMETH Kao

cTpenvuom ogrosapajyher Tuna gaje HyaTy ctpenuuy. Kakemo aa cy HyATM AOKasu uaeannsosaHu 360r Tora
LUTO OHM Yy CTPOTOM CMWUC/Y PEYM HUCY NPaBU AOKa3W jep Ham AONYLITajy 43 U3 CBAKOT MCKa3a MOXEMO AMPEKTHO
[la [oKaxkemo 6U1o Koju apyru uckas. Moryhe je mehyTum, OrpaHUMYMTM NOCTOjakbe HYNTUX JOKa3a Ha CaMo OHe
napoBe MCKasa 3a Koje Beh Mmamo A0Kas 13 jegHor y apyru [Dosen, 2003, p. 21].
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nutae Kaoa oea uzsoherwa umajy ucmu cmucao?. Jla OMCMO Ha era OJrOBOPHIIH,
NeUHUIIEMO pelalnjy eKBUBAJICHIM]E Ha W3BOl)eHUMa KOjy HEeKaJl Ha3UBaMO M PellallijoM
cMHOHMMHOCTH. Kao mTo cMO peknu, Kaga CHHOHMMHOCT W3BOhEHma CXBAaTHUMO
eKCTCH3MOHAIIHO, Ha JIOKa3e IieJaMo Kao Ha ypelheHe mapoBe XUIOTe3a W 3aKJbydaka y
penanuju KOHCEeKBeHIMje. TakBO cxBarame, MehyTuMm, Aaje MPWIMYHO TPUBHjAIHY M ca
MaTEMATHYKOT CTAHOBUINTA, HE MHOIO WHTEPECAHTHY peliallijy CKBUBAJICHIMje Ha
n3BohemrMa. CUHOHMMHOCT H3BOhEHa CBOAM CE€ HAa JEJHAKOCT HHXOBUX XHIIOTE3a W
3aKkJbyvaka. J[a 6ucmo ce GaBUIIM OIIIITOM TEOPHjOM JI0Ka3a, Meh)yTum, AeAyKIrja ce He MOXKE
CBECTH Ha XHUIIOTE3€ U 3aKJby4ak. Mopamo y3eTH y 003up MHTEH3HUjy TOTa IojMa — HauyuH Ha

KOjH Mpesia3uMo ca MpBOT Ha APYTO.

VY 0BOM MNOIIaBJby MOKA3aJdM CMO KaKO C€ Ha MHTCH3MOHAIHOM CXBaTamy pelaluje
CHHOHMMHOCTH MO>K€ M3TPaJUTH aHaIn3a nojMa nokasza. OBe 3akjpyuke hemo 1a mpuMeHHMO
y HacTaBKy paja kajga ce Oynemo OaBmiu mojMoM anroputma. Kao mrTo mokase MoxkeMo
(dbopmanu3oBaTu ImyTeM u3Bohema, IPUPOAHO j€ MPETHOCTABUTH J1a U AITOPUTAM MOXKEMO Ja
u3pa3zuMo (hopmaaHO Ha HEKOM je3uky. Ha m3pasuma Tor jesmka MoxeMo Ja ne(uHHUIeMo
OHJIa oAroBapajyhy pemnanujy ekBuBaneHuuje. Mueja je na he aBa jesuuka u3paza OUTH y TOj
peTanuju eKBUBAJICHIIM]Ee aK0 U3paXkaBajy UCTY MPOLEAypy HU3padyHaBama. M Tako, Kao mTo
noKa3 oapehyjemo mo3mBajyhm ce Ha Kiacy €KBHUBAJICHIMje HAa M3BOhEHMMa, MOXKEMO A
OJpeIMO TI0jaM aNrOpUTMa IMo3uBajyhm ce Ha oaroBapajyhy Kiacy eKBHBAJCHIMjE Ha

MIOMEHYTHUM JE3UUKUM U3pa3HMa.

Mehytum, mocTaBba ce NMUTambe Kako JepUHHCATH Ty penanujy? AKO airopurMe
CXBaTUMO €KCTEH3MOHAIIHO, MPOIEypa U3padyyHaBama C€ CBOJIM Ha (DYHKIIH]Y, a JeTHAKOCT
TUX TpoLeaypa Ha jeAHAKOCT ojaropapajyhux ¢ynkmuja. TakBO cXBaTame TPUBHjATH3Y|e
pobJIeM jeTHAKOCTH ajropuTama Oar kao mTo cBoleme Jokaza Ha ypeheHnu map xunoresa u
3aKJbydyaka TpHUBHjasiu3yje NpoOieM jerHakocTH Joka3a. Ham b je ga ce OaBuUMO
AITOPUTMUMA HE EKCTEH3MOHAIHO Beh MHTeH3HOHAIHO. To 3Ha4M /1a y3MeMo y 003up He camo
pe3yiTaTe u3pauyHaBamwa, Beh U TO xako U mpeMa KOJUM Npasuiuma ce TO W3padyHaBambe
oJBWja. JeqaH oJ] MPBHUX ayTopa KOJU je eKCIUIMIUTHO MOCTAaBUO MHUTAHkE WHTEH3MOHAIHOT
KpUTEepHjyMa 3a jeHaKOCT ajropurama je Januc MockoBakuc. OH je HE camMO MOCTaBHO

HpO6HCM, Beh MMPEAJIOKKHNO U PCHICHC KOjCM hemo mocBeTuTH HapCAHO MOrjiaBJbEC.
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IHornas/be 3

N3pauyusbuBe GyHKIM]E U JETHAKOCT aJlropUTama

3.1. YBoa

WutyntuBao rosopehu GpyHkimja f je uspayyHwsusa ako mMocTOjH CKYIl WHCTPYKIIH]jA
Koje unHe e(EeKTHBHY NpOIEAYypYy MpeMa Kojoj ce 3a cBako n, f(n) Moxe u3padyyHATH
MEXaHHYKH, KOpaK Mo KOpak, ca MaTeMaTHukoM curypHoiunhy. TakBe edexTuBHe npoueaype
ce Ha3UBajy demepMUHUCMUYKY al20pummi, a 4elhe caMo aneopummu.

W3pauyHspuBe (yHKIHjEe Cy TMpPEAMET MCTPAXKHMBama TpaHe JIOTHKE Koja ce Ha3hBa
meopuja uspauyumusocmu. > TpugeceTnx ToIMHA MPOILIOr BeKa Ta TEOPHja U3HUKIA je U3
JeIHOT BEJIMKOT, Taja OTBOpeHor mpobnema: Kaxo ¢opmanno npedcmasumu nojam
epexmusne uspauynsusocmu? Kaxo oopeoumu xnacy ¢yukyuja xoje cy uspauynmuse Ha
npupoonum bpojesuma? 31'Y csom pamy u3z 1936. [Turing, 1936] Anan Tjypunr (Alan Turing)
MPY)XKHO je OArOBOpE Ha OBa NMUTama yBoAehW mojam aymomamcKux pauyHcKux Mawuna
(automatic computing machines) xoje cy mocrane mosHare xao Ijypuncose mawune. 3> Te
aricTpakTHE MalllMHE cacToje ce u3 OeCKOHauyHe Tpake M IiaBe Koja ce 1o woj kpehe. Tpaky
YMHU HU3 [10JbA TAKBHX J1a C€ Y CBAKOM I0JbY MOXKE Hajla3uTH win cumoon 1 niam cum6o:a 0.
['maBa ce mo Tpamy Mo)Ke KpeTaTh MEXaHWYKH, KOpaK Mo KOpak, JIeBo Wiu JecHo. OHa Moxe
na ,,ckeHupa“* cuM0oJie Koje ce y oJbUMa Hajla3e U Melba UX 10 NoTpedH, pema yTBpheHom
HU3Y UHCTPYKIIH]a.

[Tomohy Geckonaune tpake, ciyxehu ce cumbonuma 0 u 1 MOXKEMO MPEICTABUTH
MpUpOJIHE OpOjeBe Kao M M-TOpKE MPHUPOJHUX OpojeBa Kao HU30BE JeAMHHUIIA HA TpaIH
0JIBOjeHUX HyJama. bpoj 3 perumo mMoxkeMo mpenctaBuTH Hu3oM 111, a map (3,4) HU3OM
cumbona 11101111 Ha Tpamu Ha KOjoj ce Ha OCTaJUM MeCTMMa Haja3e caMo HYIe.
W3pauyHaBame, 0OJJHOCHO KpeTame IaBe M TO IITO OHa paau onapelyjy uncmpykyuje xoje cy

cieneher obnuka: Axko ce mawuna Hanasu 'y cmary S u 21aed je ckeHupaia cumoon X, ypaou

30 Manu yBog y UcTOpUjy pa3Boja HajBaXKHMjMX Uaeja y TEOPUjU U3PaYyH/bUBOCTU 3aMHTEpecoBaH YnTanay he
Hahu y paay [Soare, 1996].

31 Ctporo rosopehu, y HaBegeHom TjypMHroBOM pagy TO je NUTarbe je NOCTaB/bEHO Y HeLTOo Apyraymjoj anu
eKBUBaJIeHTHO] dopmMynaunju.

32 NletasbHUMje o TjypuHIroBMM MalLMHAMa YMTanaL, MoXe npountaTi 1y [Boolos et al., 2002, chapter 3].
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q u npehu y cmare S’. Cmarwe mawune y 1aToM TPEHYTKY oapelyjy mososkaj rimaBe U HU3
cuMOo0J1a Ha Tpally HAKOH M3BpIIaBama ofpelhene nuerpykuuje. Ilovemno cmarve IpeaCcTaBIba
MOYETaK HW3pauyHaBama, 0K Kpajwe Cmarbe TPEACTaBba Kpaj OJHOCHO pe3yiTar
u3pauyHaBamwa. [la pynkuujy f: N" — N uspauynaBa neka Tjypunroa mamuua T 3Ha4H,
ympoinheno rosopehwu, 1a 3a CBako dq, ..., d,, b € N takse na f(a,, ..., a,) = b, Baxu 1a ako
ce y MO4YeTHOM cTamy o T Ha Tpauu Hayaze OJOKOBUM cHMMOOJa KOjU NPEACTaBJbajy HU3
opojesa (aq, ..., a,), y KpajibeM cramy Hanasuhe ce GJI0K cuMO0iIa KOjH IPEICTaBbajy Opoj
3

AKo (yHKIIH]y MOXe U3padyHaTH HeKa TjyprHHroBa MalinHa Kake ce 1a je Ta QyHKIHja
Tjypune-uspauynmsusa. Y cBom pany [Turing 1936] Tjypunr u3HocH Te3y Aa je (yHKIHUja
M3pavyHJbUBa Y HE(hOPMAaTHOM CMHUCITY T€ PEYH aKO U CaMO aKo IMOCTOju TjypuHroBa MamimHa
KOja je m3padyHaBa, IPyruM peuuma, ako je Tjypune-uspauynsusa. Y dact Anana TjypuHra,

Ta T€3a Hocu ume Tjypuneoea mesa.

Otmpuinke y TO BpeMe Kaja ce jaBjba 1ojaM 1jypHHTOBE MallMHE, HE3aBUCHO Ce
jaBibajy u Apyre hopmanHe pernpe3eHTaluje nojMa eeKTuBHE U3PAadyHIbUBOCTH, PeKVP3UBHE
@yuxyuje, xao u Beh momenyru UYepdyoB ramboa pauyn, a KacHUje W MHOTE Jpyre.
HcnocraBuio ce mel)yTum 1a cy cBe momeHyte (GopmaliHe perpe3eHTalije eKBUBAJICHTHE,
OZIHOCHO Jia onpelyyjy ucrty kiacy aputmernykux Qynkuuja. ¥ csom paxy [Church, 1936b]
Yepy je u3HEO mpemyior aa ce GpyHKIMja MOKE CMAaTpaTH M3padyyHJBHMBOM aKO M CaMoO ako je
npeocmassusa OTHOCHO Oegpunabunna y nambya pauyny 0e3 tunosa. Taj mpeior nocrao je
no3HaT kao Yepuosa mesa. [la cy TjypunroBa u UepuoBa Te3a €KBHUBAJEHTHE I0Ka3ao je
Tjypunr y Beh momenyrom pamy [Turing, 1936, app.]. 3axBabyjyhu Tom pe3yarary, Te J1Be
Te3e ce MOry IOCMaTpaTd, IITO je U YyoOW4ajeHO, Kao eKBUBAJIEHTHE (opMmyranuje
JEIMHCTBEHE Te3€ Mo3HaTe NoJ| 00jenumbeHuM uMeHoM Yepuy-Tjypunzoea meza. Tom Te30M ce
TBpAM Ja je Kjlaca HHTYUTUBHO W3padyHJbUMBUX (yHKIMja jeaHaka kiacu TjypuHr-

M3pavyHJbUBUX (YHKIIH]a.

Kao mTo To cam Ha3uB cyrepuie, Yepu-TjypuHroBa Teza jecTe me3a, OHa HUje
J0Ka3aHa HUTH OCTIOpEHa M YIUTHO j€ Ja JIH je TaKaB pe3yiTar yonmre U Moryh ¢ o03upom Ha
weHy dopmynaiujy. Haume, Te3om ce jenan ¢popmanno nedvHucaH mnojam, mojam TjypuHr-

M3padyHIGHBOCTH, JOBOIM Y BE3Y Ca HehopManHUM CXBAaTambeM n3padyHbuBoctr. > Mehytum,

33 Ako dyHKUMja f HUje fedurHMCaHa 33 Heke aprymeHTe oHaa unm T Hehe umaTtu Kpajrbe cTarbe win he umatu
Kpajtbe CTakbe Koje je y HEKoM cMUcay HecTaHaapaHo [Boolos et al., 2002, p. 33].

34 Yepu-TjypuHrosa Tesa je TBpherbe 06aMKa ekBuBaneHumje, 0611Ka ako u camo ako. Npema Tome, OHa ce MOKe
pasymMeTn Kao KOHjyHKUWja aBa ucKasa. Mpsu je: AKo je ¢pyHKyuja TjypuHe-u3padyyHseusd, oHOO je OHA U
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YIPKOC TOME, T€3a je HAIUPOKO MpuxBaheHa U MOCTOje jJaKh apryMEHTH KOJU TOBOpE HOj Y
npwior. JemaH OJf Hajjauyux apryMeHara Ioja3d Off YMICHHIIC Ja Cy OpOjHU IO3HATH
(dhopMaHN OKBHPH Yy KOjHMa CE I0jaM H3padyyHaBama MPENCTaBba, a KOju cy GopMyTucaHu

HE3aBHCHO jeIHU O] APYTUX, CKBUBAJICHTHE TjypHHTOBUM MalIMHAMA.

ITo yrneny Ha cranoumta ['enena, Tjypunra u Uepua, Heku ayTopu kao mTo je Copu
(Robert Soare) cmatpajy na Uepy-TjypuHroBy Te3y Tpeda CXBaTUTH NIPE KAO NOJMOBHY AHAU3Y
e(eKTHUBHE U3PAUuyHJbUBOCTH, HETO KA0 MameMamuyko TBpheme Koje U3KCKyje moka3 [Soare,
1996, p. 296]. * Ilpema ToM ruemumTy, Kaga KakeMo A3 je (YHKIMja M3padyyHJbHBA Y
WHTYUTHBHOM CMHCIYy aKO M caMoO ako je TjypHHr-u3padyyHJbHBAa THME HUINTA CTPUKTHO

roBopehu He mepoumo Beh degpunuuiemo jenan Hedopmanan mojam GopMaIHUM CPEICTBUMA.

Kako Copu Harnamasa, IpuxBaTame TAKBe HHTEPIIPETALIMje OBIa4YH Ja ce YepuoBa n
Tjypunrosa Te3a pasiuKyjy y Mnorjieny BUXOBOI caprikaja, ¢ 003UpoM Ja MpeacTaBibajy J1Be
pasnuuuTe ojMoBHe aHanu3e. [IpBa npeacrapiba aHAIU3Y 10jMa ePEeKTUBHE U3PAauyHIbUBOCTH
myTeM A-nedpunabumHoCTH, a npyra mytem TjypuHr-uzpauynibuBoctu. Mako ta 18a hopmanna
nojma oapel)yjy UCTy Kiacy u3padyHJbUBHX (YHKIH]a, OJJHOCHO MMAjy UCTY €KCTCH3H]Yy, OHU
ce paziuKyjy y TOM CMHCIY IITO APYrauMjuM CpPEICTBUMA IMPHUKa3yjy MojaM e(peKTUBHO
u3pauynspuBe ¢yHkiuje. Umajyhu To y BUIy, NUTame j€ KOJHKO j€ OMpaBAaHO pa3yMeTH
objenumeny, Yepu-TjypuHTOBY Te3y Kao jeAMHCTBEHY IOJMOBHY aHAIHM3y. |OM TE30M CE
TBpAM Jla je Kraca WHTYWUTUBHO W3pAauyHJbUBUX (yHKLIMja jeaHaka kiaacu TjypuHr
u3pauyHspuBUX (QyHKuja. [lakne, moMe ce crtporo roBopehu He neduHulne nojam
u3pauyHjpuBe QyHkuuje, Beh ce neduHule jenaH ckyn, OAHOCHO eKcmeH3uja TOT TojMa.
[Ipema Tome, unHM ce na Ou OWIO OomMpaBIaHO Ha3BaTH 00jeaumeHy Yepu-TjypuHroBy te3y

HOjMOBHOM AHAJIN30M CaMO y CKCTCH3MOHAJIHOM CMUCITY.

UHMYUMUBHO U3Pa4vyHsousd, a APYTu je: AKO je (hyHKUUja UHMYyUMUBHO U3paYyyHsbued, OHOd je oHa u TjypuHe-
u3payyHsmeusa. Kako npumehyje Kpunke (Saul Kripke) y [Kripke, 2013], oHO WTO ce YMHK Aa U3UCKYje AOKas Y TOj
Te3U HUje NPBU OZ, Ta A,Ba KOHjyYHKTA, byayhu Aa bera moxXemo NpUxXBaTUTM CAaMo Ha OCHOBY HAaLLer MHTYUTUBHOT
pasymeBarba MOjMa M3padyHs/bMBOCTM, Beh apyru. Mehytum, rnasHM npobnem Koju ce nocTas/ba npen
moryhHOCT jegHOr TaKBOr AOKa3a je Taj WTo 61 OH M3UCKMBAO Npeum3Hy cneundmrKaunjy ycnosa nog Kojuma je
HeKa O¢yHKUMja WMHTYUTUMBHO U3padyH/bmBa. HasoBumo oyHKUMjy Koja 6u Te HoBe dopmanHe ycnose
M3PaYyH/bMBOCTM UCMyHaBana F-uspayyHseusom. Yak M Kaga BUCMO [OKasanu [a je cBaka F-uspa4vyHrousa
obyHKuMja TjypuHr-u3padyH/buea, Aa 61 Taj AoKas npeacTaB/bao Aokas Yepu-TjypuHrose Tese, mopanu bucmo
Takohe AoKasaTu fa nojam F-uspayyHsbusocmu oAroBapa UHTYMTUBHOM pasymeBatby NOjMa U3PavyH/bUBOCTY.
MehyTum, moryhHOCT TOr loKa3a cyo4aBa ce ca UCTUM npobiemunma ca Kojuma ce cyoyasa v moryhHocT goKasa
came YepuoBe Tese.

35y pagy [Kripke, 2013] Kpunke 3acTyna jeaHo gpyraumnje ctaHosuwwTte. Haume, oH cmaTtpa aa ce Yepu-
TjypuHrosa Tesa cBOAM Ha Te3y KOjy MOXKeMo Ha3BaTu Xusnb6epmoeom me3om. Buwe o Xunbeptosoj Te3n
Buaetn y [Kripke, 2013] ny [Kahle, 2019].
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dopmMmaiHe penpes3eTalyje n3pauyHbuBUX QyHKIIHA]ja, K0 IITO ¢y TjypUHroBe MaIvuHe,
pekyp3uBHEe (yHKIHje, aMbla paduyH M OCTajJe MOKEMO CXBATUTH Kao pPa3IM4HTE, alH
€KBUBAJICHTHE O/ArOBOpPE Ha NuTame [lima je uspauynwsusa ¢ynxyuja?. IHTEpECanTHO je WTO
ou ,,npe paszeoja meopuja uspauynmsusocmu, mMHocu mamemamuyapu [...] no ceoj npuruyu
o00bayunu numaree ,, [llma je uspauynmousa gynxyuja? “ kao unozopcro numarbe Koje Huje
gpeono naxcre [...]° [Dosen, 2003, p. 2]. Unak, ymnpaBo je 0AroBoprMa Ha Hera Teopuja
M3pavyyHJbUBOCTU M3POJMIIA HEKE Of HAJINIOJHUJUX W HAj3HAYAjHUjUX OTKpUha y UCTOpHjU
JIOTUKE. Y OBOM IIOTJIaBJby OaBUMO C€ JEIHUM CIIMYHUM THUTAHkEM KOj€ je TOJjeTHaKO

dbunozodcko 1o ayxy. [llma je aneopumam?

3.1.1. Ancopummu u ¢pynxyuje

[Mutamwa [lIma je ancopumam? v [lIma je uspauynousa ¢yukyuja? ¢y OUUTIETHO YCKO
IIOBE3aHa, ajli J1a JI ¢y U Hepa3aBojusa? Jla in U3 Tora mro yMeMo Jja OKapaKTEpPHIIIEMO CBE
¢byHKIH]je Koje ce MOTY U3padyHaTH IpeMa HEKOM aJITOPUTMY CJIeNIU /1a yjeTHO MOCEaYjeMO U

3aJ10BoJbaBajyhy KapakTepu3alujy rnojma airopurma?

Kao mto cmo Beh Harmacunm, y mMatematuiu je QyHkuuja oapeheHa momMeHOM,
KOJJOMEHOM U CKyNnoM ypeheHux mnapoBa koju 4yMHE HeH rpad. OHa je eKCTEH3MOHAJIHO
nedunucana. Ca n1pyre cTpaHe, aroputram ce HehopMaHo neuHHIIe Kao npoyedypa, CKyI
npaeuna WIA UHCMpYKyuja KOjU HaM oMoryhaBa Ja MEeXaHMYKHUM KOpaluMma H3padyHamo
BpelHOCT (pyHKIMje 3a naTu apryMmeHT. Jlakie, 3a pa3nuky oA mojMa (QyHKIUje KOju je
eKCTCH3MOHAHO Je(WHHUCAH, Halle pa3yMeBame I0jMa aIrOpuTMa TEMEJbH Ce€ Ha

MHTCH3MOHAJIHUM KOMIIOHCHTaMa 3HAa4YCHA.

Y kakBOM Cy 0/1HOCY I0jaM (yHKIH]je U rojam ainroputma? OHoc nu3Mely Ta 1Ba nojmMa
OMCMO MOTJIM TIOCMATpaTH 110 y30py Ha oxHoc n3Mehy nmojma ypehenor napa uckasa (4,B)y
penanuju KoHcekBeHnuje u aeaykinuje A - B. Kao mro MoxeMo uMaTu BHUIIIE PA3THIUTUX
NeAyKija 9rja je mpemuca A W 3akjbydak B, Tako MOXEMO MMaTH W BHIIE Pa3TUIUTHX
aJiropuTama Koju u3padyHaBajy ucty GyHkiujy. [Tojam anroputma ce He MOXe y HOTIYHOCTH
CBECTHU Ha I10jaM M3paudyHJbUBE (PYHKIMje, Kao IITO ce HHU IM0jaM JI0Ka3a He MOXKE CBECTH Ha

ypehenu map uckasa.
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TakBo cxBartame, MehyTuMm, HHje y AyXy €KCTCH3MOHAIHOT TOTJIe/[a Ha 3HAYCH-eE.
[IpemMa eKCTEH3MOHATHOM TJICJHINTY, MPOLEAYPY H3pauyHaBamka MOXKEMO CBECTH Ha
pesynrate Koje oHa aaje. MTHTeH3ujy mojMa alnropuTMa MOKEMO CBECTH Ha HeTOBY €KCTECH3H]Y
— (YHKIH]Y KOjJy Taj aJropuTaM M3padyHaBa. Y CKJIaay ca TUME, CXBaTambe IpeMa KOjeM ce
rmojaM ajropuTMa He pa3iuKyje oJa IojMa u3padyyHbuBe (QyHKIHje Ha3zBahemo

EKCMEH3UOHAJIHUM cXxeamarbem ajieopumamda.

Mako eKCTCH3MOHAIIHO CXBaTame ajropuramMa MOXKe OMTH NPUXBATJBUBO a YaK U
KOPHCHO Yy oJipel)eHM KOHTEKCTHMA, OHO ITOCe/Iyje 3HaYajHa OrpaHuydea. 300T Tora IITo HaM
He oMmoryhaBa /1a pa3juKyjeMo HauWMHE 3a u3pavyyHaBame HeKe (QyHKIHje, MoxkeMo npe pehu
Jla OBO CXBaTame Ipe ozdairyje mpodiem ojapehema mojMa aJropuTMa HEro IITO Ha Hera
MOKYIIIaBa JIa J1a OJIrOBOp. AKO ce mpoIieiypa Koja u3padyHaBa HeKY QYHKIIH]Y CBOJH HA caMy
Ty QYHKIIH]jy, OHJIa TUTalk¢ HAYMHA HAa KOJH CE OHA M3padyyHaBa MOCTaje WM OeCIpeMETHO
i TpuBHjaaHo. Ca CIMYHUM MTPOOIEMOM CMO C€ CYCPEeNH y IPYroM IOTJIaBjby Kajaa CMO Ce
OaBwIM MOjMOM Joka3a. CxBarajyhu okaze eKCTEH3MOHAIHO, Kao ypel)eHe mapoBe uckasza y
pernaiyju KOHCEKBEHIIH]e, TYOMMO M3 BHJIAa YMEHCHHUILY JIa MOKEMO MMATH BHIIE PAa3IUUYUTHX
HaYMHA J1a 3aKJby4aK JeyKyjeMo u3 XuroTe3a. Kako cMo ce Tpyauiiu Ja MoKaxeMo, THME Y
3HAa4YajHOj MEpU OTPaHMYABaMO HAIC MCTPAKUBAKC M TPUBHUjAIM3YjeMO MUTaKka KOjUMa Ce

0aBM OIIITA TEOPHja JOKa3a.

ExcTeH3MOHATHO CXBaTamke alropuTamMa He YMHH e MHOTO KOPHCHUM HU 33 TEOPH]jCKO
padyHapcTBO TIJle Taj MOjaM 3ay3uMma BpJiio 3HauajHy yiory. OBo ce moceOHO OAHOCH Ha
meopujy aneopumama rjie ce 6aBUMO He caMO U3payyHJbUBUM (yHKIMjaMa Beh U pa3nuuuTum
npoyedypama 3a \bUX0BO U3pauyHaBame. Teopuja anropurama 0aBU ce€ BUXOBUM CBOJCTBHMA,
MOHAIIalkbUMa, UMILIEMEHTaIjaMa 1 KoMmruiekcHotthy. Tum nutamuma Mel)yTuM, He MOXKEMO
ce 6aBUTH YKOJIMKO HE Pa3IMKyjeMO pa3IMuuTe MpoLelype U3pauyHaBama GyHKIH]E, JPYTUM

peurmMa, YKOJIUKO HOjaM AJIropuTMa HE CXBATUMO UHMEH3UOHANHO.

Ca jengne ctpane, Ousio 6 morpemntHo pehu na pe3ynratu pelyKTUBHE TEOpH]je J0Ka3a
HUCY JOTIPUHENIN 00JhEM pazyMeBamy U (popMaiu3allju 1mojMa gokasa. Mnak, onpaBnano je
NPUMETHTH, Kako je ucrakao IlpaBum, ma ce Ta Teopuja Buile OaBMia JOKa3UMa Kao
CpeACTBHMA, HETO Ka0 MaTeMaTHUKUM NpeaMeTHMa 1o cebu. Mcro tako 6u OUII0 morpenrHo
pehu 1a Teopuja U3pauyH/BMBOCTH HHjE MTOCTABUJIa OCHOBE 32 pa3yMeBambe M0jMa MpoLeaype
n3pauyHaBamwa. Ha kpajy xpajeBa, Ta Teopuja ce 6aBu (popMaIHUM OKBHPHUMA, Kao LITO CY
TjypuHrose mMaimHe, y KojuMa MOXXeMO J1a (OpMYJIUIIEMO KOpakK Mo KOpak MHCTPYKIHjE 3a

u3pauyHaBame ojpeheHe QyHkIuje. YOpKoc ToMme, TeOpHja W3pauyHJbUBOCTU HHjE c€ Y
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JIOBOJHHO] MEPH €KCIUTUIIMTHO OaBmiIa mpobdiieMoM oapelema mojma anropuTMa 1 4ecTo y Toj
TEOpUjU HE HAWJIA3UMO YBEK Ha jacHy TUCTHHKIM]y u3Mely mojma anroputma u mojma
uspauynsbuBe ¢yHkuuje. ¢ IIpobnem ompehema mojMa anropuT™Ma TeK y HOBUje BpeMe
3am00uja Behy maxmy 3axBasbyjyhu moceOHO pamoBuma Janwca MockoBakuca u Jypuja

I'ypeBuua, o yemy hiemo kacuuje mernro Bume pehu. 37 38 20

Kopucrehu ce ®@pereoBeoBUM NPHUHIIUAIIOM arcTPakiidje, y OIIITOj TEOPHjU JTOKa3a
70Ka3 neUHUIIEMO Y OAHOCY Ha onpeleHy kiacy exkBUBaleHLMje Ha u3Bohemuma. tbera
MOJKEMO TIOCMaTpaTH Kao 3HAUCH-C¢ WM UHTEH3H]Y CBUX W3BOlema Koja TOj KiIacu NpUmanajy,
a peralyjy eKBUBAJICHIU]E O KOjOj j€ ped Kao perayujy cunoHumHocmu u3Bohemwa. Ha cauvan
HaYMH MOTJIH OMCMO OJIPEINTH | TI0jaM alropuTMa. Mieja je aa kao mro qoka3 npeacTaBjbaMmo
myreMm (opMamTHUX M3Bolema, Tako O W asropuTMe Tpedano mohm m3paszutu Ha popmanan
HAa4YMH Y HEKOM je3uky. To Ham omoryhaBa ga aeduHHIIEMO alropuTam no3uBajyhu ce Ha
KJIaCy €KBHMBAJICHIIMj€ HA CKYIy M3pa3a Tor je3uka. OBakaB MpPUCTYI MpodiieMy ojpehema
nojma anroputma y [Dean, 2016] Hocu ume ancopummu-kao-ancmpaxmuu-o6jexkmu. *° 4t On

oOyxBaTa OapeMm J1Ba MUTamba:

1. Kako moowcemo uspazumu ancopumme y je3uxy?
2. Kaxo mpeba 0a uzeneoa ooeosapajyha perayuja exeusanieHyuje Ha uspasuma moe
jesuxa, makea da jeOnakocm ancopumama wehe oumu ceoousa Ha jeOHAKOCM

U3pauyHbUBUX QyHKyuja?

JIpyro o aBa mUTama MOXKEMO Ha3BaTH MPOOIEMOM jeoHakocmu aneopumamad. Joum
mesnecetux roauna [Jon Makaptu (John McCarthy) yBuneo je 3Hauaj Tor npodiaema. Y yBoay
Tekcta “Ochose mamemamuuke meopuje uspauynasarwa’” [McCarthy, 1963] on HaBoaM Heka
nuTakba Ha Koje OM Ta Teopuja Tpebajo Aa MPYXKHU OJArOBOpP M jeJHO oJ BUX je Kako
oechunucamu exsusanenyujy npoyeca uspavynaearpa?. Ilpema MakapTHjeBOM MUIBEHY,

jellaH o] IMJhEBA 3aCHUBAkha MaTEMAaTUUYKE TEOPHje N3pauyHaBama je:

»JlepuHICAaTH Teopujy eksusanreHyuje npoyeca uzpauynasarba. Ca TaKBOM

TEOpPHjOoM MOXKeMO AeduHucatu TpaHchopmalrje Koje uyBajy eKBUBAICHIH]Y.

36 TakBo M3jeaHauaBatbe HaNa3UMMo, Npumepa paau, kog KoamoropoBsa u YcneHckor y paay [Kolmogorov &
Uspenskii, 1958].

37 BupeTn Ha npumep [Moschovakis, 1998].

38 BupeTtn Ha npumep [Gurevich, 2012].

390 npobnemy oapeherba nojma anroputma Takohe je nucaHo y [Dean, 2016], [Yanofsky, 2010].

40y opurmnHany: algorithms-as-abstracts view [Dean, 2016, p. 23].

41 pacnpaBy 0 TOMe K0joj BPCTM MaTeMaTuuKux objekata npunagajy anroputmu untanad, moxe Hahu y [Dean,
2016].
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TakBe TpancopMalmje ce MOTY KOPUCTUTH J1a TPAaHC(HOPMHUIITY aITropuTam U3
o0lMKa y KOjeM ce JIako MOXKe BHUJAETH Ja Jlaje IpaBe OArOBOpe U Yy
eKBUBAJICHTaH OOJMK KOjU rapaHTOBAaHO Jaje MCTE OJrOBOpE ajM KOjU MMa
Apyre MPEeTHOCTH Kao IMITO Cy Op3uHa, eKOHOMUYHOCT CKIIAIUINTEHa, WU

MHKOpIIOpanuja moMmohHuX mporeca. “

Y pany ,,HMzeneou mamemamuuke nocuke y osadecem npsom éexy [Buss et al., 2001]
Puuapn lop (Richard Shore) ucruue Tpu oTBOpeHa 1 BeoMma BakHa Ipo0IeMa U3 TEOPUjCKOT
pauyHapCcTBa KOjUMa JIOTHUYKa aHain3a Moxke gonpuaeT. Tpehu ox Tux npobiaema o0yxBarta,

YUHU ce, 00a rope HaBeAcHA MUTama. Jla Ou ce OH pemmno moTpedHo je:

,Hahu, ¥ W3HETH KOHKIY3UBHE aprymenre 3a ¢opManHy aeGUHULIN]jY
anroputMa [ ...]. OBJe KenuMo 1a yXBaTUMO HHTYUTHBHH HJIE]Y Ja, HA IPUMED,
nojequHa JBa mporpama ¢GopMmyiHcaHa MOXAA Y Pa3IMYUTHM je3uLruMa
u3paxaBajy ucmu aieopumam, 10K IPyTUd KOjU U3padyyHaBajy UCTy QYHKLIH]jY
NPEACTaBIbajy pPa3IMyYUTe anropur™e 3a Ty OGyHKOujy. Jakie, Xenumo
neuHUIM]y Koja he g0 Ha HEKYy TPEnu3HO JcPUHHUCAHY penayujy
eKsusaienyuje yXBaTUTH uoejy 0a ¢y 08a alcopumma jeoHaxa, 3a pa3iuKy o

Tora Jia caMo pauyHajy ucty GpyHkimjy.” [Buss et al., 2001, p. 175]

bnac, epmosut u 'ypesuu y pany ,,Kada cy 0éa arcopumma jeonaxa™ [Blass et al.,
2009] TBpae ma ce TakBa pernaija eKBUBaICHIIMje He Moke Hahu. FbUXOB ri1aBHU apryMeHT
MOYMBa HAa TOME Jia je uoeja 0a cy 06a anzopumma jeoHaka 1ojaM KOjU je y BEIMKO] Mepu
3aBHCTaH OJ1 KOHTEKCTA M Ja CYy KPUTEPHjYMHU JeTHAKOCTH YCIOBJHCHU HE CaMO MPAKTUYHUM
nnibeBuMa Beh uak cyOjekTuBHUM (akTtopuma. Ha ocHOBY Tora ayropu 3akipydyjy aa je
Tparame 3a peliallijoM €KBUBAJICHIIM]€ Koja OW y MOTIYHOCTH OMHcaja TojaM jeTHAKOCTH

aJiropuraMa HCJOCTUKAH LIUJb.

,Pa3yMHO je MpeTnocTaBUTU Aa he cBaka cajpikajHa MpeacTaBa O JeAHAKOCTH
anroputama OUTH NpuiiaroleHa HEKOj Mambe WM BUIIE crieln(UIHO] CBPCH, U
na he pasnuuuTe CBpXe JAaTH pazNUYUTe TMOJMOBE jeqHakocTH. OmmiTw,
CBCHAMEHCKH I10jaM ,,ICTOT aJIFOPUTMA‘* je 3aucTa mycTa xespa.” [Blass et al.,

2009, p. 15].

VY onespky 7.2. pana [Blass et al., 2009] binac, JlepmoBun u ['ypeBud uctudy Heke 01

npobiemMa 3a Koje cMarpajy Jia mocenyjy UCTH CTaTyC CyouyaBajy ce ca UCTUM MPUTOBOpPUMA
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Kao M MpoOJieM jeaHaKoCTH anroputama. Kao mTo je y3aayaHO TparaTh 3a peaiyjoM
EKBHBAJICHIM]je KOja OW ommcana IojaM jeHAKOCTH alrOpUTaMa, IMOJjeTHAKO j€ Y3aIyIaHO
TparaTH 3a peJalyjoM eKBUBaJICHIIM]e Ha (hopMaTHUM U3Bol)emHMa Koja Ou oiroBapania mojMy
JEIHAKOCTH JIOKa3a, CMaTpajy MOMEHYTH ayTopH. lIpema HBHXOBOM MUIILBEHY, jEIHAKOCT
JI0Ka3a Takohe He mpeacTaBiba JeIMHCTBEH, 00jEKTHBAH 1M0jaM, Beh y BeJTMKO] MEpPH 3aBHCH O]
Cy0jeKTHBHHUX (PaKTOpa, KOHTEKCTa Y KOjeM Ce HaJa3uMO M O]l MPAKTUYHUX CBpXa JI0Ka3a O

KOjuMa TOBOPUMO.

Ta cxBarama, YUHH Ce, TUPEKTHO Cy CYIPOTCTaBJbEHA 3aKJbyUIIMMa KOje CMO U3BEIH Y
JAPYroM HoriaBsby. TaMo cMO MOKYIIIaIK J1a TOKaKEeMO KaKo y KaTeropujaiHoj TEOPHjU JOKa3a
HaMJIa3MMO Ha NPUMEp YCIICIIHE aHalu3e MojMa J0Ka3a U jeIHAKOCTH Jloka3a. HamoMeHnymu
CMO KaKO Yy TOj TEOPHjU M3ydaBaMoO JIOKa3e Kao MpeaMeTe 1mo cebu, JOK je cBpXa KO0joj OHH
cinyxe cekynaapHa. Axo cy bnac, Jlepmouii u ['ypeBud y npaBy, TO je caMo MPUBUIHO CIy4a].
[lpemMa BUXOBOM MHUIILBCHY, MPOOJIEM jEeAHAKOCTH J0Ka3a je YBEK YCIOB/BCH HEKHM

KOHKPCTHHUM, IIPAKTUYHUM IMUTAbNMaA.

Huje mnorpemno pehm na HEKM KPUTEPHjyMHU jEAHAKOCTH MOTY OWTH OOJbU WM
KOpUCHMjH 3a onpeheHe nmibeBe on npyrux. Melhyrum, HHje jacHO 300r dera OM CBaku
KpUTEPUjYM JEIHAKOCTU JI0Ka3a YBEK MOpao OUTU OeguHucan y OJHOCY HA HEKY CBPXY.
[Tpumepa pagu, y3MHUMO KPUTEPHjyME 3aCHOBaHE HAa HOPMaJIM3AIHj1 WK OIIITOCTH KOje CMO
MpeICTaBUIN y APYroMm rnoriasiby. Huje ounrientno koja Ou Ouia mpakTHYHA CBpXa 0J KOje

OHHU 3aBUCC U A JIK OHA YyOIIIITC HOCTOjPI.

bnac, JlepmoBuil u ['ypeBud ce y TOMEHYTOM OJIeJbKY KpaTKO OCBphy Ha penainujy
eKBUBAJICHIIM]E€ M3BOhEma OMUCaHy Yy KaTeropujajgHO] TEOPHjU J0Ka3a, U TO OHY Koja ce
3acHMBA Ha HopManu3anuju. OHU TBpJE KaKo je Ta pemnaiuja ,,cysuwe puna oa ou yxeamuia
nojam oa cy 06éa dokasa jeonaxa*. MehyTum, y KOM TayHO CMUCIIY j€ Ta penaiuja cysuuie
¢@una ayTopu najbe He Kaxxy. OHM Takohe J0BOJIe y MUTAakE TO KOJIMKO Cy PE3yIATaTH KOjU CY
MOCTUTHYTH y ONIITO] TEOPHjH JTI0KA3a a KOJU C€ OJIHOCE Ha TIPOOJIEM JeTHAKOCTH, PEIICBAaHTHU
Y IPUMEUBY KaJ/1a TOBOPHMO O JTOKa3uMa y MaTeMaTHIIH. ,,JeOHaKocm 00Ka3d je npoyyasana
NPUTUYHO 0ema/bHO, anu 0OUYHO camo Ha HUgoy enemenmapue noeuxe (...)“, TBpne bnac,

Hepmosui u ['ypesuu [Blass et al., 2009, section 7.2.].

OHoO mITO OHM >KeJe J1a Kaxy je Jla ce JeTHAKOCTH JI0Ka3a Koje MaTeMaThuape Tpebda na
3aHMMajy HE OJIHOCE CaMO Ha JIOKa3e YHyTap MCKa3HOT M MpPEAMKAaTCKOT padyHa, Beh m Ha
JI0Ka3e KOju ce MOTy (hopMaIM30BaTH YHyTap T€OpHja MPBOT pefa, kao mto je ZFC, kojuma ce
OIIIIITa TEOpHja MoKa3za He OaBu. theHu pe3ynraTtu HUCY y TOM CMHCTy cBeoOyxBaTHH. Mnak,
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He Ou Omyo ompapaaHo 30or Tora pehu ma oHM HHUCY 3HAYajHU, jep HHjE JaCHO KaKO MOXKE
JaJIeKO Jla Ce OJIMAaKHE y pa3yMeBamy jeqHaKocTH noka3a y ZFC, ako ce HemTo cauyHo MpBO

HE TOCTUTHE Y ,,eJIEMEHTAPHO] JIOTULIU .

brnac, [lepmosun u ['ypeBuu HajBHIIIE UMa]jy IPABO TOBOIOM IHUTAkba jEAMHCTBEHOCTH
KpHUTEpHjyMa jeTHAKOCTH 3a Jjokasze. Kao mTo cMo pexiu, OHU TBpJE /a jeJMHCTBEHU I10jaM
JEIHAKOCTH J0Ka3a He TIOCTOjU U TO j€ MOK/Ja 3aucTa TauHo. Hajjaun aprymeHT y npuiior rome
MIPOU3MIIA3HU U3 YUIHCHUIE J]a C€ KPUTEPHjyM 3aCHOBAH Ha OMIUTOCTH M OHAj 3aCHOBAaH Ha
HOpMaM3aluju He nokanajy. Kao mro cMo Buaenu, oHN AeDUHMILY pa3Iu4HUTe pelanmje
eKBUBaJICHIIMje Ha u3Bohewmuma. Mehyrum, Tpeba umatv y BUAY Ja TO IITO MOXEMO Ja
(hOopMyIIUIIIEMO pa3IHUUTE KPUTEPUjyME jeTHAKOCTH, HE MOBJIAYH /1A j€ MUTAmhE jeTHAKOCTH
JI0Ka3a Cy0jeKTUBHO WM IPOU3BOJbHO. Hanme, mocrojame BUIIe peranrja eKBUBAJICHIM]E Ha
u3BolemrMa, He 3HaYu U Ja hemo 6uro kojy penanujy eKBUBaJICHIUj€ KOjy 3aMUCIMMO Mohu
Jla CXBaTUMO Kao cuHoHumHocm u3Bohema. [locToju HemTo y nojMy aokasa mro oapehyjero
KOje peJanuje MOTy /1a ONMUCYjy CHHOHUMHOCT H3Bol)ea a Koje He, MaKO Hallle HHTYHUIH]e Y

TIOTJIe/TY jeTHAKOCTH JIOKa3a HUCY CACBUM IPEIH3HO ojapehene.

CnuyHe 3aKk/bydke MOXKEMO Jla H3BEIEMO M y Clydajy mpodiiemMa jeIHaKOCTH
anroputaMa. MoXkJa jeIMHCTBEHE KPHUTEPUjyME jEIHAKOCTH alropurama Hukaga Hehemo
Hahu. Mnak, To He 3Ha4M J1a 110jaM jeTHAaKOCTH aIrOpuTaMa HE MOXKEMO PEJaTUBHO YCIEITHO
na ¢opmanusyjemo. Hamr 3amarak je na aepuHUIIEMO penaiujy €KBUBAJEHIIMje Koja Ou
yXBaTHJIa HeKy OJf UHTYHUIMja KOje MIMaMo O JeTHAKOCTH aJropuTama, He Hy’KHoO U cBe. Jlakie,
aHaJIM3a 3a KOJOM Tparamo He Mopa HY>KHO OMTHU jeouHa ucnpasHa aHanu3a nojMa jeIHakKoCTH

anroputama, Beh jeona moeyha ananusa Tor mnojMma.

3. 1. 2. 3acnusare meopuje ancopumama

O MHTEH3MOHAIIHO] aHAJIM3H TI0jMa alNTOPUTMa, Kao M O HCHOM 3Hauajy HajBHIIE je
nucao Januc MockoBakuc, nmoceOHo y pany [Moschovakis, 1998]. Pax Ha T0j aHamm3u
MockoBakuc je 3amoueo y [Moschovakis, 1984], nok je nmerasbHHje O TOME MHCA0 Yy
[Moschovakis, 1998; Moschovakis, 1989b; Moschovakis, 2001 ] xao u y paxy [Moschovakis
& Paschalis, 2008].

MockoBakuc cMatpa Ja je jelaH oJ TJIaBHUX MOTHBa 3a NpoHanaxewme (opmanHe

nepuHUIMje 1ojMa alropuT™Ma 1notpeda a Ha Mperu3aH HauuH alropuTMUMa MPUITHCY]EMO
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CBOJCTBAa Kao IMITO TO MOXXEMO UMHHUTH 3a JIpyre maremMaTudke oOjekte. JIpyrm MoTHB je
notpeda aa ce I0Ka3u TBphema 0 alropuTMHMa, KOjU Cy CaCTaBHU JICO TEOPHje alropuTama,
MOTYy YYUHHUTH pUropo3HuM. Ilpyxame GopmanHe KapakTepusanuje Ha KOjoj ce OHJIa MOTy
TEMEJHbUTH OJroBapajyhu KpUTEPHjyMH JETHAKOCTH 3a allrOPUTME j€ TMpeMa HErOBOM

MUIbECHY HajBAXKHUJU 33/1aTaK 3aCHUBAaa TEOPU]j€ alropurama:

»Jla OMCMO 3aCHOBAIM TEOPH]Y AJIrOpUTaMa, MOPAMO HpeyusHo Oehurucamu
IBEHE OCHOBHE II0jMOBE, MOYEBIIM OJl AITOpHTaMa, HMMIUIEMEHTaluja |
penaryje u3mel)y 1aTor alropuT™Ma M BeroBUX pa3IMdiTUX UMIUIeMEHTaIHja’

[Moschovakis, 1998, p. 5.

[Tpema MoCKOBaKHCOBOM MHIIJBbEHSY, U TIOPE YCIICITHUX CKBUBAJICHTHUX OIKCA IIOjMa
eQeKTUBHO W3padyHJbHBE (QYHKIMjE, y TEOPHjHU H3PAYyHJbUBOCTH HE HAWJIa3UMO Ha
3a0BoJbaBajyhe onpeheme mojma anroputma. Kao mro cMo Beh momeHynu, y T0j TEOpHjU
94eCTO HUj€ jacHO oapel)eHo Ha KOjU HAYWH ce TI0jaM aJlTOPUTMa Pa3jIkKyje 011 ojMa GyHKIHje
KOjy Taj anroputam pauyHa. Ca apyre cTpaHe, y TOj TEOPHjH HMaMO He(GOPMAaTHO CXBATambe
alrOpuTMa Kao MpoLeaAype, Hu3a HHCTPYKIMja WK paBuiia moMohy Kojux ce u3pauyHaBame
OJIBHja KOpaK IO KOpakK. AJM, MOCTaBjba CE€ MUTAmkE, KAKO OMCMO I0jaM aJlrOpUTMa MOTIIU

dbopMaHO opeUTH?

Ca jegHe cTpaHe, MOXEMO CICIWTH HWHTYUIH]y MpeMa KOjoj je aJropuram HEITo
CYLITHHCKM CEKBEHLHUJaTHO — Hu3 UHCTpyKuuja. ['ypeBuueBo ojnpeheme mojma amropurma
TemesbH ce Ha oBOj uaeju [Gurevich, 2000]. On 3actyna Te3y Ja ce CTpyKTypa ajiropurMa
Mo>Ke onucatu nojMom ASM-a, ITO je BpCTa alcTpakTHE MalllMHE Koja y ojpel)eHoM cMucTy

TIpecTaBba yornmreme TjypHHrose Manmue. 2

Ca npyre ctpaHe, MOXEMO CIEAUTH MHTYMLM]Y Jia j€ HAUMH Ha KOJU M3padyyHaBaMoO
HeKy QYyHKIHUjy oapeleH BeHOM peKyp3uBHOM AeduHuijoM. Ha ToM cxBatamy yTeMesbeHO
je MockoBakucoBo oapeheme mojma anropurama. OH UCTHYE Jla aNropuTaM He O6u Tpedaso
TTOMCTOBETUTH Ca caMOM Oehunuyujom GyHKIH]jE, Beh Tpe ca leHUM 3Hauerbem, OTHOCHO ca
TUM ITa Ta JIepUHHUIHMja H3paxkaBa. lIpeMa HEroBOM MHIIBEHY, AITOPUTME MOKEMO
mocMaTpaTH Kao 3Hauewma cHucTeMa peKyp3uBHUX nedpunuumja. [lok je I'ypeBuuea
neguHUIMja anropuTamMa 3aCHOBaHa Ha MOjMY umepayuje, N MPEACTaBba YOIIITECHE MojMa

Tjypunrose mamune, nedpuHuimja Kojy naje MockoBakuc y3uMa Kao MPpUMHUTHBHY OIlepaliujy

42 ASM je ckpaheHo og, abstract state machine.
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peKyp3uje U yONIITaBa UJE]y Na peKyp3uBHa AehuHHUNM]a GYHKIIH]E ONMUCYje HAYMH HEHOT

U3pavyHaBamba.

MocKkoBakuC cMmarpa Ja arncTpakTHE MalldiHE HE MOJeNlyjy came anroputme Beh
wuxoBe umniemenmayuje [Moschovakis, 2001, section 3; Moschovakis & Paschalis, 2008].
MockoBakucoBo ojipel)ere mojMa anropuTMa, KojeM hemo mocBeTuTH ocTaTak OBOT IOTJIaBIba,
TEMEJbU C€ Ha MOjMY pexyp3opa. lIpema HEeroBoM MUILBEHY, aITOPUTMH MPEACTaBIbAjy
CUCTEME PEKYP3UBHUX jEIHAKOCTH, YHM]y MAaTEMaTHYKy CTPYKTYPY MOJAECIY]y PEKyp30pH.
MockoBakncOBa aHajm3a je 3a Hac MoceOHO 3aHUMJBKMBA M 3HAauYajHa 300T TOTa IITO MHUTAKE
JEIHAKOCTH AJITOPHTaMa y Hh0j 3ay3UMa IIEHTPAITHO MECTO. Y TOj aHAJIN3H, ITUTAE JEHAKOCTH
aliropuTama CBOJM Ce Ha MHUTAmke uzomopguzma pekyp3opa. Llnib ocraTka oBOr Horiasiba je
Ja TIPEJCTAaBUMO W KPUTHYKH HCIUTAMO KPUTEPHjyME jeIHAKOCTH ajropurama KOju ce

3aCHUBAjy Ha U30MOpHU3MY peKyp30pa.

3.2. MockoBaKMHC 0 NMOjMy AJrOpuTMAa

3.2.1. Aneopumam kao HauuH UspauyHa8ara hyHKyuje

IIpema MOCKOBAakMCOBOM MHILBEHY, AJITOPUTME MOXEMO Ja IIOCMaTpamo Kao
MaTeMaTHUKe O00jeKTe KOju €€ MOTy H3pa3uTH Yy HEKOM (QOpPMaIHOM jE3UKYy WIH
UMIUIEMEHTHpaT! noMohy nojma ancrpaktHe MamnHe. OH cMatpa 1a Ou anropurMe Tpedaso
cMaTpaTH MaTeMaTHYKUM O0JeKTHUMa KOjU CY He3d8UCHU KaKO OJf CHHTAKCHUX o0jeKaTa Koju

UX U3paXkaBajy Tako U OJ1 BbUXOBUX UMIIeMeHTanuja. Mehyrum, MockoBakuc Takole kaxe:

“AnroputMu Mel)yTUM HeMajy amcoNyTHH CMHCAao, Beh camo penaTwBaH y
oaHOoCy Ha ojpehene nodamke (ewr. data) m oxapehene szadame onepanmje
(moryhe Bumier pena) Ha OBUM TOJAIMMa, Y OJHOCY Ha KOj€ CYy ehekmusHu

[Moschovakis 1998, p. 24].

[Ipema MoCKOBakMCOBOM CXBaTamwy, allTOPUTAM MPEACTaBba HAYUH Ja U3PauyHAMO
Heky pyHkunjy. DyHKIM]ja ce AeQUHUILE Y OTHOCY Ha CBOj JOMEH U KOJIOMEH, U Y TOM CMHUCITY

ce Moxke pehu aa je mweHo onpeheme peramusno y oJHOCY Ha Te cKymoBe. MelyyTum, 0K ce
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¢dynknuja f Ha HEKOM cKymy M mocmarpa Kao mpecinkaBambe u3 ckyna M™ y ckym M,
aJITOpUTaM Koju padyHa f ce mpema MOCKOBAaKHCOBOM CXBaTamy CaCTOjU U3 MPECINKaBambha
suuez peda — MPeCINKaBama Koja 3a apryMeHTe y3uMajy He camo o0jekte u3 ckyna M Beh u
¢dhyHKIIH]jE KOje Cy Ha ieMy neduHucane. TO je 300r Tora mto MOCKOBAaKUC pazyMe aJlrOpUTaM
Kao Ha4yuH Ja u3payyHaMmo GyHKIH]y To3uBajyhu ce Ha GyHKIHje KOje Cy yHAIpea 3ajaare.
[Ipema ToMe, IpecnuKaBama BUIIET Pe/ia U3 KOJUX CE OH CacTOju HUCY NedHUHMCaHA caMOo Ha
onpehenoMm ckymy M Beh ce Mory mocMarpaT Kao MpecirKaBama Ha oipeheHoj areedbapckoj
cmpykmypu M. OHa ce cactoju u3 ckyna M, ypeheHnor Ha oapelyeH HaumH, 3ajeHO ca 3aJaTUM
orepaifjama Koje cy Ha ibeMy JeduHucane. AIropuram Koju uzpadynasa Qyakuujy f: M™ —
M nedunumie ce naxie Ha ctpykrypu M = (M, 04, ..., oj), IJIE CY 04, ..., 0j N-apHE OIEpanuje
Ha cKyrmy M Koje y anropuTMy TIpeTIocTaBbaMo Kao 3axate. *> Y Tom cmuciy, Moxe ce pehn
na je oapeheme anroputma peramugno HE caMO y OAHOCY Ha ckynm M, Beh u y ogHOCY Ha

anrebapcky cTpykTypy M u omepaiyje Ha 10j.

Cana hemo 00jacHUTH Kako ce OBaj HAUMH IIeAama Ha alTOPUTME MOKE MTOBE3aTH ca
THME Kako Taj mojam HepopmanHo pazymemo. Heopmanuo roBopehu, anropuram ce cactoju
U3 MHCTPYKIHja. MHCTPYKINjy MOKEMO Ha3BaTH IPOCTOM aKO C€ MOXE M3BPIIUTH y jeTHOM

KOpaKy, Kao Ha puMep:

Hanuwu opoj 1!

Ca npyre cTpaHe, HHCTPYKIM]e MOTY OMTH M clokeHe. MoTy ce cacTojaTu U3 BUIIE
Mame CIOoXKeHHX WHCTpykuwja. Ila Tako, uspauynaj (x +y) -z MOXKEMO HOCMATpaTH Kao
CJIOKEHY MHCTPYKIIM]Y jep j€ MOXKEMO pasJIoKUTH Ha 0apeMm JBa Kopaka: cabepu X +y u
NOMHOCU pe3yamam ca Z. Y CKIaay ca TuMe, (GOpMyIHCcaTH alropuTaM MOXKE C€ CXBAaTHTH
Kao 3a/IaTaK Ja ce peJaTUBHO CJI0KE€HA MHCTPYKIM]a Pa3JIOKHU Ha JeTHOCTABHU]E KOPAKE TaKO
Ja Ha Kpajy noheMo 10 MHCTPYKIMja KOje Cy TOJHMKO jeTHOCTaBHE Jla C€ HE MOry Jajbe
paznoxutu. TakaB HU3 HHCTpYKLHUja popMupa eheKTUBHY NpOoLEaYPY KOjy MOXKE U3BPLIMTH

1 MallluHa.

VY Marematuiy, airopuTMe pazymMeMo Kao IMpoIeaype 3a u3padyHaBame (YHKIIH]a.
WucTpyKiMje U3 KOjuX C€ OHU CacToje HaM TOBOPE KaKo M3padyHaTH BPEAHOCT onpeheHe

¢ynkuuje 3a gare aprymenre. [Ipocte mMHCTpykuMje cy oHe Koje he Ham pehu Kako na

43 Pagum jeaHOCTaBHOCTK, OBAE FOBOPMMO CaMo O ToTanHMM dyHKumjama. KacHuje hemo BuAETM Kako ce 0BO
CTAHOBMLUTE /IAKO MOKE NPOLLIMPUTU U HA NapumjanHe dyHKUMje.
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u3pauyHamo (YHKIHje KOje CMO Ha3Balu szadamum (npumumueHum WIA OCHOBHUM) Y
anroputMy. Clio)keHe HMHCTPYKLHMjE€ HaM Kaxy Kako Jla Ha OCHOBY BPEIHOCTH 3alaTHX
¢byHKIMja 3a naTe apryMeHTe H3pauyHaMmo BpenHocT rinaBHe ¢ynkmmje. Cama hemo TO

[I0JaCHUTU Ha TIPUMEPY.

Ha mouerky pama [Moschovakis, 1998] MockoBakuc maje mpuMep MEpI-COpT
anroputma (eHr. merge-sort algorithm). Taj anroputam copTupa KOHa4HE HU30BE YHMjHU CY
YJIAaHOBU eJieMeHTH ToTanHor ypehewa (L,<). Tomaino ypeherwe je mnoceOHa Bpcra
napryjanHor ypehema. Kaxemo ga je mapumjanHo ypeheme <, TOTalHO ako 3a CBakKa JiBa
eneMeHTa X, y € D, Baxu na x <p y wiu y <p x. Penauuja mamwe unu jeonaxo Ha ckymy
MpUPOJAHUX OpojeBa TpeicTaB/ba MOXKJAa HAJIO3HATHJU TPHMEpP OBOT ypehema, ma je
JEIHOCTaBHOCTH Pa/IM HAJJIAKIIE 3aMUCIIUTH J]a Cy WIAHOBH HU30Ba KOj€ COPTUPAMO IPUPOIHU

OpojeBH a penanyja y ogHocy Ha Kojy To ynHuMo (N, <).

IA

Hus u xoju coprupamo je obmuka (U, ..., U, ) TAC je cBako U; €L, 32 0 < i < m.
<

Ckyn tux HHM30Ba oOenexxaBahemo ca L*. Kaxxemo na je u copmupan axo uy < Uy ...

Up—1 < Upy.

[Tpema Mepy-cCOpT aIrOPUTMY, a OMCMO COPTHUPAIHM HU3 U, HA HEera NpuMemnyjeMo
coptupajyhy ¢yukuujy sort. Coprupajyha pyHKIIM]ja IpBO IpoBEpaBa JyKUHY HU3a. AKO je U
Ipa3aH WIKM UMa caMo jeJlaH WiaH, OH/la ce TaKaB HU3 y3UMa Kao Beh copTupaH U npema ToMe,
sort (u) = u. Y cynpotHoM, u3Bpiana ce cieaehe. Hus u nenu ce Ha aBe mosoBUHE (WK
NpUOIKHE TOJIOBUHE, Y CIIy4ajy Jla HU3 MMa HemapaH Opoj wiaHOBa) W CBaka OJ T€ JIBE

MOJIOBHHE ce ypelyyje He3aBUCHO U MOTOM MpHUIiaja y JeAMHCTBEHU HU3.

[Mpunajame obaBba (QyHKIMja mpunajama Mmerge (w,v). Ta QyHkumja mapose
ypeheHux HuzoBa Tpeba a MpuUIoju y jenaH ypeheH HU3 U JeduHuIIe ce HehOopMaTHO Ha
cnenehu HaunH. Y IPBOM KOpaky M3padyHaBama Merge (w,v) mpoBepaBa ce Ja Ju je Ouiio
KOjU OJT JIBa HHM3a W, V Tipa3aH. AKO je jelaH o1 BuX mpasaH, pesynrat merge (w, v) he ouru
APYTH O] 1Ba HU3a. AKO HUje/laH HUje Mpa3aH, OHa UM ce yrnopelyjy npBu enemeHTH. Mamu
ol uX he mpeacTaB/baTH MPBH WiaH HuU3a merge (w, v). Axko je Mamu OHO MPBHU WiaH OJ U,
OHJIa ce GyHKIIMja MEerge nasse MpuMemyje Ha W U Ha tail (v) - HU3 KOjH je IpeocTao Kajaa cMo
13 vV n30pucaIy MPBH 4iaH. AKO je MambH TTak OMo MPBH YjiaH oJ1 W, OHJa ce GyHKITMja merge
nabe npumemyje Ha (tail(w),v). Pesynrar npumene merge ma (w,tail(v)) omHocHO Ha

(tail(w), v) he natu ocrarak Huza merge (w, v). dyHkuuja Merge ce aambe MpUMEYje CBE
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JIOK jeJlaH O] IBa HU3a U3 ypeheHor mapa HU30Ba Ha KOjU ce MpUMemYje Ha Oye npasan. Kao

pe3ynrat npuMeHe oBe GpyHKIHje 10OHjaMO HU3 KOJH je y TIOTITYHOCTH COPTUPAH.

Mepu-copT anropuraM Koju cMo Tope HedopmanHo ommcanu onpehyje cucrem
JEIHAKOCTH KOjHUMa Ce PeKYP3UBHO JeUHHITY TOMeHYTe (pyHKIMje sort u merge. Taj cuctem

jenHakocTH u3riena oako [Moschovakis, 1998, section 1]:

u, akolu|< 1
sort(u) = {merge (sort(hl(u)),SOTt(hz(u)))' MHa1e

v,ako |w| =0
w, ako |v|=0

merge(v,w) = (vy) * merge(tail (v),w), ako vy < w

(wo) * merge(v, tail (w)), unaue.

VY oBuM jennakoctuma |u| ogpelyje myxuHy HHM3a U, OMHOCHO OpOj HErOBHUX WiaHOBa. 44
®yukuuje hy (u) u h,(u) HaM Jajy IPBY OAHOCHO APYTY IMOJIOBHHY U, JIOK (Uy) O3HAYaBa HU3
9HjU je jeIUHU WiaH U,. tbera Moxkxemo no0uTtn npuMeHnoMm ¢yHkmuje head Ha HU3 U, KOja
CBaKOM HH3Y MPUIIUCYje HU3 YHjH j€ JeMHU WIaH npBH wiad on U. [Tomohy * obenexumu cMo
OWHApHY OTepalHjy KOHKAaTCHAIMje OJHOCHO MPOCTOT HAJOBE3WBama HHU30Ba, a tail(u) je

GbyHKIIH]ja KOja CBAaKOM HU3Y (Ug, Ug, .., Uy ) , TA€ M > 0, mpumnucyje Hu3 (Uy, ..., Upy)-

Mepu-copT npencTaBiba MpoLeaypy COpTHpama HH30Ba JIehUHUCAHY HA JeTHO] JIaTOj
CTPYKTYpH KOjy ozpelyje CHCTeM rope HaBeleHHMX PEKYp3UBHHX jeAHakocTH. *° YV Toj
MpOLEYypPH KOPUCTUMO ce oapeheHuM (yHKIMjama kao 3agaTuMm (Ty cnanajy tail, hy, h, u
ocCTaJle) U Ha OCHOBY BUX JE(PUHUIIEMO BPEIHOCTHU APYIUX (PyHKIMja KOje n3pauyHaBaMo (TO
ce ogHocH Ha (yHKIHMje Merge u sort). OBo oapelerme Mepl-copT aropuT™a je y U3BECHOM
cMucCHy join yBek HeopmanHo. Kako ra MoxxeMo mpernu3upaTi je muTame Ha Koje hemo matu

OJIFOBOP Y HAPEAHOM OJIEJBKY.

4 YKONMKO je HM3 W npasaH, TO MOXKeMo 3anncatu M kaow = @.

%y [Moschovakis, 1998, section 8.6.] CTPYKTypa Ha KOjoj Ce MepL-COpT anroputam geduHulle je
(L,L*, @, eqy,head,tail,append, X<), roe je L ToTanHo ypehere, L' je cKyn HM30Ba uMju CYy YNaHOBM
eNemMeHTM Tor ToTanHor ypehera, @ npeacras/ba npasaH HU3 (KOjU Ce MOKe CXBAaTUTK Kao HynapHa GyHKuMja),
eqq: L* — {tt, ff} npeacrassba GpyHKLM]jy KOja NpoBepaBa Ja n je HEKM HU3 Npa3aH uan Huje, x <:L* — {tt, ff}
npeacTaB/ba GYHKUMjy Koja NpoBepasa Aa AU je HU3 COpTUpPaH UK Huje, a dyHKuuje head, tail v append
AednHUWYy ce Ha cneaehum HauuH:

head ((ug, Uy, .., Uy)) = U

tail((ug, Uy, - Up)) = (Uq, o Uy)

append (x, (Ug, Uy, ..., Up)) = (X, Ug, Uq, v, Up)-
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3.2.2. Aneopummu u pexypsuja

MockoBakucoBa wuacja usHera Beh y [Moskovakis, 1984] je nma pexkyp3uBHO
neduHrCcame PYHKIMja OMKUCYje MPOLeTypY BHUXOBOT H3padyHaBama. AU, OH Takohe ucTuye
Jla aIropuTaM He Tpeba MOMCTOBETUTH ca peKyp3uBHOM nedunuimjom dynkuuje. Jok je
neUHUIM]a HENITO IITO MPUIAJa CHHTAKCH, aITOPUTaM 32 MOCKOBakuca HHje CUHTaKCHU
objexat [Moschovakis, 1998, section 3.6.]. OH je ancTpakTHH MaTeMaTHYKH O0jeKaT KOju

pe/CTaBIba 3HAUCHe (MM HHTEH3U]y) CHCTeMa PeKyp3UBHUX neduHummja. 46

MockoBakuc HarjamiaBa Jia ajiropuram Tpeba pa3lIMKOBAaTH O] IMpoleaype Koja ra

UMNIEeMEeHmupa. [Ipumepa panu, jenny UHCTPYKIIH]Y: Mspauynaj
merge (Sort(h1 (u)), Sort(hz (u))) MOYKEMO HMILIEMEHTHPATH Ha BHIle HaunHa. Ca jeaHe

cTpaHe, MOxkeMo npBo ja uspadynamo sort(h,(u)), a nakon tora sort(h,(w)). Takobe,
MOYEMO U MPBO Jia U3PAYYHAMO SOT‘t(hZ (u)), 1a HaKOH TOra Sort(h1 (u)), a MOXeMO U 00e
OBE BPEIHOCTH M3padyyHaTH MapajeHiuM IpoiecoM. [Ipema MOCKOBaKHCOBOM MHUIILBEY,
Oupajyhu u3mel)y jeqHor o Ta Tpu HauMHA HE MPABUMO PA3JIMKy Ha HUBOY CaMOTI alrOpPUTMa

Beh Ha HUBOY H-ETOBOT M3BpIlIaBama 0JHOCHO uMIuieMeHTanuje [Moschovakis, 2001, section
3] 47

Paznuka n3Mely nojMa anropuTMma U MojMa MMILIEMEHTalMje Koa MockoBakuca ce
MoOke oOjacHUTH Ha cienehu HaumH. JIoK ce anropuTam cxBaTa Kao H7eja mpema Kojoj ce
n3padyHaBame 00aBJba, UMIUIEMEHTAIM]ja CE CacTOJU U3 HM3a KOpaka y U3payyHaBamy KOJU
NIpPE/ICTaB/bajy KOHKPETHY IMpuMeHy Te wujneje. [lojMoM wuMIIIeMeHTaluje airopurma
MockoBakuc ce feTasbHo 6aBH0 y pamxy [Moschovakis, 2001]. 8 ¥V tpehem onesbky Tora pana
OH M3HOCH apryMeHTe Jla allCTpaKTHE MallliHe Kao IITO Cy Ha nmpumep TjypuHroBe MalluHe,
HE MOJIeNlyjy Ha 3aJoBoJbaBajyhu HauumH anroputMme Beh mwUXOBe uMIUIeMeHTauuje. Tu
apryMEHTH TeMeJbe Ce Ha MOCTOjalby PEeKYP3UBHHUX aNTOpUTaMa, Kao IITO je MepU-COpT KOjU
ce MOy HMIUIEMEHTHpAaTH Ha BUIIE pa3IuuuTHX HaunHa. [Ipema MockoBakncOBOM

MHUIJBCHY, HI/IjeI[Ha 0o THX I/IMHJ'ICMCHTaI_[I/Ija HC MOXC CC€ IIOUCTOBCTUTH Ca CaMUM

% Wspas ancmpakmHu mamemamuyku objekam o0BAe He MOpaMo Y3eTU Yy CMMUCAY KOju je cTporo
NNATOHUCTUYKKM. KeMMO NPOCTO Aa KaxemMo Aa Takas objeKkaT Moske BUTM 3acebaH npeameT matemMaTUyKor
UCTPasKMBakba, Kao LUTO je TO pPeLmMo nojam ckyna. Moxaa ce MoXe NpUroBopuTM Aa pey ,ancTpakTHM® unak
HOCW NNATOHMCTUYKE KoHoTauumje. MehyTum, To ce oHaa moxe pehu 1 3a nobap Aeo maTemaTuke.

47 Npema Nypesnuy mehyTum, nomeHyTa TPV HauMHa U3paYyHaBatkba NpeacTas/bana 61 pasamKe y camom
anroputmmnma. Bugetun peummo [Gurevich, 2000, 3.3.4.].

8 Takohe suaetn [Moschovakis & Paschalis, 2008].
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PEKYpP3UBHUM aJITOPUTMOM, jep CBOjCTBa UMILIEMEHTAIM]je HEKaJ HE MOXKEMO MPHUITUCATH U
anroputmy. Ca apyre cTpaHe, ako OMCMO U M3adpand jeqHy oJ ’Ux, MOCKOBAKUC TBPAH Ja
Ou Taj n300p Ono mpousBosbaH. OH 3aKIJbydyje KAaKO MOPAMO JIa UMaMo T10jaM alropuTMa Koju
je HEe3aBUCTAaH O]l HEroBUX HMMIUICMEHTANHja. Jep, TeK Ha OCHOBY TOT HE3aBHCHOT IOjMa
MOJKEMO J1a Ka)KEMO IIITa j€ TO IITO OBE Pa3IMUUTE UMITICMEHTAIIH]€ YNHH UMITJICMEHTAIIH]aMa

UCMOo2 peKyp3UBHO2 ancopumma.

Y npuitor Tome Jja OCTOj| M0jaM PeKyp3UBHOT aJITOPUTMA KOjHU je He3aBHUCAH 01 OHJII0
KaKBe MMIUIEMEHTAIMje TOBOPH U TO LITO TBphema 0 MEpPI-COPT-Y MOXKEMO Ja JOKAKEMO Y
HOTITYHOCTH HE3aBHCHO OJI HErOBHX HMIUIEMeHTaluje, TBpau MockoBakuc [Moschovakis,
2001, section 3]. CBe wTO HaM je 3a Taj JOKa3 IMOTPEOHO CaIpKAHO je Y TMOMEHYTUM
jeIHAKOCTHMa KOjUMa CMO peKyp3uBHO nedunucanu ¢pyHkuuje sort u merge. Ha ocHOBY
Tora MOCKOBaKyc 3aKJbydyje 1a c€ MEpI-aJIrOpUTaM Kao ¥ I0jaM aIrOpUTMA YOIIIITEe TEMEJbU

Ha CUCTCMHUMaA PCKYP3UBHUX jeI[HaKOCTI/I:

,»3aKJby4aK W3 CBEra OBOTa j€ Jia je MEepU-COPT aITOPUTAM HEKHU jeIMHCTBEHU O0jeKar
msort, y moTHyHOCTH oapeheH cucreMuMma jeqHaKocTH [...]; W Ja cy ca MsSort-om
noBe3aHe ojapeheHe MaliMHE Koje Ta ,,MMIUIEMEHTHpajy u ,Hacielyjy” Heka on
IErOBUX CBOjcTaBa [...]. Hajounurneguuju usz0o0p jecte aa kaxemo Ja je msort mpocro

cucreM |[...] (jeaHakocTH), ¥ TO je y cTBapu OHO 1to hemo u ypaauru.* [Moschovakis,
2001, p. 927]

Wneja na je u3payyHaBame 3aCHOBAHO Ha I0jMY peKyp3uje Huje HoBa. OHa npeicTaBsba
MOJIA3UIIIHY TAuyKy jeAHOT 0] (OpMaTHUX OKBUpPA y KOjUMa C€ MOXE IMPEICTaBUTU IOjaM
n3pauyHspuBe QpyHkirje. DopmManHu OKBUP O KOJEM j€ ped, a KOJU CMO paHH]e CIIOMEHYJIHU je
CUCTeM pekyp3usHux Qynkyuja. *°* YV ToM cucTemMy W3pauyHJbHBE (YHKIHMjE TPaIAMO
MHAYKTUBHO M3 CKyna (yHKIMja 3a Koje IMpeTHocTaB/baMO Ja Cy HaM Jare MPUMEHOM
oriepanuja Komnosuyuje, pekypsuje u munumusayuje. PyHkuuje sort u merge Koje cMo rope
neduHucanu, Kao U cBe PyHKIUje KOje Y MepLI-COpPT aJrOpuTMy y3MMaMo Kao 3ajarte, Takohe
ce Mory AepUHHCATH Y CUCTEMY peKyp3uBHUX (yHKIMja. MokeMo ce 3aruTaTH, 0 YeMy ce
OHJIa aNropuTaM Kako je cxBaheH kKoa MocKoBakmca, pa3iiiKyje o] peKyp3uBHE (pyHKIHje?
ITojam pexyp3uBHe ¢yHKIHje je y onpeheHom cmucay nqBocMucieH. Hanme, ca jenne crtpane

pPeKyp3uBHY (DYHKIIH]Y MOXEMO J1a TocMaTpaMo Kao eKCTeH3HOHalHO cxBaheH objekar, jep

49 Buwwe o pekyp3nBHUM dyHKLMjama BuaeTh y [Boolos et al., 2002, section 6].
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jenmHakoct GyHKIHja y CHCTEMY PEKYp3WBHHX (YHKIMja MOXKEMO EKCTEH3MOHAJIHO Ja
nedunumemo Ha cienehu Haund. 3a pyakuuje f (xq, ..., x,) 1 g (x4, ..., X), Baxu 1a f < g
aKo M caMo aKo je g nepuHucaHo 6apeM TOJIHMKO Kao f, IITO 3HAYH J1a 3a CBaKO (Xq, ..., Xx) 3a
Koje je f nedunucano, g je takohe mepunucano u f(xq, ..., xx) = g(xq, ..., x). Kaxkemo na
cy ¢byakuuje f U g cy jeonaxe ako Baxu f < gu g < f. To 3Haum na jeqHy ucty QyHKIHjy
cxBaheHy Ha €KCTEH3MOHAJaH HAauyWH, Kao CKyN ypel)eHHX mapoBa, MOKEMO Ha Pa3InYHTe
HaYMHE peKyp3uBHO na nedunumemo. Ca apyre crpaHe, MOJA PEKyp3WBHOM (DYHKIIHjOM

MO’KEMO TI0JIPa3yMeBaTH TO KaKo je OHa ie(huHUCAHA, OJJHOCHO HheHY Ne(DUHUIN]Y Y CHHTAKCH.

Ha xoju rom nHaumH oj moHyheHa 1Ba ga CXBaTUMO PEKYp3UBHY (GYHKIH]Y,
MOCKOBaKHCOBO CXBaTame alropuTMa ce Ha By He cBoau. Kao mro cmo Beh pexin,
aropuTaM HE TpeAcTaBiba (QYHKIHM]y (Kao eKCTeH3WoHamaH oOjekar), Beh To kako je
u3padyHaBaMo. Y CKJIQAy ca THME, MOKEMO UMATH Pa3IMuuTe aIrOPUTME KOjU U3padyHaBajy
ucTy (YHKIHMJy M CBOjCTBA KOja MPUIHUCYjEMO alTOpPUTMY HHCY CBOJCTBA KOja HYXKHO
npunucyjeMo GyHKIUjU KOjy u3padyHaBa. Takohe, kao mto cMo Beh HaloMeHyJIH, alNropuTam
HE MOXEMO W3jeHAYUTH HU ca ACPUHHUIN]OM PEKyp3uBHE (QYHKIIHjE, jep 3a pasiuKy O
NeUHUII]a AITOPUTMHU HUCY CUHTAKCHHU 00jeKTH. AnroputaMm O0u, mpeMa MOCKOBaKHCOBOM
MHUIUBCHY, Tpe Tpedalo IOCMaTpaTH Kao 3HAauYeHhEe OIHOCHO UHMEH3UJy PEKyp3HBHE

nepunuImje QyHKIH]E.

Jomr jegna pasnmuka u3mel)y anropurama, Kako cMatpa MOCKOBaKWC, U PEeKyp3UBHUX
(dbyHKIIMja je y TOME IITO j€ 3a Pa3juKy O] peKyp3uBHE (PYHKIIHjEe, airOpUTaM CAYUEHCH O]l
MpeciuKaBama opy2oe peda. Y HapeIHOM O/ieJbKy OrheMo y MPHUIIKIIY /1a BUIIIE KaXKEMO O TUM

IpeciIvKaBambUMa U YOIIIITE O MPUPOAN MaTeMaTHUKHUX o0jekaTa 3a Koje MOoCKOBaKkucC Bepyje

Jla MOJZIeINyjy CTPYKTYpY ajlropuTama.

3.2.3. Pexyp3sopu

VY nperxoJHUM ojeJblIMMa TOBOPUIIM CMO O aJrOPUTMHMa MPETEKHO HehOopMaiHO.
W3Henn cMo cxBaTame IpeMa KojeM alropuTaM MPeICTaBIba 3HAYCHE CHCTEMa PEKYP3UBHUX
jenHakocTH. Y OBOM 0jieJbKy 0aBHheMo ce MaTeMaTH4KuUM penpe3eHTalMjama ajiropurama
KOj€ Ce Ha3UBajy peKyp30pu.

Jla 6ucmo yBenu mojaMm pekyp3opa, npBo hemo na neduHHUIIEMO TOjaM naApYujaiHoe

ypehemwa. [lapunjanno ypeheme Ha ckyny D je OuHapHa penanyja R neguHrcaHa Ha TOM CKyIy
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kKoja je pediekcuBHa (3a cBako d € D,Baxku dRd), Tpan3utuBHa (3a cBako b,c,d €
D, Baxku ako bRc v cRd, ouzia bRd) u AHTUCUMETPUYIHA (3a CBaKo c,d €
D, Baxku ako dRc v cRd, ouzia ¢ = d). Ilpumep oBor ypehemwa unnu penaiuja < (mare unu
jeonako) neduHHcaHa Ha CKymy npupoaHux OpojeBa. [lapmujamHo ypehewme Ha ckynmy D
o3HayaBahemo kao < (a HEeKaJ caMo M < KaJla KOHTEKCT TO Oy/ie AOIMYIITAO).

Tpebano 6u cnomenytu na [lexaptoB npousBon ckynosa Dy X D, X ...X D, = D koju
Cy mapuujanHo ypehenu penanujama <p , ..., <p M CaM YHHHU NapUHjaIHO ypeheme y omHocy

Ha penanujy <p Kojy MoxeMo neduHucaTH Ha cienehn HauuH:
X<py © X1 =p, 1 &.. &xp <p Yp,rHeje X = (X1, ., X)) BY = (Y1, re) Yn)-

Ckyn D; X D, X ...X D,, hemo y TOoM cilydajy Ha3BaTu MPOU3BOIOM IApIHjaTHO ypeheHunx

CKYIIOBa, a penauujy <p y OAHOCY Ha KO0jy je ypeheH npouzeooom napyujannux ypeheroa.

Tomanno ypehere je moceOHa BpcTa MaplujaaHoOT ypehema Tie cy cBaka JBa eJIeMeHTa
ynopenuBa. Kaxkemo 1a je mapumjainHo ypeheme <p TOTaIHO aKo 3a CBakKa JiBa €JIEMEHTA X,
yveD,Baxugax <p ywmy <, X.Penanuja mame WM jelHAKO Ha PUPOIHUM OpOjeBUMA
HE caMo Jia MIPEJICTaBJba MIPUMEP MaplUjaTHOT Beh u mpumep ToTamHor ypehema.

Jom jenan BakaH mojam Koju he HaM KOpUCTUTH Yy AeUHULMU peKyp30pa je MmojaM
cynpemyma. Heka je D ckyn napuujanHo ypehen penanujom <, u Heka je A € D. Cynpemym
WM HajMarba Topha rpaHuiia oj A je Hajmamu enemeHnt a € D (y onHocy Ha <p) Koju je Behu
on cBux enemenara u3 A. [Ipumepa pamu, 6poj 9 je cympemym ckyna {1,...,9} y ogHOCY Ha
penamynjy <. Cynpemym ox A hemo na oGenexxumo ca SupA.

Kana cmo yBenm mojMoBe mapuujanHor ypehema, TotanHor ypehema u cynpemyma,
MO’KEMO J1a Ae(PUHUIIEMO nomnyHo napyujaino ypeheroe 1 1ojaM MOHOmMOHe pyHKYuje.

Heg. 3.2.3.1. (nomnyno napyujanno ypelere) Hexa je A € D, u D ckyn napuujaiHo
ypehemen penanujom <p. Kaxxemo 1a je ckyn A ycmeper ako 3a CBaka JiBa €IeMeHTa X,y € A
MIOCTOjH €JIeMeHT Z € A, TakaB ma X <p zuy <p z.llpumepa paau, ckyn {1,3,5, 7,9} he 6urn
yCcMepeH y oiHocy Ha penanujy <. [lomohy nojma ycMepeHor ckyra MoKeMo J1a Je(UHUIIEMO
MOTIYHO mMapuujainHo ypeheme. Kaxkemo na je mapuujanHo ypeheme <p nomnyno (eHr.
complete) ako 3a cBaku ycmepeHu moackym ox D uma cynpemym y D [Moschovakis &
Paschalis, 2008, appendix]. *°

0 Ynopeamntu peumnmo ca aedpuHunumjom gatom y [Amadio & Curien, 1996, def. 1.1.1.].
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[Ipema oBoj neduHHULMjU, TPOU3BOJ MapuujadHo ypehenux ckymoBa Dy X D, X ... X
D,, he Outr moTnyHo mapiujanHo ypeheH ckyn ako je To cBako D;, i € {1, ..., n}. Takohe, cBaku
ckyn D nornyHo naprujanHo ypehen penanujom <p he umat munumanuu enemenm Lp Takas
na Lp= sup @ [Moschovakis & Paschalis, 2008, appendix]. Munumanuu enement ox D je

MIPOCTO €JIEMEHT KOjU j€ HajMamH O] CBUX €JIEMEHAaTa y OJIHOCY Ha peranujy <p.

Ha ckynoBuMa koju Cy MOTHYHO HapiujaiaHo ypeheHu mokeMo aa neduHHUIIEMO

TIpECIIMKaBamba KOja ce 30By MOHOTOHE (yHKIH]je. Ot

Heg. 3.2.3.2. (monomona ¢ynxyuja) Oyuxuuja 7: D - E (rne cy D u E ckynosu
MOTIIYHO NapuujanHo ypehenu penanujama <, u <y ) je MOHOMOHAa aKO 3a cBako dq,d, € D

BaXU ako dq <p d,, onna z(dy) <g 7(d;).

Wneja oBe neduHHIMje jecTe na Cy MOHOTOHE (DYHIIKHjE OHE KOje Y HEKOM CMUCIY
qyBajy mopenak ypehema. BaxkHO CBOjCTBO MOHOTOHUX (YHKIMja je a UMAjy Hajmarbe
@uxcue mauke. UuTynTHBHO roBopehu, GuKcHa Tauka HEKe (PYHKIIH]E je apryMEHT KOjU OCTaje
HENpoOMeeH HakoH mnpuMmeHe Te ¢yHkuuje. Creneha Teopema roBopu o Be3u u3Mely

MOHOTOHUX (yHKIH]ja 1 PukcHUX Tadaka [Moschovakis, 1998, theorem 5.1.]:

Teopema 3.2.3.3. (Teopema o najmarwoj ¢uxcnoj mauku) Axo je 7: X xD —-D
MOHOTOHO IpeciMKaBame, TJe je <p MOTIyHO napuujanHo ypeheme, u X x D je mpousBon
CKyIOBa NapuujadHO ypehemwux penanujaMma <y u <p, OHJAa 3a CBaKo X € X HapeaHa
JEIIHAKOCT:

d = 7n(x,d)

(rme x € X u d € D) uma Hajmamwe pemiewe d, € D. OHO je TakBO Ja:
d, = n(x, d,),n3acsako ecD,akoe <p n(x,e),onoad, <p e.

ITpe Hero mTo AeduHUIIEMO MTOjaM peKyp3opa, Ouhe HaM MOTPeOHO jOIII U J1a KaXKEeMO

ITa Cy HEeMpeKuaHe QyHKIHje.

Heg. 3.2.3.4. (nenpexuona ¢pynkyuja) yuxuuja 7: D — E rne cy <p U <p NOTIIyHa

napiujaiaa ypehema je nenpexuorna (nnm, Ckom-HenpexkuoHa) ako je MOHOTOHA U aKO 32 CBaKU

51y npuHUMny, MOHOTOHE dyHKLMje CMO MOFM Aa AedUHMLIEMO M Ha napumjanHo ypeheHnm ckynosuma u 1o
je yobuuajeHo. U3 npakTnuHmMx passora ogabpanm cmo aa ux gedbuHuwemo Ha noTrnyHo napumjanHo
ypeheHum ckynosmma.
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HermpasaH yemepenu nojackyn A € D Baxu na supz [A] = 7 (supA) (tae ca 7 [A] o3HauaBamo

CKYII CBUX CJINKA).

Wneja oBe nepuHuNMje jecTe Ja je HEMPEKUIHO IMPECIUKABAE OHO MOHOTOHO

IPECHKaBambe KOje 4yBa YCMEPEHOCT CKYyIIa M CyIpeMyMe.

HakoH 1mITo cMO ce yBeNd I0jMOBE IMOTIYHHUX MapIHjalHux ypehema, MOHOTOHHX U
HEMPEKUIHUX MIPECIMKaBamba, y HaCTaBKy heMo M3I0KUTH Je(UHHULN]Y peKyp30pa Koja ce Ha
BUX ocnama. Y paxy [Moschovakis & Paschalis, 2008, def. 3.1.] ayropu nedunuiry mojam

pekyp3opa Ha cienehu HauuH.

Jegh. 3.2.3.5. Heka je X mapriujanno ypehen ckyn, a W je motnyHo napiujanso ypehen
ckym. Pexypsop (eur. recursor) o: X w» W je ypehena K + 1-topka mpeciinkaBamba
(ag, 4, .., 0g), 38 K> 0, rne o, ..., ax unnu meno (eur. body), a o erasy (enr. head)
pekyp3opa. Caku o1 Dy, ..., Dg je moTmyHo napiujaino ypehen ckym u:

(1) cBako ;: X xDyx..xDx - D; 3ai€{l,..,K} (koje ce Ha3uBa derom pekyp3opa), je

MOHOTOHO IPECIINKABAE;

(2) ag: X xDyx...xDx - W koje ce Ha3uBa uznasnum npeciuxasarem (edr. the output
mapping) je Takolje MOHOTOHO;
(3) D, = D;x...xDg je ckym peliema 3a «, a 6poj K 30Be ce oumenszujom ox a.

4) 7, X xD, - D, je (MOHOTOHO) npenasno npeciuxasare (eHr. transition mapping)

Koje ce neduHuIe kao 7, (x, c?) = (o (x, c?), w0 (X, c?)), rae je de D,.

ITpema [Moschovakis & Paschalis, 2008, def. 3.1.], kaxxemo na je pekyp3op @ X w»
W nenpuxuoan (CONtiNUOUS) ako je cBako ¢; HenpekuaHo. KaxxeMo J1a je peKyp3op ouckpeman
ako je X ckyn mapuujanHo ypehen penanujom =u W = Y U {1}, 3a neku ckyn Y (Opne L

def

y3UMaMo Ka0 MUHMMAJIHH elTeMenT ckyma Y, £ Y U {1} y onHocy Ha penamujy <y Kojace

nepunnme Ka0: ¥ <y ¥y & x=1Vx=y,3ax,y € V). *

[Ipema cTaHOBHINTY KOje ayTopH 3acTynajy y paay [Moschovakis & Paschalis, 2008],
AITOPUTMHU HHUCY HUIITA APYro A0 (IUCKPETHH, HEMPEKUIHU) pekyp3opu. OHU cMaTpajy Ja
aNropuTaM Koju u3padynasa Gpyakuujy f: M"™ — M omucyje nojam AUCKPETHOT, HEMPEKUTHOT
pekyp3opa a: M™ w» M. Ckyn M™ MoxeM0 Ha3BaTH OOMEHOM, WA CKYNOM YHOCA alITOPUTMA

MIPEJICTaBJbEHOT ca &. AHAIOTHO ToMe, M cToju 3a ckyn épedonocmu. AKo je QyHKIIja Koja ce

52 BupgeTtn [Moschovakis & Paschalis 2008, appendix].
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u3pauyHaBa MaplHjajgHa, CKyNn BpegHocTH he Outu M), uMju MHUHMMAIHU eleMeHT L

MIpeICTaBba BPEIHOCT HedehuHUCaHo.

VY nacraBky hemo mokymaru Ja 00jacCHUMO, Ha MPHUMEPY HOMEHYTOT MEpI-COpT
AITOPUTMA, KaKO PEKyp30pHU MOJIENyjy aliropuTMe cxBaheHe Kao cuUcTeMe pPEeKyp3MBHHX
jemnakoctu. Kao mto cMo Beh pexin, L* mpencraBiba CKyn HM30Ba KOj€ COPTUPAMO MEPII-
COPT aropuT™MOoM. UaHOBM THX HHM30Ba Cy €JIEMEHTH CKyna L ToTamHo ypeleHor penaimjom
< KOje MO’KeMO 3aMHUCIIUTH U Kao NMpUpoaHe OpojeBe ypeheHe penamujom marwe unu jeOHaxo.
Jla ce moiceTUMO, IHJb MEPII-COPT AJITOPUTMA j€ J]a CBAKOM KOHAYHOM HH3Y U U3 L* puIpyxu
HU3 KOJH CE CacTOjU M3 UCTUX YWIAHOBA Kao L* aiu Koju ¢y mopehanu oj] HajMamer Ka Hajsehem.
Haxkne, ¢pyHKIHja KOjy MEPI-COPT alTOpPUTaM HU3padyyHaBa, HA30BUMO j€ s, Owhe Tuia
L*— L*. To 3nauu aa he pexyp30p Koju MOJeIyje Taj airOpUTaM, HA30BUMO Ta Qys: L* w» L

OUTH THIIA Qpys: L* w» L*. Ckyn L* OBz y jeIHO CTOjH U 3a CKYII YHOCA ¥ 32 CKYI BPEIHOCTH.

Pekyp3op aps:L* = L' ce cacToju u3 Tpojke mpeciukaBama (Qyms, Xms» Xoms)-
JlenoBu pexyp30pa Qqms, Qams UMHE BETOBO TEIO, & Qyms HETOBY TaBy. [Ipe Hero mto mano
BHIIIE KAKEMO O THM IpeclMKaBamuMa, pehn heMo HemTo nmpBo o0 MojMy CKyIa peliema H O

JTUMEH3HUjU peKyp30pa.

3a MockoBakuca, MOJEIIOBalkbe¢ AIrOpUTMa je IMpe CBera MOJEIOBAKBE cucmema
PEKyp3uBHUX jeoHakocmu. JEeJHAKOCTHM HEKOI alropuTMa Cy peKyp3uBHE aeduHuimje
(GyHKIMja HAa KOj€ Ce y TOM allTOPUTMY MO3UBamMo. Y MEpI-COPT alroOpuTMy, Ha MpUMED, Te

jenHakocTu ¢y cienehe:

u, akolu|< 1

sort(u) = merge (Sort(hl(u)),gort(hz(u))), VHaye

v,aKko |w| =0
w, ako |v|=0

merge(v,w) = (vy) * merge(tail (v),w), aKo vy < w,

(wo) * merge(v, tail (w)), unaue.
3ajeHO OBE jeTHAKOCTH 4MHE cUcTeM. CBakM CHCTEM j€HAKOCTH MMa HEIITO IITO CE 30BE
cKkyn pewierba. Y OIIITEM CIIy4ajy, CKYI peliemha 32 HEKH CHCTEM jeTHAKOCTH TPECTaBIha
CKyIl BPEIHOCTH MPOMEHJbMBUX (y OJHOCY HAa HEKH 3aJaTH CKyMl) KOjeé T€ jeIHAKOCTH
CUMYJTaHO 3aJI0BOJbaBajy. Ha mpuMmep, 3a HapeAHH CHCTEM jEIHAKOCTH THEe Cy X U Y

MPUPOJHU OpOjeBH:

x+y=5
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9—x=7
CKym peniema je {2, 3}.

VY ckymy peliema 3a CHCTEM PEKYP3MBHHX jETHAKOCTH MOIMYT OHOT' KOJUM CMO
HedopmanHo aedurECcaTy Mepii-copt Hehe ce Haasutu OpojeBH, Beh (mapuujanae) GyHKIHUje
KOje Te JeTHAKOCTH 3a/I0BOJbaBajy — pyHKuMje sort u merge. Jlakie, peliuTu jeIHaKOCTU

HEKOT aJirTOpUTMa 3Ha4M MpocTo Hahu (yHKIMje Koje Te jeTHAKOCTH 3a]J0BOJbaBa]y.

Caza kaga 3HaMO IITa 3HA4YM PELIMTH OBE jEHAKOCTH, MOKEMO 00Jbe U J1a pa3yMeMo
IITa je CKYN pelerma y HEKOM peKyp30opy. Y ONIITeM CIydajy, CKYyI pellema peKkyp3opa
a:X w» W jeobmuka Djx...xDg. CBako D; u3 Dy x...xDg3a1l < i < K npeacraBsba CKyIl
(moryhe maprujannux) ¢pyaknuja. CBaku Taj CKyII je MOTIYHO MapiyjaiHo ypehen penanujom
<w Kojy nedunumemo Ha cnenehu Haunn: g < f & 3acBakox € X, g(x) <y f(x) (na3a
u,v € W Baxuu <y, v3Hauu j1a u =1 winv =y). OBa penanuja tpeba na ypehyje
(dbyHKIMje y CKYIly Ha OCHOBY TOTa KOJIMKO Cy AeduHucane. AKo Baku g < f TO 3Hauu Ja je
¢bynkuuja f Bume neuHncana o g wiu je neduHucana 6apeM TOJIMKO KOIHMKO | f 1 1a he 3a

OHE apryMeHTe 3a Koje je g nepunucano, pyHkuuje f U g uMare UCTe BPSTHOCTH.

Enementn ckyna pemewa Dqx...xDg y pekyp3opy a cy pakie ypehene K-topke
(moryhe napuujannux) ¢ysnknuja. To cy pyHKIHMje Koje peKyp3uBHO Ae(UHHUIIEMO U Ha KOje
ce MO3MBaMO y alNTOpUTMY KOjU @ TpeAcTaBiba. AJH, 1ITa npeacTtasiba Opoj K? lumensuja K
peKyp3opa « o3HadyaBa KOJMKO je (YHKIHja PEKYp3UBHO Ne(PUHUCAHO y JAaTOM CHUCTEMY
jennakoctu. [Ipumepa paau, AMMeH31ja peKyp30pa KOju IPeCTaBIba MEPII-COPT aITOPUTAM je
2, TONIITO C€ CHCTeM JEeTHAKOCTH 3acHHMBA Ha JBE peKyp3uBHE Ne(UHHIIH]E KOjuMa
nedunumemo Beh momenyre Gynkimje sort u merge. Moxkemo 10/y1ie IMpUMETHTH Ja TO HUCY
U HUCY jequHe (QyHKIHMje Ha KOje ce Y MepL-COpT alropuTMy nozusamo. Kao mro cmMo pekiu,
Ty UMaMo U QyHKIHje Kao mTo cy tail, hy, h, u npyre. Unak, \ux He nepunuimemo, Beh ux
y3UMaMo Kao jaTte. 300r Tora oHe Mo npaBuiIy Hehe OMTH eleMEeHTH Haller CKyla pellema.
[TommTo je nuMeH3uja peKyp30pa &,s KOJU MPEACTaBba MEPI-COPT aITOPUTaM 2, HErOB CKYII

peuiewa je odnuka Dy X D,.

Pexnu cmo HemTo 0 Opojy peKyp30pCKUX IeloBa, a caja hemMo 00jacHUTH IITa TU
nenoBu Tpeba ma mpeacTaBibajy. [locMarpajMo peKkyp3WBHE [EIHAKOCTH KOjUMa CMO
HepopMaTHO OJpeAMSIA MEPII-COPT AJITOPUTaM. 3a CBaKy OJ THX JE€IHAKOCTH IOCTOJU

oarosapajyhu ¢yuxyuonan — MOHOTOHO NPECIUKABAKkE BUILIET pelia U JeHAKOCT Koja je Ha
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ocHOBY mera achunmcana [Moschovakis, 1998, section 6]. Ilpumepa paau, mpBOj On

MOMEHYTHX jeTHAaKOCTH oaroBapahe GpyHKIHOHAT
F(u,g,f): XxDyxD, > W
neUHHUCAH Kao:

u, akolu| <1
g (f (ha), f (R, (u))). uHave,
1 JeTHAKOCT KOja j€ Ha OCHOBY Iera JAe(uHHCaHa:

fw) =Fwg,f).

[MTomohy dynakimonana F:XxD;xD, — W nebunucanor wu3Hag, MOXKEMO OIPEIUTH

F(uvg!f) = {

onarosapajyhu onepamop — MOHOTOHO TpeciukaBamwe F,:XxDyxD, — D, TakBO Ja
FRwgf)=¢mn
u, ako|u|< 1
o) = {g (F(ha@), f(hw))),  unave.

OBaj omepaTop MOXXEMO MocMaTpaTd kKao AepuHHUIM]Y PyHKIHjEe ¢ Koja onxpehyje kako Aa
u3padyHamo @(u) Kaaa cy Ham qatu g U f .

Ha ciauvan HayuH Ha KOjU cMO onpemwian omeparop F, cmyxehu ce mpBom of
PEKyp3UBHUX Ie(PUHHIMja U3 CHCTEMA M3HAI, MOXEMO OJPEIAUTH U oneparop F; Ha OCHOBY

npyre on aedunnmmja. > Taj omepatop naje HaM jeanakoct Fy(u, g, f) = x, Tae:

v,aKo l[w| =0

w, ako |v|=0
(vo) * g(tail (v),w ), uHade aKo vy < W
(wo) * g(v, tail (w)), unave,

x(v,w) =

VY pexyp3opy @, cBako of npeciukaBama ;: X x Dy x...xDg — D; Koje cMO Ha3Bau
PEKyP30pCKUM 0ell08uMa TIPEICTaBIba ONepaTop, kao mto je F; uau F;. Tu oneparopu tpeba
Jla MOZIeNyjy pekyp3uBHO Tpaheme dpyHkiuja. CBako ¢; cnuka ypehene K-Topke GyHKIHMja U3
CKymna pemniewma y ¢yHKIMje U3 D; Koje Cy Ha OCHOBY HWHUX JePHUHHCAHE M CBAKO ; Y
opeheHOM CMHCITY OJroBapa jeIHO] Ol PEKYP3UBHUX jeAHAKOCTH M3 cuctema. CumysTaHa
peliema TUX jeqHaKocTH, K-Topke (QyHKIHMja Koje y alropuTMy peKyp3UBHO ojapehyjemo,

MpeACTaBsba]y GUKCHE TauKe Mpesia3HoT mpeciukaBamar,: X xD, —» D,.

53 BupeTn Ha npumep Kako npenasmmo ca (3) Ha (4) y [Moschovakis & Paschalis, 2008, section 1].
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Kama cMo oGjacHuIu mTa nmpeacTaBibajy JACIOBH PEKyp30pa, MOKeMOo pehu HEemTo o
HETOBOj ITABHO] KOMITOHEHTH, OJTHOCHO O TIpemheM neiy. [Ipenmu 1eo pekyp3opa a, OJHOCHO
npecnukaBame oy: X xD, - W je dynknuonan xoju oapehyje kako ce QyHKIHMja KOjy
alropuTtaM u3padyHaBa eBaiyupa. DyHkuujy @ X — W kojy wu3padyHaBa anropuram
MpecTaB/beH pekyp3opom o X w» W nedpurnmemo kao a(x) = ay(x, d_,g), TAx€eX, u a;

je HajMamba (PUKCHA Tadyka CHCTEMa jeIHAKOCTH d = 7, (x, c?), Bugeru [Moschovakis, 2001,
def. 4.1.; Moschovakis & Paschalis, 2008, def 3.1.]. Hamomenumo na hie mapuujainy G yHKIH]jy
a. X — Y uzpauyHaBaTH JUCKpeTHH pekyp3op oz X w» Y U {L}. (Ilapuujanna GpyHkuja o
X — Y moxe ce npeacTaBuTd Kao toranHa pyskmmja o X — Y, rmeY, = Y U {L}. Kao
IITO CMO PEKJIH, eIEMEeHT L OBjie mpejcTaBiba HedepuHucano, OMHOCHO BPEIHOCT (GyHKIIH]jE

Kaja je ta pyHkuuja HeaeUHUCAHA 32 IaTH ApPTYMEHT. )

Bpennoct pynkuuje a: X — W kojy pexyp3op a pauyHa 3a yHOC U € X 100HjaMO TaKko
wrto u3padyHamo ooy, fi, ..., fx), vae ¢y (fi, .., fx) HajMambe (QUKCHE Tauke MperasHOr
npecnukaBama 7,: X xD, — D, . Jla he npenasno npecnukaBame 7, 1a UMa (QUKCHY TAUKy
KOja je HajMama y CMHUCIY penanuje <p 3HaMO Ha OCHOBY TOra IITO jé MOHOTOHO
(HeTIpeKuIHO) M TeopeMe O HajMamoj (UKCHOj] Tauku. Hajmama ¢uKCHa Tayka TOT
npecnukaBamba Ouhe HM3 GyHKIUja (fy, ..., fxk) KOje CHMYITaHO 3aJ0BOJbABA]y CHUCTEM
peKyp3uBHUX IeduHUIMja (MOJEIOBAH PEKYyp30pOM (), a Koje cy y oapeheHoM cMuUCTy
MUHUMAJIHO JAeQuHHMCaHE. Y cllyyajy MepU-COpT alropuTMa, HajMama (UKCHAa Tadka
MpeNa3sHor MPECIUKaBamba Tyns3a yHOC u, Ouhe (u, di,d,), rme cy dqud, Hajmame
¢byHKIIM]€e KOje 3aJ0BOJbaBajy peKyp3uBHe JeQUHULIM]E 3a SOt U merge. Y CKIaay ca TUME,

GYHKIH]Y Qi L — L*, 0IHOCHO Qs (1) MOKEMO OfpeanTH Kao o (u, dq,d,).

Y OBOM 0/1€JbKY U3HENIU CMO Je(PUHUIIM]Y PEKYpP30pa — MaTeMaTUUKHX o0jeKkaTa KOju
npeMa MOCKOBaKHCOBOM MUIIJbEHY MOAETY]Y CTPYKTYpy anroputama. [lokymamu cmo na
00jaCHUMO KaKO CTPYKTypa peKyp30pa OJICIMKaBa CTPYKTypy CHCTEMa pPEKyp3UBHHX
JeIHaKoCTH. Y HacTaBKy heMo rOBOPUTH O j€3UKY Y KOJeM Te CUCTEME MOXKEMO (pOpMylIncaTH
— jesuky MexKapmu pexyp3uenux npocpama. Y HapeIHOM OJIeJbKY MpeacTaBuheMo Taj je3uK,
ICTOBY CHHTAKCy M MHTEPIPETAIUjy OHAKO Kako Cy mpukaszaHu y paxy [Moschovakis &
Paschalis, 2008]. uTepnperanyja je 3a Hac MOCEOHO UHTEPECaHTHA 300T Tora IITO U3Pa3u TOT
je3MKa MMajy Kako eKCTeH3Hje Tako U uHTeH3uje. ExcTensuje THx u3pasa Ouhe n3pauyHiblBe
(moryhe maprujanue) ¢pyHkuuje 10k he BUXOBE MHTEH3U]je OMTH aIrOPUTMHU MPEICTABIbCHH,

Kao IITO CMO PEKJIH, OJroBapajyhum pexyp3opuma.
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3.2.4. Jesux peKyp3ugHux npozpama u rwe208a uHmepnpemayuja

VY pany ,,@opmannu jesux pexypsuje [Moschovakis, 1989a] MockoBakuc yBoau
(dhopMaHM je3UK Ha KOjeM MOXKEMO M3Pa3uTH ArOpUTME. /JeHomayuja u3pasza OBOT je3HKa je
u3pauyHspuBa (QpyHKIMja. AKO je JCHOTalMja HEKOr u3pasza QyHKnHja f, OHAA je Herona
UHmMeH3Uuja aNTOpPUTaM KOjU W3payyHaBa [, OJHOCHO opAromapajyhm pekypsop. Y
MockoBakucoBoMm u [TackamrcoBom paay [Moschovakis & Paschalis, 2008] je3uk Ha kojem cy
AITOPUTMHU  HM3paXeHH HHUje oHaj nacuamcan y [Moschovakis, 1989a] Beh jesux
MexKapmujesux pexypzusnux npozpama (McCarthy recursive programs) L(®). >* Tepmu oBor
je3uka koje hemo 3Batu @-mepmuma, THAYKTHUBHO ce neuHUITy Ha BoKaOynapy @ Ha cienehu

Hauus [Moschovakis & Paschalis, 2008, section 1]:

Hegh. 3.2.4.1. (Oepununuja excnaiuyumnux dG-mepama):

1. Koncrante O u 1 cy ®-TepMmu.

2. Cpaka MHAMBHyaJIHA IPOMEHJbUBA X1, X3, ... J& O-TEpM.

3. Cgaka mpuMeHa (DYHKIIM]CKE TPOMEHJbUBE Pj, apHOCTH N HA HU3 o1 n d-Tepama je @-
TEPM.

4. Cpaka npuMeHa (pyHKIHjCKE KOHCTaHTE ¢ apHOCTH N Koja MpHImajaa Bokadbymapy @ Ha
HU3 011 n d-Tepama je O-TepM.

5. Axo cy Ay, A, n A3 ®-tepmu, oHAa je To U u3pa3: Ako A; = 0,0Hza A,, uHave A3. Taj

M3pa3 MOKEMO 3anucaTs 1 kao ¢ (41, 4,, A3).

Cayxehu ce mojmom @-tepama (aed. 3.2.4.1.), moxkemo maa JaehUHHIIIEMO

MexKaptujese pexyp3uBne nporpame [Moschovakis & Paschalis, 2008, (6)]:

Jegh. 3.2.4.2. (Oeqpunuyuja pexkyp3uenux npozpama):

Hexka cy Ay, A4, ..., Ax ©-Tepmu. Heka ce cBe MHAMBHIyalHE MPOMEHJBUBE KOje ce
nojaBibyjy y A; Hanase y HU3y MPOMEHJLMBHUX X,, @ QDYHKI[MjCKE TIPOMEHIBUBE Do, D1, -, Pk
Oyny jenuHe (yHKIMje NPOMEHJbUBE KoOje ce MojaBibyjy y Ag, A4, ..., Ax. Heka apHoctu

(GYHKIMJCKUX TPOMEHJbUBUX OyAy TakBe Ja HapelIHe jeJHaKoCTH Humajy cmucia. OHpaa

54 Jesnk MekKapTujesmx pekyp3nBHUX Nporpama je npsu nyT ysedeH y paay [McCarthy, 1963].
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PEKYP3UBHUM NPOSPAMOM MOKEMO Ha3BaTH n3pa3 A Koju JePHUHUIIEMO Ka0 CUCTEM HapeaHUX

JETHAKOCTH
po(Xo) = Ao
p1(x7) =

I
o
Jury

pk(x_lg) = Ayg.

Cana hemo pehu HemTo BHIIE O CEMaHTHIIM je3MKa PEKyp3MBHHUX IporpaMa Koja je

usnoxena y [Moschovakis & Paschalis, 2008, napounTo Section 1].

Tepmu je3nka peKyp3UBHHX IPOTpaMa HHTEPIIPETHUPAjy ce Ha aaredapckoj CTPYKTypH
M= (M,0,1,{pM }pew). OBme cy 0,1 wucrakuytu objekTd ckyma M koju Tpeba ja
TIpeICTaBIbajy BPEAHOCTU mayHo ¥ Hemauno. Fbux o3Hauasajy koncrante 0 u 1. Ca {¢pM }pea

Oo3HauaBaMo CcKyn (yHkumja aepuHHcaHUX Ha CcKyny M Koje MHpelcTaB/bajy 3Ha4YeHa

(yHKIMjCKMX KOHCTAHTH TOT je3uKa Koje cy oapehene Bokabymapom @.

Hexka je B ®-Tepm, a X 1 P HH30BM MHIMBUIAYaIHHX W (QYHKIMjCKHX MPOMEHJbHBHUX
KOje yKJbYUYjy CBE IPOMEHJbMBE y B. AKO BPEIHOCTH NPOMEHJBMBUX X M Py M 03Ha4uMO
ca X U p, uHTepnperanyjy on By M3a X ;=X u p = p hemo o3mauntu kao [B] (X, P).
Csaku ®-1epM B 1 HU30BU IPOMEHJLMBUX X, P KOjH YKJbY4y]jy CBE IPOMEHJbHMBE Y B onpelyjy
oxrosapajyhu (mapumjannu) ¢ynkumonan Fp nedunucan wa M takaB na Fg(X, p) =

[BI™ (%, p) [Moschovakis & Paschalis, 2008, (3)].

Ha ocHoBy ¢ynkunonana Fz(X, P) MokeMo nepuHUCATH HENPEKUAHU ONEPAmMop
F'5(P), xao y [Moschovakis & Paschalis 2008, (5)], xoju HU3y P o N IapuUjaTHHX
¢byHKIM]ja TpuApYyXKyje napuujainy GyHKuujy Ha M:

F'g: (ML = M) x ..x (M = M) — (M™ -~ M)
OBne k; mpencraBjba apHOCT (QYHKIHCKE NPOMEHJBHBE P; Koja je I-Ta (QYHKIIHjCKa

NPOMEHJBUBA Y HU3Y P.

ITojmoBuMa ¢yHKuMOHaMa U omeparopa MockoBakuc u Ilackamuc ce ciyxe na

neGUHUITY KaKo JEHOTallMjy PEKYp3HBHOI NporpaMa y HEKO] anreOpu Tako U HEroBy

55 dyHKUMje oBae mory 6UTV M NapumjanHe ny TOM Cayyajy roBOPUMO O napyujasaHoj anzebpu, BUAETH
[Moschovakis & Paschalis, 2008, p. 3].
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untensujy. Hanme, y [Moschovakis & Paschalis, 2008, (8)] namaszumo 1a 3a cBaku peKyp3UBHU

nporpamMm A Koju IpecTaB/ba CUCTEM PEKYP3UBHHX jEAHAKOCTH:

po(Xo) = Ao
p1(x7) = Ay
Pr(Xx) = Ag

u anre6py (M, 0, 1, {¢pM }¢ea), mocTOjU Hu3 Henpexuanux Gynkimonana [Aq], [A4], ..., [Ak],

TaKBHUX JIa YNHE HAPEIHHU CHCTEM JETHAKOCTH KOjU MOYKEMO 03HauuTH ca 3.2.4.3..

Po(Xo) = [4o](xo,P)
p1(x1) = [A](x1.P)

pr(x) = [Acl(xg D).

[Tpema Teopemu 0 GUKCHOj TAUKH, OBAj CHCTEM MMa CKYIl HajMambUX peIIeHha
P1r-+» Pk
KOja Mpe/ICTaBsbajy BEeroBe 3ajeJHuuKe (PUKCHE Tauke. Y CKiIaly ca TUME, AeHOTaluujy on Ay
(M,0,1,{¢pM}pce) ayropu y [Moschovakis & Paschalis, 2008, p. 91] onpehyjy kao:
[AIM = [A,](py, -\ DE): M™ — M.

Jlakne, neHoTaluja pekyp3uBHOr mporpama A y anrebpu M he O6utu (moryhe
naprujanHa) ¢yakuuja. Axko je M oaromapajyha anrebapcka CTpyKTypa Ha TPUPOJTHUM
OpojeBuma, neHotaimja mporpama A he 6utu (Mmoryhe napiujanna) pexypsusna hyukyuja. Jla
OMCMO CXBAaTWIM U3pakajHy Moh je3rKa peKyp3uBHUX IIporpama, Tpeba HaroMeHyTH Ja he 3a
CBaKy pEKyp3UBHY (QYHKIHU]y TOCTOjaTH mHporpaM Ha je3uky MekKapTu pexkyp3uBHUX

nporpama 4uja je Ta pyHKIMja JeHoTanuja y oaroapajyhoj anreopu.

Wurensujy onx A y M ayropu mpencraBibajy pexypzopomr(A,M) = a =
(xg, a1, 02, ...,ag): M™w» M, xoju onpehyjeMo Ha oOCHOBY HH3a (yHKIIMOHATIA
[Aol, [A1], ..., [Ak] xoju umne cucrem jeanakoctu 3.2.4.3. [Moschovakis & Paschalis, 2008,
def. 3.2]. I'nmaBy pekyp3opa a, OTHOCHO &, oapeljyjeMo Ha ocHOBY (yHKIHoHana [A,], ok
cBakoj of jenHakoctu p;(X;) = A; y A3aie€{l,.., K} oarosapa HempeKkumaHu OMeparop a;

M™ X D; ..X Dy — D; koju onpehyjemo Ha ocHOBY ozaroBapajyher ¢ynkimonana [4;].
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CKyYIOBH pellemna y peKyp3opy @ cy obmuka Dy X ... X Dy u cBako D; = (M** — M), rze je k;

apHOCT (DYHKIIM]CKE MPOMEHIBUBE P); .

Hakne, MockoBakuc u Ilackamuc Buae pekyp3op (OJHOCHO anropuraMm KOjHU OH
MpeJCTaBJba) Kao MHTEH3Ujy Iporpama (popmynucaHor Ha jesuky MekKapTu pekyp3uBHHX
nporpama, JI0K je GpyHKIHMja KOjy OH M3padyyHaBa HEroBa JeHOTaIMja. JeqHO o/ IIEHTPATHUX
nuTama KojuMa ce JiBa MOMeHyTa ayropa 0aBe y paay [Moschovakis & Paschalis, 2008] je
nuTame Kaoa ce 08a peKyp3usHa npozpama moz2y cmampamu cunonumnum? JIBa pexyp3uBHa
rporpamMa MMajy MCTY JCHOTalH]y ako Ccy (DYHKIMje KOjJu OHHM padyyHa]y €KCTECH3HOHAJIHO
jenHake. Ad, jJeTHAKOCT €KCTeH3H]a IporpamMa He TMOBJIaYd U jeJHAKOCT IlbUXOBUX WHTEH3H]a.
Kao mto cMo Beh HannoMeHyH, ayTopruMa je CTajio J1a ce MUTalkhe CAHOHMMHOCTH PEKYP3UBHUX
mporpama CXBaTH Ha MHTEH3MOHaJaH Ha4yuH. [IpeMa ToMe, OHM cMmarpajy Aa J1Ba mporpama
Tpeba cMarpaTd CHHOHMMHHMM HE CaMoO aKo ce oJHoce Ha ucre (yHKIHje Beh ako cy
aneopummu KOje OHU M3paxkaBajy jenHaku. [Ipo0iieM CHHOHUMHOCTH PEKYP3UBHHX IpOrpaMa
CBOJIM C€ TaKO Ha MPOOJIEM jeTHAKOCTH ajropuTama KojuM ce MOCKOBakucC OaBHO M Y CBOjUM
panujum panoBuma. Kao u panuje kox mera, anropurmu cy y [Moschovakis & Paschalis, 2008]
MPEJCTaBJbeHU PEeKyp30puMa. J[Ba anroputMa ce Ty cMarpajy jeJHaKHMM aKo Cy peKyp30pu
KOjH MX TIPENCTaBIba]y uzomopghuu. °° TIpoOIeMoM jeTHAKOCTH alropuTamMa 1 H30MOp(hH3MOM

peKyp3opa 0aBUMO ce y HAPESTHOM OJICIbKY.

3.2.5. Jeonaxocm ancopumama u uzomopguzam pekyp3opa

[IuTame jenHaKOCTH aJropuTama je jelHO OJ] LIEHTPAIHHUX IMUTamba KOJUM CE€ Y OBOM
NorjaBby 0aBUMO. Y OHOME MITO ciieAd heMo TPEACTaBUTH M KPUTHYKU Pa3MOTPHTH
KpPUTEpHjyMe jeJHAKOCTH ajropuraMa usHecene y panay [Moschovakis & Paschalis, 2008,
section 3]. Kao mto cmo Beh pekity, y ToM paay anropuTMu Cy NpeCTaB/beHU PEKyp30prMa
U JIBa pEKyp30pa MPe/ICTaBIbajy UCTH aITOPUTaM OHJa Kajia Cy uzomopgHu. Y HacTaBKy hemo
na namo neduHAIHjy n3omopdusmMa pekyp3opa npeysery u3 [Moschovakis & Paschalis 2008,
def. 3.3.].

56 Tpebano 61 HanomeHyTH, mehyTm, Aa ce geduHMLMja peKyp3opa Koja je nsnoxeHa y [Moschovakis &
Paschalis, 2008] pa3nukyje oa aebumHuunje pekyp3opa gaTe peunmo y [Moschovakis, 1998, def. 6.2.]

96



Hegp. 3.25.1. (Hzomopgusam pexyp3opa) JIBa pekyp3opa o, f: X w» W cy
nzomMoppHa ako umajy ucry aumensujy K, mocroju mnepmyraumjali (I, .., lg) Ha
uusy (1,..,K), xao u wusomoppusmu mnapuujannux ypehewa p;: Dy —> Dp;, Taku na
uzomoppuszam  p: D, —> Dy dyBa PeKyp30pCKy CTPYKTYpY M HpEa3sHa NPECTHKaBamba.
Kaxemo nma wnsomopduzam p: D, —Dg 4vyBa peEKyp30pCKy CTPYKTypy M HpelazHa

IpecIrKaBama aKo 3a cBako X € X u cBako d € D, Baxu:

p(ty (x,d)) = z5(x, p(d)),
o (x,d) = f, (x,p(d)).

Kao mTo cMo Beh pekiin, anropuTMu MpelcTaBibajy 3HAUCHa CUCTEMa PEKYP3UBHHUX
jennakoctu. Wneja MockoBakucoBor u IlackamucoBor mpemiora je naa JBa CHUCTEMa
PEKYpP3UBHUX jEIHAKOCTH HMMAjy MCTO 3HAYCHE aKO MX MOJIENY]y M30MOP(QHH PEKyp30pH.
[Tojam m3oMoOpdu3Ma peKyp3opa 3aCHHBA CE HA HJIEJU Ja Cy U30MOP(HU PEKYypP30pH OHU KOjU
uMajy UCTY CTPYKTYpy. Mehytum, uzomopdusam aBa pekyp3opa HE 3HAYH EBUXOBY CTPOTY
jemnakoct. [pyruMm peurnma, HUje HYXKHO Ja JIBa peKyp3opa Oyny jeowaxa na Ou Ouia
nzomopua. Jemnakoct pekypzopa au f: X w W, rne a = (0 oy,..,0) U [ =
(Bo, P1, ---» Bx) moBnaum ma 3a cako i € {0,1, ..., K} Baxu ; = B;. To, mehytum, HE MOpa 11a
Oyze ciayyaj ako ¢y @ u ffcamo nuzomopduu. Pasnor 3amTo 3a jeAHaKOCT 3HaueHa J1Ba CUCTEMA
HUje HY)XHa CTpora JE€IHaKOoCT peKyp3opa Beh caMO HBHXOB HU30MOpPHU3aM JIEKH Y
MPETIOCTABIM Ja j€ caM PEAOCie] KOJUM 3alrCyjeMO PEKyp3WBHE j€IHAKOCTH y HEKOM

CUCTCMY UPCIICBAHTAH 3a BbET'OBO 3HAYCH:C.

MockoBakuc u Ilackanuc nakie npemiaxy fa ¢y JiBa alrOpUTMa jeJHaKa ako MX Cy
PEKYp30pH KOjH UX MPEACTaBIbajy n3oMopdHH. Y cKilaqy ca TUMe, ABa peKyp3UBHA IIporpama
MOKEMO Ha3BaTH CHHOHMMHHUM aKko M3paxaBajy jenHake airopurMe. Heka cy Py, P,
pekyp3uBHU mnporpamu, u r(P;, M), r(P,, M) pexkyp3opu KOjU MpPEICTaBJbajy HUXOBE
UHTEH3M]je y Hekoj anreOpu M y K0joj Te mporpaMe uureprperupamo. [Ipema oBom mpeiory,

P; u P, moxemo Ha3zBatu cunoHumuum 'y M axo cy r(P;, M) u r(P,, M) nzomop¢dHu.

MehyrumMm, kako nomenyTu ayropu npumehyjy y [Moschovakis & Paschalis, 2008, p.
98], mpobiem ca MpeaIoKeHHM KPUTEPHUjyMHMa CHHOHMMHOCTH CacTOjU C€ y TOME IITO

pexyp3op (A, M) He mpeJcTaBiba YBEK OHO HITO OMCMO MHTYUTHBHO HA3BAllUd UHINEH3UjOM
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nporpama A, OJHOCHO aJlTOPUTMOM KOjH OH u3pakaBa. O6jacunhemo To Ha npumepy. Haume,

pasmoTrpuMo nporpam cieaeher odauka [Moschovakis & Paschalis, 2008, (26)]:

E) po(x,y) = Ako (¢1(x) = O)OH,LLa y, UHa4e ¢2(¢1(y),x).

[Iporpam E u3pakaBa ajqropurTaM KOjU CE€ CaCTOjU M3 JeIHE JeIMHE JeTHAKOCTH U AcPUHHUIIIEC
ce Ha OCHOBY TpH 3a7are QpyHKIHje moMohy Hapenoe Ako..., oroa ..., unaye... . [IpumeTuMo
Ja y TOM TporpaMy HEMamo TMpaBy pPEKyp3ujy, jep HHjenHy on (yHKIUja y u3pasy
Ako (¢, (x) = 0) onpa y, uHave ¢, (¢1 (y), x) He geuHuIIeMo pexyp3uBHoO. [loimto cy cBe
GyHKIIMje Ha KOje ce MO3MBaMO y H3padyHaBamwy 3ajare, NUMEH3Hja peKyp3opa KOju
npejcTaBiba MHTeH3M]jY 011 E he Outu jennaka nynu. Kako ayropu npumehyjy y [Moschovakis
& Paschalis, 2008, p. 97], mpobiem ca pexyp3opuma qumensuje 0, kao miro je r(E, M) onosro,
je mTo HeMaMO HaYWH Ja TakaB PEKyp30p pa3iimKyjeMo oa (GyHKIHUje Kojy m3pauyyHaBa. Kao
IITO CMO PEKJIH, AJITOPUTAM IMIPEICTABIbEH PEKYyp30poM ¢ nuMeH3Hje 0 je aropuTam y KojemM
HUjenHy (QYHKIM]y HE Ne(UHHUIIEMO PEKyp3UBHO M y HEMY HEMaMoO MpaBe pPEKyp3HBHE
jemrakocTr. CaMUM THM, PEKyp30p ¢ HeMa Telo, Beh camo ri1aBy . CKym peniema y TaKkBOM
peky3popy he outu D, = {1}, kao mro cmo panuje naniomeny.u. [lomro je D, = {1}, cneau
na d_x) = 1. Ilpema TOoMe, a(x) = ay(x, d_x)) = oy(x,1) = ay(x). JenHocTtaBHO peueHO,
pekyp3op « mumensuje 0, kao mto je r(E, M), cBoau ce Ha EKCTEH3MOHAIHO cxBaheH

o0jexaTt, GyHKIIM]y KOjy U3padyHaBa.

MockoBakuc u [lackanuc oBo cMarpajy mpoOieMaTHYHUM, 300T TOTa MITO j& HHUXOB
Wb uHmeH3uonaiHo opapeheme mojMa anroputma. Pekypzopu Tpeba na mpencraBibajy
MHTEH3M]je PEeKYpP3UBHUX MIPOrpama - alrOpUTME, a He BbUXOBE eKCcTeH3uje - GpyHkuuje. [la ou
3a00MIIIM Ta] MpoOJieM, OHM YBOJE I0jaM KAHOHUYKUX (popmu PEKYp3UBHUX Mporpama.
VYBoheme kKaHOHHUKUX (HOPMH IMOYMBA HA UJICJU Ja caMa gopmyrayuja HEKUX Mmporpama Kao
mrTo je E He YMHU WUXOBY MHTEH3W]y TPAHCIIAPDEHTHOM W 300T TOora HE MOXKEMO Ja je
NPEICTaBUMO AUPEKTHO, pekyp3opoMm 1(E, M). 3aro je moTpedHO J1a OBaKBe Mporpame mpBo
npedopmynuimemo. Ta HOBa W TpaHCHapeHTHHja (opMmysalrja Ha3MBa C€ KAaHOHUYKOM

¢dbopMoMm mporpama.

VY cenmom onesbKy pana [Moschovakis & Paschalis, 2008] ayropu nedunumry mojam
KaHOHWYKE (hopMe Kao M jeTHOCTaBHY MPOIEIYpPY MyTeM KOjeé MOXKEMO CBAaKU PEKYP3HBHHU

MporpaM peayKoBaTH Ha HEroBy KaHOHWYKY (opmy. Ilporpam y kxaHoHMukoj dopmu je
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nporpam y xojeM ce GyHKIM]CKH CHMOOIN IPUMErYjy HCKIBYUHBO Ha Henocpeone mepme. °'

To cy wiM WHAMBHIyallHE TPOMCHJBHBE WM MPEACTaBIbajy MNPUMEHY (QYHKIIHjCKUX
MPOMECHJBMBHX Ha WHAWBUAyallHE NpoMmeHsbuBe. [Iponemypa penykiuje nporpama A Ha
HBEroBy KaHOHMYKY (Gopmy cf (A) m3BpIIaBa ce HU30M O N KOpaka. Y CBaKOM O] KOpaka
nporpam B penykyje ce Ha nporpam C, Tako IITO C€ HeKa jeAHaKOCT Y B, HazoBuMo je Q, koja

je obmmka:
Q) pi(x1, .., xn) = ¢(By, ..., Bj-1, B}, Bj+1),

y K0joj B; HHje HEMOCpeNHM TE€PM M TA€ C O3HAYaBa KOHAMLHMOHAN, HEKY (QYHKIH]CKY
KOHCTaHTYy WM (YHKIHMjCKY NPOMEHJbUBY OAroBapajyhe apHOCTH, 3aMmemyje MapoM

JETHAKOCTH

Q) pi(x1, -, xn) = ¢(By, ., Bj—1,q(x1, .., Xn), Bjt1),
q(xq, ..., xn) = B;,
r7ie je ¢ QyHKIHMjcKa IpOMEHJbHBA 0roBapajyhe apHOCTH Koja ce He jaBiba y B. %8

Jla xaxemo na ce mporpam A penykyje y jelTHOM KOpaky Ha mporpam A*, 3ammrcahemo
A —; A, la xaxxemo jaa ce mporpam A penykyje (y moryhe Buie Kopaka) Ha mporpam A”,
3anmucahemo A — A*. Penykuumja A Ha A* cactoju ce u3 n = 0 Kopaka peayKIlMje TAaKBHUX Ja
A—o A" = A—o A o, ... —o; A" —, A*. Ako je A* y xaHoHHYKO] popmu, A* 30BeMO

KaHOHU4YKOM ghopmom of A.

CBaku peKyp3MBHHU IPOrpaM MOXKE C€ pelyKoBaTH Ha KaHOHHYKY (opMy Koja je y

oapeheHoM CMHCITY jeAMHCTBEHA. 59 [Tporpam kao mrTo je:
E: po(x,y) = Axo (¢,(x) = 0) onpay,unave ¢,(¢, (v),x)

KOjU HHJe y KaHOHM4KO] (opmu jep caapxu tepme @,(4 (¥),x) u ¢ (x)y obnacrtu

KOH/IMIIMOHAJA, MOXKEMO Yy TPH KOpaKa pelyKOBaTH Ha HeroBy KaHOHUYKY (hopMy:

Es: po(x,y) = Axo (q1(x,y) = 0),0oHaa y, uHade q,(x,y) ;

57 OBae ce noapasymesa Aa KoHAMUMOHaAN Ako A=0 oHda B, uHave C moskemo 3anucatu Kao c(4, B, C) rae ce ¢
nocmatpa Kao GyHKUMjCKM cumbon.

8 BupeTtn [Moschovakis & Paschalis, 2008, def. 7.1.]

% OHa je jeguHCTBEHA 00 Ha penaumjy KOH2pyeHyuje Ha NporpaMmMma Koja je aedpuHuncaHa y [Moschovakis &
Paschalis, 2008, def. 7.2.]
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CIZ(x'y) = ¢2(q3(x,y),x),
:xy) = ¢,0),
. (x,y) = ¢, (x).

ok je pexypsop r(E, M) numensuje 0, numensuja pekypszopa r(E;, M) xojer
ne(UHUIIEMO Ha OCHOBY KaHOHWYKe (popme E5 je 3. To 3Haum na ckyn pemrewma y r(E;, M)
unehe Oouru {1}, Beh obamka D; X D, X D;. 3axBabyjyhu CTPYKTypH CKyIla pelICHa,

pexyp3op r(E3, M) ce 3a pa3nuky oa r(E, M), He cCBou Ha (PYHKIIH]Y KOjy U3padyHaBa.

360r pasiora Koje cMO HaBeJH, y ceIMOM oJesbKy paaa [Moschovakis & Paschalis,
2008, def. 7.5.] MockoBakuc u Ilackanauc u3HOCE MPEIOT [1a aaropuraMm Koju E u3paxkasa
npenctaBuMo pekypsopom 1(E;, M), a He pekyp3opom r(E, M). YommreHo rosopehu,
AJITOPUTaM M3PaXKECH PEKYP3UBHUM MPOTPaMoM A, IpeMa BHXOBOM MPEJJIOTY, MPEICTaB/baMo

pekyp3opom r(cf(A), M), rue je cf (A) xkanonnuka Gopma o1 A, a He pekyp3opom (A, M).

Wneja xoja 6u Tpedasno To Ja ompapa je 3aCHOBaHA Ha MPETHOCTaBLHU Ja PEeIyKIuja
PEKYP3UBHOT IMPOTrpaMa Ha HerOBY KAHOHUYKY (DOpMY HE MEHha CYIITHHCKH HErOBO 3HAYCHC.
Penykmmja camo mpencraBiba mpedopMyrianmjy mporpama kKoja omoryhaBa ma cariemamo
WHTCH3HOHAIHY CTPYKTYpy QJIrOpHTMa KOjU j€ HHMe H3paxeH. [Ipema TOM cxBaramy,
PEKYP3UBHU MPOTPaM M HEroBa KAHOHHUKA (hopMa ce He MMOCMAaTPajy Kao U3pa3u Pa3InduThX

anroputama, Beh kao 1Be opmynainje uCTor aIropuTMa.

VYBohewe kaHoHMUKHNX (popmu omoryhaBa MockoBakucy u [lackanucy na npenusHuje
nepUuHUITY penalnujy CAHOHUMHOCTH peKyp3uBHUX nporpama. [lo3uBajyhu ce Ha KaHOHHUKE
dbopme mporpama, OHU Ty penanuja peaepuuuiny Ha cineaehu naumH. Heka cy Py, P,
pexyp3uBHu nporpamu, a r(cf(P;), M) u r(cf(P,), M) pexyp30opH KOjU TpPEICTaBIbajy
WHTEH3Uj€ BHHUXOBUX KaHOHMYKMX (Qopmu y Hekoj anreOpu M. Ilporpamu P; u P, cy

cunonumnu’y M axo cy r(cf (Py), M) nr(cf (P,), M) nzomopdunu.

VY oHoMme mITO cienu pasMoTpuheMo mpuMepe KOju JTOBOJE Y MUTAE KPUTEPHjyMe
JEIHAKOCTH ajropuTama koje nperaxy MockoBakuc u [lackamuc. Tux mpumepa uma aBe
Bpcre. [IpumMepu npBe Bpcte Tpeba 1a mokaxy na nzomopduzam pekyp3opa oapelhyyje penamujy
€KBHUBAJICHIMj€ KOja je Y M3BECHOM CMHUCIY CYBHIIIE PECTPUKTHMBHA J1a OM TpelcTaBibaia

JjeaHakocT airoputaMa. /[pyrum pedrnma, OHM MOKa3yjy Jla HHTYUTHBHO jeIHAKU aJTOPUTMH
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Hehe Hy»XHO OWTH TIpeICcTaB/beHN U30MOPGHUM pekyp3opuMa. [Ipumepu apyre Bpcre Tpeda
Ja TOKaXy Ja m3oMopduszaM peKyp3opa KOjuMa HHTEPIPETUPaMO KaHOHMYKE (opMme /Ba
Iporpama He rapaHTyje ¥ UHTYUTHUBHY jeIHAKOCT aIrOpuTaMa Koje TH MPOrpaMH U3pakaBajy.
Jakne, moxe ce pehu u ma uzomopduszam pekypsopa oapelyje pernanujy Koja je y HEKUM

Clly4ajeBHMa MPEeMalio peCTPUKTHBHA.

[Ipema MOCKOBaKMCOBOM CXBaTamy, QITOPUTMU Cy ojapeheHH cucrtemMuma
pEeKyp3uBHUX jemHakocTH. HykaH yclioB 3a To Ja ABa cuctema oapelyjy ucru anropuram, je
na y oba Ta cucTema IOCTOju jedHax 6poj pekyp3uBHO neduHucaHux (yHkiuja. Ipyrum
peunMa, peKyp30pu KOjU T€ allTOPUTME MPEICTaBIbajy MOPajy UMATH UCTY TUMEH3H)y. YnuHH

ce, Mel)yTum, 11a je TakaB yCIIOB CYBHUIIIE PECTPUKTHBAH.

[Ipumepa paau, y3MUMO MEPLI-COPT AITOPUTAM KOjH COPTUPA KOHAYHE HU30BE YHUjH CY
YJIAHOBH €JIEMEHTH ToTaHOT ypehema (L, <) (Bunetu oxesbak 3.2.1. oBor pana). Kao mro cmo
pekir, MOCKOBakUC TBPAM Ja je MEpI-COPT alropuTaM HehopMaiHO ojapeleH cHcTeMOM

HapeIHUX jeTHAKOCTH, HA30BUMO I'a Mepy-copm cucmem (MSS):

u, axolul <1

fw = {g (f(hl(u)),f(hz(u))), HMHa4ye

v,aKko |[w| =0
w,ako |v|=0
gw,w) = (vo) * g(tail (v),w ), nHa4e aKo vy < W
(wg) * g(v, tail (W)),m-xaqe.
Kao mTo Bugumo, mss ce cactoju U3 IBe peKyp3uBHe AepuHunmje GyHKIUja SOrt u

merge.

3aMuciIuMO caja Ja MSS MpOLIMPUMO ca jOII jeJHOM jenHakomhy eq”, KojoMm
neuHuIIeMo HeKy QYHKIHM]Y h Ha KOjy ce y poliecy COpTHpama HU3a YOIIITe He TTO3UBAMO.
To mpommupeme MoxkeMo Ha3BaTH MSS+eq ™. [Tpumepa paau, 3amMmucnumo ja je h pyHkuuja Kkoja
IIpoBepaBa Jia J1 HU3 U CAAPKU YJIaH KOjH je CTpOro MamU oJ 6poja kKoju onapehyje 1y uny
uu3a u. 0 Buno 61 Temko pehu fa cMO OBUM TIPOIIMPERHEM MEPI-COPT CHCTEMA T0OKIN HOBH
QITOPHUTaM 3a COPTHPAkE HU30BA, PA3IMYUT OJI MEPU-COPT aJTOPUTMA, jep j€ JeTHAKOCT ca
KOJOM CMO CHCTEM IPOUTUPWIH UperesaHmua 3a camo u3pauyHabame. OHa je hopMaliHO Je0
cucTeMa, iy ce Yy MPOLEAYPU COPTHpama HUTJIE HAa by HE MMO3UBAMO U OHA HE JONPUHOCU

onpehemy ¢GyHKIHMja sort u merge. Mel)ytum, pekyp3opHu KOju MoJaenyjy MSS u mss+eq*

50 Ha Koju HaumnH oBae geduHuwemo h Huje o nocebHOr 3HaYaja.
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Oouhe pa3nmMUUTUX TUMEH3H]ja, U peMa ToMe, Hehe 6utu msomopduu. Hanme, ako je aumeH3nja
peKyp3opa Koju Mojeinyje mss 6poj K, mumMeH3uja pekyp3opa Koju Mojaenyje mss+eq™ Mopa
ourtu O6apem K + 1, jep y beMy uMamMo 0apeM jeJHy HOBY jeTHAKOCT €q” KOjoM Je(UHHIIIEMO

h.

OBaj mpuMep nokasyje 1a uzomopduszam pekyp3opa ozipehyyje penamujy eKBUBaICHIH]e
Ha PEKypP3UBHHUM TpOTpamMHMa Koja je CyBHIIE pecTpukThBHA. M cam MockoBakuc y pany
[Moschovakis, 2001, section 8.2] roBopu o orpaHruemhHMa pelialiija eKBUBAICHIIH]E KOja ce

neduHMIIEe HA OCHOBY M3oMopdu3Ma pekypiopa. On npumehyje:

LdumeHua je, mehyrum, 1a je uzomopduszam pexyp3opa Beoma puHa penamuja
EKBUBAJICHIMj€ HAa AITOPUTMUMA, KOjy HE YyBajy MHOTE TpaHC(OpMaIije Koje
KOPHUCTHMO Yy TIPAKCH Ka/1a TI0jeTHOCTAaBIbYjEMO WIIH ONITUMHU3YjEMO IPOTrpame;
U 1a, 1a Ou Omiia KOpHCHA y MpUMeHaMa, TEOpH]jy peKyp3opa Tpedba odoratutu
TEMEJbUTUM H3YYaBamkheM pejalija EKBUBAJCHIMjE KOje Cy TpyOosbe of

nzomopdusma.

Anm, nako ce moxe pehu n1a je n3omopduszam pekyp3opa penairja eKBUBJICHIH]E KOja
je y U3BECHOM CMHCIY CyBHUIIIE PECTPUKTUBHA, Takohe ce MOXKe TBPIUTH H Jla U30MOpQH3aM
peKyp3opa Jaje KpUTepUjyMe jeIHAKOCTH KOJU 3aHeMapyjy Heke OWUTHE WHTEH3MOHAIIHE
pasnuke m3mehy anropurama. To mokasyje Hapennu mpumep. Heka A; Oyne pexyp3uBHH

nporpam cieneher oonuka:

Po(x) = Axo p1(x) = 0, onoa p,(x), unaue ps (x),

I'ne

p1(x) = By
p2 (x) = B,

p3 (x) = Bs,
pk (x) = By,

I'ne cy B3, B,, pa3nuunuTi eKCIUIMLUTHU TEPMH je3UKa PEKYP3UBHUX IMporpama, y Kojuma ce

MIPOMEHJBbUBE P, OJHOCHO P3 MOTY ajJiil HE MOPajy jaBJbaTH.

Ca npyre ctpane, Heka A, Oyjae mporpaM o0JIMKa!
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Po(x) = Axo p1(x) = 0, onoa p3 (x), unaue p,(x),

p1(x) = By,
p2 (x) = By,
p3 (x) = B31
pK (x) = BK1

Hakne, ob0a pekyp3uBHa mporpama, A; U A, umajy wucta Opoj (QyHKIHjCKUX
MMPOMEHJBPMBHX KOj€ y lbUMa Je(hUHHIIIEMO U CacTOj€ C€ U3 UCTOT CKYIIa jeTHAKOCTH KOjUMa Cy
neuHUCaHe pq,..,Pg. lIpeTrnocTaBUMO, jeAHOCTABHOCTH paad, Ja mporpame A; U A,
MHTEPIPETHPAMO Yy HEKOj 01 CTaHIapIHuX anredapckux ctpykrypa Ha N. [IpernocraBumo jorr
U JIa jeqHaKOCTH P, (x) = B, v p3 (x) = Bs, 3ajeIHO ca OCTaIMM jeJHaKOCTUMA Y A OJTHOCHO

A,, onpel)yjy eKCTEH3MOHAIHO jeTHAKEe PEKyp3UBHE QPYHKIIH]C.

ITpema TOj IPETIIOCTABIHM, PE3YIITATH U3padyHaBama p, (x) U p3 (X) Cy yBEK jeHaKH.
Mebhyrum, npouenype kKojuMa Ux M3padyHaBamo Mory OutH pasnuuute. Kao mro cmo Beh
Harjacuir, MOCKOBaKHC cMaTpa Jia ce Mmpoleypa 3a u3pauyHaBame Heke (PyHKIMje cacToju
y Ha4WHYy Ha KOjU CE OHAa PEKYp3WBHO aeduHHUIIE. Y CKIaay ca TUME, ako p, (x) =B, u
p3 (x) = B; mpejcTaBibajy pa3inuuTe peKyp3uBHE AeDHHUIIN]E, OHIA CE MOTY Pa3IMKOBATH
U mporeaype moMohy Kojux uspadyHaBamo p, (x) M ps (x). Amm, ako p, (x) up; (x)
M3padyHaBaMo ITyTeM JIpyTadmjux Mpolenypa, OHJa mporpaMu A, U A, n3paxaBajy pa3induTe
anroputMe. Hanme, anropuram n3pakeH rnporpamom A, mpejcraBiba Hapea0y obmuka: Ako je
oopehenu ycios uchymwe, uspauynaj p,(x) (npema 3aoamoj npoyedypu P1), unaue uspauynaj
p3(x) (npema 3a0amoj npoyedypu P2). Ca npyre crpaHe, aqroputaM KOju je H3pakeH
nporpamom A, mpencTaBiba HapeAlOy o0iuKa: Axo je oopelieHu yCcio8 ucnyreH, uspadyHaj
p3(x) (npema ynanpeo szaoamoj npoyeoypu P2), unaue uspauynaj p,(x) (npema ynanpeo
3a0amoj npoyedypu P1l). UHTyWTHBHO, Ta [Ba ajJropuT™Ma MPEACTaB/bajy JBE Pa3IUUNUTE

Hapez0e, 1Be pa3IuyuTe MpoLeaype U3pauyHaBamba.

MehyTtum, pexkyp3opu KojuMma IpeAcTaB/baMO HHTEH3Hje nporpama A; U A, cy
m3omopbHu. Pexyp3op koju npeacTaBiba A; U peKyp30p KOju MpeAcTaBba A,, HA30BUMO UX

a v 3, he umatn ucrty numensujy K. Takobe, muxosu ckynoeu peuiewa Dy, Dp he Gutn
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m3oMopbHH, mTa Bume, 6uhe jennaku. %! Tlomro je m3omMopdusam m3Mel)y cKymoa penrema

£ GyHKIM]ja UASHTUTETA, YCIOBH 3a H3oMopdu3am pekypsopa «, 5, he rimacutu:
1z, (x,d) = 3(x,d)
2.0 (x,d) = B, (x,d).

Haxie, jemnakoctd 1. m 2. CBOJIE C€ Ha EKCTCH3MOHAJHE jEAHAKOCTH Ipella3HUX
npeciiuKaBama U riaBa pexkypi3opa. [IpBa on jemnakoctu he na Baxu jep a, f umajy jeaHaka
tena. Jlpyra o jennakoctu he takohe ma Baxu jep cy QpyHKumoHamu oy:X X Dy —» W n
By X X Dg > W eKcTeH3HOHANHO jeaHaka npecnukasama. 3ato wrto Dy = Dg oun cy

Ne(UHUCAHK HA UCTOM JIOMEHY U KojoMeHy. dyHkimoHan o (X, py, ..., Px) oapehyjemo Ha

cnenchu HaYMH:

pZ (.X'), aKo pl (.X') = 0!
p3(x), WHaue,

Q (x, b1, -, pK) = {
a ynkmuonan Ly (x,pq, .., Px) oapehyjemo kao:

_ (ps(x),axop;(0) = 0,
Bo(x, 01, -, PK) = {Pz(x)r HHaye.

Hako cy QpyHKunoHam oy 1 5, pasinuuTo AeGuHnucany, jacHo je a he uctum aprymMmeHTuma

NPUIMCHBATH UCTE BPEAHOCTH, OAHOCHO 1a  oy(X, 1, ..., Px) = Bo(x,p1, ..., Px) 3a CBAKO
(x,p1, -, Px). To 3HAuM na je W APYTH O JABa TOpe MOMEHYTa yCioBa 3a M30MOp(hu3aM
3a0BoJbeH. [lakie, pekyp3opu a,f jecy uzomMop(hHH, HMAKO alroput™Mu kKoje A u A,
U3pakaBajy NpeCcTaBbajy pasInuuTe NpoLeIype U3pauyHaBama.

Y OBOM Op€JbKy HaBelM CMO MpHUMEp TIe jelHaKe ajJrOpuTMeE TIPEeACTaBbaMO
peKyp30puMa KOju HUCY U30MOp(HU, U IPUMEP KOjH TIOKa3yje 1a U30MOPPHU PEKYP30PU YBEK
HE MoJielyjy UCTH anroputaMm. Tu mpumepu mMmokasyjy Jga uzoMopduszam pekyp3opa, Uako
3Ha4ajaH 3a U3y4aBame alropuTaMa U BHUXOBUX CBOjCTABa, UMAK HE MPEACTaB/ba ONTUMAIHY

(dopmanu3zaiyjy nojMa jeIHakoOCTH aJIropuTama.

5MpuceTmmo ce aa objekTe U3 CKyna pellera CXBaTamMo eKCTeH3MoHanHo. DyHKLMje Koje 3a40B80/baBajy
nedvHnumje p,(x) 1 ps(x), he 6BUTK eKcTeH3NOHANHO jeaHaku 06jekTn u ckynosn D, D; Kojuma Te dyHKumje
npunagajy he takohe 61TH jegHaku.
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3. 3. 3ak/pyuak

VY oBOM TOrnaBiby OaBHIM CMO c€ MOCKOBaKMCOBHM olpelhemeM MmojMa aaropurMa.
Kao mro cmo pexin, To oapeheme 3acHIBa ce Ha UJICjU J1a alITOPUTME JEPUHUIITY CHCTEMHMU
PEKYpP3UBHUX jEIHAKOCTH. IbHXOBY MaTreMaTHUKy CTPYKTYpPY IPEICTaBibaj)y pPEKYyp30pH,
00jeKTH KOjU Ce cacToje W3 TMpecihKaBama BHUIIEr pena. [lojam pekyp3opa jemaH je on
HajBOXHUJUX TOjMOBa MOCKOBAKHCOBE aHAIM3E M HEMY CMO MOCEOHO MOCBETHIIN MAXIbY.
[Tokyrranu cMo Ja MOKaKeMO KaKo CXBaTamke allTOpUTamMa Kao peKyp30pa yorliiTaBa uiejy ia

Jj€ HauWH U3padyyHaBama HEeKe (PYHKIM]e OMUCaH HleHOM PEKYpP3UBHOM JC(PUHUIIH]OM.

JenmHno o rmaBHUX MUTama Koje MOCKOBAaKHUC MocTaBiba je Kada cy 0s8a ancopumma
jeonaxa? llomrTo cy aNroOpuTMH TIPEACTaBBEHH PEKyp30pHMa, MUTAkE jeIHAKOCTH
anropuTaMa CBOAM ce Ha IpoOiieM m3oMopdu3Ma oaroBapajyhux pexypsopa. ¥ mperxoxHom
0JIeJbKY U3HEIIN CMO HEKe apryMeHTE KOjU yKa3yjy Ha C1a00CTH TUX KPUTEPH]jyMa jeJHAKOCTH.
ApryMeHTH KOjeé CMO W3HEeNHW, MehyThMm, He IMOoKa3yjy na u3oMopduszaM peKyp3opa He
NeUHUIIE pellallijy eKBUBAJICHITUje KOja Moke pehn HemTo BaxHO 0 oJHOCHMa u3Mehy aBa
anroputMa. OHU caMo IOKa3yjy Jia Taj OJJHOC HUj€ OHO LITO MoApa3yMeBaMo o jeoHakouhy

UHMeEH3Uja.

Y HapeHOM TOIJIaBJbY HACTABIHAMO JIa TPAraMo 3a pesialijoM eKBUBAJICHIIH]C KOja Ou
Morja Jia ONHUCyje jeHAKOCT ajlropuTamMa Ha OOJbM HAa4MH HEro M3oMopdus3aM pekyp3opa.
CrnenuhemMo MHTYMLIM]y Ja airopuram Tpeba mocMaTpaTH Kao MHTEH3MOHAJIHHM €KBHUBAJECHT
U3padyHJbUBE (YHKIMje — Kao MPaBWIO WM MPOLEAYPY HEHOI H3pauyHaBama. AJH,
onpeheme anroputrama kojeM hemo ce y HapeaHOM MorjiaBjby 6aBuTH Hehe OUTH yTemMesbeHo,

Kao MOCKOBaKkHMCOBO, HAa CHUCTEMUMa peKyp3uBHUX AepuHulMja Beh Ha YepuoBom nambaa

pauyHy.
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IMorias/be 4

JIAMBJIA PAUYH

4.1. YBox

JlamOna pauyH (A-pauyH) ce Kao JIOTHYKM CHCTeM NpBU nyT nojaBibyje y [Church,
1932] u meroB HactaHak OHO je MOTHBHMCAH OCHOBamMa MaTemaruke. Pana UYepuosa
HCTpakMBarma J1e0 Cy mporpama koju je 3amoueco pagom Illledunkena [Schofinkel, 1924]. ¥
TOM Tporpamy mojam (yHKIMje BHUIIET pena Tpeba Ja MPeICcTaBlba yTEMEJbEHhEe BAKHHUX
M0jMOBA JIOTHKE, Kao IITO je TO mojaM ciobonHe nmpoMeHspuBe. Ha mojMy dyHKImje Bumer
pena Yepd 3acHMBA CBOj JIOTHUKM CHUCTEM Oe3 TUIOBA, JaM0Ona payyH. UepyoB moayxsar,
MmehyTuM, HHje ce moKa3ao Kao ycleman 1 yOp30 HaKOH 00jaBJbUBamba, y JJOTHYKOM CHCTEMY
u3 [Church, 1932] nponahene cy mporuBpeunoctd. To je M0BeIO 0 PeBH3HUje CUCTEMA Y
[Church, 1933], koja ra HaxkanocT HHUje cnacia oja mapajaokca, Buaeru [Kleene & Rosser,
1935].%2

JlamOa pauyH Kao JIOTMYKH CHCTEM PAa3jIMKyje ce OX uucmoe iamboa pauyna (€Hr.
pure lambda calculus) yayrap xojer ce moxe (opmanu3oBaTH mojamM (GYHKIHjE U KOJU
MpeACTaBJba HErOBY BAHJIOTUYKY OCHOBY. Y HacTaBKy hemo ce 6aBuUTH camo Jpyrum, rma hemo
y CKJIaAy ca TUME, OJ peyjy 1amboa pauyx OAPAa3yMEBAaTH YUCT 1aMb/1a pauyH 0e3 TUIIOBa
YKOJIMKO Jipyradnje H1je Ha3HaueHOo.

3a pa3nuKy O]l JIOTHYKOT CUCTEMA KOjU je Ha HheMy 3aCHOBAH, YHCT J1aM0/1a padyH je
KOH3MCTEHTaH y cMHcCIy Koju he kacHuje Outu npenusupad. IIpaBu 3Haua] U MpUMEHY OH
3a7100Mja Kpo3 pa3Boj TeOpHje U3pauyHJbUBOCTHU. JelaH 0f] KJbyYHHX MOMEHATa Y TOM pa3Bojy
npencrasiba pan [Church, 1936b] y kojem Uepu naje ¢popmainHy aHanu3y nojma eheKTHBHO
n3padyHpuBe QYHKIMj€ U U3HOCH Te3y, Koja he KacHU]je mocTaTu no3Hara kao Yepuosa mesa,
na je GpyHkuja eheKTHBHO U3paYyHIBbHBA aKO U CAMO aKo je A-degunaburna (A-definable). la
je ¢ynkuuja A-nedpunabunHa 3Ha4uM, rpydO pedyeHo, Aa ce OHAa MOXe Ha ojpeleHH HauMH
NPEJCTaBUTH Yy JlamOaa pauyHy. Kimnu je nokaszao na cy A-neguHaOuiiHe OHE U TaYHO OHE
byHknuje xKoje cy aedhuHabmiHe y cucremy pekyp3uBuux ¢ynknuja [Kleene, 1936], nox je

Tjypunr nokaszao aa cy A-nepunadbunHe QyHKIMje OHE U TaYHO OHE KOje Cy M3payyHJbUBE

62 Yepu je HeWTo KacHMje ycneo aa npoHahe KOH3UCTEHTHY peBusmnjy cuctema, Koju ce mehyTum nokasao Kao
cysuLe cnab, WTO je BOAMNO OKpeTakby Ka TEOPUjM TUMOBA Y KAaCHUjUM PagoBMMa.
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nomohy TjypunroBe mamuue [Turing, 1936, Turing, 1937]. Tu pesynratu cBemode O
u3paxajHoj Mohu 1amba padyHa, ¥ YOIIIITE, O F(beTOBOM 3HAYajy 3a JIOTHKY U aHAIH3Y MojMa
e(eKTHUBHO M3padyHIbHBE QYHKIIH]E.

Kopucrehnu ce nambna pauynom Yepd je npBu a0 HEraTHBaH OATOBOp Ha XMIOEPTOB
Entscheidungsproblem, onnocHo Ha nuTame oATyd4HBOCTH JIoruke mmpBor peaa [Church, 1936a;
Church, 1936b]. INpakTuunu 3Havaj namOaa pauyHa, MehyTum, mOCTao je OuuriIenaH TeK
KacHHje, KpO3 Pa3BOj padyHapCcTBa U OOJIACTH MPOTPAMCKHX je3MKa U HUXOBE CEMaHTHKE,
Bugeru [Cardone & Hindley, 2006, section 6]. bpojue kapakTeprCTHKE IPOrPAMCKHX je3UKa
MHCIIUPUCAHE Cy BUME, JIOK Cy TOjeIMHH je3HlU Ha HBeMy AMPEKTHO 3acHOBaHH. Takole,
3Hauaj JJaMO/a pauyHa y 00JacTH MPOTrpaMCKUX je3rKa OrJie[ia Ce U 'y TOME IITO Cy MpodIeMu
IErOBE MHTEpIIPETalje HE CaMO MOTHUBHCAIM HEKa OJ KJbYYHHX IHTama y BE3W ca
CEeMaHTHKOM mporpama, Beh cy yTuiianu u Ha lUXO0Ba perietba [Barendregt, 1984, p. 5].

Osgne ce HeheMo 0aBUTH NPaKTHYHUM TTOCIIEIUI[aMa U IPUMEHOM Jlam01a pauyHa, Beh
uicjamMa Ha KojuMma je OH wu3rpaleH, HEroBUM JIOTHYKHM 3HadajeM ©u  (HOpMaTHUM
Kapakrepuctukama. I[Ipe cBera, mambna padyH je CHCTEM Yy KOjeM MOXXeMO JedHuHHCATH
U3padyHJbUBe (PYHKIM]jE U TOKa3UBATH jeonaxkocmu n3Mel)y mux. tberoBa npeqHoct y ogHocy
Ha ocTtane (Qopmanuzanuje mnojMa ePEeKTUBHE H3PAYYHJBUBOCTH Kao IITO j€ CHUCTEM
peKyp3uBHUX (DYHKIIM]jA, CACTOjU CE Y TOME IITO ce jeAHaKoCT PyHKIM]ja y TaMO1a padyHy He
CBOJIM Ha JeJTHAKOCT eKCTeH3HOHATHO cxBaheHnX o0jekara. OHa je 3aMHUIILJBEHA Ka0 jeTHAKOCT
npolenypa Kojuma ce Te GpyHkIuje uzpauyHanajy. To je moryhe 3axBasbyjyhu UnmeHULIN J1a
ce y 1am0za pauyHy (pyHKIMja HE cXBaTa Kao CKyll ypeheHux mapoBa, Beh kao npasuio xoje
MOBE3yje apryMeHT (pyHKIMje ca HEeHOM BpeaHolhy 3a Taj aprymeHrt. 300r Tora, jJam0na
padyHa HHje caMmoO 3HayajaH 3a U3y4aBame€ U3pauyHJ/bUBUX (DYHKIM]ja KA0 €KCTEH3MOHAIHO
cxpaheHux o0jexata, Beh U 3a pasymeBame npoyedypa TyTeM KOJUX Te (YyHKLHUje
U3pavyyHaBaMo, OJHOCHO aJIrOpUTaMa.

VY octatky OBOT IMoTjaBjba MoKa3zaheMo Kako MOXKEMO OJPEIUTH T0jaM aJropuTMa y
nam0/1a pauyHy U AepUHHCATH IPEeLM3HE KPUTEPHjyME J€THAKOCTH 3a aJlTOPUTME. Y JpYroM
MIOTJIaBJbY BUJIENIM CMO KaKo ce y JlaM0J1a pauyHy ca TUIIOBUMA MOXe MPEJCTABUTH jeTHAKOCT
JeTyKIIMja Koja je 3acHOBaHa Ha HopManu3auuju. Cazna hemo BUIETH J1a HOpMalu3alyja H1je
HEILTO HITO j€ KapaKTepUCTUYHO UCKJbYUUBO 3a JelyKiuje Beh ce Takolhe MoyKe rOBOPUTH U O
HOpMaJIHM3alyju MpolieIypa U3padyHaBama, Kao U 0 jJeIHaKOCTUMa alropuraMa Koje cy Ha 10j
3acHoBaHe. llltaBume, Buaehemo na je HopMmanM3alyja ajaropuraMa HCTE€ BpCTE€ Kao U
HOopManu3aiyja neaykuuja. @opManHu cuCTeM KOju HaMm cBe To oMoryhasa je am6/a pauyH

0e3 THIoBa KOjeM heMo mocBeTHTH OCTaTaK OBOT IIOIJIaBJba.
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4.2. ®yHKIHja KA0 TPABUIO

Kao mTo cmo Beh Hamomenynu, y namM0aa padyHy mnojam ¢yHKIMje HUje cxBaheH y
ETOBOj excmensuju, Beh ce 6aBUMO IPBEHCTBEHO HEroBoM unmensujom. Y ysoxy u3 [Church,

1941] Yepu kaxe:

,,DYHKIMja je npasuio nosesusarba Ha OCHOBY KOjer M3 OWMJIO yera IITO je JaTo (Kao
apryMeHT) MOXEMO JOOUTH HEIITO Ipyro (IITO MPeJCcTaB/ba BPEAHOCT T¢ PYHKIH]jE 32

Taj apryMeHT).

Jpyrum peunMa, GyHKIHjy HE IMOCMaTrpaMo Kao ckyn ypehenmx mapoBa, Beh kao
MIPABWJIO WJIHM TIPOIIEAYPY KOja HAC BOJIU OJI apryMeHTa (hYHKIMje Ka FeHOj BPSIHOCTH 3a Taj
aprymenT. TakaB mojam ¢yHKIMje 3acHOBaH je Ha nBe omepanuje. [IpBa je namboa
ancmpaxyuja, a apyra onepanyja npumere. JlamOna amcTpakifjy MOXEMO Pa3yMETH Kao
mporec myteM Kora aeuaumeMo ¢yaknuje. O0jacCHUMO TO Ha IPUMEPY.

Tepmu cy moruuky U3pasu KOjuMa HUMEHYjeMO Wi 03HadaBamo oOjexre. Ha mpumep,
TepM Kao mTo je 5 + 4 o3mauaBa Opoj 9. M3pa3 5 + x Koju MOXKEMO MMOCMATpaTH Kao
yormTeme o1 5 + 4, Takole mpecTaBba TepM, aJlH 3a pa3iuky oq 5 + 4, tepm 5 + x cam
1o cebu He o3Ha4yaBa Opoj 9 HUTH HEKH KOHKpeTaH Opoj, Beh To YMHU TeK KaJla IPOMEHIbUBO]
x mpunutiemo oapeheny Bpeanoct. [lakie, ako x o3HadaBa 06poj 4, Tepm 5 + x he o3HauaBatu
0poj 9, ako x o3HauaBa 6poj 5, Tepm 5 + x he o3nauaBatu 6poj 10. Mneja mambaa ancTpakimmje
j€ la TepMe Kao mTo je 5 + X MOKeMO KOPUCTHTH Jia Te)UHUTIIEMO, OJTHOCHO 3aIHIIIEMO HEKe
¢yHK1M]je Ha MpUpoaAHUM OpojeBuMa. [Ipumepa paau, npuMernyjyhu 1am6aa ancTpakiyjy Ha
TepM 5 + x mobujamo m3pa3 Ax. (5 + x) y KojeM npoMeHJbHMBA X HUje BUIle cioboaHa, Beh
je Be3ana nmomohy “Ax”. OHo mTo cMmo 3anucanu kao Ax. (5 + x) Tpeba na npencraBba jeaAHy
byHKIMjy Koja cBakoM Opojy n mpuapyxkyje 0poj 5 + n. OBy dyHKumjy yoOmuajeHO
3anucyjemMo kao f(x) =5+ x. Jlakie, momohy omeparije amba ancTpakiuje MOKEMO
arcTpaxoBaT (GYHKIH]Y U3 JaTOT TePMa Ha CIIMYaH HaYWH Ha KOjU y HAMBHO] TEOPHjH CKYIIOBa
arncTpaxyjeMo CKYyI U3 JaToT CBOjCTBA.

OyHKIMje HEe KapaKTepHIlIe caMo TO IITO MX MOKeMoO JeduHucaTH Beh U To MITO ce
npumerbyjy Ha aprymenTte. Tako je Apyra omepaiirja Ha K0joj je 3aCHOBaH mojaMm (QyHKIHje y
namOna pauyHy ¢pyuxkyuonarna npumena. llpumeny Ax.(5 + x) Ha t 3amucyjeMo Kao
(Ax.(5 + x))t. YV nambna pauyHy omepanuja NpUMEHE C€ yBEK pa3yMe Kao IpuUMeHa

(dbyHKIIMje HA jeoaH apryMeHT, ma cBe (yHKIHje uMajy oOnuK yraprux (yHkumja. OBO je
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moryhe 3axBaspyjyhu unmenuiu kojy je mpumerno Illedunken y [Schofinkel, 1924, section
2], a mpe mera kopuctro u Opere [Frege, 1893, Vol. 1., chapter 14], na ce n-apue ¢pyukuuje
Mory neduHrcaTH KopucTehn ce HCKIbydrnBO YHAPHUM (YHKITHjama.

[Tpumepa paau, y3MUMO oIiepaliyjy cabuparmba IpUPOIUHUX OpojeBa, Buaetu [Curry &
Feys, 1958, section B.2.]. ® Heka h(x,y) = x + y. Xenumo na 3ammenmo h(x, y) kopucrehu
Ce MCKJbyUYHMBO yHapHUM (yHKIUjama. [IpBo meduHumemo yHapHy (YHKIH]y KOja CBaKH
npupoaan O6poj cabupa ca 6pojem x. Hazoumo Ty dyakiujy + x. Y nambna HoTanuju, + x
O6ucmo morim 3amucatu kao Ay.(x + y). Ha ocHoBy + X, Moxemo aeduHUCATH yHApHY
GyHKIM]jy Buler peaa Ha3oBUMO je f 1, Koja cBakoM Opojy x mpuapyxyje Gynkuujy + x. Y
namOna HoTauuju, f+ Mokemo 3amucaru kao AxAy. (x + y). Huje Temko younTu na Hama

dyukimja (f+(x)) npuMereHa Ha Y, ITO MOKEMO 3aIIMCATH U Kao

((Ax. 2y.(x + y)x)y

Jaje UCTU pe3yiaTar kao u h(x,y). Haume,

(AxAy. (x + y)x0)y =T (x))y = (+x)y =x + y = h(x,y).

JemqHOCTaBHO je BHJAETH KaKO c€ OBa MpOIEeaAypa MOXKE YONIITHTH Ha (QyHKIOHje ca N
aprymenara. %

Kao mTo cmo Beh wcraknm y apyroM IoriaBiby, yjora TUIOBA je€ Ja OTrpaHUue
CMMCJIEHOCT NpUMeHe. Y nam0Jia pauyHy ca TUIIOBUMa Hehe cBaka MpUMeHa OMTH CMHCIICHA,
TEPM j€ CMUCIJIEHO IPUMEHHUTH CaMO Ha TEPM KOJH CE ca IlbUMeE Cllaxke no muny. Y popMynanuju
naM0pa padyHa 0e3 TUIIOBA, TEPMU C€ IPUMEY]Y Ha Apyre TepMme 0e3 orpaHudema, a U Ha
came cebe. [Ipema YUepuoBoM MHUIIUBEHY, TO je JONMYIITEHO 3aXBajbyjyhu unmeHHUIU J1a je Yy

namOaa padyHy (yHKIMja OpuUMapHO ojpeheHa mpaBWIIOM, JOK Cy JOMEH M KOJOMEH

GyHKIIH]je HEUITO MITO ce HakHaaHO oapelyje. 1a Tako, y yBoay u3 [Church, 1941] Yepu kasxe:

“Hamme, HHje UCKJbYUCHO JIa jeJlaH OJ1 WIAHOBA OTicera aprymenara GpyHkmnmje f Moxe
outn cama ¢pyHkimja f. Ta MoryhHOCT je yecTo Onia mopuIlaHa, v 3aucTa, ako QyHKIIH]Y
neUHUIIEMO Kao TMOBE3WBaWkE JBa YHANpeJ 3ajara oOIcera BPEIHOCTH, pPas3jior

nopuiiama je jacan. OBae, Mel)yTum, cmMaTpamo Oorneparyjy wid NpaBuiIo IMOBE3UBamba,

53 06uuHo ce cabuparbe aABa npupoaHa 6poja x, y 3anucyje Kao X + Y, ann MOXKeMo ra 3anucati u kao +(x,y)
3 UCTaKHeMO Aa je cabuparbe GUHapHa onepalmja Koja napoBe NpupoaHuxX bpojeBa cimKa y 6poj Koju HacTaje
Kao pe3ynTaT kbMX0BOr 36pajatba.

64 Ta npoueaypa No3HaTKja je y padyHapcTBy Kao currying, no Xackeny Kapwjy (Haskell Curry) koju je kopuctno
y CBOM paZy Ha KOMBWMHATOPHOj Nornum, nako je Kapu 3a To eKcnanmuuTHo npunucao sacnyry LeduHkeny,
sBuaetu [Curry, 1930, p. 512].

109



KOje KOHCTHTYHIIE PYHKIIH]Y, Kao TIPBO JIaTe, a OTICET apryMeHarTa je oHaa oapeheH kao

HEIITO IIITO CE CACTOjU U3 CTBAPH HA KOje j€ ornepalja mpuMeHIbUBa. .

Jla QyHKIMja MOXe y TOTHYHOCTH WM TPBOOWTHO OWTH ojapeheHa mpaBuiiom
MIOBE3MBAma, a HE YHANPE 33aTUM JJOMEHOM M KOJJOMEHOM I0Ka3yje QyHKIMja HICHTUTETA.
Haume, pyHkiuja uaenturera je oHa (yHKIHja KOja CBaKM apryMEHT CIIMKa y caMmor cede u
OBO IIPABUJIO MOKE C€ Pa3yMETH M MPUMEHHUTH HE3aBUCHO OJ1 TOTa Ha KOjU CKyIl oOjekara ce
npuMemyje. 30or Tora, Yepd cmaTpa /1a je onpaBaaHo MPETIOCTaBUTH Ja ce Mel)y o0jekTruma
y TOM CKYILy MOTY HaJa3uTd U JApyre QyHKIHje, Kao U 1a ce (QyHKIMja MIESHTUTETa MOXKE
NPUMEHUTH cama Ha cebe.

Kao mro cmo Beh pekin, mpuMeHa U arncTpakiidja IpecTaBibajy 18e (yHIaMEHTATHE
orepalje Ha KojuMa ce 3acHUBa mojaM (yHKIUje y T1aMO/aa pauyyHy. JeqHaKOCTH A-padyHa,
3BaHe Oera (B) m era (M) jeaHaKOCTHMa rOBOpE O OAHOCY HM3Mel)y mpumene u jambaa
arncrpakiuje. IlpBa on mHX, OeTa jeAHAKOCT, KaXXe HaM KakKO Ja U3PAUYYHAMO PE3yTar
npuMeHe (yHKIIMje HacTaje JlaMO/1a arncTpakiyijoM Ha apryMeHT. AKO Cy t ¥ a TepMU je3HKa
JaM01a pauyHa, OJHOCHO amboa mepmu, ipema 6eta jemHakoctu Baxku (Ax.t)a = tX, rueje
tX TepM KOju 106HjaMo cyncTUTyIHjoM X ca a y t. [Ipumepa pamu, (Ax. (5 + x))4 =5+ 4
u(Ax.(5 + x))x =5 + x npencrasibajy uHcTaHue GeTa jennakoctu. Ca Apyre cTpaHe, eTa
JeIHAKOCT HaM Kake Ja je (pyHKIMja Koja je HacTaja ancTpakIMjoM MO MPUMEHU a Ha X,
OJHOCHO (yHKIM]ja Ax.ax jenHaka QYHKIUJU a, O] MPETIIOCTaBKOM Jia JlaMbJia TepM a He
caJip’Ku cl1000JHY IPOMEHJBUBY X.

OcuMm era u OeTa jeAHAKOCTH, O KojuMma heMo KacHHje BHUIIIE TOBOPHUTH, y JamOaa
paduyHy Baxk€ M jeJHAKOCTH u3Mely Tepama KOju ce Pas3/IMKYjy JEIMHO IO NMPEUMEHOBABY
BE3aHUX MPOMEHJbUBUX. Te€ jeMHaKOCTH ce Ha3MBajy ajida (o) jeqHakocTHMA.

ITojam ¢ysHkumje y namb1a padyHy je 3aCHOBaH Jlakje Ha JBeMa omepalijama u Ha
JeHaKoCcTHMa Koje 3a BbHuX Be3dyjemo. DyHKIMja je oapehena mpe cBera Kao HEMITO MITO CE
MOJKe IE(UHHUCATH allCTPAKIIHjOM M Kao HEIITO IITO C€ MOXKE MPUMEHUTH Ha apryMeHTe, TaKO
Ja cy ucrnomToBane oapehene jeanakoctu. Tume je 3a pa3nuKy o KIaCUUHE WU YHYmpauiibe
KapakTepu3aluje mojMa (QyHkIMje Koja ce 3aCHUBA Ha CKyNy ypeheHHX maposa, jara jenHa
cno/bauiiba KapakTepusalija TOT TojMa, Koja je yTeMeJbeHa Ha CXBaTamy (PYHKIHje Kao
nmpaBujia. YHyTpallkha KapakTepusamuja mojMa (QyHKIMje ycpeacpeheHa je Ha TO ITa CBe
jenHa QyHKIM]ja capku, Koje pesynrare naje. Hacympot Tome, crosbaiima KapakTepu3aimja

ycpencpeleHa je mpBEeHCTBEHO Ha TO Kako ce (PyHKIIMja Ipay U KaKo Ce n3padyHaBa.
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Nneja o pauyny koju Tpebda na popmanusyje nojam GyHkimje ajyhu My crospaimsmy a
HE YHYTpallkby KapakTepusalujy, He jaBjba ce mpBu myT kox Yepua, Beh xon Lllepunkena
[Schofinkel, 1924]. Ille¢unkenoBa HacTojama y JOTHIU OHIa Cy peAyKIMOHUCTHYKA. [TuTame
KOJUM c€ OH 0aBHO OWJIO je Kako CMamUTH Opoj MPUMUTHUBHHUX II0JMOBa Y JIOTHUIIH, H
KOHKPETHO, €TMMHHHUCATH YHNOoTpeOy Be3aHux npomeHsbrBHX. llleduHkenoBo pememe Tor
npobiiemMa 3acHUBa ce Ha yBohewy ¢ghyukyujckoe pauyna (Hem. Funktionenkalkil). ¥V osom
padyHy je LeHTpalaH 1nojam (yHKIHje U onepalyrja npuMeHe (GpyHKIHje Ha apryMeHT y3uma
ce kao mpumutuBHA. [lojam mpumene ce 3acHuBa Ha llledmHkenoBoM yBHIy /1a ce CBe
byukuuje Mmory npukasatu kao yHapue [Schofinkel, 1924, section 2] u na pyskimje mory outu
apryMeHTH OJHOCHO BPEIHOCTH Apyrux dyHkiuja. Jlakie, 3a pa3nuky of gamba padyHa y
KOjeM MMaMo Kao MPUMHUTHBHE JIBE Omepallyje, IpuMeHy U arncrpakuujy, y llepunkenoBom
paduyHy oj omepanyja Ha (yHKIMjaMa MPUMHTHBHA j€ jJeJUHO MPHUMEHA, JIOK Ce Be3aHe
IIPOMEHJbUBE YOIILTE HE jaBJbajy. Y Jam0/a pauyHy He MPeTIIOCTaB/baMO HUjeHY DYyHKIH]Y
Kao yHampeq naty, Beh umamo omeparyjy rpaleba HOBUX (QYHKIIHja IPEICTaBbEeHY Jamba
ancrpakiujom. Ca apyre crpane, y lllepuHkenoBoM padyHy MOJIa3UMO OJ CKyHa IeT
NPUMHUTUBHUX (YHKIMja — KOje JaHac Ha3MBaMO OCHOBHUM KOMOUHAMOpUMA, W3 KOJUX
npuMeHOM rpagumo octaie. [lleduHken je OTKpHo aa ce Taj CKYIl MOXE CBECTH Ha CKYII O]l
caMmo JBa KOMOWHAropa, 3BaHux S u K, momMohy KOjux NMPUMEHOM MOXeMO jeduHucaTu
npeocrane [Schofinkel, 1924, section 4]. %

[llepunkenoBa oTkpuha mpeaAcCTaBIbajy 3a4€TaK meopuje KOMOUHamopa M Ha HUX Ce
HamoBe3yje paa Xackena Kapuja (Haskell Curry). Kapu, kome ayryjemo Ha3uB kombunamopu,
je mpBobutHO He 3Hajyhu 3a IllepunkenoB pan u3z 1924. HezaBHCHO Jomiao a0 OTKpuha
koMOmuHaTopa 6aBehu ce dopManu3anujoM MojMa CymcTUTYIHje. Y CBOjOj JOKTOPCKO] T€3U
[Curry, 1930] on wu3maxe ¢opmaaHH CHCTEM KOMOWHATOpa 3a KOjU J0Ka3zyje pe3ysiraT
Kombunamopcke nomnynocmu. Moxemo pehu ma ce TUM pesynratoM paha wucma
kombunamopua noeuxa. % (Uucra) koMOuHATOpHAa NOTMKa je y oapeheHOM cMmuCTy
eKBUBANlEHTHA TaMb/1a pauyny. °’ MelyTum, usmel)y mBHX HOCTOje U 3HAYajHE PasiIHKe.

O Be3u u3mel)y nam6na paduyHa M HCKa3HE JIOTMKE OWJIO je BUIIE pedd Yy APYrom
onesbky. Ty cmo Buaenu na jgamOma arncTpakiuja KOAWpa TMPaBUIO YyBOhHema BE3HHKA

UMIUIMKaIHje a QyHKIMjCKa IPUMEHA MOlyC MOHEeHE. [I0K y MPUpOJIHOj NeAYKIHjH ©UMaMo 00a

55 [10 Ha eKCTeH3MOHa/IHY jeIHaKOCT.

56 33 pasnuky og LeduHKena, Koa Kora jeAHaKoCT KOMBUHATOPa HUje eKCNAULMTH 3a4aTa NPaBUIMMa, KOJ,
Kapuja Hannasmmo Ha GopmanHM cMcTem KOMBUHATOPA Y NPAaBOM CMUCAY Peyu.

57 Buwwe o Toj ekBMBaneHumju suaetn y [Stenlund, 1972, section 5], a BuLe yonwiTe 0 ogHOCY nambaa padyHa U
KOMBUHaATOpHe nornke moxe ce Hahu y [Hindley & Seldin, 2008, noce6Ho section 9].
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OBa TpaBHJIa, Y XWIOEPTOBCKOM CHCTEMY 3a MMIUIMKAIIM]Y OJ MpaBHJIa HMaMO CaMO MOJYC
MIOHEHC, aJin 300T Tora MMamo opeheHe akcuome Be3aHe 3a UMIUTHKaIHjy. OBe akCHOMe MOT'y
ce KoaupaTd NoMeHyTHM komOuHatopuma S U K. To mokasyje kako je paznuka m3mely
KOMOWHATOPHE JIOTUKE U JaM0/1a pauyHa CIIMYHA PAa3NUIM u3Mel)y XuIOepTOBCKUX CHCTEMa U
npupoaHe neaykuuje. [IpBa rpyma cucrema daBopu3yje KaTeropuuko, a Apyra XUIoTeTHIKO
menumte. Jla dopmanuzanmjy kojy HaMm TpyXka JiaM0Ja padyyH MOXKEMO Ha3BaTH
XHUIIOTETUYKOM a OHY KOjy HaM Ipy»a KOMOMHATOPHA JIOTMKa KaTETOPHYKOM, TIOKa3yje TO IITO
je maMOpa padyH y OJJHOCY Ha KOMOMHATOPHY JIOTUKY 00Jbe mpuiaroleH koaupamy JT0Ka3a 13
xurnoTe3a. Kao mro cmMo Beh pekiy, XUIOTETHYKH JTOKA3H Cy y JIaM0J1a padyHY MPEJICTaB/beHU
TepMHMa ca CJI000HUM IPOMEHJbUBUMA.

Omno mTo omoryhasa ja y mpupoIHO]j IeAYKIHUjH XUITOTETHYKO TIICAUINTE UMa IPUMAT
Yy OJIHOCY Ha KaTerOPUYKO je YMIHCHHUIA Jla jeé OBa BpCcTa (POPMATHHX CHCTEMa 3aCHOBaHA
MPBEHCTBEHO Ha MpaBHJIMMa 3aKJbydHBamba, JIOK C€ y HBhHUMa aKCHOME MOTY alld HE MOpajy
jaBJpaTH. XWIIOTETUYKO CTAHOBHIITE Yy JiaM0Jla padyyHy OMOryheHO je THMEe IITO He
MPETIOCTaBbaMO HUjeAHY (QYHKIIN]Y Ka0 IPUMHUTHBHY, KA0 IITO TO YAHUMO Y KOMOMHATOPHO)]
JIOTHUIH, Beh je OHO MITO je MPUMUTHBHO caMo npasuio rpahema (1 npumene) Gpynaknuja. Kao
IITO TeopeMa JCAYKIUje TapaHTyje Ja y XHWIOCPTOBCKOM (OPMATHOM CHUCTEMY MOXKEMO Jia
OINOHAIIAMO XHWIIOTETHYKO 3aKJbydyHBame, Ha CIUYaH HAYuH TeopeMa KOMOWHATOpPCKE
MOTITYHOCTH MOKa3yje 1a y KOMOMHATOPHO] JIOTUII MOKEMO JIa OTIOHAIIIAMO MTPaBHJIO rpal)ema
¢byHKIHja, OAHOCHO Jlam0/1a anctpakiujy [Dosen, 1996, section 7.3.].

OBzie HE MOKEMO Jajbe YIa3uTu y mpoliemMe KOMOMHATOPHE JIOTUKE KA0 HU Y OJTHOC
n3mely mambna padyHa 1 KOMOMHATOpPHE JIOTHKE, T1a 3aMHTEPECOBAHOT YhTaola ymyhyjemo Ha
[Stenlund, 1972; Hindley & Seldin, 2008]. V nactaBky 6aBuhemo ce camo 1amb/1a paayHOM U

y cieneheM o/1eJbKy MpeIcTaBUheMO HEeroBy CHHTAKCY.

4.3. ®dopMajiHu CUCTEM

4.3.1. Jesux

CuMmbonu jesuka yam0bna padyHa cacroje ce M3 OeckoHayHe MNpedpojuBe JHCTE

IIPOMCHJbHUBUX .
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X, Y, Z, W, ey X1, Xg oesy
3ajenHo ca cumMO0IIMa
;\'1 (l)l e

[Tomohy Tor ckyma cumOona mamOaa TepMe IpaAMMO WHAYKTHUBHO mpema cieaehoj

neUHHALIH] U
Hegh. 4.3.1.1. (Jlamboa mepmu)

1. IlpomeHnsbuBe x4, X, ... Cy Jamb1a TepMuU
2. Akocy M u N nam6na tepmu, (MN) (mito untamo kao: npumerna M na N) je namba
TepM, 10K cy M u N HeroBU HenocpeoHu noomepMmu.

3. Ako je M nambna Tepm, U x je mpoMeHJbuBa oA je u (Ax. M) nambna repm uuju je M

HCIIOCPCIHU IMOATCPM.

Hanomena. Jla o3nauaBamo nambna tepMe kopuctuheMo ce MeTanpoMeHJbUBHMA
M,N,L,P ...a HeKaa U IpYruM BEJIMKUM JIATUHUYHUM CIIOBUMa Koje heMo MHIEKCHUpaTu aKo

je HOTpe6HO. 3a WHAUBUIYAJIIHEC IPOMCHIJbUBC hemo KOPUCTUTU METAIIPOMEHIBUBE X, YV, Z, W ...

Hanomena. Yobru4ajeHo je 1a ce Kpajie CIIoJballlibe 3arpajie Ha TepMUMa U30CTaBIbajy.
Takohe, yobuuajeno je na ce 3arpane acouupajy Ha neBo. Ha npumep, ((xy)z)(Ax.yy) ce
obuuHO ckpaheno mumie kao: xyz(Ax.yy). Jom jegHa yoOwdajeHa KOHBCHIIMjAa je J1a ce
orepaTop JaM0Ja ancTpakije YWTa Kao Ja Ce IMPOTeXe Kpajibe AecHO. Tako, yMecTo
xyz(Ax.yy) moxemo mmcatu XxyzAx.yy. Takohe, decro hemo, kako je TO yoOWYajeHO,

Axq.AXy. ... Axp. M ckpaheHO UcaTH Ka0 AX1Xy ... Xp. M.
Cumb6on = he 03HaUaBaTH CHHTAKCHY jeTHAKOCT Tepama. [1a MojkeMo 3amucaT:
AxX1 AXge o Ay M = AX1X5 o Xy M,
((xy)2)(Ax.yy) = xyz(Ax.yy),

xyz(Ax.yy) = xyzAx.yy.

Cana hemo na namo jaeduHuUIMje MMOjMOBA MOATEPMA, CIOOOJHUX MPOMEHJBUBUX U

CYICTHUTYLIH]E.
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Hegp. 4.3.1.2. (noomepm) Cxyn noomepama tepma A koju hemo obenexaBaTH ca

Sub(A) nedpunucahemo nnaykTrBHO Ha cinenchu vaunn [Barendregt, 1984, def 2.1.8.]:

1. Sub(x) = {x}
2. Sub(Ax.M) = Sub(M) U {Ax. M}
3. Sub(MN) = Sub(M) U Sub(N) U {MN}.

Ha je P moarepm on M mucahemo xao M[P].

Hegh. 4.3.1.3. (cnoboone npomensuse) Cxyn ciio00HIX IPOMEHIBUBUX TepMa M Koju
hemo obGenexaBatu ca FV (M) nedpunucahemo na cnenchu maumn [Barendregt, 1984, def
2.1.71]:

4. FV(x) = {x}
5. FV(Ax.M) = FV(M) \ {x}
6. FV(MN) = FV(M) UFV(N).

Jlakie, ako ce MPOMCHJbHBA X jaBJhba y TepMy P W HUje y omcery Ax Kakemo Ja ce jaBjba
c110607HO. Y CympOTHOM, IPOMEHJbUBA X Y TepMY P je 6ezana ako ce jaBiba y omcery Ax. Ha
npumep, y Tepmy Aw.yzy(Ax.wx) nNpoMeHJbUBE Z U Y Cy CI000HE, IOK Cy X U W BE3aHe.
Yob6u4ajeHo je 1a ce Be3aHe 1 ciio001HE TPOMEHIJBUBE Y TEPMY YBEK 00€J1eKaBajy pa3inuuTHM

CJIOBMMa, IIITO j€ KOHBEHIIM]ja KOjy heMO U MU PUXBATHUTH.

Jlam0O1a TepM ce Ha3MBa 3amMEopeHUM aKO He CaIpKU cI0001HE IPOMEHIbUBE, OHOCHO
axo je FV(M) = @. 3aTBopeHu TepMH ce Takole Ha3uBajy komoOunamopuma. Y 1epMy AX.yXx,
IIPOMEHJbHBA X CE jaBJba BE3aHO, ajlM MPOMEHJbUBA Y je ciobonaHa. Jlakie, TepM Ax. yx HUje

koMOuHaTop. Ca apyre cTpaHe, TEpPMHU Kao LITO ¢y AX. X U AxY.x jecy KOMOMHATOPH.

Hegp. 4.3.1.4. (cyncmumyyuja) 3a tepme M u N u cnobomHy HPOMEHJBUBY X
CYICTHUTYIMja TIPOMEHJbHBE X Y M TepmoM N, mro hemo nucaru kao My, 3Hauu yHUDOPMHY
3aMEeHy CBaKOI' jaBJbama CJI000/HE MpOMEHJbUBEe X y M Tepmom N, MOJ YCIOBOM Ja Cy
WCITYH€HU YOOUYajeH! YCIIOBH 3a CYNCTUTYIH]y. TH yCcIoBU 3aXTeBajy Ja HUjeIHA cI000HA

npomensbuBa y N He moctane Bezana y My, &8

Ilpumepa pamu, y Tepmy Ay.x(zX) HE MOXKEMO M3BPIIATH CYICTHTYIH]Y

(Ay.x(zx))y, jep Oucmo Tume mobumu tepm Ay.wy(zwy), npu demy OU HPOMEHIbHBA Y

88yo6uyajeHo je jow u ga ce cyncTutyumja cnoboaHe npomensbuee x y M tepmom N 3anucyje kao M[N /x].
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nmakime mocrtama BezaHa. Ca apyre cTpaHe, [03BOJBCHO j€ M3BPIINTH CYNCTUTYIH]Y
(Ay.x(zx))%, mro pesynrupa tepmom Ay.w(zw), omnocHo (Ay.x(zx)) ¥ = Ay.w(zw).
(360r uera je BayKHO J1a YCIIOBH 32 CYICTUTYIH]Y YBEK Oyay UCIYyHEHHU 00jacHUheMo HemTo

KacHuje.)
Hanomena. Axo ce c10001Ha MpOMEHJbHBA X HE jaBiba y M, onma My = M.

Pexnn cMo HemiTo o jesuxy mamOna pauyna Oe3 tumosa. [leduHucaim cMo mojMoBe
namb1ia Tepma, CIIO0OAHMX M BE3aHUX MPOMEHJbUBUX, MIOJMOBE MOJTEPMA H CYICTUTYIIH]C.

Ocraje HaM Ja yBeneMo ¢hopmyie TOT je3UKa.

Hegp. 4.3.1.4. (popmyna jesuxa namooa pauyna) Axo cy M u N tepmu je3nka 1ambaa

pauyHa, oHaa je M = N gpopmyna je3uka naMOaa padyHa.

OBoM neUHHMIIMjOM 3aBpIIaBaMO HAIll O/IeJbaK O je3uKy. Y HacTaBKy, hemo HemTo

BHIIIC pehH 0 CaMOM (bOpMaJ'IHOM CUCTCMY, (bCTOBUM aKCHOMaMa U IIpaBUJINMA 3aKJbyUHUBabA.

4.3.2. Ilpasuna u akcuome

Jlam0Ona payyH je jeJHaKOCHM padyH. Y meMy Jokazyjemo gopmyne obnmuka M = N
KOj€ MOXXEMO MHTEpIIpeTupaTtu kKao (QyHKiujcke jenHakoctd. Ilomro ¢yHkiuje y nambaa
pauyHy pa3yMeMO HMHTEH3UOHAIHO, Aoka3atu M = N 3Hauu Jokazatu jna tepMad M u N

U3pakaBajy UCTO MPABUIIO IOBE3UBAMbA.

VY nambma pauyHy mMamo cieneha mpaBuiia 3ak/pyurBamsa [Stenlund, 1972, section
4.3.]:

1) YEY (pegprexcusnocm)

M=N

N=M

M=N N=L
M=L

2) (cumempuunocm)

3) (mpanzumuenocm)

4) N=L
MN=ML
N=L
NM=LM
N=L
Ax.N=Ax.L

5)
6)
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[IpBa Tpu mpaBuia roBOpe Ja je pellalMja jeHaKOCTH Ha JiamM0Ja TepMHuMa KOjy
OIHCyjeMO penanuja ekBuBaneHnuje. l[lpaBuna 4) u 5) rapantyjy Aa JiaMOaa TepMU UMajy
(GyHKIIMOHATHO TIOHamame. Jla cBaka (yHKIMja MOKE TIPUITUCATH JETHOM apryMEHTY TaqyHO
jemHy BpeaHOCT HaMm TapaHtyje 4), a ma he jenmHake (yHKIHje TpPUMEHEHE Ha jEeIHAKE
apryMeHTe JaTH jeIHaKe BpeAHOCTH HaMm rapanrtyje 5). IlpaBuimo 6) Ham Kaxke aa
ariCTpaxoBame MO KCTOj MPOMEHJBMBO] HAa jeAHAKUM TEepMHUMa Jaje jeHaKe pe3yJirarte.
3ajenHo, 4)-6) HaM Kaxy Ja je =y 1am0Ja pauyHy xouepyenyuja. Tlopen moMeHyTUX MpaBuia,

JamM01a padyH CajJpKH U ciejehe akcuome:
() Ax.M = LAy. My, ako y Huje crnoboauo y M
(B) Ax. M)N = My

Axcroma (o) Ham Kaxke Ja amOlIa TepMH, y3 oapeljeHe MpeTIocTaBKe, HE MEHajy
3Ha4YeHe¢ HAKOH IPEMMEHOBama BE3aHMX MpOoMeHJbMBHUX. Ha mpumep, Tepm Ax.zx 3Haumhe
UCTO ITO U AY.zYy. 3Hauaj MOTyhHOCTH TOT MPEMMEHOBAaMkA IMOCTAj€ jacaH MPH CYIICTUTYIIH]H.
Hawnwme, HarloMeHy/M CMO Ja CYICTHTYIHjy Mj He MOXEMO M3BPIIUTH YKOJIHUKO omapehern
YCJIOB HHj€ MCIYE-EH, YCIIOB JIa HHjeIHa ¢10001Ha MpoMeHsbuBa y N He 1mocTtaje Be3ana y My.
Jla je Taj ycioB yBEK NpHU CYNCTUTYIHUjU UCIYHEH BPIJIO j€ BaXHO, jep y CYHNPOTHOM Hall
JEHAKOCHU padyH MOXE MOCTaTH TPUBHjaJaH, Y HEMY MOXKEMO JOKa3aTh jeIHAKOCT
poM3BOJBHUX JIaMO/a Tepama [Barendregt, 1984, section 2.1.10. ]. [dakie, y TepMy Kao MITO
je Ay.x(zx)y ne moxemo u3BpuuTé cynctutynujy (Ay.x(zx)) i, jep Gucmo Tume 106mIM
tepMm Ay. wy(zwy)y, ipu ueMy O IPOMEHJbHBA Y Y WY MOcTana Be3aHa. Mel)yTum, oHO mITO
MO’KEMO YYHHHUTH je TPBO MpeuMeHoBatd Ay.x(zx)y y Au.x(zx)u, ma moToM H3BPIIUTH
cynerutynujy (Au. x(zx)u) 3, = wy(z(wy))u. Anda jerHakocT HaMm rapaHTyje 1a je TepM
Ha KOjeM CMO W3BPIIMIA CYNCTUTYIH]y, Au.x(Zx)U jeaHaK HAIIEM [MOYETHOM TEPMY

Ay. x(zx)y. ©

O 3nauemy akcuome () cmo Hemro Beh pexiaw y JApyrom TMorjiaB/by Kajga CMO

cnomenynu Kapu-XayapaoBy kopecnonaeHnnjy. Bugenu cMo aa je oHa GHCKO MoBe3aHa ca

9 Ca pgpyre cTpaHe, MoryhHOCT NPeMMEHOBaba BE3aHNX NPOMEH/bUMBUX HE MOpa BUTM rapaHTOBaHa
akcuomom, Beh ce MoXKe NOCMATPaTM Kao M3jefHavyaBatbe TePama Ha YMCTO CMHTAKCHOM HWBOY, BUAETU
[Stendlund, 1972, section 4.2.]. Ha Taj HauuH, cynctutyumja My ce peduHuiwse He ctporo rosopehun Ha
jegmHcTBeHUM Tepmuma M, N Beh Ha Knacama eKBMBaJieHUMje Tepama Koju ce pasnukyjy og M,N po Ha
npenmeHoOBarbe BE3aHUX MPOMeH/bUBKX. To Ham omoryhasa ga cynctutyumjy My MoskemMo nocMaTpaTtv HauBHo,
Kao aedpuHuMcaHy 3a cBakum ogabup M, N. Buaetn [Barendregt, 1984, ogemwun: Terms modulo a change of bound
variables, Substitution, app. Cl.
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HOpMaJIM3aIlMjOM W JeTajbHUje O ToMe heMo KacHHWje BHUIE Ja KaxxkeMo. MHTyuTHBHO
roBopehu, oBoM akcmomMoM (hOpMaTHO ONMHUCYjeMO pe3yiTaT KOju HacTaje Kaaa MpaBHIIO
onpehenor obauka Ax. M, koje uMa ynory GyHKIH]je, MPUMEHIMO Ha HEKO APYro mpaBuio N,
Koje uMa ynory aprymenta. Tpeba umaru y BUAy Aa ce y JlaMOaa pauyHy nmpuMeHa (yHKIUje
Ha apryMeHT Takole mocMarpa kao nmpaBuiio. AKCHOMOM ([3) mpeTnocTaB/bamMo Jia ce 3HaYCHE

TOT TIpaBmiia Hehe N3MEHUTH HAKOH IITO IPUMEHY U3padyHaMo.

Cucrem Koju CMO TIPEJICTABUIIN 30BE Ce Ag padyH (1amOa-6eta pauyn). GopMynanuja
namb/1a pauyHa Koja ce Ha3uBa Ag, pauyH (1am0pa-Oera-eTa padyH) 100Mja ce Kaja Agpadyn

MPOLIHPUMO Ca aKCHOMOM:
(M) Ax.Mx = M, ako x nuje cnoboono y M.

HTepecanTHO je COMEHYTH J1a je Y Ag, pauyHy akcuoma (o) CyBHIIIHA, C 003MPOM Ha

TO J1a ce Moxe aeaykoatu omohy (n) u (B) Ha cnenehu HaunH.
[IpermocraBumo na y Huje cnobomano y M. Jlakie, MOKEMO 3aKJbydUTH
1. Ax.M = Ay.(Ax.M) y, npema (n).
Ha ocnoBy (B), cienu
2. y.(Ax.M)y = Ay.M 3.
[Mpema npaBuy TpansutuBHocTH (3), U3 1. 1 2. 3akpyuyjemo na Ax. M = Ay.M [y/x].

3aHUMJBMBO je HATIOMEHYTH Jia Cy O0eTa 1 eTa jeJHAaKOCTH Jamb/1a padyHa Koje TOBOpe
0 OJJHOCY (pYHKIIMOHAJHE MPUMEHE M JIaM0Jla aniCTpaKkiije y Be3u ca MPUHIIMIIOM UHBEp3HUje
anjynkuuje [Dosen, 2001]. Kako [omen npumehyje, MpUHIKI HHBEP3Hje UCTE BPCTE jaBiba Ce

y HaUBHO] TEOPHUjU CKYyTOBa u3Mehy:

A) ancrpaxoBama CKyna U3 JaTor CBojcTBa (IITO MojpasymeBa (GOpMHUpame CKYIOBa
Ha OCHOBY JIaTor cBojcTBa A momohy uspasa obnuka: {x: A}), u
B) cBojcTBa ckyma ga WMa uiaHOBe (CBOJCTBO HAa OCHOBY KOjer JOMYIITaMO

bopmupame nckaza o0JIMKa X € a, 3a CBaKU CKYI ).

Yumennna aa cy A) u B), oqHocHO {X: ...} © X € ..., UHBEP3HHU jeHO APYTOM H3PAXKEHO je ca
JBa TJaBHA TIOCTyJaTa y HAaWBHO] TEOPHjH CKYIOBA: HOCMYIAMOM KOMNHpeXeH3uje W
NOCMYIAmMoM eKCmeH3UuoHaIHocmy. JIoIeH Mmokasyje /Ja je ancTpaxoBame CKyna U3 HEKOT

CBOJCTBA y BE3HU ca OIepallijoM JIaMO/1a aricTpakiyje y JaMmb/1a pauyHy, JOK jeé CBOjCTBO CKyma
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Ja UMa 4YIaHOBE y Be3u ca omepanujoM npumeHe. OH Jajbe IOKa3yje Kako ITOCTYJaT
KOMIIpEXEH3H]je OJroBapa OeTa jeJHaKOCTH JIaM0/1a pauyHa, a MPUHLIUI €KCTEH3MOHATHOCTH
ckynoBa eta jequakoctu [Dosen, 2001, section 2]. bera u era jenHakocTH, JaKiie, 3ajeJHO
roBope Ja cy JiaM0/1a ancTpakiyja u IpUMeHa HHBEP3HH Y HCTOM CMHCITY Y KOjeM ¢y TO A) U

B).

Ha npBu mornen, HUje HEMOCPEAHO JaCHO Yy KaKBO] jé MHTYMTHBHO] BE3U 3HAYCHC
akcuome (1) ca excreH3noHanHomhy y 1am0aa pauyHy. AJd, IPUMETHMO Ja y3 TPUCYCTBO
(n) jennakoctu kopuctehu ce mpaBwinma (1)-(6) u akcuomama (o), () MoxkeMo H3BeCTH

cnenehu mpUHITAIL:
(ext): Axo X nuje cinobogHoy M uu y N, ouna Mx = Nx = M = N.

/Jloka3s. TlpernocraBuMo na X Huje cnobogqHo y M vy N u ga Mx = Nx. [Ipema
npasuiy (6), ciequ ma Ax.Mx = Ax. Nx. Ha oCHOBY mpeTHOCTaBKe Ja Ce X HE jaBba
cinodonto y M uutu y N, ipema (M) u (2), (3) cnenu na M = N, Kao IITO je TO MOKa3aHo y:

[Curry & Feys 1958, chapter 3, section D4., p. 92].

Takohe, y namby1a 6eta pauyHy mpoimupeHoM ca akcuomom (ext), (n) he Baxxutu kao
teopeMma. [IpernocraBuMo na ce x He jaBiba ciiodbomgHo y M. Crneam na 3a cBaku TepMm N,

(Ax.Mx)N = MN, npema (). Ha ocHoBy (ext) cinenu na Ax. Mx = M.

Jlakie, y MpUCYCTBY akcMoMa M mpaBuia JamOpaa-Oera pauyHa, (ext) u (n) jecy
nozijenHake cHare. Jpyrum peunma Az + (n)u Az + (ext) npencraBibajy €KBUBACHTHE

je,Z[HaKOCHC CHUCTEMC.

Wneja Ha kojoj ce nmpuHUuN (ext) 3aCHUBA MPENCTaBba eKCMEH3UOHAIHO CXBATabe
jenHakocTH Jamb6aa Tepama. Hbume ce TBpau na cy gam6aa tTepmMu M v N jenHaKu ako najy
jeaHaKe BpPEIHOCTH 3a jenHake aprymenrte. OTyma moTude W Ha3uB Tor mpuHIiuna (ext je
ckpaheno ox extensionality). ¥ ckmamy ca tume, mpaBuiio (6) ce HeKaa Ha3WBa c1aboM

excmenszuonannowhy (weak extensionality), momro urpa KbyuHy yjaory y usBohemy (ext) y3

npucycTBo ().

Kao mro Ckor mpumehyje y [Scott 1980, p. 232], ekCTeH3MOHAIHO CXBaTame
jenmHakocT (PyHKITM]ja HUJE y CKJIaly ca TJIaBHOM HJIejOM J1amM0/1a padyHa, a TO j€ pa3yMeBama

¢byHKIIM]ja Kao npasuia Koje oBe3yjy apryMeHT ca BpeaHorthy. OH kaxe:
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“Muoru paduyHu Koje cy pazmarpaiu Yepu u Kapu y3umajy nmojam QyHKIHje
Ka0 €KCTEeH3MOHAJIAH, & IPUIIUYHO j& TeXKE Y TAKBOM KOHTEKCTY MPEIH3UPATH

3HAUEHE ‘TIpaBUIIA [TIOBE3UBamba *“.

Haume, ako dynkiyja Huje nerHrncaHa TUME Koje pe3yiaTare aaje, Beh xaxo To YuHH,
OHJIa HHj€ jacHO 300T 4yera GMCMO y TAKBOM padyHy [IPUXBATUIIM IPUHLKI Kao mTo je (ext).
U3 Tor pasnora, kao mto je To ¥ cam Yepu ysuneo y [Church, 1941], A; pauyn Gosbe
TIPECTaB/ba MHTEH3UOHAIHY JEHAKOCT QyHKIM]ja 011 A4, padyHa. HTEH3MOHATHA j€IHAKOCT
Tpeba J1a ce 3aCHHMBA Ha jeJIHAKOCTHMA CaMHX /1pasu/ia N3padyHaBama, a He Ha jeJHAKOCTHMA
pe3yiTaTa Koja Ta mpaBuiIa J1ajy.

VY onespKy KOju cieu yBemheMo MmojMoBe peAyKIHje, KOHBEp3Uje U HOpMau3allije
koju he Ham momohu He camo 1a yhemo ay0sbe y 3Ha4YeHa jeHAKOCTH JlaM01a pauyHa Beh u
71a TIOKa)KEMO HeTOBY KOH3UCTEHTHOCT. M3 pasiora Koje cMo HaBenu, 6aBuheMo ce IpeTeKHO

Ag Gdopmanusanujom sambna pavyHa J0K hemo Ag, ciomumartu camo y onpehenum

KOHTEKCTUMA KaJa je TO MOTPeOHO.

4.3.3. Peoykyuja, koneep3uja u Hopmaniusayuja

“IIpaBuIio MOBE3MBamka MOApa3yMeBa MpoIlec, HauMe Mpolec (M3padyHaBama)
KOJUM Cc€ Tpeia3d ca apryMeHTa Ha BpeAHOCT. [...] TO je y A-paduyHy

peanu3oBaHo mojMoM pedykyuje [...]” [Stenlund, 1972 , p. 43-44].

Ca nojMoM pedykyuje Cycpenu cMO C€ Y IPyroM MOTJIaBJby OBOT pajia, Kaja CMO TOBOPHIIH O
HOpMaJIM3aIMj1 J0Ka3a 1 O JeTHaKOCTUMA JI0OKa3a Koje ce Ha 0] 3acHUBAjy. [Iporiec kojum ce
no6uja HopManHa (opMa u3BOhema 3BalIM CMO HOPMalIM3allMjoM, TpaHC(HOpPMAIMjOM WU
penykuujoM. Pexiin cMo f1a 1Ba u3Bohema uMajy UCTO 3HaYeHE, OJJHOCHO MPECTaBIbajy UCTH
JI0Ka3 YKOJIMKO C€ PENYKY]Y, TPAaHC(OPMHUIITY HITH HOPMAITU3Y]jy Ha UCTY HOpMaiHy ¢popmy. Ha
CIMYaH HA4YMH KaKO C€ I0jaM JeIHaKOCTH J0Ka3a 3aCHHUBA Ha TOJMY PEAYKIIHje U3BOhema,
110jaM jeJIHaKOCTH IMpaBUjIa U3pauyHaBama ce y JlaM0/1a padyHy 3aCHUBA Ha MOjMY peAyKIHje

Tepama.

¥ onome miTo cienu popmaHo hemo fa AepuHuILIeMo TOjMOBE PeyKIUje, KOHBEp3Uje
1 HopMauiHe popme 3a tam61a Tepme. [Touehemo ca yBohemem nojma konmexcma xoju he Ham

y TUM JlepuHUIMjaMa OUTH 3HaYajaH.
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JenHocTaBHO peueHo, KOHTEKCTH Cy JaMOa TepMu ca npasHuHama. /{a 6ucmo 1o 60Jbe
WIYCTPOBAJHM, MOXeMO pehu Ja KOHTEKCT HacTaje u3 jJam0aa tepma ,,0pucameM HEKOTr
HEroBOT To/ITepMa (Ha CIMYaH HAYMH Ha KOJU MOXeMO pehu Ja mpeIuKaTu y mpeauKaTcKoj
JIOTHUIIM HACTAjy ,,0pucameM’ oaropapajyhux Tepama u3 nckasa). O6jacCHUMO TO Ha IIPUMEDPY.
Y3Mumo peuumo 1aMbaa TepM AX. Xy W 3aMHCIUMO J1a CMO M3 TOT TepMma u3bpucanu Y. Ha
HBEroBOM MecTy octahe npasHuHa [ |, Tako aa hemo ymecro Ax.xy cana umatu Ax. x[ |. OHO
mMTO CMO JOOWIHM je KOHTeKCT. OH ce CHMHTaKCHO MoHama kao (yHapHa) (yHKIOHja Koja
npecirkasa tepMe y tepme. [Ipumepa paay, kaga Ax. x| | npuMeHHMO Ha MPOMEHJBUBY Z, KA0
pe3yarar Te mpuMmeHe aobujamo Ax.xz. Y ommTeMm ciydajy, ako mpuMeHuMo Ax.x[] Ha

npou3Bosban TepM N, nobuhieMo TepM y KojeM ymecTo npa3HuHe muiieMo N, oqHoCHO Ax. xN.
Mosxemo natu cienehy dpopmanny nedpunuiujy kourekcra [Barendregt, 1984, p. 29]:
Hegh. 4.3.3.1.

1. TIpomeHJbUBa X j& KOHTEKCT,
2. []je xoHTEKCT,
3. Ako cy Ci[ ] u Co[ ] xontekctn, onza je To u Ci[ ] Co[ ] (mpumena koHTekcra Ha

KOHTEKCT), kao u Ax. C1[ | (mambma ancrpakiija mo KOHTEKCTY).

[IpuMeTUMO /12 Ce jaBibarbe cI000JHE MPOMEHbIBE Y M Moske roctaTu Be3ano y C[M].
[pumepa paau, Heka je M tepm yx, a C [ ]| koureker Axy. z[ |y. dakne, C[M] he 6utu Tepm
Axy.z(yx)y. IlpomenibuBe y U x cy ciaobomne y M, amu y C [M], omHOCHO y Tepmy

Axy.z(yx)y, OHE TIOCTajy Be3aHe.

Kana CMO OJApeauniin HOjaM KOHTCKCTAa MOXKEMO IICCI)I/IHI/ICElTI/I HOjMOBe C('KOHBep?»I/IjC 151

B-penykumje.

Auda KoHBep3Hja u an(a KOHTpyeHIHja

Hexa je Ax. M noarepm on P. Axo mpoMeHJbUBa Yy HUJj€ c1000/1Ha TpOMeHIbuBa y M,

. x .
OHJIa CE 3aMEHa HEKOT jaBjbama TepMa Ax. M y P repmom Ay. My HasuBa a-Koxeep3ujom Wi
npeumenosaroem eesanux npomenmusux 'y P. To Moxemo mMano (opManHuje 3amucatd Ha

cienehu HauuH.

120



Hegh. 4.3.3.2. (a-xonsep3uja) Heka je P tepm obnuka C[Ax.M],a tepm Q obGmuka

C[Ay.M3] rae y nuje cnoboana npomensbusa y M. Oupna xaxemo na Q nobujamo us P a-

KOHBEP3HjOM, LITO 3aMUCyjeMo Kao: P =a1 Q.

Axo Tepm M moxemo 100uTH u3 N caMO MPEHMEHOBAmbEM BE3aHUX MPOMEHJbHBHX,
OJTHOCHO HH30M Q-KOHBEp3Hja, OHJIa KaxeMo na ¢y M u N a-kouepyenmnuu [Curry & Feys,

1958, p. 91]. Ty nebununmjy MokeMo Majio GOpMaIHH]je 3alUcaT Kao:

Hegp. 4.3.3.3. M =uN (M u N cy a-kouepyenmnu) ako u camo ako M = My =,; M;

E(Xl E(xl Mn—l E(xl MTl = N,3an = 0.

Ipumep. 4.3.3.4. Tepmu Axy.xx(yz) u Auw.uu(wz) Cy O-KOHTPYCHTHH, MITO

MOKa3yjy HapeJIHe KOHBep3uje:
Axy.xx(yz) = Ax(Ay.xx(yz))
Ax(Ay. xx(yz)) =41 Ax(Aw.xx(wz))
Ax(Aw. xx(wz)) =41 Au(Aw.uu(wz))
Au(Aw. uu(wz)) = Auw.uu(wz).

Huje Temko BUAETH Ja a-KOHTpYyEHIMja MpelCTaB/ba pellallijy €KBHUBAJCHIUjE Ha

nam6a tepmuma [Hindley & Seldin,2008, lemma 1.19.b ].

Taxohe je jemHocTaBHO na ce Buau ga he M =, N na Baxku ako u camo ako 1, = M =

N, rne A, 03Ha4aBa pauyH Koju 1006ujemMo kaaa us Ag ondamumo akcuomy (f5).

[IpenmeHoBame Be3aHUX MMPOMEHJBUBHX Y JIaMO/1a pauyHy je yoOru4ajeHo mocMaTpaTu
Ka0 CHHTAaKCHY NpOLEAYpYy Koja He Mema 3Haueme U ocoonHe Tepma. M3 Tor pasnora, 06MuHO
ce 3aHeMapy]y pasziuke nu3mel)y a- KOHrpyeHTHHUX TepaMa U a- KOHTpYHELH]ja ce TocMaTpa Kao
CHHTaKCHa jeqHakocT. To ce uecTo YuHM, IpuMepa paju, Kaja ocToju norpeda ja ce HeKu
noceOHO 3HauajaH TepM uMeHyje. OOMYHO TO UME HE 03HAYaBa caM Taj TepM, Beh Kilacy lbeMy
Q-KOHTpYyeHTHUX Tepama. To he u oBne Outu cnyuaj. HasnauaBahemo na ce paau o a-
KOHTPYEHIIMJU OJIHOCHO (X-KOHBEp3UjU, a HE O CHHTAKCHO] JeTHAKOCTH jeIMHO Kaja je TO
noTpeOHO J1a MPEIU3HO OAPEANMO HEKe JIPyre BasKHE TIOjMOBE, Kao IITO je Ha TpUMep IojaM

peaykirje Koju AePUHHUILIEMO Y HACTABKY.
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B-penykunja

Tepm obmuka (Ax. K)L ce HasuBa [f-pedexcom (WM caMo pedekcom), a TepM O0IHKa

Kj* meroBum xonmpaxmymom.

Heg. 4.3.3.4. Tepm M ce B-pedykyje (unu: bema-pedykyje) y jeonom kopaxy Ha N, ITO
3anucyjeMo ka0 M — g N, ako je M obmuka C[(Ax.K)L], a N je obnuxa C[K[]. dpyrum

peunma, kaxemo 1a M — g N ako je N nobujemo u3 M 3aMeHOM Ta4HO jemHOr [B-penexca

HETOBUM KOHTPAKTYMOM.
Ilpumepu. 4.3.3.5.
Wy.y)z —p z
(Ay.y) Ay.y —p Ay.y
(QAx.y(xzx))w)w — 45 y(wzw)w
((Ax. xxy) ((Azu.zw)s))w — 4z ((Ax. xxy) (Au. SW))W
(Ax. xx) Ax. xx — g (Ax. xx) Ax. XX

(Ax.y)Az.z —p Y.

Kopucrehu ce nedunummjom 4.3.3.4. MOKeMO J1a YBEIEMO TI0jaM PEIyKIIH]je.

Heg. 4.3.3.6. (pedykuuja) Iucahemo T E,Bl,a U xana OynemMo >KeJeNd J1a KaxeMo J1a
T —p Unm T =,U. Tepm M ce B-pedykyje (bema-pedykyje umi camo: pedykyje) Ha N,
wTo 3anucyjemMo kao M — 43 N, ako M = My Zg1 o M1 Zp14 ... Sp1o My =N, e n > 0.
Hpyrum peunma, Baxku M — g N ako ce N Moxe 106uTh 13 M HU30M NpuMeHa B-penykuuja

onHocHO a-kouBep3uja [Hindley & Seldin, 2008, def. 1.24.].

Ha npumep, Baxku yy((Axz.z(xx))zy) —p yy(y(22)) n 1o je onpasnano cienehum

HU30M peayKIrja:
yy((Axz.z(xx))zy) =1 yy ((Axu. u(xx))zy)

vy ((Axu.u(xx))zy) — p yy((Au.u(zz))y)
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yy((Au.u(zz))y) — 5 yy(y(z2)).

Hopmasna popMa 1 HOpMaATU3A0UITHU TEPMHU

Cana kana cMo neduHUCAIN TI0jaM peAyKIIHje, MOXKEMO J1a YBEJIEMO U [10jaM HOpMAIHe

@opme Koja IpeACTaBIba BEHO KPAjHE UCXOTUIIITE.

Hegp. 4.3.3.9. (nopmanna gpopma) Kaxemo na je repm M y S -nopmannoj gpopmu (Anu
Camo: HOpManHOj hopmu) ako He caapku Hujenan S penexc. Ako M —4z N, u N je 'y

HOopMaiHOj hopmu, N ce Ha3uBa HopmaiHom ghopmom o M.

[Tpumepa panu, y HOpManHOj popmu cy Hapennu tepmu: X, x(yy)z, yAz.y, Ax.x,
Axy.x. Ilocnenma 1Ba TepMa Cy 3aTBOPEHH TEPMH OJHOCHO KOMOUHAMOPU KOJU CY PauyHCKU
BEOMa 3HayajHU. 3axBajbyjyhM HHUXOBUM EKBUBAJCHTHMA y KOMOMHATOPHO] JIOTUIU, OBU
TEpMHU (10 Ha ¢-KOHTPYEHIIUjy) ce yoObnudajeno Ha3zuBajy [ u K. KomOunarop I moHama ce Kao
¢ynkumnja unenturera, jep 3a cBaku TepMm M umamo ga Baxu (Ax.x)M —;z M. Ca npyre
crpane, komOuHatop K Ham omoryhaBa na aepuHHMIIEMO TepM KOjH YBEK Jaje HCTY,
KOHCTaHTHY BPEIHOCT KaJa ce IPUMEHH Ha OMIIo Koju Apyru TepM. Haume, 3a cBaku Tepm M

Baxku J1a (Axy.x)M — 4 Ay.M, a3acsako N n1a (ly.M)N —z M.

[pumerumo na cy I u K y Hopmanuoj ¢popmu, nok tepm KI = (dy. Ax.y)Az. z nuje.
Ouurnenno, (Ay.Ax.y)Az.z je B-penexc. MeljyTum, nako OH caM HHUje Y HOPMAITHO] POpPMH,

CBOJIM Ce Ha TepM KOjH jecTe, na umamo na (Ay.Ax.y)Az.z —pz Ax.Az.z.

Megp. 4.3.3.10. 3a Tepm M xaxemo na je [-nopmanuzabunan (WA CaMO:
nopmanusabunan) axo noctoju Tepm N takas ja M — 4z N u TepM N je y HOpMaiHOj popMH.

Kaxe ce jom u na je N nopmanna gpopma on M.

OuurnenHo je Aa cBe HOpMaliHEe opMe MpeACTaBiba)y HOPMAIU3A0MIHE TepMe, alu
oOpHYyTO HHUje yBek ciydaj. [Ilpumep Tepma Koju HHje y HOpMaiHO] (GOPMHU, Al CE MOXKE
HopMmanu3oBatu je (Az. yAx. Ix)w. VY oBom Tepmy npumehyjemo nBa [ -penekca. [Ipsu je Ix, a
apyru je (Az.yAx.Ix)w. PexykuujoMm Apyror on Ta aBa pelekca mpodujamo tepMm yAx.Ix, y
KOjeM ce jaBjba peneke [x. JlasbuM ieroBuM cBol)emeM 1001jaMo TepM YAxX. x. Penykimjy kojy

CMO H3BEJIM MOXXEMO 3aIIMCaTu Kao.
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Z.yAx. Ix)w — x.Ix — X. X.
(Az.yAx.Ix) 5 YA p YA

IomTo je Tepm yAx. x y HOpManHoj hopmu, u (Az. yAx. Ix)w — 5 yAx. x, TepM YAx. x

Ha3uBaMo HOpMaTHOM hopmom ox (Az. yAx. Ix)w.

IMpumerumo aa cmo tepm (Az. yAx. Ix)w takole Moriu peaykoBaTs Ha YAxX. X cBoachu

IIPBO penekc [x:

(Az.yAx.Ix)w — 4 (Az.yAx. x)w — 5 yAx. X.

Hemajy cBu namOma tepmm HopMmanHy dopmy. [Ipumep jemHor TakBor tepma je
(Ax. xx) Ax.xx. Oumrneano je aa Tepm (Ax. xx)Ax. xx, KOju ce 0OMYHO 03HAYaBa ca 2, HUje y
HOpMaiHoj dopMmu, jep je obnuka penexca. OH ce Takohe HE MOXKe HU CBECTH Ha HOPMAaIIHY
¢dbopmy 360r Tora mro ce pemekc (Ax.xx) Ax.xx yBek peaykyje camo Ha cebe U THMeE

MIPOM3BOM HApEeIHY OCCKOHAYHY PEAYKIIH]Y:
(Ax.xx) Ax.xx —pg (Ax.xx) Ax.xx —p (Ax.xx) Ax. xx ...

300r Tora mTo ce {2 He MOKE PEAyKOBAaTH HA IPYTH TEPM JI0 HA caMor cede KakeMo ja je {2
munumanan [Hindley & Seldin, 2008, example 1.27.d]. ¥V [Lercher 1976] noka3asno je aa je
TepM (), 0 kojeM he KacHHMje OWTH BHUIIEC PEUH, JESIUHU PEACKC KOJH j€ Y OBOM CMUCIY

MHWHHMAJIaH.

Tepm (Ax.xxx) Ax.xxx xoju hemo o3HauuTH ca {23, Takohe HemMa HopMalIHy GopMmy.
OH cagpxu caMo jeaH peaekc (Ax. xxx) Ax.xxx KOju HHje MUHUMaJaH Kao (2, ainu Kao u {2,

MPOU3BOIM OECKOHAYHH HHU3a PEAYKIIH]a KOjU U3TJIe/Ia OBAKO:
(Ax. xxx) Ax. xxx — g ((Ax. xXX) Ax. XXX)AX. XXX —> 38
(((Ax. xxx) Ax. xxx) AX. XXX) AX. XXX —p...

[ITa BuIIIE, OBO j€ JeAMHN HU3 PEYKIMja KOjU (23 IPOU3BOM, U KA0 ILITO BUAUMO, HE 3aBpIlIaBa

ce y HOpMasiHoj popmu.

He 3Ha4n n1a cBaku TepM KOju IPOU3BOAM O€CKOHAUaH HU3 PEIyKIMja HEeMa HOpMaIHy
dopmy. Yamumo Ha mpumep KIQ = ((Axy.x) Ax.x) £2. Taj Tepm mocenyje nBa penexca

(Axy.x)Ax.x u . Penekc (2, kao mro cMo Beh peKiid, He MOXKe Ce 1aJbe PeIyKOBATH Ha IPYrH
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TEpM OCHM Ha camor cebe M oIroBopaH je 3a To mTo TepMm ((Axy.x) Ax.x)  npencraBiba

novyerak OECKOHAYHOT HU3a PeayKIlMja KOjU U3IJie/ia OBAKO:
(Axy.x) 2x.x) 2 —p (Axy.x) Ax.x) 2 —p (Axy.x) Ax.x) 2 —pq....

Ca npyre crpane, ((Axy.x) Ax.x) () Takohe TPOU3BOAM M jelaH KOHAYaH HU3
penykuuja 3axBasbyjyhu penexcy (Axy.x)Ax.x. Haume, penekc (Axy.x)Ax.x cBomu ce Ha

Ay. Ax.x ma he na Baxu:
((Axy.x) Ax.x) 2 —p (Ay. Ax.x) 0

[Tomro ce cmobomHa TpoMEHJBMBA Y HE jaBlba y Ax.Xx, Takohe Baxu H

(Ay.Ax.x) 2 —p Ax.x. Jlakie, nmamo:
((Axy.x) Ax.x) 2 =51 (Ay. Ax.x) 2 — 54 Ax.X.

OBa konayna penykiumja kojy ((Axy.x) Ax.x) ) npousBoau TOKasyje naa je

((Axy.x) Ax. x) 0 HOpManM3abWIIaH TEPM YHja je HopMaaHa popma Ax. X.

Tepmu koju mpousBoje caMO KOHAuyHE HH30BE pEIyKIMja Ha3MBajy ce€ jako
nHopmanuzabunnum. Ipumepa paau, TepM kao mro je (Az. yAx. Ix)w je jako HopMaau3abuiIaH,
jep Mpou3BOAM caMo JIBE peaykuuje u ode cy konagne. Mehyrum, tepm ((Axy.x) Ax.x) 0 u3
npuMepa rope je HopMaiau3aOuiiaH, ajad He M jaKo HopMaIn3aOmiIaH 300T Tora MITO IPOU3BOIU
OeckoHauaH HU3 penykKiHja Koje motudy o penekca [2. Paznmuka musmelhy tepma T koju je
HOopMaiu3abuian u tepma U koju je jako HopMalin3aOujaH JIeKH y TOME IITO j€ HeKu HU3
penykiuja koju T MpoW3BOAM KOHAYaH U 3aBpIllaBa ce€ Y HOpMaJIHO] PopMH, JIOK je, ca ApyTe
CTpaHe, ceaxu HU3 peAyKinja koje U mpou3BoiM KOHAYaH U 3aBpIliaBa ce y HOpMaJIHO] pOopMHU.
[locraBmba ce muTame Kako MOXEMO Jia 3HaMO KOju HU3 peaykuuja u3 T he Boautu no
Hopmainae ¢opme ox T, ako oHa moctoju? Jla OMCMO Ha TO THTAaEkE OJTOBOPHIIH,

nebunucahemo mnojam xkpare nege (eHr. leftmost) pedyryuje.

Kpajme neBa penykuuja 3a TepMm M je oHa Koja mojia3u off pesiekca y M Koju je Kpajibe
nesu. Kaxemo na je penekc (Ax. M)N kpajwe ne6o y M ako ce 3a CBakd IPYrH PeleKC
(Ay.M")N" y M, Ax nanasu nieBo y omHocy Ha Ay [Barendregt, 1984, def. 8.4.7.]. Ha mpumep,
y tepmy (Az. yAx. Ix)w = (Az. yAx. (Au. u)x)w , kpajise e penekc je (Az. yAx.Ix)w, jep
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je Az neBo y ogHOCy Ha Au, oK je y repmy ((Axy.x) Ax.x) 2 = ((Axy.x) Aw.w)Az.z Kpajme

neBu pezekc (Axy.x) Aw.w jep je Ax neBo y ognocy Ha Az. '°
[Tomohy mojma kpajme JieBe peayKirje MoKeMO a GOopMYIUIIEMO HapeTHO TBpheme:

Tephemwe. 4.3.3.11. Axo TepM nmMa HOpMaiIHy (OPMY, OHA C€ YBEK MOXKE JOCETHYTH

cnenehu Kpajmbe JeBY PEAYKIIH]Y.

Jloka3s oBor TBphema unTaian Mmoxe nporahu y [Curry & Feys, 1958, section 4E1] nnu
y [Barendregt, 1984, section 13.2.].

ITomohy TBphema 4.3.3.11. MmoxxeMO JAOKa3aTu Ja HEKH JiaMOia TepM HeMa HOPMAaIHY
dbopmy nokazyjyhu na je meroBa Kpajima JeBa peaykiuja Oeckonauna. Tako, mpumepa paau,
MO’KEMO jeJHOCTaBHO MoKa3aTH 11a {23 M 3a mpou3BosbHO M He Moxe OUTH HOopMan3abuiaH

TEpM, jep je KpajiH JIeBU peniekc y {23 M tepm (23 3a kora Beh 3HamMo Ja HeMa HOpMaliHy Gopmy.

ExBuBajeHIHja U jeAHAKOCT TepaMa

Kopucrehu ce mojMom penykigje y 1aMm6/1a padyHy MOKeMo TeuHrcaTu penanujy f-

€KBHMBAJICHIIUj€ Ha TamMbJ1a TepMUMa.

Megh. 4.3.3.12. Kaga OymeMo >kenenu Ja Kaxemo jga Baxu M;=q M;,; wm M;
—g1 Mjyq wmm M, —pq M; nucahemo M; Sy, M, . Pehu hemo na cy repmu M u N -
eK8UBANCHMHY, TITO 3aNHCyjeMO Kao M «—pg N ako Baku 1a M = My S My Spyq M,

s B1,0 .5 B1,0 Mn—l S B1,0 Mn = N, 3an =0 [H|nd|ey & Seldin 2008, def. 137]

[Tpumetumo na M «<—p N He nosnaun ja M —pg N win N —pg M. Ilpumepa pann,
neka je M je repm Ax. I, N Tepm obmuka K1, a L obmuka Ax. I. Jacuo je ma Baxkn M,N —p L,

anmu uehe Baxxutu M —p N,xao uu N —p M.

Penanmja kojy cMo HazBanum f[-exsusanienyujom Ha IPYTMM MeECTHMa ce Ha3WBa

penaijoM f-jeIHaKOCTH Wi f-KOHBepTHOWIHOCTH, BueTu Ha npumep [Hindley & Seldin,

70 MpenmeHoBaHa Be3aHNX NPOMEH/bUBUX CMO OB/e U3BPLUUAN U3 NPAKTUYHKUX pa3aora, Aa 6BUCMO NnaKile
pasnnKoBanu peaeKce.
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2008, def. 1.37.]. Hapenno TBpheme moBe3yje mnojam [S-eKBUBAJICHIIM]E TepaMa ca jeJHaKomhy

KOja je JIOKa3uBa y Ap padyHy.
Tephemwe. 4.3.3.13. M <>p N axou camo ako Ag -+ M = N.

okas. Cmep ca JiecHa Ha JIEBO U3BO/IM CE MHJIYKIIMjOM II0 JIy’)KMHH 10Ka3a y Ag. Jlokas
cMepa ca JIeBa Ha JISCHO JI0Ka3yje ce MHAYKIIUJOM IO CIOXKEHOCTH JIehUHHITM]e penamuje -

EKBUBAJICHIIH]C. W

Tepheme 4.3.3.13. mnokasyje na jeanakocT Tepama y Ag OAroBapa penauuju
CKBMBAJICHIIM]€ HA JJaMO/1a TEPMUMA <3 KOja j€ 3aCHOBaHa Ha MOjMY f peayKiuje. JeqHaKoCT
Tepama y Ag, ce Takohe MOXKe Ha CJIMYaH HAYMH JIOBECTH y BE3Y €A PENIAIN]OM CKBUBAIICHIIM]E

Ha TEPMHUMa KOjy MO’KEMO 3BaTH S1-eKBUBaicHIIMjoM, BueTu [Barendregt, 1984, proposition
3.3.2].

Tephemem kao mto je 4.3.3.13. 3Hauema jeTHAKOCTH y TamMb/1a pauyHy ce TOBe3yjy ca
MpoIiecoM HOpMaim3anuje, o yeMy hemo xacHuje Mohm maino Bume aa kaxemo. Takobe ce
ycroctaBiba onpelheHa Be3a uaMel)y cMHTaKce pavyHa, ca jellHe, U OHOra IITO OU Ce MOTJIO
HA3BaTH BETOBOM ONEPAYUOHOM CEMAHMUKOM, Ca IPyTe CTpaHe. Y TOM CMHCIY, OBO TBpheme
Koje je 00JMKa eKBUBAJICHIIH]C JIMYM HA TBpheme nomnynocmu GopMaHOT cCUCTeMa JamMbaa
padyHa y OHOCY Ha JIaTy penanujy peaykuuje. Cmep ca jieBa Ha JIECHO OATOBapa MOTIYHOCTH
y Y’KeM CMHUCITY, 10K OM cMep ca JiecHa Ha JIeBO Tpebasio 1a 06e30ea1 KOH3UCTEHTHOCT padyHa.

Mebhyrtum, tBpheme 4.3.3.13. rapantyje KOH3UCTEHTHOCT Ag TEK Kajla JOKAKEMO Jia BAKH

onpeheHo cBOjCTBO [-penyKiirje 0 KOjeM TOBOPUMO y cieneheM OesbKy.

4.3.4. Konzucmenmunocm, Yepu-Poceposa meopema u 3uauerse jeOnHaxocmu

HazoBumo ¢opmyny nambna pauyna M = N 3ameopenom ¢opmynom axo cy M,N
3aTBOpeHM Jambaa TepMH OAHOCHO KoMmOuHatopu. Kaxemo na je namOna pauyH

KOM3UCMeHmaH ako He JIoKaszyje CBaky 3aTBopeHy opmyny [Barendregt, 1984, def. 2.1.30.].
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KOH3UCTEHTHOCT jeTHAKOCHOT padyHa BPJIO j€ BayKHA jep FOME CE rapaHTyje Jia JeTHAKOCTH Y

HBEMY HHUCY TPHBHjaJTHE.

Hapenna teopema koja je mpBu myT gokazana y [Church & Rosser, 1936], uMmruinnupa
na je Ag xousuctentan pauys. Ped je o Uepu-Poceposoj Teopemu 3a Gera penykuujy. bome
ce mokasyje Ja mporiec 0era peayKije He MOXKe Y Kpajih0j MHCTAHIIM JAAaTH JBA Pa3InduTa

pesyinrarta.

Teopema 4.3.4.1. (Yepu-Poceposa meopema 3a d6ema pedykyujy). Axo M —g Ny u

M —g N,, onpa mocroju tepm L, Takas na Ny, N, —p L.
/lokas. 3a nokxa3s oBe Teopeme Bunetu [Barendregt, 1984, section 11].

Yepu-PocepoBa Teopema ce Hekan HasuBa u meopema xonguyenyuje (Confluence
theorem) 306o0r Tora mro ce mOME IMOKa3yje 1a je Oera peaykuuja xoxgayenmna. bunapuy
penmanujy R Ha nam0na tepmuma 3Bahemo koughiyenmuom axo 3a mpousBosbHE Tepme M, Ny,

N, 3a0BOJbaBa ciieichu yCIioB:
MRN; u MRN, = nocroju nam6a Tepm L, Takas 1a N;RL u N,RL. "
3ajenno ca tBphemem 4.3.3.13. Uepu-PocepoBa Teopema uma cneaehe tpu nocienuue:

1. M = N ce Moxe JI0Ka3atu y /1[; camo ako mocrtoju TepM L TakaB na ce u M u N Gera

penykyjy Ha L.
2. AKo je TepM HOpMau3abuiaH, BeroBa HopMaiHa (popma je jeJMHCTBEHA.

3. Ako je M unu N HOopMmanu3abuiaH u Baxxu M = N, oHJla OHM UMajy UCTYy HOPMAJIHY

dopmy (o Ha anda KOHTPYCHIIH]Y).

Oge mocrenuie MMIUTMIMPAJy [1a Y CUCTeMY Ag HE MOXeEMO nokasath M = N 3a HopmaiHe
dopme M, N xoje HUCY a-KOHTPYEHTHE, Kao LITO CY TO 3aTBOpeHU TepMu S = Axyz.xz(yz) n
K = Axy.x. Tume ce mokasyje 1a jJeTHAKOCT y Ag HHj€ TPMBHjaIHA U JIa j€ CUCTEM IIPEMA TOME

KOH3HUCTCHTAH.

Yepu-Poceposa TeopeMa TOBOpH HEIITO BAXKHO O 3HAYEHY JEAHAKOCTH Y Ag pauyHy.

Haume, mene nocnenuie nokasyjy Jia ce jeIHaKOCT JiBa TepMa MOKe JOKa3aTH y TOM payyHY

caMo aKko IMOCTOjH 3ajeTHMYKH TepM Ha Koju ce 06a penykyjy. Kao mro cMmo pexiu, Tepmu

71 Ako BMHapHa penaumje Ha nambaa Tepmuma 3a4,0B0/baBa 0Baj YC0B KaXKe ce jow U aa noceayje Yepu-
Poceposo ceojcmso [Stenlund, 1972, p. 73].
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naMOpa padyHa W3pakaBajy TMpaBwia. Pemykndja HEKOr TepMma TMpeicTaBiba IPOIIEC
HOpManuzayuje YMju je UMb Ja TPaBWIO KOje Taj TepM H3pakaBa (OPMYNIUIIEMO Ha
HEMOCPEAHM]H, JeTHOCTaBHUjH HauuH. Yepu-PocepoBoM TeopeMoM TapaHTyje ce Ja Mpolec
HOpMaJTU3alije He MOKE TIPOM3BECTH J[Ba pa3IMuuTa pe3yarara. To uma 3a nocieauiy na he
JBa TpaBWIa HW3pauyHaBama Yy JaM0aa padyyHy OWTH jeHaKa ako W CaMO aKo ce
HOpMAJIHM3aI[MjOM MOTY JOBECTH JIO HMCTE CHHTakcHe ¢dopme. J[pyrum pedmma, jeTHaAKOCT

nam0J1a padyHa je 3aCHOBaHa Ha HOpMaJIH3aIuju.

Kao mTo cMo pexnu, HopManiHa GopMa je MaKCUMaJIHO jeTHOCTaBHA (GopmyJaluja
HEKOT IpaBuja. Y j1aMbja payyHy ca TUIIOBHMA O KOJeéM CMO FOBOPWJIM Y APYTOM IOTJIABIbY,
CBaKH IpoIlec HOpMalIM3alyje JaMb/1a TepMa 3aBpIliaBao ce HopManHoOM GopmoM. MehyTum,
Kao IITO CMO BHJIEINH, y JaM0/a paduyHy 0e3 TUIIOBAa HUCY CBU TEPMHU HOpMalu3aOuiaHu. 300r
TOTa je y OBOM pauyyHYy TEIIKO YBEK U3jeTHAYUTU PEAYKIIH]Y ca nojedHocmasmerbem. Tepm Kao
mTo je {1; Ha mpuMep, He caMo Jia ce peayKijoMm He ympoinhaBa, Beh je cBaku HapeaHU
pesyarar peaykije cse cioxenuju [Hindley & Seldin, 2008, example 1.25.¢]. Unak, To He
3HAYW Ja T0jeJHOCTaBJbUBAKE HUjE yub Tpoleca peAaykiuje, Beh ma Taj musb HEUje yBEK

JOCTHIKAaH.

Ha cnwuan mauma Ha koju YUepu-PocepoBa Teopema 3a Oera peayKiujy TapaHTyje
KOH3MCTEHTHOCT padyHa Ag,Tako u (opmynamuja Yepu-Pocepoe Teopeme 3a Oera-era
penykuujy, Koja je npsu myt jgokasana y [Curry & Feys, 1958] rapantyje konsucTeHocT Agy,
pauyHa, Bujetu [Barendregt, 1984, theorem 3.3.9.]. Tpeba namomenytu, mehytum, na ce
KOH3UCTEHTHOCT J1aMbJa pauyHa y Ag u Ag, Qopmynanuju Takohe mMoxe mokasard myreM
Mojiena Kao o je To yunruo npeu Ckot y [Scott, 1969]. [Ipema CKOTOBOM MHIILIBEHY, I0Ka3
KOH3UCTEHTHOCTH J1laM0Jla padyHa KOjH ce OClIamka Ha MOJIeNIe MMa MPEeIHOCTH Y OJHOCY Ha
TPAIUIIMOHAIIHUA JIOKa3 KOH3UCTEHTHOCTH KOju ce 3acHuBa Ha Yepu-PocepoBoj Teopemu. OH

TBPAH:

“3a jennakocHe cucteme Koje cy yBenu Kapu u Uepu, 10ka3 KOH3UCTEHTHOCTH
npeko Yepu-PocepoBe TeopeMe MeHH He yiHBa BENUKY curypHocT. Kao mro
je TO ciyd4aj ca MHOTUM JOKa3HO-TEOPUjCKHM apTyMEHTHMa, pe3yaTaT BeoMa

3aBUCH 0J] TauHe GopMmyrnanuje nmpasuia“ [Scott, 1980, p. 225].

Taxohe, CkoT kaxe:
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,CTBapHO HHj€ HM HajMame MomTeHo o Yepdya (...) 1a ce mo3uBa Ha JOKa3
KOH3HMCTEHTHOCTH mpeko Yepu-Pocepose Teopeme, MOMITO TO HE J1aje HUKAKBO
HHTYMTHBHO OIIPaBIame 32 U300p MpaBuiia peAyKLHje Koja Cy yHanpes faTta‘

[Scott, 1980, p. 232].

Jlpyru KoMeHTap ce ojJHOCH Ha macyc u3 yBoaa y [Church, 1941] rae Uepu kaxe Kako
pe3yaTaT KOH3UCTEHTHOCTH (Koju ce mo3uBa Ha Yepu-PocepoBy TeopeMy) mpyxa onpaBaame
3a TO Kako je mojaM ¢yHkuuje cxBaheH y nmam0aa pauyny. [Ipema Tom cxBaramy, HHTEH3H]a

(G yHKIMje je OHO LITO je MPUMAapHO JaTo, AOK C€ HeH JIOMEH HaKHA/IHO PEKOHCTPYHILIE:

»(...) TPETUPAMO OIepanujy WM TPABUJIO TOBE3MBamba KOje KOHCTHTYHIIC
GyHKIMjy Kao MpUMapHO J1aTo, a OICer apryMmeHara je oHaa onpeheH kao
cacTaBJ/b€H U3 CTBApH Ha Koje je omepainuja npuMeHbuBa. OBo je yaabaBame
KOj€ je IPUPOJIHO Y MPENIAXKEHhY ca pa3MaTpama QyHKIHja Y TOCCOHOM IOMECHY
Ha pa3Mmarpame (QyHKIMja yommTe, W OHO j€ TOAPKAHO TeopeMama

KOH3UCTEHTHOCTH Koje he OUTH 10Ka3aHe y HacTaBKy.

Ckort mpuroBapa Jia HHje jacHo kako 6u Uepd-PocepoBa Teopema MorJia Ciry>)KUTH Kao
onpasgdarve 3a crieuprUaH HAYMH Ha KOjU ce MojaM (yHKIIMje TpeAcTaBiba y Jam0baa pauyHy
Kao HU 3a M300p MpaBHiIa 3aKJbydHBamka U aKCHOMA KOja Taj padyyH KOHCTHTyHWITy. MehyTum,
yuHU ce Ja CkoT u Yepy Hemajy HY)KHO HCTH TOjaM onpaedara Ha ymy. Usrnena na Yepu
nocMaTpa Uepu-PocepoBy TeopemMy Kao OIpaBliabe CUCTEMa Y TOM CMHUCITY IITO OHA MTOKa3yje
ETOBY KOH3UCHEHMHOCH, @ HE Y TOM CMHUCITY IITO MTOKa3yje HEerOBY UHMYUMUBHOCHI.

Anun u mopen Tora, HEcaM curypHa qa CKOT y MOTIYHOCTH MMa IPaBo Kaja Kake Jaa
Yepu-PocepoBa TeopeMa HM Ha KOjH HauWH HE Jaje UHMYUMuUGHO ONPABAAKE 32 TO KaKO je
mnojaM peaykuuje hopmain3oBaH y Jamoaa pauyny. O6jacunhemo 300r yera y HaCTaBKYy.

[TpBo hemo mokymaTu 1a 006jacCHUMO MITa OM TO 3HAYMIIO J]a C€ HEKO CBOJCTBO HAJIMK
KOH(DJIYeHTHOCTH TIpUNUIIEe HepOpMalHOM H3padyHaBamwy. IIpermocraBuhemo ma ce
M3padyHaBame BPeIHOCTH QYHKIH]jE [ 3a JaTe apryMeHTe IIpeMa YHAIPe/ [ 3a/1aT0j MPOIeIypr
K0jy opmupa ckyn mpasuiia R cactoju u3 kopaka koje hemo Ha3zBaTu cmaruma. Ilocneamu
KOpaKk y W3pauyHaBamkby KOjH HaMm Jaje peleme Ha3zBaheMo KpajiblM  CTambeM.
[IpernocraBuhemMo 1a OCTOjM TOYETHO CTamke KOje Mpe/CTaBiba MOYETaK M3pavdyHaBama U
npeTnoctaBuhemMo aa n3Mel)y ctama MmocToju penaiuja docmuxcusocmu Kojy oapehyje ckym

npaBuia R. Pehu hemo na je penanuja 10CTHXUBOCTH KOHGIyenmHa ako je cienehu ycios

130



3a/10B0JbeH. HanMe, U3 HEKOT CTama y M3pavuyHaBamy S; JOCTHKUBA CY JIBa CTakba S U S"
CaMo aKo MOCTOjU CTame S, TOCTIKUBO M3 00a OBa CTama IMPUMEHOM MpaBuia u3 R.

Axo u3pauyHaBame (yHKIMje f Tpema HpoueaypHu Kojy ¢opmupa ckyn mpasuia R
onpehyje ckym crama S, U penanujy JOCTHKHUBOCTH Ha OBUM CTambMMa Koja je KOH(QIyeHTHA,
pehu hemo na je m3pauynaBame f npema R kougayenmmuo.

Cama hemo mokymath Ja o00jaCHUMO Yy KakBOj Cy BE3M HMHTYWTHBHH II0jaM
M3padyHaBama Koje je epeKTUBHO, OJTHOCHO KOj€ C€ OJ[BUja INpeMa IMpaBmwiInMa e()EKTUBHE
MpoLeaype U TMojaM M3padyHaBama Koje je koHpayeHTHO. [IpermoctaBumo na R dopmmpa
epeKTHUBHY TpOIENypy KOjoM ce u3pauyHaBa (yHknuja f. OmnpaBmaHo je OYCKHBATH Ja
mporeaypa Koja je eekTuBHA Hehe 3a UCTH YHOC MPOW3BECTH JIBA Pa3lIMUMTA pemiema. To
MOXEMO CXBATUTH Kao0 HEKY BPCTY BaJbaHOCTH MpaBHJIa M3padyyHaBamba WM HHCTPYKIHUja U3
KOJUX C€ Ta MpoIleaypa CacToju. AKO MPETHOCTaBUMO aa je ¢yHknmja [ neduHucaHa 3a
apryMeHT &, OJJHOCHO Jia TIOCTOjH pelietse b, TakBo na f(a) = b, BasbanocT npasuia u3 R Ham
rapanryje aa u3 Onio Kor Kkopaka y pauyHamwy f (a), cienehu R moxemo nmoctuhu To pememe.
AKO Cy MHCTpYKIIMj€ BaJbaHE Y OBOM, He(hOpMATHOM CMUCITY, OHE he Hac BOAMTH JOCTH3AbY
peliiemha n3padyHaBama I HAC BOJIC HEKOM CTamy U3 KOj€ je pelllehe JOCTHKUBO ciehemeM
3aJIaTUX WHCTPYKIIM]a, TIOJ] YCJIOBOM Ja TAKBO PEIICH-E TIOCTO]jH.

Jla mpoueaypy 3a M3pauyHaBame YMHU ¢(PEKTUBHOM, M3Mel)y ocraior, TO IITO Cy
HHCTPYKIIMjE U3 KOJUX CE OHA CAaCTOjU BaJbaHE y OBOM CMHCIY IMokasyje macyc u3 [Kleene,
1988, p. 16-17] y kojem KirHu roBopu 0 airOpUTMy Kao 0 METO/IM 3a U3padyHaBame PyHKIUje
U Kaxe:

,»aKBa METOJa je 3ajgaTa CKyloM IpaBWja WIM HHCTPYKIIHja KOje€ OIMUCY]Yy

npoueaypy [o/nyunBama) koja GpyHKIuoHUIIE Ha cienehu HaunH. HakoH mro

je mporieaypa ornucana, ako ogadepemMo OHJI0 Koje MUTamke U3 Kilace, mpoLeaypa

he Ham oHma pehm Kako /1a M3BEJIEMO y3aCTOIHE KOopake Tako aa hemo mocnue

KOHa4yHOI' Opoja Kopaka MMAaTH OJrOoBOp Ha ojaabpaHo mnuTame... Hakon

n3BOlema CBAaKOT HAIler KOpaka Ha KOjH Hac je Mpoleaypa HaBesa, mpaBuia

WM MHCTpYKuje he Ham wiu oMoryhuTH aa mpemno3HaMo jJa UMamo OJIrOBOP

cajia mpeJ Hama | Jia Ta HITYUTaMo, WIH Y CYIPOTHOM, J1a jOIIl HEMaMo OJIr0OBOP

npes Hama, y KojeM ciay4ajy he Ham pehu koje gasbe Kopake aa npeay3memo.

I[aKJ'IC, BaJbaHOCT I/IHCTp}IKLII/Ija MOKEMO ITOCMATPATHU Ka0 HY’KaH yCJIOB KOjI/I HCKH CKYII

IpaBUjIa U3padyyHaBama Tpeda Ja 3a70BOJbH Ja OMCMO MPOLEAypy Koja ce M3 THX IpaBuiia
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CacToju MOTJIHM, WHTYUTHBHO TroBopehu, ma HazoBemMo edekTuBHOM. KoHiayeHTHOCT je
CBOJCTBO KOje HaM TapaHTyje Ja je Taj HyXaH YCJIOB HCIYHEH. AKO je H3padyHaBame
KOH(IIYEHTHO, TO 3Ha4H Jia HE MOXe Johu JI0 Kopaka y pauyHary, Ha30BMMO I'a S; TAKBOT JIa
Sj He IPeJICTaB/ba HU PELICHE, HUTU HaM UHCTPYKIHUje MOy pehu 1iTa 1a y4MHMMO Jia U3 S;
nohemo 10 periema.

[Tokazyjyhu na xoHbIyeHTHOCT Baku 3a Oerta-penykuujy, Yepu-PocepoBa Teopema
rapairyje Ja TMpolec Hu3padyHaBama HOME OINUCAH 3a/I0BOJbaBa WHTYUTHBHH YCIIOB
BaJbaHOCTH. Ha Taj HaumH, Ta Teopema OapeM JOHEKJE MpyXa WHTYUTUBHO ONpPABIAKE 32

dopmanu3anujy nojmMa GyHKIHjE U Ipolieca pauyHama y 1aMO/1a pauyHy. /2

VY HapeIHOM 0JIeJbKY, IpeacTaBuheMo pesyaTare Koju he Ham oMoryhuTu aa HemTo
BHUIIIE Ka)KeMO O ofHOCY u3Mel)y Oera-penykiivje u u3padyHaBama, Kao U 1a 1yosee yhemo y
pauyHCKe acmekre jam0aa pauyyHa. YBemthemo mnojam A-nepuHaOwiHocTH (GYyHKLHjA U
npeacraBuheMo pe3yiTar Koju je mpBH JoKka3zao KiuHu, 1a ce cBe peKyp3uBHE (QYHKIIH]e MOTY
nepuHUcaTH cpejacTBuMa jdambna padyHa. Kao mro cmo Beh paHuje HamoMeHyIld, OBaj
pe3yaTar je 3HauyajaH U3 BUILE pa3Jiora. 3a Hac je oBJie oceOHO BakaH jep hemo nomohy mera

mohu Ja ITIOBEXXEMO HOjaM aJiropurMa Ca 3Ha4CHhECM oz[peljeHe KJj1ace J'IaM6I[8. TCpaMma.

2 Mpumetmo fa he cBako M3padyyHaBarbe Koje je CeKBeHUMjaaHO 6UTM M KoHdayeHTHo. Mog
CeKBeHUMjaIHMM M3padyHasarbem MogpasymMeBamo M3padyHaBakbe Koje je TakBO 4a Ce M3 CBAKOr CTarba Yy
pauyyHakby moxkemo cnegehu npaBuna m3padyHaBarba npehu y Hajsuwe jeaHo cTarbe. CeKBeHUMjanHo
n3payyHaBarbe yBeKk Gopmupa HU3 Kopaka, dyHKUMja 3a ogpeheHn yHoC npema 3a4aTom CKyny npasuaa mopa
dopmupaTtn HU3 KopaKa. Ca gpyre cTpaHe, KOHPNYEHTHO U3PaYYHABHE AONYLITA NOCTOjakbe PasANUYUTUX NyTakba
Y U3payyHaBakby, CBE AOK je UCMYHEH YCN0B Aa Ce CBe OBe MNyTakbe MOpPajy Aa TaKo KaXKeMO, CYCPecTu Y HEKOj
Tayku, O4HOCHO A4a BOAE UCTOM pesynTarty.
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4.4, NepunaOuaHOCT peKyp3uBHUX PyHKIHja

Pesynrtatu A-nedunabunnoctu koje hemo y oBOM 0/1eJbKy ITpUKa3aTH oMoryhaBajy HaMm
na eQeKTHBHE MPOLEAYype IyTeM KOjUX payyHaMO peKyp3uBHE (yHKIHje (OpMyIHIIEMO
nambaa tepmuMa. To ce MOXke YUYMHHTH 3axBajbyjyhul UnMiseHHIM Ja y Jambna pauyHy 0e3

THIIOBA ITOCTOj€ TEPMH KOjJH CE€ Ha3UBA]y KOMOUHAMOpUMA uKcHe mauxe.

Yommre, ¢uxkchom maukom Heke QyHKIMjEe f HA3MBaMO EbEH apryMEHT KOjH OCTaje
HETNPOMEH-EH HaKOH npuMeHe Te pyHkumje. Jpyrum pednma, a je pukcHa Tayka GpyHkuuje f
ako f(a) = a. VY ckiany ca Tume, AepuHUIIEMO KoMOMHATOpe (PUKCHE Tauke Ha cieaehu

HA4YUH.:

Hegp. 4.4.1. (kombunamopu ¢uxcne mauke) KomodOunamopu uxche mauxe cy

3aTBOpEHH jlaMbia TepMu M TakBM J1a 3a cBaku TepMm X Baku MX =g X(MX).

Tu xoMOMHATOPU CBAaKOM TEpPMY IPUAPYKY]Y HBETOBY (PUKCHY Tauky. [Ipumep TakBor
komOuHatopa je repM Af . (Ax. f (xx)) Ax. f (xx) xoju hemo obenexxaBatu ca Y. Jlaje Y 3aucra

KOMOMHATOp PUKCHE Tauke Moka3yjy cienehe peaykuuje.
Hexka je N npousBosbau 1ambaa tepm. Tepm YN npoussoau cienehy 6era penykuujy:
YN —p (Ax. N(xx)) Ax. N(xx) —pg N((Ax. N(xx)) Ax. N(xx)).
Taxohe, nmamo na:
N(YN) —pg N((Ax.N(xx)) Ax. N (xx)).
Ha ocHoBy oBuX penykiuja MoxeMo 3akbyuntu n1a: N(YN) =5 YN.

Mosxemo npumerutu na nako N(YN) =g YN Baxu, ne Baxu na YN —pg N(YN).
ITocroje mehyTum, komOuHaTopu pukcHe Tauke M3a koje He Baxku camo N(MN) =g MN Beh
u MN —g N(MN). Ilpumep TakBor KOMOMHATOPA j€ TEpPM (Azx. x(zzx) ) Azx. x(zzx), wTo

nokasyje cneacha pemykiuja:
(Azx. x(zzx))Azx. x(zzx) X —>p (Ax.x((Azb. b(zzb))(Azb. b(zzb))x))X

(Ax.x((Azb.b(zzb))(Azb.b(zzb))x))X —p X((Azb.b(zzb))(Azb.b(2zb))X).
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Kom6unarop (Azx.x(zzx))Azx.x(zzx) ce obuuno obenexasa ca ® u no Anany Tjypunry

HOcH HasuB Tjypurneoe komburnamop (puxcre mauxe).

[TpumernmMo na KoMOMHAaTOpU (PUKCHE Tauke, Kao IITO je Y HHUCYy HOpMaTu3aOWIHU
TepMH, HeMajy HopMainHy (opmy. [Ipumepa pagu, na komOuHaTOp Y KOjU CMO JAeUHHMCAIN
ka0 Af. (Ax. f (xx))Ax. f (xx) Hema HopmanHy (OpMy NOKasyje HApeIHH GECKOHAYAH HH3

6era peayKIuja;
Af. (A f (ex) ) Ax. f () —p
A C(Ax. f () Ax. f (xx)) —p
A f(f ((Ax f o)) Ax. f (xx))) —p o

3axBasbyjyhu TOMe IITO Kjlaca KOMOMHATOpa KOjU 3a/10BOJbaBajy nepununujy 4.4.1.
MOXe€ Oa ,reHepume” (UKCHE Tauke, MoMohy HHX MOXXKEMO Ja OINOHAIIAMO OIeparuje
peKyp3uje 1 MUHUMU3AIMje YHyTap JlamOa padyHa. Kao mro hemo yckopo mokasaru, To Ham
oMmoryhaBa na y OBOM padyHy INpeICTaBUMO CBE peKyp3uBHe (yHKuMje, u npema Yepu-

TjypunroBoj Te3u, cBe n3padyHJbuBe QyHKIH]E.

Amm, nma Omcmo yHyTap jam0ia padyHa MoriH Ja jaeuHHmEMO (QYHKIHje Ha
pUPOJHUM OpojeBruMa, pBO heMo Mmoka3aTu Kako ce MpeACTaBIbajy CaMu MPUPOIHU OPOjeBH.
Jlambna TepMe Koju UX IpescTaBibajy 3BahemMo Yepuosum nymepanuma. Y ONIITEM CIy4ajy,

aKko je n npupojaan 0poj, weroB YUepuoB Hymepan hemo nucaTtu kao: 'n'.

Hegp. 4.4.2. Yepuos nymepan 3a 6poj n, 'n’ nepunumemo xao Afx. f™*(x), rme f™(x)
croju 3a f (... f(x)) rae ce f jasma n myra [Hindley & Seldin, 2008, def. 4.2.]. Tako, umamo:

0= Afx.x
1" = Afx. f(x)
2" = AMx. f(f(x)) ..

Hanomena. llpumernmo na cy YepuoBu HyMepasid YBEK 3aTBOPEHH TEPMH Y HOPMAJTHO]

dopmu u na 3a cBaka iBa Tepma, M, N paxku 1a: 'n' MN —pg M™N.

VY nambna padyHy cBaku Opoj MpeicTaB/ba HEKO MPABHIIO, OJHOCHO HEKY (DYHKIIH]Y.
To mpaBuiio ce cactoju y npuMeHu oxapehene onepaiuje, npu uemy 0pojy n oarorapa n —ra

npuMeHa te onepauuje. Ilpumepa paau, 6poj 1 npeacraBsba NpaBUIIO KOje HAM KaXke Jja HEKY
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orepanujy NPpUMEHUMO jeJaHIyT, Opoj 2 Ja MCTy omepaiyjy IpUMEHHMO JBa IyTa M TaKo

nasbe. [Ipema YepuoBOoM MUIIIBEHY,

,» 10 je JOMyCTUBO Ha OCHOBY TOT'a IITO alliCTPaKTHA TeOpHja OpojeBa 3axTeBa o1
MO3UTHBHUX LEIHX OpojeBa caMo J1a (popmupajy Husz (€Hr. Progression), u mos

THUME YCJIIOBOM, LCIIN 6pOjCBI/I CC MOI'y IIOUMCTOBETUTH Ca OMJIO KAKBOM BpCTOM

ob6jekata.” [Church, 1941, p. 29]

Jlakie, 3Ha4Yee MPUPOAHUX OpojeBa ce mpeMa OBOM TJICTUILTY CACTOjH MPUMAPHO Y
TOME Kako OHH ghopmupajy Hu3, a He y TOMe KakBoj BpcTH o0jekara npuranajy. Moxemo pehu
71a je TUME HACYIIPOT YHYTPAIIHkh0j, CKYIIOBHO] KapaKTepU3allnj, y JaMO/1a pauyyHy JlaTa jeHa

CTOJhallha KapaKTepu3alnja mojMa mpupoaHor Opoja.

Nmajyhu y BUIy Kako ce MPUPOAHHM OpOjeBH MPEICTaBIbajy JIaMOaa TepMUMa, caaa
heMo mokasatu Kako ce mpejacTaBibajy QyHKIHMje Ha MpupogHiM OpojeBuma. PasnukoBahemo
IPH TOM, momanne @yHkyuje U3 ckyna A y ckyn B — QpyHKIHje KOje CBAaKOM €JIEeMEHTY 011 A
MPUAPYXKY]Y TA4UHO jeIaH elNeMeHT u3 B, on napyujannux ¢pynkyuja u3 A'y B - dyHK1IHja KOje
cBakoM eineMeHTy o A' € A mpuuapyxkyjy Tauno jenan enement uz B. Camo y ciyuajy
napuyjanHux (QyHKIWja, aam HE Yy CiIy4ajy ToTanHux, Moryhe je ma ¢ynkmuja Oyne
Hedegunucana 3a HEKH apryMeHT JoMmeHa, kaga on mpumaga A\ A'. YV Hacrasky,

nedunucahemo nojam A-degpunabunnocmu TotanHux GpyHKIHMja HA TPUPOAHUM OpOjeBUMA.

Hegp. 4.4.5. ToranHa ¢QyHKIMja Ha CKyIy MpHPOJHUX OpojeBa je TOTalHO
npecnukaBame @: NP — N 3a nexo p € N. Heka je ¢ Toranna pyHKIHja Ha CKyIy IpUPOIHUX
OpojeBa ca p aprymenara. Kaxemo na je hynknuja ¢ A-depunabunrna v A-npedcmasvusa

aKoO:

3a cBaKko ny, Ny, ..., N, € N, nmocroju 3arBopenn nambaa Tepm F Takas na y nambaa padyny

Baxu cieneha jemnakoct:

1

r ar hl r 1 r
Fng''my' o'y =g (g, Ny, ..., Np)"

Kaxxemo na je pynknmja Ha OpojeBuMa A-degpunabunrna v A-npedcmassusa TepMoM F ako

takBO F moctoju [Barendregt, 1984, p. 44].

[Torro cy YepuoBn Hymepanu y HopManHoj Gpopmu, Baxuhe F 'ny" n," ... 'y, =g

a a

‘o(nqg,ny, ...,np)‘, camo ako F 'ny" 'my ... 'y, —p ‘©(nq,ny, ...,np) .
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Cana xama cMo jAeuHHCANM IITa 3HAYM Ja je ToTaqHa (yHKIMja HA MPUPOTHUM
OpojeBuma A-neduHabuiaHa, ciaeache mutame Koje ce mpupoaHo Hamehe je Koje momanme
@yHKYuje Ha npupooHum opojesuma cy A-oeghpunadbunne? 3axBasbyjyhu pe3ynrary Koju je pBH

nokazao Kimunu y [Kleene, 1936], imamo oAroBop Ha TO MUTAHE:

Knunujeea meopema. Axo je @ TotaiHa QyHKIHMja HA CKYITy IPUPOIHUX OpojeBa, oHAa

j€ oHa A-Oeghunabunna ako U camMo aKo j€ peKyp3usHd.
OBy Teopemy unHe cieneha qsa TBphema:

1. Axo je momanna ynxyuja @ Ha ckyny npupooHux opojesa peKyp3ueHa, OHOd je OHA

A-dehunadbunna.

2. Axo je momanna ¢yHKyuja @ Ha cKyny npupoouux opojesa A-oeghunadbunna, onoa

je OHa peKkyp3ueHa.

KiuaujeBa Teopema je MOCIHeAnIia OMIINTHjE TEOPEME O napyujaiHum PEeKyp3uBHUM
¢dynkujama yuju hemo nokas mpenctaBuTH y onesbKy 4.4.1. TBpheme xoje hemo y oBom

olleJbKy opMyInKcaTH U JI0Kaszatu, ciabuje je ox TBphema 1. rope. OHo riacu:

Tephemwe. 4.4.6. Axo je QyHKUMja (p Ha CKYNy HPHUPOAHUX OpojeBa NpUMUMUBHO

peKkyp3uena, ouna je ¢ A-nedpunabuiHa.

Hoxka3. Tsphewe 4.4.6. cnabuje je on TBphewa 1. rope jep je CKym NPUMHTHUBHO
peKyp3uBHUX (YHKIIM]ja MPaBU MOJACKYN CKyla TOTAIHUX PeKyp3uBHUX (GyHKUUja. TBpheme
4.4.6. moxazaheMo WHIYKIHjOM IO CJIOXEHOCTH NePUHUIM]jE TMPUMHTUBHO PEKYypP3UBHUX

¢dbyHKIMja, KojJy heMo 1a JamMo y HacTaBKy.
Hegp 4.4.7. Cnenehe Gpynkuuje 30BeMo ocHogrnum QyHKIHjaMa!

1. @yuxyuja cneobenuxa S:N — N, 3a kojy Baku S(m) = m + 1;
2. Ipojexyuje m}: Nt - N, 3a 1< <1, 3a koje Baxu 1} (My, ..., m))=my;

3. Koncmanmue gpynkyuje const,: N — N, 3a koje Baxu const,(x) = n.

Megp 4.4.9. Hexa Lk€Nu 1 < i <k. Kaxemo na je dynkumja h: N' >N
nepunucana  xomnosuyujom ¢ynxiuja f:N¥ 3N u g;..g.:N' >N ako 3a cpako

(my, ...,m;) € N!Baxu
h(my,...my) = f(g1(mq, ... M), ., g(My4, ..., M)).
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Ha je pynkuuja h nepmHICaHa KOMITO3UIM]OM U3 f U g;-O0Ba MOXKEMO 3alKCaTH Kao:

h = Cn[f, g1, -, 9kl
Axo cy f:N¥ 5N mm g;:N' >N 3a nmexo { mapuujamne ¢yHKHMje, BpeaHOCT
h(my, ..., m;) je neduHrcana camo aKo je cBako g;(my, ..., m;) neuHUCAHO 3a CBAKO i M aKO

je f(gi(my,...,m)), ..., gr(M4, ..., m;)) nebunucano 3a ceaxko g;(my, ..., my).

Mlegp 4.4.10. Hexak € N. Kaxemo na je ¢ynxmmja h: N¥*1 5N nedunucana

pexypsujon n3 pyakmmja f: N¥ 5N u g:N¥*2 5N ako 3a cako (n,my,..,my) €

N4*1 gaskn

h(0,m4, ...,m) = f(my,...,my);

h(n+1,my,..,m,) = gy, h(n,my, ..., my), myq, ..., my);

Oyukuuje g wim f Mory outu u napuujaide Gynkuuje. M y Tom ciiydajy Mopa J1a Baxu:
(0,m, ..., my) € Domh akko (my, ..., m;) € Domf
(n+1,m4, ..., my) € Domh akko
(n,my, ..., my) € Domhu (n, h(n,mq, ..., my), My, ..., my) € Domg.

Ha je dbynkuuja h nedpunucana pekyp3ujom u3 QpyHkuuja f U g MOKEMO 3amKucaTu Kao:

h = Pr[f,g].

egp 4.4.11. (npumumueno pexyp3usne pynxkyuje) 3a GyHkuujy h Ha IPUPOTHUM

OpojeBrMa KaKeMO Ja j€ NpUMUMUBHO PEeKYP3UBHA AKO BaXKH.

1. h je ocHOBHa (hyHKIIH]ja, WK

2. hje o6mukaCn[f,gq, .., gkl tae ¢y f,91, -, 9gx TPUMHTHBHO DPEKYp3UBHE
byHKLHje, UK

3. h je obmuka Pr(f, g], rae cy f, g IpUMUTHBHO peKyp3uBHE (yHKIIH]E.

Cana kama cmo jaeduHHCAIM NPUMHUTHBHO PEKYp3UBHE (YHKIIMjE, MOXKEMO Ja

MOKa)KEMO KaKO ce OHE MpeCTaBibajy y JamOaa pauyHy, noiaaszehu ol OCHOBHUX (PyHKIIHja.
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Tepherwe 4.4.12. OcHOBHE TPUMHTHBHO peKyp3uBHE (yHKIHje (CraeaOeHHK,
KOHCTaHTHe (YHKIMje W Tpojekiuje) Koje o3HadaBamo kao S:N — N, const,:N - N,

n',: N® >N, ce tum penocienom A-gepununry cieaehnum TepMuMa:

L Ayfx. f(yfx)
2. (Ay.'m"H)'m".

30 AXq .., Xp. X

/Jloka3. OBnie Hehemo naTh OTITYH J0Ka3 oBor TBphema. Camo hemo y kpaTkum rprama
nokasaru 1a Ayfx. f(yfx) nepunume Gpynkuunjy cinenoennka. To ieMO yYHHHUTH TaKO IITO

hemo mokazaTu J1a 3a IPON3BOJbaH OPOj N BAXKH:

(Ayfx.f(yfx)) m' = m+1.

IToriro cMo pekiu fa 6poj n y Jamba padyHy IpeacTaB/baMo TepMoM Azw. z™"w (BUIETH

nedunumjy 4.4.2.) uMamo 1a:
(Wfx.fyfx) n' = (Ayfx. f(yfx))(Azw.z"w ) u
m+ 1" = Azw. z" 1w,

Penykyjyhu tepm (Ayfx. f(yfx))(Azw. z"w ), nobujamo:
(Ayfx.fyfx)Azw.z"w) —p Afx. f((Azw.z"w )fx)
Mx. f((Azw.z"w ) fx) —p Afx. f(Aw. fhw)x
Afx. fQw.f'w)x —p Afx.f(f"%) = Afx.f"*lx=n+1".

Tume cmo nokasanu aa repM Ayfx. f(yfx) A-nebununine GyHKIH]jy ciea0eHHUKA.

Cana hemo nokazaTH Kako ce y 1am0/ia pauyHy Npe/icTaB/ba KOMIO3MIIKja (GyHKIH]a.

Axocy f:N — Nu g:N — N 1Be yHapHe QpyHKIIMje Ha TPUPOTHUM OpojeBHMa Koje
cy A-nedunucane tepmuma F u G, oHJa ce wUXoBa kommosuidja, pynkuuja h = f(g(m))

nedunume kao Ax. F(Gx). To ce MOXe JIako U TIOKa3aTH.

Jacno je na (Ax. F(Gx))'m" —p F(G'm"). Ilomro je, mpema npeTnocTaBiy, G TepM Koju A-

neunume ynxujy g: N — N, onya npema ned. 4.4.5., G'm’ =5 "g(m)’, u npema Tome:
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F(G'm") =p F(g(m)").

Taxohe cmo npernocraBunu aa F A-nedunume pynknujy f: N — N, na cnequ, npema aed.

445, na:
F(g(m)") =5 "f(g(m))".
Ha ocHOBY jeqHakocTH 3a KOje CMO JI0 Cajia MOKa3aJv J1a Ba)Ke MOYKEMO 3aKJbYUUTH J1a:
(Ax.F(Gx))m' =5 "f(g(m))"

Tume cmo pokaszanu ga tepM Ax. F (Gx) A-nedunume GyHkuujy h.

Ha cnauyan HauuH Ha KoOju CMO Tokasand jga TepMm Ax.F(Gx) A-gedunmumie
komrno3uiyjy dynkuuja f: N — Nu g: N — N nox npernocraBkom na F A-nedunumie f u
G A-nedunuiie g, Moxke ce JOKa3aTH M OIIITHje TBphemwe, Koje oBae Hehemo 3aceOHO

JOKa3uBaTu. Ono raacu.

Tephemwe 4.4.13. Heka je f ¢yHKIMja HAa CKyITy IpUPOTHUX OpojeBa ca k aprymeHara,
a gi,--,9r OyHKIMje HA CKymy ImpUpoaHuX OpojeBa ca | aprymenara. Heka je ¢pynkumja

h:N! — N BUX0Ba KOMIO3UIHja neduHUCaHA Kao h(mq,...,my) =

f(g1(my,...,m)), ..., gr(my,...,m)). Axo cy byuxumje f u g; A-nedunucane repmuma F
u G, OHJIa byHKLIH]Y h:N! — N A-nepunume TepM:
Axl e Xp- F( (Glxl) xl) ( (kal) Xl).

Jaxie, TepMoM Ax; ... Xp. F (.. (G1X1) oo Xp) o (oo (GXq) ... X) y TaMOma pauyHy
MIPeJCTaB/baMO KOMIO3MIIN]Y peKyp3uBHUX (yHkuuja. [IpencraBibame pexypsuje je HEeUTo
KOMIUTMKOBaHHj€, TTa heMO My IMTOCBETUTH MaJlO BUIIIE TAXKIHE.

Heka cy dpynxiuje h: N¥*1 3N u f: N¥ 5N u g: N¥*2 5 N Ttakse na h = Pr[f, g].
Bpennoct tako nedpunucane GpyHkuuje h 3a aprymeHt (n, my, ..., my) MOXEMO U3pauyyHaTH

npema cienehuM HHCTpyKIjama:
IIposepu 0a aun = 0.

Axo n = 0, onoa uspauynaj f(my, ..., my),

Axon # 0, onoa uspauynaj g(n — 1, h(n — 1,my, ..., my), my, ..., my).

139



Jla 6ucmo Te MHCTpYKIHje hopMyaucaid y jamoaa pauyHy, KOHCTpyrucahemMo KoMOHMHATOP

R koju 3a710BOJbaBa HAPEIHE jETHAKOCTH:

RLM'0" =5 L
RLM'n + 1" =g M'n’(RML'n").

Kombunatop R koju 3a710BosbaBa OBE jeAHAKOCTH HA3UBA CE PEKYPIUBHUM KOMOUHAMOPOM UITH
kombunamopom  pexypsuje (eur. recursion combinator). KomOunatop pekyp3suje
koHcTpyrcahemo momohy tepama (komOmHaTOpa) Kojuma hemo A-meduHHCcaTH pEeKyp3UBHE
dbynkumje: Ako..., oHOA..., uHaue..., npemxoOHux u credbenux. Te Tepme koje hemo

obenexurtu ca: D, V, N nepunucahemo Ha cinenehu naunn [Hindely & Seldin 2008, p. 52]:
N = Auxy. x(uxy),
D = Axyz.z(Ky)x,
V= Ax.x(1z.D(N(z 0))(z 0))(D00)1,

rme0= "0'=Axy.yul="1" = Axy.xy.

Beh cmo nokazanu na N nedunume Gpynkuujy ciendenuka (Bugetu TBpheme 4.4.12. rope).
Komb6unarop D tpeba na nepunuiie pynkuujy: Akon = 0, onda npumenu L, akon = 0 onoa

npumenu M. Jlakne, D Tpeba a 3a710BOJbaBa HApeIHE jeTHAKOCTH:
DLM'0" =5 L
DIM'm+1" =3 M.

Jla ce komOuHaTop D Kako je oBle Ae(UHUCAH 3aUCTa TAaKO M IOHAIA, JIAKO j€ MOKa3aTH.

PaznukoBahemo nBa ciydaja, npsu rae je n = 0, u gpyrurneje n = 1.
Jlokaz. 4.4.14.
IIpBo mokasyjemo na DLM'0" =g L.
[Ipema nedununuju, DLM'0" = (Axyz.z(Ky)x) LMO.
C o63upom na:
(Axyz.z(Ky)x)LMO —g
(Ayz.z(Ky)L)MO —p
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(Az.z(KM)L)0 —p
O(KM)L —p
L,

3aKsbydyjemMo na (Axyz.z(Ky)x)LMO =g L.

Cana mokaszyjemo na: DLM™n’ =g M,3an = 1.

3a cpako n Baxuhe 1a DLM'™n" =5 "n’(KM)L, jep umamo:
(Axyz.z(Ky)x)LM™n' —g (Ayz.z(Ky)L)M'™n" -5 (Az.z(KM)L)n -z "n'(KM)L.

[Tomro jen > 1 cnenu aa je n obnuka [ + 1 3a Heku 6poj [, cneau, npema neduHUIUjU

4.4.2., na Bax:
M'(KM)L =1+ 1'(KM)L = (Axy. x"*1y)(KM)L = (Axy.x(x'y))(KM)L.
Taxolje, umamo sa:
(Axy.x(x'y))(KM)L > (ly. KM((KM)'y))L —~p KM((KM)'L),
1Ma pema ToMe,
Axy. x(x' Y))(KML =5 KM((KM)'L).

3uamo ga KM ((KM)'L) =g M, Ha OCHOBY TOra Kako cMo JieuHUCAIH KOMOMHATOp K.

[Ipema Tome, cneau na:
T+ 1'(KM)L = (Axy.x(x'(¥)(KM)L =5 M.
[omo cmo Beh nmokasamu na DLM'L + 1" =5 "I + 1'(KM)L,

cnema ja DLM™" =g M,3an = 1.
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Ha cnnyan HaunH Ha KOjM CMO TTOKa3aju ja je Aeunuiyja komOuHaropa D oarosapajyha,
MO>KEMO ITOKa3aTH, MaJia MU TO OBJie HeheMO YMHHUTH, J1a TO BayKu U 32 kKomOuHarop V. Ipyrum

pedrMa, MOXXeMO JoKazaTh Kako 3a tepMm V = Ax.x(4z.D(N(z 0))(z 0))(D00)1 Baxe

HapeJIHe jeIHAKOCTH:
Vo' =r0".
Vn+1'="n,

IITO HaM TapanTyje Aa V A-nedunuine GyHKIN]y IPETXOAHUKA.

Kopucrehu ce xomOunatopuma N,D uV wmoxkemo natu HapeaHy HedopMmaaHy
pekypsuBHy nehunuuujy xomOunatopa pexypsuje: Rxyz =g Dx(y(Vz)(Rxy(Vz)))z,
suzetu [Hindley & Seldin, 2008, remark 4.15.].

Crneneha Teopema HaM TapaHTyje J1a c€ y IPUCYCTBY KoMOWHATOpa (UKCHE Tauke (BUICTH aed.
4.4.1.), xkao mto cy Beh momenytu @ win Y, KOMOMHATOpP peKyp3uje Ja JIako JehHHUCATH

[Hindley & Seldin 2008, corollary 3.3.1.].

Teopema 4.4.15. (Teopema o ¢puxcrnoj mauxku) 3a ceaxu ramb6oa mepm N nocmoju

namooa mepm M makas oa 3an = 0:
My; ... yo =g N[M/x].
Jlokas. Heka je M: = F(AxYy; ... Y. N) rae je F xomOuHaTOp (QUKCHE TaUKe.

Hanomena. Axo je F Tjypunro komObunarop ®, moBpx Tora umahemo J1a BaXKu JOIII H:

My; ... yo =g N[M/x].

3axBaspyjyhu nokasy TeopeMe 0 PUKCHO] Tauku, *MaMO TPOLIEYPY KaKo Jia 3a CBaKy
3a/1aTy peKyp3uBHY AehUHUIIHN]Y H3PAKEHY Je3UKOM JiaMOJa padyHa Hahemo yamOna Tepm
KOJU Ty PEeKyp3uBHY Ae(pUHHUIM]Y 3a70BosbaBa. McTy mpouenypy nmpuMemyjeMo 1a OucMo

HallJiyx Hall KOM6I/IHaT0p peKyp?,I/Ije KOra CMO pCKYpP3UBHO 3a1aJIM Kao:

Rxyz =g Dx(y(Vz)(Rxy(Vz)))z.

Ha ocHoBy nokaza Teopeme 0 (UKCHO] Taykd PEKYpP3UBHH KOMOHMHATOP MOXKEMO

nepunucaru kao R = O (Auxyz. Dx(y(Vz)(uxy(Vz)))z).
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TpebGano Ou HamOMEHYTH Jla c€ KOMOWMHATOp peKyp3uje Moxe neduHucatd U 6e3
npucycTBa KoMOMHaTopa (UKCHE Tauke, KopucTtehm ce camo jako HOpManu3aOWIHUM
TepMuMa, kKao mTo je To ypaheno y [Hindley & Seldin, 2008, p. 53]. Hedununujy

KOMOMHATOpa peKyp3Hje Koja je Tamo u3jnoxena ayryjemo bepuajcy (Paul Bernays).

[Tomohy koMmOGuHaTopa R, MOXeMO J1a MPeACTaBUMO PEKyp3ujy y jJamblia pauyHy U

dbopMyUIIEMO HapeTHO TBphEHwe.

Tephemwe. 4.4.16. Hexa cy f: N* 5N u g: N¥*2 N pexypsusne dyHkuuje koje cy
A-nedunucane Tepmuma F u G, a h: N¥*' 5N ¢ynkunja nedunncana pexyp3ujom us3
fug (h= Pr(f,g]). Ouna cnenchu repm A-nedpunmumie h:

Auxq.. xp. R(Fxq..x,) (Auv. Guvx. . x)u.

okas.

Heka H = Aux;...x. R(Fxq...x) (Auv. Guvx;. .. x;)u.
Wupyxujom o n hemo nokaszaru na:

H0'm;"..."m;." =g "h(0,my, ..., My )" 1

Hn+1""m"..."'my" =g "h(n+1,my, ..., my)".

Cnyuaj n = 0.

Kaga n =0,ouma h(0,mq,..,my) = f(my,..,my),3a cBako m; e N,ie{l,..., k}.
[Tpema npernocraBuy, f A-nedpuHuie Tepm F, ma npema Tome

F'my...'my" =g "f(my,...,my)" (wra Bume, F 'my"..."'my." =g "f(my, ..,my)").

Tpeba nokaszaTu na:

(Auxy...xg. R(Fxq... ) (Auw. Guvxy... x )u) 0 'my*.'my” =g F 'my” o'my

JacHo je na
(Auxy..xi. R(Fxy..x) (Auv. Guvxy.. x)u) 0 'my " ...'my”
—g R(F'm;"..."my" ) (Auv. Guv'm," ... "my." )0.
[Ipema nedununmju R cienu na
R(F'my"...'my" ) (Auv. Guv'my” ..."m;. " )0 -5 F'my'..'my
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Autn, w3 ipetnioctaBke aa f A-pedunume tepm F, crienu na:
Frm*..'my” =g Tf(my, .., my)’

Haxze, (Auxy.. xg. R(Fxq.. x) (Auv. Guvxy.. x )u) 0 'my"..'my” =g "f(my, .., my).

[TorTo, mpema MmpeTnocTaBiu, umamo aa f(my, ...,my) = h(0, m4, ..., my), T0o 3Hauu 1a
he 3a H = (Aux;...x,. R(Fxq...x;) (Auv. Guvx,. .. x;)U) BaXUTH

H'0"'my"..."my" =g "h(0,my, ..., my)".

Caydajn > 1.

1 r

[TpermocraBuhemo ma: H'n — 1" 'my " ...

q

my' =g "h(n — 1,my, ..., my)" u nokasahemo na:

H'n''my"..."my" =g "h(n,my, ..., my)".
Heka je @« = (Auv. Guv'm; " ..."'m;" ). Ha ocHoBy nedununuje H, cieau na:
Hn''m;"...'my" —p R(F'my"..."m;")a'n’,
a npemMa Tome,

Hn'my"..'my" =g R(Fm;"..."my" )a'n".

Ha ocnoBy nedunumuje R u D u npernocTaBke 1a n = 1, MOKEMO 3aKJbyUUTH:
R(Fmy' .."m;" )an’
=g D(F'm;"..."my") (cz(V“n’)(R(Frml1 wmy” )a(V“n’))) .
=g ((Auv. Guv'm;'..'my")(V'n") (R(Frml1 .my” )a(Vrn’))).
=g ((G(Vrn‘)(R(Frml1 wmy” )a(Vrrf))rml1 omy” ))
Ha ocHoBy nedununuje H, cnenu ga
Hn—1"m;".."m* —g R(F'm;".."m;")a'n—1",

Ina nmpema ToMe,

Hn—-1"m"...'"my’ = R(Fm;".."my;" Ja'n—1".
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[Ipema HHIYKTHUBHO] MPETIIOCTABIIH,

1 1

Hn—1"m;".."m;" = "h(n — 1, my, ..., my)".

I1a n3 Tora MoxkeMo 3aKJbYUUTH Ja:

R(F'm;".."m")a(V'n") =g "h(n — 1,my, ..., my)".

Homto V'n' = 'n—1"u R(F'm;"..'m" )a(V'n") =g "h(n —1,my, ..., my)", cneqm

na:

((G(Vrn‘)(R(Frml1 . my’ )a(Vrn‘))rml1 . my’ )) =g

G(n—=-1)(Ch(n—1,mq, ..., mp))'m;"..." my").

[Ipema npernocraBuu, G A-gedunuiie GyHKIH]y g, a TO 3HA4H J1a 32 CBaKo N, [, my, ..., my,

1rl1r

€ N, umamo G'n

(G(rn - 11)(rh(n - 1) m,, "'"rnk)-l)r‘rnl.I rmk1 ) =B

'gn—1,h(n—1,my, .., my),my, .., my)".

[Tomrro h = Pr(f, g], cnenu na:

‘gn—1,h(n—1,my,.., my),my, .. m )" = "h(n,my, ..

Ilokazanu cMmo na:

Hn 'my"..'my" = ((G(V“n’)(R(Frml1 wmy’ )a(Vrn’))rml1

m;'..'my’ =g g (n,l,m4, ..., my )" . 360r Tora cieau jaa:

M)

rmk-l )), u

((G(Vrn’)(R(F“ml1 .my” )a:(V“n’))“ml1 .my” )) =g "h(n,my, ...,my)".

3Hajyhu 1a je jeqHakocT y Jam0/1a padyyHy TpaH3UTHUBHA, MOXKEMO 3aKJbyUUTH Ja

1

Hn''my".."'my" =g "h(n,my, ...,my)".

Haxne, tepm H = Auxy..x,. R(Fxq..x) (Auv. Guvx,.. x,)u A —aedunume h.

[Tokazamu cMo Kako y nmam0aa pauyHy MokeMo A-gednHacaTH OCHOBHE PEKyp3HBHE

¢bynukuje. [Tokazanm cmo Takole Kako MOKeEMO 1a A-TeUHUIIIEMO TPUMUTHBHO PEKYypP3UBHE
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¢dbyHIIKH]e U3rpalleHe KOMIO3UIIMJOM U PeKyp3ujoM. THMe CMO TOKa3ald Jla BaXKH HapeIHa

Teopema:
Teopema. 4.4.6. CBe npUMHUTHBHO peKyp3uBHE QYyHKIIH]jE CYy A-TedhuHaAOUITHE.

/Jlokas. Ha ocHoBy TBphemwa 4.4.12,4.4.13., u 4.4.16..

4.4.1. A-0edpunadbunnocm napyujannux GyHKyuja

VY HactaBKy, mokazahemo kako ce mojam A-nedunabunnoctu (Bumetu ned. 4.4.2.)
MOXK€ MpolMpUTH Ha mnapuujanHe ¢ynkauje. I[lapuujanna ¢ynkuuja f:A =B je
IpeciIMKaBambe Koje CBakoM eneMeHTy u3 A' © A mpuapyxyje TauHO jeaH eIeMeHT cKyma B.
Jaxine, 3a paznuky on TotanHe ¢yHkuuje g: A — B, mapuujanna ¢pynkuuja f: A = B mMoxe
ouTH Heoeghunucana 3a apryMeHT a, kanaa € A\ A'.

['maBHU TTpo0GIIeM 3a MPOIUPEHE MojMa A-AePUHAOUITHOCTH Ha TaplHjaTHe YHKIIH]e
j€ KaKo MpeACTaBUTH BPEIHOCT Hedegunucano. [Ipemor koju je uzneo Yepu y [Church, 1941,
p. 29], 6uo je na ce Hedeghunucana BpeTHOCT y TaMO/Ia pauyHy MPECTaBH TEPMOM KOjH Hema
Hopmanuy ¢opmy. Ilpema TOj maeju, mojam A-IepUHAOMIHOCTH HapuUjanHUX (QyHKIMja

onpehyje ce Ha cinenchu nauun [Hindley & Seldin, 2008, def. 4.5.]:

Hegp. 4.4.1.1. Tapuujanna dyskuuja @: NP - N je A-nedpuHabuiHa ako MOCTOjH
3aTBOpeH namba TepM F TakaB 1a 3a cBe (14, ..., np) € NP,
Fny'...'ny " =g "@(ny, ..., Nnp)", aKo je ¢ 1ePUHUCAHO 32 ApTYMEHT (N4, ..., Np),
F'ny'..."n, " nema nopmanny popmy, unave.

[IpumerumMo 1a je Ha CKyly TOTaJHUX pPEKYp3UBHHUX (yHKLHja oBa JepUHHUIMjA  A-
ne(pUHaOMITHOCTH €KBUBAJICHTHA cTapoj. ToTanHa pexkyp3uBHa (yHKuH]ja je A-nepuHaOuiIHA

peMa HOBOj Je(UHMIIMJU aKO U caMo aKo je A-IepuHabuiIHa TpeMa CTapoj.
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Kopucrehu ce nepunurmjom 4.4.1.1., Knunu je mokaszao cieaehy teopemy y [Kleene,
1936]:

Teopema 4.4.1.2. lTlapuuwjanHa ¢yHKIMja Ha CKYIy NOPUPOAHMX OpojeBa je A-

neduHaOUITHA aKO ¥ CaMo aKo j€ peKyp3HUBHa.

Beh cmo Hemito pekiu o 3Ha4dajy oBor pesynrara. Cana hemo mokymaty ja pa3jacCHuMo
pasyiore Ha KojuMa Io4MBa Hjeja 1a ce HeneduHucana BpeaHOCT GyHKIHMje y JamMO/1a pauyHy

MHTEpHpeTHpa TepMoM 0e3 HopMmaiHe popme.

Y maremarunu, cmucienocm npuMeHe QyHKIHje [ Ha HEKH apryMEHT a OOWYHO ce
onpehyje y olHOCY Ha TO J1a JiH je BpeAHOCT PyHKIH]je [ dedhunucana 3a apryMeHT @, OJHOCHO
Jla T a TpUTaja Wik He npurana noMeny gyrakmnuje f. To je mocienuia eKCTeH3HOHATHOT
cxBarama QyHkiuja. Ca apyre crpaHe, peKiid CMO Jla C€ CMUCJICHA NMpHUMeHa (YHKIHje Ha
aprymeHT 3a Uepua He oapelyyje y OHOCY Ha yHAIpe. 3a7are JOMEH U KOJIOMEH Ha KojuMa je
dbyHKIMja dehunucana, Beh ce JoMeH U KoJoMeH oJipel)yjy y oJJHOoCy Ha TO Ha Koje 00jeKTe ce
bynkumja cuucaeno npuMemyje [Church, 1941, introduction]. Kao mro cmo Beh oGjacHmiy,
TaKBa MO3UIMja IPOUCTUYE U3 CXBaTawka (yHKLHMja Kao npasuia. Cinenehu je Moxkemo pehu
na je u3pauayHspuBa GyHknuja f neduHuUCcaHa 32 HEKH apTyMEHT a aKO j& CMUCIICHO IPUMEHUTH

onpeheHo npasuno n3padyHaBama [ Ha a.

HNedpunnnuja 4.4.1.1. npencrasspa jeaH HAYMH Ja OJPEAUMO IITa 3HAYU CMHUCICHA
npuMeHa QyHkije Ha apryment. [Ipema Tom oapehemy, mpuMeHna QpyHKIM]je MPeACTaBIbEHE
namOaa TepMoM M Ha apryMeHT INpejcTaBibeH JambOaa tepmoM N je cmucieHa ako je MN
HopManu3abmiad TepM. To onpeheme nmporctude M3 UepyoBOT CTAHOBUINTA J1a CE 3HAYCHE
nam0aa TepMa cacToju y HEroBoj HOPMaiHO] (opMu. AKO ce 3Haueme TepMma CacToju y
HBEroBOj HOPMaJHO] (GOpMH, TEPMH KOJU HEMAjy HOpPMaiHy (opMy Mory ce cmarparu
oecmucienum [Church, 1941, p. 14-15].

Jeman on aprymenarta y mpwior ToMme Ja HeneuHHCaHy BpeIHOCT (YHKIHjE Ha
IpUPOJHUM OpojeBUMa y JIaM0J1a pauyHy MOKEMO MPEICTaBUTH TEPMOM KOjU HEMa HOPMAJTHY
(opMy 3acCHHBA Ce Ha YME-EHHUIM Ja Cy CBH HyMepalu y HopManHoj ¢popmu. Heka je f: N¥ —
N maprujaisa GpyHkimja Taksa jaa je BpeaHoct f(n) 3a HeKo n mpeicTaB/beHa TEPMOM KOjH Ce

HE MOXX€ CBECTH Ha HOpMaHY ¢opmy. [lomrTo cy cBu TepMHU KOjU TIPEACTABIbA]y MPUPOTHE
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OpojeBe y HOopMasiHO] Gopmu, cieau na f(n) He moxe OutH npupoaHu Opoj. IIpema Tome,
MOKEMO 3aKJbY4HTH 12 je f(n) HenepuHUCaHO.

Jpyru apryMeHT Koju roBopu y ipwiior Aebununuju 4.4.1.1. 3acHrBa ce Ha YUHCHUITN
Ja je HOpMalM3alMja TepMa KOjU Ce HEe MOXKE JOBECTH y HOpMalHy (GopMy OecKoHadaH
mporec. Kao mrTo cmo Beh pexnm, namOna TepMe HE cXBaraMoO Kao (YHKIHjE ¥
eKCTEH3MOHATHOM CMHCIy, Beh Kao npasuna Ha OCHOBY KOJUX C€ M3padyHABAmE OIBH)a.
Jlakie, mpencTaBuTH HeleHHNUCAHY BPeJHOCT (yHKIMje yHyTap Jam0a padyHa, He 3HAYH
caMo MPEICTaBUTHU caMy Ty BPeIHOCT Kao objekar, Beh mpe cBera MpeacTaBUTH U3pauyHaBaAHE
KOje He ycmeBa Ja IMpou3Bele pelleme. TakBo u3pauyHaBame ce MelyTuM Hukaga He
3aBpIaBa, aKo NOJ KpajeM H3padyHaBama I0JPa3yMeBaMO JOCTH3AmbE peuiema. Y TOM
cMHCIly ce Moxke pehu na TakBo u3pauyHaBame HaNIMKyje OECKOHAYHO] HOpMaIH3aIfju
nJaM0/1a TepMa Koja HUKa/a He JOCTH)KE HOPMaIIHY (GOpMYy.

Mehyrum, kako je To mpumetno bapenapert y [Barendregt, 1984, p. 40], nedunuruja
4.4.1.1. nma 3HavajHe HemocTaTKe oJ kKojux hemo HaBectu Heke. [IpBu HemocTaTak THUE ce
npeBoja u3Mmel)y komOuWHaTOpHE JOTMKE M JaMOJa padyHa, jep CKyIl Tepama KOju HUMajy
HOpMaHy (GopMy He 4YyBa ce OBUM HpeBoJMMa. 1o mpeacTaBiba MpoOIeM 3aTo MITO U3
MpETNocTaBke Ja je Heka ¢yHkuuja A-neduHabmiiHa, HE MOXKEMO Jla 3aKJby4yuMO Ja je

MPEJICTaBJbUBA TEPMOM Y KOMOMHATOPHO] JIOTHIIH, U OOPHYTO.

Hpyru Hepoctarak nedununyje 4.4.1.1. nocienuua je Tora mro oHa, Kao mTo cMo Beh
PEKJIH, MOYMBA HAa MPETHOCTaBIHU Ja C€ 3HaueHe HEeKOr JIaMOJa TepMa CacTOju y HEroBoj
HOpMaiHO] ¢opMU U 1@ ce TepMH Oe3 HopManHe (opMe MOTy cCMarpaTh OecMucieHuMm.
[IpuxBaTame mo3uiyje 1a ce y JamM0aa pauyHy cmucieHo U3jeHadaBa ca HOpMaiu3aouIHum
cyouaBa ce mehyrum ca crnemehom mnotemkohom. [Ipema bapeHIperroBoM MHILBEHY,
WHTYUTUBHO j€ OYeKHBATH Ja OMcMo OecMuUcIIeHe TepMe Y IPUHIIUITY MOTJIH U3jeTHAUYUTH. AKO
HUjeJJaH OJI JiBA TepMa HE HOCH CEMAHTHYKH CaJpkaj, OHJa HEMaMO Ha OCHOBY uera
CEMaHTHYKH J1a UX pa3iukyjeMo. Meljyrum, kako oH moka3syje y [Barendregt, 1984, p. 39,
proposition 2.2.4.], TepMu KOju HHUCY HOPMATH3aOWIHH HE MOTY C€ YBEK KOH3HUCTEHTHO
u3jenHaynT. To cyrepuile ga HUCY CBH TepMU 0e3 HopMaliHe (popme JIUIIEHN CEMaHTHYKOT

caapikaja.

Kao mpumep cmucieHux tepama KOju HeMajy HOpPMalHy (GOpMYy MOXKEMO Y3€TH
KoMOuHaTope (pukcHe Tauke. Kaga 61 Tv koMOMHaTOpU M3paXkaBaBajiy OeCMHCICHA IPaBUIIa,

He 6u 6mio Moryhe 06jacHUTH 3Ha4aj KOjU OHU UMA]y 3a MPEJICTaBIbamkhe ONepalija peKyp3uje
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¥ MUHHMH3allMje yHyTap jJamOaa pauyHa. O tome hemMo OWTH y MIPWIHIM 2 BHUIIE KaXEMO

KacHHje.

OBHM apryMeHTH Cyrepully Ja CMHCICHO y Jam0Ja padyHy HE 3Haud YBEK H
HOpMaIM3adMIHO W YKa3yjy Ha To nga aedununmja 4.4.1.1. me onpehyje Ha cacBuM
3a]10BOJbaBajyhu Ha4MH MojaM OECMHUCIIEHE OJTHOCHO Hedeghunucane npuMeHe (pyHKIHje Ha
apryment. Tpeba, mehyrum, umatu y Buay na ce KinuHmjeB pesynrar (BUAETH Teopemy
4.4.1.2.) xoju ce ocnama Ha nepunnnnjy 4.4.1.1. onHocu Ha hopmynanyjy samb1a padyHa us3
[Church, 1936]. Ta dopmynaruja ce y aureparypu HasuBa Al pauyn u pa3iukyje ce 0l OHE
KOjy CMO MU OBJie IpHKa3aiy. ° Haume, y cuntakcu Al paayHa noctoje ogpehena orpanudema
npu rpahemy 1amoOaa Tepama. OHa ce OHOCE Ha TepME KOjH C€ rpajie JaMOa arcCTpaKIijoM.
[Ipema nedununuju 4.3.1.1., ako je M namOna TepM, onna je To u (Ax. M). Ca npyre ctpane,
Ax.M je TepMm y Al padyHy, caMO aKo ce MPOMEHJbHBA X jas/ba cinodoano y M. IMocnenuna tor
CHUHTAKCHOT OTpaHHWYema je na y Al paduyHy Tepmu kao mto je K = Axy.x = Ax.Ay.x Hucy
n03BoJbeHH. [lomTo ce mpoMeHspMBa Y HE jaBJba Kao CcI000HA MPOMEHJbHBA Y X, AY.X HE
MoOke OuTu TepMm Al padyHa, kao HU Ax. Ay. x. 300r Tora mrTo ce popmysaiyja samoia paayHa
KOjOM c€ MH OBZie 0aBMMO JOIyIITa TEpME Kao mTo je K, OHa ce joll y IUTepaTypHu Ha3uBa U
AK pauyH.

3axBasbyjyhu CHHTakKCHUM oOrpaHWYewmUMa y omgHocy Ha AK pauyH, y Al ce
MPOM3BOJBHH TePMHU Oe3 HopMaiHe (opMe MOTy KOH3HMCTeHTHO m3jeanauntu [Church 1936].
To, kako yBuha bapenapert, unan nepunnnujy 4.4.1.1. npunaroheny Al padyHy, anu He U

AK padyHYy KOjUM ce OB/ie OaBHMO.

Kaxko ce naBoau y [Curry & Feys, 1958, ch 3, p.106], jenan o pasiora 300r KOjuX je
Yepu npedepupao Al Bep3ujy pauyHa y ogHocy Ha AK TUde ce jako HOpMalTn3a0UITHUX Tepama.
Haunwme, y [Church, 1936] Yepu je moka3ao kako je Tepm y Al pauyHy HOpMain3aOuiaH ako u
caMo ako je jako HopMmanu3abuiaH. Bugenu cmo na y AK pauyny To HMje ciydaj. [Toctoje
HOpMaJIM3a0MITHU TEPMHU KOJH caJipke HeHopMau3aOuine noarepme. [Ipumepa paau, ysmumo
tepm KI1f2. Jlok (2 cam Huje HOpManu3aObwiaH, K1) ce cBoau Ha I, mITO MoKa3yje HapeaHa
penykiuja:

KIN = ((Ax. Ay.x)Az. z).Q —p (Ay.2z.2)0) —p Az.z = 1.
Pa3ymipuBo je 300r yera 6u 3a Uepua Omiio BaKHO Ja je CBaKH HOpMaIN3a0uiIaH TepM

yj€HO U jako HopManu3abuiaH. AKO HOPMalu3aOWIHM TEPMH MMajy HEHOpMaiu3aOuiiHe

73 Buwwe o 0Boj popmynaumjn nambaa padyHa moxe ce Hahu y [Barendregt, 1984, ch. 9].
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noATepMe, TO OU 3HAUMJIO J1a CE CMUCIIEH TEPM MO3KE U3TPAJAUTH U3 OECMUCIIEHUX JeNI0Ba, IITO
je mpema YepuoBoM MUILbERY MpodieMaTidHo. To je mpoOieMaTHuHo, MeyTuM, caMo aKko
MPETIOCTAaBUMO Jla CBaKW IMOJITEPM JOMPHHOCH 3HAUCHY LIEIHWHE, WIN J1a 3HAYCHE LEINHE
3aBHICH O] 3HaYCH-a CBAKOT Of] IheHUX JieioBa. Y AK padyHy TO He mpeTnocraBbamo. Jlok ce
y Al pauyHy CBaKH JIe0 3HaY€Hha y3uMa Kao J1a JONPUHOCH 3HAUYCHY IeNnHe, Y AK HeKu AeTI0BU
u3pasa Mory outH uperesanmnu. Ha npumep, moxemo pehu n1a je 3Hauewe 2 HpeIeBaHTHO 3a
3Hauewe KI(). OHO je MpeleBaHTHO HE caMO Y TOM CMHCIy mTO ce TepM KIf) cBoau Ha
(Ax. DA, omnocHo Ha HOpManHy Gopmy [ y Kojoj ce {2 He jaBjba, Beh 300r Tora mTo ce 3a
npouseoman TepM M, KIM cBomu Ha (Ax.I)M wu, npema Tome Ha I. To HaM roBopH ja je
3Hauewe TepMa K1 u yonmre tepma KIM, nezaéucrho o1 CEMaHTHYKOT cajapikaja {2 OJTHOCHO
M. 3axBaspyjyhu ToMe y AK padyHy HEKH TEpMHU MOT'Y UMaTu OeCMUCIIEHE JIeJI0BE CBE JIOK je
3HAYEHE THX JICJI0BA UPEJIEBATHO 32 3HAUCHHE 1IEJIOT TepPMa.

Hasenu cmo Heke on motemkoha ca kojuma ce cyodaBa nepununmja 4.4.1.1.. Kako
Bbapenapert cmartpa, Te noremnikohe ce 3a00maze YKOJIMKO 0jaM HedeuHucane BPEAHOCTU
¢dbyHKIMje He oJpeauMo 1Mo3KBajyhu ce Ha IojaM HeHOpMaliu3aOWiIHOT TepMa, Beh kopuctehu

ce mojMoM Hecsoodusoe (eHr. unsolvable) tepma. Taj mojam hemo cana nedunucatu.

Hegh. 4.4.1.3. Pehin hemo na je nambaa tepm y ueonoj nopmanroj ¢popmu (eur. head

normal form) xazaa je oonuka: Ax; ... x,. xM; ... M,,,3a n,m = 0 [Barendregt, 1984, p. 41].

Kasxxemo n1a je M ceodue (solvable) tepm axo nmocroju N Takas na M =g N,u N jey
4eoHOj HopManHoj ¢popmu. Takohe, y ToMm ciydajy kaxemo Aa je N yeona nopmanna ghopma
on M. Kaxemo na je M neceoous (unsolvable) ako nuje cBonus (ymopemutu ca [Barendregt,
1984, p. 41]). ™

Huje Terko mokasaTu 1a je cBaku TepM M wiu obnuka (1) uam obsmka (2) [Barendregt,
1984, corollary 8.3.6.]:

(1) Axq .o xp.xM; ...M,,,3a n,m =0,

(2) Axq . Xy (Ax. Mg)M; ...M,,;,3a n > 0,m > 1.

[ITo 3Hauu na he cBU HECBOAMBY TepMU OUTH oOIHKa (2).

74y Al pauyHy TepMm je HECBOAMB aKo M CamMo aKo Hema HopManHy gopmy, euaetu [Barendregt, 1984,
proposition 2.2.12.].
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JacHo je na je cBaka HopMaiiHa popMa yjeTHO U YeoHa HopMaitHa (hopma 1 J1a cy, mpemMa
TOME, CBU HOpMaIM3aOWiIHM TepMmu cBoaumBH. Mehyrum, oOpryro He Baxu. Kiaca
HOpMaJTM3a0MITHUX TepaMa IMpaBH je MOJCKYII Kilace CBOAMBHX Tepama. [Ipumepn Tepama Koju
Cy CBOJIMBH aJIM HE M HOPMAJIM3a0MIIHU YKJbYUy]y KOMOMHATOpE (PUKCHE TayKe O KOjUMa CMO
Beh rosopuiam, xao mro je tepm Y = Ay. (Ax.y(xx)) Ax.y(xx). Tepm Y Hema HOpManHy
dbopMmy, anu ce cBoaM Ha 4eoHy HopMmanHy hopmy: Ay. y((Ax. y(xx)) Ax. y(xx)).

Jlok je HopmaiHa Gopma TepMa jeAMHCTBEHA (10 Ha aiia KOHBEP3HUjy), IITO IMOKa3yjy
Kkoponapu Yepu-PocepoBe Teopeme, TEpM MOKE UMATH BUILIE CHHTAKCHO PA3JIUYUTHUX YEOHUX
HOpMaTHUX (OpPMH, 1Ma Yak ¥ OeckoHauHO MHOro. Mehytum, Takohe 3axBaspyjyhu Yepu-
PocepoBoj Teopemu 3a Geta peayKinjy, 3HaMo Ja CBE YeoHe HOpMaiHe (opme jeTHOT TepMa
MOpajy OUTH J0Ka3UBO jeqHaKe y JamM0aa pauyHy.

TepMm Y npencraBiba mpumMep Jamb/1a TepMa KOjH Mmoce1yje 0ECKOHAYHO MHOTO YSOHHX

HOpMaHUX (OpMHU HITO MOKa3zyje ciaenehu Hu3 O6era peaykiuja:

Ay. (/1x. y(xx))/ix. y(xx) —p
Ay.y ((ﬂ,x y(xx))Ax. y(xx)) —p

Ay. y(y((Ax.y(xx)) Ax.y(xx))) =g ...

I[MpBu wiaH OBOT GECKOHAYHOT HU3a MPEJICTaBba caM TepM Y U OH OYHUTJIICIAHO HHUjE Y YEOHO]
HOopManHO] Qopmu. Kao mrTo ce pa npumerutH, Ay.y ((ix. y(xx))/ix. y(xx)) "

Ay. y(y((Ax. y(xx)) Ax.y(xx))) cy y 4eoHOj HOpMaHOj (hOpMHU U 00a TepMa MPEICTaBIba]y
npenwe HopManHe popme o Y Koje Hucy anda KOHTpyeHTHe, Beh camo OeTa-jenHake. 3HaMO
na he cBaku TepM y oBoM HU3Y Koju ciaeau HakoH Y (y((Ax. y(xx)) Ax.y(xx))) Takohe Outu
y 4e0HO] HopMaJiHOj (hopMU 3axBaJbyjyhu HapeaHOM TBphemy.

Tephemwe 4.4.1.4. Axo je Tepm M y npenmoj HopmanHoj popmu, u M —p N, cienn na
je u N y npenw0j HopMasiHOj (hopMu.

/Jloka3. Bunetn nepunnmmjy 4.4.1.3..

Haxne, Y HUje HOpManu3aOuiaaH TepM, HE MOXKE C€ CBeCTH Ha HOpMaiHy ¢opmy. Ca
JpyTe cTpaHe, OH je UIaK CBOJMB, jep Ce MOKe CBECTU Ha UeOHY HopMmanHy dopmy. [Tpumep
TepMa KOju HUje HM HOpMaJIn3a0wIaH HU CBOIMB OW OWO (2. JoIr HEKU HECBOAUBHU TEPMH OCUM

0 cy Ax. 2, N5, (Ay. xxy)(Ay. xxy), ¥ MHOTH APYTH O KOjuMa heMO TOBOPHUTH KacHH]E.
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3a cBe HECBOAMBE TEpPME BaXkH cliieqiehe TBpheme.

Tephemwe 4.4.1.5. Axo je Tepm T HecBOUB, HecBOUB je u TepM TU.
Jlokas. Buneru [Barendregt, 1984, corollary 8.3.4.].

To TBpheme HaM roBopu J1a HECBOJIMBHU TEPMU IMPEACTABIbA]y UyAHY BpcTy ¢yHkuuja. To cy
(dhyHKIIH]E KOje MPpUMEHhEeHE Ha OMJI0 KOjU apTyMEHT Jajy HelITO IITO HAJIMKY]je lbUMa CaMUMa.
Jou jesiHa BaykHA OCOOMHA HECBOJIMBUX TepaMa je Jia Ce CBU MOTY KOH3UCTCHTHO U3jeHAYNTH
[Barendregt, 1984, section 6.1.]. OGa nmoMeHyTa CBOjCTBa CyrepuIlly Ja MoCToju OJIMcKa Be3a
u3mely mojma Hecgoousoz W mojMa becmucienHoe WM Hededuuucanoe y nambaa padyHy.
HecBoauBu TepMu MOTY ce Yy HEKY PyKy IIOCMaTpaTy Kao TepMHU 0€3 CEMaHTHUKOT CaapiKaja.
VY ckiamy ca THME, MOXKEMO J1a ¢€ TIOCITY)KMMO [T0jJMOM HECBOJIMBOT TepMa Jia peie(huHUIIEMO
nojam A-neMHAOMIHOCTH KOJU YKJbydyje W mapuujanHe (yHKUUje Ha cienehu HayuH

[Barendregt, 1984, p. 178, def. 8.4.]:

Hegh. 4.4.1.6. Tlapuujanna ¢pyakuuja @: NP — N je A-gedunabuina ako mocToju

3aTBOpeH s1amb/a TepM F Takas 1a 3a cee (14, ..., n,) € NP,
F'ng'..'np " =g "@(ny,...,np)’, aKo je @ nepuHnCcano 3a aprymenr (ny, ..., np),
Tepm F'ny ' ..."ny, " je necéoous, unave.

AKko noctoju TakaB TepM F, kaxemo aa F A-nedunuiie QyHKUInjy ¢@.

Ha ckyny totannux ¢ynkuuja, nepununuja 4.4.1.6. exBuBaseHTHa je JepUHULN]U
4.4.2., xao u nepununuju 4.4.1.1.. Ha ocHOBY Te ekBUBajieHLIM]e U TeopeMe 4.4.6. HenocpeHo

ciacaun:

Teopema 4.4.1.7. CBe NpUMUTHBHO peKyp3uBHE pyHKIH]je cy A-nedruHabumHe (mpema

HOBO] Je(UHULIU]H).

3a paznuky on nepununuje 4.4.1.1. y kojoj ce HeaeuHucaHa BPEIHOCT (yHKIH]jE
IpeJCTaBba TEPMOM KOjU HeMa HOpMaiHy ¢opmy, y nebunuuuju 4.4.1.6. Hegedunucana
BpPEAHOCT (YHKIIMje MpEeACTaBba C€ TEPMOM KOjU j€ HECBOJIUB, OJJHOCHO KOJU HEMa Kako

HOpMaJIHY (pOpMy Tako HU YeoHYy HOpMmayiHy Gopmy. Ocnamajyhu ce Ha oBY nepuHHUIH]Y,
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MOXKEMO JI0Ka3aTH J1a je mapijaiHa GyHkiuja A-nepuHabmHa ako U caMo ako je peKyp3uBHa.
Jlokas cmepa ca JieBa Ha JE€CHO OBE €KBHBAJICHIIM]E€ M3BOJMMO WHAYKIMjOM IO Je(DUHHUIH]U

NapUyjaTHUX PeKYp3UBHUX (YHKIMja KOjy heMo paau nmperieqHOCTH U3HETH Y HACTaBKY.

Megp. 4.4.1.7. (lepunuyuja napyujannux pexKypzuenux ¢pynxkyuja)

Kaxxemo na je (mapuwujanna) pyHkuja h Ha IPUPOTHUM OpOjeBUMa PEKYP3UBHA aKO BaXKH:
1. naje h jeaHa o OCHOBHUX (DYHKITH]a, WIH

2. ma je h: N! N o6uka cnlf, g1, - gkl tme ¢y f, 91, -, gk PEKyp3uBHE (YHKIHjE
onrosapajyhe apHoctu, uiu

3. ma je h:N! >N o6muka Pr(f,g], tne cy f,g pexyp3uBHe ¢yHKIHje oarosapajyhe
apHOCTH, HIIH

4. naje f: N¥*1 N (mapuujanna) pexypsusna dynkuuja ca k + 1 aprymenara, u h: N¥ N

je obmuka Mn|[ f | (my, ..., my), Tako aa BaxKu:

Mn[f] (mq,....,my) = Yy, axo je f(my,..,my,y) = 0, u ako 3a cee z <y, f
(mq, ..., my, 2) je nedunaucano u # 0,

Heoeghunucano, nnaue.

Kana cmo nedunHMcanu mapuujagHe peKkyp3UBHE (YHKIMje y HAaCTaBKYy MOXKEMO

J0Ka3zaTu cne):[ehy TEOpPEMY O EBbHUMaA.

Teopema 4.4.1.8. Cge (mapnujaiae) pekyp3uBHe QyHKIU]jE Cy JaMO1a-neduHaAOITHE

(mpema nepununuju 4.4.1.5).

Kao mro cmo peknm, oBy TeopeMy maoka3aheMo HMHIYKIHJOM TIO CIOKEHOCTH
nepuHUIMje MaplujalHuX peKyp3uBHUX (yHKuMja. Jla cy ocHOBHe ¢yHKIMje nambra-
nepuHabunHe Beh cMo qokazanu (BuaeTu qoka3 teopeme 4.4.6.). Camo hemo mokaszaTtu aa To
BaXHU U 3a QyHKIMje u3rpal)eHe KOMIO3ULIMjOM, PEKYP3HjoM U MUHUMU3aljoM. [lokas hemo

u3Bectu ciyxehu ce cnenehum tpuma nemema. [IpBa o muX riacu:
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Jdema 4.4.1.9. (Tapumjanua) pynkuuja h: N' 5N obmuka Cn[f, gy, ..., gkl The cy
f:N*¥ 5Nwu gy, ..., gr: N' > N (mapuujanne) pexypsusue pynximje je namona-aedunabunsa

OJT TIPETIIOCTABKOM Jia Cy Jambaa-nedpunadwine f, gy, ..., g-

Joxka3. Teopemom 4.4.6. nokazaiay cMO J1a Cy CBE IPUMUTHUBHO PEKyp3uBHE (PyHKIH]ES

nam6Opaa-nedunadbmiHe. Ha oCHOBY JToKa3a Te TeopeMe, MOKEMO 3aKJbYUHUTH J1a TEPM
Axy oo X F(oo (Gxq) oo X)) o (e (GieXq) o X))

nambaa nedwunume GyHkoujy h: N! 5N o6uka cnlf, g1, > gxl, ¥ama cy f,gq1, ., 9k
ToTanmHe QyHKIHje TaMOaa neduHucane oarosapajyhum repmuma F, Gy ... Gy VI3 Tora ciequn
na: "h(my,...,my)" =g (Axg ... x F(o. (Grx1) oo Xp) oo (e (GieXq) o x))'my " my,
kazaa je h(my, ..., m;) nepuHrcaHo.

MebhyTtum, cama TOBOpUMO HE caMO O TOTAJTHHM, Beh U 0 MmapiujalHUM PEKYpP3UBHUM
¢ynkuujama. [laxie, Tpedano Ou nokaszaru jaa he

Axq oo Xy F (o (G1X1) o Xp) v (o (Giexq) e x))'my "' my”
outi HecBoauBO, ako je f(gi(mq,..,my), .., gxr(Mmy,..,m;)) Hemebunucano. Amu, Ta
UMIUIMKaIja npobiematuyHa je u3 ciencher pasmora. Heka je k=1 =1, ma nHama
kommo3unuja 3amobuja obnmuk f(g(m)). Heka je g(m) Heneduuucano 3a Heko m.
[IpernoctaBumo na G nam6na aedpunuime g, a F nam6na aedunume f. Cnenu na he G'm’
o6utu HecBouBO. [Ipo0iem je y Tome mTo (xlx F(Gx ))rm1 He Mopa OUTH HECBOJMBO Kajia je
Tou G'm". Heka je G = K2, a F = Ay."0" [Barendregt, 1984, example 2.2.9.]. JeanocraBHO
je BuzaeTu na he HapeaHe jeJTHAKOCTH Ja Baxe:
(xlx.F(Gx))rm1 = (Ax. (Ay. rO‘)((Kﬂ)x)) 'm' =g (Ax."0")'m’ =5 "0".

Kao mrro Buaumo, "0" Huje HecBoAMB TepM Beh je TepM y HopManHoj GopMU, TaUHU]jE HyMepall.
[TpumeTnmo na uctu npodieM ocrtaje kaja je G'm’ OUI0 KOoju HECBOJUBH TEPM.

Jla 6ucmo Taj mpobieM pemmig, yMecTo

Axy oo x F(oo (G1x1) oo ) v (e (Giex) X))

byukimjy obnuka Cnlf, gy, ..., gi ] MOKeMO TpeACTaBUTH CleaehuM TepMOM:

Axy oo X1 ((Gixq o x)KI) .. ((Gxq - x))KID) (F(G1xq o X1) v (GrXq .o X7)).
Jla oBaj TepM 3aucra JlaMOfa feduHuIIe KOMIIO3UIU]y pYHKIIMja 3HAMO Ha OCHOBY TOTa IIITO
(G1x1 ... x)KII =g I, kanron GyX; ... X;IPEACTaB/ba HyMepal HEKOT Opoja, a

(G1xq ...x)KII je HecBOMBO Kajna je To U G1x; ...x;, [Barendregt, 1984, lemma 8.4.5.].
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Hogsa nedunuiuja kommno3uiyje, ICTHHY 32 BOJbY, HUJE €lleraHTHA Kao MPETXO0/IHA, alln
pemaBa MOMeHYTH mpobOiem. HMaeja Koja CTOjU HW3a OBAaKBOI HAuWHA IPE/ICTaBIbamba
KOMIIO3UIIMje y JiamMbia padyHy je Ja Ipe u3padyHaBama BpeaHoctd Cnl[f, gy, ..., gkl
(my4,...,m;) MOpamMo TIPBO J1a IPOBEPUMO JIa JIK Cy CBE Jq, ..., Jx AeDUHHCAHE 3a apryMEHTe

(mq,...,myp).

[Tpumernumo na kanacy f, gy, ..., g TOTalHe, Baxuhe
Axy o X ((Gixq) - x)KI) o (s (Giexg) - x))KIT) (F(G1xq) w0 Xp) o (GiXq) e X)) =p
Axy.o.x. (F(Gix1) . Xp) oo (oo (GeXq) oo Xp).

Jpyra nema kojom hemo ce ci1y’kKMTH Ja MOKa)keMo Jia Cy CBe NaplujajiHe peKyp3UBHE

dbyakmje nam6aa nepunadbmnne je mema 4.4.1.10. Ona riacwu:

Jema 4.4.1.10. Tepm Auxy ...xi.R(Fxq...x;)(Auv. v(KII)Guvx; ...x;)u nambpa-
nebunume gpyakuujy h: N¥*1 5 N obnuxa Pr(f, g](n,my, ...,my), rae cy f U g pekyp3uBHe

dbyHKIMje oaroBapajyhe apHOCTH.

Joxka3z. OBy nemy hemo j10Kka3aTtu HHIYKIKjOM 10 apryMeHTy n. Heka
H = (Auxy...xx. R(Fxq...x;) (Auv. v(KII) Guvx,... x;)u).
Jloxazahemo na:
HT 'my"..."my." =5 "Pr(f,g] (n,my,..,my)",
ako je Pr[f, g] (I, m4, ..., my) nepunucano, a 1a je uHaue

H'l''m;"..."m;," HecBOAMBO.

Heka je a = (Auv.v(KII)Guv'm,"..."m;" ). Heka cy f u g toranue ¢pynkumje. Onna he to

o6utu 1 h. Y nokasy ce CIy’>kMMO MHIYKLIHjOM IO N.

Cnyaajn = 0.

Kamajen = 0,ou1a h(0,mq, ...,my) = f(my,..,my),3aceakom; € N, i€ {1,...,k}. IIpema
npernoctaBiy, f A-gedunumie Tepm F, ma mpema Tome

F'my'...'my" =g "f(my,..,my)’
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(mrra Bume, umamo 1a F 'my” ...'my" =g "f(my, ..., my)").
Ja Baxu H'0''my"..."my" =g "h(0,my, ..., my)" MOKEMO MOKa3aTH Kao y JIOKasy TBphema

4.4.13..
Cnyaaj n > 0.

Ha ocHoBy nedunmimja kom6uHaropa R u D MokeMO U3BECTH ciieiehu HU3 peayKIuja:
(Auxy..x,. R(Fxy..x) (Auv. v(KID) Guvx,.. x )u)n' 'my" ... 'my,”
—g R(F'my"..."my" ) Quv. v(KID) Guv'm, ™ .. "my" )'n’
- D(F'my"..."'m;.") (a(V’n’)(R(Frml1 .my” )a(Vrn’))) .
—p (Aw. v(KII)Guv'm,* ... "'my.’ )(Vrn‘)(R(Frml1 omy” )a(Vrn‘)).

g (RF'my ... ) m )a(Vn))KI (GV)(R(F'my™ ... 'm )a(Vn))'my .. 'my ™).

Ha ocHoBy nedununuje H, cienu na
Hn—-1"m".."m’ —p R(Fm;".."'m" J)a'n—1",
1a npemMa ToMme,

Hn—1"m;".."m; = R(F'm;"..."m;")a'n—1".

[Ipema MHIYKTUBHO] MPETIIOCTABIIY,

Hn—1"m"..."m;" =g "h(n — 1,my, ..., my)".

IIa u3 Tora mto cMo MPETXOAHO YTBPAUIIU MOXKEMO 3aKJbYUUTH Oa:

R(F'm;"...'m;")a(V'n") =g "h(n — 1,my, ..., my)".

IMomrro je repm R(F'my " ..."m;" )a(V'n") jennak HEKOM HyMepaiy, CJIeIu aa
(R(Fmy ... ) m; )a(V'n))KII =4 1,
a mpema ToMe,
(RF'my" ... 'my )a(Vn)KI (GV ) (R(F'my ... mi )a(Vn))'my™...'my.")
—p G(Vrn’)(R(F'ml1 wmy” )oz(V'n‘))'ml1 wmy .

Homro V'n' =g 'n—1"n R(Fmy"..'m;" )a(V'n") =g "h(n —1,my, ..., my)", cneau aa:
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((G(Vrn’)(R(F'ml1 .my” )a(Vrn‘))rml1 .my” )) =g
G(n—-1)(Ch(n—1,mq, ..., mp))'my ... " my").

[Ipema mpernocraBuy, G A-gedunuiie GyHKIHU]y g, a TO 3HA4U Ja 3a cBako 1, [, mq, ...,my €

TFITF

N, umamo G'n"l"m;"..."m" =g "g (n,l,my, ..., my )" . 360r Tora cieau na:
G(n—1)(Ch(n—1,my, .., m)")Y'my" ... 'my") =

'gn—1,h(n—1,my, .., my),my,.., my)".

[Momro h = Pr(f, g], cnenu na:

'gn—1,h(n—1,my,.., my),my, .. m) = "h(n,my, .., my)",
W tume cMo mokaszanm na
Hn''my"..'my" =g "h(n,my, ...,my)".

Pasmorpumo cama ciywaj toe je "h(n,mg,..,m;) HemepUHUCAHO 32 HEKO

Fr,,1r

(n,my, ..., my). [lokazahemo na he H'n"' ‘'m, " ..."m;" y ToM ciny4ajy OUTH HECBOJIHUBO.

[IpermoctaBumo ma je "h(n,mq,..,m;) HemeduHucano 3a HEKOo (n,Myq,...,My).

PaznukoBahemo nBa cinydaja, kaga n = 0 u kanan > 0.
Cnyqajn =0

Kama n = 0, ouma h(n,my, ..., my,) = f(my, ..., my), na je f(mq, ..., my) Heneunucano. 13
Tora ciemud Aa je F 'my’.."m;’ HeCBOAMHMBO jep mpema mpernoctaBnu, GYHKIHjY f A-
nepunuiie tepm F. Ilpema tome, H'0" 'm, " ... "m,;" he butu HecBOAUBO jep

r

H0 'my"..."'my." =g F 'my"..."my"

Cayyajn > 0

Kaman > 0, onna

r,,1r hl r L
Hn''my'..."'my" =
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(RCF'my" ... . )aWa))KI (G ) (R(Fmy ... ' my a(Vny))my ... 'my.).

Homto H'n—1""my"..."m" =g R(F'm;"..."'my;" Ja'n — 17, cnenu na:
(R(Frml1 .my” )a(Vrn‘))KII (G(Vrn‘)(R(Frml1 wmy” )a(Vrn‘))rml1 ...rmk‘) =g
Hn—1"m;"..'m)KII (GW'n)(Hn—1"my"... ' m;")'m;" ... "' m;").

[IpeMa MHIYKTUBHO] MIPETIIOCTABIIH,
Hn—1"m;".."m" =g "h(n — 1,my,...,my)",

ako je h(n — 1, my, ..., my,) nedunucano, unaye, H'n — 1" 'm," ... "m;,” HeCBOAMBO.
[MpernocraBumo na je h(n — 1, my, ..., my) nedunucano.

Crnenu na je

h(n,mq,...,my) =g (n—1,h(n—1,my, ..., my), my, ..., My, ) HeICPUHNUCAHO U JIA:

(Hn—1""my .. m )KL (G ) (H R — 1 my . m ) my . my ) =5
G(n—1)(h(n—1,mq,...,m)")'m;" ..."my".
Ipema mpetniocraBuy, G aepunume GyHKujy g. 3 Tora MoskeMo ja 3aKJbydnumo Ja he
G(n—1)(h(n—1,my,..,m)")'m;"..."my," OWUTH HECBOAWBO, a TMpeMa TOME W

Hn' 'm;"...'my".
IMperniocraBumo aa je h(n — 1, my, ..., my) HenehUHUCAHO.

1

W3 tora cnenu, npema HHAYKTUBHO] XumoTes3u aa je H'n — 1" 'my" ... "m;," HecBo1uBO.
ITpema [Barendregt, 1984, lemma 8.4.5.], repm (H'n — 1" 'm4" ... "my.")KII je Takohe

HCECBOJUB, a IIpEMa TOMC U TCPM
(Hn—1"m .. ' m)KI (GVR)(Hn —1""my" .. 'm ) my . my ).

[TomTo je
(Hn—1"m .. 'm)KI (G (Hn— 1" "my . my ) 'my . my’) =
(Hn" 'm;"..."my."),
Cnemu naje (H'n' "m;" ..."my,") HECBOIHUBO.
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Jla 6ucmo mokasanu Ja Cy CBe PeKyp3uBHE (QyHKIH]je JlamOaa nehruHaOuIHE, TTOpeT
nema 4.4.1.9. u 4.4.1.10. tpeba nokaszaru u aa he pynkuja oomuka Mn| f | (my, ..., my) Outn
nambna nepuHaOMIHA TTpemMa HOBOj AeUHUIN]HU, TTOJ] MPETIOCTAaBKOM Aa TO Baxku 3a f. To
hemo moka3atu Tako mTo heMo ornoHamaTH onepanujy MUHHMH3alHdje Yy J1amM0lia padyHy.

Haunwme, konctpyrcahemo TepMm F TakaB Jia BaKH:
Axo f(m,y) = 0, onoa F'm™'y" =g "y', unave F'my" =g FF'm™"y + 1,

(tme m croju 3a HU3 NMPUPOAHHMX OpojeBa: My, ...,My, & "M’ CTOju 3a HU3

HyMmepana 'm;"'m,’, ..., ‘'my’).

[Ton nmpernocraBkoM Aa ¢yHkujy f A-nedunumie repm P, u na kombunaropu D,V, N umajy
3HAa4YeHE KAa0 W paHHje, peKyp3uBHA AepUHUIM]a KOja MHTYUTHUBHO aeduuume F wm3riena

OBAaKoO:

Fxq ..xxy =g Dy(Fxq ... xic (NY)) (Pxy ... X1 Y)-

Jla 6GrcMO Ha OCHOBY T€ jeIHAKOCTH OJAPEAUIN TepM F OneT ce KOPUCTUMO UCTOM MPOIEAYPOM
Kao W mpe Kaja cMo neduHucann komOuHaTop pekyp3uje. Ha ocHOBY Te mporeaype, Kojom

CMO C€ CIIY>KMJIM KaJla CMO JIaJii JI0Ka3 TeopeMe o0 (PUKCHO] TaukH, AepuHuIeMo F xao:

F = 0(luxy ... xy.Dy(uxq ... xi, (Ny)) (Pxq ... X1 Y)),

[pumerumo na F —p Axq ... X Y. Dy((OW)xy ... X, (Ny)) (Pxq ... X ),

rne W = Aux; ...xiy. Dy(uxy .., (Ny)) (Pxy ... X1 Y).

Cana kama cMo onpenwmd F, popMynuiiemMo HapeaHy Jemy.
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Jema 4.4.1.11. Hexa je k npupozan 6poj a f: N¥*1 N pexypsusna dynkuuja. [Tox
npernoctaBkoM na P A-medununme ¢ynakuujy  f(myq,..,mg,q), obyakumjy Mn| f ]
(my, ..., my) he A-medpunucatu TepMm: Axq ...Xg. OWx; ... x; 0, (rne je W nedunHmrcano kao
rope).

Jlokas. TlpernocrtaBumo na P A-pedunume Gyakuujy f. Tpeba ma mokaxemo aa
(Axg o Xp. OW x4 .o 0)'my " "My =5 "q7, onpia xana je Mn[ f ] (my, ..., my) = q 3a Heku
opoj q, a ma je (Axq ..xp.OWxq ...x,0)'m;"..."m;" HecBoaMBO oHAa Kama je Mn|f ]

(my, ..., my,) HeneduHUCAHO.
Cnyuaj 1.

[MpernocraBumo aa Mn|[ f ] (my,...,m;) = q 3a Heku O6poj q. JlokazaheMo HHIYKIIHjOM 110

r r 1

q 1a oHaa BaXKU (AXq ... Xp. OWxq .. 2 0)'my " "My =5 7"
Cnyuaj 1.1. g = 0.

Jlokazyjemo /1a BayKu HapeaHa UMILTUKALIK]a:

Mn[ f]1(my,..,mg) =0 = (Axg .. Xy OWxq ., 0)'my " "y =5 707,

TpuBujanuo cneau ga:
(Ax1 o X OWxq .. 0)'my " ' my " g OW'My™ . 'my " 0.
[ToruTo 3HaMo na je @ koMOuHaTop GpuKcHe Tavke u Baxku OW —g W(OW), nobujamo:
OW'my"...'my" 0 5 W(OW)'m,"..."my" 0.
U onna, npema nepunnnmju W cnenu:
W(@OW)m,"..."m,’0 -5 DO((BW)'m," ... "m;"(NO))(P'm," ... "m;"0).
Aunu, IOITO MO MpeTnocTaBiy, P A-nedpunuiie pyHkuujy f, cieau na
P'm,"..."my’0 =g 0 (mra Bume, P'm," ..."m;'0 —4 0).
Jlakiie, Ha OCHOBY 3Hauemwa komOuHaropa D, nmahemo:
DO((OW)'my"..."my"(NO))(P'm," ... "my.'0) —p 0.

[TommrTo je GeTa penykiMja TPAaH3UTHBHA, 3aKJbYUYjEMO J1a
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(Ax1 o X OWxq .. 0)'my " .. "My —p O,

u pakne, (Axy .. x. OWxq ... x,0)'my" ... "' my,” =z 0.

Cnyuaj 1.2.q = 1.
Jlokasyjemo /1a BakK HapeaHa UMIUTMKaIja;

Mn[f](my,...my) =q+1 = (Axg ... OWxy .., 0)'my " . 'my” =g "q + 1.

[IpernocraBumMo kao u mpe xaa je f A-nepunucano tepmom P. IlpermoctaBumo jour u aa
Mn[ f ] (m4,...,m,) =q + 1. U3 e npernocraske cieau aa f(myq, ...,mg,q+1) = 0,u3a

ceez < q+1,f(my,.. my,z) je nebunucano u f(my, ..., my,z) # 0.

Hakune, f(my, ...,my,q) # 0, npema tome, P'm;"..."my"q" #p 0.

Kao u npe, nmamo na,

(Ax1 o X OWxy o 0)'my " Ty —p

(DO((OW)'m," ..."m;"(NO)) (P'm," ... "m;,"0).

[Tomro g = 1, u mpema mpernocTaBiy, cBe z < q + 1, f(my, ..., my,z) je nebunucaHo u

f(my,..,my,z) # 0,af je A-nepunucano Tepmom P, cienu ja:

(DO((OW)'m,"..."'m"(NO))(P'm; ... " m;"0) —p
(Dg((OW)Y)'m;"..." m,"(Nq))(P'm;" ..."my.q).

Ha ocnoBy Tora mito P'my"..."m;"'q" #g 0, Kao WITO CMO paHuje PEKIIH, CIIEIH Ja
(Dq((BW)'m,"..."my ' (Nq))(P'my" ..."m;.'q) —p (OW)'m;"..."'m;."(Nq).
360r nepununje OW, u nepunuiuje N nmamo aa:
OW)'my"...'"my (Nq) —p (Dq + 1((OW)'m,"..."'m"(Nq + 1))(P'm;"..."m;.'q + 1).

[Tomro, mpema npernoctasiy, f(my, ..., Mg, q + 1) = 0, u f je A-nedpuHaucano TepmMom P,

cnenm na P'my " ..."m;.'q + 1 =g 0. [Ipema Tome,
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(Dq + 1((OW)'my ... ' m, (Nq + 1)) (P'my " .. 'my g + 1) —p ‘g + 17,
(Dq + 1((@W)'my" ... " m(Nq + 1))(P'm;" .. "'my’q + 1) =5 "q + 1",

ITokaszanu cmo na
(Ax1 o X OW iy o 0)' My " 'y —p
(Dq((OW)'my ... "'my " (N@))(P'my ... "my'q) —p
(Dq +1((BW)'my ... "'m"(Nq + 1))(P'my " ..."m;.'q + 1) —p
'q+ 1.

Ha ocHoBy Tora Moxemo 3akibyuutd 1a (Axq ... X OWxq ... %, 0)'my" ... "my." —p "q + 17,
o npernoctaBkoM aa Mn[ f | (my, ..., my) =q + 1. Tume cMo a0Ka3ajau 1a BaXKu:

Mn[f](my,...my) =q+1 = (Axg ... OWxq .., 0)'my" "My =g "q + 1.

Jlo cana cmo mokazami ga (Axq .. Xg. OWxq ... x,0)'m,"..."m;." =g 'q’, ako Mn[ f ]
(my, ..., m;) = q. Cana hemo nokasatu na (Ax; ... xx. OWxy ... x;,0)'m;" ... "m; " nehe umaru

4eoHy HopMaJHy hopmy, ako je Mn[ f ] (my, ..., my) HenepuHUCAHO.

Cnyuaj 2.

[IpernocraBumo na je Mn[ f | (my, ..., my) Henedunucano. Ipema nepuuunmnju 4.4.11.b.,
clleau Ja:
1. mocroju 6poj w Takas na je f(my, ..., my, W) HeiepUHNCAHO U 3a CBAKO Yy < W,

fimy,...,my,y) # 0.

2. nmu je f(my, ..., My, y) nepuHUCaHO 3a CBAKO Y U f (My, ..., My, y) # 0, unu

Cnyuaj 2.1.

[Tocroju w TakBo 1a je f(my, ..., My, W) HeJe(UHUCAHO U 3a CBaKO Yy < W,

f(my, .., my,y) # 0.

Ha ocnoBy nepununuja D u W cnenu na:
(Axq o X OW X o 0)' My My o OW My L "my (Nw),
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OW'm,"..."my" (Nw) —p Dw((@W)rml1 rmk‘(Nw))(Prml1 oM 'W), |
Dw((OW)'my" ... "m (Nw)) (P'my ... "y, 'w) =
(P'my"...'m,'w)(K((OW)'m," ..."my. " (Nw)))w .

[Ipema npernocrasuw, f(my, ..., my, W) je Henepuaucano, a GyHkuujy f A-neduHuiie Tepm
P. Cnemn pa he (P'my".."my'w) Ouru HecBomuBo. 3axBasbyjyhum tBphemy 4.4.1.5.,
3aKkJbydyjemo na he onga u ga (P'my" ... "'m,'w)(K((OW)'m," ..."m;,"(Nw)))w Takohe 6uru

HCCBOAUBO.

IMomro  tepm  (P'my"..."m;,'w)(K((OW)'m,"..."m;;"(Nw)))w  HemMa dYeoHY
HopMaiHy Qopmy, ciean ga TepM (Axq ... xi. OWx; ... x,0)'m;" ..."m;." xoju ce Ha mera

penykyje Takohe Hehe UMaTH 4eOHY HOpMaIHY (OpMy, LIITO CMO M XTEJH J1a MOKaXKEMO.

Cnyuaj 2.2
[IpernocraBumo na je f(my, ..., my, y) Aepunucano 3a cako y u f (my, ..., my,y) # 0.

Kao mro cmo Beh mokazanm,
(Axy o X OWxy o x0)'my " Ty g OWmy ™ "m0,
OW'my"...'my" 0 g W(OW)'m;"..."'m;"0,
W(@Ow)'my"...'my'0 - DO((OW) 'm," ..."my'(NO))(P'm," ... "m;."0).

Cama Tpeba ma mokaxkemo ma he DO((OW)'m;'..'m;'(NO))(P'm;'..'m;'0) Outu

HCCBOAUBO.

IIpema nmpernocrasiy, P A-nedunune GpyHKuujy f 1 3a cBako y, IOCTOjU HEKO N > 0 TakBo

ma f(my, .., mg,y) =n, cienn ga (P'my"..."'my"y) =g nun #5 0 3acBako y.
Homrro (P'my..."my"0) #4 0, cnenu 1a
DO((OW)'m," ..."m"(NOY) (P'm, " ... 'm;'0) =5 OW'm,"..."m;" (NO) n
OW'm, ..."'m" (NO) -5 D1((OW)'m,"..."m;;"(N1))(P'm, ... "m;"1).

Homro (P'my”..."my'1) #5 0, umamo j1a
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Dl((@W)rml1 rmk‘(Nl))(Prml1 .my'1) -g OW'm,"..."'m." (N1) u
OW'm,..."'m" (N1) -5 D2((OW)'m, " ... "m},"(N2))(P'm,  ..."m;"2).

[ITa Bume, ¢ o63upom na P nedunume ¢ynkuujy f, f(my,...,my,y) je nedunucaHo 3a
CBaKo y " fimy,...,my,y) #0, cienu hit:} he 3a cBako yeN,

OW'm, ..."m;" (Ny) =5 OW'm;"..'m; (N(y + 1)) n
Dy((@W)“ml1 rmk‘(Ny))(Prml1 o 'my'y) -p

Dy + 1((OW)'m;" ... 'm; ' (Ny + 1)) (P'm, " ..."m 'y + 1).

Hakne, tepm DO((OW)'m;"..'my'(NO))(P'm;"..."m;'0) npou3Boan OCCKOHAYAH HH3

peaykuuja:
Peo. 4.4.1.19.
DO((6W)'m;"..."'m;,"(NO))(P'my " ... "m;."0) —p
OW'm,"..."my." (NO) —p
D1((6W)'m;"..."'m (ND))(P'my " ... "my."1) —p
OW™m,..."my" (N1) —p
DZ((@W)’ml1 oM (N2))(P'my . 'my '2) =g

QWrm11 ...rmk1 (NZ) —)B

OsBaj HU3 peayKuuja je keasu kpajre neu (quasi leftmost) wmu ckpaheno glm mpema
nedunnnmju u3 [Hindley & Seldin, 2008, def. 3.21.]. [Ipema Teopemu u3 [Hindley & Seldin,
2008, corollary 3.22.1.], ako tepm T npousBoau OGeckoHauyaHn (Im HU3 peaykuuja, OH HeMa
HopManHy Qopmy. Ha ocHOBY Te TeopeMe MOXKEMO 3aKJbyYHTH Jla  TEPM
po((eW)'m,"..."m;(N0))(P'm;" ..."m;,"0) Hema HOpManHy (GOpMy, MO/ MPETIOCTABKOM
ma (P'my’..'my'y) #5 0,3a csako yeN. J[lakne, Hopmamny ¢opmy Hehe umatn HE
(Ax1 oo X OWxq oo, 0)'my " o 'my,” KOjH ce Ha TepM

po((eW)'my"..."m;(NO))(P'm; ... "m;,"0) pemykyje.
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Mehytum, Mu oBrie xohemo aa Jgokakemo jemHo jaue TBphewme. Hamme, He TBpAMMO
camo aa (Axy ... xi. OWx; ... x;0)'m;" ... "'m;," Hema HOpMaiHy Gopmy, Beh J1a Hema HH ueony
Hopmanty gopmy. Jla 6ucMo To mokasaiiu, 1o y3opy Ha nojam qlm peaykimje, aepunucahemo

nojam gh peaykimje (quasi head reduction).

[IpumeTMO 1@ je CBakM TEPM HJIM y YEOHO] HOPMAIHO] (OpMH WM OOJIHMKA

A%y ... %y ((Ay. Mg)M, )Ny ... N, [Amadio & Curien, 1996, remark 2.1.3.].

Axo je Tepm obmuka Axy ...xn.((ly.My)M;)N; ...N,, tepm (1y.My)M; ce HasuBa

BETOBUM weoHum penekcom win h-peoexcom (head redex).
Yeonom pedykyujom (head reduction) repma T Ha3Baliemo Hu3 OeTa peayKimja
T _>B T1 _)ﬂ T2 _>ﬁ T3 _)ﬁ

VY kojuMa ce peayKyjy HCKJbYUHBO YeoHH peaekcu [Barendregt, 1984, def. 8.3.10.].

Kaxemo na ce weona penykuuja T =g T —p ... T =5 T, 3a6pwasa 'y Ty, ako je Ty, y

4eoHOj HopMaitHOj ¢popmu. MHade, yeoHa peaykiyja je OeckoHavHa.

Penykuujy T -5 Ty =g T, =5 ... Ty_q =g T, ... HazBaheMo xeasu-ueonom (gh) axo
3a cBako i, ako T; Huje Kpaj penykumje, nocroju Tj, j =i, TakBo Ja ce y peaykuuju T;

—g Tj4+1 PEMYKYj€ YEOHHU PEIEKC.

Teopema. 4.4.1.22. Axo T npou3BoaAH KBa3U-4eOHY OECKOHAYHY peayKIujy, oHma T

HEMa 4YeOHY HOpMaliHy GopMy.

Jokasz. Tlo y3opy Ha noka3 teopeme 13.2.6. y [Barendregt, 1984]. Nneja nokasa je ga

Ha OCHOBY OeCKOHAYHE KBa3U-YCOHE penyKuI/Ije MOKEMO KOHCTpYHCATU 6GCKOHaLIHy YCOHY

penykuujy. ®

Huje temko mokaszaru na penykumja 4.4.1.19. npencraBpa 6ecKOHAUHY-KBa3H YEOHY
penykiujy. Ha  ocmoBy Teopeme 4.4.1.14. MoxkeMO 3aKJbYUyHUTH Ja  TEepM
(Axq oo X OWxq ... % 0)'m; " ... "M}, " HeMa yeoHy HOpMaHY (popMy, MO MPETHOCTABKOM J1a
P A — nebunuine pyHkumjy f u 3a cBako y, moctoju Heko n > 0 takBo xa f(my, ..., my,y) =

n.

Tume CMO 3aBPIIMIH Harl JI0Ka3. [MTokazamu CMO na
(Ax1 o X OWxy o 0)'my " . "My " = "q’, onpa kana je Mn[ f ] (my, ..., my) = q 3a Heku
0poj q, xao u ma je (Axq ... xp. OWxq ...x;,0)'m;" ..."m; " HecBoaMBO OHJa Kana je Mn| f |
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(my, ..., my) Henebunucano. W3 Tora cieau aa tepm (Ax; ...xg. OWx, ...x;0) nambna-

neunumie Gpyukuujy Mn[ f ] (my, ..., my).

Ha ocHOBy unmeHHIIEC 1a Cy CBE OCHOBHE (pyHKIHje MOry A-nedunaduine, u nema 4.4.1.9.,

4.4.1.10.,, u4.4.1.11. xoje cMO JTOKa3aJIH CIICU TEOpeMa;:

Teopema. 4.4.1.8. CBe napiujaiHe pekyp3uBHe QyHKIH]E Cy A-TedruHAOHITHE.

Ja cy cBe A-nedpunabunne yHkuuje pekyp3uBHe Hehemo gokasuBaTu. To cieau Ha
OCHOBY YHMILEHMIIE JIa j€ CKYIl jeIHAKOCTH Y Ag pexypsueno nabpojue (0Bne Hehemo natu
nebUHUIIN]y TIojMa PEKYP3UBHO HAOPOJUBOT CKyIa, a unuTajall je moxke Hahu y [Boolos et al.,
2002, section 8.3.]). Ta uumenuia 3ajeano ca teopemom 4.4.1.8. ummaunupa KnunujeBy

tTeopemy [Barendregt, 1984, theorem 6.3.13.]:

4.4.1.23. OyHkyja Ha TPUPOJHUM OpojeBHMa je pEKyp3WBHAa aKO M CaMoO je A-

nedrHaOuIHA.

4.5. Anroput™Mu u Jiam01a TepMH

Pesyntatn 0 A-neguHAOMIHOCTH peKyp3UBHUX (DYHKIMja KOje CMO IpPEJICTaBUIN Y
MPETXOHOM OJIEJbKYy oOMoOryhaBajy HaM Jila Mpeuu3Huje ACPUHUIIEMO OJHOC Hu3Mehy
aliropuTama, U3padyHJbUBHX (yHKIHMja U JamOaa Tepama. AKO je (p peKyp3uBHa (yHKIHMja
Koja je nedunucana tepmom F, oHma Moxemo pehu na je areopumam Koju n3padyHaBa
¢byHkuujy ¢ uzpaxen trepmom F. OBo ofpeheme mojMa anroputMma MpaTtu OCHOBHY HAE]Y
mamMOpa padyHa TipeMa Kojoj JamOma TepM HeE TMpeicTaB/ba caMo (QYHKIH]Y Kao
eKCTEeH3MOHAIHO cxBaheH o0jekaT, Beh mpaBuiio momohy Kojer je u3padyyHaBamo.

To mro anropuTmMe MOXXKEMO J1a TIpeACTaBUMO IoMohy oaroBapajyhux mam0aa tepama

uMa 3a TOCIEeNUIly JAa TMPOOJeM jeOHakocmu aneopumama MOKEMO CBECTH Ha INUTAambe
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jenmHakoctu TuX Tepama. [Ipema nmonyhenoj ananusu, aBa anroputma OM OWIIa jeJHAKA aKo ce
JEIHAKOCT TepaMa KOjH WX MpPeNCTaBibajy MOXKE JO0Ka3aTh y Ap pauyHy. Ha Ttaj Hauuw,
JIITOpUTaM MOXKEMO JaCHO J1a Pa3InKyjeMo o1 )yHKyuje KOjy u3padyHaBa, ¢ 003HpOM Ja jeTHa
u3padyHJbuBa (PyHKIMja MOXe aa Oyne A-nepuHrucaHa pa3nuyuTuM TepmuMa. [Ipennoxenu
KPUTEPHjYMH jeIHAKOCTH, JIaKJie, HUCY eKCTeH3nOHaMHU. Kao mTo cMo pekiu, JBa jJamOa
TepMa Cy jelHaKa ako ce momohy OeTa peayKiuje MOTy CBECTH Ha UCTH TepM. Y CKIIaJy ca
THMeE, JIBE TPOLIEype 3a U3padyHaBame ce y laM0/1a padyHy MocMarpajy Kao jeHakKe ako ce
IIPOIIECOM HOPMAJIM3AIMj€ MOTY JIOBECTH y UCTY CHHTaKcHY Gopmy. "

[Tonyhena ananuza mojMa anropuTMa yremesbeHa je, 1akie, Ha aBe uuaeje. Ilpea je ma
Ce MHCTPYKIIMjE Y allTOPUTMY Kao U JI0Ka3u, MOTY (OpPMYJIMCATH Ha HAYUH KOjU je Y HEKOM
CMHCITY 32001J1a3aH MM HENOTPeOHO KOMILIMKOBaH. /[pyra je 1a TakBe HHCTPYKIIH]E€ MOXKEMO
TI0jeTHOCTABUTH a JIa IPU TOME HE TIPOMEHUMO U caMy HJIejy Ha K0jOj je IpoIieIypa 3aCHOBaHa.

[Ipema mpeIoKEeHOM CXBaTamy, alrOpUTaM je WHTCH3HMja JiaM0OJla TepMa KOjJUM
mpejcTaBbaMo oJiroBapajyhu m3padynspuBy (yHkuujy. JIBa mamOaa TepMa cy CHHOHHMMHA,
OJTHOCHO HM3pa)KaBajy UCTH aJIrOpUTaM aKo Ccy OeTa jeqHaka. Y TOM CMHUCIY, allTOPHTAM je
onpehen kmacom Oera-jegHakux Tepama. Onpelheme mojMa ajropuTMa Koje je OBJE JIaTo
(dbopMyInrcaHo je o y30py Ha TO KaKo je 1mojaM JAeayKiuje ofpelheH y onmToj Teopuju JoKasa.
Kao mro cMo pekium y Opyrom TOIJNIaBjby, I0Ka3 C€ TaMO MOXE OJPEIUTH KJIACOM
SKBHBAJICHITM]E N3BOlema Koja ce HOpMaIN3allijoM CBOJIC Ha UCTY CHHTaKCHY Gopmy. [Ipema
CTAaHOBUIITY KOj€ OBJIe MpeajiaxeMo, HOpMallh3alija airopuraMa Koja je mope3aHa ca Oera-
peayKIMjoM y JaM0/1a pauyHy je UCTe BPCTE Kao M HOpMaJu3allyja u3Bohema.

ITpema natom oapehemwy, anroputam je eUHUCAH Kao MpoLeaypa U3pauyHaBama Koja
ce MOXE MPEeJCTaBUTH OAroBapajyhum iamM0ma TepMOM OJHOCHO KiacoM OeTa-jeHaKuX
nambmaa tepama. Ca qpyre cTpaHe, y APYroM IOTJaBJby CMO PEKIIH KaKO CE aJroOpuTaM MOXKe
IocMaTpaTH M Kao cMHcao JIedUHHULIMje peKyp3uBHE (QyHKuMje. MoxkemMo ce 3amurata y
KaKBOM cy Mel)ycoOHOM o/iHOCY Ta JiBa cxBaTamwa? J[a 11 yoniuTe npeicTaBibajy HOMUPJbHUBE
no3unuje? Y oHoMe LITO clien NoKymaheMo To J1a UCIIUTaMo.

Anu, mpe HEro HWITO TO YYMHHUMO, HarlomeHyhemo na hemo paau nakumier mpahema
TEeKCTa u3pa3 peKyp3uBHa (yHKIHMja (KaJa KOHTEKCT TO Oyne JONyITao) KOPUCTUTH Ja
TOBOPHMO HE caMoO O (DYHKIIMjU Ka0 €KCTEH3MOHAIHOM 00jeKTy Beh 0 HeHOM CHHTaKCHOM

U3pasy, OHOCHO O HEeHO] AePUHUIIU]jH.

7> [lo Ha anda jegHaKocT.
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Kama cmo aeduuucanu pekypsuBHe ¢GyHkumje (Bumetn nehununujy 4.4.8.) mehy
naTuM (pyHKITMjaMa MpeTIOCTaBUIM CMO KOHCTaHTHY QyHKIUjy const,: N — N 3a cBako n.
Mebhyrum, na cmo ymecro const,: N — N 3a cBako n mpeTnocTaBiiIv Kao MPUMHUTUBHY CaMO
consty: N - N gob6unu 6ucmo neduHHIM]y peKyp3uBHUX (DYHKIMja KOja j€ €KBUBAJICHTHA
nepununju 4.4.8.. ExBuBanennujy ob6ezbehyje To mro ce 3a cBako n, const,(x) moxe
neuHUCATH KOMO3UIIUJOM consty(x) u QyHkmuje crneabeHnka momMohy jeIHaKOCTH
const,(x) = s™ (consty(x)), rae s™ o3Ha4aBa N-TOr CJIEAOCHUKA, OJHOCHO N-Ty MPUMCHY
dbyHKIIHjE clieq0eHUKA.

Jennaxouthy const,(x) = s™ (consty(x)) u3pakaBaMo jeHAKOCT —eKcmensuja
byHKIMja ca JeBe W JecHe cTpaHe. J[pyruM peunmma, u3pakaBamMo TO Jda const,(x) u
st (consto (x)) J1ajy UCTy BPEAHOCT 3a cBaku Opoj x. MelyTum, oBae Hac HE 3aHMMa Camo
eKCTEH3MOHAIHA jeAHaKOoCT Beh 1 To Aa 1 cy aeduHunmje pyHKIHja ca JIeBE U JECHE CTPaHe
JEIHAKOCTH M UHIMEH3UOHAIHO jeJJTHaKe. YHyTap CUCTeMa PEeKyp3WBHHUX (DYHKIH]ja, Kao INTO
cMo Beh peksm, HeMaMO HauWH Ha OJrOBOPMMO Ha TO mHTame. J[a OMCMO TO YYMHWIIH,
MOTPeOHO je 1a OApeAUMO T0jaM UHTEH3Hje WIIM CMUCIIa PeKyp3uBHE (QyHKIIH]E.

CraHoBUIITE J1a MOA CcMUCIOM PEKyp3uBHE neduHHULIMje (QYHKIM]E MOIPa3yMEMO
aneopumam O1UCcKo je MOCKOBaKMCOBOM CXBaTamy alropurama. [Ipema ToM cxBaramy, HAUHH
Ha KOju je (yHKIUja peKyp3uBHO jaeduHHCcaHa onpelyyje mporeaypy HBeHOT n3padyHaBama,
KOja YMHU BEH cMucao. [TuTame MHTEH3NOHAIHE jeTHAKOCTH OBHX (DYHKIIMja CE€ TaKO CBOJU
Ha NHTamke jJEJHAKOCTH ajropuTama Koje oHe u3padyHaBajy. IIpema MockoBakncoBOM
MHILUbEHY, AIrOpUTaM Koju je onapeheH neduuuIMjoM const,(x) U airopuraMm Koju je
onpehen medunumjom s™ (consty(x)) He 6M ce MOIIM CMaTpaTH jejHAKMMa, jep Cy
u3rpal)eHu W3 pa3iIMuUTHUX CKYNOBAa NPUMUTHUBHUX (QyHKuMja. Te dyHKUMje nakie, HEMaJy
WCTH CMHCAO.

Ca npyre cTpaHe, ako aJrOPUTME IMPEJICTaBUMO JaM0/aa TepMHMa, OHJAa C€ MUTAHbE
jennaxocth unTeHsuja Gynkumja s™ (const, (x)) u const, (x) CBOIM HA NHUTAKE jeJHAKOCTH
onropapajyhux mam6ma tepama. Moxemo pehu na nambna TepM MpeacTaBba CMHCAO
pexyp3uBHE (QYHKIMjE aKO OH MPEACTaBIba HEH OUpeKmar npegod y CKyIl JambJlia Tepama.
OyHKIMjy TUPEKTHOT MpeBoaa t U3 CKymna peKyp3uBHUX (YHKIMja Yy CKyIl JlambJa Tepama
MOKeMO J1a aeduHueMo Ha cieaehn HadwH.

Heg. 4.5.1. Axo je h ocHoBHa ¢yHKIHMja ipema aedunumju 4.4.8., BHEH TUpEKTaH
npeBoa he 6utu nam6aa tepMm koju ndambOaa-nedununie h npema tBphewy 4.4.12.. Jla je H

JMPEKTaH MpeBo o1 h MoxeMmo 3anucatu u kao t(h) = H.
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Hexa cy f, g1, ..., gx peKkyp3uBHe (yHKIMje oaroBapajyhe apHoctu, a h QpyHkmja
obmuka Cn[f, g1, ..., 9i) (M4, ..., m;). Ako 3a nam6aa tepme F u G, ..., G, Baxu t(f) = F,
t(g;) = G;, onna je aupekTan npeBoa GyHkIMje h 1ambaa TepM Koju aeduHuine h mpeMa
nemu 4.4.1.9..

Hexka cy f u g pexkyp3uBHe ¢yHkuuje oarosapajyhe aproctu, a h pynkmuja odnmka
Pr(f,gl(m4,...,m;). Axo 3a nambna tepme F u G Baxu t(f) = F, t(g) = G, oHna je
JIUpeKTaH npeBoj GpyHkiwje h namb6aa TepM koju nedunumie h npema iemu 4.4.1.10..

Heka je f pexyp3uBHa ¢yHKIHMja onaroeapajyhe apHoctH, a h pyHkmmja oOimka
Mn[f](my, ..., my). Axo 3a nambaa tepm P Baxu t(f) = P, oHIa je AUPEKTaH MPEBOJ

¢ynkuuje h nambaa repm koju nepunume h npema nemu 4.4.1.11..

Cana xaia cMo aeuHHCAIN AUPEKTaH MPEBOJ MPOM3BOJFHE PEKYp3UBHE (YHKIIH]E,
BEH CMHCA0 MOXEMO Ja JAe(QUHUIIeMO Kao KJIacy Tepama Koju cy OeTa-jellHakKd HEeHOM
IupeKkTHOM TpeBony. llpema oBoj aeduuuumju, nBe pekyp3uBHe (yHKIMje he Outn
MHTEH3UOHATHO jeHAKe aKO M CaMO aKO Cy HbUXOBH IHPEKTHU IPEBOIU OeTa-jelHaKH,
OJTHOCHO aKO TPHIIajajy UCTOj Kiacu Oera-jeqHakux Tepama. Ha ocHOBY oBor kputepujyma,
byukuje const,(x) us™ (consty(x)) cy He caMO €KCTCH3MOHAJIHO jelHake, Beh MMajy H
UCTH CMHCAO0.

Jla cy ®BUXOBH IIPEBOJIN OETa-jeJHAKW MOXKEMO jeAHOCTaBHO mokasaru. [IpBo hemo
nokazatu ga t(const;(x)) =g t(s (consty(x))). TIpema TomMe Kako cMo neduHHcann
dynkImjy aupekTHOr mpesona, cinenu na t(consty(x)) = Az."1'= Azfx. f(x). Takobe,

t(s (consty(x)) = Az. (Awfx. f(wfx)) ((Ayfx.x)z). lakse, nokasahemo na Baxu:

Az.(Awfx. fwfx))((Ayfx. x)z) =g Azfx. f(x).
Jla Ta jeqHaKOCT Baku MOKasyje caeneha peaykuuja:

Az. (Awfx. f(wfx)) ((Ayfx.x)z)
—p Az. (Afx. f(((Aygw.w)z ) fx))
—p Az.(Afx. f((Agw.w) fx))

—p Az. (Afx. f( (Aw.w) x))
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—p Az. Afx. f(x).

Haxne, Az. (Awfx. f(wfx))((Ayfx.x)z) »p Azfx. f(x) n npema ToMe,
Az. (Awfx. fwfx))((Ayfx. x)z) =g Azfx.f(x).

Cana hemo mokazaru ma  t(consty,4(x)) =5 t(s™*! (consty(x))), mon
npetnoctaskoM na t(const, (x)) =g t(s" (consty(x))).
[omTo je jenHocraBHo Bumetn jga  Awfx.f"(wfx) =g t(s" (x)), nambna Tepm
Awfx. f*(wfx) tperupahemo Kao aupexrad npeBox oa s™ (x) .
IToxazahemo ma

t(consty1(x)) = 2z.'n+ 1" =

Ab. (Awfx. f (wfx)) ((Aa. (Awfx. fr* 1 (wfx))((Az. r0’)a)) b) = t(s"* (consty(x))).
IIpeMa MHIYKTUBHO] MPETIIOCTABIIH,
t(s" (consto(x))) = Aa. (Awfx.f”“(wfx))((lz. r0’)a) =g Az.'n’ = t(constn(x)).

Jlakiie,
Ab. (Awfx. f(wfx)) ((Aa. (Awfx. f 1 (wfx))((Az. rO‘)a)) b) =z
Ab. (Awfx. f(wfx)) ((Az.'n" )b) =g

Ab. (Awfx. f(wfx)) (n') =g
Ab.mn+1"= z.m+1"= t(constn+1(x)).

['menumiTe Koje cMO M3HENM 3aCHUBA C€ Ha MPETIOCTABIIN Ja € HHTEH3H]a PEKYp3UBHE
(GyHKIMje anropuram, U Jia Cy J1Ba alrOpUTMa jeIHaKa ako Cy MpeACTaBJbeHA jeTHaKUM J1aMOaa
tepMuMa. [Ipema TOM TIieAMIITY, CMUCAO PEKYp3UBHE (DYHKIMje MOXKE Ce IMpeICTaBUTH
KJ1acoM JaM0/1a Tepama Koju cy OeTa-jeIHaki ’beHOM AUPEKTHOM MPEBOAY. Y CKIIaay ca TUME,
JIBE PEKyp3MBHE (PYHKIM]E MOCEAY]y UCTH CMHUCA0 aKo oJpehyjy UCTy Kiiacy OeTa-jeJHaKux
namM0/a Tepama.

To rmenumre cyouasa ce, mehytum, ca cieaehum npodiemom. Y3MuUMO npumepa pajau
byakuujy Mn| f ] (my, ..., my). Uatensujy ox Mn[ f | (my, ..., my) mpeacTaBuiia cMo 1amoaa
TepMOM Axq ... Xg. OWxy ... x, 0, THe je W onpeheHo xao u panmje. Mehytum, nako cMo
orepaTop MUHUMHU3alMje AepuHHCcATU Mo3uBajyhu ce Ha komOuHaTop &, TO cMO Takohe

MOTJIM YYMHHUTH TI03uBajyhu ce Ha koMOuHaTop Y uin OMiIo Koju Apyru KoMOMHATOP UKCHE
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tauke. Hanmme, Tepm Ax; ... xx. YWx; ...x, 0 Takohe he na nedunume Gpynxuujy Mn| f ]
(my, ..., my) ucro ka0 U Axq ... xXp. OWx; ... x; 0. Tlomro Tepmu Axg ... Xy. OWx; ... x,0 u
Axq . X YW x4 ... x3,0 HUCY OeTa jeHaku, mpeMa KpUTepHjyMuMa 3a jeJHAKOCT alropurama
KOj& CMO HM3JIOKWJIH, TPEJICTaBIbajy pa3iMuuTe Mpoleaype u3padyyHaBama. C 003upom aa ce
pa3nuKyjy Mo 3Hauewy, Huje Moryhe pehu ga 006a TepMa UMajy UCTO 3HAUCHE Kao U (DYHKIH]a
Mn[ f] (m4, ..., my). A npobIeMaTHYHO je TO LITO HHUje OYMIJICJHO KOjU OJ OBa JIBa TepMa
WHTYUTUBHO TPEJCTaBJba npasy WIH 006y penpe3eHTanujy uHreHsuje QyHkauje Mn| f |
(my, ..., my). Hamna neduHunnja TUPEKTHOT MPEBOIA M3TJIea TOMAJIO IPOU3BOJHHA.

[Tpobnem ca KojuM ce OBJIe CyoyaBaMmo JOHEKJIE CMO JOTAaKIN Y TpeheM moriaBsby OBOT
pana, kajga cMo ce 0aBWIM MOCKOBAaKMCOBHM CXBaTameM anropurama. Taj mpobiieM Tude ce
OJTHOCA PEKYp3HWje U UTepalMje U Tora Kako MOXXEMO PEKyp3ujy MPEACTaBUTH CPEICTBHMA
utepanuje. Haume, kama HEKy peKyp3uBHY (YHKIIM]Y TPEJACTABUMO Yy HEKOM jE€3HMKY WIIH
MOJIeTTy M3padyyHaBama KOjU j€ 3aCHOBAaH Ha MTEPAIHjH, KA0 IITO je TO JIaMOJa padyH WU
TjypuHrose mammae, MocToju MOryhHOCT Ja T0O0MjeMO BHUIIEC PAa3IUYUTHX pErpe3eHTaIH]ja.
OmnJ1a ce mocTaBsba MUTAKkE KaKo Ja YTBPJIUMO KOja O TUX PEIpe3eHTaIfja PEACTaBba npasy
penpe3eHTalnjy cMHCTa Te pEKyp3UBHE QYHKIIH]E.

[Tocroju Tpu HauMHa 1a HAa 0Baj MpobeM oaroBopumMo. [IpBH je Taj 1a mokaxeMo Kako
je jemHa of] perpe3eHTanrja, y OBOM CIIydajy jelaH oJ1 MOHYheHUX JUPEKTHUX MPeBojia, 00ba
on apyrux. Tako MOXeEMO, pelruMO, TBPAHTH Ja TEPM AXq ...Xi. OWx; ...x; 0 BepHHje
npejacTaBba cmucao ox Mn[ f ] (my,...,my) Hero Ax; ...x;. YWx; ... x; 0 360r cneaeher
cBOjcTBa KOMOMHaTopa @ koje komOuHarop Y He nocenyje. Haume, 3a cBako N Baxku ON —
N(ON), amu we uyxHo u YN — N(YN). 3axBapyjyhin TOM CBOjCTBY CBaku KOpaK y
uspadyHaBawy Mn| f ] (m4, ..., my) MOKeMO J1a MpeJCTaBUMO KOopaluMa y 0eTa pelyKIuju
ITO HaM oMoryhasa Jia u3padyHaBame BpEAHOCTH KOjy aaje PpyHkIuja 3a Behu 6poj Ha BaxkaH
HAYMH 3aBUCH O] TOr'a KAKO CMO M3padyHalld BPEAHOCT KOjy (DyHKIIHM]ja Jaje 3a MambH 0poj.

JIpyru HauWH Ja Ha TIOMEHYTH MPOOJIEM OATOBOPHMO j€ Ja 010alMMO CTAaHOBHILTE Ja
ce CMHCao peKyp3uBHE (YHKIIHMjE CAaCTOJH y MPOIEAYpPH HEHOT M3padyHaBama. [Ipema Tom
JIEIMINTY, CMHCA0 peKyp3uBHE AeduHUIIMje HE Ou Ouo mporeaypa Beh cxyn mpoleaypa Koje
UMIUIEMEHTHPA]y Ty PEKYp3UBHY NeUHUIM]Y Ha oapeheHu, 3aqoBosbaBajyhu HauuH. To O6u
3HAYWIIO, MIpUMepa pajay, Ja WHTEH3Wjy pekyp3uBHe nepuuunmje Mn[ f ] (my,...,my) He
TIpeJICTaB/ba HU KJlaca TepaMa 0eTa jeqHaKuX TepMy Ax; ... Xx. OW x4 ... x; 0 HU KJaca Tepama
Oera jemHaKuX TepMy Axq ... X,. YWx; ... x;, 0, Beh ckym mamOna Tepama koju cy Oera jerHaku

TepMy AXq ... X PWx; ... %, 0, Tie je @ 6uo koju KoOMOMHATOP (PUKCHE TauKe.
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Tpehu HaumH na Ha MOMEHYTH MPOOJIEM MOKYIIAMO Ja OJTOBOPUMO j€ J1a 3aJIp>KHUMO
MPETIOCTaBKy Jia jé CMHUCAao PEeKyp3HBHE (YHKILHUje Mpolenypa H3payyHaBamba OJHOCHO
aJITOpUTaM, ajy Ja pele(UHUIIEMO KPUTEPHjyMe IbUX0BE jeTHAaKOCTH.

VY ozxesbKy Koju ciemu, pasmarpahemMo TakBy penaiyjy CHHOHHMHOCTH Ha CKYIY
nambna Tepama mpema kojoj he Axq ...x,.OWxq ...x,0 u Axq ...x,. YWx, ...x;,0 na oyny
cMHOHMMHHU TepMu. OHa ce pasiiKyje Kako oJ] 0eTa Tako U of] OeTa-eTa jeJHAaKOCTH U 3aCHUBA

ce Ha 1mojmy pauyHckoe caopacaja (enr. computational significance).

4.6. Pauyncku caap:xaj u bemoBa apBera

Beh cmo roBopmiam o HOopMmanHM3auuju J1amMbaa TepMa Kao O MPOLECY CHHTAKCHOT
MI0jeIHOCTaBJbEHa. Y HJCATHOM CIIydyajy, HOpMajh3alyja TepMa ce 3aBplliaBa y JIOCTU3AbY
HopMmaiae Gopme. Bunmenn cmMo mehytum na ce Hekan HopMmaiHa (opMa HE MOXKe JOCTHhH.
Wnak, To He 3Ha4M J1a Cy TAKBU TEPMH JIMILIECHH CaJpKaja U J1a Cy MPpaBHiia KOja OHU U3PaKaBajy
6ecmuciena. To camo 3HauM /a ce OHa HE MOTY (hOpMyNIHCaTH HA MAaKCHMAITHO jeJHOCTAaBaH
HauMH. Y3MHUMO Ha mpuMep KomOuHarope (ukcHe Tauke kao mTo ¢y @ u Y koje cmo Beh
nomuanu. Mako moxkeMo pehu aa npaBuia kKoja uzpaxanajy Y win @ He MOKEMO U3pa3uTH
MAKCUManHO jeTHOCTAaBHO M HEMOCPEIHO, jep OHM HeMajy HOpPMalHy (opMy, MOXKEMO HX
U3pa3sUTH Ha HauuH KOjU OM OMO 0060/6HO jeTHOCTaBaH M HEMocpedaH Aa Ou Morao OuTH
NpUMEHUB. JelaH HAaYMH Ja ce TPEIM3HO OJIpeau ITa OM TO 3HAYWIO Ja Cy IMpaBHia
(dhopmynucaHna Ha 00680/bHO HETIOCPEAAH U J€IHOCTABAH HAUYHH j€ TTyTEeM T0jMa YeoHe HOPMATHE
@opme. Cetumo ce 1a je namOJa TepM Yy HOPMaJHO] (popMHU aKo HHUTAE HE CaJlp’KU jaBJbambe
6era penexca. Ca npyre crpane, 1amb/a TepM je Y 4eOHO] HOpMaIHOj (POPMH aKo He CaJip>Ku
jaBJbame Oera peekca Ha oopehenum mecmuma. Y nepuaunmju 4.4.2.1. pexiu cMo 11a je TepMm
y 4Y€0HO] HOPMAJIHO]j GOPMH aKO je o0nmuKa Axq ... Xp. XMy ... M}, 3a n,m = 0. Jlakne, yeoHa
HOpMaJiHa (hopMa HaJMKyje CTaHJap/IHO] HOpMajHO] (opMHU jep HE CalpKu jaBJbame OeTa
penekca y 4€OHeM Jieny: AXq ...Xp.X, QM pa3luKyje ce 0oJ TepMa y HOpMallHOj (hopMHU jep

JIOTIYIIITa jaBJbama OeTa penekca 'y My ... Mp,.

Kaxxe ce jomr u ga ce yeoHa HopMmanHa (opma TepMa MOXKE CXBAaTHUTH Kao
anpokcumayuja HopMmanHe Qopme. Ilokymajmo ga 1o Mamo mojacHumo. Kao mTo cmo

HarlOMEHYJIH, TepM Y TMpHuMepa paau, HeMa HOpMaiHy (opMmy 300r Tora IITO C€ HE MOXE
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peIayKoBaTH y KOHauHoM OpOJy Kopaka Ha TepM KOju Hema penekc. Mehyrum, y

U7CaTM30BaHOM CIIy4ajy HaKOH OecKkoHauHoe HUu3a 0eTa pelyKIimja:

Y = Ay. (Ax. y(xx)) Ax. y (xx) —p
Ay.y ((ﬂx. y(xx))Ax. y(xX)) ~p

Y. y(y((Ax.y(xx)) Ax.y(xx))) =p -

tepm Y ce penykyje Ha Geckonaunu tepm Af. f(f(f ...)..) y KojeM He MOCTOjU jaBibambe
penekca. Tepm Af.f(f(f..)..) MOKEMO y TOM CMHCIY CMAarpaTH uUOCAIUI08AHOM
nopmanrom gpopmom (enr. ideal normal form) ox Y. OuursenHo je na TakaB TepM MpeacTaBba
ujeann3ainmjy, a He Jam0/1a TepM 300T Tora IIITO CMO TepMe Jamb/1a padyyHa nqeduHUcAIN Kao
KOHAuYHE U3pase.

[Mocmarpajyhu penyKiujy W3Han, MOKEMO MPUMETUTH 1a TepM Y uMa GeCKOHAYHO
MHOTO  uYeoHHWX HopMmamHux Qopmu: M, = Af. f((Ax. f(xx)) Ax. f(xx)), M, =
AfFU((Ax f(xx)) Ax. f(xx))) 5 ..., My = Af (A f(xx)) Ax. f(xX)), Mypyq =
Af 7 ((Ax. f(xx)) Ax. f(xx)), ...

Caka o OBUX YEOHHUX HOpMamHUX (opMu Tepma Y mpeAcTaBiba apPOKCHMAIIN]y HETOBE
uaeann3oBane HopMmaiHe popme. Heke ampokcumarivje Mory OUTH Ta4HH]€ WK MPUOTIHKHI]E
OJ1 IPYTUX Yy CMUCITY J1a Cy CHHTAKCHO OJIM)KE OJHOCHO CIIMYHH]E WUCATH30BaHO] HOPMATHO]
dopmu Af. f(f(f ...) ...). llpumepa panu, M, Ou joj Omia Ouna cuHTaKCHO Onmka on My, a

M, +1 Omxa Hero M,,.

ITojam M je maunuja anpoxcumayuja o0 N umu M nocu suwe ungpopmayuja neco N
MOXKEMO YYMHHUTH Mpenu3sHuM Ha cieaehu HauuH. IIpBo hemo na nedunumemo ckyn

napuujagHux Jamoa Tepama.

Kao y [Amadio & Curien, 1998, p. 51,52] npommpumMo Ham je3uk Jambaa Tepama ca
nomatHUM cumObosiom Q (mpumeTHMo a ce cumOon Q pasnukyje ox ) KOjuM 03HayaBaMo

gambma TepMm  (Ax.xx) Ax.xx). Heka P Oyme ckyn napyujarnux aamb6oa mepama M

nepuHucanux kao M := Q | x | MN | Ax.M, koju je ypehen penanujom < Ha cienehu HauuH:

e Q< M,
e AkoM; <M, uM3 <M, onna M{M; < M,M,;
o AxoM; < M,,ouna Ax.M; < Ax.My;
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[Taprmjanaun TepMu cy JlaM0a TEpPMH KOJU HUCY y TOTHyHOCTH neduHucanu. Ha
npumep, u3pas Ax. xy{ npeacraBiba Maplyjainy Jamoaa tepm obauka Ax. My M, M; y Kojem
M3 nuje nedunucano. Penanuja < ypehyje napuujanse ram01a TepMe y OHOCY Ha TO KOJIHKO
Cy AepHUHHUCAHU, WK IPYTUM PEYrMa, Y OJHOCY Ha KOJIHMYUHY MHPOpMaIrja Koje Hoce. M <
N 3Hauu na M HOCW Mame (Wi jeaHako) mHpopmanuja Hero N. Ilapuujamau tepm Q, Ha
puMep, HOCH HajMame HHPOpPMaIHja, OH je y MOTIYHOCTH HeneduHucaH. Y CKiIaay ca TUME,

TepM Ax.xyx, Ha mpumep, Hocuhe Buie nHbopmarnuja ox Ax. xyL.

Ha ocnoBy ckyna P u ypehemwa neduHucanor Ha leMy, CKYIl alipoKcUMalidja Jamoaa

TepaMa AepUHUIIeMO Ha cienehr HauuH.

Jegh. 4.6.1. Heka N Oyne nmojackyn ox ckyna P, koju Hacnehyje ypeheme on P, a koju

je aeguHKUCaH Kao:

e QeN,
e M;..M, eN =Ax.xM,; ..M, €N.

Ckyn N npencraBiba CKyN anpokcumayuja naMmbaa trepama.

Penanmja < xao u panuje ypehyje ckyn anpokcumaryja jamoaa Tepama mpema ToMe
Koauko uHpopmanuja Hoce. M < N 3Hauu aa anpokcumanja M HOCH Mame (WK jeHAKO)
uHpopmanuja Hero anpokcumanuja N. Tepm ( je HajMamU €1EMEHT CKyla alpoKcuMaIuja u

OH Kao IITO CMO PEKJIM, He HOCH HUKaKBe MH(pOpMallije jep je y MOTIYHOCTH HeJJe(UHUCAH.

Caz[a heMo moka3zaTu KakKoO CBaKOM J'IaM6)Ia TEPMY MOXKEMO Ja IMPUITHIIEMO HBCTOBY

anmpoKCUMaIIH]y.

egh. 4.6.2. [lebunncahemo Gpynkmnmjy npesoaa w (M) u3 ckyma jamb1a Tepama y CKyII

BUXOBUX anpokcumaija N Ha cnefaehu HaumH:

(), ak0 M HUje y 4eOHOj HOpMaJIHOj popMu,

w(M) = {ﬁxl e X X0(My) ... o(Mp), ako je M o6uKa Ax; ... x,. xM; ... Mp

Hcnox hemo naTi HEKONMKO MpUMepa KOoju TOKaszyjy kako nomohy ¢dyukmuje w(M)

MOKEMO J'IaM6Ila TCpMHMa J1a IIPUAPYKUMO HbUXOBC aHp0KCI/IMaI_II/IjC.

Ilpumepu. 4.6.3.

a) wAf. f(Ox. f(xx)) rx. f(xx)) = Af.f Q
b) w(@f. f(f((x. f(xx)) rx. f(xx)))) = Af. f(f Q)
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) w(Axy.yx) = Axy.yx
d) w((Axy.yx)xz) =Q
e) w((Ax.xxx)Ax.xxx) = Q

) w@Af.(Ox. f(xx)) Ax. f(xx)) = Q,
0) w(ty.y ((Axy.y(exy))(Axy. y(exy))y) ) = Ay.y

dyuknuja npeBoaa w (M) nambaa tepmy M npunucyje oaroapajyhy anpokcumanujy
Koja ca cobom Hocu Heke nHpopMmaimje o Tepmy M. Tepmu M Koju HUCY Y YEOHO] HOPMAITHO]
dbopmu ocMmarpajy ce Kao 1pHe Kyruje. Anpokcumanuja w (M) y ToMm ciydajy Hehe HOCHTH
HHUKaKBe TpaHcmapeHTHe uHpopmarije o tepmy M (Bunetu npumepe (d), (e) u (f) rope). Ca
Apyre cTpaHe, HOpMaiHe (GopMe ce TocMaTpajy Kao MOTIYHO TPaHCHApEeHTHH TEPMHU, 1a je
armpoKcHUMallija TepMa KojH je y HopMallHOj (hopMH jeTHaKa caMOM TOM TEPMY, BUAECTH IPUMEP

(c) rope.

Kao mro cmo pexiu, ampoKCHMaldje MOXKEMO IMOPEAUTH y OAHOCY Ha KOJHYUHY
uHdopMmarmje koje Hoce. [Ipumepa paau (Buaeru 4.6.3. () u (b) rope), Af. f Q HOCH Mame
undpopmarmja Hero Af.f(f Q), mro 3Haum ga w(Af. f((Ax. f(xx)) Ax. f(xx)) <
WAL f(f (. f(xx)) Ax. f(xx)))). ITpumernmo na TEPMH M, =
Af f((Ax. f(xx) Ax. f(xx)) wu M, = Af.f(f((Ax. f(xx)) Ax. f (xx))) npencraBibajy

ueoHe HopmanHe popme Tepma Y takse na M; —pg M,. Uuaykuujom o M nako ce qokasyje

na y ommireM ciy4ajy Baku [Amadio & Curien, 1998, p. 52]:
Tephemwe. 4.6.4. M —z N = w(M) < w(N).

OBo TBpheme mokazyje na je 0eta peaykKipja mpoIec MyTeM KOjer MOXXEMO OTKPUTH BUIIIE
unpopmanuja o Tepmy. OOjacHuMo TO Ha mpumepy Beh momeHnyTor komOuHaTopa Y.

Hopmanmusyjyhu taj komOnHaTop 106ujaMo HapeaHy OECKOHAUHY PEeYKIIH]Y.
Ay. (Ax.y(xx)) Ax. y (xx) —p

Ay.y ((ﬂx.y(xx))/lx.y(xX)) B

Ay. y(y((Ax.y(xx)) Ax.y(xx))) =g ...

®ynkipja npesoga w(M) cBakoM TepMy Yy OBOj pPEAyKLHUjH MPHUIUCYje OArosapajyhy

anpokcuMaryjy. Tako umamo:
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W (MO = Ay. (/Ix.y(xx))lx.y(xx)) =Q.
w(M; = Ay.y((Ax. y(xx)) Ax. y(xx))) = Ay.y Q.

w (M2 = Ay.y(y((/ix.y(xx))/lx.y(xx))) = 1y.v(y Q).

) (Mn = /’Iy.yn((/lx.y(xx))/lx.y(xx))) =Ay.y" Q

w (Mn+1 = Ay.yn“((/lx.y(xx))/lx.y(xx))) =Ay.y™1 Q.

MoskeMO youuTH Ja je IIPEeBOJI CBAKOT HApeIHOT TepMa Y PEAYKIIMjU CHHTAKCHO CBE OJIMKH U
OJIMKY HJealTn30BaH0j HOpMaHOj ¢hopmu TepMma Y. 3a ceako n umamo w(M,) < w(M,;1).To
3HAYU JIa KaKo HaIlpeayjeMo y peAyKIHju 1001jaMo CBe BHILIE U BUIlIe HH(OPMALIHja O TEPMY
Y u o meroBoj wuaeanuzoBaHoj HopMmainHoj ¢opmu. Jlpyrum peuumma, Ao0HjaMO CBe

NPUOIMKHA]Y allpOKCUMAIIH]y T€ opMeE.

Jlo cajja cMO PeKJIM HElITO O alpoKCHMalidjama jJam0a TepaMma U 0 TOME KakKo je CKYII
anpokcuMaimja ypehen. Kopucrehu ce rope aepuHHCaHMM IOjMOBHMa, Caga MOKEMO

nedunucatu bemoso opso nambaa repma kao y [Amadio & Curien, 1998, p. 52, def. 2.3.3.].

Jegh. 4.6.5. Hexa supS o3HauaBa cynpemMyM (HajMame FOPHE OrpaHUYCHEe) cKyma S.
Moxemo oxapeautd bemoso opso (Bohm tree) on Tepma M xao: BT(M) =
sup {w(N), M—3 N}. ’® neja te nepununumje je na bemoso apso BT (M) mpencTaBmba, y
HEKOM CMHCIly, HajIpoOIMKHHU]Y alpoKCHUMalHj]y HOpMalHe (opMe WM UAeaTu30BaHe

HopMaiHe (popme o M.

HOjMy bemosor APBETa TaKOIjC MOXEMO JaTh CKBHUBAJICHTHO CHHTAKCHO oz[peherbe Kao y

[Barendregt 1984, p. 216]:

Jla GucMo oapenuiv IITa ce Hajla3u y KOPeHY TOT JpBeTa MpBo oapehyjemo na i je
TepM M cBoamB wiH He. Ako je M HecBonuBo, BT (M) he ce cactojaT U3 camMo jeTHOT jeTHHOT

YBOpa KOju je yjeaHo u xopeH. OH he 6utu obenexen ca . Ca apyre ctpaHe, ako je M

7¢ Mojam bemosor ApseTa NpsuM NyT je yseaeH y [Barendregt, 1977].
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CBOJIMBU TEPM KOjH CE€ PENyKYyj€ Ha YEOHY HOpManHy GopMmy: Axq, ..., X,.YM; ..My, onna

BT (M) onpebhyjemo kao:
AXq,y ey X Y
BT(M,) ... BT(M,)

bemoBo npBo hemo 3Batu konauHum ako UMa KOHa4yaH Opoj YBOPOBA, a Y CyNIPOTHOM
hemo ra 3Batu Heckonaunum. Jla 6u 6uino jacHuje kako oapelhyjemo beMoBo ipBO HEKOT TepMa,

J0J1e hemo JAaTH HECKOJMUKO IIpUuMeEpa.

Ilpumepu. 4.6.7.

a) BT (Axy.yx(yy))
Axy.y
C
y
b) BT (x(1y.y(Az.z)))
X
|
Ay.y
/12|. Z
C) BT ((Ax. xx)Ax. xx)
Q
d) BT ((Ax.z(xx)) Ax.z(xx))
z
|
z
|
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f)

9)

h)

BT (Ay.xy)

Ay.x

y

BT (z((Ax. xxy) (Ax. xxy)))

BT (@y)

_\<_\<
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[TpumMeTrMO 1a cy jeqHuHO apBeta y npumepuma 4.6.7.d. u 4.6.7.9. 6eckonauHa, 10K
Cy ocraia koHayHa. Yommre he Baxutu na je BT (M) OeckoHayHo, camo ako M HeMma
HopMasiHy opmy. MehyTtum, Hehe BakuTH UMIUTMKaIja y oOpHyTOM cMepy. Moryhe je na
TEPMH KOjU HEMajy HOpMaJIHY (hopMy, Kao HU YeOHY HOpMaHy (hopMy nmajy koHayHo bemMoBo

apBo (Bugetu npumepe: 4.6.7.c., 4.6.7.e., 4.6.7.1.).

Kao mro cmo pekinm, mojam bemoBor npeera Hekor tepma Tpeba aa NpeacTaBiba
HajTaYHU]Y OAHOCHO HajOMKY allpOKCUMAlIN]y BEeroBe ujeanHe Hopmaine ¢popme. Ako ce M
cBoaM Ha HopMmanHy ¢opmy N, oHza je uaeanHa HopMmaiHa (opma oq M camo HOpMaiHa
¢dbopma, ogHOCHO N, a BeHa HajOMMKa apoKCHMAaIlja je OHa caMa. To BUIUMO y mpuMepuMa
4.6.7.a. u 4.6.7.e. Ca npyre crpane ako ce M He CBOM Ha HOPMAIHY (OpMY, I c€ CBOJIU Ha
4eOHYy HOpMaJIHYy (popMy Yy KOHaYHOM OpoOjy KOpaka W Ha UIeaIn30BaHy HOpMaIHy GopMy y
0ecKOHaYHO MHOT'O KOpaka, Kao IITO je Cllydaj ca TepMoM Y, oHJia je HajOIrKa alpoKCHuMaliyja

jenHaka uaeaan30BaHoj HopMaiaHoj Gpopmu (Buaetu npumepe 4.6.7.d., 4.6.7.9. u 4.6.7.h).

VY npumepy 4.6.7.C.. Hanazu ce beMoBo pBO TepMa KOjU HHje CBOAMB, HEMa HOpPMaJIHY,
a HM 4eoHy HopMmaiHy (opmy. To ApBO je U3y3e€THO MPOCTO, CACTOJU C€ CaMO M3 KOpeHa y
KojeM ce Hayazu cumbOou Q. Pexiiu cmo na ) mpesictaBiba HajMamy allPOKCUMAIIH]y Koja je y

MOTIYHOCTU HeaeduHKucaHa. 300r Tora, {2 0BJie MOXKEMO U3]eIHAYUTH Cca Hede@UHUCAHO.

[Toctoje TepMu KoOju ce HE CBOJE HM Ha HOpMaiHe (opme HU Ha HIEATU30BaHE
HOpMaiHe GopMme y OSCKOHAYHO MHOTO KOpaka, ajli Ce WIAaK CBOJC Ha YCOHY HOPMAIIHY
dbopmy, kao y npumepy 4.6.7.f. Y Tom npumepy, HajOommKa anpokcuMaija tepma je z(Q), jep

je penekc ((Ax.xxy)(Ax.xxy)) HECBOAUB TEPM.

[Tojam beMoBor npBeTa 3aMUIIUBEH je Ja (opMamu3yje MojaM pauyHcKoe caoparcaja
IpaBUjIa U3pauyHaBama. IHTYHTHBHO, pauyHCKH CaJip>kKaj HEKOT IMpaBHUja OAHOCH CE€ Ha TO
Ta CB€ MOXKEeMO H3pauyHatu kopucrehu ce wmume. Maeja na bemoBo npBo Hekor tepma
(dbopManu3zyje Taj 1mojaM 3aCHHBA Ce€ Ha MPETIIOCTABIM Ja je YeoHa HOopMmasiHa (opMa Tepma

HOCHWJIall lE€TOBOT' PAYYHCKOT canpncaja. HpeMa TOM TJICAUIITY, TCPMHU 0e3 ueoHe HOpMaJIHC
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dhopme mocmatpajy ce kao 6ecmuciaeHu. OHM Cy JUIICHU PaYyHCKOT cajipKaja v 300T Tora CBH

MMajy UCTO, TPUBHUjATHO beMOBO JPBO KOj€ cacToju U3 jeAHOT jeIMHOT YBOpa Y KojeM je C2.

Jenan ox pasnora 300r kKojer Tepme 0e3 YyeOHE HOPMAITHE MOXXEMO IIOCMAaTpaTH Kao
pauyHCKH HpEJIEBaHTHE IPOMCTUYE M3 TOra INTO TPUMEHAa HECBOAMBOT Tepma M Ha
npou3Bosban TepM N yBek kao pesyntart naje MN koju je HecBoauB (Bumetu gemy 4.4.1.18.).
VY ToMm cMmucity, TepMHU 0e3 yeoHe HopMallHe (hopMe Cy Kao HEKaKBa UyJHa, YaK IHPKyJapHa
MpaBWJIa YMjOM MPUMEHOM HE MOKEMO JOOUTH HUINTA IITO CE€ €MO IMOCMAaTPaTH Kao JINIICHE

pauyHCKOT cajip)kaja 3acHHMBaA ce Ha HapeaHoj iemu [Barendregt, 1984, proposition 14.3.24.]:

Jlema 4.6.8. (genericity lemma) Heka je M HecBoiuB siam0za TepM U Heka je N Tepm
KOju Ma HopMaiIHy Gopmy. OHZa 3a Iponu3BoJbaH KOHTEKCT Baku 1a C[M] = N = C[T] =

N, 3a cBaku nam0na tepm T.

OBoM 51eMOM ce TBpAM Ja HECBOAMBE JamMOJa TEpME MOKEMO IOCMATpaTH Kao
paduyHCKH HpEJIeBaHTHE, jep ce JamM0aa TepM KOju Caap:Ku HECBOIWBU TepM M cBoaU Ha
HOpMaJIHy (OpMy camMo aKo ce CBOJAM Ha UCTy HOpMallHy (opMmy U Kada ce ymecto M jaBiba

OUJIO KOjU PYTH TEPM.

O Be3u m3mel)y HecBonMBHX Tepama U HeaeuHucanux (yHkiuja Beh cMo roBopuin
KaJla CMO ce 0aBHJIIM THME KaKO PEKyp3WBHE (PYHKIIHM]e MOXEMO Ja JedUHUIIEMO y JamMOaa
pauyny. Caga hemo pehu HemTo o ToMe Kako ce MOKEMO KOPUCTUTH 1T0jMOM beMoBor npBeTa

na neUHUILIEMO pellalyjy eKBUBAICHIUje Ha JaM0/1a TepMHUMA.

Hegh. 4.6.9. Kaxemo 3a nBa tepma M u N na cy Bem exeusanenmua axo BT(M) =
BT(N).

Koju je omnoc mamehy bemoBe ekBuBanennuje u 0era jenHakoctu? 3axBasbyjyhu TBphemy
4.6.4., naxo je noxasatu gja M =z N = BT(M) = BT(N). [pyrum peunma, 6eTa-jeHaKu
Tepmu he umartu ucto bemoso apso. ExpupanenuujaM =z N < BT(M) = BT paxuhe camo
1oJ1 yciaoBoM a cy M v N HopMann3aOuiHu TepMu. MehyTuMm, kajga y3mMeMo y o03up Tepme
0e3 HopMaiHe ¢popmMe, UMITUKAIlFja ca JieBa Ha IecHO Hehe BaxuTu. beM eKBUBaJIEeHTHU TEPMHU
HE MOpajy yBeK OUTH u 0eTa jeHaku, mto nokasyje napeaau npumep: BT(6O) = BT(Y), nox

O+p Y, (Bunern 4.6.7.9., 4.6.7.h.).
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[lIraBume, He camo g2 @ u'Y umajy ucto bemoBo apBo, To he BaxuTH 3a cBaka JBa

koMmOuHaropa pukcHe Tauke. O ToMe roBOpH HapeaHO TBpheme Koje oBne Hehemo oka3uBaTu

[Barendregt, 1984, p. 217]:

Teplhemwe. 4.6.10. Axko cy ®,, P, xomOunHatopu ¢ukcHe Tauke, onma BT (P,) =

BT (®,) u muxoBo BeMoOBO ApBO M3IIIeIa OBAKO:

Az, z
[
z
|
z

Jour jenan npuMmep TepaMa Koju HUCY jeTHaKHU alu UMajy ucto beMoBo pBo cy penumo

2 n Q3. Nakne, Baxu BT (2) = BT ({23), nox 2 #g 3.

bemoBa ekBuBasieHIIMja ce, Jakie, Pa3iHMKyje OJ pejaluje eKBUBAJCHIIHje KOjy
onpehyje Gera jenHakocT. OHa ce Takohe pasnukyje on penanuje kojy oxapehyje Oera-era

jennakoct. Haume, nmoctoje Tepmu M, N, TakBu 1a Baxu M =gy N, anu (BT)M # (BT)N.
Hexka M = Ax.yxu N = x. bemoBo npBo (BT )x cacToju ce U3 camo jeAHOT JeIMHOT YBOpa y

KojeM ce Hana3u x. To apBo ouurienHo ce pasiukyje of (BT )Ax. yx koje u3rieaa oBako:
(BT)Ax. yx:
Ax.y
X

Ca gpyre crpane, takohe moctoje Tepmu M, N, takBu na Baxu (BT)M = (BT)N, mox
M #p, N.Ilpumepa panu, veka M = Qu N =03, umuM =Y u N = 0.

Jlamboa meopujom Ha3UBaMO KOH3HCTEHTHY J€THAKOCHY €KCTEH3M]y JlaM0aa pauyHa
[Barendregt, 1984, p. 411]. TToka3ano je 1a beMoBa ekBUBaJIEHIMja TeHEPHUIIIE jeIHY Jambaa
teopujy [Barendregt, 1984, section 16]. To 3naum nBe crBapu. IlpBa je ma Mopa BaXHTH

HapeIHo TBpheme:

Tepheme. 4.6.11. Axo (BT)M = (BT)N, ouna BT(C[M]) = BT(C[N]).
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Haxne, xaga bem-ekBuBajeHTHe TepMe Mel)ycOOHO 3aMEHMMO Yy MPOU3BOJLHOM

KOHTEKCTY, TEpMHU KOjU AOOHjaMOo Tpe U MOoclie 3aMeHe 0cTajy beM-eKBUBaICHTHH.

Takohe, momrTo bemoBa ekBHUBaJIeHIIM]ja T€HEPHINE JIaMO1a TEOPHjy TO 3HAYM Ja Ha
OCHOBY jelHaKocTH beMOBHX JpBeTa MOXeMO Ja JAe)UHUIIEMO HETPUBHjAIHY pEJamujy

CHMHOHMMHOCTH Ha HaM6I[a TCPMHUMA U TO Ha CJIGIIGhI/I Ha4YHH:

Teza. 4.6.12. Jlam6na TepmMu M u N uMajy HCTO 3HaUYEHE aKo Cy beM-eKBUBaJICHTHH,

oxuocHo ako (BT)M = (BT)N.

beMoBa ekBHBajeHIMja TepaMa 3aCHOBAHA j€ HA jeJHAKOCTU HHHXOBOT PAYyHCKOT
caapxkaja. MHTYUTHBHO TOBOpehu, padyyHCKH cajpikaj TepMa jé OHO IITO HBHME MOKEMO
u3pauyHaTu. Mehytum, TO 1a 1Ba npaBuiia UMajy jeOHAK pauyHcKu cadpaiicaj He 3HaAUdl caMmo
na najy ucme pezyimame y €KCTCH3MOHAIHOM CMHCITy, Beh u na Ha oxpeleH, peneBaHTaH

Ha4yuH I/IMa_]y HCTO IIOHAIaEC.

Kputepujymu cHHOHMMHOCTH KOjH C€ 3aCHHMBAjy Ha JEJHAKOCTU PAayyHCKOT cajprKaja
MOBE3aHU Cy ca HJIejOM HOpManu3aiuje. TepMu Koju ce peayKyjy Ha UCTH T€PM UMajy UCTH
padyHCKH CaJpkaj M CMaTpajy ce CHHOHMMHHM. Y nam0na-0era payHy, jeJHAKH Cy caMo
TEPMU KOjU C€ PEAyKyjy Ha HCTH TepM y KoHaunom Bpemeny. Ca npyre ctpaHe, bem
€KBUBAJICHTHU TEPMU CYy HE CaMO OHH KOjU Cc€ peAyKy]y Ha 3ajeJHUYKU TePM y KOHauYHOM, Beh
U y beckonaunom BpeMmeHny. Kao mpumep moxxemo HaBectd Y U @ KOju ce y OECKOHAYHOM
BpPEMEHY pPeAyKyjy Ha WCTy uaeanm3oBany nHopmanny ¢dopmy Af. f(f(f ..)..). Hakme,
KPUTEPHjyMH CHHOHMMHOCTH 3aCHOBAHM Ha jelHAaKOCcTH bemoBuX apBeTa moapasymeBajy
JEIHO IIMpe CXBaTame HOpMallM3alije Koja He o0yxBaTa caMO HOpMaJU3alHjy y KOHAYHOM
HEro 1 HopManu3anujy y OeckoHauHoM BpeMeHy. Melytum, Tpeba umaT y BUy Aa c€ OHU
HE TeMeJbe Y MOTIYHOCTH Ha UJ1eji HOpMaJlu3allkje, Kao IITO TO YMHE KPUTEPH)yMH 3aCHOBAaHU
Ha Oeta jenqHakocTH. OHM He ofipel)yjy HeKO TPaBUIIO U3padyHaBamba CaMo y OJJHOCY Ha (hopmy
TepMa KOjU Ta U3pakaBa M HAYMH Ha KOjU ce Ta (hopMa MOKe M0jeTHOCTaBUTH, Beh 1 y oJJHOCY
Ha TO IITa CBE THM IPAaBUIOM MOXXEMO OJTHOCHO HE MOXeMO u3padyHatu. To Moxna HajooJbe

MOKEMO BHJIETH KOJ HECBOAMBUX Te€paMma 0 Kojuma hemMo KacHuje HemTo Bulle pehu.
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4.6.1. bemosa Opsema u cmucao oeunuyuja peKyp3usHux hynkyuja

[Ipema raeauInTy Koje CMO OBJIE TTPEIIOKUITH, AllTOPUTAM MPECTaBIha 3HAUCHE TepPMa
KOju JamOaa-aedunuie HeKy n3padynsbuBy GyHkiujy. [Ipobiem jeqHakocTH anropurama ce
TaKo CBOJIM Ha MPOOJIEeM CHHOHMMHOCTH JiamOa Tepama. Te3a 4.6.15. Ham kaxke Ja cy JaBa

nambJ1a TepMa CHHOHMMHA aKko UMajy ucto bemoBo nipBo. ¥ cknany ca Tume Moxemo pehu:

Teza. 4.6.16. JlBa anropuTma Cy jeJHaKa ako UX IMPEJICTaBibajy beM eKBUBaJICHTHH

TEPMH.

[Tpema Te3u 4.6.16., 1Ba anropuTMa MpeACTaBIbajy UCTY MPOLENypy U3pauyHaBamba aKo
cy dopMynrcaHa MpaBUIMMA UCTOT PAdyHCKOT cajapkaja. Ha mpBu morien, 9uHU ce Ja OBaj
KPUTEPHUjyM 3a jJeJHAKOCT ajropurama, 3a pa3jvKy oJ mpehalmer Koju ce 3acHuBa Ha OeTa-
jeIHAKOCTH, 3a00MiIa3u mpobiieM Koju cMO u3Henu y onesbky 4.5. Taj mpoGiem ce Tuue
onpehema WHTEH3HMOHAIHE CHHOHUMHOCTH PEKYyp3MBHUX (QYHKIMja W TPOW3WIA3H U3
KOHJYHKIMje JBe npermnoctaBke. [IpBa je ma medunmnuja pexypsuBae QyHKIHje oapelhyje
JEAMHCTBEH aJropHTaM KOjU MOKEMO pa3yMeTH Kao leHY HHTEH3Hjy. [lpyra je xa anropuram
onpelhyje knaca Oera jeqHakux gamOaa Tepama. Kao mTo cMo paHuje HaOMEHYIH, PooiIeM
JISKW y TOME IITO C€ YMHU J1a, HHTYUTUBHO roBopehu, neunuimja pekyp3uBHe QyHKIUje HE
onpelyje yBeK JeIMHCTBEHY Kiacy OeTa jeIHaKuX Tepama. Y3MHUMO MpumMepa paau QyHKIH]y
obmuka Mn[ f ] (my,...,my). Uarensujy uspaza Mn[ f] (my,...,my) npeacraBuim cmo
namOaa TepMoM AXy ... Xp. OWxq ...x,0, toe je W onmpeheno kao u panuje. Mehyruwm,
UHTYUTHUBHO ToBopehu, Ha ocHOBY came aebunuimje Mn[ f | (my, ..., my) HUje OUHTIIETHO
300r yera OM HEH cMHCao 00Jbe OMO TPEACTaBIbEH TEPMOM AXq ...Xk. OWx, ...x; 0 Hero,
peuumo, TepMoM Axq ...Xp. YWxq ...x,0 koju Takohe mamOnma-nepunume Mn| f |
(my, ..., my). Ca npyre ctpane, He MoxkeMo pehu n1a je cMmcao Te peKyp3uBHE (QYHKIIHjE
M3paXeH W JeIHUM M JpYyruM TepMoM, 300r Tora mTo  AXy ..Xk.OWxq; ..x,0 u

Axq .. X YWxq ... x;,0 HUCY OeTa-jeiHaKu, Ma npemMa ToOMe HeMajy UCTH CMHUCAO0.

YuHU ce Jja IpuXxBaTamke HOBUX KPUTEPHjyMa 32 CHHOHUMHOCT JaM0/1a TepaMa MOe
nomohu na ce oBaj mpobiem oTkioHH. Hanme, npema te3u 4.6.16., MHTeH3Uja peKyp3UBHE
¢byakuje Huje oapehena kinacom Oeta jeqHakux Tepama, Beh kimacom bem-ekBUBanIeHTHHX

Tepama, na he:
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Te3a. 4.6.17. JIBe pexyp3uBHe (DyHKIMje OMTH MHTCH3WOHAIHO j€THAKE aKO HHUXOBH

JTUPEKTHH MPEBOM MPUIIAIA]y UCTO] Kilacu beM-eKBUBaIEHTHUX Tepama.

[TomrTo xomOunatopn @ u Y umajy ucro bemoBo npBo (Bunetu tBpheme 4.6.10. u
npumep 4.6.7.), epmu Axq ... X. OWxq ... %, 0 1 Axq ... xp. YW, ... X0 he Takohe Outu bem-
ekBuBalieHTHH (BuaeTu TBpheme 4.6.11). To 3naum na he npema te3m 4.6.16. Ta 1Ba Tepma
W3paKaBaTH jelHAKEe MpOoIleype U3padyHaBamba W MpeMa TOME, UMATH HCTO 3Haueme. AKO
Axy o X OW g o2, 0 1 Axq .. x. YWy ... x;, 0 UMajy UCTO 3HaUCHE, MUTAakE KOJU OJ1 Ta
JIBa TepMa UMa UCTH cMucao kao u Mn|[ f | (m4, ..., my) nocraje TpuBujaiaro. OAroBop je: 0o6a

TepMa. Tako MoMeHyTy npobaeM Hau3IJea HecTaje.

Mehyrum, te3za 4.6.17. ce cyouana ca cnenehom noremkohom. OHa ce THUE TOra Kako
pazymeMo 3Hauewme pekypsuje. [Ipema Toj Te3u, cmucao k + 1-apHe pexyp3uBHE (YHKIH]E
Pr(f,gl(n,my,...,my) npencrasspahe Kiiaca Tepama KOju MMajy MCTO BeMOBO IpBO Kao U
TepM Auxy ... Xp. R(Fxq...x,) (Auv. v(KII)Guvx; ... X3 )U, TOX YCIOBOM J1a cy (yHKIHje
f nu g nupextHO nedpuHHcaHe TepmuMa F, G, u rae je R KoMOMHATOp peKyp3Hje Kora CMO
nepunncamm kao R = 0 (Auxyz. Dx(y(Vz)(uxy(Vz)))z) (Buneru ned. 4.4.16.). Kao mrro cmo
Beh HarmoMeHyu, KOMOMHATOp PEKyp3Huje MOTJIM CMO Takohe na nedpuHumemo kopucrehu ce
UCKJbYYMBO HOPMaIM3a0MIIHUM TepMuMa, Oe3 Mo3uBama Ha KOMOHMHaTOpe (PUKCHE Tayke
[Hindley & Seldin 2008, theorem 4.11., (14)]. Melhytum, Ta aeduHHIHja KOMOHHATOPA
pekyp3uje umahe npyraumje bemoBo npBo on tepma O(Auxyz.Dx(y(Vz)(uxy(Vz)))z).
[TocTaBiba ce muTame Koja AePUHUIIM]a KOMOMHATOpPA PEKyp3HUje Ol T€ JIBE MOXKe 0oJhe 1a
MIPEACTaBHU 3HAUYCHE PEKyp3H]je Kao ornepaiyje 3a rpaheme Qynkiuja. [Ipodnem je y Tome mto
ce YMHH Ja caMa oIepaluja peKyp3uje He Jaje mpumar, 6apeM He Ha OYHIje[aH Ha4uH, HU
jeaHoj on TUX pa3nnuuTux JeduHunuja. Haume, umHum ce na he cBaku TepMm
Auxq . X R(Fxq...x) (Auv. v(KI1I) Guvx, ... x)u, tae cy f ug ¢yHkuuje oarorapajyhe
apHOCTH TUPEKTHO JeduHHCaHe TepmMuMa F, G, Ha MojjenHako J00ap Ha4MH MpPEACTaBHTH
MHTEH3HU]y peKkyp3uBHe QyHKIMje obnuka Pr(f, gl(n,m4, ..., my), cBe 10K je R KoMOUHATOp

KOjH 3a/10BOJbAaBA HAPE/IHE jeTHAKOCTH:
RLM'0" =g L
RLM'™m + 1" =g M'n'(RLM'n").

Kao mto cmo BHUCIIN, MOXEMO Ha pa3IMIUTC HAUYUHEC [a }Ie(l)I/IHI/IHIeMO KOM6I/IHaTOpe

pekyp3uje. Te neduHuUIMje MOy OMTH TepMH KOJH HUCY JeIHAKHW HE caMo y Jambma-Oeta
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pauyHy, Beh koju HeMajy HH ucto bemoBo npBo. Ta ynmkeHHIIAa HAC HABOAM Ha 3aKJbydak Ja
UIaK HE MOXEMO ITOMHUPUTH CTAHOBHIITE Ja aJTOPUTAM YUHU CMHUCA0 PEKYypP3UBHE (PYHKIIH]E
ca CTAaHOBWINTEM Jia anroputam ojpehyje kmaca Oera-jeqHakux Ui beM-eKBHBAICHTHUX
nambna Ttepama. Taj mpoOiem, gakie, HUCMO y TOTIHYHOCTH PEHIMJIM THME IITO CMO
penedbuHUCATN penanyjy eKBUBAICHIIHM]E Ha JJaM0/1a TepMUMa Y OJHOCY Ha Kojy oapehyjemo

KPUTEPHjyME JeTHAKOCTH 32 aIrOPUTME.

HoBu xputepujymMu jeaHAKOCTH KOjH C€ 3acHHMBAjy Ha beMOBOj eKBHUBaJICHIIHjH
CTBapajy M HEKe HOBE MoTemkohe Koje paHuje HUCY Ouie npucytHe. Haume, ped je o Tome
IITO MOCTOje JamMOaa TepMHU Koju uMajy ucto beMoBo ApBO, a KOju HE MOTY Ha IO/IjeHAKO
no0ap HaYMH Ja MPECTaBJbajy MHTCH3HM]Y HEKe pekyp3uBHe (yHkiuje. O6jacHUMO TO Ha
npumepy. Kao mro cmo Beh HanomeHyn#, cBaku KOMOMHATOp (PMKCHE Tauke nMa McTo beMoBo
JPBO jep CBU KOMOWHATOPH (PMKCHE Tayke UMajy UCTY UJealIn30BaHy HOpMaiIHy Gopmy Koja
U3IJIeAa OBAKO: AX. x(x(x )) (Buneru tBphemwe 4.6.10.). Melhyrum, Hehie cBu amb1a TepMu
T ca bemosum npeetom BT (Y) Outu u komOuHaTtopu GUKCHE Tayke, jep HE 33]J0BOJbABA]y CBU
jemnakoct TN =g N(TN). Jenan npumep Taksor kombunaropa je repm BM(B(BM)B), rae je
B = Axyz.x(yz),u M = Ax.xx [Statman, 1993, p. 442]. Tepmu koju umajy bemoBo apBo kao
KoMOMHaTOpu (UKCHE Tauyke, ald HUCY KOMOMHATOpH (PUKCHE TayKe Ce UCTPaKyjy y paay
[Goldberg, 2005]. Tamo ce 30By cmpo2o necmanoapon um KOMOUHAMOPUMA DUKCHE MAUKe
(enr. strictly non-standard fixed point combinators). Mu hemo ux oBJe Ha3BaTh

KOM6I/IHaTOpI/IMa K@a3u'QbuKCH€ madke.

KomOunHaTopu kBa3u (pMKCHE TauKe UMajy UCTH PAaYyHCKH Ca/Ip)kaj Kao U KOMOMHATOpH
¢uxcHe Tauke. [lomohy mUX MOKeMO Je(pUHUCATH OllepaToOpe PeKyp3uje U MUHUMH3AIN]E Y
JaM0/1a pauyHy Ha CJIMYaH HAuYMH KaKo TO MOXKEMO YYMHUTH ToMohy KomOuHatopa 6 wim Y.
Tokazamu cMo Kako ce pexypsuHa (ynkuuja h: N¥*1 N obmuka Pr(f, gl(n,my,..,my)
Moxe geduHHCATH TepMOM AuUXq ... Xp. R(Fxq...x,)(Auv. v(KII)Guvx, ... x;)u, vae cy
f:N¥ 5N u g:N¥*2 N rpepunucane TtepmumaF u G. Axo y Tepmy R =
O (Auxyz.Dx(y(Vz)(uxy(Vz)))z) xombunarop € 3amenumo ca BM(B(BM)B) nobuhemo
kombOuHatop R* TtakaB ma Auxy..Xy.R* (Fxq..x;)(Auv.v(KI)Guvx,..x;)u Ttakohe A-
nebunume ¢Gyakuujy h.  Tepmu Auxy..xp. R (Fxq..xp)(Auv. v(KII)Guvx,..x)u un
Auxy.. x. R* (Fx1.. %) (Auv. v(KII)Guvxy..x;,)u  Hucy ©Oera  jemHakd, ©  IpeMa
KpUTEpUjyMUMa 3a jeHAKOCT alropurama KOju ce 3acHHMBajy Ha Oera jeqHakocTH Hehe

MPEeACTaB/bATH jeTHAKE MpOoIeNype u3padyHaBama. Ca Jpyre crpaHe, oBa JBa TepMa UMajy
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ncro bemoBo npBo. OHM cy beM-ekBuUBaJeHTHHW W TNpeMa KPUTEPHUjyMUMa [E€IHAKOCTH
alropuTama Koju ce 3aCHHBajy Ha beM-eKBHBalIeHIIMJU Ta J1Ba TepMa MPEACTaBIbajy jeTHAKE
NpoLeAype U3pauyHaBama.

Mebhyrum, He MuciuM 1a 6u Ouino onpasaano pehu na R* u R umajy UCTO 3Ha4Yeme U
na TEepMHU Auxy.. x. R* (Fxq..x) (Auv. v(KID) Guvx;.. x; )u u
Auxq..xg. R(Fxq..x,) (Auv. v(KII)Guvx;.. X, )u TOAjeMHAKO BEPHO OMHKCYjy CMHCA0
pexyp3uBHe ¢yukuuje Pr(f,gl(n,my,..,my). Pasnor nexu y cuenchem. Hamme,
KOMOMHATOp peKyp3uje cMO HehopMallHO OJApenIM Kao KOMOMHATOp KOjU 3370BOJHABA
HapeIHEe jeTHAKOCTH.

RLM™0" =5 L
RLM'n + 1" =g M'n’(RLM'n").

Tume cMmo 3amanu jeqHy pekyp3uBHY neuHHINN]Y Koja Tpeba ma oxpehyje To mra pexypsuja
Kao omepanyja pagu. CMmucao te onepanuje Ha GyHKIKjaMa je, Tpy0o roBopehu, 1a mpuMeHy
¢dbynkyje Ha Behe OpojeBe oapeaArMO Mo3uBajyhu ce Ha TO KaKo ce ma (yHKyuja IpuMemnyje
Ha Mame OpojeBe. Jlok Ham komOMHaTop R Kako cMO ra jaeuHECATU 33aJ0BOJbABA TY
nepuHUIM]y, komOuHaTtop R* je crporo roBopehu He 3a/10BoJbaBa, jep

R'LM™m + 1" #g M'™n"(R*LM'n").

W3 Tor pasznora, He MokeMo pehu 1a komOuHaTOp R* MMa MCTO 3HAaUYeHEe Ka0 M1 KOMOMHATOP
pekypsuje u 1a Aux;..X;. R* (Fx;..x;) (Auv. v(KII)Guvx,. . x;)U n3paxaBa HCTH CMHCA0

kaou Pr[f,gl(n,my,..,my).

Y 0BOM M MPETXOJHOM OZEJbKY MOKYIIATK CMO /1a OATOBOPHUMO Ha MUTAHkE Y YEMY Ce
CacTOju MHTEH3Mja WM CMHUCA0 peKyp3uBHE (pyHKIuje. V3HEIM cMO mpeasyior /ia je cCMHcao
pekyp3uBHe (YHKIIH]E aJITOPUTaM, U JIa j€ alropuTaM IMPeACTaB/beH KJIacoM OeTa-jeHaKuX
namb6/1a Tepama. To cTaHOBHINITE HAUIILIO j€ Ha U3BECHE mpobdiieMe. 300T Tora cMo, y MOKYIIajy
Ja UCTE€ OTKJIOHHMMO, Y IIECTOM OJIeJbKy OBOT TMOTJaBjba WCHHUTHBAIA HOBY Te3y Ja Ce
JEMHaKOCT WHTEH3Wja PEeKyp3WBHUX (YHKIMja CBele Ha jeaHakocT bemoBux mpBera
onromapajyhux mambma Tepama kojumMa Te (GYHKIH]E TpEICTaBhamMo. YKa3zadd CMO Ha
MPEIHOCTH, all M MaHe TOT Mpeiora. 3akJbY4MIIUd CMO Ja ce MpoOJieM CHHOHUMHOCTHU
peKyp3uBHUX (YHKIIMja HE MOXKE Ha MOTIYHO 33/10B0JhaBajyhu HAYMH CBECTH KAKO Ha MUTAHe

0eTa-jeIHaKOCTH TaKO HY Ha MUTamke beM-ekBuBaneHyje oapeheHnx samoaa Tepama.
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[TocTaBiba ce muTame Kako OMCMO Taj MpoOJIeM yoriTe Moriau pemuTu. Ha mera Ha
KaJIOCT HEMaMO TIOTIIYH OATOBOp. YWHU Ce J1a CMICA0 MM MHTCH3H]ja Ne(PUHULIN]E PEKYp3UBHE
¢dbyHKIIMje HE onpehyje jeaMHCTBEHY MpOIenypy M3pauyHaBama, Beh ckyn mporenypa Koje
HUCY CTpPOro TroBopehM jednake, alli CBE WMIUIEMEHTHPA]y Ty ACPUHUILIHN]Y PEKYP3UBHE
¢bynkuuje. [Ipumepa pamau, Mmoskemo pehu 1a cBaka mporeypa u3padyHaBama npecTaB/beHa
TepMOM AX; ... X,. PWx; ... x,0, Toe je & xomOuHaTop ¢dukcHe Tauke, a W onpeheno kao
paHuje, uMIIeMeHTupa pekyp3uBHy QyHkumjy Mn[ f | (xq, ..., x,). Takohe, moxemo pehu na
CBaka MpoIleypa MpeacTaB/beHa TePMOM Aux;..Xg. R(Fx;..xy) (Auv. v(KII)Guvx;.. x;)u,
rze je R pexyp3uBHE KoMOuHaTop umiiementupa Pr(f, gl(n, xy, ..., X ), IOA IPETHOCTaBKOM
na cy GyHkyje f u g UMIUIeMEHTHpaHe Ha oaroBapajyhu HaunH tepmuma F u G. Y ckiany
ca OBUM, MHTEH3U]y pPeKyp3uBHE (YHKIMj€ BHILIE HE OMCMO MOCMAaTpaid Kao jeIUHCTBEHY
MpoLIeAyPy M3padyHaBama, Beh Kao CKyn mporeaypa Koje Ty pyHKIHjy HMITIEMEHTHPA]y Ha
onpehenu, 3amoBospaBajyhm HaumH. [Ipema ToM cxBaramy, peKkyp3uBHa (QyHKIWja HE OH

onpehuBana aaropuraM Beh HELITO OMINTHjE OJ1 TOTA.

4.6.2. Excmen3uonanuzayuja sHauerba Hec8o0Uux mepama

VY oBOM ozesbKy Bpatuhemo ce mpobieMy jeTHaKOCTH alropuraMa u yrnopehusamy
pa3IMUUTUX KpUTEpUjyMa jeqHaKocTH. Beh cMo mpencTaBuim Kputepujyme Koju ce 3aCHUBA]Y
Ha jeHakocTH beMoBHX npBera mamOna Tepama. Y HAacTaBKy, JKEJIMMO Ja TOBOPUMO O jOII
JEIHOM acleKTy OBUX KpUTEpUjyMa KOjU 0 caja HMCMO MMalM MPUINKY JeTajbHO Ja

pa3MOTpUMO.

Bunenu cmo na je nmambna TeopHja reHepucaHa penanujom bemoBe ekBHBaleHLH]E
MHTEH3MOHAJIHA, jep Ce jeIHaKOCT Tepama ojipel)yje y 0IHOCY Ha 110jaM pauyyHCKOT caJpkaja u
HE CBOJM C€ Ha EKCTeH3WOHaIHYy jenHakoct. lllta Bumie, Ta Teopuja je MaKCUMAIHA
WHTEH3WOHAJIHA JaM0aa Teopuja. HbeHo mnpommpeme HOBMM jeIHAKOCTHMMAa HWMAajo 3a

TIOCIIeIUITY JIa y TOj TEOpHjH Mopa Ja BaxH n 1) jemxHaxoct [Bucciarelli & Salibra, 2008]. 7

77 1o cajga cMo O 7) jelHaKOCTV FOBOPMAM Kao O jeHAKOCTW Koja y EKCTEH3WOHa/iM3yje nojam npasuia
n3payyHasarba. MehyTtum, osae 61 Tpebano HanomeHyT! Aa Ag, HWje y NOTAYHOCTM eKCTEH3WOHaNHa Teopuja y
TOM CMMUCNY LITO Ce KPUTEPWjyMM jeHAKOCTW anroputama koju 6u 6unu 3acHoBaHW Ha Ag, He cBoae Ha
€KCTeH3WOHa/HY jeAHaKoCT PpyHKUMja. Jlambaa Teopuja y Kojoj je To cny4aj je npuKasaHa y [Barendregt 1984,
ofesvak 16], Bugetu Takohe [Bucciarelli & Salibra, 2008].
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Mehytum, mako namOma Teopuja TEHEpHUCaHA pellaliujoM beMoBe EeKBUBAJCHIM]EC HUjE
eKCTCH3MOHAJIHA, TIOCTOjé M HEKHM HHCHM AaCHeKTH KOjU HHUCY y HOTIYHOCTH CKIIAay ca
CXBaTameM Tepama Kao MpaBuia u3padyyHaBama. Haume, oBa TeopHja mpumaaa rpymnu iamoaa
TeopHja Koje oae HasuBamo C-meopujama. C-teopuje (eHr. sensible theories) cy mambaa
TeopHje y KojuMa ce U3je/JHauaBajy CBU TepMu 6e3 4eoHe HopMmaiHe hopme. '° M3jerHauaBame
HECBOJMBHUX TEpaMa OBJAE MPOUCTHYE W3 MPETHOCTaBKE Ja CMHCA0 TEpMa jecTe HEroB
padyHCKU canpikaj. Bumenu cmo y oiesbky 4.4. na repme 6€3 4eoHe HopMaaHe GopMe MOKEMO
CXBaTUTH Kao HeepuHUCAHE BPeTHOCTH (DYHKIIH]a, WIIH Kao (PYHKITH]e Koje HUCY nepuHuCcCaHe
HU 32 jelaH apryMeHT. Y TOM CMUCIY, HECBOJUBU TEPMH TIOCENY]Y He0OCmamax padyyHCKOT
cazpkaja, noMohy BUX HE MOXKEMO HUIIITA U3padyHaTu. 3axBasjbyjyhu Tome, Moxemo pehu na
CY pauyHCKH OECMUCIICHH U HM3jeTHAauYnTH uX. Tako je y mamOna TeopHju Koja ce 3aCHUBA Ha
jenHakoctT bemoBux gpBera 3Hauewme Tepama 0Oe3 uyeoHe HOpMmaiHe (opme
eKCMEeH3UOHANU308aH0. 3a00paBIbaMO caMa IpaBHJIa KOja HECBOJIWBU TEPMHU U3PaKaBajy, a
BUXOBO 3HaUCHE 0/ipel)yjeMo y oJTHOCY Ha pe3yaTaTe ’BbUXOBE IPUMEHE, HITH JPYTUM peunmMa,

Y OAHOCY Ha TO IITa HOMOhy BUX MOKEMO HUJIM HC MOKEMO U3pavdYyHaTH.

OBO rnemuIuTe je y MOTIHYHOCTH ONpaBIaHO aKo (YHKIMjE pa3yMeMO y HBHUXOBOj
eKkcTeH3uju. Jep ako (QyHKIHje CXBAaTUMO €KCTCH3MOHAJIO, CBAaKe JBE Mpa3He (PYHKIIH]e UCTOT
Tuna cy jennake. Mehyrum, ako QyHKIHMje mocMaTpaMo y lbUX0BOj MHTEH3HU]H, TaKiie HE Kao
CKyIOBe ypel)eHHx mapoBa aprymeHara u BpeIHOCTH, Beh Kao npasuia n3padyHaBama, HUIITA
Hac He o0aBe3yje Ja NMPUXBATUMO Ty TO3UIMjy. [IBe mpoleaype koje HHUCY y CTamy Ja

MIPOM3BEY pELICHE HU 32 jeflaH YHOC HE MOpajy Ce CacTojaT! U3 UCTHX IIPaBUJIa.

OBae ce MOXKe TOCTaBHTH MHTame KAaKo MPOLEIype H3pavyyHaBama Koje HE 1ajy
peliemhe MOKeMO YOIIITe Ha3BaTH mpolenypama? Pasmorpumo HapemHu mnpumep. Mmamo
napuujansy dynkuujy nedunucany kao Mn[Cn [n2,s, 7} ]|(m): N — N rze je s dynxumja
cnenbeHuKa, amT? W T o3HauaBajy oarosapajyhe mpojekumje. BpemHocT  of
Mn[Cn [n?,s,m} ][(m) 1tpeba na  Gyme  HajMamu  6poj n 3a  Koju
dyukuuja Cn [2,s, 71 1(n,m) = n#(s(n), m) naje Bpeanoct 0. MelhyTum, jeHOCTaBHO je
BUJIETH J1a TakaB 6poj He moctoju, jep w2 (s(n), m) = s(n) # 0 3a cBako n U 3a CBAaKO M.
Jlakne, BpeaHocT pekypsuBHe (yHkumje Mn[m?(s(n), m)] 6uhe wHenedunucana 3a
MPOM3BOJbaH pupoaaH 0poj. Mnak, To He 3HAYM J]a ce 3padyHaBamke BPETHOCTH T€ QYHKIIH]E

HE oJiBUja cXoAHO onapeheHnM mpaBuiauma. Ta mpaBujia HaM HaJaxy JAa MPBO M3pavyHaMo

78 Npuaes sensible y 6ykBanHOM NpeBoay 3HauUW pasymaH, payuoHanaH.
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spennoct on 72 (s(0), m) u npoBepuMo na Ju je oHa jenHaka 0. Ako Huje, IpaBMIa HaM
HalaXxy Ja u3padyHamo BpeaHocT ox 72 (s(1), m), ma oHza Aa IpOBEpUMO Ja 1M je OHa

jennaka 0, ¥ Tako JAajbe JIOK HE JoheMo 10 peliema.

Yormire, Kajga roOBOPUMO O TPOIIeIypaMa Koje He J1ajy pelliekhe HU 3a jeJJaH apryMEHT
MIPOCTO UMAaMO y BHJy HU3 MpaBHWia M3padyyHaBama MM HHCTPYKIMja MpemMa KojuMa Ou ce
M3padyHaBame (YHKIHjE Kao IITO j€ Mn[Cn [m?,s,m} ]](m) MOTJIO ojBHUjaTu. Mako TakBe
MpoIlelype 3a U3padyHaBamke HUCY MHOTO KOPHCHE, TEIIKO je pehu 1a cy mpaBuia U3 KOjux ce
OHE cacToje cTporo roBopehu OecmmcneHa, jep HBUMa C€ CMHUCICHO KOPHCTHMO M Kaja
M3pauyyHaBaMO BpPEAHOCTH JPYTMX pPEKyp3uBHHX (yHKIMja JeUHHCAHUX IOMOhy

MUHUMHU3ALIL]E.

Kao mTo cMo pexiii, HeCBOUBY TEPMHE Cy OHU KOjH JIaMO1a-aepuHUITY (PYHKIIH]jE Kao
ITO je Mn[Cn [m2,s,ml ]] (m) u noMohy WUX MpencTaB/baMo MPaBHia OJHOCHO MPOLEAYpe
npeMa Kojuma ce TakBe pyHKIUje u3pauyHnanajy. Mako moxemo pehu na cBaka 1Ba HeCBOIMBA
TepMa UMajy UCTH PAuyHCKHU CaJpKaj Kao U Mn[C n[n?,s,ml ]](m), HUJ€ CACBUM KOPEKTHO
pehu na mpousBosbaH HECBOJIWB TEPM MPEICTaBIba npoyedypy H3pavyyHaBama (YHKIIH]jC
Mn|[Cn [r?,s, 7} ]](m) xojy cmo rope onmcanu. Ta npoleypa je MHOTO BepHHje M3pakeHa
TepMoM Axq. 0W x,0 (rne je W oapeheno kao u panuje, a P je Tepm koju 1am6a-aeQpuHuIIe
gyukunjy  Cn[n?,s,mi](n,m)) koju  mpeiacTaB/ba  OUPEKTAH  IIPEBOJA O]

Mn[C n[n?,s,mi ]] (m), Hero TepMoM Kao 1ITO je {2, KOju ce CBOJM UCKJbYUHMBO Ha camor ceoe.

Haxne, C-Teopuje Kao IITO je TeopHja 3aCHOBaHA HAa eKBUBAJIEHIIUjU beMoBUX npBeTa,
TIOCEY]y JEZIHY EKCTEH3HOHAIHY KOMIIOHEHTY KOja HUj€ MPUCYTHA Y Ag, 4 TO j€ U3j€IHaYaBaIbe
CBUX HeCBOAMBHX Tepama. Y pany [Berarducci, 1994] takohe ce KpuTHKYyje CTAHOBHINTE J1a
CBE HECBOJIMBE TepMe Tpebda W3jeTHAYUTH, 3aTO INTO THUME 3aHEMapyjeMO HHXOBY
MHTEH3UOHAJIHY OJTHOCHO ,,yHYTpalllkby* CTPYKTYpY. AyTOp 3acTylna CTaHOBUIITE Ja TIOCTOje
HECBOJMBH TEpPMHU 0€3 YHYTpPALIkhE CTPYKTYPE KOje MOXKEMO Y3€TH 3a MOTIYHO OecMHCIEHE,
a pazMaTpa MO3UIMjy Ja OM CKyNl THX Tepama Tpebajo OTpaHMYMTH Ha MPaBH TOACKYI
HECBOJIMBUX TepaMma, Kao IITO Cy npocmu mepmu (€HT. €asy terms) wiu wyaimu mepmu (CHT.

zero terms).

Haume, nyamu mepmu cy oHu 1am6/1a TEpMH KOJU C€ HE MOT'Y CBECTH Ha TepM 00JIMKa
Ax.M. Heku npumepu Hyntux tepama cy {2, 21 u (13. TepMu Koju HUCY HYITH, alld CY

HECBO/IMBH, Cy Ha ipuMep Ax. (2 wiu Ax. (Ay. yyx)(Ay. yyx). [locraBsba ce mutarme 300r dera
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Ou camMo HYJITEe HECBOAHMBE TEpME, ajli HE M OCTajie HECBOIWBE TepME TpeOallo cMaTpaTh
oecmuciernma? Y3MHUMO Ha puMep, Ax. {2 Koju HUje HyITH TepM. Paznuka usmehy Ax. 2 u 2
JIeKH y TOME IITO MIPBU UCITYHaBa jeJjaH 0J1 HY)KHUX yCIIOBa Ja MpelCcTaB/ba PYHKIH]Y Koja
MOXXe OWTH CMHCIEHO NpPUMEHEHA Ha HEKHM apryMeHT, a TO je Ja MOoYHbe JaMmOia

aTCTPAKIIH]OM.

Kitaca mpoctux Tepama je jour yxa oj kiace HynTux tepama. OHa MpeicTaBba BbeH
npaBu MOJACKyM. IIpocTH TepMu Cy OHH TEPMH KOjU C€ MOTY KOH3MCTEHTHO M3j€JHAYMTH Ca
OMJI0 KOjUM 3aTBOPEHHMM JiamO1a TepmoM, Buaeru [Jacopini, Venturini Zilli, 1985]. To auje
Clly4aj ca CBUM HECBOJMBHM HIIM YaK CBHM HYJITHM TepMmuMa. IIpumep mpoctor Tepma je {2,
1ok 21 perumo 1o HUje. YnbeHHIIa 1a ¢e POCTH TEPMHU MOTY KOH3UCTEHTHO HM3j€JHAYHUTH Ca
OWJIO KOjUM 3aTBOPEHHM TEPMOM CE€ y3UMa Kao apryMeHT 3a TO Ja OBH TEPMH MOKEMO
cMarpati OecmucieHrMa. Hawmme, mpeTmoctaBka je Ja Ce HEIOCTaTaK HHUXOBOT 3HAYCHA
orJie/ia yrpaBo y TOME IITO MPOCTH TePM, Takopehu, Moke MOIPUMHUTH 3HAYEHE OUIIO KOjer

Jpyror Tepma.

V [Berarducci, 1994] uznoxeHu cy apryMeHTH KOjU CyrepHIy Jia Ce HE MOTY HH CBH
NPOCTH TEPMH Y3€TH Kao CTporo ropopehu GecMucieHu. Jeqan apryMeHT mounBa TOMe J1a He
MOYEMO CBE MPOCTe TepMe u3jeanauntu meljycoono, Buaeru [Intrigila, 1991]. U3 tor pasiora,
y paay [Berarducci, 1994] ayrop 3acTyna mo3uiuujy ja CKyln OSCMHUCICHHX Tepama Tpeba
OrpaHUYUTH Ha CKym npasznux (Mute) tepama. IIpasHu TepMu Cy MPOCTH TEPMHU KOjH CE CBU

MOTY UCTOBPEMEHO KOH3UCTEHTHO U3]€THAUYNUTHU ca OMJI0 KOJUM JAPYTUM 3aTBOPEHUM TEPMOM.

OBne ce HeheMo 0aBUTH THME Kako Haj0OJb€ OMMCATH CKYN pauyHCKH OECMHCIEHUX
TepamMa. AW THTalkE€ KOj€ HAC 3aHUMa JeCT€ MOXKEMO JM Ja TpoHahleMo Heke HOBe
(HeTpuBHjaIHE) JeIHAKOCTH U3Mel)y HECBOIMBUX TepaMa Koje ce He OM CBOAMIIE HU Ha OeTa HU
Ha eTa JeTHaKOCTH, U Koje Ou Omiie yreMesbeHe Ha MHTEH3UOHAIHO) CTPYKTYPH HECBOJMBUX
Tepama. Jla OucmMo mpeuusHHje OJpeIUSIM M jacHUje pasyMelld IojaM HHTEH3MOHAJHE
CTPYKType HECBOAMBOT TepMma mociyxuhemo ce mojMom rpada Oera-penykiuje (eHr. beta

reduction graph) koju hemo nedunnuCcaTH Y HAPETHOM OJICIBKY.
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4.7. I'padoBu 6eTa-peaykuuje

I'pad Gera penykumje nambaa Tepma je mojaM 3Ha4ajaH 3a U3Yy4aBame CBOjCTaBa U
NoHAaIllakba TepaMa Jiam0a pauyHa. tbume ce mpescTaBibajy HAUMHE HOPMAJIH3aldje HEKOT
tepma. beMoBo ipBO Tepma M Moke ce peKOoHCTpyucaT u3 rpada 6era penykuuje on M, anmu
He U 00pHYyTO, Tpad Oera penykuuje Tepma M He Moxke ce KoHcTpyucatu u3 BT (M). Y onome
mro cieau yemhemo npeo aehuHHIUjy rpadoBa Oera penykuuje mpeysery u3 [Venturini
Zilli, 1984, p. 253, def. 2.1.]. ITorom hemo pasmarpatu Heke o mpumepa rpadosa Oera
penykiyje u ucnurahemo kopenanuje u3Mel)y HEKMX CBOjcTaBa caMux IpadoBa U CBOjcTaBa

TepaMa KOju Cy THM rpad)OBHMa IPEACTABIbEHH.

Hegp. 4.7.1. I'pag peoykyuje (unu epagh bema-pedyxyuje) repma T, je rpad G(T) xoju
OIIHCYje CTPYKTYPY KOjy dopMupajy cBe OeTta peaykiuje Koje motudy u3 Tepma 1. Temena
oBor rpada Ouhe obOemexxeHa gamMOaa TepMUMa, OJHOCHO IMpEACTaBHUIIMMA Kjaca ajida
KOHTPYEHTHHX Tepama, Ha Koje ce TepM T’ peayKyje, a cBaka cTpenuia he mpeacraBibaTi jeaan

Kopak y Oera penykuuju. Jla m3pazumo to popmannuje, G(T) je rpad peayKiuje akko:

1) M osnauasa teme ox G(T) akko T —p M,

2) Axo cy My, M, o3Hake pa3iuyuTux TeMena y G, ouma M; %, M,,

3) 3an >1,n crpenuna crnaja reme M, ca temeHoM M,, ca moryhuorithy na M, =
M, axo 1 camo ako ce M, Moxe JOOUTH U3 M, penyKIrjoM n jaBibama peaeKca

y M;.

ITocnenmwa craBka y 0BOj Ie(MHHIIMjU OTHOCH CE Ha TO J1a CTpeiuLe y rpady peaykuuje
KOje TNpeACTaBibaj)y PEAYKLHU]y Yy JeIHOM KOPaKy MOXEMO 3aMHUCIUTH Kao HHAEKCHpaHe
JjaBJbambMMa pejieKca KOju OBY PEIYKIIM]y IPOU3Bojie. 300T TOra ITO CBAKU JaM01a TEPM MOXKe
caap:kaTu caMo KoHauaH Opoj jaBibama O0eTa pefiekca, cBako TeMe y rpady penykiuje G Moxe

outu H3BOp CaMO KOHA4YHO MHOT'O CTpEIMIIA.

300r OBOr M jOII HEKMX JAPYIMX OrpaHHuema Koja ojapelyjy cTpykrypy rpada
penykiuje, a koja ce nomumy y [Venturini Zilli, 1984, p. 255], jacHo je ma ce He MOXe CBaKH
ycmepern rpad G oOenexxuTH nam0Ja TepMHMa Ha TakaB HauWH Aa G mpencrasiba rpad
penykuuje 3a Heku TepM T. Ta orpaHuuera Mpou3MiIa3e Kako U3 CrelupUuHe CUHTAKCHE
rpahe mambnma Tepama, Tako M M3 CIENU(PUYHHX CBOjCTaBa OeTa-peAyKIilvje, U oBie hemo

IIOMCHYTH CaMO HEKE O] lbHX.
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Ha mpumep, 36or Uepu-PocepoBe Teopeme 3a OGera peaykiujy (BHACTH TEOpeMy

4.3.4.1.), e noctoje nambaa trepmu Ty, T,, T3, TakBu 1a rpad HapeaHOT 00JIMKA MOXKeE J1a Oyie

rpad peaykuuje.

Taxohe, Ha ocHOBY Jleme napaneanux nomesza (The parallel moves lemma), Bugeru
[Curry & Feys, 1958], 3namo ma rpad 6era penykuuje (can = 1 crpenura u3 T; y N) He Moke

outu uu cieneher oOmMKa:

J L — '}

Haume, nema mapanenHux MoTe3a UMIUIMLIUpPA Aa MOpa IOCTOjaTH penekc y T, Koju

MIPOU3BO/IN CTPENUILy Urju je u3Bop T, a unja he mera Outu N.

Jla 6ucmo ce 60Jbe yno3Haiu ca mojMoM rpada penykiuje koju he 3a Hac oBne OUTH
Ba)XkaH, y HacTaBKy heMo HaBecTH Heke mpumepe. Hamomenumo aa he cumbon @ o3HauaBatu
namOaa TepM Ax.xx, cuMO0I @5 ambaa TepM Ax. xxx, IOK 03HaKe (2, {23 KOPUCTUMO Kao U
panyje: 2 = ww, {3 = w3w;. O3nake K u | KopucTUMO Ja O3HAYMMO OJroBapajyhe

KOMOMHATOpPE OIET Kao U paHHje.
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Ilpumepu. 4.7.2.

(@ G (1(Ix)) (b) G(Kx02) (©) G(KIx)y)

(d) G(o(lw) (€) G(12%) ) ¢

(@) G(Ax.y)

&)
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[Tomohy mojma rpada pemnykiyje MoKeMO Hu3pa3uTH ojapeheHa cBojcTBa yambna
tepama. Jla 6ucmo TO yumHWIH, Tpeba MpBO Ja NeGUHUIIEMO HEKE TMOjMOBE M TOpe JIaTh

npuMepu he Ham momohu 1a Te mojMoBe 00JbE pazyMemo.

VY rpady G(T) teme o3naueno ca T HasuBahemo npsum memenom. Kao y [Venturini
Zilli, 1984, p. 253], Teme B nazBaheMo credbenuxom TeMeHa A ako TOCTOjU CTPEIIUIia YHjH je
u3Bop y A a mera y B. [Ipumerumo na A Moxe UMaTH BHIIE O jeaHOT ciendeHuka (kama A
caJip k¥l BUIIIE O jJETHOT jaBJbama Oera peiekca), kao y npumepy 4.7.2.C., rue cy u (Ay.Ix)y
u Kxy cnendenunu temeHa obenexernor ca K(Ix)y. Takohe, rTeme Moxxe Outu 6e3 ujeqHOT
cnenOeHuka, kao y rpady y mpumepy 4.7.2.0. rAe MOCTOjU caMO jeHO TeMe KOje Hema
cienbennka. Kao y mpumepuma 4.7.2. (b), (d), (f), teme T mMoxe OUTH U CIIeAOCHUK CaMOrT
cebe 1mTO ce y rpady mpeacraBiba MaJIoM Kpy>KHOM cTpenuiioMm oko T. KpyxHe crpenmie ca

M3BOpOM 1 MeToM y A 3Bahemo soxkuama (100ps).

Hegp. 4.7.4. Kao y [Venturini Zilli, 1984, def. 3.1.], rpad penykumje 3Bahemo
JIUHeapHuM aKKO CBaKd YBOp HMMa HajBUIIE jeAHOT cienOeHuka. Y mnpumepuma 4.7.2.,
nuHepanu rpadoBu cy obenexenu cinosuma (a), (e), (f), (g). Ipumerumo na rpad (b) Huje

JMHeapaH 3ato mrto Kx() uma aBa ciienoeHuka, camor cede u Ay. x(2.

Pehu hemo na je rpad roxanrno nuneapan ako 3a cBaku YBOp MOCTOjJU HAJBUIIE jeTHA
CTpesuua Koja y lbeMy nouuse. OuurieiHo, CBaku JIOKAJIHO JIMHEapHU rpad je JMHeapaH aiu

He u 00pHyTO. Ha mpumep, rpad 4.7.2.a je muHeapaH, aJiy HE U JIOKAIHO JTMHEapaH.

Hegp. 4.7.5. Teme A y rpady G 3Bahemo nceydo-konaunum ako A HUJje cleI0CHUK
HujeqHor TeMeHa M y G TakBor na A= M. Teme hemo 3Batu konaunum axko Hema cie10eHuKa.
VY npumepuma 4.7.2. rpadoBu Koju Majy kKoHauHa Temena cy (a), (b), (c), u (g). Y rpadosuma
(d) u (f) Teme obenexeHo ca {2 je caMo TICeyI0-KOHAYHO, ajli He U KOHAYHO, IMOIITO j& CaMO

cBoj cnenbenuk. [Ipumernmo na rpag (e) He capku KOHAYHO KAao HU MCeyJ0-KOHAYHO TEME.
Cana hemo nedunucatu nojam nymarse 'y rpady peaykuuje.

Hegp. 4.7.6. Konauna nymarea y rpady G je KOHauaH HU3 T€MEHA U CTpEJIULA Tora

rpada Koji TIOUHE-E M 3aBpIIaBa ce y TeMeHuMa. Jlakne, KoHayHa myTama y rpady G je:
Ty > Ty, =3T3 Tyq 21— Tk =1 Tieyn

rae k = 2,ul > 1, u cBa TeMeHa M CTPEIIUIIE U3 Te IMyTame ¢y y rpady G.
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Ha npuwmep, K(Ix)y — Kxy — (Ay.x)y je koHauHa myrtama y 4.7.2.C. IlpBu unan

KOHA4YHC ITyTalkh<€ Ha3BaheMoO HeHUM noivemkom, a 1oCjICambnu lbbEHUM KpajeM.

He mpernocraBibamMo /1a CBa TEMEHA Yy IyTamku MOpajy OuTH pasinyura. [1a je Hajkpaha

nyTama M HajIpOCTHja KOHAuHa myTama oomuka T; — T, , rne T; = T,, Kao y npuMepuma

4.7.2., y rpadosuma (f), (d), (e).

Teme B ce MOXKe JJOCETHYTH HIIH j€ 00Cmudicuso U3 TeMeHa A akKo MOCTOjU KOHAYHA
myTama ca mo4eTkoM y A u kpajem y B. 3a Teme A kaxxeMo J1a je kpajrwe-meme y G ako je
JOCTHKUBO U3 cBUX TeMeHa M rpada G, takBux ga M =#A. Hanomenumo u n1a je reme A Kpajiubu
yBop y G(T) ako u camo ako je A munumanua ¢popma on T y CMHUCIYy y KOjeM ce Taj mojam
nepunume y [Bohm & Micali, 1980]. Jlako je mokasaTu ja MOCTOjU KOHAYHA MyTama O]
TeMeHa A 0 TeMeHa B y HekoM rpady camo ako ce 1aM01a TepM A Moxe OeTa pelyKoBaTH Ha

Bu A # B.

HOjaM KOHa4YHC NyTamke CC MOXKC IPOMIMUPUTH, IIa TAKO MOKECMO I[e(I)I/IHI/ICEITI/I nu

O0eckoHauHe myTame. beckonauna nmyrama y rpady G je beckonauan nHu3z
Ty =21 Ty =2 T3 T1 2121 Tie 21 Tt -

TakaB Jia je cBako Teme T; m cBaka crpenuua T; —; Tiyq KOjU NpUIanajy TOM HH3Y, jeCy

cTpenwuie U TeMeHa rpada G. JlomymreHo je na 3a Heko m u Heko k takBe nam < k, Ti,= T,.

VY npumepuma 4.7.2. rpadoBu Koju UMajy OeckoHaune myTtame cy (b), (d), (e), (f). Hok
y npuMepy (e) umaMo OeCKOHauHy IMyTamy y KO0jO] jé CBaKO HapeaHO TeME Pa3IMuUTO O/
nperxoaHor, y rpady (f) Ha mpuMep Halla3u ce MmyTama Kao mro je: 2 —  — () ... koja je
Takolhe 6eckoHauHa. JacHO je ja ako rpad caapku JIOKHY Oko TeMeHa A, nMahe u 0ecKoHauHy

nyramy: A > A -, A ...

Moxe ce pehu na je rpad beckonayan ako UMa OECKOHAUHY MyTamwy, U KOHAYaH aKo
HE CaJIpXXU TaKBY IyTamy. YoOudajeHo je, mehytum, na ce rpad nedunuiie kao KOHaA4YaH
OJTHOCHO OeckOHauaH Ha OCHOBY Opoja TeMeHa y mwemy, peuumo [Venturini Zilli, 1984, def.
2.1.], [Barendregt, 1984, section 3.1.]. Te nBe neuHUIMje OYUTIICTHO HUCY CKBUBAJIICHTHE.
[Tpema nipBoj, y npumepuma 4.7.2. rpadosu (a), (c) u (g) he na Oyay koHaunu, 10k he ocranu
outn 6eckonaunu. Ca ipyre cTpaHe, ako mohjemo oj napyre neduHuUImje, CBH ocuM rpada (e)

he na 6yny koHayHu. Y HacTaBKy heMo ce KOpUCTHTH APYroM OJ] OBUX JBajy AehUHUIH]a.
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Ha npumepuma kao mro cy (f) u (g) Buaumo aa konaunoct rpada G (T') He uMIuMuupa
na tepm T uma HopMmanHy hopmy. Ann, 6eckonaunoct rpada G (T) takole He 3Haum ga T Hema

HopMaiHy (opMy, IIITO C€ BHAX Ha HapeaHoM mpumepy u3 [Barendregt, 1984, fact 3.1.23.]:

G((Az. D)

Jlam6ma tepm ((Az.1)£23) cBoau ce Ha HOpMaHy Gopmy Ax.x (= [), aju Kao IITO BUAMMO,

rpad G ((Az.1)023) je GeckoHnauaH.

Jaxkite, koHagroct rpada G (T) ne ummumiipa na repm T uMa HOpMaITHY GopMmy, Kao
au obpuyro. Ca mpyre crpane, ako je T jako Hopmanu3zabwiaH, 3Hamo na he G(T) Gutu

koHauaH [Barendregt, 1984, p. 57].
4.7.1. I'paghosu pedykyuje, Hopmante ghopme u jeOHaxocm mepama

VYBenu cMo nojam rpada peaykuuje U npeicTaBuiIn HeKe IpuMepe TakBUX rpadosa.
Cana je BpeMe Jja Ka)XeMO HEUITO BUIIE O TOME IITa HaM CBOJCTBa rpada penykiinje HeKOr
TepMa Mory pehu o meMy. Y oBoM ojiesbKy 0aBuheMo ce Be3om n3melyy rpada penykimje HeKkor
TepMa U HeroBe HopManuzadmwiHocTH. [IpBo nuTame kojuM hemo ce GaBUTH je MOCTOje JIH

cBojcrBa rpada peaykiuje G (M), HazoBumo ux P; u P, TakBa 1a:

e M uma HOpMaHY GopMy ako u camo ako G (M) uma cBojcTBO P; u

e M je jako HOpMaITM3a0MITHO aKo u camo ako G (M) uma cBojcTBO Py?
Jla 6rcMo Ta cBOjCTBA MPEIU3HO OJPEAUITH, TOTPEOHO je MPBO Ja NeUHUIIEMO HEKe TT0jMOBE.

[Tpucetumo ce na je Teme B noctmxuBo u3 TeMeHa A y rpagy G ako y G moctoju
KoHauHa nyTama u3 A y B. Pehu hemo na je reme A nouvemax nnu nouemno meme 'y G axo je
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A teme u3 Kojer cy cBa remena M y G, M=A noctmwxkusa. Jlako je BuaeTu na je A noderax y
G(T) akko je T noctuxuBo u3 Awm A = T. [lakne, npBo Teme he yjeqHo OUTH U MOYETHO

(Masa He HYXKHO B OOPHYTO).

Ilceyoo-uzeop y G je Teme A xoje HUje cinenOeHUK HUjeaHOT TeMeHa M y G koje je
paznuuuto o A. M36op je Teme y G Koje HHje caeA0CHUK HUjeaHOT TeMeHa (YKJby4uyjyhu u
mera camor) y G. Jlako je mokasaru aa he y ceakoM rpady penyKiuje u3Bop OMTH jeTMHCTBEH.
W3 npumepa 4.7.2., ceu rpadoBu ocum (d) umajy rceyao-u3Bop, 10k camo (a), (c), (e), (g)

uMajy U3BOp.

Teme A hemo HazBaTH kpajrum memenom 'y G aKko je JOCTHKHBO U3 CBHX TeMeHA Y G
koja cy pazmuunta og A. Teme A hemo HazBatu nceydo-konaunum memenom 'y G A Hema

apyrux ciendenuka ocum cede. Teme A hemo 3Batn Konaunum ako HeMa CIeI0CHUKA.

I'padosu (a), (b), (c), (g) u3 mpumepa 4.7.2. umajy KoHA4YHO TeMme, 10K rpadosu (d) u

(f) uMajy nicey10-KOHAYHO TEME i HE U KOHAYHO TeMe.

Kopucrehu ce rope nedunucanum mnojMoBuMa MoxkeMo ¢dopmynucatu cneaehe

exBuBasieHIMje 1, 2 u 3, koje hemo y HactaBky 3Batu TBphewmuma 4.7.1.1., 4.7.1.2.,4.7.1.3.:

1. Jlambna Tepm M je y nopmannoj ¢hopmu axo u camo axo G (M) uma camo jeaH 9Bop,
KOJH je YjeHO U U3BOP U KOHAYHH YBOP y UCTO BpeMe, O3Ha4YeH ca M.

2. JlamOma Tepm M uma nopmanty gpopmy axo u camo ako G (M) numa KOHauYHU YBOP.

3. JlamOma tepm M je jaxo mopmanuzabunran ako W caMoO aKo Cy cBe nytame y G(M)

KOHaA4HC.

Hoxaz mepherwa 4.7.1.1. Axo je M je y HopmaniHOj opMH, OHJIa Hehe OCTOjaTH TepM
N TakaB ja M —p, N, Oynyhu na M He canpxku Oera penekc. IIpema nepununmju rpada
penykuuje, u3 Tora cienu na he rpap G(M) na ce cactoju u3 camo jeaHor usopa M u nehe
caJp)kaTH HM jeqHy cTpenuny. Takohe, ako je M yjenHO M M3BOp M KOHAuYHU YBOP Y UCTO

BpeMme, M je y HOpMaiHoj GopMH, jep y CyIpoTHOM, M 61 Mopasio UMaTH ciie10CHUKA.

/lokaz mephewa 4.7.1.2. Ako M unma HOpMaiHy (OpMYy, CIEIU JTa MOCTOJH TEPM
N taka n1a M —g N u N je y Hopmannoj ¢popwmu. ITomro je N y HopmanHoj popMu 1 npema
TOMe, He CaJip)ku Oera-peziekce, ciean aa N He Moke umatu cinendernka y G(M). U3 Tora
cieqn na G(M) wma kKOHayHO TeMe W TO KoHauyHO TeMe je N. Ca mpyre cTpaHe, ako

npeTnocTaBuMo aa G (M) nma konauno teme N, cnienn ia M —p N, iomrro je N teme y G (M).
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[Tomro je N koHa4HO, TO 3HaYM Ja HeMa cienoeHuka. 13 Tora cinenu na N He MOXKe J1a CaApKU
oera-penekc. [akne, N je HopmanHa ¢opma ox M. Ha ocnoBy Uepu-PocepoBe Teopeme 3a
OeTa-peyKInjy KOja UMILTUIIAPA jEIMHCTBEHOCT HOpMAITHUX (GOpMH, clieu U Aa he koHauHa

TeMeHa y Tpady 0eTa peAyKiuje Takohe OUTH jeTUHCTBEHA.

Jlokaz mephemwa 4.7.1.3. TlperniocraBumo 1a je Tepm M jako Hopmanzabunad. Crieau
Jla He TI0CTOoju OeckoHauaH HU3 OeTa-penykiuja koje nounmy y M. [IpernocraBumo na G (M)
caapxu OeckoHauHy myTramy. OHIa MOXEMO Ha OCHOBY T€ NyTame JIAKO JePUHUCATH
OeckoHauaH HU3 Oera penykiuja Koje mouumy y M. Jlakne, G(M) caapu camMO KOHa4yHE
nyTame ako je M jako Hopmanm3abunaH. Takohe, ako G (M) caapxu caMO KOHAYHE TyTambe,
OHJIa HE MOXXE HH Ja TOCTOju OecKOHayHa Oera peaykinHja Koja mouume y M. Jep,
MPETIOCTAaBUMO Jla TakBa peaykiyja mocroju. OHIa OMCMO Ha OCHOBY Hh€ JIAKO MOTJIM Ja
KOHCTpYHUIIIEMO OeCKOHa4yHy myTamy y G (M), mTo je mpema Halioj IpeTHnocTaBIi HeMoryhe.

Hakne, ako G (M) He cagpxu OECKOHAYHY IyTamky, M je jako HopMain3aOuiaad TepM. B

Cama ce muTamMo MOXEMO iU J1a Ne(UHHUIIEMO pelalijy eKBUBaICHIMje R Ha CKyIry
rpaposa penykuuje TakBy na cy G(T) u G(U) y 1oj penanuju ako u camo ako T =45 U? Onmax
je jacHo na Ta penauuja Hehe 6uTH jennakoct rpadosa. [Ipumepa panu, Mmoxke OUTH Citydaj 1a
T nuje y HopmaiiHoj ¢opmu, a U jectre. Y Tom ciyuajy rpad G(T) Ou cagpkao Oapem iBa
TeMeHa u OapeM jenHy crpenuily usmely mux, 1ok 6u ce G(U) cactojao m3 caMo jeIHOT

TeMmeHa 0e3 crpenuia. Pemanujy R moxkemo aa neunuinemo Ha cinefaehu HaunH:

I'paghoeu G(M) u G(N) cyy perayuju R axo u camo ako G(M) u G(N) umajy 3ajeonuuxo

meme.

Jlako je yBuzeTH 1a 0Ba eKBUBAICHIM]a BakH. AKo M =g N, onna nocroju tepm L takas na
M —g Lu N —g L. Ha ocHoBy nepununnmje rpada peaykuje, ciemu 1a he L 6utu teme koje
npumnaaa kako rpady G (M) Tako u rpady G (N). Takohe, ako nmocroju Teme L koje npumnazna

rpady G (M) u rpady G(N), u3 tora cnenu ja M —p L u N —p L n npema tome, M =g N.

Melhytum, npobiiem ca oBoM neuHUIjOM penainrje R je y ToOMe IITO Ha OCHOBY e
HE MO’KEMO MHOT0 J1a 3aKJbYYHMO O cmpykmypu TpadoBa KOjH Cy y TOj pelaluju, 3HaMO caMo
Jla OHU Toceayjy 3ajeqHudko Tteme. M3 Tor pasnora penanujy R hemo na aedunumemo Ha

Ipyru HauMH. [{a 6ucMo TO yUYWHUIIH, TOTPEOHO j€ MPBO Ja YBEIEMO T0jaM 0ome2 noozpaga.
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Hexka je Ar(G) ckyn ctpenuua rpada G, a N(G) ckyn temeHa ox rpaga G. Kaxemo na
je F nooepagh on G ako cy ckynoBu TemeHa rpada F u ckymn crpenuna rpada F moacKynoBu
on N(G) u Ar(G).

Hegp. 4.7.1.7. F je ooru noopag on G ako je F nenpazau noarpad ox G v Baxu aa.

e Axo je A Teme u3 G TakBo 1a A € F, oHa 3a cBako TeMe B, TakBo n1a je B cnenoeHuk
Ay G, B he 6utu cnenoenuk on Ay F u
e Ako je A teme u3 G TakBo na A € F, onna cBe crpenuie f u3 G, Koje mounmy u3 A he

Takole 6utu u crpenune y F.

Ha ocHoBy nojma nomer noarpada moxxkeMo fa nepunuiiemo cieaehy penanujy mehy

rpadoBrMa OeTa pemyKIuje.

Megh. 4.7.1.8. Kaxxemo na ce rpad pexykuuje G ceoau Ha rpad F, mro 3ammcyjemo kao

G—F, axo je F nowu noarpad ox G.

VY npumepy none, rpad peaykiuje G((Ay.[x)y) npukasaH ca JAeCHE CTpaHE JOHH je

noarpad rpada penykuuje G (K (Ix)y) npuka3aHor ca JieBe CTpaHe.

Kopuctehu ce pemanumjom cBohema Ha ckymy TrpadoBa peayKiHje MOXEMO Ja

nedUHHAIIIEMO pelalli]y eKBUBaJICHIM]e TpadoBa peayKimje.

7 Mpa3saH rpad hemo cxBaTnTK Kao rpad ca npasHMM ckynom TemeHa. Mpa3saH noapad je noarpad Hekor rpada
Koju je npasaH. HenpasaH rpag je rpad Koju Huje npasaH.
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Hegp. 4.7.19. TIpad penykumje G(T;) u rtpad penykumje G(T;) 30BeMo
exeusanenmuum, mro 3anucyjemo kao G(T;)«» G(T;), ako nocroju rpad peaykuuje G (T3),

takaB 1a G(T;) = G(T3) u G(T,) — G(T3).

Jlako je BuneTH aa je Tako AeduHKMCcaHa penanvja pedieKCuBHA U cuMeTpruHa. [la je

penanyja Takohe u TpaH3UTUBHA CIIEU U3 HapeIHE TeopeMe:
Teopema 4.7.1.10. G(T,) «» G(T) axo u camo ako Ty =g T5.

Jlokas. Tlpernocrasumo na G(T;) «» G(T,). lpema nedununuju 4.7.1.9. cnemu na
noctoju Tepm T3 TakaB na je rpad penykuuje G(T3) mowmu nmoarpad ox G(Ty) u on G(T).
TpuBujanuo cnenu na he T; 6utu reme y G (T3). Iomro je mpema npernoctaBiu G (T3) nomu
norpad ox G(T,), T; he takohe 6utu teme y G(T;). Y3 Tora cieau, Ha OCHOBY AeUHUIIM]jE
rpaa penykumje, na T; — 3 T3, Cimuno pezoHoBame nokasyje aa T, — 4 Ts. Jlakine, mowro

ce T u T, penyxyjy Ha UCTH TepM, oHu he OuTH jenHaku, OMHOCHO cinemu na Ty =g Ty,

Cana noka3yjeMo Ja BaXu U Jpyru cMep ekBuBasieHije. [IpernoctaBumo na Baxu
Ty =g T,. Cnenn na nocroju tepm T3, TakaB na Ty — 5 T3 u T, — 3 T3 Tpeba nokasaru na he
rpad penykmuje G (T3) outn nowmu noarpad on G(T;) u ox G(T,). Ha je G(T3) noarpad ox
G(T,) u G(T;) Baxu jep je npema aeduHHUIUjH rpada peayKiuje cBako TeMe A Koje npuraaa
G (T3) Taxso je na Ts — 5 A, mnowrro Ty, T, — 4 T3, cnenu ia Ty, T, —4 A. Tlpema Tome, A je
Teme koje npunaga u rpady ox G(Ty) u ox G(T,). Takohe, 1ako MOKEMO MMOKa3aTH 3a CBaKy

crpenuny f koja npunana rpady G (T3), na he npunanaru u rpadgosuma G (T;) u G(T5).

Tpeba nokazatu aa je G(T3) doru noarpad on G(T;) u on G(T,), wTo noapasymeBa

na Tpeda 1a nokaxemo ciexaehe:

1. Ako je A teme u3 G(T;) TakBo 1a je A Takohe u reme u3 G (T3), OHIa 3a CBaKo TeMe B,
TakBo 1a je B cienbennk Ay G(T;), B he 6utu cnenbenuk on Ay G(T3) u
2. Axo je A teme u3 G(T;) takBo 1a je A takohe u reme u3 G (T3), oHma ce crpenuiie f

u3 G(T,), koje mounmby u3 A he takohe 6uru u crpenure y G (T3).
(ucto Tpeba mokazaru u 3a G(T,).)

ITpBo mokasyjemo aa Baxku 1. IlpermocraBumo na A € G(T3). Cnequ na Ty — B A.
[omro je B cnenbennk on Ay G(T;), n3 Tora MmoxkeMo 3aksbyuntu 1a A — g B. IIpema Tome,

T35 — 4 B u3 4era cnenu na B mpunana G (T3), 6ynyhu na je G(T3) rpad penykuwuje.
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Cana mokasyjemo aa Baxu 2. I[IpernocraBumo na A € G(T3) u 1a je 3a HeKo Teme X,
f:A—> X je crpenmuna y G(T;). To 3Haum na ce X 1o06uja KOHTPAKIIMjOM jEHOT jaBjbamba OeTa
penekca y A u na je X npema tome cinendenuk on A. Jlaxie, npema 1., X € G(T3). Ilpema
neduHUMjU TpadoBa peayKIUje CIeau Ja 3a CBaKy penykiujy Oera pemekca u3 A koja
pesyntupa y X, a mpema TOMe U 3a OHYy Koja je obenexxena crpenunoM f y G(T;) mocroju
oarosapajyha crpenumna g: A— X koja Ty peaykuujy npezacrasba y G(T3;). Crpenuue f, g

MOpajy OMTH jeJTHAKe jep Cy UCTOT THUIA U MHJICKCUPAHE CY UCTUM jaBJbamhEM pelieKca .
Ha cniuan Hauna moxkemo mokasatu 1a je G(Ts) nomu noarpad ox G(T,). m

Teopemom 4.7.1.10. mokazanu cmMo gJa cy gABa rpada  peaykiuje
G(T;) u G(T,) exkBUBaJICHTHA aKO W camo ako cy jJambna tepmu T; u T, jenraku. OBa jako

IIpocCTa TCoOpcMa Ba)KHaje 3a HallI€ U3JiIaramkbe U3 cnenehnx pasJiora.

VYBenu cMo nojaMm rpada peaykiyje 1a oucMo HopManru30BaIH M0jaM UHMEH3UOHATHE
cmpykmype amMOaa tepma. JlepuHUCATIM CMO €KBHBAJICHIIM]Y TpadoBa Kao penanmjy Koja
Tpeba Ja mpecTaBba jeJTHAKOCT MHTEH3UOHAIHUX CTPYKTYpa oAroapajyhux ramoaa Tepama.
Teopemom 4.7.1.10. mokaszanu cMO Ja eKBUBaleHIMja rpadoBa MOYMBA HAa HCTOj UICJU
HOpMAaJIHM3aIije Kao U JeJJHAKOCT Tepama y lamOaa Oeta pauyny. Penanmja cBolema rpadosa

MOKa3yje IITa ce JiellaBa ca MHTCH3MOHAIHOM CTPYKTYPOM TepMa Kajia ra HOpMan3yjeMo.

Melhyrum, moxke ce mpuroBoputu aa rpadp G(M) Huje yBek 3amoBoshaBajyha
pernpe3eHTanrja UHTeH3UOHaHEe cmpykmype Tepma M. Haume, kama je M y HOpMaIHO]
dopmu, G (M) ce cacToju camo U3 jeHOT TeMeHa U He caapxu crpenuie. Kako takaB rpad
KOjU je Hausrien 0e3 MKaKBe CTPYKType MOXKe Ja MPEeACTaBU MHTEH3MOHAIHY CTPYKTYPY
tepma? Ha To ce Mmoxxe ogrosoputu na G (M) Huje MuIeH cTpykType Beh HaM He MO)Ke HHUIITa
BuIe pehu 0 O] HETrO MITO TOBOpH CUHTaKca camor tepma M. Ilomro je M y HOpMaiHOj

(I)OpMI/I, BECroBa I/IHTeH3I/IjajC Yy NOTITYHOCTHU OIIMCaHa (beTrOBOM CUHTAKCHOM.
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4.7.2. Kpyosicnu epaghosu

VY 0BOM 0zieJbKy 0aBUMO ce€ HEKHMM MHTEPECaHTHHM BpcTama rpadoBa peaykKuuje u
IbUXOBUM CBOjcTBHMA. Jla OucMO O HHMa TOBOPHIM, IpBO hemo natu aeduHUIMje HEKUX

mojMoBa npeyserux u3 [Venturini Zilli, 1984, p. 253].

Konauny nyramy y rpady peaykuuje hemo 3Batu 3ameoperom ako je mpBO TEME HCTO
Kao | mocielnme TeMe y nyramu. ['pad G ce Ha3uBa nogezanum Kajua Cy CBaka JiBa TeMEHa
noBe3aHa myramboM. Komnonenma (enr. component) ox rpada G je MakCHUMallHH TTOBE3aHU
noarpad ox G. 8 I'pad G ce masupa jaxom xomnonenmom (eHr. strong component) axo cy
cBaka JBa TeMeHa MelycoOHO mocTmkmBa (3a cBaka JBa TeMeHa A M B mocToju KOHaYHA

nyrama o1 A 10 B u nyrama o1 B 10 A).

Kana cMo pekim mita je jaka KOMIIOHEHTa MOXKEMO J1a JIe(UHUIIEMO TI0jaM KPYKHOT
rpada.
Hegh. 4.7.2.1. I'pad G hemo 3BaTu kpyorcHum ako je G jaka KOMIIOHEeHTa. JIyn epagh je

KpYXXHH Tpad KOju MMa caMmo jeJlaH YBOP U Ha IeMy jeIHY JIOKHY. 3a jamOa Tepm hemo pehu
11a j€ Kpyoican ako je \beroB rpad peayKiuje KpyXau rpad.

[pumernmo na he M Gutu kpyxuu rpad camo ako 3a cako N TakBo na M —4z N,
Baxu u N — 4 M. To moxemo nako u nokasaru. [Ipernocrasumo na M — 4z N. Crenu na je
N Teme rpada peaykimje G (M). ITomrro je G (M) npema MpeTHOCTaBIU KPYKHH rpad, CeIu
na je G(M) jaka komronenTa. [lakie, MOCTOjM KOHAaYHa IyTama o TeMeHa N 10 Temena M.
Ha ocHOBY Te KOHauHe ITyTame, Kao ITO cMO Beh PeKIIu, jJacHO je KaKO MOXEeMO KOHCTpYUCAaTH

penykuujy N — 4 M.

[Tornenajmo cajga Heke IpuUMepe KpyKHUX rpadoBa.

80 Kaxkemo aa je noarpad makucmanHu nosesaHun noarpad y Tom CMUCAY LWITO ako BUCMO ra NPOLLIMPUAN ca
joL HEeKMM TeMeHOM, OH BuULIEe He 61 6o 61o nosesaH.
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Ilpumepu. 4.7.2.2.

1) G(2) (2) G0

() G( ((Axy.xyy) Axy.xyy) Axy.xyy)
(Heka U = Axy. xyy)

(Ay.(Az.yzz)y)U

b

(4) G(MMI)

Heka M = Axy.yyyyxxy, Ty = MMI, T, = (Ay.yyyyMMy)I, T; = IIIIMMI, T, =
IIIMMI, Ts = IIMMI n Tg = IMMI. I'pad G(MMI) he usrnenati oBaKo:
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VY xpyxxHOM rpady u3 npumepa (4) rope mMamo miect TeMeHa. Mehyytum, HUje TEIKO BUIETH
Kako OMCMO MOTJIM 3a CBaKO . = 3 KOHCTPYHUCATH TepM uuju O rpad peaykuuje 61o cianyaH

rpady G(MMI) rope, camo ca n Temena. Haume, 3an > 3, u3a M™ = Axy.y" 2xxy, Tepm

M™M™I npousBoau KpyxHH rpad ca n TemeHa.

[Tomohy nmpumepa 4.7.2.2. rope minyctpoBahemo Heka cBojcTBa rpadosa koja hemo y

HACTaBKYy J1a aepuHuIIeMo.

Kao mto cMo Beh momenyinu, rpad Ha3uBamo JiuHeapHuM aKo CBaKo Teme Tora rpada
MMa HajBUILE jeHOr ciendeHuka. I'pad HA3UBAMO J1OKAIHO JUHeapHumM aKO HE MOXeE Ja
[IOCTOjH BHIIIE OJ1 jeJIHE CTPEJIHIIC KOja Mounibe u3 jeaHor temena. ['padosu (1), (2), (4) cy

JTMHEeapHu J0K cy camo (1) u (4) ToKamHO JIMHEPATHH.

Hegh. 4.7.2.3. Kpyxxuu rpad penykuuje hemo 3Batu yucmum KpyscHum epagom axo je
JMHEApHH Tpad KOjH je YjeAHO U jaKka KOMIOHEHTA U IOKAJIHO YUCHUM KPYIHCHUM 2pagom aKo
je uuct KpyxHU rpad Koju je u tokanHo nuHeapas. ['padosu (1), (2), (4) u3 npumepa 4.7.2.2.
Cy 4MCTH, 0K cy camo (1) u (4) nokanHo uuctH. TepMm uMju je rpad yMcTU KpYyk HU rpad
OJTHOCHO JIOKJTHO YHCT KPYKHH rpad 3BahemMo uucmum kpyscnum OTHOCHO JOKATHO YUCUM

KPYHCHUM MEPMOM.

Jenan uHTEpecaHTaH nprMep KpyKHOT rpada koju Hanasumo y [Bohm & Micali, 1980]
KOjU HUje uucT KpykHu rpad je G (HHI), rne je H: = Axy.x(yy)x. Taj rpad je uHTepecaHTan
300T TOTa IITO je KPY:KHU Tpad KOju je yjeaHo u 6eckoHadaH. Fima 6eckoHaTHO MHOTO TeMeHa
Y U3 CBaKOT TeMEHa MOCTOjU MyTama Koja ce 3aBpiasa y HHI. Moryhe je moka3aTu, Majia TO
oBze HeheMo unHUTH, 112 ako Tpad peaykiuje nMa OECKOHAYHO MHOTO TeMEHA, HE MOXe OUTH

YHCT KPY>KHHU Tpad.

Tepmu koju uMmajy yMcTe KpyxkHe rpadoBe, U yOmHIITe KpyXHE rpadoBe Mocenayjy

cienehy 3aHUMIBUBY OCOOUHY.
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Tepheme 4.7.2.4. Axo je M TepMm Koju UMa Kpy>kHHU Tpad, To he 6utu u cBako N TakBO

na M — p N. llta Buie, umahemo G(M) = G(N).

/Jloka3. ]IBa rpada cy jeqHaka OHIA KaJla UMajy UCTH CKYI CTPEJIUIA U UCTH CKYII
temeHa. Jla je ckyn cTpenuiia ofHocHO TeMeHa rpada G (N) moacKyI cKyIa CTpeniia OTHOCHO
Temena rpada G (M) cnenu TpUBHjallHO Ha OCHOBY Tora mto M — 3 N. Mehytum, nuje Temko
nokasaru u obparno. ITa hemo oBme camo mokasaru jaa je ckyn temeHa ox G (M) moackym
temena on G (N). [lpernocraeumu cmo 1a M — 4 N. Tlomro je M xpyxHu TepMm, Cleau 1a
N —; M. TIlpermocrasumo nga je A Teme rtpada G(M). Hakne, M —zA. IlomTto
N — 43 M cnenn ja N — 4 A, na 3aksbydyjemo na je A reme rpada G(N). [la ceaka crpenuia
Koja npunana rpady G (M) npunana u rpady G(N) ciienn Ha OCHOBY IMPETXOIHO MOKa3aHOT U

npermnocraske 1a je G(N) rpad peaykimje.

YV 0BOM 0/1€JbKY YBEJIU CMO I10jaM KPYXKHOT rpada 1 BUAEIN CMO HEKE IPUMEPE TAKBUX
rpadoBa. Y HapenHoMm ozesbky pehu hemo Hemro Bule 0 TepMHMa KOjU MMajy KpY)KHE

rpadoBe ¥ BUXOBOM 3HAUCHY.

4.7.3. Jeonaxocmu neceoousux ramboa mepama

VY mnperxomHUM oOjeJbllMMa YBENIM CMO W JIeTaJbHHje TOBOPWIM O TOjMy rpada
penykuuje. Ilokazahemo y HacTaBky Kako HaMm Taj mojaM Moxe nomohu na 6osbe pasymemMo

CMHCAa0 HECBOJUBHUX TEpama.

VY nmambna padyHy, 1MOJ CMHCIOM HEKOT TepMma Mojapa3dyMmeBaMo mpasmio. [lojam
PadyHCKOT caJipkaja HEeKOT TepMa, Kao IITO CMO PEKITH, BUIIIE j€ Y BE3H ca TUME KaKo Taj TepM
MO>KE€MO MPUMEHHUTH HETO IITO Ce TUYE CaMOor MIPaBMiIa KOje OH M3paXkaBa U HaUMHA Ha Koje je
oHO ¢opmynucaHo. Wneja nmambna padyHa (IpBEHCTBEHO JiambOna-OeTa padyHa) je J1a
pasNuKyjeMo TpaBuia ako oHa ojapelyjy pa3iauuuTe HauuHe M3padyHaBarba, HE3aBUCHO O]
TOTa Wima ’HUMa MOYKEMO FITH HE MOKEMO M3padyHATH U Y YeMy pe3yJITHpa BUX0Ba MPUMEHa.
W3 Tor paznora, Npou3BOJbHU HECBOAMBH TEPMH HHUCY jeHAKH Kako y JaM0Oa-0eta padyHy,

TaKo HH y JaMO/1a-0eTa-eTa padyHy.
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ITojam rpada peaykiuje MOXKEMO CXBAaTUTH Kao QopMainu3aiujy HAuYWHA WIHA
CTPYKTYype€ U3pauyHaBama Kojy oapelyje Heko npasuiio. Ta ¢popmanuzanmja He y3uma y 003up

padyHCKH caJipkaj TepMa, Beh caMo TO Ha Koje CBe HaUMHE Taj TEPM MOKEMO HOPMAJIU30BaTH.

Kao mro cmo mokazamu teopemom 4.7.1.10., xpuTepujym jeIHAKOCTH NpaBUIIA
n3pauyHaBama KOjU CE 3aCHHMBA HAa CKBHUBAJCHIMUjU TpadoBa peAyKIHje MPEICTaB/bha CaMo
Apyradyvjyu HA4YuH Ja (GOPMYIHIIEMO KPUTEPHjYM jeTHAKOCTH MPaBHJIa U3pauyHaBamba KOjU CY
3aCHOBAaHU Ha 0eTa-jeIHaKoCTH. [Ipyrum peurma, TOM TEOPEMOM CMO IMOKa3alld Jia Cy JiBa
rpada penykiuje eKBUBaJICHTHA aKO U CaMO aKoO Cy TEPMH KOj€ OHH MPEJCTaBIba]y JETHAKU Y

naM0Opa-0era pauyHy.

Cana hemo mokymatu a o6jacHuMO 1Ta HaMm rpadoBu penykmuje jom mory pehu o
CMHCITYy OJJHOCHO O MHTCH3HOHAIIHO] CTPYKTYPH HECBOAMBHX TE€pPaMa, a ITO HUCMO Beh pexim

1o cana. [Toxcerrmo ce rpadosa (e) u (f) us npumepa 4.7.2.2.

(€) G(12%5) ) ¢

@
G

Beh cmo marmacunmm na Ag nuje censnbunna teopuja. Heconusu tepmu (2 u (23 Hucy
jenHaku y yambna-Oera paduyHy, a y npumepuma (€) u (f) rope MoxkemMo BUAETH U Kako ce
BUXOBU TpadoBu penykuuje G(23) u G(2), xoju HeMajy 3ajeMHUYKH TOFBM MOArpad
paszmukyjy. I'pad penykumje G({2;) npencraBba jeaaH OecKOHAYaH JIMHEAPHH M JIOKATHO

THepaHu rpad Koju Hema rnceyno-Konadnu yBop. Ca apyre crpane rpad G ({2) je THKIHIHH

206



rpad umju je nceyno-koHaunu 4Bop (2. I'padosu penykunmje G(23) u G(2) pasnukyjy ce u

o Opojy uBopoBa. [IpBu nmMa 6eckOHaYHO MHOTO YBOPOBA, JIOK APYTd UMa CaMmo jedaH.

Paznuke y TiM rpadoBrMa yka3yjy Ha pasiuke y 3Hauewy u3mely Tepama (2 u (5.
IIpBu TepM ce penykyje camo Ha cebe, mpyru He. Moxke ce pehu ma G(£2) ommcyje
M3padyHaBame Koje oapehyje jemHa jeauHa MHCTPYKIIMja M YHUjH CE€ CMHCA0 CAacTOjH Yy
Kpykemwy. HWHCTpyKIlMja ce Wu3BpIIaBa W3HOBA M HW3HOBA M H3padyHaBame OJHOCHO
HOpMaJM3alja HUKaJl He Halpeayje — yBeK ce BpahaMmo Ha3aa Ha moyetHy Tauky. Ca nmpyre
crpane, G({23) ommcyje M3padyHaBame KOje HHUje KPY)KHO — HHKaaa ce He Bpahamo ce Ha
MOYETHY TauKy. AJIM, OHO Hampezyje caMo MPUBUIHO jep c€ Y CBAKOM KOpaKy WHCTPYKIIHja

KOJy Tpe0Oa U3BPILIUTH CE CBE BUIIIE U BUIIE YCIOKHHaBa.

IMocmarpajmo cama Tepm MMI (M = Axy.yyyyxxy) u mweroB rpad peaykiuje u3

npumepa 4.7.2.9. (4) rope. [a ce noacerumo, G(MM]I) usriena oBako.

I'pad G(MMI) je xao u G ({2) 9uCT, TOKATHO JTUHEAPHU KPYXHU Tpad. Tepmu 2 u MMI

ce JlaKie peayKyjy camu Ha cebe. [IpBu y jeTHOM Kopaky, a IPYrH y IecT KOpaka.

Axko Tpad peaykirje HEKOT TepMa OIUCYje BeroB CMUCA0, OHa ce cMucao Tepma MM
CacToju y KpyXKemwy U3padyHaBamwa. 10 je n3pauyHaBame Koje ce HUKaJ He 3aBpllaBa U HUKaJ
He Hampenyje, Beh ce yBek Bpaha Ha moyetak. Meja u3padyHaBama y KOjeM j€ Kpajiba Tauka
yj€IHO U MIOYEeTHA YMHU Ce 3ajeJTHUYKOM Tepmuma 2 u MMI, camo mTo je oHa y () u3paxxeHa

Ha Je/IHOCTaBHUJU HauWH, 0€3 CYBUIIIHUX KOpaKa.

Kana cmo paHuje ToBOpmIM 0 HOpMaIU3alKju U O jeTHaKocTUMa u3Mehy Tepama koje
Ce Ha ’0j 3aCHUBAjy, PEKJIM CMO JIa C€ HOpMaJu3allija TepMa MOKe TOCMaTpaTh Kao MOKYIIIa]
Jla ce UCTO MPaBWJIO U3padyHaBama (popMmysuile Ha jeTHOCTaBHUju HauuH. ViMajyhu To y BUaY,

3ap TepM (2 He OMCMO MOTJIM [MOCMAaTpaTH Kao HEKaKBy HopMmaiu3anujy tepma MMI? Uneja
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TOI HOBOT HayWHA HOpPMaHM3alldjeé MPOWCTHYE M3 CTAHOBHUINTA Ja je caM Opoj Kopaka

UpenieBaTaH ako je uJb U3padyHaBama Bpahame TaMO OaKiie CMO ITOYelH.

Cnenehu Ty wuejy, y HactaBky hemo 1a pa3maTpaMmo jeqHakocTH u3Mehy namOna
TepaMa Koje Ou u3jeHauaBaie TepMme kao mto cy 2 u MMI. Jla GucMo To yauHWIH, TPBO hemo

na nedunameMo nojam Q-pedexca (omeea-pedexca).
Hegh. 4.7.3.1. JlamOa repm M hemo Hazpat (d-peiekcoM aKo Je:

1) M je 3aTBOpEeHW HECBOAMBU TE€PM 4YHUjU je Tpad peAyKIHje JIOKATHO YUCT
KpY>XHH Tpad,
2) M#0Q,u

3) He nmoctoju npaeu noarepM N o1 M KOjU je JIOKATHO YUCT KPY>KHH TEPM.

Harmomennmo j1a ce nara aeuHUIMja OMera-peiekca pasiiuKyje ojl CXBaTama oMera-
penekca koja je mara y [Barendregt, 1984, section 15.2.]. Tamo ce omera-peaekcom Ha3HBa
CBAaKM HECBOIMBHU TepM. Y HACTaBKy hemo ImoJ IojMoM oMera-pejiekca moapasyMeBaTu TEPM

onpehen nedbununujom 4.7.3.1., yKOIUKO Apyradyuje HUje eKCILTUIIMTHO HA3HAUYEHO.
BaxxHo je HanmoMeHyTH J1a oMera-pefieKCu uMajy cienehy ocoouny.

Tephemwe 4.7.3.2. Axo je O omera-penekc, CBaku TepM Ha koju ce 0 peaykyje Mopa aa

MMa TauHo jeJIHO jaBJbame OeTa-peeKca.

Hoxa3z. TlpBo hemo mokazatu na ako je O omera-peiekc, CBakd TE€pPM Ha KOjU ce
O penykyje MOpa 1a UMa HajBUIIIE JeIHO jaBibatbe OeTa-penekca. [pernocraBumo na 0 —pg P
U 1a 'y P umMamo 1Ba jaBJbama UCTOT OeTa pefekca Wi JIBa pa3nuuuTa Oeta penekca. M3 tora
clleid, Ha OCHOBY jaeduHuimje rpada peaykuuje, 1a TeMe o3HaueHo TepMoM Py rpady
penykiuje G(0) uma aBe cTpenuile ca u3BopoM y TeMeHy P. Meljyrum, to 3uHaun ma G(0)
HUj€ JOKaJIHO YMCT KPYKHHU rpad, IITO MPOTHBPEUM MpEeTnocTaBuu ja je O omera-peiexc.
Jakiie, P caipixu HajBUILIE jJeTHO jaBJbame OeTa-peaexca. 306or Tora mro je O HeCBOIUB, CIEAN

Ja CBako P caap:ku TauHO jeJHO jaBJbame Oera-pesiexca. |

O3HaunMo ca Agq padyH jeIHAKOCTH Ag TPOUIMPEH Ca CBMM jeJHAKOCTUMA OOJHKa:
M = (1, tne je M omera-penekc, Kao BeroBuM akcuomama. IlocraBiba ce nurtame, Ja Jiu je

Apq KonsuctenTan? KOH3UCTEHOCT CIIE/IM HA OCHOBY TOTA HITO Cy OMETa-PENEKCH HECBOIMBH
TEPMHM, & CBE jeJHAKOCTH M3Mely HeCBOIMBHMX Tepama KOH3MCTEHTHe cy ca Ag [Barendregt,

1984, section 16].
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Kao npumep tepama koju ¢y Mel)ycoOHO jeHaKu y Agq alld HE Uy Ag MOKEMO HABECTH

cnencha tpu tepma: (MMI;)MMI; ,(MMI3)Q v 202. OBa Tpu TepMa Cy HE caMO OMera-
jemHaka, Beh ce mpBu oMera-peayKyje Ha IpyTH, KOju ce oMera-peaykyje Ha rpehu. Y nacraBky

hemo nma mpukakeMo muxoBe rpadoBe peaykuje (6e3 o0ene)keHNX TeMEHA).

Ilpumep 4.7.3.3.

G((MMI)MMI,)

G((MMI3))

G(20)
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Cana hiemo J1a TOBOPHMO MaJjio O 3HaYCHHMa jeIHAKOCTH Kao mto ¢y (MMI;)MMI; =
(MMI3)2 = Q0. XKenumo na moKasakeMO 1a Cy OHE Kao M jedHaKocTH y Ag Takohe
3aCHOBaHE Ha WJICjU HOpMaU3allkje, caMo je HOpMaliu3alidja o0 K0joj je ped Majo JApyravuje

MIPUPOJIE.

4.7.4. bema-omezea pedykyuja u Yepu-Poceposa meopema

Y oBoM ofieJbKy TIpBO heMo na neduHUIIEMO TojaM omeza-pedyKyuje 1o yrieny Ha
neUHUI]Y TIojMa OeTa-peayKIrje, a OHJa U 1ojaM 0eTa-oMera peayKIuje.

Kaxxemo na ce tepm U ce Q-pedykyuje y jeonom kopaxy Ha tepm T, IITO 3amucyjemMo
kao U —q T, axo je U obnuka C[M], toe je M omera-penexc, a T je oonuka C[2]. [Tpumepa
pamu, K(MMI) —g,, K(12).

Hegh. 4.7.4.1. ITucahemo T Em,a U xana Oynemo xenenu 1a kaxxemo 1a T —qq U mimm
T =, U. Tepm M ce Q-pedyxyje (omeea-pedykyje) na N, miro 3amucyjemo kao M —q N, ako
M=MyEg1aMiZ014-- =q1a My = N,3an = 0. [lpyrum peunma, Baxu M —q N axo

ce N moxe nobutu 3 M HU30M npuMeHa (Q-peIyKiirja OJHOCHO a-KOHBEP3Hja.

[TpumeTnMo 1a ce mojam oMera-peaykiije Kako CMo Ta OBJie epruHUCcAIN pa3uKyje y

OJIHOCY Ha oMera-peaykuujy nedunucany y [Barendregt, 1984, p. 72].

Cana hemo na nedunuiemo 6eTa-omera penaykIiujy.

Hegp. 4.7.4.2. Tlucahemo T gmm,a U xaga 6yaemo >xenenu na kakemo ga T —qq U
wim T —pg, UT =, U. Tepm M ce 6bema-omeza-pedykyje na Tepm N, ITO 3amUCyjeMO Kao
M —qp N, ako Baku: M = My Zq1p10 M1 Zq1p10 - =a1p1,¢ Mn = N, 3an = 0. [Ipyrum
peuuma ako noctoju Hu3 oA n = 0 penyknuja (0JHOCHO ajda-KOHBEp3Hja) KOjU nounmwe y M

1 3aBpIaBa ce y N, TakBUX /1a CBaKM KOpaK y HU3Y IIPeJICTaBIba jeJlaH KOpak y OeTa-peyKiuuju

WK y oMera-peaykiju (ca Mmoryhuwm anda-koHsep3ujama).

Hegp. 4.7.4.3. Tepme M u N Ha3uBaMo bema-omeea eKUEAIeHMHUMA, IUTO 3aIHCY]EMO

kao M <pg, N axo

M =My Sprao M1 Spreo M2 Spre0--Spreo Mai-1 Sprea Mpn=N,3an 2
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JennocrasHo je mokasatu ga M «>pg, N ako u camo ako Agg + M =g, N. Kao y
noka3y tBphema 4.3.3.16, cmep ca JnecHa Ha JI€BO ce JI0Ka3yje MHAYKIH]JOM TI0 CJIIOKEHOCTH
JoKaza y Agg, a CMep ca JieBa Ha JECHO CE J0Ka3yje HMHAYKIHMjOM MO KOMILUIEKCHOCTH

nehunuImje penanuje < gg.

Jla cy nBa Tepma bema-omeza eksusaieHmHa caMoO ako ce OeTa-omera peaykyjy Ha
3ajeIHMYKHU TepM Moka3zahemo nmoMmohy Teopeme kojy hemo HazBatu Yepu-Poceposa meopema

3a bema-omeza pedykyujy. Ta Teopema riacu:

Teopema 4.71.4.4. (Yepu-Poceposa meopema 3a Oema-omeza pedykuujy). Axo

M —pq Ny uM —pq N,, ouna nocroju tepm L, takas 1a Ny, N, —pgq L.

3Ha4aj OBE TEOPEME CaCTOjH CE Y TOME IITO JKEIMMO JIa OKaKEeMO KaKo ce Oera-omera
CKBHBAJICHI[Mja Kao 1 OeTa-eKBUBAJICHIIM]a TEpaMa 3aCHHBA Ha [0jMy HopMaiu3aije. Jpyrum
peunma, xohemo jia mokaxemo ja he nea Tepma OuTH jenHaka y Agg €amo aKko ce penyKkyjy Ha
UCTH TepM. Y OCTaTKy OBOT OJieJbKa yBemiheMo je(UHUIM]e U IPEICTaBUTH PE3yiTaTe KOju

Cy moTpeOHH J1a O ce Ta TeopeMa JoKasaja.

ITpBo hemo na ce mpuceTnMo 1ojma 1aMb/1a KOHTEKCTa KOjer CMO OIpEIIIIN Ha cienehu

HauuH (aed. 4.3.3.1.):

1) x je KOHTEKCT,
2) []je xoHTeKcT (KOju HA3UBaMO “TIpa3HHHOM”),

3) Axo cy C;[ ] u C,[ ] xoutekctu, onna je u C1[ ] C,[ ], a o je u Ax. C1[ ].

Onpebhyjemo nojam aprocmu namb6aa koHTekcta C kKao Opoj jaBibama npazHuHa y C.
[Tpumepa paau, Ax. xy[] je kontekct apaoctu 1. Ca apyre crpane, (Ax. xy[]) zz[] je koHTEeKCT
apHoctu 2. Jlam61a TepmMe MOXKEeMO mocMarpaTy Kao HyjdapHe KoHTekcTe. Jla je € KOHTEKCT

apHOocTH N ncahemo kao C[]; ... []n-

Tpeba nanmomenytu na ce y C[]; ...[], cBakoj mpasHuHuM npunucyje oapehen Opoj.
V3ehemo na cy mpasHHHE HyMEpHCaHE ca JieBa Ha JECHO y OJHOCY Ha HHUXOBO jaBJbalkE y
TepMmy. Jlakie, kpajiba jeBa npa3HuHa Ouhe o3HaueHa 6pojeM 1, npyra 10 me 6pojeM 2 U Tako
nabe. C[]g ... [M]; ...[]n, n =i =1, o3HauaBa na je y xkonrekcty C[]; ...[], i-Ta mpa3uuna
nonymena tepmoM M. Taxko, C[][x], o3HauaBa na je y Hekom OuHapHOM KoHTEKCTY C[]1[].
Apyra Mpa3HUHA IMOMYyHkeHa MPOMEHJBUBOM X, 10K C[x];[], o3Ha4aBa na je y KOHTEKCTY

C[]1[], mpBa mpa3HuHa momymeHa NPOMEHJbUBOM X. [IpuMepa paau, ako je KOHTEKCT
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(Ax.xy[]) zz[] obmuka C[]1[], onna je xontekcr (Ax.xy[]) zz[x] obmuka C[];[x],. Tpeba

HaroMeHyTH 1a ce ¥ C[x];[], u C[];[x], mocmarpajy ka0 yHapHH KOHTEKCTH.

Kaz[aje peu O 6I/IHapHI/IM KOHTCKCTHMA, O3HaYaBalka IPasHUHA MOXEMO U30CTaBUTH U

C[]1[], moxemo kpahe 3anucaru kao C[] [].

Kama cmo ogpennnu mojam n-apHOT KOHTEKCTa, AeduHrcaheMo 1mojaM JHMCjYHKTHHX

Tepama.

HazoBumo aBa nam6na tepma A, B ducjynkmuum ako Hu A HUje moarepm oa B Hu B

HHUJ€ MoTepM o1 A.

Heka cy A, B moarepmu ox M. Kaxxemo na y M nocroje oucjyukmua jaswarea A u B
ako cy A u B mucjyHkTHH TepMu wim mocroje kKoHtekctd C[], C’[] takBu ma C[A] = M,
C'[B] = M, aC[] # C[]. & Hpumepa panu, y Tepmy M = (Ax.xyK) zzK, npso u apyro
jaBspame TepMa K Cy IMCjyHKTHA jaBJbamba, jep ¢y KoHTtekcTr (Ax. xy[]) zzK u (Ax. xyK)zz[]

OYHUIJICAHO Pa3JIMYUTHU.

Tephemwe 4.7.4.5. Axo y M mocToje N1UCjyHKTHA jaBJbatba A U B U 1aTu Cy KOHTEKCTH

C[],C’[] TaxBu na C[A] = M, C’[B] = M, ouna nocroju 6uHapuu KoHTEeKCT C*[][] TakaB na:

=

M = C*[A][B]n
2. C[]=C[][B]u

3. C'[1 = C*[A]ll

Nmn

Jloka3. IHIyK1IMjOM T10 CJIOXKEHOCTH M.
]
Kopuctehu ce tBphewem 4.7.4.5. nokazahemo HapenHy jeMy.

Jema 4.746. Axo M —qg; Ny u M —q; N,, oHza nocroju tepMm T, TakaB Jia

Ny N, —q T,y 1 Kopaky uiau mame.

81 Ynopeamnti ca gedbuHULMjOM ANCjYHKTHUX jaB/batba noaTepama Aatom y [Barendregt, 1984, p. 25].
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okas3.
ITperniocraBumo na M —q; Ny u M —qq N,.

[Momro, M —q; N;, npema aepuHuIMju oMmera-peaykuuje ciequ na M = C[A], toe je A

omera-penexc u Ny = C[2].
Takohe, momro M —gq; Ny, cienu n1a M = C'[B], rue je B omera-penekc, N, = C'[2].
Axko N; = Ny, wimu N; = M wim N, = M, oHJ1a 3aKJby4aK TPUBH]AJTHO CJIC/IH.

[IpernoctaBumo gaxne aa cy N; u N, cuHTakcHO pa3nuuuTH Tepmu. M3 Tora cienu pa ce

omera-penexcu A u B mopajy y M jaBibaTH ITUCjyYHKTHO.

Ha ocHoBy TBphema 4.7.4.5. cieau na nocroju 6uHapHu koHTeket C*[][] TakaB ma

1. M= C*[A][B]u

2. C[]=C[][B]u

3. C'f] = C*[A]ll
Nnn

4. M= C'[B][A]n
5. C[]=C[B][]n
6. C'[] = C*[][A].

[MperniocraBuhemo npBu aucjynkt. U3 wera cnenn na Ny = C*[2][B] u N, = C*[A][2].

Tpaxxenn Tepm T oHza Moxkemo nedunucar kao C*[2][£2]. U 3aksbydak HEMOCPEIHO CIIE/N.
Hery 3akibydak Ha caM4aH HA4MH U3BOJUMO Mosiazehu U of] Ipyror 1ucjyHKTa. W
ITomohy neme 4.7.4.6. nokazaheMo HapeqHY JIeMy:

Jema 4.74.7.3acBakon = 0,ako M —q; N u M —q, N,, onna noctoju tepm T,

takaB 1a N; —q T y He BuIlIe HEro N Kopaka, a N, —q T y He Bume ox | kopaka.

Moxka3. 3an = 0 3akpydak cineau TpuBHjasiHo. jep M = N, maongaT = N;.3an > 1

JeMy hemo J0oKa3aTu I/IHJIYKI_II/IjOM o n.

baza manykmmie: n = 1.

Cnenu us3 neme 4.7.4.6.

WnpaykTuBHU KOopak: n > 1.
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[IpernoctaBumo na M —qy Ny u M —gq, .1 N,. Cnenu ga noctoju tepm O TakaB ia
M —q, Ou0 —gq; N,. [Ipema UHAYKTHBHO] XHITOTE3U MOCTOju TepM P takaB na N; —q P
y He BU1lIE Hero n kopaka 0 —q Py He Buiie o 1 kopaka. [lakne, 0 = P win O —gq4 P. Axo
O = P onpa 3akipydak TpuBHjaHo cienu jep T = N,. Axo O —gq, P, oHIa mpema JemMu
4.7.4.6. cnenu na moctoju Tepm Q takas 1a P —q Q y jemHoM Kopaky wim Mame U N, —q Q

y JeIHOM Kopaky wiu Mame. JIako je Buaetu aa je repMm Q tepMm T KOju CMO TPaXKHIIH.
|

Ocrtaje Ham jor 1a GopMyIIHIIIEMO U JOKAKEMO jOIII jeIHY JieMy, KopucTehu ce temama

KOj€ CMO J0Ka3aju 0 caja.

Jlema 4.7.4.8. 3acBako k > 0,ako M —qp Nyu M —(, N,, onaa nmoctoju tepm T,

takaB 1a Ny —q T,y He BHIIE HEro n Kopaka, a N, —q T y He BHIIe o7 k Kopaka.

Joxkas. Jlemy hemo nokasatu uHaykiujoM 1o K ciyxehu ce nemom 4.7.4.7..

Ha ocnoBy neme 4.7.4.8. moxemo 1a 3akJbyunMo kako Yepu-PocepoBo cBOjCTBO Baku

3a oMera-peaykuujy. Jpyrum pednma, BaXku HapeIHa Teopema:

Teopema 4.7.4.9. (Hepu-Poceposa meopema 3a omeza pedykyujy). Axo M —q Ny u

M —gq N,, onna nocroju tepMm T, TakaB na Ny N, —q T.

Joka3. Jlupextro u3 jieme 4.7.4.8..

OBoM TeopeMoM Moka3zanu cMo j1a Yepu-PocepoBo CBOjCTBO BaXkH 3a OMEra peyKIujy.
VY oHoMme mITO cneau, npukasahemo CKUIly J0Kasza Koju mokasyje n1a Yepu-PocepoBo cBOjCTBO

Takolhe Baxu 3a O6eTa-oMera peayKIifjy, OJHOCHO Ja BaKH HapeIHa TEopeMa:

Teopema 4.7.4.10. (Yepu-Poceposa meopema 3a Oema-omeza pedykyujy). Axo

M —pgq NyuM —pgq N, onna nocroju tepm L, Takas na Ny, N, —pq L.

Jloka3s. 1leo noka3 oBe TeopeMe oBae Hehemo mpuka3uBaTH, anu heMo ujejy Ha K0joj

CC OH 3aCHHBA IIPUKA3aTHU Yy KPAaTKUM LIpTamMa, a ICTaJbC NOKAa3a YU TaJIall MOKC Hahu Y AOJATKY.

Wneja oBor jqokasa mpeacraBibeHa je cienehom ciaukom 4.7.3.16..
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Nl A143 L

Crpenuiie ob6ojeHe tuiaBoM 00joM 03HAYaBaj)y OMera-peAyKIHjy, TOK OHE O3HAuYCHE

LIPHOM O3Ha4aBajy 0eTa peayKIujy.

IlpetniocraBumo a2 M —pq Ny u M —pq N,. llocnenuua neme 15.2.6. u3

[Barendregt, 1984] je na ce omera-peaykiifja yBeK MOKe U3BPIIMTH HAaKOH OeTa-peayKIuje.

Hpyrum peunma, M —pq N camo ako nocroju tepm T takaB ja M —p T —q N. Ha ocHoBy

TOTa MOKEMO J1a 3aKJbY4UMO Jia mocToje Tepmu M’, M” ca ciuke rope.
[Tocrojame Tepma A4 rapantroBano je YUepu-PocepoBoMm TeopeMom 3a Oera-peayKIujy.
[Tocrojame A, u A3 rapantyje cieneha TeopeMa 4nju ce qoka3 Hanasu y Jomatky 1.

Teopema.4.74.11. AxoM —g NuM — B N’, onna moctoju namb6na repm T TakaB

na N—>BT1/IN'—>QT.

U Ha xpajy, nocrojame TepMa L cnenu Ha ocHoBY Uepu-PocepoBe Teopeme 3a omera-

PEAYKIIN]Y KOjy CMO Tope I0Ka3allu.
|

Yepu-Poceposa Teopema 3a GeTa-OMeTa peyKIIMjy FapaHTyje HaM J1a JETHAKOCTH y Agq
MOKEMO JIa ocMaTpaMo Kao jeTHAKOCTH 3aCHOBAaHE Ha jeHO] BpcTU HopManuzaiuje. OBaj
MPOUIMPEHN T0jaM HOpMaliu3allije He IMoYMBa caMO Ha Oera-HopMmanu3ainuju, Beh W Ha
HOpMaJIM3aIM]1 JIOKAJTHO YHCTUX KPY)KHUX TepaMa Koja Ce CaCTOju y CMamemy Opoja Kopaka
y oapehennmM KpykHUM u3padyHaBamuMa. Kao mro cmo Beh Hamomenysnu, ujeja Ha K0joj OHa
MOYMBA jeCTe J1a je Opoj Kopaka upesieBaTaH Kaja je jeIMHA CMUCa0 u3padyHaBama Bpahame y

MOYCTHY TAYKYy.

VY oaespruma KOjI/I Cy nperxoaujiv, BHACIX CMO Ja HCCBOAWBU TCPpMHU MOry Jda

npencrase HeaeduHucaHe BpeIHOCTH (GyHKIMja. MehyTum, MoKyIaiu cMo Ja yKakeMo Ha TO
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KaKo MOJK€ TIOCTOjaTH M BHIIE HauyWHA Ha Koje (QyHKIMja Moke OMTH HeneduHMCaHA, aKo
¢dyKIje cCXBaTUMO MHTEH3HOHAHO. To cxBaTame je y AyXy Jam0/1a pauyHa y KOjeM CMHCa0

TepMa MPEJICTaBIba MPABIIIO KOj& MOKEMO Ja Pa3BOjUMO OJ1 FheTOBOT PAUyHCKOT CaJipKaja.

[TocTraBwin cMO MHUTamke KOja MpaBWia M3padyHaBama Koja MMajy Tpa3aH PadyyHCKU
caapikaj MoxxeMo u3jennauutu? [Ipema kputepujymy Koju HaM Ipyka JamOja-06era padyH,
caMo OHa K0ja c€ HOPMAaJIM3allljOM MOTY JIOBECTH JI0 UCTE CUHTaKCHE (popme, OJJHOCHO Koja
npeacTaBibajy Oera-jenHaku TepMu. OBIE CMO TOKYIIAIH Ja TPEAJIOKHUMO U HEKe HOBE
jemHaKocTH M3Mel)y HeCBOAMBHUX Tepama KOje Ce 3aCHHBajy Ha HOpMaju3anuju oapeheHnx

KpPY)KHUX MpaBuja U3padyyHaBama. Te HOBe jeIHAKOCTH Ha3Balld CMO OMera-jeIHaKOCTUMa.

VY oBOM MOrIaBJby Jaiu cMO oapeheme mojMa anroputMma Kopuctehu ce Gpopmananm
CpeICTBMMa KOje HaM Tpyxka JiaMOma pauyH. lloka3zanwm CMO Kako IMHUTAmkE jeTHAKOCTH
anropuTaMa MOXeMo J1a (GOpMyYNIHIIEMO Kao MUTamkE O JeJHAKOCTU OAroBapajyhux tepama y
naM0Ona pauyHy. Pa3matpanu cMo pasnuuuTe KpuTepujyme jeaHakocTd. Buaenn cmo na ce
JEeIHU y TIPaBOM CMHUCITY PEUH 3dCHUGajy Ha WJeju HopMan3anmje. Ped je o kputepujymuma
jennaxkoctu xoje mpyxa padyH Ag.Ca apyre cTpame, KpPUTEPHjyMH KOjU IIPOMCTHYY W3
jennakoct bemoBuX npBera, Cy camMoO OJIMCKO TOBE3aHM Ca HOpPMAaJHM3aldjoM, alu ce
IPBEHCTBEHO 3aCHHMBAjy HA TOjMY PAauyHCKOT caipxkaja. Jennakoctu nambna tepama y Agq
Hanaze ce Herne usmel)y. Ca jegHe cTpaHe, OHE Cy yreMeJ/beHe Ha HJISjU Ja HOpMau3aluja
HEKOT T€PMa YyBa HeroB cMucao. [1o Tome Cy Bpiio OJIMCKH jeTHAKOCTUMA 3aCHOBAHUM Ha Ag.
Ay, ojam Hopmanu3amje je y Agq Mano npommupen. Hanme, ona He oOyxBara camo Gera-
HOpMalu3alyjy, Beh U HopMalu3alujy Koja je Be3aHa 3a jeJHy Kjacy HECBOJMBHX JaM0ja
Tepama Koje CMO OBJIE HAa3BaJIH JIOKAIHO YUCTHUM KpYICHUM mepmuma. [1o ToMe mTOo ce HeKH
HECBOJIMBH TEPMU KOJU HUCY O€Ta-jeTHaKU MOT'Y U3je€JHAUYUTH, OeTa-oOMera JeTHAaKOCT JOHEKJIe
HaJIMKY]j€ JeJHAKOCTHU Koja ce 3acH1Ba Ha beMoBuM npBetnma. MelyyTum, oH We ce ¥ 3Ha4ajHO
pasiuKyje 1O TOME IUTO JEJHAKOCTH U3Mel)y HeCBOAMBUX Tepama y Agg HHCY

CKCTCH3MOHAJIM30BAHC.
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3akmwyuak

I'maBHM 1IMJB OBOT pana OWO je Ja pa3jaCHUMO Yy Y€MYy C€ CaCTOju WHTEH3WOHAIHU
NPUCTYIl 3HAYCHY, Ja MOKAKEMO KaKO ce Taj MPHUCTYI NPUMEHYje Ha HEKe KOHKpPETHE
npoOJieMe y JIOTUIM ¥ MaTEMATHIIM U KOj€ KOPUCTU TaMO JOHOCH. Y JAPYroM MOTrJIaBiby OaBUIIN
cMo ce mpobaemMoM oapehema mojMa 10Kaza u jeJHAKOCTH JI0Ka3a y OIIITOj TEOPHUjU JoKa3a.
Bunenu cMo 300r yera je y TOj TEOPHjU MHTCH3MOHAIHU MPHUCTYIT HE CaMO KOpPHUCTaH, Beh u

HEONXO0/IaH Ja OMCMOo ce OaBUIIM TTIOMEHYTHUM MTPOOJIEMOM.

Jpyru nnsb oBOTr paja Ouo je Ja Kpo3 WHTEH3MOHAIHM HPUCTYN IOKYIIaMO Jaa
MPY>KUMO jeTHy KapakTepu3alijy MmojMa Koju je Takole o1 BeJTHKe BaXKHOCTH 3a JIOTHKY. Peu
je o mojmy anroputMma. Y Tpehem mornaBspy M3HENM cMO TpobiieM ojapehema anroputMa u
MOKYIIAJIK CMO J1a 00jacHUMO 300r Yera je Taj mpoOseM 3HadajaH. Y OCTaTKy TOT IOIJ1aBJba
NPEACTaBUIM CMO M KPUTHYKU pa3MaTpaiu MOCKOBakHMCOBO ojpeheme anroputma Koje ce
3acHUBA Ha MOjMy pekyp3opa. [ToceOHy cMO nakiky MOCBETHIIN KPUTEPUjyMa jeTHAKOCTH 3a
AITOPUTME KOjU Cy yTEMEJhEHH Ha IMOjMy H30Mop(du3Ma peKyp3opa. 3akJbyduiIH CMO OBO
MOTJIaBJbE ca TUME 12 MOCKOBAKHCOBH KPUTEPH]jyMH j€THAKOCTH aJIrOPUTaMa, HaKO TEOPH]jCKU
MHTEPECAaHTHH M BEPOBATHO BPJO NPAKTHYHO 3HAYajHHM, 3aHEMapyjy HEKE BaKHE

MHTCH3UMOHAJIHEC aCIICKTEC TOI' HOjMa.

VY nornariby 4 W3HENW CMO aHAIM3Y MOjMa aIrOpUTMa Koja ce€ 3aCHHMBAa Ha jambna
pauyny. [IpencraBmin cmo pesyaTare o 1lam6/1a-1e(puHAOMITHOCTH PEKYP3UBHUX (DYyHKIHMja U
NPE/UIOKUIN CXBaTame IMpeMa KOjeM Ce alroputaM KOju M3pauyHaBa HEKY PEKyp3UBHY
(GyHKIM)y MOKE IPEJCTaBUTH OAroBapajyhuM TepMom Koju Ty GyHKIHjy TamOaa-nedunuie.
OBa aHanu3a MojMa ajaropuTama uMma Ty MPEIHOCT IITO MPOoOJeM jeIHAKOCTH alrOpuTaMa
MOJKE J1a CBEJIe Ha MUTame jeIHaKOCTH oAroBapajyhux namb/1a Tepama Koju UX MpeCTaBbajy.
Ha Ttaj HaumH, n006MjaMO KpUTEpUjyM JETHAKOCTH ajropurama KOjU C€ 3acHUBa Ha
HopMmann3anuju. Kao mro cMo BHIETH Ta HOpMalM3alfja je UCTe BPCTe Kao HOpMasu3aluja
J0Ka3a 0 KOjoj CMO TOBOPWJIM y ToriaBby 2. OBa YHI-EHUIIA MOXKE C€ MOCMaTpaTH Kao
apryMeHT Yy TpWIOr OBOM KpPUTEPUjyMy jeIHAKOCTH, MoceOHO umajyhu y Buay OnmcKy

MOBE3aHOCT U3Melhy 1mojMa Jjokas3a v ojMa ajuropurMa.

OcuM TOMEHYTHX, pa3MaTpald CMO U JOII HEKe HWHTEH3MOHAJIHE KpUTEpHjyMe

JETHAKOCTH 3a alTrOpUTME Koje Moxemo (opmynucatu yHyTap jJamOaa padyHa. [IpBu je
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3aCHOBaH Ha jeIHAKOCTH beMoBHX JpBeTa Tepama, a Apyrd Ha OeTa-omera jeHaAKOCTH KOjy

CMO Y OBOM pajy AehUHUCAIIH.

Paznor 360r kojer cMo onabpanu 1ambaa padyH Kao (GOpMalHU OKBHP YHYTap KOjer
MOJKEMO JIa TOBOPUMO O JIITOPUTMUMA MTOTUYE MPBEHCTBEHO M, YNHH CE, MPUPOJIHO U3 UJECje
Ha K0joj ce JaM0/1a pauyH 3aCHHBA, a TO j& CXBaTame MojMa PyHKIM]je Y leHO] uHmeH3uju. Y
OBOM pajly HUCMO HACTOjaJH Jia MOKaKEMO Kako jJaM0/a padyH Mpe/CcTaBba y NPAaKTUIHOM
CMHCITY ONTUMAaJIaH OKBHP 32 M3Yy4aBame allropuTaMa U BUXOBUX CBojcTaBa. OHO HITO CMO
HACTOjaJIM J1a TIOKaXEMO jecTe Jia je Jiam0aa padyH (GopMaaHH OKBHP KOjU MOXKE IMOMOhH
00JpeM pa3yMeBamy MHTCH3MOHAJIHHMX acliekara OBOT IOjMa Kao M MpodJiieMa jeTHAKOCTH

ajiropurama.
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Jonarak

Ogne hemo natu nokas 3a Teopemy 4.7.4.11. Jla 6ucmo To yunHuIH, 1okazaheMo mpBo

HEKOJIMKO MarbHX JIEMa U TBphema.
Tephemwe 1. Axo je tepm (Ax. L)K omera-penekc, cieau aa he To 6utu u repm L.

Jokas. TlpernocraBumo na je (Ax.L)K owmera-penexc. Ilpema neduHumju omera-
penekca (Bumgetu aed. 4.7.3.1.), (Ax. L)K je 3aTBOpeHH HECBOIMBH TepM, ra he To 6utn u L.
IMpema pedunummju 4.7.3.1., (Ax.L)K je u nokanHo uuct KpyxHu tepM. TBpheme 4.7.2.4.
rapanryje Ham 1a he to Ourtu m LY. Jla Gucmo mokasanu na je LY omera-peaekc, Tpeba
nokasaru ja LY, Z () v 1a He TI0CTOj! IpaBy MoATepM B 011 LY, KOjH je JIOKaaHO YHUCT KPYXKHU

TEpM.

Homto (Ax.L)K —g Lk u (Ax.L)K je xpyxuu Tepm, cnequhe na Ly —g (Ax. LK.
[Momro (Ax.L)K # 0, oupma L% # (2, jep ce 2 penykyje jenuno Ha camor cebe. Tpeba jor

caMo MOKa3aTH Jia He MOCTOjU MpaBu MOATEPM B 011 L}, KOju je JOKAIHO YUCT KPYXKHHU TEPM.

I[pernocraBuMo CynpoTHO. Jlakie, MpeTnocTaBuMo aa L} caapu Kao IpaBu MOATEPM

HEKHU TepPM KOjH je JIOKAJIHO YUCT Kpy>kKHHU TepM. HazoBumo ra B.

Beh cmo mokazanm pga je Lk HecBommBo. Ilpema Ttome, L% je oOnuka
Axq X (Ax.Mg)M; ... M,3a n > 0,m > 1. Tlomro je (Ax.L)K kpyxHH TepM mpema
npeTnocTaBuy, cienu fa Ly —g (Ax. L)K. To umnnunupa ga Ly He MO3Ke Jla TOUHbe TamMb/1a

arictpakijom, oyayhu na He mounme Hu (Ax.L)K Ha xora ce LY penykyje. Jlakie Ly =

(Ax. M)M; ... My,

IMpermoctaBumo Ja L} caapiku Kao MpaBH MOATEPM HEKH 3aTBOPEHH, HECBOIMBH TEPM
KOJH j€ Yj€IHO U JIOKAJTHO YKCT KpykHH TepM. HazoBumo ra B. Jlako je Bunetu na B He Mmoxe
na Oyzae nmoaTepm HujenHor og My, My, ..., M,,. Haume, ¢ 063upom 1a je B HecBoAMB TepM, OH
caapxku 6era-penekc. Ako je B moarepm Hekor og My, My, ..., M,,, oH/1a ce Taj peaeKc Hajla3u
y L%. MehyrtumMm, y L} Beh umamo jenan pezekc, a 1o je (Ax. My)M;. Ilpema tBphemy 4.7.3.2.,
MOpPaMO HMMaTH Ta4yHO jelaH PeIeKC y CBAaKOM TepMy Ha Koju ce omera-pemekc (Ax.L)K
penykyje. ITa, MoxeMo J1a 3aKbyInMO Kako je penekc (Ax. My)M, jenunu penexc y LY v oH je

yjenHo u penekc w3 B. Jlpyrum peumma, B = (Ax.My)M; .. M;,3am >1>1,a Ly =
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(Ax.My)M; .. MM} 1 ... My ,3al+k =m, onnocuo L} = BM;,q ... My, TO€ je cBaKo

My, My, ..., M,,, y HOpMaHO] opmu.

[Tomro je B mnpema MNpeTHOCTaBUM KPYKHH TEPM KOjU He TIOYMEbe JamoOna
arCTPaKIINjOM, OH C€ HE MOXKE CBOJUTH Ha TEPM KOjH MOUYUHbE JaMO/1a arncrpakiujom. Hanme,
ako B —g Ay. P, ouna Ay.P —g B, jep je B xpyxnu tepMm. Mehyrum, T0 3Hauu na B mopa

outu obnuka Ay. 0, Tako na P —g O, mto npotuspeun Tome 1a B = (Ax. Mo)M; ... M.

[Tomro ce B He cBOIU Ha TEPM KOjH MOYHELE JTaM0OJla ariCTPaKIIMjOM, OHJIA j€ CBaKU

Tepm O TakaB na Ly = BM;yq ... My, —p O, obmuxa B'M;q ... My, B —g B'. 13 Tora
cenu na je u (Ax. L)K obmuka B'My,q ... My, jep Ly —g (Ax.L)K. Mehyrum, na 6u BaxuIio
(Ax.L)K =B'M;;; ... M}, ouna | = 1,k = 0 u nakne, (Ax.L)K = B'. U3 Tora cieau na

% = B, mro npoTuBpeYn npeTnocTaBuy aa je B npasu noarepm ox L.

Haxne, L He campxu B kao mpaBu moarepM. Ilokasaam CMO Jia OH TIPeICTaBiba
3aTBOpPEHH HECBOJIMBHU TepM uuju he rpad penykuuje outu jeqHak rpady peaykuuje ox A, u

pasimKyje ce ox {2, ma ciueau aa LY cam mpejcTaBiba oMera-pezexc.
[
Kopucrtehu ce TBphemem 1 unju cmo goka3 aanu, qokazahemMo HapeaHy Jemy.

Heka na N —g<; T 3Hauum jna ce tepm ja ce repm N Gera-penykyje Ha Tepm na Ty

JEIHOM KOpaKy WIN Mame.

Jema 1. Axo M —q; N u M — gy N', onna nocroju nambna tepm T Takas na

N —p; TuN —qT.

[oxkas. TIpema npetnoctaBiu M — gy N',ma M = C[(Ax.L)K],a N’ = C[Lk]. Tepm
(Ax.L)K hemo nasBatu Gera-penekcom ox M. Takohe M —qg; N, ma M = C'[A], tae je A
omera-peniekc, a N' = C'[2]. Tepm A hemo HazBatu omera-penexcoMm o M. Y oxHOCy Ha TO

rae ce (Ax.L)K u A nanaze y M paznukoBahemo 4 ciydaja.
Cayuaj 1: A je monrepm of L.

Jaxie, umamo 1a M = C[(Ax.L[A])K], a N’ = C[(L[A])%]. Takohe umamo na N =
C[(Ax.L[2DK]. Tepm T taxaB na N —p<; T u N' — o ToHna MoxkeMo Ja nepuHMIIEMO Ha

cnefehu maumn. T = C[(L[R])k]. Oumrnenno je ma N —g; T. IlomTo je A mpema
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MIPETIIOCTABIM 3aTBOPEH TE€PM (CBH OMEra-peiekKCH Cy), OHJa MOKEMO Ja 3aKJbyUHMO U Jia

NI ) T.
Cnyuaj 2: A je noarepm on K.

Hakne, umamo 1a M = C[(Ax.L)K[A]], a N’ = C[L’,C([A]]. Takohe umamo ma N =
C[(Ax.L)K[2]]. Tepm T takaB N —g<; T u N' — o T oHna MoxkeMo Jia nepuHAIIEMO HA
cienehu waunu T = C [L’f(m]]. Ouurnenno je ma N —py T. Mehyrtum, HEe crienu na
N'— o, T, jep ce cnobomHa NpoMeH/bMBA X y L MOXKe jaBjbaTh BHIIe mmyTa. Mmak, jako
MoxkeMo Tokaszatu 1a N' — o T y n kopaka, rje je n 0poj jaBjbarba ci10001HE IPOMEHIBHBE

xylL.
Cnyuaj 3: Bera-penexc (Ax. L)K u omera-penekc A ce y M jaBibajy AHCjyHKTHO.

Tepm M je obnuka C [A] [(Ax. L)K] wiu obnuka C [(Ax. L)K] [A], rae je C Gunapan
koutekct. IIpernocraBumo na je tepm M ob6nuka C [A] [(Ax.L)K]. Tepm N' he onpa Gutu
oomuka C [A] [L%],aN = C [Q2] [(Ax.L)K] (Bunetu tBpheme 4.7.4.5.). Tepm T oH1a MOKEMO
na nepunumiemo Ha ciepehun waumna T = C [Q2] [L%]. Ha ocHoBy TBphema 4.7.4.5. u

neduHUIM]a oMera u 6era-peaykiuje J1ako ce Buau ga N —py TuN "— T

Cnyuaj 4: Bera-penexc (Ax. L)K jecre yjemno u omera-penexc A.

V tom ciayuajy M = C[(Ax.L)K], N = C [2],aN’ = C[L¥]. Tepm T xoju Tpaxumo
je ouna repm N, onnocro T = C [2]. Ounrnenno je na N —g<q T, jep ce cBaku Tepm Oera-
penykyje cam Ha cede y 0 kopaka (rpema aedununuju 6era-peaykiuje). Ha ocHoBy TBphema

1 xKoje cMO JoKa3aiuu W3HaM, ciieau aa he L} OuTm oMera-penekc, ¢ 003MpoM Ja je TO TepM

(Ax.L)K. Onpna je naxo Bugeru qa umamo N’ = C[L%] — o T = C [2].
|

OBoMm 1eMoM hemo ce CIIYKUTH a JOKaKE€MO HApCIHO TBpljeH:e KOje CMO Ha3BaJIk

snemoM 2. OHO riacu:

Jema 2. Axo M —q, N u M — gy N’, onna nocroju nam6aa tepm T TakaB ja

N —p TuN —qT.

JMoka3. OBy nemy hemo mokaszatu MHAYKIHjoM 10 n. ba3za oBe mHAyKIHje cienu U3

neme 1 I(O]y CMO J10Ka3aJiu rope. Cana hemo A0Ka3aTh UHAYKTHUBHHU KOpPaAK. HpeTHOCTaBI/IhCMO
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Jla UMIUIMKAllMja BakKl 3a OMera peayKIMjy AyXKHHE M, a Joka3zaheMo Ja Baku 3a oMmera

penykuujy nyxune n + 1.

Hexa M —gq,u1 NuM — p, N'. Cienn na nocroju tepm O TakaB na M —gq, O u
0 —gq; N.lIpema UHIYKTUBHO] XUIIOTE3H, TOCTOju TepM P TakaB ia O —g<y Pu N "— P
Hakne, 0 —q; N u 0 —g<; P. Paznmukosahemo nBa ciyyaja, npsu rae O —pgq P u npyru
rae O = P. [lpernocrasumo na O —gq P. [lpema nemu 1 cnenu 1a mocroju Tepm () Takas 1a
N —g<; Qu P — o Q. Ilomro N' — oP, cienu na N' — Q. Haxne, tepm Q je name T

KOje cMO Tpakuiind. Ako nipernoctaBumo O = P, oHja je Haime T Koje cMO Tpakuiid Tepm N.
|

Jema 3. Ako M —-qg, Nu M — Bk N’, onga mocroju nam6aa tepm T TakaB Ja

N—>GSkTI/IN’—)QT.

Joka3. OBy nemy hemo pnokazatm uHayknujom mno k. basy muaykuuje cmo Beh
nokaszanu najyhu nokas peme 2. Caga hemo qoka3atu HHAYKTUBHU Kopak. IIpernocraBuhemo

Ja MMIUIMKaUja Baku 3a Oera-penykuujy AyxkuHe k, a nokasahemo na Baxku 3a omera

penykuujy ayxuse k + 1.

Hexa M —q, NuM — gy q N'. Cnenu na nocroju tepm S takaB 1a M —pgy S u
S —py N'. [Ipema MHIYKTUBHO] XHIIOTE3H, NOCTOjU TepM P TakaB 1a N —g<x PuS — g P.
Hakne, § —q P u § —g; N'. Ha ocHOBy neme 2 cneam 1a moctoju Tepm ( Takas Jia
N —q Q u P —g< Q. Tlomro N —gx Pu P —p<q Q crienn ia N —pciqq Q. Iomro

umamo 1 N' —q Q MOXeMo J1a 3aKJbydyuMo Kako je Q TepMm T Koju cMO TpaxkuiIu.
|
Cana moxemo joul jeqHoM jaa ¢popmynumemo Teopemy 4.7.4.11. Ona rnacu:

Teopema 4.7.4.11. AkoM —q NuM — g N’, onna nocroju nam6ia tepm T Takas

ma N —gTuN —qoT.
Jloka3 oBe TeopeMe ciieIld TUPEKTHO U3 JieMe 3.
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BUOT'PADOUJA:

Karapuna Makcumosuh je pohena 1991. ronune y beorpany. 3aBpmuna je aesety beorpaucky
rumHa3ujy 2010. u ucte roaune je ynucana cryauje punozoduje Ha GunozodpckoM dakynrery y
Beorpany. OcnoBHe ctyauje je 3aBprrmia 2014. rongune ca mpocedHoM orieHoM 9,98 u orenom 10

Ha JUIUIOMCKOM HCcUTY. buia je n3abpana 3a HajOoJber CTyIeHTa TeHepalnje Ha GuIo30¢uju.

Macrep cryauje ¢unozoduje je ynucana ogmMax Mo 3aBpIIEHUM OCHOBHHUM CTyaujama. Macrep
Te3y U3 00JacTH JIOTHKE U PriI030¢uje MaTeMaTHKE IHcaja je Ha TeMY ,, Y TOTpeOe MaTeMaTHIKOT
jesuka‘““ u omOpaHmIIa je ca HajBuIIoM onieHoM. Ha ocHOBY MacTep Te3e objaBsbeH je pax Uses of
the language of mathematics y mehyynapoarom gacomucy Theoria (2015) koje u3naje @unozodeku

WHCTUTYT Y HUBEp3uTeTa y beorpany.

Jloktopcke crynuje ¢punosoduje ynucana je Ha Guinozodpckom Pakynrery y beorpany mkomncke
2015/2016. rogune. 300r HAPOUYUTOT UHTEPECOBAA 3a JIOTUKY U (pu030(pujy MaTeMaTHKe Koje
je TmokKaszalia y TOKYy CTyAHja, TeMy IOKTOpaTa je MPHPOJHO IMOCBETHJIA MPOOJIEMHUMa M3 THX
obmactu. Tema koja HocH HacioB ,,JIHTEH3MOHATHOCT W TOjaM aNroOpuUTMa‘ MHCAHA je MOJ
MeHTOopcTBOM JIp Muioma Aynha. Heku pesynraTu ucTpaxuBama IpUKa3aHH y Te3U 00jaBJbeHH
cy y obnuKy Hay4dHOT paja moj HaciaoBoM Facets of Intensionality y wacomucy Arhe (2021) koju

u3naje Yausepsurer y Hosom Cany.

On 2018. rogune, Karapuna MakcumoBuh je 3anocinena Ha @uno3odcekom dakynrery y beorpany
Kao HCTpa)kuBau-capagHuk Ha MHcTUTy 32 puno3zodujy. AHraxkoBaHa je Ha IpojekTy JAnHaMuuku
CUCTEMHU y MPUPOJU U JIPYUITBY I/I€ C€ MPETEXKHO OaBmiIa MpoOiIeMHMa y BE3U Ca 3HAUCHEM Y
JOTHIIM Kao M EMIHPHJCKUM M TEOPHJCKMM MCTpaXKUBambUMa IpobiieMa JeTyKTUBHOT
3aKJbY4HBamka Ka0 KOTHUTHUBHOT Iporeca. Hekn o1 TeopHjcKUX acmekara TUX HCTPaKUBamba

o0jaBibenn cy y pagy Growing into deduction y waconucy Theoria (2020).



[Tpusor 1

U3jaBa 0 ayTOpCTBY

HMe v nipe3suMe ayTopa

bpoj nHaekca

H3jaB/byjeMm

Jla je IOKTOpPCKA AvcepTallyja Mo/ HacJI0BOM

* pe3yJITaT CONCTBEHOT UCTPAXXKUBAUKOT pPasia;
e 1a AMCepTalMja y LieJIMHU HU Y [leJIOBMMa HUje OUJia Mpe/lJIo’KeHa 3a CTUIIAbe
JIpyre AUIJIOMe MpeMa CTYAUjCKUM IporpaMuMa JpyTruxX BUCOKOIIKOJICKUX
YCTaHOBA;

e 1a Cy pe3yJITaTH KOPEKTHO HaBeJleHU U

e /1a HMCAM KpLIKO/Ja ayTOpCKa MpaBa U KOPUCTUO/J1a UHTeJeKTYaJlHy CBOjUHY
JIpyTUX JIMLIA.

IloTnuc ayTopa

Y Beorpany,




[Ipusor 2

H3jaBa 0 ICTOBETHOCTH LITAMINAHE U €JIEKTPOHCKE Bep3Hje JOKTOPCKOT
paja

HMe v nipe3suMe ayTopa

bpoj nHaekca

CTyaujcky mporpam

HacnoB paga

MenTOp

MsjaBbyjeM fa je mTaMmMIlaHa Bep3Huja MOI JOKTOPCKOI paZla UCTOBETHA eJIEKTPOHCKO)]
Bep3UjU KOjy caM Ipejao/ja pajd NoxXpamHBawa y /IMTMTA/IHOM Ppeno3uTOpHjyMy
Yuusep3surterta y beorpaay.

Jlo3BoJ/baBaM Jla ce o6jaBe MOjU JIMYHH IOJIalld Be3aHM 3a J00Hjabe aKaJleMCKOT Ha3uBa
JIOKTOpa HayKa, Kao IITO Cy UMe U Ipe3ruMe, F'oZIMHa U MecTo pohera U JaTyM oi6paHe paja.

IloTnuc ayTopa

Y Beorpany,




[Ipusior 3

H3jaBa o kopumhemy

OnamhyjeMm YHuBep3uTeTcKy 6ubsnoTeky ,CBeTosap MapkoBuh“ ga y /Jurutannu
peno3uTopujyM YHuUBep3uTeTa y beorpaay yHece MOjy LOKTOPCKY JAUCepTaLUjy IOZ

HaCJIOBOM:

KOja je Moje ayTOPCKO JeJio.

JlucepTalyjy ca CBUM IpUJI03UMa pesiao/ja caM y eJIeKTPOHCKOM ¢popmMaTy MoroZHoM 3a

TPajHO apXUBUpabE.

Mojy AOKTOPCKY AMcepTalUjy noXpamweHy y JUruTaJHOM peno3uToOpUjyMy YHHUBEp3UTETA
y beorpasgy u [oCTynHYy y OTBOPEHOM IPHUCTYIy MOTY Ja KOPUCTE CBU KOjU MOLITYjY
oApenbe cajipxkaHe y ojjabpaHoM Tumny JuleHle KpeatuBHe 3ajeaHuiie (Creative Commons)

3a KOjy caM ce ofi/Iy4yuro/na.

1. Aytopctgo (CC BY)
2. AytopctBo - HekoMepI1iyjasaHo (CC BY-NC)
3. AyTopcTBo - HeKoMep1ujasiHo — 6e3 npepajia (CC BY-NC-ND)
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLHjaTHO — AeJUTU oA uctuM ycaosuma (CC BY-NC-SA)
5. AytopcTBo - 6e3 npepazga (CC BY-ND)
6. AyTopcTBO - AeauTu noj uctum yciaosuma (CC BY-SA)
(MosaMMo [1a 320KpYKUTE CaMo je/HY O/, LIeCT NOHYHeHHUX JIMLEHIIU.
KpaTak onuc JiulleH1IU je cacTaBHU /le0 OBE U3jaBe).
IloTiuc ayTopa

Y Beorpany,




1. AytopcTtBo. /lo3Bo/baBaTe YMHOXKaBakbe, AUCTPUOYLIUjY U jaBHO CaoMllITaBawe Jesa, U
npepajie, ako ce HaBeJle UMe ayTopa Ha HauuH ozpeheH o cTpaHe ayTopa WM JlaBaola
JIMLEHIIE, YaK U Y KoMep1yjaaHe cBpxe. OBo je Hajc10604HUja 0/ CBUX JIMLEHIH.

2. AyTOpCcTBO - HEeKoMepuujaaHo. /lo3Bo/baBaTe YMHOXaBake, AUCTPUOYLIUjY U jaBHO
caollITaBame Jles1a, U IIpepajie, ako ce HaBeJe MMe ayTopa Ha Ha4MH oJZipeheH oJ cTpaHe
ayTopa uJiM AaBaola JuleHLe. OBa JMIeHIa He [03B0/baBa KOMepIYja/iHy YIIOTpeby Aea.
3. AyTOpCcTBO - HeKOMepLHjaJHO - O0e3 mnpepaja. /[lo3Bo/baBaTe YMHOKaBame,
JUCTPUOYLHjY U jaBHO CaoNlITaBamwe Jesa, 6e3 NpoMeHa, Ipeob/IMKOBawkba UK ynoTpebe
JleJla y CBOM /Jiesly, aKO Ce HaBeJle MMe ayTopa Ha Ha4yuH oApeheH of cTpaHe ayTopa WU
JlaBaoua sinneHle. OBa JiMIeHI|a He [J03B0/baBa KOMepLMjalHy yIOTpeOy AeJa. Y oAHOCY Ha
CBe OCTaJle JIMIeHIle, OBOM JIMIEHIOM Ce OorpaHHU4YaBa HajBehu o6buM npaBa kKopulnhewa
Jesa.

4. AyTOpCTBO - HEKOMepLHja/JHO - AeJIMTH I0J MUCTUM ycJaoBuMa. /lo3Bo/baBaTe
YMHOXaBake, JUCTPUOYLHjy U jaBHO CaolUITaBamwe Jiesa, U npepajie, ako ce HaBeJie UMe
ayTopa Ha HauMH oJpebeH oJ cTpaHe ayTopa WJM JaBaolia JIMLEHIe U aKo ce npepaja
JUCTpUOyrMpa MOJ HCTOM WM CJAUYHOM JuLeHUoM. OBa JiMIleHIIa He [Jl03BOJbaBa
KOMepLHjaJHy ynoTpeoy AeJia v npepaja.

5. AytopctBo - 6Ge3 mpepaja. /lo3Bo/baBaTe yMHOXKaBakbe, JUCTPUOYIU)Y U jaBHO
caoniITaBame Jea, 6e3 NpoMeHa, IpeobJIMKOBamha UM ynoTpebe Jjesia y CBOM Jlesly, aKo ce
HaBeJle UMe ayTopa Ha HauuH ojpeheH oJ cTpaHe ayTopa W/W JaBaoua JjuuleHne. OBa
JIML|eH1la 103B0/baBa KOMepIHjalHy YIOTpPeOy Aea.

6. AyTOpCTBO - J€e/JIUTH MO, UICTUM yCJI0BUMA. /[03Bo/baBaTe YMHOXKABAkbE,
JUCTPUOYIHjY U jABHO CaoTIITaBambe JieJia, ¥ Ipepa/jie, ako ce HaBeJle MMe ayTopa Ha
Ha4YMH oJipeheH o/ CTpaHe ayTopa WJIM [1aBaola JUIEHIe U aKo ce Ipepaja AUCTpUbyupa
O/, UCTOM WJIM CJIMYHOM JiniieHIIoM. OBa JIMIleHIIa 103B0/baBa KOMEPIIUjaJIHy yIoTpeby
Jlesia v ipepajia. CinvHa je codTBEPCKUM JIMIEHIIAMa, OJTHOCHO JIMIleHIlaMa OTBOPEHOT
KoJia



