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HacaoB aucepraruje: I[losmmnomujaina enrponuja 3a MopcoBe rpajiujeHTHE CUCTEME U JIO-
TUCTUYKO MPEC/INKABAHE

Pe3sume: VYV 0Boj Te3u je mpuKazaH MeTOJ, 3a MU3padyHaBaIbE IMOJUHOMUjAJTHE E€HTPOIN]je
TOIOJIONIKOT JIMHAMUYKOI CHCTeMa KOju MMa KOHa4daH Opoj HemxyTajyhmx tadaka. YBeje-
HO je CIIeIUjajHO KOJUparbe KOje je MpuIaroheHo OBakKBUM CHCTEMUMA. 3aXBaJbyjyhu OBOM
KOJ/IUPAby MOJUHOMUjaJIHA €HTPOIja Ce MOXKe OrpaHnuduTu OpojeM creruduanux Melycoo-
HO CUHTYJApPHUX Tav9aKa y 3aTBOPEIbUMA CTAOMITHUX MHOTOCTPYKOCTHU HEJyTajyhux Tadaka.
Barum je oBaj MeTo mpuMermeH Ha Mopcose rpajmjentae cucreme. [lokasamo je ma je mosu-
HOMWUjasHA eHTponuja MopcoBor rpajujeHTHOr cucreMa orpanudena ca n (F)—1, rue je n (F)
6poj paznuuntux MopcoBux nniekca kpurudnnx tadaka Mopcose dyuknuje F'. 3a Mopco-
Be I'Da/IMjeHTHE CHCTeMe Ha MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3Uje 1 KOjU UMajy KPUTUYHE TadYKe CaMO
maaekca 0 m n JokazaHo je jJa je MoJWHOMHjaJHa €HTPOInja jeHaka 1, a 3a cucreMe Koju
uMajy MHIEKce KpUTHIHUX Tadaka 0, n/2 U n J0Ka3aHOo je Ja je MOJMHOMUjAHA eHTPOIN]ja,
jennaka 2. HM3padyHaTa je W MOJMHOMUjaJIHA €HTPOIHUja 3a PA3JIUIUTE BPEIHOCTU Iapame-
Tpa KOJ, JIOTUCTUYKOT IPECINKABabha, U IIOKA3aHO J& TOJMHOMUjAIHA €HTPOINja PA3JIUKY]je
CUCTEeMe HUCKE KOMILIEKCHOCTU Ca JIPACTUYIHO PABIUIUTUM TOHAIIAHEM, KOje TOIOJIONIKA €H-
Tponuja He pazukyje. /lar je u mpumep xoMeoMopdru3Ma KOMIAKTHOT ITOBE3aHOT METPUYIKOT
IPOCTOpa KOjU HUje eKBUHENPEKUIAH, a MOJMHOMUjaJTHA €HTPOINja ce aHyJIIpa.

Kiyune peun: /lunamMuyku cucTeMu, TMOJUHOMUjaJIHA €HTponuja, MopcoBu rpajujeHTHI
CUCTEMU, JIOTUCTUYIKO ITPECIHTKABAIHE.
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Dissertation title: Polynomial entropy for Morse gradient systems and logistic map

Abstract: This thesis presents a method for calculating the polynomial entropy of the topolog-
ical dynamic system with finitely many non-wandering points. A special coding is adapted for
such systems. Thanks to this coding the polynomial entropy can be bounded by the number
of specific mutually singular points in the closures of stable manifolds of non-wandering points.
This method was applied to Morse gradient systems. It is shown that the polynomial entropy
of the Morse gradient system is bounded by n(F') — 1, where n(F') is the number of different
Morse indices of critical points of the Morse function F. If Morse gradient systems on mani-
folds of dimension n has only critical points of indices 0 and n, it is proved that the polynomial
entropy is equal to 1, and if the system has critical points of indices 0, n/2 and n, it is proved
that polynomial entropy is equal to 2. The polynomial entropy for different parameter values
in logistic map has also been calculated, and it has been shown that the polynomial entropy
distinguishes the systems of low complexity with drastically different behaviours, which cannot
be distinguished by the topological entropy. The example of the homeomorphism of the con-
nected compact metric space that is not equicontinuous and with vanishing polynomial entropy
is also given.
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YBOI

[Ipoy4yaBame KOMILIEKCHOCTH TOMOJIONTKUX JTUHAMUYIKUX CUCTEMA je jeJHa OJT IEHTPATHUX
Tema oBe obsiactu Beh Buie o moJia Beka. PasimkoBame MoHAIAmA TUHAMUYKAX CHCTEMA
U hUXOBA KBAJUTATUBHA aHAJIN3A je BaXKHA KAKO y TEOPUjCKOM PaJLy Tako u npumeHama. Ca
nu/beM KjacudukoBama cucTeMa yBeleHe cy OpojHHU IojMoBu. Teopuja xaoca ce pa3Buja
y 3acebHy 00J1acT KOja je JoCTa aKTyesjaHa W 3aHUMJbUBA. JeJaHa OJI KJIACHYHUX BEJIMYUHA
KOja perucrpyje HeypeheHOCT cucTeMa je W TOIOJIONIKA €HTPOInja. 3a pas3ymKy oj Behumme
JIPYTUX KapaKTepU3allija TOMOJIONIKA eHTPOINja je KBAHTUTATUBHA BEJIUYNHA U MOXKe JT00pO
Pa3JIMKOBATU CUCTEME BUCOKe KOMILIeKcHOCTH. MozkeMo pehu ja oma mepu Opoj CyIITHH-
CKH Pa3JIMYUTHX OpOUTA ca €KCHOHEHIIMjaJIHUM pacToM. lloBe3aHOCT TOIOJIONIKE €HTPONUje
ca JPYyTUM TOIOJIOIIKAM OCOOMHaMa JIMHAMUYKOL CUCTEMa je J100po mpoydeHa. llokaszasio ce
JIa, TOIIOJIONITKA €HTPOIMja MMa 3Ha4YajHe Jiele OCOOMHE Kao IIITO je Ha IMPUMED BapujarlnoHu
IIPUHIIAIT KOjU je TOBe3yje ca MPOCTOPUMAa Ca MEPOM U €projudkoM TeopujoMm. Takohe ms-
padyHaTa je BPEIHOCT TOIOJIONIKE eHTPOIINje PA3HUX CUCTEMAa M PA3BUjEeHU CY AJTOPUTMHU 3a
IbEHY IIPOIEHY Yy CJIydajeBUMa Kajla TadyHO W3padyHaBarhe Huje Moryhe. Mmak rTomosomka
EeHTpOoIrja, Kao n BehuHa Apyrux Mepa XaoTUIHOCTHU, HEe PA3JIUKYje CUCTeMe HUCKE KOMILIEK-
cuoctu. Hajbo/pu mpumep cy MOXKJIa XapMOHHUJCKU W HEXAPMOHUjCKU OCIAIATOP, KOJU CYy
OYUIJIETHO 3HAYAJHO PA3JIMYUTH, & TOMOJIONIKA eHTPONuja ce Ha muMa anyiaupa. Wnak, cu-
CTeMU HUCKE KOMIIJIEKCHOCTH Cy 3HAYAJHU U MPUCYTHU KAKO y TEOPUjCKOj MATEMATHUIIA TAKO
u y npuMmenama. Ca nu/beM pa3/iMKOBamba TaKBUX CUCTEMa IIPe JECETaK T'OJINHA je YBeIeHa
ITOJIMHOMU]jaJIHA, €HTPOIINja, Koja ce IPUPOIHO MOjaBUIa y UCTpaKuBambuma. Mogudukaru-
joM nebuHUIMjEe TOTOJIONIKE EHTPOIINje YBE/IEHA je OBa BEJIMYNHA KOja MEePHU MOJTUHOMU)AJTHA
pacT 6poja CYymITUHCKU PAa3IUIATUX OPOUTA, YMECTO €KCIOHEHIMjaJIHOT pacTa Kao IITO je TO
Omo cirydaj y TOIOJIOMKOj eHTponuju. OBaKo yBe/leHA BEJIMYMHA Ce TOKa3aJia KAo KOPUCHA
3a paz3/IMKOBambe JUHAMUYKHX CHCTEeMa KOJI KOJUX je TOIOJIONIKA eHTponuja Hysna. Pazyme-
Bam€ MOJMHOMUjaJIHE eHTPOIIje 3a CaJla HUje BEJIUKO, 00jaB/beH je MaJiu Opoj pajoBa O 0]
U UCTpazKWBarma Cy joir Ha rmodeTky. l[lomnomwujaana enTponuja je m3padyHaTa 3a peja-
TUBHO MaJii OpOj HETPUBHUjAJHUX CHCTeMa. lakohe, MHOre HeHe OCOOMHE HUCY jOI YBEK
J106po mpoydene. MepemeM MOTMHOMUJAJIAHOT PACTa CYHITUHCKHU PA3JIMYUTHX OpOUTa, yMe-
CTO €KCIIOHEHIIMjaJIHOT pacTa, youeHe cy OUTHe pasjuke. JejiHa O Haj3HAYajHUjUX je Ta IITO
je TOTOJIOITKA eHTPOInja CaJipyKaHa y HeJayTajyheM ey JAMHAMUYKOD CHCTeMa U JIyTajyhu
Jeo cucrema 3anemapyje. llomuaomujasina eHTpomnmja je 6amn HacynpoT qo0po mnpuiarohena
JgyTajyhoj muuamuiiu u Beh camMo 1mocrojame JiyTajyhe Taduke TOBOPH Jia MOJUHOMUjAIHA, €H-
Tponuja Huje Mama of 1. ¥ syrajyhoj AuHAMUIIM je YBEJIEHO CIENUMUIHO KOJUPAhe KOje
CMO MU TPWJIATOJMJIA JIMHAMUYIKOM CHUCTEMY Ca KOHAYHO MHOTO HesayTajyhux tadaka. OBo
CMO MCKOPUCTHUJIA KAKO OMCMO M3padyHaIN OJTUHOMUJAJIHY €HTPOIH]Y 38 3HAYAjHE ITPUMeEPE:
Mopcose rpajimjeHTHE CUCTEME U JIOTUCTUYKO TTPECTUKABAIHE.

Y I'maBu 1 cy matm OCHOBHU TOJMOBHU KOjU Cy HaM Omyin HeomxonHu 3a paj. ledbwunucanm
Cy OCHOBHH TIOJMOBH TOIIOJIOIIKE JUHAMHUKE. O3aTUM je JIaT MPUKA3 TOIOJIOINIKE eHTPOIHje



VBOJI

" OCHOBHHX ocoOmHa Koje cy HaMm Owmie neomxonne. Cienm neduHUCAbE TOJUHOMUjATHE
eHTpOIHje W Mperjes JI0 cajia Mo3HaTnxX pesyiararta. Jlamm cmo m Kparak ommc MopcoBux
IPaJINjeHTHUX CUCTEMa W JIOTUCTUYKOI IIPECJIMKaBamba. Y OBOj IVIaBH HEMa OPUTMHAJJIHUX
pesyarara, ceM y 1.5 re je O3HATO KOJUPAIbe 3a CHUCTEME Ca jeJHOM HejayTajyhoMm Tadkom
npumiaroheHo cucreMuMa ca KOHAYHO MHOI'O HeJyTajyhmx Tadaka W y KOM Cy ODjallrtbeHe
KapaKTEepUCTUKE OBOT' Kojupama. [lokazaHo je ja je moJmHOMEjaIHa €HTPOIja OrPaHUYeHA
opojeM crieruuIHIX MehyCOOHO CHHTYJIADHUX CKYIOBa KOjHU ce MOry Hahu y 3aTBOperby
MHBAPUjAHTHUX IMTOJCKYTIOBA.

I'imaBa 2 monocm opurmnasne pesyiarare. Kommpame cucremMa ca KOHAYHO MHOT'O HEJIyTa-
jyhmx tauaka npumemeno je Ha Mopcose rpajujentne cucrteme. Hamme Koy oBuUX cucrema
cy HenyTajyhe Tadyke 3anmpaBo Kputudne Tauke MopcoBe dyHKIIFje 1 UMa UX KOHAYHO MHOTO,
ma je oBa mpumeHa omnpapiana. llomohy ommca rpaHmIle MOIYJICKHX TPOCTOPA MOKA3aHO je
J1a je TOJIMHOMHUjaJIHa €HTPOoIja HeraTuBHOrI MopcoBOr rpa/mjeHTHOr cucTeMa OI'paHUYeHa
can(F)—1, rae je n(F) 6poj pazmuuantux MopcoBux mHIEKCa KpUTHIHEX Tadaka Mopcose
dyukiuje F. Crenujasno, 3a Mopcose rpajiujenTHe cucTeMe Ha MHOTOCTPYKOCTHU JTUMEH3H]e
N KOjJU UMajy KPpUTUYIHE TadKe camo nHeKca (0 u n JI0Ka3aHo je Jla MOJTNHOMUjAJTHA eHTPOIN]ja
jemHaka 1, a 3a cucreme Koju uMajy MHJEKce KpuTUIHUX Tadaka 0, n/2 u n jg0Ka3aHo je jia je
TMOJTMHOMUjaJTHa eHTponuja 2. VI3 mpeTxo1HOT je n3Be/ieH 3aK/bydak 3a MopcoBe rpajimjeHTHE
cUCTeMe Ha MOBPIIM Ja je NMOJMHOMHjaJHa eHTponuja 1 y ciaydajy Kajia HEMajy KPUTUUHY
Ta4uKy MHJAEKCA 1, OJTHOCHO 2 KaJla MOCTOjU KPUTUYHA TadKa YWju je mHAeKC 1.

Y I'nmaBu 3 je pazmarpana MOJUHOMUjAJIHA €HTPOIIHNja JIOTUCTUYKOL IIPECTUKABAbA Y 3a-
BUCHOCTHU O] TIapaMeTpa. 3a BPEIHOCTH MTapaMeTpa 3a Koje je JIOTMCTUYKO IIPeCTUKABAbe
XaOTUYIHO TTOJIMHOMUjaJIHA €HTpoIrja je beckoHadHa. MehyTum y mesy rie cucTeM HHUje Xao-
THYAH JI00MjeH je HOB Pe3y/ITaT. 3a BPEJIHOCTHU IapaMeTpa Koje Hucy Behe oj1 1 gobujeno je mia
je oJIMHOMU]jaJTHA €eHTPOINja jeIHaKa HYJIH, a 3a BPeIHOCTH IapamMerpa Koje cy Behe om 1 a
U JlaJb€ Ce HAJIA3UMO y HEXaOTUIHO] 00JIaCTH M3PadyHAaTo je Jia je IMOJJMHOMU]jaTHA, eHTPOIIN]ja
jemnaka 1. OBe maBe 00J1ACTH BPEIHOCTH MapaMeTpa MMajy MOTIIYHO Pa3/IMIUTO aCUMIITOTCKO
nonammame. Haume, 3a BpegnocTn nmapamerpa kKoje Hucy Behe o 1 cucteM KoJancupa y Tad-
Ky, a 3a BPeJIHOCTHU IapaMerpa Behe o1 1 cucrteM mMa HETPUBHjAJIaH UHBAPUjaHTAH CKYII, &
[IOHAINAHE je JIOCTA MPABUJIHO, TIOCTOjU MEPUOJINYHA OPOUTA Ka KOjOj KOHBEPTHUpajy opoOute
CBHUX TadakKa ceM KOHAIHO MHOro. OBHM je joIr jeHOM OIpaBIaHO YBODEHme IMOJIMHOMU]ATHE
enTponuje. JIOrucTuYKo mpec/imKaBame Ce YecTO Ha3WBa, W IOIYJIAIMOHA jeITHAaYUHA U UMa
JIocTa TIpUMeHa y JPYyruM Haykama, perumo omosnoruju. Moxke ma ce odekyje Jia HAIIM pe-
3yJITaTA MOTM UMATH IPUMEHY Yy MPAKTHYHUM HaykKama. Hanme, mporeHoM MOJIMHOMUjaTHE
EHTPOINje MOTJIa Ou ce, Ha IpUMep, MPeABUIeTH OyyNHOCT HoIyIalmje.

Y I'maBu 4 je nat npersiesl MHOTUX OTBOPEHUX MUATAMa U IIPobIeMa BE3aHUX 32 TOJTMHOMHU-
jamny entponujy. Ha mpumepy MebujycoBux Tpancdopmarmja Pumanose cdepe nmokazano
je J1a Tpeba MmazkK/bUBO 0JlabpaTh CUCTEM Ha KOjeM IPHUMeEHYjeMO yBeJeHe MeToJie KaKo Ou ce
MOIJIN JIOOUTHU pE3y/ITATH KOjU HaM Jajy HOBe mHMOpMAaIUje U yHAIpehyjy 3Hame. Y by
KapakTepu3allyje oJMHOMUjaJIHe eHTPOIINje JaT je U IpUMep XoMeoMopdu3Ma KOMIAKTHOT
IIOBE3AHOT IIPOCTOPA KOjU HUje €KBUHENPEKUAH & Yhja je TOJIUHOMUjaJIHA eHTPOIrja HYJIA.

Hamamo ce ja he mamm pegysratu JoNMpuHETH 0O/HEM PA3yMEBaIbYy KAKO ITOJIMHOMU]ATHE
eHTpoIrje, TaKO U JuHaMuke MopcoBuX rpaJifjeHTHUX CUCTEMA U JIOTUCTUYIKOT TTPECTUKABa-
Ba.



I'maBa 1

OcHOBHHU MIOjMOBU

1.1 TomoJomka guHaAMUKA

Y oBoj ryiaBu jgedunrcaheMo TIOjMOBE TOMOJIONIKE JTUHAMUKE KOJjU Cy HaM Oun moTped-
HU y HaIlleM paJly U JaTh HajoCHOBHMje ocobuHe. Pesysrarnm oBe riae cy mosHatu (0cuM
yomrea u3 [lormassba 1.5) u HaBegenu cy paju komiuietHoctu. OJ1 obuMHe JuTeparype
HAjBHIIE CMO ce ocamasu Ha (8], [16] u [26].

Juckperas TOMOJIOMIKY JMHAMUYIKH CUCTEM ITO/Ipa3yMeBa MeTpudku npoctop (X, d) 3ajes-
HO Ca HEIPEKUIHUM TpecsmkaBameM f : X — X, IOK KOHTUHYaJTHU TOIOJIONIKN JTUHAMIIKH
CHCTEM TI0/IPA3yMeBa METPUIKH IIPOCTOP 3aj€THO ca TOKOM ¢y () (MK MOy TOKOM ) HEIIPEKUI-
uuM 110 = u t Ha npocropy X. Kopucrtuhemo yriiaBaom ckpahenu HA3UB TUHAMUYKUA CUCTEM,
nojpa3yMeBajyhu Jia je jacHO O KOM OJ OBUX CUCTEMa Ce TOBOPU y KOHKPETHOM cJy4ajy. Be-
huny nedwununmja n reopema mahemo 3a TUCKpETaH JUHAMUYKU CUCTEM, & y CJIy4ajy Kajia
ce He MPeHOoCce aHAJIOTHO HAa KOHTUHYAJIHW JUHAMUYKH cUcTeM Jahemo mocebHe JeduHUIM]je
u TBphema. ¥ Mu/by jeIHOCTABHOCTU HM3Jararma IojpasyMmeBaheMmo jga je mpoctop X JOKaJ-
HO KOMIIAKTaH U JIa 33JI0BOJbaBa JApyry akcuomy npebpojuBocru. (Ilonekay ce romosomku
JUHAMUYKN CUCTEM JeUHUIIE W OIIITHje KAO JIJCTBO TOIOJIONIKE T'PYyIle Ha TOIOJIOIKOM
POCTOPY, AW TAKBa YOIIIITEHha HUCY OJ HHTEPeCca 3a Hallle UCTPAKUBAE. )

Ureparnuje npeciukaBama f o3nagaBahemo ca
fr(x)=fo-of(x)
nogpasyMmesajyhn na je fO = id. Kako Baxu 1a je
frofm=frim

uTepalyje mpec/jimKaBamba InHe MOJyTPYITy, OJHOCHO TPYIY Vv CIy4ajy KaJa je f mHBepTuOmI-
HO IIPECIINKABAILE.

Hedbununuja 1. [losutmiusna opbutia Tauke x € X neduHUCaHA je ca
OF (z) ={f"(z) | neNg}.

Axko je cucrem mHBEpTUOUIAH JMDUHUAIIEMO U HEZAWUSHY OPOUTLY
O (z)={f"(z) | neNo}.

3



1.1. TOIIOJIOIIKA /IMHAMHUKA

Opbuttia Tadke je yHUja HETaTUBHE W MO3UTUBHE OPOWUTE Yy CJIyYajy WHBEPTUOUIHOT CUCTEMA
O(x)=0"(z)UO™ (x)
VY ciydajy HEeMHBEPTUOUIHOT CUCTEMA MMO3UTUBHY OPOUTY HEKaJ| HA3UBAMO CAMO OPOUTOM.

Hedbununmja 2. Tauka © € X ce naszua gurcrom yromuko je f(z) = z. Cxyn dbukcHux
Tadaka IpeciukaBama f oznadaBahiemo ca Fix (f).

Hedbununuja 3. Tauka x € X ce Ha3UBa UEPUOGUUHOM YKOJIUKO TOCTOju p > 1 Tako ma je
fP(x) = x. Hajmame p 3a Koje IPeTXO/HO BayKu HazuBaheMo Uepuogom TEPUOAUYHE TAYKe .
Ckyn meproIMvHUX Tadaka MpecinkaBama f o3Hauasaliemo ca Per (f).

Hedununuja 4. 3a nmogckyn A C X kaxkeMmo Ja je yHaUpeg UHBAPUJAHITAH AKO je
fr"(A) C A, 3a cBe n € N.

Axo je cucrem mHBepTHOMIAH 3a MOACKYI A C X KaxKeMo [1a je yHa3ag UHBaAPUjaHIaH aKO
je
f"(A) C A, 3a cBe n € N,

U uHeapujartiar aKo je U YHAIIpeJ U yHa3a/l NHBApUjaHTaH.
1 oBne Koj HEMHBEPTHOMIHUX CHCTEMa yHAIpeJ WHBApPHjaHTaH CKYI HEKaJ] Ha3MBaMO
CcaMO MHBApPUjaHTHUM.

Hedbununuja 5. Hekacy f: X — X ug:Y — Y npa gunammuka cucrema. HemnpexuiHo
U CYPJEeKTHUBHO IIPECIUKABAHE
m:Y - X

KOje 33/I0BOJbaBa Ja je
fom=moy

ce Ha3uBa WOUOAOWKOM cemukoHjyzayujom w3 g y f. Ipyrum peunmma, 7 je TOIOJIOIIKA
ceMuUKOHjyranuja u3 f y g ako gujarpam

y 2.y
x-1.x

KOMYyTHpa. AKO BaxKu MPETXOHO, f HA3UBAMO (PaKWOPOM O ¢, & § excieH3ujom on f.
NuBepTnbuIHA TOMOJIONIKA CEMUKOHjyTalldja Ce HA3UBA WOUOAOULKOM KOHJYZAUUJOM, A
CHCTEMU Ce Y TOM CJIy4a]y HA3UBAJy WOUONOWKY KOHJYZOEAHUM.

Huje Temko yTBpauTH 1a je TOMOJIOIIKA KOHjyTraluja peJalipja ekBuBasenruje. Muore
3HaYajHe 0COOMHE JTUHAMUYKUX CHUCTEMa Cy WHBAPHUjaHTE TOIOJIOIIKE KOoHjyraiuje. Perummo
TOIIOJIONIKA KOHjyTaluja dyBa opouTe, ma hemMo BUIETH Ja Cy U TOIOJIONIKA ¥ TTOJTMHOMUjATHA
E€HTPOINja UHBAPUjAHTE TOIOJIONIKE KOHjyTallnje.

[In/b HAM je m J1a yOUMMO TavyKe U MOJICKYIOBE CUCTEMAa KOjU MMajy M3BECHA KapaKTepu-
CTUYHA IIOHAIAA, WX ITOCEIY]y OKOJIMHY Koja je crmemududHa y HekoMm cmucay. Ca Tom
unejom neduaucaheMo Hajpe aTpakTope.



1.1. TOIIOJIOIIKA /IMHAMHUKA

Hedbununuja 6. Kommakran CKyTI C C X ce HazuBa aWpaKWoOPOM aKO TTOCTOjU OTBOPEH
ckyn U, takas na je C C U, f(U) CUn

c=()rw.
n€eNp

Huje remko Bugeru na je taga f (C) = C u ja y KomnakTHoM npoctopy X opbura cBake
tauke z € U komseprupa xa C, ogsocro ma d (f* (x),C) =5 0. HajjemnocTaBaujn mpuMepn
aTPaKTOpa Cy IPEeCceK CJIMKa IeJIOr MPocTopa, arpakTyjyha dukcaa Tauka (pukcHa Tadka Ko-
ja je arpakTop) u arpakryjyha mepuomnana opoura (IeproudHa OpOUTa Koja je aTPaKkTop).
Muoru aTpakTopu UMajy jako KOMILIMKOBAHY U 3aHUMJBUBY CTPYKTYpy. IIpoydaBame aTpak-
TOpa Ce Pa3sBUJIO Y IieJly O0JACT JUHAMUKE, aJli Cy HaMa MOTpeOHa CaMO OCHOBHA CBOjCTBA U
[IPUMEPH.

ITpumep 7. Hexka je f : R — R mpecimkasame ki1ace C'!, p puKcHa Tauka TOT IIPECINKABAIba
u |f'(p)| < 1. Taga je Tauka p arpakrop (arpakryjyha dukcHa Tadka).

Bawncra, kako je |f' (p)| < 1 mocroju uarepsas [p — d,p + d] u m € (0, 1) Tako ma 3a cBaAKO
x € [p—0,p+ d] Baxxu na je | f' ()| < m. Ha ocnoBy Jlarpamxkose Teopeme nocroju & nzmehy
T W P TaKo Jia je

|f (@) =pl=1f (@)= f)]=[f )z —pl <m|z—p|.
MebhyTum Taga BaxKu 1a je u
£ (x) —pl < m™ |z —p

IlycruBmm Ja n Texku GECKOHAUHO J00UjaMo 12
lf" () —p| = 0, n — oo.

CugHO ce MOKe TMOKa3aTh Ja y Caydajy Kaja je p MepHOJANTHA TadKa ca MepuoaoM k u
‘( f* (p))/) < 1 cirenu n1a je opbuTa Tavuke p arpakTyjyha mepuomuydna opomTa, OJJHOCHO CKYII

OT (p) je arpaxrop y cmuciy Hdedunumnmje 6.

AHajlorso arpakTopy MOXKeMO JIedUHUCATH U pelejep 3a WHBEPTUOMIHE CUcTeMe. 3a
KOMIIAKTaH CKyIl [ KakeMo Jjia je pemesiep ako moctoju orBopeH ckyn U D R Tako ja je
ft (U ) CUmn

R= () fm().

n€Ng

WNurepecanTHo HAM je U ITOHAIAE OPOUTA TavaKa IIPU BEJIMKOM Opojy urepanuja. Takohe
3aHUMa HAC JIa JIX TadKe KOjuMa, ce OpOuTa Mpud/InzKaBa, U Y OKOJMHA KOjUX ce HAarOMUJIaBa,
UMajy HeKe CHeruOUIHOCTH.

Hedbnaunmuja 8. Heka je f : X — X Tomosonmkm JIuHAMUYKE CHUCTEM. 3a& IIPOU3BOJHHY
Tauky © € X, Tadyka Y je w-2paruyHe Wawke ako IMMOCTOjUu HU3 TPUPOIHUX OpojeBa nj — 0O
TaKBUX Ja je

lim f™ (x) =v.

k—o0

CKyIl CBUX w-TPAHUYHUX TAYaKa HEKE TadKe HA3UBAMO H-EHUM W-ZPAHUMHUM CKYToM w (),

OIHOCHO
wx) = U @)

neNii>n

5



1.1. TOIIOJIOIIKA /IMHAMHUKA

Y ciydajy fa je cucTeM MHBEPTHUOUJIAH MOXKEMO aHAJIOTHO JeUHUCATU (-ZPAHUYHU CKYU

Tauka 3 « (x) ce HABUBA (-ZPAHUYHA TWAYKA.

Tspbewe 9. 3a ceaxo x € X cxyu w(m) je 3ameoper u uHeapujariar Uogekyw og X .
Vrxoauro je upoctwiop X KOMUAKUWLAH, CKYU W (x) MOPG, OUTY HEUDPAAH.

Jloxas. Heka je y, Hu3 Tavaka n3 w () Koju KOHBEPrupa Ka Tadku y. Tajia je 3a mpou3BOJBHO
e > 0 u oBosbHO BesuKo k pacrojame d (Y, y) < €/2. Taxobhe nocroju nomuus X () Takas na
3a JOBOJbHO BEJIUKO j BaxKu d ( fri () ,yk) < ¢/2. Taza je Ha OCHOBY HejeJHAKOCTH TPOYTJIa
3a noBosbHO Beamko j u d (f% (z),y) < &, omrocHo y € w (), Te je cKyn w (x) 3aTBOpEH.
Nukinysuja f (w(z)) C w(x) je ounrnenna.
Axo je mpocrop X kommakTaH HE3 Tadaka [ () MOpa UMATH KOHBEPIreHTAH MOHU3 Ynja
je rpanndHa Tavka y w (). O

[TocebHO cy 3aHMM/bUBE TadKe KOje Cy €JeMEHT CBOI Ww-IPAHUYHOI CKyIa I1a NeMO HUX
JTeUHUCATH.

Hedununuja 10. Tauka ce Ha3UBa pekypeniting aKo je
r € w(x).

Ckyn pekypeHTHuX Tadaka osHadaahiemo ca R (f). OBaj ckyn je Takohe nHBapujaHTaHn
U CAJIPKU CBe IepUoArYHe (IIa CaMUM TUM U (DUKCHE) TaYKe TUHAMUIKOD CHCTEMA.

Yormmireme ojMa peKypeHTHUX Tadaka Ccy HesayTajyhe Tadke.
Hedbunaunuja 11. Cxkyn U C X ce nHazuBa aywajyhum ako 3a CBaKO N > 1 BaxKu j1a je
T U)ynu = 0.

Tauka ce HazuBa Aywajyhom aKo MOCTOjU HEHA OKOJMHA KOja je JiyTajyhu CcKyT.
Tauka koja uuje Jsyrtajyha ce HasmBa meaywajyha. dpyrum peamma tauka r € X je
HesayTajyha ako 3a cBaky okosmmay U > x moctoju n € N Tako 1a je

T (U)NU #0.
Ckyn cBux HeayTajyhux tadaka JMHAMUYKOD cucrema obesnexkasahemo ca NW (f).
Tepbewe 12. Axo je f : X — X Wowosowky qguramuvky cuctiem waga je
1. cxya NW (f) samsopen u unsapujaniian,
2. 3a ceako x € X sascu w () C NW (f),

3. eaorcu ga je R(f) S NW (f),

4. u axo je cuctuem unsepubuasan NW (f=1) = NW (f).

6



TOIIOJIOIIIKA /IMHAMUKA

Jlokas. 1. Kako 6ucmo mokazasu 3arBopenoct younmo tadky & ¢ NW (f). Taga mocroju

okoymmuaa U 3 x Taksa ma je [ (U)NU = () 3a ceako n. Ay tana je u cBaka tauka y € U
ayrajyha tauka na je kommrement NW (f) orBopen, omnocuo ckyn NW (f) 3aTBopem.

N3zabepumo Tauky = € NW (f) u okonuny mene ciauke V' 3 f (x). Hedbunummmo oko-
many U > x ca U = f~1 (V). Tauka x je memyrajyha na mocroju n € N Tako ja je
fM(U)NU # 0. Jaxne nocroju tauka y € f* (U)NU. U3 rora mro je y € U cieau na
je f(y) € V. Takobe jey € f"(U), ma je f (y) € f*(V). Canemu na je f*(V)NV £ 0,
na je u Tauka f (z) Heamyrajyha, ogrocno ckyn NW (f) je unBapujanTas.

. Heka je cana y € w(x) 3a Heko x € X u Heka je U O y npousBo/bHA OKOJIMHA TAYKE Y.
Tax nocroju HU3 Ny — o0 Tako Ja f™ (x) — y, na nocroju z = f™1 (x) € U. Amn u3
KoHBeprernuje Hu3a f" () mopa nocrojaru u ky > ki Tako ma je f™2 (z) € U. lakie
HaImM ¢MO Tauky z € U tako ma je f™:2""1 (z) € U, ognocuo ™1 ™2 (U)NU # (), na
je Tauka y mesyrajyha.

. Tlo nmedununmju cBe pekypeHTHE Tauke Cy w-TPaHWYHE Tadke U Kako je ckym NW (f)
3aTBOPEH, NHKJIY3Wja 3aTBOPEHha PEKYPEHTHUX Tadyaka y HegxyTajyhum je ouuriiesina.

. Ako je cucrem mHBepTHOMJIAH U TadKa T HeayTajyha 3a cBaky okoquHy U S x mocToju
n € N tako na je f*(U)NU # 0. A raga je

frrU)nu)=un ()

onmocno U N f~™(U) je nmenpasan, te je x € NW (f™1). Jlaxkne mobunu cmo ja je
NW (f) € NW (f~'). 3Bamenom ynora f u f~' nobuja ce u obpuyTa uHKIy3Hja, ma
CKyTIOBU MODajy OUTH jeTHAKH.

]

Ha ocuoBy mperxomHOr CKynoBu (DUKCHUX, MEPUOJIMYHUX, PEKYPEHTHUX W HEIyTajyhumx

Tavaka Ipec/inKaBama f Cy MoBe3aH! MHKJIy3WjaMa JIaTuM y ciegeheM TBphemy.

Tspbhewe 13. 3a wouorowry gunamuuwku cuctiem f: X — X eaowce caegehe unraysuje

Fix (f) € Per (f) SR (f) SR (f) S NW(f).

ITpumep 14. Jlahemo npumep Ja CKyIl PEKypPEHTUX Tadaka He MOpa OUTHU 3aTBOPEH.
[TocmaTpajMo KpyKHUILY

S' = R/Z

7 Ha 0] 33JaTO MPECTNKABAHE
x 2z (mod 1).

Ba cBaky Tauky obsmka r = k/(2"—1) Baxku ja je f"(x) = x, na je rauka x pekypentHa. CKym
panroHaJHUX OpojeBa JAaTOT OOJIMKA je TYCT I1a MOXKEMO 3aKJBYUHUTH JIa je Y OBOM CJIYYajy

R(f) =sh

Axo younmo tauky 1/2 Baxu na je f(1/2) =0, amu u f"(1/2) = 0 3a cBako n, na Tadka 1/2
Huje pekypenTHa. OBUM CMO ITOKA3AJIH J]a CKYIl PEKYPEHTHUX Tadaka He MOpa OMTH 3aTBODEH.

HHahemo jorn jemHo TBpheme y Be3u ca HeyTajyhuMm Tadakama, Koje he HaM OUTH KOPHCHO

y JaJbeM DAy .



1.1. TOIIOJIOIIKA /IMHAMHUKA

Tepbewe 15. Hexa je f : X — X mneupexugno Upecaukasarbe KOMUAKTIHOZ MEWUPUIKOZ
apoctmopa wuje ce Ckyl HeAywajyhur WavaKae cactioju camo 0§ KOHAYHO MHO020 GUKCHUL
Wavaxa, 0gHOCHO

NW (f) = Fix(f) = {p1,-- - Pey -

Taga 3a ceaxo x € X sasicu

lim f" (z) = p,, p; € Fix (f).

n—oo

Jloxas. Kaxko je mpocrop kKommakTan Hu3 f () mMa KoHBeprerTan noguus f™ (x) — y. Kako
jey € w(z) € NW (f) mopa 6urn y = p; 3a HEKO j.
[Ipecukapame f je HempeKuIHO Ta 3a cBako € > () Moxkemo m3abparu § > (0 Tako ja

d(x,pj> <0 = d(f('r) 7f(pj)) = d(f('r) 7pj> <g, v.] = 17"'7k'
Heka je
€ < min {d(pi,pl) ‘ pi,p1 € Fix (f)} )
Kako je ckyn GpUKCHUX TadaKa KOHAYaH MOMKEMO M3abpaTh M Ja je d JOBOJHHO MAaJjo Ja 3a
kyrue U; = B (p;,§) ca 1eHTpoM y (DUKCHUM TadKama BazKu

d(UZ,Um) 26, z#m

HpI/IMeTI/IMO Ja CaMO 3a KOHa4YHO MHOI'O 1 BazKM

uHade OM MOCTOjao MOAHU3 KOoju KoHBeprupa Ka tauku p ¢ NW (f). Heka je

N:max{n | f”(a:)g_fUUz}

U3 xomBeprennuje mogHn3a Koju Kouseprupa ka tadku p; € NW (f) moxkemo uzabparu ny >
N Tako J1a je
d(f™ (x),p;) < 6.

k
Kako je ny > N 3snamo ga je f(f™ (z)) € |J U;. Ca apyre crpane u3 HEIPEKUIHOCTH HE
i=1
moxke 6urn f (f™ (z)) € U;, 3a i # j. Ha 0CHOBY TIPETXOIHOT MOpPa BasKUTH

f™ () € U,

I1a MOKEMO 3aKJbYyUINTH 113 je
lim f" (z) = p,.

n—o0

]

Ha xomnakTaHOM MeTpudakoM mpoctopy (X, d) MOKeMO yBeCTH U JIMHAMUYKY METPUKY 32
ceako n € N ca

dy (z,y) = max d(f*(z),f"(y)).

0<k<n—1
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1.1. TOIIOJIOIIKA /IMHAMHUKA

Tspbhemwe 16. /[unamuure metipure d, cy WOUOAOUKY EKBUBANEHTLHE CO METUPUKOM d.

Jloxas. Ako younmo orBopeHy Kyriy B, (r,€) y merpuiu d,, Ha OCHOBY jedUHUIMje JTUHA-
MUYKEe METPHUKE BazKU

By(e,e) = (N {ye X | d(/* (). /* () <}

Kako je 3a cBako k TpeciamKaBambe f¥ HEIPEKHMIHO MHBEP3HA CJIMKA OTBOPEHMX CKYIOBA, je
OTBOPEH CKYII, I1a jeé CBaKU CKYIl KOjU YYECTBYje Y IIPECEKy OTBOPEH Y TOIOJIOTHjU T€HEPUCAHO]
ca d. Ilpecek KOHAYHO MHOIO OTBODEHMX CKYIIOBA je€ OTBOPEH Iia je Kyria B, (z,&) orBopen
CKYII ¥ Y TOIIOJIOTHjU T€HEPUCAHO] METPUKOM d.

Ca npyre crtpane, Heka je U mpom3BO/baH OTBOPEH CKYI y TOIOJOTHjU KOja je 3ajara
merpukoMm d. 3a x € U raga nocroju r tako na je B (xz,r) C U. Anu kako je pacrojame y
Metpunu d,, Behe o pacrojama y Merpuiu d cjieiu Jia je

x € B, (z,7) CU,
ma je ckyi U OTBOpEH U Yy TONOJIOTHjU 33JIaTOj METPUKOM d,. [

[Ipumerumo ma 3a cynpemMyMm MO TPUPOJIHUM OpojeBUMa He MOpa IPETXOTHO BayKUTH,
KOPUCTWJIM CMO KOHAYHOCT Opoja MHIEKCA.

[Iperxonna ocobmua je jako 3HaYajHA, jep MHOTEe KapaKTEPUCTHKE JTUHAMUYKHUX CHCTEMA
(Ha TpUMeEp TOMOJIONIKA ¥ IIOJMHOMUjAJHA eHTPOIINja) He 3aBuce OJ MeTpuke, Beli camo o
TOIIOJIOTHje TTPOCTOpa, mTo hemo Busetu y Tephemwy 32 u Tphemy 43.

3a Kpaj oBOr mnoriaas/ba geduHucaheMo u HeKe TI00aIHe 0OCOOMHE TOIMOIOIIKNAX TUHAMMI Y-
KHIX CHCTeMa, Koje oMoryhaBajy M3BecHa pa3jMKOBalba M KJIACU(PUKAIIN]Y CUCTEMA Y OJHOCY
Ha IbUXOBO TOHAIAE TIPU BEJIMKOM OpOjy UTEepaIlnja.

Hedbunnunuja 17. Heka je f: X — X xomeomopduzam KOMIIAKTHOT METPUYUKOT IIPOCTOPA.
Ba map Ttagaka r,y € X KaxKeMO Ja je UPOKCuMaAaH aKO TOCTOju HU3 Ny € 7 TakaB Ja
d(f™ (z), f™ (y)) = 0 kax k — oo.

[Tap Tayaka x,y € X KoOje HUCY IPOKCUMaJHE HA3UBAjJy c€ guclianne. XomMeoMopdusam
KOMeE je CBaKM Ilap Tadaka JUCTajlaH ce Ha3UBa qUCTUAAGH.

Hpyrum peunma xomeoMopdu3aM Ha3UBAMO JIUCTAJTHAM aKO 33 CBAKHU Iap Tadaka T,y € X
Baxku ja nocroju § > 0 Tako Ja je

d(f*(x), f"(y) >9d,  Vnelk

Hedbunaunuja 18. Xomeomopduzam KOMIAKTHOT MeTpudkor ripoctopa f : X — X ce nasusa
exsuHeuperugruMm ako je daMuInja nrepanmja { fm(x) ‘ n e Z} eKBHHEIpeKuIHa (DaMUInja,
OJTHOCHO aKO 3a CBako € > () mocroju § > 0 Tako 1a

d(z,y) <d=d(f"(x),["(y) <e, VneZ.

[Ipumerumo na je y nperxomHoj nedbunHunuju n € 7Z, Tako Jia je eKBUBAJEHTHO Ja je f
eKBUHeNpeKuIan xomeoMopduszaM u Ja je [~ eKBUHENIpeKHIaH XoMeoMopdu3aM.

N3zomerpuje cy oduriaeHo eKBUHENIPEKUIHIT XOMEOMOP(MU3MHU U OBAKBH XOMEOMOP(MU3IMUI
Jiesie MHOTe OCOOWHE M30MeTpHja.



1.1. TOIIOJIOIIKA /IMHAMHUKA

Tepbhewe 19. Csaku exsunetuperugaH roMeomopPhuam je quctiaiaH.

/oxas. 1lpernocraBumo, cynmpoTHo TBphemy, j1a xomeomopduzam f : X — X jecre ekBune-
IIpeKuIaH, a HUje JucTajiaH. Taja MocToju map IMPOKCUMAJHUX Tadaka T,y € X, OJHOCHO
nocroju Hu3 ny € Z takas ga d (f™ (x), f™ (y)) — 0 kag k — oco. Heka je e = d (x,y) n

o= f"(x), oy =" ().

Taza 3a ceako § > 0 nocroju ni € N tako ja je d (zy, yr) < § anu u

d(f7 (o), 7 (r) =&

Jlakte MoxkeMoO TIpoHahy JIBe TadKe KOje Cy IPOU3BOJHHO OJIM3Y, a Uhje PacTojarbe je y HEKO]
(omyITaMo ¥ HETaTUBHO]) UTEPANUjU HIje MAbe O €. 3aKJbYdyjeMo JIa JATH XOMeOMOPdU-
3aM HUje eKBUHEIPEKUIaH, IITO je KOHTPAJIUKIINja Ca TPETIIOCTABKOM. Il

Nako nmajy noHek/Ie CJIMIHO TTOHAIIAE JTUCTATHA XOMEOMOP(MU3MHE Cy UIIAaK IHUPa KJIaca,
IITO HAM roBopu ciejehu mpumep.

IIpumep 20. ITocmarpaliemo pasan Topyc T? = R?/Z? ca naciehenom EykimackoMm mMeTpu-
KOM W Ha HeMY 33/1aTO IIPeCINKaBambe

f:T? — T? f(r,y)=(z+a (mod1l), z+y (mod 1))

7€ je ( NPOM3BOJbHA PEasTHA KOHCTAHTA.
Youumo nse npomssosbhe Tauke (r,y), (z',y') € T2 Ako je z =z’ Tana je

d(f" (z,y), f* (2,y) = d((z,y), (2, y)),

a ako je x # ' oHja je

d(f" (x,y), f*(',y)) = d((x,0),(2,0)) > 0.

Kako je moueTHO pacTojame Tadaka, OJHOCHO IOYETHO PACTOjarhe IO IPBOj KOOPAMHATH, KOH-
CTaHTa CJIe/IN /2 je IMPEeCINKaBabhe JIUCTAJHO.

Ja 6ucMmo okazasm Jia npecjanKaBame Hije eKBuHenpekuao younmo taduke (0,0) u (4,0),
rie je 6 < 1/2. IlpecimkaBarme Ha MPBOj KOOPJAWHATU MOXKEMO CXBATHTH KaO DOTAIU]Y HA
KPYTy 3a KOHCTAHTaH yrao, IIa je pacTojambe 0 IIPBOj KOOPAWHATHA KOHCTAHTHO y UTepaIlijaMa
u jemuako 0. Pacrojame 1mo Apyroj KOOpAWHATHA y UTEpaIjaMa OBAX Tavdaka je nd JTO0KJe IO
je nd < 1/2. 3a moBosbHO MaJjo & MOXKeMO u3abparu n Tako ja je 1/4 < nd < 1/2. U3 osora
MOKEMO 3aKJbYUHUTH J1a IIOCTOje TaduKe Koje Cy IMPOU3BOJbHO OJin3y U duje he pacTojarbe mocse
n urepanuja 6utn HajMame 1/4, ma mpecivKaBambe HIje eKBUHEIPEKHUIHO.

YBeIMMO jOIIl jeJIHy 3aHUMJbUBY KJIACY IIPECTUKABAIHA.

Hedbunaunuja 21. Xomeomopduszam merpuykor npocropa f : X — X ce HasuBa excuam-
3ueHuM ako moctoju § > 0 Tako Ja 3a CBake JBe pazjaudnTe Tadke T,y € X nocroju n € 7
tako na je d (f" (x), f" (y)) = 6. OBako uzabpaHo 0 ce HA3UBA €KCUAHIUSHOM KOHCTLAHTLOM
npec/jimKaBama, f.

OBako nedrHICAHN €KCITAH3UBHU XOMEOMOPMU3ME Cy 3HAYAJHO PABTUIUTH O] JTUCTATHUX,
o demy ropopu cienehe Tepheme anju moka3 ce moxke Bugeru y |[8].

TBphemwe 22. Frxcuan3usar TOMEOMOPPHUIAM KOMUGKTHOZ METUPUKOZ UPOCTLOPA Ca beCKo-
HAYHO WAMAKA HE MOHCE OUTUY GUCTLAAGH.
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

1.2 TomoJjomka eHTpoInja

[IponiewmuBame HEYpPEhHEHOCTH TOMOJIOMIKOT JTUHAMUYIKUT CUCTEMA U OICHUBAHE HHErOBOT
MTOHAINAHA, j€ Y MOCeIIHbUX M0J1a BeKA jeIHA O] IEHTPAJTHUX TeMa IMPOYyYIaBaha Y TOIOJIOIIKO]
JuHaMATE. TOIOJIONIKA eHTPOIja je KBAaHTUTATHBHA Mepa HeypeheHocTH Koja ojapebhyje ex-
CIIOHEHIMjaJIHU pacT Opoja opbuTa Koje ce CYIITUHCKU Pa3juKyjy. TOIoJIoliKa eHTporuja
je mamac Beh kjacumyan mojam m orpoman 6poj pasioBa O 0j je 00jaB/beH, TAKO Jia U3IJea
HeMoryhe JlaTu 9aK u IperJie]i CBUX 3HAYajHUX pe3yJsiTara. ¥ OBOM IOIJIaB/by Jedunucahemo
TOIIOJIOIIKY €HTPOIUjy U JIOKa3aTU HAjOCHOBHUjEe U Haj3aHUMUIbUBHUje ocobune. [ledununmjy
TOIOJIONIKE EHTPOIHje KOjy hemMo Mu KOPUCTHTH Jaju Cy HEe3aBUCHO jeJaH oj apyror bo-
Ber y [5] m duuabypr y [11], cemamaecerux romuna jaBajeceTor Beka. Pesynararu koje hiemo
IIPE3EHTOBATH CYy JIeJIOBU BehuHe yIOeHnKa U3 JIUHAMUYIKUX CUCTEMAa U MOry ce Hahu HA MHO-
MM MECTHMa, & MU heMO y OCHOBM mparuTu usjarama gara y [8] u [16]. Uako cy ypabena
YOIIIIITeha U 33 HEKOMIIAKTHE TTPOCTOPe KOHIeHTprcaheMo ce HA KOMIAKTAH CIy4aj, Tj. MO-
pasymepahiemo na je (X,d) KomMmakTaH MeTpUYKd TpocTop ¥ npeciukaBame f @ X — X
HEINPEKHTHO KaJ| U TO HUje MOceOHO HAIIOMEHYTO.

Hedbunaunmja 23. Murnmanan O0poj CKymnoBa JujaMeTpa MAamUX OJf € Y MeTpunu d, KOoju
MOTy TOKpuTHu 1poctop X o3nadaBahemo ca

cov (n,e).
[Tpumernmo Ja Kaja je mpoctop X KOMIakTaH 6poj cov (n,e) Mopa OMTH KOHAYAH.
YBeaumo caja BeJTUIuHY

1
he (f) = lim sup 280V (1:€)

n—oo
Kako je Bpemnoct cov (n,e) Heonamajyha no € onpapnana je caeneha medunummja.

Hedbunnunuja 24. Touorowky enwupouujy npecinKaBama f 1edUHUIIEMO ca

huop (f) = lim h. (f) € [0,00].

e—0t+

Y smreparypu ce 4ecTo KOpUCTH U o3HaKa camo h (f), mehyrum mu hemo 3aapxkaru cy-
duUKCc KaKo OMCMO pa3InKOBAJIM O JPYTe eHTPOoIhje KOjy heMo yBecTu.
Hamomena 25. Mootcemo tpumetiui@u u ga
. logcov(n,e)
lim ——————=
n—o0 n

aoctwoju u ga je xonavwan. Kaxo bucmo 060 goxasasu uowpedHa Ham je jegra Aema.

Jlema 26. (Qexetie) 3a cybaguiiuear Hu3 peasHur HeneZauenus 6pojea {an}, . » WJ.
HU3 30 KOJU 6aHCU A J€ 30 CEAKO M U N Upin < Uy + Ay, Uoctoju lim 2% v jegnax je inf <.
n—00 neN

/lokas. 3a nnpousBosbHA JBa MPUPOIHA Opoja p < M MOXKEMO 3AIMCATUA N = pq + T TJe Cy q U
r npupoauu 6pojesu u 0 < r < p. Taga U3 cybaIUTUBHOCTHU CJIETN

%<@+&<%+&<w+%:%+%

n n n pq n pq n p n

11



1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

CaJta Ha OBe HEjeTHAKOCTU MOXKEMO TMpuUMeHuTH lim sup mo n, a 3atuMm inf mo p. lobujamo

. Qp .o a
limsup — < inf 2.
n—oo N peEN D

Kako je curypuo
.o a . .. pa
inf £ < liminf —
pEN D n—oo N
caem Jia je
. a .o a . .. .pa
limsup — < inf £ < liminf —
n—oo T peEN D n—oo N
ma cy, 300r Tora ImTo cMO J0OU/IU Jia je TOPIbYU JUMEC MAbU OJl JOILEr JIMMeca, CBe HejeTHa-
KOCTH 3aIlpaBO jeTHAKOCTH. O

Jaxae, na ocnosy Jleme 26 gosomno je gokaszatiu ga je wud logcov (n,e) cybaguiiusan
Kao 6ucmo 3naau ga sumec uocwoju. DPurcupajmo € > 0. Hexa je U wokpusarne munumanre
KAPGUHAAHOCTOU Y MEWPUUY A, CRYTUOBUMA qUIGMETAPA MareZ 0g €, ¢ V UOKPUBAHE MUHU-
MAAHE KAPJUHAAHOCTOU Y MEWPUUY d, CKRYTOBUMA gujametupa marez og €. epuruwumo
caga uoxpusarve

WwW={Unf"™V) |Uel, VeV}.

Axo je W € W waga je W aogkcya nexoz U € U ta je u 1wezos gujametmap y MewWpuuyl dy,
maru og €. Taxohe o gepunuyuju je u f™ (W) dogkcya nexoz V- €V ta uma gujamemiap
Mmaru 09 € Yy mewpuyu d,.  Caegu ga ckyuosu uaoxpusarsa VW umajy gujametmap marou
09 € Y MeWPUUY dpyyyn. Kapgunasrocii woxpusarba VW mopa 6utiu mara 0g Upou3eoga
KapguHaaroctiu, uokpusarea U u V, 4a Wo MOpa 6adicCuliu U 3¢ MUHUMAAHO UOKPUBAILE Y
MEWPUUY Ay vy Caegu ga je

cov (m +n,e) < cov (m,e) cov (n,e),
09aKAE UPUMEHOM NOZAPUTUMA JOOUTAMO UOTUPEOHO
log cov (m + n,e) < logcov (m, ) + logcov (n, €) .

U topeg osoza ctangapgra geuruyuja Wow0AOUWKE EHTTPOUUTE YKDYUYJE 20PHU AUMEC,
3602 ananozuje ca exsuBaseHWHUM gedunulujama xoje hemo gawu y Ilocaequuu 30.

Hanmomena 27. Touosowka entipotiuja ce mostce gehuHucaty U oUWLUIE Y CAYUATY KOM-
aaxmroz, netupaszrnoz Xayzgoppoeoz upoctiopa. 0O6a oUwWLUa gehUuHUUUIA UCTTOPUICKU TP -
xogu nawoj, a gaau cy je Agaep, Konzajm u Mexengpjy y [1]. Hexa je V omisopeno tokpusarse
upoctopa X, a N (V) MUHUMANHG KAPJUHAAHOCTL TUOTUTLOKPUBAIA. M3 KOMUAKTUHOCTIU CAEGU
ga je N (V) ysex konauwan 6poj. 3a gea Gokpusarea U u 'V gedpunuusemo

Uvv={Unv |Uel, VeV}.

Hexa je
U'=UN LU V... U)

2ge je
U* = {f*k(U) | UGU}.

12



1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

U3 cybaguiiusroctiu ce moorce UOKA3AWY a4 34 C8AKO O0WBOPEHO UoKpusare U Uocoju
2paHuYa 6pegroCctl

h(U, f) = lim M.

n—oo

Enpouujy caga mootcemo gedpurucatuu ca
h(f) = sup {h@. )}

2ge je cyupemym y3ew uo c8uM oWBOPeHUM TUoKkpusaruma. Exeusarenuujy osakee gepunuyge
enwmpouuje ca edunuyujom 24 gokasao je Bosew y [0].

Clyapemymy Go ceum 0ME0peHuM TOKPUSAILUMA Y geduruyuju b (f) ogzosapa aumec xag
e wearcu nyau y Aedpunuyuju 24, jep je u wo cyupemym uo € = 0. IIpopurersem toxpusara
U ce tdosehasa h (U, f). 3a najzpyéme toxpusarse U = {X} gobuja ce ga je h ({X}, f) = 0.
Cmarusaroe € y depurnuyuju 24 ogzosapa y cheapu Upohurbervy UoKkpusatsa.

edpunuyuja gatma y 060] HATOMEHU j€ UHCTUPUCAHA EHTLPOTUUJOM Y UPOCTUOPY CA MEPOM,
xoja ce na3usa u Koamozopos-Cunajesom enttipotujom. Jurnamuvwky cuctiem y upoctmiopy
ca mepom ce gedpurnuwe xao (X, B, u,T), zge je X ckya, B o aazebpa na X, p: B — [0,1]
eeposatinocna mepa u T : X — X meparusa wparchopmayuja Koja 4ysa mepy.

3a gamy wapwuyujy Q = {Q1,...,Qr} ckyua X moorcemo gedunucainiu

T7'Q={T"'Q1,..., T'Qx} .
Axo umamo u uapmivyujy R = {Ry,..., Ry} gedpunuwenmo
QVR={Q;NR; | €{l,....k}, je{l,...,m}, n(Q:NR;)>0}.

Enwupouuja waptiuyuje Q ce gepunuwe xao

=) 1 (@)logu(Q),

QReQ

a eHWPOUUJQA GUHAMUYKOZ CUCTLEMA Y 0gHOCY Ha Tapiuyujy Q

H (\"/ T—kQ>
h, (T, Q) = lim —*=2 .

n—o0 n

Koamozopos-Cunaj entupouuja qguramuysoz cuctiema y upoctiopy ca Mepom je

hM (T) = sup Q {hu (T7 Q)}

2ge je cyupemym y3et uo C8UM KOHAYHUM MEPDHUSUM TUaAPWUULIaMa Q.
Mootcemo sugettiu ga cy gepurunuje u3 géa PadsurMUtta KOHWEKCTA AHAA0ZHE, AU TOCTLO-
Ju u gybwa uosedaroci. Haume y pagy [1 2] goKa3ar je 6apUJAUUOHY UPUHUUT 3G eHULDOUUTY

Ptop (f) = Slip {hu ()}

2ge je cyupemym ysew uo ceum [ unsapujorirum Bopesosum 6eposatuHOCHUM MeEPAMQ
UPOCOPa Ha KOME je 3agatio UPeCAUKABArse. SaHUMMDUBE U OPOJHA UCTUPAHCUBAILG CY Ypahera
Y UPOYHasary U0g KOJUM YCAOBUMGA CE CYUPEMYM goctuudtce, U Y KOJUM CAYUAIEBUME je
JeGUHCULBEHA MEPA, HA KOJO] CE JOCTUUNCE CYUPEMYM.
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

W3 npakTuvHUX pasjora, Tj. JakIer u3padyHaBaiba TOTOJIOIIKE eHTPOIHje Y KOHKPETHUM
cIydajeBUMa YBOJE Ce U JIpyre eKBuBajieHTHe jedunuimje. Aan Hajupe Mopamo jie(buHUCATH
HEKe CITeNjaJiHe BPCTe CKYIOBa.

Hedbunnnumja 28. 3a ckya E C X «xaorcemo ga je (n,e; f)-pazgeojen axo 3a ceaxe gee
pasauvutie wavke x,y € E saorcu ga je d, (m, y) > €. N3 xomuaxkHocliu cregu ga je cearxy
(n,e; f)-pasgseojen ckyt konaume wapgunasnociv. Maxcumanny rwapgunasnoc@ (n,e; f)-
Pa3g60jenoZ ckyua 03Hawasamo ca sep (n,e; f).

Cryu F C X nasusamo (n,e; f)-mpestcom axo 3a ceary wavwky r € X wocwiojuy € F wakxo
ga je d, (x,y) < . U3 xomtax@nrociu caequ ga je u ceaxa (n,e; f)-mpestca ckyt KoHawHe
kapguraanoctiv. Munumasny xapgunasroc@ (n,€; f)-mpeorce oznavasamo ca span (n,e; f).

Kaza je jacno o koM ipecimkaBamy ce roBopu u3ocrasibahemo f u3 Hotanuje, paau kpaher
3ammca U KOPHUCTUTH O3HAKe sep (n, ) u span (n, ).

3a 0BaKo yBejieHe BeJITUUHE [MOKa3yje ce Ja UMajy CJIUYIHO MOHAIIAKE ca cov (1, €), HauMe
BasKW HapeJHa JIeMa.

Jlema 29. Baotcu caegehu nu3 Hejegraroctiu
cov (n,2¢e) < span (n,e) < sep (n,e) < cov (n,e) .

Jloxas. Heka je F C X (n,e; f)-Mpexka MuHUMAJHE KapAUHAJIHOCTH. Tana je dammiuja
kyrmu { B (z,¢) ’ z € F'} nokpusame npocropa X CKynoBuMa gmjaMeTpa 2¢ Ia je

cov (n, 2¢) < span (n,€) .

Heka je cana F C X (n,e; f)-pa3asojer cKyn MakCUMaJIHe KapAuHAJHOCTH. Tajna je oBaj
ckyn u (n,e; f)-mpexka. Haume ako 6u nocrojasio x € X takso na je d, (x,y) = € 3a cBaKko
y € E rana 6u ckyn E U {z} 6uo (n,e; f)-pasasojen mro je y cynpoTrHocTu ca tuM ja je E
(n,e; f)-pasaBojen ckyn HajBehe kapauHaaHocTu. Jlakiie, mo0uim ¢MO U JIPYTy HEjeJIHAKOCT

span (n, ) < sep (n,¢€) .

Ha kpajy, ako je U mnokpuBame X CKymoBuMa aujameTrpa Mamser of ¢ u E (n,e; f)-
pa3zBojeH ckyn Taja je 3a ceako U € U npecek U N E jeanounan win npa3ad ckyn (ckym U
je mujamerpa Mamer o € Ia He MO¥Ke caJipXKaTu JBa ejemenTa ckyna F). Omasue cienu u
[IOCJIe/Iba HEjeTHAKOCT

sep (n,€) < cov(n,e).

]

Ha ocuoBy mperxoiHe jiemMe BUAMMO JIa TOIOJIONIKY €HTPOIHUjy MOYXKEMO JeUHUCATH HA
TpU €KBUBAJICHTHA HaYMHA, TAKO Ja MOXKEMO IIPUMEHUBATH JIepUHUAIN]Y KOja je y JaToM
TPEHYTKY Haj3TOJIHHja 3a JIOKA3WBakhe OCOOMHA W M3padyHABAbeE.

IMocaenuna 30. Ha ocrosy upetizogre seme WotoAOWKY EHTLPOTUUJY MOHCEMO GEPHUHUCATTU
HA WPU eKBUBAACHWMHA HAYUHA

1 1
hiop (f) = lim limsup M = lim limsup = lim limsup w.
n

e—0t n—oo n e—0t n—o0 n e—0t n—o0

log span (n, €)
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

Hamomena 31. Haxo zpanuune epegrocimu lim (logcov (n,e)) /n uw lim (logcov (n,2¢)) /n
n—00 n—00

aoctwmoje one mozy butiu pazauvuiie dynrkyuje apomensuse €. Moowce ce gozoguiu ga Hu-

3o6u (logspan (n,e)) /n u (logsep (n,€)) /n ne Konsepzupajy, 4a Mopamo KOPUCTHUTU 20PHU

aumec. Mehyitum zpanuuna eépegrocti xkag € — 07 dociioju u jegnaxa je y c6uM Gaitium

CAYHAJEBUMQ.

JlokaxKuMo Hajipe Jia je TOIOJIONIKA eHTPOITHja 3aiCTa TOIOJIOINIKA OCOOMHA, OTHOCHO J1a
He 3aBUCHU OJI METPUKe, Beh caMO O] TONOJIOTHje ITPOCTOPA.

TBphemwe 32. Touorowra enwupotuja He 3a6uct 0g u3dbopa mewpukre Koje ZEHEPUWLY UCTLY
wouonozujy Ha X.

Jloxas. OBo TBpheme cienu u3 pesyarara y [6] cnomenyror y Hanomenu 27. Opne hemo
U3JIOKUTHU JIOKA3 KOJU Ce He ocjiama Ha pesyiarare u3 [6].

[Tpermoctasumo ma cy d' n d? npe meTpuke Ha mpocTopy X KOje TeHEpHIIy HCTY TOIO-
norujy. Tama hie u merpuke d: u d? remepucaru ucry Tomosorujy. Kako remepwuriy ucry
TOIIOJIOTH]y MeTpuKa d. je paBHOMEPHO HermpeKujHa y Merpunu d2. 3a mpousBo/bHO € > 0
nocrojahe 6 > 0 Tako ma kaz rox je dh(z,y) < & mopa 6urn u d2(x,y) < . 3axmydyjemo
Jla CKyN KOjU MMa JMjaMeTap Marbu oJ] 0 y METPUIM d. MOpa UMATH JUjaMeTap MAmu O &
y metupuru d2. Ha ocHOBY oBOra NpOM3BO/bAH MOKPUBAY MIPOCTOPA CKYNOBHMA JIjaMeTpa
Mamer oj § y mMerpui d. Gulie 1 MOKpUBaY MIPOCTOPa CKYNOBUMA JMjAMETPA MAbET OJf € Y
MeTpuny d?,na ciaeam Ja je

cov?(n,e) < covi(n,d).

1

top(f) M3 TIDETXOTHOT TOOMjaMO HejeTHAKOCTH

Kako je ysek h}(f) mame o h

h2(f) < hs(f) < hi,(f),

olaKJIe CAen 1A je
h?op(f) < h’%op(f)'

Bamenom yiora d' u d? nobuja ce m obpaTHA HEjeTHAKOCT U3 HeTa CIeau TBpheme.

]

Ha ocnoBy oBor TBphema TOIOJIONIKa eHTpouja je J00po JeduHrCcCaHa Ha KJiacaMa, Ipe-
CJIMKABaba, OJJHOCHO HE 3aBUCH O] IPEJICTABHUKA KJIACE TOIMOJIONIKN KOHjYTOBAHUX MTPECIIU-
KaBarba.

Ilocnenuna 33. Touosowxa enwipouuja Ha KOMUGKIIHOM MEWUPUYKOM UPOCTLOPY j€ UHBA-
PUjaHIG TOTOAOWKE KOHJY2AUUJE.

Zloxas. TlpermocTaBuMO Jga UMaMO JIBa JIUHAMHUYIKA CHCTEMA
f: X=X, g:Y =Y
KOjU Cy TOIIOJIOIIKY KOHjYTOBaHU, C& KOH]yTallldjoM
®:Y — X.
Axko je d merpuka Ha mpocTopy X Tajia Ha MPOCTOPY Y MOXKEMO 3ajaTh MeTpuky d’ ca
d'(z,y) =d(®(z),2(y)).
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

Metrpuka d' rerepuiiie mojasuy romnosorujy Ha Y. Kako je ¢ usomerpuja jiBa jgara mpocTopa
1 Ha ocHOBY TBphema 32 TOIOJIONIKa eHTPOIja He 3aBUCH 0] n300pa METPUKE CJIE/IH J1a je

hiop (f) = hiop (9) -

Hajsnauajuuje maspe ocobune TOIOJIONIKE €HTPOINjE AajeMo y ciaegaehem TBphemy.

TBphewe 34. Hexa je f : X — X mueupexugho upecauxasarve KOMUGKTHOZ MEWPUIKOS
apocwopa y ceobe. Taga sasrce caegeha wepherva:

1. hiop (fk) =k hiop (f) 3a ceaxu upupogar 6poj k,
2. Axo je [ unsepiubuano upecauxasaroe My (f71) = Ry (f),

3. axo cy Ay, Ay, ..., Ag 3aWeOpeny U YHATPEY UNBAPUJAHTIHY CKYTLOBU TAKEYU §a HUL08a
YHUJa gaje ueo upocwop X waga je

haop () = max { huoy (f1,,) [ 1< <k}

Cueyujanro, 3a 3aeopen unsapujantiar ckyt A eastcu ga je hygp ( f | A) < oy (f).

4. Axo je u (Y,d') xomaaxian me@puyku apocop, g : Y — Y neupexugho upeciukasarve
u X XY cxreatiamo Kao MEWPUYKY UPOCTLOP €A OUNO KOJOM METWUPUKOM KOJG 2EHEPUULE
WOUON0ZUJY UPOU3BOGQ, BANHCU A je

hiop (f X 9) = hiop (f) + Ptop () -

Zlokas. 1. @ukcupajmo k € N. Tana 3a cBake JBe Mpou3BOJ/bHE TadyKe T,y € X U IpoU-
3BoJbHO N € N Baku Ja je

max d (f*(z), f (y)) < max d(f (), ()

0<i<n—1 0<j<kn—1
oJlaKJie CJIeJIN Jia je

sep (n,&; f¥) < sep (kn, &; f)
logssep (kn,<; f)

logsep (n, e; f*
lim sup 8 p( f)glimsupk .

n—o0 n n—oo kn

OBuM cMO H0OMIN HEjeTHAKOCT
htop (fk) < k htop (f) .

Ca gpyre crpane, 3a cBako £ > (0 moxkemo nedunucaru J (€), Kao y goka3y Tsphema
32, tako ma je di (z,y) < d (¢) kazg rox je d(x,y) < €, kopucrehu yumenny na cy d u
dy ekBuBajienTHe MeTpuke. Crenu fa je

span (n,a; fk) > span (kn,d (€); f) = cov (kn,20 (¢); f)

1 & f* 1 kn, 26 (¢);
lim sup og span (n e f ) > lim sup b ogcov (kn, 2 (¢); f).
n—oo n n—oo ]{PTL

[IymarmeM rpaHUYIHUX BPEIHOCTHU ,ILO6I/IjaMO u 06paTHy HEjeTHAKOCT
htoz) (fk) >k htop (f) :
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TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

. 3a dukcupano n € N u ¢ > 0 neka je E (n,¢; f)-pasnBojen ckyn. U3 nedununimje

OBaKBOI' CKyTla UMaMo Ja je 3a CBaKo X,y € F
d, (z,y) > ¢,
JIOK je ca JIpyTe cTpaHe

dn (2,y) = max {d(f"(2),f" ()} = max {d(f7 (/" @), /7 (W)}

o<i<n— 0<yj<n—1

Cnemu na je f" ' (E) (n,e; f)-pazasojen ckyn 3a f~'. MehyTum, kako je f Gujeximja,
OBa JIBa CKyIa Cy MCTe KapIWHATHOCTH.

Cimuno, axo je Ey (n,e; f)-pasnsojen ckyn 3a f~! tanaje " (E) (n,¢; f)-pasnsojen
ckyn 3a f. U3 oBora cienu 1a mopa 6utu u

sep (n,&; f) = sep (n,e;.f )

1a cjaejin TBpheme.

. Ilpumerumo na je csaku (n,e; f)-pasasojen ckyn y A; (n,e; f)-pasaBojen u y X, mna

JIAKO CJIeIN J1a je
hmp (f‘AZ> < hmp (f) :

Takobhe yuuja (n,e; f)-mpexa 3a A; je (n,e; f)-mpexa 3a X. Cuenn 1a Baxku HejeqHa-

KOCT
k

span (n, ) < 2; span, (n,e) < k max {span; (n,e)},
1=
rjge cMo ca span,; (n,£) O3HAYMIM MUHMMAJHY KapaumHajgHocT (n,e; f)-mpexe 3a A;.
Opasre je

log max {span, (n,e)}

NE

log span (n, €)

. . logk .
lim sup < limsup —— + lim sup
n—00 n n—00 n n—00 n

Kako je k ¢dukcupano npeu cabupax ca JecHe CTpaHe HejeJHAKOCTU TeXKU HYJIU, 11
IyIIITAEM JIUMECa JIa € TeXKU HYJIM j100uja ce TBpheme.

. IIpumeTruMo TIpBO 18 MeTpHKa 3aJaTa ca

d ((m7 x/) ) (ya y/)) = max {d (CL‘, 37/) ,d (ya y/)}

reHepuIle TOMOJIOTHjy TTpon3Boia Ha X X Y W ja BaKu 3a CBaKW NPUPOJIAH Opoj 1 Jia
je N

dn ((z,2), (y,9)) = max {d, (z,2) ,d, (y,)}.
Axo ckynosu U C X u V C Y umajy mujamerap mMamu of € Taga he u U X V umarn
JUjaMeTap Marbu Off € Y MeTpunu d 1a je

cov (n,e; f x g) < cov(n,e; f)cov(n,e;g)

OIHOCHO

Biop (f X 9) < hiop (f) + top (9) -
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

Ca npyre crpane ako ¢y Fy C X u Ey C Y (n,¢; f)-pa3aBojeHu CKyIOBH OHJA je U
BuX0oB npousson Fy X Ey (n,e; f)-pasasojen y merpurm d ma je

sep (n,e; f X g) = sep (n,&; f)sep (n, & 9)
OJIHOCHO

htop (f X g) 2 htop (f) + htop (g) .

qUMe CMO JIOKa3aJId jeJIHAKOCT, OJTHOCHO IIOCJIeIbH JIe0 TBphemba.

]

Beoma je 3aHUMI/BUB OJTHOC TOIIOJIOIIKE EHTPOIIHje TIpeMa JIyTajyhem oHOCHO HeayTajyhem
JleJly TWHAMHWYKOTD cucTeMa. Hamme Tomosiomka eHTponmja yominTe He BUAM JyTajyhm meo
CUCTEeMA 33 PA3JIUKY O]l IIOJUHOMHUjaJTHE eHTPOIHje MTOo hemo BuaeTn Kacuuje y Tephemy 45.

Tephewe 35. Touorowka eHtupouuja 3a6UCl CaAMO 0 CKYUQ CBUX HeAYywajyhur wWavara
UPECAUKABAA [, OGHOCHO 8adHCU ga, je

Piop (f) = Piop (f‘NW(f)> ’

Jlokas. Kako je NW (f) C X unapujantan u 3arBopeH Ha ocHOBY TBphema 34 3Hamo 1a je

hion (Flw(py) < Peon (f)

ma je HoTpeOHO caMo JOKa3aTu APYTY HejeTHAKOCT.

Qukcupajmo n € N u ¢ > 0. Uzabepumo F| (n,e; f)-MpexKy MUHUMAJHE KapAMHAJIHOCTH
3a NW (f). Moxkemo dhopmuparu orsopeny okosimay NW (f) ca

U={zeX| (ByeFR) d,(z,y) <e}.

13 kommakTHOCTH ipocTopa X cienn na je u ckyn K = X \ U KoMImakTaH u cacroju ce
camo oj1 ayTajyhux tadaka. Moxkemo K mokpuTw jgyTajyhuM okoJWHaAMa Tadaka. laja je
CBaKWU CKyI JjameTrpa Mamer of Jleberosor 6poja mokpusada cajpkKaH y HEKOM €JIEMEHTY
OKpuBaJa, 1na je camuM tuM Jytajyhu. Ha ocrHoBy Tora mocroju 1 TakBo ja je 0 < n < e u
Jla 32 CBaKy TadKy ca IeHTpoMm y x € K, nosynpednuka 1 u 3a cBako k € N Baxku j1a je

fH (B (z,n)) N B (z,1) = 0.

Uzabepumo u muanMmainy (n,n; f)-mpexy Fh 3a K. Yuaujom F = FyUF; nobujamo u (n,€; f)-
MPEXKY 3a 1eo npoctop X.

Cagma 3a nmpupogan 6poj | u maro n JieUHUAIIIEMO TPECTUKABATHE

¢?:X—>Fla ¢?($):(yo7y17---7y171)-

Axko je f™ (z) € U mahemo y; € Fy Taxo ma je d, (f™ (x),y;) < &, onHocno axo je f (x) € K
nabemo y; € Fy Tako ga je d, (f™ (x),y;) < n. OBo npecimkaBame MOXKEMO JepUHUCATH jep
je F (n,e; f)-mpexa 3a npoctop X. OcobuHe 0BAKO 3aJIaTOr MPECIUKABaba, KOje Cy HaM
moTpedHe, MOKEMO M3JIBOJUTH Y HEKOJIMKO JIEMA.

JIema 36. V [-@wopru ¢ (x) = (Yo, Y1,---,Yi—1) He Mmodice ce gea UYWa UOJABUTU UCTLO
Y; < FQ.

18



1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

Jlokas. Tepheme corenm u3 Tora mro cy 3a y; € Fy C K kyrue B (y;,n) ayrajyhu ckymosu. [

JIema 37. Ilpecaukasare ¢} je unjexiueno 3a wauke koje cy (m,2e; f)-pazgeojene axo je
m < In.

Jloxas. TlpermocraBumo, CynpoTHO TBphemy Jieme, Ha IOCTOje JBe Tadke & W ' Koje cy
(m, 2¢; f)-pa3aBojene, oHOCHO d,, (T, x) > 2, U 3a Koje BaxKu Ja je

¢ (x) = o ().
Tana 3a 7 1 j Koje 3a70Bo/baBajy HejegHakocTu 0 < j < nu 0 <@ <[ ciemgn
d(f™ (z), [ () <dp (f7 (@), [ (27))

Hajseha Bpemnoct uspasa in + j je In — 1, na 3a m < In — 1 Baxu na je d,, (z,2") < 2e mro
je KOHTPaIUKIIN]ja Ca ITPETIIOCTABKOM. Il

3a KapAuHAJIHOCT ITPOU3BOJHHOT cKyma A Kopuctuhemo o3naky fA.
Osnaunmo ca g(n) = §F, u ca p(n) = §F.

Jlema 38. 3a upoussoman uogckyu E C X saostcu

e (B)} < (a(n) + DT p(n)'.

/loxas. Heka je A; ckyn cBux enemenara ¢ (E) takBux 1a je y ciunu tadke u3 E Ha TadHO

J KoopamHaTra Hasase Tadke n3 Fh. Ha ocHoBy Jleme 36 oBakBuM Y; ce He MOI'y IOHaB/HATH

y ¢ (E), na 3uamo ga je j < ¢g(n). 3a ckyn A; 3mamo ga MoxkeMo j Tadaka u3 Fh ga
Al

nzabepemMo Ha (q(j@) HAYUHA I MOXKEMO J[a MX PACIOPEJUMO Ha 75y HAYMHA. Takohe nmamo

p(n)=7 < p(n)! maumna 3a uzbop ocrarka I-Topke Taukama uz Fy. Cremn na je

1A, < (q(n)) & i p(n)’.

j ) =3)
Kaxko je
: — s\ i) -))
IpOIleHaMAa
B (Q(”)> < q(n)!
=gt i)
J00ujamMo

fom (E) < (g(n) + 1117 p(n).
0

Uzabepumo E na je (m, 2¢; f)-pa3iBojen CKyIl MAKCUMaJIHE KapIUHATHOCTH Y [IEJIOM TIPO-
cropy X, rze je m = n(l — 1) < nl. Taga na ocuoBy Jleme 37 Baxku

logsep (m,2¢) loghE  logig) (E)
m om m '
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

Ha ocnosy Jleme 38 mmamo

log g} (E) _ log ((a(n) + D! "™ p(n)') _ log((q(n) +1)!) + q(n) logl + Llog(p(n))
m = n(l—1) B n(l—1) '

Ca gpyre crpane 3HaMO Ha OCHOBY Jleme 29 na je

log cov (m, 4¢) o log sep (m, 2¢)

AN
m m
Hamomena 25 wam roBopu ja JuMec

. logcov (m,4e)
lim
m—o0 m

IOCTOjH, T1a je

1 4 1 I—1),4
hae (f) = lim og cov (m, 4) = lim sup og cov (n( ), 4e)

m—00 m =00 n(l —1)

Ha ocnoBy mperxojiHOT 106U CMO Ja je

he (7) < limsup log ((¢(n) + 1)) Z(;J(_n)l iogz +Llog(p(n)) _ log (ﬁ(n)).

OpaxJe myIrameM Ja N TeXXu OECKOHATHO JT00MjaMo

hae (f) < he <f\Nw<f)> '

Konauno nymrameM J1a € TeKu HyJIU J00MjaMO TpazKeHY HejeHaKOCT

htop (f) < hiop (f|NW(f))

4quMe je TBpheme JIoKa3aHo. 0

Ha ocuoBy Tephema 12 ckyn NW (f) cagpxku w-rpaHndse CKyloBe CBUX Tadaka, [a He
MoxKe 6uTh npasaH. Y ciaydajy kaga je ckyn NW (f) konadan mmamo ciejehy mocseauity
IPETXO/THOT TBphema.

ITocaenuna 39. Yrxoauko je ckya NW (f) xonaune xapguranroctu waga je hip, (f) = 0.

Jloxas. Cxkyn NW (f) je uHBapujaHTaH M KOHAYaH Ia C€ CACTOJU CAMO OJ KOHAYHOT Opoja
nepuoimanux opbura. Ilepmoguyune opburTe cy MHBApUjaHTHU W 3aTBOPEHM CKYIIOBH, I1a Ha
ocaoBy Tephema 34 Tonosomka enrponuja ckyrna NW (f) Gulie MakcuMyM TOMOJIONIKE €H-
TpOIKje Ha MepuoAudHuM opbuTama. MehyTum Tomosionka eHTponuja IMepuoIuIHe OpOUTe
je jennaka HyJin, 1a he u TOIOJIONIKA €HTPOIINja IEJIOT CUCTeMA OUTH jeTHAKa HYJIU. 0

3a kpaj oBor moriaB/ba JaheMo mpuMepe u3padyHaBarba TOIOJIOINIKE eHTPOIIH]e.

ITpumep 40. Axo je f: X — X usomerpuja Bazku 1a je hy,p, (f) = 0.

Baucra, kako je f uzomerpuja cieju ja 3a cBako n Baxu d, (z,y) = d (x,y). VI3 komnak-
HOCTH TIPOCTOPA 3HAMO J1a je cov (n, €) KoHauaH 6poj, Koju He 3aBucu oi n. Onasme cjieau aa
jen
logcov (n,e) 0

lim
n—oo n

OJHOCHO CJIeU 3aKJby4daK.
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

IIpumep 41. Heka je A 1eJiobpojua 2 X 2 MaTpuiia ca JeTePMUHAHTOM +1 U COIICTBEHUM
spesHocTMa A 1 A~L [A| > 1. Axo je A : T? — T? upuapyzKenu Topajnu ayToMopdusam
Taza je hiyp (A) = log| Al

[Tosuaro je ma Topyc T" moxkeMmo mocmarpaT Kao KoJaudHudku mnpocrop R™/Z". Ceaka
11eJI00POjHA MATPUITA A ca coucrsenum BPE/IHOCTU PA3JIMIUTUM I10 aIllCOJIyTHOj BPEIHOCTHU OJT
jenan uHIyKyje enpomopdusam rpyme R™/Z". OBo npeciimkaBambe je WHBEPTHOUIHO aKO U
caMoO aKo je Al Takohe 1e100pojHa MaTpuIia, a OBO je €KBUBAJICHTHO Ca THME JIa j€ JIeTePMU-
HaHTa Marpuile jeanaka +£1. Ako je A mHBepTUOMIHA MAaTPHUIA CA COTICTBEHUM BPETHOCTHUMA,
Yrja je amcosIyTHA BPEIHOCT padiaudnta o 1 Tajga mpugapyxkeno npeciaukapame A : T" — T"
“Ma MOTIIPOCTOPE y KOJUMA je eKCIIaH3MBHO U KOHTPaKIFja, U 4rja je JUMEeH31ja KOMILIEeMeH-
tapua. OBako 3371aTO TPECNKABAHE C€ HA3WBA XUIEPOOJUIKIM TOPYCHUM ay TOMOPMU3IMOM,
a M hemo ra mocmaTpaTy y AUMEH3UjH 2.

O3HAaYMMO ca V] U V9 JeIMHUYHE COIICTBEHE BEKTOPE KOjU OJI'OBAPAjy COICTBEHUM BPEIHO-
cruma A u A~ (A # A1 jep emo npernocrasuiu ga je [A| > 1). Tlosnato je ma cy concTBeHn
BEKTOpH JIMHeapHO HezaBucHU U dmHe 6a3y R?. Tazga 3a csako z,y € R? MOKeMO HHUXOBY
Pa3JINKy 3alMCaTU Kao

x —y = av; + Pus.

[Morpaxkuhemo Mpexy 3a jenuauanu Kajgpatr [0, 1]2. Qukcupajmo € > 0 u N Tako za
je 1/N < £/2. Tlocmarpajmo caja jiy»Ku Koje CIajajy MBHIE KBaJpara Koje Cy y IMpaBILy
BekTOpa v,. IIpermocraBuMo Jla TUX Jy»KU WMa JOBOJAHO TAKO JIa je IbUXOBO PaCTOjarbe y
npaBily BekTOpa ve Mambe o 1/N. Mzabepumo cajga Tadke Ha CBAKOj OJ THUX JYKH TAKO
Ja ¢y Ha pacTojamy MameM ox /2 |\|" . Osako nobujen ckyn tadaka osnaumhemo ca F u
nokaszahemo J1a je 0BO je/IHa MpesKa.

3a mpousso/bHy Tauky x € T2 Heka je y € F m0j Hajoamrka Tauka jaTor ckyna. I3
KOHCTPYKIIHje CKyIla MOXKEMO OIPAHUYUTH KOe(DUIMjeHTe y JTUHEAPHO] KOMOWHAIIN ]I

T — 1y = av; + [us.

Hobujamo na je
€

1
< — < -

g
<
o :

S o
2[A["
Hanasbe mokasyjemo J1a nrepalmjoM IIpecanKaBamba pacTojarbe OBUX TavdaKa OCTaje MaJio.

Youumo na je B _ B
AF (z — ) = adfv; — BARV, = aXfuy — BAFv,.

W3 mejemnakocTn Tpoyria mMaMo

d(f* (), " () <d(f* @), ff (@ —av)) +d (" (y+ Bu), [* ().

Orpannammo caj| cabupke ca JieCHe CTpaHe HejeITHAKOCTU
A (f* (@), f (x — av))) = d (A (2), A (@) — aXour ) < Jal A,

U CJIMIHO
d (f* (y+ Bua), f* (1)) < IBIIAITE.
MozkeMO 3aK/by9IUTH Ja je

3

g
2 |)\|n71 :

d (A" (), A () < lal N+ [BHATF < A 5

+ A
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1.2. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIHJA

Kako je |A\| > 1 moxkemo BuzeTn ja je 3a ceako k < n — 1
4 (A" (2), A4* () < =,

omurocHO F' jecre (n,e; A)-mpexa. ITporenumo cajr meroBy kapauuajanoct. Huje Temko Bu-
JeTH J1a je
LNC

ﬁF S — |)‘|n_1 )
&

rje je L myxxuna unajsehe oi ay»)u Koje cmo jedunucaan, C' KOHCTaAHTa KOja 3aBUCH OJT YTJIa
n3Mehy BeKTOpa v; M vy KOja HAM TOBOPU KOJIMKO JIy2KHM CMO MOpaJu mnoByhwu ja 6u Omie Ha
pacrojamy MameM oi 1/N y mpasily BekTopa vs. Kako je F' Mpexxa mopa 6utn

span (n,e) < fF.

Jobuau cmo 1a je

10 LNC )\n—l 10 M—'—lo )\nfl
lim sup < lim sup g( = | | )Zlimsup g g Al

Nn—00 n N—00 n N—00 n

log span (n, €)

OJIaKJIe TMYIITakbeM I'PAHUIHUX BPETHOCTH JI00MjaMO HEjeIHAKOCT

hiop (A) < log|A.

Koncrpyucahemo cana (n,¢; f)-paznpojen ckymn. Mzabepumo ayx najsehe myxune Ly
npasiyy BekTopa v. Heka je E cKyn Tauaka ca oBe [IyKu Koje cy Ha pacrojamy &/ |A[" .
Axko cy x,y € F nBe Taduke OBOT' CKyIla Ha HajMambe€M PACTOjarby TaJa je

3
=Y =V mn=
|>\|n 1

[Tpumenom npecmkaBama A k myTta jpo6ujamo

’)\ln—l

~ S
A (x —y) = U= A v

Buaumo ma je majseha Bpemuoct 3a k = n — 1 ma oBe nBe tauke jecy (n,e; f)-pasasojere.
Kako cy Tauke u mocse urepaimja Ha BelieM pacrojamy o] € 3ak/bydyjemo na je E (n,e; f)-
pasaBojen ckyn. M3 mperxomHor je

sep(ne) > 45 > LA
€
n—1
1 LA log £ + log [\
lim sup w > lim sup <— = lim sup I g 1A .
n—00 n n—00 n n—s00 n

Ha OCHOBY OBOrI'a CJIEJX U APYyTa Heje,ZLHaKOCT

hiop (A) = log |A|.
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1.3. IHOJIMHOMHUJAJIHA FHTPOIINJA

1.3 IloamaomMmujajiHa eHTpOIIHja

3a pa3uKy o TOIIOJIOIIKE EHTPOIINje, KOja je J0oCTa NCTpaKUBaHa U drje cy OpOjHe Kapak-
TEPUCTHUKE U IIOHAIakha JI00p0 U3yUeH!, OJINHOMUjAJIHA €HTPOIN]ja je PeJaTUBHO HOB II0jaM
1 O 10j Ce jOIl yBEeK He 3HAa MHOT'O, TAKO JIa TIOCTOjé MHOTH OTBOPEHHU IPOOJIEMU U MUTAHA Y
Be3u ca ;oM. OBaj mojam ce MojaBUO TTPUPOJIHO Y JKEJbU JIa C€ CUCTEMH HUCKE KOMILIEKCHOCTH
pazaBoje. Hamme Kom MHOTMX JNMHAMUYKUX CHUCTEMa j€ TOIOJIONIKA €HTPOIHja HyJa, a OHU
ce WITaK 3Ha4YajHO pa3iukKyjy. Kiaca cucrema 4mja je TOIOJIONIKA €HTPOIHUja jeIHaKa HYJIU
obyxBaTa M HE CACBUM jeJIHOCTABHE CHUCTEME Kao IINTO Cy: XOMEOMOP(MU3MH KPyra, XapMo-
HUjCKH, HEXapMOHUjCKU OCIIMJIATOP M KJIATHO, BpayBepoBu XxoMeoMOP(MU3MH, €TUNTUYIKU U
OJINTOHMjATHE GUInjapu, GUIjapcKa mpeciuKaBama y KOHBeKCHOM Tomueapy y R?, Mmmorn
(He cBu) mHTErpabWIHU reoje3ujcku TOKoBHU... Ca muibeM Ja ce 6o/be Tpoyde pasjiuKe OBa-
KBHUX CHUCTEMAa TPAXKUJIA Ce BEJIMIMHA KOja Ne MepuTH MOJIMHOMUjAIHU pacT Opoja CyIITUHCKH
pPa3IMIUTUX OpOUTA, 38 PA3JIUKY O] TOTOJIOIIKE €HTPONHNje KOja MepPHU €KCIIOHEHITN]aJTHU PACT
6poja oBakBux opouta. [lokazaso ce 1a je momuHOMUjaIHA EHTPONR]ja T0OPO IMpuIarohena Jry-
tajyhoj muHaMuIm, 3a pa3/jvKy OJ TOIOJIOIIKE eHTPOIHje Koja JyTajyhe j1eoBe TUHAMUYIKOT
cucrema He npumehyje, mro cmo Bugenn y Tephemy 35.

[TostmnomMujaHa enTponuja ce JeUHHIIE BPJIO CJAUIHO TOIOJIONIKOj, C TUM Ja je TpUia-
rohena criopujem pacty pazjmdauTux opourta. 3axBasbyjyhu Jlemu 29 moxkemo nedunucaTu
IOJTMHOMU]jAJIHY €HTPOIINjy Ha TPU €KBUBAJEHTHA HATUHA.

Hedununmja 42. Hexa je (X, d) xomuakmarn metpuyku apocmop u [ : X — X neupexugho
apecaukasare. Ilosurnomujarna entipotuja upeciurasara | je

log cov (n, €) log span (n, €) log sep (1, €)

o = lim li = lim Ui = lim L
por (f) = Jim limsup === 70 Jim Tim sup ——= "7 i lim sup ==

OBaxko yBejieHa TOJIMHOMUjAJIHA €HTPOIINja UMa TOCTa OCOOMHA KOje Cy aHAJIOrHE OCOOMHA-
Ma, TOIIOJIOIIKE eHTPOIINje U JI0Ka3yjy e UCTUM TEeXHUKaMa, Ia Te JI0Ka3e HeNeMO M3BOIUTH.
Hajmpe je Mapko y [23] mokasao ma je u mosmHOMHUjaHA €HTPOIKja TOMNOJOIIKA OCOOMHA U
He 3aBUCHU OJ1 1300pa TOIOJIONIKN €KBUBAJIEHTHUX METPUKA.

Tspbhewe 43. [loruromujarrna enuPotuUja He 3a8UCU 0 U3OOPa MEWPUKG Koje 2eHePUULY
uctwy wonorozujy Ha X. Tloaurnomujanna entipouuja je uUHBAPUJAHILG TOTUOAOUKE KO-
Jyzauuje. [

Y ucrom pagy [23| ce moxke porahu T0Ka3 ¥ OCTAINX OCHOBHUX OCOOMHA MTOJTMHOMUjAJTHE
eHTpornuje, 1aTux y ciaejehem TBphemy.

TBphewe 44. Hexa je f : X — X meupexugho upecauxasarpe KOMUGKTHOZ MEWPUIKOS
apocwopa y ceoe. Taga sasce caegeha wepherva:

1. hpor (%) = hyot (f) 8a cearu apupogan 6poj k.
2. Axo je [ unsepiubuano upecauxasaroe hyo (f71) = hpo (f).

3. Axo cy Ay, Ao, ..., Ay 3aeopenu u yHatpeg UHBAPUJGHTTHY CKYTOBU WAKEU §a HUT06E
yHuja gaje ueo upoctwop X waga je

hpol (f) :maX{ h’pol (f‘AZ) } 1 < l < k’}
Cueyujasro, 3a 3au6oper urnsapujornian ckyt A eaxcu ga je hyo ( f| A) < hpo (f)-
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4. Axo je u (Y,d') xomaaxarn metpuuku apocmop, g : Y — Y neupexugho upeciukasarbe
u Ha X XY 1Uogpasdymesamo wouosozujy upous3eoqa 8adtHcl ga je

ot (f % 9) = hypot () + Trpor (9) -
5. Baoice caegehe nejegnarocttiu
O< htop(f) < hpol(f)'

]

MozkeMO TpUMETHUTH J1a je jeuHa Pas3/inKa, y OJHOCY Ha TOIOJIOIIKY €HTPOIN]Y, ¥ TOMe
IITO ce 3aMEHOM IIpec/uKaBamba f IpecinKaBameM [ MoIrHOMHUjaIHa eHTPOINja He Mea.
OBoO y HEeKHM cHUTyalrjaMa MoKe OUTH KOPUCHO akKo J00MjaMo jeJTHOCTABHUjU CHUCTEM 3a pa-
gyyHambe. Ha nmpumep Koj mpecivKaBamba KoOje MMa KOHAYHO MHOTO TMEPHUOJIMYHUX TadakKa
MozkeMO nocMarpaTu [ 3a mobpo m3abpaHo k, TAKO Ia Cy CBE NEPUOMUYHE TAYKe 3aIPABO
duKcHe TayKe OBOT IIPECINKABAbA.

Y pauay [19] npumehena je ummenuna kojy cmo Beh momenysnu o Besu jyrajyhinx cky-
nmoBa u nojmHoMujasine eatponuje. Camo mocrojarme JjyTajyhe Tauke o6e36ehyje mosuTusHy
[IOJIMHOMU]jAJIHY €HTPOIINjy, OJHOCHO BaxKu cjejiehe TBpheme.

Tephemwe 45. Hexa je (X, d) xomaaxmarn metwipuwry Gpocwop u f : X — X zomeomoppuzam
woz upoctwopa. Axo f uma aymajyhy wawky caegu ga je

hpol (f) 2 1.

/oxas. Heka je x € X nyrajyha Tauka npeciukaBama f. Tama mocroju g > 0 TakBo 1a 3a
cBako k € N Baxku n1a je

f* (B (x,20)) N B (z,8) = 0.

W3 oBora caean m1a je 3a cBako € < €y 1 3a cBako k € N

d(z, f*(z)) > e
Ourcupajmo caga npuponas 6poj n. Tama 3a cBako k TakBo ma je 1 < k < n BaxKnu

dy (2, f 5 (2)) 2 d(fF (z),2) > e
Haksie 3a cBako € < €y 1 3a cBako n € N CKyl Tadaka
{0,/ @), [ (@)
je (n,¢e; f)-pasnBojen. 3akipydyjemo ma je
sep (n,€) > n,

OIHOCHO BaxKu Ja je hyy (f) > 1. O

Hamomenumo camo ma obpat oBora TBphema He Baxku. [IpermocraBumo 1a mumMmamMo cucrem
ca TO3UTHBHOM TomnojomkoM earponujom. Kako je ckyn NW (f) 3arBopen u mHBapujaHTaHn
MozkeMo Kao auHamudaku cucreM riaenara f: NW (f) — NW (f). Tonosonika earponuja oBor
CHCTEMA je TO3WTHUBHA I1a je MOJMHOMHUjaTHA €HTPOInja OeCKOHaYHa, a CUCTEM HE CaJIpXKU
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aytajyhe Tauke. Jlakie, cucremMu ca TMO3UTHBHOM TOTIOJIONIKOM €HTPOIIKjOM MOTY OuUTH 0Oe3
JiyTajyhux Tadaka, ca IMOJJMHOMUjATHOM €HTPOIN]OM jeIHAKOM YakK OECKOHAYHO.

Kao mrro BuguMo u3 nperxogHor TBphema 3aHUM/BUBO TIUTAbE je KAKO HEeKe 0cOOuHE -
HAMHWYKOT CUCTEMAa YTUIY Ha BPEJTHOCT MOJTUHOMHUjAJIHE €HTPONHUje, a U OOPHYTO MUTAIbE IITa
0 HEKOM JUHAMHUYKOM CHUCTEMY MOXKEMO 3HATH HA OCHOBY BPEJIHOCTHU IOJUHOMUjAJTHE €HTPO-
nuje. Penmmo, eKBUHENPEKNTHOCT MOBJIAYN aHYJIUPAbe TOJTNHOMUjAJIHE EHTPOINj€e, OJTHOCHO
Baxku cjejsiehe TBpheme.

Tepbhemwme 46. Axo 3a xomeomoppusam [ eascu ga je damuruja {f" | n e Z} exsuHeupe-
KugHa waga je hpo (f) = 0.

/loxas. 3a ekBuHENpeKuIaH XOMeoMOpdu3aM f MOKEMO 3aJIaTH TOIOJONKA eKBUBAJIEHTHY
METPHUKY Ca

d(il?,y) = supd(f" (.CE) v (y))
nez
Y 0BaKko 3aJIaHOj METPUIM CBAKU €KBUHEIPEKHIaH XoMeoMopdu3aMm je udomerpuja. (Y ciry-
4yajy Kaja [ HUje eKBUHENPeKnIaH XoMeoMopdu3am He CJIe/IH J1a je OBAKO 3a/1aTa TOIOJIONIKH
eKBUBAJICHTHA MeTpHKa y Ko0joj je f m3zomerpwuja.) Kao y IIpumepy 40 ykosuko je f mzome-
TpHja CKyl cov (n,€) He 3aBUCH O M, T€ Ce MOJTMHOMUjATHA €HTPONUja aHyJIupAa. [

[TocTaBuyio ce muTame Ja JU y OBOM CJIy4dajy BaxKu OOPHYTO TBpheme j1a aHyIuparmbe
HOJIMHOMUjAJTHE €HTPOIIMje TIOBJIauYu eKBUHEIPEKUIHOCT. Y pajy [2] je mar npumep ma oBO
HE MOpa BaXKUTH U JIATa je XUIIOTe3a J@ OBO BaXKU y3 JOJATHU YCJIOB TOBE3AHOCTH MIPOCTOPA.
Masom mpepajiom gaTor npuMepa nokazahemo y Ilpumepy 122 na Hu Taja eKBUBaJIEHITA]a HE
MOpa BazKuTH, Beh cy moTpebHu 101aTHU CTPOXKU YCJIOBH.

Y nomenyrom pagy [2] nara cy u cieneha tBphema, Koje mokasyje jia ce M3 BPEJIHOCTH
[IOJTMHOMU]jAJIHE €HTPOIINje MOTY CA3HATH HEKe KAPAKTEePUCTUKE JTUHAMUYKOL CHCTEMA.

TBpheme 47. Axo 3a xomeomoppusam f: X — X saorcu ga je hy (f) < 1 @Waga je ceaxa
wavwKa u3 upocwopa X pexyperiina.

Iloka3z oBor TBphema cjeu u3 HapeIHOT ONIITHUjer TBphemba.

TBphemwe 48. Axo 3a xomeomoppusam f: X — X eaoicu ga je hyo (f) < 1 wWaga 3a cearo
e > 0 wocwmoju m > 0, waxo ga 3a ceaxo x € X wocwioju n 3a xoje saxcu ga je 0 <n < m u
saotcu ga je f" (x) € B (x,¢€).

/lokas. IlpernocraBumo, cynporHo TBphemy, na je hyy (f) < 1 m ga mocroju € > 0 TakBo
Ia 3a cBako m > 1 mocroju x € X ca ocobunom na je f"(x) ¢ B(x,e) 3a cBako n Koje je
1 <n <m. Hedurummmo ckymn

E={z [ (2),....f " (2)}.
N3a6epuMo caja IBe Tadke U3 OBOI CKYIIA
a=f"7(zx), b=f"(), 0<j<k<m.
3a oBe JiBe TaduKe BaxKu
ffla)y=f (7 @) =@, fFO=Ff1F" @)=
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Kaxko je 0 < k — 5 < m cnenu, na ocHOBy nedunuimje ckyna F, na

f*(a) & B(z,e) = B(f*(0),¢),

mna je

dy (a,b) > €.

Osum cMmo nokaszasu ja je ckyn E (m,e; f)-paznsojen. Ckyn E uma m+ 1 ejeMenT na cieu
na je
sep (m,e) =2 m +1

OIHOCHO Dy (f) = 1 mITO je KOHTpaJMKIMja Ca YCIOBOM. O

Jlokas. (Tephema 47)

Hexka je x € X npousBospHa Tauka. M3abepumo e;. Ha ocuoBy mperxomuor tBpherma
nocroju ny Tako ga je f™ (x) € B (x,e1). Heka je cana ey = min {d(:z:, i (z)) | i=1,... ,nl}.
[TonoBo Ha ocHOBY mpeTxomHOr TBphema mocroju ny Tako na je f"2 (x) € B(x,e2). OBum
HOCTYIIKOM J00MjaMO HU3 7 3a KOJU BayK! 114 je klg{.lo f™ (). Cnemu na je x € w (x), OIHOCHO

TayKa T je PeKypeHTHA. [

[IpumeTrrMo 7a ce Kao MoCIeauIa mMpeTxoaHor Mmoxke gooutu Tepheme 45.

Kao mrro cmo mHarmacwim, moJMHOMUjaJIHA €HTPOIUja je joIl YBEK HEJO0BOJHHO ITPOYYEH
mojaM u MOTPeOHO je joIr JIocTa PaJuTH Ha EeHOM pa3yMeBamy. 3a Kpaj OBOI IMOIJIABJbA
nmaheMo KpaTak IperJie/] HeKUX 3HAaYajHUjuX J0CaJallbux pesyiarara, a y [lormasby 4 Heka
OTBOpEHA MUTAkA U IIpobIeMe.

[Tojam mosiMHOMMjaJIHE €HTPOIMje ce IpPBU MyT NojaBuo y pajosuma Mapka [23| u [21].
OH je nmpoyvaBao MOJUHOMUjAJIHY €HTPOINNjy Y KOHTeKCTY JImyBuioBux mHTErpabuaHux Xa-
MUJITOHOBUX CHUCTEMa Ha IOBPIIH, W JIOKA3a0 OCHOBHE ocobwHe. Kao mociemnuitly mo0uo je
J1a je TIOJIMHOMU]jaJ/THa, €eHTPOINja XapMOHUJCKOT OCIIMJIATOPa Mamba OJ1 IIOJTUHOMUjaJTHe eHTPO-
nMje HeEXapMOHU]CKOT OCITMJIATOpPa, & OBa Marba O] MOJWHOMUjaJTHE eHTPONuje KJIAaTHA, NaKO
ce TOIIOJIONIKA €HTPOIKja Ha OBUM CHCTEMHMMA aHyJupa U He pa3imkyje ux. Takobhe y [22]
JI00MjeHo je Ja je MOJIMHOMUjaJIHA €HTPOINja CTPOr0 KOHBEKCHOI OWInjapa ca aHAJIUTHIKOM
TPaHUIIOM jeJTHaKa 1 ako U caMo aKo je Ta TpaHuIla KpyT, a y caydajy Kaja je TpaHulla eJInurca
[IOJINHOMUjaJIHA €HTPOIINja je jelHaKa 2.

Y pajy [19] je mokazano J1a BpeIHOCT TIOJIMHOMEjaJIHE eHTPOIIje XOMeOMOopdr3aMa Kpyra
KOjU 4yBajy OpHMjeHTaInjy MoxKe y3uMaru BpegHoctu camo 0 mim 1 m 71a je TakaB XOMeOMOp-
duzaM KOHjyroBaH poTaruju ako my je mnonunomujasaa earporuja 0. Takohe je mokazamo
na axo je X C! memyna BeKTOpPCKO Hojbe Ha Topycy T2 ca HIpUADPYKEHHM TOKOM ¢! BarKu
na je hpo (¢') € [0,1]. Hame, ako ¢' mma nepmopmasne opbure Tama je hyy (¢) € {0,1}, a
hpor (¢) = 0 ako u caMo ako je TOK ¢’ KOHjyroBaH POTAIHjH.

VY paay [4] je mpoyuasana Besza merpuke g Ha Topycy T2 u TOJMHOMEjaJHE €HTPOIHU]je
reoJIe3njCKOr TOKa Jare Merpuke. JlobujeHo je j1a ako je moJMHOMHUjaJIHA €HTPOINja Teoie-
3MjCKOI TOKa Marba O 2 OHAa Mopa OMTH jeqHaka 1 W Taja je MeTpUKa ¢ paBHa MeTpHUKa. 3a
METPUKY PEBOJIYIIH]je je TOoOMjeHo 1a je MOJTMHOMUjAJTHA eHTPOIIN]a Te0/Ie3UjCKOT TOKA jeTHAKA
2.

Y pagy [2] nopen nomenyTHX pe3ysiTara MoKa3aHo je Jla 3a eKCIIaH3uBaH XoMeoMopduszam
KOMIIAKTHOI' METPUYKOr IIPOCTOPa KOjU MMa OeCKOHAYHO Tadaka Baxku na je h,y (f) = 1.
Takohe y oBoMm pajy je mokaszaHo [a je CKyIl IMO3UTHUBHUX peaHHX OpojeBa KOju MOy OUTH

BPETHOCT TIOJMHOMUjAJIHE €HTPOIINje HEKOT IIPeC/IMKaBakba Ha KOMIIAKTHOM IIPOCTOPY T'YCT Y
R+,
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Y paxy [14] je yBeneno jeano crenuduaHO KOAUPAKE 38 XOMeOMOPGU3aM €a TAIHO jeTHOM
HesryTajyhoMm TadkoM, dmje cMo yormreme gaiu y [15]. ITTopens Tora nmpoyuyasaHa je moJuHO-
MujasiHa enTponuja BpaysepoBux xomeomopduzama (xomeomopduszama paBHU 0e3 dUKCHE
tauke). I[TokazaHo je ja je moJMHOMUjaJHA €HTPOIHUja TpaHCJIalUje jeHaka 1, a Ja je 1mo-
JIMTHOMUjaJTHA eHTponuja bpayBepoBor xoMeoMopdu3Ma KOju HUje KOHjJYTOBaH TPAHCJIAIIN]U
Huje Mamba o1 2. Takobe 3a cBako « € [2,400] KoHCTpyHCan je Bpaysepos xomeomopduszam

f mako ma je hyy (f) = a.
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1.4. MOPCOBH I'PAJINJEHTHHU CUCTEMH

1.4 MopcoBu rpaJnjeHTHU CUCTEMMU

MopcoBa Teopuja, Koja ce pa3Buja Beh cToOTHHAK MOMHA, IPE/ICTAB/bA MONHY B3y aHAIN3e
u Tonosioruje. Hamme omoryhaa nam mpoydaBarme TOTIOJIOTHje ITPOCTOPA AHAJTU30M I'e€HEePUY-
K1 m3abpaHux T/IaTKuX (QyHKIMja HA 10j. KpuTudne Taduke reHepudyke riiarke (QpyHKIIAje
najy madopmanmjy o CW 1eKOMIIO3UIMjI U XOMOJIOTHjUA TTPOCTOpa. ¥ HalmeM pajry Hehemo
JieTa/bHUje YJIa3UTH y AU EPeHIrjaTHO-TOIOJIONIKY aceKkT, Beh Buire y guHamuydku. Mopc-
CwmejoBu cucremu (4uju cy crenmjajan ciydaj MopcoBu) cy J1ocTa MpoydaBaHU U pasyMe-
Bambe TUX CUCTEMA je TPUJINIHO J100po. HbruxoBa KOMILJIEKCHOCT je peslaTUBHO HUCKA, I1a je U3
TOI' pazJiora MOJJMHOMUjATHA €HTPOIMja MOr0J/IaH ajaT 3a IbUXOBO m3ydasame. Vcmocrasuhe
ce 1a cy MopcoBu MHIEKCH KOjU Ce JIOCTHKY Y KPUTHYHUM TadKaMma OJl CYIITUHCKE BayKHO-
CTH 3a M3padyHaBambe MoJuHoMujasiHe enrponuje. O oOuMHe JimTepaType O OBOj 0bJIacTh
HajBuIIe cMO ce ociamanu Ha [27], [3], [34], [36] u [29].

Axo gpyraumje He Harimacumo nocmarpalieMo riaTky 3arBopeHy (KOMIakTHY u 6e3 rpa-
HUIIE) MHOTOCTPYKOCT M KOHA4YHe JIMMEH3Hje n U raTKy GOyHKIWjy

F:M—R.
Ckyn KpUTHYHUX Tadaka OBaKBe pyHKIMje o3HadaBahemo ca
Crit (F)={pe M | dF (p) =0} .

YV npBoM Jiesty OBOT TIOTJIaB/ba OaBUNEeMO ce TOKOM KOju ce MOxKe (DOpPMUPATH I'PAJIAjEHTOM
riaTke YHKIMje U TPajeKTopujaMa TaKBOI' TOKA.

Hedbunnnuja 49. Heka je F': M — R rnarka dyskmnuja Ha PUManoBOj MHOrOCTPYKOCTH
(M,g). Tana je 2pagujentt sextopckoz Goma dbyuruuje F'y omHocy HA METPHUKY ¢ je/uH-
CTBEHO BEKTOPCKO ToJbe \/F' 3a Koje BaxKku 1a je

g(VEX)=dF (X)=X-F
3a MPOM3BOJHHO TJIATKO BEKTOPCKO mosjbe X Ha M.

Hexa je ¢, : M — M noxkaina jegHornapamerapcka rpyna mudeomopdusama reHepucana
HETaTUBHUM T'pajiujeHToM — Y/ F"

d
So)=-VEG),  d@)=x
Wurerpanne kpuse 7, 3a Koje BazK# J1a je
Vo () = ¢¢ (z)
HA3WBaj]y ce TpajeKTOpHuje HeTraTUBHOT I'PaIUjeHTHOr TOKA.

Tephewe 50. Csaxa zaawira Pynxuuja F . M — R na 2aatixoj, KoHawHOGUMEH3UOHO],
Pumanosoj mrnozoctpyrociu (M, g) otaga gyotc Wpajexiiopuja meZaGueHoZ Zpagujeniinoz
woKa.

Lloxas3.
9P (1 (1)) = = (F 0y (2) = Py ey o (x) =
= dFy) (7 F (61 (@) = ~0(VE.VEF) = — | VF (6 (@) [<0.
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1.4. MOPCOBH I'PAJINJEHTHHU CUCTEMH

[TpumeTnmo u j1a, HA OCHOBY jeIMHCTBEHOCTH Pelleha (HEKOHCTAHTHO PEIlerhe He MOKe Jia
npolje Kpo3 KpUTHYHY TauKy ), MMAMO CTPOI'Y HEjeJIHAKOCT YKOJIMKO T HUje KPUTUIHA TAauKa.

CamvHO Kao W y JUCKPETHOM CJIydajy U 3a TOK hemo jeduHucaTé -TPAHUYIHU CKYT U
W-TPAHUYHU CKYII.

Hedbunaunuja 51. Heka je ¢, : M — M jennonapamerapcka rpyma jgudeomopduzama Ha
MHOTOCTpyKOCTH M .

3a npousBosbHY TauKy & € M Tadka y je w-2paHuuHa Wa4ke YKOJIUKO IIOCTOjU HI3 Peall-
Hux Opojema t, TakaB ja t, — 00 U Jia je

lim ¢, (z) =y.

n—oo

CkyIll CcBUX W-TPaHUIHUX Tadaka Tadke T Ha3BaheMo HeHUM W-ZPaHUMYHUM CKYUOM U O3HA-
qaBaTu ca w ().

3a mpou3BosbHY TauKy * € M Taduka Yy je a-2panuvha WawKe YKOJTUKO TMOCTOjU HU3 peall-
Hux Opojema t, TakaB ja t, — —00 U Ja je

lim ¢y, (z) =v.
n—oo

CKyll CBUX Q-TPAHUYHUX Tadaka Tadke T Ha3BalleMO HeHUM -ZPAHUMHUM CKYTOM W O3Ha-
yaBaTu ca « ().

Baxsaspyjyhu TBphemy 50 3a o 1 w-rpaHuyHe CKYIOBE HEraTUBHOT I'PAIUjEHTHOI TOKA
J1001jaMO KOPHUCHA OTPAHUYIECHA.

TBphemwe 52. Heka je F': M — R zaatwika pynrxyuja Ha Komuakitino) mrozoctapyroctu, M
U @y UPUGPYIHCEHU He2aTUUBHU Zpagujentunu wok. Taga 3a ceaxo x € M esaotcu

w(z), a(r) C Fix(¢),

2ge je
Fix (¢;) = Crit (F) = {z | ¢y (z) =2 (Vt)}.

Zloxas3. Ha oCHOBY jeIMHCTBEHOCTH pelleha JudepeHIiujane jeIHaInHe Ca IMTOYeTHUM YCJIO-
BUMAa 3HAMO 14 je

Fix (¢,) = Crit (F).

IIpernoctaBumo, CynpoTHO TBphemy, Ja moctoju Tadka y € M Koja HHje KpUTHYHA TadKa
dyurnuje F uy € w(z) 3a vHeko x € M. Kako y Huje KpUTHYHA TaYKa HA OCHOBY TBphema
50 suamo ja je F'(y) > F (¢ (y)) 3a cBako t > 0.

Dukcupajmo ty u meka je 6 = F (y) — F (¢4, (y))-

Kako je y € w(x) nocroju pacryhim wvus ¢, — oo Tako ga ¢y, (r) — y. Ha ocHoBy
HEIPEKUTHOCTU JI00UjaMOo

Tim F (6, (6, (2))) = F (61, (v) = F () —

CruernujasiHo OCTOjU Ny TaKO JIa je 38 CBAKO 1 = Ny

F (¢, (61, (2)) < F () - g
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1.4. MOPCOBH I'PAJINJEHTHHU CUCTEMH

Kako je vus t,, pacryhu n dyskiuja onaja KIyK HETATUBHOT I'PAJINjeHTHOT TOKa CJIEJIH 1A je

J

F(¢: (x)) < F (¢, (01, (2))) < F (y) - 3

3a JIOBOJbHO Besuko t. MehyTuMm 0BO je KOHTPaIMKIIMja ca THM Jia je
lim ¢y, (z) =v.
n—oo
Ba ckyn « (z) tBpheme ce mokasyje anasorno nocmarpajyhu dyukmujy —F. O

Tephewe 53. Hexa je F' : M — R 2aatirxa dyrnrxuyuja Ha KOMUGKTHO] MHOZOCTUPYKOCTU
M u ¢ upugpyorcenu nezaiueHy 2pagujentuny wok. Taga ckyt w (x) cagporcy, camo Jjeguy
WaAYKY UM Je OECKOHAUAN.

Jlokas. Kako je MHOrOCTPYKOCT KOMITAKTHA 3HAMO Jia w () HuUje mpas3an ckym. lIpermocra-
BHMO JIa TIOCTOj€ JIBe pas3jmdure Tadke ¥y, z € w (x). Jdakiae 3Hamo ja mocroje npa Husa t, u
S, TaKBa Ja je

lim ¢tn (il?) =Y, lim ¢sn (.CC) = z.

n—oo n—oo

Heka je ¢ = d (y, z) /2 u younmo kyruy B (y,€). Ilosurusna opbura OF (z) Tauke x
O (z) ={¢: | t >0}

je kpuBa y M koja ysa3u u usja3u u3 Kyrje 6ecKoHadHO 1yTa, 1ma npecek O (z) N S (y,e)
HMO3UTUBHE OpOUTE ca chepoM MOy IIPEIHUKA € MOpa 6uTu GeckoHadaH CKyI. (Y JIUCKPETHOM
cllydajy TpeceK MoKe OWTH mpasaH, JOK y KOHTHHYAJIHOM CJIydajy Mopa OMTH HempasaH.)
Cdepa je xkommakTHa, I1a OBaj MPECceK MOpa MMATU TAYKy HANOMUJIaBamba KOja OTUIJIETHO
npunaja w (), a pa3auauTa je O Y U Z. L]

Xecujau H, (F) nare riarke dbyHKuuje y KDUTUIHO] TAYKK P je CHMETPHYIHA OUIMHEAPHA
dopma
H,(F):T,M x T,M — R.

3a aBa BekTopa X,,Y, € T,M wmoxemo nzabparn BeKTopcKa mosba X,Y Koja cy mHUXOBa
MPOIIUPEHA PEJOM Y HEKOj OTBOPEHO] OKOJIMHU Tadke p u jedunucaru XecujaH ca

H, (£) (XpaY;?) =Xy (YF).
Kako je mudepennujas y KpUTUIHOj TAYKHM HyJIa CIEIA JA je
X, YF)-Y,(XF)=[X, Y]pF =dF (p) X, Y]p =0,

OIHOCHO

X, (YF) = Y, (XF).

Ha ocHoOBY mpeTxoHOT MOXKEMO 3aKJ/bYyUYUTH Ja XeCHjaH He 3aBHUCHU O] BEKTOPCKUX MOJba X
u Y Beh camo on TanrenTHux BekTopa X, u Y,. Takohe Bumumo ma je dpopma cuMmerpuyna.
Axo y okonuau U kpuTtwdHe Tavdke p n3abepeMo JIOKAJHEe KOOP/IMHATE

o (x) = (T1,...,2,)
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1.4. MOPCOBH I'PAJINJEHTHHU CUCTEMH

TaJia je 6a3a TAHTEHTHOT IIPOCTOPA Y TAYKH P JaTa ca

9 9
ox," " Oz,

U MaTpula XecujaHa y OJHOCY Ha Ty 0a3y je

1, (7)) = |5 (e )

Marpuna Xecujana je cMMETpUYHA, I1a je Ha OCHOBY TOTa JIMjarOHAJIU3A0MITHA U UM PEaTHe
COTICTBEHE BPEIHOCTU. DPOj HEraTMBHUX COICTBEHUX BPEIHOCTH ce HaszmBa MopcoBum mH-
JIEKCOM Tadke p u o3HadaBa ca indp (p), y3 m3ocTaBbame WHIEKca F' ako je jacHO O K0joj
dbyukimju ce paau. [Ipumernmo j1a 3HAK CONCTBEHWX BPEJIHOCTH HE 3aBUCH OJ1 n300pa KO-
OpAMHATHE KapTe (BeJMYMHA CONCTBEHUX BPEIHOCTHU ce Mema). Jlpyraumje, MHIEKC MOXKEMO
BUJICTH U Kao JUMeH3H]jy nmoTupocTtopa ox 1,M Ha xome je XecHjaH HeraTUBHO JepUHUTAH.

Axo je H, (F') memerenepncano Ipec/iMKaBarbe, OJHOCHO aKO je JIeTePMHUHAHTA XeCHjaHa
paz3uduTa OJi HyJie, KDUTUIHA TadKa P Ce HA3UBa HEJereHEePUCAHA.

n

ij=1

Hedbunnnuja 54. I'narka dyuknuja F': M — R K0joj cy cBe KpUTUIHE TAYKe HEJIETEeHEPU-
cane Ha3uBa ce Mopcosom Pynryujom.

3a MopcoBy GyHKII]y MOXKEMO TPUMETUTH OJIMaX JIBe OCOOMHE CKyTIa KDUTUIHUX TadaKa:
Jla ce He MOT'y HArOMUJIaBaTH U Jia MX je KoHadaH Opoj, oJHOCHO Bazke cjejsieha TBphema.

Jlema 55. Hegezenepucane kputiuure Wavke Y U30A08GHE.
/loxas. Heka je p € M kputudna Tadka u uzabepuMo kaptTy y okojuau U oBe Tauke
p:U—=R",  ¢(p)=0.

ITocmaTpajmMo TJIATKO IpecInKaBambe

OFop~'(z)  O(Fop™ (fc))) _

g:¢U)—R", g(flf)ZdF(@_l(‘”)):< Oy oy,

Buamo 1a je g (0) = 0 u 1a je dg (0) Hecunrymnapha, na je g nudeomopduszam y HEKOj OKOJIUHU
V rauke 0. Kako je g unjektusno 3a cBako x € V \ {0} mopa Baxkuru na je g (x) # 0, te x
HUje KpUTUIHA TadKa, YUMe je TBpheme T0Ka3aHo. Il

IMocneauna 56. Axo je mnozoctwipyxoctwi M saweopena u F Mopcosa dynruyuja waga je
0p0j KPUTUMHUL TUAGYAKE KOHAYAH.

/loxas. TlpermocTaBuMo j1a OpOj KPpUTUYIHUX Tadaka HUje KoHadaH. Tajia MoKeMo (pOpMUpaATH
Hu3 {Zp ),y PA3IMYATHX KPUTHYHMX Tadaka. Kako je mpocTop KOMIAKTAH OBaj HU3 MODa
UMaTy KOHBEPIeHTaH IOJHU3 T, — «. MehyTuM u3 HempexkmaHOCTH IpecinKaBamba dF'
Mopa u Tadka r Owtu KputwdHa. OBO je KOHTPAIUKIMjA CA TUM Ja CYy KPUTHIHE TadKe
M30JI0BaHe, OJHOCHO ca Jlemom 55. Il

IIpumep 57. IlocmaTpajmo dyHKIU]y Bucuue Ha n cdepu
F:SH%R, F($1,...,$n+1>:l’n+1.

Y oBoM mpuMepy KputudHe Tadke cy ceBepau N u jyxkuau S most cdhepe. Obe KpuTutiHe Tauke
cy menerenepucane u Baxu na je ind (N) =n u ind (5) = 0.
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IIpumep 58. IIpumep dynkimje koja Huje MopcoBa MoxKe OUTH KBaJIpaT BUCHHE Ha 1. chepu

2 2 2
F*:S" - R, Fo(z,.. . Tp1) = 2, 44

Caga cy cBe Tauke ca ekBaTopa Kputudne. Kako cy Ha ocuoBy Jleme 55 ko Mopcose dbyHK-
Iuje cBe KPUTHYIHE Tadke m30JI0BaHe GpyHKImja F? He moxke 6utr Mopcosa.

ITpumep 59. Jomr jeman Baxkan npuMep Mopcose dyHKIMje je DYHKIMja BUCHHE HA TOPYCY
T? koju je MOCTaBJbeH BEPTUKAIHO y ofHocy Ha pasan z = 0 y R3. Cama umamo uwerupn
kpuruare Tauke N, S, p, q. CBe KpurudHe TavuKe Cy HejlereHepucane u Baxku jia je ind (N) = 2,
ind (p) = ind (¢) = 1 m ind (S) = 0. Osaj npumep je miycrpoBan Ha caunm 1.1.

Cnuka 1.1: @yukimja BUCHHE HA TOPYCY

Hamomena 60. /lpyzauujum upuctayiaom moxrcemo sugetiv, dF xao cevwere xowmanzenimoz
pacaojerva T*M . Osaxo 2regaro Hegezenepucanoctl MOHCEMO JePhUHUCATIY KAO TWUPAHCEEP3AN-
HOCTI Upecera 3aWB0PeHUT UogMozocupykocuiy epapura dF u M ( OGHOCHO HYAUO02 CEeHetrba )
Ipumetiumo ga je WPAHCEEPIAAHOCT 2ZEHEPUUKO CEOJCTUBO.

Ha npsu nmorsesr ce ne Bum Kouko cy Mopcose dyukiuje 3uavajuoe u npucytae. Mebhy-
THM Ha OCHOBY TOTa IIITO je TPAHCBEP3AJJIHOCT T€HEPUIKO CBOjCTBO MOKE ce JoKa3aTu cieieha
fuTHA TEopeMa, YU ce JIOKAa3 MOXKe BujueTH y [3].

Teopema 61. Axo je mnozoctipyxoctwi M sawieopena waga je ckyu Mopcosux gynruuja
AOKGANHO clabuaan, oweopen u zyc y C™ (M,R) ca cyapemym nopmom.

MopcoBe dyHKIMje ce MOHAIIA]Y jAKO MPABUJIHO Y OKOJIUHN KPUTUIHUX Tavdaka U y J100po
n3abpaHOM KOODJIMHATHOM CHUCTEMY MOI'Y Ce€ 3aJaTu y KAaHOHCKOj (popMu, O UeMy TOBOpH
Hape/Ha JieMa Koja ce Ha3uBa MopcoBa u 4mju 1oKa3 ce Moxke BuueTu y [27].

Jlema 62. Hexa je p € M megezenepucara xputiuvwHa wavka zrawke pynxuuje 2 M — R
wind (p) = k. Taga Goctoju oweopera okoauna U S p u Zaativa kapwa ¢ : U — R™, @ako
ga je ¢ (p) =0 u axo je p (x) = (x1,...,x,) 3a x € U waga je

(Foo™)(z1,...,an) =F(p) —af — a3 — - —aj + 2y + - + 2.
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Nako mam y mHameM pajy HHUCY Omie moTpeOHe HaBelmheMO HEKOJIMKO TeopeMa Koje WITy-
cTpyjy AyooKy moBe3aHocT MopcoBux (DyHKIMja U TOIOJIOTHAje€ MHOTOCTPYKOCTH, UUjU CE J10-
ka3u mory malim rakobe y [27] u [3].

Teopema 63. Hexa je F' : M — R 2aawika dpynkuyuje 3agana ma KOHAYHOGUMEHIUOHO]
3aWBOPEHO] 2AAWKO] MHOZOCTPYKocy. 3a a € R gedpuruwumo ckya

M®* = F~ " ((—o0,d]).

IIpewioctasumo ga je a < b u ga je cxya F~'([a,b]) xomuaxian u ne cagpocu xputiumre
wavwke gynwyuje F. Taga cy M® u M® gupeomopdru u M® je gedopmanyuonu pelparil
exyta MP.

IMocnemuna 64. Axo sawsopena mrozoctpyrocis M gumensuje n gouywina Mopcosy dyrk-
yujy F': M — R ca camo gse kputiuune wavke waga je muozocupykocwi M xomeomopdra
cpepu S™.

[Iperxoana mocyienuiia je mosuara kao Pebopa Teopema. Ciemeha Teopema HaM jaje Mo-
ryhroct KoucTpyucamwa C'W mekoMmosuiiije mpocTopa Ha OCHOBY KPUTHUYHAX TadaKa.

Teopema 65. Hexa je F' : M — R 2aawka dynkuuje 3agana Ha KOHAYHOGUMEHIUOHO]
3aM60PeN0]J 2AaiK0j MHozoctupyrociiu. Ipetitociiasumo ga je a < b u ga je eyt F~' ([a, b])
KOMUAKTAH U CAgPHCU TWAYHO JEGHY Kputiuwny wawky dynkuyuje F. Ipewtoctuasumo u ga
je kputiuvuna Wavka negezenepucara ungexca k. Taga M° uma zomotoucku wud M® ca
sanetwerom jegrom k heaujom. Ioctmoju crya e C MP gupeomopdan saimieoperom k gucky
wako ga je MU eF gedpopmavuonu petuparia MP.

Ba nmaspu paj morpebHe cy HaM KapaKTEePUCTUKE HEraTUBHOT rpajiujeHTHOT ToKa Mopcose
dyHKIHjE.

Tepbewe 66. Hexa je gawa Mopcosa dynryuja F 2 M — R na zaatuxoj, 3ameopeno],
KOHAYHOGUMEH3UOHO], Pumanosoj mmozoctupyrxociiu (M , g). Taga ceaxa wpajextwopuja He-
20TUBHO2Z ZPAGUIEHTUH0Z WOKA TOYUIE U 3G8PUWABA CE Y KPUTUUYHO] WaAYKU, 0HOCHO TUOCTLOjE
eparuvHe epegrociul

lim t lim t

t_)+0071<)7 t—)—oo%ﬁ()

u aputagajy ckyay Fix (¢y).

Jlokas. Yrkomuko  Huje BbUKCHA TavuKa 3HAMO U3 KOMIAKTHOCTH rpoctopa M na je w (x) # (.
Kaxo je dpyukiumja MopcoBa Ha KOMIIAKTHOj MHOTOCTPYKOCTH MOPa UMATU KOHAYaH OpOj Kpu-
TUYHUX Tavaka, na je Ha ocHOBY TBphema 53 ckyn w (x) jemnouwnan. 13 oBor MoxKeMO 3aby-
YUTHU JIa TIOCTOJU TPAHUTHA BPEIHOCT tLiErnoo vz (t), nHAYE BUCMO MMaJIM HU3 KOjU KOHBEPTUPA

Ka Tauky Koja Huje u3 w (x). Ha ocnoBy Tphema 52 rpanndna BpeHOCT MOpa GUTH y CKYILY

Fix (¢y).

[Tocrojamwe rpanndse BpegHocTu lim -y, (t) ce mokasyje HCTUM MOCTYIKOM. N
t——00

Y ciay4ajy kajga je dyukiuja Mopcosa cien kapakTepusaiuja pUKCHUX, OJTHOCHO HEJIy-
Tajyhnx Tadaka.
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Tepbhewe 67. Hexa je F': M — R Mopcosa ynruuja na 3aeoperoj 2aatiroj MHOZ0CTUPY-
xoctwiu M. Axo je ¢y Wok HeZaTWUBHOZ ZPAJUIEHTUHOZ CUCTLEME Taga je 3G ceako t

Crit (F) = Fix (¢,) = NW (¢).

/oxas. Kako je cBaka dukcHa Tadka HeayTajyha Tpeba joir caMO BHIETH Ja TadKa KOja

HUje KPUTUYHA, Tj. QukcHa Mopa Outu jayrtajyha. Mebhyrum oo ciiemm m3 Tora mro 3a

pou3Bosbly Tauky & ¢ Fix (¢;) mocroju tliin v (z) € Fix (¢y). O
—+o00

Hedbunucahemo cama crabuaHy 1 HECTAOMJIHY MHOTOCTPYKOCT Ha CTaHIAp/IaH HAUWH.

Hedbunnnuja 68. Heka je p € M Henerenepucana KpuTudHa Tadka pyakiuje F.
CTabusna MHoZ0CTUPYKOCT TAIKe P je

W (p) = {93 €M | lim ¢ (x) =p} :
Hectmabuara mrozocttipykocti Tauke p je
W*(p) = {x €M | lim ¢ (x) :p} :

OBu CKyTOBU Cy WHBAPHUjaHTHHU y OJIHOCY HA TOK, OJHOCHO Baku ciiesiehe TBpheme.

TBphemwe 69. Cwaburna v Hecabusia MHOZOCTIPYKOCTL CY UHBAPUJGHTHY CKYTOBY Y 0g-
HOCY HaA TWOK (Py.

/loxas. loka3 cjiemm u3 Tora IITO je TOK jeJlHONIapaMeTapcka rpyia audeomopduzama. Heka
je mara mpousBoJbHA Tadka x € M Tako ma je 1tlier ¢ () = p, omrocHo x € W* (p). Tana 3a
—+00

CBaKoO t(y BaxKu

lim ¢, (¢, (x)) = Iim i, (z) =p,

t——+o0
OJHOCHO

b1, (x) € W2 (p) .
Cremu 3ak/bydaK
¢ (W* (p)) € W* (p).
O

[Tokazaso ce ma oBaKoO JepWHUCAHN CKYIIOBM MMajy 3HAYAjHY yJIOry y pasymeBamy Mop-
coBux ¢dyukiuja. Hajmpe Baxku cieneha 6utHa Teopema, Koja W OlpaBjaBa HA3UB MHOI'O-
CTPYKOCTH.

Teopema 70. Hexa je F' : M — R Mopcosa ynxuyuja Ha 2ramuro] Pumarosoj mmozoctupy-
KOCU (M , g) Konaure gumenaduje n. TanzZenlny UPocwop Y KPUUHO] TWAYKY P CE MOXHCE
3auucatt, Kao

T,M = T;M ¥ T;;‘M
2ge je Xecujan tosutiueno gepunuian na Ty M u ne2atwiueno gepunuimiarn na Ty M. Ca-
OUNHG U HECTLAOUNHG MHOZOCTUPYKOCT CY CYPJEKTUUBHE CAUKE SAQUUKOZ YAGZAI6a

E*:T:M - W*(p)C M,  E":T'M — W"(p) C M.

CwabusHa MHOZOCTUPYKOCT Y WAYKU P Je 2AQTKO YAOHCEH OTLBOPEHU GUCK YUJG Je qUMEHIUJA
n — ind (p), a HecWabusMa MHOZOCTUPYKOCT J€ 2AGUKO YAONHCEH OUWLBOPEHU GUCK GUMEHIUJE
ind (p).
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Hokas Teopeme 70 ce moxe mahu y [3].

Hanomena 71. Hexa je ¢ : M — M gugeomoppusdam wa zratiko) Pumarnoso) mrozoctipy-
xocwiu. Hexa je durcha wWavka p waKea ga ce WAHZEHWHU UPOCTLOP Y WOJ WAYKU TpM
geau Ha qUPEKTIHY cymy gea Towupocmopa E* (p) & E" (p) xoju cy uneapujani@ny y ogrocy
Ha gudepernyujan de, waxo ga je dyp kKonWparuuja wa cwabuarom towapocwiopy E* (p) u
eKCWEH3UJA HA HECTUAbUNHOM Towupoctopy K™ (p) Taga ce Ppurcra Wavka Ha3usa Tuuepbo-
auwka. 3a Mopcosy dpynxuyujy F' ceaka kputiuuna Wavka p je cuiepbosuyka GurcHa wayka
wokra ¢y 3a ceaxo t # 0.

Ha ocnoBy mperxosHor mokazahemo j1a ce KOMILIETHA MHOTOCTPYKOCT MOYKe PEKOHCTPYHU-
caTh U3 CTAOMJIHUX, OJTHOCHO HECTAOMJIHUX MHOTOCTPYKOCTU KPUTUIHUX TadaKa.

Tepbhewe 72. Hexa je ' : M — R Mopcosa pyrrxuyuja Ha 2ratko] 3amueopenoj Pumaro-
60] MHO20CWPYKOCULU (M , g) Konaure gumenduje n. Taga je mmozoctipykoctwi M ronauna
JUCTYHKTIHA YHUJQ CTLAOUAHUT MHOZOCTIPYKOCTIU KPUWUSHUT Wavakra dynkyuje F, ogrocHo
KOHAYHA GUCIYHKTIHG YHUIG HECTUADUNHUT MHOZOCTUPYKOCTIU KPUTLUNHUT WaAaKa GyHKuuje

F
M= || W@, M= || W'@.

p€eCrit(F) p€eCrit(F)

/lokas. CKynoBu Cy OYWIJIEHO JWCjYHKTHH, jep je TpaHmvHa BpPEIHOCT jeaumHcTBeHa. Ha
ocHoBy TBpbhema 66 cBaka Tauka Koja HUje KpUTUIHA KOHBEPIUPaA Ka KPUTUIHOj TAYKU (PYHK-
nuje F', omHocHO (DUKCHO] TAYKU TOKa ¢ , I1a HA OCHOBY TOTa CJieJin TBpheme.

O

Haname xxenmumo ma 3amamo jgogathe yciaose Ha Mopcose dyHKIMje Kako 6ucmo 1o0mu
HEKe jade pe3yJITaTe.

Hedbunnunuja 73. 3a Mopcosy dyuxnujy F : M — R nma riratkoj PumanoBoj muOroCTpy-
koctu (M, g) KoHauHe AUMeH3Huje n KaxkeMo na 3a10BosbaBa Mopc-Cmejnos ycaos wpanceep-
3GAHOCTIU, AKO ce HeCTAOMJIHE U CTaOMIHE MHOTOCTPYKOCTH CEKYy TPAH3UTHBHO, OJJTHOCHO aKO
je

W (p) hW"(q),  VpqeCrit(F), p#q.

Mopcosa dyHKIMja KOja 33/10Bo/baBa 0Baj yciioB (3a dpukcupano g) ce vazusa Mopc-Cmejaosom
PyHKUUIOM.

Maxo cMO Ha IIPBH IOTJIE, 3a0aJI1 JOCTa, PECTPUKTUBAH yCJI0B HICMO MHOT'O M3ryOuIu, jep
cy dyHKIHEje KOje 3a/10BO/baBajy OBaKO 3aJaT YCJIOB U Jla/be I'yCTe, OJHOCHO BazkKu cieaeha
TeopeMa mo3HaTa Kao Kymnka-CmejioBa, auju qoka3 ce Moxke Hahu y [3].

Teopema 74. Axo je (M, g) KoHawho gumeH3uoHa, KoMUaKUHa, ZAaliKre Pumanosa mnozo-
culipykoctl, Waga je ckyt ceux Mopc-Cmejrosur dynruuja, sa duxcuparo g, xaace C* zyci
y ckyty ceuxr CF dynryuja na mmozocttipyrociiu M.

Caenehe TtBpheme je mupekTHa mocsiemuiia Mopc-CmejioBux yCeaoBa.

Tephewe 75. Hexa je F' : M — R Mopc-Cmejrosa pynxuyuja Ha 3ameopenoj Pumaroso)
mnozocupyrocwiu (M, g). Axo cy p,q € Crit (F) u saorcu ga je W* (p) N W (q) # 0 waga je
W* (p) " W™ (q) Gogmnozoctupyrocti M gumensuge ind (¢) — ind (p).
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Jloxas. Ha ocuoBy Teopeme 70 Beh 3namo ma je W* (p) mOAMHOrOCTPYKOCT Unja je JUMEeH3Uja
n — ind (p) u Takohe W*" (¢) mommuorocrpykocr aumensuje ind (¢). YciaoB ma ce oBe moj-
MHOTOCTPYKOCTH CEKYy TPAHCBEP3AJHO MOXKEMO 3alucarTw ja je mHkiaysuja i : W (q) - M
rpancsep3asna #Ha W (p). Taga je unBepsna cimka ckyma W* (p) 3ampaBo npecek Koju Tpa-
KMO

(W (p) = W (p) N W (q) .
3a oJTHOC JTUMEH3Uja BasKh
dim W* (¢) — dim (W* (p) " W* (¢q)) = n — dim (W* (p))
OJIHOCHO JI00MjaMO TParKeHO

dim (W* (p) N W* (q)) = ind (¢q) — ind (p).

[Ipecek crabunne u HecTabUITHE MHOIOCTPYKOCTU O3HadYaBahemo ca
M (g, p) =W"(q) "W* (p).
Ha ocnoBy nperxomsaor TBphema g006ujaMo 1ajbe OCOOMHE.

IMocneauna 76. Axo je F' : M — R Mopc-Cmejrosa dynryuja Ha 30WE0PEHO] ZACTUKO]
Pumarosoj mmozoctupyrociuiu (M , g) KOHAUHE GUMEH3UJE, U AKO 30 ¢8€ PASAUNUIIE TWAYKE
p,q € Crit (F) saorcu ga je M (q,p) # 0, waga je

ind (¢) > ind (p) .

Jlokas. U3 yenosa na je M (q,p) # () 3mamo ma nocroju 6ap jeHa TpajeKTopuja HEraTUBHOT
IPaJIMjEHTHOT TOKa OJ ¢ /10 p. Ta jeHa TpajeKTopuja MpaBU MOAMHOTOCTPYKOCT JTUMEH3U)jEe
1 u He moxke ce gecutu na je dim (M (q,p)) = 0. Ha ocmoBy Tphema 75 3Hamo ma je
M (q,p) # 0 nommuorocrpykoct numensuje ind (¢) — ind (p), na je

ind (¢) — ind (p) = dim (M (¢, p)) > 1.

Jlako ce Mory Ha OCHOBY NIPETXOJHOT JOOMTH jOII HEKa CBOjCTBA.

IMocneguua 77. Axo je F': M — R Mopc-Cmejaosa pynrkyuja na 3ameoperoj Pumaroso]
MHO20CWPYKOCTU (M, g) KOHAYHE JUMEH3UJE TNAGa 6GHCU U

1. Axo je ind (p) > ind (q) caegu ga je M (q,p) = 0.
2. M(p,p) = {p}.
3. Axo je ind (p) = ind (q) u p # q waga je M (q,p) = 0.

[Ipumerumo j1a Ha OCHOBY OBe mocjemuiie dyHKIMja BucuHe HA TOpycy u3 llpumepa 59
uuje Mopc-CwmejiioBa, jep MOCTOju TpajeKTopuja Koja IIoBe3yje celjiacTe Tadke HHIeKca 1.
MebhyTum ako MaJio ,,MCKPpUBHUMO TOPYC OBa OICTPYKIMja HECTaje M HeMaMO BHIIE TPajeKTo-
pHja Koje crajajy oBe TadKe.
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VYBemnthemo jorrn jeJiHy MHOTOCTPYKOCT TPajeKTOPHja KOje TOBe3Yjy KPUTUIHE TadKe Ca
M (q,p) = M (g,p) N F~ (a)

3a perysaphy BpenHoct a € (F (p), F (q)). Ilpumernmo 1a cy oBako nedunmuCaHEe MHOIOCTDY-
KocTu JinpeoMopdHe 3a pazimuute n3bope TavyKe a, jep 3a pa3/InuuTe peryjapHe BPeIHOCTH
u3 ojroBapajyher nHTepBaJja MoCTOjU MPUPOTHA UACHTUMUKAIIN]a HETATUBHUM I'DA/INjEHTHUM
tokoM. OBO je y cTBapu IPOCTOP TPaAjeKTOPHja HETATUBHOT I'PAJINjeHTHOT TOKA KOje TIOBE3Y]y
Tauke ¢ U p, jep cBaka TpajeKropuja nuBo F!(a) cede jemmom. Moske ce TokazaTH jia ce
npoctop M (q,p) mobuja caobomauM U aUCKpeTHUM sejerBoM rpyne R na M (¢, p), us qera
3aKJ/by4dyjeMO /1@ je TO MHOTOCTPYKOCT JIMMEH3WUje

dim (ﬂ(q,p)) =ind (¢) — ind (p) — 1.

Y cayuajy kaza je ind (¢) — ind (p) = 1 mpocrop M (¢, p) je KOHAYAH CKYII TaYaKa.
[Tpoyuasame npocropa M (p, q) u M (p,q), KOju ce HA3UBAjY MOJYJICKH IIPOCTOPHU, BOJIU
ka yBohemwy MopcoBe xoMoJioruje u IpyruM 3HAUAjHUM PE3YITaTUMA, aJld UX MU OBJe HeheMo
HABOJUTH. 3a HaIlle UCTPAKUBAKHE HAM je Omia moTpedHA caMO CTPYKTYpPa OBUX MPOCTOPA.
Y Tom musby Ham je motpebHa cieneha nedununmja, rae iemo ca U, (A) o3HAYATH OKOJIUHY
ckymna A, 0qHOCHO
U.(A)={xeM|dxA) <c}.

Hedbununmja 78. 3a ckyn K C M (q,p) KaxkeMo Ja je KOMUAKTUPUKOBAH JOGABAIHEM
UBAOMDEHUT WPAJERTOPUIQ AKO 38 CBAKH HEU3 Tadaka {py}..y C K HOCTOje KpUTHIHE Tauke

q=1=2xg,.-., X =D
U TIocToje nope3yjyhe Tpajekropuje
Ve M(ziiy,xi), i€{1,2,...,1}
Tako Jia 3a cBako € > () mocroju kg Tako na 3a cBe k > ko Baxu
v () CU- (v U---Ur'),
rie je 7y (px) TpajeKropuja Kpo3 TauKy py.

leomerpujcka kKoHBeprenmuja Hu3a ckymoBa (), Ka HekoM ckymy C' 3HAYHW J1a PacTOjarbe
4IaHOBa Hu3a 70 cKyma C' TexXu Hy/Iu, OJHOCHO Ja 3a CcBako € > () mMOCTOju ny Tako Ja 3a
cBako n = ng Baxu d (C,,C) < e.

Ako mogpazymeBaMoO T€OMETPUjCKY KOHBEPIEHIU]y MPETXOIHY JePUHUAIHA]Y MOKEMO HC-
KazaTu Jla TPajeKTopuja Kpo3 pr KOHBeprupa Ka yHuju tpajekropuja. llompazymesajyhu
IIPETXOTHO MOXKeMO Kpahe 3anucarn

v (pr) — (71,...,71), k — oo

omHOCHO pehu ma 7 (pr) KOHBEPrupa Ka U3JIOMJbEHO] TPajeKTOPHjH ('yl, . ,'yl) pena l. Tlox

PeIoOM HM3JIOMJbEHE TpajeKTOpHje ToapasyMeBaMo Opoj moBe3yjyhux TpajekTopuja v' y H0j.
Wnycrpamuja nperxoaaor je mara wa Coaunnm 1.2.
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Cnuka 1.2: T'eomeTpujcka KOHBEPreHIIN]ja

Teopema 79. Ilpewtoctmasumo ga cy 3a ynxuujy F ucuyrwenu Mopc-Cmejrosu ycrosu.
Taga ce upoctmop M (q,p) MODHCE KOMUAKTUUPGUKOBATIU §OJABATHEM U3NOMMDEHUL TWPAJEKTLO-
puja wuju je peg najeuwe ind (q) — ind (p).

Hokas oBe Teopeme ce moxke BuzeTu y [36].

OBy kommakTudukanujy MOXKeMO W Npelu3Huje JIa ONMIIEeMO, a TO HaMm je Oam u 1o-
TpebHO 3a Hallle ucrpaxkuparbe. Mogyscku npocrop M (g, p), Kaja HUje Impas3aH CKyT, je
MHOTOCTPYKOCT KOja Ce CacTOju O/ TPajeKTOpHja HeraTUBHOT T'PAJIMjEHTHOT CHUCTeMa Koje TO-
YWY Y TAYKW ¢ U 3aBPIIaBajy ce y TadKu p. TOIOJIONMIKa IpaHUIA OBE MHOIOCTPYKOCTH je
Ha OCHOBY IIPETXOJIHE TeOpeMe

—~

OM (q,p) = JM (g, 21) x M (w1,22) x -++ x M (w1, p)
re je yauja yzera no csuMm x; € Crit (F') raksum 1a je
indp (¢) > indp (1) > -+ > indp (z;) > indp (p) .

Y caygajy Kaja je pas3sinka HHIEKCA jellaH MOLYJICKU mpoctop M (g, p) ce cacToju o KOHATHO
MHOT'O M30JIOBAHUX TPajeKTOPH)a.
3a cBaky Tpajekropujy 7' € M (z;_1, ;) TOCTOjU CTPOrO MOHOTOH HU3 S' U HU3 TpajeK-
Topuja v, € M (q,p) Tako na
Ol
Yo =
rJe je
T (1) = (t+57,) -
Croe
Ca = o3HagaBaMO paBHOMEDHY KOHBEPTEHIIHjy Ca CBUM H3BOJINMAa HA CBAKOM KOMIIAKT-
HOM Tockymy R.
3a kpaj oBor morJyiaB/ba JaheMo nmpuMep KOju HIYCTPYje OBO MOHAIIAHE.

IIpumep 80. ITocmarpaliemo pasan Topyc T? = R?/Z? ca cTanjap/HoM MeTpUKOM. 3a1ajMo
IPECTIKABALE
F:T* >R F (z,y) = cos (2mx) + cos (2my) .
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[IpeciukaBame je q00po jgeduHUCAHO HA TOPYCYy W IVIATKO je. MoxkeMo m3padyHaTH Jia

pec/inKaBambe nMa 4 KpUTUIHEe TadKe

A(0,0), B(%,O), c(o,%), D(%%)

Ako m3pauynamo XecujaH y OBUM TadKama J00MjaMO bUXOBE MHIICKCE

OBaj cucreMm TpejicTaB/ba y CTBAPH JiBe HE3aBUCHE AudepeHInjaane jeJHadnHe MPBOT Pea,
3a Yuja pelema ce J100uja

x(t) = %arcctg (e4ﬂ2tctg (rx (0))) , y(t) = %arcctg (64”2tctg (my (0))) .

Hobujamo ma tpajekropuje uz M (A, D) nomyHe CKOPO 11e0 KBaJpar, W3y3eB Tadaka ca
Tpajekropuja kKoje crajajy rauke Au C, Au B, Bu D, C u D. Ipyrum peuanma, M (A, D) ce
MOKe KOMaKTH(OUKOBATHA U3JIOMJBEHOM TPajeKTopHujoM Koja craja Tadke A, C' m D, omHOCHO

ind(A) =2, ind(B)=ind(C)=1, ind(D)=0.

A, Bu D mro ce moxe Bugeru Ha Coumm 1.3.

06

=
a2

=2
(=]

Cruka 1.3: TpajekTopuje Ha TOpyCYy
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1.5 Koaupame y ayrtajyhoj auHaMuIim

Kao mTo cmo Beh mprmeTnii, moamHOMEjaIHA EHTPOINja je YCKO IToBe3aHa ca JIyTajyhmm
JiesIoM tuHaMugkor cucreMa. OBo HaMm oMoryhiaBa yBoleme HOBUX T€XHHKa, Kao IITO je jeIHO
crienuUIHO KOJMparbe. Y JIajbeM U3JIaratby y OBOM IIOIVIABJbY IpAaTHNEMO KOHCTPYKIU)Y W3
namer paja [15]. Heku nenosu cy uacnmpucanu pajaom [14].

MaxkcumasiHy KapIuHAJHOCT CKyIla Tadaka Koje Mpunaiajy (n,e; f)-pasiaBojeHOM CKyILy
npocropa X u Koje cy cajp:KaHe y mojickymny Y C X o3HauYuMO ca

sep (n,&;Y).
Hedbunaunuja 81. Iorunomujarny entupouujy upecaurasarva f va ckyay Y C X nedbunu-

IeMo ca
logsep (n,&;Y)

h :Y) = limlimsu
pol (f ) 0 n—>oop logn
Awnasiorno moxkemo jedunncaru ckynose cov (n,e;Y) u span (n,e;Y) u nomohy mux je-
JuHMCATH TOJMHOMHE]ATHY €HTPOIN]y IIPeCcIuKaBamba [ Ha CKyIy Y.
Y pazy [23] je mokazano caenelie Tepheme.

Tepheme 82. Axo apociiop X moorcemo upegcimiasutuu kao X = |J X, 2ge cy ckyuosu X;
i=1
UHBAPUJAHTUHY 8AHCU G4 J€

hpor (f; X) :max{hpol(f;XiH 1= 1,...,m}.

Youumo J1a ce y mocseqmeM TBphemy He 3axXTeBa 3aTBOPEHOCT CKyIIoBa X, I1a je OBaKaB
IPUCTYT TIOTO/IAH 38 HEKOMIIAKTAHE MOJCKYTIOBE.

[Tocmarpahemo kommakTan Mmerpudaku mpoctop (X, d) u Ha Bemy j1eUHUCAHO HEIIPEKWTHO
npecsimkaBame f: X — X, TakBo ga je ckyn HeayTajyhumx Tadaka KOHAYAH, OJIHOCHO

NW(f) = {p17p27"'apk}-

OBa KOHCTDYKIIMja je yoITeme KOHCTpyKimje nare y [14], roe je ypabena 3a camo jemmy
HestyTajyhy, nakie pukcHy Tadky, u 3a f Koje je xomeomopduzam (OBJIe JAOMyInTamMo jia je f
IPOM3BOJEHO HEIPEKUTHO [TPECTUKABALE).

[Tpumernmo na y cayuajy kaga je NW (f) komauan ckyn cse HestyTajyhie Tauke cy nepu-
ommane. OBo je mocseauiia Tora mro je Ha ocHoBy Tephema 12 ckyn NW (f) unBapujanras.
Croenmjanno, y ciaydajy kaga je ckyn NW (f) jemmownan mesmyrajyha tauka mopa OuTu u
dukcHa.

[IpernocraBuhemo Hajsabe 1a je ckyn Y C X mHBapujaHnTaH U Ja CAJIPKUA TAIHO jeTHY
HeJlyTajyhy Tadky

Y ANW (f) = {p;}

Heka je F = {Y1,Ys,...,Y;} konauna damminja senpasuux noackynosa X \ NW (f).
Heka je UF =Y, U---UY,
Yo =Y \UF.

Caza 3a dpukcupanu npupoaH 6poj N 0O3HAUNMO Ca
= (20, T1y. -y Tn_1)
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IPOU3BOJbAH HU3 Tavaka u3 Y, a ca
w = (wo, w1, ..., wn_1)
ozHaunMo Hu3 ejemeHara u3 F U {Y, } TakaB na je
Tp € Wi, ke{0,1,2,...,n—1}.

Y oBoM cily4ajy Ha3mBaMO w KOJWpameM Hu3a x pejaruBHo damvuiauju F. Yecrto he-
MO W W Ha3WBaTU ped, a eJiIeMeHTe w; cjioBuma. lIpumermMmo J1a, KaKO CKYIOBHU (PpaMUInje
F HuCy ampuopu IMCjyHKTHH, Koaupame Huje jenmHcrBeHo. Ozmaunmmo ca A, (F;Y) ckyn
CBUX Kojlupama cBux opbuta (x, f(z),..., f"1(r)) rauaka uz Y myxune n. Jledbunucahemo
MIOJTMHOMU]jAJIHY €HTPOIHjy cKyma Y pesaruBHO bammimju F ca

hpot (f, F;Y) = limsup log §A, (7 Y) )

n—sc0 logn

Ykonuko HeMa MoryhHocTu 3ad0yHe nzocraB/baheMo f u3 HoTanuje u kKopuctuhemo ckpahenu
zanuc hyy (F;Y). Axo ce dammauja F cactoju o caMo jegHor ckyma, oxxocuo F = {K},
kopuctuliemo u 03HaKy hy, (K;Y) ymecro hyy ({K};Y).

Ba ckyn Z C X \ NW (f) ca M (Z) o3nauaBamo MakcuMaJsiaH 6poj Tadaka HeKe opOuTe
KOjU TIPUIIAJIAJy CKYIY Z, OJTHOCHO

M (Z) :sggﬁ{n | fM(@) € Z} .

Ha oBom MecTy MoxKeMO mpumeTuTH JBe 4umbeHure. I[IpBo ako je cKynm Z KOMHIAKTaH
taga je M (Z) xkonadan 6poj. OBo cieau u3 TOra mTo KOMIAKTAH CKYI MOMKEMO HOKPUTH
KOHAYHUM OpOjeM OTBOPEHUX JIyTajyNuX CKYyIOBa M TOTa IITO OPOUTA CBAKOT €JIEMEHTa Cede
JyTajyhu ckyn HajBuie jeauoM. Ha OCHOBY IpPETXOHOT CJed U J1a je 3a JOBOJHHO BEJIUKO N
BehuHa cJjI0Ba y KOJIMpalby MPOU3BOJbHE OpOUTE jeTHaKa Y.

[Tox ycotoBom n1a je M (Z) konauan 6poj MOXKEMO JTOOUTH KOPUCHE OCOOUHE TIOJTMHOMUjaJTHE
enTponuje pamuauje F, HamMe BaXKU HapeIHa JeMa.

Jlema 83. Hexa cy F u F' gee xonaune pamuruje togerkytosa X \ NW (f) sa xoje snamo ga
je M (UF) < oo. Ilpemwtioct@asumo u ga je Y unsapujantian aogekyt X ca WawHo jegrom
Hneaywajyhom wavwkom. Taga easrce caegeha wepherva:

1. monowmoHOCT

Axo 3a cearo Y] € F' aocwuoju Y; € F @Wako ga je Y] CY; waga je

hpol (f/; Y) < hpol (./T", Y) .
2. aguitiuerocil

hpol (UF; Y) = hpol (.F, Y) .

3. aywajyha aguiiueHoct

Axo je gamunuja F ={Y1,Ys,... Y} warea ga je ckya Y, U Yy aywajyhu waga easrcu

hpol (.F, Y) = n’134)({hpol ({}/171%; s 7Yk} 7Y) 7h'p0l ({}/271/37 s ;Yk} ; Y)} .
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Loxas. 1. @ukcupahemo n u nedpunncahemo npecaukaBarme
A, (F;Y)— A, (F;Y).

3a npousBosbHy ped W’ uz A, (F';Y) uzabepumo x takBo sa je w’ Koaupame opoure
Tayke T JyxKuHe n pejaruBHo davuiauju F'.  Hedurummmo cama ga je ¢ (W) = w
KoJupambe ucre opobure, au penarupuao pavuanju J. Ilorpaxkuhemo caga 6poj Tagaxa
y MHBEP3HO] CJIMIM PEYM W IIPU OBAKBOM IIpec/mKaBamby. AKO je i-TO CJIOBO y pedn w
jennako Y, To snaun ga fi(x) ¢ UF. Amu tama u f'(z) ¢ UF’, na je u i-To CJIOBO y
peu w’ takobhe Y. Ilpumerumo jna uma uajsurie M (UF) cjioBa y w Koja Cy pasjnduTa
on Y, u na je w' peu y andabery ox §F' + 1 ciioBa mTo HaM Jiaje HEjeTHAKOCT

A, (FLY) < (1F + )Y 84, (FY).

K / M(U}-)
ako u3pa3 (§F + 1) He 3aBUCH OJ N JIOTADUTMOBAHEM U IIYIITAHEM J1a N TEXKU
OeckoHaYHO J00MjaMO TpasKeHy HejeIHaKOCT

hpol (.F/; Y) < hpol (.F, Y) .

2. ITpumenom npeor TBphema Jjeme Ha damuiuje F u {UF} nobujaMo HejeHAKOCT
hpot (F3Y) < hpoy (UF;Y).
MebyTum HHUje TEIIKO YBUJIETH J1a 3a CBAKO 7 BaXKU
tA, (UF:Y) < 8A, (FY),
oJlakJie J100njaMo OOPHYTY HejeIHAKOCT

hpol (F, Y) 2 hpol (U.F; Y) .

3. Ilpumenom mpBor TBphema jeme faBa myTa J100ujaMo HejeHAKOCT
hpol (.F, Y) 2 max {h’pol ({1/17 Y%? B Yk} ; Y) ) hpol ({1/27}/37 s 7Yk} 7Y)} .

Ca npyre cTrpane Kako 3HaMoO 7a je ckyt Y; U Ys syrajyhu ckyn HujegHa ped He MOXKe
cazpxKaTh U Y] U Yo 114 cjieu 3akJ/bydak J1a je

Ay (FY) C A ({Y1, Y3, YY) U A, ({Y2, Y5, Vi) Y.
OHOCHO MOXKEMO 3aKJ/bYUUTH JIa je

<2max {44, ({Y1,Y3,..., Y} V) 84, ({Ye, Vs, ., Vi) Y) )

OJIAK/JIEC TYIITAEM T'PAHUYHE BPEIHOCTHU JIOOUjaMO U JIPYTY HEjeIHAKOCT

hpol (F, Y) < maX{hpol ({}/171/2’)7 C aYk} ; Y) 3 hpol ({YV%YE’M s 7Yk} 7Y)}

qUMe CMO JI0Ka3aJu TBpheme.
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Hasaspe Tesknmo ToMe j1a CMambUMO CKYIT Ha KOMe U3padyHaBaMO MOJUHOMUJATHY €HTPO-
I1jy, OJJHOCHO Jia BUJIUMO OJ] KOjuX Tadaka oHa 3aBucu. (Ca TUM IMJbEM YBOJIUMO JIOKAJIHY
nosmaoMujaaay enrponujy. Heka je S = {x1, 2o, . . ., x;} Konauan ckyn tadakay X \NW (f).
M3zabepumo 3a cBaKO x; U3 OBOT CKYIIa OIa/1ajyhu HU3 OKOJINHA {Ufl}neN KOju unHe 0a3y OKO-
muna x;. Ha ocuosy Jleme 83, onrocno monoronocrn, au3 { hyy ({UL, U2, ..., UK} Y) }neN je
onajajyhu m Kako je orpaHuvdeH MOpa KOHBeprupartu. Takobhe, oneT Ha OCHOBY MOHOTOHOCTH,
rpaHUYHA BPEJHOCT Hu3a Hehe 3aBucTH 071 n30opa OKOoJMHA, Beh camo oj ckyma S, JuMe je
omnpaB/aHa cieneha peduHUAjA.

Hedbuunumja 84. Heka je S = {x1,x9,..., 7} KoHauan ckyn tadaka y X \ NW(f), u
38 CBaKO I; {Ufl}neN onagajyhm Hu3 okoyimHA Koju dopMmupajy 0azy okosuHa. Jlokaany
UONUHOMUJANHY EHTUPOUUTY Y WAHKAMA {xl, To, ... ,a:k} JedUHUIIEMO Ca

hy ({1, 2,2} 1Y) = Iy (S;Y) = lim by ({U, U, U} Y).

Kaxko 6ucmo 1moBe3asim 0BaKO yBEJIEHY JIOKAJHY MOJUHOMU)AJIHY €HTPOIN]Y Ca MOJTMHOMU-
jaJIHOM E€HTPOIIMjOM IIeJIOr cucTeMa Omhe HaM HEOIIXOIHO HAajIIpe HEKOJUKO JIEMA.

JIema 85. ([14]) 3a cearu xomuarwarn ckya K C X \ NW (f) u 3a ceaxo € > 0 Gocimioje
qucjyrkturu, Aywajyhu, xomaaxttnu vogekyuosu Yy, Yo, ..., Y, C K gujametipa marwez og €
waxeu ga 6axHcu

hpot ({Y1,Y2,.... Y1} Y) = hpo (K Y).

/loxas. Ha ocHOBY mpeTnocTaBke cBaka Tadka n3 K mma Jsyrajyhy OKOJIMHY, Te MOXKEMO Ha-
IIPABUTHU OKPUBaM€e OBAKBUM CKyroBuMa. Kako je A KOMIAKTaH CBaKU CKYI JOBOJHHO MAJIOT
nujamerpa (Mamer o JleGerosor 6poja MOKpuBava) je MOJCKYIl HEKOT eJIEMEeHTa [TOKPUBaJa,
ma je camuM TuUM Jiytajyhu cky. Jlakie 3a 10BO/BHO MAJIO € CBAKU CKYII JIMjaMeTPa Marber O
2¢ je ayrajyhn. Takobhe HA OCHOBY KOMIIAKTHOCTH ITOCTOjU KOHAYHO MOKpuBame {Y1,..., Yy}
KOMIIAKTHUM CKYIIOBUMA JIjaMeTpa Mamer of €. Taja je yHUja cBakKa JIBa MOJCKYIA U3 OBOT
[TOKPUBabha Ca HEITPA3HUM IIPECEKOM JIyTajyhm CKy.

Caga koucTpywuriemo onanajyhy damuaujy Fo, Fi, ..., F, 0ojackynoBa ckyna K ca uctom
nosmHOMUjaTHOM eHTponujom. Kpenyhemo on dbammiuje Fo = {Y7,...,Y,,} Kojy cmo mobwim
13 KOHAYHOI TMOKpHUBama. AKO Cy IeHU CKYIOBHU JUCjYHKTHH TOCTYIIaK je TOTOB. AKO mak
nocroje Y; u Y; takeu ja je Y; NY; # () Ha ocHOBY KOHCTpyKIHje HBHUXOBa yHHja je ayTajyhu
ckyn. Tana ma ocuoBy Jleme 83, omHOCHO JIyTajyhe aJIuTHBHOCTH, MOXKEMO OIPEIUTH A je
Fi=Fo \{Yi} mma Fy = Fy \ {Y;} Tako na Baxn

hpol (.Fl,Y) = hpol (F0>Y) .

Ako cy caj ckynoBu u3 JF| JUCjYHKTHU IOCTYIAK je 3aBPINEH, & aKO HUCY ITOHAB/HAMO
MPETXOHN KOpaK. Ha OCHOBY KOHAYHOCTH TOYeTHE (haMUJIHje MOCTYIAK Ce MOpPa 3aBPIIUTH
y KOHA4YHOM OpOjy KOpaka n, W Tako gobujamo dbamuiaujy J, KOMIAKTHUX, JUCjyHKTHUX
MIOJICKYTIOBA TAKBUX JIa je

Ppot (Fr; YY) = hpot (K;Y).

JIema 86. ([14]) 3a ceaxu womuarwan ckya K C X \ NW (f) saorcu
hpol (K7 Y) g hpol <f7 Y) .
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/oxas. 1lpumernmo na Ha ocHOBY Jleme 85 mocToju dammianja MUCjyHKTHUX, JIyTajyhnx CKy-
nosa F = {Y1,..., Y|} unja je mosmHOMMjaIHA EHTPOIIUjA jeIHAKA TIOJMHOMUJATHO] EHTPOIIAjU
ckyna K ma jioka3yjeMo

hpol (fa Y) < hpol (fa Y) .

WN3zabepumo nucjyukrhe jgytajyhe okonune Uy, ..., U; enemenara Yy, ..., Y, damuimmje F. N3a-
GepuMo cajla € Kao HajMame pacrojame cKyma Y; 1o komiuiemenTta ckyna U; 3a ¢ € {1,...,1},
u dpukcupajmo 6poj n.

Ba cBaky noadavmimjy F' C F 03HAYNMO Ca

A, (F, FY)

ckyn enemenara A, (F;Y') anju je ckyn ciosa tauno F' U {Y,} (cBa croBa damminje F' ce
nojasibyjy). Crerujasno y enementuma A, (F, F;Y) ce nojasibyjy cBa cioa dbamuiauje F.

Ba uzabpany noadamunujy F' uzabepumo jpe peun w = (Wp,...,W,_1) OJHOCHO Z =
(205 -y2n-1) ¥ An (F,F;Y) Koje npencrasibajy opbure tadaka x,y € Y. Ako cy oBe peun
passimaure Taja Tadke Mopajy 6utu (n,e; f)-pasapojene. Haume, npermocraBumo ja ce pa-
3/IUKYjy Ha i-ToM MecTy. AKO cy 0ba cjioBa w; M 2; pasauuuta of Y, Taga f'(x) u f'(y)
IpHUIaJIajy Pa3IMdIATHM Y I1a Cy 3a BHUIIE OJ] € yJIa/beHU. Y JIDYTOM CJlydajy HeKa je PeluMo
w; =Y, u f'(y) € Y;. Taga na ocaoBy nedununmje A, (F, F';Y) nocToju HEKO p TaKBO Ja
je f(z) € Y;. Kako je Y; nyrajyhu cxyn f? (y) ¢ U;, na cy oner f?(x) u f? (y) yoamenn 3a
BuIie o1 €. Ha OCHOBY MpeTXOHOr CJIeu

A, (F,F;Y) <sep(n,e;Y).
Mozkemo mpumerntu na A, (F, F;Y) nemn A, (F;Y) na 2! nenosa na je

1A, ( Z tA, (F, F;Y) < 2 sep (n,e;Y),

FICF

OJIHOCHO
logsep (n, €; Y)

hpot (K;Y) = hpo (F;Y) < limsup

Nn—00 10g n

Kako ropma HejeTHAKOCT BayKM 3a CBAaKO JIOBOJHHO MAJIO € Clle/in TBpheme jieme.

]

Casa, Ha OCHOBY IPETXO/HUX JieMa, MOXKEMO JIOKA3aTh Ja Ce MPUJIMKOM U3PadyHaBarba
ITOJIMHOMU]jaJTHE €HTPOIIje MOXKEMO KOHIIEHTPUCATH CaMO Ha KOHAYHE MOJICKYIIOBE, OJTHOCHO
Baxku ciejsiehe TBpheme.

Tephemwe 87. 3a ckyu Y C X Koju je unsapujanitan u cagpicu WavHo jegry nesymajyhy
WaKYy 6aHCU

hpot (f;Y) 0 sup { hpot (K;Y) | K C X \NW (f), K je xomtarar}

< sup {hpo (KNY;Y) | K C X\NW(f), K je xomtaxiian}

(:?))sup{ (S Y) | SCX\NW(f), S je vonauan}

pol

= su {Rls (S;Y) | SCY\NW(f), S je xonauan} .

pol
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/loxas. N3 nedunuimje ce TUPEKTHO BUJM Ja BaXKU JIPYyTa jeJIHAKOCT, OJHOCHO JIa je
hpol (f, Y) = hpol (.FY, Y)

e ¢Mo 3a KoHauHy dbamuinjy ckynosa F = {Y],...,Y;} kopuctnim osuaky Fy 3a dbamuinjy
Fy={MinY,....YinY}

[Tokazkumo caza npBy jemgnaxoct. U3 Jleme 86 jemna mejeTHAKOCT BaKM 3a CBAKU KOM-
IIaKTaH CKYII, I1Ia JUPEKTHO CJIEIU da BaXKKW U 3a CYIIPEMYM IIO0 CBUM KOMIITAKTHUM CKYIIOBUMAQ

ot (f3Y) = sup { byt (K;Y) | K € X \NW(f), K je Komnaxran } .

Kaxko 6ucmo nokazau u oOpHYTY HejeJHaKOCT MOTPaKuheMo KOMITAKTHE MOJACKYIIOBE Ca Be-
JIMKOM TIOJIMHOMUJAJTHOM €HTPOIHjoM Koju He caipxke tauke w3 NW (f). Mzabepumo & > 0
u F = {Y,Ys,...,Y;} davuaujy nogckynosa ckyna X \ NW (f) koju cy aujamerpa marber
ome. Hekaje Yo =Y \{Y1iUYoU---UY}. Kako ckyn Y caxpxku camo jemny meayrtajyhy
Ta4YKy MOTJIM CMO paMuinjy F m3abpaTu Tako jJa MOKPUBA 11€0 CKyH Y OCUM OKOJIMHE jeJIMHE
HesryTajyhe Tauke unju je aujamerap Mamu of €. OJIHOCHO IPeTXo/Hy haMUINjy CMO MOIJIH
o/1abpaTH TaKO JIa BaXKU JIa je CKYI Y., JrjaMeTpa Mamber o €.

DukcupajMo casa u n, u mocMarpajmo ckyn F koju je (n, €; f)-pasnBojen. 3a tauky x € F
n3abepuMo KoJuparme o Jy:KuHe n y ojaHocy Ha dammiunjy ckynosa {Yi,..., Y, Y }. Kako
cy cKymnoBu Yi, ..., Y, Y, nujamerpa mamer ox €, u 3a ckyn E Baxu ma je (n,e; f)-pa3nBojen
JIBE Pa3/IMIUTe TA9Ke OBOT CKYyIla HE MOT'Y MMATH UCTO KOJIUPAe. 3aKJbydyjeMo Ja je

sep (n,e;Y) < #A, (F;Y).

[locnenmy HejeIHAKOCT MOXKEMO TOJIEJTUTH €& logn W MyCTUTH Ja N T€XKU OCCKOHAYHOCTHU

qume J1001jamMo
logsep (n,&;Y)

li < hypot (F3Y),
im sup log pol ( )

EnemenTte dpamuiauje F cMo Moryim m3abpaTu Tako jJa Oy/Iy KOMIAKTHU, I1a IMymITajyhu JuMec
na € texxu (0 gobujamMo u IPYry HEjeTHAKOCT

hpot (f;Y) < sup {hpol (K;Y) ‘ KCX\NW(f), K je KOMHaKTaH}.

[Ipebumo na Tpehy jeamakoct. 3a mpom3BO/baH KOMIIAKTaH CKyll K Moxkemo m3abpa-
T haMUINjy AUCjYHKTHUX KOMIIAKTHUX IIOJCKYIOBa Yi,...,Y), TakBY Ja BaxXH jeJHAKOCT
hpol (K;Y) = hpo ({Y1,...,Y};Y). Cana moxkemo cmamuru cBaku of Y; Ha Y;' Tako ma ce
MOJIMHOMUja/THA eHTPOIMja He TPOMeHH ako 3ameHuMo Y; ca Y. Ha uctu Hauun MozkeMo J10-
outn Y;? cmamuBambeM Y;! 6e3 npomene entponuje. OBUM nocTynkom gobujamo aus { Y}

Mozkemo u3abparTu Ja JIujaMeTpy CKyToBa Y, TexKe HyIu U JeUHUCATU TadKe

— ﬂy@.ﬂ_

neN

neN’

Ouurenno je
RS ({ay,...,2;};Y) = hi° (K;Y),

pol pol

Ia y3UMaleM CyIIpeMyMa JI001jaMO TPaXKeHy jeTHAKOCT.
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[Ipu okasuBamy 4eTBpTE jeTHAKOCTH, CA jeJlHe CTPAHE je OYUTJIEIHO JIa je

sup {hiei (S;Y) | SC X \NW (f), S je xonauan}

pol

> sup { RS (S;Y) | SCY\NW (f), S je xonauan} .

pol
MebyTum, ca apyre crpane 3a z; € S\ Y Moxemo dopMupaTn cKymose Y;", Kao y mper-
XOJIHOM TIOCTYIKY, Tako na je " NY = (. Crequ na je

higei (S:Y) = Py (S \ {zi};Y)

pol pol

YrMe 3aBPIaBaMO J0Ka3 OBOT TBPhemba.

Y Be3u ca IIPEeTXOJHUM TpreH)eM MO2KEMO IIPpUMETUTH IB€ 3aHUMJ/bUBE YUILCHUIIC.

Hamnomena 88. Axo je F = {Z}, 2ge je Z C Y aywajyhu ckya, u apecaukasare f romeo-
moppusam mootcemo saxpywuu ga je A, (F;Y) =n+1 u ga je hpy (F;Y) = 1. Ha ocnosy
Tepherva 87 mootcemo 3aKAYHUTY §a je UOAUHOMUJaANA enthpotuja [ nuje mara og 1. Oso
cmo 6eh u panuje woxazanu y Tephewy 45 (romeomoppuszam ca aywajyhiom Waukom uma
TOAUHOMUJANHY eRTUPOTUTY bap 1), a caga 6UgUMO U gPYZauUu JOKA3 08€ BANCHE YUHEHUUE.

Hamomena 89. 3uamo ga ce croso Z y xogupary Gojasmyje najeuwe M (Z) aya Ga je
1A, (Z;Y) < nMPD . Uz osoza cregu u ga je hyy (Z;Y) < M (Z). Hs gowasa spherva ce
sugu ga je 3a ceaxo € > 0 pact sep (n,e;Y) najsuwe torunomujanran. Ilpumehyjemo ga je
UONUHOMUJAAHG EHTPOUUJA 3aUCTLA §oOPO Upusazohena aymajyhoj gunamuyy, jep je pactt
opoOUTHa YBEK HATMAIE NUHEAPAH, 0 Hajeuule TosuHoMUujaran. O8um ce modice U 0UPasgatiL
HA3UB 08020 UOJMA.

SapiraBajyhu 1eo ussarama O JIOKAJIHO] TOJMHOMUjATHOj eHTponuju gahemo jour jemqHy
3aHUM/bUBY U Moryhe kKopucHy jiemy u3 [14], naxo je He KOPUCTUMO 38 KOHKPETHE OPUTUHAITHE
pe3yJTaTe jiaTe y Te3W.

Jlema 90. V cayuajy xaga je f xomeomoppusam Waga 36 Upou36onsHe WAYKE X1, ..., Tk Y
X \NW (f) saorcu

R ({21, i} YY) = Bog (LF™ (1) o, f7 () }5Y).

/loxas. Jlokazahemo mpBoO Ja ce JIOKaJTHA MOJUHOMUjaJHA €HTPOIMja KOHAYHOT CKymna JF He
Meba aKO OBOM CKYIIy JI0/laMO KOHAYHO MHOI'O Tadaka Koje ce HaJla3de y opouTaMa Tadaka u3
F.

[IpermocTaBrMo TPBO @ CMO JAOJIAJH jJeHY TaUKy U3 OPOUTE TAUKE X1, OTHOCHO JOKAYKUMO
Hajupe J1a BayK! jeTHAKOCT

Zﬁfl ({xb (xl) y L2y .- 'axk} 7Y) = hio(z)cl ({xlv ce axk} 7Y) .

Axo je f™ (x1) jemHaka HEKOj ApPyroj Tadku u3 J jeIHAKOCT je ouuryiegHa. Y CyIpoT-
HOM je Takohe OYHUIJIeIHO M3 MOHOTOHOCTH & JeCHa CTPaHa jeIHAKOCTH He MOXKe OUTH
Beha. Uzabepumo cana nucjyakrae okosmse Uy, f™ (Uy),Us,. ..Uy ogroBapajyhux radaka
x1, [ (x1) , X2, ..., T, ¥ NePUHANIIMO TIPECTUKABAHE

({Ulafn ( ) U27--'7Uk};Y> _>An+n1 <{U17U27"'7Uk};y)'
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Ba mpousBosbHy ped w € A, ({Uy, f™ (Uy),Us, ..., Ux};Y) MoxkeMO u3abparu & TakBO JIa
je w Kojupame opoure T, . .., f1 (z). Jdedbunumemo casa npeciukasambe ® Tako ga je ¢ (w)
kopupame f~"™ (x), f~ (z), f7 2 (x) ..., f* 1 (z) y ommocy Ba A, ({Ur, Usy .. U} Y).
OBako jseduHuCcaHO npec/nkaBambe je njekrupao. Hanme ciioBa y ® (w) ce noksamajy ca cJio-
BUMA ¥ w, OCHM MOXKJa jeJHor cjoBa Koje je omro f™ (Up). Caoso f™ (U;), koje ce MoK,
pasJyiuKyje y caunu, 300T JUCjyHKTHOCTH OKOMMHA je Yo, v @ (w). Mehyrum oBa pasnuka ce
MOKEe YOYUTH THMeE IITO IIPOBEPUMO Jia JIM ce TojaBibyje cioBo U; y npsux n ciaosa P (w).
OBuM je JI0Ka3aHa HejeTHAKOCT

jjAn ({Ub fnl (Ul) ) UQ, ) Uk} ; Y) < uAn-i-m ({Ub UQ? ) Uk} ; Y)

U3 KOje CJIe/Id JIpyra HejeTHAKOCT KOja HaM je 1morpebHa.

OBuM cMO TTOKa3aJ/IM Ja Cce IOJMHOMUjaJIHa €eHTPOIINja He Meha JIOaBAhEM je/IHe TauKe U3
opbute Heke Tauke u3 JF. /lajbe MHAYKIMjOM CJeIU UCTU 3aK/by9aK U 32 J0/[aBalbe KOHATHO
MHOI'0 TadyakKa Koje ce HaJjia3e y OpOuTH HEKOr ejeMeHTa J.

CaJia MOXKeMO JIOKA3UBATH JIEMY IOJ] IPETIOCTABKOM JIa BaXKU JIa Cy OpOUTE CBUX Tadaka
x1y ...,z € X \ NW(f) mucjyakrre. Jlokazahemo mpBO 3a 3aMeHy caMO jeJlHe TadKe T
weHoM cymkoM f(zq). Morkemo m3abparu gucjyakthHe okosmue Uy, ..., Uy Takse ma je u
f (U1) mucjyukrha o cBux. VcTo Kao Uy MPETXOJIHOM JIOKA3UBaMy CJIEJIN JIa je

fA, ({f (U1),Uz, ..., U} Y) < $An ({Ur, Us, ... U 1Y)

I1a je Ha OCHOBY TOTA U

oo ({f (1)} s V) < g ({3 YY)

O6pHyTY HejeHAKOCT 106UjaMo IPIMEHOM ITpeTxoaHor Ha f L. Y na Kpajy 360r KOHaIHOT
Opoja Tavaka 3aK/bydaK JieMe CJIeIU WHJLYKIIIjOM.

]

Y rexmpu na 6JIHKe O/IPEe MO CKYIIOBE KOjU Cy KPYIIMjaTHU 33 IOJIMHOMUjATHY EHTPOIIH]Y,
U HA OCHOBY KOjUX je MOXKEeMO m3padyHaBarTH, jedunucahemMo CHHTYyJIapHE CKYIIOBE.

Hedbunnunmja 91. 3a konauny kosekiujy ckymosa Uy, ..., Uy € X \ NW (f) xaxxemo na cy
mehycobro cunzyarapHy aKo 3a CBaKd peajaH 6poj R mocToju Tavyka T W BpeMEHA N, ..., Nk
TakBa Jla 3a CBaKko ¢ Baxku ga je f" (x) € U;, m takobhe Baxu Ja 3a i # j ciaeau na je
In; —nj| > R.

3a konavyaH cKyn tadaka {xy,...,zr} € X \ NW (f) rkaxkemo na je cunzyaapan ako um je
cBaka damuanja oarosapajyhux okosmaa MelycoOHO cCHUHTYJIapHA.

Huje Temko Bumeru na, ako cy Uy, ..., U MmelycoOHO CHHTY/IaDHU ¥ KOMIAKTHUA CKYTIOBH,
OHJIa [IOCTOjU CUHTYJIAPaH CKYI {Z1,...,T)} TakaB jJa 3a cBako i Baxu x; € U;. [Ipumernmo
joIII 11a je jesHa Tavka yBEK CUHTYJIapaH CKyl U3 JeduHANMje CHHry1apanx ckymnoBa. Ciremehe
TBpheme HaM jlaje MOryhHOCT U3padyHaBamba MOJUHOMUjaJIHE eHTPOITHje KOjeé KOPUCTU CaMO
CUHTYyJIAPHE CKYTIOBE.

Tephemwe 92. Hexa je Y C X f-unsapujaniion cxyt Koju cagpaHcu WaiHo jeguy Heaymajyhy
wawky. Taga je
hpot (f;Y) = sup {hloc (S;Y) } ScY, Sje cuue‘y.ﬂapau} )

‘pol
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Joxas. Tlpernocrasmajyhn ma je S C Y xomawan mogckyn X \ NW (f) xoju Huje cuarytapamn
nokazaheMo J1a ToCToju HeroB mpaBu MOJCKYI S’ ca jeIHAKOM ITOJTMHOMUjAJTHOM €HTPOIIHjOM.
To 3maum a8 MOXKEMO CMambUBaTH OPOj Tavdaka y CKyIy JIOK He JO0UjeMO CHHIYJIApaH CKYII
(jemHa Tavaka je yBEeK CHHIYJIapaH CKyIl), a Ja Cce HOJUHOMUjaJHa €HTPOIUja HE POMEHH.
Hoxkaz ongna cieau us Tephema 87.

Heka je § = {x1,...,z1}. Younmo dbamwmiujy F Koja ce cacroju o jyTajyhux okoJn-
Ha Uy, ..., Uy onrosapajyhux Tadaka koje cy JucjyHkTHe u Hucy Melyco6HO cunrynapHe (Ha
OCHOBY IPETHOCTaBKe OBakKBe okojimHe mocroje). Ilomcermmo ce ma ca A, (F,F';Y) o3na-
JaBaMo eJIEMEHTe JIy?>KWHe 1 KOju ce cactoje on cBux cjosa u3 F' U {Y, } 3a Heku moackym
F' C F. Kako cy ckynosu U; jiyrajyhu 3HaMo 1a ce cBa CJIoBa U3y3€B Y., MOjaBJbyjy HajBUIIE
jeTHOM y pedu.

Ba dukcupano n ckyi A, (F;Y) MOXKEMO IpeJCTaBUTH KAO

A (FY) = | A (F. F3Y).

FICF

Kako ckynosu HECYy MelycoOHO cMHTYIapHE TOCTOjU R TaKBO Jla aKO OpONTa HEKe TadKe cede
cBakM o] ckynoBa U; Taja ce IojaBibyje y JIBa OJI OBUX CKYIIOBa Ca Pa3JIMKOM Yy BPEMEHY
HajBuire R.

Oznaunmo 3a i # j ca

An ({3,5}:Y)
ckyn estemenara w € A, (F, F;Y) taksux ma ce U; u U; nojaBibyjy Ha yJa/beHOCTH HAjBHIIIE
R.
Tasa je
Ay (FY) = | A (F,FiY)u A ({i,5}5Y).
FICF (4,5)

lopmwa jemHaKoCT BaxKu jep CMO MPETIIOCTABUIIN Jla CKyll S HUje cuHTy/IapaH. bpoj mpaBux
noaxcynosa dbamvuuje F je 28 — 1. Ungekce i u j moxkemo uzabparu Ha k(k — 1) /2 nauuna.
Cnenm ma 6poj CKymoBa Koje y4ecTBYjy y jeaHaunnu uuje Behu o ¢ = (2’“ — 1) +(k—-1)k/2.
Mozkemo 3aK/byunTH Ja 0ap jejiaH o CKYIIoBa

U A FFv) u A {i4}:Y)
FICF (4,3)

uma KapauHagHoct nHajMamwe fA, (F;Y) /e
Kako je 6poj ckymoBa Koju y4uecTByjy y jeJHAUNHA KOHAYAH Baxkuhe jeqna oj ciejehe nse
MoryhHocTH.

1. Mozxewmo nponahu moguus ny, € Nu F' C F rakas gaje A, (F,F;Y) > 1A, (F;Y) /c

Y oBom caaydajy Baxku cienehe

l /. Y
hpol (-F, Y) = lim sup og ﬁAnk (F,f’ )

N —>00 10g N

b log A, (F, 71, Y)

< limsu
n—oo logn
1 n (FY
< lim sup og b (7 V) = hpot (F;Y).
n—00 logn
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Kako u3 Jleme 83 3namo fa je hpo (F;Y) = hpy (F';Y) cienn 1a Bazku jeIHAKOCT

hpol (.F/; Y) = hpol (]:, Y) .

2. Mozkemo nponahn noguus ny, € N rakas ja je {4, ({7,7};Y) > tA,, (F;Y) /c. Ucrum
IIOCTYITKOM KaO Y ITPBOM CJIY4ajy MOXKe Cce MOKa3aTH! Jia je Taja

hpot (F;Y) < limsup oglAn ({4, 4};Y)

n—s00 logn

Mebyrum y oBoMm citydajy Moxkemo mnponahu nponahu nap (i,j) Takas na je ¢ # j u
davmmaujy F' Tako ga mocroju nogHus ny € N 3a KOju BazKu

BAn, (F, F5Y) 2 84, ({i,51:Y) /e

Hedbunummmo F' = F \ {U;} u npeciukasame
¢ A{i g} Y) = AF,FLY), wew

Koje 3amemyje cyioBo U; v w ca Y,. Heka je w wHBep3Ha ciauka pedn w’' 1pu OBOM
npeciaukaBamwy. Kako je

QeAn({i’j};Y) CAn(‘Fv'F;Y)

rae A, (F,F;Y) canpxu cBa cioBa, U; MOXKe Jia ce [ojaBy Ha MECTHMa KOja Cy HajBHIIe
M ynamena ox U;. 3akpydyjeMo Ja 3a cBako w' mocroju Hajsuine 2M peun w TaKBUX
1a je ¢ (w) = w'. Cuemu za je

A, ({i,5}:Y) < 2MEA, (F,F1Y).
Hcro kao y mpBoM ciiydajy 3aK/bydyjeMo Jia je

hpol (f/; Y) = hpol (.F, Y) .

Ha ocnoBy nobujene jeITHAKOCTH MO2KEMO M3BECTHU MOTpedaH 3ak/pydak. Hamme 3a cBaky
TauKy ¥; MOKeMo m3abpaTu onagajahn mus oxkommma {U]'}, o Koje umHe 6a3y OKOMHA TavKe
z;, y3 yeaos ja je UY = U;. Kaxo ckynoeu Ui, ..., U, #ucy meljycoGHO CHUHTYJIapHU HU
oBako Jedunucanu ckynosu U Takohe nucy mehycobHo cunrysmapau. 3a CBAKO 1 MOXKEMO
HAIPABUTHU OIUCAHY KOHCTPYKIM]Y U pejykoBaTu pamuinjy JF Ha HeKy damuanjy F' Tako ja
j€ hpot (F'1Y) = hpo (F;Y). Kaxo ckynosu {U7, ..., U]} uMaju nucry KapJuHAIHOCT 3a CBAKO
n MoxkeMo m3aBojutu nogau3 U™ TakaB a je peyKoBaHU CKyl J' KOju ofroBapa MOJHU3Y
U™ u3 KOHCTDYKIje KOjy CMO JaJu jeJHaK, OJHOCHO He 3aBUCH Off Ng. Jlakie mobwim cMo
aa je

hpol (S, Y) = hpol (8/7 Y) ;
rieje ' =S\ {zo} uxgclUye F\F.
[

ITocaenuna 93. Ioaurnomujanra entpotuja hyo (f;Y) je ozpanuvena maxcumanrom xap-
JUHAAHOWRY cunZYrapHoZ CKYUa cagpatcarnoz y Y .
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Jloxas. O6pasz/iokeme OBe TOCJIEIUIE G U3 TOra IITO MOJUHOMUjATHA EHTPOINja KOHAY-
HOT cKymna {zy,...,xr} C X \NW (f) e moxke 6urn Beha o merose kapauuasnocru. Hamwve,
MoxkeMo u3abparu Jyiytajyhe okosnue Y; 3 z; Tako j1a CBaKO CJIOBO Y; Y9eCTBYje Y KOJIUPAILY
npoussosbhe opoure (z, f (z),..., f" ! (z)) najsume jemaumyr. ITpumehyjemo na uma Marmbe
onn(n—1)--(n—k+1) <n* komupama. Cremu 3axbyuaK

RS ({1, .. o} Y) < RS (N, ..., Y55 Y)

pol pol

) k
— lim sup log A, ({Y1,..., Y.}, Y) — limsup logn _

n—00 10g n n—00 ogn

]

Hamomena 94. [Ipetirogro toxadano moxice butiu jaxo Kopucho Upu u3pavynasarsly UwoiU-
HOMUJAAHE EHUUPOTUUIE 34 HEUPEKUGHA UPECAUKABArA HA KOMUAGKULHOM UPOCULOPY CG KOHAYHO
MH020 HeayWajyhur Wwavara. Y Wom caywajy cee Heaywiajyhe wavke mopajy butiu Gepuo-
guure. Kaxo ux je xonauno mmnozo mopa uoctwojawiu m € N wakas ga cy cee neaywajyhe
wavke u Purcre Wawke upecauxasara . Kako saotcu ga je hpo (f) = hpot (f™) mootcemo
CMATAPATIU a4 TOCMATLPAMO CUCTUEM €A KOHAYHO MHO20 GUKCHUT TWA%AKa, JOK CY CE8€ OCULALE
wauke aywajyhe. Mebytwum, wWaga 3a ceaxo x eascu ga wu3 f" (33) KOHBEPIZUDPA KA HEKO]
Purcroj wawku na ocnosy Tepherwa 15.
Caegu ga 4eo Upocuwiop MoAHCEMO TUOGEAUTHU Ha,

2ge je

3namo ga cy ckytosu W? (p) unsapujantinu u cagpoice camo jeguy PurcHy, 0gHOCHO
Heaywajyhy, wawky wa na ocnosy Tepherva 82 caegu ga je

hpot (f) = max{hpol We(p |p€F1X(f)}

Hamomena 95. Ilpuauxom u3pauynasarsa UOAUHOMUJGAHE eHTLPOUUJE KAO CYUPEMYMA NO-
KAAHUL TOAUHOMUJANHUL eHTPOUUIE CUHSYAGPHUT CKYTUO06a OUTLHO je ga CYUPEMYM Y3UMAMO
U0 CUHLYAAPHUM UOGCKYUOBUMA 3AWBOPEHA Y. Hauwme mozyhe je ga ce CuMZYAapHU CKYTOBU
KAYUHU 30 UOAUHOMUJAARY eHTPOUUTY HAZOMUAGBATY DAU3Y Zparuye cCkyua Y , Ua Y CAYwajy
Kag Zpanuya He Uputaga cKyay Mmodcemo gobuuy uozpewar 3axnyvar. 0o je jachuje us
UPUMEPa KOJU CAEGU.

ITpumep 96. Ilocmarpahemo y oBoMm mpuMepy Hajipe MpPeC/gIuKaBambe 3a/1aTo Ca

f:R? - R? f(x,y)z(%c,%).
[Tpocrop koju nocmarpamo 6ulie X = R? U {oo}, Tj. kommakTuduKkanuja paBH TauKOM
6ECKOHAYHO Y3 TPHUPOJHO MPOJYKeme mpecimkaBama ca f (00) = oco. OBaKO MPOILYKEHO
Ipec/inKaBame je u jajbe Henpekuauo. Huje temko yountu jga ce cKyn HenyTajyhux Tadaka
CaCcTOju CaMO U3 JBE TadKe

NW (f) ={0,00}.
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1.5. KOJHUPARKE Y JIYTAJYHOJ IUHAMUIIN

Kaxko 6bucMo nmpuMeHm/ M TpeTxo/IHO JTOKa3aHo mojeanheMo npoctop X Ha WHBAPUjaHTHE 1101
CKYIIOBE Ca jeTHOM HeJIyTajyhoM Tadykom

Vi=X\{(0,y) |yeR} Yo=X\V.

Y ckyny Y, olHOCHO y ocH, He mocToje nBe JayTajyhe mehycobno cunrysmapue tauke. Hanme
aKoO ImocMaTpaMo JiyTajyhe oKoJMHe /IBe OBaKBe TadyKe, CBE TAYKe M3 THX OKOJIMHA he TexKuTn
rauku (0,0), na hie cBe TpajekTopuje Koje 1mojiaze M3 OKOJIMHE MPBE TAYKe MOCIE KOHAYHOT
BpEMeHa HAIlyCTUTH U OKOJIMHY jJpyre Tadke. Ha ocHOBy Tora mTo y ckymy Y He mocTuje
nBe MehycobHO cuHTY/TapHe TadyKe CJIeIu J1a MOJNHOMUjaJTHA eHTPOINja OBOT CKyTia Huje Beha
ox 1. Ca apyre cTpane 3HaMO Ja CKYyI €a JIyTajyNoM TA4KOM MOpPa MMAaTH TOJAHOMU)AJTHY
enTponujy 6ap 1, ma BaxKu

hpol (f?l/Q) =1.

ITocmaTpajmo cagza ckyn Y;. Hu y oBoMm ckymy He mocToje JiBe Mel)ycOOHO CHHTYJIapHE TadKe,
13 CJAUYHUX PA3JI0ra Kao U Y MPBOM CKYILY.
MebyTuwm, ca apyre cTpaHe younmMoO JIBa JIUCKa

Bl = ((:1)1,0) 7T1) ’ B2 = ((O7y1> 7T2>

KOja He caJipyKe KOOD/IMHATHU IOYeTaK M JIOBOJHHO Cy MAJIOr aumjameTpa Aa Oymay JyTajyhm
ckynoBu. Taja Baxku ja je

hpol ({Bla BQ} ; le) = 2.

Bancra, npumernmo ga cy cse peun u3 A, ({ By, By} ;Y1) obnuka
(Yoos -+, Yoo, B1y Yooy, Yoo, Ba, Yooy o1, Vi)

rie je Yoo = (X \NW (f))\ (B1 U By).

13 oBora MoxKeMO 3aKJ/by9IWTH JIa OBaj CKYI MOXKe MMarTwu Hajsuine n (n — 1) exemenara
IITO HAM Jiaje Jia je 2 ropma I'PaHulla MOJUHOMHUjaHe eHTporuje. MoxKeMo yoduTu u Jia
nocroju R € N rakso ma 3a cBako n > R Baxum ma je f"(By) N By # (. Jakne ckyn
A, ({B1, B2} ;Y1) caapxu cBe peuu uuju cpembu jeo caapxu k > R — 1 enemenara. Caza
MOYKEMO MPOIEHUTHI

n—2
1
k=R—-1

OBo HaM J1aje JIOe OrpaHUYerbe M MOXKEMO 3aKJbyUUTH JIa je TOJMHOMUjaTHA €HTPOIIN]ja
jennaka 2. Ha Cuymmru 1.4 mara je wiycrpaliyja oBOr mpuMepa.

Ha npBu norute 1 cMmo 100U KOHTPAIMKITAJY, jep jeé CyIpeMyM IMOJIMHOMUjATHUX €HTPOIIN-
ja mo ckynoBuMa, Y] u Y jeanak 1, ma O m mOJTMHOMUjaJIHA €HTPOIIHja, IeJIOT TPOCTopa Ouia
1, a ca apyre cTpane HaILIM CMO TOJACKYT TOJUHOMUjAJIHE €HTPONHje 2, ITa U3 MOHOTOHOCTH
¥ TIOJIMHOMUjaJIHA €HTPOIIHNja IeJIOT mpocTopa Mopa outn Beha o 2. MehyTtum, HucMo 100po
3aKJbYYUIU O TOJMHOMUJAJIHOj €HTPOIUjU CKyIa Y7, jep HHUCMO padyHaJM CylpeMyM Opoja
MeDycoOHO CHHTYJIApHUX Tadaka y Y. Huje temko younTn nga ako y3meMmoO JIBE TadKe W3
Y|, TakBe Jia jeJHA IPHUIAJIA T OCH  JAPYTa Y OCH, OHe jecy MehyCOBHO CHHTY/IADHE, OHOCHO
nmaMmo sBe Mehycobno cunryrapae Tauke. Creqn 3ak/bydak Ja je MOJUHOMUI]AJTHA, EHTPOTIH)a,
IIeJIOT TIPOCTOPA jeTHaKa 2.
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Cruka 1.4: ITpumep
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1.6. JIOTHCTHUYKO IIPEC/INKABARWE

1.6 JlormctTu4yko mpecJImnKaBambe

JlorucTryko IpecauKaBame je TpUMEP ITPUIUYHO jeTHOCTABHOI JIUCKPETHOT, HEeJWHeap-
HOI' JMHaAMHWYIKOI' CUCTEMa qI/Ija. JUHaMHIKa MOXKe 6I/ITI/I IIPUJIMIHO KOMIIJIMKOBaHa. HpquaBa—
e OBOT' JIMICKPETHOI CHCTEMA je MOCTAJI0 aKTyeJHO HaKOH paja 6uosora May-a ([24]) 1976.
TOJINHE, KOMEe Ce OBO IPECIMKABAIbe IM0jaBUJIO IIPUPOJIHO y CKJIONY IPOYYaBaibha IMOIyJIalln]je
nHncekara. JIOrmCTUYKO MpecuKaBame ce IMOIYJIApHO HA3WBA U IOIYJIAIMOHA je/IHAYUHA U
IIOKA3aJI0 Ce JIa MMa JIOCTa MPUMEHA Y Pa3HUM IPAKTUYHUM UCTpakuBamuMma. lIpBa mpu-
MeHa je Oujia y TPOIEHU PACTa WU ONaJamha OMOJIOIIKE Oy Ialifje U MPOIeHn MOTyNHOCTH
IpexKuBJ/baBalba PA3ININTUX €KOJIOIIKUX CUCTEeMa.

Nako je mpoyuaBano Beh JIyro, JIOTUCTHYKO IPECTUKABAIHE je W Jla/be BeOMa aKTYeJIHO.
O0jaB/beHu Cy MHOTH PaJIOBH Y KOjUMa Ce UCIUTY]Y U padyHajy [UKJIOBU, Tauke OndypKaimja
U IHbUXOBU TOJIMHOMH, KA0 U BE3€ Ca TEOPHjoM xaoca. JIOTMCTHYKO IpecnKaBame U HEerose
MOJIM(PUKOBAHE BEP3Uje jOII YBEK MMAajy 3Ha4YajHe MPUMeHe KaKO y OMOJIOTHjU, TAKO U Y JIPY-
MM HayKaMma, PelMMO eHKDHWIIIHjH, padyHapcTBy (reHepucame MCceyao-cirydajHux Opojesa),
€KOHOMWUH.

[TocebHa 3aHUMJBUBOCT OBOT' IPECINKABAaA je MITO JUHAMUKA jaKO 3aBUCHU OJI BPEIHOCTHU
rmapaMeTpa U IITO Ce 3a PA3JIUYUTe BPEIHOCTH HapaMmeTpa J00ujajy CUCTEMU KOjU TOKA3Y]y
JIPACTUYHO PA3JIUIUTE OCOOMHE, IMOYEBIINU OJ] CUCTEMa KOJU KOJIAIICUPAjJy V jeJIHY TadKy J10
MIOTIYHO XaOTUYIHUX CHUCTEMA KOJU MMAajy BEJIMKY CEH3UTUBHOCT O] MOYETHUX YCJIOBA.

JlorucTnako mpecanKaBame je 3a7aTo Kao npeciankapame naTeppada [0, 1] Ha cebe jemHa-

YUHOM
f(@) = px(l-2)

rje je p peasian mapamerap. Huje TemKko mpoBEepUTH J1a OBO IMPEC/IMKABAILE JOCTHXKE MaK-
cuMaJsiHy BpeaHOCT fi/4, Te je mobpo meduHmMcaHo Kao mpecaukasawe u3 [0,1] y [0,1] 3a
BpesHoCcTH napamerpa i € [0, 4].

[Torpazkumo pBO (PUKCHE TAYKe JIOTUCTUIKOT TTPECTUKABaha, OJIHOCHO PEeIletha e THAIN-
He f(z) = x. Iobujamo npe tauke 0 u 1 — 1/p. Ipyra Tauka ce nHanazu y uarepsasiy [0, 1]
3a BpeaHocTu napamerpa Behe ox 1. OBo je miaycrpoBano u Ha Commu 1.5.

Haxkite, y ciay4dajy Kaja je g < 1 cucrem numa camo jenny dukcay tadky 0. Kako je

f'(@) = p(l—2x)

3a OBaKBe BpeJHOCTH Tapamerpa Tadka 0 hie 6uru arpakrop. Tama 3a csako x € [0, 1] Baxkn
aa je
lim f"(x) =0.

n—oo

Y 0BOM ciIy4ajy cuCTeM MOKa3yje MPUINYHO jeITHOCTABHY JIMHAMUKY, CBe TaYKe he TeXKUTU Ka
jenunoj dukcuoj rauku (. Buosioniku rosopehu nomystanuja nsymupe 6e3 063upa Ha MOYEeTHO
cTame.

[Iox 6udbypkarnmjom ce mojipazymMena MojaBa Jga MaJje IPOMeHe BPEITHOCTU apaMeTpa u3a-
3UBajy ApacTUIHE PA3J/IMKe y ITOHAIIakhy JUHAMUIKOT CUCTEMa. Je/IaH oJf TUTIOBa OudypKalu-
je je m oudypkamuja aymuparma rnepuoga. Ko JOrucTuIKor mpecjinKaBaiba 3a CIIeIUjalTHe
BPEIHOCTHU TIapaMeTpa JI0Ja3u JI0 OBOTI cIenudUuIHOr (DeHOMEHA.

[TpBa 6udypkarmja Ko JOrMCTUYKOT TPeC/IMKaBamba (Koja Hije THUIA JTyILINPAakha TePHO-
JIa) ce mojaBjbyje 3a BpejHoCT mapamerpa i = 1. Hanme, Kajia BpeiHOCT mapaMerpa 1mopacre
M3HAJ jeJIaH CUCTEeM TOYNbe J1a IToKa3yje apyraduje rnmonamame. [lopen tauke 0 mojaBibyje ce
jor jeqHa (pUKCHA TadKa IpecanKaBama 1 — l% Tauka 0 caja mocTaje penesep JI0K je HOBa
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Ciuka 1.5: @ukcHe Tauke JOTUCTHIKOT IIPECTNKABAba

dukcHa Tauka aTpakTOp 3a BPEIHOCTH Mapamerpa Mame of 3. Moxke ce nmokazaru na he 3a
CBe TadKe Pa3JIUYuTe O] HyJIe BAXKUTH Jia je
m 1

lim f"(x)=1-——.

n—00 12
Jlunamuka cucrema je u Jiajbe BPJIO jeITHOCTaBHA, aJid WIAK 3HAYAJHO PA3JIMIUTA OJI OHE 33
BpeJIHOCTH TapameTpa i Mambe of 1. [lomymarnuja y oBoM cirydajy mpe:KuBibaBa v MpUOIMZKaBa
ce cTabWJIHO] HEHYJ/Ia BPEIHOCTH.

Kaza BpeamnocT napamerpa jgocturue 3 foJia3u J10 HOBe OudypKaluje, CUCTEM OIET Meba
IOHAINAKkEe U TojaBJbyje ce opouTta ca nepuoyiom 2. Hamme, cama ce nopes (hbMKCHUX Tadaka
IpecauKaBamba, [ M0jaB/byjy 1 (PUKCHE TadKe HPeCcJUKaBama, f2. JIpyTuM pednMa perraBarmbeM
jeTHaYNHE

fP@)=p*z(l—2) (1 - pr+ps®) =

nobujamo mopes 0 u 1 — /% JOIII JIBa peliema

CpFl ) (=3 pt 1= (pr1)(p—3)

KOja TocToje 3a BpeJHocTH napaMerpa Behe on 3. Ouurnento je f(p) = qu f(q) = p omgno-
cHO Jo0mym cMo 2-tiepuoganyny opouty. OBa mojasa je miaycrpoBana Ha Courum 1.6. Moxke
ce yOouuTH Jia ce moBehaBameM BPEIHOCTH HapaMeTpa KaJ OH JOCTUTHE BPEIHOCT 3 JI0JIa3W
JI0 CHTyanydje Kaja je IIpaBa iy = & TaHIeHTa Ha npeciukaBame f2. Jlamnum mosehaBamem
BPEIHOCTHU TIapaMeTpa U3 OBe TAHT'€HTHE TadKe HACTaje 2-TIepUOIMIHA OPOUTA.

MozkeMO TTOTPasKUTH U3BOJL IPECIUKaBama f2 y TadKkaMa HOBE OPOUTE IepPHo/ia 2

(F2() = (f* (@) = F ) [ (q) = —p+2u+ 4.

BakspydyjeMo ga cy obe Taduke UCTe IMPUPOIE, Tj. 00e Cy aTpakTOpH WK Cy 00e peresepu. 3a
BpEIHOCT mapaMeTpa j = 3 Bazku 1a je (f2 (p)) = 1 1 oBa BPeIHOCT OIIa/[a PACTOM BPEIHOCTH
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0.8
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Cruka 1.6: IlojaB/puBame opbute mepuosa 2

mapamerpa ja 6u cTura 10 BpeaHocTH -1 3a BpemHocT mapamerpa i = 1 + /6. Jlakie ose
TauKe Cy aTPaKTOPU HpecianKaBamba f> , OJHOCHO JOGHIN cMO aTpakTyjyhy 2-mepuommdmy
opbuTy mpecukaBama [ 3a BPEIHOCU TTapaMeTpa

ue(3,1+\/6).

Y ucro Bpeme Ttauka 1 — i je mocrasia penejiep. JeIHOCTABHO Ce MOXKe IMOKa3aTh JIa CBe
He(PUKCHE TauyKe KOHBEPIUpajy Ka IMePUOIUIHO] OPOUTH.

OBaj Tun O6mdypkamuje Kao y Tadkd 3 HaJasbe ce MOHAB/ba PAcTOM Iapamerpa. Kai
mapamerap jgocTurae Bpearoct 1 + /6 gomasu 10 HOBe GudypKamuje AyIIAparba Mepuoa,
paba ce HOBa 4-1repuouyuHa opOUTa Koja je arpakTyjyha, MoK 2-TepuoandHa opouTa mocTaje
pemesiep. Tako ce mojaBsbyjy HOBe u HOBe 2"-mepumojpmdne opoute. Jpyrum peumma, Kajia
BPEIHOCT MapaMeTpa JOCTUTHE BPEIHOCT /i, T0jaBibyje ce IepuognydHa opouTa nepuomaa 2" u
[IepUOINIHA, OPOUTA Ca TUM TIEPUOIOM ITOCTOJU 3& CBAKO [ > [i,. VI3 IpeTX0o/IHOT pa3MaTparma
je 1 = 3 u py = 1+ /6. Pacrojame u3meljy Tadaka 6udypkanmja ce cmamyje u mojasuhe ce
nepuouyIHe opouTe Uuju je rmepuo 2" 3a CBaKM MIPUPOJIAH OPOj N JOK BPEIHOCT HapaMeTpa
He JIOCTUTHE BPEIHOCT (I = [l = 3,5699.... Ha Chwunm 1.7 je mpukazaH moderak OBOT
IpoIieca IojaB/bUBaka MEPUOIUIHUX opOuTa. lIpencraBibeHa je 3aBUCHOCT ITEPUOIUIHUX
aTpakTyjyhux Tadaka oj1 BpeIHOCTH MapaMeTpa.

SaHUM/bUBA je YUIHLEHUIA J1a KOJUTHUK

Hn — Hn—1
Hn+1 — Hn

TexKM Ka yHuBep3asHo] PajrenbayMoBoj KOHCTATH Koja mpubmKkHO n3nocu 4.6692. 3a Bpe-
HOCTH TTapaMeTpa U3HAL [lo, CUCTEM MOCTAje XaOTUIaH.

[Tocrojame PDajrenbaymMoBe KOHCTAHTE je MOKA3AHO KOPHUIIMNEHEM PAIYHAPCKUX METOJIa
ceJlaMJIeceTUX TOMHA JIBAJIeCeTOr Beka. lloyeTkoM ocamieceTux rojuHa JaT je U MaTeMa-
TUYKH JIOKA3 IIOCTOjarba OBe KOHCTaHTe, KOja ce Ha3uBa W yHuBep3asaHoMm. OBa KOHCTaHTa je
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Cnuka 1.7: Budypkanuje

jemHaka 3a cBa S YHUMOJIAJTHA MIPEC/IMKaBamba Koja hemo nedpurucaru Ha crpanu 70. Jlokas ce
3aCHUBa HA TEOPHUjU PeHOpMaJIn3alifje KOja KOPUCTH TeXHUKE KOMILJIEKCHE aHAJM3e U XUIIeP-
6osimuke reomerpuje. Msyiarame oBe Teopuje, Kao u Jiokasu TBphema ce mory nponahu y [25].
Teopuja penopmasuzaiuje npuMehyje dumbeHHUILY 1a MEHTPAJIHA 10 IpaduKa IPEeCTUKABAHA
f ¥ mpecsuKaBama f? U3IJIeajy CINYHO, ¢ TUM Jia je rpaduK f2 pecKaaupaH W OKPEHYT Ha
none. CimgHo ce memasa u ca rpadummma 4, f8 u magame. Tako mobmjamMo cBe Mame 1
Maibe PeruoHe ca CJANYHHUM MOHAIlameM cucrema. Moxke ce meduHucaTH

R(f)=Lof*oL!

rie je L nmHeapHO TpecIMKaBame KOje PecKajnpa peaHy IpaBy U IOMepa KOOPJIWHATHH
moderak. Bumectpykum monaBbambeM R f ce mpecimkaBa cBe Osmke dyHknmju F koja
3a/10BOJbaBa (DYHKITUOHAJIHY jeTHATUHY

F=LoF?ocL".

[Tokasyje ce na nocroju jeauncrsen Jauneapan gpyukmuonasna L u xomomopdua dyHKIMja cTe-
IIeHa 2 KOju 3aJ/I0BOJhaBajy OBY jemHaduny. Ha ocHOBy Tora ce mokasyje ma ce y OJu3nHI
Tayaka y KOjuMa ce JIyILIupa MepuoJi (PyHKIMje TOHAIIA]Y CIAUYHO U JIOKA3Yje Ce MOCTOjaHhe
YHUBEP3aJIHE KOHCTAaHTE.

Torrostonka eHTpONMja JJOTUCTUIKOT ITPECIMKABaha je jeHaKa Hy/IU 33 BPEJIHOCTH Hapa-
MeTpa KOje Cy Mambe O] [lo. Hamme, MOXKe ce IMOKa3aTh JIa je 3a OBe BPEJIHOCTHU MapaMeTpa
CKYII HeJTyTajyhux Tayaka KOHAYAH; U3y3€B TadaKa Ca MEPUOJIUIHUX OpOuTa 1 (DUKCHUX Tada-
Ka KOjUX MMa KOHAYHO MHOTO, CBE OCTaJie TauKe TexKe jeJIMHO] aTpakTyjyhoj opouTu u camum
tuMm cy Jsytajyhe (Tepheme 114). Kako je Tomosomka eHTponuja KOHIIEHTPUCAHA HA HEJTy-
rajyhum taukama (Tepheme 35) cienu nperxonuun 3akspydak. [Tokazano je ma je ToOmosomka
enrpomnuja pacryha dyskiuja napamerpa ([10]) u ma je mosuTuBHA 3a BPeIHOCTH MapaMeTpa,
1 Koje cy Behe o1 . ['paduk 3aBUCHOCTH TOTMOJIONIKE €HTPOINjE OJI ITapaMeTpa U BPEIHO-
CTH 32 KOHKDETHY BPEJIHOCT ITapaMeTpa ce jOIl yBeK M3PAadyHaBajy HYMEPUYKUM MeTO/IaMa
U TIPEJIMET Cy Pa3HUX MCTPAKUBAHA.
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I'maBa 2

IlonmunHoMujasiHa eHTpOIINja 3a
MopcoBe rpagujeHTHE cucTeMe

Y 0oBOM TIOTJIaB/by HaM je IHUJb J1a KOHCTPYKIM]y W3 MOTJIaBJba 1.5 MPUJIATOAUMO U MCKO-
PHUCTHMO 3a TPOIEHY MOJIMHOMUjaIHe eHTponrje MopcoBux rpajimjenTHUX cucrtema. Jlakie,
MOpaMO MOJIM(PUKOBATHA HOTAIM]Y KAaKO OMCMO je MPUMEHWJIM HA TOKOBE M TOKYIIATH Y OBa-
KBAM CJIy9ajeBUMa JIa OJIPEIMMO KapAWHAJHOCT CHHTYJIAPHOT CKYyTIA.

Hedbununmja 97. Heka je nat Tok ¢ : X — X. 3a ckynose Uy, Us, ..., Uy C X\ NW (¢y)
KaXXeMo J1a ¢y MmehycobHno cumnzysapru y OJTHOCY Ha TOK ¢; ako 3a cBako R > () mocroju = u
BpeMeHa ti,ts,...,t;, € R TakBa ja je

o (x) e U, |ti—tj| >R, 3ai#j.

3a Tauke Ty, T, ..., T KAXKEMO Ja Cy MehycobHo cunZyaapHe aKo Cy cBe (baMuiimje oaro-
Bapajyhux okosmHa MelycoOHO CHHTyJIapHE.

Y caydajy kaga je f = ¢ ako cy Tadke I, To,...,ITr MehycobHO cuHTysapHE 3a XOMe-
omopduzam f oHe cy ouursesHo mehycoOHO cuHTyaapHe u 3a ToK ¢;. Ca apyre crpamne,
aKo MoxkeMo mponahu peaJiae Opojese t; Koju ucnymanajy yciose [ledununuje 97 nuje ouu-
IJIeTHO J1a Moxkemo Hahu mpupoHe OpojeBe Koju uciymwanajy anasiorny Jlebwunumnujy 91 3a
xomeomopduzam f = ¢;. Huje jacHo ma sm tadke koje cy mehycOOHO CHHTYy/IapHE 3a TOK ¢y
Mopajy outu mehycoOHO cuHTyIapHe 3a XoMeoMopduzam ¢i. MehyTum, uctum mocTymnkom
kao y Tsphemwy 92, nokasyje ce u cienehe Tpheme.

Tepbhemwe 98. Hexa je f = ¢1. Taga 3a unsapujariuan ckya Y eastcu ga je
hpot (f3Y) = sup { hy (S;Y) }

UPU “emy Cyupemym yaumamo uo ceum S C Y Koju ¢y MehycooHo cumnzysapru iy 0grocy Ha
WOk ;.

Nmajyhu Ha yMy NpeTxo/HO, TOCMATPajMO 3aTBOPEHY N-IUMEH3UOHY MHOrocTpykoct M
u MopcoBy dyukmumjy F : M — R. Heka je g Pumanosa merpuka taksa na je map (F)g)
Mopc-CwmejmoB, ogHOCHO 3a0BosbeHN cy ycioBu lebununuje 73. Heka je f mpeciimkaBame
y TpeHyTKy t = 1 HeraTWBHOI I'PAJIMjEHTHOI CUCTEMA

d
7@ ==V Fé(@), do=1d [=or
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2. 1IOJIMHOMWJAJIHA EHTPOIINJA 3A MOPCOBE I'PAJINJEHTHE CUCTEME

[MToxcernmo ce na ca Crit (F') o3HauaBaMoO CKyIl CBUX KDUTHYHUX Tadaka ryiarke pyHKIHje
F, a ca indg (p) Mopcos unjiekc kpuruate tadke p. ledbunummmo caza

n(F)=t{ke{0,1,...,n} | 3p € Crit (F), indr (p) = k}.

Kaxko je M koMmakTHa MHOTOCTPYKOCT (PYHKIIHja Ha O] MOPA JOCTU3aTH MUHUMYM U MaK-
CUMYM, T1a 3HAMO J1a je
2<n(F)<n+1.

[Ipu oBuM ycinoBuma Baxke cieinehe Teopeme.
Teopema 99. Hexa je n(F') xapgunasnoct ckyaa Mopcosux ungexca ¢ynkuyuje F. Iped-
docwasumo ga je 3a ceara gea passuvutiia Mopcosa ungexca ki > ko u 3a cee Waywke pj,

indp (p;) = k; ckya M (p1,p2) netpasan. Taga je MaKcuMaAna KAPGUHANHOCT CUHZYALPHOZ
ckyta nezawmuenoz Mopcosoz zpagujenitinoz cuciiema eeha og n(F) — 1.

Zloxas. TlonceTumo ce CTPyKType MOJYJICKOT TIPOCTOPA

v € C®(R,M)
M(p,q) =W"(p)NW?(q) = Y(R) | () =— F(v(t))
v (=00) =p, v(+0) =¢

Kako cmo mpernocrasuin na je (F,g) Mopc-Cmejinos nap 3a cBako p,q € Crit (F) 3a
koje je indp (p) > indp (q) ckyn M (p,q) = W* (p) N W* (q) je nam npasan CKyI WA IJIaTKa,
MHOrocTpykoct naumensuje indg (p) — indp (q). Hbena romnosiomka rpanuia je obuka

OM (p,q) :UM(p,rl) X M (r1,13) X -+« X M (7, q)

rJe je, Ha OCHOBY mpermocraBke ja je M (r;,7;) # 0 3a indp(r;) > indp(r;), yauja ysera mo
ceuM r; € Crit (F') TakBuM j1a je

indg (p) > indp (r1) > -+ > indp (1) > indp (q) .

[Tpumernmo ma y ciaydajy Kaja je pasauka indg (p) — indp (¢) jennaxa jeman M (p,q) ce
CaCcTOju OJf KOHAYHO MHOTI'0 M30JI0BAHUX TPajeKTOpHja.

3a cako j = 1,...,m + 1 u 3a cBaky 7/ € M (r;_1,7;) mocroju HU3 s}, — 400 n HU3
Tpajekropuja v, € M (p,q) Tako ma
O
Yo 2

rIe je
B () = (t+57) -
Cloe

[Togpazymesamo Ja je 7o = p u 7y = q. O3HAKA =2 10JIpa3yMeBa PABHOMEDPHY KOHBEpIeH-
IIAjy 3ajeJIHO ca CBUM M3BOJMMA Ha CBAKOM KOMIIAKTHOM TOJCKYITYy cKyIa R.

Orpanuyaumo cajga 010370 OPOj CUHTYJIAPHUX TadaKa

Osnaunmo, pajum jeanocrasHoctu, L = n(F) — 1. Heka je py € Crit (F) amncosyrau
MuHAMYM, a po € Crit (F') ancomyran makcumym F. Moxkemo mzabparn L — 1 kpuruany
TAYKYy Pi1, P2, - - -, PL_1 TAKBY Ja BaXKN

n = indg (po) > indp (p1) > --- > indp (pr) = 0.

o8



2. 1IOJIMHOMWJAJIHA EHTPOIINJA 3A MOPCOBE I'PAJINJEHTHE CUCTEME

[Tocrojame oBakBor m3bopa Tadaka je obesbeheno 3 medununmje n (F).

Heka je v/ € M (pj_1,p;) 3a j = 1,2,...,L u ¢; = 77 (0). Ilokasahemo ma cy Tauke
41,42, - - -, qr, MeDHyCcOOHO CHHTYJIApHE.

Hexka je v, € M (po,pr), 82 € R u 4/ nedunucano kao y nmperxoqHom uzjaramwy. Kaxo

. loc . . .
1 (t) = 47 To crenmjanHo 3HAMM Ha v, (s1) "2 47 (0) = g;- 13 oBora cnemu na 3a cBe

onrosapajyhe okomune Uy, Us, . .., U Tavaka qi, ¢, - - . , 1, 1 32 JJOBOJBHO BEJIUKO N U & = 7, (0)
. ) J _ gt
Baxu ¢ (z) € U;. Taxobe snamo ja cy csu nusosu {|s), — s, [}, oy HeOrpaHuienu 3a cBaKo
1,7 =1,2,...,L, i # j. Haume, ako ocToju orpaHnvemne pernmmo
12
}sn — sn| <R
TaJla TIOCTOjU MOHU3 S. — 52 (MOXKEMO ra HCTO O3HAYMTH) KOjU KOHBEpPrupa Ka HeKoM sy € R.
Kaxo 7! pasHoMepno konseprupa Ha [—R, R| 2 s2 — s! no6ujamo

L (s2 = sh) = 7 (o).
AJII/I, CcCa /:prre CTpaHe nMaMO 1 Ja
YL (52— 8L) =y (52 — 5L 4 51) = (52) =2 (0) = 4% (0).

MebyTum oo nuje moryhie jep cy 7' (R) u 4% (R) mucjyHkTHU.
Osum nocrynkom cmo nponanuin L = n (F) — 1 mehycobHO cuHTYJIapHUX Tadaka.

O

Teopema 100. Hexa je n(F) xapgunasnocti ckyta Mopcosux ungexca ¢gynrkyuje F. Ta-
ga je MaKxCUMaAna KapguHastoctli CUHZYAapHoZ ckyta Hezatwiushoz Mopcosoz 2pagujenitinos
cuctuema marba og n(F) — 1.

Jlokas. Heka cy r1,79,...,7, € M\ NW (f) upoussosbuux m meljycOGHO CHHIYIADHUX Tada-
ka. [Ipumernmo majupe ma nocroju g € Crit (F') Tako ma je {ry,ro,...,mm}t C W#(q). Hamwe,
Ha OCHOBY JiecpbuHUIIIje Mel)ycOOHO CHHTY/IapHUX TadaKa IIOCTOjU TPajeKTOpHja KOja IPOJIa3u
Kpo3 cBaky ox m kKyrim B (rj,1/n). Tpajexropuja Koja cede cBe Kyrule IPUNaLa CTAOUIHO]
MHOTOCTPYKOCTH HeKe KPUTHYHe TadKe, Tj. 3a CBaKo n cBe Kyrite B (r;,1/n) ceky W* (p) 3a
Heko p € Crit (F). Kako uMamMo KOHAYHO MHOTO KPUTHYHKUX Tadaka MOKeMo IpoHahu 1moqHu3
ny CKyla mpuponHux 6pojesa u g € Crit (F') Taxko ga cse xyrite B (rj, 1/ny) cexky W (q).

Wctum mmocTymkoM MOT/IM OMCMO MOKa3aTh Jda MOpa MOCTOjaTH KPUTUIHA TadKa P TaKBa
na je {ry,ra, ..., rm} € W (p). Mehyrum, u ako nokaxkemo na je {ry,re,...,rmt € M(p,q),
u3 Tora He OMCMO JIOOMJIH JIOBOJHHO JIOOPO OrpaHuYerhe, OJITHOCHO U3 Tora He cjieau Ja je Opoj
cuHrysapHux Tadaka Mawu on n (F) — 1. OBaksa curyaruja je mwiycrposana na Counrm 2.1.
okas Koju J1ajeMo He J03BOJbaBa CUTYAIMjy Kao Ha CJIUIM U MOKa3yje /la MOpajy IOCTOjaTh
U3JIOMJbEHE TPajeKTOpHje Koje ce HAI0Be3yjy W Ha KOjuMa ce HaJjase Mel)yCOOHO CHUHTYyIapHe
TavyKe ca pa3/JMIuTUM BpeJHOCTUMA (DyHKIMje F' HA HUMA.

[Inb HAM je J1a JOKaXKeMOo J1a y Cydajy KaJl MMOCTOju m MelyCOOHO CHUHTY/JIapHUX TadakKa

T1,72, ..., Tm € W (q) Mopa ja Baxku na je m < n(F) — 1. Ilpernocrasuhemo u na je m > 2
(3a m = 1 tBpheme TpuBHjaIHO BaXKN).
Hokazahemo npso ma je {ri,rs,..., 7} C 9 (W?*(q)). IIlpernocraBumo, cynporHo TBphe-

BY, /1a IOCTOjI
re{ry,re,...,rmtNint (W*(q)).

Pazmorpumo cana ase moryhuocTu:
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2. 1IOJIMHOMWJAJIHA EHTPOIINJA 3A MOPCOBE I'PAJINJEHTHE CUCTEME

Cauka 2.1: IIpumep M (pv Q)

(a) mocroju mpyro 1’ € {r1,re,...,mm} N W#(q) TakBo na r u r’ HECY Ha UCTOj OPOUTH Py,

(6) mocroju npyro 1’ € {ry,r9, ..., 1} N W9 (q) TaxBo ga r u 1’ jecy Ha UCTOj OpOUTH P;.

Pasmorpumo npso moryhinocr na Baxu (a).

[Mokazahemo ma nocroje okomuue U 3 r u U’ 5 ' takse na je ¢, (U) N U’ = () 3a cBako
t € R. OBo je KOHTpaJUKIIAja ca TUM Jla Cy Tauke MeDyCOOHO CHUHTYJIapHe.

Ha ocunoBy Mopcose Jjieme 3HAMO J1a MOCTOjU OKOJIMHA V' Taduke ¢ U JIOKAJTHE KOOPJIMHATE
(x1,29,...,2,) y V Tako 1a HEraTWBHU I'DAJMjEHTHN TOK UMa OOJIMK

— A\t Aot €—>\nt

xri,€ Pxo, ...,

Oy (x1, 29, ..., Tp) = (e xn)

I7e Cy A; COIICTBeHe BpeaHOCTH XecujaHa dyHKnuje F'y Tauku q. Merpuka y K0joj TOK mMa
JaTu 00JIMK He Mopa OWTH jeJIHaKa I10J1a3HOj MeTpuiin. HeraTwuBHO rpa iMjeHTHO BEKTOPCKO
IoJbe 3a KOje TOK MMa JIOKAJHO JIAaTU OOJIMK HA3WBa Ce JIOKAJHO TPUBHjaJHO. BekTopcka
nosba X1 u Xy ce Ha3WBajy TOMOJIONIKHM €KBUBAJIEHTHUM aKO IIOCTOjU TOIIOJIONIKA KOHjyTalllja
u3Mmehy oxarosapajyhux TokoBa Koja IpecinkaBa opoute nmosba X y opbure moba Xo U dyBa
uMm cmep. Y pauy [32] je nokasana cieneha Teopema.

Teopema 101. Hexa je M zaatuxa xomuaxiina muozocwupykocis u I Mopc-Cmejnosa dymk-
uuja na woj. Taga Goctoju WOUONOUWEKG EKBUBAAEHUUIA USMEDY HEZATUUBHOZ ZPAGUIEHTUHOZ
aoma pynkyuje F' u sextmioperoz woma Y xoje je A0KAAHO TUPUBUJAAHO.

[Tosbe Y u3 mperxojme Teopeme je u rpajinjeHTHO 1osbe hyHKInje F'| ajiu y HEeKOj Jpyroj
METPUIIH.

Teopema 101 mam omoryhasa j1a moxkemo pajutu y MopcoBum Koopannarama 6e3 o03upa
HA [TPOMEHY METPHKE.

VY namem ciay4ajy 3a indg (¢) = k umamo
Ay, Aoy, A <0 Abg1seyAn > 0.
MoxkeMo 3aK/bYyIUTH Ja InpeciankaBame f y MopcoBoj KapTu MoxKe OUTH 3aaHO Ca
[z, xe, .. my) = (1@, .o oy g, Prs1Thaty - - -5 Pnn)

rae ¢y «; > 1, a f; < 1. Iocroju okommua U S r Taksa 1a je ¢ (UNW?*(q)) CV 3at > t.
N3zabepumo oxkomuny U’ > 1’ TakBy na je U' NV = (). Kako je uarepsan [0, ty] komnakras,
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2. 1IOJIMHOMWJAJIHA EHTPOIINJA 3A MOPCOBE I'PAJINJEHTHE CUCTEME

"NW*(q) = 0 3a cBaxo t € [0, ).

cemamyjyhu 1o morpebu U u U’, Baxku ma je ¢, (U) N U
= () 3at > 0. Mcru mocrymak MOXKEMO

[Tperxonno wam naje na u ¢, (U) NU' N W*(q)
nonosuTHd u 3a t < 0, TAKO J]a ©MaMo

G (UNNUNWe(q)=0  VteR.

[Ipernocrasumo na ¢, (U)NU’ # () 3a ueko t € R, opHocHo na nocroju x € ¢, (U) NU'. Kako
je W* (q) nommuorocTpykocT y M Ha OCHOBY TeOpeMe O MEBACTOj OKOJIMHU ITOCTOjU OTBOPEH

ckyn Wz, W (U)NU', W= (WnNWs(q)) x (—=1,1)". Amn raga Baxku u xa je
m(x) € ¢ (U)NU'NW*(q)
rJie je ™ TpUPOJIHA TTPOjEeKIHja

T WEWAW(q) x (—=1,1)F = WnW?(q).

Pasmorpumo caga moryhnoct (6).
[Tpermocrasumo ma je F(r) > F(r'). Tana 3a moBosbro Mase okoqmue U S ru U > 1/
BaXKu J1a je 3a JIOBOJHHO BEJIMKO [

¢Z(U)HU,:@.

W3 oBora MOoKeMO 3aKJ/bYYUTH JJa aKO IOCTOjU OpOUTA HEKe TadyKe T TaKBa Ja je

bs(x) €U, ¢(x)elU’

mopa Gurn [s — ¢ <1, ma coeyu jia rauke o ' HECY MeDYCOOHO CHHIYIADHE, OHOCHO CKYII
{r1,r9,..., "y} HAje CHHTYIADAH.
Haxute 3akbyamim Mo ga je {ry,ro,...,rymt C 0 (W9 (q)).
Kaxo je
Wi = || W @nw = || M (p.q
peCrit(F) peCrit(F

MOXKEMO 3aKJBYUYUTH J1a je

oW (g) < || oM(pa).

p€eCrit(F)

Buamo s1a ce rpanuna ckyna M (p, ¢) cactoju oj] yHUje CKyIIoBa UCTOT TUIA, OJHOCHO CKYIIOBA,
M (pi, qr), Tie ¢y p;, qx € Crit (F'). IIpermocraBumo 1a je

€ M(p1,q1), T2 € M (p2, q2) -

Tama Baxku ja je indp (¢1) = indg (p2) wim indg (¢2) > indg (p;). Hanme, npernocraBumo ja
BaXK!
indF ((]1) < inF (QQ) < 1ndF (pl) < mdF (pg) .

Ocrasie MmoryhHOCTH ce MOT'Y Pa3MOTPUTH AHAJIOTHO.

Heka je 7, Tpajekropuja Koja upecena obe kyrie Bl = B (ry,1/n) u BY = B (rqy,1/n).
Tana v, npunana ckymy M (u,,u,) 3a HeKe KPUTHYHE TadKe U, U U,. AJM KakKo CKyIoBa
M (uy,, v,) ©Ma KOHATHO MHOTO TIOCTOjH MTOJHU3, 38 KOJU MOYKEMO KOPUCTUTH UCTY O3HAKY Y,
KOju mpumnaja camo jemaom M (u, v).
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e MehycoGHO cuHryIapHe Tadke He MOTY IPUIAJATH MCTOM MOJYJICKOM IIPOCTOpPY, IIa
6ap jenan on naposa (p1,q1) u (P2, q2) Mopa 6urn pazimaut oj (u,v). IpernocraBumo ja je

(p1, @) # (u,v).

3HaMo Ja cBaka (PyHKIHja CTPOro OIaja JIyK CBaKe HEraTUBHE I'DAJUjeHTHEe KPUBE KOja
HUje KOHCTaHTHa. Kako 7y, cedue obe kyrie B’ u B} 3a cBako n BUIUMO Ja je

F(u)>F(r;)>F(v) 3aj=1,2.
[TonoBo mmamo nBe moryhroCTH:

(i) HU3 7, PABHOMEDPHO KOHBEPIMpA HA CBUM KOMIIAKTHUM TIOJICKyIoBUMa R Ka

v € M (u,v),
(ii) muU3 7, KoHBeprupa y cmuciay Teopeme 79 Ka HEKOj U3IOMIbEHO] TPAjEKTODH]H.

Y cayuajy (i) opbura v (R) He Moxke cehim B} 3a 10OBO/BHO BEJIUKO M.
Bancra, Kako je v (—00) = u u 7y (+00) = v 3a IPOU3BOHFHO N3aOPAHO U JIOBOJHHO MAJO €
IIOCTOjU JTOBOJbHO BeJWKO R na je

F(v(R) <F(r)—¢ F(y(=R))>F(n)+e
3a JI0BOJHHO BEJIMKO 7l BazKH
Fm(R)<F(r)—e  F(u(=R)>F(m)+e.

Kako je unrepsan [—R, R| komnakrtan u 7 ([— R, R]) je KOMIIAaKTaH CKYIl U HErOBO PACTOjarbe
JIO Ta4dKe 77 je CTPOro HMO3UTHBHO. 3a JIOBOJBHO BEJIUKO N JujaMeTap Kyrie By je mamu of
OBOI' pacTojama na 3a JI0BoJbHO Besuko n je v ([—R, R]) N B} = (). 3a 10BO/bHO BEJIUKO N
saxkulie u ga je v, ([—R, R]) N B = 0.
3a t > R umamo
F(’Yn (t)) < F('yn (R)) <F (Tl) — €

mro je Moryhe jesHo ako 7, (R, +00) He cede B 3a JOBOJBHO BEJIUKO 7, jep 3HAMO JIa je 3a
JIOBOJBHO BEJIMKO N JiijaMeTap Kyryie B} T0BO/BHO MaJd IIa BaXKU Ja je

F(B}) C[R(r) —e,400).

Wcrm moctynak mozkeMo mpuMeHnTH Ha t < —R.

Pasmorpumo caza caywaj (ii). 3a moBo/bHO BeqmMKO 1, 7, He cede Gap jemmy on B
Hawnwme, mpumeTrumo J1a je 3a JIOBOJBHO BEJIUKO N CJIUKA, 7Y, OJIN3Y HEKE U3JIOMJbEHE TPAJEKTOPU]e

¥ =(+',...,7™). Bnamo ma je
indp (7' (+00)) < indp (77 (—00)) .

Heka oy TpajekTopuja y 7 MOxXKe OUTH TpPajeKTOpHja KpO3 71, aJIu TaJa CBE OCTaJe TPajeK-
TOpHWje He MOTy OWTH TpajeKTopuje Kpo3 re. Jlakie, 7y, He moxke npecehu B (ry,1/n) 3a
J10BOJbHO Berko n. Camdno Kao y ciydajy (ii) ce mokasyjy gerabu. MoxkeMo KOHCTATOBATH
Jla CUHTYJIapHE TadKe 7; UMajy pelociie]

rj € M (pj,q;) = indr (¢;) < indp (p;) < indp (gj—1) < indp (pj-1)-

Ha ocHOBY mpeTxoiHOr MOKeMO 3aKJbyIuTH Ja 1octoju Hajsuie n (F) — 1 cunrysiapHux
TavakKa.

]

62
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Ha ocnoBy Teopeme 99 u Teopeme 100 MoxkemMO mM3padyHATH HNOJHHOMUjATHY €HTPOIU]Y
3a HeKe MopcoBe rpajjeHTHe CUCTEME.

Teopema 102. Heka je M 3ameopera n-gumen3uona mrozocupyrocti u F: M — R Mop-
cosa pynxuuja. Heka je f = @1 2ge je ¢y wox nezatmiueroz Mopcosoz zpagujenitinoz cuctiema

Dot (0) =~ 7y F(u(2)), by =Id.

Axo F uma kputiuune wavke ungekca camo 0 u n waga je hpo (f) = 1. (M je y osom
caywajy yruja cghepa S™.)

Axo F uma xputiuune wavke ungekca 0,k u n waga je hyy (f) = 2. (Ha ocnosy Ioen-
Kapeose gyasHociiu Yy 080M CAYHaAy je n aapno u k =n/2)

/loxas. 1lpe cBera, mokaxkumo Ja je pesyarat u3 Tephema 99 3a710B0/beH y OBOM ciIydajy, 6e3
IPETIIOCTAaBKE Jla Baxku: mocroju v € M (p, q) 3a cBako p,q € Crit (F), indg (p) > indp (q).

1. V¥ cayuajy kaja nmocroje camo Kputudne Tadke wHjekca 0 u n Ha ocHoBy TBpbhema 99
[OCTOjU HAJBHUIIIE je/[HA CHHIYJAPHA Tadka (3a TOPHe OlpaHUYere HUje HaM Ouo I1o-
TpebaH JIOJIATHU YCJIOB J1a je ckyn M (py, py) Henpasan). Aju Kako yBeK MOCTOjU jeiHa
CUHTYyJIAPHA TAYKa CJIEU 3aKJ/byJaK JIa y OBOM CJIyUajy UMaMO TA9HO jeHY CUHTYJIapHY
Ta4KYy.

2. V¥ ciyuajy Kaja nocroje kpuruane Tauke uujgekca 0, n/2 u n norpebua Ham je XapTMmaH-
['pobmanosa Teopema.

Teopema 103. [Ipewitoctiasumo ga je p TuuepbOsUNKY eKSUAUOPUJYM JUHAMUYKOZ
cuctuema ddi;t =X (¢) (wj. X (p) =0 udX (p) je xuaepboruura mawpuya, 0gHOCHO
He TOCWOju COUCBEHA BPEGHOCT “uju je peasnu geo jeguax nyau). Taga easrcu ga
je qUHAMUYKY CUCTLEM ¢y AOKAAHO WOUOAOULKY KOHJY2084H AUHEAGPHOM GUHAMUYLKOM
cuctemy % = Ay 2ge je A = dX (p), ognocho Goctoju okosuna U S p u xomeomop-
pusam o : U —V CR" Wako ga je po ¢, 0t = 1.

Jlokas nperxoHe Teopeme ce Moxe nponahu y [31].

Hexka je pg € Crit (F), indg (pg) = n/2. Tama mocroje Tpajekropuje cucreMa 1), 3a1aT00
ca % = Ay e je A = dX (p), Koje Texke Ka py Kajga t — 400 , Al U OHE KOje TewkKe
Ka py Kajga t — —oo (Taj cucreM ce ekcIuuiuTHO perraBa y R"™). Kako cy cucremn
JIOKQJIHO, OJTHOCHO Y OKOJIMHU KPUTHYHE TadKe P, TOMOJOIIKHA KOHjyTOBAHU MOXKEMO
3aKJ/bYUUTH JIa IIOCTOje TPajeKTOpHUje U CUCTeMA ¢, KOje TexKe Ka pg Kajia t — +00, u
OHE KOje TexKe Ka Py Kaja t — —oo. Ay ungekc sehu o n/2 je n, a mamu je 0. Cienn

Jla 38 CBaKy TadKy

po € Crit (F), indp (po) = g
IIOCTOj€e TadKe
p1,p2 € Crit (F), indg(p1) =n, indg(p2) =0

TaKO & BaxKu

M (plapﬂ) 7é (2)7 M (pO;pQ) 7£ (Z), M (p1,p2) 75 @

Y nokazy Tsphema 99 MmoxkemMoO Tavuke arcoyTHOI MAKCUMyMa U1 MUHUMYMA 3aMEHUTH
TagKaMa P, U P PEIOM.
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[Tosicernmo ce ga cmo y TBphemy 67 mokazasu j1a cy cBe HeJiyTajyhe Tauke MpecTuKaBamba
f 3ampaBo duKcHe Tavuke TOT MPEC/JUKaBamba, OJHOCHO KpUTHYIHE Tauke (yHkIimje F

NW (f) = Fix (f) = Crit (F).

Ha ocnoBy TBphema 72 numamo nojiesry muorocrpykoctu M

M= || w@.

p€eCrit(F)

Ba cBako p € Crit (F') crabmina MHOIOCTPYKOCT je f WHBapHjaHTaH CKYIl Ca TAYHO jETHOM
dUKCHOM, OJTHOCHO HEJyTajyhoM TadKOM, Ia MOXKEMO NMPUMEHUTH TeXHHUKE KOje CMO YBEJIU y
rors1aB/by 1.5, 1ma 3HAMO 7@ IMOJIMHOMUJAJIHY €HTPONIHN]Y MOXKEMO J1a U3padyHaMO Kao

hpor (f) = max {hpot (f; W* (p)) | p € Crit (F)} .

Axko Mopcosa ¢dyukuuja F' uma Kpurudne tauke camo naiekca 0 u n Ha ocuoBy Tsphema
99 MOKEMO 3aKJBYUUTH Ja IOCTOJH CAMO je[HA CUHTYIaPHA TadKa, 1a je hyy (f) < 1 na ocnoy
[Tocnemure 93. Ca apyre crpane Kako 3HAMO JIa TIOCTOjU JyTajyha Tauka MOKEMO 3aKJby IUTH
1a je hpy (f) = 1 na ocnoBy Tsphema 45. Tume je npsu s1eo Teopeme JTOKa3aH.

[IpernocraBumo casia jga mocroju KputudHa Tadka py Mopcosor unzgekca n/2. Heka je
TayKa P; TadKa alCOJyTHOI MaKCUMyMa U Py TadKa arcoyTHOr munuMmyma F'. zabepumo
nBe kpue 7y, € M (p1,po) 12 € M (po, p2). MOpCOBY OKOJIMHY KPUTHYHE TAYKE Py O3HATAMO
ca V. Uzabepumo caja t1,ts € R Takse 1a je

a=mt), @g="t)eV.
Xolhemo f1a oKazkeMo J1a je
hees ({qu, ao} s W (p2)) = 2.

Y MOpCOBOM KOOpAUHAaTHOM CHUCTEMY cTabuJHa 1 HecTabUJIHA MHOT'OCTPYKOCT Cy IaTe Ca
Ws (pl) = {(0, e ,O,ZL‘k_H, ey xn)}
Wu(pl) = {(.’131,...,1%,0,...,0)},

ma ¥MaMo Jia je

a1 :(O,...,O,bk+1,...,bn), q2:(a1,...,ak,0,...,0).

Heka cy Y7 C V u Y, C V nBe syrajyhe Kyriie ca IEHTPOM Y 1, OJHOCHO ¢o. M3 3ammca
npecinkapama f y MopcoBuM KOOpAMHATAMa BUIUMO 4 IIOCTOJU 7y TAKBO & 3a CBE 1. = Ny
Baxku Ja je f" (Y1) NYsy # (). Moxkemo 3akspyuntu na 3a ceako m € NU {0} u cBako n > ng
nocroju  Tako ja je [ (x) € Yy u f" (z) € Y;. OBo 3ampaBo 3Ha4UM Jja, AKO O3HAUYUMO Ca,
Y. kommtement yuauje Y7 U Ys, 3a ¢cBaKO n 2> ng MOCTOjU KoJupame 00JIIKa

}/oow-~7Yog71/17}/007-";Yo@yé)Yoov"wYoo
m n

Mozkemo BusieTH Jia je

gAL ({1, Yo} s W2 (1)) = (n—ng —m) ~ on*
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Onasne caenu ma je hpo ({Y1,Ya}; W?® (p1)) > 2, a kako ¢y Y; u Y, mpousBosbHE Kyrue ca
IIEHTPUMA Y q1 U (o caapKaHe y V cienm na je m

hees ({ars @2} s W* (p2) > 2.

Ca npyre crpane Ha ocHoBy TBphema 99 u Ilocimenune 93 3HaAMO Ja BaxKu J1a je u

hees ({qrs @2} s W* (p2)) < 2.

OBuM CMO 3aBPIIUJIN JIOKA3 OBE TEOPEME.

O]

Hamomena 104. [Ipettixogra tweopema Ham gaje S8PEGHOCTL TUOAUHOMUIANHE eHTTPOTUje 3a
Jjegry xaacy Mopcosux zpagujeniunux cuctiema. Ta xaaca cagporcu mmoze 3HaaAHE CUCTLEME
Kao WO CY C6E KPUBE U TWOBPWU Y CEUM JUMEHIUJAME €O PYHKUUJOM BucCUHe, 3GTUBOPEHE
wospwu cem cepe qumesuge 2 u CP? ca Botwiosom caspuerom Mopcosom dyrruujom...

3a MHOTOCTPYKOCTH HUCKHX JWMEH3HWja, Ha OCHOBY IPETXO/HOT, UMaMO IPEIu3Huje pe-
gynarare. Hanme Baxke ciesnehe mocsemurie:

IMocaemuua 105. Axo je M zaatuxa 3atieopena wospw, F': M — R Mopcosa dynruyuja u
axo je f upecaurxasarve y wpenywry t = 1 nezatwiuenoz Mopcosoz zpagujeHiinoz cuctiema
waga 8aHcu

o Axo F' uma kpuiliuwny WavKy ungexca jegan onga je hyo(f) = 2.
o Axo F wnema xputiuvwny Wavwky ungexce jegar onga je hpo(f) = 1.

Canvano nperxoaHoM y caydajy MopcoBor rpajinjeHTHOr crucTeMa Ha jeTHOIMMEH3UOHO]
MHOTOCTDPYKOCTH, OJIHOCHO KDPYyTy, Jo6ujaMo pesysarar koju je eh mosuar uz [19).

ITocaenuna 106. Axo je M zaatixa 3a60peHa jegrogumMen3uona MHOZOCTUPYKOCT (YHUJG
kpyorcruya St), F: M — R Mopcosa dynxuuja u axo je [ upecauxasaroe y wpenyiiny t = 1
nezatwusroz Mopcosoz Zpagujeniinoz cuctema oHga je hpol(f) =1.
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I'maBa 3

IlonmunHoMujasiHa eHTpOIINja 3a
JIOTUCTUYKO ITPECINKABAHHE

Tormostonika eHTpOIKja JIOTUCTUIKOT TTPEC/IMKABabha je IocTa poy4daBana. [lokazanu cMo
Jla je TOIIOJIONIKA €HTPOIja KOHIIEHTPUCAHA Ha CKyIl HeayTajyhux tadaka y Tephemy 35, a
0Baj CKYII je 3a JIOTUCTUYKO IPECTUKABAHLE U BPEIHOCTH TapaAMeTPa Marbe OJf [lo, KOHAYAH,
Te ce Jlako Jgobuja Ja je y TOM CJIydajy TOIIOJIONIKa eHTponuja Hysaa. l[lo3naru cy pesyi-
TaTH JIa je TOIOJIOIIKA €HTPOINHja 3a BPEJIHOCTHU MapaMeTpa Behe o i, pacTyha dyHKIHja
napamerpa ([10]). Ilomamnum o TOMOIOMKO] eHTponuju ce 106ujajy yriiaBHOM HyMEPUIKIM Me-
togama. MehyTtum cucremu 3a BpeIHOCTH TTapaMeTpa Mambe o1 1 u Belier o1 Te BpeHOCTH ce
CYIITUHCKH PA3JIMKY]y, HAKO UX TOIOJIONIKA €EHTPOINja He pa3JimKyje. Y IPBOM CJIydajy Ie0
cucreM KoJjiaricupa y 0, JIOK ce y Jpyrom cjydajy TO He jemaBa. AKO MOCMaTpaMoO CHCTEM
Kao OMOJIOIIKY IIOIMYJIaIKjy TO OM 3HAYUJIO Jia Y IIPBOM CJIydvajy IIOIyJalifja HecTaje, JT0K Yy
apyrom mpexkussbasa. (OBo 6u Moryio 6uTn 3HaYajHO y npuMeHama. Ha mpumep, akTyesHo,
aKo OMCMO MocMaTpaJid MOIYJIAlAjy BHUPYCA, MPOIEHOM BPETHOCTU ITOJTUHOMUjAJTHE €HTPO-
nuje Moram 6ucmo mpeaBugeTn Oymayhy nomynamnujy Bupyca. AKO 6ucMo mmasiim MOryhHOCT
CMambUBaba BPEJIHOCTH HapaMeTpa ucrog 1 To 61 J10BeJIo 10 u3yMupara BUpyCa.)

V nasbem TekcTy nokazahemo Jia je moJIMHOMEjaTHA EHTPOIINja jeJHAKA HYJIU 3& BPEIHOCTU
napamerpa Mame o 1 u Beha ox 1 y cynmpornoMm ciaydajy. 3a BpeaHocTu mnapamerpa Behe
OJ1 [l TOTIOJIOINIKA €HTPOINja je IMO3UTUBHA, I1a je TMOJUHOMUjaJIHA TPUBUjATHO OECKOHAYHA.
Hpyrum peunma gokazahemo cienehy Teopemy:

Teopema 107. 3a sozuc@uvko Upecaukasarve f(x) = px (1 — x) sasrcu:

€ [0,1] = hyo (f) = 0

€ (1, poo) = hpat (f) =1
1 € (Hoos 4] = hpor (f) = 0.

Y nokasmBamwy pe3yiTaTa MocTaykKuhe HaM HapegHe /Be JeMe, KOje Cy MHTEpPECaHTHEe U
Kao He3aBHCHa TBpDema, Na WX JOKa3yjeMO y OIIINTHjeM CJIy4ajy ITPOU3BOJHHOT METPUYKOT
npoctopa. Tspheme Jleme 108 Baxku u y ciiy4dajy u3padyHaBarba TOIOJIOIIKE €HTPOIIHU]E.

JIema 108. Hexa je (X,d) xomaaximan me@puyuru apocwiop u f : X — X mnedpexugho
apecaukasare wareo ga je f(X) C A. Taga je hyo (f) = hpot (f; A).
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Jlokas. Kako je A C X unnHBapujanTad CKyl HejeTHAKOCT

hpot (f) 2 Ppor (f;A)

cJIeI N3 MOHOTOHOCTH TIOJTMHOMUjaJIHE €HTPOIN]E.
Qukcupajmo casia € > 0 u n € N 1 Heka cy JaTu CKyIIOBH

U15U27"'7Uk

JIMjaMeTpa Maber OJ € Y MEeTPUIn d,, KOju IPUNaJajy TOKPUBATY TpOCcTOpa X U Y YHjOj YHUJU
je camp:kaH cKynm A u Baxku Jia je

cov(n,e; A) = k.

Mozxemo u3 mmokpuBada mpocropa X CKyIoOBUMAa JUjaMeTpa Maber OJf € Y MeTpuriy d mu371BO-
JUTH CKYyIIOBe

Vi,Va,.... W
Koju mokpuBajy X \ A.
Hedbunumumo cana
C={Vinf ) |j=1,....L, i=1,....k} U{Uy,...,Us}.
[Ipumerumo na je kapauHaJIHOCT C OrpaHUYEHa Ca

$C<(I+1)k.

Cxynosu V; N f~1(U;) cy mujamerpa Mamer on £ y merpunu d,. Hamme 3a ase Tauke
z,y € V;N f71(U;) Baku 1a je
d(z,y) <e,
jep ce mamase y ckymy V;. 3a ose Tauke Baxku u ma je f(x), f (y) € U; na xako je ckyn Uj;
JInjaMeTpa Mamer OJl € Y MeTpuIu d,, CJie/in

d(fm<f(x>)7fm((y)))<€v m=0,...,n—1,

OJIHOCHO
d(f"(z), f"(y) <e, m=1,...,n.

Kaxko je C mokpuBame mpocTtopa X U Ha OCHOBY OorpaHuverma KapauHajaocTu C 100mjaMo
HEjeTHAKOCT
cov (n,e; X) < (I+1)cov(n,e; A).

KoncranTa [ He 3aBHCH 01 N Ta IIyIMITakbeM I'PAHUYHE BPEIHOCTH T00MjaMoO

! ; X log (1 +1 LA
hpot (f) = lim lim sup ogcov (n, &; X) < lim lim sup og (I + 1) cov (n,e;A))
=0 o logn e=0 5 o0 logn

= hpol (f%A) .
]

Kako je ciimka JIorucTHIKOr pecankaBama naTepsadt [0, 1/4] nmamo mocaenuiy mpeTxo-
HE JIeMe 38 JIOTUCTUYIKO MPECIUKABALE.
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Iocaemuna 109. lHoauromujarny enttpouujy A0ZUCTUUYKOZ UPECAUKABATHA MOAHCEMO U3Pa-
YYHAUU KAO

Ppot (f) = Popor (f; [0, %]) )

Jlema 110. Hexa je (X,d) xomuaxwan metwpuury apocwiop, f : X — X neupexugro upe-
caukasarwe u y € X wakxeo ga 3a ceaxo v € X eadcu ga je lim f"(x) = 7. Taga je
n— oo

hpot (f) = 0.

Zloxas. @ukcupajmo € > 0.
Kako je X kommakTan npoctop u lim f" (z) = v MOXKeMO 3aKJbyIUTH Ja TOCTOJH 1y TAKO
n—oo

Jia je 3a CBaKO M > Ny U CBaKo © € X

i@ e B(rs).

Kako je X komnakTan oH je TakOhe KOMIIAKTAH U Y TOTOJIOTHjU KOja je TeHepucaHa MeTpu-

KOM d,,,. Kommakran npocrop nma KoHa4dHy (ng, £; f)-Mpexy. 3a n > ng 1 3a cBako &,y € X

Baxkn 1a je d (f" (x), f" (y)) < €, na je Ta Mmpexka Takobe (n, €; f)-Mpexka 3a cBako n = ng. 3a-

KJbydyjeMo Jia je span (n, &) orpaHuvYeH KOHAYHOM KapiuHaJaHomhy (ng,e; f)-mpexe. lakie
JOOUIN CMO

log span(n, ¢) log span(ng, )

hpot (f) = lim lim sup = lim lim sup =0.

=0 pseo logn =0 pseo logn

O]

Tephemwe 111. 3a epegrociiu tapametupa p € [0, 1] Kog nozuciuukoz Gpeciurasatba 6axicu
ga je hyo (f) = 0.

Jloka3. 3a npoussosbro x € [0, 1] U Jare BpeaHOCTH mapaMerpa (i JIAKO Ce BUIW /18 BayKH
pr(l —z) <z, 1j. f(z) <z

Mozkemo 3ak/byuntn jga je uus f"(x) onamajyhu, u Kako je OrpaHnveH MOpa KOHBEPTUPATH.
3a oBaKo m3abpaHe BPeJTHOCTH [ jequHa (DUKCHA TadKa Ipeciaukasama f je 0, Te cieau ma 3a
ce z y [0, 1] Baxknu

lim f"*(z) =0.

n—oo

Baksbydak TBphema caga caeau u3 Jleme 110. Il

Kaxko 6ucMo n3padyHa i MOJMHOMUjAJTHY €HTPONHU]Y 38 Behe BpeTHOCTH TTapaMeTpa UCKO-
puctuheMo Heke IO3HATEe Pe3y/ITaTe U3 TEOPUje YHUMOJAJIHUX IIPECIUKABAA. Y HIMOIAIHA
Ipec/InKaBama Cy MOXK/Ia U HAJBUIIE IIPOyYaBaHa MPECIUKABAIbA Y TEOPUJU jeTHOIUMEH3UO-
HUX JMHAMUYKUX CHCTEMa ¥ JIeDUHHUIILY ce Kao HempekugHa mnpeciaukasamwa f : [0, 1] — [0, 1]
Koja mMajy jemmucreer MmakcumyM y (0,1) u Baxku f (0) = f (1) = 0. Mako cy na npsu morye/
BEOMa, jeTHOCTAaBHA HA IPUMEPHMAa, OBUX IPEC/INKaBamba Cy AeUHUCAHU U IIPOYYEHU MHOIH
[10jMOBH TOIIOJIOMIKMX JUHAMUYIKHMX CHCTEMA.

[IIBapuos u3B0/ IpecauKapama Kiace C° je nedunncan ca

@ 3 (@
st =L (50 woje @) 20
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3 INOJIMHOMUJAJIHA EHTPOIINJA 3A JIOTUCTHYKO IIPEC/IHKABARKBE

OJHOCHO

Sf(z) = —o0, ako je f'(x) = 0.

Crenujaany KJIacy yHIMOJAJHUX IIPECIUKaBambha YnHe S YHUMO/IAIHA IIPECIUKABabha KOja
ce nedUHUITY Kao YHUMOJIAIHA TPECTNKaBama ca JI0JaTHOM ocobuHoM ja moctoju [1IBaprios
M3BOJI IPECINKABAhA U JIa je 33 CBAKO T

Sf(x)<0.

OBako JeduHECcaHA IIpECIUKaBamba Cy JI0CTa IIPOyyYaBaHa U MO3HATE Cy OpPOjHE HUXOBE 0CO-
oune. Ilpumernmo Hajupe ma je JOrmCTUYIKO mpecinKaBame S yHUMOmaJHO. Hamwme, 3a
JIOTUCTUYKO TIpec/IMKaBame MoxkeMo uspadynaru IIIBapiios usBosm

Sf(w):ﬁ<0a «’E#%,

s (1) ==

[lepronuuna opbura ce Ha3WBa CTAOMJIHOM aKO IOCTOjH OKOJIMHA T€ OpOMTE TaKBa Jia
UTepalrje cCBake TavuKe U3 T€ OKOJIMHE TexKe Ka TOj MEePUOINTHOj OPOUTH.
Hoxkaz creneher TBphema ce moxe nponahu y [35].

OIHOCHO

Tephewe 112. 3a S yrumogarro upecaurasare f 6astcu ga uma Hajeuwe jegry CUaAbUAMY
aepuoguuny opbutuy y (0,1). Axo Waksa opbuiia TOCTHOJU OHA je W-ZPAHUYHYU CKYT jequHe
Kputuwre wawxe ( wavke Y K0joj ce u360g GHYAUPG )

Hoxkaz cieneher Tephema koje hiemo kopucruru je mar y [9).

Tephemwe 113. 3a S yHumogasro upecaurasare f Kyt Wavaka Koje He WeHCE CUAOUAHO]
uepuoguuroj opbuty uma Jlebezosy mepy 0.

[TpoyuaBameM JIOTUCTUYKOL NPEC/IMKABaba J00UjeHN Cy MPEIU3HUjU PEe3YITaTH KOjU Ce
mory BuzeTu y [13] u Koje moxkemo dopmysmcaru kao y caeneha gasa rBphema.

Tephewe 114. 3a spegroctiu Gapamettipa (it < [lso KOG NOSUCTUUWKOZ UPECAUKABAIG OPOUTLQ
CBaKE WAYKE KOHBEPZUPA KA PUKCHO] WAMKYU UAYU TUEPUOGUUHO] OPOUTHU KOJUL UMG KOHAYHO
MH020. 3a epegroctiu Uapametpa | € (un, #n+1] uoctmoje uepuoguure opoutue uepuoga 2™
3a ceako m < n+ 1 u Wo cy jequre uepuoguure opouiie.

Tepbhemwe 115. Jlozuctiuuko tupeciurasare uma WaYHO JEGHY CULAOUARY TEPUOGUYHY OPOU-
wy.

Y Tephemwy 45 Bujiesim cMO Jia MOJMHOMUjAJTHA €HTPOIHja XOMeoMOopdu3aMa Ipu KOjuMa
moctoje ayTajyhe Taduke Huje mMama o jeman. OYeKWMBAHO je Ja CJAMYAH PE3yJITaT BaXKU 3a
Iupe KJiace MpecjnKaBamba Koje mocelyjy Jiyrajyhe Tauke min Tayke ca CJIMIHIM OCOOMHAMA.
MebhyTrMm He Baku CIMYaH 3aK/bydaK 3a CBA JIOTHMCTUYKA Ipec/imKaBamba. Ha npumep y
Tephewy 111 Tauka x = 1 je ayrajyha, a mosmHOMEjaaHa eHTpomrja je Hyaa. Mehyrtum 3a
JIOTUCTUYKA ITPeCJINKaBakha MIPU BpeJHOCTH napaMeTpa 1 < p < 4 BayKu UCTH 3aKJ/bydaK, KOjI
ce mobuja MauM IpuiarohaBameM J0Ka3a 3a XoMeoMopdusme.
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3 INOJIMHOMUJAJIHA EHTPOIINJA 3A JIOTUCTHYKO IIPEC/IHKABARKBE

Jlema 116. 3a spegroctuu tapametmpa i € (1,4] KOQ A02UCWUUYKO2 UPECAUKABAIA 6AIHCU QG
je
hpol (f) = 1.

Jloxas. Ha ocuoBy Tephema 113 3a ckopo cBako = Baxku ja f" () KOHBeprupa Ka cTabHIIHO]
MIEPUOIMIHOj OPOUTH

S ={s1,82,...,8m}-

Y J0BOJBHO MaJIOj OKOJIMHY HyJIe MOKeMo u3abpartu x ¢ S tako na f™ (x) KOHBeprupa Ka
opbutu S.

Bax <min{l/2,1— 1/u} nocroju x; < = tako nga je f (r1) = x. Ucrtum 3ak/byunBambem
nocroju Ty < x1 Tako ja je f(xz) = x;. OBaKBAM WHIYKTUBHUM MOCTYIKOM J00MjaMO
T1, X2,y Tp, - ... dedunummmo cajia ckym

O(z)={x1,z9,...,Tp,... yU{f" (x),n € N}.

Ouwurnenso je

O(z) c O(x)USUI{0}.

Kako je O () nHBapujaHTaH CKyIl 3HAMO JIa je

Pyt (f) > Pyt (f:0())

a je JOBOJHHO JIOKA3aTH
Ropol (f;O(x)) > 1.

Heka je
€0 = min {d(z,s))}.
Kako Baxu ma f™ (x) — S mocroju ny Tako 1a je
€
d(z, f*"(x)) > Eo,n > ng.

3a n < ng 3HAMO Ja je
[H(x) #

jep x HUje MepUOINYIHA TadKa, I1a ITOCTOjI

min d(f"(z),z) = €.

1<n<no—1

Nzabepumo caga

. [€o
e< m1n{§751}.

Ba ceako n € N Baxu d(f"(z),z) > e.
Qurcupajmo caga n € N.
Heka cy k,l € NtakBu naje 1 <l <k <n—1. Taga je

dy (2, 20) = d(f* (), fo(20) = d(z, [ (2)) > e.

Ha ocHOBY IpeTXO/IHOT MOXKEMO 3aKJbY YUTH JIa CY TAUKe X, L1, Lo, - - - , Tn_1 (N, €; f)-pasiBojene,
ma je

sep (n,e;@) =Zn
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U Kao IIOCJIEJIUIIA TOTa

log sep <n, g;0 (w))
lim sup >1
n—s00 logn

)

OJIHOCHO

]

Tepbewe 117. 3a epegroctiu uapamewipa [t € (1,uoo) KOG A02UCTUUYKO2 UPECAUKABAA
saoicu ga je hpy (f) = 1.

/loxa3. 3HaMo Ja y OBOM CJIydajy MOJMHOMUjaJIHA €HTPOIKja He MOXKe OuTu Mama o 1 Ha
ocHoBy Jleme 116.

Ha ocuoBy Tepbhema 114 cBe nepuojudane opoute numajy mepuoj 2" 3a HEKO N U UMa UX
KOHAYHO MHOTI'O I1a IIOCTOjU 1M TAaKO Jia Cy CBe Ta4dKe MEePUOIUYHUX OpOuTa (PUKCHE TadykKe
npeciaukaBamba . Ha ocuoBy Tsphema 44 3uamo ma je huy (f) = hpo (f) ma Mozkemo
M3padyHATH TOJUHOMUjAJIHY eHTponujy npeciukasama f'. Ha ocuoBy Tephema 114 cBaka
opbuTa Mpu IpecanKaBamy [ KOHBEPrupa Ka (DUKCHOj TAYKU WM HEKOj MEPUOINIHO] OPOUTH.
Opbute mpeciukapama [ €y TOJIHU30BH OpOWTA Mpec/uKaBama [, Ma U3 HEePeKUIHOCTH
npecjinkaBama [ ciienu Ja opOMTe CBUX TadakKa IPU OBOM IIPECUKABAIY KOHBEPIHPAjY
dukcauM Taukama. Ha OCHOBY NMPETXOIHOT MOXKEMO 3aKJbYUHUTHU Jia Cy CBE TadKe KOje HUCY
dukcue ayrajyhe tauke npeciukaBama 7. U3 Tephewma 112 u Tephemwa 115 Ttauno jemna
[IepUONYIHA OpOUTA je cTabuIHA U TadkKe Te opbuTe cy arpakTopu 3a f.

Mozkemo 1o1e/IuTi UHTEPBAJ

0,1=J W m),

INA)

noapasyMeBajyhu ma cy p; UKCHE Taduke IpecaukaBama f™, rie je

W (p) = {w e 0.1] | lm (77" () = pi}

n—o0

Kako cy W* (p;) naBapujanTHU CKYyTIOBH, J0O6UjaMO

Fpoi (f) = hpot (f™) = max {hpol (fm; Ws (pz)> ‘ p; je bukcHa Tavuka mpecImKaBamba fm} .

Axo nyrajyha Tadka x KOHBeprupa Ka HEKOj (PUKCHO] TAYKHU TaJla MoCcToju okoamHa U 3 x
TakBa Ja cBaka Tadka n3 U KOHBeprupa Ka McTOj (PUKCHO] TaYKU. 3aucTa, CKyI JyTajyhux
TavYaKa je OTBOPEH Ia 3a JOBOJHHO MaJly OKoJinHy U CBe Tauke KOHBEPIUpajy Ka HEKOj (pUK-
cHoj Tauku. Kako UKCHUX Tadaka MMa KOHATHO OHE CYy Ha IO3UTUBHO] yIAJbEeHOCTH, T€ U3
HEMTPEKWTHOCTHU TpecankaBama [ Tadke n3 okojnHe U He MOT'Yy TEXKHUTU PA3TUINTUM (DUK-
cHuM Tadkama. Ha ocHOBY Tora y moBe3aHrM KOMIIOHEHTaMa CKyIla JyTajyhux Tadaka BaxKu
Jla CBe TeKe MCTOj (PUKCHOj TA4KH, OZHOCHO 3a CBAKO T,y € (p;,p;), TAe Cy D; U p; CyCeHe
duKcHe Tauke IpecjuKaBama f, BaxKH J1a je

lim (f™)" (z) = lim (f™)" (y).

n—oo n—oo

Mozkemo 3aksbyanTu na cy Jjayrajyhe tadke y yuyrpammocta W* (p;).
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3 INOJIMHOMUJAJIHA EHTPOIINJA 3A JIOTUCTHYKO IIPEC/IHKABARKBE

Csaku ox ckymoBa W* (p;) je MHBapujaHTaH ¥ CAIPKU TAYHO jegHy HesryTajyhy Tadky, ma
MOzKeMO Ha mux npuMennTH llocmemmry 93. /lakie, 3HaMO Ja je TOJMHOMUjaJIHA €HTPOI)ja
OBaKBHX CKYIIOBA OI'paHnYeHa OpOjeM CUHI'YJIapHUX TadaKa y IbUXOBOM 3aTBOpemy. MebhyTuwm,
MU CHHTYJIADHE TAYKe TPAXKUMO caMo y JiyTajyheM cKyILy, oJHOCHO yHyTparmmocta W* (p;). ¥V
YHYTPAIITbOCTH OBUX CKYTIOBa He TIOCTOje jIBe MelycoOHo cunrynapue tadke. [IpermocraBumo
CyIPOTHO, OJTHOCHO JIa IIOCTOje JBe MeDycOOHO CHHTyJIapHe Tadyke Ti,Ts. V3abepumo cajia
okomuae Uy 3 z1 u Uy 2 x9 TakBe Ja 3a cBako x € U; Baxknu nh_{go f™(z) = p;. Tanma nocroju

Ny TaKBO Ja 3a CBaKO 7 2> Ty BaxKu

fr(x) ¢ Un,  fr(x) ¢ Us.

To 3maqun na axo je f™(x) € Uy, f™(x) € Uy Taga pasmuka |n; — ng| Mopa 6uTu orpannieHa.
Hakse x1 u x9 HUCY Mel)ycOOHO CHUHTYyIapHEe TavYKe, OJTHOCHO

hpol (f) < L
[

Tepbemwe 118. 3a spegroctuu wapametipa p € (,uoo,él] KOG N02UCTUUYKOZ UpPECAUKABAHA
saotcu ga je hpo (f) = 0o.

Jloxa3. 3a nare BpeJHOCTH IapaMeTpa MO3HATO je Jia je TOIOJIONIKA €HTPOIUja MO3UTUBHA
([10]), ma crenn 3ak/byIaK 0 GECKOHATHOCTH IIOJMHOMUJATHE €HTPOIIH]E. O

SaHUM/BUBO MUTAHE KOj€ je MPEOCTAJIO je M3padyHaBarbe MOJTUHOMUjAJHE €HTPOIuje 3a
BPEJITHOCT TIapaMeTpa (L = [l,. LOIOJIONIKA €HTPOINja jecTe HyJsa, Ia MOJUHOMUjaTHA MOYKE
outn konaana. MehyTum, 6poj nepuogmaHux opoéuUTa HIje KOHAYAH, [1a HAM PE30HOBaba KOja
CMO TIPETXO/ITHO IPUMEHUJIA HUCY JIaJIa Pe3ysITarT.
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I'maBa 4

Jlajba pasMuilljbama

[TosmmuOMUEjaIHA €HTPOIIH]ja je JOIII yBEK PeJIaTUBHO HOB I10jaM, KOjU HUje JIOBOJHHO ITPOYYEH
u MHOTe ocoOuHe cy jorr yBeK Hero3uarte win HejacHe. To omoryhaBa Teme 3a pasHe mpasIie
Ja/bUX UCTPaXKUBarmba. Y 0BOj IVIaBU JIajeMOo HJjieje Koje Cy ce MojaBuJie Kao JOTUIaH HacTaBaK
HallluX UCTPpazKHUBaliba.

e IlojaBibyjy ce cucTeMu HA KOjEMa Ce HE BUIU KAKO OMCMO MOTJIM IPUMEHUTH METOJIE KOje
CMO 3a caJla OTKPWJIH 33 U3padyHaBame MMOJNHOMHUjaTHe eHTponuje. Meron kKomupama
UMa CMHCJa caMo y JyTajyhoj AuHAMUIM, a IMOJUHOMHjaJIHA €HTPOITHja MOXKe OWTH
MMO3UTUBHA U KOJ| cucTeMa 0e3 jiytajyhux tauaka. Bumo Ou 3aHUMIBUBO BUJIETH J1a JIU CE€
y TAKBUM CJIydajeBuMa MO2Ke Halhi MeTo/1 38 n3padyHaBambe PA3InIuT O/ U3PATyHABAHA
o nedununuju. Ilurame je m KaKBU MOry OUTH cucTeMu Oe3 JiyTajyhux Tadaka U KOJ
KOJUX je TOMOJIONIKA eHTPOIINja jeTHaKa HYJIU a TMOJMHOMUjaJTHA €HTPOINja TO3UTHUBHA.

Moxkemo pohm m y cUTyalyjy [1a PeJaTUBHO JIAKO MU3PAIYyHAMO ITOJUHOMUjATHY €H-
TPOIUjy & Jla HaM Pe3yJITaTu He J1ajy HOoBe mHMOpMaIuje n KiacuduKalmje cucreMa.
Permmmo, moryhe je ga ce n nmosmHOMUjaJTHA €HTPOINja aHYJIUpa U PE3y/aTaT je He3aHU-
MJbUB.

IIpumep 119. Jeana ox ujeja 6u Morja OUTH U Ja ce U3padyHa MMOJUHOMUjATHA €H-
Tpornuja 3a Mebujycose tpanchopmaruje Pumanose chepe. Kako cy u Tomosomka
¥ TIOJIMHOMUjaJIHA €HTPOINja WHBAPUjAHTE TOIOJIONIKE KOHjyTalludje JOBO/bHO Ou OMJIO
U3padyHaTU WX Ha MpejcTaBHUNUMA Kjaca. l[lo3mara je Tomosomka Kaacudukaimja
MebujycoBux TpanchopMmalimja.

Tephemwe 120. Csaxa neugeniiuwka Mebujycosa wparcdopmayuja Pumarose cdhepe
f: C — C je mouorowru xonjyzosara jegroj og caegehe wpu

1. z+— 2z,

2. 2w pz, |p| =1,

3. z—z+1.

Hoxkaz oBor TBphema ce moxke Bujern y [33|. Poranuja je msomerpuja na ce u Tomoso-
K& U MOJIMHOMHUjaJIHA €HTPOIHja Y TOM CIy4dajy aHyJIupajy.

Huje memko BumeTu ga je Ko TpaHCJAIdje W XOMOTeTHje Opoj HexyTajyhmx Tadaka
konadan. Kako, va ocaoBy TBpbhema 35, MOKEMO TOIOJIONIKY €HTPOIUjy U3padyHATH
Ha CKyIy HeayTajyhux radaka 3ak/bydyjeMo aa je hy, (f) = 0.
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MebhyTum y oBOM ciIydajy HUje TEIIKO U3padyHATH HU MOJMHOMUjaJHy enTponujy. OBa
JIBa TIPECIMKABAA jecy mpusarohena Koaupamy Koje CMO yBeJin y rorjasiby 1.5. Y oba
caydaja He 1mocroje ase Mehycobno cunrysnapae tadke. Kako moctoje Jiyrajyhe Tauke
3aK/bydyjeMo na je hyo (f) = 1.

Y mpeTxogHoM MpUMepy HUCMO JOOW/IM 3HAYAjJHE PE3YJITaTe y PA3IUKOBAIbY JUHAMUIY-
Kux cucrema. UVl mopes Tora MUCIUMO J1a OBaj MPABAI] NCTPAXKUBAHba, MMa TTOTEHIIjaIa
3a JlaJbU paJi. JemaH JIoOrMYaH HAcTaBaK Haller paja OM MOIJIO OMTU MpOydaBarbe €H-
tponuje Mopc-CwmejioBux cucrema.

Ako je M rnarka kommakTHa MHOrocrpykocr u f @ M — M nudeomopduszam 3a
WHBapUjaHTaH CKyln A KaxkeMmo Ja je xunepbosmdkn ako nocroje A € (0,1) mw ¢ > 0
TaKBH JIa 32 CBaKoO p € A Baxmu:

T,M = E; & Ey,
rae ¢y £y n E) nornpocropu npocropa 1, M 3a koje Baxu Ja je:

df, (E;) = Ej),  dfy (E}) = B,

u 3a cBako n = 0 je
Idfy () [ eX™ v, ve Ep

[ df"p () < X" [ v, v e By

3a mepuoanaHy OpOUTY TEPUOIA N MOXKE Ce TMOKA3ATH J1a je XUMEePOOJUIKU CKYIT aKO
7 CaMo aKO y CBaKOj Tadku opbute df’ HeMa COICTBEHY BPEIHOCT 4Hja je alCoJIyTHA
BPEJTHOCT jeJTHAKA jeJIaH.

Hedbununuja 121. Tudeomopduzam f : M — M rmaTrke muorocrpykoctu M ce Ha-
suBa Mopc-Cmejaosum yKOIMKO MTOCTOjU KOHAYAH OpPOj epUOAMIHUX opouTa, (YKIbYdy-
jyhu u durcue rauke) py, ..., px Koje cy cBe XurnepboJndKe, yHIja CTAOUTHIX, OJJHOCHO
HECTaOMJIHUX MHOTOCTPYKOCTH IEPUOIUIHUX OPOUTA Jiaje IMeo MPOoCTOpP

k k
M=UJw @),  M=w @)

=1
n 1npecenu HECTAOMJIHUX U CTAOMJIHUX MHOI'OCTPYKOCTH Cy TpaHCBEP3aJIHU

W= (pi) h W* (p;) -

Nako y oBoM ciydajy HeMaMO KOHadaH Opoj HesjyTajyhux Ttadaka Beh MepuogumaHux
opbuTa MPUPOHO je TMUTabe Jia Jiu je Moryhe nmponahu nmpuiarohaBarme KoJuparmba 3a
OBaKaB CJIydaj y3 HeKe MojndUKaImje, permMo Ja ce riaeia fr.

e JIpyra jimHuja pa3Mulilybarba Ou OmMIa 0 TOMe IITa HaM ojpelheHa BPEeIHOCT IMOJTUHOMU-
jaJiHe eHTPOoIrje TOBOPU O JUHAMUYKOM CUCTEMY, JIa JIM U3 TOra MOXKEMO W3Byhu Heke
JlaJbe 3aKJbydKe O TMOHAIalby CUCTeMa WU Jejia cucrteMa. Takohe Ouio 6u 3aHUMJBUBO
3HATH Ja Ju ojpeheHa KapaKTepUCTUKA JTUHAMUYKOD cucTeMa obe3behyje ma mosmHo-
MUjaJTHA €HTpONHja y3uma ojpehene Bpemuoctu. ¥ ToMm mpasity T'spheme 45 kaxke ja
IOCTOjare JiyTajyhe Tadke MUMILIUIAPA Ja TMOJUHOMHUjAJTHA €HTPOIHUja HUje Marba Of
jenan.
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[TocebrO OGu 6GUIO 3AHUMIBUBO BUJIETH IIITA O JUHAMUYIKOM CHUCTEMY FOBOPHU aHYIUPAHE
nosimHOMUjasiHe enTponuje. Y TBphemwy 46 Buaeu cMo J1a je TOJIMHOMUjaTHA EHTPOIIHja
eKBUHENPEKUIHOT XoMeoMopdu3Ma jejHaka Hyau. ¥ pajy [2] mocrasbeno je nurame
JIa JIM BaxKu ¥ OOPHYTO TBpheme 1a aHyauparbe MOJUHOMEjaHe eHTpoirje 0be30ehyje
eKBUHENPEKUTHOCT. /JlaT je m mpumep 7@ TO HEe MOpa OWTH CJIydaj U IMOCTABJ/bEHA je
XUToTe3a Ja TBpheme BaxKu Ha ToBe3aHuM IpoctopuMa. Jlopagom npumepa u3 TOr
paja nmokazahemo J1a u y3 Taj A0JIaTHHU yCJIOB TBPheme He MOpa BarKUTH.

IIpumep 122. Jlahemo npuMep moBe3aHOr, KOMIIAKTHOI METPUYIKOL IIPOCTOPA U XOMe-
omopdu3Ma 0OBOT ITPOCTOPA UHUja je MOJUHOMUjATHA EHTPOIHja HyJIa, & XoMeoMopdu3am
HHje eKBUHEIPEKNU/ IaH.

Kako 6ucMo KOHCTpyHcam IpocTop JeMDUHUAIIIMO [IPBO CKYTIOBE
X = {(pcosp, psing, z) € R? ‘ 0<p<L 0<p<2m, 2= e_k} ,

1, 0<p<2r},

[IpocTop koju mocmarpamo duhe

X:YUXOUUXk
keN

ca MerpuroM d maciaehernom m3 R3. Osaj mpoctop je npukasan ma Coumn 4.1.

Cauka 4.1: IIpoctop X

Hedwnumumo caga n npecimkaBame [ : X — X ma ckynmoBuma X ca
f (peos e, psinp, 2) = (peos (9 + 2) , psin (i + 2) ,2)
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OJ/THOCHO TIPEC/IMKABaIe je poTalrja 3a yrao KOjHu je jeJHaK BUCHHM aucKa. Ha cky-
moBuma Y u X jgedbuHummmo ga je f wmaenturera. Ha mojequHuM Tadukama z-0ce
npecjnKaBame je JiedbuHucaHo Ha JBa HaYUHA, ajIu ce jledunniyje nokanajy. Kako je
IpecanKaBambe XoMeoMopdu3aM 3aTBOPEHNX MTOJACKYIIOBa UMja YHHja Jdaje e0 MIPOCTOP
MOYKEMO 3aKJbyYUTHU JIa je OBAKO JIE(DUHUCAHO IMPECTUKABAILE XOMEOMOp(MU3aM IesIor
IIPOCTOPA.

XomeoMopdusaM KOju CMO 3a1aJi HUje eKBUHENpeKuIaH. lIpermocTaBuMo, CympoTHO
TBphemy, 1a JlaTu XoMeoMopdu3aM jecTe eKBHHENIPEKUIAH U n3abepuMo € TaKBO J1a je
0 < & < 1. 3a npoussosbHO Mao0 § > 0 younmo tauky A (1,0,0) u rauxy B (1,0,e")
y3 yenos na je e! < §. Taga je d (A, B) < 6. MehyTuwm, Taga nocroju n € N Takso n1a
je

OIHOCHO

d,(A,B)=d (A, f"(B)) > V2>¢
IIITO je KOHTPIUKIja ca TUM Jia je f eKBUHENPEeKUIaH XOMeOMOPQU3aM.

OcraJio je jorn jja moKa)keMo J1a je MOJIMHOMUjaJIHA €HTPOIINja OBAKO 33JaTOT XOMEO-
Mopdusma jearaka wysu. Pukcupajmo € > 0 un € N. Koncrpyucahemo cana (n, e; f)-
MpexKy 3a mpoctop X. 3a maro n nzabepumo munumasao | € N takBo ma je

€

—1
ne < -.
4

[Tonenumo caga mpoctop X Ha Tpu MHBApPUjaHTHA MOJACKYTIA

X =JXp Xo=XUlJX:, Y.

k<l k>l

Caku ox guckoBa X je kommakran ma nocroju (0,¢€; f)-mpexka M; KoHadHE Kapiu-
HAJIHOCTHU, U MOYXKeMo u3abparu ja Ha cBakoM Jucky umamo (0, €; f)-Mpexy ucre kap-
muaaaHoctu. Ha cBakom ox aumckoBa X IpeciaukaBaibe [ je m3oMeTpuja Ia je CBaka
(0,¢; f)-mpexa u (n,e; f)-mpexa 3a cBako n. JluckoBa y ckymy X;, OJHOCHO HA BUCH-
mu Behoj on e~!, mma mame of log (4/¢) + logn. axme 3a ckyn X; Moxemo mpoHahn

(n,e; f)-mpexy kapaunamaoctu (log (4/¢) + logn) §M;.

[TocmaTpajmo caja TOACKYTI X,. Ha ckyiry Xy M3 KOMIAKTHOCTHU IOCTOjU (0, 5 f)—
mpexka M, konadne kapaunagHoctu. Oa mpexa he 6utu u (n,e; f)-Mpexka 3a CKyIl
5(2. Haume wmzabepumo tauky D ca mekor jgucka Xi, rae je k > [. Tama je mweno
pacrojame d j10 ckyna X Mame o7 €/4, a je u3 HejeJJHAKOCTH TPOYTJIa PACTOjabe 1aTe
Tauke JI0 HeKe Tauke cKyma My mame of €/2. Ay xaxko Baxku ga je e * < g/ (4n)
Tadka [ HajIa3um Ha JOBOJPHO MaJIOj BUCHHE Tako Ja Baxu d (D, f" (D)) < £/2. Tauke
ckyma M, cy dbukcHe, ma je Ha OCHOBY HEjeTHAKOCTH TPOYTJIa M pacrojawme d, tadake D
o/ m3abpane Tavuke cKyma My Mame O €.

Ckyn Y, omer uz kommnaktaoctu, uMma (0, £; f)-Mpexky Ms KOHAUHE KapUHAJIHOCTH, KOja
je u (n,e; f)-mpexa, jep je f Ha ckymy Y uzomerpuja.
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Kako kapmunasgnoctu ckynoa Mp, My u Mj xao u log (4/¢) He 3aBuce o1 n KOHAYHO
J0bujamMo

L log span (n, €)
ot (f) = limg lim sup —== == ——

< lim lim sup 08 (( 08 ¢ Ogn) fMy + Mo + 3) _
e—0 n—00 logn

Yupkoc [Ipumepy 122, moxK1a nMa CMUC/Ia HACTABUTU HCTPAXKUBAILE Y OBOM IIPABILY,
aJll y3 HAMETAIe HEKOr JIPYTOr JIOJIATHOT ycJoBa (JIOKAJIHA IIOBE3aHOCT, JIOKAJIHA I10-
JIYIIOBE3AHOCT...). MoOXKeMO MPUMETUTH Ja Cy U CUCTEM W3 JATOr PaJlla U M3 HAIer
npuMepa jgucrajgau. Hamehe ce murame J1a jiu CUCTEMU ca HyJIa TMTOJUHOMUjAJTHOM €H-
TPOMUjOM MOpPAajy OUTH AUCTAJIHU, UJIU JIa JTU MOPajy OUTH JTUCTATHU aKO 330BObABA]Y
jour Heku ycsioB. Y pauy [2] je mar m npumep xomeomopduzam u3 KOra ce BUIH Ja
JUCTAJIHOCT HE YCJIOB/baBa Jla Ce MOJMHOMHUjAJTHA €HTPOINja aHYIUPA.

SaHUMJBHBO je U MUTakbe KOjeé BPEIHOCTU TOJUMUjAHA, €HTPOIMja MOXKEe YOIIIITe UMa-
tu. Y pany [14] je mokasano jma cy moryhe cBe BpemHOCTH W3 mHTepBaJsa |2, +00| Ha
MIOBE3AHOM ITPOCTOPY. 3a CaJia HEje MO3HAT OJrOBOP Ja JIM CBU OPOjeBU M3 MHTEPBAJIA
(0,2) Mory 6uTu BpEJIHOCT MOJUHOMUjAJIHE €HTPOINMje HEKOr TpeciukaBama. Y [2] je
IIOKA3aHO CaMo JIa je CKYIl MOTyhuX BpPEJTHOCTH TOJMHOMUjaJIHe eHTporuje ryct y Ry,
I1a ¥ Yy OBOM CKYILY.

[TocTaBsba ce m muTame y KAKBO] Cy BE3W BPEIHOCTH ITOJIMHOMUjATHE EHTPOIINjE U JIPYTe
mepe Heypehenoctn cucrema. Ha mpumep y pasy [28] je mokasano Ja TIaTKO Mpecv-
KaBaibe Koje je XaoTu4Ho y JIu-JOpKoBOM cMUCy MOXKE MMAaTHU TOIOJIONIKY €HTPOIIH]Y
HYJIA.

Hedbununuja 123. Henpekuano mpecimkaBame KOMIIAKTHOT METPUIKOL MTPOCTOPA
(X, d) ce HazuBa zaoWuwnum y cmucay Jlu-Jopka ako mocToju HenmpeOPOJUB MOICKYII
S C X (mazBan scrambled) ca cBojcTBuMa n1a je 3a cBe x,y € S U CBaKy HEPUOIUIHY

Tauky p € X
limsupd, (z,y) > 0,
n—oo
liminfd, (z,y) =0,
n—o0

lim sup d,, (z,p) > 0.

n—oo

[Ipupoano ce nmocrapsba nuTame Bese JIu-Jopk XaOTMYHOCTU M IMOJTMHOMUjAJIHE €HTPO-
muje. PeruMmo, j1a Ji 1OCTOjU Tpec/imKaBarme ca OECKOHAYHOM E€HTPOIHMjOM a Jia HUje
JIn-Jopk xaoruuno? Ja ym JIu-JopK XaoTUIHOCT MMILIUIIAPA HEKE BPEIHOCTH ITOJIUHO-
MujastHe eaTponuje? Ja jm mocrojame OMJI0 KAKBOT TOJCKYIIA KOJU 33/I0BO/baBa YCIOBE
nedUHAINje YCIOB/haBA HEKO OI'DAHMYEHe 38 MOJTUHOMUjAJIHY €HTPOIIU]Y.

e Jom jegna kjaca MOTEHIUjaJHUX TTPOOJeMa MOXKe OUTH MPEHOIIEhe TTO3HATHX Pe3YJI-
TaTa 3a TOIOJIONIKY €HTPOINjy y KOHTEKCT IOJIMHOMUjaHe. TOIOJIONKa eHTponuja je
JIyTO TpoydvaBaHa U TO3HATU CYy MHOTHM Pe3yJITaTH W YOUIlTema. Hwuje HA TPBU TO-
IJIeJT jacHO KOja IMUTarba Tpebda MOHOBO MOCTABUTHU ¥ HOBO]j MTOCTABIM KakKo O ce m100uIn
3aHUMJbUBU PE3YJITATH.

Y paxy [21] je mokazaHO Ja 3a MOJMHOMUjaJIHY €HTPOIH]y HE MOXKe BaXKUTU TBpherbe
AHAJIOTHO BapHjaIlliOHOM TIPUHIMILY, KOjé OM MOBE3asI0 MOJMHOMUjATHY €HTPONH]y Ca
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€HTPOIIIjOM Yy MPOCTOPY ca MepoM. IIpmposHO ce mocraB/ba NMUTAME J1a JIU CE MOXKE
JlaTu TBpheme Koje MoBe3yje MOJUHOMUjaJIHY €HTPOIH]y Ca HEKOM JIPYTOM BEJIUTIHHOM
eprojinike min Heke japyre teopuje. Huje jacno xkako Ou TO TBpheme yoOIIITe MOTJIO
HU3TJIeIaT U Y KOM IIPaBIly TpararTu.

3a Tonosionky enTponujy BoBeH je ypasmo u yoriremne 3a HeKOMIIaKTHe mpocrope y [7].
Csakako 6u OMJIO 3aHUMJBMBO PA3MUCJUTH Ja JIU YBOHEeme HEKOT OBAKBOT YOIIITEHA
3a MOJIMHOMMjAJIHY €HTPOIN]y UMa CMUCJA U J1a JIU JIOBOJU JI0 HOBUX pa3yMeBamba.

Henpexuano npeciukasame [ Ha KOMIAKTHOM METPUYKOM IpocTopy X Ha IPUPOIAH
HAYMH WHJIyKyje npecankaBame Ha npoctopy K (X) cBUX HEmpasHUX KOMIIAKTHUX MO
ckymoBa X, Koju ce Ha3uBa xuneprpocrop. ¥ pamgosuma [20], [30] u [18] je npoyuaBana
TOIOJIONIKA, €HTPOIIN]ja Ha XUIIEPIPOCTOPUMA U HeHA BE3a Ca TOIIOJIONIKOM €HTPOIIN]OM
caMor IIPOCTOpa. JaHUMJBUBO OM OUJIO IPOYYNTH KAKBE BPEIHOCTH MOXKE UMATH IIO-
JINHOMUjaJIHA €HTPOIUja Ha XUIEPIPOCTOPY 3a HeKe KJace IpecIuKaBamba, U Y KaKBOj
BE3U MOpa OUTH Ca IMOJUHOMHUjAJTHOM €HTPOIIMjOM ITPOCTOPA.

Tomosomnka enTponuja je mpoydaBaHa W HAa HEAyTOHOMHUM CHCTEMHUMA, Ha MPUMED Yy
paay [17]. TlpupomHo je moctaBuTh nuTame MOryNHOCTH OBAKBUX YOIIIITEHA Uy CIIydajy
MTOJIMHOMUjaJTHE EHTPOITH]E.

[Topen HaBeIeHUX UMa CUTYPHO jOIII JOCTA IIPO0JIeMa KOjU ¢ MOTY TIOCTABUTHU O IMTOJTMTHOMU-
jaJTHOj EHTPOIMjU M Ha YHMjeM pelraBamy Bpeu paanTu. Ha ocHOBY M3JI03KEHOT MUCIUMO 13
CMO 3aI1049ejIu IpoyvaBaibe TeMe Koja UMa JIOCTa MOTeHIjalla 38 JaJbi PaJl U KOja MOXKE J10-
HETU MHOTe 3aHUMJbUBE PEIYJITATE Ca IMUJBEM OOJHEr U MOTIIYHUjer Pa3yMeBarmbha TOTOJIOITKUX
JNMHaAMWIYIKHIX CHCTEMaA.
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buorpaduja ayropa

val

Munan [Tepuh pohen je 22.05.1972. y Beorpaay. 3aspiuo je ocHoHy 1ikosty ,,Kapahophe
a 3aTuM Jemganaecty 6eorpajicky ruMuasujy. 3atuM je 1997. zaspmumo Bury ejnekTporexamd-
Ky mkoJty y beorpajy. Maremaruuku daxkysirer y Beorpasy je ynucao 2007. u 3aspimo 2011.
ca ipocedoM orenoM 9,62 na cmepy Teopujcka matemaruka u npuMene. Mcre 2011. ynucao je
MacTep cryauje Ha MaremarudkoMm dakyiarery y Beorpamy, momyn Teopujcka maremaTnka
U NpUMeHe, W IMOJIOZKUO cBe ucuurte ca npocednom omenoM 10. Macrep pan Cumiaexto-
Mmoppuzmu u paykc-rutowesa je onopanuo 2012. mox BohcrBom mentopa gp Jesene Karuh.
HokTopcke crynuje Ha MarematnyakoMm dakyarery y Beorpasmy, momyn Teopujcka maremaTu-
Ka U nmpuMene, ynucao je 2012. u moio:Kuo cBe UCnuTe npeaBuheHe mporpaMoM ca MpOCeTHOM
orerom 9,88. Oz 2011. je 6mo 3amocsien na Maremarnakom dakynrery y Beorpasy, majupe y
3Balby CapaJHUKA y HACTABU, a 3aTUM M aCUCTEHTA 3a HAay4dHYy obsiacT MaremaTnyka aHaan3a.
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Mpwunor 1.

M3jaBa 0 ayTopCcTBY

MNoTtnucaHn-a MwunaH Mepuh

6poj nHaekca  2008/2012

NsjaBrbyjem

[la je JOKTopcKa AucepTalyja noj Hac/I0BoM

MonnHoMujanHa eHTponuja 3a MopcoBe rpagnjeHTHe cucteme

N NOTNCTNYKO Npec/inkaBawe

® pe3yntat COoNCTBeHOr NCTpaXnBadkor paja,

e [anpefnoxeHa guceprauuja y uesivH1 HUA Y fefioBuMa Huje 6una npeanoxeHa
3a pgobujakbe 6MI0 KOje AgunaoMe npema CTyAujCKAM nporpamumMa gpyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBa,

e [a cy pe3ynTaTu KOPEKTHO HaBEAEHN U

* [a HMcaM KpluMo/na ayTopcka npaBa W KOPWUCTMO WHTENEKTyaslHy CBOjUHY
JpYyrux nuua.

MNoTnuc gokTopaHga

Y Bbeorpagy, 17.05.2021.

—
_&g@&/,




Mpwnor 2.

N3jaBa 0 NICTOBETHOCTMU LUTAMMNAHE U e/IEKTPOHCKeE
Bep3uje AOKTOPCKOr paja

Vime v npe3sume aytopa _Munad [Tepuh

Bpoj nHpekca __2008/2012

CTyamjckv nporpam MaremaTurka

Hacnos papga [MonvHoMUjanHa eHTponuvja 3a MopcoBe rpajvjeHTHeE CUCTEME

U _JIOTUCTHUYKO IMpeC/IMKdBdL€

MeHTOp 1p Jenena Karuh

MotnucaHwn/a Munau [Tepuh

M3jaB/byjeM ga je wTamnaHa Bep3unja MOr AOKTOPCKOr paja WUCTOBETHA €/IEKTPOHCKO]
BEpP3nju KOjy cam npefao/sia  3a o06jaB/buMBakbe Ha noptasly  AurutanHor
penosutopujyma YHuBepsuteta y beorpaay.

Jo3Bos/baBaM fa ce o6jaBe MOjM /IMYHM Nogaun BesaHu 3a fobujarbe akagemckor
3Bahba A0KTOpa Hayka, Kao LITO Cy MMe 1 npe3nMe, rogmHa u Mecto pohewa 1 gatym

ofbpaHe paja.

OBM /IMYHM MNOJaLM MOTy Ce 006jaBUTU Ha MPEXHUM CcTpaHuuama aurutasnHe
616MoTEKE, Y eNEKTPOHCKOM KaTasory 1 y ny6nukauyjama YHueepauteTa y beorpagy.

MNoTnuc gokTopaHga

(_/
Mewuray JL.,MI

Y beorpaay, 17.05.2021.




Mpunor 3.

N3jaBa o0 kopuwheky

Osnawhyjem YHusep3nteTcky 6bubnuoteky ,CseTo3ap MapkoBuh“ pa vy
AvnrntanHun peno3nTopujyMm YHuBep3uTeTa Yy beorpagy yHece Mojy
LOKTOPCKY AncepTauunjy noa Hacs0BOM:

MonnHommjanHa eHTponuja 3a Mopcose rpaAnjeHTHe cucTeme

N NOrMCTUHKO npeciinkaBamwe

KOja je Moje ayTOpCKO Aeno.

[vcepTaumjy ca CBUM Npuio3nuMa rnpenao/na caMm y eneKTPOHCKOM opMaTy
NMorofHOM 3a TPajHO apxuBMparse.

Mojy LOKTOpCKY AucepTaunjy noxparweHy y AurntanHum peno3nTopujyMm
YHuBep3uTeTa y beorpany mMory ga KopucTe CBWU KOju nowTyjy oapenbe
cagp>aHe y opabpaHoMm Tuny nuueHue KpeaTuBHe 3ajegHuue (Creative
Commons) 3a Kojy caM ce ogsiy4uo/na.

@AyTOpCTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLNjaJTHO
3. AyTOpCTBO - HEKOMepLuujanHo - 6e3 npepage
4. AyTOpPCTBO - HEKOMeEpLNjanHO - AeNTN NoA NCTUM YyC/I0BMMa
5.AyTopcTBO - 6€3 npepane
6. AyTOpCTBO - Ae/INTN NoL UCTUM yCI0BMMa

(Monumo pa 3a0Kpy>XUTe CcaMo jegHYy o WecT noHyheHnx nnueHun, Kpatak
onunc NUEHUN AaT je Ha nonehuHum nucra).

MoTnuc gokTopaHaa

Hoassar, Topuk

Y beorpagy, __17.05.1972.




1. AytopctBo - [lo3BOJ/baBaTe yMHOXaBawe, AUCTpubyumjy u jaBHO
caornwTaBare fena, u npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha Ha4duH
oapeheH of CcTpaHe ayTopa WM AaBaoua JMueHLe, YaK Uy KoMmepuunjanHe
cepxe. OBO je HajcnobogHMja o4 CBUX NINLLEHLMN.

2. AyTOpCTBO — HeKoMepumnjaaHo. [o3BosbaBaTe YMHO>XaBaHe,
AMcTpmnbyunjy 1 jaBHo caorniuTaBare fefa, U npepaje, ako ce Hasefe nme
ayTopa Ha HauyuH oapeheH on CcTpaHe ayTopa uau gaBaoua nuueHue. Osa
JMueHUa He O03B0OJbaBa KoMepumnjanHy ynotpeby gena.

3. AyTOpCTBO - HekoMepuumjanHo — 6e3 npepage. [o3BosbaBaTe
YyMHO>XaBarbe, AMCTpubyunjy mn jaBHO caonwTaBarke pena, 6e3 npomeHa,
npeobnnkoBara mnn ynotpebe fena y CBOM feny, ako Ce HaBede ume
ayTopa Ha HaduH ogpeheH of cTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa
NnueHua He [03BoJbaBa KomepuwujanHy ynotpeby pena. Y ogHOCY Ha cBe
oCTase NuueHue, OBOM JIMLEHLIOM Ce orpaHuyYaBa Hajsehn obum npasa
Kopuwhera gena.

4. AyTOpPCTBO - HekKoMepuMujasiIHO — OeUTU 1MoL WUCTUM  YyCJIOBUMA.
[lo3Bo/baBaTe YMHOXaBake, AUCTpubyunjy n jaBHO caonwTaBake gena, u
npepage, ako ce HaBeZe MMe ayTopa Ha HayMH ogpeheH of cTpaHe ayTopa
WM faBaoua NuMueHUe M ako ce npepaga amctpubyupa nog UCTOM WU
CAMYHOM nuueHuom. OBa nvueHLa He O03BOJ/baBa KOMepuujasiHy ynotpeby
nena un npepaga.

5. AytopcTtBo — 6e3 npepage. [lo3Bos/baBaTe YMHOXaBake, AUCTpUbyLnjy 1
jaBHO caonuwTaBake pAena, 6e3 npomeHa, npeobnmnkoBartba UM yrnotpebe
fena y CBOM [esly, akO Ce HaBefe uMe ayTopa Ha HaydmH oapeheH on
CTpaHe ayTopa win pJaBaoua auuyeHue. OBa /MueHUa [03BOJbaBa
KomepunjanHy ynotpeby gena.

6. AyTOpCTBO - Ae/IUTU NoL4 UCTUM ycJioBUMa. [lo3BO/baBaTe YMHOXaBame,
AvcTpmbyumnjy 1 jaBHo caonwiTaBamwe Aena, n npepaze, ako ce Hasefje nme
ayTopa Ha HaydnH oapeheH o4 cTpaHe ayTopa WUan JaBaoua JINLEHLE U ako
ce npepaga auctpubympa nog WUCTOM WMAM CAMYHOM nuueHuoMm. OBa
JMueHua Ao3BOJsbaBa KoMepumjanHy ynotpeby nena n npepaga. CamyHa je
CO(bTBEPCKUM NMLEeHLaMa, OOHOCHO SiNLeHLLaMa OTBOPEHOr KoAa.
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