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HacaoB mucepranuje: KomOunatopuka yormTeHux mepMmyToegapa

Cakerak: Pasznum xkomMOmHaTopHUM O0jeKTHMa Ce Ha MPUPOJAH HAYMH MOTY IPHUAPYZKUTH
oarosapajyhe kombunaropue Xordose ajiredbpe. Muore Kjracudne eHyMepaTuBHE UHBAPUjaHTE
KOMOMHATOPHHUX ObjekaTa ce jJo0ujajy Kao pe3yaTaT yHuBep3aaHor Mopdgu3Ma 13 ojropapajynmux
KoMOunHaTOpHUX XotdoBux ajredpu y kombunaropuy XorpoBy aaredpy KBa3UCUMETPUTHIX

dyHKIHja.

Ca gpyre crpane, KOMOMHATOPHUM OOjEKTHUMa MOYKEMO JIOJEJUTUH W HEKU TeOMETPHUjCKU
objekar, XUIEPPABAHCKU apaHXKMaH WM KOHBEKCHHU MMOJUTON. Tako, Ha HIpumep, MPOCTUM
rpacoBUMa OJroBapajy TpaduyuKd 30HOTONM, & MaTPOUJMMa IOJUTONU 0a3a MATPOHUIA.
Hagesiene kiace monamrona MpUITaajy KJIach MTOJTUTONA 3HAHUX KaO YOIIITEHH IePMYTOeIPH.
OspeheHoM  yoIIITEHOM MEPMYTOEJPY €€ MOXKE JIOJECJIUTH TEKUHCKUA KBa3HUCUMETPUIHU
eHyMepaTop IMeJ00POJHUX Tadaka KOjU 3a pasjinduTe KJjace YOIIITEHUX MepMyToeiapa
[IPEJICTaB/ba YOIIITEeHha KJIACHIHUX EHYMEDATUBHUX WHBApUjaHTH Kao 1mro cy CreHiiujeBa
xpomaTcka cumerpudHa dyHknuja rpada m bumbepa—Jua—Pajueposa kKBazumcmmerpuyna
dyHKIIIja MaTpona.

TexxuHCKM KBAa3UCUMETPUYHH €HYMEPATOp IEeJ00POjHUX TadaKa IMPUJPYZKEH YOIIITEHOM
EePMyTOE/IPY je KBazucumeTpudHa GyHKIHMja. ¥ caydajy ojpeheHuX Kjaca YOIIITeHNX
epMyToeapa OBaj €HyMepaTrop ce IOKJalla Ca Pe3yJITaToM YHHUBep3aJHor Mopdusma wu3
ojiroBapajyhe komobunaropue Xorone aaredpe.
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Dissertation title: Combinatorics of generalized permutohedra

Abstract: The combinatorial objects can be joined in a natural way with the corresponding
combinatorial Hopf algebras. Many classical enumerative invariants of combinatorial objects
are obtained as a result of universal morphism from the corresponding combinatorial Hopf
algebras to the combinatorial Hopf algebra of quasisymmetric functions.

On the other hand, to combinatorial objects we can assign some geometric objects such as
hyperplane arrangement or convex polytope. For example, simple graph corresponds to graphical
zonotope and matroid corresponds to matroid base polytope. These classes of polytopes belong
to the class of polytopes known as generalized permutohedra. For a generalized permutohedron
there is a weighted quasisymmetric enumerator which for different classes of generalized
permutohedra represents generalizations of classical enumerative invariants such as Stanley’s
chromatic symmetric function for graph and Billera—Jia—Rainer quasisymmetric function for
matroid.

A weighted quasisymmetric enumerator associated with a generalized permutohedron is a
quasisymmetric function. For certain classes of generalized permutohedra this enumerator
coincides with the result of the universal morphism from corresponding combinatorial Hopf
algebra.
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SAXBAJTHUITA

Kopucrtum oBy npmimky jia ce, Ipe CBera, 3axBajuM MeHTOpPY, npodecopy Baagumupy
I'pyjuhy, wa Besukomymnoj momohw, W3/IBOjJEHOM BpeMeHy U IPEJTAHOCTH TOKOM Tpajarba
JIOKTOPCKHX cryauja. I[loceOHO 3a70BOJBCTBO MH je Ja HCTAKHEM U 3aXBaJHOCT Ap Tamun
CrojagunoBul Ha JIparoleHHM caBeTHMa M UCTPajHOj moapinmu. V3pasmo OMX 3aXBaJHOCT U
OCTAJIIM YJIaHOBHMAa KOMHCH]je 3a OIleHy U oAbpaHy Jaucepraluje, npodecopuma jap 3o0paHy
[Merpuhy u ap Anexkcanapy JIunkoBckOM KOju €y Ja/jin KOPHCHE CAaBETE W THME JIONPUHEN
KBaJINTETy HAIMCaHe JUCePTaIlHje.

Ha xpajy, Hajsehy 3axBaJiHOCT JIyTyjeM MOPOJMIIH, JIEBOJIIM U MPHjaTe/buMa KOjU Cy CBE 0BO
BpeMe NMaJIU Pa3yMeBambe 3a MeHe W MOj Pa3BOJHH IIYT.

Mapko Ilemouh
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YBOI

.. .CBU KOJU UMAJY UOAE Pa3OOpUMoOCmu yeek
HO HEKU HAYUH npusueajy 6oz2oee kad 200
3aN04MUIY OUAO MAAY OUNO BEAUKY CMEAP.
I[InaTOoH, TuMmaj

ITpeamer npoydapara OBe AucepTaliije Cy KBa3MCUMeTpHYIHE WHBapHjaHTe xureprpadona,
I'PAJUBHUX CKYIIOBA, MPOCTHX I'pacdoBa, Marpouja u mocera. [loMeHyTUM KOMOMHATOPHUM
o0jeKTUMa ce Ha MPHUPOJaH HAYUH HPHAPYKY]y KoMOuHaTopHe Xomndoe ajaredbpe, mojaM KOju
je 3acHoBan u npoydvasan y pajy Arumapa, Bep:xepona u Cornia uz 2006. rogune, Bujgern [2].
JImneapuy 6a3y Tako onpehennx KoMOnHaTOPHUX XOMQOBUX aaredpu duHe Kjaace n30MOpPHHUX
KOMOMHATOPHUX O0jeKaTa, JOK MHOYKEHe 1 KOMHOXKEHe MPOU3UIa3e U3 HaYnHa KOMIO3HIINje U
JICKOMITO3HIIU]je HaBeIeHuX objekaTa. llopes moMenyTux, jejad o1 Haj3HadYajHujuX IpUMepa je u
komOuHaTopua Xomndosa anrebpa kpazucumerpuaaux ynkmuja (QSym, (o), Koje ce jaBmbajy
Kao reHeparopue (pyHKIMje PA3HUX €HYMEePATHWBHUX WHBAPHjAHTH KOMOMHATOPHUX ObOjeKaTa,
mehy kojuma ce mzaBaja CrTenanjeBa XpoMmarcka cuMerpudHa QyHKImja rpada. Anredapcka
JTedbrHUNNja KBA3HCHIMETPHYIHOD eHyMepaTopa 1ea00pojHux Tadaka W, o3HaYaBa MPONIHPEHHe
OCHOBHOT 110/ba KOeMpHIHjeHaTa Ha [10Jbe PAIMOHATHIX (DYHKIIHA]a IO HapaMeTPy ¢ YHUBEP3aJHOT
mopduzma ¥ u3 oarosapajyhe kombunaropue Xondose anrebpe y (QSym, (o).

||| KombunaTopna || ||
CTPYKTypa

Komb6uunaropua
Youurrenun

Il Xondosa ||| | mepmyToenap ||

asirebpa

Te>xuHCKU
eHyMepaTop

KpasncumerpudaHu eHyMepaTop 1eJ00pOjHIX Tadaka je yseaeH y paxny [5] Bumepe, Jua u
Pajuepa n3 2009. roguHe u UCTHU je IPUMeHeH Y CIy4ajy MaTpOU/a, /0K je CJIy4dajy HecToe1apa
KBA3HCUMETPUYHU €HyMepaTop VBeJeH W npoydaBaH y paiy [16] I'pyjuha uz 2017. roaume,
[eomeTpujcka WHTepIpeTannja MOMEHYTHX e€HyMepaTopa 3aBHCH OJ TeMeHa oJaroBapajyher
YOIIITEHOr TePMyTOe/Ipa, IMOJHUTONa KOju ce J100Hja NMoMepameM XUIIEPCTPaHa CTaH AP/ IHOT
nepMyToe/ipa TaKO [Aa je HOpMasHa Jene3a J00HjeHOT MOJIMTOoNa NpodumeHa HOPMAJIHOM
JIelle30M CTaHIApJIHOT IepMmyToeapa. Hasejena Kiaca mosuTola je HajBUIe HpOyYaBaHA O
crpane [loctaukosa, Pajuepa n Bunjamca y [30] u [31].



l'eomeTpujcka nHTeplpeTalyja KBasuCUMeTPHYHOT eHyMepaTopa W, olropapa eHyMepaTopy
HO3UTHBHUX 1eJ00pojHuX Tadka [y Koje 3aBHCe O] Iejle Mperke CTpaHa HOopMaJsHe Jernese
oarosapajyher yommrenor mepmyTtoeapa. CxomHo ToMe, Fj, mpeicTaBba yolIITeme HaBeIeHUX
emyMeparopa. Tako ce, Ha mpumep, yomrinreibe CTeHInjeBe XPOMATCKe CUMeTpUu4dHe (DyHKIH]je
rpacda Moxke nponaliu y pagy [15] I'pyjuha u3 2017. roause.

Y [pBOM NOTJIaB/BY JUCEpTalldje je JaT IIperyel ocHOBHe Teopuje XomdoBHUX aJrebpH.
I'pagyucanoj Xoudosoj auredpu H npujpyrxkyjeMo MyJTUILIMKATUBHE MOPQU3aM, KapakTep,
¢ : H — K u rako onpeben ypehenn nap (H, () 3oBemo kombunaropaa Xomndosa aarebpa.
Heramno ommncyjemo Xordony anrebpy kpasucumerpudanux dyunkunnja (QSym, (o) u norom
OKa3yjeMo IOoCTojambe jeJuHcTBeHOr Mopduzma V¥ u3 mpousBospbHe KoMOuHaTOpHE XoOIldoBe
anrebpe (H, () y (QSym, (o). Ha kpajy ce, kao crammapaau npumep, Hapogau Porura Xomndosa
anrebpa KOHATHUX TPAJLYHCAHUX MOCeTa Koja MpeIcTaB/ba MOTUBAILK]Y TeOPHUje KOMOMHATOPHHUX
Xondosux anrebpu.

Y Apyrom norjaBby je H3J0KeHa Teoprja KOHBEKCHUX rmoJmTona. 1lope ocHOBHUX MojMOBa
u ocoOuHa, JedUHUCAHE CYy U Jielle3a CTpaHa W HOPMaJHA Jere3a IMOJUTOIa KOoje 3ay3uMajy
3HAYajHO MECTO V OBOj JamcepTanuju. pyru j1eo oBor moryasiba je mocBehieH KOMOMHATOPHUAM
ocobMHAMa, TIOJIUTOIIA, IIpe cBera f u h BekTopy. Kao npumep uctuaemo OjiaepoBy (dopMyry:

k=0

rae je fr, 3a k € {0,1,...,n}, 6poj k—crpana n— IMMEH3HOHAJHOT MOJUTOIIA.

[Tocneame mornaB/be HpeicTaB/ba IEHTPAIHA 10 OBE JUCEpPTallje W 3aCHOBAHO je Ha
pamosuma [17], [28] u [29]. [edwunurme ce mojam yommTeHOT TTEPMYyTOeIPa, a MOTOM Ce HaBOJe
Haj3HaYajHUje OocoOMHE OBe KJjace IMOJUTONA KOju uMajy Ooraty KOMOHHATOPHY CTPYKTYDPY.
Haspe, yommTeHOM mepMmyToenpy () ce mojie/byje TeXKWHCKH KBA3UCHUMETPUYHU eHyMepaTop
IHO3UTUBHUX 1e100pojHux Tadaka F,(Q)) Koje ce Hajla3e y HOPMAJIHO] JICIE3UM HCTOr U UHja
BPEIHOCT IJIaBHE CIEIHjaan3alije oAropapa f — MOJNHOMY YOIIITEHOTr mepMyToeapa (), To ject

f(@.q) = (=1)"ps' (F4(Q))(~1).

Hagenena jegmakoct mpejcraB/ba yommrere Crensujere ¢opMmysie 3a 0poj AlUKJIAIHEX
opujentarmja rpada, sugern [38]. Jlase ce m3Iaxke OCHOBHA Teopuja xuneprpadosa,
I'PAJINBHUX CKYMOBAa U MATPOUJA W JIeTa/bHO OMHUCY]Y OAroBapajyhu yOHIITEeHN IMepMyTOeIpu:
XuneprpaduIKu MOJTUTONH, HECTOSJIPH W MOJUTONH Oa3a MaTpouaa. Hasemenum oOjekTnMa
ce J1o0/1esbyjy ojarosapajyhe kombunaropue Xoipose ajiredpe u 1mokKasyje jia KBa3MCUMETPUIHU
enymeparop [y, 3a cBaKy of HBHX HOHA0C00, onrosapa yHuBep3aaHoM mopdusmy Xomdose
asredbpe y OSym. Caydaj rpadudkux rpaJMBHAX CKYTOBAa TPOU3BOJM HOBY WHBAPUjaAHTY
rpada Koja UMa MHTePIPEeTANHjy KBa3UCHUMETPHYHOI eHyMepaTopa ypehernx 0ojema MpocTor
rpada, u Koja je yBejiena u npoydasana y [16]. Ha kpajy, HaBoJe ce u mpuMepH KOju HOKa3yjy
JIO KOje Mepe KBa3UCUMETPUYHH €HyMePATOPU PA3IuKyjy Hem3oMopdHe KOMOUHATOPHE 00jeKTe.

Konaunom nocery j10/1e/byje€MO 1OJIMEaPHU KOHYC YHja je HOpMaJiHa Jiere3a rpyo/ba 0/1 HeKe
noJyiene3e CTanaapaHor nepMmyroeapa. OBakse momeape hemo 3BaT NPOMUPEHUM YOTITIITEHUM
nepMyToe/ipuMa.  KBasuCUMETPUYHU €HYMEpaTop MO3UTUBHUX IEJ00POjHUX Tadaka Koje ce
HaJla3e y HOPMAJIHO] JIeTe3: HaBeJIeHOT MOJIMeIpa je yBeJeH U mpoydaBaH y paay [29], u y oBom
caydajy, oJroBapa yHuBep3aanoM mopdusmy Xomdope anaredpe mocera y XoimhoBy aareopy
kBazucuMmerpuunux ¢dynknuja. Jlobujena je murepuperanuja, Kao u yoruuireme [ecenioBor
enymMmeparopa P—mnapruiiuja.
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['J1ABA 1

KOMBUHATOPHE XOII®OBE
AJITEBPE

1.1 XOII®OBE AJITEBPE

Xondose ajredbpe ce UpBU IyT HOjaB/byjy Yy pajly HEMadykor MareMarudapa Xouda
(H. Hopf) 1941. romuue. Wako je uzpaz Xongosa anreebpa, algébre de Hopf, ycraHOBIbeH
O]l cTpaHe MBajiapckor maremarwdapa Bopena (A. Borel) tpuraecr rommna kacHuje, TpBY
JedbuHunMjy oBe anredapcke CTPYKType, IOJ Ha3UBOM xunepanszebpa, YBOAH (bpaHIyCKu
maremaruaap Kaprue (P. Cartier) 1956. romune. Ocnosue gedununuje u ocodbune XomdoBux
asrebpu ussioxkuhemo ociamajyhu ce na monorpaduje [8] u [14].

1.1.1 AJ/TEBPA

JEonHunmIA 1.1.1 K—aneebpa je ypehena tpojra (A, m,u), rae je A BEKTOPCKH HPOCTOD
Hasr nosbeM K kapakTepuctuke Hyna, a m @ A A - Awn u : K — A npa K-ymureapna
lpec/auKaBamba TaKpa Ja ciaegeln aujarpaMu KoMyTupajy’

. A® A
A9AA —" 4 A0 A wald “
/ I%
m®Id m K A m ARK
Ao A m_ 4 \\\N K///
A

[IpeciukaBame m Ha3UBAMO MHOJCEWEM, a TpeCcIuKaBame u jedunuyom y anrebpu A.
Hamomennmo 1a KOMyTaTHBHOCT HPBOT JHjarpaMa mpeacTaBba acoyujamustocm aarebpe A, a
Ja KOMYTaTUBHOCT JPYTOT AujarpaMa Jaje er3ucTeHnnjy jeIMHUTe, TPYTUM pednMa

3a aﬂre6py A KaxkeMo Ja je romMymamuseHa aKO I CaMO aKO KOMYTHPA ,ZLI/IjaI‘paM

A® A T sy A A
A

rieje T : A® A — A® A mpancnozuyuja, 1o ject T'(aqi, az) = (ag, a).

Mpeciukasama A @ K — Au K® A — A cy kaHOHCKa, a Id je npec/ukaBame UJICHTUTETA.



KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

JEovHUIMIA 1.1.2 Heka cy (A,ma,uq) u (B, mp,up) anredpe nax nomem K. K-muneapuo
npeciankaBame f: A — B je mopdusam areebpu yKOIUKO KOMyTHPaA]y caeaehn aumjarpamun

ApA—L _,BeB

A ! s B
uB
K

A / s B

1.1.2 KOAJ/ITEBPA

JeonHunmiA 1.1.3 K-xoaszebpa je ypehena tpojka (C, A, ¢), rae je C' BEKTOPCKH TPOCTOP
Hag nmobem K, a A : C — C® C u e : C — K npa K-ymHeapHa mpecankaBarma TaKBa 13
ciaegehn aujarpamu KomyTupajy?

CeC
Colel G — o0 1age
Aﬂ \
Id®A A K C A C®K
C®C « ~ C &\\\C////

[IpeciiukaBame A Ha3UBAMO KomHoOdICEIbEM, & TIPECIUKaBame & kojedunuyom. Ilpum Tom,
KOMYTAaTUBHOCT TIPBOT JUjarpaMa MpeJicTaB/ba KoacouujamusHocm Koaareope.

[Towro je A(c) € C @ C obauka » . ¢i1 & o, yOyayhe hemo meru mspas kpahe

O3HAYABATH €2
A(e) = E 1 ® ca.

Y Be3u ca THM, IPETXO/IHE 3aIIUC 30BEMO cluema Homayuja. 'Tako ce, Ha npuMep, KOMyTaTHBHOCT
APYTOT JHjarpama, y CUTMa HOTAIMjH, MOYKe 3alMnCaTh

25(01)02 =c= Z c1e(ca).

3a koanarebpy (C, A, €) KakeMo J1a je KoKOMYMamueHa ako U CaMo aKO KOMYTHDA JHjarpam

C®C T sy O ®C
A
A
C

e je T : C ® C — C ® C Tpancno3zunyuja. Kopucrehu curma HOTAIU]jy, KOKOMYyTATHUBHOCT
Koasrebpe 3ammucyjeMo Ha ciaeehn HauuH

ZC1®CQZZCQ®C1-

JEonHunmiA 1.1.4 Heka cy (C,Ac,ec) u (D,Ap,ep) e xoanarebpe Hajx mobem K. K-
JuHeapHo mpecyaukaBame g @ C' — D je mopduzam xoanreebpu yromuko cienehu mujarpavn
KOMYTHPAjy

Ipecmukasame C — C ® K je medpunucano cacrc®1,aC - K®Ccacr— 1®c.
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C’®CL®Q>D®D

C g s D
Ac Ap X /
K

C g s D

Kpahe 3anucano

Ap(g(e) = g(e)i @ g(c)a =D glc1) @ glea).

1.1.3 DBUAJITEBPA

Heka je (A, m,u) jeana anrebpa naa nobem K. Tama u A ® A uma crpykTypy ajarebpe, rjie
je MHOXKeme nedUHUCAHO KAo Ha TEeH30PCKOM IIPOU3BOAY ABe airedpe Ay u Ay KOMIIO3HIMjOM

IdeT®Id mAy

Xm
AL ® Ay @A @ Ay AR A @Ay @ Ay 277020 A @ A,

Haname, jeannauia anrebpe A ® A je nedunucana ca

Cawmano, yrouko je (C) A, €) jenna koanarebpa nas mobem K, taga u C®C uma cTpyKTypy
koasirebpe. KomHoxKeme je, y TOM cjy4ajy, JedUHUCAHO KAao Ha TEH30PCKOM ITPOM3BOJLY JIBE
koasarebpe C7 u Cy caegehoM KOMIIO3UIIH]OM

Acy

A
C1®02&CH@CH@CQ@CQMCH@)CE@CH@C%

JIOK je KOojeuHnIa JedUHUCAHA KOMITO3UIINjOM

ec, ®ecy

3a Hac cy oBje 0 mHTEpeca noceOHO BEKTOPCKH HpocTopu, Haj no/beMm K, koju mmajy u
CTPYKTYPY aJiredpe u CTPyKTypy KoJsiareOpe. Tana Baxku cienehun

CTAB 1.1.1 ([14], Proposition 1.12.) Iocmampajmo (H,m,u, A €), 20e je (H, m,u) anrzebpa,
a (H,A,¢) jedna xoanrzebpa nad nowvem K. Tada cy exsusarenmna caedeha mepherva:

1. Ipecaurasaroa m u u cy mopdusmu xoanzebpe (H, A ¢€).

2. Ilpecaukasara A u € cy moppusmu anreebpe (H,m,u), mo jecm

A(hg) = Z higi @ gy uw  A(l)=1®1,
e(hg) = e(h)e(g) u e(1)=1.

JEonHUIMIA 1.1.5 Buaazebpa (H,m,u, A e) je K—Bekropcku npoctop H rtakaB ga je
(H,m,u) anrebpa, a (H,A, e) konrebpa Haja nobem K, y3 1o na Baxkm 6ap jesHo, a THMe
u 00a TBphema IpPeTXoaHOI CTaBA.

JIEovHUIMIA 1.1.6 Heka cy H; u Hy buanrebpe nan nosbem K. K—nuneapno mpecinkaBame
f : H — Hy je mopdpusam buanzebpu axo je mopduszam aarebpu m mMopduszam Koaaredbpu
onpehenux ouasrebpama Hq, u Ho.
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1.1.4 XOII®OBA AJITEBPA

Axo je (H,m,u, A, ¢) jemna 6uanrebpa max momem K ca (HA, m,u), ommocno (HY, A, ¢€),
O3HAYMMO OJIrOBapajyhy aaredopy, oJHocHo Koaaredopy, Ha no/bem K. Ha muneapnom npoctopy
Hom(H®, HA) JeUHATITIMO KOHBOAYUUJCKY aA2e0DY CA KOHBOAYUUJCKUM NPOU3IEOIOM

(fxg)(h) =Y f(h1)g(ha),

e je A(h) =S hi ®hy,3a h € Hu f,g € Hom(H®, H*). Tloce6Ho, onepaiujy * MOZKeMo
MOCMATPaTH U KAa0 KOMIIO3UIIA]Y

HC 2 HC @ HC 2% gA g A ™ HA
IIpe cuera, npumernmo jga ue € Hom(HC, H). Byayhu na paxu

(f # (ue))(h) = D f(ha)(ue)(ha) = D fhn)e(ha)ly = f(h),
((ue) x f)(h) =) _(ue)(hn) f(ha) = Y e(ha)luf(ho) = f(h),

3aKJbydyjeMo Jia je

[ (ug) = f = (ue) + f,
3a ceako f € Hom(HY, H?). Cxomno Tome, ue je jemuaumna y mpoctopy Hom(HC, HA).
JEOVHUIMIA 1.1.7 3a ouanredpy H kaxkemo ga je Xongoea anszebpa ako mOCTOJU aHMUNOOD

S : H — H xoju je uHBEp3 3a mpecjuKaBame uieHtuTera ld y OHOCY HA KOHBOJIYIH]CKH
nponsson y anreopn Hom(HY, HA). JIpyrum peanma, YKOJIUKO KOMYTHpPa, JAijarpam

S®ld

H®H s HQ H
2 N
H = y K v y H
K %
Heo H beY  HeoH

Kopucrehu curma notanujy, IpeTxoany JepUHUIU]Y 3AIUCYjeMO V O0JIUKY

> " S(ha)hy = (ue)(h) = e(h)ly = Y i S(hy).

JEouHUIMIA 1.1.8 Heka cy Hy u Hy nse Xomndose anrebpe. 3a npecinkasame f : Hy — Hy
KaykeMo 7a je moppuszam Xondosur aseebpu yKOIUKO je mopdusam ouanredpun Hi n Hs.

CtaB 1.1.2 ([8], Proposition 4.2.5.) Hexa je Sy, anmunod y Hy u Sy, anmunod y Hy. Axo
je f: Hy — Hy mopduzam buanzebpu, mada 6axicu

Sty f = fSm,-

JoKA3. Tlocmarpajmo asirebpy Hom(HY, H3'), rue je KomBosyumjcKu 1poussos 3a f, g €
Hom(HE, H") nedunucan ca

(fxg)(h) = f(h)g(ha),

3a A(h) = Zhl & hg.
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Jacuo je 1a Su, f, fSu, € Hom(H, H3'), kao u na Baxe ciejehe aBe jeHakocT

(S, f) = Suy () f(ha) = Sy (f(R)1)f(h)s

=&, (f(h)>1H2 = EHl(h)]'H27
(f = (fSm)) Zf (h1) f (S, (h2)) (Z h1Sw, (h2) )
= f(€H1 (h)lHl) =&m (h)le

To nocebno 3nauu na je Sy, f jesu, a Sy, JecHu mHBep3 3a npeciankasamwe f. [lomrro
je f KoHBoAymHjcKHM HHBepTHOUIaH y mpoctropy Hom(HC, H3'), neBn m TecHH WHBEp3
npecankaBama f cy Mehycobno jenaHaxu. Q.E.D.

[TocaeanuAa 1.1.1 Ilpemnocmasumo da je H Xongosa anreebpa ca anmunodom S. 3a ceary
anzebpy A u moppusam anrzebpu f : H — A, npecauxasarwe f*~! := fS je woneoryyujeru
uneeps sa mopdusam f y npocmopy Hom(HC, A).

CtAB 1.1.3 ([8], Proposition 4.2.6) Hexa je (H,m,u,A e, S) Xongosa arzebpa. Tada, 3a cse
h,g € H, saoice caedeha mepherva:

1. S(hg) = S(g)S(h).

2. S(1y) = 1y.

3. A(S(h)) = 3 S(hy) ® S(hy), 2de je A(h) =3 hy @ hy.
4. e(S(h)) =e(h). .

[TocnemuuA 1.1.2 ([8], Corollary 4.2.8) Ykoauxo je Xongosa anzebpa H womymamuena
uA Kokomymamuena mada je S* = Id.

1.1.5 T'PAJYUCAHA XOII®OBA AJITEBPA

JEonHunmIA 1.1.9 Xondosa amredpa (H, m,u, A, e, S) je epadyucara yKOINKO 3a70BObABA
caenehe yeose:

1. H je nupextHa cyma K—mormpocropa H,, To ject

H =D H,:

n>0

2. H je rpagyuncana Kao Koanrebpa, TO jecT ako 3a cBako n > () Baxku

H,)C P Hi@H; u e(H,)=0;

i+j=n
3. 3a cako m,n > 0 BaxKu
m(H, ® Hy) C Hyrm, w(K)C Hy u S(H,) C H,.
Yrousmko je jomr u Hy = K, 3a H kaxeMo J1a je nosesana u 2padyucara Xongosa anzebpa.

9
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Ha 6uanrebpu H peduHummMo Hu3 npecaukapama A, : H - H® --- ® H ca
—_——

n+1
AO = Id, Al = A, .. An = (An,1 X Id) o A.
Ha ciwyan nauun, 1eUHUNTIMO U HU3 TPECIUKaBama My, : H ® ---® H — H ca
+1
mo:=1d, my:=m, ... m,:=mo(m,_ ®Id).

V3 10, HEKa je u
m_1:=u u A_j:=¢.

CtaAB 1.1.4 ([14], Proposition 1.36.) ITosesano—epadyucana buanzebpa je Xondgoea anrzebpa,

Mo jecm nose3aro—padyucana 6uar2ebpa uma jeduncmeeny, aHmunod.

JokA3. Hekaje H =@, ., H,. 3acBaky xomoreny kommnonenty H,, 3an > 0, gredbuHrIIIMO

JIeBH KOHBOJIYIIjCKU WHBeP3 S, Koju ojaroapa npecankasamwy Id. Ha ocaoBy Crasa 1.1.3,
3a n = 0 moxkemo gedunucaru Sy (1) := 1. IIpernocraBumo ga cmo geduHECATH AHTHIION
ST, 3a cBe ejleMeHTe CTeleHa CTPOro MamuX o n. LlomTo 3a cBaku ejleMeHT h cremeHa
n > 0 BaxKn

Ah)=h@1+Y h @ hs,

rje je creneH oj hy cTporo Mamu oj n, Kopucrtehu jeanakoct Sy * Id = ue mobujamo ma
je
Sp(h) - 14 Si(h1)hy = ue(h) = 0.

CXO,ZLHO TOME, aHTHUIIO/A SL Ha XOMOT'€HOM €JIEMHTY h crenena n ,ZLerI/IHI/IH_[I/IMO ca
SL(h) = E SL(hl)hg.

Ha crmuan nauwnn, nedunumemo u gecHn KoHBOMyInjcku nasep3 Sp. [Ipema Tome, Baxkn
na je Sp, = Sp jenMHCTBEHW KOHBOJIYIIN]CKH WHBEP3 3a mpecankaBame 1d. Q.E.D.

CtaB 1.1.5 ([40], Lemma 14, [14], Proposition 1.44.) IIpemnocmasumo da je (H,m,u, A ¢)
nosesano — epadycuana Xongosa arzebpa u nexa je ™ = Id —ue € Hom(HC, H*). Bastcu
caedeha jednarocm

S=Y ()" [mpo|r@r®---@7 | 0 Ay |. (1.1)

n>0 n

Jennakocr (1.1) je mosnara u kao gopmyaa Tareywuja.

10
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1.2 KBA3BUCUMETPUYHE ®YHKIINJE

Krazucumerpuune ¢dynkiumje ce npsBu myT mojaBswyjy 1972. romwue y pany ,,Ordered
structures and partitions” amepuakor maremarudapa Crennauja (R. Stanley), Bugern [37], u o
TaJa 3ay3MMajy 3HAYajHO MecTO y KOMOHMHATOPUIM ¢ OO3WPOM HA TO IITO CE jaB/bajy Kao
reseparopie QGyHKIHje pasHux KoMOuHaTOpHUX OOjekara. Amepuuku maremaruudap lecen
(I. Gessel) 1984. roaune yogau Xongosy anzebpy rkeazucumempuyHus GyHKULIQ, TEDMAHATIHIA
objekar y kareropuju koMOuHaTopaux Xomdosux ajnaredpu. OCHOBHA JuTepaTypa y W3Jaramy
Teopuje KBasucuMerpuanux dbynknuja cy [13], [14] u [36].

1.2.1 KOMIO3UIINIE U MAPTUIINJE
KOMHOBI/ILII/IJE n MAPTUIUJE CKVIIA

JeovHuinJA 1.2.1 IHapmuyuja ckyna X je xojeknuja P Henpa3zHux MOJACKYIIOBa cKyna X,
KOje HazmBaMo 0.40K06UMG, TAKBHX J@ C€ CBAKM eJIeMeHT CKyma X Hajga3u y TadHO jeqHOM
ostoky. Ckyn cBux mapTurnuja ckyna X o3HaduMo ca Pary.

3a mac he on moceGHOr uHTepeca Gutn ckynosu obiuka [n| := {1,2,...,n}, 3a n € Nj.
Hanomenumo na je [0] := () cxkyn xoju uma camo jeauy napruumjy P; = (. Cauuno, n ckyu
[1] = {1} uma camo jenmy maprunujy Py = {{1}}.

Cmupaunzosu 6pojesu dpyze epcme S(n, k) npencrapajy Opoj maprurmja ckyna [n |
pasBpcranux y k 6siokoBa. Ilpu ToMm, Baxku cienehn

CTAB 1.2.1 ©@opmynsa pexypsuje 3a Cmupaurzose bpojese dpyze 8pCme 2AGCU:
1. 5(0,0) = 1.
2. 8S(n,0)=0uS(0,k)=0,3an>1uk>1.
3. S(n,k)=k-S(n—1,k)+Sn—1,k—1),3an>1uk>1.

TABEJIA 1. Crupsunrosu u Bejosu 6pojesu.

{3} | k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 | B,
n=0 1 0 0 0 0 0 1
n=1 0 1 0 0 0 0 1
n=2 0 1 1 0 0 0 2
n=3 0 1 3 1 0 0 5
n=4 0 1 7 6 1 0 15
n=>5 0 1 15 25 10 1 52

JyrocroBenckn maremarnuap Josan Kapamara je 3a Ctupaunrose 6pojese S(n, k) kopuctno
O3HAKY {Z} Y ckaay ca THM, MOXKe Ce TOKa3aTH Jia Bazke cienehn maeHTuTeTn

Up=r=fp ez L2 0)

Beaos 6poj B, npejicrasiba 6poj CBUX HapTUIMja CKyHa [n ], TO ject

Bo= P = {ph+ b fod o 2

11
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Mozke ce mokasaTu ja BaxkKu ciegeha jeTHaKOCT

B, = nz_l <TZ>B

1=0

Heka cy Py u Py ase naprumuje ckyna [n]. Kaxemo ga je Py dunuje ox naprurnuje Po,
y 3amucy P; = P, yKOJUKO cy OJOKOBHU maprunuje P; MOACKYTOBU OJIOKOBa MapTHIlHje Ps.
Taga je < jenHa pejalyja MOpeTKa HA CKYIy CBHX HmapTuimja ckyma [n]. Hamomernumo na
je MHHHMAJIHH eJeMeHT y Tako mobujenoM mocety P, = {{1},{2},...,{n}}, a makcumarun
esleMeHT mapTunuja Prge = {1,2,...,n}.

JEOUHUIINIA 1.2.2 VKoIMKO cy OJIOKOBH HapTuiumje cKymna X ToTajHo ypeheHu, 3a HCTY
KazKeMo J1a je xomnosuyuja ckyna nan ypehena napmuyuja. Tlpm Tom, 3a ToTanno ypebheme
C1 < Cy < -+ < Cf Ha ckymy 6s10koBa ckymna X kopucrumo ozuaky C := Cy|Cyl - -+ |Cy.

[TPUMEP 1.2.1 Ckyny [2] moxemo npuapyzxutu naprunuje P; = {{1,2}} u P, = {{1}, {2}},
JoK cy oarosapajyhe xommosunmje C; = {1,2}, C; = {1}|{2} u C3 = {2}|{1}. 0O

Cxyn cBux xKomnosuiuja ckyna [n | oznauumo ca Compp,]. Kako ce k 6s10koBa napruiuje
ckymna [n| moxe Ha k! HauMHA TOTAJHO yPeAMTH, CJIeIH Ja YKyHaH OPOj KOMIO3HIHja CKyTa
[n] pasepcranux y k 610Kk0Ba oroBapa 6pojy {Z} - k!. Cxogno ToMe, 6pOj CBUX KOMIIO3UITH]A,

cKyma [n | usHocu
"\ (n
{C’omp[n]‘ = E {k‘} -kl

k=0

Heka cy C; u Cy nBe komuosunuje na ckyiy [n]. Kaxemo na je komnosunuja C; duruja o
kommosunuje Co, v o3Hamu C; = Cy, ako u caMmo cy 00koBu kommnosunuje Co yHHje CyCemaHuX
osokoa kommosutuje Ci. Tako meduHMcana penannja = je jegHa pesamnuja mopeTKa Ha CKYILy

Compy,).
/ {1,2,3} \

{1}1{2,3} {1,2}({3} {2}{1,3} {2,3}{1} {3}{1,2} {1,3}{2}
{1H{2}{3} {2F{1}{3} {2}{3} {1} {3H{2} {1} {33{1}3 {2} {1r{3}{2}
CiukA 1.1: Xaceos jgujarpam nocera (Comps), =)

Komnozuruju C = C1|Cy| - -+ |Cy, € Comp,) MOXKEMO jeJIHO3HAYHO IPUAPYZKATH 3aCMAEY

Fe nodckynosa ckymna [n], koja je onpehena ca

Fo : 0=FR CRCFC---CF=[n], meje F:=|]C.

j—1

Kaxemo na je 3acraBa JF duruja on 3actaBe JFo, y o3Hamm F; =< Fo, aKO je KOMIIO3UIT]jA
Cr, dunmja on xkomnozunyje Cr,. Taga je =X jenna pesanmja HopeTKa Ha CKYMY CBHX 3aCTaBa
MOJICKYTIOBA CKYyTIa [n].

12



[JIABA 1. KOMBUHATOPHE XOII®OBE AJITEBPE

KOMIIO3UIIMIE U MMAPTULINJE IPUPOIHOT BPOJA

JAEonHUTINIA 1.2.3 Komnosuuyuja® o = n npupodnoz 6poja n dystcune | je ypehena [—ropka
npupoHuX Opojea v := (ay, (g, ..., (y) 3a KOjy Baxku caeneha jegrakoct

a1 +ag+ -+ o =n.

Ckyn cBUX KOMIIO3HMIIMja IPUPOIHOT Opoja n o3nauumo ca Comp,, a ca Comp obere:kuMo
yarjy U, en, Compn. 1lponssosbnoj koMmosumuju npupoaHor 6poja n a = (ai, ay, ..., ) Fn
MOYKEMO MPUIPYKATH CKYN NAPUUJGAHUT CYMQ

D(a) :={ay,on +ag,...,00 +ag+ -+ a1}

OBo mpuIpyKuBame MpeJcTaB/ba OUjeKknujy miMely KoMmosuiuja MpupogHOr Opoja n u
noJIcKyToBa ckyna [n — 1], na 3akmyuyjemo ga je |Comp,| = 2"~!. Hanomenumo jour ga je
Opoj KomTo3uInja Opoja n ay:KuHe [ jeTHaK (7__1 .

3a komnosunujy o € Comp, KaxKeMmo Ja je dunuja ox as € Comp,, WINTH Qg je 2pybima
om «ai, ako um camo ako je D(as) C D(ay). ¥ TOM ciydajy, KOPECTAMO O3HAKY ] = Qp.
[Iperxoana pesamnuja je jeana pesnanmja moperka Ha ckymy Comp,.

Tako je, Ha mpumep, XaceoB aujarpaMm mocera Ha ckymy Comp, IpHUKa3aH ca JieBe CTpaHe,
JIOK CY Ha JEeCHOM JiHjarpaMy HIpPUKA3aHU OJroBapajyiu CKyIOBH ITapIHjaJTHIX CyMa.

(1,1,1,1) {1,2,3}
(1,1,2) (2,1,1) {1,2} {1,3} {2,3}
| X X | X X |

(1,3) 3.1) {1} {3}

TN

CnukA 1.2: Xaceos gujarpam mocera (Compy, <) u oqropapajyhnx mapnmjagHux cyMa

Obpryma xomnosuyuja rev(a) Komuosuiuje « je oxpehena ca
rev(a) = (ay, ..., a9, ay),
JIOK je Had068e3u6are U ckopo—Had08e3usarve kKomnosuyuja nedpuancano Ha ciaegehn nHadmn:

a-fi=(,...,0,01,...,0s) u a®pf:=(ag,...,0_1,0+ b1, P2, ...,0).

YKOIMKO 33 KoMIosunujy o = (aq,ag,...,0q) = n Baxku jom u ag > ag > --- > o > 0,
UCTY HA3UBAMO NAPMUUUjoMm npupodnoz 6poja n v o3HadaBamo ca o = n. CKyI ¢cBUX DapTUImja

HpUPOIHOT Opoja n o3HauuMoO ca Par,, a ca Par obejiezKuMO YHHU]Y UneNo Par,.

[TPuMEP 1.2.2 Ilaprunuje npupoanor 6poja 4 cy (4), (3,1), (2, ) (2,1,1) m (1,1,1,1), nok
cy Kommosunuje ucror 6poja (4), (3,1), (2,2), (1,3), (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2) u (1,1,1,1).

3Kaskemo 1 Ja je o KOMIO3HIHMja IpuposHor 6poja |af := n.
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1.2.2 MOHOMMJAJITHE KBASUCUMETPUYHE ®YHKIINJE

[TpernoctaBuMo 112 je 6eCKOHAYHE CKYTI TIPOMEHJBUBAX X = (7, Tg, X3, ...) TOTATHO ypehen
cax; < Ty <x3<--- HHeKa je a = (a1, ao, ag ...) € NI ypelenn nus npupojaux 6pojesa
ca KOHAQUIHHUM OpojeM HeHyia eeMenara. edurunmmo morom X, crenena deg(x®) ==Y . ay,
Ha cjenehyn HayuH

x* = fo“
1

Hexa je R(x) anzebpa dopmarnux cmenenuz pedosa f(X) =Y coX*, Tae ¢y Koedbunujenrn
¢o w3 nosba K oepanuvenuxr cmenena. Ipyrum pednma, moctojun Heko orpanuyeme d(f) TakBo
na je ¢, = 0 ako je deg(x®) > d(f).

JIEovHUIMIA 1.2.4 Aszebpa keasucumempuyunus dynryuje QSym na ckyny X = (1, T, .. .)

je K—momanrebpa anrebpe R(X) Koja caJp:Ku OHE eJleMeHTe KOju UMajy ucre KoeduIiujeHTe y3

MOHOME 3! i -+ -yl WG Gt - 2], Kam TO Y CKyMy X BasKn
1<l < -+ < " g1 < go < - < g

Jenny 6a3y KBa3uCuMeTpUIHUX DYHKIH]a THHE MOHOMUJAAHE KBA3UCUMEMPUIHE DYHKUUTE,
neduHICAHE Ca

PO a1, (0%
M, = g A R
11 <ig<---<i]
e je a = (ay, a, ..., q) € N! komnosumuja mpupognor 6poja. Y ToM ciIydajy, Kaskemo Ja je

mMonoMmujasiHa byHrnuja M, undexcupara kommosuiujoM . [ToceGHO, YKOTHUKO je o = n, CKyT
{ M, }aecomp, auan K—6a3y 3a QSym,,, K—BeKTOPCKH IPOCTOP XOMOT€HHX KBA3HCHMETPUIHHX
dyukmuja crenena n. Cxogno rome, QSym je jeana rpajgyuncana K—anaredOpa KOHAYHOD THIIA,
TO jecT

QSym = @ ASym,,.

n>0

Taxo, Ha npuMep, MOHOMHEjaIHEe KBasucuMeTpudHe PyHKIHje Koje duHe 0a3y 3a QSyms riace:

Mg = ai+a3+xi+-- Mgy = a3xy+ alws + adws + -
M(LQ) = xlx% + xlx% + 1’21'% + e M(1,171) = T1X2%3 + T1T2Ty + XoX3Ty + « -~

[Mocmarpajmo 1ipousBosbHe KoMIo3unuje o = (g, o, ..., ) u f = (B, Bay ..., 0s), y3 10

u tpu jganna (ip < is < -+ < 4), (J1 < Jo < -+ < js) m (ky < k2 < ---). Muoxeme

m: QSym ® QSym — QSym je Ha MoHOMUjaJHO] H6Aa3W 33/1aTO CA

M- My =Y My,
f

rjie je cyMa 110 CBUM IpupojanuM Opojesuma p € N U cypjeKTHUBHUM IpeC/IMKaBambuMa

fr(i<ia<--<i)U(1<jo<-<Js)r (b1 <hka<---<kp)

Koja uyeajy ypeherwe?, rue je wi(f) = (wt1(f),. .., wt,(f)) koMnosunuja 6poja TakBa 1a BakKu
why = Y @ Bo.
i €f " (km) Ju€f 71 (km)

4Kazkemo ma npeciukasame f uyea ypehere ako 3 x < y caemn f(z) < f(y).
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[JIABA 1. KOMBUHATOPHE XOII®OBE AJITEBPE

Y  TepMHUHOJOTHjU KBA3UCHUMETPUUHUX (DYHKIH]a, TOpe OIUCAHO MHOXKEHe 30BEMO H
KBA3U— WAPA MHOHCEIHE.

ITPuMEP 1.2.3 Ilpoussos kpasucumerpudanux dyuknuja Moy u Mz 3) je jennak

= (2323 + 2303+ wyadad + ) + (232 + plweal +adad )
+ (2323w3 + wfay + 2575 + )

= M3 + M3z + Mgzi3) + Mo + Mggs). 0O

Hanaspe, kBazucumerpuane dyukiuje QSym MOKEMO pa3MaTpaTi U Kao jeJHy Koaaredpy.
Tama je komuaOKeme A @ QSym — QSym ® QSym pedunucano ca

l
AMy) = ) Moo @ Mayay =, Mz M,
k=0 (B17) : By=a

Hapasno, KoMHOKeme A je KOacolujaTuBHO, jep 3a cBako M, € QSym Baxkn
(A@1d)o A)(M,) = ((Id® A)o A)(M,).
ITpPUMEP 1.2.4 A(M(1’2’3)> = M(172,3) ® 1+ M(Lg) X M(g) -+ M(l) X M(273) +1® M(1’273). 0

Jaspe, kKojemununy € : QSym — K nedununmumo Ha ciaegehin HaunH

1, a=/(),
0, wuHaue.

e(M,) := M,(0,0,0,...) = {

JacHo je ga cy A u e mopdusmu aaredpe QSym, mro nocebHO 3HAYM Ja je ucTa duaarebpa.
Taxobhe, 6uanrebpa je w mope3ana u rpaayucana, na npema CraBy 1.1.4 owhe ga je QSym u
jenna Xormdosa anrebpa. [Ipermusnuje, Baxku cieaeha

TEOPEMA 1.2.1 ([14], Proposition 5.8.) Auxeefpa xeasucumempuunur dynrkyuja QSym je
noeezana u zpadyucana xKomymamusena Xongosa arzebpa KoHauHO2 MUNA.

[Mpumenom Takeyuujese popmysie ce Mozke nokasaru Ja 3a anturoxn S : QSym — QSym
Baxku cjejeha Teopema.

TEOPEMA 1.2.2 ([14], Theorem 5.11.) Axo je o = (aq, g, ..., q) € Comp,, mada je

S(Ma) = (-1)" Y M,

yeCompn,
rev(a) <

ede je cyma no ceum Komnosuyujama xoje cy 2pybme 0d rev(a), obpryme Komnosuyuje Koja
0020840 KOMNOSUUUJU (L.

IIruMmEP 1.2.5 S(M(ng)) = —M(37271) — M(571) — M(gyg) — M(6). 0
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

1.2.3 CUMETPUYHE ®YHKIINJE

[Moncernmo ce ma 3a dyakuujy f € R(X) KaxkeMo Ja je KBa3UCHMETPHIHA aKO HMa jeTHAKe

: al a2 [e%} ol a9 ap . . .
KoedunujerTe y3 MOHOMe T '@, ? «--x;' W x5 @7 - xyl, Ka roj Baxku ip < ip < -+ < H
g1 < jo < -+ < j;. llocebno, ako cy koedunujeHTH jeHAKH 3a OUI0 KOJjU HU3 PA3IUIHTHX

npuponuux OpojeBa {ii,ia, ..., 4} u {Jj1,7J2,...,5} mobujamo XomdoBy mnomaaredbpy Sym
Xondose anaredbpe QSym. [Moganredbpy Sym HA3UBAMO GA2E0POM CUMEMPUYHUL DYHKUUIA.

Haname, ca A(a) O3HAYNMO NApPTHUIUjy KOja HACTAje pa3BPCTABAEM KOMIIOHEHTH
kommosunuje « y onaxajyhu mm3. Tako, ma mpumep, kommozunuju (1,1,3,1,2,3) oarosapa
naprunuja (3,3,2,1,1,1).

Jenny 6a3y cumeTpudIHUX (DYHKIHjA YHHE MOHOMUJAAHE CUMEMPUYHE PYHKUUjE
my = Z xg\llxg\j--x;\ll = Z Ma,
i17ia iy Aa)=A
riae je A = (A1, Ag, ..., A;) mapTunmja HEKOr MPUPOIHOT Gpoja.
Ckynt {mjy}repar, Tpeacrasba jenny K—6asy 3a Sym,,, K—BeKTOPCKH TPOCTOP XOMOTEHUX

cumerpuunnx dpyuknuja crenena n. llpema Tome, Sym je rpaayucana K—anrebpa konaaxor
THUIIA, TO jecT

Sym = @Symn.
n>0
Ilpuverumo ga je my = My u m@y = M(). Monomujanne cumerpudne (pyHKIHje Koje
quHe Oa3y 3a Symsg riace:
ma = 1'213_'_‘%%—’_1%_'_"' = Mg,
m(271) = I%SL’Q -+ I%ﬂfl -+ I%Ig -+ I%Il S = M(LQ) + M(Q’l),
ma1,1) = T1T2T3 + 10904 + T1T3T4 + ToT3Ty + -+ = M(17171).

ITope MOHOMUjATHUX CUMETPUYIHUX (DYHKIM]jA, BEJIUKY TPUMEHY UMA]y W:

1. cmenene cumempuune pyrruyuje nepunucane ca
Px ‘= DPxiPxs s "Dy, TAE JE Dy, 1= M())-
2. eaemenmaphe cumempuune Gyrxyuje nedunmucane ca

ex 1= exnen, -y, THeje ey =ML, )
~——

Ag
3. KOMNAEMHO—TOMOZEHE CuMempuuHe Pynrkuyuje neduHUCAHE Ca

h)\ = h)\lh)\Q'“h)\l, I‘,ZLeje h)\i = Z me.

'yePar)\i

[TPUMEP 1.2.6 3a maprumumjy (2, 1) Baxke caeaehe jennakocTu:
p(271) (x%+x§+...).(xl+x2+...):m(3)+m(271)7
€(2,1) = (SC1$2 + 2123 + -+ ) : (131 + X9+ ) = Mmy2,1) + 3m(1,1,1)7
hey = (P4 oi 4 Fma s+ ) (oot o-r) = ms) + 2mey +3may. o
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[JIABA 1. KOMBUHATOPHE XOII®OBE AJITEBPE

1.2.4 OYHIAMEHTAJIHE KBA3MCUMETPUYHE ®YHKIINJE

Hpyry 6utHy 6a3y mpocTopa KBasHCHMeTpUIHUX pyHKIHja QSym unHe dYHIaAMEHTATHE
kBazucuMerpuune dpyukiuje. Takohe, mcre npeacrapmbajy u clenujagal caydaj eHymepamopa
P—napmuyuja, o vemy he neraspauje 6utn y ciaenehoj cexnuju.

JEoVHUIMIA 1.2.5 3a kommozunujy o« € Comp, @dyndamenmarta K8a3UCUMEMPUIHA
dynryuja L, € QSym je nedbunucana ca

Lo == Y M
peCompy,
Bl
Tako, Ha npumep, Baxke ciejehe jeTHAKOCTH

Laa..ny = Maai,..ny u Ly = Z Ma.

aeCompn,

Jacno je ma {La}accomp npeacrasma jeany K—6aszy 3a Xomndosy aarebpy QSym, jep ce
MOHOMHjaIHA KBazucuMerpudna pyHkimja M, MoxKe NPUKA3aTH Ko JIMHEApHA KOMOMHAIIH]a
dbynmamenTaganux GYHKIHja, T TO

M, = Z (_1)1(6)—1(Q)L6_

BeCompn,
B2

[Ipumerumo ga ce M, 3a o € Comp,,, MoxKe 3anucaru y cjaemehem o0JIHKY

— E a1 ,.00 oy — E e
M, = LR o = Ty Tiy X, -

i1 <ig<-<iy i1 <in<-<in
1;<ij41 aKo m camo axo jED(a)

VY Be3u ca 0BHM MOCIeIBAM, UMaMo ciienehin

CraB 1.2.2 ([14], Proposition 5.17.) 3a a € Comp,, easicu

La = E Lij1 Ly ** = Ty, -

11 <1< <ip
1;<ij4+1 ako jED ()

Pazmorpumo cajia Oamxke mMHOXKeme gyHIamenTagHnx dyHknuja. Hawmme, Heka je w =
(W <wy < -+ < wy) jenan jganarn Ha ckyny [n]. Ckyn gedunucan ca

Des(w) :={i:w; >z wir1} C{1,2,...,n— 1},

HA3UBAMO CKYN CUAQCKG JaHTa w. Jlaske, HeKa ¢y o = n u [ = m KOMIO3UIHje TPUPOIHUX
opojeBa n u m. Ca w, o3naunmo janar Ha ckymy {1,2,...,n} takas ga je Des(w,) = D(a),
a ca wg JgaHai Ha ckymy {n + 1,n + 2,...,n + m} 3a koju je Des(wg) = D(B). Cmmuno,
YKOJHKO je w jellaH JaHal Ha cKymy [n], ca v(w) 03HAYMMO KOMIO3UIK]Y CKYIa [n | TakBy Ja
je D(y(w)) = Des(w). Taza je

Lo-Ls = Y Lyw.

wEwWa||wg

e W € W, ||lws o3madaBa ganar #a ckymy {1,2,...,n+m}, 3a koju Baxn (i <, | = i <y, Jj)
n(k<w, = k<ul).

17



KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

ITPUMEP 1.2.7 Jlanam koju oarosapa dynaamMenTaqnoj byHKIuju L 1y, 01HOCHO L (o), r1acu
= (2 < 1), omnocno wg = (3 < 4). IIpema Tome,

Lany - Lo = Z L) = Lya<i<s<a)y + Ly<s<i<a) + Ly3<2<1<a)
we(2<1)|[(3<4)

+ Ly2<3<a<1) + Ly3<2<a<1) + Ly3<a<a<)
= Lag) + Lo+ Laag + Lieay +Lagny + Loy o

Hapagmo, npeoctaje ja ce objaciu kako komaoxkeme A : QSym — QSym® QSym nejcTByje
Ha PYHIAMEHTATHO] Oa3H.

A(Ly) = > Ls® L.

By=a wm BOy=a
ITPuMEP 1.2.8 Vrepaumo aa A(L3)) usnocu
1® L) + Ly ® Lag) ® Lg) @ Lisy + Ly ® Loy T Ley ® Ly + Ly @1 g
CtaB 1.2.3 ([14], Proposition 5.23.) 3a xomnosuyujy o € Comp,, easicu caedeha jednarocm
S(La) = (~1)" Lty
ede je w(a) € Comp,, maksa da je D(w(a)) ={1,2,...,n— 1} \ D(rev(a)).

[TpuMEP 1.2.9 Tlocmarpajmo xkommosunujy « = (5,2,3) € Compyo. Tana je rev(a) = (3,2,5)
u D(rev(a)) = {3,5} C [10 — 1]. ¥YrBpaumo aa je omma D(w(a)) = {1,2,4,6,7,8,9}, To jecr
w(a) =(1,1,2,2,1,1,1,1). IIpema npeTxXoJHOM CTaBY 3aK/bydyjeMo Ja je

S(L(5,2,3)) = (_1)10[/(1,1,2,2,1,1,1,1)- |

1.2.5 P—IIAPTUIIUIA

HEOVMHULMIA 1.2.6 Osnauenu nocem je naprujaano ypehed ckyn P Ha HEKOM KOHAYHOM
ckyny neanx opojeBa. Tama, 3a dyakmujy f : P — N kaxkemo ga je P—napmuyujae yKOIHKO
3a/10BOJbaBa yCJIOBE:

1. akoje i <p j ui <z j, ragaje f(i) < f(j) u
2. ako jei <p jui >y j, ranaje f(i) < f(j).

[Tocebno, 3a mocer P kaxkemo ga je dobpo o3nauer YKOJHUKO U3 ¢ <p jJ CAECIH ¢ >z j. Y TOM
caydajy, dyHknuja f je jenra P—mapTunmja ako m caMo ako

i<pj = f@)<fQ) (1.2)

Ckyn cBux P—napruruja f ozwaunmo ca A(P). @ynknuja nedunncana ca
Z THOTH@) T )

je enement anrebpe K|[x]| := K[[z1, x2, .. .]]. [Ipu ToMm, ucTy HAZHBAMO U JeHUM €HYMEPAMOPOM
P—napmuuyuja.
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[JIABA 1. KOMBUHATOPHE XOII®OBE AJITEBPE

CTAB 1.2.4 ([14], Proposition 5.18.) Axo je w = (w1 < wy < -+ < wy) AaHay, Pyrryuja
F,(X) 3asucu camo 00 ckyna curacka AGHUQ w, Mo jecm

Fw(x) = La(w)a
ede je a(w) € Comp,, komnosuyuja makea da je D(a(w)) = Des(w).
JIOKA3. VTBpANMO Jia Baxku cJjejeha jegHakocT

F(x) = Z Lf(wr) Lf(wa) " L f(wn)
fe AP

Hawnme, P—maprunuje cy wuszosu f(wy) < f(ws) < -+ < f(w,) Takeu ga 3a i € Des(w)
Baxku f(w;) < f(wiy1). Ipumenom Crasa 1.2.2 uMaMO TpazKeHY jeTHAKOCT. Q.E.D.

ITPUMEP 1.2.10 Heka je w = (4 <2 <5 <1 <6 < 3) u Des(w) ={1,3,5}. ¥V tom caryuajy,
KOMIIO3UIHja <, 3a Kojy je D(a) = Des(w), rnacu a = (1,2,2,1).
Fu(x) = > T@)Tf2)Tf(5)TF(1)TF(6)Lf(3)
FA<FRQ)SFB)<FM)<F(6)<f(3)

= E Tjy TjyLijgLijy LigLig
11 <t9<i3<ig4<i5<ig

= La221) = Muz21) + Maiazn + Moz, + Mo 0
TeoPEMA 1.2.3 ([13], Theorem 1, [14], Theorem 5.19.) 3a osnauvernu nocem P umamo

caedehy jednarocm
Z Fu Z Lo

weL(P weL(P

ede je L(P) ceyn ceuz auneapruz pawuperva nocema P.

[TPuMEP 1.2.11 Ilocmarpajmo mocer Py u mobpo o3naden mocer Ps.

f12) f2(2)
< <
fi(4) fi(1) f2(1) f2(3)

IN
A
N
N

f1(3) f2(4)

CnukA 1.3: Py—maprumnuja n Po—naprumnmja

[IpumeTuMoO j1a je CKYII JIMHEAPHHUX palluperba moceta Py
LP1)={B<1<2<4),B3<1<4<?2), (3<4<1<2)}.

IIpumeHOM TpeTXOjHE TeopeMe, gobujamo aa je Fp (x) = L3 + L2y + L. Cimuno, 3a
100po o3HaueH mocer Py Baxku

L(Py)={(4<3<2<1),(4<3<1<2), (4<1<3<2)},

OlaKJI€e UMaMO Ia je Fp2 (X) = L(l,l,l,l) + L(1,172) -+ L(17271). O
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[Tpermocrasumo ma je F,(x) = L,, 3a HeKy KoMmosuiujy « = n. Taga je
Des(w) = D(a) ako u camo ako  Des(w) = D(w(a)),

rae je w dyaaru aanay® Manna w. JIpyruM pednMa, ako I ¢aMo ako je Lo = Ly(). Crora,
npumeroMm Crasa 1.2.3 mobujamo caenehy jeaHakocT

S(Fu(x)) = (=1)" Foer(x).
Ha 3nauaj nperxojine jenakocTn ykasyje u ciaejeha mocseania.

[Hocnemuna 1.2.1 3a osnavwenu nocem P na cxyny {1,2,...,n} sasrcu
S(Fp(x)) = (=1)" Fpon (x),
2de je PP dyaanu nocem nocema P.

[TPuMEP 1.2.12 3a mocere Py u Py, u3 IIpumepa 1.2.11, ogroBapajyhu ayaJau mocetu cy

CnukA 1.4: P{P—naprunuja u Po® —naprunuja

u jour Baxkn S(Fp,(x)) = (—1)*(La2) + L) + L)) Candno ce MoxKe moKasaTu jga je
S(Fp,(x)) = (=1)"(Lay + L) + La)- m

5 JTyaanu aanay, tanna w = (w; < wy < « -+ < wy,) Aedurummmo ca woP = (W, < -+ < wy < w1).
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[JIABA 1. KOMBUHATOPHE XOII®OBE AJITEBPE

1.3 KOMBUHATOPHE XOII®OBE AJITEBPE

CenamjeceTux TOJMHA HPOILIOr BEKa aMEPUYKH MaTeMaTHYap, UTAJIUjaHCKOD ITOPEeKJIa,
Haun—Kapsio Pora (G. C. Rota) je nponarrao npumeny XormdoBux aaredpu y KOMOHHATOPHIIH.
ITocebno, Xomdona ajirebpa Ha KOHAYHO—TI'PA/LyUCAHUM HOCETUMA j€ MOCJIYKHJIa 38 HAJIAKEHHe
NpUMeHa W y KOMOWMHATOPDHUM WHBapHjaHTaMa KOMIIO3UIMja, MapTUIlFja, rmocera, rpadosa,
MaTpOnAa, MOJUTOIIA.

JAEovHUINIA 1.3.1 Kombunamopna Xongoea anzebpa je mnap (H,(), tme je H jemma
OBE3aHO—I'PAJYNCAHa U aokaano—konauna® K—Xomndosa anrebpa, a ¢ : H — K xapaxmep,
TO jecT Mopduzam aaredpu:

1. ((1y) = 1k,
2. ¢ je K—juneapHo npec/jinKaBame,
3. ((h1hs) = ((h1)C(ho), 3a cBe hy, hy € H.

Ha mpumep, nedunuimumo kapakrep (g : QSym — K ca

gQ(f<X>) = f(l,O, 0,.. '7)'

JacHo je nma tajia Baxku ciejeha jeanakoct

1, akoje a= () nam a = (n) 3a HeKO n,

Co(Ma) = Co(La) = {

0, wuHaue.

TeOPEMA 1.3.1 ([2], Theorem 4.1, [14], Theorem 7.3.) 3a ceaky wombunamopny Xongosy
anzebpy (H, () nocmoju jeduncmeeny mopdusam

v (H,¢) = (QSym, (o).

Mopdusam VU je, 3a ceaxo h € H,, odpehen ca

U(h) = > Calh)M,, (1.3)

acCompn,

30 a = (ay,qo,...,00) Uy :=C®omyol_: H, - K, 20ejenm,: H - H, ®--- ® H,,
KAHOHCKA NPOJEKUUIA HA TOMOEHE KOMNOHEHTE.

[TpuMEP 1.3.1 Hexka je (QSym, () komGuuaropua Xondosa ajaretpa, rie je ( HpOU3UBOHHA
kapakrep. Tana, 3a «, f = n Baxu

(M) = {€<M51)<(Mﬂ2) (M), axoijea =B,

0, uHaue,
rie ¢y B, Ba, ..., Bs Komnosuinuje takee jia je f = [y - Bo -+ s (HaJ0Be3UBake KOMIIO3UITH]jA)
ua=(|fi],]5l,-..,|Bs]). ¥ Tom cayuajy, bopmyaa (1.3) rracu
V(M) = Y C(Mg)¢(Mg,)---((Mg,) Mp, | ......)) O
B=PB1-B2-+Bs

6Xondosa anrebpa H = &,,>0H,, je aokasno—ronauna axo je csako H,, konaune jumensuje.
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[JIABHA CHELMJAJIU3AIIAIA

Aure6pa mosmroma K[m| je Xomndosa anrebpa. [Tpu Tom je m npumumuehu esemerm, mro
3HAYM JIa 33/I0BOJhaBa ciaenehe jeaHakocTH

Am)=1@m+m®1l, ¢m)=0 u S(m)=—m.

Kaxko je K[m| komyTrarusHa anrebpa, 3a ceaku moaunoMm g(m) € K[m| Baxu u

Tuwme je K[m| jenna Xomndosa anrebpa. ¥ tepmunoaoraju XomdoBux ajarebpu, HCTY HA3HBAMO
burommom Xongdoeom arzebpom.

JAeounutiniA 1.3.2 3a f(x) € QSym u npupoman 6poj m € N, ca ps'(f)(m) ozmaammo
eJIeMeHT JIOOUjeH 24G68HOM CNeUUJaAIUSAUUIOM

ps'(f)(m):= f(1,1,...,1,0,0,...).

——
m
To mocebHo 3HAYM j1a 3a KOMIO3UNHjy o = (g, Qa, ..., q) € Comp,, BaxKu
1 _ _ § o1 oy
pS (Ma)<m)—Ma(].,]_,...7].707...>— [l’ll "'.ri]]x1:$2:...:$m:17
—— . . Tl =Tyl =-=0.
> 1<iy <--<ij<m Fm1 = Tm+1 0

0JIaKJIe 3aKJBYUYjeMO Ta je
m
ps'(M,)(m) = (l) (1.4)

[Tocebuo, Ha OCHOBY HpETXO/HE jeJHAKOCTH JePUHUIIUMO IVIABHY CHENUjaJn3alujy U 3a
m = —1 ca

ps' (001 = () = (-

ITomrro je { My }accomp 6a3a Xomdose aarebpe QSym u (Tl”) HOJIMHOM II0 HPOMEHJBUBO] 1M
crenena | < n, ciemu ga je 3a cBaky Gyukunjy f(x) € QSym,, nomunom ps!(f)(m) crenena

HajBUIIIE N.

ITpumenom Crasa 1.2.2 gobujamo jga 3a kommosunujy a € C'omp, BaxKn

pst(La)(m) = Lo(1,1,...,1,0,...) = > [, iy T oy =an == = 1,

1321<~~-<2"§m m+1 m—+1
i <ip+1 axo k€D(a)

={1<h<p<--<jp<m-—I1+1},

oJlaKJIe CJeJIA Ja je

sz = ("7, (1.5)

n
Jlaspe, T1aBHa crienujasn3alnja 3a pyHiaMenTaany KpazucuMerpuany Gyukujy L, um = —1
je onpebhena ca:
n—1—1
ps'(Ly)(—1) := ( N )
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CTAB 1.3.1 ([14], Proposition 7.7.) 3a npecauxasare ps' : QSym — K[m] sasicu:
1. ps! je Xongos mopdusam y burommny Xondosy anrzebpy.

2. 3a ceaxom € Z u f € QSym saotce caedehe jednarocmu
() =ps'(H)m) u ¢§T(f) = ps'(S(f)(m) = ps'(f)(—m).

3. Ba wombunamopny Xongosy anzebpy (H,() u npouzsonno h € H,, mnosunom
ps'(U(h))(m) € K[m] je cmenena najeuwe n, u jow je

¢™"(h) = ps' (T(h))(m).

JToKA3. 1. Ilpe cBera, npecaukasaie ps' je Mopduzam anrebpu. CaMa nposepa je pyTHHCKe
npupose. Ja 6ucmo nokazaian ja je ps' Mopduszam Kosarebpu, 10B0JbHO je YTBPANUTH J1a,
3a cBako My, Baxku Ao ps! = (ps! ® pst) o A. Hanwme, nexa je a = (ay, as,...,q) | n.

l l
m m
(95" p8%) 0 A)(M) = 308" (M) 05 Moo = 3 (1) ().

k=0 k=0

C npyre crpane, kopucrehu Bandepmondos udenmumem

A+ B A B
(7))
Jjodujamo cienehy jeaHakocT

emn-s(3)- ("*11177) £ 1))

22(7@@(52)'

Cxoano ToMe, ps! je jesan Mopduzam XondoBux ajaredpH.

2. Kako je Co(f) = f(1,0,0,...), To 3Ha4m na je

C5"(f) = ¢8™ o Apmor f(x) = ¢&™ (F(xM,xP, .. x(m))

_ (1) (2 (m)
- [f( y Xy X )}z(ll): A= g"):l ngl)— ;2)—-~— ) — zaj # 1.

) ==

= f(1,0,0,...,1,0,0,...,...,1,0,0,...) = ps*(f)(m).

Kopucrehu Iocnenuiy 1.1.1, 3ak/pydyjemo aa je

S = (7)) = oo Sy = ¢S
= ps!(S(/))(m) = S(ps'(/))(m) = ps'()(~m).

3. Ilpumenom Teopeme 1.3.1, CraBa 1.1.1 u nperxoaHe Tayke I00HjaMoO 1a je

¢ (h) = (Co 0 W)™ (k) = (¢5™)(¥(h)) = ps' (¥ (h))(m).
Q.E.D.
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

1.3.1 PoTuHA XOII®OBA AJITEBPA

Kazkemo 1a je Op munumasru esemenm, OIHOCHO lp je maxcumaanu esemenm, mocera P
ako 3a cBako = € P Baxkm 0 <p z, ogmocro = <p 1. Hamaspe, mocMaTpajMo caMo OHe moceTe
KOJU MMajy M MUHUMAJHU U MAKCUMAJHU €JE€MEHT. YKOJHMKO je jOIlI U CBAaKU MAaKCHUMAJIHU
gaHan y mocery P ucre my:xwune, pehn hemo na je P jeman epadyucanu nocem.

Y ToM ciayu4ajy, jeIWHCTBEeHO je oapeheHo mpeciamkaBame r @ P — N koje HaszmBamo
pane Ppynryuja nocema P. Hamme, 3a x # Op Bpemmoct dbyukmuje r(x) oaroBapa IyKUHU

MakcumaJtHor Jianima o Op 10 o, oK ce Bpejgnoct dyuknuje r y radku Op jedunuiie ca
r(0p) := 0. IToce6Ho, 3a 6poj r(1p) KOpucTUMO 03HAKY 7(P).

Hame, nedunummmo unmepsan [z,y| Ha cieneliv HauwH

[T,y ={z€V : 2 <p 2z <puy}

HeonHuiiniA 1.3.3 Ilocetu Py C V) x Vi u Py C Vo X Vi cy udomopgriu, u numemo Py ~ Py,
yKOTHKO mocToju oujeknuja f : V3 — V5 TakBa qa x <p, y ako u camo ako f(z) <p, f(y).

[Ipumerumo 1a je ~ jeaHa pesalyja eKBUBAJEHIMje Ha CKyIy ¢Bux mnocera. Omrosapajyhe
KJIACe eKBUBAJIEHIIN]Ee 30BEMO U KAACAMA U30MOpPHuT nocema. Jlabe, Heka je R BEKTOPCKHU
npocTop HaJ nojbeM K Koju caJipKu cBe JiMHeapHe KOMOWHAIMje n30MOPMHUX Kjaca MmoceTa.
Tanma je R jenna nmoe3aHa W rpajayucana Xomdosa aarebpa. MHOXKeme U KOMHOXKEHmE Cy, V
TOM CJIy4ajy, AehpUHUCAHH €A

Pi]-[Po] =[Py xPo] 1 A(P):= > [0p,2]® [z, 1p],

Op<z<ip

rie je Py x Py o3naka 3a JlekaproB mpou3Boj, mocera, JIOK je KOjeMHUIA 3aJaHa Ca

e([P]) =

0, wunaue.

{1, aKo je Op = 1p,

CTAB 1.3.2 ([14], Proposition 7.11.) Anmunod S je y Xongosoj areebpu R odpehen ca

S(P)) = Z (-1 Z (w0, x1] - [w1, 2] - - - [Th—1, wi].

k=0 Op=zo<z1<-<zKp=1p

Hanasme, mocmarpajmo kapakrep ¢ @ R — K koju je medbwunucan ca (([P]) := 1, 3a cBaku
nocer P. Tana je nap (G, ¢) jenna kombunatopua Xomdosa airebpa Uy TEOPUjH je TO3HATA KO
Pomumna Xongosa anzebpa. llpumenom Teopeme 1.3.1, 3aK/bydyjeMo Ja MOCTOJU YHUBEP3ATHA
mopduzam W : (G, () — (QSym, (o) u jour Baxku ciejeha reopema.

TEOPEMA 1.3.2 ([14], Theorem 7.19.) Hexa je P epadyucanu nocem pawea r(P). Tada je
spednocm yHusepaarnoz moppusma WV jednara

V(P = D fo(P)Ma,

alEr(P)

ede xoepuvujenm fp) odeosapa bpojy aarava Op <p 21 <p -+ <p Ts <p lp maxsuz da je

{r(z1),...,r(xs)} = D(a).

"D(a) je ckyn napmmjamaux cyma xKommosunuje o = r(P).
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[JIABA 1. KOMBUHATOPHE XOII®OBE AJITEBPE

Oyuxmuja V([P]) je mosuara u kao Epunbopzosa keasucumempuuna GyHKUUja 2padyucanus

nocema (Buzern [9]).

JIeovHuinJA 1.3.4 Heka je P jemanm rpajyucanm mocer Ha cKymny Temena V.
Pane—zenepamopna dpynxuyuja RGF(P,q) je nedunucana ca

RGF(P,q) := qu(“”),

zeV

JIOK je dema—noaunom Z(P,m) onpehen na cienehu nauun
r(P)—1

Z(P.m) = Y < mn >\{()p <p a1 <p - <pxys<plp}

— s+1

Mozxe ce nokazaru (Bumern [14], Proposition 7.19.) na Baxe cienehe jennakoctu

RGF(P,q) = [Y([P))]si=g.o=1, u Z(P,m)=ps'(¥([P]))(m).

r3=x4="-=0

[IPUMEP 1.3.2
Bpeauaoct yausepsananor mopduszma ¥ na nocery P (Couka 1.5)

rJiaCcu
\I/([P]) = M(g) -+ 2M(271) + 2M(172) + 3M(1,171),
JIOK Cy paHr—TeHepaTopHa (DYHKIIH]ja U 3eTa—IOJTHHOM jeTHAKH

2
RGE(P.q) = T,

Z(P,m) =1+ 2m + 2m?* + m?>.
CiukA 1.5: Ilocer P
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['JIABA 2

KOHBEKCHU IIOJIUTOIIA

Taxo cmo dodeaunu 3emmt, 06AUK KOUKE. ..

..cmampahemo 06aux mempaedpa eAeMEHMOM U CEMEHOM SAMPE. ..
...oxmaedap hemo npozaacumu 00AUKOM 6a30YLa,

a uxocaedap 00AUKOM 600€.

Hocmojgu jow dodexaedap; 6oz 2a je ynompebuo 3a ceemup.
ILnaTon, Tumaj

KouBekcHun mosmTonu mpejcTaB/bajy (dpyHIAMEHTAJHE TeOMeTPHjcKe 00jeKTe KOjH WMajy
MIUPOKY HPUMEHY V Pa3IHIUTHM IpDaHaMa MaTeMaTHKe, II0CeOHO Y TEOPHUjU UTapa, JIUHEeAPHOM
nporpamMupamy H TeOPUju KOHBEKCHHX CcKymoBa. lomwmae 1967. aMepuvykum maremMarwmdap,
jyrociosenckor mopekia, Bpaunko I'pyubaym (B. Grunbaum) je oGjasumo [20], kKoja je mopen
[41] u [21] ocHOBHA JMTEpaTypa Y U3AAramby TeOpUje KOHBEKCHUX IOJUTONA. Takobe, moraenaru
[6], monorpadwujy mocseheny TOpyCcHO] TOMOJIOTHjH, MOTIaB/he 1, y KOjeM Ce H3JIaxkKy OCHOBe
Teopuje MOJUTONA.

2.1 KOHBEKCHHU IIOJIUTOIIN

Ca R"™ o3Ha4MMO N—JIMMEH3MOHAJHM EYKJIMJICKUA IIPOCTOD Ca CTAHJIADIHAM CKaJapHUM
npousBogom (,) : R®" X R"™ — R. Ako cy a € R"\ {0} u b € R, ckyn rauaka x € R™ koje
3a,/10BOJbABAjy HEjeTHAKOCT

(a, z) <D,

Ha3HBAMO 3ameopenu nosynpocmop npocmopa R™. Konayan mpecek 3aTBOpEHUX MOJIYIPOCTOPA
30BeMO H—noauedap. Y3 To, aKo H—moaumegap He CAAPKU TOJAYIPaBy, KaxKeMo Ja je
oeparusdeH. Y TePMHUHOJOTHUJH IIOJUTOIA UCTH je TMO3HAT U Kao H—noaumon.

V—noaumon je KOHBEKCHE OMOTaY KOHATHOT CKyIa Tadaka {x, T, ..., Ty, y mpocropy R™.
Jpyrum peunma, TO je CKyI Tadaka

conv{xy, T, ..., T} =S NT1+Xomo+ -+ Xy - A >0 1 Z/\izl
i=1

Jledununuje H—monnrona u V—nogurona ¢y ekpuBasienTHe. CaMa €KBUBAJTEHTHOCT HUje
TPUBHjATHA ¥ JIOKa3 ucTe ce Moxke nporahu y [41], (Theorem 1.1).

HeEouauinniA 2.1.1 Hoaumon P je ckynm Tadaka KOJU ce MOXKe MPe/ICTAaBUTH Kao )/ —IOJUTOI
UM Kao H—I0JIUTOIL.
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

Humensuja nomurona P C R”) y o3manu dim(P), oaroBapa JUMEH3UjU HErOBOT abUHOT
omotada. ITocebHo, ykommko je dim(P) = n kaxeMo aa je moauTon nomnyne dumensuje. bes
Fy6I/ITKa OIIIITOCTH, HaJaJbe MOZKEMO IIPETIIOCTAaBUTH Aa CY CBU IIOJHUTOIIHN ITIOTIIYHE ,ZLI/IMGHSI/Ije.
Hamwme, 3a ambujeHETaIHI TPOCTOP MOIUTONA MOXKEMO IMOCMATPATH HeroB aduHI OMOTaY.

3a gBa mosmmroma P C R™ m @ C R™ kaxkeMo ga cy agdumo uzomopdra, 1 KOPUCTAMO
zammuc P = (), ykoauko mnocroju aduHO npecankapame m . R™ — R™ koje je Oujeximja
n3mehy Tavaka mosurona P u moanTomna ().

Pezynrapru d—cumnaexc Ay neduHumemo ca
Ay = {x cR™ . (1,a)=1wu 2; > O} = conv{ey, e,..., €441},
TIe CY €1, €s, ... €eqs1 CTAHAAPAHE 06a3uu BekTOpH y mpocTopy R4, Tlommron nedumnncan ca
Os:={zeR?: -1 <a; <1} =conv {{+1,-1}"}

ce Ha3UBA d— JUMEHBUOHANHA TUNEPKOUKA, TOK je d— UMEHZUOHAAHY TUNEPOKMAEIap TOTNTON
nedwHMCcaH HA ciaegehn HAYWH

d
Og:=RxeR?: Z|xi]§1 = conv {tey, £ey, ..., +eq}.

=1

KonBekcHI OMOTad Tadaka Koje HACTajy MepMyTaIujoM KoopaumHaTa tadke (1,2,...,d + 1) je
d— TIMeH3HOHAJH TIOJNTOI KOju HAa3uBaMo nepmymoedap Pel, y3 HamoMeny fa cy aBa TeMeHa
HOBE3aHa aKO M CaMO aKO Ce KOOpPJMHATE jeIHOI TeMEeHA MOTY JIOOMTH TPAHCIO3UIIUJOM CYCEIHUX
KOOpIWHATA APYrOT TeMeHa. 10 moce6HO 3HAYH Ja je CBaKo TeMe mepMmyToeapa Pe? mopesamno

ca d reMeHa.
:
L
1
1
'
1
1
:
e | _
k4
¢
’ e ——

CaukA 2.1: Cuvmrexc As, xamepronka s, xanepokTtaenap <3 u nepmyroenap Pe?

2.1.1 CTPAHE IIOJIUTOIIA

Heka je P C R" xouBekcHn moauTon. AKo 3a ¢cBaky Taduky z moautona P Baxku (a,x) < b,
KazkeMo J1a je HejeIHAKOCT 8a.AudHa 3a 1moauTon P.

JEoMHUIMIA 2.1.2 Ykoauko je Hejeqnaxkoct (a,z) < b BaaugnHa 3a moauron P,
F:=Pn{zeR" : (a,z) =b}

Ha3HBAMO cmparom noaumona P dumensuje k,' rne k ogrosapa amMmeHsujn abuHOT OMOTAta
crpane F.

'Kopucrumo u Hasus k—crpaHna 1nojamromna
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[JIABA 2. KOHBEKCHMU ITOJINTOIIN

Jpyrum peunma, cTpaHa moauTona P je mpecek noswmTona P m xumeppaBHu H Takse 1a
ce 1eo noyimTon P Hajgasu y jeHoj oJl JBa 3aTOpeHa HOJIYIPOCTOpa ojpeheHa mocMaTpaHoM
xuneppaau H.

Hejennakoctu (0, z) < 0 ogrosapa cam noauron P, mok wejeanakoctu (0, x) < —1 oaroapa
(). To Tauno smaun ma ¢y P u () crpame momurona P. V3 To, 3a HCTe KazKeMO I CY MPUGUJAAHE
cmpare NoAUMoOna, 10K CBe JApyre Ha3uBAMO HEMPUCUIAAHUM WA NPABUM CIMPAHAMA TTOJATOIIA
P. Tlocebno, crpane nosmrona P anvensuja 0, 1 u dim(P) — 1 HazuBaMo memeruma, ueuyama
U MAKCUMAAHUM CMPAHAMA.

CtaB 2.1.1 ([41] Proposition 2.2.) Ceaxu nosumon je KOHEEKCHU OMOMAY CKYNA CEOJUL
memena, mo jecm axo je vert(P) ckyn memena noaumona P mada sasrcu

P = conv{vert(P)}.
CtaB 2.1.2 ([41], Proposition 2.3.) Hexa je P C R"™ xoneexcru noiumon.

1. Ilpoussomta cmpana F' je nosumon 3a xoju asicu

vert(F) = F N vert(P).

2. Ilpecex npoussonne dee cmpare nosumona P je empana nosumona P.

Ha ocnoBy mperxoJHOI' cTaBa MOXKEMO YBECTH jeJHy pesallfjy MOpeTKa Ha CKYIy CTpaHa
nosmrona. Tako oapehen mocer L(P) 30Bemo nocem cmpana moautona P.

Nominre, rpajgyucanun nocer L je mpesica YKOJHKO 3a CBaKo ¥,y € L mocroju wajeehe
dorbe o2paHuMerse, y O3HAI X A Y, U HAJMGHEe 20phe 02paruvderbe, Y o3Hamm T V y. Y3 To, 3a
MpexKy L KaxKeMo Ja je amomuuHna akKo ce CBaKH eJeMeHT x € L MoKe 3alucaTh y OOJIHKY
r=a;VagV---Vag, TIe CY a; GMOMU, TO JeCT eJIeMeHTH paHra jeJHakor jequHuiu. CImdHo,
MPeXKa je KoamoMuwHa akKo Ce CBAKH eJIEMEHT MOXKe 3aIlMcaTu y O0JUKY T = c1 A Cy A -+ A ¢y,
re Cy ¢; Koamomu, eJleMeHTH paHra jegHakor 6pojy rank(L) — 1.

VY Be3u ca OBUM TOCJIEIHUM, HUje TermKo yrpauty 1a je L(P) jeana mpexka. 36or Tora, 3a
L(P) KOPHCTHMO U HA3UB Mpestca cmpana nosumona P.

TEOPEMA 2.1.1 ([41], Theorem 2.7.) Hexa je P xonsexcru noaumon.

1. Mpesica empana L(P) noaumona P je epadyucana mpesca dyscune dim(P) + 1 u panea
dedpunucanoe ca rank(F) := dim(F) + 1.

2. Ceaxu unmepsan dyscune 2 uma mawno wemupu esemenma. To jeem, axo je FF C G

u rank(G) — rank(F) = 2, mada nocmoje mauno dee cmpane Hy u Hy makse da je
FCH1CGUFCH2CG.

3. Hyaaru nocem L(P)P je mpesica cmpana KOHEEKCHO2 TOAUMONG.

4. Mpesca cmpana L(P) noasumona P je u amomuyna 4 KOGMOMUYHA.

To nocebno 3naum ja je cam mojauTon P MakCUMaJjHU €J1eMEHT Y MPEXKH CTPaHa IIOJUTOIIA,
1IITO 03HAYABAMO Ca 1 = P, 1ok je npa3aH CKyll MUHHUMAJIHE €JIeMeHT, Y O3HaIll 0=0.1 jorn
cy atomu y Mpexku crpana L(P) temena moaurona P, JOK KOATOMEH OJrOBapajy MaKCHMATHIM
CTpaHaMa.
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

I[TpuMEP 2.1.1 Ilomro mpoms3Bo/bHUX k TeMmeHa cuMiLiekca Ay ¢dopMupa TpaBy CTPaHy
cumiiekca, 3a k € {1,2,...,d}, mpexa crpana nosurona Ay je uzomopdua By.ao60j mpescu

Bd+l .— (2[d+1]’ g)
[TPuMEP 2.1.2 TlpoussosbHoj ctpanu F' xunepkonke [y gogenumo eexkmop snaxa o(F) €

{+,0,—}¢ Takap ga ce I MOzKe OpHKa3aTH Kao CKYIl Tauaka OOJHKA

d )\Z +]. 3a 0; = —f—,
T = Z)‘iei r7e je Ai€[-1,1] 3ao0; =0,
i=1 Ao=—1 3a0;, = —.

Ha cxyny {+,0, —}* yBesumo pesanunjy noperka ca 0 > — u 0 > +. Tuwme je Mpeza crpana
xurnepkorke [1; nzomopdna ca

(L(Dd)’ g) = {6} U <{+7 0, _}dv Z)

. (/)/ m\\

- (0+)

(=+) (0+) (++)

(=0) (00) (+0)

CnukA 2.2: Mpexa crpana xutiepkorke [

[Ipema mpeTxoJHOM pa3MaTpaiby, UMaMoO Jia je Mpexka cTpaHa xumnepkoike [J; m3omopdna
nocety jiebUHUCAHOM HA CKYILY

{(X,Y): X,YeB'n XnY =0},

rje je pejanuja noperka < jeduHHCAHA CA:
(X1,Y7) < (Xo,Y;) akowmcamo ako X C X7 m Yo C VY. 0

[TpuMEP 2.1.3 V namem pay (Bumu Teopema 3.1.1) hemo nokazartu ja mocroju uzomMopdunzam
usmel)y Makcnvamuux crpana mepmyrtoenpa Ped™! C R? u mpasux mojckymosa cxyma [d].
[[Irasurmre, mocToju n3omopdusam u3Mely NpaBUX cTpaHa MEPMYTOeIpa W KOMIIO3UIHja CKyTIa
[d]. V¥V Besm ca TuMm, mpe:ka crpana Ped™! je mzomopdua mocery jedbuHMCAHOM Ha CKYyILy
Compyq). 0O

JBa monutona P u () cy xombunamopHno usomopdra, 1 Kopuctumo 3amuc P =~ (), ako
nocroju u3omMopduszam n3dMehy HBUXOBUX Mperxka CTpaHa, TO JeCT YKOJIUKO je

L(P) = L(Q).

[Ipema Tome, ~ je jejHa peJialinja eKBUBAJEHIUje HA CKYIy KOHBEKCHUX I[OJIUTOIIA.

HEOHULINIA 2.1.3 Kombunamopru noaumon je Kiaaca KOMOMHATOPHO €KBUBAJIEHTHUX
HOJINTOTIA.
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[JIABA 2. KOHBEKCHMU ITOJINTOIIN

HATOMEHA 2.1.1 /IBa adunro m3oMmopdHA TOIUTONA CY U KOMOMHATOPHO eKBUBAJIEHTHA, TOK
O0OpHYTO HE MOpa Jia BayKu.

CaukA 2.3: KombuHAaTOpHO €KBHBAJEHTHH H a(PHHO HEH30MODP(HH HOTHTOIH

2.1.2 TIOJIAP U JIYAJI TTOJIUTOIIA

Hexka je P C R" npowsBoban H—mnomuenap. llosrap H—monuenpa P,y o3namm P*, je ckyn
Tavaka jeduHucan ca

P :={aeR" : (a,z) <1 3acBakoz € P}.
Taxo neduanCcanm ckyn je H—noamenap xKoju canapzxun wHyty. ledunnnmumo jorr n
P = (P")".

TEOPEMA 2.1.2 ([41], Theorem 2.11, [6], Theorem 1.1.5) IIpemnocmasumo da je P jedan
H—noauedap y npocmopy R".

1. P* je ozpanunen axo u camo ako 0 € int(P).?

2. PC P uP=P"™ axo u camo axo 0 € P.
[[rapuire, Baxu ciaeneha jeanakoct
P = conv{P, 0}.

TEOPEMA 2.1.3 ([41], Theorem 2.11 ) Hexa je P C R" noaumon maxas da ce nyaa maiasu
Y yrympawrocmu nosumona, mo jecm 0 € int(P).

1. Axo je noaumon P sadam ka0 KOHGEKCHU OMOMAY KOHAMHO2 CKYNA MA4%aKa, Mo jecm
P = conv{ay,as,...,any}, mada je

P ={zeR" : (x,a;) <1, 3a i=1,...,m}.

2. Yroauxo je noaumon P ckyn mauaxa v € R"™ maksuzr da 3adosomasajy nejednavune
(a;,xy <1, 3a1=1,...,m, mada je

P* = conv{ay,as,...,an}.

HATTOMEHA 2.1.2 Ykoauko ce (0 He HaJia3m y YHYTpallkbocTu noaurona P, ayan P* je
‘H—mnonuenap, aan He W MOJUTOI. Y Be3M ca TUM, pa3zMoTpuMo Ojmke ciaegehu mpumep.

2 Vnympawrsocm nosumona P, y osuamm int(P), ce nedbunuie Kao peaTuBHA yHYTPAITILOCT Y OIHOCY HA
acduam omorau mosuromna P.
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

[TPuMEP 2.1.4 Hexka je Ay = conv{(0,0), (0,1),(1,0)}. Yoummo na 0 € P kao n na 0 ¢ int(P).
ITpumenoMm 1pBe Tauke HpeTXojHe TeopeMe, ciaejan jaa je A} olucaH HejeJHAKOCTHMA

0O-24+40-y<1, O-z2+y<1 mw 1l-24+0-y<1.
YrBpaumo ja je Aj Heorpanuuenu H—uosmenap, To jecr Al Huje MOJIUTOLL 0

Hanaspe, mpernocraBumo ga je P C R™ jepan mosmmron guMeH3HUje 1 KOJU CaJpPKU HYJIY Y
YHYTPAIIbOCTH. 3a cTpany F', nmonurona P, neduHUIIIMO CKYII

Fr:={aeR" : (a,x) <1 3acBakox € P u (a,x) =1 3a cBako x € F'}.

CtAB 2.1.3 ([41], Corollary 2.13) Hexa cy F' u G cmpane noaumona P C R"™ xoju cadporcu
nyay y yuympawrwocmu. Tada:

1. F* je cmpana noaumona P*.
2. F** =F.

3. FF C G axo u camo axo je G* C F*.

[Tocmarpajmo komOuHaTopuu noauron P. be3 ryburka onmrocT, MOXKEMO MPETIIOCTABUTH
ga 0 € int(P) (ako 0 ¢ int(P), moauron P MOXKeMO TPAHCAMPATH TAKO A CAIPIKHU HYIY Yy
yHyTpammpoctn). Taga je P* momuron Takas J1a

0eP* u P"=P

VY ToMm cayuajy, 3a P* Kaxkemo ga je dyaa nosumona® P, uiu kaxkemo ga cy P u P* dyaanu
nosumonu. Ha muxoB 3Hadaj, ykasyje u ciaeieha Teopema.

TEOPEMA 2.1.4 ([6], Theorem 1.1.7) Axo cy P u P* dyaanu noaumonu, mada cy u nocemu
L(P*) u L(P) mehycobro dyanru, mo jecm

L(P*) = L(P).

Taxko cy, wa mpumep, momutorm [y m <y mehycobmo myasnm, g0k je cummiekc Ay
camo—dyansar moauTon. Ipyrum peanma nosmronn Ay A} ¢y KOMOMHATOPDHO €KBHBAJIEHTHH.

Yomire, Ha OCHOBY MPETXOIHE TeopeMe, 3aK/BydyjeMo J/1a TOCTOju Oujeknuja usMehy
MaKCUMaJIHUX cTpaHa nojurona P u temena mosmrora P*.

[TPUMEP 2.1.5 Makcumasne crpase nepmyrtoeapa Ped—!

0/IrOBapajy MpaBuM MOJACKYyTOBAMA
ckyna [d], ma TeMeHMMa MOJUTOIA (Ped_l)* MOYKEMO MPUIPYKUTH UCTE MOACKYToBe. Ipyrum
peduMa, IIOJUTOII (Ped_l)* jé CHUMILIMIUjAIHO u30MOpdaH MpBOj OAPUIEHTPHUYHO] IOJIEJH

cUMILIeKca A\g. 0O

3HanoMmeHuMO J1a je MoJIapHOCT FeOMETPHjCKa, & LyaJHOCT KOMOMHATOPHA OCODUHA IIOJIHUTOIA.

32



[JIABA 2. KOHBEKCHMU ITOJINTOIIN

2.1.3 IIPOCTU U CUMILJIUITUJAJTHU ITOJIUTOIIN

JEOUHUIIMIA 2.1.4 3a nouTon 4uje Cy CBE MPaBe CTPaHe CUMILIEKCH KAaXKeMO Jia je jeJaH
CUMNAUYUICGARY, NOAUMON.

Tako cy, Ha mpuMmep, XumepokTtaegap <g W CHMILUIEKC Ay CHUMILTHIUJAJHH TOJHTOIM.
JoIl jeqan nmpumep je u uxocaecdap.

ITPUMEP 2.1.6 Momenm kpuea je npecinkasame z : R — R? oxpebheno ca
w(t) = (t, 1%, ..., t).

Konpekcun omorad m > d paznuuntux Tadaka x(t;), 3a t; < -+ < tp,, Ce HABUBA YUKAUYHU
NOAUMON W KOPUCTUMO O3HAKY Cd(tl, oo ty). Uetn je jeman CHMIUIMIMjaJIHE  TTOJTUTOI
(Bumeru [41], Theorem 0.7). ¥3 1o, 6mio kojux k < |d/2| Temena 4uHe CTpaHy MOJUTOLA
C%ty,...,tm). ¥ BE3W ca THM, HA30BAMO TakBe nosurone |d/2|—cycedckum nosumonuma.

CTAB 2.1.4 Hexa je P d—odumensuonasru nosumon. Caedeha mepherva cy ekeusaseHmHa:
1. noaumon P je cumnauyujanan,
2. cee makcumanne cmpare nosumona P cy cumnaercu,
3. ceara makcumasna cmpana nosumona P uma d memena,
4. ceaxa k—cmpana nosumona P, sa k < d— 1, uma k + 1 memena,

5. cearu unmepsan [0, F] C L(P), 3a F # 1, je Byaos nocem.

JAEOVHUIINIA 2.1.5 YKOJHMKO ce CBAKO TeMe d—IMMEH3MOHAIHOI HOJUTONA HaJIa3d Yy TavHO
d MaKCUMAJHUX CTPaHA, 32 UCTU KayKeMO 714 je jelaH npocm noAumon.

Taksu cy, perumo, xurepkonka [y, cummaeke Ay u nepmyToenap Ped. Jomr jeman mpumep
je u dodexaedap.

CtAB 2.1.5 Hexa je P d—dumenszuonasnu nosumon. Caedeha mepheroa cy exeusarenmma:
1. noaumon P je npocm,
2. ceaka cmpana npocmoz noaumona P je npocm nosumon,
3. ceara k—cmpana, 3a k > 0, ce narazu y d — k MaKCUMAAHUT cmpana,

4. cearu unmepean [F,1] C L(P), sa F # 0, je Byaos nocem.

TEOPEMA 2.1.5 ([41], Proposition 2.16) IToaumon P je npocm akxo u camo ako je remy
dyasnu noaumon P* cumniuyujasru nosumon.

[IpupomaO ce mocTaB/hba MHUTAME Ja JIH MOJTUTON MOXKe OWUTH Vje[lHO W CHUMILIUIUjATaH U
npoct. IlosmTonn nuMen3uje 2, MO3HATU]U KAO NOAU20HU, CY ¥ UCTO BpeMe CAMILIAINjATHA U
OPOCTH, JIOK 3a MOJUTOIE JuMeH3Huje Behe o1 2 BayKu cjieaehn cTas.

CTaAB 2.1.6 ([6], Proposition 1.1.8) Jedunu noaumon dumensuje d > 3, xoju je yjedno u
nPOCM U CUMNAUYUIAAGH NOAUMON, JeCTnEe cuMniekc g.
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Hame, Temena u usnne nonurona P oapebhyjy rpad ['(P) koju mnazuBamo epad noaumona
P. Y Be3u ca Tum, Baxku cjejeha:

TEOPEMA 2.1.6 ([41], Theorem 3.4) Kombunamopru mun npocmoe noaumona P je odpehen
epagpom T'(P), mo jecm dsa npocma nosumona ¢y KOMOUHAMOPHO eK6UBANEHMHA GKO U CAMO
axo cy wuxrosy 2padoecu mehycobro uzomopphru.

2.1.4 OIEPAILIMJE HA [OJIMTOITUMA
[TUPAMUIA Y BUTTUPAMUIA

Hexka je mosuron P nuMensuje d U xy TauyKa U3BaH apHHOr OMOTAYa IIOCMATPAHOT IIOJTUTOIIA.
[TomuTon medwHMCAH KAa0 KOHBEKCHU OMOTAY

pyr(P, zg) := conv{ P, zq}

je mommron gumensuje (d+ 1) u y Teopuju je mo3HaT Kao nupamuda nad nosumonom P. Jacuo
je aa crpane nosmrona pyr( P, xy) oarosapajy crpanaMa P, kao u nmpamujaMa Hajl cCTpaHaMa
nosimrona P. Tako je, na nmpumep, cumiuteke Ay, MUPpaAMBIIA HAJ CAMILTEKCOM Ay.

Axo m3abepeMo JBe Tauke T, M To W3BaH adpUHOr oMOTada IOJUTONa P TakBe Ja CerMeHT
[x1, x2] UMa TpecedHux Tavaka ca P, Mox)eMo jeduHICATH

bipyr(P, 21, 2) := pyr(P, 1) U pyr(P, z2)
(d+1)—ArMEeH3MOHAHT TOJIUTON KOjJH HA3BUBAMO bunupamudom 1ad nosumonom P. [Ipemoamvo

na je $gyq dunmpamuia Ha Xunepokraeapy <.

[TPOU3BOA MOJIUTOIIA

IIpoussod noasumona P C R™ u () C R™ ce gedunmiire ca:

PxQ:={(z,y) : z€P nu ye@}.

Taxo gobujenn monmron je aumensuje dim(P) + dim(Q), uuje HempasHe cTpaHe OJroBapajy
NPOW3BOY HEIpPa3HWX CTpaHa TocMaTpanux moauntona. Crenmjaano, ykoanko je ) = A

IOJTUTOI
prism(P) := P x A4

Ha3UBaMoO npuama nad nosumonom P. Tlpumerumo ga je Oy = Oy x [—1, 1].
Huje Temko yrBpauTu Ja je mpom3BO ABa NPOCTA HOJUTOIA TaKohe jeJaH TPOCT IIOJIUTOI.
ITpema ToMme, ayasHa onepanyja Ha CUMILIUINA]AJIHAM IOJATOIINMA CE MOZKe OIUCATH Ha caegehn

HaunH. Heka cy P C R™ n ) C R™ cumMminnujaadu DOJUTONH KOju cazpxke (0 y €BOjoj
VHYTpammocT. Tafa je CuMILTUIAjaIal u

PioPy:=conv{P, x 0U0 x P} C R™*"2,

[Ipu Tom, 3a aBa upocra nosmrona P u (), koju caapzxke 0 y yHyTpanmocTu, BaxKu cjejgeha
jeaHaKocT

ProQ = (PxQ).
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XUMEPPABAHCKHU IIPECEIM IMOJINTOIIA

ITocmarpajmo d—aumen3uonasiau noiuron P C R™, koju je oxpehen ca
P={zxeR" : (a;,x) <b 3a i€{l,2,...,m}}.
V3 10, Heka je H xumeppaBaH Koja He cajpxku Teme noanrtona P oxapehena ca
H={xeR’ : (a,x) = b},

3a Heko @ € R™\ {0} u b € R. Tana, xuneppasan H mesm mpocrop R™ Ha jBa 3aTBOpeHA
HOJIYTPOCTOPA,

Hs ={xeR":(a,z) >b} mw H<c:={xeR": (a,z) <b}.

Y Tepmmuosioruju mosmrona, mosauntone P N Hs> m P N H< Ha3mBaMo TuneppasaHckum
npeceyuma nosumona P.

Jlame, ako xumeppaBan H c¢Ba TeMeHa pous3BoJbHEe k—cTpane I pasiBaja 0 HPeOCTaJHX
remena moiuTona P, w ako je (ma mpumep) F' C Hs, mommron P N H< HaszuBaMo ceuerve
noaumona P no ecmpanu F. Crnenumjansso, ako je k = 0, To jecT yKoauKO je F Teme moanTorna
P, onrosapajyhe cedeme 30BeMo U ceuervem noaumona P no memeny F.

L

CiukA 2.4: Cumiiexc Az, cedere CHMILIEKCa A3 110 HBHIH H CEYEHE M0 TEMEHY

Hapasno, axo je nonmuron P mpoct, Taga cy upoctu u PN H> u PN H<. llrasumie, nosa
TeMeHa TakKo M00MjeHuX MOJUTONA HACTajy IIpecekoM xuneppaBuun H u wBuna mnojurtona P.
Kako je P npoct noaurorn, npema Cray 2.1.5, cBaka TakBa WBHIIA Ce HaJIa3wW y mpeceky d — 1
MaKCHUMAaJIHUX cTpana. /lakie, ,HoBa TeMeHa  cajprkKaHa ¢y y d MAaKCHMAJHUX CTPaHA.

Heka je P’ := PN H< cedeme npocror nosmrona P no k—crpanu G. Y3 10 je u
PﬂHZ ~ G X Ad—k-

ITpernocraBumo ja cy Fi, F, ..., F,, makcumaJjne crpane nojurona P. Ilomrro je P upocr,
6e3 rybuTKa OMIITOCTH, MOXKeMo mnpermnocraputa ga je G = Fy N --- N Fj. Younmo 1a Taja
nojimron P/ mMma m MakcuMa/IHUX cTpaHa Koje oirosapajy crpanama Fy, Fh, ..., F,,, To ject
KOje HACTA]y cevemeM THX CTpaHa, U MaKCUMaJHy crpany F' := PN H. Yka3zyjemo Ha ciaenehe:

F,n---NFE,#0 y P’ akowcamoako F,N---NEF, #0 y P n
F,n--nE €G,
FNE,N---NF,#0 y P’ akomcamoako GNF, N---NE,#0 y P mu
F,n---NF, ¢G.
Ipumernmo na Fy, N---N F;, € G ako u camo axo {iy,...,4} € {1,...,k}.
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[IPOJEKIIUIA U CYMA MUHKOBCKOTI IIOJUTOIIA

[Tocmarpajmo moauron P C R™ wu jeqno adgwuno npecaukapame m @ R™ — R™, koje je
3a/1aTO Ca
m(x) == Az + z,

rme cy A € R™*™ g 2z € R™. Axo je npeciukaBame 7 WHJeKTHBHO, TO jeCT aKO je DaHT
matpurie A jenmak ny, taga je w(P) = P. U jormu, 3a mpeciuKaBai-e T KaxKeMo 1a je aguna
mpancpopmayuja nosumona P. Yrkonuko, naxk, m Huje WHjeKTHBHO u ako je dim(P) = ny,
aumvensuja noantona ) = w(P) onropapa panry marpuie A. ¥3 10, KaxKeMo J1a je T npojexyuja
noaumona P na nosumon Q.

JIEMA 2.1.1 ([41], Lemma 7.10) Hexa je m : P — Q npojexuyuja nosumona. Tada sa ceaxy
cmpany F € L(Q) sasrcu

T (F):={yeP : n(y) €Q} € L(P).
Cneyujaano, 3a cmpane F,G € L(Q) sastcu
F CG axou camo avo 7 *(F) C 7 1(Q).

Y Be3u ca HpeTxoHOM JIEMOM, 3aK/by 9y jeMO Ja je CBaKu ) —IIOJIMTOII IPOjeKINja CUMILIEKCA.
[Tpenmsuuje, veka je P = conv{zy,...,z,} C R™ u neka je aduno npeciankapame 7 : R™ — R"
onpebeno ca m(e;) := x;, rue je e; crangapAHu 6a3Hu BekTOp y pocropy R™. To Tauno 3naqw
Ja je

P= W(Am_l).

CTaB 2.1.7 ([6], Proposition 1.5.1) Cyma Munxosckoe* dsa noaumona P u Q je noaumon.
Ipeyusnuje, axo je P = conv{xy, za,..., 2y}t v Q = conv{y1, y2,...,Yn}, mada

P+ Q = conv{zi + Y1, 21 + Y2, . ., T + Yn }-

[TPuMEP 2.1.7 Vkosuko je Aoz = conv{e,es, ez} u Ajg = conv{e,es}, re cy ej,ex u e3
cTanapaan 6a3nn BekTopu y R3, taga je Ajss + Ao moamron npukasan Ha caenehoj coumn.

€3

€1 €2 €1 €92

+ =

CnukA 2.5: Cyma MuakoBcKOr cuMiLiekca Aqo3 H A1
O

HATIOMEHA 2.1.3 IlocmaTpajmo aduno npecinkabame m @ R?™ — R™ koje je Jedunucano ca
m(x,y) =z +vy,3ax,y€R" Taga je

P+Q:=n(PxQ),

TO jecT cyMa MHUHKOBCKOT ce MOKe IPUKA3aTH U Kao IIpojeKInja moauTtona P x ().

4 Cyma Munxoscxoz onckynosa A, B C R™ ce nedunumte ca A+ B:={a+b : a € A u b€ B}.
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JAEOUHUITNIA 2.1.6 Heka je n—mosuTon Z mpojeknuja xumepkonke [l;. Apyrmm peunmma,
HEKa je MOJUTON Z OIHUCAaH Ca

Z=Z(A)=A-Cy+z={Az+z : ey} ={yeR" : y:ixiai—kz, —1<a; <1},
i=1
3a Heky marpuny A = (ay,as,...,aq) € R™9. Tama kaxemo ja je nommron Z jejan 30H0Mon.
Kaxko je Uy =0; x [y x --- x [}  KaKo je mpecjuKaBame 7 JMHeAPHO, CJAeIN Jia je
Z(A) =m0y x Oy x -+ xOy) =7(0y) + w(0Oy) + -+ - + w(0y).
VY Be3u ca oBUM TocsemuM, Z(A) ce MOKe MpHUKa3aTh U Kao cyma MUHKOBCKOD
Z(A) = [—a1,a1] + [—ag, a] + -+ + [—aq, aq] + 2, (2.1)

rie je oaroapajyha adwuna npojeknuja m onpehena ca m(x) = Az + z.

CJIMKA 2.6: 3onoron

[TpuMEP 2.1.8 IlepmyToenap je 30HOTON auMeH3uje n—1, Koju HacTaje mpu abUHOj TPOjeKITHju
XUTTPEKOITKE D( ) O ject

2
e —e; e —¢e; n+1
Pen—1 — N B 1
‘ 2 { > T2 | T3 =
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2.2 JIEIIE3A CTPAHA Y HOPMAJIHA JIEIIE3A ITIOJIUTOIIA

Heduaummumo koryc nad ckynom X C R™ Ha ciaegehn HadwH:
cone(X) := {\xy + Aoxo + -+ Mg - {x1,20,..., 2} € X uw A\, >0}
Cuenujanno, ako je X jeman KoHavyaH cKyt, 10 jecT X = {1, Zs, ..., Ty}, TAIa BAKH
cone(X) :={ Az + Xozo+ -+ Ay, © Ay >0} m cone() := 0.

YKOJHMKO Cy jOII BEKTOPH 1, Ta, . .., Ty JUHEAPHO HE3aBUCHH, 3a KOHYC cone({xy, Ta, ..., Ty })
KakeMo J1a je jeJaH CuMNAUUUIAAHY KOHYC.

Morusucanu nperxognom geduHUEjoM, 3a ckyn tadaka C' mpocropa R" kaxkemo ga je
KOHYC YKOJMKO Ce MCTU MOXKe TPUKA3aTH KAao KOHYC HEKOT KOHAYHOI CKyIa BekTopa X y
npoctopy R™.

Hunmensuja kouyca C, y oznanu dim(C'), onropapa nnmensuju adgunor omoraua konyca C'.
Y3 10, Kouyc numensuje k mazuBahemo u k—wxonycom. [locedbno, 3a konyc C' C R™ kaxkemo ja
je nomnyne dumensuje yromuko je dim(C') = n.

CBakm KOHYC ce MOYKe MPHUKa3aTH Kao KOHAYAH MpeceK 3aTBOPeHHX mosaynpoctopa. Ha
OCHOBY TOTa, 3aKJ/by4dyjeMo Jia je KOHYC jeaH H—monuenap. Ha caudan HadmH, Kao y caydajy
HOJTUTOIA, MOTY ce JedHHUCATH U cTpaHe KoHyca. HapaBHo, cTpaHa KoHyca je MOHOBO jeJaH
KOHYC.

JEonHUIINIA 2.2.1 Jlenesa xonyca y R™ je damuinja Henpa3Hux KOHYCa
C={C,Cy....Cu}
TAaKBUX J1a 3a/I0BOJhaBajy cjejehe ocobmHe:
1. cBaka HempasHa cTpana konyca y C je takohe konyc y C;
2. mpecek gBa kouyca y C je cTpana 06a KOHYyCA.

Yxouauko je jom u | J; C; = R", KazkeMo 12 je Jemesa xomniemmua.

AKko JIpyK4uje He HATJIACUMO, HaJa/be NeMO 1Mo/1 TOjMOM JIerne3a, Mo Ipa3yMeBaTH KOMILICTHY
Jeme3y KoHyca. 3a ucty hemo pehwn jga je mauwkacma, OTHOCHO CUMNAUUUIAAHG AENE3A, AKO je
{0} xomyc y C (cX0qHO TOME, U cTpaHa CBAKOT KOHYCA), OMHOCHO YKOJIHKO Cy CBH KoHycu y C
CUMILTATIV ] AJTHH.

[Tommrony P C R"™ Koju camp:KW HYJAY YV €BOjO] VHYTPAIIHOCTH, MOYKEMO TPUIPYKUATH
aenesy cmpana noaumona C(P), To ject Kyl CBUX KOHYCa pa3allerux cTpaHaMa mojurona P,
u3y3ep nosaurona P. Ilpenusnuje,

C(P) :={cone(F) : F e L(P)\ P}.
Hanmomennmo na je semesa C(P) Ttadkacta. Y3 To, WCTa je W KOMILIETHa y mpocTopy R™

ykouko je dim(P) = n.
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Ha cianuan mavun, moaurony P MOXKeMO TPUIAPYKUTH U HOPMAAHY AENE3Y
N(P):={Np : F e L(P)\ 0},
rie je Np ckyn BekTopa u3 R™ koju makcumusupajy crpany F € L(P)\ (), To ject
Np:={ceR" : FC{z e P : cx =maxcy :y € P}}.

Yrepanmo aa je N (P) kommierna genesa y R”, Kao u Ja je Jaenes3a TAYKacTa ako je TOTUTOI
P nornyne qumvensuje (tana je Np = {0}). Ca apyre crpasne, ako je dim(P) < n geduHuImMMO
nornpocrop P+ C R" ca

Pt :={a€R" : (a,z) = const 3a ceaxo x € P}.

[Mpuverumo fa je Tajga y npocropy R"/PL momuron P mormyne auvesnje, a onrosapajyha
Jlere3a TauKacTa.

3a Jreresy KaxkeMo Ja je noAumonujaiia, OTHOCHO HenoAumonujaita, YKOJIIKO je 0DJInKa
N (P) 3a mexn nosmron P, 0AHOCHO YKOJUKO TAKAB MOJUTOIN HE MOCTOjU.

CnuKA 2.7: Jlemesa cTpana n HopMaJIHa Jierie3a mepMyToeapa Pe?

[ToaceTnmo ce ga mogmTony P MOXKeMO MPHAPYKUATH MPEXkKYy CTpaHa Koja je MapIiujaTHO
ypebena y oanocy na wmakjaysujy. Ca jpyre crpane, nojsutoiny P MOXKEMO HUPHUIPYKHUTU U
nopmasny Jsenesy crpana N (P). Tuwme je npecamkasate F +— Np OGujeknuja, o6pHyTa y
OJIHOCY HA MHKJIy3H]y, u3mely crpana nomurona P u crpana y Hopmasnoj jenesu N (P).

ONEPALIMJE HA KOHYCHMA

Hasme, ykomuko je C; jenesa y npocropy R™ | a Cy jsienie3a y npocropy R™ dupexmmny cymy
sgenesa C; u Cy nedpuHMAIIEMO Ca:

C1®C2 = {01XCQ . C’IEC1 u OQECQ}.

Yromuko cy C; u Cy jemese uctor mpoctopa R™, zajednuuro ycummwene nemnesa C; u Cy je
Jetesa

Cl/\CQ = {ClmCQ : 01601 n OQGCQ}.

Kazkemo jomr ma je Cp dunuja ox nenese Co, omnocHo ga je Co 2pybma omx Ci, aKo U caMo
axo ce Kkonycu Jieneze Cy MOTy IpHuKa3aTu Kao yuuje Kouyca u3 Ci. Tako je, na npumep, C; A Co
dunuja u ox Jyenese C; u o jenese Co.
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JIEMA 2.2.1 ([41], Lemma 7.7) Hexa cy P C R™ u @ C R"™ dsa noasumona. Hopmaana
aenesa noaumona P x Q C R™T2 je

N(P xQ)=N(P)dN(Q).

Hanasme, Heka je C senesa y npocropy R™ u Heka je V' C R" jeqan BEKTOPCKH MOTIPOCTOP
npocropa R". Pecmpuxuuja senesze C na nomnpocmop V je Jjemesa

Cly ={CnV : CeC}.

JIEMA 2.2.2 ([41], Lemma 7.11) Hopmaana aenesa noaumona QQ = w(P), ede je m npojexyugja
nosumona P C R™ je odpehena ca

N(Q) = N(P)lx@n).-

[Mocneauna 2.2.1 ([41], Proposition 7.12) Hopmaana aeneza Munkoscku cyme noauwmona
P u Q je sajednuuro ycummere aenesa N (P) u N (Q), mo jecm

N(P+Q)=N(P)AN(Q).

[MpuMEP 2.2.1 Tlocmarpajmo apanstesmar zuneppasnu A = {Hy, Ha, ..., H,} nebnuncannx
ca:
H;:={zxeR" : x;=0}.

Xuneppasun u3 A gedbunumy semesy konyca vy R™ Koja oiroBapa HOPMAJHO] JieMe3n
xurnepkorxke [1,. 0

TeEOPEMA 2.2.1 ([41], Theorem 7.16) Heka je Z = Z(A) jedan zonomon y R™. Hopmanana
aeneza N (Z) sonomona Z je undykosana aparscmarnom zuneppasnu Ag = {Hy, Ha, ..., Hy}

odpehenux ca
H;={xe€R" : (x,a;) = 0},

3a cee xoaone a; mampuye A = (ay,ay, ..., aq) € R™9,

[Tpumernmo j1a je mosuron P, HOTIyHE UMEH3Hje, IPOCT aKO U CaMO aKo je HOpMaJiHa Jere3a
N(P) cumnmnmjanaa. Taga, nognromny P MOXKEMO JI0JEINTH CUMILIMIMJATHE KOMILIEKC KOjI
HacTaje Kao npecek jenuHudne cdepe m mopmasne Jjenese N (P). JloOujeHn CAMIUIAIUjATHE
KOMILJIEKC HA3UBAMO QYaAHU CUMNAAUUUIAAHY KOMNAEKC, T KOPUCTUMO 03HaKY Ap. Ilpumernmo
J1a, Ta1a, 1 —CUMILJIEKC KOMILIEKCa Ap jeJHO3HAYHO OAroBapa cTpaHu n—uojurona P auMensuje
n—1— 1.

Baxu u onmrruje. Iosuron P C R™ je mpoct ako u camo ako je N (P)|pi cuMmiuanujanisa
Jenesa.
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2.3 KOMBUHATOPHA CBOJCTBA ITOJIUTOIIA

2.3.1 f—BEKTOP U h—BEKTOP I[TOJINTOIIA
JEouHUIMIA 2.3.1 Heka je f; 6poj i—crpana n—anven3unonaanor noautona P. Bektop
f(P):=(fo, f1, fo --., fn) ce HABUBA f—6exmop nosumnona P, ok je f—noaunom noiumona

P onpeben ca
f(Pq) = fo+ frg+ fog® + -+ fag".

Hanomenumo ja je f, = 1, ka0 u ja je f—Bekrop jejHa KOMOMHATODHA HMHBAPUjAHTA
nosinrorna. Ho, YKOJIMKO Ba MOJATONA HMA]y UCTH f—BEKTOD He 3HAYH Ja CY U KOMOHHATOPHO

€KBUBAJICHTHH.

! \

L]
1
1
1
1
! .
1
1
1
1

CnukA 2.8: KombuHaTOpHO HEEKBUBAJIEHTHH MOJHTOIN Ca UCTHM f—BEKTOPOM

[Ipumerumo ja 3a ayannu noauron P* mosmrona P Baxku cieneha jeanakoct

[i(P7) = famima(P). (2.2)
JArouHUIINIA 2.3.2 Tlomunom h(P, q) := ho + hiq + hog® + - - - + h,q™ 3a Koju je
f(Pq) = WP, 1+q)
ce HazmBa h—noaunom nosumona P, 1ok je omrosapajyhu sekrop h(P) := (hg, hi, ho,..., hy)

koeduIujeHara mo3HaT u Kao h—eexmop noaumona P.
Y Besu ca nmperxoganom jgedunuiujom, 3a 0 < ¢ < n, Baxke caeaehe jeagnakocTn
: n—i " /i
= 1=

[TPUMEP 2.3.1 f—nogmHOM U h—IOJHHOM N —IHMEH3HOHAIHOD CUMILIeKca A, riace

f(An7Q)=i(n+1>qi n h(AmQ)Ziqi- O

—\ttl

CtaB 2.3.1 ([6], Proposition 1.3.6) 3a nosumone P u Q) saorcu
f(PxQ,q)=f(Pq)- [(@q) u h(PxQq)=h(Pq) - hQ,q).

[TpuMEP 2.3.2 Ilomcermmo ce ga je [y = Ay X Ay X -+ - x Aq. [Ipema npeTxogHOM CTaBY BayKu

f@sq)=2+q? u h(0sq) =(1+0g)17 0
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

2.3.2 KOMBUHATOPUKA TTPOCTUX ITOJIUTOIIA

IIpe cBera, 3a npousBosban moanron P Baxku hg = 1. Y3 1o, kopucrehn Ojaeposy dopmyry,
MOKEMO YTBP/IUTH Jia je 1

B = (=1 fo+ (=D i+ (1) fo+ -+ (=D)"f, = 1.

TEOPEMA 2.3.1 ([6], Theorem 1.3.4) 3a npocm noaumon P odeosapajyhiu h—noaunom jecme
cumempuyar, mo jecm 3a 0 < i < n gaosrcu

hi(P) = hyp_i(P). (2.4)
[IpeTxoana Teopema je Takohe moszuarta u Kao /Jlen— Comepsunrosa pesauuja.

JIokA3. Heka je ¢ : R" — R npecaukaBame gedunucano ca ¢(z) := (a,z), 3a a € R”
TAaKBO Ja ¢ pasaukyje TeMena mosurona P. CXOomHO TOME, BEKTOD @ HHje HapasejaH
UBHUIAMA IIOJMTONA, Te MPECJUKABAE (© MOMKEMO IIOCMATPATH U Kao QYHKIH]Y
BucuHe Ha moqauTony P. Ha 1—ckenerony mosawmTona P MOKeMO yBeCTH OpHjeHTAIH]y
Ol TeMeHa ca MamOM BpeaHONIhy dyHKIHje ¢ Ka TeMeHy ca BehoMm Bpeanomu hy
dyukimje @. YV Be3uw ca TUM, CBAKOM TEMEHYy U MOYKEMO MNPHJIPYKUTH I[IPUPOJIAH
6poj index,(v) Koju ofaroBapa 6pojy uBuIa Koje cy opujentucane ka temeny v. Ca I,(7)
03HAIMMO OPOj TeMeHa YHju je WHeKC jegnak Opojy i. [Tokazahemo na je 1,(i) = hy,_;(P).

[Ipumernmo na mpomsBosbHa k—cTpana G UMa jeJHHCTBEHO TeMe Y KOjeM je BPeIHOCT
dyukmuje p makcnmaaHa. Teme ca Tom ocoOMHOM Ha3zuBaMo 6px cmpare G U O3HATABAMO
ca Vgop. llomrTo je P mpoct mosuTom, caedu na ce Tauno k msuna crpase G cycpehy y
TEMEHY Uty (HOACETHMO Ce 1 je CBaKa CTpaHa IPOCTOr MOIHTONA IPOCT HOJIUTOL), I
je index,(vip) > k. C gpyre crpame, cBaKO TeMe HHIEKCA ¢ > Kk je BPX 3a (z) cTpaHa
gumensuje k. Cxoano Tome, 6poj k—cTpana mnoaurorna P usnocu:

>k

Ha ocnoBy jemmaxkoctu (2.3) To tauno 3maun ga je I,(q) = h,—,(P). Kaxo I,(q) ne
3aBucH o7 m36opa BeKTOpa a, 1o je index_,(v) = n — index,(v), 3a cBako Teme v. Tume
je onpehena cieneha jeHAKOCT:

hn—Q(P) = ]a(q) = [—a(n - Q) = hq(P) QED

Jlasbe, 1OIITO je CBAKO TeMe MPOCTOr MOoJIMToNa P 110Be3aHO ca 1 TeMeHa, BaXKu 1

2/1(P) = nfo(P).

[Ipumenom peTxoHe TEOpeMe, ce MOKE TIOKA3aTH A2 f-MOJMHOM HPOCTOT MOJTUTOIA TUMEH3U)e
n 3a/10BOJbaBa U cJejiehy jeTHaKoCT

fi = i(—l)i(:j:;)ﬁ. (2.5)

=0

Jlokas rope HaBejieHe jeHakocTH ce Mozke nmponahu y [6], 10k ce y [23] mozke mponahu noka3
caesehe Teopeme.
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[JIABA 2. KOHBEKCHMU ITOJINTOIIN

TEOPEMA 2.3.2 Hexa je P npocm n—dumensuonarnu nosumon. Tada sascu
ho <hy <hg <+ < hipa. (2.6)

Kako h—BekTop mpocror mosurona 3amoBobaBa (2.4) u (2.6), npuUpOIHO ce MOCTaB/ba
MUTake JIa JU Cy HUCTe JIOBOJhaH YCJIOB Ja OM Npou3BO/baH BEKTOpP OMO h—BEKTOp HEKOr
npocTor mnoJjimrTona. He 6m M OAroBOPU/IM Ha HUTAIbe, HEOIXOJHO je jeduHHcaTH I0jaMm
nceyodo— cmenena.

3a mosuTuBHE OpOjeBe @ ¥ 1 MOCTOjU jeUHCTBEHO IIPeACcTaB/bambe Opoja a

= (1) () e ()

rie je a; > a;—; > --- > a; > j > 1. Tako nedunucano npencrapbambe ce Ha3UBa OUHOMHO
i1—npedcmasnarve 6P0ja a.

JEOVMHUIIMIA 2.3.3 Heka cy a u ¢ mo3uTuBHE OPOjeBH, Taaa je, i—mu nceydo—cmenen 6poja

a nedUHUCAH ca
<z> (IZ—|—1 CLZ‘_1+1 aj+1
a’’ = . + . + | .
1+ 1 1 J+1

TEOPEMA 2.3.3 ([6], Theorem 1.4.14) Bexmop [ = (fo, f1, f2, .-, fa) je f—6exmop npocmoe
noaumona JuMeH3uje n aKo U camo axo 3a odzoeapajyhu h—eexmop easicu:

1. hi=h,_;, 36 0 <1 < n;
2. hg <hy <hy < < hpppy;

3. hg =1u hi+1 - hz S (hz - hi_1)<i>, sa 1 S ) S Ln/QJ — 1.

Kako je h—BeKTOp IpPOCTOr MOJUTONA CUMETPUYAH, IIPUPOJHO ce aedHHUIIE BEKTOP
g =1(90,91,---,9|ns2)) Ha caenehn maumn

go:=1 m gi:=h;—hi1.

Taxo medpuHICAH BEKTOP HA3UBAMO §—6ekmop nosumona P. Y Be3u ca TuM, yciaoB 3. Teopeme
2.3.3 ce MOXKe 3aMEHUTH cJaedeNnM HCKA30M:
_ _ (0 -
go=1 uw gw1=¢q', 3a 1<i<|n/2] -1

Cx0mHO TOME, TPETXOAHA TeOPEeMa, Ce HA3UBA, U g—MeOPEMU.

2.3.3 KOMBHUHATOPUKA CUMILJTUIINIAJTHUX TTOJIUTOIIA
[ToaceTnmo ce ma je moaumTon P cuMIIUNHjaJaH akKo W CaMO aKO je MoJauTon P* mpocT.

[Tpumenom jeguakocru (2.2) u (2.5), f-mosuroMm cuMmiunmjaasor noaurtona, 3a 1 <k <n-+1,
3aj0BosbaBa ciaejaehy jeanaxoct

=30 (1)

i=k
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

[TPUMEP 2.3.3 Huxkmuanu nomuron Czy, xa,. .., T,) je cammmunujamna u |d/2]|-cycenckn
nosturor. Cxoao Tome, 3a 0 < i < |d/2| — 1 Baxmu

CiukA 2.9: Iuxmmunn noanron C3(xy, T, T3, Ty, Ts, T)

Mozxe ce mokazaru (Buzern [6], Lemma 1.4.5) na Baxu cieaeha dbopmysaa
f_“f j m—d+j—1 ﬁ“ﬁlﬁ” d—j \(m—d+j—1
v L \d—1—1i j : d—1—3j j ’
Jj=0 7=0
3a0§i§d,meje(Z)zOSap<qHJ1Hq<O. O
TEOPEMA 2.3.4 ([6], Theorem 1.4.4) Mehy ceum cumnavuyujainum nosumonuma P ca m

memena wuja je dumenauja n, yursuuny nosumon C™(m) uma maxcumanrar 6poj i—cmpana 3a
1 <i<n, mojecm 3a 1 <1 < n sasxcu caedeha nejednarocm

fi(P) < fi(C™(m)).

Y Teopuju KOHBEKCHUX MOJIATOIA IPETXOJHA TeopeMa je Io3HaTta u Kao Teopema 20proe?
02PAHUYENG 3G CuMNAuyUjaare nosumone. Tope nHaBeneHa TeopemMa BayKd W 3a MPOU3BOJHHU
IOJIATOIL, U Y TOM cay4ajy ce osHauasa ca UBT (Upper Bound Theorem).

CUMILTUIIjaTHE n— IUMEeH3NOHAJTHN TOauTOn P ce HAa3WBa HaACAG2AHU NOAUMON YKOJIUKO
MOCTOJU HU3

App1=1Fy, P, Po, ..., P:=P

N-IUMEH3UOHATHIX MOJIUTOMNA KOJ KOjUX ce MOUTOI Py mobuja TaKo IMTO Ha HEKY MAKCHMAJIHY
cTpaHy moJuTona P; 10/1aMo TUpaMuy HaJl UCTOM.

TEOPEMA 2.3.5 ([6], Theorem 1.4.9) Mehy ceum cumnivuujainum nosumonuma P ca m
MeMEHA YUja je OUMEHUIE N, HACAGRAGHU NOAUMON UMA MUHUMGAGH OpO] i—cmpara 30 2 <
1 <n—1, mo jecm 3a 1 < i <n— 2 sasice caedehe nejednarocmu

£(P) > (7;>m— (7;:11)@ w for(P)> (n—Dm+ (n+1)(n—2).

Hagemena rteopema je mo3Harta u kao Teopema 0oree 02PpaHUMENHG 3G CUMNAUUULIAAHE
noAUMOnNE.
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['JiABA 3

YOIIIITEHU IHHEPMYTOE/IPU

HenTpaano MecTo y OBOj JAUCEPTAIWjA 3ay3UMajy YOIIITEHH IepMyTOeIpH, (haMUIIHja
noJiuTona ca dborarom KkomobuHaropuoM crpykrypom. Ilepmyroenap ce nupsu nyT nojasuo 1911.
roguae y pany ,Analytic treatment of the polytopes reqularly derived from the reqular
polytopes” xomanackor maremarndapa Coyra (P. H. Schoute), nok je cam wasus permutoedre
YCTaHOBJbEH I€JIeceT JIBe TO/INHe KacHHje, O/ cTpaHe GppaHIyCKUX MaTeMaTndapa PozeHmTHIA
(P. Rosenstiehl) u 2Kun6oa (G. Guilbaud). Pax [31], 3ajeqno ca [30] mpeacraB/ba OCHOBHY
JINTEPATypPy y H3JIaramy TeOpHje YOIIITEeHUX IIePMyTOoeIapa.

3.1 IIEPMYTOEJIAP

JEovHUIMIA 3.1.1 Heka je a = (a1,as9,...,a,) € R™ Tauka 3a unje KOOpAWHATE BaKW
a; < ay < --- < a,. KonBekcHum omMorad Tavyaka KOje HACTajy MepPMyTaIjoM KOOPIUHATA
TavyKe a je MOJANTON JUMeH3Hje n — 1 Koju HasuBaMo nepmymoedap. pyruM pedanma

Pe"'(a) := conv {(%(1), Uu(2)s - - -5 Gu(n)) @ W E 6n} C R,
rie je S, ckyn cBux nepmyTtanuja Ha ckyny [n]. ITocebuo, ako je a = (1, 2, ..., n) gobujamo
cmandaponu nepmymoedap Pe™ L.
CtaB 3.1.1 ([30], Proposition 2.5) Tauxa (xy, 2, ..., x,) € R™ ce narasu y nepmymoedpy
Pe™1(a) axo u camo axo je
T+ x4 +x,=a+ay+ - +a, (3.1)

u axo 3a ceaxu npasu nodckyn {iy,is, ..., ik} C [n] eascu

Tiy + Ty + -+ Ty, 2 @iy F G, 0+ a4,

Cuenelia Teopema JietajbHEje ONUCYje cTpame mepMmyToeapa Pe™ 1(a). V3 ro, nokasyje u ga
KOMOMHATOPHA CBOJCTBA IIePMYTO€e/Ipa He 3aBHCE O n300pa Tadke a.

TEOPEMA 3.1.1 ([30], Proposition 2.6) Cmpana dumensuje k, nepmymoedpa Pe" '(a) C R",
je y 1—1 xopecnodenyuju ca komnosuyujom C = C1|Cs| - - - |Cy_i cryna [n]. Tauke nocmampare
cmpare 36008060645y jednarocm,

E Ti =ap+az+ -+ acucu-ug), 84 JE {1727"'7n_k}'
{€CLUCRU-UC;

Cnevujanmio, memena Uy, = (Qy(1), Q) - - - 5 Guw(n)) U Uy = (1), Gu(2), - - - un)), 30 W,V € G,
CY MOBE3AHA AKO U CAMO KO Je UV = W O §; 34 HEKY MPaHcnosuyujy s; := |i,i+ 1] € &,,.
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

Ha ocHOBY IpeTXo/iHe TeopeMe 3aK/bydyjeMo Ja je Mpexka cTpana mepmyToenpa L(Pe™~1(a))
usomopdna mocery Compi,). Ilocebno, mocroju Oujexnmja msmely makcuMmagHHX CTpaHa
nepMyToepa W mpaBux noackymosa ckyna [n]. Ilpema Tome, 6poj MakcHMaJHHX CTpaHa
nepmytoenpa Pe"!(a) usnocn 2" — 2.

Kako je 6poj Tpancnosurmja obauka |7, + 1| jennak n — 1 3ak/pydyjemMo Ja je CBaKO Teme
nepmyroesipa Pe™ t(a) nosesano ca n—1 apyrux Temena. ITomrro je n quMensuja mepmyToe/ipa
jennaka n—1, cienu jga je Pe™~!(a) jenan npoct nosmron. ITopes Tora, 3a jiBa loBe3aHa TeMeHa
U, U Vyos; BaKH ciIesieha jeTHAaKOCT

Vy — Vyos; = kw,i (ew(i) - ew(i-l—l)) ) (32)

rae cy ep,es,...,e, crangapanu 6a3un sekropu y R", a k,; HO3UTHBHE peayHu OPOjeBH.

Kopucrehu Teopemy 3.1.1, 3ax/bydyjemo ga je f—mnoamaoM nepmyToeapa Pe™ ! jenmax

f(Peq) = nzl {n " k}(n — k)l g".

k=0
Hame, Ojaepos nosunom A,(q) je neduunncan ca

Aulg) =) "=,

wEGn

rie je Des(w) ckym cunacka nepmyranuje w € S,,. Moxe ce nokazaru (Bugern Teopemy 3.2.1)
na ce h—noyunom nepmyrtoeapa Pe™ ! u Ojaepos nomunom A, (q) noxyaapajy, To ject

n—1

WP q) = An(q) = > Aln, k)¢,

k=0

rie je A(n, k) 6poj mepmyrarnmja w € &, Takpux na je |Des(w)| = k.

Heka je (Pe™1)* nyan nomurona Pe™ !, Tana mocroju 6ujeknuja usMely TemMena momrona
(Pe™')* u upasux nojckynosa ckyna [n]. Kako je mepmyroesap 1poCT HOJUTOI, CJEJH J1a
je (Pe™1)* jenan cummunujaian nouron. Y3 To, HCTH je CUMILIUIU]AIHO u30MOpdaH NpBoj
OAPUIEHTPUIHO] TOAE/IN CUMILIEKCA A\, .

CnukA 3.1: [lyar nepmyToeapa Pe3
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[JIABA 3. YOIILLITEHU ITIEPMYTOE/IPU

JIETIE3A APAHXKMAHA IIJIETEHULIA

Apanostcmar naemeruya je apamzxman xuneppasun {H; j}1<i<j<n ¥ mpocTopy R” onpehennx ca
Hij:={zeR" : x;=uz;}.
Opnrosapajyhe permone, Koje HaszuBamo Bejaosum Komopama, O3HAUABAMO IMEPMYTAIIMjaMa
C, = {a:' eER" : zyn) < Ty < -0 < xw(n)}.

Vorure, apanKMaH TLIETEHWIa WHAVKYie Jeme3y mpoctopa R"/R =2 R™ ! kojy HazmBamo
) ?
AENE3OM APAHCMAHA NAETNEHUYA.

[TomTo je Pe™ ! mommron mumemnsuje n — 1 y mpoctopy R™, Ha ocnoBy jemmakoctu (3.1)
3aKJbydyjeMo Jia je

(Pe" Mt =R(1, 1, ..., 1).
N——

n

Jlenesa apascmana naemenuya je u nHopMmasina jenesa N (Pe™ 1) /(Pe" 1)t mepmyroeapa
Pe™ 1.V Besu ca tum, Bejiosa xomopa C,, mpeicTaB/ba HOPMaJIHE KOHYC TEMeHa, vU,,.

CnukA 3.2: Jlenesa apan:MaHa ILIeTeHHIa 0 HepMyToegap Pe?

Y mornassmy 1.2.1 cMo mokasanm ma mocToju udoMmopduszam u3Mel)y KoMmosumnuja u 3actaba
MOJCKYIIOBa Ha cKymy [n]. [lakie, cBakoj 3actaBu mojckynosa JF, nyxune |F|,

F:0=F CF C-- C Fg:=[n]

MOZKEMO TPHAPYZKHUTH oAroBapajyhy crpany kojy hemo Takohe o3znaumtu ca F. Ha ocHOBY
Teopeme 3.1.1 MOxKeMO YTBPJIUTH JIa je Ta1a

dim(F) = n — |F|.
[Topex Tora, HopMmatau Kouyc C'r cTpane JF je 3a7aT Ha caeiehn HATWH:
e 1, =x,aK0 p,q € F41 \ F; 3anexo i € {0,1,2,...,|F| —1},
o v, <z akop€ F;\F,_iuq€ F 1\ F;3anekoic{0,1,2,...,|F| -1}
WU jour je mumensuja mocmaTpanor kKonyca C'r cTpaHe F jeHaKa

dim(Cr) = |F| — 1.
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

Ha cimuan naunn, k—xonycy C' MOXKEMO jeIHO3HAYHO HPHAPYZKUTH 3aCTABY
JFo:0=F CF, C - C F,=:[n]

oapebeny ca
peEFip\F, n q€Fj\F,

3a 0 <7< j <k, kagrox je r, < T, 3a CBe TadKe U3 PeJIATHBHE YHYTpPAIImBOCTH KoHyca C°.

MVYJATUIIJIMKATUBHO UHBEP3HU CTEIEHU PEJIOBHU

Hasenumo caja jeHy BpJIo Jielly W 3aHUMJBUBY WHTEpIIpeTaIujy mepmyToenapa. Hamve, 3a

CTerene peioBe
" "
Ax) = Za”ﬁ nu B(x)= anm

n>0 ) n>0

KayKeMO JIa CY MYAMUNAUKGMUSHO uHeepaHy, YKoauko je A(x) - B(x) = 1.

V3 mpeTnocTaBky 1a je ag = 1, mpBa uetupn koedurmjenta pena B(x) uznoce:

by = —ay,

by = —ag + 2a%,

bs = —as + 6asa; — 6a:13,

by = —ay + 8aza; + 6a§ — 36a2a% + 24@‘11.

[Tpumerumo ja, na npumep, popmyia 3a KoedUIujeHT by NTPOU3UIA3K U3 CTPAHA IEPMYTOEIPa
Pe?. llpenusnnje, crpane nepMmyToenpa Pe? cy: jenaH MecToyrao Ps, MecT HBHIA Po X P U MIECT
Temena p; X p; x py. Camuno, crpane nepmyroenapa Pe’ cy: jeman npecevenu oxmaedap® Py,
ocaM IIeCTOYTJIOBA P3 X P1, TMECT KBAIpaTa Pa X Po, TPUIAECET MECT UBUTIA Po X P1 X P1 U IBAIECET
YeTHPU TEeMeHa P; X P X P X P1. Y Be3u ca TUM, npousuiasu u gopmysia 3a Koepunujent by

0¢

CnukA 3.3: Iepmyroeapu pp := Pe®, py := Pel, p3:= Pe? u py := Pe?

cremenor pena B(x).

epmyroenap Pe? je y Teopuju KOHBEKCHUX HOJIMTONA IIO3HAT U KAO NPeceveHt okmaedap.
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[JIABA 3. YOIILLITEHU ITIEPMYTOE/IPU

TEOPEMA 3.1.2 ([1], Theorem 11.1, Theorem 11.2) Myamuniukamuenu uneeps cmenenoz
peda A(x) je cmenenu ped B(x) makas da je

bn — Z (_:l)’rz—dimFaF7

FeL(pn)

ede je p, = Pe"t wap = aypay, -+ ay, 30 ceaky cmpany F = pp X g, X -+ X Py, nepmymoedpa
Pn. pyeum pevuma,

n m
bn _ —1)™ mi ma
>, (D (1,1,...,1,2,2,...,2,...)(ml,mz,...)al 2

(1m1,2m2 . Yrn

~~ ~~
mi ma

ede je cyma no ceum napmuyujama (1™ 22 ) = (1,1,...,1,2,2,...,2,...) b n u 2de je

\

m=mi;+mg+---.
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3.2  YOIIITEHU NEPMYTOEJIAP

VKOIUKO TeMeHa MepMyToepa MOMEePUMO TaKO Ja MPaBIY WBUIA OCTAHy UCTH JI0OMjaMo
HOJTUTOI KOJH HA3UBaMO yonwmeru nepmymoedap. Ilpenusnuje,

JEomHUIMIA 3.2.1 3a nosmron Q C R kaxkemo na je (n — 1)— IUMEH3MOHATHU YONWMEHY
nepmymoedap YKOJIUKO je HOpMaJHa Jemne3a IepMyToeapa Pe" ! dbunuja ox HopMmasne Jenese
noauTona ().

Jlpyrum peunma, yormmrenn nepmyToeaap () je konpekcHn omortad n! tagaka v, € R" tako

JIa 3a CBaKy mepMmyTanujy w € &, u TpaHCIO3UuImjy S; := |4, + 1| Baxmu
Vo — Vys; = kw,i : (ew(i) - ew(i+1))u (33)
rae cy k,; HeneraTuBHU OPOjeBH, a €1, €, ..., €, CTAHJAPIHA OA3HH BEKTODH, Y3 HAIIOMEHY JIa

je y rope HaBeaeHOj bOPMYIIH, 3a PA3IUKY 01 (3.2), TOmyIITeHO 1a k,,; Y3UMa BPEJIHOCT HYJIA.

CnukA 3.4: Nommrenu mepMyToeapH H oAroBapajyhe HopMmasiHe Jemese

3.2.1 KOHYCU IIJIETEHUIIA

Konyce xoju ce Hasa3e y HOPMAJIHO]j JIeTle3n YONIIITEHOT MePMYTOeIpa Ha3UBAMO KOHYCUMA
naemenuya. ame, MOMTO je HOPMAJHA Jiele3a YOIIITEHOT MepMyToeapa Ipydspa O Jiemese
apaHKMaHa TJIeTeHHUIa, KOHYCH IJIETeHUIIa ce MOTY TpHKa3aTh Kao yHHUje BejioBux KoMopa
unm crpana Bejiosux koMmopa. Kao Taksu, oHM Cy 3aJaTH HejeJHaKoCTHMa T; — T; > 0.

[IPEAYPEDBEKE

Hexa je R jeana Ounapua, pedJeKCHBHA U TPaH3UTUBHA pejalidja Ha KOHAYHOM CKYIY
S. Tana, 3a nap (S, R) kaxkemo Ja je npedypeherve. YKOJIUKO He MOCTOje eleMeHTH T,y € S
raksu na (z,y) € Ru (y,z) € R, nap (S, R) HasuBamo u nocemom Ha ckymy S. V3 1o, mocer
(S, R) je nosesan axo je nowe3an rpad ddja cy TeMeHa eJeMeHTH CKyma S, a HBHUIE Clajajy
OHe eJleMeHTe KOju ¢y y pesanuju R.

Heka cy Ry u Ry npe OmHaphe penamuje Ha ckymy S. Taja je n mUXOBa yHuja, y O3HAIN
Ry U Ry, 6unapua pesanuja Ha ckyiy S (OmHapHe pesanuje cy MOACKYIOBH cKyna S X S). Aumn,
axo cy Ry u Ry nBa mpeaypehema na ckymy S, To He 3ua4n j1a je u Ry U Ry jeano npemypeberbe.
C nmpyre crpane, mpansumucto samsoperve Ry U Ry, jecte npeaypeberme na ckymy S.
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[JIABA 3. YOIILLITEHU ITIEPMYTOE/IPU

3a mpeaypeheme (S5, Ry) KaxkeMo ga je xowmpaxuyuja npenypehema (S, R1) ako moctoju
ounapua penanuja R C R; TakBa ja je

RQ - Rl U ROP,

rae je RP nyan mocera R. Axo je Ry U Ry xorTpakiuja npeaypebema Ry u npeaypebema R,
KaxkeMo 7a ce upeaypehema Ry u Ry samano cexy. Y Be3w ¢ THM, KOJEKIN]Y Pa3TUIUTHX
oceTa Ha CKYIy S KOju ce 110 MapOBHMA Ba/baHO CEKy WM UHja JIHHeApHA PaIliperha IIOKPUBAjY
cBa JIMHeapHa ypehema Ha CKYIY S Ha3UBaAMO KOMNAEMHA AENE3G NOCEMa Ha CKYILY S.

BI/IJEKHI/IJA USMEDY IIPEAYPEDBEIBA U KOHYCA IIJIETEHUITA
Heka je R jemno npegypeleme Ha ckymy [n]. dedbunumumo kouye Cr C R™ ca
zr; <z; akoucamo ako (i,7) € R.

N obpuyTto, u3 mpousBo/pbHOT Kouyca C, KOju ce HaJa3u y Jele3d apaHKMaHa ILIeTeHHIA,
MOKeMO KOHcTpyucartn npejaypeheme R Ha ciegehn HavuH:

(i,j) € Rc ako u camo ako x; < x; 3a cse tauke uz C.

Tope HaBemeHa NpUAPYZKUBAbA PeJACTaBbajy Oujeknujy nsmely npemypebema Ha ckymy [n ]
n KoHyca merennta y npocropy R”™. Ilocebno, Baxku ciemehwn cras.

CtaB 3.2.1 ([31], Proposition 3.5) Vroauro xonycu naemenuya C u C' odeosapajy nexum
npedypehervuma R u R', mada sasce caedeha mepherva:

1. Ilpedypehene RU R’ odzoseapa wonycy C N C".
Ipedypehene R je xonmparuyuja nocema R axo u camo axo je C cmpana C'.
IIpedypetiene R je nocem axo u camo axo je dim(C) =n — 1.

IIpedypehene R je nosesan axo u camo axo je xonyc C' mavwkacm.

Ipedypehene R je dpeo-nocem? axo u camo axo je dim(C) = n — 1 u yxoauxo je C
CUMNAUYUJAAHU KOHYC.

6. Konyc C cadpocu Bejaosy xomopy C,,, 3a w € G, ako u camo ako je R nocem wuje je
AUHEAPHO PAUUPEIHE W.

Ha ocnosy nperxomnor crasa, kouycy C' aumensuje n — 1 oarosapa jegan mocer R, ma ncTu
MOYKEMO OIIUCATH Ha cjaejenn HaIuH

C={zxeR" : x;<z; 3a (i,j) € R} = U Co,
weL(R)
rie je L(R) cKym JUHeApHUX parmnperba mocera R.

Mocaeauna 3.2.1 ([31], Corollary 3.7) Heka je Q jedan yonwmenu nepmymoedap. Tada je
koaexyuja nocema memena {R, : v € vert(Q)} senesa nocema.

Tlocer ma ckymy S umju je Xaceop mujarpam pasamumyjyhe mpso ma S HasuBaMo dpeo—mnocem.
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

h—TIIOJIMHOM IIPOCTOT YOIIIITEHOT EPMYTOEIPA

[Ipe cBera, ykoyinko je yommnrenu mepMmyroegap () mpocT mOJUTOI, KOJIEKIIN]a

{R, : v € vert(Q)}

je sieneza apBo—uocera. Y oM ciay4dajy, ca Des(R,) o3nauumo ckyu ypehenux naposa (z,y) €
R, 3a Koje He TOCTOjU eleMeHT z TakaB Ja (x,z) € R, u (2,y) € R, u 3a Koje je jorr x >z y.
Hedunummmo u des(R,) := |Des(R,)|.

TEOPEMA 3.2.1 ([31], Theorem 4.2) Heka je Q) npocm yonwmenu nepmymoedap ca nocemom
memena {R, : v € vert(Q)}. Tada je

M@ ) = Y g

vevert(Q)

To nocebro suavu da je f—noaunom yonwmernoz nepmymoedpa @ jeoHax

fQq) = > (g1t

vevert(Q)

3.2.2 TEXMWHCKU KBABUCHUMETPUYHU EHYMEPATOP

[TomTo je nopmamna Jsenesa N (Q) yommrenor mnepmyroeapa () rpy6/ba 01 HOpMaJIHe
geneze N (Pe" 1), nedbunummnmo npecinkapame

7o : L(Pe" ') — L(Q) ca mo(F):=G

ako u caMo axo je C'z cagpxkano y Cg, TO jeCT akKo I caMO aKO je DeJaTHBHA YHYTDAIIHOCT
HOpMaJTHOT Konyca crpane F € L(Pe" 1) cajprxkana y pelaTUBHOj YHYTPAIIHOCTH HOPMAJIHOT
komyca crpaue G € L(Q).

CraB 3.2.2 ([17], Proposition 2.3) Basicu caedehia jednaxocm

Z (_1)|.7-'\ _ (_1)n—1—dim(G).

F:mq(F)=G

JTOKAB. TTocMaTpajMo KOJICKIHjy CTpaHa 7TC_21(G) = {Fi,Fa,...,Fi} nomurona Pe""!. Tana
je C& = U;_, C2 xomeomopduo R"1-4m(@) Heka je fi, 3a 1 < i < n— 1 — dim(G),
6pOoj i —anMeH3HoHATHNX KoHyca caapkannx y C 5. TIpHHITHIIOM yKIby 1emha—HCKIby etba,
JI0OMjaMO TPazKeHy jeJHaKoCT

fnflfdim(G) - fnflfdim(G)fl +-+ (_1>nflfdim(G)f0 = 1. QED
JEouHUIIMIA 3.2.2 Heka je () C R” yommrenu mepmyTtoenap. IIpecinkaBarme
kg : L(Pe" ') = {0,1,2,...,n — 1}

nedwHMCAHO Ca
ko (F) = dim(mg(F))

ce Ha3mBa (Q—paHez yonwmenoz nepmymoedpa (.
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[JIABA 3. YOIILLITEHU ITIEPMYTOE/IPU

3a BeKTOp NO3UTHBHUX LEJOOPOJHUX Tadaka w = (wi,wa,...,w,) € Z7T, mescuncka
dynryuje w* o3HaUYaBa HpecankaBame w* : () — R oapeheno ca

w'(u) = (w,u), 3a u€Q.

YrepauMmo na w* makcumusupa crpany G, € L(Q) koja je jenmucrBeno oxpehena yciaoBom
Jla ce BEKTOD W HaJash y PeJaTHBHOj yHyTpammocTH HopMannor komyca Cf . Ilocebmo, 3a
TEeXKUHCKY (DYHKIUjY w* KazxkeMo jia je Q—zenepuura ako je Gy, jenno teme moaurona ().

V crydajy kaga je Q = Pe™! Bektop w € 7 nedunuue jeAHHCTBeHy crpany JF ako H

camo axo w € C2. ¥V Besu ¢ tum, Heka je Mr enymepamop mavaxa w € Z Koje ce Hamase y
pesaTuBHOj yHYTpaImmocTn Konyca C'r, TO jecT

Mz = Z Ty Tgy ** * Loy, - (3.4)

WEZL NCP
Tama je Mx jenna MOHOMHjaIHA KBA3HCHMETPpHYHA (DYHKIUja WHICKCHPAHA KOMIIO3UIIH]OM
type(F) := (|[F1| = |[Fol, [Fo| = [FAl, - [Fim| = [Flm-a)) Ene

JeEorHUIINIA 3.2.3 3a yomnmrenu nepmyToemap Q C R"™ meocurcku keasucumempuyru
enymepamop Fy(Q) ce nedunumte na caenehn maunn

o rko (Fuw
= E g kel )mwlmw...an'

weLy

Kopucrehu (3.4) enymeparop Fi(Q) ce Moxe 3anucat y o0IHKY

(Q) = > gy (3.5)

FeL(Pen—1)

Ha ocrnoBy gedwnnnmmje mpecinkapara m¢g, CIeIN 13 je

§ L Lwy " Ty, = E Mf?

wEZLNCE F:mg(F)=

na ce (3.5) Tpamcdopmuire y

>y Mtype() (3.6)

GeL(Q) Fimg(F)=

TEOPEMA 3.2.2 ([17], Theorem 4.4) Hexa je Q C R"™ yonwmenu nepmymoedap dumensuje
n — 1. Tada je f—noarurom nosumona () odpehen ca

F(Q. q) = (=1)"ps' (F4(Q))(—1).

JTokA3. Kaxko je ps'(Mz)(—1) = (=1)”*1 npema (3.6) mvamo

(—1)npSl<F,< Z qdlm(G) Z (_1)\}—|+l+n+dim(G).

GeL(Q F:mQ(F)=G

[Ipumenom CraBa 3.2.2 mobujaMo TpazKeHy jeTHAKOCT. Q.E.D.
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AHTI/IHO,ZI; TEXKUVHCKOT' KBASUCUMETPUYHOT' EHYMEPATOPA

Bacrasu F : ) =: Fy C Fy C Fy C -+- C Fy, := [n] upuapyxumo dyasny sacmasy F°P Ha
ucTom ckymy [n| oapeheny ca

FP 0= ([n]\F) C ([n]\ Fema) C -+ C ([n]\ Fo) = [n].
[Tpumerumo sa je oaroapajyha kommosuiuja 3acrase F°P oOpHyTa KOMIO3UIUja 3acTaBe J,
type(F°P) = rev(type(F)).

3a konyc Crop BaKM

O]-‘op — _O]-', (37)

e —C'r o3HaYaBa HOPMAJIHE KOHYC KOJH CAJIPKU BeKTOpe —2z Takpe ja 2z € C'r. Hanmomenumo
Jla HOPMAJIHU KOHYC crTpaHe JF CaJipKu U BEeKTOpe 4Yuje KOOP/JMHATE HUCY [HO3UTUBHE U
1es100pojHe, aan Ja TeXKHHCKH KBa3HCHMETDHIHH eHyMepaTop [, pasmarpa caMo OHe BEKTODe
n3 Kouyca Cr 4dnje cy KOOpAMHATE W MO3UTHBHE U IEI00pOjHE.

JIEMA 3.2.1 ([17], Lemma 4.5) Baowcu caedehia jednarocm

S(Mz) = ()7 3 M. (38)
g=Fop

[IpeTxoany jeaHAKOCT MOXKEMO 3amucaTu y ciaeaehem o01uKy

(_1)|]-‘|+1S(M]__) _ Z T Ty~ Lo
WEZNC Lop

OJlaKJie IIPOU3nJIa3u HapedHa TeopeMa.

TEOPEMA 3.2.3 ([17], Theorem 4.6) Heka je Q) jedan (n — 1)—dumensauonasnu yonumeny
nepmymoedap. Anmunod S deayje o MeEHCUHCKU Keasucumempuuny enymepamop Fy(Q) Ha
caedehu Havwum:

S(F(@) = (=1)" Y f(mq(°), —a) Mg,
g

ede je cyma no ceum sacmasama nodckynosa G cxkyna [n] u f(rg(GP), —q) je f—noaurom
empane 7 (GP).

Mocneaunua 3.2.2 ([17], Corollary 4.7) 3a yonwmenu nepmymoedap Q) sastcu:
ps' (S(Fy(Q)))(~1) = ¢"™«.
()—TEHEPUYKHU TEXXWHCKU KBA3UCUMETPUYHU EHYMEPATOP

[Toacetumo ce ma je TekuHcKa GYHKIHja w* jeqra ()—TeHepudka QYHKIHMja YKOIUKO je G,
teme mostuTona (). Tume je nedbunucan (Q—zenepuyry K6A3UCUMEMPUYHY EHYMEPAMOP

FQ) = Z Ty Loy ** * Ty, -

weZY
w je QQ—reHepuIKa
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[JIABA 3. YOIILLITEHU ITIEPMYTOE/IPU

Ilpumerumo na je F,(Q) yommreme enymeparopa F(Q)), kao um ga ce ()J—TreHepHUKH
enyMmepaTop jobuja y ciaydajy Kaja je ¢ = 0, To ject

F(Q) = Fo(Q).

TEOPEMA 3.2.4 ([5] Theorem 9.2) Heka je @ C R"™ yonwmenu nepmymoedap. Tada easrce
caedeha mephera:

1. Qyuryuja F(Q) je keasucumempuyuna dynryuja.

2. Hexa je R, mocem woju odzosapa memeny v € vert(Q). Tada je

FQ = Y Fr(x),

vevert(Q)
2de je Fr, enymepamop R,—napmuyuja.
3. 3a xoeduyujenme c, maree da je F(Q) = coLqy saoicu

(a) co cy menezamenu bpojesu maxsu da je Y co = nl,

(6) xoeduyujernm cq 1,1y 0dozosapa 6pojy memera nosumona Q.

-----

4. Aumunod S € QSym 3adosonasa
S(F(Q)) = (=1)"F(Q),

ede je F*(Q)) = Z {w munumusupa meme 00 Q}| - x,,.

w

Y Be3u ca MoCJaeIHbOM TeOPEMOM, HAIIOMEHUMO Ja je R, TPaH3UTHUBHO 3aTBOpeHe ODMHApPHEe
pestanuje nedunucane Ha ckyny [n ] #a ciaegehn maanu:

(i,7) € R, akKo u caMo akO Uy — Ug = €; — €j,

3a HeKy uBuity {vy, vy} youmreHor nepmyroeapa Q.
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3.3 XUIEPTA®OUUYKU IIOJINTOIIN

3.3.1 XUIIEPTA®UYKU I1OJIUTOII

Xunepepagh H Ha ckyny temena [n| je komeknmja Hempasuux nogckymosa H C [n] koje
Ha3uBaMo zunepusuyama. IpermoctaBumo Ja 3a cBako i € [n] ckyn {i} € H. lame, 3a cBaku
ckyn H € H nedunrnmmmo cuMILIekc

Ay :=conv{e; : i€ H},

rje cy eq,es,...,e, craggapaaun 6asuum Bekropu y R™. Ilpumerumo na je Ay jeaHa crpana
cuminiekca A,,. MUHKOBCKH cyMa CHMILIEKCa,

Qu = ZAH

HeH

je yoruunrenu nepmyToeap Koju 308emo runepzpagusky noaumon (sBugeru [4]).

[TpuMEP 3.3.1 Hexka je H dbamunnja cBux menpasHux mojckynosa ckyna [n]. Oxrosapajyhn

xunerpadgpuiIKu moguToI je nepmyroenap Qu = Pe" (1,2, 22 ... 2"71). Ako pasmarpamo
caMo jelHOWIAHe W JBOWIAHE IMOJCKYIOBe CKyma [n| mobujamMo cTaHIApIHH IIEPMyTOeIap
Pe"1(1,2,3, ..., n). 0O

[TpuMEP 3.3.2 Hexka je H dbamuiuja cBux jegnownanux mojackymnosa u ckyna [n]. Tamga Qy
OJIFOBApa CUMILIEKCY A, TPAHCIUPAHOM 34 BEKTOP €1 + €3 + « + + + €. 0

Kazxewmo j1a je xuneprpad H nosesan yKoamko ce He MOYKe NPUKA3aTU KAO JIUCjyHTKHA YHU]ja
xuneprpadosa H; n Hy Tako na 3a ceako H € Hwm H € H; wim H € Hy. ¥V cymporHowm,
KazkeMo Ja je xuneprpad H nenosesan w tama nocroju mexomnosunuja wa c(H) moesannx
xumneprpadona

H=H; UHy U--- U Hm,

KOje Ha3mBaMO noseazare Komnoxwewme o H. Y3 1o, Baxku u ciejaehn cras.

CtAB 3.3.1 ([6] Proposition 1.5.2) Ykoauxo je H = Hy U Hy U -+ U Hepy dewomnosuyuja
xunepepaga H 1a nosesare xomnonenme mada je

Qn=CQu XQuy, X -+ xQu, v dim(Qu)=n—c(H).
Ilocebro, yroauro je H jedan nosesan xunepzpad wa cxyny [n], sascu dim(Qn) =n — 1.

Haswe, 3a mpoussosban moAckyn S C [n]| aedununrumo pecmpuryujy runepepagpa H na cryn
S u konmparxyujy runepepaga H no ckyny S ca

Hs:={HeH: HCS} m H/S:={H\S: HeH}L

CtaAB 3.3.2 ([6], Propositon 1.5.9) Xunepepaguuru noaumon Qu ce wHaaa3u y npecexy
xuneppastu Hy u sameopenur noaynpocmopa Hg obeaescenuxr npasum nodkcynosuma S
ckyna [n ]

HH:{xGR" : sz:“'”} u H&ZZ{ZBERH : Zx¢Z|H|5\}.
i=1

€S
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[JIABA 3. YOIILLITEHU ITIEPMYTOE/IPU

Ha oCHOBY IpPeTXOJHOT CTaBa 3aK/bydyjeMo JIa Ce HOTUTON (Qy MOKe JTOOHTH HpecernameM
Nn—CHMILIEKCa
Hyn{z eR" ! : 2;>1 za 1<i<n}

xuneppasauMa Hg — Koje ofroBapajy nojckymnosuma S C [n] Koju caaprke 6ap 1Ba eJeMeHTa.
Hanomennmo a2 TO He 3HA4YW Ja cBaka XulleppaBaH Hg_ HHAYKYje MAKCHMAaJHY CTDaHY
XuneprpaguIkor moJuTona Q.

[TpuMEP 3.3.3 Heka je I' noBesanu rpad Ha ckymy Temena [n] ca ckynom usuna F. Ako je
HT) = U, {{i}} U E raza Baxu

QH(F) = ZAZ + Z Ai,j-
i=1 {i,j}eB(T)

ITpema (2.1) moamron Qury je jesan 3onoron. O ucrom he 6urn Buue y nornasmy 3.3.3. 0

JIEomHuIMIA 3.3.1 3a nosesann xuneprpad H wa ckyny remena [n ], H—panr je onpeben ca
rky(F) := dim(mg, (F)).

Ha ocnoBy mperxojue jneduHuIMje Caeau J1a je TeKUHCKU KBA3UCUMETPUYHH €HyMepaTop
xuneprpadudkor noyuromna oapehen ca

F(Qu) = Y ™My (3.9)

FeL(Per—1)

IIPUMEP 3.3.4 [ummen — Cmenaujes nosumon PS™ 1 jecre xumeprpadguuyd IIoauTONn KOjH

omrosapa xuneprpady H = {{1},{2},[2],{3},[3],...,{n},[n]}. Hame, 3acraBu noackymnosa
F:0=F CF C- - CF,=[n] upuipyxumo 3acrasy

F:b=FcRhr\{ntch\{n}c - cF,\{n}:=[n—-1].

VTBpaumMo Jia je
rkpgn—2(F) + 1, ako n € Fy,,

rkpgn—2 (.7::), uHayve,

I'kpsnfl(f) = {
oJjlaKJie mmpousuniiasu ciejeha dpopmysia pekypsuje

F(PS™™) = F(PS™)M; + (g — 1) (F,(PS"™)) (3.10)

+1°
[IpecaukaBame 1 : QSym — OQSym je Ha MoHOMHE]ATHO] Oa3u 3a7aTO Ca
(M(alv--aakflvak))-kl = Ma,...an_1,0141)-
I[IpumenoM riasHe crenujaausangje ps' na jeanaxocr (3.10) mobujamo
f(PS™q) = (2+q)f(PS" %, q),

na je f(PS"1 q) = (2+¢)"!. [Ipema Tome, PS™! uma uctu f—101MHOM Kao U XHUIIEPKOIKA,
0,_1. Baxu u ommruje, nosuronun PS™ ' u [, ; ¢y KOMOMHATOPHO €KBUBAJICHTAHU (BHICTH
[30], Proposition 8.10). 0O
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KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

3.3.2 XOII®OBA AJITEBPA XUIIEPITPA®OBA

3a xumeprpadose H; u Hy nedunncane Ha KoHaYHUM CKymoBuma [ni] u [ng| Kaxkemo na
cy udomopdnu ako nocroju oujekmmja f : [ng ] — [ng] Taksa ga

H € H; akowucavo ako f(H) € Ha.

Ca ‘HG o3HaYNMO BEKTOPCKH ITPOCTOP HaJl mosbeM K Koju caap:Ki ¢Be JHHeapHe KOMOMHAIM]e
KJaca nzomopduux xuneprpadona. MHoxKeme 1 KOMHOXKEIbe €y jJeduHucanu ca

[Hi] - [Ho] i=[Hi UHy] m A(H]) == > [Hls] @ [H/S].

SC[n]

[Tpumerumo na je

"G = EPHGn.

n>0

rie je HG, nornpocrop pasamer Kiacama mzoMopduux xumneprpadosa Ha ckymy [n]. IIpema
toMe, HG je jeana rpajyucana, KOMyTaTUBHA ¥ HEKOKOMyTaTuBHa Xoriosa anrebpa. [Ipumep
Xondose anrebpe xuneprpadosa Koju je KokomyTarusan ce Moxke uponahu y [19].

Heka je H xuneprpad ma ckyny [n]u F : () = Fp C Fy C --- C F, = [n] jenna 3acrasa
nofackymnosa. ledbunummmo xuneprpad H/F Ha cienelin Hauun

k
H/F = | |Hlg/Fit.
i=1
Hanaspe, nocmarpajmo npecinkasame (, @ HG — K[ ¢] xoje je oapeheno ca
Cq(H]) == g™ rae je  tk(H) = n — ¢(H).
Ha ocnoBy Teopeme 1.3.1, moctoju jeauncrsenn Mopdu3aMm XomdoBuX aaredpu

Wy o (MG, G) — (2Sym, Co),

KOjH je Ha MOHOMHjaJIHOj 6a3m 3a7aT ca

Ue([H]) = Z(Cq)a(H)Moc- (3.11)
afFEn
Koedbunujenr ({;)(H) xoju oxrosapa kpasucumerpuunoj byukmujn M, je jemHak

Ca(H) = ﬁqu(HFf/F“) = > m

F:type(F)=a 1=1 F:type(F)=a
rie je k k
rk(H/F) == > rk(H|p/Fis1) = n—Y_c(H|p/Fi_).
i=1 i=1
Ha kpajy, jennakoct (3.11) ce Moxke 3anucaTit y 00JUKY
U(H) = >, MM (3.12)

FeL(Per—1)
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[JIABA 3. YOIILLITEHU ITIEPMYTOE/IPU

TEOPEMA 3.3.1 ([28], Theorem 4.1) Hexa je H zunepepad u Qu od2osapajyhiu xunepzpaduuru
noaumon. — Tesrcuncku ksazucumempuywny enymepamop F, ce nodydapa ca jeduncmeernum
moppusmom Xongosux anreebpu V,, mo jecm

Fy(Qu) = Wy([H]).
JIOKA3. JIoBO/bHO je TIOKa3aTH Jia 3a IPOU3BOJbHY 3aCTaBY HOJCKYIOBA J BayKu

rky(F) = rk(H/F). (3.13)

Heka je G crpana xuneprpadudkor moaurona (Jy Koja je MaKCHMH3WPaHa TEKNHCKOM
dbyrknmjom w*, 3a Heko w € C%. Kako je Qu Muxosckn cyma cummrekca Ay 3a H € H,
TO je u crpana G, takohe, MuHkoBcku cyma obJIMKa,

G=> (An)r

HeH
rie je (Ap)rF jequncTBena crpana cuminiekca Ay Koja je MaKCUMU3UpPaHa (DYHKIHjoM w™.
Hexka 3a w = (wy,wa, . ..,w,) Baxn w; = j ako i € F; \ Fj_1. Taga w € C% u jomr je

(Au)r = Amp_,

rae je j = min{k : H C F;}. Hdasme, ca H; osmaummo xomrexnujy mogckymnosa H € H 3a
koje Baxku j = min{k : H C Fj}. TIpema Tome, ctpany G MOKeMO IPUKA3ATH Y OOJIHKY

G = Z Z AH\Fj,17

j=1 HeH;

4quMe je HOoKasaHo jga crpana (G oarosapa xumeprpacduakom nomurony G = Qu,r. Ha
kpajy, u3 (3.3.2) caean ga je dim Py r = rk(H/F), aume je noxaszana jeanaxoct (3.13).
Q.E.D.

[Mocaenuna 3.3.1 ([28], Corollary 4.3) f—noaurom nosumona Qy je odpehen ca
f(@Qu,q) = (=1)"ps' (T _4([H]))(~1).

HATTOMEHA 3.3.1 CumniumnujaaHu KoMiiekcn reaepunry Xomndosy nogaaredbpy SC Xondose
asrebpe HG. Xuneprpaduaxn nonuronn Qg u Qg rie je K1) 1—ckeseron cummumnujasor
komitexca K, cy nopmanno exsusarenmuu® (Bupern [1], Lemma 21.2), na Baxu

Fy(Qx) = Fy(Qrm).

3.3.3 T'PA®UYKU 30HOTOII

[Moacerumo ce ma je 3onoron Z(A) C R"™ moauron Koju ce Moxke mpuka3aTh Kao MUHKOBCKH
cyMa HOJINTONa JiuMen3uje jejnake jeaunuiy. llpenusuuje,

Z(A) = [—a1,a1] + [—az, as] + - - - + [—ag, aq).

V3 1O, UCTU MOZKEMO JIOOUTHU U POJEKIIHJOM XUIEePKOIKe [y IIpu JinHneapHOM Hpec/nKaBamby
r+— A-x, vae je A Marpuna dnje cy KOJIOHE BEKTODH a1, dsg, . . . , Gq. LlocebHO, 30H0TON Z(A) je
CUMeTpUYaH y OJHOCY HA IEHTAp U CBe HeroBe CTpaHe Cy TaKohe 30HOTOIH.

3TlonuTonu Cy HOPMAGHO eKEUBAACHMHU aKO UMa]y HCTy HOPMAJHY JIeIesy.
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Iloacerumo ce ga apamxman xuneppasuu A = {H,,, H,,, ..., H,,}, Koje cy 3azare ca
H, ={zeR" : (z,a;) =0},
onpehyje nenesy npocropa R™ koja oxrosapa nopmannoj enesu N (Z(A)).

JEovHUIIMIA 3.3.2 Heka je I' moBesanu rpad wa n temena. [I'paguuru 3onomon, y O3HAIH
Zr, je 3onoron jaedunucan ca

Zyr =Z({e;—e; : i<j n {i,j} je usuna rpada I'}),
rJe Cy €1, €, ...,€e, CTaHAap Hn Oa3Hu BeKTOpH y npoctopy R™.
Oxroeapajyhu apamkvan xumeppaBHu
Ap={z; —2; =0 : i <j u {i,j} je uBuna rpaca I'}

ce Ha3uBa zpaduuky apansiemar 1 oapehyje Hopmitany senesy N(Zr) rpadudkor 30HOTOINA.
IIpumeTnmo na je Zp xuneprpaduiku MoauTon Qpry Koju 0Aropapa Xuneprpady OmUCaHOM y
[Tpumepy 3.3.3.

ITpuMEP 3.3.5 Heka je K, xommeran rpad Ha n remena. Taja je rpaduukn 3oH0TON LK, ,
3ampaBo, CTaHIApAHE mepMmyToesap Pe L. 0

Hedunutmumo pesiainjy ~ Ha ckyny uuia rpada I’ ca e; ~ ey ako 1 caMo aKo MOCTOjU TTNKJ
rpacda I' koju yjeano cajp:Ku 1 UBHUILY €; U UBHILY €9, Tasa je ~ jeana peJaluja eKBUBaJICHIT]E,
Jhje ofroapajyhe kiace Ha3uBaMo U 6uUNo6e3aHuUM Komnorenmama rpada I

CtAB 3.3.3 ([31], Proposition 5.2) I'paguuru sonomon Zr, xoju odzosapa 2pagy T na ckyny
memena [n], je npocm nosumon axo u camo ako je ceaka OUNo8e3ana KoMnowenma epaga
[ ckyn usuya womnaemuoe nodzpagda nexoz nodckyna ckyna memena [nl. Hocebro, axo cy
Vi, Va, ..., Vi, C [n] exynosu memena komnaemuuz epagosa, mada je Zy uzomoppar npoussody
cmandaponuz nepmymoedapa dumenszuja |Vi| — 1, sa 1 <i < k.

Cruernujaano, f—IoJuHOM, OJHOCHO h—IIOJUHOM, IPOCTOT TpadUIKOr 30HOTONA A je jeTHaK
npou3BOAY oarosapajyhux f—mogmHOMa, OJHOCHO h—IOJNHOMA, CTAHAAPIHUX EPMYTOe1apa
auje cy qumensuje |V —1,3a 1 <1 <k.

[TpuMEP 3.3.6 Tlocmarpajmo tpad I' koju je 3amar wa ckymy temena {1,2,3,4} u ckymom
upuiia £ = {12,13,23,34}. Ha ocroBy nperxojnor craa u [Ipumepa 3.3.5 3akjpydyjemo ja je
Z(I") jenna mrectocTpaHa mpu3Ma. 0

XOII®OBA AJITEBPA T'PAD®OBA
JdeonannuniA 3.3.3 Hekaje ' = ([n], F) jenan rpad. Ilpecaukasame f : [n] — N nazusamo
bojere epagpa I'. TIpu Tom, 3a ucTo KazkeMo 11a je npaso bojerve epaga I' yrommko je f(vq) # f(vg)

3a ce usnne {vy,ve} € F.

Haname, ca x(I',m), rae je m € N, o3maunmo 6poj npasux Gojema f : [n] — [m] rpada
I'. Cxomuo tome, moaunom x(I', m) mazuBamo zpomamcku noaurom epaga I
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JEovHUINIA 3.3.4 Opujenmavuja epaga ' = ([n], E) je obenexkaBame UBAIA CA U] — Vs
WIH Uy — V1, 32 CBaKy uBUIY {v1,v2} € E. VKOIUKO IOCTOJU HU3 TEMEHA Uy, Vs, . . ., Uy TAKAB
a U] —> Vg — ++- — Up — U1 KaXKeMO Jia OpHjeHTallja uMa 03HaveHu yuka. VHade, 3a
OPHUjeHTAIN]y KazKeMO J1a je GUUKAUYHA.

CtAB 3.3.4 ([38], Corollary 1.3, [35], Corollary 2.3) Bpoj ayukauunuz opujenmanuja epaga
I' na n memena je

a(T) = (—1)™x(T, —1). (3.14)

Heka je F' C E jepan noxckyn usnna rpada I'. Ca T',) p oznaunmo rpad ([n], F), a ca
I'/F rpad koju HacTaje KOHTPAKIUjOM WMBHUIA KOje ce Hajgasze y mojickymy F. VY Besu ¢ tum,
3a MOACKYN F' Kazxkemo Ha je pasan 2paga I' ykomuko cy xommonenrte rpada Iy, p 3ampabo
unykosanu nojrpacosu rpacda I'. 1 jour, 6poj xomuounentu rpada [y, p o3nauumo ca c(F),
a ckyn cux pasuu rpada I' ca R(T).

Hanaspe, ca G 03HAYMMO BEKTOPCKH IIPOCTODP HAaJ IO/beM K KOjH CaJpKu CBe JHHEeapHe
KoMOuHaIuje Kjaaca usomopduux rpadonsa. MHOKeme 1 KOMHOXKEHE Cy JeUHUCAHH Ca

[4)-[0y) o= [MuTy) w AT == Y [CL] @ [,
IC[n]
rie je T'|; maaykosann noarpad wa mogackyny I C [n]. ¥3 10 je n

g = @gna

n>0
rie je G, mornpocTop pasamer kjiacama n3omopduux rpadosa wHa ckyny temena [n|. dakie,
G je jemna rpajJyucaHa, KOKOMyTaTHBHA W KomyTaTubHa Xorndoba anrebpa (Bugern [32]).

TEOPEMA 3.3.2 ([22], Theorem 3.1) Anmunod y Xongosoj anrzebpu 2pagosa G je odpehen ca
S = D (=) Pal/F)py e,
FeR(I)
ede je a(I'/F) 6poj ayurauunux opujenmavuja epaga '/ F.

Heka je T’ rpad ma ckyny [n]u F : ) = Fy C Fy C --- C F, = [n] jenna 3acrasa
noackymnosa. Tedbuaummmo rpad I'/F wa caenehn vaun:

L/F=||T

i=1

F\F;_1-

Hame, nanomennmo na npecankabatbe [ — H(D) unaykyje u jeman Xondos monomMopduzam
G — HG msmebhy Xondosux anrebpu G u HG. Ungykosann kapakrep (, : G — K[¢] je, y
TOM cJIy4ajy, ojapebhen ca

G([I]) = qn_c(r),

rae je c(I') 6poj moezamux kommonentu rpada I'. Oxrosapajyhn yuusepsaamu mopduszam
\Ilq : (g7Cq) — (stm7<Q)

je y MoHoMmujaJinoj 6a3u oapebhen ca

\Ijq([r]) = Z(Cq)a(F>Ma‘
aFEn

61



KOMBUHATOPUKA VOIIIITEHUX ITEPMYTOEIAPA

Koedwurujent koju oarosapa MOHOMI/IjaJIHOj dyuxmuju M, je jenHax

(Co)a(l') = Z H rk F‘Fk\Fk 1 = Z g

F:type(F)=a 1=1 F:type(F)=a

re je
k

rk(T/F) =) rk(

i=1

1',—1)'

i—1) = H_ZC<F

Hasonumo dbopmyrny Koja mpeicraBba yormTemne CTeranjeBe hopMylie 3a Opoj aluKITIHAX
opujenTanuja rpada npukazame y (3.14).

TEOPEMA 3.3.3 ([15], Theorem 1.1) Heka je I' nosesan epad na cxyny memena [n] u Zrp
odzosapajyhu epaduuru 3onomon. Tada je f—noaurom 3omomona Zr jednak

f(Zr,q) = (=1)"ps' (T ([T])(~1).
[TpuMmEP 3.3.7 Ilocmarpajmo rpad ' koju je ommcan y Ilpumepy 3.3.6. Tana je

\I/q<r) = M(4)q3 + (3M(3,1) + QM(QVQ) + 3M(173))q2
+ (M(3,1) +4Mo2) + M13) +8Mz1,1) + 8M12,1) + 8M(1,1,2))q
+4Moq1) +4M121) +4M 1) + 24M 1110y,

onaxsie npousmiasu jaa je f(Z(T),q) = ¢ + 8¢® + 18¢q + 12. 0

HATmOMEHA 3.3.2 Heka je T, npowsBo/bHO apBO Ha n Temena. Oparoapajyhu rpacduyakn
30HOTON /7, je xunepkorka [, ;. [Ipema Tome, rpad I' Huje ogpehen 3on0TOIOM L.

CtaAB 3.3.5 ([15], Proposition 5.2) f—noaunom epaduuroz sonomona Z(C,,), 2de je C,, jedan
yurAuUNHY 2pad, 2aacu

FZ(Ch), ) =q"+ "+ (¢+2)" —2(g+ )™

[TpuMEP 3.3.8 Tlocmarpajmo rpad Cy u oxrosapajyhn rpaduaxu 3onoron Z(Cy). Y Teopujn
MOJIUTOIA UCTH je MO3HAT W MOJ, HA3MBOM pombuuku dodexaedap. Ha OCHOBY mpeTxomHOr cTaBa
3aKJ/bydyjeMo Ja je oaropapajyhm f—mosmHOM jeaHax

f(Z(Cy), q) = 14 + 24q + 12¢* + ¢*.

%

CnukA 3.5: Lukmmann rpad Cy u pombuakn gonekaenap Z(Cy)
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CTEHJ/JINJEBA ®YHKIINJA

Oyukruja U, ([I']) je yommreme Cmenaujese xpomamcre cumempuune @ynkyuje epada
U([I']) xoja ce nobuja y cayuajy kazga je ¢ = 0, To ject

W([I]) = o([I7)-

Hapenena dynkiuja je npsu myT yBeleHa u nmpoydapana y [39], m om Tama 3aysmma jegHO
OJ1 3HAYAjHUjUX MecTa y anrebapckoj koMmOmHatopuiu. Hagjaseko dysena je m CreHinmjeBa
XUMOTe3a JIa XpPOMATCcKa cuMeTpuiHa MYHKIHja rpada pa3aukyje IpBeTa.

InaBaa coemmjanm3amnuja  CreHanjeBe Xpomarcke cuMmerpudne QGyHKImje oapehyje
xpomarcku nogauHoM rpada. [Ipernusnuje, Baxku ciejgehn cras.

CTAB 3.3.6 ([14], Proposition 7.36) Heka je I' jedan epagh na n memena. Pynryuja V([I])
je cumempuuna GyHKuLja

TR SR § 7
f je npaso 6ojerve =1

U jow, 2nasna cneyujanrusayuja daje cpomamery nosunom X(I',m)
ps' (([I])(m) = x(T',m).

Oynknuja V([[']) ce y 6a3n MOHOMUjATHAX KBA3HCHMETPUIHH (BDYHKIIMjA MOKE 3aMHCATH ¥
00JIUKY

V(] = Y Call)Ma,

afEn

rae (. (') omrosapa 6pojy npasux 6ojema f Taksux ga je |f1(i)| = a4, 3a cBaxo i.

[TpuMEP 3.3.9 Ilocmarpajmo rpadoBe Koju cy mpukaszanu Ha cjaegehoj cauim.

CnukA 3.6: I'pagosu 'y u 'y taksu ga je V([I'1]) = W([[y])
CrenmjeBa xpoMarcka cuMerpudHa (pyHKIHja He pazaukyje rpadose ['y u ['y, To jecr

U(ly) =v(ly) = 24M110) + 24M 1 210y + 24 M1 1,21y + 24M (11,12

IR ]

+ 4M(27271) + 4M(271,2) + 4M(17272) + 120M(1 1,1,1,1)

bty

= 24my1,1,1) +4m21) + 120m11,1,1).

Mozke ce mokasarn 1a je (23 (I'1) = 2¢° + 8¢* u (o3)(I'2) = 3¢° + 6¢* + ¢, onakme caeau na je
U, ([I4]) # Y, ([F2]). Jakae, dyukmuja U, je dunuja ox dyukimje V. 0O
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3.4 HECTOEIPU
3.4.1 T'PAAVBHU CKYII 1 HECTOE/IPU

JEomHUTINIA 3.4.1 3a kouekiujy B HenmpasHux mocKynoBa CKyTa [n] KaxkeMo J1a je 2padueHu
cKyn YKOJHUKO Cy 3aI0BObeHA caeaeha aBa ycaoBa:

1. ako cy 51,55 € B aBa HeaucjynkTHa ckyma Tajga S, U Sy € B,

2. {i} eB3zacsel<i<n.

Cuenujanno, ako B cagpku camo jegHodw1ane CKymoBe 3a UCTH KaXKeMO 11a je Juckpeman
epadushu crkyn. Kaxemo 1a je B moBesan ako n camo ako [n] € B. To mocebHo 3na4u aa je u
B|s moBesan ako u camo ako S € B.

[TpuMEP 3.4.1 I'paguuru epadusnu ckyn B(T') rpada I' Ha n TeMeHa je KoJIeKIHja HEIPA3ZHAX
noackymnosa S C [n] Taksux 1a je rpad I'|s nosesan. Kako B(I") 3amoBospaBa ycioBe mpeTxojne
jpedbununuje, 6uhe ja je B(I') jesgan rpagusau ckyi. Y3 10, KOMIOHEHTE HOBE3aHOCTH (haMUJIIje
B(I") oarosapajy komnonenrama nosesanoctu rpada I', to jecr B(I')|s = B(I'|g). 0

Cyma MHUHKOBCKOT CHMILTEKCa I'PaJIuBHOT cKyma B

Qs = Z Ag,

SeB

jé YOIIITeHn MepMyToe ap KOju HA3UBAMO HECMOedPOM.

CtaB 3.4.1 ([6], Proposition 1.5.11) Hecmoedap Qg ce narasu y npecexy xuneppasny, Hg u
sameopenux noaynpocmopa Hg undexcupanur ckynosuma S € B

n
Hg = {x ER” : ) wi= |B|} w Hgs= {x ER" 1 Y x> |B|5|}.
=1 €S
Jaspe, 3a Hempaszan moackyn S C [n] JIeUHATITUMO KOHMPAKYUJYy rpajuBHor ckyna B ca

B/S:={T\S :TeBuT\S#0}={TC[n]\S:TeB wm TUS € B}.

[TocaeanA 3.4.1 Hexa je B jedan noseszan epadusnu ckyn na n memena. Tada je ceaka
MAKCUMAAHG cmpara Hecmoedpa Qs obauka Qg X /s, 36 nexu ckyn S € B\ [n].

To TauHO 3HAYM Ja 3a NOBe3aHH I'PAIUBHU CKylI B cBaka xuneppasan Hg - HHAyKYje jenany
makcumaJsny crpany Gg necroeapa (Qg. Ilpema rtome, 6poj MakcuMa/IHUX CTPaHA YOIIIITEHOD
nepmyToeapa Qg uznocu |B| — 1.

JIEomHUIIMIA 3.4.2 Heka je B rpaguean ckyn wa ckymy |[n] u Heka je B.. ckym mosesanmx
komronentu kKosieknuje B. Tlomckyn N C B\ B.. je yeresrcden ckyn yKOIUKO 3aJ1BOJbABA
caeneha jiBa ycaoBa:

1. 3a cBako S1,S5; € N wiu cy S n Sy pucjyukraun uin S; C Sy mm Sy C 57,

2. 3a cBaKy KoOJIeKIUjy k > 2 JAUCjYHKTHUX TMOJACKYyIoBa Si,Ss,...,S; € N, mHUXoBa yHHja
S1US,U---USy ¢ B.
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Koneknujy cBUX yribeKIeHUX CKYIOBa I'PAIUBHOr cKyma B HasuBamo xommn.aexc yerescienus
cKYynoea n 03HaYaBaMO ca Ag.

TEOPEMA 3.4.1 ([30], Theorem 7.4, [31], Theorem 6.5) Heka je B epadusnu cxkyn na crxyny
[n]. Hecmoedap Qg je npocm noaumon dumensuje n—|Be.|. Ayasnu cumnavyujosnu xomnaierc
je usomopdan Komnaexcy yerescdenus crynosa Ag.

[ItaBuire, cBakoj crpanu (G yOIIITEHOT MepMyToeapa (Jg MOKEMO JTOJEJUTH YIHHEXKICHN
ckyn N € Ag Takas jia je
dim(G) =n — |N| — |Be|.

[TocebHo, TemMeHnMa HECTOEIPA OJIrOBAPA]y MAKCUMAJIHU, ¥ OJHOCY HA WHKJIY3U]Y, YIHHEZKICHH
noackynosn y Ag. VY3 1o, mcru caapxke n — |B.| eremenara. Ha 3mawaj mperxoznme Teopeme
yKa3yje u caejeha jeqHakocT o f—IoaunoMy Hectoemapa (g

f(@s,q) = Z g~ Beel =INT

NeAg

Hame, Heka cy By C By rpagusau ckymobu Ha [n] u Heka je S € By \ By. Jdedunumumo
dexomnosuyujy ckyna S na By ca

S=5USU---USg,

rjie cy CKymoBH S; IO IapOBHMa JIUCJyHKTHH eJeMeHTu Kosiekinuje By m k munmmasnan takas
6poj. YominTe, TakBa JeKOMIIO3UIMja MOCTOJH U jeIMHCTBEHO je onpehena.

JIEMA 3.4.1 ([6], Lemma 1.5.17) Hexa cy By C By nosesanu epadusnu ckynosu na ckyny [n].
Tada wecmoedap g, Hacmaje u3 wecmoedpa g, HuU30oMm ceuera no cmpanama G; = ﬂle FS;;

Koje odzosapajy dexomnosuyujama S = St LSs L - - L S,ii eaemenama S° € By \ By, 3a xoje je
jow ucnyrwerno ST C ST =i > j.

TEOPEMA 3.4.2 ([6], Theorem 1.5.18.) Hexa je B nosesan epaduenu cxyn. Tada ce Qg mooice
d06uUMU HU30M CEMEIba NO CMPAHAMA CUMNAEKCA.

3.4.2 TEXWHCKU KBABUCHUMETPUYHU EHYMEPATOP HECTOEJ/IPA

[Moncernmo ce ga 3a map ([n], <) Kaxkemo Ja je npenypebeme, yKoanko je < jenana GuHapHa,
pedtekcHBHA M TPAH3UTHBHA peJlalija Ha CKymy [n]. YKoauko je © =< y wiam y = x, 3a CBe
z,y € [n], upeaypeheme HazuBamo caabum ypeherem Ha ckymy [n]. Huje remko ysumerTu
na crnaba ypehema ckyna [n] oarosapajy Kommosunujama Ha UCTOM CKYIy. Y Be3Hd ca TUM Ja
CBAKOj KOMITO3UIINJU MOXKEMO jeTHO3HATHO JOJEJUTH 3aCTaBY MOJICKYIIOBA, 3a

F:0=F C F; C F, C --- C F,=[n]
KaykeMo Ja npowupyje npedypeherve ([n], <) ako

i<j = i€F\F_,ujecF\F._
3a Heke 1 < p < g < k. Banuc ¢ < j o3Ha4yaBa ja je ¢ =< j ajau HEe U j = 1.

Hanasme, npernocrasumvo jia je B jeman mosesan rpajuBHu ckyn Ha ckymy [n]. Heka je
Ng = {51,52,...,Sn} C B\ [n] yrmexaenu ckyn koju ofaropapa crpanu G mecroenpa Qg.
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Taga BaxKn
dimG=n—-1—-m u G:GglﬂGSQQ'--ﬂGSm,

e je G, MaKCHMAaJsIHa CTPaHA HECTOe/Ipa Koja ce Hajasn y xuneppasun Hg, —. Jlabe, cBakoM
ckyny S € Ng U [n] npuapyzkumo ckyn kopena SO

St = S\| T e Ng : T ¢ S}

VY Be3u ¢ MpeTXOJAHUM pasMaTrpameM, jJedunumumo npeaypeheme < Ha [n], Koje omrosapa
crparu G Hecroenpa (g, Ha ciaenehn HaUMH

i ¢ Jj akou camo ako i€ S,j € ™" 3aneko S € Ng U {[n]}.

JIEMA 3.4.2 ([17], Lemma 5.1) Hexa je B jedan epadusnu ckyn na ckyny [n]. 3a cmpany
G necmoedpa Qg u 3acmasy F nodckynosa ckyna [n] easrcu moy(F) = G ako u camo axo
sacmasa F npowupyje npedypehere ([n], <qg).

HOKA3. IIpumerumo jga je nopmaaau kouyc Cg crpane GG 3aJ1aT HejeTHAKOCTAMA,
r; <x; aKo M caMo ako i =g j 3a i,j € [n].
Yrepaumo na C'g C CS ako u camo ako F npormupyje npeaypeheme ([n], <¢). Q.E.D.

[TpowsBosbHOM TpaguBHOM CKyIy B Ha n Temena koju uma c¢(B) KoMIOHeHTH TIOBE3AHOCTH

JOIEIUMO pare 2padueHoz CKyna
rk(B) :=n — ¢(B).

VY Be3u ¢ THM, TOCMATPajMO 3aCTaBy MOJACKyHoBa F cKyna [n ]
.FZ(Z):FOCF1CF2C"'CFk:[n], (315)

KO0jO] MOZKEMO MPUIPYKATH KOAUYHUYKY 2padushu ckyn B/F n pane rkg(F)

B/f::@(sm/m_l) n tkg(F):=> rk(Bln/Fii1)=n—-) c(B

i=1 =1

B
B

F/Fi1) .

CtaAB 3.4.2 ([17], Proposition 5.2) Heka je B nosesanu epadusnu cxyn wa ckyny [n] u F
jedna sacmasa nodckynosa ucmoz ckyna. Tada je

rkgg (F) = rkg(F).

JToKA3. Heka je G npasa m—crpana necroeapa Qg u F : ) = Fp C Fy C -+ C F, = [n]
3acTaBa IOJICKYIOBA CKyma [n| TaksBa ga je mg,(F) = G. Y3 T0, IPeTHOCTaBIMO 12 je
Ng = {51,52,...,S-m_1} C B\ [n] oaroBapajyhu yrmexmenn ckyn crpane G. Tana,
3a 1 <1 <k, BaxKu

¢(Blp/Fi-1) = {T € Na U[n] : T™" C S;\ Si1}].

Cama npoBepa je pyruncke upupoge. Ilomro 3a csako T' € NgU|[n | nocroju jeuncrBeHo
i TakBo ga T € S;\ S;_1, ciean na je

r/Fi-1) =n—m. Q.E.D.
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3.4.3 XOII®OBA AJITEBPA TPAJIVBHUX CKYIIOBA

3a rpagusHe ckynose By w By nedunucane na konaunuM ckymoBuma [ng | u [ng] Kazkemo
Ja ¢y usomopdru ako nocroju oujexnuja f : [ny] — [ng] raksa jga

S €B; akoucamo ako  f(S) € Bs.

Ca B o3Ha4nMO BEKTOPCKHU HPOCTOP HAJL Mo/beM K KOju cajipKu CBe JinHeapHe KoMOnHaImje
KJlaca M30MOP(MHUX T'PATUBHUX CKYIIOBa. MHOMKeme U KOMHOXKEHe Cy JedUHUCAHN Ca

[Bi] - [Bo] :=[BiUB:] u A(B]):= ) [Bls]®[B/S].
SCln]

[Ipumerumo ja je

B = BB,

n>0

rae je B, mormpocrop paszamer K/jaacaMa M30MOPQGHHUX I'DAIMBHAX CKYHOBa HA CKyIy [n].
IIpema Tome, B je jemna rpajaymncaHa, KOMyTaTHBHA W HEKOKOMYTATHBHA XOMMOBa aaredpa.
Kokomyrarusan npumep Xordose airebpe TpaJuBHIX CKYNoBa ce MoxKe mpoHalin y [18].

Jaspe, nocmarpajmo npecinkasame (, @ B — K] ¢| xoje je onpebheno ca

Cq([B]) = qu(B)-

Ha ocnosy Teopeme 1.3.1, nocroju jejuncrsenu mopduszam Xoidobux ajaredbpu
\Ijq : (87 Cq) — (stm7CQ)>

KOjH je HAa MOHOMMjaJ/IHO] Da3u 3aJatr ca

U,([B]) = Z(Cq)a(B)Mow (3.16)
afEn

TEOPEMA 3.4.3 ([17], Proposition 5.3) Hexa je B jedan epadusnu cxyn u Qg odz2osapajyhiu
necmoedap.  Teorcuncku keasucumempuyny enymepamop F, ce nodydapa ca jeduncmeenum
moppusmom Xongosux anreebpu ¥, mo jecm

Fy(Qs) = Vy([B]).

JOKA3. Jeauncrsenu mopduszam Xondosux anrebpu ¥, je onpehen ca (3.16), ma ciaeau ga
je koedunmjeHT Koju oaroBapa KOMOO3UIMjH o = (v, g, . . ., ()

k
@a®) = >, L = 3 e ()
F:type(F)=a i=0 F :type(F)=a

e je cyma 1o cBuM 3actaBama F : () = Fy C Fy C --- C F}, = [n] 3a koje je type(F) = a.
C npyre crpamne,
Fy(QB) = Z g™ e ) My, (3.18)
F

rjie je cyma 1o CBUM 3acTaBaMa nojackynosa ckyna [n]. Ha ocHoBy mperxomsor craBa u
dbopmyie (3.5), nobujamo TparkeHy jeHAKOCT. Q.E.D.
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[HocnemunA 3.4.2 Hexa je B nosesan epadusnu ckyn wa ckyny [n] u Qs odzosapajyhiu
necmoedap. Tada je f—nosunom necmoedpa Qg jednar

f(Qe.a) = (—1)"ps' (V_y([B]))(—1).

ITpuMEP 3.4.2 Hexa je B = {{1},{2},...,{n},[n]} jemanm rpagusuu ckyn. Opgrosapajyhn
Hecroeqap (g je 3ampaBo cumiuieke A,,. Jlasbe, Heka je F 3acraBa IMOJCKYIOBA HA CKymy [n |
takBa ja je type(F) = a = (a1, qs, ..., q;). Taga je rkg(F) = oy — 1, ma mpuMeHOM IPETXO/IHE
TeopeMe J1001jaMo

(8 = 32 (1) = > () = ("2 e

[IpumeTnmo m1a je

O/IaKJIe IPOM3HIasn ja je’
n

w(e) = 3 (1 )a (),

k=1

ITpumenom Tocaeaune 3.4.2, cienn ga je f—moJamHOM CHUMILIEKCa A, jeTHAK

f(An,q) = i (Z)qkl Gl )it O

k=1 q
OOPMVYJIE PEKYP3UJE

TEOPEMA 3.4.4 ([17], Theorem 5.6) Pekypsuena dopmyra 36 K8a3ucumempuiny GyrKyujy
F,(Qg) = ¥,([B]) enacu:

1. axo B cadporcu camo jednouran ckyn, mada je Fo(Qg) = Mq),

2. yxoauxo cy By, B, ..., By nosesane xomnonenme epadusnoe cxyna B mada je
Fq(Q) = Fy(Qs,) - Fo(@s,) - - F4(QB,),

3. yroauko je B nosesan epadusnu cxyn wa ckyny [n] mada je

F,(QB) = Z qnili‘s| ‘ (Fq(QB\s))”—|5\'

ScCln]

J10KA3. IIpso u apyro Tepheme npousniase us aeduHunmje enymeparopa Fy, ma mpeocraje
na mokasazxkemo Tpehe TBpheme. Axo je B momesam, tama je u B/S mosesan rpamnsmu
ckyn 3a cBako S C [n], u jom Baxu rk(B/S) = n — |S| — 1. Ilpeypehemem cyme (3.18)

J100mjaMo
Fy(B) =Y " 7Y g™ s S Mpe(royn-isi.
ScCn] Fs
rJie je Ipyra cyMa o CBHM 3acTaBaMa IOJICKyIoBa JFg cKyma S. Q.E.D.

*HATIOMEHA. (M), := Mq.(k), rae je a - (k) nagosesusame komnosuuuja o u (k).
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[Iperxoana dbopmysra pekypauje 3ajeano ca Teopemowm 3.2.2 mokasyje cienehy Teopemy.

TEOPEMA 3.4.5 ([31], Theorem 6.12) Pexypsuena dopmyaa 3a f—noasunom necmoedpa Qg
200CU:

1. axo B cadporcu camo jednounan cxyn, mada je f(Qg,q) =1,

2. ykoauxo cy By, Ba, ..., By nosesane xomnonenme epadusnoz cxyna B mada je
f(QB7Q) = f(QBNQ) : f(QBmQ) T f(QBk7Q)7
3. yroauro je B nosesan epadusnu cxyn wa ckyny [n] mada je

F@sq) = D ¢ f(Qpis, ).

SC[n]
3.4.4 T'PAO—-ACOIUEAPU

[Moacerumo ce ma je rpaduuxn rpamusau ckyn B(I') rpada [' ma n Temema kosexmumja
nozckynosa S C [n] raksux g2 je I'|g jenan nosesan rpad. Oparosapajyhu mecroenap Qgr)
je y Teopuju KOHBEKCHWX TOJHUTOMNA MO3HAT Ka0 2pag — acovyuedap.

Kaxkemo ga cy temena x u y rpada I' = ([n], E) nosezana nymem y cxyny S C [n| ako
IOCTOJU HU3 TE€MeHA 21, 22, . . ., 2k € S TAKBUX Ja CY

{I’ Z1}7 {21’ 22}7 {227 23}7 R {Zk:a y}

uBHIe TocMaTpanor rpadga. [ame, ykomuko rpady I'|j,) ¢ npuapyxumo usuie {z,y} Taxkse
Ja cy TeMeHa x,y € [n]\ S mosesana nmyrem y ckymy S, gobujamo rpad ['/S. Hceru je mosuar
" Kao kowmpaxuuja epaga I' no ckyny S.

Hanamwe, ca BG 03HaYMMO BEKTOPCKH HPOCTOP HaJ 1o/beM K Koju cajipzKu cBe JIMHeapHe
KoMOuHaIuje Kjaaca nsoMopduux rpadosa. MHOKeme 1 KOMHOXKEHE Cy JeUHUCAHHE Ca

4] Do == [Iy UTs] w0 A(L]) =Y [I]s]®[L/S].
SC[n]

[IpumeTnmo n1a je

BG = P BG...

n>0

rie je BG, nornpoctop pasameT Kiacama uzomopduux rpadosa Ha ckymy Temena [n|. Jakie,
BG je jeana rpajayuncana, KOMyTaTHBHA U HEKOKOMYTaTHBHA XOoIpoBa aaredopa.

Heka je I’ rpad wa cxkyny [n]u F : ) = Fp C Fy C --- C F, = [n] jenna 3acrasa
nofackymnosa. ledbunummmo rpad I'/F wa caenehn vaun:

L)F = U(FlFi/E—l-)
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Hame, nanomennmo ga npecankaBate [ — B([') unaykyje n Xomndos moHOMOpdU3am
BG — B uzmeby Xondosux anrebpun BG u B. Ungykosamm xapakrep (, : BG — K[q] je,
y TOM cJIy4ajy, ojapehen ca

¢(r) = ",

rae je ¢ (I') 6poj moBesanux kommonentu rpada [. OaroBapajyhu ynusepsaanu Mopdusam

Uy 1 (BG, () — (QSym, (o)
je y MoHoMHujaJiHoj 6a3u oapebhen ca
\Pq([r]) = Z(Cq)a(F)M
afEn

Koedunujenr koju onropapa monomujasanoj byuxmuju M, je jeHak

(Cq)a(r) _ Z quk Ulp,/Fic1) Z qup(}')7

F:type(F)=a i=1 F:type(F)=a

re je
k

rkp(F) = Y 1k(T

i=1

Fz‘/Fi*1> =n- ZC(FE‘/E*Q'

[TpuMEP 3.4.3 Axko je K,, komruteran rpad Ha n Temena, taja je B(K,) ckyn cBux Henmpasunx
nojckynosa Ha ckyny [n]. akie, Qgk,) = pn. llomro 3a 3actaBy F noJckynosa ckyna [n]
BaxKd kg = n — |F| — 1, cieqn

Zq —|F|— 1M]: _ Z (a) qn—l(a)Ma.
afEn

[Ipema ToMme, f—IOJHHOM IIepMyTOEIpa P, IJIACH

Flonq) = > (Z) g . 0

aEn

TeOPEMA 3.4.6 ([17], Proposition 6.1) Pexypsuena dopmyara 3a dynxuyujy F,(I'), npocmoe
epagpa T, enacu:

1. axo je I npocm epad na jednom memeny, mada je Fy(I') = My,
2. ykoauxo cy I'1, Ty, ... 'y nosesane xomnonenme epaga I' mada je

Fq(F> = Fq(rl) ) Fq(F2> T Fq<Fk:)>

3. yroauko je I' nosesan epad na cxyny [n] mada je

= "N E(T]s))ns)

SC[n]
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Oyuxiuja F,(I') je nnBapujanTa rpadosa Koja pa3iukyje HenzoMopdHe rpadoBe Ha CKYyILy
TeMeHa KapMHAJIHOCTH cTporo mame o 6. Cama mposepa je pyTHHCKe IPHUPO/IE.

CnukA 3.7: I'pagosu I'y u I'y ca ncrom xBasucumerpmanom ¢yrxnmjom Fy,

Ha ckymy Ttemena [6] mocrtoje Tpu napa memzomopdHux rpadoBa Koje KBa3HCHMETPUIHA
dbynknuja Fj #e pasmuxyje. Cxoxno ToMe, n f—mojuHoMu oarosapajyhux rpad-aconuenapa
ce nojyaapajy. Tako je, Ha npumep,

f(Qr,,q) = f(Qr,, q) = ¢° + 56¢" + 462¢> 4+ 13084 + 1500¢ + 600,

rje cy ['y u I'y rpadoBu npukaszanu Ha nperxojuoj ciauin. Hanomenumo ja nocmarpanu rpad —
aCOIUeJIPU HUCY KOMOMHATOPHO €KBUBAJEHTHU. Hamme, yKOJIMKO mocMarpamMo l—ckejgeToHe
Jyasa Hecroenapa (Qp, u () p, MOKeMO 3aKJ/by4YHTH Jla Cy CTEIeHN TeMeHa, TaKo JIO0MjeHnx

rpadosa (Q, )M u (Q7,)"Y, pastuunru.
Tabera 2. Crenenn temena rpadosa (Q, )M u (Q7,)W.

crenen Temena 30 29 28 26 25 16 15 14 13 12 11
Opoj TemeHa 4 2 2 2 2 9 9 3 4 6 13

CTeneH TeMeHa 30 29 28 26 16 15 14 13 12 11
Opoj Temena

Hb 44

CaukA 3.8: Ilpeocrana masa mapa rpagoBa ca HCTOM KBa3HCHMETPHIHOM (DyHKHHIjoM F

Teopema 3.4.6 mma Beuky npumMeny y oapehupamy f—mnoaunoma rpad —acomuenapa. Ilpe
ceera yBeaumo cienehe nedununmje.  Bpucarwe nocaedrwe komnorwenme KBA3UCHMETPUUIHE
dyukmuje M, je oapeheno ca

del(M(oq70427._70”_17%)) = M(Oé170527---705l—1) u del(M(m)) = M(),
JIOK j€ KOMNAemupatbe KBazucuMerpuane Gynkuje M, HHIEKCHpaHe KOMIO3UIHjoM o = k < n
COIH(Ma) = Ma.(n_k),

rie je « - (n — k) HamoBesuBarme KoMmosuiyja o u (n — k).
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ACOLIUETAP

Heka je L,, muaujcku rpad Ha n TeMena dnje cy upuie obmnka {3, + 1}, 3a 1 <i <n — 1.
ITosmuron a,, := (Qg(L,) je y TeOpuju moJuTONa NO3HAT Kao acoyuedap. IIpumernom Teopeme 3.4.6
Jjobujamo cienehy jeaHakocT

i
L

F,(a,) = com(F,(a,-1)) + Zcom Fy(an,_1-;)) +q- > com(del(Fy(a;)) - Fy(an—1-:))-

=1

VY Be3u mperxojHe jegHakocTu, Baxku ciaegeha dopmyna pexkypsuje 3a f—nosmHOM:

n—1
f(an,q) = fan-1,0) + (1+q) - > fai,q) - flan-1-1,9), (3.19)
=1
[Tocebno, 3a 6poj TeMeHa aconuepa a, JTodujamMo ciaejehy jeHaKocT
n—1
folan) =D folai) - folan1-4),
i=0

OJIaKJIe TTPOM3UIA3U 1A je

folay) = — <2:> (3.20)

n+1

[[Irapumre, 6poj k—crpana aconuejpa a, U3HOCH

(o) = ni1<n;1> (2nn—k:)

Bpojesu fi(a,) cy y KomGuHaTopuiu no3uarty u kao Kupxman— Kejaujesu 6pojesu n o3HadaBajy
Opoj HaYMHA Ha KOjU ce MOTy Hamprath n — k — 1 aujaronasna y (n + 2)—Toyriy Tako jaa ce
HAI[pTaHe JUjaronase He cexky (Buaeru [7]).

A0

CnukA 3.9: Ob6eneskaBame cTpaHa IMOJATOHHMA H TeMeHa OHHApHHM JIPBETHMA acoIlHeapa (s
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Mozxe ce mokazaru (Bugeru [36], Exercise 6.19 u Exercise 6.36) ma h—moauHoM aconueapa
3a/j0BoJbaBa ciejiehy jeaHaxkoct

h(an, q) = ni%(kil) <Z)qk. (3.21)

k=0

Bpojesu fo(a,) u hi(a,) cy gecra kombuHaTopHa uHHBapujaHta. Kao TakBu, MO3HATH Cy H
kao Kamasnanos 6poj C, u 6poj Hapjane N(n,k — 1). Tako, na npumep, Karananos 6poj C,,
oxrosapa 6pojy xomnaemuuz bunaprux dpsema ca n + 1 aucmom®, a 6poj Hapjane N(n, k)
Opojy kKomIiuieTHUX OMHApPHUX JApBeTa ca n + 1 JIMCTOM KOju MMajy TadHO Kk JIEBUX JIMCTOBA.
[Ipema Tome, Baxku cjiejieha jeHakocT

N(n,1)+ N(n,2) 4 ---+ N(n,n) = C,.

NN

CiukA 3.10: Kommierna 6uaapHa japsera ca 4 jucra

Hapegumo jomn jenan 3aHuM/bUB IpuMep. Jlajrosa nymarea dyostcune 2n jecte IMyTamba O]
rauke (0,0) mo tauxe (n,n) Koja CagpKU N TOPUIOHMAAHUL NOME3Q, TTOTe3 U3 Tadke (i,]) y
rauky (1 + 1,7), u n eepmukrasnuz nomesa, nores u3 tauke (i,7) y tauky (i,j + 1), u Taksa
73 33 KOOpJMHATe CBake Tadke (i,7), Koja Ce Haja3W Ha MyTambH, Baxku i < j. 3a tauky (i,7])
KaykeMo 71a je epr JlajkoBe MyTare YKOJIWKO TyTama caapku u tauke (1,7 — 1) w (i + 1,7).
Karananos 6poj C, oxrosapa 6pojy lajkoBux myrama ayxuue 2n, a 6poj Hapjane N(n,k)
opojy JajkoBux myTama JyKuHe 2n Koje cajapike k spxosa (Bugeru [27]).

o o o ° o—e

I [

CiuKkA 3.11: JlajkoBe myrame gykuHe 6 ca O3HAYEHHM BPXOBHMA

VY [31] je nokaszano na ce h—IIOJUHOM acoImeipa o, MOXKe OMUCATH U Ca

hlan,q) = Y =@l

weG,(231)

rae je 6,(231) ckynm cBUX mepMyTanuja w = wiws - - W, € G, TAKBUX Ja HE TOCTOje GPojeBH
i < j < k 3a koje Baxkn w; < wy, < w;. Taxo je, na npumep, G3(231) = {123,132, 213,312, 321}.
Mozke ce nokazaru, ugeru [34], qa Baxke caezehe jeaHakocT

Cn=16,(231)] u N(n,k)=|{we &,(231) : |Des(w)| = k}|.

SKopencko 6MHAPHO APBO je KOMNAemHO YKOIUKO CBAKO Teme nMa min 2 unu () IoToMaKa.
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KOMIIO3UIIMOHO MHBEP3HU CTEIEHU PEIOBU

Hapeumo cajia jejiHy BpJIo Jielly W 3aHUMJBUBY MHTepPIpeTanujy aconuegpa. [locmarpajmo
dopmasHe cTerneHe pejioBe

C(z) = ch,lx” nu D(x)= Z dp—12".

n>1 n>1

Kaxkemo na je D(x) xomnosuyuonu uneeps crenenor pena C(x) ykoauko je C(D(x)) = z, y3
npernocTaBky jga je ¢ = 0. [Ipa gerupn koedunujenrta pega D(x), y ToMm caydajy, riace:

dl = —(y,
dQ = —Cy + QC%,
d3 = —C3 + 50261 — 56?,

dy = —cq + 6c3c1 + 303 — 210202 + 14011.

[Ipumerumo j1a, Ha TpUMeP, PopMyIa 3a KoepHUIUjeHT d3 TPOU3UIA3H 3 CTPAHa aCOIEIPa,
as. [Ipenusnuje, crpane aconuejpa as Cy: jejaH 1eToyrao g, eT UBUIA (y X 0 U IIeT TeMeHa,
a; X a1 X a;. CanvHo, cTpaHe aconuenpa a, Cy: jeJaH acomuensap (g, MeCT MeTOyraIoBa dz X i,
TPpU KBaJpaTa fy X (g, IBaJeCeT je,ZLHa NBUIA 0o X a7 X @7 U 9eTPHAECT TeMeHa a1 X a1 X a1 X ay.
VY Besu ca TuM, npousnsiasu u dhopmyna 3a koedunujeHt dy cremeror pexa D(x). U yomrure,
Bazke cieneha Teopema.

O

CaukA 3.12: Aconmenpuenpn aq, ds, 03 H (y

TEOPEMA 3.4.7 ([1], Theorem 11.3, Theorem 11.4) Komnosuyuonu uneeps cmenenoz peda
C(z) je cmenenu ped D(x) makas da je

dn _ Z (_1)n—dichF7

FeL(an)
2de je cp = CpCpy e Cpy 30 coaRy cmpany I = ap X oap X oo X ag, acoyuedpa 6. JIpyeum
peuuma,
(n+m)!
= (=1 AT
(1m1,2§:2,...)kn (TL + 1)‘m1‘m2‘ oo
ede je cyma no ceum napmuyujama (1™ 2m2 ) = (1,1,...,1,2,2,...,2,...) b n u 2de je
N N
mi mo

m:ml—i-mg—i—---.
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3BE3/IOEIAP

[Mocmarpajmo rpad S, Ha n Temena 4uje cy uuie obsnka {i,n}, 3a 1 <i <n — 1. Tana
MOMUTON §y, = (Jg(s,) HasmBaMo 3eeszdoedpom. Ilpumenom Teopeme 3.4.6 mobujamo crenehy
JeTHAKOCT

Fy(sn) =q"" My + "zi g ((TZL: 11) -com(F,(s;)) + (n - 1) - com (M(il))> ,

=1 t
OJlaKJIe TPOM3HIa3u (hOpPMYyIa peKyp3uje 3a f—IOJHHOM 3BE310€e1pa,
= , n—1 n—1
flena)=q"" + ;q"“ : ((l B 1) - f(si,q) + ( ; )) :

[Tocebno, 3a 6poj TeMeHa BazKu

folsn) =(n—=1)- folsn1) +1 = fo(s,) = Z - ; D!

1=

Mozke ce nokasaru (Bugern [31], Corollary 8.4) na h—nosuHom rpadh —aconueapa s, 3a/10B0baBa
caesiehy jeanakocT

CnukaA 3.13: 3Be3jgoenap S, H MEKJIOETAD Cy

HUKJIOEOAP
[Mocmarpajmo nukananu rpad C, Ha n Tremena uuje cy usuie obmuka {1,n} u {i,i+ 1}, 3a

1 <i¢ < n— 1 3a nommron ¢, := Qg(c,) KazxKeMo Ja je jeman yuxaoedap. Moxe ce moxazarn
(Bumeru [33], Corollary 1) ma Baxe caenehe jeanakocTu

ple=(72) = (1)

1=0
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3.5 TIomTOoNM BA3BA MATPOUJIA
3.5.1 MATpPOUIU

JEouHunmIA 3.5.1 3a nap ([n],Z), rae je 7 KoJekImja MOACKYIIOBa CKyIa [n |, Kakemo aa
je mMampoud YKOIUKO 3a70BOJhaBA YCIOBE:

1. koseknuja Z je HempasHa,
2. CBaKHU MOJCKYII HEKOT eJleMeHTa KoJieknuje Z je Takohe ejleMeHT KoJieKiuje Z,

3. axo cy I; u I, enementu konekuuje Z takeu ja |I1| = || + 1, raga nocroju e € I; — I
takas Ja je u Iy U {e} emement xomexmmje Z.

3a ckyn [n] KazkeMo Ja je 0CHOGHU CKYnN, JOK eJeMeHTe KOJeKIyje Z Ha3UBAMO HEe346UCHUM
crynosuma mampouda M = ([n],Z).

[MoxckymoBe cKyma |[n] Koju ce He HaTa3e Y KOJEKIUjU L 30BEMO U 3G6UCHUM CKYNOGUMG
mampouda M. 3a MuHEMAaJIHE, Y OJHOCY Ha MHKJIY3H]Y, 3aBUCHE CKYIIOBE KAXKEMO JIa Cy YUKAYCU
marponga M. Hagasme, ca C(M) o3nauumo ckyn cBux nuk/iayca marpouga M, o jecr

CM):={CCn]:C¢ZT uw ICC =1€T}.

TEOPEMA 3.5.1 ([25], Corollary 1.1.5) Heka je C jedna konexyuja nodckynosa koHawHO2
ckyna [n]. Hema je kosexyuja yukayca mampouda M ako u camo axo 3adosonasa:

1 oé¢c,
2. nujedan enemenm uz C Huje npasu nodckyn nexoe dpyeoe eaemenma us C,

3. yxoauro cy Cy u Cy dsa passuvuma esemenma xosekuyuje C u axo e € Cy N Cy, mada
(C1UCy) — {e} cadporcu yurayc.

JEOUHUIIMIA 3.5.2 Makcumasine ejieMenTe Kojekiuje Z HazuBaMo u 6azama mampouda M.
V3 1o, Kojtekiujy cBux Oasa marpouga M osnauasamo ca B(M),

BM)={BeT: BCAcT = B=A}.
CtaAB 3.5.1 ([25], Lemma 1.2.2) Cse 6aze mampouda cy ucme kapouHaAHOCTIAU.

VY Be3u ca MPeTXOJHUM CTABOM, KapJuHATHOCT Gaze mMarpomga M osmauasamo ca r(M) u
Ha3UBaMO parzom mampouda M.

[TPUMEP 3.5.1 Hexka je Z koaekimja moJcKymoBa CKyTa [n| KOju caapzke HajBUIIE T eeMeHaTa,
3a 0 <r <n. Tazga je
Urn = ([n], {1 S n] - [I[ <7}

jelan MaTpou]i, KOJU je Y TEOPHjU IIO3HAT M IOJ UMEeHOM yHupopmuu mampoud. Ilocedbno,
marpoun BA,, :=U,,,, ce nasusa byaosa anzebpa. lIpumernmo cienehe

ClU,p)={IC[n] : |I|=r+1} u BU,,)={IC[n]: |I|=r}

Hanomennmo j1a je panr yaudopmuor Marpoua U, , jeqnax (U, ,) = r. 0
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TEOPEMA 3.5.2 ([25], Corollary 1.2.6) Hexa je B xoaekyuja nodckynosa cxyna [n]. Hema
je xoaexyuja 6aza mampouda M axo u camo axo easrcu:

1. xonexuyuja B je nenpasna,

2. axo cy By u By eaemenmu us B u axo e; € By — By, mada nocmoju e € By — By makas

da (By —{e1}) U {ex} € B.

Y Be3u ca IPeTXOIHOM TEOPEMOM, 3a eJeMeHTe €1, ea € [n] KaxkeMo na Cy Yy pescyuju
M KOPUCTUMO O3HAKYy €7 ~ €g. Huje Temko yBUAeTH [a je ~ pejaliija eKBUBAJEHIINje Ha
OCHOBHOM CKyIy [n ], unje omrosapajylie Kiace 30BeMO 1n06e3aHUM KOMNOHEHMAME MAMPOUOG
M. V3 10, 6poj noBezanux Kommonentu Marpouga M ozmauasamo ca ¢ (M). Iloce6uo, ako je
¢ (M) =1, 3a marpou M Kazkemo Ja je jelaH noge3any Mampouo.

Jlupexmua cyma marpouna My = ([n1],Z1) u My = ([n2],Z2) je marpoun nedunncan ca
My @M,y = ([m+na), {LUL : [ €Tyulo€Tp}).
V3 T0, 33 KOJEKIMjy THKIYCa TAKO JTePUHICAHOT MATPOUIA BAKH
C(M; & Mz) = C(M;) UC(My).
Kouneknuja 6a3a marponga M; @ My ce moxke onucaru Ha caejaehn HadmH
BM; & My)={ByUBy : Bi€B(M;) u By € B(My)}.

JEouHUIMIA 3.5.3 Pecmpuryujy mampouda M = ([n], Z) wa mogckymy T' 0CHOBHOI CKyTa
[n], nedurnmumo Ha caenehn Haunu

Mlp = (T, {ICT : I€T}).

TEOPEMA 3.5.3 ([25], Corollary 4.2.13) Vkoauko cy 11, Ta, ..., Ty nosesarne xomnonenme
mampouda M, mada je
M = M|y, ®M|p, ® -+ D M|p,.

Y ciay4yajy kaja cy cBe nopesane kommouenrte 11, T, ..., T} jeanounane, 3a marpous M
KazkKeMo J1a je KOMNAEMHO PA3A0NHCEN.

TEOPEMA 3.5.4 ([26], Theorem 3.4) Heka je M = ([n],Z) mampoud u B(M) odeosapajyha
roaexuyuja basa. Koaekuuja

B* :={[n]—B : BeBM)}
je xoaekyugja 6aza 3a mampoud M* | wuje je ocnosnu cxyn makohe ckyn [n].

Y Be3u ca nperxogHoM TeopeMoM, Marpous M* 3oBemo u dyasom mampouda M. Ilocedno,
Baku cjejieha jeHaKoCT

(M*)* = M.
Taxo je, na npumep, ayaanu Marpons yaudopmHor marpouna U, , marponn U;n =Uprn.

JEouHuMIA 3.5.4 Heka je T jenan moiackyn ocHoBHOr cKyma [n] marpouma M. Tana je
konmparyuja mampouda M no ckyny T onpehena ca

M/T = (M*|yor)".
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V3 To je, KOJEKIHja He3aBUCHUX cKymoBa mMarponaa M/T 3amara ca
IM/T)={IC[n]—T : 3B BM|r) u BUI € Z(M)},
JIOK je KoJiekimja 6a3a oapehena na ciaenehn Hauwmn
BM/T)={B C[n]|—T : 3Be€ B(M|r) u BUB' € B(M)}.

[TPuMEP 3.5.2 Hexka je T' C [n] moackyn ckyna [n| Koju caap:xku ¢t < n exemenara. Taza je

U—tnt, n—r<t<n,
Uryn/T _ r—t,n—t =t = 0
Urn—t, n—r>t.

3.5.2 IIo/IuTOIl BABA MATPOU/IA

JeonHUtMIA 3.5.5 Ilosumon 6asa mampouda M, koju je onpeheH Ha OCHOBHOM CKyTy [n],
ce neduHUIIE ca

Qwm :=conv{ep : B € B(M)},

e je ep i= ) ,cpCi A €1,6,...,6, CTANJAPAHN Oa3Hn BeKTOpH y R".

TEOPEMA 3.5.5 ([11], Theorem 1, [12], Theorem 4.1) Ipemnocmasumo da je S korexyuja
r—nodckynosa ckyna [n] u Qs nosumon

Qs = conv{es : S € S},

2de je eg = Y ..q€. Tada je S wonrexyuja baza mampouda aKo U CAMO GKO je COAKG UCUUG
noaumona Qs MPancAGUUIa 6eKMopa e; — €;, 34 Heke i, j € [n].

VY Be3W ca MPeTXOJHOM TeOPEMOM, 3aKJbyIyjeMo Ja je MOTUTON () YOIIITeHH epMyToeaap,
3a KOju Baku caejehu cras.

CTAB 3.5.2 ([10], Propositon 2.4) Jlumensuja nosumona 6asza mampouda Qwm je jednaka
dim(Qum) = n — ¢(M),

ede je c¢(M) 6poj nosesarnuz komnonenmu mampouda M wuju je ocnosnu cxyn [n].

TEXWHCKN KBABUCUMETPUYHN EHYMEPATOP IIOJIUTOIIA BA3A MATPOMNJA

. - n . -
Hexa je w = (w1, wo, ..., wp) € Z% jenan sextop n w* : B(M) — R npeciiukasame Koje je

ua 6asu B = {i1,1s,..., 1)} Marponna M oapebeno ca

* R —

w*(B) == (w,ep) = Wiy + Wi, + =+ Wr, -
Bpoj w*(B) nazuBamo u w—mescunom baze B. Tanma, ca B, C B(M) o3naunmo Koaekiujy
6aza marpomia M Koje umMajy MakCUMAaJIHy w—TeKUHY. Y Be3U ca TUM, MOJUTON (g, je cTpana
nosuTona (Qy Koja je MaKCUMH3HMpaHa NpecaukaBameM w*. Oryaa, ca M, o3HaYUMO cTpaHy

MaKCHMHU3UpaHy IpecankaBameM w*. Ilocebno, ako je M, Teme monutona (Qy 3a OYHKIHU]Y w
KaxkeMo Jia je M—zenepuuxka.

Jaspe, mocmarpajmo 3acrasy F,, : ) = Fy C Fy C --- C F), = [n] TakBy ja je npecinkasame
w* xorctanTHo HA F; \ Fi_1,3a 1 <i<k,mpuazal<i<k-—1Baxuuwrp,K <w

Fip 1\ F;-
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CtAB 3.5.3 ([3], Proposition 1, [17] Proposition 7.5) Heka je w € Z u F, odzosapajyha
aacmasa nodckynosa. Basa B € B(M) mampouda M uma makcumasny w—mescuny, mo jecm
B e B, ako u camo 3a 1 <1 < k savsicu

BAENF)] = (Mg, ) = (Mlpe)
2de je F* = [n] —Fj 3a 0 < j < k.

Ha ocHOBYy mperxomnor craBa 3ak/bydyjeMo ma crpana M, momuroma (Qy 3aBHCH CaMoO O
3acrase J,, HOJACKYNOBa CKyla [n |, ma 3a ucty KopucTuMo u o3Haky M/F,. JIpyrum pednma,
npecauKaBambe g, : L(Pe"™ 1) — L(Qm) je naro Ha caenehn Haunn

TQu (F) == Quy -
Cnenehu cras noapobuuje omucyje marpous M/ F.

CtAB 3.5.4 ([3], Proposition 2) Axo je F zacmasa nodckynosa wa ckyny [n], mada je
k
M/F = Mg, )/ F7".
i=1
Kaxo 3a jupexkrny cymy marponja Baxu Qm,em, = @m, X Qm,, Kopucrehu cras 3.5.2

jobujamo ciepehy mocaeuity.

Mocneauna 3.5.1 ([17], Corollary 7.7) 3a sacmaey F odzo6apajyhu Qnm—pare usHocu

ko (F) = dim(Qm/r) —n—Zc (M{per )/ FP).
=1
3.5.3 XOII®OBA AJITEBPA MATPOUJIA

3a matpouge My = ([n1], Z1) u My = ([ng], Zo) KaxeMo Ja ¢y uzomopdnu axo mOCTOjn
oujeknuja usmely ocHoBrEX ckymoBa f :[ng | — [ng] TakBa na

I €7, akoucamo ako f([) € ZL,.

Ca M o3HaYMMO BEKTOPCKH MPOCTOP HaJ mo/beM K Koju cagpiKu CBe JiIMHeapHe KOMOWHAIMje
n3oMopHuUX Kjaaca Marpouga. MHOXKeme U KOMHOXKehe ¢y Aedunucanu ca

Mi] - [Mo] := My & M) w A(IM]) := Y [M[a] @ [M/A].

[Tpumerumo na je

M = PM,,

n>0

rae je M, mornpocTop pasamer KJjacamMa W30MOPhHUX MaTPOWIa HA OCHOBHOM CKyTy [n].
[Ipema Tome, M je rpajyucana, KOMyTaTHBHA ¥ HEKOKOMyTaTuBHA Xoldosa ajarebpa. /laibe,
nocMaTpajmo npecinkasame (, - M — K[ ¢] koje je onpeljeno ca

(M) ="M mreje tk(M) i=n —c¢(M).
[Ipema Teopemu 1.3.1, nmoctoju jenumHcTBeHN Mopuzam XomdoBux ajaredbpu

U, (M, () — (QSym, (o).
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Heka je rev : QSym — QSym npecaukapambe Koje je Ha MOHOMUjaHoj 6a3u oapeheno ca
rev(Ma) = Miev(a). Baxu cireneha reopema.

TEOPEMA 3.5.6 ([17], Theorem 7.9) Heka je M mampoud u Qm odzosapajyhu nosumon 6asa
mampouda. Tada je

Fy(Qm) = rev(¥,([M])).

J0KA3. Ilpecnukasame ¥, ([M]) je y monomujanuoj 6a3u oapeleno ca

Ue([M]) = Z(Cq)a(M)Maa
aEn

rae je KoeuIujeHT KOji 0JroBapa KOMIOSUIMH o = (1, Qa, ..., Q) = n jeanak

k
(Cq)a(M) = Z quk((MFi)/Fi—l)

F:type(F)=a i=1

Ha ocnosy Ilocsiegune 3.5.1 3ak/bydyjemo Jia je

(Cq)a(M) = Z quQM(}'Op).

Fitype(F)=a
Jake,
\I/q([M]) — Z quQM (}—OP)M]:,
‘F
e je CyMa 10 CBHM 3acTaBaMa J MOJCKYTOBa CKyma 7 ]. Q.E.D.

N3 nedununuje npecimkaBama rev CJIeju jia je

pSl(Ma)(—l) = psl<Mrev(a))(_1)7
na, mpemMa ToMme, 3a f—TOJNHOM TOJIUTONa () BaxKu ciaegeha Teopema.

TEOPEMA 3.5.7 ([17], Theorem 10.10) f—noaurom nosumona Qwm, koju 0d206apa mampoudy
M damom wa ocrosrom cryny [n], eaacu

F(@Qu,q) = (=1)"ps' (¥ ([M]))(—1).
TEXWHCKN KBABUCUMETPUUYHU EHYMEPATOP OYAJIA MATPOMIA

[Moacerumo ce aa je 3a marpoun M = ([n], B(M)) ogrosapajyhu myasmnn marpous onpeljen
ca M* = ([n], B*(M)). IIpema tome, nocmarpajmo npecaunkasate aff : [0, 1] — [0, 1] koje je
JnedrHMCAHO Ca

aff(r) == 1 —x,

rie je 1 = (1,1, ..., 1) € R™. Ilpeciukabame aff npeacrasmpa abunu nzomopduszam usmeljy
nosuTona Qy u Qm-. W jomr, Baxku ciaeaeha Jsema.

JIEMA 3.5.1 ([17], Lemma 8.2) 3a mampoud M, xoju je sadam na ocrosnom crxyny [n], u
sacmaey nodckynosa F Ha UCTOM CKYNY 6aHCU

aff (Qm/r) = Qme/For.
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CTAB 3.5.5 ([17], Proposition 8.3) Axo je M* dyaa mampouda M, mada je
Fy(IM7]) = rev(Fy([M])).
HOKA3. Ilpumermmo 1a je

Fq<M*) _ Z qdim(G’) Z M]:.

GEL(QM*) .FQM*/]::G

Yrommko je G* = aff(G), raga Baxkun dim(G) = dim(G*). Ilpema Jlemu 3.5.1 umamo

M) = 3 @S

G*eL(Qm) ‘F:QM/]:OP:G*

Tomro je type(F°P) = rev(type(F)) mobujamMo KesbeHY jeTHAKOCT. Q.E.D.

M—IEHEPUYKY KBABUCUMETPUYHU EHYMEPATOP

IToacerumo ce na je Texkuncka pynknuja w* jeaua M—renepuuka dpyukiuja ykoauko je M,
teme nouTona (Qp,. Tume je nedunmncan M—ezenepuuky K68aA3UCUMEMPUUHL EHYMEPAMOP

FM) = > I =0 (3.22)

w je M-remepmuka i€[n]

KOJH je TIO3HAT 1o uMeHoM Bbuswepa— Jua— Pajreposa keasucumempuina GyHKuUUja Mampouoa.
IIpumernmo ga je Fy,(M) yonmreme enymeparopa F'(M), kao u ga ce M—renepuyku enymMepaTop
jobuja y caydajy kaja je ¢ = 0, To ject

F(M) = Fo(Qw).

[Tpu Tom, koedunujent (, (M), u3 jeanakocru (3.22), ogrosapa 6pojy M — reaepuurnx dbyHKImja
w* rakBux ga je |w*(i)| = aj_;. Jpyrum peunma,

CtaAB 3.5.6 ([5], Proposition 3.3) Koepuyujenm (,(M) odzosapa 6pojy sacmasa F 3a koje je
type(F) = a u ceaxu 0d mampouda (M|ger )/ F}" Komnaemno pasaostcen.

ITpuMEP 3.5.3 Heka cy My u My aBa mMaTponna ma ocHoBHOM cKymy [6], u neka je B(My),
onHocHo B(My), KoJleKIrja ¢BUX TPOWIAHUX MOJACKYToBa cKyna [6] usyzes {1,2,3} u {4,5,6},
onnocuo {1,2,3} u {3,4,5}. Vcre moxkemo npukasaru rpadudki B Kao TaKBe WX HA3HBAMO
agpurum mampouduma. M—reHepHUKE KBA3UCHMETPUYHE €HyMEPATOp He Da3/IHKyje MaTpOuIe
M; u My, 1o ject F(M;) = F(My).

le °

2@

—@
@
we

3 1 3

CaukA 3.14: Marpommm My u My taksu ga je F(M;) = F(My)
Ipuveruvo ga je Cuan(Mi) = 30¢° 1 (a41)(M2) = ¢* 4+ 29¢°, onakie npousmnasu 1a je
F,(My) # F,(My). Haxnre, byukunja F, je dbunuja on dbynknuje F. 0O
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3.5.4 YHU®OPMHU MATPOUJIUN U OJTOBAPAJYRU HOJIMTOIIN

Ioacernmo ce na je 3a ynndopmun marpons U, , xoseknmja 6asa 3ajaTa ca
BU,,) ={IC[n] : |I|=r},

y3 manomeny gaa je B(Up,) = {0} u B(U,,) = [n]. Kaxo je Qpu,.) = 0 1 Qpu,.,) = 1, nHagame
npetnoctaBuMo ga je 0 < r < n. [TocmaTpajMo 3acTaBy MOACKYTOBA

f : ®:F0 C F1C e C Fk+1:[n]
3a Kojy je type(F) = o = (o, e, ..., q;, qit1, ... ) = n. Tana, 3a 3acraBy F, q1eduHATITAMO
ip:=1do(F)=min{i : oy +ag+ -+ a; > 71},

Kao u F—napuyujasre cyme ' u r’ wa cienehu vadnn

/ " /
ri=a1togF o+ Q1 AT =T A Q.

[Tpumenom Craa 3.5.4, MOKeMO 3aK/byIUTH 2 BaXKH cjejeha WMILIHKAIN]a

Ur,n/f = Ur’,r’ SY Ur—r’,aio SV UO,n—r” — QUr,n/}' = QU /

r—ria;,

To Tauno 3naun ja je (Qu,  — panr Ha 3acrasu J ojpehen ca

0
0, r=r',

1
i — 1, rm<r’.

rkqy, , (F) = dim(Qu,,/r) = {
HaxJe, yausepsannua Mopdusam Xondosux aiaredbpu ¥, riacu
n r n—r
Ug([Urn]) = (| ) (M1)" 0 (M)
n\ (n—r , ,
+ > (r/) ( \ )qk_l(Ml)r o My o (M),

0<r' <r<r’'+A<n

(3.23)

Ha ocnosy Teopeme 3.5.7, 3ak/byuyjemo na je f—nosunom nosurona Qu,, jesHak
n n\ (n—1r\
= . 3.24
f(Qu,..,q) (T> + ) (T,) < \ )q (3.24)
0<r/<r<r'+A<n

IIPUMEP 3.5.4 YrBpaumo aa je moiuron Qu,, oktaeaap <s. Ilpumenom jemnakoctn (3.23) u
(3.24) mobujamo 1a je

U, ([Uza]) = May@® + 4(M ) + Mz 1y)g® +12M 21)
+ 6(]\4(2,2) +2Ma12) + 2M2,1) + 4M(1,1,1,1)),

onaxie ciaenu ga je f(Qu,,.q) = ¢* + 8¢* + 12¢ + 6. 0
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3.6 KOHYCHU ITIOCETA

3.6.1 IIPOIIMPEHU YOIIIITEHU IIEPMYTOEJIAP

[ToaceTumo ce 7@ je MOJUTOI CKYIl TavaKa KOjU ce MOKe IPEeJICTABUTU KA0 V—IIOJUTOI WU
Kao orpanmdenn H—noauenap. Ha camdan HaYuH, Kao U Y CJIydajy OT'paHUYEHOr TOJUE/IPa,
HEOTPAHUYIEHOM IIOJIUE/IPY MOXKeMO TPUIPYKHUTH MPEXKY CTpaHa W HOPMAJHY JIele3y, V3
HAIIOMEHY Jla HOPMaJIHA Jiene3a Huje KOMILJIETHA.

JAEonHuiinJA 3.6.1 Ilommenap P unja je nopmasna jenesa N (P) rpy6iba o1 HeKe mojienese
HOPMAJIHE JIele3e CTaHJAapHOI HEPMYyTOeAPa Ce HA3UBA NPOULUPEHU YONRUIMEHU NePMYmoedap.

CiukA 3.15: Nonmrrenn mepMmyToesap W HPOIIHPEHH YOIIIITEHH MePMYTOeAap

IIpon3BosbHO] cTpann (G MPOIMUPEHOT YOIIITEHOD MepMyToeapa P MOXKeMO I0JeJTUTH
MENCUHCKY KEA3UCUMEMPUYHY EHYMEPATLOP

Fq(G> = qdim(G) Z Ly Ly * - Ly = qdim(G) Z M]:,
weZLINCY FeF(G)

rie je F(G) :={F € L(Pe™ ') : C% C C&}. Ilpema Crasy 3.2.2 Baxu

¢im(©) (_1)n—1-dim(G) (3.25)

o
m»—n

3

8
I

HEOUHULINIA 3.6.2 Teocuncku KB8A3UCUMEMPUYHY EHYMEPAMOP TPOITUPEHOr  YOIIITEHOT
nepmyrtoespa P je medpuHucan ca

rie je L(P) mpexa crpana nojueapa P.

CTAB 3.6.1 ([29], Proposition 3.5) 3a (n — 1)-dumensuonainy npowupeny, Yonwmenu
nepmymoedap P, odzosapajyhu f-nosunom je jednar

f(Prg) = (=1)"'ps'(F_o(P))(~1).

JlokA3. Kopucrehu (3.25) mvmamo 1a je

ps!(FLy(P))(~1) = (~1)"t 3 ¢, Q.E.D.
Ge L(P)
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3.6.2 KOHYC ITIOCETA

[Mocmarpajmo nocer P koju je nedunucan na ckyny remena g(P) = [n]. Ca Plg o3naunmo
pecmpuryujy nocera P wa ckyny S C [n]. Ckyn S 30BemMo udeasom nocema P, u 3anmcyjemo
S <P, ykosmko He mocToje eqeMenTn p; € [n]\ S u py € S TakBu g2 Baxku p; <p po.

HeEoHULIINIA 3.6.3 Konyc nocema P Ha n TeMeHa je MIPOIIUPEHH YOIIITEHH TPEMYTOeIap
Cp = cone{e; —¢; : i <p j},
rje ¢y €, €, ..., €, CTaHIapIHu O6a3HU BeKTOpH y mpocTopy R™.

CtAB 3.6.2 ([1], Propositon 15.1) T'enepamopnu 3spayu wowyca nocema Cp cy odpehenu
sexmopuma e; — e; Koju odzosapajy peaayujama i <, j y nocemy P.

[Tosmmemap Cp ce Moxke onmcaru (Bumeru [1], moryassbe 15) n Ha caenelin navnm:

Cp = {(55171727--~,36’n) : Z%‘:O 51 ZxSZO 3a cBe S<1P}.
i=1

seS

[Ipema ToMe, TUMeH3HWja TOCMATPAHOT KOHYCA je jeTHaKa
dim(Cp) = n — ¢(P), (3.26)

rae je ¢(P) 6poj moBesanux KoMmoHeHTHn mocera P.

Jlaspe, mocmaTpajymo mukanaan Hu3 ejgementa C @ iy, 4o, ..., 1, mocera P Takas na cy cBaka
nBa cyceaHa ememenTta uukayca C ymopemmsBa y P. Y3 10, mukiIyc cagapxku pacmyhy usuuy,
OJIHOCHO onadajyhy ueuyy, axko je i; <p 441 WIN i, <p i1, ONHOCHO 1; >p 111 WA Iy >p 11.

JIEoHUIIMIA 3.6.4 3a normnocer Q mocera P kaxkeMo j1a je no3umueat ako 3a CBaKH IIHKJIYC
C cBe pacryhe usume mukayca C cy y Q ako u camo ako cy cBe onaaajyhe upuie mukayca Cy
normocery Q. CKym ¢BHX MO3UTHBHEX HOTIOCETA moceta P o3madmmo ca Pos(P).

[TPUMEP 3.6.1 Ilukaycu mocera P(1 < 3,1 < 4,2 < 3,2 <4) cy:

1<4>2<3 1<3>2<4 4>2<3>1 3>2<4>1
2<3>1<4 2<4>1<3 3>1<4>2 4>1<3>2

3 4 4 3 4
[ ] [ ]
[ ] [ ]
1 2 1 2
3 4 3 3 4 3 4
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [}
[ d [ ] [ 4 (] l (] [
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
CnukA 3.16: Ilosurusaun nornocern mocera P
Onaropapajyhu mosuruBHE mormocern mocera P cy npukazanu Ha coaurua 3.16. 0
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JIEMA 3.6.1 ([1], JIEMMA 15.3) Cmpane noauedpa Cp cy xonycu nocema Cq, 3a Q € Pos(P).

Ha ocnoBy nperxogme jeme, kBasucumerpuunu enymeparop [, (Cp) ce Moxe 3ammcaru y

caegeheM 00JIUKY
Fy(Co) = Y ) ™M (3.27)
QePos(P) FEF(CQ)
CTAB 3.6.3 ([29], Proposition 3.10) Bexmop w = (w1,ws,...,w,) € Z' ce narasu y N(Cp)

axo u camo axo je w; < wj 3a cee i <p j.

JTOKAB. Bekrop w € Z ce manasu y N (Cp) ako u camo ako w* MaKCHUMH3HPA HEKY CTDAHY
KoHyca mocera Cp, TO jecT YKOJHKO MAKCHMHU3UPA HEKH T'eHePATOPHH 3PaK WM TeMe
nosmesipa Cp. IIpumerumo Ja je Texkuncka pyHKIMja w* Ha TeHePATOPHOM 3PaKY €; — €;
jennaka w*(t(e; —ej)) = (w, t(e; — e;)) = t(w; —w;) 3a t > 0. Baxku cuenehe:

1. Axo je w; > wj Tazga je t(w; —w;) > 03acset > 0. [lomTo ce MakcHMyM He JOCTIXKe,
w* He MakcuMu3upa Hujenny crpany nosaueapa Cp.

2. Ako je w; < wj Tazma je t(w; —wj) < 03a cse t > 0. Makcumym ce gocruzke 3a t = 0,
na w* MakcuMusupa teme Konyc mocera Cp.

3. Ako je w; = w; Tana je t(w; —w;) = 0 3a cBe t > 0. Ilpema ToMe, w* MakcHMU3UPA
remepaToOpHH 3PaK €; — €;. Q.E.D.

ITocnemuuA 3.6.1 3acmasa F € F(CQ), s3a nexo Q € Pos(P), axo u camo axo 3a cearo
w € C% savicu

1. w; = wj 3a cee i <q J,
2. w; <wj 3a cse ] fQ i, mo jecm uau cy i u j Heynopedusu y Q uau je i <q J.

[TpuMEP 3.6.2 Ilocmarpajmo mocere P1(3 < 1,3 <2) u Py(3 <2< 1).

e3 — e

€3 — €y

CyimkA 3.17: Konycu nocera Cp, n Cp, u oarosapajyhe nopmaJine sienese

Oarosapajyhu kBasucumMeTpuaHu €HyMEpPATOPH Cy:
Fy(Cp,) = ng(s) + 2qM1 ) + (M(2,1) +2M(1,1,1))>
Fy(Cp,) = ¢*Mz) + q(Mua) + Mpgy) + M.

Tpumveruvo na je f(Cp,,q) = f(Cp,,q) = ¢* + 2q + 1. 0
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3.6.3 XOII®OBA AJITEBPA TIOCETA

Ca P 03Ha9nMO BEKTOPCKH MTPOCTOP Hal moJbeM K Koju caip:ku ¢Be jinHeapHe KOMOWHAIMje
KJjaca nzomMoppuux nocera. MHOXKeme U KOMHOXKEHe Cy JeUHUCAHYT Ca

[P]-[Po]=[PrUPs] 1 A(P) =D [Pls]® [Pliups]-
[IpumeTnmo n1a je

= @P’m

n>0

rje je P, morupocrop pasaler Kjacama m3MopdHUX 1mocera Ha n TemeHa. [Ipema Tome, P je
jeHa rpajiyncaHa, KOMyTaTHBHA U HEKOKOMyTaTHBHA XoIm(oBa ajaredpa.

CtaAB 3.6.4 ([1], Corollary 15.7) Anmunod y Xongoseoj arzebpu nocema P je odpehen ca

QePos(P)

JEonHUIMIA 3.6.5 3a 3acrasy nogckynosa F : ) = Fy C Fy C -+ C Fy = [n] xaxemo ja
je sacmasa udeana oceta P, m kopuctumo o3naky JF <1 P, ykomuko je F; <P 3a cBe 0 < i < k.
Ckyn cBux 3acTaBa ujeana mnocera P osznaunmvo ca F(P).

[Tocmarpajmo npecaukasamwbe §(P) — P, Koje je nedunucano ca

F — P/F =

i—1°
i=1

[Tpumernmo na je P/F jemam mornocer nocera P. dame, veka je P/F = Py U Py U --- U P,
JIEKOMITO3HUIMja TOCMATPAHOT MOTIIOCETa HA TOBe3aHe KoMmoHenTe. Kazxemo ga je mornocer P,
maru, y odnocy wa P, ox mormocera P, ykonmko e nocroje eneventu p, € g(P,) u p, € g(P,)
TaKBH Ji1a je p, <p py. llocebno, ako je u P, mamu, y oanocy na P, on P, 3a youene nmormnocere
KazkeMo Ja cy Heynopedusu y nocemy P.

Jaspe, nocmarpajmo npecaukasame (, @ P — K| ¢| koje je onpebeno ca
G(P) =a*®), raeje 1k(P)=n—c(P).
Ha ocnosy Teopeme 1.3.1 nocroju jepumacTBenn Mopduszam XondoBux aaredpu
Uy (P, ¢G) — (LSym, (o)

KOjH je HAa MOHOMUjaJHO] Da3u 3aJaT ca

Vy(P)) = > (¢)alP) M. (3.28)
afEn
Koedurujent ((;).(P) xoju oxrosapa KBaSI/ICI/IMeTpI/I‘IHOj dbyukuuju M, riacu

(RIS SIS | FLLCCRI )

Fe3(P) j=1 FEF(P)
type(F)=a type(F)=a
rie je i i

rkp(F) = Y tk(Plpyp,,) = n— > cPlrr_,)-

J=1 J=1
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Ha kpajy, jemnakoct (3.28) ce MOxKe mpHKA3aTH ¥ OOJTHKY

(P = > ¢™FMx (3.29)
FeF(P)

TEOPEMA 3.6.1 ([29], Theorem 4.2) Hexa je P jedan nocem wa cxyny [n] u Cp odeosapajyhiu
wonyc nocema. Teocuncru weasucumempuunu enymepamop Iy ce nodydapa ca jeduncmeernum
moppusmom Xongoeux arzebpu W,, mo jecm

Fy(Cp) = Wo([P]).

JIOKA3. Texunckn kBazucumerpuunu emymeparop Fy(Cp) je omncan ca (3.27). IIpema Tome,
JIOBOJBHO je TIOKa3aTH Ja je

§(P) = {F:F € F(Cq) 3a mexo Q € Pos(P)},

u rkp(F) = dim(Cq), 3a 3actaBy nojckymnosa F € F(CQ).

D: Ipernocrasuvo ga F € F(Cq) 3a weko Q € Pos(P). Vkoamko je Qp L --- U Qyp
JekoMIo3uImja moceta Q Ha MoBe3aHe KOMIOHeHTe, mpema jegnakoctd (3.26) Baxku
dim(Cq) = n — m. Hame, ueka je w € C%. Ha ocnosy Ilocrennne 3.6.1 umamo coenehe
pasMaTpame:

1. w je xoucrantHo Ha g(Q,), ma je g(Q,) C F; \ Fi_1 3aueko i = 1,...,|F]|;

2. Ako g(Qu),g(Q,) C F;\ Fi_1 3ameko i = 1,...,|F| tana cy Q, u Q, Heymopeausu.
VY cyuporHom, ako je i <p j 3a Heko i € g(Q,) u j € g(Q,) Taja w* makcumuzupa
reHepaToOpHu 3pakK e; — e;, ma F ¢ F(CQ);

3. Ako je g(Qu) € Fi\ Fi_1, g(Q,) C F; \ Fj_1 u Q, mamn og Q, Taxa Baxu i <z j.
YV cynpoTHOM, U3 ¢ >z j CIeIu Ja je w; > w; 3a HeKO § € Q,, j € Q, 3a Koje BaxKH
1 <p j, Ma TeXKWHCKA DYHKIja w* HE JTOCTHXKE MAKCUMYM.

Cxomno Tome, F € §F(P) u P/F = Q, na je tkp(F) = n —m = dim(C(Q)).

C: Heka je F <P zacraBa nmeasa mocera P u C : i1, 19, ..., 1, HUKJIyC dHje ce cBe onanajyhe
upnie Hanaze y P/F. [Mocmarpajmo dynruyujy nusoa nedunncany ca

[(i) :== min{a : i € F,},

3a i € [n]. IIpumernmo na je | Heonamajyha ayk nukiyca C. JIpyrum peanma, dbyHKImja
[ je koncranTHa Ha 1ukaycy C, To jecr C C F, \ F,_; 3a veko 1 < a < |F|. daxie,
cBe pactyhe uBnne nukiyca C ce nanasze y P/F, omakne ciequ ga je P/F nosurusan

nornocer nocera P. Ha ocuosy Ilocsepune 3.6.1 cuenu na F € F(Cp/r) u jour Bazkn

[MocaenuniA 3.6.2 Hexa je Cp xonyc nocema npudpystcen nocemy P wa ckyny [n]. Tada je
f—noaurom noauedpa Cp jednax

f(Ce,q) = (=1)"""ps' (T ([P])(~1).

CTAB 3.6.5 ([29], Proposition4.6) Hexa je P nocem wna cxyny [n] wuju je Xaceos dujaepam
dpso. Tada je f—noaurom odeosapajyhee xonyca nocema Cp jednak

f(Criq) = (1+q)" "
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JIoKAB. Ilocer P mma n — 1 markpusajyhux penamumja®. Ilpema CraBy 3.6.1 cieau ga cy
reHepaToOpHU 3pally KOHyca 1oceTa n — 1 JMHeapHO He3aBUCHUX BEKTOpa €; — €5 3a Koje je
i < j. Hakme, npousBosbHy k—cTpany noauneapa Cp reHepuiine k reHepaTOPHUX 3PaKoBa,

I1a je fk(Cp) = (n;l) QED

[TpuMEP 3.6.3 Hexka je ST,, mocer na ckymy [n| ca penamujama i <n, 3a i € [n — 1].

9 /3\ AAI\ /\
1 1 2 1 2 3 i 9 3 1

CaukA 3.18: Iloceru STy, ST3, ST, u STy

Mozxke ce nokazaru (Bugern [29], Example4.4) na je

n—1
Uy(ST) = Z (n ; 1) (M(Ti)_l_i>i+1 qi’

1=0

onaxJie cyieau fa je oarosapajyhu f—muommnom jemnak f(Cst,,q) = (14 q)" . 0

[TPUMEP 3.6.4 Heka je L, jeman naman na ckymy [n]. Baxwu (Bugeru [29], Example 4.5)

Kako je

caenn jia je oprosapajyhin f—nomunom jeanax f(Cst,,q) = (1 +¢q)" L. 0

CTAB 3.6.6 ([29], Proposition 4.8) Hexa je P jedan nocem u P°P odeosapajyhu dyasnu nocem.
Tada easicu
Fq<CPop) = l"eV(Fq(CP)).

JTokA3. Tlpumerumo ga F € F(P) ako u camo ako F°P € §F(P°P). Jlokas HaBemeHOr cTaBa
IPOM3HUIA3K U3 YuibeHure 1a je rkp(F) = rkpop (FOP). Q.E.D.

Y Teopemu 3.2.3 cMo0 TOKa3aJu KaKO AHTUTION S /IejCTBYje Ha KBA3UCUMETPUYHE €HYMePATOD
e 006pojHEX Tadaka F, yonmrenor nepmyroenpa. Candno TBpheme Bayki Uy CIydajy KOHyca
nocera. [Ipenusnuje,

TEOPEMA 3.6.2 ([29], Theorem4.10) Axo je P jedan nocem na cxkyny [n], mada anmunod S
dejemsyje na rkeasucumempuyny enymepamop Fy (Cp) na caedehu nanun

S(Fy(Ce)) = (—=1)" Y f(Crsg, —q)Mger.
GeF(P)

SPenammja i <p j je namxpusajyhia y mocery P axo je i <p j.
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3.6.4 P —IIAPTULINJA

Texuncku kBasucuMerpudanu emymeparop F,(Cp), n06po osmadenor mocera P, pauymar y
raukn ¢ = 0 oxrosapa enymeparopy P—naprunmja. 3a nocer P wa ckymy [n] gedurnmmmmo

F(P) = Fy(Cp) = Z My,

FeF(P
P/]:,Z[I/ICerTaH

e je cyma 10 CBHM 3acTaBaMa mjeasa nocera P raksux na je P/F duckpeman nocem, To ject
nocet 6e3 HATKpUBajyhux pesarmja.

CTAB 3.6.7 ([29], Proposition 5.1) 3a nocem P sasicu caedefia jednaxocm
ps'(F(P))(—1) = (=1)"". (3.30)

Cepujera komnosuvyuja Py x Py mocera Py m Py oarosapa mocery P; U Py ca momaTHuM
penanujaMa ¢ <p,.p, J aKO I caMo aKo ¢ <p, j uin ¢ <p, J, 3a HeK0 i € P; u j € P,.

CtaB 3.6.8 ([29], Proposition 5.2) Axo je P =Py % Py % --- % P, mada saorcu
F(P) = F(Py)o F(Py)o---0 F(P,)

Taxo ce, na mpumep, nocer ST, koju je medunucan y I[Ipumepy 3.6.3 mMoxke nmpukazartu y
06uky ST, = D,,_1 * Dy, tme je Dy nuckperan mocer ua ckyny [k]. Ha ocHoBy mperxomHor
cTaBa CJEIN JIa je

n—1
F(ST,) = M(l) © M()-

Cimano, 3a jguaeapuu mnocet L, onucan y [pumepy 3.6.4, Baxku
F(L,) = MuyoMguyo---o My = Man),
IITO TPOU3UIA3H U3 dntberune jaa je L, = Dy * Dy % -+ - % Dy.

CTAB 3.6.9 ([29], Proposition 5.4) Iocmampajmo nosesaru nocem P na cxyny [n]. Yroauro
je Max(P) ckyn maxcumanruz eaemenama nocema P, mada je

FPP) = Y (F(Plpm-a))a
0#ACMax(P)
Iocebno, axo je Max(P) = {v} saorcu F(P) = (F(P|m—})), -
JIOKA3. 3a zacraBy umeana F : ) = Fy C Fy C --- C F,, = [n] ckyn Fyoq je nedunncan

ca Fenq == F, \ Fro1. Kako je nornocer P/F auckperan, cieiu ja je TakaB U HOTHOCET
Plg.,, 1 jorr je Fonq € Max(P). TIpema Tome,

Fenas

FP) = Y My = Y Z Mrp= > (F(Plapa))ia

FeF(P) 0#£ACMax(P)  FegF(P 0#ACMax(P)
P/]:,ILI/ICerTaH P/]:/ZLI/ICerTaH
Feng=A

Q.E.D.
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[TpuMEP 3.6.5 [locmarpajmMo mocere 4mju cy XaceoBH UjarpaMu NMpUKa3zaHu Ha ciaenehoj
caunu. Pyuxiuja F' He paznukyje mocere Py u Py, 10 jecr F(Py) = F(P2) (Buneru [24]).

) 6 ) 6

3¢ 7 3¢ [ 2 7

Cauka 3.19: Tocern Py u Py 3a koje Baxxku F(P1) = F(Ps)

[Tocmarpajmo 3acrase obsuka ) C {i} C [6] \ {j} C [6], 3a ¢ € {1,2} u j € {5,6}, Koje cy
jemune 3acraBe uieana mocera P u Py Takse ma je type(F) = (1,5,1). Koedunujentn koju
oArobapajy MoHoMujannoj byHkumju M5 1) Cy jeiHaKn

CasnP) =2¢"+ ¢+ u (asn(P2) =q" +3¢°,

na je F,(Cp,) # F,(Cp,). Haxie, bynknuja F, je dunnja ox dynxnuje F. 0
P—IIAPTULIMJA JIOBPO U JIOLIE O3HAYEHOI' ITOCETA

IToacernmo ce ga je P—naprunuja g106po o3navenor nocera P jpedununcana ca

Fo(x) = Y @ra)Tpe) T,
FeA(P)

rie u3 i <p j upomsuwiasu ga je f(i) < f(j). Cneneliu craB gera/bHO OmHCYje CKYI CBHX

P—naprunuja mod6po o3nadenor mnocera P.

CTaB 3.6.10 ([29], Proposition 5.7) 3a dobpo oznauen nocem P eaorcu
AP) = {weC% : FeFP) u P/F je duckpeman nocem}.

JIOKA3. Vkoauko w € C% 3a meko F € §(P) rakso ga je P/F nuckperan mocer, tajga w*
makcumusupa teme noaueapa Cp. Kopucrehn Cras 3.6.3 mobujamo ga u3 i <p j caean
w; < wj, na je w jenna P—maprunuja 3a n06po osnaden nocer P. 1 oGpuyTo, 3a cBako
f € A(P) uz i <p j npomsmnasu f(i) < f(j), ma f MakcuMu3Hpa camMo TeMe KOHyca
noceta, Cp. Q.E.D.

TeOPEMA 3.6.3 ([29], Theorem 5.8) 3a do6po osnawen nocem P sasicu
F(P) = Fp(x).

JIokA3. Kopucrehu nperxonuu cras jobujamo jia je

F(P) = Z M}— = Z L1 Ly *** Ly, = Z LinLuwy * Ly

FeF(P) weZINC%: weA(P)
P/F nuckperan FeF(P)
P/F muckperan

mro oarosapa aedununuju P—naprunuje Fp(x). Q.E.D.
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3a moceT P KaxkeMo n1a je sowe 03naven YKOTUKO U3 § <p j CIeau © <z j. ¥ TOM CJIy4ajy,
dyuknuja f je jemna P—naprunumja ako u camo ako

i<pj = f@)<[f0)
Taga, P—maprunuja ogrosapa xBasucuMerpuduoM emymeparopy Fy(Cp) padyHaroM y Tadku
q =1, To jecT

Fl(Cp) = Fp(X).

[IPuMEP 3.6.6 lop6o o3naven u Joire o3naden mnocet nocera P u3 Ilpumepa 3.6.1 npukasanu
cy Ha caeaehoj ciauimy.

CimkA 3.20: Hobpo osragen mocer Py u jome ozaaden mocer Py

Oxaropapajyhn KBazucuMeTpUYHHA €HYyMEPATOP M3HOCH
F(P) = QSM(4) + QQQ(M(:),J) + M1 3)) +4q M 2.1y + My +2M1,9) + 2Ma,11) + 4M(11,1,1),
oJlaKJIe TPOM3HIa3n Ja cy oarosapajyhe P—maprunuje jeanake

Fp,(x) = M) +2Ma2) +2M 1) + 4Ma 11,0,
Fp2 (X) = M(4) + 2M(371) + 2M(173) + 4M(17271) + M(272) + 2M(17172) + 2M(27171) + 4M(17171’1).
[l
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— Teopujcka maTremaTnka u npuMene, je 3appmuo 2014. roamne, ca npocednom orerom 10.00.
HokTopcke crymuje Maremaruukor ¢akyirera YuuBep3urera y Dbeorpagy je ymucao
2014. romune, npu Kareapu 3a ajredpy u MareMaTUdKy JIOTHKY.

Opm 2013. ;o 2014. romume je 6HO 3aIlOCeH Kao capaJHUK y HAacTaBu Ha MaTeMaTHIKoM
dakynrery YauBepsurera y beorpaay, Kareapa 3a maremarnaky anaaunzy. Ox 2014. roaune
jé 3amlocJieH Kao aCHUCTEHT — CTYJIEHT JIOKTOPCKUX cTyauja Ha ['paheBunckom dakynrery
Yuusepsutera y Beorpasy, Karegapa 3a maremaTuky, hpu3uKy u HaIPTHY T€OMETPH]Y.

CHUCAK HAVYHUX PAJIOBA:

e Mapko Ilemosuh, Tama Crojagunosuh  Weighted P—partitions enumerator,
npuxsBahen y waconucy Applicable Analysis and Discrete Mathematics

e Mapko Ilemosuh, Integer points enumerator of hypergraphic polytopes, npuxBahen
y gaconucy Publications de I'Institut Mathematique

e Biragumup I'pyjuh, Mapko Ilemosuh, Tamwa Crojagunosuh, Weighted quasisymmetric
enumerator for generalized permutohedra, Journal of Algebraic Combinatorics, 51 (2)
2020, 247-272

IIOTJIABJ/BA V 3BUPKAMA:

e 3opan Ilynanosuh, Mapko Ilemosuh, Mareja Kuexxesuh, Vsan Jlazapesuh, 36upka
zajaTaka n3 Maremarmike anasmse 1, I'pahesuncku daxynrer, Y uusepsuret y beorpasy,

Axantemcka mucao, 2019, ISBN 978 — 86 — 7466 — 789 — 7

e 3opan Ilymamosuh, Mareja Knexesuh, Mapko Ilemosuh, Jluneapna asrebpa.
Anasmrnaka reomerpuja. Ejgemenrn BepoBarHohe m crartmcruke. 306HpKa pEITEHUX
3ajaraka, I'paheBuncku dakynrer, Yuaupepsurer y beorpamuy, Akagemcka mucao, 2017,
ISBN 978— —86 — 7466 — 389 — 9

YYEIIRE HA IIPOJEKTHUMA:

e Toriosroruja, reomerpuja u rjobajiHa aHaau3a Ha MHOTOCTDYKOCTHM& H JUCKDETHHUM
crpykrypama’, MuHucTapcTBO IpOCBeTE, HayKe W TEXHOJOIIKOI pa3Boja Pemybmke
Cpb6uje 174034 (2018 — caza)



CIIMCAK CAOIIITEKHA HA KOH®EPEHIINJAMA:

e Mapxko Ilemosuh Xuneprpacgpuaxu nosmrornn, X cumnosujym MaremaTnka U npuUMeHe,
Beorpa, Cpbuja, 2019

e 3opan [lynanosuh, Mapko Ilemosuh, Mathematical lectures of Dr. Milutin Milankovié,
2Kupor u geno Munyrnaa Murankosuha: mpomnniocT, cajammoct, oyayhaoct, Beorpa,
Cpbuja, 2019

e Mapko Ilemosuh, Face enumeration on matroid base polytope, XIV Cprckn
MaTeMmaTudku Kourpec, Kparyjesar, Cpouja, 2018
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MoTnucaxu-a l\/) ap ko HE OB H
6poj uHaekca —9005' /Q 014

UzjaBrbyjem

[a je JoKTopcKka gucepTaumja nof Hacnosom

KoMBMHATDPUKA JONUTERAX NEPMITOE APR

e pe3ynTaT ConcTBeHOor UCTpaXmnsadkor paga,

e [a npeanoxeHa avceprauuja y LenvHu Hu y AenosumMa Huje 6una npeanoxeHa
3a pobujabe GUNO Koje AMNOME npema CTyAMjCKMM nporpamuma apyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHoBa,

e Na Cy pe3yntaTtii KOPEKTHO HaBeaeHU N |

e [ia HUCaM Kplumo/ria ayTopcka MnpaBa M KOPUCTUO WHTENeKTyanHy CBOjUHY
APYrvx nuua.

MoTtnuc gokTopaHga

dk{%ﬁ [leyohih

Y Beorpagy, 19 02 2021




Mpwunor 2.

N3jaBa 0 UICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eNieKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOpPCKOr paaa

Wwme 1 npesume aytopa Maf? KO ”EUAOFD “‘ﬁ

Bpoj naexca 2005 [201)

CTyAujck1 nporpam }V] ATEMATUK A

Hacros paga KoMBUHATDPUKA  YODLITEHUX nEf’MYTC'E‘DVBF Q
menrop _JIPad 1P ARpymue Tpyiuh

MoTnucanw/a M@P KQ n EL‘DO 6”%

M3jaBrbyjeM aa je wrtamnaHa Bep3uja Mor JOKTOPCKOr pajia UCTOBETHA erneKTPOHCKO)j
Bep3uju Kojy cam npepjao/ma 3a o6jaBrbuBake Ha noprany [OurutanHor
peno3uTopujyma YHuBep3uTteTa y Beorpaay.

[osBosrbaBam ga ce objaBe MoOjM NMYHU Nofauy Be3aHu 3a Jobujame akagemcKor
3Bakba [OKTOpa Hayka, kao LUTO Cy UMe 1 npesume, roauHa u Mecto pofierwa v gatym
oadpaHe paga.

OBM nuyHM nopaum mory ce o6jaBATM Ha MpPEeXHUM CTpaHuuama gurutanHe
GUBnVoTEKe, Y ENEKTPOHCKOM KaTarory vy nybnukauujama YHusepauteta y beorpagy.

MoTnuc gokropaHga

(M @L&W

Y Beorpagy, (g 02202{




Mpwunor 3.

UsjaBa o kopuwhemwy

Osnawhyjem YHuBep3uteTcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® ga y [Hurutanyu
penoauTopujym YHuBepauTeta y beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKY AucepTauujy nog
HacrnoBOM:

KeMBI#ATOPUER  YODUTE#IX _NEPMITOERRPA

KOja je Moje ayTopcko Jerno.

[JucepTauujy ca cBUM Npusio3mma npegao/na cam y enekrpoHckom dopmaty norogHom
3a TPajHO apxuBUpar-e.

Mojy AOKTOpPCKY AucepTauujy noxpakweHy y JurutanHu penosutopujym YHusepauterta y
Beorpagy mory na kopucte CBUM Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatneHe 3ajenHuuie (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ognyuuo/na.

1. AyTopCTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLMjanHo
@AyTOpCTBO — HekoMepuujanHo — 6e3 npepage
4. AyTopcTBO — HEKOMEpLMjanHo — AenuUTK nNog UCTUM YCroBuMa
5. AytopctBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCcTBO — AEenuTu NOA UCTUM YCNOBUMA

(Monumo fa 3aoKpyXuTe camo jefHy Of LecT MnoHyfeHux MUUEeHUM, Kpatak onuc
nuueHun aat je Ha nonefuHu nucTa).

Motnuc pokTo paHoa

e 1t

Y Beorpaay, 19 02 2094




