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3aT8aANHUYA

Ha cBom maremaTnykoMm myTy, 3axBajbyjeM ce MeHTOPY, npodecopy Curumm Bpehurmwn,
3a CBET TOIOJIONKE KOMOMHATOPUKE ca KOjuM Me je ymo3uao. [Ipodecop Bpehumna me
jé CBOjUM KpEaTUBHUM U T€OMETPUjCKM MHTYUTUBHUM HAejaMa MOTUBUCAO Oa WUAEM
myTeM OBe 00JIacTU. 3axBaJiHa caM U 3a CJI000ILY y pamy KOjy MU je mao. 3aXBaJbyjeM
ce npodecopy Panery rRuBameBuhy, koju Me je moBe3uBameM Pa3IMINTUX 00JIACTU U
WHTEPECAHTHUM IIpenaBamyMa yBek nacnupucao. IIpodpecopuma Bramuvmupy ['pyjuhy
u 3opany llerpuhy xBasa Ha TaKBUBOM YUTALY AUCEPTANNjE U KOPUCHUM CABETUMA.
Takobe, 3axBanHa caM CBUM CBOjUM KOAyTOPUMa Ca KOjUMa CaM OCTBApUJIa BeOMa
IpujaTHy capalmy.

ITocebny 3axBaJIHOCT AYTYyjeM U3y3€THOM HACTABHUKY MartemaTuke, Mwumanky Ba-
ouhy, Ha Tpyay U eHTy3uja3dMy. 3axBajbyjeM ce npodecopy Baamumupy Iparosuhy,
KOjU! je CjajHuM mpenaBamUMa YTBPAMO MOjy sKesby Ha OymeM mareMaTudap. sRermerna
Oux ma ce 3axBajguM u MarTeMaTwdkoj rUMHA3Uju U APYIITBY , Apxumemnec”.

Hajsehy 3axBammoct myryjem cBojoj mopomunu. Ilocebuo, 3axBanmna caMm menu
BopuBojy, uuju Me je JMK MOTUBUCAO Ja KPEHEM Ka IPOCBETH M HAYIUW, a Takobe,
HaHu 3o0pu u 6abu Karapuru koje cy HeceOuuHO yBek Ouiie Ty na Mu moMorxy. Mojum
cectpaMa, Marmu n Boku, xBaja mTO Cy yBeK BepoBaljle y MeHe U IITO Cy Hajbobe
ApyTrapuile Koje MOTYy 3aMUCJIUATHU.

3axBajpyjeM ce mporojepejy-craBpodopy Iparomupy Y ounapumnoBuhy koju je
“Mao MOCEeDOHY yJIOTY HA CBUM MOJUM IIyTEBUMA, ITa M OBOM, MATEMATUUKOM.

Menu majonmwxuma, Cnobonany m Humm, xBaja 3a crpmibeme u bybaB Koje Cy
MOKa3aJm 3a BpeMme Mor pama. llocebno, 3axBamyjem ce CaobomaHy 3a mpude Koje je
CMUIIJHA0 38 MEHe, 3a M3MUIIJbEHU IIJIEC, 32 CBE TPEHYTKE Kala je YUMHUO Na BepyjeM
y cebe kao Hukam m0 Tamza. Mojoj mamnoj Huru Besmko xBaJjia IMITO je pasyMesa ma
,Mawma moco jamun”, u mTo Me je pamomhy Kaga caMm ca iBbOM, MOTUBUCAJIA A3 3aBPIIAM.

Ha wpajy, skenmmMm nma ce 3aXxBajuM jeqHOM HENO3HATOM JIOKTODPY, KOjU je mpe 32
romuae, v '"AK-y Bumerpancka, mBoma cTymeHaTa Ha IOYETKY CTyAUja, PEKao 1Ia
UMaK ooy Kyhu ma pasMuce joul jeIHOM.

HajBume on cBux, 3axBaJbyjeM ce TUM TAJEHTOBAHUM CTYAEHTUMAa, MOJUM POAUTE-
smuMa Cuesxkanu u ['opany, mITo Cy Pa3MUCIMIIMN jOUI jeTHOM U OAJIYYUIUA Oa MU IAjYy
IIAHCY, CBECHO :KPTBYyjyhu MHOTE cBOje. sKeaum na uMm ce HAjayO/me 3aXBAJIUM 32 TO
IIITO CYy CBY CBOjy JbyDOaB, CBY CBOjy €HeEprujy, u mejie cebe, MOCBETUIU TIOPOIUIIHA.

Mapuja Jeauh Muarymurosuh






KOMBVHATOPHA TOIIOJIOTNJA N TPA2OBCK KOMIIJIEKCHV

CAKRETAK

Y 0BOj mucepranuju m3ydaBaMoO HEKOJMKO Ba:KHUX OOjekaTa W MPUHIUIA KOMOU-
HATOPHE TOMOJOTruje, Kopuctehn 1 KOMOMHATOPHE M TOIOJIOIIKE METOE.

Komnnerc ynapusawma M(G) rpada G je KOMIUIEKC YMju CKYI TE€MEHa OAroBapa
ckymy mBuna rpada (G, a CUMILUIEKCH Cy 3aJaTé CKYNOBHAMA IO MApPOBUMAa HECYCel-
Hux mBuma. OBU KOMIIJIEKCHU Ce MOjaBibyjy yV pas3HuM obiaacTuma mMareMaTure. Harr
IPBU IPUCTYI KOMIUIEKCUMa yIAPUBaHa jé HOB U CTPYKTYDPHU - IajeéMO KOMILJIETHY
kiaacupuraimjy csux naposa (G, M(G)) 3a koje je M(G) XxOMOJIOIKA MHOTOCTPYKOCT,
ca wiam Ge3 rpanuie. Jlpyru mpuCTym OBUM KOMIUIEKCHMa ce (BOKycupa Ha Oxpe-
DuBame XOMOTOICKOr THNA WM MOBE3AHOCTU KOMIUIEKCA YHAPUBAHa HEKOJIUKO KJIaca
rpadosa. Y TOM LUy, KOPUCTUMO aJaT U3 JUCKpeTHe MopcoBe Teopuje Mo x HA3UBOM
MTA aaropuram, Ka0 U UHAYKTUBHE KOHCTPYKIAje XOMOTOIICKOD THIIA.

Ilpyre nBe kjJace KOMIIEKCA KOj€ M3ydYaBaMO Cy Hem30EeKHU KOMIIEKCU U IIPar
roMmutexcy. Cummiunujanan xkommiaere K C 2 je r-memsGexan ako 3a cBaky mapTu-
mujy Ay U---U A, = [n] Baskn ma 6ap jeman oxm ckynosa A; mpunana K. Morusu-
CaHM YJOTOM KO]y HeM30eXHU KOMIUIEKCH MMajy y TeopeMaMma 1BepOeproBor tuma
u I'pomos-Bnarojesuh-®pur-llurnep peaykuuju, mounmeMO CUCTEMATAYHO MPOYyYa-
Bame HBUXOBUX KOMOmHATOpDHUX ocobumua. Wcerpaskyjemo Bese m3mely HemsOe:RHUX
1 mpar KOMIUIEeKca. [ JaBHU nusb je onpebuBame HEM3OEKHUX KOMIIJIEKCA KOJjU CY
HEn30eKHU 13 aIlCTPAKTHUJUX pAa3Jjiora HEro mTo je oO0yxXBaTame HEM30EeKHOT mpar
KOMIIJIeKca. Hamwu riaBHM IpuMepu Cy KOHCTPYUCAHU KAO CIIOjEBU ayTO-IyaJHUX
MUHUMAJTHUX Tpuanryaanuja RP? CP? HP? u cnojesu PeM3njeBor KOMILIEKCA.

Takobe, muceprammja camp:Ku W TPUMEHY BAKHOT ,,KOHOUTYPAIMOHU MTPOCTOD -
TECT TpecaukaBame”’ MeTona. Hajupe moka3yjemMo KOXOMOJOMKO yommreme lomnose
TeopeMe U3 eKBUBAPUjaHTHE TOIOJIOTUje. 3aTUM je NpUMemnyjeMO Ha JaHTOB CIyYaj
KuacrepoBor mpobisema, unMe mobujaMo HOBU jeqHOCTaBHUjU mOka3. Tarobe, mesnm-
MUYHO YyOIIIITABaMO jOII HEKOJUKO ciaydajeBa KmacTtepoBor mpobJiema.

Kibyune peun: cuMIInnujagHd KOMILIEKC, KOMIUIEKC YIApUBaHha, XOMOJOIIKA MHO-
TOCTPYKOCT, XOMOTOIICKA TUII, HEUM30eKaH KOMIIJIEKC, KaPAKTEePUCTUYHU IpPAr, ayTO-
nyasna tpuaHryidamuja, MTA anropuram, Kuacrepos mpobiaem, ,KOHGUIYpPAIMOHN
IPOCTOP - TECT MPECIUKABAMmE’ MEeTON

Hayuna obsact: Maremaruka

Y:xa HayuHa obisact: Tomosnoruja, KombunaTopura

MSC rnacupuranuja: 05E45, 55U10, 55P15, 05C70, 52A35, 52C99
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COMBINATORIAL TOPOLOGY AND GRAPH COMPLEXES

ABSTRACT

In this dissertation we examine several important objects and concepts in combinatorial
topology, using both combinatorial and topological methods.

The matching complex M (G) of a graph G is the complex whose vertex set is the set
of all edges of GG, and whose faces are given by sets of pairwise disjoint edges. These com-
plexes appear in many areas of mathematics. Our first approach to these complexes is new
and structural - we give complete classification of all pairs (G, M(G)) for which M(G) is a
homology manifold, with or without boundary. Our second approach focuses on determining
the homotopy type or connectivity of matching complexes of several classes of graphs. We
use a tool from discrete Morse theory called the Matching Tree Algorithm and inductive
constructions of homotopy type.

Two other complexes of interest are unavoidable complexes and threshold complexes.
Simplicial complex K C 2[" is called r-unavoidable if for each partition A, L---UA, = [n] at
least one of the sets A; is in K. Inspired by the role of unavoidable complexes in the Tverberg
type theorems and Gromov-Blagojevi¢-Frick-Ziegler reduction, we begin a systematic study
of their combinatorial properties. We investigate relations between unavoidable and thre-
shold complexes. The main goal is to find unavoidable complexes which are unavoidable for
deeper reasons than containment of an unavoidable threshold complex. Our main examples
are constructed as joins of self-dual minimal triangulations of RP?, CP2 HP?, and joins of
Ramsey complex.

The dissertation contains as well an application of the important “configuration space -
test map” method. First, we prove a cohomological generalization of Dold’s theorem from
equivariant topology. Then we apply it to Yang’s case of Knaster’s problem, and obtain a
new simpler proof. Also, we slightly improve few other cases of Knaster’s problem.

Keywords: simplicial complex, matching complex, homology manifold, homotopy type,
unavoidable complex, threshold characteristic, self-dual triangulation, Matching Tree algo-
rithm, Knaster’s problem, “configuration space - test map” method

Scientific area: Mathematics

Scientific field: Topology, Combinatorics

MSC Classification: 05E45, 55U10, 55P15, 05C70, 52A35, 52C99
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Y Boo M mperJien pe3yJiraTra

Ausrebapcka TomoJioruja, o CBOT HaCTaHKa, MPOydaBa ¥ KOPUCTU 3HAUYAjaH OPOj KOM-
OuHaTOpHUX U reomerpujckux objekara. Ca apyre crpane, MOYEB OX CeAAMIECETUX
FOOVHA MPOIIJIOT BEKa, BEJIWKU OPOj BAKHUX Pe3yJiTaTa y AUCKPETHO] FeOMETPUjU U
KOMOMHATOPUIM TTOKA3aH je IpuMeHaMa ajredbapcke TOMOJJIOrrje, YnMe HacTaje 00aacT
monoaowre Komburnamopuke. Vlcropujcku pesynrar, KOju 0O3HAYABA TIOYETAK OBE 00OJa-
ctu, je m3nenabyjyhu nokasz Kuezepose xunorese koju je nao Jlacmao Jlosac 1978. ro-
muse [69]. Hamme, KueszepoBa xumoresa ce OQHOCH Ha KOHAUHE CKYIOBe, 06€3 MKAKBE
MOBE3aHOCTHU Ca TOIOJOTUJOM: AKO N-TOUJaHe MOACKYIOBe CKyna on (2n+k)-exemenara
nonenuMo y k+ 1 kmaca, 6ap jemnHa kjiaca MOpa CaIp:KaTH ABA OUCjYHKTHA MOICKYIA.
JloBac je moka3 m3Beo MerommMma aJjgirebapcke Tomosoruje, onpebyjyhm mosesanoct
jemHe kiace rpa@oOBCKUX KOMIIeKkca 1 kopuctehu Lopcyk-Y mamoBy Teopemy, umMme je
yTeMeJprO MOTIYHO HOBU NMPUCTYI pemaBamy KOMOMHATODHUX mpobiema. Jom jenan
O BaKHUX MMOYETHUX pe3yJiTaTa OBe ODJIACTU je TeopeMa O IeJbeiby OrPJUIe, KOjy je
mokazao Hora Ason [2] 1987. romune. 3artum cy yciaemuie u 6GpojHe Apyre 3HaYAjHE
TeopeMe OVCKPEeTHE reOMeTpuje, KOMOMHATOPUKE U TEOPUjCKOT padyHapcTBa. Beowma
Jen yBox y oBy obusact nao je Marymexk [74], y3 Bjopuepa [12] u Kusamesuha [107].

Baskuo je mcrahum ma pesynararu y TOIMOJONIKO] KOMOWMHATOPUIIM YECTO HUCTOBPE-
MEHO 3aXTeBajy W M3y3eTHO KpeaTWBHE KOMOWHATODHE KOHCTPYKIMje, KaO0 U BeoMa
3aXTEBHE TEXHUKE ajirebapcke TOmoJorumje, ma ce Moxke pehwm ma ce oBme cycpehy
KOMOMHATOPUKA, TOIOJIOTHja, TeOMeTpHrja 1 aaredpa, Ha BeoMa HEOUEKUBAaHE HAUUHE.
Bpemenom je mpemnosHaT jemaH reHepaJiHU TMOCTYMAK KOjU CE MPOBJAYU KPO3 BEJIUKU
O6poj mokaza oBe objacTu. Y NUTAIY je METOL , KOKPUZYPAUUOHU NPOCTMOP - MECT, NPe-
caukasame”, KOju je MpENCTaBbeH meTamHo y pany sKusamesuha [104] u normasmy
[107] ncror ayropa. OBuM MeTomoM ce mpobJeM OCTOjama HEKe KOMOWHATODHE WU
reOMeTPUjCKe KOHPUTYyPaIrje MPEeBOAN y TPpO0OJIeM IOCTOjama HEIPEKU THOT PECIUKA-
Bama TOMOJIOMIKUX IPOCTOPa ca OApeheHrnM CBOjCTBUMA, IMITO MOCTAaje MPEeaMeT U3yda-
Bama ajrebapcke Tomnosoruje. [locebuo, yecTo je To mpecaukaBame oboraheno HeKOM
€KBUBAPUjaHTHOM CTPYKTYPOM, YMMe Ce OTBapa MPOCTOD 3a IPUMEHY TEXHUKA €KBU-
BapujanTHe tomosioruje. Ca apyre crpane, IPUPOAHO je Oa MOCTaje BAKHO U3yda-
BaTU TOIOJIONIKE MHBAPUjaHTE MIPOCTOPA, MOCEOHO CUMILIMIN]AJHUX KOMIIJIEKCA, KOjUu
ce TMOjaBJbyjy KaO OEJIOBM KOHPUI'YPAUWOHUX IIPOCTOPa. Y HAJOPEINV3HU]O] KJIACU-
¢uranmju oBa obJACT M3ydaBama Ce HA3UBA KOMOUHAMOpPHA monoaozuja. Mebhyrum,
umeje TOIMOJIOMKEe KOMOMHATOPUKE U KOMOMHATOPHE TOMOJIOTHje CYy HCIpPeIieTaHe o
Te Mepe ma ce oBe obaactu Hajuemhe mouctoBehyjy.

Hucepramuja ce 3acHUBa Ha opuruHagauM pagosuma [11], [49], [50] u [51], kao u
nperaensoM pany ayrtopa [48]. Hajkpahe peueno, npemver msyuasama mnucepTranuje
IpencTaB/bajy TPU BasKHE KJIace CUMILIUIA]AJTHAX KOMIIEKCA: KOMNACKCU YNapusamna



Kowmbunatopra Tomosoruja m rpaOBCKA KOMIJIEKCH

2pagosa, r-Heu3d eNcHU KOMNAEKCU I NPa2 KOMNAEKCU, KAO M IPUMEeHa IIOMEHY TOT METO 2
»KOHQUTYPAIMOHU TPOCTOP - TECT MpecJuKaBame’ Ha NO3HATU KHacTepoB mpobiem
[62]. Panu koMmieTHUje CivMKe M KOHTEKCTa, Hajupe NeMo nmpuka3aTu KpaTak UCTOPU-
jaT m pe3yJiTaTre O KOJUX TMOJIA3UMO 3a HaBedeHe Kace CUMIIIUIU]AJTHUX KOMILJIEKCA,
a 3aTtuM npehw Ha npersen mOOUjeHUX pe3yJTaTa.

Komnnercn ynapuBama rpadoBa OIpUIanajy BEIUKO] GaMUIAU 2pado8CKUT KOMN-
aexca. Meby Beoma pa3sHOBPCHMM KOMIIJIEKCHMa OBe (paMUIINje MOTY Ce YOUWUTU ABA
Hajuemha HauuHA OPUAPYRUBama KoMIekca rpady. Ilpsu on mux maTtom rpady
G = (V,F) npunpyxkyje KOMIUIEKC Ha CKYIy TeMeHa V', 4uju Cy CUMILIEKCH 3aIaTH
CKymoBuUMa TeMeHa ca onpebenum cBojcrBoM. Ha mpumep, TakBuU Cy KoMnaekc He3a8U-
crnocemu Ind(G) m womnaexc cycedcmasa N(G), Koju ce ynpaso TOjaBibyje y MOMEHY-
tom Jlosacosom pany [69]. pyru Ttun Kommiekca ce mobuja TAKO MTO MOCMATPAMO
KOHAUYHY KOJIEKIU]y IpadoBa § Koja je 3aTBOpEHa y OQHOCY Ha OpUcCame MBUIA, U HO)]
OPUAPYRAMO CUMILTUIMjadHy koMmiuieke K (G), unju cKyn TeMeHa OAroBapa IeJIOKyII-
HOM CKYIIy WMBUIIA, & CKyIl CHUMIIJIEKCA OArOBapa CKyIOBUMa WBUIA I'padoBa Gamuinje
G. Y oBe roMmIIekce ce yopajajy KoMnaekcu ynapusana, 3aTUM KOMNAECKCU 02D AHUYEHO2
cmenena (enr. bounded degree complexes), ka0 u Komnaekcu zpadosa 1a n MeMeHa KOJu
Hnucy k-noseszanu. HapaBHo, mocToje u pasHe Apyre KOHCTPYKIUjE, Yy KOje CIanajy mo-
3HaTu Box-komnaexcu u Hom-xomnaexcu. Beh m camMmu rpadoBCcKr KOMIIJIEKCH ITOBE3Y]Y
IOjMOBe U3 Pa3andYuTUX 00JaCTU HA HeoueKuBaHe HauwHe. VaycTparuBaH nmpumep je
no3HaTta Teopema babcon-JloBac-Ko3moBa, koja moBesyje moBezanoct Hom-kommirerca
Hom(Cy,,1,G) u xpomarcku 6poj x(G) rpada G, a npBobuTHO je mokazana kopwuihe-
BEM CIeKTpaJHuxX Hu3oBa [6]. Ipyru Beoma 3HauajaH mpuMep Cy KOMILJIEKCU IIOBE3a-
HUX U HeloBe3aHUX IpadoBa, UMjU XOMOTOICKM TUI C€ KOPUCTU y TEOPUjU UBOPOBA
Bacusmesa, sunetu [5, 90, 91].

['paoBCKM KOMILIEKC KOjU HAC UHTepecyje, komnaekc ynapusanwa M(G), nepunnme
ce 3a npousBosan rpadp G = (V, E). Ckyn Temena OBOI KOMILIEKCA OArOBapa CKYILY
uBuna F, mpu yeMy CUMIIJIEKCH OBOT KOMIIJIEKCA OArOBapajy CBUM CKYIOBUMAa UBUIA
KOje Cy IO MapoBWMa HeycemHe, Tj. Koje duHe ynapusamwe. llobap mperien mo3HATUX
pesyarara naje JorcoHoBa mucepramuja [57], oGjaBbena kao kmura (58|, koja mpe-
CTaBJba HETAJbHY CTYIAU]y Pa3IUUYUTUX KOMIIEKCA KOJU ce IPUIAPYXKY]Y rpadoBuMA.
Hajsume pesyarara nato je 3a KOMIUIEKC ylapuBama KoMmiueTHor rpada M(K,) u
KOMILJIEKC yIapuBama KoMiuleTHor oumaprurtHor rpada M(K,,,). VarepecantHo je
Ia Cy ce OBU KOMILJIEKCU MPBOOUTHO MOjaBUJIM Y ajaredapcKOoj TeOpUju rpyma.

Komnnere M(K,) je medpunucao Byr [19] 1992. romuue, y Be3u ca BpayHoBUM
roMitekcoM A(S,(G)) (To je ypebajHu koMIIeKC HETPUBUjAIHUX P-MOATPYIA KOHAUHE
rpyune G 3a npoct 6poj p) u Keunenosum rommnercom A(A,(G)) (ypebajun rommiexc
HETPUBUjAJIHUX esieMeHTapHuX AGesoBUX p-moarpymna koHayse rpyme) [23, 24, 81].
Dyk je mpoyyaBao pelpeseHTalyje CUMeTpUYHe rpyme Y, Ha xomosoruju M(K,) u
noOWO HU3 WHTEPECAHTHUX pe3yaTaTa, y3 KOje je Kao MOCJHeauIy Ao0uo U KOMOuHa-
TopHy dpopmyry 3a BerujeBe 6pojeBe rommuekca M(K,). BykoBuMm pesyiararuma mo-
4eJso je meTaJbHO IMpoydaBam€e KOMIJIEKCA yIapuBama pa3HuM TexHukaMa. MebhyTuwm,
¥ mopex BeoMa jemHoCTaBHe (opMmynanuje, tonosoruja kommiekca M(K,) je nu name
BeJUKa Hemo3HaHuma. HawmMe, KOMIIeTHA KapaKTepu3aluja XOMOJIOTUje je TO3HATa
camo 3a n < 12, IOK Cy y BUIIVMM AUMEH3WjaMa MO3HATU CAMO AEJIMMUYHU Pe3yJITaTuU.
Ha mpumep, unmeHnna na ce y HEKUM CJIydYajeBUMa MIOjaBJLbY]y eJieMeHTHu pena b, 7,11
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n 13 (Bumetu [56]) yrasyje Ha TO ma je m camMa XOMOJIOTHja HEOOUYHA HA HEKU HAYUH.

Komnnercu M(K,,,), KOju ce Has3uBajy jOI U WATOBCKU KOMNAEKCU A, ,, TPBU
nyT cy ce mojaBunu y ['apcroBoj Tesm [39] mpu aHamm3m KOCET KOMILIEKCA CHMe-
TpuuHe rpymne. MoruBucanu npobJeMuMa TOMOJJOMKe KoMOuHaTopuke, bjopuep, Jlo-
Bac, Bpehuna n Kusamesuh [13] cy morazamu na je xkommnerc M(K,,,) v-noBesas,
rae je 6poj v medpuHUMCAH ca: v = min{m,n, L%"HJ} — 2. Takobe, onn cy mocrasuan
XUIOTe3y [a je marta oleHa TadHa, Kojy cy mokasauu [[lapemwman u Bakc [85]. Hame
3Havajue pesynrare nanu cy Hurnep [103], Aranacunanuc 3], Ppunman u Xanaou [40],
kao u Jojuh [53]. IIlaxOBCKM KOMIIIEKCH, B>UXOBU CIIOJEBU U BHUMA CPOIHU KOMILIEKCH
Cy HAILIZ BEJUKM OpOj IpUMEHa y Pa3HMM IpoOJeMUMa TOMOJOIIKEe KOMOMHATOPUKE,
Kao Ha IpUMep y pa3HuM Bapujantama obojene TsepbGeprose Teopeme (Bumetu [106] u
[94]). Beowma nen npersnenuu pan Mumen Bake [97] o Tononoruju kommnerca M (K,) n
M(K,,,) mera/HO U3jIa:ke MO3HATE PE3yJITaTe U Be3e OBUX KOMILIEKCA Ca PA3IMIUTIM
obmacTuMa.

Y u3ydyaBamy KOMILJIEKCA yIapuUBama KOPUIINEHU Cy HA]pa3IUYUTUjU ajJaTh, O
yeMy OCHM Tope MOMEHyTe JIUTepaType roBope W Apyru Ba:kHu pamosu [10, 21, 32,
33, 73, 85, 100]. Mebyruwm, ocum pesynrara o xommiaekcuma M (K,) u M(K,,,), o
KOMIJIEKCUMa ylapuBama je U Oajhe IMO3HATO BeoMa Majo. Kozmnos [64] je ompemnuo
XOMOTOIICKM THUI KOMIIJIEKCa ylapuBama IyTama U nuriryca, 1ok cy Mapueru n Tecra
[73] morazany ma Ccy KOMINIEKCH yIapUBama IIyMa WIM KOHTPAKTUOWIIHU WUJIM XOMO-
TOIICKM €KBUBAJIEHTHM OyKeTy cdepa, ajy KapakTepusalyvja AUMeH3uja chepa y TOM
6ykery Huje mosHara. Kommiekce ynapusama permerku (enr. grid graphs) npoyduasasn
cy Bpayn u Xar [21] kopumhemem muckperne Mopcose teopuje, kao u Marcymmra
[76] ropumhemeM MHIYKTUBHUX TOMOJOMKUX KOHCTPYKIMjA.

Y 0BOj mucepTranuju, KOMIUIEKCUMAa yIapuBama Ce NPUCTYyIa Ha ABA Pa3JINUIUTa
HauMHa, ON KOjUX jemaH maje HOB IOrJen Ha HUX, IIa heMOo ra OBAe IMOMEHYTH ¥
mUpeM KOHTEKCTY (came pesyirare M3JOxkMUIIeMO y mperseny Huwke). Hawmme, 1mo-
3HATU PAJNOBU HA OBy TEMY Cy ce Hajuelmrhe OaBUJIU MCIUTUBAHEM TOIOJOIMKUX CBO-
jcTaBa KOMIJIEKCA ylapuBama KOHKPDETHUX rpadoBa miam ¢amumauja rpadosa. Me-
byTuMm, cacBuM je TPpUPOTHO TMOCTABUTU U OOpPHYTO murame: Jla au je nocmamparu
CUMNAUYUJAAHY KOMNACKC 30NPABO KOMNAEKC Yynapusama nerxoz epaga’ PesynraTu oBor
TUMIA Cy BEOMa PETKU U OATU caMoO mon onpeheHuM ycaoBuMa - Ha OpuMmep, JoH-
cou [58] je mao momy rpanuny mybune kommiekca M(G) y caydajy xana rpap G nma
caBpIIeHo ymnapuBame. [loMeHyTO nmurame je IPpUpomaHO MOCTABUTU U U3 MEPCIEKTUBE
KOMNAEKCA HE3a8UCHOCMU, KOjU 00yXBaTajy KOMIIJIEKCE yapuBama. Hawmme, KoMIaekc
ynapuBawma M (G) je 3anpaBo KOMIUIEKC HE3aBUCHOCTY JIMHIJCKOT Tpada IPUAPYKEHOD
rpady G, 1j. Basku M(G) = Ind(L(G)). Ilosmaro je ma ce GapuueHTpUYKa I[OxesIa
CBAKOTI CUMILIUI]AJTHOT KOMIIJIEKCA MOYKE BUAETU KaO KOMIIIEKC HE3aBUCHOCTHU OIpe-
benor rpada (Bumeru [31]), na sepopmanano Moxemo pehin na cy cBe MHOTOCTPYKOCTH
KOMILJIEKCU He3aBUcHOCTU. MebhyTuMm, ako TpuaHryaadbuine MHOTOCTPYKOCTU KEJIUMO
[a BUIUMO Kao KOMILJIIEKCE yIapuBama, mokazahemo ma je To moryhe camo y peTkum
cCUTyaljaMa.

Ipyra kiaaca KOMIJIEKCA KOjy OBa AUCEepTalUja M3ydaBa je KIaca r-HeusdencHur
komnaekca. OBu KoMILUIekcH cy npsu myT nocmarpanu 2014. rommue y paxy [16]
Braarojesuha, ®pura u Ilurnepa, mon maszuBom Teepbepz - Heuzbenchu KOMNAECKCU.
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Ha3zwuB moTtmue o 3HavajHe yJsore KOjy OHU UMajy y pemaBamuMa npobiaema T'Bepbep-
OBOT TUIA METOIOM Orpannyena (enr. constraint method) u penykmmjom koja ce cpehe
nox mazusoMm Gromov - Blagojevié - Frick - Ziegler reduction (Bumetu rope momenyTu pan
[16] u pax I'pomona [43]). Tlocmarpanu r-Hem3Oe:KHU KOMIUIEKCU, HPENU3HUjE CaMU
2-Heu30eKHU KOMILJIEKCU, Cy MPUPOIHO YOIIITeHme mo3Hatux Aaexcawdeposuxr aymo-
Oyannuzr xkoMmmiekca. Y pany [5l], Ha KOMe ce 3acHUMBa TiaBa 5 OBe aucepranuje,
3all04YeTo je CUCTEMAaTUYHO IPOyUYaBamhe KOMOUMHATOPHUX MHBAPUjaHTU T-HEM3DEKHUX
KOMIIJIEKCA U HUXOBUX KOHCTPYKIMja. Y WCTOM pamdy je mpoydyaBana u Tpeha kiaca
KOMIIJIEKCA KOja HAC WHTEpEeCcyje, a TO CY KOMNAEKCU 3a0amu Mepom, OTHOCHO npae
romnaexcy (enr. threshold complexes). OBu KOMIUIEKCH Cy MOCMaTpaHU IIPE CBETa Y
KOHTEKCTY HUXOBE MOBE3AHOCTU Ca T-HEM30EKHUM KOMIIIIEKCUMA.

[MITo ce ucropujara tTuye, r-uHen30EKHN KOMILJIEKCU Cy PEJATUBHO HOB IIOjaM, aju je
3aTO UCTOPUja IPOydaBama ayTO- IYAJIHUX, 2-HEN30EKHNX U TPAr KOMIIJIEKCA N3Y3€THO
pasHoBpcHa. lIpu Tome Tpeba 0OpATUTH NMaKKHY HA UMEHEHUILY A Ce OBU KOMILJIEKCH,
OCUM Y KOMOMHATOPHO] TOMOJIOTUjU, T0jaB/bY ]y HOTIYHO HE3aBUCHO MO APYTUM HA3U-
BUMA y PAa3IUYUTUM O0JacTuMa, Kao IMITO Cy TeOpHUja urapa, Teopuja APYIITBEHOT
n3bopa (enr. social choice theory, reliability theory), reomerpuja KOH(GUrYypanroHUX
mpocTopa, Teopuja onruMmidanuje u ap. Ilpe cBera, y Ttomojoruju ce momohy ayTo-
- Iy aJIHUX KOMILJIEKCA KOHCTPYUIIY IPOCTOPU KOJU C€ MOTY YTOIMUTU CAMO Y €YKIUICKU
IPOCTOD PEJATUBHO BEJMKe AuMeH3uje, [74, rnasa 5|. Y teopuju apymrBeHUX u360-
pa U Teopuju Urapa OHU Ce IMOjaBJbY]y KAaOo MOOEeTHWYKE WU I'yOUTHUYKE KOAJUIN]eE,
anu moJx HasuBOM npocme uepe (enr. simple games) ®ou Hojmana m Moprencrepua
[79, 82, 83]. Y meopuju onrmmuzaunuje mojasmyjy ce y pany [29] (eur. Bottleneck
theorem). Takobe, y reomerpuju KOHGUIYypaMOHIX IPOCTOPA, OHU CE MOjaBIbY]y KAO
Komnaexcu kpamxur ckynosa (enr. short sets). Ha mpumep, y panmy [41] je morasano
kako ce nosazehwu on ayro-myamsor kommiekca G Ha n TeMeHa KOHCTpywumie (n — 3)-
IVMEeH3MOHATIHA KoMOuHaTopHa MHOrOCTpykocT K(G), 3a KOjy ce mcmocrtaBiba na je
JIOKQJIHO M30MOD(HA KOHOUIYPAIIMOHOM IPOCTOPY HEKOr (IEKCHMOMJIOT HOJIMIOHA Y
Eykaunckom npocropy (enr. polygonal linkages).

Nmajyhu y Bumy cBe mpeTxomHe mpuMeHe, MOkeMo pehwm ma mocToje aBa riaaBHA
pasiora 3a M3ydaBame HEM30EKHUX U Ipar KOMIUIEKca (HAapaBHO, OCUM CAMe WHTPU-
TaHTHOCTU KOMOWHATOPHE CTPYKTYPE KOjy OBM KOMILJIEKCU MMA]y, & KOja IIPEACTABIbA
noBosbaH camocranan passor). C jemse crpase, To cy npumene y npobiaemuma TBep-
oeprosor tuna. Ca apyre, IpUPOTHO je OYEKMBATHU Ja OBU KOMILJIEKCH MOTY MMATHU
HEKE CJIIMYHE YJOre OHUM KOje MMAajy ayTo-AayajHu koMmmiaekcu. CKopammy pe3yaTaTu
Jojuha, Mapsanrosuua, Bpehune u jKusamesuhia [54] morspbhyjy oBo ouerkusame
1 HACTaBJ/bajy Ce Ha UHAeje Koje ce MojaBibyjy y mpobiemuMma TBepOeproBor Twura.
Hawume, 3namMo ma ayTo-ayaJjHU KOMILIEKCU MMajy yJOry y OpobJieMuma yTamnama,
a y TOMEHYTOM paly je MOKa3aHO na 7T-Heu30eKHMW KOMIIJIEKCU WMAajy BaKHY YJOrY
y mpobaemMuma r-ymanamwa, Tj. Yy KOHCTpyUCamy Tako3BaHux almost r-non-embeddable
KOMILJIEKCa (TO Cy OHU KOMILIEKCU K KOjU MCIyHaBajy yCJIOB Ia 3a CBAKO HEIPEKUIHO
npecaukaBame [ : |K| — RY mocToju r mo mapoBuMa MUCjyHKTHUX CTpPaHa Oy,...,0,
rkommiekca K, taksux ma Baxu f(oy)N---N f(o,) # D).
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IIpernen cTpyKType M OPUTUHAJHUX pe3yJITaTa OUCEPTAIUje

Hucepranuja je opranu3oBana Ha ciaemehwm mauwmu. IIpBa riaBa je mperaemHor
TUTMAa, OOK Cy OcTaJjie riaaBe ODa3upaHe Ha OPUTMHAJHUM pPadOBUMA.

Y mpBOj ryIaBM je OmaT MperJyiel OCHOBHUX IOJMOBA U METOAA KOjU Ce KOPUCTE Y
mucepranuju. Ilpe cBera, mare cy OCHOBHe neUHWINje CUMIIVIN]AJIHUX KOMIIJIEKCA,
a 3aTuM AepUHUINje W IPUMePH KOMIIJIEKCA yIapuBama M HE3aBUCHOCTHU I'padoBa.
3aTUM je OmMcaHa TOMOJIOIMKA KOHCTPYKIMja CIOja, KOja MMa Ba)KHY YJOTY Yy pa3Jiu-
YUTUM KOHCTPYKIMjaMa Koje he ce mojaButu y aucepranuju. Hapenna Tpu moriaBiba
nocBeheHa cy OCHOBHMM NOjMOBMMAa €KBUBapujaHTHe Tomojsoruje. Ilpe cBera, To cy
[ejCTBa TPyla W €KBUBAPUjaHTHA MPECIMKABAIA. 3aTUM je NeTAJLHO OMUCAH METO.
, KOHQUTYPAIIMOHN NIPOCTOP - TecT mpecaukaBame’ . Ha kpajy, matm cy OCHOBHU
IIOjMOBU €KBUBAPUjaHTHE TEOpPHUje MHIEKCA, MIPU YeMy je MocebHO pas3mMaTpaH KOXO-
moaomku Panen-XyceunnujeB mHAekc, jep je o kopumrhen y ruasu 6. Hamomenumo
na je temkohy mpu mmcamy OBe AuUCePTAaIUje IPEACTaBHAAa PA3HOBPCHOCT MOjMOBA
1 TeXHUKA, [1a je OBa IIperJyiefHa IjaBa 3HAYajHO caskeTa, y3 HaBeleHe NomaTHe pede-
penre. [To3naBame OCHOBHUX MHBapujaHTu ajarebapCke TOMOJOruje (XOMOJoruja, KO-
XOMOJIOTHja, XOMOTOIMja U CJI.) je MOAPa3yMEBAaHO CByJa 06e3 HOMaTHUX O0jallmherna.

Ilpyra raasa je Gasupana Ha opuruHasuoMm pany [11] ca koayropuma (M. Bayer u
B. Goeckner) u 6aBu ce XOMOJOMKAM MHOTOCTPYKOCTUMA KOje CY KOMIIEKCU yIapu-
Bama rpagosa. lIpe cBera, moka3ana cy Heka nomohna tBpbhema m objammeHa pa-
3JIMKA M3MeDy pa3iuuuTuX KJIaca CUMIIIUAINNAjAJTHUX KOMIIJIEKCA KOJU Ce TMOCMAaTpajy
KA0 MHOTOCTPYKOCTU. 3aTHUM je JAT KOMIIJIeTAH OATCOBOD Ha ciemeha mBa muTama:

Koje xomonowre mrozocmpykocmu cy KOMNAEKCU ynapusana 2paposa?
Koje zomonrowre mrozocmpyrocmu ca epaHULOM CY KOMNAEKCU Yynapueana zpagposa?

[lox xommmernomhy oaroBopa moagpasyMeBaMo U na cy oapebeHu cBu rpadoBuU KOju
Ka0 KOMIIJIEKCE yIapUBalkba UMa]y JaTe XOMOJIOMIKE MHOTOCTPYKOCTU. ¥ CJIyYajy MHO-
FOCTPYKOCTU 0Oe3 rpaHuile, OCHOBHU pe3yaratu cy teopeme 2.18 m 2.19, rkojuma je
IIOKA3aHO Ja Cy Mely OBUM MHOTOCTPYKOCTUMA jE€IUHU KOMIIJIEKCU YIapUBAHA TOPYC
nouMeH3urje 2 u KoMOuHaTopHe cepe y cBuM auMmensmjaMa. lllTo ce Tmue xoMoIomKMX
MHOTOCTPYKOCTHU Ca T'PAHUIIOM, TJIaBHU Pe3yJaTaTu cy TeopeMa 2.24 um Tteopema 2.25.
Hhuma je mokazaHo na y AMMEH3UjU 2 KOMIUIEKCU ylIapuUBama MOTYy OUTW OVCK, ITUJIVH-
nap, MebujycoBa Tpaka u TOopyc 0€3 jeAHOT AWCKA, MOK y BUIINM IUMEH3UjaMa TO
MOTY OWUTH caMO KOMOWHATOPHU OVCKOBU.

Tpeha u yerBpTa raasa cy 6a3upane Ha opuruHaJHOM pany [50] ca koayTopuma
(H. Jenne, A. McDonough u J. Vega). Tpeha raasa ce 6asu onpebuBamem TayHor xo-
MOTOIICKOT TUIA KOMILJIEKCA yIaprBamha HEKUX Kjaaca JIpBeTa, IOMONY WHIYKTUBHOT
IPUCTyIa, KOjJUM ce rpady HOAajy WMBHUIE UIN CKYyNOBU MBUIA, a ITapajieJHO ce IpaTe
IpPOMEHEe XOMOTOIICKOT THIIa IIOCMAaTPAHOT KOMIIEKca. Paam KOMIJIETHOCTU, TJiaBa
nounme nokazoM TeopeMe Mapuetuja u TecTe Koja Kaske na je KOMIIJIEKC YIapUBAMHa
IIyMe WM KOHTPAKTUOWMJIAH WMJIM XOMOTOICKUA €KBUBAJIEHTAaH OykeTy cdepa. ['maBHu
pe3yJsTaT OBe IjJaBe je TadaH XOMOTOIICKM TUI KOMILJIEKCA ylapuBamha IPOU3BOJLHE
rycenuiie 6e3 TPUBUjAJIHUX TeMeHa, naT y Teopemu 3.17. 3a ryceHuie Koje camapike
TpUBUjaIHA TEMEHA JaTa je PeKypeHTHa (popMyia 3a onpebrBama mocMaTpaHOT XOMO-
TOIICKOT TUIMA. 3aTHM je maT U APYru AoKa3 Teopeme 3.17, IpUMEHOM TEXHUKE KOja ce
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3aCHUBa Ha TeopeMaMa o ¢pubpama mpecaukaBama nocera. OBaj moka3 maje 60U reo-
METPUjCKUA YBUJI Y UHTEPECAHTAH KOMOMHATOPHN HU3 AWMEH3Wja KOjU Ce MOojaBJbyje y
XOMOTOIICKOM Tuily. [lomenuMoO oBme ma ce HakoH oOjaBiuBama pana [H0] Ha apxusy,
Cunr [86] mamoBesao ma Teopemy 3.17 m yonmTuo je 3a mwupy Kiaacy rpadOBCKUX
KOMIIJIEKCA T'yCEHUIA.

UYerBpra raaBa ce 6aBu oapebhuBameM MOBE3aHOCTU KOMILJIEKCA YIAPUBAKHA HEKUX
momIoYyaBama paBuu, mocebuo cahia (enr. honeycomb graphs), kao u caBpmenux GuHap-
HUX OpBeTa. Y B0 ce kao anat kopuctu MTA aszopumam (enr. Matching Tree Algo-
rithm). Osaj anropuram je 3anpaso Bep3uja nuckperae Mopcose Teopuje koja je npu-
marobheHa KOMIJIeKCHMa HE3aBUCHOCTU, U KOja (hOpPMUPAmEM jeTHOT OMHAPHOT APBETA
KOHCTPYWUIIE AIlMKJINIHO YIAPUBAKE HA MMOCETY CTPAHA MOCMATPAHOT KOMIIJIEKCA He3a-
BucHoctu. CTora je Ha mMOUYETKYy OBe TJlaBe AaTa rjiaBHA TeopeMa mauckperne Mopcose
Teopuje, a 3aTtuMm je gerasHo omucan MTA amropuram, ca mu/beM Oa HEroBe KOM-
OMHATOPHO CJIOKEeHe IPUMEHe y HacTaBKy Oymy mTo jacHuje. ['pacdoBu Ha KOje mpu-
MeHY]eEMO OBaj ajJropuTaM Cy HajIpe JWHUjCKa MOMJIOoYaBalkma MOJUTOHUMA, Y O3HAIW
P} , a omeHa WUXOBE MOBE3aHOCTH marta je y Teopemu 4.11, mpm uemy je 3a n = 1
(mod 3) ompeben Tauan xomoroncku tun kommierca M (PL)). 3arum ce MTA anropu-
TaM npuMmemyje Ha caha obuwuka r X s X t (Bumern cauky 60 y raasu 4). ITomennmo
na JOHCOH mpemiaske n3ydaBame KOMIUIEKCa ynapuBama caha y raasu 11 kmure [58].
NHTepecaHTHO je TOMEHYTHU Ia Ce caspuwena ynapuBama caha, Tj. oHA ynapuBama KOI
KOJUX CBAaKO TeMe IPUMAJa jeHO] UBUIY U3 ylIapuBama, H0jaBibyjy v xemuju (rme cy
nosuata kao Kekulé structures [61, 46]) kao u y momemama pasuu, T3B. plane partitions,
[87, 65]. 3a caha obuuka 2 X 1 X t mporena noeesaHocTy gata je y teopemu 4.16,
a HemTO ciabuja omeHa je maTa u 3a cBa caha obsmka 7 X s X t y Teopemu 4.19.
Ha xpajy, kombunamujom MTA anropurma m mHAyKTUBHE TexHuKke u3 Tpehe riase,
onpebeHa je TauyHA MOBE3aHOCT KOMILJIEKCA yIapWBamba CABPIIEHUX OWHAPDHUX OPBETA
(Teopeme 4.22 u 4.23). Y Be3u ca MaTepujajioM OBe IjaBe, IOMEHUMO [a je MOCie
ob6jaBmuBama pana [50] Ha apxusy, Marcymura [75] yonmrro Heke pe3yiaTaTe Be3aHe
3a JIMHUjCKa MOJUTOHAJIHA MOMJI0UYABAA.

Ilera rsmaBa je mocBehena cucTeMaTWyHOM M3yYaBalmhy KOMOMHATOPHUX OCOOUHA
Hen30€eKHUX KOMILJIEKCA M Ipar KOMILIEKCA KOju CY 3aJaTU MEPOM Ha CKYIy TeMeHA.
I'naBa je Gasupana Ha opuruHaidHoMm paxy [51] ca koayropmma (1. Jojuh, M. Tu-
motujesuh, C. Bpehuna u P. JKusamesuh), u npomwmpenom npenpunty [52] ucror
pana. Ilomemena je Ha BUIlle MaJUX IeJUHA KOj€ U3 PA3JIMYUTUX yIJIOBa MPOyUaBajy
IIOMEHYyTe KOMILJIEeKce. Y BoJe ce nBe pyHIaMeHTaJHe mHBapujanrte. [IpBa je napmu-
yuona uneapujanma m(K), Koja je Mepa MUHUMAJHE HEU3OEKHOCTU KOjy KOMILIEKC K
nocenyje, a apyra je kapaxmepucmuywnu npaz p(K), 3a koju ce HehopmaaHo Moske pehu
a ONUCYje MaKCUMaJIHU Ipar KOMIIJIEKC KOjU je caap:kaH y kommiekcy K. Jeman on
TJIABHUX pe3yJTaTa jeé KOHCTPYKIMja HOBUX Hem3DEKHUX KOMILJIEKca moMohy cmoja
MambUX Hem30eKHUX KOMILIEKca (Teopema 5.7), KaO U MPOIEHA KAPaKTEePUCTUUHOT
npara cmnoja kommiekca (teopema 5.26). ['maBma Besa u3ameby wumBapujantu 7(K)
n p(K) mara je cienehom mejemuakomhy (tBpheme 5.18):

m(K) < {ﬁJ +1.

[Iokazyje ce ma ce oBa HejeOHAKOCT CBOIM Ha jeTHAKOCT TAYHO Kalda KOMILIEKC K
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YBOmO u mperJyie pe3yaraTra

canpsxku 7(K)-HemszberkaH KOMIIEKC KOjU je MHAYKOBaH MepoM. Ilpyrum peunma,
cTpora HejeIHAKOCT TOBOPU Ja HEM3OEKHOCT KOMIUIEKCa K NpOM3WIAa3u U3 HEKUX
ATICTPAKTHUJUX OCOOMHA, Ma Ce OBU KOMILJIEKCU HA3UBAJY HEAUNEAPHU, & YBOIU Ce
mepa weauneaprocmu €(K) = Lﬁj + 1 —n(K). Crora je jemaH ox riIaBHUX IUJbEBa
KOHCTPYUCATHU HeJUHeapHe KOMIUIEKCe Koju uMajy mro Behy Mepy memuneapuoctu (y
omHOCY Ha Opoj Temena). KoHCTpyKuMje OBUX KOMILIEKCA KOPUCTE MUHUMAJHE TPUAH-
rynanuje npojexkrusaux pasau RP?, CP? u HP?, koje cy ayTo-IyaJHU KOMIUIEKCH KOju
HUCY 3aJaTU MEPOM, O UeMy HIeTaJbHO U WIYyCTPATUBHO roBopu moriaasibe 5.4. Teo-
pema 5.31 objenumyje CKOPO CBe TEXHUKE U MIOjMOBE KOjU Cy KOPUIINeHu y OBOj I'IaBH,

U TIpuKa3yje HajOObe IpUMepe HeJIMHEAPHUX KOMILIJIEKCA KOjU Cy KOHCTPYWCAHU.

IIlecTa raaBa npencraB/ba NPUMEHY METONA ,,KOHPUTYPAIMOHU HMPOCTOP - TECT
npeciavkaBame” Ha KHacrepos mpobiewm, a 6a3upaHa je Ha opuruHajaHoM pany [49].
IIpe oBe mpumene, nokasana je Teopema 6.1, Koja je KOXOMOJIOMEKO yommmTewme Jlomnose
TeopeMe M3 eKBUBapUjaHTHe TomoJsoruje. [loka3 oBe TeopeMe je m3BeleH MOMONY KO-
xoMmousomkor Jlepe-CepoBor cmekTpajHOr HU3a. 3aTUM Ce Ipeja3u Ha IMPUMEHE OBe
teopeme Ha KHacrepos npobaem. 3a 3amarte 6pojese n,m,k € N, Kuacrepos npobiem
npoydaBa OHe KoHurypammje Tauaka A, Ay, ..., Ay € S"71, koje 3amo0BobaBajy yCI0B
lla 3a CBAKO HENMpeKuAHO mpeciukasame f : S" ! — R™ mocroju poramuja p € SO(n),
rakBa ma Baxku f(p(A;1)) =+ = f(p(Ax)). [lomro ce pesynraru KOju Cy mOCMaTPAHU Y
MUCEPTAIM)U TPUPOAHO HATOBE3Y]y Ha MO3HATE pe3yjTaTe, PAId [EeJIOBUTOCTU CIUKE
one mehemo ropopuru o0 mo3HaTtuM pesyiaratuma, seh he onu ykparko 6utu HaBe-
nenu y moraasimy 6.2. ['maBam pedyarar oBe riase je HOB u kpahu mokas Janrosor
cayuaja Kuacreposor npobiuema (Teopema 6.2). Takobe, pasmarpahe ce HoBu cayua-
jeBu Kuacreposor npobiema u yonmrema Hekux nocrojehiux pesyarara (teopeme 6.3

u 6.5).






['maBa 1

OcHOBHU IOjMOBU M NePUHUIIIIjE

Kombunaropua TomoJsoruja, Kao IITO je OUYEeKMBAHO, KOPUCTHU BeJUKU OPOj KOMOUHA-
TOPHO-T€OMETPUjCKUX IOjMOBA, Y3 BEOMa Pa3JIMYUTE TeXHUKE ajredapCcKe TOMOJIOTrHje,
a je CKyn OCHOBHUX KOHIlEIIaTa 3aMCTa Pa3HOBPCTAH. Y OBOj IVIaBU JajeMO KpaTak
IperJie] HajOCHOBHUjUX IIOJMOBa KOJU Ce KOPUCTEe y OUCEPTAIWjU, Y3 pedepeHne Ha
neTtasbHUjy aureparypy. larkobe, oBme m3nakeMO U HEKE OJ OCHOBHUX METOHA, ITOK
he ocranu meToau OUTU YKPATKO U3JIOKEHU HA NPURIATHUJUM MECTUMA Y HAPEIHUM
raaBama. llpu nucamy oBe riaBe HajBUIIE Ce OCIamaMo Ha Kuury Marymeka [74].

[Tornasme 1.1 canp:wm OCHOBHE NOjMOBE Be3aHE 3a CUMILJIMIIN]AJHE KOMIIJIEKCE U
HEKOJIMKO BayKHUX KJlaca KOMILIEKca Koje hemo kopuctutu. Y mornasiy 1.2 cy nedu-
HICAHU KOMIIJIEKCH yIIapUBamka U HE3aBUCHOCTU I'paoOBa, y3 HEKOJINKO UIYCTPATUBHUAX
npuMmepa. Y moraaBmy 1.3 je mpUKaszaH TOMOJIOMKM CIIOj, KOju he mMaTu BaskHY
YJIOTY y KOHCTPYKIjaMa KOMIIJIEKCA yIapuBama W HEUM3DEKHUX KOMILJIEKCA Y OBOj
te3u. Hapenmna Tpu morsasiba caap:ke OCHOBHE IOJMOBE €KBUBAPUjaHTE TOMOJOTH)E.
ITornaBme 1.4 ce 6aBu nmejcTBUMa rpyma, 3aTUM MOTJaBbe 1.5 mpencraBi/ba jedaH O
OCHOBHUX MeTOZla KOMOMHATOPHE TOMIOJIOTH]jEe, T3B. ,,KOHPUT'YPAIIMOHU IPOCTOP - TECT
npeciaukaBame”’ MeTOH, MOK MorjaBse 1.6 caap:ku OCHOBHE MOjMOBE €KBUBAPUjaHTHE
TeopHuje MHIEKCA, Ca HArJacKOM Ha KOXOMOJOmEKU Paneis- XyCcenmHnjeB UHIEKC.

1.1 Cumnaunmujajsan KOMIIJIEKCH

3a mepuHUCAIRE CUMIIIUNAjATHAX KOMIIJIEKCA TOCTOje ABA MPUCTYIA: KOMOUHAMOPHU
(ancmpaxmuu) u eeomempujcru npuctyn. C o63upom Ha TO na he y oBOj aucepranuju
KOMOMHATOPHE MHBAPUjAHTE UMATU Ba;KHY YJIOTY, MU NeMO MOYeTH O] KOMOMHATOPHOT
OIPUCTYyIa, & 3aTUM ONMCATU I'€OMETPU]CKY PeaIn3aInn]y.

Hedunuunuja 1.1. Ancmpaxmuu cumnavyujontu xomnaexe K Ha KOHAYHOM CKYILy TeMe-
ma V je xoseknumja momackymosa ckyma V (K C 2Y) koja 3amoBosmasa ciemehm ycios:

ako Baxkn 0 € K m 7 C 0, ogna Basxku u 7 € K.
IlepHUIIMMO HEKe OCHOBHE IIOjMOBE KOjU Ce Be3yjy 3a IPOU3BOJbAH KOMILJIEKC K.
e FEnementy 0 € K ce Ha3uBajy cumniexcu UId cmpare KoMmiiekca K.

o Cummniuerc 7 € K je cmpana cumnaexca o € K ako Basku 7 C 0.



I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

e Ckyn o C V koju He mpumana Komijiekcy K Has3uBa ce He-CuMnaexc.

e Ako je L cummiaunujanuau komiuiekc u L C K, onma ce L HA3WBa Nomxomniexc
KoMIIIIeKca K .

o Jlumensuja cumnaerxca o ce nepunumte ca: dimo = |o| — 1, a cumniekc qumensuje
k ce maszuBa u k-cumnaerc. umensuja komnaexca K ce nepumHUIIE KAO MAKCUMYM

ouMeHsuja cBux cuMminiekca n3 K: dim K = maxdimo.
ceK

e Axo je 0 € K mpou3BO/baH CUMIIIEKC, OHIA ce neduHuile cielenu MOTKOMIIIEKC
KOJjU Ce HA3UBa AUHK CMPAHE T

Lkxo={reK|tUoceKurnNo=go}.

Y KOJIMKO HUje ApyTradvnje HarJIAIeHO, YeCTO Ce MOAPa3yMeBa Ce Oa Cy CBU jeTHOUJIaHU
MMOACKYIIOBU CKyma V canp:kanu y K, Tj. ma kommiekc K caap:ku cBa TemeHa V.

Kao mro mpocTope TOMOJIOMKN UICHTUPUKYjeMO TOMONY HEMPEKUIHUX MPeCIUKa-
Barba, TAKO alCTPAKTHE CUMILIUIUjaJHE KOMIIIEeKce mouctoBehyjemo momohy Tako-
3BAHUX CUMNAUYUIGARUT Npecaukasana. Hamve, Heka cy K u L ancTpakTHU CUMILIA-
mujanan kommekcu u f : V(K) — V(L) npeciaumraBame Ha HUXOBAM CKYIOBUMA
TeMeHa. Y KOJUKO [ MpeciuKaBa CUMIIJIEKCE Y CUMILIEKCe, Tj. aKO 3a CBAKUA CUMILIEKC
o € K Basku na je f(o) € L, ouna rakeMo na je [ cumnauyujanto npecaurasame. AKO
HOCTOjU OUjEKTUBHO CUMILIUNUjaJHO npecaukaBame [ : V(K) — V(L) unju je uuaseps
TakoDhe CUMIIMIMjaHO IpeCIUKaBame, Tana KaxkeMo na cy K m L usomopdru cumm-
IUNUjaJTHU KoMIlekcu, u numemo K = L unun K = L, jep je jacHo ma cy taga K u L
3a1CTa UCTOBeTHe (aMUiIMje Koje ce Pa3jIMKY]y caMoO IO UMEHUMa TeMEHA.

Ca mpyre cTpaHe, CUMIJIANIUjAJTHA KOMILIEKC Ce MOKe Ne(PUHUCATU KAO MOTILYHO
reoMeTpujCckr objerar. 3a pasianKy O IPETXOMHOT IPUCTYIA, Caga IPBO Ae(PUHUALIIEMO
CUMIIJIEKCe, TIa TOMONY HBUX TPAAUMO CUMILIUIN]AJTHA KOMIIJIEKC.

Heduaunuja 1.2. Heka je mar npousBosman ckyn {zo, Z1,...,T,} 08 n+ 1 apuro Heza-
BUCHUX Taudaka y nmpocTopy RY. KoHBeKcHE oMOTau OBOTI CKyIa ce HA3WBA 2€0MEMpuU-
jexu cumnaerc dumenzuje n, nau kpahe n-cumnaexc. Tauke xg,x,...,T, ce Ha3uUBajy
memerna CUMILTIEKCa, & KOHBEKCHM OMOTa4 OMJI0 KOT MOACKYIA CKyIlla TeMeHa Ce Ha3UBa
CMPAHG CUMIIIIEKCA.

Meby reomeTpujCckuM n-CUMILIEKCUMA U3ABaja ce cmardapory n-cumnaexc A", Koju
ce me¢uUHUIIE Ka0 KOHBEKCHU OMOTad BPXOBa OPTOHOpMUpaHe 6ase y mpoctopy R™F:

A" = conv{ey, eg,...,€n41}
n+1
= (z1,79,...,Tny1) ER™™ | 2, >03a cBe i € [n+1], sz =1
i=1

CBaku reoMeTPUjCKN N-CHUMIJIEKC je a(prHO XOMeOMOP(aH CTAHIAAPAHOM N-CUMIIJIEKCY.
leomeTpujckm CUMIIUIM]ATHU KOMIIJIEKC I'PAIAMO ,,JIeI/behbeM’ CUMIIIEKCA IYK 3aje-
MHAYKAX CTPaHA.
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1.1. CuMnmannujagHu KOMIIJIEKCHU

Hepuaunmja 1.3. ['eomempujcku cumnavyujonru xomnaexce Ky npocropy R” je me-
npa3Ha ¢amuiauja cumiiekca y R” koja 3amoBosaBa cieneha nBa yciosa:

1) Crpana caror cummiekca o € K je rakobe cummierc y K.
2) 3a cBe 01,09 € K Ba:ku na je mpecek op 0y cTpana 0b6a CUMIIEKCA 0] U 0.
YHuja cBux cumiuiekca u3 K HasuBa ce noauedap komnaerca u o3HadaBa ca |K|.

Caga bucmo Morau mepuHUCATH OATrOBapajyhe mojMoBe AUMeH3WUje, JUHKA U CJI. U
3a TeOMEeTPUjCKe CUMILJINI]aJIHe KOMIIJIEKCe, aJll HaM HUje HaMepa 1a AaJbe U3JTaKEMO
OCHOBHe mojMoBe (Bumetu [74, rnasa 1| 3a merame), Beh ma ykparko oGjacHEMO
Be3y m3MeDhy amCcTpakTHOI M TeOMETPUjCKOT KOMIIJIEKCA, Ca NUJ/BEM [a y HACTABKY
HEe MOPaMO HArJIANIABATU PAa3JIUKY.

I'eomeTpujckn KOMIJIEKC — allCTPAKTHUA KOMILJIEKC: CBAKOM T'€OMETPU]jCKOM
CUMILIMIN]AJHOM KOMIIEKCY K onroBapa alCTPaKTHU CHUMILIAIMA)AJIHU KOMIUIEKC K,
Ha CKYIy TeMeHa KOju ce moOuja Kao yHHUja TeMeHa CBUX cuMIiekca m3 K, u ca
CKyTIOM allCTPAKTHUX CUMILIEKCA KOJU TayHO OAroBapa CKyIly T€OMETPUjCKUX CHMII-
nekca. Tama ramemo na je K zeomempujcka peasusayuja ancTPaAKTHOT KOMILIEKca K,
a mojmoBu nosnuenpa |K| on K n nonuenpa on K ce moucrosehyjy.

ArncTpakTHH KOMIJIEKC — T€OMETPUjCKU KOMIJIEKC: CBAKOM AICTPAKTHOM CUM-
IJIUIN)AJTHOM KOMILIEKCY K ce MOsKe NPUIPYKATU MeOMETPUjCKM KOMIIEKC, Tj. Ieo-
MeTpHujcka peanuzanuja K. Ha mpumep, ako je K KOMIIJIEKC Ha N TeMeHa, MOXKE MY Ce
npunpy:xutu caeneha peammsamuja y mpoctopy R Heka je V ckynm Temena cTan-
napasor cumiiekca A"l makme |[V| =n, ma V MOKeMO UACHTUYUKOBATHA Ca CKYIIOM
remena on K. Ha cxymy V medummmeno xommrexc K = {conv(o) | o € K}. Jemno-
CTaBHO ce IpoBepaBa ma K 3aucra jecTe reoMeTpujCcKa peasmu3aluja KOMIJIekca K.
Ilakye, cBaKM allCTPAKTHU KOMIIJIEKC HA N TeMEHa MMa T'€OMETPHUjCKY pean3anujy y
npoctopy R"7!. Tarobe, mosmaTo je m ma ce CBaku n-IUMEH3UOHAJHU AICTPAKTHU
rkoMmmiekc K Moske peanusosaru y mpoctopy R*™T! [74) teopema 1.6.1], mok moctoju
KOMILIEKC JUMEH3Uje n KOjU ce He MOske peaausoBatu y npoctopy R?" (Bam-Kammen
dnopecosa Teopema [74, 5.1.1]). Hapasno, reomeTpujcka peasusanmja ancTPaKTHOT
KOMIIJIEKCA HUje je IMHCTBEHA, aJil Ce MOKa3yje Oa Cy MOJIMeApPU CBaKe ABE T€OMEeTPU-
jcke peanmzanuje MehycobHO XOMeOMOpP(HU IPOCTOPMU.

Kako he ce y mucepramnuju HajBUIlle UCTUTUBATY KOMOUHATOPHE MHBAPUjAHTE CUMII-
JIUIINAjaJTHUX KOMILJIEKCA, Tj. OCOOUHE KOje He 3aBUCE O TeOMETPUjCKe peasin3alije, Mu
hemo majuemhe roMmiIekc moncroBehuBaTy ca mogmenpPOM U MUCATU 3HAK j€THAKOCTU
YMECTO OUYEKMBAHOT 3HaKa m3oMopdusMma (=) uiau xomeomopdusma (). Ha mpumep,
aKo je moJsimenap KoMmIiekca K XOMOTOICKM €KBUBAJEHTAH TOIMOJOIIKOM MPOCTOPY X,

mumemo K ~ X | u caununo. Cuoenujasno, yBomumo ciaemehu mojam.
Hepuaunuja 1.4. Heka je X tomosomku mpoctop, a K CUMIIUIUjATHU KOMIIJIEKC.
Axo je mpocTtop X xoMeomopdan moauenpy KoMmmiaerca K, onna kaxkemo na je K jenna

mpuarzysayuje Tpoctopa X.

Kao mpumep koju ce mojaBibyje y Te3um MMaMO jeqHy TpuaHTyganujy chepe S™ L.
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I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

IIpumep 1.5. Epocnoaumon dumenszuje n (n-0umenzuonaity Kpocnoaumon) ce nedu-
HUIIE KA0 KOHBEKCHU OMOTa4 BEKTOPa OPTOHOPMUpAaHE Da3ze M HmUMa CYNPOTHUX:

conv{ey, —e1,...,€n, —€pn}.

Ipyrum peunma, y nmaTamy je jeauHUYHa Kyria y {j-mHopmu mpocropa R". ['panuna
N-IAMEH3MOHAJIHOT KPOCIIOJIUTONA UMa CTPYKTYPY CUMILIUIIA]ATHOT KOMIIJIEKCA U O3Ha~
uyaBa ce ca " !. ITokasyje ce ma je oBaj KOMILIEKC jeHA BEOMa CUMETPUYHA TPUAHTY-
nammja chpepe S" ! (cauka 1).

Takobe, npumehyje ce na meku ckyn o C {e1, —ey,...,e,, —€,} 06pasyje cuMmmIekc
y KoMmmtekcy " ! ako u camo ako He TOCTOju i € [n| Tako Aa BaskKu e;, —e; € 0.

€3

Cmuxka 1. Kpocmonuron muMmensuje 3 u merosa rpamuma 2.

UcrpaskuBame TpuaHryganuja pa3aInyuTuX IPOCTOPA je BasKaH IpaBal] y KOMOUHA-
TopHOj Tonoyoruju. [locebHO, mocTaBma ce TUTAKHE MUHUMAAHE MPUAH2YAGYU]E HEKOT
npocropa (moceGHO MHOIOCTPYKOCTH), Tj. TPUAHCYJIANMje Ca MUHAMAJIHUM OpojeM
remeHna (umrasar ce ynyhyje na nperaemau pan [70]). Y raasu 5 oBe mucepramuje he
Ol TOCeOHOT 3Havaja OMTU MUHUMAJIHE TPUAHTYJIallije MPOjeKTUBHUX paBHU. Tarobe,
y MCTOj TJaBU NeMO MOCMATPATHU YOIIITEHhEe BEOMa BasKHE KIace aymo-0yanHul KOMII-
JIeKca, IIa OBJe HaBOAMMO OCHOBHE Ne(UHUIN]E.

Iedurunuja 1.6. [74, nepunmmmja 5.6.1] Heka je K C 2I" cummnaunujaman kommiexc.
Anexcanodepos dyan xominerca K, y o3nanu K, je CUMIIIANNU]AJHA KOMILJIEKC Ha, CKYILY
[n] kKOju ce medumHUMIIE KAO CKYI CBUX KOMIIEMEHATa He-CUMILIEKca y K

K={ce2" | [n]\o¢ K}U{a}.

Jennocrasno ce npumehyje na je K 3amcra CUMIIUIUJATHU KOMIUIEKC (MPA3aH CKYII
ce momaje ma OM TO OMIIO MCIYHEHO M y ciaydajy kana [n] € K).

Hedpunumnuja 1.7. 3a cummmunumjansn kommirexe K C 2 kaxemo ma je aymo-dyanan
akKo je jemHak cBOM AJlekcaHIepOBOM myaJy, Tj. ako Baxku K = K.

[TornaBme 5.4 camp:xu meTas/bHO ONMCAHE WHTEPECAHTHE MPUMEpE ayTOo-IayaJHUX
KOMIIIeKca. Kao mTo cMoO moMenynm y Y BOLy, ayTO-ILyaJHI KOMIJIEKCA MMa]jy BEOoMa
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1.1. CuMnmannujagHu KOMIIJIEKCHU

Pa3HOBPCHE HpUMeHe, a I0Ce0HO ce MCTUYe BUXOB 3Hada] 3a KOHCTPYKIUje IPOCTOpa
ca peJaTUBHO MajuM GpPOjeM TeMeHa KOjU ce MOTY Peasr30BaTU CaMoO y MPOCTOPUMA
pEeJATUBHO Beluke auMensuje (Bumeru [74, rmasa 5] u [78]).

Ha kpajy oBor morsiaB/ba ONUIIMMO jOII ABA BasKHA NPUIAPYKUBama maMmehy cumi-
JUINUjaHUX KOMILIeKca U noceta. [lomcerumo ce, nocem (mapuujanuo ypeben cky)
(P, <) je mpousBosban ckyn P ca penamujom moperka <. I[lormyno ypeben momckym
OCeTa Ce HA3UBA AQHAY, & QYHCUuHa JIaHIA ce medrHUIIe Kao OPOj HEeroBUX eJeMeHaTa
yMamen 3a 1. JAyacuna nocera P,y ozuanu /(P), ce nedpunuine Kao IysKUHA HAjIyKEr
nanna y P (nyskuHa npassor mocera je —1).

CBaKOM CUMIIMIMjaJHOM KOMILIEKCY K mpuapyskyjemo nocem cmpana (P, <), koju
ce mepuHMIIE KAO CKyIl CBUX HEMPA3HUX cuMIulekca m3 K, ca ypebemem 3amatum
WHKJIY311jOM:

7T <0 akKo um caMO akKoO je CUMIIJIIEKC T CTpaHa CHUMIIJIECKCA 0.

Ha mpumep, Ha caumu 2 mpukaszaH je CUMIIIUAINMjAJHU KOMIJIEKC K 4Yuju je mocet
crpara P(K) mar XaceoBuM aujarpaMoM Ha CIUOA 3.

C
d
A/\@
a b

Ciuxa 2. Kommiaere K.

{b,c} {b,d} {d,e}

{a} {c} {0} {d} {e}
Cumra 3. Xaceos mujarpam nocera P = P(K).

Ca mpyre crpane, CBAKOM mocery P MOKeMO MPUAPYRUTUA AlCTPAKTHA CUMILIAIIN-
jaJHM KOMIIJIEKC TAKO MITO CBAKOM eJIeMEeHTY u3 P NpuIpy:KUMO TeMe, a CBAKOM JIAHILY
u3 P npuapy:KuMo cTpaHy KOMIIekca. Tume mobujamo ypehajrhu xomnaerc mocera P
(eur. order compler) roju osmauasamo ca A(P). Ypebajuu rommiekcu mocera mpem-
CTaBJbajy M3Y3€THO BaskHE KOMOMHATOPHE 00jekTe ca MHOMTBOM npuMena. [Ipumehyje
ce ma Basku Besa mumensuje ypebajuor kommiekca u py:xuue nocera: dim A(P) = ((P).
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I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

Ha caunu 4 npukazana je jeqHa reoMeTpUjCcKa peaJsusainuja ypehajHOT KOMILJIEKCa
nocera P ca ciauke 3. Ilpumehyjemo na je y nmuramy OapuUIeHTPUYKA TOAECIIA KOMII-
nekca K ca ciaumke 2. To he BakuTy u y ommreM Ciydajy, Tj. aKO YOUNMMO CUMILIUIIN-
jamuu kommteke K, ma meros nocer crpana P(K), a 3atum ypebajuu rommiaekc osor
moceTa, n0OMjaMO KOMIJIEKC M30MOp¢aH OapUIEeHTPUUKO] nogean K; koMmiexca K':

K — P(K) — A(P(K)) 2K,

3awucTa, TeMeHa DapuieHTpuYke monene K oarosapajy HEMpa3HUM CUMIIIEKCUMA U3
K, nox cumniekcu y Ky onrosapajy jJaHuMa cuMiiekca u3 K ypeheHux mHKIY31joM.

{c}

{d}

{a, c}

{e}

,blc}

@y fab (b

Cuura 4. Ypebajun kommerc A(P(K)).

1.2 Komniekcu ynmapuBama U HE3aBUCHOCTU rpadgosa

Heka je G = (V(G), E(G)) npoct rpad, Tj. rpad 6e3 mHeTiby U BUMIECTPYKUX UBUIA, Ca
ckynom Temena V(G) u ckynom usuna F(G). Yromuko je jacHo o koM rpady je ped,
kopuctumo osuaky G = (V) F), a pamu jemHocraBHOoCcTU rpad decto nouctoBehiyjemo
ca WEroBUM CKYNOM mBuna. VIBumy kKoja cagp:Ku TeMeHa T W Yy O3HAYaBaMo ca {z,y}.
Teme crenena 1 mazmBamo aucm. Tarobe, 3a Heke BaskHe Kiace rpadoBa KOPUCTUMO
crapmapame o3Hake: (), O3HAUaBa MUKIYC KOJjU CAAP:KU n TeMmeHa (n-tmkiayc); B,
03HAYABA MyT KOJU caupsku n Temena (n-myt); K, O3HauaBa KOMILIETaH rpad Ha N
TeMmeHa; K, , 03HadaBa KOMIJIETaH OUNapTUTAH rpad ca KaacaMma O 11O M U 1 TeMEHa.
3a OUCjYHKTHY YHHU]y T'padoBa KOPUCTUMO cuMOOJ LI, a aKo ce y OUCjYHKTHO] YHUjU
nojasipyje k ronmja mucrtor rpada G, omma numemo G U--- UG = kG. Ha npumep, nP;
O3HAYaBa AUCKPETAH CKYM O 71 TavaKa.

Hepuannuja 1.8. Ynapusawe na rpady G = (V, F) je npousBosman CKyn uBuia rpagpa
G xoje cy mehycoOHO OUCjyHKTHE IO IMapOBUMA.

Cana meuHUIIEMO CUMILIVNNIjAIHN KOMIUIEKC KOjU je jenaH OX IVIABHUX IIPEeIMeTa
mpoyJyaBama OBE AVCepTAaIllje.

Jepunumuja 1.9. Heka je G = (V(G), E(G)) upoct rpad. Komnaekc ynapusama rpapa

G, y ozmamu M(G), je cuMOaunujaaau KOMILIEKC ca CKymnoM temena E(G) umju cryn
CUMILJIEKCA OAroBapa CKYIy CBUX ymapuBama Ha rpady G.
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1.2. Kommninekcu ynmapuBama M HE3aBUCHOCTHU I'padoBa

Hakne, cBako Teme koMmmekca M(G) jemnosnauno oxrosapa usuim rpada G, ma
hemo cByna y aucepranuju umMaTu yckjaabheHe o3HaKe:

reme v koMmmekca M (G) onrosapa usumu U rpada G.

CuencrBeno, ako je o cummuiekc kommiekca M(G), onma ¢ o3HauaBa oarosapajyhe
ymapuBame Ha rpady G. Taxobe, kama je ped o KOMIIEKCHMa yoapuBama, YBEK Ce
npernocTrasiba fa rpa¢ G He cagp:KM M30J0BaHA TEMEHA, IeT/he U BUIIECTPYKE UBUIIE.
Haume, m3onoBana temena rpada G He Memajy rommiuekc M(G). Ilerma y mcrom
TeMeHy He OM MOTJia MPUNAAATU HUjeIHOM YIapUBABYy, & BUIIECTPYKA UBUIA OU CamMo
,, AYTIAUpasa”’ HEeKM MOTKOMIIJIEKC MOCMaTpPAHOT KOMILIEKCA, Ma je OBa IMPETIOCTABKA
npupoaHa. Pamu uaycrpanuje HABOAUMO IBa €JIeMEHTApHA MPUMEDPA.

IIpumep 1.10. Ako je rpadp G = nP, cacraB/beH OX N TO MApPOBUMA IWCjYHKTHUX
MBUIA, OH/Ia CBE H:E€MOBE UBUIE UMHE jelHO ynapuBame. Tana kommiexc M(G) uma n
TeMeHa Koja 06pasyjy cumiiekc, tj. M(nPy) = AnL.

ITpumep 1.11. Heka je G = nPs, Tj. rpad je cacTtaBi/beH O n MapoBa CYCEIHUX UBUIA,
O3HAUEHUX Ca ¢, —¢;, | € [n], kao Ha canmu 5. Tana komniexe M (G) canpsku 2n Temena
€1,—€1,...,€n, —€y, PU YEMy HEKM CKYIl TeMeHa 00pa3yje CHUMIIEKC aKO U CaMO aKO
HEe CANIP/KU JBA TEMEHA KOja OJroBapajy CyCemHUM UBUIAMA, Tj. HE CAIAPKUA €; U —e;
3a Heko ¢ € [n]. Ha ocmoBy mpummepa 1.5 Buaumo na je oBaj KOMIIJIEKC yIApUBAaHa
yIIpaBo 3aJaT Kao TPaHUIa N-TUMEH3UOHAJIHOT KpocnoauTona, Tj. M(nP3) = 9oL

e”

€1 —€1
—e
€2 —e
L ]
L ]
L]
€n —€n €1

—€n
Cuauxka 5. Kommuekc ynapusama M (nPs).

Ha ocuoBy rommiexca M(G) me Moskemo jemnosHauno oxpemutu rpap G. Ha
npumep, rpadoBu G = K3 n Gy = K3 nMajy MCTHM KOMILIEKC ylapuBama KOJU ce
cacroju on Tpu muckperte tauke: M(G;) =3P, i =1,2.

[IpuMmeTmMO jemHO jeOHOCTABHO CBOjJCTBO MHAYKOBAHOT ITOTKOMIIJIEKCA KOMILJIEKCA
ynapuBama, Koje he Outm monpasymeBaHO Hanasbe. lIpe cBera, 3mamo ma je rpad
H = (V(H),E(H)) nodepag rpadpa G = (V(G), E(G)) aro Baszkn V(H) C V(G) n E(H) C
E(G). Homatuo, H je undyxosan moarpad ako je ckyn mBuna F(H) TauyHo pecTpuKIuja
ckyna E(G) wa V(H), 1j. ako Basku E(H) = {e = {z,y} € EG) | z,y € V(H)}.

Amnajoruo, 3a morkoMmmiekc N komiiekca M KakeMoO ma je un0yxo8aH TOTKOMILIEKC
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I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

aKO Cy CHMIUIEKCU KOoMIIekca N TAYHO CBU OHU CHUMILIEKCU KoMIiekca M dumja cy
cBa teMeHa canpxana y N. Ilokas cieneher craBa mupekTHO cienu U3 AeQUHUALN]A
IOjMOBaA.

Tepbeme 1.12. Hexa je M = M(G) xomnaexc ynapusana 2pada G, a N undyxosan nom-
Komnaexc xomnaexca M wna ckyny memena V(N) = {vi,...,v,} C V(M). Axo youumo
nodepad H epada G odpehen ueuyama {vy,...,0,}, onda je H ynpaso xomnaexc ynapu-
sama 2paga K.

Hanomernumo da nodzpad H ne mopa bumu undyxosar nodepagd zpada G.

Jom jemHo OUTHO CBOjCTBO KOMILJIIEKCA ylapUBakkha, KOj€ OBE KOMIIJIEKCE CBPCTABA
y BeoMa 3HAYajHY (paMuUiInjy KOMIIJIEKca, Hajy cieneha nepuHMIUja 1 CTAB.

Ilepumaumnuja 1.13. Heka je K C 2V cuMmaumujamEn Kommiaekc. IlpeTmocTaBuMo Oa
3a cBaku CKym o C V BaKu UMIIJIUKAIA]A:

ako 3a cBe i,] € 0 Basku {i,j} € K, ouna Baxku o € K.

Tana ce K masuBa ¢aez nin sacmasuwacm xoMmierc (eur. flag complex).

TBpbeme 1.14. Csarxu xomnaexc ynapusana je $aez Komnaexc.

Jloxasz. Ilocmarpajmo npousBosan rpad G u meros komiuiekc ynapusawa M(G). Heka
je o ={v,...,u,}, n > 3, monackyn ckyma temena kommiaekca M (G), TakaB na 3a cBe
i,j € [n], i # j, Basm {v;,v;} € M(G). IHarue, kaga mocMarpamMo MBHLE {U7,...,Up,}
rpada G, 3HAMO na HUKOje nBe mBUIe U; u U; MeDy muma Hucy cycemne. Crora
je {v1,...,0,} jemno ymnapuBame rpada G, ma omrosapajyhiu cuMmiekc ¢ mpumazna
rommiekcy M(G). 3armpyuyjemo na je M(G) ¢aer roMmmiexc. ]

Cana hemo nmepumuucarm Behy ¢dammiunjy rpa@oBCKUX KOMIIJIEKCA KOja OOyxBaTa
KOMILJIEKCE yIapuBama. ¥ TOM Iuiby, ako je A C V ueku ckyn remena rpada G = (V, E)
TakaB Ia HUKOja ABa TeMeHa y A HuUCY cycenHa, OHIA KaskKeMO na je A meszasucarn ckyn.

Heduaunuja 1.15. Heka je G = (V, E) npocr rpad. Komnaexc nezasucrocmu rpada
G, y ozuamu Ind(G), je CUMIUIAIU]AJTHA KOMILIEKC HA CKYIly TeMeHa V|, 4uju Cy CUMII-
JIEKCU 3a1aTy HE3aBUCHUM CKyIOBUMa TeMeHa rpada G.

JHedounnmuja 1.16. Caxkom rpagpy G MOKeMO IPUAPYKATH HeroB aunujcku zpad L(G),
unja TeMeHa oarosapajy usunama E(G) rpada G, nOk Cy ABa TeMeHa JUHUjCKOT rpada
IIOBe3aHa UBUIIOM aKO M CaMO ako cy onrosapajyhe usune rpada G cycense.

[Ipumehyjemo na je xommilekCc ynmapuBama IPOU3BOJLHOT rpada (G jenHak KOMI-
JIEKCy HeszaBUCHOCTHU auHUjcKOr rpada L(G) (canka 6), Tj. BakM:

M(G) = Ind(L(G)). (1.2.1)

Ilo3nato je ma je mpomsBosbaH rpa¢ I' nmHMjcKM rpad Hekor rpada ako U camo
axko [' He campxu Hujeman on 9 3abpameHux noarpa@oBa Kao WHIYKOBAHU HOIArpPad
(Bumern [98, Teopema 7.1.18]).
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1.2. Kommninekcu ynmapuBama M HE3aBUCHOCTHU I'padoBa

oY
w
©

b z
Cmuxka 6. Ilpumep rkoucrpyrnuje M(G) = Ind(L(Q)).

MutepecaHTHO je ma ce BeoMa jeTHOCTABHO MO:KE€ MOKA3aTU A BaKU:

30 C8AKU KOHAYAH CUMNAUYUIAGANY Komnaeke I
nocmoju komnaexc nesasucrocmu Ind(G) xoju je xromeomopdan ca K.

Hamme, mera je G rpa¢ 3amar Ha CKyIoy CBUX HENPa3HWX CUMILIEKCA u3 K, Takas
na Cy TeMeHa ¢ W T MOBe3aHa WMBUIIOM aKO M CaMO aKO 3a oAroBapajyhe cuMmmiekce
Bakn 0 ¢ T u T ¢ o (oBaj rpa¢ je 3ampaBo KOMIUIEMEHT 2zpada npunadrocmu KOMII-
nexca K, enr. complement of comparability graph [31, rnasa 9]). Tana ce mpumehyje
na je xommtekc Ind(G) m3omopdan GapuneHTpruukoj noxeau K; kommiekca K, ma je
K =~ Ind(G). 3a HAC je MHTEPECAHTHO TO IITO CBAKy TPUAHIYJIUCAHY MHOTOCTPYKOCT
MOKEMO TPUAHTYJIUCATHA 10 DAPUIEHTPUYKE MOdeJie TAKO Aa JOOMjeMO KOMIIIEKC He3a-
BUCHOCTHU. Y TJaBU 2 OBe AUCEPTAlMje pPa3MaTpaMoO [Aa JU CBAKY MHOTOCTPYKOCT
MOYKEMO BUIETU U KAaO KOMILJIIEKC yrnapuBama. Vlcmocrasima ce na je oarosop y Behunu
claydajeBa OJpUYaH, T). KOMIUIEKCU ylapuBamba UMHE NOCTa Mamy (aMuiaujy, mMTO je
U OYEKMBaHO ¢ 003mupom Ha Besy (1.2.1).

Kommnnekcu He3aBUCHOCTU U yIapuBama Cy 3HAUYAJHU 00jEKTU KOJU CY AOCTa U3yda-
BaHU, O YeMy I'OBOpPe MHOrOOpOjHE pedepeHile U pe3yaTaTi Koje CMO HaBean y Y BOLY.
OBa mucepramnuja je BeJUKUM eJIOM ymnyheHa Ha KOMIJIEKCE yIapuBama, Ma OBIE
KpPaTKO MOHABJHAMO Ma& INTO CE€ OBUX KOMIIJIEKCA TUUYe, Haj3HAYAjHU]JU PE3yJITATU Ce
OoJHOCE Ha KOMIIJIEKCe ylapumBama rpadosa K, K, ,, myma, myTeBa, IUKIyca, Kao U
Hekux ciayuajeBa pemerku (grid graphs). Jlema npersenna usnarama majy pan [97] u
kmpura [58].

Y rnaBu 3 hemo ce 6aBUTUM UCIUTUBAKEM KOMIUJIEKCA yNapuBamha HEKUX BPCTA
IpBeTa, ma leMo Kao MOJIa3Hy TauyKy KOPUCTUTH TeopeMmy u3 panxa [73], Koja kamke
na ako je G mywma, oHna je KoMmIiulekc ymnapusama M (G) uam KOHTPaAKTUOUIAH WU
XOMOTOIICKM eKBUBaJieHTaH Oykery cdepa. IllTo ce tuue chepa y oBom Oykery, He
nocToju hopMmyia koja onpebyje muxoBe nuMmensuje y ommreM ciaydajy. M3yserak cy
HEKe cIenuuyHe KIace IPBeTa, KAo IITO CYy IyTEBU.
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I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

IIpumep 1.17. (Komnuekc ynapusawma myrta P,)

JlupekTHO ce TIpoBepaBa [a 3a MaJie BPEeIHOCTU n uMaMo cilenehe koMmiexce
ynapusama M(P,): M(P) = P, = x, M(P) = 2P, = S°, M(P)) = P, U P, ~ S°
M(Ps) = Py ~ x, M(Ps) ~ S', M(P;) ~ S'. T'emepanno, Kosnos [64, cTras 4.6] je
nokazao na M(P,) nma crnenehu xomoToncku Tum:

ST

*,

0,1 (mod 3),
2

M(Fy) =~ { (mod 3).

n
n

WNcrom texnuroMm kKao 3a myTeBe, Ko370B je mokazao ma cienehm pe3ynTar Baku
3a IUKIIyCe.

IIpumep 1.18. (Kommuekc ynapusama mukiayca Cp,)

3a mane n wommiekcu M(C,) ce ompebyjy mupextno: M(C3) = 3P, = S° Vv SY,
M(Cy) = 2P, ~ 5° M(Cs) = Cs =~ S, M(Cs) =~ St v S', M(C;) ~ S'. Ha npumep,
rommierc M (Cg) moskemo Bunetu nocmarpajyhu Cq kao noarpad rpada G npuraszasor
Ha ciaunu 6 koju He canpsku uBuny ¢. Camum tuMm, Ha uctoj ciaunu kommiaerc M (Cy)
yodaBaMoO Kao MOTKOMILIEKC koMmiiekca M (G) koju ce mobuja n3banuBameM TEMEHA ¢
U CUMILJIEKCA KOjU T'a canp:ke, 3a Koju mpuMmehyjeMo ma je XOMOTOIICKU €KBUBAJIEHTAH
OyKeTy nBe KPY:KHUIIE.

Y ommrem cayuajy, Kosmos [64, cras 5.2] je moka3ao na Basku:

St n=1,2 (mod 3),

S v 8571 =0 (mod 3).

M(Cy) :{

1.3 KoHcTpyKmmuja cmoja mpocTopa

Ha camoMm nouerky meduHUIIEMO CIIOj TPOU3BOJLHUX TOMOJIOMIKUX IPOCTOPA, aJar hemo
HEIITO KaCHUje naTu Ae(UHUIM]y IpuiaaroheHy CHUMIINIV]aJIHUM KOMIIJIEKCHMa, Ha
Kojy hemo ce mosuBarTu y mucepraruju. [loraasime je 6a3upaHo HA CTAHAAPIHO] JIUTE-
parypu [45] u [74].

Hedmuaunmja 1.19. (Tomonomku cnoj) Heka cy X u Y Tomomomku npocropu. Cnoj
XY ce medunumre ka0 KOIUIHUYKA NpocTop npoussona X XY X [0, 1], koju je moceuen
IO peJaluju eKBUBAJICHIU]e ~ 3a0aTOM HICHTUPUKAIM]aMa:

(2,9,0) ~ (2',y,0) u (z,y,1) ~ (x,y,1), 3a cBe x,2' € X u cBe y,y €Y.

Ha npumep, 3a X =Y = [0, 1], cnoj X *Y mobujamo tako mro y Korku X X Y x [0, 1]
ZIBe CYNIIPOTHE CTpaHe CKyNUMO Iy:K naTtux maeHtupuranuja (cauka 7). [Ipumehyjemo
na X xY MokeMO BuUIeTU Kao TeTpaemap, Tj. KaO CKYIl CBUX CerMeHaTa KOju MOBEe3Yjy
Tavke Oy:km X ca TavykaMa IyEd Y.
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1.3. Komcrpyrumja cmoja mpocTopa

A// t=1 X

Y I
P t=0
Y
X X xY x[0,1] X*Y

Cumuka 7. Cnoj mBa cermMeHra.

Iemepaano, cnoj X Y ,Ha kpajeBuma” canp:ku konuje mpoctopa X u Y, U Mo:ke ce
BUIETU KAO CKYIl CBUX CerMeHaTa KOju HoBe3yjy Tauke m3 X ca Taukama u3 Y [74,
cras 4.2.4]. Ha raj mHauus ce cBaka tauka (1j. kaaca) [(z,y,t)] € X*Y, t € [0, 1], moke
HaOMCATH y OOJNVKY (GopMaJiHe JUHeapHe KOMOWHAIUje

trd(1—t)y, z€X, yeY, te|0,1],

npu yemy mnonpasymeBamo uuaeHtudukanuje 0x @ ly = y u la @ 0y = x (TauyHo Tako
mobujamo konmje X u Y | Ha kpajeBuma’ ). AHAJOrHO ce cmoj n mpocropa Xi*---% X,
(n > 2) MO¥ke BUIETU KaO CKyN (POPMAaJIHAX CyMa:

tlxl@@tnxnzzmxl, rﬂeje l’z‘EXi, tie [0,1] I/Itl—l-—l-tn:l,
=1

IIpU YeMy Ce M30CTaBJhajy CBU uiaHoBU oOsmka 0z;.

Y cayuajy kama cy npoctopu X u Y CUMIIMINjaJHU KOMIIJIEKCU, Ha CIOjYy Ce
yodaBa TPUPOIHA CTPYKTYPa CUMIIIUINAjATHOT KOMIIJIEKCA. 3amlpaBo, YeCTO Ce MPBO
Ie(pUHUIIE CIOj alCTPAKTHUX CUMILIMIV]AJHIX KOMIJIEKCa, na OM ce 3aTUM IIOKa3aJlio
[a ce OBa KOHCTPYKIMja MOAYAapa Ca TOMOJOMIKUM CIIOjeM MOJrenapa MOCMATPAHUX
koMmIiekca (Bumeru [74]). Y cBakoM ciuyuajy, 3a IpUMEHE y OBOj IUCEPTAIju je
Ba)KHO Ja CIO) CUMILIUIM]AJHUX KOMIIJIEKCA UMa cienehum KOMOMHATOPHU OOJUK, Ia
TO M3IBajaMO y Ne(UHUNN]y Ha KOjy heMo ce KacHHje MO3WBATU.

Heduannmja 1.20. (Cnoj cumninunujanaux kommiaekca) Heka cy K u L ancrpakrTau
cuMmnauiyjatau kommiaekcu. Cnoj K« L je cuMniamnujaHu KOMIJIEKC Ha CKYIy TEMEHa
V(K)UV(L), nepurucan Ha crenehn mHaunn

K«xL={rUo|T€e KuoelL}

Hanmomenumo na maxko K m L He mMopajy OMTW NUCjYHKTHU, OHU Ce Yy Oe(PpUHUIVjU
mocMarpajy kao takBu. PopmasHO, TeMEHUMa KOMIIJIEKCA K MOKEMO TPUIPYKUTU
Opyry KoopamHaTty 1, a TemeHuMa m3 L npyry kKoopauHaTy 2, ma 3a cBe 0 € K n
T € L, mox yuujom o U T 3ampaso moapasymesamo ckym (o x {1}) U (7 x {2}).

AHAJIOrHO ce meUHUIIE CIOj N CUMILININjAJTHUX KoMItekca Ky, ..., K,:
Ki*- - xK,={ogU---Uo, | o; € K; 3a cBe i € [n]}.

YKOJIMKO je y MUTamlmy CIIOj N KOUUja UCTOr mpoctopa K, mumemo K*".
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I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

Koucrpyknuja cnoja mma pa3Ha Jjema CBOjCTBa: IOMTYje Kilace XOMeOMOpQU3Ma
OTHOCHO M30MOpP(PU3Ma KOMIIJIEKCA, aCOIUjaTUBAH je, a 3a MOJUAepe CUMILIAIN]ATHAX
kommiekca Baku |K x L| ~ |K|x|L|. HaBeauMo HEKOJIMKO puMepa paay WIIyCTPaluje.

e Cmoj nBe Tauke je Oy, CIIOj TPU TAdKe je TPOyrao; T€HEPAJIHO, CIIOj N Tadyaka
je cuMmmiexkc aumensuje n — 1, Tj. Pyt AL

e Cnoj k-cummiexca u (-cummiekca je (k+ ¢ + 1)- IuMeH3MOHAIHYE CUMILIEKC.

e Cnoj n kxommja SY ce MoOske BUAETH Kao OMOTAd KPOCIOJUTONA IUMEH3HUjE 1.
Hamve, i-Ty rommjy S° MOeMO BUAETH KaO AUCKPETAH CKYI O IBE TaudKe i
u —i. Ipumehyjemo na y cmojy (S°)*" ckynm Temena GpopMUpa CUMILIEKC aKO U
caMO aKO ce y HmeMy HU 3a jeAHO ¢ He MOojaBibyjy oba TemeHa +i u —i. Kao
MTO CMO BuAeau y mpumepy 1.5, To je ympaso kommierc (" ! = S"~1 Jlakne,

(SO)*n o~ Snfl‘

o Konyc CX u cycnensuja SX npocropa X ce Hajuemhe neprHUIY Ka0 KOJTUIHUUKN
IPOCTOPU:

ox — (X x [O,l])/(X «{1}) - gx — (X x[0,1])

(x,0)~(x,0),(x,1)~(x',1) ’
Vrx,z'eX

aqu ce snakme Mory BumeTtu nomohy cmoja: CX = X x {x}, mox SX ~ S%x* X.

Y nmucepramuju he 3HayajHy yJaory mMaTum OCOOWHE cmoja cpepa W OUCKOBa, T4
hemo ux cymuparu y cineneha nBa tBphema, 01 KOjUX ce MPBO TUYE TOMOJIOIMIKUAX, a
OPYTO XOMOTOICKUX OCOOMHA.

Tpbeme 1.21. 3a cnoj cdepa u duckosa saxnce caedehe mononrowre exsusanrenyuje:
o S™ % S" ~ Sm—i—n—i—l;
e Sy D" o Dm—i—n—i—l}
e DM x D"~ Dm—l—n—i—l’

3a cee m,n € Ny. Jodamno, arxo npocmopu ca aege cmpane umMajy cCmpykmype KoMmn-
AEKCA, OHOG U BUTOE CNOJ UM CPYKMYPY KOMNAEKCA KOJa je 0ama Cnojem.

HOBY TIPB Jlalje MPeTXOMHOT CTaBa WHIYKTUBHO CJIEIU:
Ha ocuo e peJanuje IPeTXomaHOT CTaBa o cie
SU 5 S92 .. x §% g Suttathol g9 cpe k> 2 u aq,...,a; € Np.
I[TosnaTo je ma ce cmoj Jjemo cJjaske ca XOMOTOIICKOM €KBUBAJIEHIIMjOM, Tj. BayKU
Y
mvmnkamja: X ~ X, Y ~ Y — X xY ~ X' xY'. Takobe, npu mexum eie-

MEHTapPHUM YCJIOBUMA, CIO]j je AUCTPpUOYTUBAH y OAHOCY HA OyKeT (IPU XOMOTOICKO]
exkpuBasiennuju). OBae maBogumo oxrosapajyhe tepbeme 3a chepe.
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1.4. IlpocTopu ca mejcTBOM rpyna U €KBUBAPHUjaHTHA MPECIUKABABHA

Tepbeme 1.22. Hewa cy dame cfepe S, i=1,....k uS”, j=1,....0 (a;,b; > 0, ¥i,j).
Tada sancu:
(S84 V .oV S%) % (SPr v v P ~ \/ Gaitb;+1

Cheyujanro, 3a cycnensujy byxema chepa eaxncu:

S8 Vv SH) e\ gutt

i=1,...k

XoMOTOICKa CBOjCTBA CHOja Cy OETajbHO omucaHa y saureparypu [25] u [99].

1.4 IIpocrTopu ca mejcTBoOM rpyia u
€KBUBAPMjaHTHA MPECJINKABALA

OcCHOBHE MOjaM €KBMBapHjaHTHE TOIOJOrHje je mpocTop ca mejcrBoM rpyme. Heka je
X Tononomku npoctop, a GG rononomka rpymna. [lo mepuuaunmju, seso dejcmeo rpyme
G wa mpocropy X je HemperumHO mpecaumkaBame ¢ @ G X X — X koje 3amoBosbaBa
yCJIIOBE:

1) p(e,x) =z, 3a cBako = € X (e je mHeyrpau rpyne G),

2) (g1, 0(g2, 7)) = ¢(g9192, ), 3a cBe g1,92 € G, m cBe = € X.

Pecrpurmuje ¢, = ¢(g9,—) : X — X cy xomeoMopdu3Mu, ma Ce MPETXONHU yCIOBU
kpahie 3amucyjy xao @, = lx U @4 0 Qg = @g4,- Hap (X, ¢) (wnmm cam opocrop X) ce
HasuBa (saeeu) G-npocmop, a mejcTBo esnementa g € G Ha v € X ce kpahe o3nauasa
ca py(r) nan g - z. Ilo amasormju ca TEOPHjOM Ipyma, U KO TOIOJIOIIKOL N€jCTBA
MOKeMO mocMarpaTu npocmop opbuma X /G u npupoany npojernnjy 7 : X — X/G. Csa
[ejCTBa y OBOj TE3U Cy HejCTBa KOHAUHUX (IUCKPETHUX) rpyma, Ha NeMo y HACTaBKY
monpasyMmeBaTu na je rpyna (G KOHAYHA.

[Motmyno amaJsoruo ce gepunume u decko dejemeo rpyne G Ha X, KAO HENPEKUIHO
npecaukaBamwe X XG — X, (z,g) — x-g, KOje 3a10BobaBa yciuose (z-g1)-g2 = x-(g192) 1
r-e = x. AKo je (g,7) — g-x neBo mejcTBo, oHAA je ca (z,g) — ¢ '-x mepuHMCAHO jeaHO
IOECHO NejCTBO. Y KOJWKO HUje Apyradrje HarJalleHO, MoApa3yMeBa Ce na TOBOPUMO
0 JIEBOM NI€JCTBY, a HA3WBAMO I'a CaMoO 0ejcmao.

Ako je X cumnuunujanau (henamjcku) KOMIUIEKC, U aKO Cy CBU XOMEOMOD(U3MU
¢, cuMmmunujanaa (oqrocHo hemnmjcka) nmpeciaukaBama, OETa X HA3UBAMO CUMNAUYU-
jaarnum (heaujerkum) G-xomnaexcom. 3a Hally TPUMEHY Cy MOCEOHO BasKHA TAKO3BAHA
cnoboona mejcrBa. To cy mejcTBa KOO KOjUX 3a CBakU ejeMeHT ¢ € (G pa3auyuT Of
HeyTpaJia Ba:kM Ja XOMeoMOop(u3aM ¢, HeMa (UKCHUX TadaKa.

Y knacu G-mpocTopa 3HAUYajHA Cy IpecauKaBama Koja MOITYjy maejcTBo rpymne G.
Hawnwme, ako (X, p) u (Y,9) mBa G-npocropa, 3a HenpekunHo npeciaukaBame f: X — Y
kaxeMo na je G-exsusapujanmmno ako 3a cBako g € G Bawu f oy, = 1,0 f, Tj. 3a cBe
x € X Baxwu f(g-x) =g f(x). YKOINKO NOCTOjU €KBUBAPUJAHTHO NMPECIUKABAIKE 13
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I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

G
npoctopa X y npoctop Y, ouna kopuctuMo o3Haky X — Y. Mosxkemo pehu na ekBu-
BapMjaHTHA TOMOJOTUja MpoydaBa MPOCTOPE ca MejCTBOM T'PyIe W €KBUBAPUjaHTHA
npeciankaBama Mehy muma.

Cana hemo HampaBuUTU KpaTak Iperjel] HEKUX IpUMepa AejcTBa Ipyla, ca Harjia-
CKOM Ha MejCTBa KOja NeMO KOPUCTUTHU Yy OBOj AMCEPTAIUjU.

e BepoBaTHO HajnoO3HATHU]U TIPUMED AEejCTBA I'PYIE je aHTUIOAAJIHO IEjCTBO I'PyIe
Zs = {0,1} ma chepu S™: meyrpas 0 mejcTByje Kao MAEHTUYKO MPECIUKABAE,
ok 1 mejcTByje Kao aHTUIIONAIHO MpeCIuKaBame ¢ @ ¢ — —r. OBO je u mpumep
cJIOOOMHOT nejcTBa jep AHTUIONAJHO IPecIVKaBame Ha chepr HeMa (PUKCHUX
ravaka. Ropucrehin oBo mejcTBo MOkeMO (HOPMYJIMCATH €KBUBAJEHT Bopcyk-
-Y 1aMOBe TeopeMe y TepMHUHUMa €KBUBapujaHTHe Tomosoruje. (OBa mo3HaTa
TeopeMa TBPAU A2 33 CBAKO HEIPEKUAHO mpeciaukaBame f : S™ — R" mocroju
Tauka ro € S™ rakBa na Baxku f(xg) = f(—z¢). JemHocraBHO ce mokasyje ma je
OBa TeopeMa eKBMBaJICHTHA TBphemy ma He mocToju mpeciaukasame h @ S — S71
KOje je aHTUIOIAJIHO, Tj. IPeCINKaBame Koje 3a10Bomasa h(—rx) = —h(z), 3a cBe
x € S" [74, reopema 2.1.1]. IIpyrum peunma, Bopcyk-Y namMoBa TeopeMa TBDIU:

ne nocmoju ZLs-exeusapujanmmo npecaukasame uz chepe S™ y chepy S

[Ipumep Bopcyk-Y mamoBe TeopeMe WMIyCTpyje KaKO je Moryhe pe3yiarare u3s
MUCKPETHEe NeOMeTPUje WX TOIOJIOIMKE KOMOMHATOPUKE (GOPMYINCATH Y TEPMU-
HUMAa €KBUBapUjaHTHE TOIOJOTH]E.

e OcuM rpyme Zs, BasKHa Cy O€jCTBa U OCTAJUX MUKINYHUX rpymna. CBako mejcTBo
rpyne Z, je onpebeno nejctBOM jenuHUIE, Tj. XOMEOMOP(U3MOM 1, jep 3a CBe
k Basku pp = 1 0---0 . CmenmjasHo, 3a mpocTt OpPOj p BaKM Oa je NejCTBO
rpyne Z, clobOmHO aKO M CaMO aKO je NejCTBO TeHepaTopa (; cirobomuo [74,
tepbheme 6.1.3]. Enementapan npumep ciobGomaHOT nejcTBa rpymne Z, je mejcTBO
Ha Kpy:xHMIM S!, TIe TreEepaTop IejCcTByje Kao poTalyja 3a yrao 27“

e Cpaka rpyma mejcTByje Ha H,0j caMoj MOMONY MHOMKeHma, MPU deMy Kajaa TPYILY
(G mocmaTpamMo Kao MpPOCTOD, MOAPA3yMeBaMO Ia je TO AUCKpeTaH CKym onx |G|
ragaka. llejctBo medunumemo Ha cnenehu nHaunn: 3a g, h € G, nejcTBO enemMeHTa
g Ha exementy h je ¢4(h) = gh.

e Akocy Xi,..., X, npoussomnu G-npocropu (n € N), Ha TpUpPOTaAH HAYNH MOKEMO
nepumHUCaTH nejctBo rpyne (G HA HBUXOBOM IPOU3BOLY M CIIOjy, TAKO IITO HA
CBaKOj KOMIIOHEeHTH youuMo oarosapajyhe mejecrso. Ilpenusuuje, 3a (x1,...,2,) €
Xy x---x X, ugeG nepurnmemo:

g'(xh‘"axn) = (g'xlw"ug'xn)a

n
TOK 32 Zti% eXyx--xX,, O ti=1,2,€X; nt; >0 3a cBe i) uMamo:
i=1

g- Ztixi = Zti(g “Ty).
i=1 i=1
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e 3a MPOM3BOJbAH TOMOJOIIKN TPOCTOP X MOKEMO Ae(PUHUCATUA [O€jCTBO CUMe-
TPpUYHE I'pyIe X, Ha N-TOCTPYKOM IpousBony X", kao u Ha n-cuojy X*". Hauwme,
38 TPOU3BOJLHY mepMmyTanujy m € %, u (ry,...,2,) € X" nedpunumemo

()071'('7;1) . 73771) = (Iﬂ(1)7 . 7x7r(n))7

n

a 3a MPOU3BOJHLAH €JIEMEHT CIIOja E tix; € X
i=1

On Ztixi = th(i)iﬁn(i)-
i=1 i=1

Ouursnenso, HU jeAHO HU APYrO MOEjCTBO rpyme X, HUje ciaobomuo. Yecrto je
KOPUCHO mocMaTparu Hacaehena nejcTtBa, mobMjeHa CMAmbUBAKEM IPOCTOPA WA
rpyme, koja cy caobomaa. Y caydajy mpom3BOIa, MOKEMO TOCMATPATHA MOTIPOC-
TOP CBUX N-TOPKU u3 X" ca CBUM Pa3JIUYUTUM KOODAUHATAMA:

F(X,n):={(x1,29,...,2,) € X" | x; # x; 38 cBe i # j}.

OsBaj mpocTop ce Ha3uBa KOHPU2YPAUUOHU NPOocmop n-mopry mavara. Onrosapa-
jyhe mejctBo rpymne ¥, sa F(X,n) jecre cmobonHo, jep cMO TauyHO n3banuin cBe
N-TOPKE 3a KOje IIOCTOjU HeTPUBHUjAJHA IepMyTallija KOja UX OCTaBJ/ba (PUKCHUM.

Tarkobe, yecTo ce KOpPUCTHU N€jCTBO NUKIWUYHE Toarpymne Z, < X, TeHepucaHe
nepmyrtamujom m(1,2,...,n) = (2,3,...,n,1). akue, remeparop rpyne Z, nejcTsy-
je Ha X ma crnemehu Hauumn:

On(x1, 2oy ) i= (T, X3, ..., Ty, T1).

ITocmarpajmo ciyuaj kaga je n = p mpoct 6poj. IejcTBo rpymne Z, Ha IPOU3BOLY
XP Huje cnobomHO, aau mocTaje caobomuo kamxa u3 XP msbanumo 0ujazonany:

A={(z1,...,2p) € XP |11 =+ =1,}.

Hanme, Behi cmo momenynu na je mejctBo Trpymne Z, cl0O0OJHO aKO M CaMO aKO
reHepaTop [ejCcTByje CI0DOOMHO, MTO Ce jeaHOCTaBHO mpoBepasa. llakie,

3a npocm bpoj p, XP\ A je caobodar Z,-npocmop. (1.4.1)
OBo nejcrBo he mMaTu BeoMa 3HAUAjHY yJIOTY y TeopeMaMa Be3aHuM 3a Kuacte-

poB npobJiem y riasu 6.

Beoma cauuny KOHCTPYKIM]y ©MaMoO 1 3a p-croj X P y caydajy kama je p IpocT
6poj. Kao n xox mpomsBona, mocMaTpamMo nejcTBO HOATpyIe Z, < X, TeHepucaHe
nepMyTanmjoM ¢, (x1,To, ..., o,) = (T9,X3,...,Tp,T1), KOjA IUKIAYHO MOMEDPA
roopauHare cmoja. OBO HejcTBO HUje CJI00O0MTHO, Ta MOCMATPAMO MOTIPOCTOP
cunoja X* koju ce Ha3zUBaA YMamEHU P-CNOJ:

1 1 1
XZPZX*p\{—!EEB—J?@"‘@_x|J7€X}' (1.4.2)
n n n
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I'naBa 1. OcHOBHU MOjMOBU U Ae(UHUIM]E

Canma ce jemHOCTABHO MOKa3yje Oa Ha yMameHoM cuojy Xn rpyna Z, mejcTByje
caobonuo. Hamomenumo ma ce mopen OBOT yMamEHOT CIOja, Y CJIydajy Kada je
X cuMIIIMnuUjajaHu KOMIIIEKC, Ne(UWHUIIE joIl HEKOJIMKO BPCTa yMaHleHOT CIOoja,
Koje omoryhasajy ciO0BOMHO HEjCTBO M HEKUX APYrux rpyna (Bumetu [74, med.
6.3.1]). OsBa KOHCTpYKIMja Ce MOKa3ajia M3y3eTHO KOPUCHOM Y TOIIOJIOIIKO]
KOMOWHATOPUIIH.

1.5 ,KoHd¢urypammuonu npocTop - TeCT IIpecuKaBane”’

METO,IT

I"'naBua I/I,Z[e.a MeTroga ,,KOHQPUD AlIMOHM IIPOCTOP - TECT II eciaukasame”’ je cagpiKaHa
9
y CJIG,Z[e-heM IUTamYy:

Kaxo mpancpopmucamu npobaem us duckpemne zeomempuje uat KOMOURGMOPUKE
Y npobaem exsusapujarnmme monosozuje?

N310:%1MO yKPATKO OCHOBHE KOPake, a JeTaJjbHa aHaJm3a ce Moxe Hahwm y panoBuma
Kusamesrha [104] u [107].

[IpernocTaBuMoO na sKeIUMO a JOKAKEMO Ja IOCTOjU HeKa KOHQUI'ypaluja Tadaka
y IpoCcTOpy, rpad, Wiam CKyn TeMeHa rpada, KOju 3amoBojbaBa onpebheHo cBojcTBO.
sRemeny koHQuUrypamnmjy HasmBaMo pewemwem mocMaTpaHor mpobiaema. [Ila ducmo
IOKa3aJi [a pelreme MOCTOju, MOCTymaMo Ha cienehu HauuH.

e Komcrpyumemo Tomosiomku Opoctop X 4YuMju €JIeMEeHTU Ha HEKU HAUUH O3Hava-
Bajy cBe Moryhe kammunate 3a pememe. IIpocTtop X ce HazuBa xonpuzypayuonu
npocmop.

e Koucrpywummemo Henpekn o npeciaukasame f: X — Y y HeKu mask/bpuBo omabpa-
HU mpocTop Y, Koje Tpeba ma mpoBepaBa ma Ju je edeMeHT r € X peleme Ui
uuje. To ce mocTw:kKe Tako IMITO yOUMMO HOTHpPOCTOp Z C Y 3a KOju Baku: T je
pememe Hamer npobiema ako u caMo ako Baxku f(z) € Z. Komomen Y ce nasusa
mecm npocmop, a f mecm npecaurasamwe.

e YKOJIMKO MPETIOCTABUMO Ja HAIIl TPOOJIeM HEMa pellene, 3aKbYydyjeMO 1a MOKe-
MO CMABUTHU KOIOMEH, Tj. na MoxkeMo mocMarparu pecrpukmujy f: X — Y\ Z.

e Baskbo je om mouerka Oupatu npoctope X u Y Tako na OHU JOMYIITAjy HEjCTBO
meke rpymne (G, a mpecaukaBame [ Tako ma oHO Oyme (G-eKBUBapUjaHTHO, YUME

mobujamo f: X N Y, a makon Tora f:X N Y\ Z.

e Cana je koHOUrypammja COIpeMHA U [UJb j€ METOAVMMAa E€KBUBAPUjaHTHE TOIOJO-

. . . a
ryje MOKa3aTwu Ja He MOCTOjU €KBUBAPUJAHTHO mpeciukaBame [ : X — Y \ Z.
Ilobujena KOHTpaOUKIja YKa3yje Ha TO Aa f MOpa Y3UMATHU HEKY BPEIHOCT U y
Z, 4uMe je NOKa3aHO Na IOCTOJU Pelleme IIOCMAaTPaHOT mpobiema.

[TocToju Bume TexHUKA Pa3IMYUTE CIOKEHOCTU KOjUMa Ce MOKa3yje na HEKO €KBU-
BapUjaHTHO NPECIUKaBame He MOCTOjU: HEKOJMKO TeOpHja WHIAEKCA, EKBUBAPU]AHTHA
TEeOpHUja ONCTPYKIMUja, CIEKTPAJIHA HU30BU UTA. Y HAPEIHOM IPOTJaBHY heMo omuca-
TU NBE TEOPUje WHIEKCA.
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1.6. ExrBuBapmjanTH; MHIEKCU G-IIPOCTOPA

1.6 ExBusapujanTau unnexkcu G-mpocTopa

I'emepanno roBopehu, ocHOBHA uAeja CBake eKBUBAPUjaHTHE TEOPUjE UHIACKCA je TPU-
npysxkuBame uaBapujanTe undekc(X) cBakom G-mpoctopy X, Koja 3aI0BOJbABA TAKO-
3BAHO €B0JCMBO MOHOMOKOCMYU Y OOHOCY HA HEKYy peJIalujy MOpeTKa <, ODJIMKa:

3a cee G-npocmope X u'Y eamcu: X Sy = underc(X) < undexc(Y), uau

3a cee G-npocmope X vY saxmcu: X Sy = underc(Y) < unoerc(X).

Ilame ce pasBujajy TeXHUKe 3a pavyyHame OBe MHBApHUjaHTEe, KOje oMoryhyjy ma ce
HE3aBUCHUM pauyHameM MHIAeKca npoctopa X u Y yTBpAM Oa €KBUBAPUjaHTHO IIpe-
caukaBame n3 X y Y He mocroju.

OCHOBHU €KBUBAPUjAHTHU UHIEKC je HYyMepuwku undexc, ma hemo Hajupe YKPATKO
omucaTy OBaj mojaM. 3aTUM NeMO HEIITO BUIIE NaKEHe MOCBETUTU AOCTA 3aXTEBHUjEM
KOLOMOAOWKOM UHOEKCY, KOJU C& KOPUCTU Y pe3yJsiTaTuMa aucepraiuje y riasu 6.

IlepmunIIIMO HYMEPUYKN MHAECKC TPOCTOpa 3a KoHauHy rpyny G. 3a cBako n € N
younmo npoctop FE,G koju je koHayaH cuMIiannujasgan (G-KOMIJIEKC IUMEH3Uje N, Ca
caobomuum mejctBoM rpyne G, u koju je (n—1)-mosesan [74, med. 6.2.1]. ITokasyje ce
na je jeman mpuMmep TakBor mpocropa cmoj Gt mocmarpan Kao CIIOj TUCKPETHHX
npocropa ox |G| Tauaka, ca gejcrBom rpyne G Ha cuojy. Hymepuukn unnekc ce nedu-
HUIle y OfAHOCY Ha uzabpanu F,G mpocTop, aam ce mokasyje na neGuHUNIja He 3aBUCU
on n3bopa OBOT IMPOCTOpPA.

Hepnuunmja 1.23. [74, ned. 6.2.3] Hera je X npoumssBosman G-upocrop. Hymepuwku
undexc mpocropa X ce meduHULIE Kao

indg(X) = min{n € N| X -% E,G}.

Beowma sen mpersen HyMepUUYKOr MHAEKCA AaT je y kmu3um [74] (raasa 6.2). OcHo-
BHO CBOjCTBO je Moromonocm: 3a cBaka mBa G-mpoctopa X m Y Baku UMIIJIAKAII]a

X-5Y = indg(X)<indgY. (1.6.1)

CacBum HEeOpMaTHO roBopehm, BEIWKM HYMEPUUYKN MHIEKC MPOCTOpaA OHeMoryhaBa
IIOCTOjame ogpeheHnx eKBUBapyMjaHTHUX IPECINKABAKA U3 TOT IPOCTOPA, JOK IIPOCTO-
pU ca MaJVWM MHIEKCOM He MOry OUTH KOZOMEHU onpebheHunxX eKBUBapUjaHTHUX IIpe-
clIVKaBama. JemHa On OCHOBHUX TeopeMa €KBUBApUjaHTHE TOINOJOTHje je TaKO3BaHA
onadosa meopema, Koja ce MOKe NOKa3aTU HOMONY HyMepuwdykor meAekca. llprmvene
OBe TeopeMe Cy BeOMa PAa3HOBPCHE M WHTEPECAHTHE, M Oaje Cy MHOI'O 3HaJajHUX
pesyJiTara.

Teopema 1.24. (Houn [28], [74, teopema 6.2.6]) Hexa je G konauna wempusujasna
epyna, X jedan n-nosesan G-npocmop, a Y heaujerku/cumnaiuyujasnu G-komnaerc
Jumenauje najsuwe n, wa xome 2pyna G dejcmayje caoboono. Tada ne nocmoju G-exau-
sapujanmmo npecaurasame uz npocmopa X y npocmop Y.

Y raaBu 6 oBe mucepralnuje buhe mpeacTaBbeHo youmreme lommose TeopeMe Koje
KOPUCTU KOXOMOJIOIIKU WHIEKC.
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1.6.1 Koxomonomku ®anen-XyceumHujes mHIekc

Koxomomomku unnekc npocropa cy nepuaucanu E. Panen u C. Xyceunu [34] y Be3u
ca TeopUjeM KPUTUYHUX Tadaka. & HAjONIITHjeM OOJMKY, OBaj MOojaM je Ae(pUHUCAH
3a komnakrHe Jlujese rpyme G, napakoMmnakrae napose G-nmpocropa (X, A) u mynTu-
IIMKATUBHE KOXOMoJoIke Teopuje. Mebhyrtum, oBne hemo ce orpaHnymnTy Ha KOHAYHE
rpyle U CUHTYJapHY KOXOMOJIOTU)Y, V3 JaJjbe pedepeHe.

Hexka je G xonauna rpyna. /la 6ucmo medpuHMICATIN KOXOMOJIONIKA UHAEKC, TOTPEOHO
HaM je yHusepsaano G-pacaojewe G — EG — BG [88, mornasme 1.8]. Ilpocrop EG
je koHTpakTuOuUIaH ciaoboman (G-KoMIiekc. KRoHcTpyuiie ce Kao AUPEKTHU JUMEC
cuojeBa G*" (koje KopucTuMO 3a neduHU]y 1.23 HYMEPUUKOr MHIEKCA):

EG =colim,>1 G =G+« GxGx*--- .
Enementn npocropa EG cy dpopmanne cyme oOamka

Ztigi, rae 3a cse ¢ Baxku t; € [0,1], ¢; € G, Zti =1 u cryn {i | t; # 0} je konauas.
i>1 i>1

Nako cmo pekau na ce Hajdemhe moapasyMmeBa 1a je IejCTBO J€BO, Y OBOj KOHCTPYK-
IUjU ce CTAHAApPAHO y3uMa HecHO mejcrBo rpyme G ma mpocropy EG (Bumerum [15]).
Omno ce mobumja Tako mMTO MPOU3BOJbAH eJleMeHT ¢ € (G nejCTByje MHOKEHmEM ca JeCHE

cTpame:
(Z tin‘) 9= Zti(gig)'

i>1 i>1

IIpocrop opbura BG := EG/G ce HazuBa kaacupurayuoru npocmop zpyne G. Ilomrro je
mocMaTpPaHoO IejcTBO CJI0OOMHO, cBaka opbura je obsuka rpyne (G, ma Tako mooOujamo
G-pacnojewe G — EG — BG (meramua Teopuja G-paciojema ce moxke nahwu y [88]).
Ha npumep, 3a G = Zy, umamo EZg = colim,>1(Z;)*™ = colim,>1 (S°)*™ = colim,,>; S"~! =
S, mok je BZ, = RP>.

[TocmaTpajmo cana npousBosban (1eBu) G-upocTop X U HEKU KOMYTaTUBAH NPCTEH
ca jemmaunoMm K. Koucrantao mpecamraBame ¢ : X — x je (G-eKBUBApUjaHTHO HAa
TpUBUjaJaH HAUUH. Y OUUMO MPOU3BOA OBUX mpocTopa ca KG u npojekmujy FG x X —
EG. Ha npocropy FG x X mocMarpaMoO TakKO3BaHO JujazoHaano dejcmeo ¢ rpyne G,
onpebheno kao mpousBon gejcraBa Ha EFG u X:

3a. g € Gu(a,2) € EG x X mepunumemo g,(a,z) = (a-g,9- ).

Tana je mocmarpana npojeknuja FG X X — EG jenna (G-ekBuBapujaHTHA (QYHKUIUjA,
na je nobpo meduHMCcaHO mpeciaukaBame opbuta p : (EG x X)/G — EG/G = BG.
Cranmapasa o3Haka 3a npsu npoctop je Xg = (EG x X)/G. Tlokasyje ce ma je p
pacnojeme ca pudbpom X:

X = Xg — BG.

OBa roucTpykuuja ce Hajuemhe Haszua bopeaosa kowcmpyruyuje [88, raasa III] nnn
Bopeaosa gubpayuja. Pacnojeme p mEOYKyje XOMOMOpP(U3aM y KOXOMOJIOTHjU:

p*: H(BG;K) - H*(Xg; K).
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1.6. ExrBuBapmjanTH; MHIEKCU G-IIPOCTOPA

[Tomohy xomomop¢usma p* nepumHUIIEMO KOXOMOJIOMKN MHAEKC IpocTopa X.

Hepuaumnuja 1.25. Paden-Xyceunujee xoromonowru underc G-upocropa X, ca koedu-
nujenruMa y K, ce nedunnme xao je3rpo mupeadt

Indg(X; K) :=ker(p* : H(BG;K) — H*(X¢; K)).
Hajuemhe ce o3maka mpcrena moapasdyMeBa y KOHTEKCTy | mwuire ce camo Indg(X).

Hamomena 1.26. Y cayuajy kana je X cimobomar G-mpoCTOpP, MOKE Ce MOKA3aTHU 1a
npyra npojeknnja EG x X — X (roja je G-ekBuBapujanTHA) y IPOCTOPY opbura
naykyje pacinojeme EG — Xg — X/G. C 063upoM HA KOHTPAKTUOUIHOCT CJIOja
EG, usameby X¢ u X/G nocroju cinaba XOMOTOICKA €KBUBAJIEHIMja KOja je y ciydajy
henujckux KOMIIJIEKCa U IIpaBa XOMOTOIICKA eKBUBaJieHNurja. /lakie, 3a ciobonHo nej-
crBo G ma X, moskemo mucatu Indg(X;K) = ker(p* : H*(BG;K) — H*(X/G;K)) [34,
HamomeHa 3.15].

OCHOBHO CBOjCTBO KOXOMOJIOIIKOT MHIEKCA, KOje MAaje HEeOMXOMaH YCJIOB 3a IMOCTO-
jame (G-eKBUBApUjaHTHUX MPECIUKaBamba, AaTO je ciaenelioM TeopeMoM.

Teopema 1.27. (MoHOTOHOCT KOXOMOJOWEKOT MHAEKCA, [34]) Hexa cy X u'Y npocmopu
ca dejemeom epyne G. Axo X Y, onda eaorcu Indg(X) D Indg(Y).

3a naj/be M3ydaBame KOXOMOJIOIIKOT WHIEKCA MOI'Y €€ KOPUCTUTH panoBu [34] u
[105]. Koxomousomkn wHAEKC naje mpenusHujy kaacupuranujy G-mpocropa Onx Hy-
MEPUUYKOI U IMOKa3yje ce Kao BeoMa KopucTaH ajsar. CaMuM TWM, BaKHO je 3HATU
KOXOMOJIOTHj€ KJIaCU(PUKAIMOHMX IpocTopa rpyna. CroenujasHo, BeoMa 4ecTo ce Io-
jaBibyje roxomousoruja H*(BZ,;Z,) 3a nupoct 6poj p.

Teopema 1.28. [88, Teopema I11.2.5]

o Axo je p # 2 npocm 6poj, onda eaxcu H*(BZy;Zy,) = Zy[t] @z, Als], 2de je degt = 2,
degs =1, a A je cnowna aazebpa nad Z, (s> = 0). Haxae, epyna H* je zenepucana
ca t', dox je H*! zenepucana ca t's.

e 3ap=2, H(BZy;Zs) = Zs|t], 20¢ je degt = 1.

[Ipumepa pamu, WIyCTPYjMO KAKO jeHOCTABHOM IPUMEHOM KOXOMOJIOITKOT UHIEKCA
MOMKEMO JIOKa3aTu 3HauajHy DBopcyk-YmamoBy Teopemy. Hawme, mosmaro je na je
nuaekc coepe (ca omrosapajyhum roedunujentuma) obnuka nneasa Indg,(S™;Zs) =
(t"*1) C Zs[t]. Ha ocmoBy cBojcrBa mmeana (t") ¢ (t""') u MmomoronOCTM MHIEKCA 3a-

. Z .
KbyuyjeMo ma Baxkum S™ -4 S"! mro je ynmpaso Bopcyk-Y mamoBa TeopeMa.
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['1aBa 2

Kaacugpukaimja XxoOMOJIOIIKIX
MHOTOCTPYKOCTHU KOj€ Cy KOMILIEKCH
yHnapuBamba

Y oBOj raaBu heMo mpeacTaBUTU KIACUPUKAIN]Y CBUX XOMOJOMIKAX MHOTOCTPYKOCTH,
0e3 rpaHmIle U ca T'PAHUIOM, KOje Cy KOMIUIEKCH ynapuBawma rpadosa. [Ipenusnuje,
nahemo KOMIIETaH OATOBOP HA MPUPOIHO MUTAIHE:

3a xoje epagose G je xomnaexe M(G) zomonowra mroeocmpyrocm?

[lesna rnaBa ce 3acHUBA HA OpUruHAIHOM paxy [11], mpu yemy je canpskaj opraHM30BaH
Ha cienehu maumu. Ha camom moueTky hemo yBecTw HEKOJIUKO O3HAKA U U3ABOjUTU
IBa jeJHOCTaBHA CBOjCTBa KOja NeMO YeCcTO KOPUCTUTU Yy JOKa3uMa. ¥ MOrjaaBiby 2.1
hemo knacuduroBaTy rpadoBe Ynju Cy KOMIIEKCU yIIAPUBAKka HEIOBE3aHU, Y UCIIUTA-
hemo mmjamerap koMmmiekca ymnapuBama. llormasme 2.2 canp:xkum nmorpebHE meTasbe
O XOMOJIOIIKMM MHOTOCTPYKOCTHMA. J3aTUM [IpeJa3suMO Ha T[JaBHE pe3yarare. Y
noraasiy 2.3 hemo matm kinacupuranujy cpepa aumensuje 0, 1 u 2, y nornasmy 2.4
MaMO KOMIUJIETHY KJIACU(DUKAIM]Y CBUX XOMOJIOIIKMX MHOTOCTPYKOCTH 0Oe3 I'paHuIE,
a morJyiaBibe 2.5 maje KIacU(UKANN]y CBUX MHOTOCTPYKOCTH Ca T'DAHUIIOM.

C 0063upoM Ha AyKUHY MOKa3a ¥ MHOIITBO J€TaJjbd, CYMUPAjMO YKPATKO PE3yJITaTe
o kojux hemo mohu. Meby xomosomkum MaEOrocTpykocTrMa 6e3 rpaunute (dim # 0),
jemmH KOMILJIEKCW yllapuBama Cy TOPYC U KOMOWMHATOpHE cdepe CBUX AUMEH3Hja
(Teopeme 2.18 m 2.19). Y cuaydajy MHOTOCTPYKOCTU Ca TDAHUIOM, y NUMEH3UjU 2
rMaMmo Buie MOry ux koMmmiiekca ynapusama (Teopema 2.24), nok he y Bummm auMeH-
3ujaMa jeMHU KOMIUIEKCU yIapuBamba OUTU KOMOMHATOPHU MUCKOBU (Teopema 2.25).

[Ipemm3upajMo HEKOJIMKO [eTaJjba Koje ce omHoce Ha meay raaBy. Ceyna hemo
noapa3ymeBaru na nocmarpanu rpap G = (V) F) Hema netsu (MBULA YKjU CY KpajeBU
y UCTOM TeMeHY ), BUIIECTPYKNUX UBUIA, HU M30J0BAHUX TeMeHa. Takobhe, kao mro cMo
nepuHUCcanu y noraasmpy 1.2, caraacao hemo o3mauaBatu temena komiiekca M(G) u
onrosapajyhe uBure rpada G:

vBurm v rpada G omrosapa teme v Komiuiekca M(G).

Y CrIamy ca OBOM O3HAKOM, aKO je HaT CUMILIEKC 0 = {vy,...,vx} € M(G), onga ca &
o3HayaBaMo oarosapajyhu ckyn usuna {v,...,0;} rpada G (koje yuHe ymapuBame).
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['nmaBa 2. Knacudpuranmja XOMOJI. MHOTOCTPYKOCTHU KOj€ CY KOMIIJIEKCH YIapPUBAMA

Iedmuunmja 2.1. Heka je v uBuna rpada GG. Tana ca Gy o3mavaBamo moarpad rpada
(G cacTaBJbeH O] CBUX MBHIA KOje HUCY CyCenHe UBULIU U:

E(Gy) :={ec€ E(G) |ent = o}.

Amnanoruo, ako je ¢ moarpa¢ rpada G, onma ca Gy o3zHauaBamo moarpad rpada G
cacTaBJ/bEH OJ CBUX WBUIA KOj€ HUCY CyCeIHEe HUjeTHO] UBUIU U3 T:

E(Gz) ={ec EG)| (Vwer)env=0a}.

Panu jemnocraBHUjer 3amuca, y HEKUM CIIydajeBUMa heMo rpad UIeHTU(GUKOBATHU Ca
H,E€rOBUM CKYIIOM MBUIA. Y HACTaBKy Ne HaM OUTU MOTPEeOHU MMOJMOBU WHIYKOBAHOT
noarpada M MHAYKOBAHOD HOTKOMILIEKca. Mndykosanu nodzpad H rpada G ce nobuja
n3bopom monckyna remena V(H) C V(G), nok ce 3a uBune moarpada H ysumajy cse
undykosane usuye, Tj. UBUIE yuja cy oba kpajay V(H):

E(H) = {{z,y} € E(G) | 2,y € V(H)}.

Cuauuno, raxkemo na je N unodyxosanu nomxomnaexc kommiaerca M ako je N pecTpuk-
mja kommiekca M ma mHekoMm mouckymy temena V (N) C V(M):

N={ceM|ocCV(N)}.
Cneneha jemrocraBHa YWIbEHUIA TUPEKTHO CIEOU U3 MePUHUANL]A.

Tepbewe 2.2. Hexa je M = M(G) xomnaexc ynapueamwa, a N uHOYK08aHU NOMKOM-

naexc na ckyny memena V(N) = {vy,...,v} C V(M). Tada je N xomnaexc ynapusamna
nodzpaga 00 G 3a0amoz ueuyaMa vy, . . ., Uk.
Hanomena 2.3. [loarpa¢ 3amar mBunama vi,...,0, Yy TBphemy 2.2 He mopa Outum

MHAyKOBaHU noarpad rpaga G.
Cama MOkeMO OOKa3aTWU MPBY O ABE IMMOMEHYyTe KOPUCHE JeMe.

Jlema 2.4. (Jlema o auury) Hexa je 0 € M(G) npouszeoman cumnaexc. Tada je aumk
Lk (@) 0 unoyxoganu nomxomnaexc, u on je jeOnax xomnaexcy ynapusana nodepafpa Gz

LkM(G) g = M(G5>.

Lokas. Ilokasxumo npso na je Lk q) o nunagykoBanu norkommiaekc. Heka cy wi, ..., wy
TeMena y nuHEY Lky(g) o 3a koje cummiexc T = {wi,...,wy} OpuUmana KOMIIEKCY
M(G). Tpeba mokazatu ma tazna Baxu u 7 € Lkyg o. Iomro 7,0 € M(G), onna
oaroBapajyhu ckymoBu uBuIla T U 0 ymHe ynapuBama rpada G. Tarobe, rkako cBa
TeMeHa w; npunanajy Lk q) o, onma mujenna mBMma W; HUje CcycemHa HUJEIHO] OJ
uBuIa moarpada o. 3akmpydyjemMo ma ckyn o U T umHEM ymnapuBame rpada G, ma
Bk o UT C M(G). Hakme, 7 € Lkyg) o, na je muak Lky g o 3ancra manykoBan
noTkoMmiiekc. Jlasbe, 3HAMO na je OHIA OH jeqHAK KOMIJIEKCY yhmapuBama moarpada
Ha MBUIaMa Koje oAaroBapajy TemeHuMma Lkyg) o, a TO cy TayHO OHe MBUIE KOje HUCY
cycenHe HujenHoj on mBuna noarpada o. Haxme, Bawu Lky gy o = M(Gz). []
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2.1. IloBesamocT u amjameTap KOMIJIEKCA yIapuUBamba

Cauka 8 mpurasyje jeman npumep rpada G u rommierca M(G). 3a usumy 7,
noarpa¢ Gy je cacraBsbeH on uBuna a,b,¢ m d. Ca apyre crpaHe, JIUHK TeMEHa Y je
cacTaBJbeH OJ UBHUIA ac U bd, mMTO je TauyHO KOMILIEKC ylapuBama nonparada Gy.

C

y a

Cmuka 8. Tloarpad Gy u morkommiaesc Lky )y = M(Gy).
Ilpyra exeMmeHTapHA JieMa Ce OHOCHU HA KOMIIJIEKCE yIapUBarkha HEMOBE3aHUX TpadoBa.

Jlema 2.5. (Jlema o cmojy) Axo je G ducjynkmmua ywuja epadosa Gi u Ga, mj. G =

G1 U Gy, onda saxcu

Obprymo, axo je komnaexc M(G) obauxa cnoja M(G) = My * My dsa nenpasna cumnau-
yujaana xKomnaexca My u My, onda nocmoje (nenpastu) epagosu Gy u Gy makseu da je
G:Gll_ng, M1 :M(Gl) U Mg ZM(GQ)

Zoxas. TBphewe mupextHo caemu u3 pedununuje 1.20 crmoja CUMIIUNN]ATHUX KOM-
IJIeKCa U AepUHUNNje KOMILJIEKCA yIIapUBaHkhA. [

2.1 IloBe3aHocT U mMjamMerap KOMIIJIEKCA yIapWBamba

IluperTHO M3 neMe o cuojy 2.5 npuMmehyjemo na ako rpad GG HUje mOBe3aH, OHIA j€ He-
TOB KOMILJIEKC yIIapUBama CUTYPHO MOBE3aH KOMIIJIEKC. 3aTO jeé MPUPOIHO MOCTABUTU
IUTame KOju rpadoBM MMajy HENOBe3aH KOMIJIEKC ylapuBama. Y OBOM IOTJIABILY
hemo maTtu oaroBop Ha TO muTame, a 3aTUM NeMO OAPEIUTH KOje BPETHOCTU MOKE
y3UMaTHA AujaMeTap KOMIIJIEKCa ylapuBama.

Teopema 2.6. Komnaexc ynapueana M(G) nuje nosezan axo u camo axo G € {Cy, Ky},
uau G cadpacu ueuyy Koja je cycedna céum 0Cmaaum usuyama, npu wemy je |[E(G)| > 2.

Jlokas. (<) Jemnocrasuo nposepasamo ma Baxku M(Cy) = 2P, (up. 1.18) u M(Ky) =
3P,. Axro G camp:u UBUIlY U KOja je cycemHa CBUM OCTAJUM UBUIAMA, OHIA je U U300~
BaHO TeMe kommekca M(G) (koju 36or ycnosa |E(G)| > 2 nma 6ap aBe KOMIIOHEHTE
nosesanoctu). Jlakne, komnuexc M(G) je 3amcra HEMOBE3aH y OBUM CJlydajeBUMA.

(=) IIpernocraBumo na je M(G) HenmoBe3an KOMIUIEKC yapuBama u 1a je M jemnna

HBEroBa KOMIOHeHTa noBe3anoctu. Heka je {uy, us, ..., u;y} CKyn TeMeHA MOTKOMILIEKCA
M, a {v1,ve,..., v} cryn npeocranux temena kommiekca M(G) (¢ > 1). Ilocmarpa-
jMo omrosapajyhe usune {uy, Uy, . . ., U, }U{01,Ts, ..., T} rpada G. TlomTo y KOMIIEKCY

M(G) me nocroju mujenna usuna usmebhy rkommonente M; u ocratka M(G), 3akmydy-
jeMo ma je cBaka mBHMIA U; CycenHa CBakoj mBuium U; y rpady G, 3a cse i € [k], j € [(].
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['nmaBa 2. Knacudpuranmja XOMOJI. MHOTOCTPYKOCTHU KOj€ CY KOMIIJIEKCH YIapPUBAMA

[IpernocraBumo ma y rpa¢y G He mOCTOju HUjedHA MBUIA KOja j€ CyCeIHA CBUM
npyruMm uBunama. Tana Baku k > 2 m { > 2. DBe3 ymMamema ONIITOCTU, MOKEMO
IIPETIOCTABUTU A UBUIE U] U Up HUCY CyCeOHe, U Ia UBUIE U; U Uy HUCY CyCenHe (jep
3HAMO J]a MOpa MOCTOjaTU WBUIA KOja HUje CyCeIHa UBUIU Up; CIUYHO 3a Tp). llomro
Cy CBake IBe WBHWIE U; U U; CyCcelHe, UBUIE U, U1, Uz U Up popmupajy nuiiayc Cly.
Csara mpyra mBuIa U; MOpa OMTH cycenHa obemMa MBUIIAMa U; U U, & CBaKa MBUIA Uj
Mopa butu; cycemna obema wBUIAMa Uy U Uy. llakae, rpad G mma deTupu TeMeHa U
canpsxu mursyc Cy. Ilomro He canp:ku MBUILY KOja je cycemHa CBUM APYTUM UBUIAMA,
G je mnu murayc Cy, nnu kommieraH rpad K. Tume je mokas 3aBpIIeH U y OBOM
cMepy. []

Ha ocuoBY Teopeme 2.6 jenHOCTABHOM aHAJIM30M N0OMjaMoO cBe rpadoBe KOjuMa je
KOMIUJIEKC ylapuBaba HemoBe3aH. 10 cy cienehux metr mpumepa.

1) G =Cy, na je M(G) =2P,.

3

(1)

(2) G =Ky, na je M(G) = 3P;

(3) G =K, na je M(G) =nP, (muckperan CKyI OX N TAYaKa).
(4)

4) G je rpad roju ce cacToju on uBUIE G = {r,y} KOja UMa M CyCeIHUX UBUIA
bi,...,b, y TEMEHY T, U n CyCeIHUX UBUIA Cq,...,C, Y TEMEHY Y, IPU YEeMy HUKO]e
nBe uBuie b; u ¢; Hucy cycense (3a cse i € m], j € [n]). Tanma je M(G) = PUK,, .

(5) G je rpa¢ npukasan Ha caunu 9, KOjU Ce CACTOjU O T TPOYTJIOBA ac;d;, i € [r], ca

3ajeHUUKOM uBULIOM @ = {z,y}, y3 momaTHux m — r uBuuA by, ..., b, . y TeMeHy
T, U MONATHUX N —7T UBUIA €1, ..., E,_» y TEMEeHY Yy (Kao HA CJIUNM, CBAKA O] UBUIA
bi,..., by u €1,...,€,, uMa jenno teme y {x,y}, a apyro teme joj je cremeHa

jeman). Kommnekc ymapusama rpada G je P U (K, \ H), roe je H ckyn ox r
vBuna {cidy},...,{cd,}.

BANNE7
NIRERSZ
N

a @

5
) 70N
/

C1 dq

Cmuka 9. I'pad G u3 npumepa (5) U HEMOB KOMIUIEKC yIAPUBAHA.

Hanmowmena 2.7. [IpuMmernmo na cy CBU HEMOBE3aHU KOMIJIEKCU yIapUBamba AVMEH3U]je
0 miu 1 (KOHAYHM CKYyNOBU TA4aKa MK FOPe MOMEHYTHU IPadOBU).

[Ipenazmmo Ha pazMaTpame AujaMeTpa KOMILIEKca yhnapuBama. [lo3mato je ma
ce dujamemap zpafa nedpuuume Kao HajMamu Opoj d TakaB ma usMeDy cBaka aBa
TeMeHa rpada MOCToju MyT cacTaBibeH o Hajsume d usnuna (1j. nyt Pyyq). Aujamemap
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2.1. IloBesamocT u amjameTap KOMIJIEKCA yIapuUBamba

KOMNAEKCA YNnapusamha ce TPUPOTHO NePUHUIIE KaO IUjaMeTap HeroBor l-cKeJeToHA.
Takobe, kama roBopuMo 0 (MHAYKOBAHMM) HOArpadOBUMa Y KOMILIEKCY yHIApUBambAa,
3ampaBo mocmarpamo oarosapajyhe (unmykosane) noarpagose 1-ckenerona. IIpume-
TUMO Ja IIyT V1, Vs, ...,V ¥ kKoMmizekcy M (G) oaroBapa HU3y uBULA Ug, Vs, . . . , U Tpada
(G, ca CBOjCTBOM MOa CBaKe ABE Yy3aCTOIHE WUBUIE V; U V;y y HU3Y, HUCY CyCEIHE WUBUIIE
y rpady.

Tepbeme 2.8. Komnaexc ynapusawa epapa we cadpacu undykosar nym oyxcume 5 (mj.
He cadpacy uHdykosan nodezpafd Fs).

Jlokas. Ilpernocrasumo na nocroju rpad G rakas na komimaekc M (G) caap:Ku MHIYKO-

BaH nmyT Fs. O3Haunmo TeMeHa oBor myTa pemom ox 1 mo 6. Tama G canp:xu uBuie 1
no 6, mpu yeMy BayKU €KBUBAJICHIIA]A:

uBUIE | U j Cy cycemHe < |j—i| > 2

(MMaMO TauvHO IeceT mapoBa CyCeIHUX uBuna). [locmarpajMo uBuie 1,3 u 5. Ome cy
CcyCenHe 1O MapoOBUMa, I1a 3HAMO Ia uiu popMupajy Tpoyrao Ks, uiau cBe camgpike UCTO
TeMe, omHOCHO ¢opmmpajy K;3. Hwuje moryhe ma ¢opmumpajy Tpoyrao, jep mocroju

uBHUIla 2 KOja HHUje CcycelHa HM ca 1, HU ca 3, a Mopa buTu cycemHa ca 5. Ilakme,
uBune 1, 3 u 5 Mopajy mMaTu 3ajefEMYKO TeMe. Jlajbe, mBmia 4 je cyceaHa WBUIM
1, a Huje cycemHa HU ca 3, HE ca b. Takxobe, mBuma 2 je cycemma ca 4 u 5, a Huje
cycemHa mBMIaMa 1 U 3, Ia 3akbydyjeMo ma msuie 1,2,3,4 u 5 ¢popmupajy muriryc Oy

ca mOOaTHOM WBUIIOM, Kao Ha caunm 10.

Cuauka 10. I'pa¢d I' uuju je komnnexc ynapusama oyt Ps.

Cagna mBuma 6 Tpeba ma Oyme cycemsa mBumama 1,2,3 u 4, a 3HaMO da HHUje CycemHa
vBurm 5, mro Huje moryhe. Ilakne, me moctoju rpad G takas ma rommierc M(G)
canp:EU MHAYKOBaH myT Dg. []

Hedwmuunuja 2.9. I'pad 3smaj je murayc Cy ca momarHOM MBUIOM, Kao Ha caunu 10.
Y oBoj rumaBu hemo ra cByma o3HauaBaTu ca [, a mBuiy BaH Iuriryca C4y Ha3uBaTU
UCTNAKHYMOM UBUYOM.

IMocaemuma 2.10. /lujamemap cearxoz KOMNAEKCA YNapusamha je mamu 00 5.

Imjamerap KOMIJIEKCA yIapUBama MOKE Y3UMATH CBE BPETHOCTU Mame O O jep
Cy CBU IyTE€BU Iy;KMHE Mame Ol D KOMIIJIEKCU ymnapuBama. Hawmme, aHamim3oMm Kao y
nokaszy TBpbhema 2.8 mobmjamo cBe rpadoBe UMju CYy KOMIUIEKCH ylapUBama IIyTEeBU

P, i€ 5]
M(Py) = P, MQ2P) =P, M(P3sUPR,) =P, M(P5)=P, MT)=rF. (21.1)

33



[nasa 2. Kinacuduranuja XOMOJ. MHOTOCTPYKOCTHU KOj€ Cy KOMIIJIEKCU YIapPUBAHA

Nako Bpio jenHocTtaBHM, 0BU IrpadoBu he 6T YecTO KOpUIINEHN y AeTa/buMa JOKa3a
Yy HACTaBKy, Ia WX 3aTO UiaycTpyjemo y tabeau 1. Twume cMo omapeamau m cBe KOM-
IJIEKCE yapuBamha KOjU CY MHOTOCTPYKOCTHM Ca TPAHUIOM auMeH3uje 1.

TaGena 1. Komnuekcu ynapusama koju cy myresu Pj, ¢ € [5].

G M(G)
.L. Pl.
1
.LQ.—Q—. PQH
1 2
1.3..2.|p
1 2 3
3.1.1.9, | p
1 2 3 4
P
1 2 3 4 5

2.2 MmuorocTpyKocTH

['maBHu pesynTaTu nejie OBe TJlaBe Ce ONHOCE HA XOMOJIOIIKE MHOTOCTPYKOCTH, Ia
hemo y oBOM moriyiaB/by pa3jaCHUTH KAKO Ta4yHO AeduHuUIIeMO Taj nojaMm. Ha mouetky,
Heka je K mero mome mnm npcreH Z. Ilame moapaszyMeBaMO Ja CY CB€ XOMOJIOILIKE
onepanuje Han K, a o3HaKy moJ/ba M30CTaBhaMoO U moapasymeBamo. CBuU IOjMOBU
Be3aHU 38 MHOTOCTPYKOCTH Cy nepuHucanu npema pamuy [60].

Hepumaunuja 2.11. depurumenmo ciaenehe nojmose:

o Xomonowra cfepa nuMensuje d je d-TMMEH3MOHAIHUA CUMILIUIN]ATHE KOMIIIEKC
K, rakaB na 3a ce cummiekce o € K muak Lkg 0 nma xomouorujy (d—|o|)-coepe.

o Xomonowra mroeocmpyrkocm (6e3 rpanune) je d- IMMEH3MOHATHY CUMILIIIV] A THI
KoMIIJIekc K, TakaB ma 3a CBe HempasHe cuMiliekce o € K nunak Lkyg o0 mma xomo-
aorujy (d — |o|)-chepe.

o XoMoaowka MHOZOCMPYKOCT, €A 2PANUYOM je d-TIMEH3UOHAIHY CUMILIVIIV] A JTHI
KoMILIekCe K, TakaB na 3a cBe HempasHe cuMiiekce o € K gunak Lkx o mma xo-
mostorujy uiu (d — |o|)-chepe uwmm (d — |o|)-nucka, u cryn

0K = {0 € K| Lkg o nma xomomnorujy (d — |o|)-mucka}l U {2}

je (d — 1)-nuMeH3MOHANHA XOMOJIOMKA MHOTOCTPYKOCT.

e Xomonowru duck numensuje d je d-TUMEH3MOHAJIHA XOMOJIONIKA MHOTOCTPYKOCT
ca rparunoMm K, takBa na Lkx @ = K uma xomousorujy d-amucka.
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2.2. Mmuoroctpykoctu

(Bpoj |o| o3rauaBa KapAMHAIHOCT AICTPAKTHOI CUMILIEKCA, OMHOCHO OpOj TeMeHa y
CKyIly O.)

Kao mTo je yobuuajeHno, kama Ka:KeMO CaMO ,,XOMOJIOIKA MHOTOCTPYKOCT , TIOApPa-
3yMeBaMoO na je Oe3 rpanune. Ilpumerumo na ce mepumHHUIMja XOMOJIOIIKE cepe U
Ie(pUHUIM]a XOMOJIOIIKE MHOTOCTPYKOCTU PAa3JINKYjy CaMO IO JIMHKY IPA3HOT CKYIa;
AHAJIOTHO BaKU 338 XOMOJIOIIKA AWCK WM XOMOJIOMIKY MHOTOCTPYKOCT Ca TPaHUIOM.

Takobe, kKOpUCTUMO MOjMOBE YHYTPANIEHOCTA U TPAHUIE KAO KO TOIOJIOMKNAX MHO-
FOCTPYKOCTU: CHUMIIJIEKC 0 je y ynympawmocmu K axo je Lkyx o xomosomka cdepa,
a o je na zpanuyu K (0K ) ako je Lky o xomomomkn muck oxarosapajyhie numensuje.
I'panurna d-mumeH3nOHATHE XOMOJIOIIKE MHOTOCTPYKOCTH Ca TPAHUIIOM j€ TTOTKOMIIJIEKC
cacraBibeH on cBUX (d — 1)-IMMEH3MOHAIHUX CUMILJIEKCA KOJU Cy CAIAP:KAHU Y TAUHO
jemHOM d-CUMIIIIEKCY.

Baxuo je ucrahum ma mocroje jom aBe cponHe Kiace CUMIIIUINjAJTHUX KOMILIEKCA
KOje ce Takobhe Ha3mBajy MHOTOCTPYKOCTHMA, T1a je OMTHO HanpaBuTu pasiauky. Hawmwme,
3a CUMIUIWINjaJTHU KOMIUIEKC K KakeMo:

e K je cumnauyujasna mrozocmpyrkocm (Tj. MPUAHZYAUCAGHA MHOZOCTPYKOCTN) aKO

je K Tpuanrynamnuja Tomosouke MHOrOCTpykoctu M (ca umm Ge3 rpanune), Tj.
K ~ M (nmedununuja 1.4);

o K je KoMOUHAMOPHA MHOZ0CMPYKOCTM, KO j€ JIMHK CBAKOT HEPA3HOT CUMILIEKCA U3
K neo-no-neo nmuneapro xomeomopdan (PL—homeomorphic, [59]) nnu cuMmmiekcy
WU T'PAHUIM CUMILIEKCA OAroBapajyhe auMeH3wuje.

JemnoctaBHO ce mpuMehyje ma je ogHOC OBe TpU Kjace KOMILJIEKCA OMMCAH cJiieaehum
UMILTAKAIIA] aMa.:

K je xoMOumHATOPHA MHOTOCTPYKOCT
—> K je cuMniaunujaJiHa MHOTOCTPYKOCT

—> K je XOMOJOImKa MHOTOCTPYKOCT.

Y mumensujama 0, 1 u 2, cBe Tpu AepuHUIMje CYy €KBUBaJIeHTHe, na Hehemo
IpaBUTU PA3JIUKYy y HacTaBKy. MebhyTuMm, To HUje ciyuaj y BummM auMmen3ujama. Ha
npuMep, Heka je koMmmiekc K tpuanrynanuja lloemkapeose 3-cdpepe. K je jemHa xo-
Mosomka 3-cdepa Hanm Z Koja HUje cuMmmnnujaaHa 3-chepa. lame, y pany [26] je
IIOKa3aHO a je NBOCTPYKa CycCIeH3uja OMJI0 KOje XOMOJIOIKe cepe Hal Z TOIOJIOIIKA
chepa, mro 3maum ga je S*(K) = S(S(K)) jemna tpuanrymnamuja chpepe S°, Tj. cum-
MIJIAINNAjaJJHA MHOTOCTPYKOCT. Y OUMMO MBUILY € KOja IOBe3yje OBa MCTAKHyTa TeMeHa
cycnensuje y xommiekcy S%(K) (jemno Teme TpBe CyCHeH3Wje W jeTHO TeMe ApyTe
cycmensmje). Tanma je Lkg(x)(e) = K % S3. Harme, S*(K) je cuMmaumujajinHa MHO-
TOCTPYKOCT KOja HUje KOMOWHATOPHA.

3Ha4YajHO je HAIIOMEeHyTH na he OUTU MOKa3aHO M1a CBE XOMOJIOIMIKE MHOTOCTPYKOCTHA
KOje ce MPeNnCTaB/bajy Kao KOMIIJIEKCU yIapuBaikha, 3alpaBo jeCy W KOMOWHATOPHE
MmHOrocTpykoctu. Ilocmarpahemo mMHOrOCTpyKOCTH muMmeH3uje Oap 1, jep aumeH3uja
0 Huje uHTEpEcaHTHA - jenHo teMe P je 0-auck, Kok je kommiekc 2P, 3ampaso 0-coepa,
a Beh 3HaMO Zma je NWCKpeTaH CKyHI O n Tadaka KOMILIEKC yIapuBama rpada Ki,, y3
monatau ciydaj M(K3) = [3].
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Cana hemo popmyaucatu TBpheme kKoje e nmaTtu Beoma 3HAYAjHY YIOTY V HOKa-
3uma Koju ciaene. To je reopema 1 u3 pana [67] (mpunarobhena namem KOHTEKCTY ), KOja
ce OMHOCU Ha MPEeACTABIbAE XOMOJIOMKAX MHOTOCTPYKOCTA Ka0 CII0j MHOTOCTPYKOCTH
MambUX AUMEH3Uja.

Tepbeme 2.12. [67]

1. Hexa je K xzomonowra muozocmpyrxocm dumensuje d, maxea 0a 8ancu
K==A%Y,

30 Hexe Henpasne cumnavyujasre xomnaerce A u X. Tada je K xomonowra cfepa
oumensuje d, a A u X cy romonowxe chepe dumensuja k wd—k—1, pedom, 3a nexo
0<k<d-1.

2. Hexka je K xomonowka MHO20CmMpyKocm ca 2parut,om dumensuje d, maxea 0a ancy
K = A x X, 30 nexe nenpasne cumnavyujasne xomnaexce A u . Tada je K zo-
Monowky d-0uck, a Komnaexkcu A u X cy TOMOAOWKY OUCKOBYU UAU TOMOAOULKE
cepe, npu wemy je bap jedan 00 wuxr romoaowku ouck. Taxohe, dumensuje oeux
xomnaexca cy k wd—k —1, pedom, 3a nexo 0 < k < d—1.

Hanomenumo jom ma hemo Ha BuUIe MecTa 1MOjeIHOCTABUTHU 3anuc. Kama OymemMo roBo-
punm o chepaMa U JUCKOBUMA, mogpasyMeBaheMo na cy y muramy XOMOJOIIKE Chepe
¥ XOMOJIOIIKM IUCKOBU (YKOJIMKO HUje Apyrauuje HarjameHo). Takobe, wecto hiemo
TOBOPUTU O TEMEHUMAa XOMOJIOIIKUX MHOTOCTPYKOCTHU, KOja CYy 3aIpaBO jeTHOUJIAHU
cuMIIeKcu, ma hemo 3a Teme v MHOTOCTpyKOCcTU M, ymecro 3anuca {v} € M kopu-
ctutu camo v € M.

2.3 Cdepe manux muMmeH3Uja

Y oBoM mnorisaBmy hemo knacupuroBatu chepe mumensuja 0, 1 u 2 koje cy KOMIJIEKCH
ynapuBama. VMmamo nBa pasiora 3a m3aBajame OBUX cdepa OI MHOTOCTPYKOCTHU KoOje
hemo mocmarpatu y cinemehem mornaBmy. ['maBHM pas3snor je To mMTO OBIE KIIACU-
¢uranujy 2-cpepa modbmjamo KopumhemeM cBojcTaBa IiIaHApHUX rpadosa. lpyrm
pa3JIor je TO MITO Ce MCIOCTaBJba a2 I'PadoBU KOjU KAaO KOMIIJIEKCE ylapuBama UMajy
chepe ManIuX OUMEH3Uja, 3aIPABO MHIAYKYjY CBE MHOTOCTPYKOCTUA OCUM TODPYCa, y3U-
MambeM oaroBapajyhux aucjyHKTHUX yHUja. HamoMeHMMO ma mOmTo ce MOjMOBU XO-
MOJIOIIKE XU KOMOWHATOPHE cdepe MOKJIamajy y OBUM IUMEH3UjaMa, CByda heMoO KO-
PUCTUTHU caMO IojaM c(epe U IOAPaA3yMeBATU H-eHYy KOMOMHATOPHY CTPYKTYDPY.

Coepa mumensuje 0 je ckynm on aBe Tauke. 10 je KOMIUIEKC yHapuBama rpada
KOju MMa IBe UBUIE Koje cy cycemue, Tj. G = P3, M(P3) = S°.

Coepa mumensuje 1 je murayc C,, 3a Hexko n > 3. Cuaeneha Teopema naje kiacu-
¢uKanMjy y OBOj IUMEH3U]jU.

Teopema 2.13. RKomnaexcu ynapusamwa xoju cy 1-cdepe cy Cy, Cs u Cy. I'pagosu wuju cy
080 Komnaexcu ynapusamwa cy pedom 2P, Cs u Kjs.

Jloxas. Heka je G rpa¢ rakas na je kommierc M(G) jeman n-tukayc C, 3a n > 3.
MMaMO HEKOJIUKO CJiIydajeBa.
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e n = 3 : llpema TBphemy 1.14, rommuiekc ymapuBama He Moxke outu Cs, jep
YKOJMKO Cy IIPUCYTHE CBEe TPM MBUIE TPOYTJa, y KOMILUICKCY ylapuBama Ou
MOPAo OUTU MPUCYTAH U HEO TPOYTrao (2-CUMILIEKC).

n =4 : O3maunmo temena nuriayca Cy ca 1,2,3 u 4, penom. Tana G uma yetupu
uBune 1, 2, 3 u 4, npu yemy cy cycenHe uBuie 1 m 3, cycenHe cy uUBUIE 2 U
4, a mema npyrux cycemuux umsuna. Jlakme, G je mucjyHkTHa yHUja ABa IIyTa,
G — 2P3

e n =5 : IlonoBo, o3naunmo temena C5 muraunyno ca 1,2,3,4 u 5. I'pad G canpsxm
oxropapajyhmx 5 uBuma, of KOjuX MMaMO TA4YHO IeT CyCeTHMX mapoBa: 1 u 3; 3
ub; bu2; 2u4; 4ul. Ilpumehyjemo ma je u G murnyc, Tj. G = Cs.

n = 6 : Ako osmaummo temena numrayca M(G) = Cg pemom ca 1,...,6, onma y
rpady G mMamo Tauno 9 mapoBa cycemHuX wBuna: 1 u 3; 3 m 5; b u 1; 2 u 4;
4m6; 6um?2 1u4 2ub; 3ub 3HAMO Ja aKO Cy TPU WMBUIE CYCETHE IIO
napoBuUMa, OHZa OHe (popMupajy unu K3 nan K 3. Ha uctu mHauyme Kao y noKa3y
TBphema 2.8, mokasyje ce ma mBumIe 1, 3 U 5 MOpajy MMATH MCTO 3ajeIHIYKO
TeMe; 03HAUMMO Ta ca . AHAJOTHO ce MOKa3yje Aa uBuie 2, 4 u 6 Mopajy mMaTu
3ajeqaunuro TeMe b (caumka 11). ITomohy mpeocrana Tpu mapa cycemHuX MBUIA
3aKJbydyjeMo KOoje MBUIE MMa]jy 3ajeIHIYKa TeMeHa pa3auduTte om a u b: 1 u 4,
2ub5, 3 u 6. IHobujern rpad je G = K3, (ciura 11). Ilakne, M(G) = Cs ako u
camo ako G = Kj.

Cmuxka 11. I'pa¢p K39 unju je xommiexc ynapusama Cg.

e n>7:3an>7 mukayc C, canp:xu mHIYKOBaHU yT Py, ma npema TBphemy 2.8
HE MOKe OUTU KOMILIEKC yHapuBama rpadga.

Jlakie, jeIMHU MUKIYCU KOJU Cy KOMILIekcH ynapusama cy Cy = M(2P;), C5 = M(Cs)
n 06 = M(Kg,yg). D

Co¢epa mameH3uje 2

Teopema 2.14. Hexa je M cdepa dumensuje 2 3a kojy nocmoju zpad G marae da eaxncu
M(G) = M. Tada G € {3P;, P U C5, PsU Ks5}, a M(G) je dsocmpyka nupamuda 1aod
yuraycom Cp, 3an € {4,5,6}.

Jloxas. Heka je G npousBosman rpa¢ takas ma je M = M(G) (kombunaTopHa) chepa
numensuje 2. Ako je v € M Teme cremena n, oHma je auHK Lk) v jemaH n-nukriayc.
ITpema nemu 2.4 Bazkm Lky v = M(G5), ma u3 teopeme 2.13 3akmyuyjemo ma n €
{4,5,6}. Teopema Eb6epxapma [44, Iloramasme 13.3, teopema 1] TBpau ma Tpuanry-
aucaHa 2-cpepa Mopa mmMaru Teme creneHa HajBume 5. Ciueneha dermpnm ciydaja
obyxBaTajy cBe MoryhuocTH.
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Cayuaj I: Iloctoju Teme v € M uyuju cBU cycenu mMmajy cremneH 4.

Cayuaj Il : Ilocroje cycenna Temena u u v TakBa na Basku degu = degv = 5.
Cuayuaj 111 : TlocToje cycemna temena u m v TakBa ma Baxku degu = 6, degv = 5.
Cayuaj IV : M me caap:xu Teme cremeHa 5.

Hamomenumo ma he mpu pasmarpamy ciaydajeBa TIPUIOKEHE CKUIE TOTKOMIIIEKCA
1 noArpagoBa yecTo ojakmary npaheme merasna.

e Cayuaj I: Herka cBu cycemu temena v umajy cremen 4. O3Haunmo cycene
TeMeHa ¥ IMUKJINYHO ca 1,...,n, tae 4 < n < 6, Tj. IMHK TeMeHa ¥ je IUKJIYC
C,. THokaxumo na je M mBoctpyka mupamuna (cycuensuja) man C,. Cakra on
uBuna nukiayca C, je camap:kaHa y TA4YHO OABa TPOYTJa, O KOjUX TAYHO jedaH
canp:xu teme v. Heka je {n,1} mBuna tpoyraa {n,1,w}, 3a HEKO Teme w # v.
[Tpumerumo ma mvamo cBe 4 wmBune koje canpwxe teme 1: {v,1}, {k,1}, {w,1}
n {2,1} (3mamo ma je degl = 4). IlomTo cBaku map CyCeIHUX WBUIA IPUIALA
Tpoyray y kommiaekcy, Tpoyrao {1,2, w} npunana M. Ilpyrum peudmma, Teme w
dopmupa Tpoyrao ca msunom {1,2}. IMomasmajyhwu mcrtu mocrymak, 3akbydy-
jemo ma 3a cBako i mBuna {i,i + 1} dopmmpa Tpoyrao ca temenom w. Ilakie,
M canp:u mBOCTpykKy mupamumy ca 6aszom (), m BpxoBuMma v u w. llomro 2-
chepa He MOKe calap:KaTU APYTY 2-chepy Kao moTKoMIIekc, M je ympaBo OBa
IBOCTPYKa IUpaMUIA. JeTHOCTABHOM AHAJIU30M 3aK/bydyjeMo na cy rpadoBu
koju majy mBocTpyke mupamuzne Han Cy, Cs; u Cg, ynpaso rpadgosu 3FP5;, P L Cj
u P; U K39, penoM.

e Cuyuaj II: Tlomro Basku degu = degv = 5, IUHKOBU TE€MEHA U U U Cy IUKIYCU
(5. OsmHaumMo BUXOBa TeMeHa Kao Ha upsoj caunu 12. Tana cy moarpadgosu
Gy u Gy Takobe muknycu Cs, ca 3ajemmmuruM mBumama 1 u 4: Gy je mmrIyc
4, 1, 3, u, 2, nok je Gy makmyc 4, 1, 5, v, 6. IlpumeTuMO ma Cy WBUIE OBUX
noarpadosa pacnopebene xao Ha (apyroj) caumma 12. 3amcra, ako 6u uBuIe 3
u 6 6bune cycemHe, uBuma 6 O6M MopaJa OUTU CycemHa jeIHOj On uMBMNA 1 U 1,
mTo Huje moryhe jep M canmpssu tpoyrao {1,u,6}. Ilakme, usune 3 u 6 HUCY
cycemae. Camano, mBune 2 U b HUCY cycenHe, ma je moarpad ox G mpuUKa3aH
Ha ciaunu 12. 36or oBa nBa nmapa HecycenHux msuna y rpacdy G, kommiaexkc M
Mopa canpskaru usune {3,6} u {2,5}. Mebyrum, rana 6u usune xrommierca M
¢opmupaJie rpa¢ Koju HUje IJIaHapaH, MITO je KOHTPAIUKIN]a Ca YUHCHUIIOM 1a
je M Tpumanrynamuja coepe. 3akmpyuyjemo na cayuaj II 3ampaso muje moryh.

5 3

W~

5 4 3 6 2
Comra 12. ITorrommnerc on M u noarpad ox G y cayuajy II. [11]
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2.3. Cdepe Manux auMeH3Uja

e Cuyuaj III : [IpeTtnocTaBuMO na MOCTOje CycemHa TeMeHa U W v, TAKBA & BAKU
degu =6 m degv =5 (camra 13). Iomro je Lky u = Cg, 35aM0 na je Gz = K32, a
kako je Lky v = (5, onna je Gy = C5. Kao y mperxonHoM ciay4ajy, jeTHOCTaBHOM
aHaJan3oM nobujamo ma moarpad ox G koju canpxu Gy u Gy uU3riaena Kao Ha
npyrom meny cauke 13. Tana {3,6} u {2,5} mopajy 6urn usune y M, mro Huje
Moryhe jep 6u Tana mBune kommniekca M ¢Gopmuparne rpad Koju HUje IIaHADAH.
Iakmne, uu cayuyaj III sHuje moryh.

wl

]
(&3]
\]

=]
=

bt 4 3 2

Cmura 13. Torrommuerc on M un nogrpad ox G y cayuajy III. [11]

e Cuyuaj IV : IlIpernocraBumo na He mocToju HUjenHO TeMme cTenena 5. Ha mouerky
CMO 3aKJ/bYUUJIN A CYy CBa TeMeHa crTenena 4 uiu 6, a npema teopemu Ebepxapaa
Mopa ma moctoju 6ap jemuo teme v cremeHa 4. Ilomro cmo cayuaj I Beh paszmo-
TPUJIN, OBJIE MOKEMO IIPETIIOCTABUTHY Jla TeMe v UMa 0ap jeqHOr cycena u CTeleHa
6. Hera cy Temena cycemna TeMeHHMMa u U v O3HaUYeHa kKao Ha ciaunu 14. Oaro-
Bapajyhu nmoarpa¢ Ha Ipyrom neiy ciauke nobmjaMo je THOCTABHOM aHAJIM30M:
uBnne 1, v, 4, 5, 7 u 6 jeqnosnauno o6pasyjy Ks 2; TeMe 2 je CyCeOHO TEMEeHUMAa
1,4 u v, ma I/IBI/IIla 2 HUje cycemHA HUjeIHO] O OAroBapajyNux MBUIIA, ajyl jecTe
cycemHa WBUIM U jep TeMeHa 2 u u Hucy cycemna y M. Oparae 3akmpbydyjeMo ma
UBUIla 2 He MOe OUTH cycemHa HUjeIHOj OX MBUIA b, 6 U 7, ma y KoMILIekcy M
Mopajy nmocrojaru usuie {2,5}, {2,6} u {2,7}. Tana M canpsxu TeMeHA U UBUIE
ABOCTPYKE mupamuae Ham nurirycoMm 1,6,7, 5,4, v; ca BpxoBuma v u 2. Ha ocHOBY
TBpbewma 1.14, M canp:xu m CBe TPOYIJIOBE OBE NBOCTPYKE MUpaAMUIE, IIa MOPa
outu ynpaso Ta nupamuna. Coemumjanno, G = P; U K.

6 1

2
7
2

u

) 4

Cumra 14. ITorromnnekc on M u rpad G y cayuajy IV. [11]

Tume je mora3 TeopeMe 3aBpIIEH. []
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Kao mocunemuny ose rteopeme mpumehyjemo ma ako je rommiekc M(G) jemna
2-cdepa, onna G Huje moBesan rpad. To cBojcTBO he BaskuT M y CBUM BUIMIUM IAMEH-
3ujama. lllTaBume, rpadgoBm KOju 3a KOMIJIEKCE yIapuBama MMajy MHOTOCTPYKOCTH,
3aIIpaBo Cy OMCjyHKTHe yHHje Beh momenyTtux rpacdosa Ps, Cs m Kso.

2.4 Raacudukanyja MHOTOCTPYKOCTHU 0e3 TpaHuIe

Y oBoM morsiaB/by heMoO OArOBOPUTU HA MUTAILE:
Koje zomonowre mrozocmpykocmu cy KOMNAEKCY Ynapusamna?

Heka je xomousomka muOrocrpykoct M = M(G), dim M > 1, KOMIUIeKC ynapuBama
rpada G. Ilocmarpamo camo moBe3aHe MHOTOCTPYKOCTH, jep HUjedaH OJ HEIOBE3aHUX
KOMILJIeKca ymnapuBama (aumensuje 6ap 1) Huje muOrocrpykoct (teopema 2.6). Y
muMeH3nju 1, jemmHa XOMOJIOIIKA MHOTOCTPYKOCT j€ TPUAHTYJANWja KPY:KHUIE:

dim M(G) = 1: rana je M(G) =S, nok G € {2P;,Cs, K35}
[TomenyTte ,,mase” rpagdoBe mIOCEOHO Ie(PUHUIIEMO.

Hedpumanmuja 2.15. I'padose P;,C; u K3, HazuBaMo cheprum zpafosuma, a HUXOB
CKyIl O3HAUYaBaMO Ca

Sg == {Pg, 05, Kg’z}. (241)

Onmmax npumehyjemo na nucjyHKTHe yHUje OBUX rpadoBa 3a KOMIJIEKCE YIapUBAHaA
nMajy KOMOMHATOpHE cepe CBUX NUMEH3Uja.

Tepbeme 2.16. Heka je G ducjynkmmua yruja epagosa ckyna SG. Tada je M(G) xom-
bunamopna chepa. Ipeyuswuje, axo je G = (Py LU mCs UnKso (,m,n € Ny), onoda je
komnaexc M(G) womburnamopna chepa dumensuje £+ 2m + 2n — 1.

Jlokas. Kommneke ymapusama rpada G je cmoj ¢ xommja cdepe S° u m + n xommja
chepe St. Ilakme, cnoj je komMGuHATOpHA cdhepa, a TauHy mameHsujy £+ 2m + 2n — 1
nobujamo mupekTHO, Kopucrehu tBpheme 1.21. ]

Cuenujanno, jom y noraasipy 1.2 (caunka 5) cMo npumernin na je kommuaexc M (0Ps)
rpasuna /- IMMeH3MOHAJIHOT KPOCIOJJIUTOTIA.

MHOroCTpyKOCTH IUMEH3Uje 2

Axko je dim M = 2, M je komOunaTOpHA MHOrOCTpPyKOCT. Teopema 2.14 Kaske Kako
MOKeMO noouTu 2-chepy Kao KOMILIEKC ynapuBawma. MebhyTuMm, mo3naTo je na MoxeMO
nobutu u Topyc (cauka 15).

Tepbeme 2.17. [13, ctp. 30] Axo je G = K, 3, onda je M(G) mpuanzyaayuja mopyca T?.
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2.4. Knacuduramuja MHOTOCTPYKOCTH Oe3 I'paHUIle

12 7 11
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Cuauxa 15. T'pad K43 u M(K,3) =T? (oarosapajyhe wpuie na rpamumnu cy unentuduxosane). [11]

Y HacTtaBKy TJiaBe heMO YeCcTO KOPUCTUTHU jeTHO MO3HATO CBOjCTBO MHOTOCTPY-
roctu. HanmoMmennmo na je oBzxe Ba:KHO na Cy y IWTaHy MHOTOCTPYKOCTH O€3 IpaHuIle.

Axo cy M u N zameopene u nogezane mHozocmpykocmu oumensuje d 3a Kxoje
sanmcu N C M, onda je M = N. pyeum pewuma, nogesana u 3ameopeHa
MHOZOCMPYKOCT, He CAOPACU NOBEIANY U 34MEOPEHY NOOMHO20CMPYKOCTN, UCME
oumenazuge.

[lokasxknmo cana ma cy Topyc m cdepa jeamHe MHOIOCTPYKOCTU OVIMEH3Uje 2 Koje
CY KOMILJIEKCU yIapUBamba.

Teopema 2.18. Hexa je G npocm epad maras da je M(G) muozocmpyrocm dumensuge 2.
Taoa saxncu jeona 00 caedehur moeyhrnocmu:

(1) G = Ky3 u M je mpuaneyrayuja mopyca T?,
(2) G e {3P;,P3UC5, Py UK35} u M je mpuanzyaayuja cepe S?.

/oxasz. IlpernocraBumo Hajupe na GG Huje moBe3aH rpa¢. Axo je G = G U Gy, npn
uemy cy Gy u Gy Hempassu rpa¢osu, u3 geme 2.5 caemu M(G) = M(Gy) * M(Gs).
Ha ocuoBy TBpbhema 2.12 o0 mpencraBbamhy MHOTOCTPYKOCTU Yy OOJUKY CIIOja, 3HAMO
na rana M(G) mopa 6utu 2-cpepa. Csu moryhwm rpadosu G cy tama onpebenu y
reopemu 2.14, unme nobujamo ciayuaj (2) oBe Teopeme.

Ilakne, mame MOskeMO mpeTnocTaBbaTu ga je G moBesan rpad. Ilorkazahemo na je
jemmua moryhmocr G = K,3. Y noka3y hemo Bume myTa KOPUCTUTH JIMHEK TeMEHa Y
KoMITekCcy u oarosapajyhu moarpad rpada, Haume, 3namo na 3a cBako teme v € M
Bazku nma je Lkys v Tpmanrynamuja kpyskuune. Ca npyre crpane, Basxku Lky v = M(Gy)
(nema 2.4). Ha ocuoBy Teopeme 2.13 (0 KOMILIEKCHMa yHAPUBaMKmA KOJjU Cy KPY/KHUIE)
3HamMo na tana Lky v mosxke outu Cy, C; mau Cg, nok je omrosapajyhwm moarpad Gy
obmura 2P, C5 umn Ks9, penoM. IIoBOBHO je pa3MOTPUTH HapemHa TPHU CIydaja.

Cayuaj I. 3a cBa temena v € M Basku Lky, v = C).
Cayuaj II. TlocTtoju Teme v € M takBo ma Bazku Lky, v = Cs.

Caywuaj I1I1. ITocToju Teme v € M TakBo ma Basxku Lk v = Cg.
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e Ciyuaj I: Y oBom cayuajy Baku Gy = 2P; 3a cBako teme v € M. Aro purcupamo
mpom3BOJEHO TeMe v, G Mopa 3amap:kaTu noarpad npukasan Ha caunu 16. CBe ocrase
uBuile rpada G Mopajy Outu cycemgHe UBULU U.

v
o

=
Wl

\&]]
W~

Cauxka 16. Iloarpad y cayuajy I teopeme 2.18. [11]

[TomTo je G moBe3aH, MOCTOjU MBUIIA @ KOja MOBe3yje U U myT I3 cacTaB/beH O UBUIA
3 u 4. Tana Gy caxpsu uBuIe G, U, 3 U 4; cnenujaino, caapxu oyt Py. Mebyrum, mo
npernoctaBnu Baxku G7 = 2P;, unme nobumjamo koHTpanukiujy. lakie, oBaj ciayuaj
HHuje Moryh.

e Cayuaj Il : Heka je teme v crenena 5. Tana rpad G canpsky UBUILY U U OUKIIYC

[Tomro je G moBesaH, mocToju mMBUIA Koja moBe3dyje v m mukiayc Cs, 0e3 yMmMamema
ONIMITOCTY HEKA je TO WBUIA @ IpUKa3aHa Ha caumm 17.

2

wl

4

Comra 17. IToarpad 3a cayuaj IT Teopeme 2.18, npsu neo. [11]

PasmaTpajmo cana noarpag Gz. ITomTo oBaj noarpad seh canpxu v, @, 1 u 5, jenuna
moryhnocr je G3 = Ks3,. IlomTo cy cBe mpeocraJie MBUIC CyCeqHE UBUIM U, MOPajy
rmocrojaTu uBuile b u ¢ kao Ha caunm 18.

\]]

wol

4
Cauxka 18. IToarpad 3a cayuaj IT reopeme 2.18. [11]

I[Tocmarpajyhu moarpagose Gz m (G, Ha MCTW HAYMH KAO Yy NPETXONHOM HOeJy 3a-

KbYydyjeMo Ia M OHU MOpajy omtm obmmka Kjo, ma mocroje uBune d u € Ha caumu 19.

Mebyrum, Tamza moarpa¢ Gt campxu Tpoyrao €,d,3, MTO je y KOHTPAIUKIUA ca
vMoryhum obannuma Gy, a HE OBaj ciydYaj HUje MOTyh.
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Cmmka 19. Ioarpa¢ 3a cayuaj IT Teopeme 2.18, ca Gz u Gy. [11]

e Cayuaj IIT : Hera je v € M Teme crenena 6. Tanma rpad G canp:ku uBuIy U u ca
BOM aucjyHkTaH noarpa¢ Gy = Kso, a cBe ocTajie mBUIe MOPajy OUTH cycenHe ca U.
OsmaunMo TeMmeHa creneHa 3 y noarpady Kso ca x u y. Ilomro je G mosesan, mopa
IIOCTOjaTy MBUIA KOja moBesyje U n K39, Pa3znukyjemo ciyuajeBe 3aBUCHO O TOTa Ia
I TAKBa MBUIA CAAPKU HEKO O TeMEHa & U Y, UJIU He.

Cayuaj II1.1. He nocTtoju uBuma cycemsa MBUANKU U KOja CAAPKU T WX Y. 300r
IIOBE3aHOCTU I'pada, Tamga IOCTOJU UBUIA G KOja II0OBe3yje HEKO O]l TeMeHa CTEeIeHa
2y K35 ca v; 6e3 ymMamema ONMTOCTU MOKEMO IPETIOCTABUTU Ja je TO UBUIA
@ xao ua caumu 20. VBune b u ¢ nobujamo ciaenehnm 3akmyunsamem: momro Gg
canpxu 4-murayc (2, 5, 6, 3), mopa Baskutu Gz = K32, a Kako cBe mpeocTraje
uuie v G campske HEKO TeMe U, jemuHa Moryhuocr je ma moctoje msume b u ¢
kao Ha caumnu 20.

Cmura 20. IToarpad 3a cayuaj II1.1 Teopeme 2.18. [11]

Mocmarpajyhu Gy, Bmaumo na moHOBO Mopa 6utu Gt = K39, Ta MOpa mOCTOjaTn
UBUIIA KOja MOBe3yje y u JeBO TeMe uBuiie v. MebhyTtum, TO je cynpoTHO mpeTIo-
CTaBIM Yy OBOM CJIydajy, IIa HM OBaj CIydYaj HUje MOTyh.

Caywuaj II1.2. Heka noctoju Heka nuBuiia nusMely TeMeHa T MU Y, U HEKOT TEMEHa
uBmIle v. be3 ymamema OMIITOCTY MOKEMO MPETIOCTABUTU A4 MOCTOjU UBULA O
kao Ha ciaunu 21 (meso). Kao y mperxomsom meny, G mopa 6utu Kso, ma
nocroje weurne b u ¢ ma camumm 21 (meso). Takobe, moarpad Gz, a 3aTum n
noarpa¢ G7, mopa outu Kso, mMTO Oaje mMBUIE d u e, penoM, Kao Ha cimrmum 21
(mecno). lobujeru moarpa¢ ox G je K.
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v

Cumra 21. Iocrymuo npukasan noarpad 3a ciayyaj II1.2 Teopeme 2.18. [11]

[Tomro je M(K,3) Tpuanrynammja topyca T° (tBpbeme 2.17), a jenunu Hauun
na T? 6yne nommuoroctpykoct on M(G) jecre ympaso osa (jep cy T? u M(G)
ncre nuMeHsuje), Mopa ma Baku G = K, 3, mro je yupaso meo (1) reopeme. Tume
je 3aBpIIeHa aHAJMU3a CIyYajeBa WM MOKA3 je KOMIIJIETaH. ]

MHorocTpykocTu muMeH3uje Behe om 2

[IojaBmuBame Topyca y Teopemu 2.18 61 MOra0 HaBeCTH Ha IPETIOCTABKY Oa Ce U
y BUIIVM AUMEH3MjaMa Ka0 KOMIJIEKCU YIIaPUBAMKmAa M0jaB/by]y Pa3He MHOTOCTPYKOCTU.
Mebytum, 3a d > 3, jeaquHa XOMOJIOMIKA d-MHOTOCTPYKOCT KOja je KOMIIJIEKC yIapu-
Bama jecTe KOMOMHATODHA cepa, a rpadoBu Koju je 3anajy cy Beh yodenm y TBpDhe-
By 2.16, kao mTO NOKa3yje cieneha teopema.

Teopema 2.19. Hexa je G npocm epagda maxae da je M(G) xomosowra mrozocmpyxocm
dumensuje d > 3. Tada je G ducjynrnwma ynuja chepruz epaposa SG = {Ps, Cs, K35}, a
komnaerc M(G) je xombunamopra d-chepa.

Jloxas. Ilpuponuo Ou OUIIO TMOKyMIATU A& Ce MNOKA3 M3Bele WHAYKIMjOM, ajld Ce€ OaMaxX
BuIM na 300r mojaBe Topyca HemMaMo 0a3y mHAyknuje y auMenduju d = 2. Mebyruwm,
npumehyje ce ma HaM 3aIpaBO 3a UHAYKTUBHU KOPAK HUje MOTPEOHA Iesia TeopeMma y
IPeTXOMHUM IuMeH3ujaMa, Beli camo TBpbheme 3a xomoumomrke cpepe. [lpenusnnje, na
OucMO AOKA3aJM TeopeMy y auMeH3uju d > 3, moTpebHO HaM je moATBpheme Teopeme:

axo je M(G') zomosowra (d — 1)-cdepa 3a nexu npocm z2pad G,
onda je G' ducjynkmua yrnuja xonuja cheprux 2pagoea uz SG.

OsBo momohuo TBpheme je Tauno 3a d = 3 HA OCHOBY TeopeMe 2.14, ma 3a mera mMamo
6a3y unaykmnuje. Camga mocTymaMo WHIYKTUBHO Ha ciaenehu HAYMH: TEOpEMY y IUMEH-
3uju d mokasyjeMo mpernocTtaBibajyhm na momohuo TBpbheme Baskm 3a cBe k-cdepe,
rae je k € {2,...,d — 1}, a ako je d > 3, mpeTmocTaB/baMO U A& IeJa TeopeMa BaKu
3a cee k € {3,...,d — 1}. Iokasyjyhu nHIYKTUBHU KOpakK 3a TeOpeMy y IUMEH3Uju
d, norkazahemo m momohuO TBpbheme y mumeH3uju d, ma MOXKEMO Oajbe WHIAYKTUBHO
HACTABUTH.
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[IpernocraBumo Hajupe ma je (G moBesan rpad m AOKaKMMO na TO HHUje Moryhe.
3a npousBosHO TeMe v € M(G), muuk Lkyq) v je xomomomka chepa mumensuje (d—1)
u Basxku Lky v = M(Gy) (nema 2.4). Tanma ce Ha OCHOBY MHIYKTUBHE IPETIOCTABKE
noarpad Gy nmpencraBba Kao OUCjYHKTHaA yHUja cpepHux rpadosa. [lomro d —1 > 2,
Gy canpxu Oap 3 xommje myTa P, mimm canp:xm Hexn of rpagosa Cs m Kso, m 6ap
jomr jeman cdepum rpad. [Ipumernmo na Gy HUKATA HE MOXKE CaAP:KATA KOMIIOHEHTY
moBe3aHocTU ca Bume on 6 mBuna. Pazmarpamo gBa ciaydaja.

Cayuaj I: Iloctoju teme v € M(G) TtakBo ma G5 canpsku Tpu kKommje myrta Pij.
Osnaunmo mBune kao Ha caunu 22. Cse ocraisie mBuie rpada G cy miIm AucjyH-
KTHe ca mBuUIaMa Ha ciaumu (mpumnanajy ocrarky Gg), WK Cy CycenHe ca v.

v
o
1 3 5
2 4 6

Cmura 22. Iloarpad 3a cayuaj I reopeme 2.19. [11]

[Tomto je G moBe3aH rpad, Mopa IOCTOjaTU HEKA WMBUNA G KOja IIOBE3Yje WBUILY
T ca mesoM kommjoM myTa P3 (1, 2), kao u uBuna b Koja moBesyja U ca IeCHOM
rormujom P (5, 6) ma caunum 22. Mebyrum, tana G5 caap:xku mosezan moarpad
on 6ap 7 mBuna: 1, 2, @, U, b, 5, 6, mTO Huje mo3BoJbeHO. Jlakie, oBaj CiIydaj
HUje MOryh.

Cayuaj II: Heka je Gy = JU H, rne je J € {C;5,K35}, H # @. Ilomro je
G moBe3aH, a CBe OCTaJle UBUIE CYy CYCeIHE MBUIM U, MOpa IIOCTOjaTW WBULA 4
KOja IOBe3yje MBULY U U HEKO TeMe noarpada J. O3HaUYnMMO IPOM3BOJLHY UBUILY
noarpada H ca 1. Tama G7 campsu noarpad J, UBUIY U ¥ WBUIY @, IITO je
KOMITOHEHTA MOBE3aHOCTU ca Oap 7 mBuia. Twume mobujamMo KOHTPAAUKIUA]Y U Y
OBOM CJy4Yajy.

Ilobujena koHTpaauKIja y oba ciaydaja mokasyje na je rpa¢ G HemosesaH, Tj. G
ce nmpencraspa y oonuky G = G U G5, 3a Heke Henpa3He rpadose GG; u Gy, ma npema
aemu 2.5 Baku M(G) = M(Gy) * M(G3). Tana sa ocHoBy TBphema 2.12 3akimydyjemo
na cy M(G), M(G,) n M(G3) xomonomke cpepe. IIpema muaykrusHOj xumoresu (3a
nomohuo TBpheme Koje ce ommocu Ha xoMmouomke cdepe), rpadosu G7 u Gy Mopajy
OuTu nucjyHKTHe yHUje cpepHux rpadosa m3z SG, ma takaB Mopa obutm m rpad G.
Hakne, M(G) je 3aumcra kombunaropua chepa (rBpbeme 2.16). Tume je 3aBprmen
JIOKa3 MHAYKTUBHOI KOpakKa, Ia M Iejie TeOPeMe. [
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2.5 Riaacudukanyja MHOTOCTPYKOCTH Ca TPAHUIIOM
Y oBoM moryaB/my heMO AaTy KOMIIJIETaH OArOBOP Ha cienehe murame.
Koje xomonowre mrozocmpyxocmu ca 2paHuULoOM CY KOMNAECKCU YNapueamna?

Hexka je M xomosomka MHOTOCTPYKOCT ca rpanunoM, dim M > 1, takBa ma 3a mpoCT
rpa¢ G Basxku M (G) = M. Ako je M HenoBeszaHa MHOTOCTPYKOCT, IpeMa nocienunu 2.6
nocrtoje Tauno nBe moryhuoctu: 3a rpad G = Cy Baxku M(G) = 2P, nok je 3a rpad
G = K, nmamo M(G) = 3P,. Haname hemo mocmaTparu moBesaHe MHOTOCTPYKOCTH Ca
FPAHUIOM. 3a AuMeH3ujy 1, jeauHa ImoBe3aHa XOMOJOIIKA MHOTOCTPYKOCT Ca TPAaHU-
[OM je MmyT, a CBe MyTeBe KOjU Ce peayn3yjy Kao KOMIUIEKCU ylnapuBama (U OIro-
Bapajyhe rpagose) cmo onpemuaun y tabeaun 1. To cy:

M(PQ)ZPl, M(QPQ):PQ, M(Pgupg)ng, M(P5):P4 n M(F):Pg,,

rae je I' rpad 3maj (mepununumja 2.9).

Kao mTo je 6mo caydaj KOO MHOTOCTPYKOCTH Oe€3 TpaHuIle, UCIOCTaBuhe ce na
Ce CKOPO CBU IOCMaTpPaHN KOMIUIEKCU yIapuBama n00ujajy on rpadoBa KOju Cy AUC-
jyHKTHe yHUuje rpadoBa m3 jenne pamwuiauje. Jla dmcmo neduHmMCcaIn Ty paMuanjy,
IOoTPebHO je ma youmMoO HOBY KJlacy rpadosa.

Hedmuunmja 2.20. 3a cBako k € N, rpa¢ cacraBimen ox k ronuja myta P3 Koje cBe
“Majy jelHO 3ajeHUYKO Kpajibe TeMe, Ha3uBa Cce nayk U o3Hadasa ca Sp, (caumka 23).

I'pad Sp;, MOkeMO 3aMUCIUTH Kao rpad ca IEHTPAJIHUM TEMEHOM T U k ,,IayKOBUX
HOry” my:KuHE 2, Koje moisa3e u3 TeMeHa . OBOM medUHMIMjOM CMO OOYXBATUIU U
rpadoBe P3; u Fj, jep BaKuU:

Hamomenumo ma ce y auTepaTypu HA3WB MAyK Yellhe KOPUCTU 3a OMIITHU]Y KJIACY
rpagoBa, KOJI KOjUX ,,HOTe Iayka’ MOrY CaJIp:KaTU BUIIE WBUIA W OUTU Pa3ININTE
IyKUHE.

Ciuka 23. Ilayk Spy.

Onmpemnvo rommiekc ymnapuBama M (Sp,) 3a k£ > 2. O3mayuMo uBUIE i-T€ , HOTE
nmayka” ca u; 4 U;, TOe U; CAAP:KU IMEHTPAJHO TeMe T, Kao Ha caunu 23. Cryn uBuma
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{v1,0q,...,Tk} je jenHo MakcuMaJsiHO ynapusBame rpada Spy. IlomrTo HEUKOje nBe mBUIE
U; He MOr'Yy OWTM y MCTOM yHNApUBaMY, CBA OCTAJA MAKCUMAJHA yHAPUBAHKa Ce I0-
bujajy kama y crymy {Ui,7s,...,Ux} TAUHO jemHY WUBUILy U; 3aMEHUMO H0j CYCEIHOM
UBUIIOM T;. 3akbydyjeMO ma KOMIUIeKC ynapuBama M (Sp,) uMa jenan meHTpaJHu
(k — 1)-mumensuonanuu cummitekce C' = {vy, vy, ..., v5} U jom k CuUMIIIEKCA UCTE IUMEH-

suje, obmuka (C'\ {v;}) U{w;}, i € [k]. Hakme,
M (Spy,) je xomburnamopnu duck dumensuje (k— 1), za cee k > 2.

Cana moskemo medpumuHucaru dpamuaujy rpadosa BG, Koja 3a MHOTOCTPYKOCTHU Ca
TPAHUIIOM MMa YJIOTY CIWYHY OHOj KOjy hamuiuja SG mMa 3a MHOTOCTPYKOCTH.

Hedunaunuja 2.21. I'padose P, I' u Sp;, 3a k > 2 HazuBamo duck epadosuma, a HUXOB
CKYII O3HA4aBaMO Ca

BG ={P,I'} U{Sp, | k > 2}, (2.5.1)
Uctuuemo na je oBme yribydeH u rpad Ps = Sp,, nok Ps Huje.

Kao mrto cmo y TtBpbemy 2.16 mpumerunum na aucjyHKTHa yHHja rpadoBa u3d SG
naje KOMILJIEKCe yImapuBama KOju cy chepe, OBlIe MMaMO CIUYAH PE3yJITAT 3a AUCKOBE.

Tepbeme 2.22. Hexa je 2pap G ducjynkmmua yrnuja zpadosa us ckyna BG U SG, ca bap
jeorom komnonenmom uz ckyna BG. Taoda je M(G) xombunamopru duck. Ipeyusnuge,
axo je
G = ZPQI_IJFI_I |_|k‘dSpdl_|€P3|_lmC'5l_an372,
d>2

npu vemy sancu i+j+>y kg > 1, onda je komnaexc M(G) komburamopru duck dumensuje
i4+2j+ > dkq+C+2m+2n — 1.

Jloxas. Komniekc ynapubama mocMmaTpaHor rpada G je cmoj: i womuja Tauke (DY),
j xommja mucka D', mo kg wommja mucka D! 3a cse d, ¢ xomuja S° m m + n xomwmja
S'. Kopucrehm tBpbeme 1.21, 3akmydyjeMo na je oBaj CIIOj KOMOMHATODHU IHUCK
HaBeIeHE NUMEH3H]e. ]

ITorkazahemo ma oBo TBpheme 3ampaBo naje cBe HAUMHE HA KOje C€ MHOTOCTPYKOCT
ca TpaHuIOM auMeH3uje Behe ox 2 peanu3yje Ka0 KOMIJIEKC yIIapUBamba. ¥ JUMEH3UjU
2 cutyanuja je npyradmja, mna je mocebHO pazMaTpaMo.

MHOTOCTPYKOCTH Ca TPAHUIIOM OUMEH3Uje 2

Ako je M = M(G) nBOAMMEH3MOHAIHA XOMOJIOIIKA MHOTOCTPYKOCT Ca I'DAHUIOM,
OHAa je 1 KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT Ca T'PAHUIIOM, ITa NeMo je mocMaTpaTu Ha Taj
HaunH. Pasnsojuhemo ciyuajeBe 3aBUCHO of Tora na Jju je rpad G moBe3aH Uiau He,
360r Besmmkor 6poja moryhuocTt; y oba ciaydaja.
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Teopema 2.23. Hexa je G nenoseszan 2pad maxas da je M = M(G) mmozocmpykocm ca
eparuy,om dumensuje 2. Tada je M duck, a ceu mozyhu cayuajesu damu cy y mabeau 2.

Tabesa 2. ITaposu G, M(G) y teopemu 2.23.

I'pap G | M = M(G) | Onuc M(G)

35 P * P Tpoyeao
25, L Ps P x Ps Zlsa mpoyesa ca 3ajeOHUMKOM UBUYOM
B, U B P x P Jlanay 00 3 mpoyena Koju umajy 3aje0HUNKO MmeMe
PRUT P x Ps Janay 00 4 mpoyera Koju uMajy 3ajeOHUYKO MeMe

B LU2P; P +xCy Tpuanzysucanu xeadpam

P, Uy P x Cs Tpuarzysucaru nemoyzao

P, UK, P xCy Tpuaneysucaru wecmoyzao

Py U Py 2P, x P, 6 mpoyznosa: cycnensuja Had cmaszom Py
PuT 2P, x Ps 8 mpoyenosa: cycnewzuja Had cmazom Ps

Lokas. Iomro je G = Gy UG, ouna je M(G) = M(G) * M(G,), na Ha ocHOBY TBpDhe-
ma 2.12 snamo na ce M(G) = D? npencrasiba Ha jenan on Tpu Haumaa: M = DO x DU
M= D% S umu M = S°x D'. Kopucrehu knacupurammje rpadosa Koju Kao KOMII-
nexce ynapusama umajy S°, S, D u D!, nupextHo mo6ujamo moryhrocTu npuxaszame
y Tabean 2. [

Y cayuajy kana je (G moBesaH rpad, HEOUYEKMBAHO Ce IOjaBJbY]y Ppa3JiHE MHO-
TOCTPYKOCTHU Ca T'PAHUNOM AUMEH3HUje 2, 0 ueMy rosBopu ciemeha reopema.

Teopema 2.24. Hexa je G nosesan epad maxas da je M = M(G) dsodumenszuonanna
MHozocmpyrkocm ca epanuyom. Tada M uma jedan 00 caedeha 4 monoaowra muna, Koju
ce mozey peasuzoeamu nomohy nasedenuz zpagosa G.

1. M je oucx D?*. G je nayx Sps.

2. M je yuaundap. G je 2pag ca 7 memena v 8§ usuya, npurazarn wa cauyu 24.

Cuauka 24. I'pad G y cayuajy 2.

3. M je Mebujycosa mpaxa.
(a) G = Cy, T-yukayc;

(6) G je epad ca 7 memena u 8 usuyua, NPUKA3AH Ha cauyy 25;
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'

Cimka 25. I'pad G y cayuajy 3

(8) G je epad ca 7 memena u 9 usuya, npurazan na cauyy 26;

1>

Cimka 26. I'pad G y cayuajy 3

(2) G je epag ca 7 memena v 10 usuya, npurasan na cauyu 27.

o8

Cimmra 27. I'pad G y cayuajy 3

4. M je mopyc b6e3z manoz omeoperoz 2-0ucka, Kao Ha cauyu 28.

Cmuxra 28. Topyc 6e3 Major OTBOPEHOT TUCKA.

(a) G je epad ca 7 memena u 9 ueuya, npurasar Ha cauyu 29;

o8

Cauka 29. I'pad G y cayuajy 4
(6) G je epad ca 7 memena u 10 usuya, npurazan wa cauyy 30.
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Cauxka 30. I'pad G y cayuajy 4(6).

(8) G je epad ca 7 memena u 11 usuya, npukazan na cauyy 31.

Cauxka 31. I'pap G y cayuajy 4(B).

Jloxas. Iloka3 ce 3acCHUBA Ha aHAJIU3U JIMHKOBa TeMeHa MHOroctpykoctu M. Ilokazann
CMO ma je JUHK TeMeHa v € M WHAYKOBaHU MOTKOMILIEKC on M, KOju je KOMILJIEKC
ynapuBama noarpada Gy y G (nema 2.4). 3a temena usBune Uy G ropuctmhemo
CByZa O3HAKE T, U ¥,. 3ABUCHO OJ MOJIOKAaja TeMeHa v € M mMaMo aBa ciydaja.

e Teme v je ma rpanumm ox M, tj. v € OM. Tana je muuk Lky, v = M(Gy) 3anpaso
mack D', tj. myt P, roe je 2 < j < 5. Omrosapajyhn noarpad Gy ce Hanasu
y ceymy {25, P; U Py, Ps,I'}. Ilpumernmo na rana kpajesu myrta P; takobe npu-
nanajy TpaHUIU.

e Teme v mpunana yayrpammoctu on M. Tanma je Lky v gpykHUIA, Tj. TUKIYC
Cj, 3a 4 < j < 6. Ogrosapajyhu moarpad Gy npunana ckymy {2P;, Cs, K35}

[Mpumerumo na U y jemuom ciayuajy Gy e caupsku tpoyrao (mukmyc Cz). Hlra-
BuIe, neo rpag GG He cme canp:katu Tpoyrao. Haume, yrkonuko 6u rpad G caap:xrao
Tpoyrao 1, m ako Om mocTojasia WBUNA U OUCjyYHKTHA ca 1, tama Ou Gy camp:rao
Tpoyrao, mro Huje moryhe. Ilakne, jemura moryhsocT Ou Oumia na cBaka WBUIA
rpaa G canpsxkum 6ap jemHo Tteme tpoyriaa 1. MebhyruMm, jemHocTaBHOM IpOBEPOM
nobujamMo ma tama 3a OUI0 KOjy youeHy mBuiy u, Gy He Ou OMO HU y jeIHOM OI rope
HaBeIEeHUX CKYIOBa, MITO je KOHTPAIUKIIN]A.

Pazmarpahemo cayuajese I, II, III u IV mpema cTpyKTypw JUHKOBA T'PAHUYHUX
TeMeHa, U HUXOBE MOJACIydajeBe Koju he ce MOjaBUTM TOKOM aHAJM3E.

e Cuayuaj I: I[locroju rpanuuno teme v takBo na je Lky v = P, nakne Gy = 2P5;.
Heka cy Temena 1 u 2 cycemu temerna v y M. Tana Gy uMa 1Be HecycemHe MBUIE 1 1
2, KOje oAroBapajy TpaHMYHMM TeMeHuMa, IOK Cy cBe ocTaje msume y GG cycemne ca
v. ITomto je (G moBe3aH, MOpa MOCTOjaTH MBUIA KOja HOBesyje U u 1; 6e3 yMamema
ONIITOCTU HEeKa je TO MBUNA 3 = {T,,7;}. Kako G5 He caapxu Tpoyrao, G He caap:u
vBune {x,, 1} u {y,, x1}. Homenuhemo cayuaj I Ha nBa moxciayuaja, 3aBUCHO OX TOTa

na v uBuna {y,,y;} npunana rpapy G uiam He.
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2.5. KRrnacuduranuja MHOTOCTPYKOCTH Ca T'PAHUIIOM

Cayuaj 1.1. Heka usuna {y,,y;} npunana G. Tana Gs canpxu 4-umkiryc, na
mopa 6utu I' (jep 2 € OM). Cse octase usure rpada G, ocuM uBUIE 2 U UBUTA
on I', Mmopajy mMaTu jemHO 3ajeJHUYKO TeMe ca U W APYTO 3ajeTHUYKO TeMe Ca
2. 36or moBe3aHOCTH, MOpa HOCTOjaTH Gap jedHA TaKBa MBHUIA; 03 yMamema
ONIITOCTU HEKa je TO {Yo,Yy,}. Wcrakmyra mBuna on I' moxke Ourtm maum {z,,z}
ninu {y,, 2z}, kao wa caumu 32. ITomro Gt He canpsku Tpoyrao, G He caup:Ky HU
{ya2, 2, } 511 {29, y,}. T'pad G Moxke canp:raTy niu He CANPKATH UBULY {To, Ty}. Y
cBakoM cayuajy, Gz je nau Py nnm P, ca jeqHOM HOJATHOM MBUIIOM Ha j€ITHOM O
YHYTpAIIAX TEMEHa MyTa, a 3HAMO HIa OBe curyamuje Hucy moryhe (ciauka 32).

z
Iy
Ty 7 v v Y2
‘\
3 2
e
X1 1 n T2

Comra 32. Cnyuaj I.1. [11]

Cuayuaj 1.2. Heka usuna {y,,y:} He npunana rpady G. Ocum Beh momenyrux,
cBe ocraje usuie rpada G Mopajy GuTu cycemHe ca U, a Hecycemme ca 1. Ilox-
rpa¢ G5 canpsku nyT Py @ y1, 21, 2y, Yp. Homro Basku 2 € OM, Lky, 2 je 1-muck,
na je Gz nmu Py unu I'. Kako mema Aapyrux msuna cycemaux usumm 1, Gz Mopa
outu Ps. To 3maum ma moctoju jom tadyHo jenHa mBuia y (G Koja HUje cycemHa
ca 2; ozmaummo je ca 4 (4 canpxu teme y,). I[locmarpajmo moarpad Gy. On
ca p:su UBUIE U, 4 1 2, a cBe ocTaJje merose usuie (6ap jeiHa MOpa TOCTOjaTH )
cy cycemme u ca U u ca 2. Ilomro 1 € OM, u Gt mopa 6utu nwiu Ps nmm T.
Yronuro 6u 6wo I', opma 6u G cagp:kao TAYHO jeIHY WBUILY KOja CAAPKU jeITHO
TeMe uBUIE 2 U TeMe yy. MebyTum, tana 6u G5 6uo myt Py, mrto Huje moryhe.
Hakne, jenunaa moryhuocr je Gy = P5, mro 3Haun na je G mayk Spy (caumka 33).
OBo je ympaBo meo 1 Hamre teopeme.

o—0
T 1 n Hop)

Cmuxka 33. I'pad y cayuajy 1.2, [11]
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[nasa 2. Kinacuduranuja XOMOJ. MHOTOCTPYKOCTHU KOj€ Cy KOMIIJIEKCU YIapPUBAHA

e Cuyuaj Il : He moctoju rpanuuno teme v takBo ma je Lky,v = P, anu 3a HEKO
rpaaudHo Teme v Bazku Lky v = Ps, 1j. Gy = P3s U P,. O3HauMMO TeMeHa JIMHKA U Ca
1,2 u 3 (pe,ZLOM dopmupajy P; u 1,3 € OM). Iloarpad Gy ce cacroju on myTa ca
nBe uBuie 1 u 3, W NWCJYHKTHE WBUIE 2. O3HauMMO 33]€ THUYKO TeMe WBUIA 1u3l
ca yi, a oxromapajyha apyra mBa TemeHa ca z; U x3. OcuMm 1, 2 u 3, cBaka apyra
uBurna G Mopa caap:katu Teme on v. (G je moBe3aH, ma MOCTOjU WBUIA KOja MOBeE3yje
U u 2; 6e3 ymamema ONIITOCTU Heka je To upuma 4 = {x,,1,}. [lomro G He canpxu
TpoyTJoBe, jenuHa mnonaTHa Moryha usuna usmeby Temena U u Temena 2 jecte {y,, Yo}
[Tocmarpahemo nBa mosaciaydaja, 3aBHCHO OJ TOTa na JU OBa WMBHUIA IpuUnana rpady
G ninu ue.

Cuaywuaj II.1. IIpernocraBumo na wsuna {y,,y.} #e npunaga G. ITocmarpajmo
noarpad Gs. Ou canpsu nyT Py @ y,, Ty, T2, Y2, na je mau Ps unu ['. DBes uBune
{Yv,y2}, Gz me moxke Outu T', ma je Gz = Ps : 2,Yy, Ty, L2, Y2, 38 HEKO TEME Z.
Cse ocrase usure rpada G Mopajy NMOBe3WBATH WBUILy U ca MBUIOM 3. lIpeT-
mocraBuMoO na je z = x1. Tana Gy caapsku nyTt Py : y,, Ty, T2, Yo U HAJBUIIE jOII
jemHy wBUIly KOja moBe3yje U u x3, na Gy mopa outu Ps : X3, Yy, Ty, Lo, Ya. Me-
byrunm, G canpsu nukayc Cy, a He MOMKe Ce NOIMYHUTU HUjeITHOM WBUIIOM IO
I'. Hakne, Teme z He mpuUNana UBUIA 1. Tana G5 canpsku 2P; (uBuie 1,3, 0n
{z,y»}), na Baxku G5 = 2P;. Tume nobujamo rouTpamuknujy jep G He Moke GuTH
HOBe3aH, MOITO HeMa APYTHUX mBuna usMeby Temena U u Temena 1 u 3.

Cayuaj I1.2. TIpetnoctasumo na usuna b = {y,,y»} npunaga G. 3HaMO ma CcBe
npeocraJsie uBuie rpada G campske HEKO TeMe On U W He CaIp:Ke HUjeIHO TeMe
usute 2. [loarpadosu Gt u Gz canpike marayc Cy : Ty, Yy, Yo, T2, Tp, TTa 062 MOPA]y
outu ['. 3aBucHO on TOra Kako ux momymyjemo mo I', mmamo Tpu ciayduaja.

Cayuaj I1.2.a. Ykoauko mmaMo jegHy AOMATHY WBUIY KOja DOMymyje oba
oBa rpada, TO je UBUIA KOja CAAP:KU TeMe z Koje Huje Hu y 1, Hu y 3, u (6e3
yMamema ONIITOCTH) TeMe T,. Mopa mocrojaTu jom jemHa mBuIa Koja he
yumbautu (G moBe3aHuM, a He cMme Hapymutu Gt u (5, Ia Ta WBUNA CAAPKA
TeMe y; Koje je 3ajemHuuko msunmama 1 um 3. Mebytum, tama moarpad Gz
HUje Moryh, jep mMa TeMe cTemeHa 3, a He MOxke Outnm Kjo.

Ciayuaj 11.2.6. IIpernocraBumo na ce G7 u G5 Donymyjy Pa3induTUM WBU-
naMa U3 UCTOT TeMeHa T, of v: 6 = {x,,z;} u 7 = {x,,z3}. Hobujamo rpad
KOjU je yHUja OBa 4-UMKIyca Ca 3ajeJHUYKUM TeMeHOM (ciuka 34), a KoMII-
JIEKC ymapuBama OBOI rpada je nuiauegap npuka3as xHa caunu 35. Octaje
a pa3MOTPUMO Ja JU OBaj rpad MOKe MMATH NONATHUX UBUIA.

sl 6 Ty v Yo

U1 3 xs3 T2 2 Y2

Cmmra 34. I'pad 3a cayuaj I11.2.6. [11]
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2.5. KRrnacuduranuja MHOTOCTPYKOCTH Ca T'PAHUIIOM

Cse momaTHe mBUIE OUM MOopaJjie OUTU cycemHe ca CBAKOM O WBHUIA U, 1 u 3.
Mebyrtum, uBuna y,x, #He moctoju jep G He cagp:Ku TPOYrao, a UBUIA YiY,
He noctoju 36or nmoarpada Gz. akime, jemmua moryhuocT je ynpaBo rpadg
Ha cyunu 34, mMTO je meo 2 Hallle TeopeMe.

2

oS
w

Cauxka 35. Kommiekc ynapusama 3a cayuaj 11.2.6. [11]

Cayuaj I1.2.B. IIpeocranu cayuaj je na cy G1u G5 xonuje [' ca ucrarkmytum
MBUIAMA KOj€ Cap:Ke Pa3JIMuuTa TeMEeHa Ol U; 0e3 yMamema OMIITOCTH HEKa
cy To usune 6 = {z,,z;} u 7 = {y,,r3}. CBaka nomatHa ueunIAa 6U HATPABUIA
tpoyrao y GG, mro Huje no3Bosbero. Kommiaexkc M(G) je mzomopdan Mebu-
jycoBoj tpanu, unme mnobujamo ciaydaj 3(6) Teopeme. I'pad u Kommiekrc cy
npukazanu Ha canny 36 (MaeHTUUKAIMja UBUANA je O3HAUYEHA CTPeJUIaMa,
mro hemo Hamame mompasymeBaTn).

_ _ v
T2 1 Ty 6 1
1 4 3 1 5
2 T U1
3
G M(G)

Ciuka 36. I'pad u kommierc ynapusama 3a cayuaj I1.2.8. [11]

e Cuayuaj IIl : Hujenuno rpannuno teme Hema juHK P, Hutm P, aaun mocrToju teme
v € OM rakBo ma Basku Lky v = Py, 1j. Gy = Ps. Axo cy rmemena mumaka Lk v
osHadeHna pegom ca 1, 2, 3 u 4, moarpad Gy je myT onx usBuna 2, 4, 1 u 3, pegom, u
TEeMeHa Tg, Y2, T1,Y1,Y3. llomrTo cy u 1 m 4 rpanuuna temeHa, 3Hamo na cy u Gy u Gy
y ckyny {P5,'}. Ocum usuna 1, 2, 3 u 4, cBaka Apyra MBUIA MOpa OUTHU CycemHa ca
v. Pasmarpahiemo ciyuajeBe 3aBucHO on Tora ma ju je teme 2 (aHaJOrHO ce mobuja
3a TeMe 3) Ha I'DAHANY WX y yHyTpammoctu ox M.
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Cuayuaj II1.1. Hera 2 € OM. Tana Basxku G5 € {Ps, '}, na umamo nBa ciayuaja.

Ciayuaj IIl.1.a. IlpernocraBumo na Baxku (G5 = P;. llomro moarpad G
Beh canps#u uwBune U, 1 u 3, on canpxu wimy {x,,r;} wm {x,, y3}, a cBe
ocrase usune y G Mopajy 6utu cycemne u ca v u ca 2. Axo 6u G5 canp:xao
{z,, 71}, onga 6u Gy campskao UBUIY 3 JUCjYHKTHY O ocTajux usuna y G,
mro nuje moryhe, jep Gz € {F5,I'}. Hlakne, G3 caapsn usumy 5 ={z,,y3}
[Moarpa¢d Gz Ca,ZLp}KI/I nyT P, : 7,5,3, a KaKo Cy CBe IPEOoCTaje UBUIE CyCeIHe
u ca v u ca 2, Gy mopa caap:xkatu usuity 6 = {y,,72}. Tako G canpsun
ukiryc Cr Yy, xv, Y3, Y1, L1, Y2, T2, Y. 1lomro G HE camp:Ku TPOYTJIOBE, jearuHa
moryha mpeocrana usuma je 7 = {x,,y2}. Mebyrum, rana 6u wusumna 7
npunanana G, noarpad G- 6u O6uo obsnuka P, U P;, mTO HUje T03BOJHLEHO
y cayuajy III. IHakne, G = C7, a M = M(G) je MebujycoBa Tpaka ca
tpoyraosuma 215, 156, 564, 643, 43v, 3v2, v21 (meo 3(a) Teopeme).

Ciayuaj I11.1.6. IlpernocraBumo na Baxkm G5 = ['. IlomTo cy cBe momartue
unBune y G cycemnne ca v, G5 je mnu nuriyc Cy @ X1, Ty, Yy, Y1, L1 C& UCTAKHY-
TOM UBUIOM {¥1, Y3}, wnu nukiryc Cy : Y1, Ty, Yy, Y3, Y1 CA& UCTAKHYTOM UBUIOM
{r1,y1}. IlpsBa omnumja muje moryha jep 6u tama Gy uMao camMo UYeTUpwU
Temena (Ta, Y2, Ty U Yy). Iarne, G canpsu usune 5 = {y,2,} u 6 = {y3,9, },
a CcBe HOBe MBHUIE Cy cyceaHe u ca U u ca 2. Iloarpad Gy caapku 4-nukKayc
3,5,7,6, na Gy mopa 6urtu I, mrTo 3naun na G caap:Ku UBUILYy 7 KOja MOBe3yje
Teme Tp ca mBuIOM U. Jla 6I/ICMO OJpeqnii KOje TeMe UBUIE ¥ je Y MATAHY,
npumerumo na Gz canpsxu usune 2, 4 u 6. ITomro cmo y cayuajy III, G=
He Moxke outu Ps U P, Beh G: = P5, a nBuna koja AonymaBa 0Baj moarpad
no P5 jecre 7= {x,y,}. Tarxobe, Gi caapxu usune 2, 6, 7 u U, ma mopa
outu I’ ca usunom 8 = {y»,7,}. CBaka momaTHa uBuIa (cyceﬂHa cavu 2
no ycioBy) 6u Hampasuia Tpoyrao, na je G rpad ca 9 onmcaHux umBUIA,
npukasan Ha cauiu 37. Kommuere M(G) je cacraBmen om Tpoyrioa 745,
456, 562, 612, 12v, 2v3, v34, 34v, 618, 187 u 873. Haron nmueHTHM(PUKOBAIA
uBura, npumehyjemo na je M(G) topyc 6e3 jemHor 2-mmcka, OrpaHUYEHOT
mkaycom 1,7,5,2,3,8,6,4,v,1 (oBo je meo 4(a) Teopeme).

Caura 37. I'pad u kommiekc ynapusama 3a caydaj 111.1.6. [11]
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2.5. KRrnacuduranuja MHOTOCTPYKOCTH Ca T'PAHUIIOM

Cayuaj II1.2. Caga mo:keMo mpeTnoctaBuTu na cy oba TemeHa 2 um 3y
yayTpammoctu ox M (jep cmo y mexy ITI.1. kopuctunu camo ycios 2 € OM,
6e3 mpernocraBke o temeny 3). Tanma Gz € {2P;,C5, K32}, Ilocmarpahemo
CBAaKU Ol OBA TPU MOACIIYYaja OIBOjEHO.

Cuayuaj II1.2.a. Heka je G5 = 2P;. Jenan ox ta nBa nyta P; ce cacToju
on 1w 3, a qapyru on U u 5, 3a HeKy uBHUIy b = {7,,2} (2 He mpunana
HujenHoj onx uBuna 1, 2, 3 u 4). Cse Apyre uBHUIe MOpajy OUTHU CycemHe
uBunama 2 u v. MebyTtum, Tana je G7 Hemosesan moarpad ca jemHOM
KOMIIOHEHTOM P = 3 mTo Huje moryhe y cayuajy III.

Cayuaj I11.2.6. Hera je G5 = (5. DBe3 ymamema ONIITOCTH MOKEMO
npernoctasutu na G canpssu usune 5 = {x,z,} u 6 = {y3,y,} (Gz je Cs :
T1, Y1, Y3, Yo, T, T1). CBe ocTase usuie y G cy cycemne u ca U u ca 2.
[Tomro 4 € OM u Gy Beh canpxu Py : y1,Ys, Yu, Ly, MOpa Baskutu Gy = Ps,
ca momaTHOM mBUIOM 7 = {z,, 75} (cnuka 38). Cana Gz canpzu Pyl P,
ca TEMEHUMA Ui, Y3, Yy; T2, Y2. Cuydaj rana je Gz = P; L P, je mokpuBeH
y memy II. Jemuna mpyra moryhnoct je ma moctoju usuma 8 = {y,, ¥},
unMe je Gz = P5. Buno xoja HoBa mBuna 6um nHampasuia tpoyrao y G,
TaKO Ja CMO omnucaiu cBe mBuie rpada (. Kommiekc ymapuBama OBOT
rpada je Mebujycosa Tpaka, kao na caunu 38 (meo 3(B) Teopeme).

7

|

) 4 v 1
Cmuka 38. I'pa¢d u xkommiekc ynapusama 3a ciaydaj 111.2.6. [11]

Caywuaj II1.2.8. Hera je G5 = K33. Be3 rybmema onmroctu, G canpxu
usnne 5 = {2,491}, 6 = {yo,y3} 1 7 = {y,,z1}. Homro moarpad Gy
canpxu Cy (y1, Ty, Yo, Ys, Y1), OH MOpa Outu ['. Vcrakayra uBuma Tor
moarpada I' Mopa cmajatu Teme zo W jeTHO OX TEeMEHA T, Y,. AKO je
To uBuna {xs,r,}, ouna Gy = C5, mTo je ciayuaj nokpusen ca 111.2.6.
Heka je 3aT0 uctakuyTa usuna 8 = {rs,v,}. Hame, moarpad Gy canpxu
TeMe Yy, cremeHa 3, a kako 1 € OM, mopa 6utm Gy = [’ 3aro G
canpxu usuny 9 = {yo, T,}, UMMe je KOMIUIeTAH CKyI UBUIA TIPUKA3AH
Ha cammu 39. Cpaka HOBa Moryha mBuma O6m Hampasuia Tpoyrao y G,
IITO 3HAYM Ja CMO ommcaiu cBe uBune rpada G. Kommiaekc ynapusama
M(G) je xomeomopdan Topycy 6e3 nucka ua nospumau (ciauka 39). OBo
je meo 4(6) Teopeme.
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Sl

|

9 1 v 4 5

Cauxka 39. I'pad u kommierc ynapuBama y ciayuajy 1I11.2.8. [11]

e Ciyuaj IV : 3a cBako rpanuuno teme v Basku Lky v = Py, 1j. Gz =I'. Youumo
jemHO rpaHMYHO TeMe v M HeKa TeMeHa 1, 2, 3, 4 u 5 merosor JuHKA GOopMUpPajy
nyT HaBeneHuM penocienoMm. Tana cy 1 m 5 rpaHnYHa TeMeHa, Ia cy HoaArpagoBU
G1 n Gy xonuje I'. Cuura 40 npurasyje noarpad on G koju canpxu U u Gp.
Csaka gpyra usBuna rpada G je cycenna ca v.

Ty Yo

v
——o

X

X2

Cimxa 40. Ioarpad Gz 3a cayuaj IV. [11]

Pazmorpumo noarpa¢p Gy =1". On cagp:xu uBuie 2, U 1 joIl TPU UBUIE CyCenHE
ca U. Bes ymamema ONIITOCTH, ABE OX TUX UBHUNA Cy 6 = {y,y2} 1 7 = {ys, T2}
Tpeha uBuma, 03HAYMMO je ca 8, MOKe WJIM OUTH UBUIMA 3 Y TEMEHY T3, WJIA He
outu cycemna ca 3. Ako Huje cycemna ca 3, ouma G5 canpxu G : 8,6,7,2,0 u
msuny 4. Ca 6 uBuna, Gz Mopa outu Ks,, amu To Huje Moryhe jep Bumumo na
je Teme z; cremena 1 y Tom moarpady. Jlakme, uBuma 8 Mopa caap:aTH TeMe Is.
Nmamo mBe moryhHOCTH, 3aBUCHO O TOra KOje TeMe WBUIE U MPUNALA WUBULU
8 (z, unu y,). Moryhuoctu cy npukazane ma caumu 41, mpu uemy Cy TeMeHA
pa3nauuuTo pacmnopebheHa 300r KOHCTPYKIUja Y HACTABKY.
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xs3
3 8
5 T2 7
U1 Yo
2
1 )
T 1Y % Ly
IV.1 IV.2

Cumka 41. IIsa moryha nogrpada G koju canpxe Gy u G7 y cayuajy IV. [11]

Cayuaj IV.1. Heka Basu 8 = {x3,2,}. Cse apyre usune y G Mopajy outu
cycemne obema msumama U u 1. Ilomro Bazm 5 € OM, omma Gz Mopa
outu I'. Tlomrpad Gz canpxu usune 4, 6, U u 8, ma Mopa caapkaTu u
usuny 9 = {x1,y,}. Homro 6u nonasame G6uso Koje Moryhie uBuIe HAMpa-
BUJIO TPOYTao, ommcayu cMo cBe mBuie rpada (. Ha cannm 42 npukasanu
cy rpadp G u rommiaekc M(G), roju je xomeomopdan MebujycoBoj Tparm
(meo 3(r) Teopewme).

53 ) 1
7 8 8
2|
2 1 6 5
G M(G)

Cuauxka 42. I'pad u xomnzerc 3a caydaj IV.1. [11]

Cayuaj IV.2. Heka Basku 8 = {r3,9,}. Kao m y mperxomsom memy, cbe
ocTajie WBUIe Mopajy OuUTU cycemne u ca U u ca 1. Takxobe, Gz je I', ma
Mopa noctojatu usuna 9 = {xy,y,}. Kako cse npeocrase usuie Mmopajy 6utu
cycemHe CBaKOj OX WBUIA U, 1 1 b, a He MOCTOju TPOyTao, jemuHa moryha
npeocrana usuna je {x,,y;}. YKOIMKO oHa He Ou mocrojasa, noarpad Gz
ou 6uo Ps (3, 1, 4 u 6), ma 6u oBaj ciayuaj 6uo pasmorpen y mermy III.
Haxne, moctoju mwsuna 10 = {x,, vy}, u TuMe je omucan meo rpad G. Hreros
KOMILJIEKC yIapuBama je xomeoMophan Topycy 06e3 nucka, a NpUKa3aH je Ha
ciaunu 43 (meo 4(B) Teopeme).
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v 4 10 9 6 1
3 3
5 7 5 7
2
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1 5 9 6 1 v 4 10

G M(G)

Cuura 43. I'pad m rommrekc 3a cayuaj IV.2. [11]

Tuwme je moka3 Teopeme 2.24 3aBpiieH. [

MHOrocTpyKOCTH Ca TpaHUIOM muMeH3uje Behe om 2

Kao u y ciyuajy MmHOrocTpykocTu 6€3 rpaHuIle, UCIOCTABbA Ce Na Y AUMEH3UjaMa
BehuM o 2 jeamHa XOMOJIOIIKA MHOTOCTPYKOCT KOja jeé KOMIIJIEKC yIapuBama jecTe
komOunaTopHn muck. Ciaeneha Teopema naje MOTIYHY KIaCU(UKAI]Y.

Teopema 2.25. Hexa je G npocm epad maxas da je M(G) mexa d-0umensuonaita romo-
aowka mrozocmpykocm ca epanugom u d > 3. Tada je M(G) xombunamopnu ouck, a
epag G je ducjynrmmua ynuja epagosa uz SGUBG, ca bap jeOHOM KOMNOKERMOM U3 CKYNA
BG, xao wmo je onucano y Tephewy 2.22.

Joxas. Herka je M = M(G) u dimM = d > 3. Iloka3 hemo usBecTu MHIAYKIMjOM, Ca
MIPETIOCTABKOM CJIUYHOM Kao y mokaly Teopeme 2.19. Hawmme, mpermocraBumo na 3a
CBe OUMEH3Mje Mame O d BAXKU a jeqUuHU IPpa(OBU YMjU Cy KOMIIEKCH YIapUBAHha XO-
MOJIOIIKM IUCKOBH, jecy ympaBo rpadoBu onucanu y TBpbhemy 2.22. U3 treopema 2.23
u 2.24 3HAMO Ia je TO TaYHO 3a AWCKOBe muMeHsuje 2. Kopumhemem Tteopeme 2.19 u
TBpbhema 2.16 o xomMoIOmWKUM chepamMa Koje Cy KOMIJIEKCU yllapUBakha, M UHAYKTUBHE
XUMOTe3€e 3a XOMOJIOIIKE OUCKOBE AMMeH3uje Mmame on d, mokaszahemo mna je G jeman
on rpadoBa u3 Tsphema 2.22, mro nokasyje na je M xoMOMHATOPHU d-IUCK.

Axko je v Teme y ymyrpammoctu M, ouna je Lk v xomonomka (d — 1)-cpepa. Ha
ocHOBY TeopeMma 2.18 u 2.19 3namo na 3a yHyTpamme TeMe v Basku na je Gy HelmoBe3aH
noarpad, Koju je mucjyHkTHa yHHUja rpadoBa m3 SG. Ca npyre crpane, ako je v
rpaHuvHO Teme, oHzxa je Lky v xomomomku (d — 1)-nuck, ma Ha OCHOBY WHIYKTUBHE
npermnocraBke 3HaMo na je Gy mucjyukrHa yuuja rpadosa P, I', Sp, (k > 2), P3, Cs,
K3, ca bap jemaum on mpsa Tpu rpaga. Pasmarpahemo msa ciyuaja koja ce Tuay
TDAHUYHUX TEMEHA U HUXOBUX JUHKOBA.

Cayuaj I: 3a cBa rpannyna TeMeHa v Baxku na je moarpad Gy HemoBe3aH.
Cuayuaj II : IlocToju rparnyHo TeMe v TakBO na je Gy moBe3aH moarpad.

[Torazahemo na y cayuajy I rpad GG Huje nmoBesan, ma hemo Ha ocHoBY TBphema 2.12
3arkmyuntu ga M mopa 6utu auck. Y cayuajy 11, mokazahemo na je G mnum mHemosesaH,
I TAYE SPgyq-
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2.5. KRrnacuduranuja MHOTOCTPYKOCTH Ca T'PAHUIIOM

e Ciyuaj I : 3a cBa temena v € OM, Gy je menoesan. Gy cagp:ku Oap jemaH on AUCK
rpadoBa P»,I' u Sp,, ma nmamo HapenHa nBa MOACIydYaja HA OCHOBY TOr moarpada.

Cayuaj I.1. Iloctoju rpanuuno teme v TakBo na Gy canp:ku P, KA0 KOMIOHEHTY
noBe3zanocTu. Heka je Gy = P, U G'. OsmaunMmo ca @ usBuny noarpada P,. Ilo-
cmatpajmo noarpad Gg, kKoju je Takobhe memoseszan. Ilomro cy cBe ocraje mBuie
y G cycenne ca v, Gy cagp:xu G', U 1 MOXKIa HEKe UBUIE KOje Cy CyCemHe ca
v. 36or memoeszanoctu noarpada Gg, 3akmbyuyjemo na meo noarpada G (umm
eo taj moarpad), HUje y UCTOj KOMIOHEHTH MOBe3aHoCTu rpada G Kao UBUIA T.
Ilakne, rpa¢ G Huje mOBe3aH.

Cayuaj 1.2. IIlpernocraBuMo cama na He MOCTOjU TPAHUYHO TeMe v TakBO na Gy
cagpyKy KOMIIOHEHTY moBe3aHocTu [». Heka je v mpom3BOJBHO I'DaHUYHO TeMeE.
Osznaunmo ca (G° kOMIOHeHTY moBe3aHocTu noarpada Gy xKoja je mum I' mnm Spy,
(k> 2) n mera je G' = Gz \ G° (cimra 44).

v
]

Caura 44. Tloarpad Gy 3a cayuaj 1.2, [11]

Younmo Hecycenue usune a u by G? 3a csaky on Moryhuocru, kao Ha caunu 45.
[Tomro Gz He cme caap:katu P, Kao KOMIOHEHTY MOBE3aHOCTU, wBUIA b Mopa
OuTu moBe3aHa ca mBUNOM U, ma ¢y G° U U y UCTOj KOMIOHEHTU MTOBE3AHOCTU

rpada G.

S]|
o

Crauka 45. Youene usune @ u b 3a G° =T u G° = Sp,, y cayuajy 1.2. [11]

Cse ocrazne uBure rpada G (roje mucy y G° u G') cy cycenue uBunu v. Ilomrro
nmoarpad Gz HE cagp:KU KOMIOHEHTY Ph, 3aKpbydyjeMo na Cy CBe HeroBe UBUIE
WUV y UCTO] KOMIIOHEHTU MOBE3aHOCTU ca U, uiau canap:xkane y G'. Ilomro je Gg
HenoBesaH, neo G’ (unu neo noarpad) HUje moBe3an ca ocraTkoM rpada G. Tako
1 y OBOM ciy4ajy nobujamo na (G Huje moBe3aH rpad.

e Cuyuaj II : Heka moctoju teme v € OM TakBo na je moarpad Gy mosesan. IlomTo je
Lk v xomosomku (d—1)-auck, npeMa MHAYKTUBHO] TpeTnocTaBuy 3aamo aa je Gy rpad
nayk Sp,;. O3HaumMmo uBuie oBor moarpada kao Ha ciaumm 46 (Mcopermmana UBUALA J
HUje pesieBaHTHA 3a 0Baj 1eo), ma padmorpumo a; u Gg,. Mmamo mse moryhuoctu 3a
noarpad Gg,, 3aBUCHO OJ MOJIOXKaja TeMeHa a; y M.
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[nasa 2. Kinacuduranuja XOMOJ. MHOTOCTPYKOCTHU KOj€ Cy KOMIIJIEKCU YIapPUBAHA

Cuayuaj II.1. IlpernocraBumo na je a; temMe y ymyrpammoctu M. To 3maum
na je Gz, mucjyekrHa yHEMja komnuja enemeHata SG = {P3, Cs, K35}. Ilomro myT
Ty, by, by, @y mpunana Gg, (jep d > 3), oBaj myT je mau meo mmkmyca Cs, WU A0
K3 5. Mebyrum, cBe uBurne rpada G koje Hucy Ha caunu 46 Mmopajy 6uTu cycenHe
WBUIM U, IIa 3aKbYyUyjeMO [1a OBaj Ciydaj HHUje Moryh.

Caura 46. IToarpad Sp, 3a cayuaj I1. [11]

Cayuaj 11.2. Heka je a; teme va rpanunu M. Iloarpad G, curypHo camp:ku
Spy_1 (@, b, ...,0q,bg) M wBUIY T, Kao Ha ciaunu 46 (3aHeMapuMO UBHIY ¥ O
k0joj hemo makmanuno rosopuru). Ilomro 3mamo ma je Lkysa; xomosomkn auck
numensuje (d — 1), mpeMa MHIYKTUBHO] XUIMOTE3M 3HAMO 4 MOCTOje TPU OIIIHUje
3a Gg,: Gg, =Sp,_1 U P, Gz, = Sp,y_; U Ps nmu Gg, = Spy.

Ciyuaj 11.2.a. Hexa je Gz, = Spy_; U P nwmma G = Sp,, U P;. Tana
je moarpad (G5, Beh mpurazan Ha cauiu 46, ca yKBYUEHOM UCIPEKUIAHOM
UBUIIOM § y ciayd4ajy kana je Gg, = Sp,_; U P;. CBe ocrane uBurme rpada G,
aKo MOCTOje, MOpajy butm cycemne obeMa mBumnama a; u v. IIpermoctaBumo
Ia MOCTOjU HEKa TaKBa MBUIA M O3HAUMMO je ca T. [locmaTpajMmo cama Teme
as. YKOJIUKO OU ay 6mio y yHyTpammoctu M, Moran 6MCMO TOCTYIIUTHA Kao
y caydajy IL.1, ma MokeMO HNpPEeTHOCTAaBUTU Oa j€ ap Ha rpanunu. lIpema
VHIYKTUBHO] xunore3u, noarpad Gz, je aucjyHkTHa yHUja rpadosa u3 BG
n S§G. Ilpumernmvo na Gy, caap:ku MHAYKOBAHY MyTamy OX D uBuUIa (Uiu
Ed,gd,l_ylj,ﬁ uian Ed,l_)d,l_)l,al,f, 3aBUCHO OJ TOTa Ma JIW je T CyCeIHa ca l_)l
niu ge). Mebyrum, Hujenan on rpadosa u3z BGUSG He canp:ku MHIYKOBAHY
nyrtamy Fs. Ilakie, uBuna T He mocrtoju, na je (G ynmpaBo HemoBe3aH rpad
npura3aH Ha caunua 46.

Ciayuaj 11.2.6. Hera je Gg, = Sp,;. Y oBoMm ciuyuajy, G Mopa ma cagp:u
noarpad xkao Ha caurmum 47. Takobe, uBume rpada GG Koje HuUCY nprKa3aHe
Ha cuanimu 47 (ako mocroje) Mopajy Outu cycemHe obema mBALIAMA G U U.
[Tocmarpajmo monoBo Lk, as. Aro 6u 6uito koja o moryhe yerupu monatae
nBuIe nocrojaiua, Gz, 6u 6ro Sp, ca 10IaTHOM MBUIIOM KOja IOBe3yje ABa He-
[EHTpAJIHA TeMeHa OBOr MayKa, IMTO jeé y KOHTPAAUKIUjU ca MOryhHOCTHMA
3a Gg, (mpema mHAyKTUBHO] Xunoresu). Tako 3akmydyjemo na je rpadp G
TavHO rpaf Sp,,, IPUKa3aH Ha cauny 47.
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2.5. KRrnacuduranuja MHOTOCTPYKOCTH Ca T'PAHUIIOM

Cauka 47. Toarpa¢ 3a cayuaj I11.2.6. [11]

Tume cmo nokaszanu ga je rpad G uiau HemoBesaH, uiau Baxu G = Spy, . Y ciaydajy
kana je G = Gy U Ge, M je merpusBujanman cmnoj rommiekca M(Gy) u M(Gs). Tanma
npema TBphemy 2.12 3mamo ma je M xomousomku d-nuck, a kommiaekcu M(Gr) u M(G3)
CY XOMOJIOUIIKM IOVICKOBUM WMJIM XOMOJIOIIKe cepe Mame OVMeH3uje, Ipu JeMy je Oap
jeman on mux auck. lIpema wmHaykTHMBHO] Xunore3u, rpadosu G u Gy Cy OUCjyYHKTHE
yauje rpadosa u3 SG U BG, kao mTo je omucano y TBphemy 2.22, ma je Takas u 11€0
rpa¢ G. Crnencreeno, M je xombunaropuu d-muck. Taxobe, 3mamo na je m M (Spyy,)
roMmburaropan mick DY, Tume je mokas Teopeme 3aBpIIEH.

Ilakae, KOHAYAH 3aK/BYUaK je Ma ce Ka0 KOMIIJIEKCU yIapuBama MojaBiby]jy ciaemehe
XOMOJIOIIKE MHOTOCTPYKOCTHU Ca T'PAHUIIOM:

e MebOujycoBa Tpaka,
e Topyc T? Ge3 mMCKa Ha TOBPIIUHU,
e IUIMHIAD IUMEH3Uje 2,

e xoMmOuHaTopHU muck DY, 3a cee d € N.
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['maBa 3

X OMOTOIICKA TUIIOBM KOMIILJIEKCA
yInapuBama HEKMX KJiaca IpBeTa

Y oBoj ranaBu hemo ce 6GaButu oapehuBameM TAYHUX XOMOTOIICKAX TUIIOBA KOMIIJIEKCA
yHapuBama HEKUX Kjaaca apsera. llo3maro je ma ako je G OpBO miaud myma, OHIA je
koMmiuieke M (G) miu KOHTpaKTUOMIAH, MM XOMOTOICKA €KBUBAJEHTAH OyKeTy cdepa
[73]. 3a dammuumjy npsera mosHaTy Kao epafosu eycenuue (caterpillar graphs) oBme
heMo mokaszaTm KakO MHIYKTVWBHO MOKEMO ONPENUTH TadyHe OVMeEH3Uje TUX cdepa, 3a
KOj€e ce UCIOCTaBJha Ja MMAajy BeoMa JIelly KOMOMHATOPHY mHTeprnperanujy. ['masa je
opraHm3oBaHa Ha ciaenehu mauwH. Y morsnasiky 3.1 hemo mokazaru ase seme koje he
CIY/KUTU KaO ajaT 3a WHAYKTUBHO onpebuBame xomMoTomnckor tuma. Tarkobe, pamu
KOMIIJIETHOCTH, HaBemheMo MOKa3 TeopeMe O KOMIJIEKCY ymapuBama myme. l[lorma-
Bbe 3.2 je mocBeheHo oapebhuBamy XOMOTOICKOT THUIIa KOMIIJIEKCA yIapWBamba Tpa-
¢oBa rycenuna. llomemeno je y Hekonmko nesnmHa, npeMa Tuny rycernuna. llocaenme
norJyiaBibe 3.3 maje Opyru IOKa3 ryiaBHe TeopeMe 3.17, mpuMeHOM TeopeMa O pubpama
npeciarkaBama mocera. Marepujaa oBe riase je 6a3upan Ha opuruHaiaHoM paxy [50].

3.1 Kommniekcu ynmapuBama OpBeTa

WNuaykTuBHY Iponenypy oapebhuBama XOMOTOIICKOT TUITa KOMILJIEKCA YIIapuBama heMo
OPUMEBUBATHA Y CIydYajeBUMa Kaaa MOCMATPAHU Ipad CAIPIKU He3a8ucHy 2pany (Kao
MTO je ciydaj KO ApBeTa), ma hemo Hajupe GopMaaHO AePUHUCATU OBaj moarpad.

Hepumuunuja 3.1. Kaxxemo na rpad G uma HesasucHy m-zpany, m > 1, ako mocrtoje
UBULE T1,T2,...,L, U Y TAKBE Oa Cy CBE UBULE T1,T3, ..., Ly CYCENHE UBULU Y V UCTOM
TeMeHy, a HUjeIHA O UBULA T1,T2,..., L, HEMA Apyrux cycena (camka 48).

Cuuka 48. Hesasucua m-rpana rpaga [50].

[TorasknMo cazma Kako ce IOCTOjame He3aBHCHE I'DaHe oJpaskaBa Ha oapebusame
XOMOTOIICKOT THIIa KOMILIEKCA ylapuBama. Takobe, moacernMo ce mojMa JIMHKA UBUIE
T (medpunnmuja 2.1): Gz ={e € E(G) |enz = &}.
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lmaBa 3. XOMOTONCKM TUIIOBU KOMILJIEKCA YIapUBaMHa HEKUX KJaca IPBETa

Jlema 3.2. Hexa je G 2pag marae da usuue T uy Popmupajy ne3asucHy I-zpany, xao Ha
cauyu 49. Osnavumo nodepagose Gy = Gz uw Gy = Gy. Tada sancu M(G) ~ S(M(G2)).

Uokas. Heka je ckyn uBuna noarpada Gy oznaueH ca E(Gs) = {ay,...,a,}, a E(Gy) =
E(Gy) U{z1,%s,...,%Z} je ckyn mBuna noarpada G;. IHomro E(Ge) C E(Gy) C E(G),
ounma Baxku M(Gy) C M(Gy) € M(G). Teme x € M(G) omrosapa usumu T € E(G)
KOja HeMa APYTUX cycena OCHUM Y. 3aTo TeMe T GOpMUpa j-TUMEH3MOHAJIHU CUMILJIEKC
ca cBakuM (j — 1)-numensuonamaaum cumiiekcoM y M(G1), Tj. * popMupa KOHyC Han

M(G,). Hakne, Bazxu M(G1UT) = C*(M(G,)). Camuno, Bazxu M (GoUy) = CY(M(Gs)),
na kommiekc M(G) 3amoBosmasa:

M(G)=C"(M(G) | C"(M(Ga)),
)

M(Ga

Kao IITO je MpuKal3aHo Ha caunu 49.

G

x
Ciuka 49. Hesasucua 1-rpama y rpady G u rommrexc ynapusama M(G) [50].

XOMOTOIICKM THUI OBOT KOMILJIEKCa onapebyjemMo ropuctehm UmmeHUIy Oa je CBaKuU
KOHYC KOHTDAKTUOWIaH:

M(G) ~ M(G)/C*(M(Gy)) = [ C*(M(Gy)) | CY(M(G)) | /C*(M(Gh))
(G2)

>~ CY(M(Gy))/M(Ga) =2 S(M(Gy)).

OBme cMO KopucTwiau Tomosomko tBpheme na mox oxpebenum ycioBuMa Basku ga
je rommunnukn npocrtop (A U B)/A xomeomopdan npocropy B/(AN B) (ycaosu cy
OBOJLHO OIIITH; HA IPUMED, NOBOJLHO je na cy A u B 3aTBOpPEHN MOTKOMILIEKCH O
AU B, u na Baxu AN B # &; suneru [92, 22.3]). ]

Hamomena 3.3. [lomohy meme 3.2 ce MOke MHIYKTUBHO OJIPEIUTU XOMOTOIICKU THII
KOMILUIEKCa yrmapuBama 3a crase P,, n € N (mpumep 1.17, Koszmnos [63]).

AHAJIOrHO TPETXOMHO] JEeMU WMMaMO ONIMITUjU pe3yJsTarT 3a rpad ca He3aBUCHOM
m-rpanom (nema 3.2 je cunenujanmau cayuaj ciaemehe 3a m = 1, anmu ux HABOAUMO
OIBOjeHO 300r NaJbUX IIPUMEHA).
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3.1. Kowmmiekcu ynapuBama IpBETa

JIema 3.4. Hexa je G epad ca ne3a8ucHom m-2panom Ty, . . ., Ty, (m € N), ka0 na cavyu 50.
Axo je Gi = G, a Gy = Gy, onda saxcu

M(G) ~ (\/ S(M(Gn)) V S(M(G)).

Jlokas. oras je amasoran mokasdy iseme 3.2. 3a cse ¢ € [m| Baku M(Gy UT;) =
C*(M(Gh)), mox M(GyU7y) = CY(M(Gs)). Hakie,

@) - | (UmwM(Gn») U crr(Gy)
M(G1) \ z; M(G2)

(cnuka 50). Komancupamem ronTpakrubunaor morupocropa C¥m(M(Gy)) mobujamo
XOMOTOIICKU €KBUBAJIEHTAH IIPOCTOD, NMPU YeMy TO KOJAICUDPame MPeoCTaaux m — 1
KOHyCa IpeTBapa y CYyCICH3Uje. []

G

T1 X2 Tm,

Cimxka 50. I'pa¢ G ca mezaBucHoM m-rpanoM u kommexc M(G) [50].

Hanomena 3.5. Jleme 3.2 u 3.4 ce Ha Apyrm HaAYMH MOT'Yy OOKa3aTU IPUMEHOM JIeMe
2.5 n3 pama Enrcrpoma [33]. Y muramy je semMa O XOMOTOICKOM THUIY KOMILIEKCA
HE3aBUCHOCTHU I'padoBa Koju caapxke onpeben moarpad, xojy OMCMO IPUMEHHJIN HA
JIMHNIjCKe I'padoBe MocMaTPaHUX IpadoBa ca m-rpaHOM.

ITomohy mema 3.2 m 3.4 MokeMO MOKA3aTU Ma je KOMIIEKC yIapUBama IIyMe WU
KOHTPAKTUOMUJIAH MJIM XOMOTOIICKM €KBUBaJIeHTaH OykeTy chepa. OBo je pe3ynrart Koju
cy nokazamu Mapueru u Tecra [73, Teopema 4.13]. Paau kommieTrHocTH, HABOAUMO
IOKa3 KOjU je UIAEJHO CINYaH HBUXOBOM, aJIM KOPUCTU NPETXOTHE JeMe.

Teopema 3.6. [73] Hexa je epad G wyma. Tada je xomnaexc M(G) uau xowmparmubu-
AGH, UAU TOMOTNONCKY eKeusasenman bykemy cdepa.

Jokas. Horaxumo tBpheme nrayrnujom o n = |E(G)|. Axo je n =1, M(G) je Tauxa.
Kanma je n = 2, G € {P;, P, U P,}. Tlomro je M(P) = S° a M(P,UPR) = P, ~ x,
tBpheme Basku 3a n = 2. lIpernocraBumo na TBpheme Bajku 3a cBe myme ca k UBUIA
3a k < n, rme je n > 3. Hera je G mpousBo/bHA myMa ca n uBUIa. PasMarpajmo
ciydajeBe 3aBUCHO o1 Tora ma ju je (G moBesaH rpad, Tj. APBO, WU HU]E.
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lmaBa 3. XOMOTONCKM TUIIOBU KOMILJIEKCA YIapUBaMHa HEKUX KJaca IPBETa

Axo G uumje moBe3an rpad, oHma je o obsmuka G = G U --- U Gy, roe je G; apBO
3a cBako i € [t]. Tana npema TBphemy 2.5 Baku M(G) = M(Gy) * -+ - x M(G,). Iomro
|E(G;)| < n 3a cBe i, npema uanyktuBHO] xunoresu cBaku M(G;) je KoHTpakTrOUIaH
MM XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTaH Oykery cpepa. AkKo je 6ap jemaH o HBUX KOHTDAK-
tubunan, M(G) je rakobe rourpakTubunan. Y cynpoTHoM 3a cBako i Baku M(G;) ~

V S% 3a mery ronauny (pamuanjy uagekca A;. Tama M(G) ~( V. S*)*---x( V S%),
a€A; acA; a€cA;

na je M(G) mpocTop XOMOTOINCKM €KBUBaJieHTaH Oykery cpepa (rBphema 1.21 u 1.22).

Ako je G npBo, younMo (HEKM) HAjAYKU YT Uy, Vs, ..., Us y G. Tlomro je n > 3, onga
BN U § > 3. YKOJUKO je s = 3, ouna G MOopa OUTM KOMIUIETHU OUIAPTUTHU Tpad
K, ,. Tana je M(G) muckperan ckynm ox n tadaka, npenusuuje M(G) = \/150. Axko je

s

s > 4, nokaxkuMo na G canp:Ku HE3aBUCHY M-TpaHy 3a Hexko m. lIpumerumo mpso na
CBU CyCeau TeMeHa Us_ 1, OCUM TEMEHa Us_ o, MOPAjy OUTU JUCTOBU. 3aUCTa, HEKA je
T MPOM3BOJbAH CYCEI TEMEHA Vs | PA3JUYUT OX Vs o. lIpeTrmocTaBUMO CyIpOTHO, Aa
X HUje JUCT, Tj. Ja MOCTOjU HEroB cycenm Yy # vs_i. llomro G He camp:ku mUKIyce, Y
auje y crymy {vi,...,vs}. Tama je vi,vs,...,0s 1,2,y LysKU MyT OI Uy, Vg, ..., Vs, IITO
je koHTpamuknuja. llakie, TeMeHa vUs_9,Vs_1 U CBU CyCeIOu VUs_1 (OPMUPAjy HE3aBUCHY
m-rpary, m > 1. Osmaunmo uBune @ = {v,_o,v,_1} u b = {v,_1,v,}. Hera je G, = G,

a Gy = Ggz. Tanma ma ocuoBy zneme 3.4 Baxu M(G) ~ (\/ S(M(G1))) V S(M(Gy)).
m—1

[Tpema umHAYKTUBHO] Xunoresu, cBaku ox kommitekca M (Gy) u M(Gs) je mau KOHTpak-
TrOMIaH NIV XOMOTOIICKM eKBUBaJieHTaH OykeTy chepa. IlomTo je cycnensmja Oykera
cepa XOMOTOIICKM ekBuBaJjieHTa OykeTy cepa 3a 1 Behe mumensuje (tBpheme 1.22),
3akmyuyjeMo ma kommiaere M (G) uma KebeHrn XOMOTOICKYA THUI. ]

3.2 Kommniexkcu ynapuBama rpagoBa I'yCEHUIIA

Y oBOM moryaBJ/py M3ydYaBaMO KOMILJIEKCE ylapuBama rpadoBa 2ycenuya.

Iepuaunmja 3.7. IIpBo y KOMe ce MOKEe YOUYUTH IYyT Ca CBOjCTBOM MOa j€ CBAaKO
TeMe BaH TOT IIyTa IMOBE3aHO WBUIOM Ca HEKUM OJf TEMEHA IIyTa, Ha3UBa CE 2YCEHUYQ
(cnura 51).

Ciuka 51. I'pa¢ rycennna ca meaTpaiaHuM mytem Fy.

Youenu nyT ce Ha3uBa yenwmpaanu nym. [IpuMmernmo na yKOJIMKO 3aXTeBaMO J1a TEMEHA
Ha KpajeBuMMa TOr IyTa mMajy cremeH Behu om 1, Taj myT je jemumHCcTBEHO ompebew.
Heka je menmrpasuu nyt F,; 03HAYMMO HeEroBa TeMeHa ca 1,2,...,n. YKOJIUKO u3
CBAKOI' TEMEHa i OCUM WBUIA IyTa P, momasu jom m; momarHux mBuna (m; > 0), oBy
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3.2. Komnnekcm ynapuBama rpadoBa I'yCEHHIA

rycenuny osHadasamo ca Gp(mq,...,my), 1 KaxkeMo na je oHa dyacune n. Ha npumep,
Ha caunu 51 Baku my = 4, mg = 0, m7; = 6. YKOIUKO He TMOCTOjU ¢ TAKBO na je m; = 0,
KakeMo na je rycerunia G 6e3 mpusujasiur memena.

I[Ipema Teopemu 3.6 3HAMO [1a KOMIIJIIEKC ylIapuBamha I'YCEHUIA, KA0 U CBUX IPBETA,
UV “Ma XOMOTOIICKM TUI OykeTa cdepa, UiIud je KOHTPAKTUOMUIAH IPOCTOP. 3a CBe
ryceaune G 0e3 TPUBUjAJTHUX TEMEHA NeMO OAPEIUTU TadaH XOMOTOIICKU TUI KOMII-
nexca M(G), a 3a ce ocrase hiemo gatu pekypeHTHy Gopmyiay koja oxpebyje 6poj
cpepa ompebene mumensuje y xomoromnckom tumy M(G). Hajupe hemo uzasojurm
Hajje THOCTABHUJU CIIyYa] CA8PUENUT TyCEHUIIA.

Hedbununuja 3.8. Caspuwena m-zycenuya 0ymcune n je TYCEHUINa YUjU je TMEeHTPAJHU
nyT P,, a CBaKO O N TeMeHa TOr IIyTa MMa NOJATHUX 1M CpaHa BaH TOr myTa (BUAETU
cauke 52 u 53).

CasprieHy m-TyceHuIly Ky:KuHE n o3HadaBaMo ca GP(m), mpu demy M30CTaBHaAMO
nmapaMeTap m YKOJIUKO Ce MOoJpa3yMeBa.

Cauka 52. GY(m) u G5(m) [50].

Gh_4
:l :l :l :: :/ 61 a7n
1 2 3 n—2 n-1 Y n
Gh_s

Cimxka 53. Caspmena rycernuna GE(m) [50].

Teopema 3.9. Hexa je m > 2 u GP, caspwena m-zycenuya oyamcune n (n > 1). Tada je
zomomoncku mun komnaekca ynapusawa M(GP) caedehez obauka:

k
\V VSEHE ako no= 2k

M(GP) ~ {0 (3.2.1)
\ Sk axon =2k + 1
=0 B¢
20e je oy = (1) (m — 1) w B, = (MTHH) (m — 1)**, 30 cee t =0,1,..., k.

Jlokas. INokaskumo tBpbheme naaykimjom o n. Basue rycenune G u GY cy npukaszane
na coumm 52. Kommere M(GY) je muckperan ckym om m tauaka, tj. M(GY) ~ \/ S°,
m—1
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wro je yupaso (3.2.1) 3an = 1. Takobe, M(GY) = K, L{c} (reme ¢ ogrosapa nsuim

¢ ma caunm 52). Iomro je Ky~ /S, omma mmamo M(GE) ~ S°v | Sl),
(m—1)? (m—1)?
quMe je 3anoBosmeno (3.2.1) 3a n = 2. IIpermocraBmmo caja na TeopeMa BaKU 3a

P P P P
1 G Gy 1y, Gy (B> 1) 1 norassmmo (3.2.1) 3a GY, 1 Gy .
Youumo uBuULE Gy, ...,0, 1§ ryceaune GP npukaszase Ha ciaunu 53. HpI/IMeHI/IMO

neMmy 3.4 ma mocmarpanu rpad GP. Ilpumerumo na Baxu Gy = G| n Gy =
oJaKJIe 3a n > 3 UMaMO

n27

= (\/ S(M > vV S(M(GY_y)).

Kopucrehu nanykrusny xunoresy u TBpbheme 1.22, 3a n = 2k + 1 mobujamo:

M(Goiq) = \/ S(M(GS) >V5< (ka 1+1))

12

\/S \/ \/ Gh—1+t v S \/ \/ Gh—1+t

(k+t> —1)2t ( k+t )m 1)2t+1

\/ \/ S(Sk—l—l-t \/ \/ S(Sk—1+t)

(k+t)(m 1)2t+1 t=0 (k+t )(m 1)2t+1

12

k—1+t
~ \/ \/ Sk+t \/ \/ Sk+t
O (k) moryet ? () mpe
k—1
~ \/ \/ Sk+t v/ \/ S2k
t=0 ((k+t + k4t m—1)2t+1 k+EY () 1)2k+1
(i) + (215 ) m=1) (i f%)m=1)

Q

\/ \/ Sk+t v \/ S2k

(k+i+t> m—1)2t+1 (2k)(m_1)2k+1

0
k
_ \/ Sk-i—t
t=0

(k+1+t)( —1)2t+1

k—t

Iloxas 3a G, , je cacBuM arasoraH, a kako he ommra teopema 3.17 Gutu HOoKa3aHa
IeTaj/bHO 3a CBe 1, Hoka3 3a Gh ., OBJe M30CTaBIHAMO. ]

Ha cnwuan mauwmu, mpuMmenoM jeme 3.2 yMecto jeme 3.4, mobmjamMoO XOMOTOIICKUA
TUT KOMIIJIEKCA yTHapuBama caBpiieHe l-rycenure. /Jloka3 je mocTa jeqHOCTaBHUjU
jep Ha ocuoBy iaeme 3.2 Baxku M(GP) ~ S(M(GY_,)), omakie MHIYKIMjOM AUPEKTHO
nobujamo cienehe rBpheme.
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TBpbewme 3.10. Hexa je G caspuwena 1-2ycenuya dyxcurne n > 1. Tada eaxncu:

S axo n = 2k

*, axon =2k + 1.

M(GP) ~ { 0

Tabena 3 mpukasyje XOMOTOICKY TUII KOMIIJIEKCA YIIapUBakha CaABPIIEHE M-Iy CEeHUIIe
GP 3a 1 < n < 8 C(CBarka BpcTa oarorapa OykKeTy cepa KOjU je XOMOTOICKV €KBU-
BaJsienTaH kommitekcy M(GP), a mossa BpcrTe o3HadaBajy Opoj cdepa oarosapajyhe
OVMeH3uje y TOM OyKeTy, Mpu YeMy je yBelmeHa o3Haka t = m — 1 pamu mperiemn-
Hoctu. I[Ipasma mosba O3HauaBajy OVMeH3Mje y KOojuMa HeMa cdepa y IOMEHYTOM
oyrery. IIpnmernmo ma OGMHOMHM KOe(UIMjEeHTU KOjU Ce MOjaBiby]y y Tabean Gpopmu-
pajy IlackamoB Tpoyrao y KoMe je cBakKud pel IMOMEPEH 3a MABa MOJba Y OMTHOCY HAa
MPETXOTHU.

Tabena 3. Xomoroncku tun kommiekca M(GP), 1 <n <8.

dim
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[Ipenasnmo cana Ha onpebuBame KOMIJIEKCa yHnapuBama IPOU3BOJSHUX I'yCEHUIA
G, = G,(my,...,m,) 6e3 TPUBUjaIHUX TEMEHa, Tj. IYCEHUIA KO KOJUX CBAKO TEME IIeH-
TpaJIHOT TIyTa uMa bap jemny momaray wsury (Vi m; > 1). Y tabenu 4 (ua cuaenehoj
CTpaHu) je mpukasaH Opoj cdepa y OGYKETY KOjU je XOMOTOICKU E€KBUBAJIEHTAH KOM-
nnekcy M(G,) 3a 1 < n < 7, npu uemy je yBeneHa o3Haka ; = m; — 1 jep cy tana
n3pa3u gocra nperienauju. Mako Ha npBu norien 6pojeBu cpepa IO AUMEH3UjaMa
Ienyjy OOCTa KOMIIJIMKOBAHUj€ HETrO KOJ CABPIICHMX [YCEHUIA, WCIOCTABbHa Ce A
uMajy Jienmy KoMOWMHATOpHY umHTepupetanujy. Teopema 3.17 maje TayaH XOMOTOIICKU
trn kommiekca M(G,). Ilpukazahemo nsa mokasza oe Teopeme. Y OBOM IOIJIABIbY
je TeopeMa mokazaHa KopumihemeMm seme 3.4, a y mornasiy 3.3 IOKa3 je U3BENEH HA
OCHOBY TeopeMa O (ubpama IpeciIuKaBama IOCETa.

Ila ducMo ¢opMyIucaay T'JIaBHY TeOopeMy, HOTPeOHO je na NePUHUIIEMO jemnHy
KJacy HU30Ba U jemHy Kjacy cymMa. HamoMeHMMO ma y OBOM NOTJaB/y (paaud Jakmer

3amuca) O3Haky [n] rkopuctumo u 3a Hu3 [n| = (1,2,...,n), nok (ii,is,...,0;) C [n]
o3HauaBa moxuu3 Hu3a (1,2,...,n) om x ememenara (1 < i3 < iy < -+ < i, < n).
Tarkobhe, n3bop mBa y3acromHa ujaaHa Hu3a 1,2,...,7n Ha3uBaMoO 2-0.10K.
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TaGena 4. Xomoromncku tun kommiaerca M (Gp(my,...,my,)), 1 <n <7, kao Gyker chepa.
G\dim 01 2 3 4 5 6
G4 t
Gy 1 | t1t
Gs t1 +t3 | titats
G4 1 t1to + | t1tatsty
trta+tats
Gs t1+1t3+1s | titats + | titatatals
t1tats +
t1tats +
t3tyls
G 1 tito+t1tsa+ | t1tatsty 4 | t1tatstatsty
tsta+titg+ | t1tatste —+
tats + tots | totatsls -+
titstste +
t3t4lsts
G, tibtattst | titats  + | Litatstatst | titalstatstets
ty t1tats + | titatatats+
t1t4t5 + | t1totstetr+
t3tyts + | t1totstetr+
titats  + | titatstets+
titaty 4 | tatatstety
lstaty  +
ti1tgty +
tstgty +
tstotn

Hepuaunmja 3.11. Heka cy matu 6pojeBu n € N u x € Ny rakBu na Baku r < n.

e 3a momuu3 (iy,is,...,0;) HU3a (1,2,...,n) KaxkeMO ma je 00380.0eH AKO CE€ HAKOH
O3HaUaBama U3abpaHuX I MO3UIMja, OCTAJIUX N — T IMO3UIMja MOKE IIOKPUTHU IU-
cjyHKTHUM 2-6iokoBuMa (momohy rauno 5% BJI0KOBa OJ IO 2 y3aCTOIHA waHa).

o JlepuHUIIEMO CKYyI AZ CBUX OO3BOJbEHUX IIONHU30Ba NYKUHE I:

AL = {(i1,i9,...,1z) C [n] | (i1,12,...,1;) je DO3BOJEH IOTHUS}.

Hakmne, ako je pa3nura n — r HemapaH OpOj, OHAA He MOCTOjU HUjeDAH TO3BOJLEH
moqHu3, na Baku A = .

Hedopmamnuo rosopehm, mocmarpamo cBe m36ope x nosumnuja y Hu3y 1,2,...,n,
ca CBOjCTBOM Ja je MPEOCTAJMX N — T MO3UIMja MOAEJHEHO Y OJIOKOBE MapHe MY:KUHE,
nomohy m3abpaHuUX MO3UNNja.
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IIpumep 3.12. (ITpumepu ckyma A?)

(1) Ako je x =0, an = 2k, npasas nOAHU3 jecTe TO3BOJbEH U360D MOAHM3A, A MMAMO
A ={o}, 1j. |4 = 1.

(2) Aro je z =n, A? ={(1,2,...,n)}.
(3) Ha caunu 54 cy mpukasana aBa Tpodinana moxnusa musa (1,2,...,9):

— (5,6,9) € A), jep mocie ozmauaBama b, 6 u 9, npeoctamux 6 mozunUja ce
MOTY HOKPUTU Ca& 3 OUCjyHKTHA 2-0OJIOKA;

— (2,5,8) ¢ A3, jep ce makoH o3HauaBama 2, b u 8, nozumuje 1 u 9 He Mory
MOKPUTU OJIOKOBUMA IY:KUHE 2.

6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cnuxa 54. (5,6,9) € A, nox (2,5,8) ¢ A3 [50].

*  * * * * *
5 6

KRapauransnoct mocMaTrpaHor CKylia HU30Ba daTa je cieaehwum TBphemem.

Tepbemwe 3.13. Hexa je a} = |A}|. Axo cy n u x ucme naprocmu, oHOa 8GHCU:

ntz
ay, = < 2 >
2
Zloxas. Heka cy n u xr Henapuu 6pojeBu: n =2k+1uxz=2(+1, 0 < /¢ < k. Tana

(2k+1)—(20+1)
2

uMamo 2(+1 o3HaveHUX MO3UNKja U = k—/{ 6mokoBa ay:xuHe 2. Bpoj

HaumHa ma pacnopemumo osux (20 + 1) + (k — () oGjekara jecrte % _ (k;le)
Iakie,
" (k + 0+ 1) (”T”)
aI g = R .
k— ¢ 5
Hoxkasz y cayuajy n =2k u x = 2{ je TIOTIIyHO aHaJIOraH. []

Cunenehu ropak je meduHmCame cyMe KOja je MHIEKCHPaHa IIOTHU30BUMAa u3 A7.

Hedpwmuunuja 3.14. 3a n1pon3BOJBHUX N HEHETATUBHUX OpojeBa ty,to, ..., t, E Nouxr € N
TAKBO Ha je n — T mapaH O0poj, AeOUHUIIUMO CyMYy:

MP = Z tity - ti

(11,92,.yi0 ) EAR

[TapameTpe tq,1s,...,t, TOOpPa3yMeBaMO M M30CTABHAMO PAIU je THOCTABHUjET 3aIlNCa.

C ob63upom Ha TO ma je A2 = {2}, nomarro nepummmenmo MZF = 1.
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IIpumep 3.15. (IIpumepu cyma M)
(1) Aro je z=n, A? ={(1,2,3,...,n)}, na Baku M} = tity---1,.
(2) Axo je n memapam 6poj u v = 1, A = {(1),(3),(5),...,(2k + 1)}, ma Baskn

MY =ty + b3+ t5 4 - - + topgr.

(3) Hpumep 3a mane Bpemnoctu: n =4 u r = 2. Tanma je A3 = {(1,2),(1,4),(3,4)} n
My = tity + tity + t3ty.

Y nokasy riiaBHe Teopeme Omhe HaM moTpebHEe NBe PEKypPEHTHE Be3e cyMa ODJIMKa

M? nma mx m3aBajamo y ciuenehe momohno tBpheme.

x )

Tepbemwe 3.16. 3a cee 1 <l <k, cyme M (t1,...,t,) 3a0080ma8ajy:
(a) M%ﬂl = M3t + M22é€4’_11;
(6) Mg = Myy™ oo + MY,

Jloxas. Hokasxumo camo tBpbheme (a) momro je moka3 3a (6) mormyHo anasorad. 1o

ne(QUHANN]UA Baku ]\/[222:“11 = > Liytiy -t CBu OIHM30BU U3 CKyIa A?Zfll
(i1,yizes1) €A T

ce mejie Ha JBE€ BPCTE, 3aBUCHO OJ TOTA Ma JIU je n3abdbpaHa MOCIeAmha MO3UINja o1 =

2k 4+ 1, nunm Baku i9pq < 2k + 1.

12041 "

. . . 2k+1 . .
(1) Hexa je mommuus (i1,...,4941) € A3 ]; TakaB Ja je o3HauUEHA NOCJIEIHA IO3UNNU]a,

Tj. BaKU l9pr1 = 2k + 1. Tanma on nperxomaux 2k mo3unuja tpeba maprupaTtu 2/,
TaKO Ja Ce€ HeO3HauyeHe IMO3UNUje MOTY TOKPUTHU Ca @ IVC]YHKTHUX OJIOKOBAa
nyxkuHe 2. Jlakae, wiaHOBU cyMe Mgfjll KOjUM OAroBapajy MOIHN30BUMa OBE BPCTE

ce TauHo nOOUjajy MHOEKeHmeM cyme Mir ca topyg.

(2) Aro Bawkm igyq < 2k + 1, mocaemma mo3unuja HUje O3HAUEHA, Ia mo3uruje 2k
u 2k + 1 mopajy Outu mokpuBeHe jemaum 2-0gokoM. To 3maum ma cBux 20 + 1
ejleMaHaTa ogHM3a bmpamo Mebhy npsux 2k—1 mecta, nomryjyhu ncTo npasuiio.

Ilakne, ogqroBapajyhu 4ianoBu mocMaTpaHe cyMe Ta4HO GOPMUPA]y CyMy Mgé:ll.

Ha ocuoBy (1) u (2) cnemu sxesmena penanuja (a). ]

Canma MOkeMO NOKa3aTy IJIaBHY TEOPEMY.

Teopema 3.17. Hexa je G, = G,(mq, ..., m,) eycenuya dymcunen > 1, maxea da 3a ceaxo
meme i yenmpaaroz nyma eaxcu m; > 1. Tada je romomoncku mun wmeroz KOMNAECKCA
ynapusamna caedehu byxem cdepa:

k
V V SEH ako n =2k

£=0 )j2k
M(Gp) =<
V V S akon =2k+1
=0 pr2kt
20e M osnauasa cymy M (t1,ta, ..., t,) 3a napamempe t; :=m; —1,i=1,... n.
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Zoxas. TBpheme hemo mokaszaT MHAYKIUjOM IO 1, ca OaszuHuM ciaydajeBuma G u Ga.
Ban=1(k=0)Bawu M} = t;,. 3namo na je M(Gy) = [my] =~ \ S°=VS° na
mi—1 t1
tBpbemwe Basku. 3a n = 2 (k = 1), y ouekuBanoMm OykeTy 1o (GOpMyJIaluju Teopeme
nojaBmyjy ce MZ =1 u MZ(ty,ty) = t1to. Kommunekc ynapusama rpada Ga(my,ms) ce
cacToju oJ omunapTuTHOr rpada K, ,, 1 jeqHe mucjyHrrHe Tauke. C 003MpOM Ha TO
na je Ky, m, XOMOTONICKM eKBUBaJICHTaH Oykery (m; — 1)(mg — 1) KpyskHUIA, Bayku:
M(Gq) =SV (V 5’1), na TBpheme Bakm u 3a n = 2.

t1to

[IpermocraBumo cana ma Teopema Baxu 3a rpagose Gi,Go, ..., Gyg_1)41, Gax, Ta
HOKaKUMO na Baku U 33 Gaopiq U Gogio, K > 1. Ha uctu HaumH kao y Tteopemu 3.9,
youyaBaMO HE3aBUCHY M,-Tpany Ha kpajy rpada G,(mi,...,m,), kao Ha caunu 55.

Gn-1(mi,ma,...,mp_1)
My =t, +1
/_/H
1 2 3 n—2 n—1 n
Gn_a(my,ma,...,my_2)

Cauxa 55. I'pad G, (mi,ma,...,my,) [50].

[Ipumenom neme 3.4 Ha yOodyeHy HE3aBUCHY I'DAHy 3aKBbYUYy]EMO Ia 3a CBE N > 3 BAKU:

(\/S ) V S(M(Gy-s))

(cmura 55). Kopucrehum mamykrusmy xumoresy m ocobune OykeTa M CyCHeH3Uje U3
tBphema 1.22, nakon cpebusama mobujamo xomoromncke tTunose kommirekca M (Gogi1)
u M(Gagie). Haumme, 3a Gogy1(my, ..., Moky1) UMAMO:

M(Garr) =~ |\ S(M(Gw)) | V S(M(Ga-1)11))

tak+1

k k—1
\/ S \/ \/ Sk*l‘i’e vV S \/ \/ Sk*lJrZ

12

tok41 (=0 Mgé“ /=0 M22[§-}}C-Il)+l
k
k*lJr@ k—1+¢

~ |V V Vs \/ VoSt

tak+1 £=0 M2} = OMQQIS_’T_ll

k—1
“voov s v

t= 0M2kt2k+1+M221§iIl)H Mg tare41

3HaMO aa je Mgft2k+1 +M22;:+11 M22€I<::11 (TpreH)e 316), JOK je M22]§t2k+1 = tl cee tgkt2k+1,
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k
mro je ympaso Mitl ma Bawm M(Gopi) ~ V V S¥‘. Twume je zaspmen meo

k17 ¢ 2k+1
= +
0M2£+1

UHIYKTUBHOT KOpaka 3a n = 2k + 1.

Y cayuajy n = 2k + 2 moctynmaMo aHAJOTHO:

M(Gariz) ~ |\ S(M(Garr)) | V S(M(Go))

lok+2

\/ S \k/ \/ Sk-i—l v S \k/\/ Skz—l-i—f

12

tok+2 (=0 p3ptt =0 M2k
k k
_ \/ \/ GhHEFL | \/ \/ Gkt
=0 M3y ok 4o =0 M3y

k—1 k
_ \/ Sk v \/ G2k+1 \/ \/ GRHHL Y, \/ \/ G+t

2%k 241 —0 py2k+1 —1 2k
Mg Myt ton o (=0 Mt ok =1 M3
k
k 2k+1 k
See v ey oy e
Mg toryo (=1 MG gy o+ M)

k
(tBpbeme 3.16) = S*vV \/ \/ SHET v \/ SR
/=1 Mgf” t1topt1tokt2
k+1

_ \/ \/ )SkH.

=0 M22Z(k+1

Tume je moka3 Teopeme 3aBpIIEH. [

ITo cana je onpebheH XOMOTOIICKM TUI KOMILJIEKCA ylapuBalkha TI'yCEHUIla 0e3 Tpu-
BUjaJHUX TeMmeHa. Ilpeocrtaje cayuaj ryceHuria KOa KOjUX IMOCTOju Oap jemHo Teme
[EeHTPATHOr myTa 0e3 moJaTHUX wmBuUIa BaH Tor myTta (m; = 0), aau y 0BOj Te3u Huje
onpebena koHKpeTHa (opMyJia 3a IOCMaTpaHu XOMoToncku tun. Mnak, caeneha teo-
peMa faje ajJropuraM KOju MHAYKTUBHO padyHa O6poj chepa y CBAKO] DUMEH3UjU XOMO-
rorckor tuna M (G,(mi,...,m,)), 3a npoussosmue m; > 0, Tj. 3a cBe Mmoryhe rycenure.
OBy Teopemy heMo mpuMeHUTUM HA T'YCEHHMIIE KO KOJUX je TaUYHO CBAKO APYLO TEMeE
TPUBUJAJHO, & 3a KOj€ Ce€ MCIOCTaBJ/ha Ha j€ XOMOTOIICKMA THUII KOMIIJIEKCA YIapUBaImba
IIOHOBO 33aT jeJHUM MHTE€PECAHTHUM HU30M.

[Ipe ¢opmynanuje Teopeme, NpUMETUMO Ha 3a cBaky rycenury Gp(mq,...,m,)
MOKEMO MPETIOCTABUTU Aa Baxku my > 1, jep y cayuajy my = 0, ryceauny G, MOKeMO
mocMaTpaTu Kao T'YCEHUIy Ay:KuHe n — 1 KO KOje MPBO TeMe IEeHTPAJHOT IIyTa NMa
cTremeH mo + 1.
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Teopema 3.18. Jlama je eycenuya G, = G,(my,...,my,) ca YeHMParHum nymem 0Yyrcure
n >3 m;>1ua3saceei samcu m; € Nyg. Hexka jet; =m; — 1,1 =1,...,n. Osnavumo
ca A, q 6poj chepa dumensuje d y byxemy Koju je TOMOMONCKU EKBUBAAERMAH, KOMNAEKCY
M(G,). Tada saxmcu pexypenmua gesa:

thr1Ana1 +Ap_14-1, axo myy >1
An-‘rLd - An,d + An—l,d—la aKxo Mp41 = 0wum,=>1

An_2d-1, aKo Mpy1 = my = 0.

/oxas. ITocmarpamo Tpu Moryha ciyuaja Koja Cy yodeHa y IOCTaBLUU TeOPeEMeE.

(1) Heka Basku m,,; > 1. Ha ocuoBy neme 3.4 (rkao y Teopemu 3.17), 3a n > 2
IMAaMO:

G (\/S w(ma, . .,mn)))> VS(M(Gyi(my,...,mp_1))). (3.2.2)

n+1

[Tomrro cy M(Gp—1(my,...,mp_1)) u M(G,(my,...,m,)) Oyreru cpepa, n3 (3.2.2)
n tBphema 1.22 nupexrHo mobujamo A,i14 = tni1And—1 + An—1.d-1-

(2) Heka je mpy1 =0 1 m, > 1. [lorkaxkumo na Tana 3a cBe n > 2 BasKu:
M(Gpy1) = M(Gp(my,...,my)) VS(M(Gp_1(mq,...,m,_1))), (3.2.3)

13 4Jera cjenyd TpaxkeHa jemHakocT A,i14 = Apg+ An_14-1. llprmernMo mpso
na Baku Gpyi(ma,...,my,,0) = Gu(my,...,my_1,m, + 1). Kopucrehu nemy 3.4 u
yumeHuty m, — 1 > 0, umamo ciemehe XOMOTOIICKEe €KBUBAJIEHIINA]E:

M(Gn+1> = M(Gn(ml,...,mn_l,mn—i—l))

(\/s Gn1(my, ... ,mn_l)))> V S(M(Gr_s(my, ..., mu_s)))

12

12

(\/ S(M(G,— 1ml,...,mn_l)))\/S(M(Gn_Q(ml,...,mn_g)))) vV

V S(M(Grr(ma, ..., mn1))).

I[Iperxomam OykeT CMO HANMCAJU HAa HABEACHU HAYUH jep 3a BEJIUKU OYKET ¥y
3arpanaud, Ha OCHOBY JieMme 3.4, BasKu:

\/ S(M(Gp—1(my,....,mp1)))VS(M(Gpo(my,...,mu_2))) =~ M(Gp(my,...,my,)),

oIaKJe ciequ XOMOTOINCKa ekBuBaJieHnja (3.2.3), koja naje TpaskeHy Be3y.
(3) Heka Bawu m,y3 = 0,m, =0, n > 3. I'pad Gup1(my,...,mu_2,m,_1,0,0) uma

HeszaBucHy l-rpany, ma Bawu M (Gphi1) ~ S(M(Gh—2(my,...,m,—2))) (n1ema 3.2),
OHaKIe NUPEKTHO caemut A,i1q4= An_24-1.
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Kao mro cmo Beh persnm, momohy Teopeme 3.18 MOXKEMO WHAYKTUBHO ONOPEIUTUA
XOMOTOIICKM THUII KOMIJIEKCA yllapUBamka CBaKe I'yCEeHUIle, IOYeB O Oa3HUX CIyda-
jeBa. Tu Ga3uu cayvajeBu Cy KOMIIEKCU ylapuBamha KOjU ce HemocpemaHo onpebhy-

Jy M(Gl(m1>) ~ XSO, M(Gg(m1,0)> = M(Gl(ml + ]_)) ~ t1\</HSO, M(Gg(ml,mg)) ~

SOV (v SY, kao u M(Gs(my,0,m3))~ Vv S' mpu ycaosuma my, my,mg > 1.
t1ta t1+i3+tits

Meby rycenumnama koje caap:;ke TPUBHUjaJHA TEMEHa, BEOMa MHTEPECAHTAH MIPUMEP
IpencTaBba]y T'YCEHUIlE HEMapHe NYy;KMHE KO KOJUX j€ CBAKO APYrO TeMe IEeHTPAJJHOT
IyTa TPUBUJAJHO, Tj. Basku my; = 0 (cauka 56). Tlokasyje ce ma je KOMIUIEKC ymapu-
Bama OBAaKBUX I'yCEHHMIla XOMOTOIICKM €KBUBAJEHTAH OYKeTy cdepa HCTe NUMEH3Uje.
IIpe Hero mro popmynnmemo oaroBapajyhy reopemy, moTpebHO je na me(UHUIIEMO
jemHy cCyMy ¥ OIpenuMO HeKa H-eHa CBOjCTBA.

2k —1 2k 2k +1

Cumra 56. I'ycenuna KoJ Koje je CBako ApPYyro teme Tpusujasuo [50].

Hedmuaunmja 3.19. 3a k> 1 u ay,...,q, € R nepuanmumo cymy Li(ag,. .., ax):

k
L(ay,...;ax) =Y > (iz—ir)(is —da) -+ (i — ip-1)as,as, -+ s,

(=1 1<i1<--<ip<k

IIpumep 3.20. (IIpumepu cyme Ly(ay, ..., ax))
(1) Aro je k=1, Li(a1) = a3.

(2) Axo je k =2, cyma Ly uma Tpu unana. 3a ¢ = 1, unan a; oaroBapa uszbopy i; = 1,
IOK YJIaH Gy omroBapa m3bopy i; = 2. 3a f = 2 uMaMo 4JaH a1dy KOjU OAroBapa
(11,19) = (1,2). Harxe, Bazku Lo(ay, as) = ay + as + (2 — 1)ajas = a1 + as + ajas.

(3) 3a k= 3, Lg(CLl, as, ag) =a; +ae +as+ajas + 2@1&3 + asas + ajasas.

(4) Ba k=4, Ly(ar,a2,a3,a4) = a1 + ag + az + as + a1az + 2a1a3 + 30104 + aza3 + 2a3a4 +
asas + a1a2a3 + 210204 + 2a1a3a4 + asa3a4 + a1020304.

Jlema 3.21. 3a cee k > 2, cyme Ly(ay,...,ax) 3a0o60omasajy caedehy eesy:
Lk(&l, Ce ,ak) = akLk,1<a1, ceey A9, (&k,1 -+ 1)) + kal(al, Ce ,Clkfl). (324)

Zloxas. Ilate cyme MoxkeMo ocMarparTy kao nonuaoMe. [lo nedpuunnmju, cBakyu MOHOM
Koju ce mojasipyje y penanuju (3.2.4) je obuumka a;a;,---a;,, upu demy 1 < (< k n
1 <4 <idg < --- <14 < k. Tpeba morkazarm na cy KOeQUIUjEHTU y3 @, A, - - Qj,
Ha JeBOj u mecHoj crpanu (3.2.4) jemmaku. Awro Basku iy < k — 1, koepunujeHT y3
@iy Qiy -+ @i, 13 Lg_q1(ay, ..., ax_1) HA DECHOj CTPAHU, jeNHAK je KOE(UIUjEHTY TOI MOHOMA
u3 Ly(ay,...,ar) HA 7€BOj cTpaHu, na je TBpheme JoKa3aHo.
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3.2. Komnnekcm ynapuBama rpadoBa I'yCEHHIA

Ocraje na pasMoTpuMo ciyd4aj ¢y = k, Tj. MOHOME a;, a;, - - - a;, ,a,. Ilocmarpahemo
nIBa moaciydaja: iy_1 = k—1mip; < k—1. Axo je iy_1 = k—1 MOHOM a;,Q;, - * - G, ,Ak_10}
ce mojaBsbyje Ha CBAKO] o1 cTpaHa jemHakoctu (3.2.4) mo tauno jemanmyTt. Ha mecHoj
CTPaHU Ce MojaBJ/byje Kada MOMHOKUMO UJIaH

(tg —i1) -+ (l—2 —ie—3)(k — 1 —dp—9)a;, - -~ aj,_,ap—
nu3 cyme Ly 1(aq,...,ax_2, (ax_1 + 1)) ca ax. Ha neBoj crpanu ce mojaBiyje Kao djian
(g — 1) -+ (le—2 —d—3)(k — 1 —ig2)(k — (kK — 1))ai, - - - ai,_,ar—1ax,

na cy oarosapajyhm KoepuuujeHT! 3aucTa jeTHaKn.

Axo je iy < k — 1, MoHOM a;,a;, - - a;,_, Q) Ce INOjaBJbyje Ha NBA HAUUHA HA JECHO]
crpanu jemHakoctu (3.2.4). To ce memasa jep ce MOHOM @, Gj, - - 4;, , TOjaBJbYyje HA
nBa HaumHa y uspaldy Ly 1(aq,...,a, 2, (ag_1 + 1)): mpBO KAO unan

(g — 1) -+ (fg—1 — Ge2) @i, -+~ ai,_,,
a IpyrW myT Kaga y cienelieM mpomsBomy U3 HOCIENE 3arpaje y3memo 1:
(G — 1) - (fe—1 —dg2)(k = 1 —dg1)ay, - ai,_, (ag—1 + 1).
Jlakne, KoepUUUjEHT Y3 a;, Ay - - - A4, , G Ha NeCHOj cTpanu (3.2.4) jemnax je:
(ig—i1) -+ (fgm1—dp—2)+(ia—1i1) - -+ (ipm1—ip—2)(k—1—ir 1) = (ig—i1) - - - (Gp—1—dp—2) (k—ir1),
IITO je TAYHO KOe(QUIUjeHT Ha J1eBOj cTpanu (3.2.4). [l

I'ycenurne kom Kojux je cBAKO APYro TeMe IMEHTPAJHOT MyTa TPUBUjAIHO O3HAUABA-

Mo ca GY = Gap_1(my,0,m9,0,...,my_1,0,my). IlpuMeTrMo ma ako MMaMO TyCEHUILY
nyssuse 2k obnuka Gog(my,0,ms,0,. .. ,mg_1,0,mg,0), MOKEMO je mocMaTpaTi Kao Ia
je mysunHe 2k —1 m ob6auka Go_1(mq,0,m9,0,... ,mg_1,0,mp+1), ma je 3aucra JOBOJBLHO

pasMaTpaTy caMo CJIydYaj KaJa je IMeHTPaJHU IIyT HenapHe oy:kuHe. Hamomenumo na
OBl M; O3HAUaBa OpPOj MBUIIA BAH [EHTPAJHOT IMyTa y TeMeny (2i— 1), ymMecTo y i-tom
TEeMEHY Kao IITO je TO OMO caydaj y IPETXOTHOM eIy MOTJIaBJbA.

Teopema 3.22. Hexa je k € N u GY = Gap_1(m1,0,ms,0,...,mp_1,0,my) dama 2ycenuua,
npu wemy saxcu m; > 1 za cee i =1,..., k. Tada je zomomoncku mun xKomnaexca M(Gg)
caedehu byxem cpepa:

MG~ \/ s
Li(a1,a2,...,ar)

20e jea;=m; —1 3a ceei =1,... k.

Jlokas. INoraxkumo TeopeMmy wmuaykmujom mo k. 3a k = 1, M(Gi(my)) je muckperan
ckym om m; = a; + 1 Tavaka, Tj. M(Gy) = VVS°. Tlomro je Li(a;) = ai, TBphe-
ay

we Basku. llpermocraBumo ma Teopema Baku 3a 1,....k— 1 (k> 2) u mocmarpajmo
Gok—1(m1,0,m2,0,...,myg). Ilomro je my > 1, npema teopemu 3.18 mmamo jeqHAKOCT
Aok—1,04 = arAog—2.4-1 + Ask—34-1, (3.2.5)
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rae je Asg_14 6poj d-cpepa xomoronckor tuna M (Gag—1(mq,0,mse,0,...,mg)), Asg—24-1
je 6poj (d — 1)-chpepa 3a M(Gag—2(m1,0,m9,0,...,mk_1,0)) u Agg_34-1 je 6poj (d — 1)-
cpepa 3a M(Gor_3(m1,0,ms,0,... ,mg_1)). Kama npumeHrMMO MHIYKTUBHY XUIOTE3Y
Ha M(Gox_3(m1,0,ms9,0,...,0,m_1)) 3HAMO H& j€ XOMOTOICKM TUI OBOTI KOMILJIEKCA
oarosapajyhm Oyker cpepa mumensmje k — 2, Tj. BaKuU:

(3.2.6)

Li_y(ay,a9,...,a5—1), akod=Fk—1
Aop—34-1 =
0, ako d # k — 1.

Taxobe, u Ha Gaj_a(mq1,0,m9,0,...,mi_1,0) MOKEMO IPUMEHUTY UHIAYKTUBHY XUIIOTE3
9 ) ) ) ) ) )
jep Bawku Glog_o(my,0,me,0, ..., my_1,0) = Gog_3(mq,0,ms,0,...,0,mp_; + 1), ma umamo:

Ly . _ 1 d=k—-1
A sa s :{ k—1(a1,az, ..., (ag—1 + 1)), awo (3.2.7)

0, arko d # k — 1.

N3 (3.2.5), (3.2.6) u (3.2.7) cnemu na 3a cBe d # k — 1 Baxkm Ay 14 = 0, IOk 3a

d = k — 1 ma ocuoBy zneme 3.21 3akmyuyjemo na Baxku Aog_14 = Lg(ay,as,...,ax).
Haxkne, kommnexc M(GY) 3amcra mva xomoTonckm tun 6ykera Ly(ay,as, ..., ax) chepa
mumensuje k — 1. ]

3.3 Teopeme o mpecmKaBamkMUMa MOCETA
" OpyTu Ioka3 teopeme 3.17

Y oBoOM moryiaB/bY hemMo maTu APYru moka3 Teopeme 3.17, kopumhemeMm Teopema o
pubpama npeciauraBama nocera (enr. Poset Fiber Theorems). Hajupe hemo ykpartko
HABECTH pe3yJiTare Koje kopuctuMo (mpema pany [14]).

Heka je (P, <) roHauyan moceTr. 3a IPOW3BOJbAH €JeMeHT & € P nedpuHUAMNIMO
CRYyIIOBE:
Po={yePly<z} m P, ={yePly<u}

a aHaJlorHO um ckynose P., u Ps,. 3a msa mocera (P,<p) u (Q, <) mpousBoJbHA
¢yurnuja f : P — () ce Ha3uBa npecaukasame nOcema akKO dyBa HOpeIaK, Tj. aKO 3a
CBakKa IBa ejleMeHTa ',y € P Baxku mMmmiankanuja: ¢ <py = f(z) <o f(y). 3a cBako
q € Q, cryn [~1(Q<,) HAZUBaAMO Pubpom mpecaukaBama f.

Y Beoma 3HauajHoMm pany [81], KBuser je mpencTaBumo HEKOJIMKO TeopeMa O (u-
Opama mpeciaukaBama nocera. Vmejuo roBopehwu, teopeme mmajy cienehy dopwmy:
aKO MMaMO TpeciuKaBame nocera f : P — Q kox kora cy ¢ubpe f~1(Q<,) ,,M0BOLHO
mobpor obsuka”, oHma Ha OCHOBY cBojctaBa ypebajuor rommiekca A(Q) mocera @,
MOYKEMO 3aKJbyUMBATU O oAroBapajyhum cBojcrBuMma rommiekca A(P). Ha mpumep,
YKOJIMKO Cy cBe pubpe KoHTpakTubuiIHe, o3HaTo je ga kommiaexkcu A(P) u A(Q) umajy
vctu xomoToncku tun (nosuara Quillen fiber lemma). Tepbema oBor Tuna cy mocrasa
BeOMa KOPUCTAH AJAaT y TOMOJOMKO] koMOunaTopunu. Y pany [14] mokazano je Bumie
yonmrewma KBunenosux pesyarara (3a pazjimumTa CBOJCTBA KOja JKEJIUMO IeIyKOBATU
3a jemaH moceT Ha OCHOBY Apyror). JemHo on mux je ciaeneha Tteopema Koja moBesyje
xomoronckn tun A(P) n A(Q), ykomuko ¢ubpe f~!'(Q<,) nMajy mHOBOBHO mOBe3aHe
ypebajue kommierce. Ilomcerumo ce ma ¢(P) osnauaBa nysxuny nocera P (Bumetu
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nocjenmu neo noraassba 1.1).

Teopema 3.23. ([14], Teopema 1.1) Hexa je f: P — @ npecaukasame nocema maxeo 0a
sa ceaxo q € Q eamcu da je A(f~H(Q<,)) bap ((f1(Q<,))-nosesarn npocmop. Tada eancu:

A(P) =~ AQ) V {A(/ Q<)) * A(Qxq) | ¢ € QF

ede ce nagedenu byxem gopmupa udenmugdurosamem memena q uz A(Q) ca npouszsosHum
eaemenmom uz f~HQ<,), 3a cee enemenme q € Q. Iocebro, axo je komnaexe A(Q) nose-
3aM, OHOG BANCU

A(P) ~ A@Q) vV \/ (A(f Q) * A@sy)) -

q€Q

Hanmomenumo na ce oBme MO:ke NMOjaBUTHU CIOj KOMIIJIEKCA Ca IPA3HUM CKYIOM, 3a
Koju 3HaMO na Baxkm X x I ~ @ x X ~ X. Pamu unycrpanuje, HaBeIMMO jeIHY jeIHO-
CTaBHY IPUMEHY IIPETXOMHE TeOPEeMeE.

ITpumep 3.24. ([14], npumep 1.2) Heka cy P u () mocetu npukaszanu Ha caunu 57, ca
penanujaMa HOpPeTKa JaTuM oxrosapajyhmm my:xuma (Ha mpumep, a <g b). Heka je
npeciukasame f: P — @ 3amaro ca: f(1) = f(2) =a, f(3)=f(4) =bu f(5) = f(6) =

c. OBo je moOpo mepmHMCAHO MPECIUKABAKE IMIOCETA.

1 2 a

Cuauka 57. IIpeciaurkaBame nocera, npumep 3.24.

Mpmveliyjeno na sama A(f~(Qza)) ~ S 1 AQmq) ~ 5. Taxobe, A(f~(Qx)) ~
St a~ A(fHQ<.)), mok cy Qsp 1 Q. mpasau ckynosu. Ilakie, 3a cBa TPU €JEMEHTa (
3 Q Basku A(f1(Q<,)) * A(Qs,) ~ S, na ma ocuoBy Teopeme 3.23 3armydyjeMo na
je A(P) XOMOTOIICKM eKBUBaJIeHTaH OyKeTy Tpu kpy:kuune S', mro je Tauno (oBze je
A(P) yupaso Gunapruthu rpad K, npukasas zHa caunu 57).

OBne hemo rkopucTtuT; npuMmeny teopeme 3.23 HA Tako3BaHa yeehamwa KOMILIEKCA
(opurunanuu Hasus je inflated compler). Hamme, Hera je K cuMminnumjaHu KOMILIEKC
Ha CKyIly TemeHa [n|, a m = (mq, ..., m,) Hu3 npupoauux 6pojesa. IlocmarpajmMo HOBU
CUMIIIUIjaJTHU KOoMIuieke K, medwunucan va ciaemehwm maumu. Crynm temena K, ce
mobuja Tako IMTO Ce CBAKO TeMe i € [n] y3Me ca BUIIECTPYKOMmNy m;, Tj. TO je CKyI

V(Km) = {(i;c) [ i € [n],c € mi]},

JOK CUMILIEKCe KoMILIekca [, popMupaMo Tako MITO CBAKW CUMIIJIEKC U3 K IIOHOBUMO
ca BUIIECTPYKOIINY Koja je jemHaka MPOW3BOLY BUIIECTPYKOCTH HErOBUX TEMEHA.
[Ipemnuzunje:

K, = { {(i1,c1), .. (igyen)} |keN, {iy,...,ix} € K, (Vjek]) ¢ € [mij]} U {9}
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Komnnekc K, ce HasuBa m-ysehawe xommiexkca K. I[lpumenom teopeme 3.23 Ha OBY
KOHCTPYKIU]y mobujamo ciaemehy Teopemy.

Teopema 3.25. ([1/], Teopema 6.2) Axo je K nogezan CuMniuyujasty KomMnaiexc, onoa
je zomomoncru, mun m-ysehamwa xomnaexca K dam caedehum uspazom:

Ko~ \/ (87 (ke F)"™ =\ |/ (S9F « Lk F) |

FEK FeK \u(Fm)

20e je v(F,m) = H(ml —1) uv(@,m) =1, dox Sl oznauasa |F|-mocmpyry cycnensugy.
ek
Hamomenumo na je 3a F'= & onrosapajyhwu unan Oykera jemnak Lky @ = K.
Cana MoskeMO maTu Opyru qoka3 teopeme 3.17 momohy KoHCTpyKIUje m-yBehama.
OsBaj noka3s je ckunumpan y Hamomenu 5.12 u3 pana [50] (ma kome ce Ga3upa nesa oBa
riaasa), a oplne he 6uTy npencraBibeH KoMILIeTHO. llogceTuMo ce, UL je OapeauTu

XOMOTOIICKM TUII KOMILIEKCa ymnapuBama rycenune G, = G,(my,...,m,) 6e3 Tpusu-
jaJHUX TeMeHa MeHTPAJHOT IIyTa.

Zoxas. Hera je I' cappmena l-rycenuna myxune n, a K = M(I') men kommiexc ynapu-

Bama. Ako o3Haummo muBune rpada ' caay,...,ay,,by...,b,_1, K20 Ha caunu 58, TeMeHA
kommiekca K uwmue ckyn V(K) ={ay,...,a,,b1,...,b,_1}.
ay [ as Qnp,
— — — C — .
Lo 2 5 3 b b1

Cuauka 58. Cappmena 1-rycenuna I' gy:xune n.

[Tocmarpajmo m-ysehame K, komniaekca K ca BEKTOPOM BUIIECTPYKOCTHU

m=(my,...,mp,1,..., 1),
~———

n—1

rle ce CBAKO TeME @; y3UMa Ca BUIIECTPYKOUmNy m;, a cBako b; ca BumecTpykomhy 1.
[Ipumerumo na je kommsekc ymapusama rycenune G, = G,(mq,...,m,) yupaBo 0BO
m-ysehame rommierca K = M(I'), tj. M(G,) = K,,. 13 tBphema 3.10 3mamo na je
K moBe3aH KOMIIJIEKC, Ta HA OCHOBY TeopeMe 3.25 Baku

K.~ \/ Cp, rmeje Cp=\/ ("' xLkgF), 3acse F € K. (3.3.1)

FeK v(F,m)

Onpemumo xomotoncku tun dinana Cp y 3aBucHoctu on F. Ilpumerumo Hajupe ma
ako mocroju j € [n — 1] TakBo ma Baxkm b; € F, omna je wnan Cp KOHTPAKTUOMIIAH.
Hawnwme, v(F,m) je npou3Bom BUIIECTPYKOCTH TeMeHa u3 [ ymamenux 3a 1, ma Kako
je Bumectpykoct on b; jemmaka 1, y oBoMm ciyuajy Basku v(F,m) = 0, omakne ciaenu
Cr ~ %. 3aro om cama mocMarpaMo camMo cuMminiekce ' € K koju 3amoBoJbaBajy
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F c{ay,...,a,}, 1j. camo m3bope TemMeHa KOja OAroBApajy BEPTUKAJIHUM WMBUIAMA Ha
caun 58. Hexka je F' C {ay,...,a,} onrosapajyhu n3bop BepTUKAJHUX UBUIA.
OnpenuMo XOMOTOICKM Tull noTkoMmIutekca Lky F' 3a mocmarpane F C {aq,...,a,}.

IIpema nemu 2.4 3mamo na je Lky F' kommiexkc ynapuBama rpaga 'y xoju ce cacroju
on cBUX mBHMna rpada [' Koje HUCY cycenHe HUjeqHO] MBUNIN U3 F. O3Ha4nMO UBUIE 13
F ca Qiyyeos @y, THE Bak 1 < 1) < ig < --- <14 <n, k> 1. Ila 6bucMmo jemHocTaBHU]jE
omucayu ['z, ozgaummo jom ip = 0 m i34 = n + 1. IIpumernmo ma je I'y mucjyrETHA
yHuja caBpuienux l-rycenuna 'y, ..., [y, oysuna l, ..., 0 penom (cauka 59), ruge je

éj:ij—i—l_ij_L 3a CBe€ j:O,l,...,]{?,

npu yemy 3a i1 = i; + 1 Baskn [y, = .

@i @ijir

Iy, [y,

-]

Cimuka 59. Ioarpa¢ F ce cactoju on mnaBux, a moarpad ' om nmpBeHMX MBULA.

Ilakie, mumamo:
LkKF:M<Pf) :M(FZOI_II_Ing) %M(Fgo)**M(ng)

(yromuko Baxu I'y, = @, onma u M(I'y,) = 9, ma Taj unam He yTude Ha cmoj). U3
TBphema 3.10 3HaMO nOa je KOMIUIEKC yIapuBaima CaBpIIeHe 1-TyCeHuIle KOHTPaK-
TuOMIAH Kala je I'yCEeHUIA HeMapHe AY:KUHE. 3aKbydyjeMO Oa aKO MOCTOjU WHIEKC
j €{0,1,...,k} rakaB ma je 6poj {; menapaH, ouna je Lkyx F' koHTpakTnOnian, ma je
u yinad Cp KOHTpakTUOWIAH U HE yTUYE HA XOMOTOICKM TUI KOMIIekca K. 3ato
je IMOBOJLHO MOCMATPATH CaMO OHe F 3a KOje Baské 13 HAKOH O3HAUABAA MO3WIN)a
i1,...,ix Y HA3Y O M eJieMeHaTa, IPEeoCTalu OJOKOBU Cy NAapHE MYy:KUHE, Tj. TAYHO
Basky (iy,...,1;) € AY. 3a Taxse F (ommocmo F), kopucrehu tBpbeme 3.10 u TBpbe-

me 1.22, 3armpydyjeMo na BasKU:
ij41—ij—1 o

(mumensuja mocuenme chepa ce mobuja cpebuBameMm mpeTxXOmHOT cmoja). Y BeAUMO
os3Hary t; = m; — 1, 3a cBe i = 1,...,n. Tana je 6poj v(F,m) 3a nocmarpaue F jen-
HAK Ipou3BoOAY t;, ---t; . Ropucrehn jom ma Baskm dim F' = k — 1, ma ocroBy (3.3.1)
nobujamo na unan Cp mMa ciaenehm XOMOTOICKU TUI:

cr =~ \/ (sk—l*s’%k—l)g \/ s
ti ety

k
Lk F' o~ M(Ty) %5 M(Ty,) ~ *0
j=

tiy oty
Hakne, 3a ¢purcupan 6poj k = |F|, caku unaun Cr je 6yker chepa quMeH3uje ("T*k—l),
a ykyma 6poj cdepa y cBum Oyreruma Cp 3a koje Baxku |F| = k jemnak je cymnm

> tiytiy -+ 1, wro je yupaso cyma M (ti,...,t,). Takobe, 3a F = & Baxn

(11,82,...,ig )EAT
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Cr = K = M(T'), mro je koHTpakThOMIaH OPOCTOD 3a HENAPHO N, a 3a HapHO N
OH je XOMOTOIICKM eKBUBaJeHTaH chepu mumensuje (§ — 1). Komaumo, mponazehn cse
cummiekce F' € K (3a cBe k), Ha ocHOBY (opmyite (3.3.1) nobujamo TayaH XOMOTOICKA

tun kommekca K, = M(G,,):

MGy~ \/ s

k=01,..n Mp
2|k+n

mTo je yupaso TBpheme teopeme 3.17 (mpyraumje 3ammcaHo). [
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['nmaBa 4

IIoBe3aHOoCT KOMIIJIEKCA yImapuBamba
n MTA anropuram

Osa rznasa je nmocBehena KoMIIeKCUMa yIIapuBama JBe BPCTe rpadoBa - TO Cy KOHAYHA
MOMJIOUaBakha PABHU MPABUJIHUM IMOJUTOHUMA W OWHAPDHA ApBETa. 3a PA3JIUKY O
IpeTXoHe TaBe Y K0joj cMo onpebmBaau TavyaH XOMOTOIICKA TUI KOMIIJIEKCA YIapU-
Bama, OBIe CYy Irpa(oBM KOMIJIMKOBAHW]U, I1a HAM je IUJb Ja IPOIEHNMO IIOBE3aHOCT
IBUXOBUX KOMIIJIEKCA yMapuUBamha, a TadaH XOMOTOICKUA TUI NeMO OIPEIUTU y CIIEI-
jamHuM ciydajeBuMa. Takobe, 3a pasiuKy On cTaHAAPIHUX TOIOJOIIKUX aJjaTa Koje
CMO KOPDUCTHWJIN y NIPETXOJHOj IJIaBU, OBIE NPUMEHYjeMO KOMOMHATOPHO CIIOXKEHU]Y
TexHuKy, mon HasuBoM MTA anzopumam. OBaj amropuram je Bep3uja Ouckpemme
Mopcose meopuje, npunarobhena rkommiaekcuma HezaBucuoctu. C 063upom HaA TO Aa je
nuckperna MopcoBa Teopuja jenana o1 HAjIO3HATU)UX TEXHUKA KOMOMHATOPHE TOMIOJIO-
ruje, He U3JIaKeMO je HeTasbHO, Bell HAaBOAMMO caMO OCHOBHE mojMoBe (moriasise 4.1).
3atuM, y noriaBipy 4.2 merasmuo onucyjemo MTA anropuram. Hakon Tora mpesnasu-
MO Ha TMPUMEHE OBOT AJTOPUTMa Ha MOJUTOHAJHA MomaovyaBama. llormaBme 4.3 je
nocseheno nuuMjckuM momnovaBamuMa (OJAUrOHN GOpMUpPajy ,pen’ ), MOK MOIIova-
Balka PABHU MIECTOYIJIOBUMA, OMHOCHO caha (eHr. honeycomb graphs), pazmarpamo y
norsaBiny 4.4. Kao mro cmo momenyau y Y Bomy, uarepecyjy Hac caha obsiura rx s xt,
Tj. oHa caha Koja mMajy r IMecTOyrJoBa AYy:K IOH-€ JIeBe€ CTPaHe, § MEeCTOYTJIOBa IyK
ropme JeBe cTpaHe u ¢ mecToyriosa Ha BpXy (cauka 60). Y mocimenmem noraasmipy 4.5
oCcMaTpaMoO KOMIIJIEKCE yIapuBakha CaBPIICHUX OMHAPHUX ApBeTa u oapebhyjeMo mu-
xoBy Tauny nose3anoct. OBa riasa je Gasupana Ha OpUrMHAJIHOM pany [50].

Cumra 60. Cahe oGaura 4 x 3 x 2. [50]
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4.1 IIuckperna MopcoBa Teopmuja

Huckperna Mopcosa Tteopuja (enr. Discrete Morse Theory) je mocTynak Koju je pa3Buo
Pobun ®opman [36, 37], 3a ogpebuBame moBe3aHOCTH 1 XOMOTOICKOD TUIA CUMILIU-
nujagaux koMmiiekca. OCHOBHA Maeja OBe TeOpHje je na ce Ha JaTOM CUMILIUIIN]aJIHOM
KOMILJIEKCY (hOpMUpa]jy MapoBU CTpaHa, Ha OCHOBY KOJUX CE€ M3BOJU HU3 KOJIAICUPAHA
KOja TOjeqHOCTaBJbY]y MOCMAaTPaHW KOMILIEKC HE Memajyhu meroB XOMOTOIICKU THII.
Hakon 3aBpmenor mporeca KoJalncupama, MOOUjeHu NeanjcKu KOMILIEKC je jemHO-
CTaBHMjU, & XOMOTOIICKM je €KBUBaJIeHTaH moJia3HoM. [luckperna MopcoBa teopuja
je KoMOmHATOpPHU aHaJOr opuruHaJsHe MopcoBe Teopuje 3a TOMOJIOIIKE IPOCTOPE.

OBme HaBOOMMO caMO TJIaBHY Teopemy auckpetrHe MopcoBe Teopuje, a 3a me-
TaJbHUjEe yMO3HABalkhe Ca OBOM TEOPUjOM UUTAJAIl ce yOoyhyje Ha MOMEHyTe pagoBe
dopmana [36, 37] u kwury Kosnosa [63, raasa 11].

Hera je K mpousBosman cuMmniuiyjajaam koMmmiekc. llocmarpajMo meros mocert
crpana P(K). Tlomcehama panu, ypebeme oBor mocera je 3amaTto WHKILY31jOM:
a < b akO W caMO akKO je CUMIUIEKC a cTpaHa cuMmiiekca b. IlepmHumemo mnojam
ynapusamna Ha nocemy Kao ynapuBarme Ha oAronapajyhem rpady.

Hebuaunuja 4.1. Jesumuurno ynapusawe (mam camo ynapueamwe) Ha nocery (P, <) je
ynapuBame Ha rpagy XaceoBor mmjarpama nocera P. [lakne, To je ckyn M C P x P
KOjUM 3a40BOJbaBA OB yCJIOBA:

e 3a cBe a,b € P Baxku: ako (a,b) € M, ouna a < b;
® CBaKU eJieMeHT a € P npumnana HajBuine jeaHoMm mapy u3 M.

Axo Bawxu (a,b) € M, mumenmo a = d(b) u b = u(a). Aro CBaku eJIeMEHT IOCETa MPUIALA
HEKOM mapy u3 M, KakeMO Ha je OBO CABPUIEHO Ynapusame.

YnapuBawma 3a7ajy HAUWH HA KOJU Ce BPINEe rope MOMeHyTa Kojamcupama. Mebhy-
TUM, na OM ce Ta KoJalcupama 3aucTa MOIJa peajan3oBary, HehopmaaHo rosopehn,
MOTPEeOHO je ma He MOCTOje MUKJIYCH KOju OoHeMoryhaBajy ma ce KOJalCupaime MOYHe
u HacTaBu. Tako momazumo no caeneher mojMma.

Heduannmja 4.2. Ynapusamwe nocera P je ayukauuno (nnu Mopcoso ynapusamwe), ako
HE MOCTOjU IUKJIYC OOJIMKA:

a; < u(ay) = as < ulag) = -+ < ulay) > a,

roe je m > 2 wu cBU a;, ¢t = 1,...,m Cy Pa3iIuuuTU. 3a AIMUKINYHO YIAPUBAKE IMOCETA
HeyllapeHe ejieMeHTe Ha3WuBaMO KpumuuHum heaujama.

Canma moskeMo ¢GopmyaucaTy riaaBHY Teopemy muckperne Mopcose Teopuje. U3
caMe QopMyranuje TeopeMe yBubhaMoO 3HaUaj KOHCTPYKINjE€ AIUKINYHUX yIapUBAHmA
ca MaJuM OpojeM KPUTUIHUX hesuja.

Teopema 4.3. [653] Heka je K cumnauyujasnu komnaexe u M ayukauurno ynapusame Ha
we2080M nocemy cmpana. O3Hauumo ca ¢; 6p0j KPUMUYHUL 1-OUMENIUOHAAHUT CTPAHA
npu osom ynapusawy. Tada je K romomoncku exeusasrenmar heaujckom xomnaexcy K.
ca ¢; heauja oumensuje i, 3a cae i, yz jedny dodammny 0-heaujy y cayuajy oa je u npazamn
cxyn ynapen y M.
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O usyzerHoMm 3Hauajy muckperae Mopcose Teopuje cBenoun pasHOBPCHOCT Pe3yJl-
TaTa nobujeHux meHuM KopumhemeMm. Crora cy 3a HeKe moceOHe GpaMUIrje KOMIIIEKCa
pa3BUjeHe cIleljajiHe Bep3uje oBe Teopuje, Koje y cebu umajy ,,yrpabena” cBojcTBa
nocMmarpane ¢pamuiuje. Jemna on tux Bepsuja je MTA amropuram Koju ce mpumemyje
Ha KOMIIJIEKCE HE3aBUCHOCTMU.

4.2 MTA anropuram

Y oBom moraaBmy hemo usnoxutu MTA anzopumam (eur. Matching tree algorithm),
KOJUM Ce MOCTYIHO KOHCTPYWUIIE AIUKINYHO yIapUBame Ha KOMIJIEKCY HE3aBUCHOCTU
rpada. Osaj amropuram je mpBOOUTHO KOHCTpyucan y pany [20], a HauuH Ha KOjU
ra OBJe IPEe3eHTYyjeMO KOPUCTU mpucTyn u3 paga [21]. Pamm nakmer pasymesama
KOHCTPYKIIje KOja MMa HEMITO KOMIIIMKOBAHN]y KOMOMHATOPHY CTPYKTYPY, aJIlOpUTAM
hemo mnycTpoBaTy Ha jeIHOM jeQHOCTABHOM IIDUMEDPY, & 3aTWM LeMO HOKa3aTH IBe
ropuche jgeme. llum mam je na MTA anropuram npumenumo 3a onpebuBame mosesa-
HOCTU KOMILJIEKCa ylapuBama y noryuaspuMa 4.3 u 4.4.

[Mocmarpajmo mpoussoman npoct rpadp G = (V, E). Heka je ¥ = X(Ind(G)) mocer
CTpaHa KOMILJIEKca He3aBucHOCTU rpada G. rReaumo na KOHCTPYUIIEMO AIUKIUYIHO
yImapuBame Ha MOCeTy Y. 3a MPOU3BOJLHO TeMe v € V' 03HAUNMO H-eroBY 0MmeopeHy u
3ameopeny 0KOAUHY:

e OTBOpEHA OKOJIMHA O3HaudaBa CKyl cycena temena v: N(v) = {w € V | {v,w} € E};

e 3aTBOpPEHA OKOJMHA Canpxku u camo reme v: N[v] = N(v) U {v}.

Amajorso, 3a ckyn remena S, ysemumo o3Hake N(S) = J,cq N(v) u N[S] := (J,cq N[v].
Npneja anropurma je ciaemeha: wm3abepumo jemHo Teme v KOje ce Has3uBa nueom, a
oHzma 3a cBaky crpany I € 3 3a kojy Baxku v ¢ [ u I N N(v) = &, mocmarpajmo
ynapusame (I,1 U {v}). Ocrahe meynapene ome crpane [ Koje HUCY IUC]jYHKTHE Ca
N(v) U {v}. Tanma moskeMO m3abpaTy HOBU IUBOT U IOHOBUTHU IOCTYHAK. Y HEKAM
cuTyanujaMa je MOrOAHUje MONEeJUTH CKYIN HeymapeHWX CTpaHa Ha OBa mOeja W 3a
cBaku ol HUX nm3abpartu npyru nuBoT. [loHaBBameM OBOT mpoIleca, CMamyje Ce CKYII
HEeyIlapeHuX CTpaHa, IITO A0BOAM OO AIUKJIMYHOTI yIapuBalba Ca Malbeé KPUTUYHUX
henuja. Hapasno, nobujeno ynapuBame 3aBucu on m3bopa INUBOTA.

Kopucrehu nperxonuy unejy, MTA asropuram kKoHCTpywuiie OUHAPHO APBO KOje
MIOYUHLE Ol KOPeHa, & CBAKA YBOP KOjU JOAAMO WU UMA jeIHOT WU IBA HacCAeOHUKA,
WU je Taj YBOP JUCT ApBETa, Tj. HEMa HACJHEAHWKE U 3aBpIlaBa oaroBapajyny rpaxy.
(Temena oBor mpBeTa Ha3MBAMO YBOPOBUMA Oa OMCMO UX JIAKIIE PAa3JIUKOBAJIHU O
TeMeHa caMor rpaga.) Y CBaKOM UBODY Ce 3alpaBO dyBa MHOOpMAaIMja O cTpaHaMma
KOje joIm HUCY ymapeHe mo Tor TpeHyTka. CBM YBOPOBU KOjU HUCY Ipa3aH CKym & he
outu caeneher obauka:

(A, B)={I € Ind(G) | ACTu BNI =g},

rae A, B C V 3anoBomaajy ycaoe: ANB=@ u N(A):= U N(a) C B. (4.2.1)

acA

[Ipe mero mro (opMysuIIEMO AITOPUTAM, PA3MOTPUMO mpupoxy usopoBa L(A, B).
Kopern npsera he Ouru nodeTHu CKyn HeyIapeHUX CTPaHA, Tj. [eo moceT X = %(J, &).
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Kana anropuram nobe no usopa X(A, B), uuib je ynaputu mTo BUIIE €JIEMEHATA OBOT
ckyna. Ako je X(A, B) jemmounan ckyn, tj. (A, B) = {A}, y oBoj rpanu apsera je
3aBpIIEeH IPOIEC yIapuBama U 0CcTaje HaM HeymapeHna crpana A. OBo ce memasa kKazna
AUB =V (racuuje hemo Bumetn ma y CympoOTHOM MOKEMO BPIIATU yIAPUBAHE HA
Y (A, B)). ITocmarpajmo 3aTo cayuajese kana |X(A, B)| >2u AUB # V. Tana umamo
cirenehe Tpu curyanuje.

e Hajjemnocrasuuju ciayuaj je ako mocroju teme v € V \ (AU B) TakBo na Basku
N(v) C AUB. U3 ycnosa (4.2.1) 3akmyuayjemo na Bazxu N(v) C B. Tana popmu-
pamem naposa (I, IU{v}), 3a cee I € ¥(A, B) rakse na v ¢ I, nobujamo caBpiieHo
ynapusBame Ha L(A, B). Ilpyrum peumma, y OBOM Ciydajy HEMa HeyNapeHUX
CTpaHa y MOCMaTpaHOj IPAHM ApBeTa. leme v ce Ha3uBa €A0000H0 MeMme.

e [IpernocraBumo na mocroju Teme v € V' \ (AU B) koje mMa TayHO jeJHOT cycena
wy ckyny V\ (AUB) (36or ycaosa (4.2.1) rana N(v)\{w} C B). Hakoun dpopmu-
pama cBux moryhwx maposa (I,1U{v}) y X(A, B), npumehyje ce na meynapenu
octajy tauno exementu ckyna L(AU{w}, BUN(w)). IIpumernmo na u oBaj CKyn
3amoBosbaBa ycioB (4.2.1), ma moskemo npehw Ha UYBOD HPUAPY:KEH BmeMy. Y
OBOj CUTyalluju, TEME U C€ HA3UBa NUBOM, a TeMe W je 006po meme 3a MUBOT v.

e Teme v € V' \ (AU B) koje nma 6ap mBa cycema y ckymny V \ (AU B) He Moxke
penykoBatu ckyn X (A, B) Ha jeman ckyn mcrtor obmmka. Mebyrum, HesaBucHO
on 6poja cycema temeHa v, momMohy v mMoskemo ckyn L(A, B) mpeactaBuTu Kao
VHU]Y IOBa Maia CKyla OBOT TUIA:

S(A, B) = S(A, BU {v}) US(AU {v}, BU N(v)).

[MTpumerumo ma ob6a ckyma 3amoBosbasajy yciaos (4.2.1). Osaj mpouec ce na3usa
nooeaa, a TeMe v 0e0HO MEME.

Takobe, Bunumo na ako AU B # V| yBek Mokemo cMmamutu ckyn L(A, B) Ha HEKn
Ol MpeTXOJqHAa TPU HAUMHA, YMME je OIpaBlaHa paHUje HaBeleHa TBPIAHA Ja Kaua
Y(A, B) nocrane jemaousas, curypuo Baku AU B = V.

Konauno, cana mosxemo npermsuo nepuaucaru MTA anropuram.

Hedonuaunuja 4.4. (MTA anropuram) Ilouesmm on usopa X = X(J, D) y KOpeHy
npsera, y cBakoMm uBopy X (A, B) 3a roju Bazku |X(A, B)| > 2 npumemyjemo ciaenehu
[OCTYIAK.

(1) Aro mocroju cnoGomuo teme v € V \ (AU B), t1j. Basku N(v) \ (AU B) = &,
npuapy:kyjemo uBopy X (A, B) jenHor HaciaemHUKa KOJU je Mpa3aH CKym <.

(2) Unaue, aro nocroju teme v € V'\ (AU B) 3a koje Basxku na je N(v)\ (AUB) jenuo-
wnan ckyn {w}, Teme v Gupamo 3a mMUBOT, w je HOOpPO Teme, a uBopy X(A, B)
npuapysxyjemo jemsor Hacaenauka %(AU{w}, BU N(w)).

(3) Yrouuko He moskemo npumenutu Hu (1) Hu (2), a mocroju teme v € V' \ (AU B)
(makue, v mma Gap mBa cycema y V \ (AU B)), ramemo nma je usop X(A, B)
cnpemar 3a nodeay. Tama mpaBUMO HOAENyY Ca LEOHUM TEMEHOM U, Tj. UBOPY
Y(A, B) npuapysxkyjemMo OBa HacJemHUKa: necHor Hacuaenuuka L(AU{v}, BUN(v))
n neBor Hacienuuka (A, BU{v}).
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Hanomena 4.5. Hauun va koju je MTA anropuram onucan y pany [21] nossosmasa na
kopake (1),(2) u (3) u3BoqUMMO IPOU3BOBHUM U360POM, aau ieMO MU yBEK IMOMITOBATH
HaBEeIEeHU Penociiell jep OH naje :KeJbeHe OPUTMHAJIHE pe3yJjTaTe y HallleM CJIydYajy.
[TprMeTrMO & YKOJIMKO MOMKEMO NPUMEHUTU OMJIO KOjU KOpak, W ako je w nobpo
TeMe y OIHOCY Ha HUBOT U, MokeMoO npumenuTty (2) wiam (3). Axko mpumenumo (3)
6upajyhu w 3a meono teme, sneBu Hacaemnuuk (A, B U {w}) uma cmobomuo Teme v,
ma TUMe OBaj UBOP MMa jeqHOT HacCJeTHUKa Koju je &. Jlakie, jemuHa rpaHa Koja ce
nasbe ucrpakyje je moues ox ysopa L(AU{w}, BUN(w)), Tauso kao y kopaky (2).

Kama ce MTA anropuram 3aBpinu, UMaMoO APBO YUjU Cy JIMCTOBU WIIU j€THOUTAHU
ckynosu Y(A, B), wau npa3uu ckynoBu. CBaku UBOp ApBeTa Ae)UHUIIE TETUMUAUTHO
yHoapuBame Ha HoceTy % (TU IeJIOBU CY QUCjYHKTHU), I1a MOKEMO IIOCMaTPaTU yIapu-
Bame Koje ce nmobuja Kao YHUja CBUX TUX ACIMMUYHUX. JeIuHU HEyMapeHU eJIEeMEHTU
ce Tama Hajalze y gucrtoBuMma apsera. Ciuemeha Teopema je TiaBHU Pe3yITAT KOjU
KOPUCTUMO.

Teopema 4.6. [21, meopema 2.4] pso dobujeno npumenom MTA anzopumma Kom-
CMPYUUE QUUKAUYHO YNapusame Ha nocemy cmpana komnaerca Ind(G). Kpumuune heaugje
cy oame jeOHOUAGHUM AUCTOBUMG 0802 Opsema, obauxa L(A, B) = {A}.

Ha ocuoBy muckperne Mopcose Teopuje, 3akmyuyjemo na he rkommierc [nd(G)
OUTU XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTAH IPOCTOPY ca heaujaMma Koje OAroBapajy KPUTUIHUM
henujama oBor ymapuBama, ca jOIl jemHOM momaTHOM henujom mumensuje 0, jep je
npasan ckyn ynapen MTA anropurmom (teopema 4.3). Ilpumeny MTA anropurma
hemo meTas/sHO MAYCTPOBATU CileAe UM TPUMEPOM.

IIpumep 4.7. Hera je G rpad cahe obamka 1 x 1 X 2 (mBa mecroyria Koja umajy
jemmy 3ajemauury usuiy ). Hberos nmuuujcku rpad L(G) je npurazan ma caumm 61, ca
TeMeHnMa O3HadeHuM OpojeBuMma on 1 mo 11. fRemumo ma ompenmMo XOMOTOICKU TUIT
rkommekca M(G) = Ind(L(G)), na hemo npumenntu MTA anropuram wa L(G).

2 4 7 9
X,
X,
3 5 8 10

Cauxka 61. Jlunujcku rpad L(G) ma koju npumemyjemo MTA amnropuram. [50]

[MoueTnu uBop, Tj. KOpeH X(J, F) je cupeman 3a momeiy, na rpeba nzabpaTu TEOHO
reme. DBupajyhwu teme 1, mobujamo nsa macmemumka: (@, {1}) u X({1},{2,3}), xao
mTo je mpukaszano Ha caunu 62. Ilocmarpajmo mpBoO JseBor Haciaemauka. llomTo
je Teme 4 jenunu cycem temena 2 Ban {1}, kopuctumo 4 kao HOGpPO TeMe y OAHOCY
Ha muBoT 2. To maje uBopy X(9,{l}) jemmor macuemmmra >({4},{1,2,6,7}). Barum
yodyaBaMoO Ha je TeMe H mobpo Teme 3a MUBOT 3, ma mobujamo cieneher HacJieTHUKA
¥({4,5},{1,2,3,6,7,8}). Ha kpajy, kopucrehu 11 kao nqo6po teme y 0IHOCY HA MUBOT
9, mobujamo UBOp KOjU 3aBpiiaBa OBy rpany (jep je jeIHOUJAH CKYI KOJU CAIPKU
camo {4,5,11}):

¥({4,5,11},{1,2,3,6,7,8,9,10}).

[Tpenasumo Ha anaau3y OeCHOr HACIeTHUKa KopeHa, Tj. usop L({1},{2,3}). OH je
cIpeMaH 3a moueiy, na kopucrehm 6 Ka0 MeOHO TeMe W MOHABJLAjYNU MCTU MOCTYIAK,
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nobujaMo IpBO Npuka3aHo Ha cauny 62 (y CBAKOM KOPAKy Ha CIUIU CY O3HAYEHU WU
OUBOT WM CIOGOMHO TeMe, 3aBUCHO OJ IIPUPOJE KOPAKA).

Y(2;9)

2(2;{1})
2
2({4}:{1,2,6,7})

3
»({4,5}:{1,2,3,6,7,8})
9
»({4,5,11};{1,2,3,6,7,8,9,10}) »({1};{2.3})

Y({1}:{2,3,6})

4
S({1,7}:{2,3,4,6,9}) 2({1,6}:{2,3,4,5,7,8})
5
S({1,7,8}:{2,3,4,5,6,9,10}) !
11 2({1,6,11};{2,3,4,5,7,8,9,10})

1%}

Cmmka 62. Ilpso nobujero MTA anropurmom. [50]

JImcToBM OoBOr ApBETa Cy UBOPOBWU:
o, ¥({1,6,11},{2,3,4,5,7,8,9,10}) u X({4,5,11},{1,2,3,6,7,8,9,10}).

Ilsa mempasua sucta omrosapajy ckynosuma {4,511} u {1,6,11}, ma wmamo mnBe
kputuune hemuje mumensuje 2. Takobe, y KOHCTpyMCaHOM yIapuBamy, Mpa3aH CKYII
je ymapen ca ckynom {2} (mpm uzbopy musora 2 3a X(&;{1})). akme, npema Teo-
pemu 4.3, rommierc Ind(L(G)) = M(G) je XOMOTOICKA €KBUBAJEHTAH IPOCTOPY Ca
nBe henmje mumensuje 2 u jemnoMm henmjom mumensmje 0, ma 3HAMO & BaKU:

M(G) ~ S*v §2.

HarnmacuMo ma cMoO y 0OBOM mpuMepy MOTJIX A OAPEANMO TAYaH XOMOTOIICKU THUII jeP
Cy CBe KpUTUYHE henuje Ouie UCTUX OUMeEH3Uja, OCUM jenHe henuje numensuje 0.
I'emepasnuo, oBo Hehe Outwm ciuydaj, anu hemo mohm nma nobujemo mH(pOpMmanuje O
MIOBE3aHOCTU U XOMOJIOTUjU KOMIIJIIEKCA YIAapPUBAHA.
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ITporec npumene kopaka (1) u (2) ma usop (A, B), IOk He CTUIHEMO IO YBODA
KOJU je MM CIpeMaH 3a IOoMAeNy, WU je Kpaj rpaHe (KpUTHUYHA Neauja WU npas3aH
CKyII), HA3UBAMO npunpema 3a nodeay. HapaBHo, y ciayuajy Kazma je y OUTamy Kpaj
rpane, mehe mohm mo momese kKako Ou HA3UB Cyrepucao, aju Ce MPOIeC MPUMEHe
kopaka (1) u (2) mpekmna, kao kana nobemo mo 4yBopa KOju je cupeMaH 3a HOIEIy.
[Tora3yje ca ma BasKM MHTEPECAHTHO TBPDHEHmE - HE3aBUCHO OJ IMPUIPEME 3a MOIeJy,
IpOIeC Ce WM yBEK 3aBpIlaBa MPA3HUM CKYIIOM WU Cy KPUTUYHE hesuje, y CBAKO]
Moryhoj peanusainuju aaropurMa, yBeK UCTUX AUMEH3Uja, OAHOCHO IIPOIEC IPUIIPEME
3a MoJesly HeMa yTUIaja HA BEJIUUYMHY KpUTUYHUX hesauja. Y mpumepy 4.7, Kama CMO
npunpemasnau 3a momeny %({1},{2,3,6}), 3a mobpa TemeHa CMO KOPUCTHAIN DEIOM 7
(muBotr 4), ma 8 (mmBotr 5), a Ha kKpajy 11 kKao ca060AHO TeMe W HOWIIM IO MPa3HOT
CKyIla Kao kpaja rpase. Jlako ce mpoBepa ma CMO MOIJIM y3€TU NMPBO HOOPO TeMe 8
(muBoT 5), ma mo6po Teme 11 (mmsot 9), m Ha Kpajy caoboauo teme 4. 'pana 6u ce
cBakako 3aBpmwuiia Ha uctu HaumH. Cineneha mema moka3yje ommre TBpheme.

Jlema 4.8. Hexa je G = (V,E) epag u (A, B) weop y dpsemy MTA aneopumma 3a
Y(Ind(@)). Ipemnocmasumo da nocmoje 08a HauKa 04 UBPUUMO NPUNPEMY 30 NOOEAY
0802 weopa, u oznavumo me denose anzopumma ca A u A. Hexa je S(A', B') weop xoju
Ul cadpucu caobodno meme, usu je kpumuuna heauja, uau je cnpeman 3a nodeay MaKow
npumene A, a L(A, B) usop nexoe 00 ma mpu muna dobujern npumerom A. Tada eaxncu
maywro jedna 00 caedehe dse mozyhnocmu:

(a) Ceaxu 00 wsoposa L(A',B') u S(A, B) uma no caobodno meme, mj. epana Koja
nowume ca N(A, B) ce yaex zaepwasa ca S u we daje kpumusne heauje.

(6) Bamcu |A'| = |A| u A UB = AU B.

(ITpumemumo da y caywajy (6) uau yeex 3a8pwWaBAMO 2PANY KPUMUYHOM Heaujom ucme
QuMeH3Uje, UAU UMAMO YEOPOBE CNPEMHE 34 NOOEAY KOJU HACTABNHAJY NPOUEC HA UCTIOM
ckyny weoposa Vi, =V \ (AAUB) =V )\ (AU B), U ca ucmom KapouHasnowhy y npeom
ckyny, wmo he y3acmonmom npumerom ooz mephewa damu kpumuune heauje ucmux
Jumenzuja na Kpajy.)

loxasz. Be3 yMmMamema ONIMTOCTU, MOKEMO MPETIOCTABUTU Ma HA MOYETKY BaKU
A = B = @, 1j. ma nmonasumo ox uysopa X(&, ). Ilpumermmo najupe ma tBpbe-
e BAKM Yy HEKOJWKO jeTHOCTABHUX ciaydajeBa. Rama rpad G mma ciobGoOmHO Teme,
aJrOpuTaM Ce jeTHO3HAUYHO IpuMemyje y jenHoM kopaky. KRanma ce rpa¢ G cacroju
on jemue uBuie {v,w}, amropuraMm ce MOKe NPUMEHUTH HA ABA HAUYWHA, 3aBUCHO Ia
Ju OupamMo v WM w 33 NUBOT, PEAOM. & MPBOM CJAyYa]y aJropuraM ce 3aBpIlia-
Ba Kputuunom hemmjom (A, B') = Y({w},{v}), a y apyrom rpurmamom hemajom
(A, B) = ({w},{v}). Ilarue, rBpbeme meme tama Bamu. PasMoTpuMO jom jenam
jemmocraBan ciayuaj, kaxa je G = N[w|, 3a Hero Teme w. MOMKeMO TPETIOCTABUATHA
na Baxku degw > 2. YKOIMKO w HeMa cycema Koju je cremeHa 1, uBop X(&, ) je
cupeMaH 3a IMOoJeJNy U TBpheme BajKku. Y KOJMKO W MMa Cyceda v CTemeHa 1, MopaMo
OPUMEHUTH KOpak (2) ajaropurMa ca OUBOTOM U U HOOPUM TEMEHOM w, YuMe I00u-
jamo uBop L({w}, N(w)) koju je kpurnuna hesnuja. Buno koju nmuBor na mzabepemo
nobujaMo Ty UCTYy KPUTUUHY Nesujy, Tako Oa 3akbydyjeMo na TBpheme jgeMe Basku
1y OBOM CJIy4Yajy.

[IpernocraBumo cana na neMa Huje TavyHa U younmo rpad G ca HajMambuM Mory hum
6pojeM TeMeHa 3a KOjU JieMa He BaKU, Tj. He BaKU HU jemaH on ycuoBa (a) u (6).
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[Tomro G Hema ciaobomHO Teme, 3HAMO Oa heMo mpuMmemUBATH KOpak (2) HOK He
CTUTHEMO [0 TEMeHa CIPEMHOT 3a Honesly uiau kpaja rpane. To 3maum ma 3a A
IOCTOjU HU3 HOGPUX TEMeHa Wi, ..., Wy, U HU3 oarosapajyhux musora vy, ...,vs, a 3a A
HU3 NOOpUX TeMeHa Wi, ..., W, U HA3 oarosapajyhwux musora 0y, ...,0, (k,h > 1), roju
3a10BOJbaBajy cieneha verupu cBOjCTBA.

1. 3a cBako i < k, w; je mo6po Tteme ca muBoToM v; 3a ckym V \ N|wy,...,w;_1], a 3a
cBako i < h, W; je no6Gpo Teme ca mUBOTOM U; 3a ckyn V \ N[y, ..., w;—1]. Tarobe,
Basku A" = {w,...,wr}, B'= N(wq,...,w), A={wn,...,0n}, B=N(w,...,0p).

2. V\ N[wy,...,wg] m V\ N[y, ..., 0w, He cagpsxke nobpa TeMeHa.
3. V\ N[wy,...,w,] HE canpxu ciobOIHO TeMe.
4. Ako s V' \ N|wy,...,wg] He canpxu cI00OAHO TeMe, OHIA MOpa Ha BaKU 0ap

jeman onm ycioBa: k # h wim V' \ Nlwy,...,wg] # V \ N[y, ..., 1]

O0pa3ioKUMO 3aITO Cy OBA YETUPU CBOjCTBA 3aM0BOJbEHA. Hamme, HU30BU W, ..., Wi
u Wy, ..., W, Cy 00a MakCUMaJIHU HU30BU TeMEHa KOju Mory outu momatu y A 3a Bpeme
IpuUIpeMe 3a Moaeay. Y CBaKOM YBODY IPBO IMPOBEpPABAMO Oa JU MMaMO CJI000IHO
TeMe, aJu TO Ce He JellaBa MOK IPBO HE M3BPIIMMO HaBelaeHe M300pe NOOpUX TeMeHA.
Haxron rora, me mory u V \ N[{wy,...,wg] u V \ N[Wy,..., %] canpxaru cao601H0
TeMme jep 6u tama rpad G 3am0BObABAO YCIOB (a) JeMe, MTO HE BaKU, I1a 3aTO MPET-
IOCTaBHAMO & BaKU CBOJCTBO 3. AKO HUjemaH OX OBUX CKYIOBa HeMa CJI000IHO
teme, G He 3am0BosbaBa ycioB (6) seme, ma 3600 TOra MOMKEMO NPETHOCTABUTH Ia
BayKM YETBPTO CBOJCTBO.

Kourpamukmnujy hemo mobutu tako mro hemo mokaszatu ma ako (G 3a10BOJbaBa OBA
YeTHPU CBOjCTBA, OHIA MOCTOjU Mamu rpad kKoju mx takobhe 3amoBosbaBa, na (G Huje
MUHIMAJIAH.

I[TocmaTpajMo IpBU OUBOT v, ca HOOpuM TemMeHOM w; y aaropurmy A'. Teme vy je
crenena 1 y rpady G. Omrosapajyhu kopak y mpsety je: (D, Q) — X(wy, N(wy)).

Ykoanuko nmocroju i € [h| Tako na je wy = w;, MO¥KEMO HIPOMEHUTH penociaesn (i, ..., W)
[OCTABJ/bAKEM W; Ha MIPBO MECTO, IIPU YeMy Cce He Mema CKyl Temena V \ N[wy, ..., wy).
[IpumernMo na HU30BU JOOPUX TEMEHA W, . . ., Wk U W1, - . . , Wi—1, Wit1, - - - , Wp, 38, T0BOIbA-

Bajy CBa YeTupu ropma cBojctsa Ha rpady G\ N[wi|. Osaj rpad nuje npasan, jep cMo
nokasauu na rpadp G = N|w;]| 3amoBomaBa tBpheme neme, ma cMoO mobunu HempasaH
MamU rpad Koju 3a40BOJ/baBa CBa CBOjCTBA, IITO je KOHTPAAUKIMja ca MUHUMAJIHOMNY

rpada G.

Ocraje ma pasmorpumo cayuaj kaga wy € {Wi,...,w,}. IlocraBma ce murame rmae
MOske GUTM MUBOT ¥; HAKOH ITPUMEHe A, 1j. na mu ce manasu y A, B, wmu V \ (AU B).
Curypro zmamo ma v; & V'\ (AU B), jep je degv; =1 y rpady G, ma 6u y moarpady
ca remenmma V' \ (AU B) reme vy Gumo cremena 0 wmw 1, mro Huje moryhe jep je usop
S(A, B) wau kpaj rpame WM CIpeMaH 3a HOIEIy. Taﬁobe v, ¢ B = N(iy, ..., ),
jep OM ce Ty MOIVIO IOjaBUTH caMo u360poM nobpor temena w; y A, a 3HaMo xa
wy & {wWs,...,w}. Ilakae, Mopa Oa Baku v; € A, T1j. jemmma moryhmocr jecre na
je vy mo6po teme 3a musor wy (y A). To 3maum ma 3a HEKO i € [h] Bawkm v; = w;,
w; = v;. Tarkobe, ma 6u w; Ouao moOpo Teme y mocMaTpaHOM KOpPakKy, mMopa mna
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Bazku N(wy) = {v1} #a ckyny V \ N[wy,...,w;—1]. C oB3upom Ha TO na Ha V Baku
N(v1) = {w:}, na Basgkm n mwa V' \ N[y, ..., W;—1], 3arbydyjemo:
N[ﬁ)h e ,wi_l,vl,ﬁ)iﬂ, c. ,U~)h] = N[wl, c. ,fvi_l,wl,ﬁ)iﬂ, e ,ﬁ)h].

Ilakie, y i-Ttom kopaky A, ymecto mobpor TemMeHa v, MOXKEMO y3eTH TOOPO Teme
Wy ¥ OIUBOT v; 0e3 MpOMEHe MjeqHOT CBOjCTBA, A MOHOBO MOKEMO IMPOMEHUTU Pemo-

caem Wy, ..., W;—1, W1, Wiy1, - .., W, MIOCTABHAKBLEM W] HA MOYETAK. Rao M y IpeTxomgHoM
caydajy, oBo gaje rpa¢ G\ N[w;] ca cBuM TpakeHMM CBOjCTBMMA, IITO jé KOHTpA-
MUKINja ca MPeTnocTaBkoM na je G munmMmasan. Tume je mokas jieMe 3aBpIIeH. [

Hanomena 4.9. Mako npouec npunpeme 3a MOAey HeEMa YTUIA]a HA BEJIUUYNHY KPUTHU-
yHUX henuja, m300p NEOHWX TeMeHa MMa YTHUIAaj M Ha e(PUKACHOCT aJIlOpUTMA, U
Ha BenunuwmHy kputuvyHux hemuja. MTA aaropuram he yBek reHepmcatu anuKJITIHO
yHoapuBame W IPOCTOP KOJjU j€é XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTAH KOMIIJIEKCY HE3aBUCHOCTU
rpada, anu he ox naxpUBOT M300pa NEOHUX TEMeHA 3aBUCUTU KOJIUKO je Taj nobujeHu
XOMOTOIICKM THUI j€THOCTABAH OMHOCHO NMPENO3HATJLUB.

Ha xpajy oBor mormaBspba HOKa3yjeMo JIEMy KOja Haje KOPUCHO NOH-€ OrPAaHUYEHE
BeJIMYMHE KPUTUYHUX hesuja Koje ce mobujajy mpumenom MTA amropurma.

JIema 4.10. Hexa je G = (V, E) npouseonan epad u Heka 3a memera vy,vs, ..., 0 € V
saxncu da cy wuzose zamaopene okoaune N[vi], N[vg|, ..., Nlvg] ducjynxmmne no naposuma.
Taoa moncemo npumenumu MTA anrzopumanm na nocem X(Ind(G)) mako da nujedro meme
v;, 1 € [k], nuje usabpano 3a deono meme, u y mom caywajy he cee pezyamyjyhe xpumuune
heauje (A, B) = {A} umamu bap k eaemenama (y3 dodammny 0-heaufy xojy umamo 3602
Ynapueana npasroz ckyna).

Zloxas. [Torazxkumo majupe ma moskemo 3appuutu MTA anropuram 6e3 bupama ujemaHor
TeMeHa v; 3a IeoHO TeMe. [IpermocraBrMO CympoTHO, na ¢MO cTuriau no ysopa (A, B)
KOjU HUje JUCT U A2 jeAnHa MOTYNHOCT Ja HACTABUMO jecTe Aa m3adepeMo HEKO v; 3a
nmeono teme. To snaum na Baku V \ (AUB) = {v;,,...,v;,} C{v1,v9,...,0:} u na cBako
O TeMeHa vj,...,V;, UMa 0ap nBa cycema y ckymy {v;,...,v;}, IITO je Yy KOHTpa-
OUKIAJA Ca YCJIOBOM O MUCjyHKTHOCTH okosmHa. [lakme, MTA aaropuram ce moske
peanm3oBaTy Ha kKesbeHU Hauma. Ocraje ma mokaskemo na he HAKOH HEeroBe MpUMEHe
CcBe KpuTu4yHe heauje mmatu Oap mo k eremeHara.

Heka je X(A, B) = {A} kputnuna henuja. C 063upoM HaA AUCjYHKTHOCT OKOJIUHA,
[OBOJLHO je MOKa3aT! na 3a CBako | € [k] Baxu AN Ny] # @. Aro v; € A, 3aBpmumin
cmo. IlpermocraBumo 3ato ma Basku v; € B. IlocmaTrpajMo BepTUKAJIHY NyTamy y
IpBeTy Koja moBe3yje koped %(J, ) um suct Y%(A, B), u kKopak y KOMe je TeMme v;
nonato y ckyn B. To ce morsmo mecutu Ha nBa HauwmHa. l[IpBu je ma je v; mmBOT, a
HEKU IHEerOB cycen w; OJOOpO TeMme, ma je mOoCMaTpPaHU KOPAaK

(A, B") = X(A"U{w;}, B'UN(w;)), 3a neke noncxynose A’ C A u B' C B.

I pyru HaUMH jecTe ma MOCTOjU OEOHO TeMe w; KOje je cyceln TeMeHa v;, ITa AecHa I'paHa
oJeJsie ca TEMEHOM w; M3ryena Oall Kao y IPEeTXOTHOM peny. Y CBAKOM CIydajy BasKWU
na w; € AN Ny, unme je noka3 3aBpiueH. [l
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4.3 JlunujcKka mMOJMroHAJIHA MOIJIOUABamHA

Cuuka 63. T'pad P, |
Hera je Pi, rpad cactaBmeH onx ¢ MpaBUIHUX 2n—T0erIOBa nopebanux y pem Kao
Ha caumu 63,3an>2wut > 1. Y oBOM morsaBmpy najeMo jeqHy IPOIEHY IOBE3aHOCTU
rkomIutekca ynapusama M (P5 ). TloceGuo, y cayuajy kana Baku n = 1 (mod 3) ompe-
byjemo TauyaH XOMOTOIICKM TUI OBOT' KOMIIJIEKCA.
Joucon [55] je mocmMarpao KOMIUIEKC ymapuBama OBOT rpada 3a n = 2, Tj. Kaua je
y IATamy HU3 KBajapaTa. Ilokazao je ma je xommiaexc M(P}) 6ap d™"-nosesan, rae je

t—2
2 5 +2, ako t =0 (mod 3);

2t
— nHaue.
3 )

Y pany [21], Bpayu u Xar cy gaau noka3 ucror pesyinrarta kopumhemem MTA amnro-
purma. Takobe, mokazanu cy na je M(P}) XOMOTOICKA €KBUBAJIEHTAH KOMILIEKCY KOjU
3t—1
4
Cuenehu nperxonne pesynrare, Mu nocmarpamo kommiekce M(P4)) 3an > 3. Ha-
pPaBHO, MOYKEMO IPETIOCTABUTU A& BaxKW t > 1, MOMTO je XOMOTOIICKM THUII KOMILJIEKCA
yIapruBama IUKIOBA MO3HAT.

dmin —

HeMa henuje mumensuje d > d;"**, rue je di"™ = {

Teopema 4.11. Hexa jet > 2 un > 3. Ledunuwumo caedehe bpojese:

2nt
%—t axon =0 (mod 3)
: 2nt — 2t
qmr — nT akon =1 (mod 3)
2nt —t t+1
n3 —{;J axo n =2 (mod 3)
! 2
t t
%—Zb —1 axon=0 (mod 3)
max Qt_
dm™ = TLT axon =1 (mod 3) -
2nt — 1
n3 —1 axo n =2 (mod 3)

Eomnaexe ynapueama M(PL)) je TOMOMONCKY eK8UBAAEHMAN NPOCMOPY KOJU HEMA
heauje dumensuje d, 3a 0 < d < d™™ u d > d™*. Cneyujaano, M(P},) je 6ap (d™™ —1)-
nosesar Npocmop.

lloxas. Tephemwe hemo morazaru ropumhemem MTA amropurma. C o63upom Ha TO
a 0Baj aJropuTaM KOHCTPYUIIE yIapUBakhe HA IIOCETY CTPaHa KOMILIEKCA HE3aBUCHO-
ctu rpada, mocMaTpamo gunujcku rpad G = L(P} ) npukasan ma caunu 64 u Ha mera
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npuMemyjemo aaropuraMm. O3HaumMo TemeHa rpada G mHa cnemehu HauwmH. Tauxre

ai,...,Q1 Cy Cpequimma TeMeHa mectoyrioBa (ciauka 64). Tarobe, j-tu 2n-toyrao
HOpen TeMeHa dj U ;1 MMa ,ropwma’ TeMeHa b(;1),...,0;n—1), Ka0 U ,K0ma’ TeMeHa
C(j1)s -+ C(in—1)s 38 cBE J € {1,... 1}

b1,y bn-1) by ben-1)

C1,1) C1,n—-1) C(t,n—1)

Cauka 64. Jlunujcku rpad G = L(PL,) ca oznauenum Temenuma. [50]

IIpema nemu 4.8 u Hanmomenu 4.9, 3HAMO 1a BEIUUYNHA KPUTUYHUX Nesrja He 3aBUCU
on mpunpeme 3a nonxesny Beh om uzbopa meonux temena. Ha mouerky, kopen X(J, 9)
je cupeMaH 3a MOJeJIy W 3a NEeOHO TeMe Oupamo a;. ['eHepaJiHo, uaeja je ma 3a IEOHO
TeMe OMpaMoO IPBO TeMe a; ca JeBe CTpaHe, a HaKOH Te IMojeje, NPUIPeMaMoO Ce 33
HOBY HOJEJY Kpo3 TeMeHa b1y, ..., b(;n-1) ¥ C(j1),---,C(jn—1)- 1Ipenmsnuje, ako je aBop
Y (A, B) cupeMaHn 3a mozmeisy, IPUMEY jeMO

IpPBU KOPaK: 3a NEOHO TeMe OMpaMo HajMame a; Koje He mpumana AU B, yume
nobujamo nsa Hacuaenuuka, %(A, BU{aq;}) u (AU {a;}, BUN(q;));

APYIWM KOPaK: CBaKM O OBa [ABa HaCJ€IHWEKa IIPpUIPpEeMaMO 3a IIOAEIY.

3a mpBu KOopak mocroje mBa Moryha tuma ckyna temena V(G) \ (AU B), roja cy
npukaszana Ha ciaumu 65 (omrosapa ciaydajy 1) u caurnu 66 (cayuaj 2). 3a cBaky
o OoBe mBe MOTYHHOCTM ONMCYjeMO MOJENy KOjy BPIIMMO y HPBOM KODaKy M HPOIEC
npunpemMe 3a HOBY TOJENy y APyroM kopaky. Vcmocrasma ce na je 3a TO mOTpeGHO
HaIIpaBUTU IEeTaJbHU]y MOMEJy Ha cjaydajeBe, Ha cienehu HauuH:

e paszimkyjemo nBa HaBegena ciydaja 3a V(G)\ (AU B),

® 3a CBaKM OJ BUX PAa3JMKyjeMO HpOIeC HpUIpeMe 3a IOACIy JIEBOI U IeCHOT
HacjenHuka usopa M(A, B),

® 3a CBaKy OJ] IPETXOMHUX FpaHa Pa3iukKyjeMo BpenaocTu ocratka n (mod 3) (jep
Cé UCIOCTAaB/bA A HAUMH HA KOjU Ce MPOIEC HACTABJILA 3aBUCHU O OBOT MOIYJIA).

Crnenehwn nonckynosu ckyna V(G) omakmasajy omuc TeMeHa koja moxajemo y A
TOKOM TIPUNIPEME 3a MOAEJy:

Fy =A{bgw | k=1 (mod 3)} U{cym [ k=1 (mod 3)};
G ={bym | k=2 (mod 3)} U{cyr | k=2 (mod 3)};
Hj = {bg | k=0 (mod 3)} U{ciu | k=0 (mod 3)};
Ej ={a;} U{bgw | k=0 (mod 3)} U{cyw [ k=0 (mod 3)} = H; U {a;}.
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[Tounmemo ca ommcoMm moctymka y ciaydajy 1 (cauka 65). Osaj cayuaj ce mo-
jaBibyje Ha caMoOM IOYeTKy, 3a 4uBop %(&, o). IlpermocraBmaMo mga CMO CTUTIU IO
usopa X(A, B) koju je cupeMaH 3a MOAeNy U & je j HajMamu OPOj TakaB Ja BaKU
aj ¢ A U B.

Cayuaj 1 (deg(a;) =2)

b1y bGn—1)  b+1,1) by bn-1)
a; < ajH% E “e at E C>
C(j,l) C(jvn_l) C(j+171) C(tvl) C(t’n_l)

Caura 65. G\ (AU B) y cayuajy 1. [50]

Jlesn macnennuk: JleBu Hacienuuk usopa L(A, B) je uBop (A, BU{a;}). Cryn
remera V(G) \ (AU B U {a;}) (ma KoMe BpmEuMO OpUOpeMy 3a HOBY IOZEILY)
Calp:KU MOBa JaHNa TeMeHa b(;1),...,0Gn—1) 1 C31),--.,C5n-1) KOju he ce cma-
BUBATU M300POM NUBOTA U JOOPOT TEeMeHa MOK ron je To moryhe. Ha mouerky
MMaMO IUBOTE b(j 1) U C(j 1) 3a H0Opa TeMeHa ;o) U C(j2), penoM. llakmie, momajeMo
TeMeHa b(jo) U C(j2) Y A, a muxose cycene y B. Hacrasmyjyhnu na ce mpumpemanmo
3a mogeJsy Ha Taj HaumH, nogahemo cBa Temena G, y A, a N(G,) y B. 3asucuo
on n (mod 3) MaMO pas3IUyYNTe HAUMHE HA KOje Ce MPOIeC TaJbe HACTABJIBA.

— Axo jen =2 (mod 3), majsehe k 3a xoje Bawu {b(r), c(jr} € G; jecte n—3, a
nocjieqma TeMeHa Koja ce Hoaajy y B ¢y bijn—2) U C(jn—2). YKOIMKO je j =t,
CTUTJIIM CMO N0 Kpaja rpada, jep cy byn—1) U C(pn—1) IUBOTU ca MOOPUM
TeMeHOM a1 1. lakme, y oBom cayuajy momajemo Gy u a;p1 y A, n nobujamo
kputnuny henujy. Ykonuko je j #t, y A nomajemo tauno GG; u npeaasuMo
Ha ciy4aj 2 3a j + 1.

— Aro je n =1 (mod 3), vajsehe k 3a roje Bawu {b¢r), i} C G; jecre n —2,
a mocienma TeMeHa Koja ce Hoaajy y B ¢y b(jn—1) U C(jn—1). Y KOIHKO je
j =t, a;41 vema cycema y ckyny V(G)\ (AU B) (rkax mocmarpamo A u B
mobujeHe HAKOH HOAaBama OAroBapajylux TeMeHa), ma je a;yq CI000mHO
TeMe ¥ OBa T'paHa aJrOPUTMa Ce 3aBPIIAaBa MPA3HUM CKYyIOM. AKO Baykwn
j # t, npenasumo Ha ciaydaj 1 3a j + 1.

— Aro Baxku n = 0 (mod 3), majsehe k 3a xoje mmamo {b(; ), cir} C G; jecte
n — 1. OBme pasmukyjemMo Tpu moacaydaja. Y KOJIUKO je j = t, camo Gy je
nomato y A, a mocuemsme TeMme a;yq je momato y B m mobujaMo KPUTUUHY
hemujy. Axo j # t, Hakon HomaBama {b(jn_1), C(jin-1)} ¥ A, 1 DOAABABA ()11 Y
B, nmamo nBa HOBa MUBOTA b(j41,2) U C(j41,2) 38 10Opa TeMeHa b(ji13) U C(j41,3),
penoM. 3a pas3iuKy O IPETXOMIHO aHAJU3UPAHUX CIIydvajeBa, caaa jOIl jel-
HOM TOHABJHAMO IMOCTYIAK CMamuBama rpada m3bopoM mUBOTA U T00PUX
TeMeHa, NOK He noheMo mo TeMeHa CIPEeMHOr 3a mozxeay. Y OBOM (Apy-
roM Iejy) MOCTYIKa, nobpa TeMeHa MMajy OPYTU WHAEKC IeJbUB ca 3, Ia
npuMehyjemo na hemo y A nomatu Hji;, a y B monmajemo okonuny on Hjiq.
[Tocnenma Temena Koja ce Tamga noaajy y A ¢y b(jt1n—3) & C(j41,n—3). Y KOJIUKO
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je j =t—1, makou momaBama upBo (;_ 1, ma ouma H; Ha OBaj HAYWH, MPEO-
cTaau cKyn TeMena je {b(n_1), C(tn-1), G+1}. VI360pom a1 3a mo6po Teme y3
OuI0 KOje oI mpeocTalia ABa TEMEHa Yy YJIO3U MUBOTA, AOAAJEMO Uiy Y A m
nobujamo kputuuny henwujy. Komauwo, y cayuajy ma j ¢ {t,t — 1}, makou
monmaBama G; m Hjy y A npenasumo Ha ciayuaj 2 3a j + 2.

Hecuu nacnennuk: Jlecun nHacnenuuk usopa X (A, B) je usop X(A U {q;}, B U
N(a;)). Iloctynak je cimdyaH Kao KOX JIEBOI HACJIENHUKA, OCUM IITO Cy YBOPOBU
Koju ce monajy y A momepenu 3a 1. Hakon monmasama a; y A, a merosux cycena
bij1) 1 ¢y y B, nmamo musoTe b(j2) U C(j2) 3a n1oOpa TeMmeHa b(;z3) U c(j3), 1 3HAMO
na ta nobpa temena momajemo y A. HacraBmajyhwm mHa mcTtu HauwH, m0omajemMo
neo cxyn F; = {a;} UH; y A, a N(£;) y B. IlonoBo, 3aBucHO oxn octarka 6poja
n IO MOLYJy 3, IMaMO Pa3/IM4YNTe HaUWHE HA KOje Ce aJIl'OPUTAM 3aBpIIaBa MU

HacCTaBJba.

— Axo je n =2 (mod 3), majsehe k 3a xoje {byr), cir}t C E; jecre n—2. Rana
Bazkm J = t, kao y caydajy n = 1 (mod 3) 3a seBor macienHuka, noduja ce
cJI00OMHU YBOP U441, ITA C€ OBa T'paHa APBETA 3aBpIIaBa MPA3HUM CKYTIOM.
Axo j # t, npenasu ce Ha ciayuaj 1 3a j + 1.

— Axo Bazu n =1 (mod 3), vajsehe k 3a xoje mmamo {b(;),cir} € E; je n—1.
Y cayuajy j =1, a;y1 € N(E;), na je nonato y B, unme nobujaMo KPUTUYHY
henujy. Yxomuko j # t, oHOa Cy TeMeHa d(ji1,1), D(j+1,1) A C(j41,1) AodaTa y
B rao enementu N(FE;), ma omer mMaMoO OUKIyC m30opa mMBOTa M NOOPHUX
TeMeHa. IIpumeTnmo ma cy IpBU MMBOTU TeMeHa bjy12) U C(ji1,2), 38 DOOpa
TeMeHa b(j11,3) ¥ C(j41,3), Ta e mOHOBO y A OUTH HODABAHU €TEMEHTH b(j 1 ) U
C(j+1,k) UUjU je ApyTU mHEACKC k nemus ca 3. Iakmne, y A he 6utu nomat meo
cryn Hj 1, ay B cryn N(H;y1). Yronuko j+1 # t, IOHAB/HLAMO IOTIYHO UCTH
nocrynax, Tj. nomajemo H;ioy A, a N(H;i2) y B, ura. Ilpomec ce 3aBpmasa
kana noxamo Hy y A, a N(H;) y B. 3armyuak je ga 3a n =1 (mod 3) y A
momajemo E; Hji i, Hjo, ..., Hy 1 3aBpmaBaMo KpUTAYHOM NeTmjoM.

— Axo Bazu n = 0 (mod 3), majsehe k 3a xoje {byr),cun}t C E; jecte n —3
(ocum y cayuajy n =3, kaga Baxu F; = {a;}). 3a j =1, bjn_1) ¥ C(jn-1) CY
OUBOTHU 3a JOOPO TeMe ayi1, A AOMAJjEeMO U a1 Y A U 100ujaMo KPUTUYHY
henujy. Ykoauko j # t, npenasumo Ha ciaydaj 2 3a j + 1.

Cuayuaj 2 (deg(a;) =4)
] 1,n—1) ,""Jn 1) y+l_1"_ L o ) tn 1)
a]HE E E C}
C(j—1,n-1) ,"_;n 1) ]+1_1_" o o C(tl____ C(t,n—1)

Caura 66. G\ (AU B) y cayuajy 2. [50]

Jlesu macnennuk: JleBu Hacienuur usopa X(A, B) je usop X(A, BU{a,}). Ilpsu
OUBOTH CY b(j_1,-1) X C(j—1n-1), Ta DOOpa TemeHa b(; 1) U c(1) domajemo y A, a
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cycene on b(; 1) u ¢y domajemo y B. Hacrasmajyhu penom mna 6upaMo nuBoTE 1
mobpa TeMeHa y IpuIpeMu 3a nonery, nomahiemo meo crym Fj y A, a N(Fj) y B.
Kao y mperxomaum ciydajeBuMa, pasMaTpaMoO OCTaTak Opoja n mo MOILYIy 3.

— Axo Basu n = 2 (mod 3), majsehe k 3a xoje Bamu {b(; ), cir} C F; je n—1.
Nmamo pasznumumre curyanuje 3a j =t, j=t—1u j ¢ {t,t —1}. ¥ cayuajy
j =t, teme a;41 npunana N(F}), na je nogato y B u mobujamMo KpUTHUHY
hemujy. Axo j # t, Temena agy11),b(41,1) ¥ C1,1) €y nonata y B Ha uctn
HAUWH, [a Ce T0jaBJbyjy HOBM HU30BU NMUBOTA U NOOPUX TEMEHa Ipe HEero
mro nobhemo no meosor remena. TokoMm oBe mpumpeme 3a noneiy, ckyn Hjig
monajemoy A, a N(H;41)y B. Yrouuko j =t—1, nakon nonasama Fy_y u Hy,
MMaMO CJIOBOTHO TeMe dyy1 W OBa TPaHa aJrOPUTMAa CE 3aBPIIaBa IPA3HUM
crymoM. Y Kouamko Bazku j ¢ {t,t—1}, Hakon momaBama F; m H;, upemnasumo
Ha cayuaj 1 3a j + 2.

— Axo Baxu n = 1 (mod 3), majsehe k 3a koje je ncmymeno {byr),cir} C Fj
jecre k =n—3. Rana j =1, b(j,—1) ¥ ¢(jn—1) Cy TMBOTHU, a G;11 OAroBapajyhe
nobpo TeMe, ma AoaajeMo a;y1 y A u mobujamo kpuruuny henujy. Y ciaydajy
j # t, mpena3zumo Ha ciaydaj 2 3a j + 1.

— Axo je n =0 (mod 3), majsehe k 3a xoje Bawu {b(jr),cir}t € F; je n—2. 3a
j =1, a;y1 mema cycema y V(G)\ (AU B), na me nobujamo kputuuny hesnujy
Beh @. Axo j # t, npenasumo Ha cayuaj 1 3a j + 1.

JlecHy HaciaegHUWK: JemIHOCTABHO Ce 3amaska Ma je MOCTYHaK KOA IECHOT HACJE-
HUKA Y OBOM CJIyYajy MOTIIYHO MCTU KAaO MOCTYMaK KOJ MECHOr HACJEIHUKA Yy
cayuajy 1.

I[Tpumerumo nma 3a n > 4 Bawu ga cy ckynosu G, H; m I} yBex Hempas3HH, IOK
3a n = 3 Baxku H; = J, anm TO He yTUde Ha IPETXONHU HOCTYNAaK KOJU IIPEACTaBJba
KOPEKTaH aJrOpPUTaM y CBUM cllydajeBuMa n > 3.

Amnamusza: Kana ce onucanm MTA anropuram 3aBpiiv, JUCTOBU ApPBETA Cy MpPa3HU
ckynoBu u kpurnune henuje. Cama hemMo onpenuTu MUHUMAJAH U MaKCUMAJIAH OPOj
TeMeHa noOujenux kpurnunux henuja. Heka je X(A, B) = {A} jeman suct xoju oaro-
Bapa kputuunoj henuju. Ha ocHoBy HaBemeHor moctymnka, npuMmehyjemMo ma Basku

A=XUXoU - UXy mmm A=XUXoU---UX,U{aw1},

rae je cako X; jeman oxm ckymoBa F;, F;, G; m H;. Panmu jemnocraBHujer 3amwuca,
n3ocraBbalieMO WMHAEKCEe, a MOHEKad W eJEeMEeHT G = a;.1, Na hemMo mpurasmBatum A
ka0 pew oxm t cimoBa F,F,G u H. Ha mpumep, arko je A = FE; U Fy, U E3 U {a;1},
numemo FFFEa, a kaxemo ma ,,A mouumme ca E”, ,makon F ciaemu F” u cawdso.
Tarkobe, raskemo ma peu ,canpxwm’ oapebhen Opoj esemeHara, akKO yHHUja OATrOBa-
pajyhux ckymoBa mMa Ty KapIUHAJJHOCT. KEJaeMeHT a;;; MOKEeMO M30CTABJ/LATHU jep
ce npumehyje ma ummenuna ma au a;y; opunana A wam He, jeIHO3HAYHO 3aBUCHU O
mocJeqmer cioBa y peun. Ha OCHOBY AMCKycuje MO ciydajeBuMa yTBPDHyjeMo TauyHO
KOje peunu ce mojaBibyjy Kao kputuune henuje A. Ananusa Koja cjaeau je miyCcTpOBaHAa
Ha cauruy 67.
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e n=1 (mod 3)

— A nouume ca F nnu G.

— E nomaje % TEeMEHa U HAKOH H.era ce HaJgasu H.

— F nonaje £-2 TeMeHa M HAKOH Hera CToju FE nmm F.

— G nonaje <=5 TeMeHa M HAKOH W-era ce Hanaszu F nmm G.

— H nonaje = TeMeHa U HAKOH Hera Cieau H.

— A ce moske 3appmutu ca E, H umu Fa (3a a4yq).

IIpumeTuMmo ma ce y oBOM caydajy cJOoBO F' HUKama He MOjaBibyje, jep aJropu-
TaM HUKaJa He mpesasu y ciydaj 2. CBaka KpuTuuyHa hesmja Caap:KA TaAUHO
jemuo cioBo E. Ilpenusuuje, kputuune henuje cy obaura GG---GEHH ---H
Jen pen Je€, Kp Je cy { L p
k t—1—k
roe k= 0,1,...t — 1. Ilakme, cBaka kputmaHa hemmja canpsm Tauno 242 4]

ejeMeHaTa, na Baxku d = dM = @
Cayuaj 1 -
vl n=2 [Tpehn Ba cayuaj 2
JIEBU HACJEMHUK [ - =% ooy
G (F nnn E)
(@) } (F
. Y .- :
N /) \\\\ /,’/ l
N N l
N4 Lol n=0
\\‘(/// \\\\ :
s ~ I
B Sel |
. A S NS I
Cayuaj 1 nau 2 N ‘ ! .
n = 1 \\ H IIa N
JeCH HACJEeIHUEK | 1¢ = - - - - S J n=1
(E) ‘ -
\7\2\% N :
PN . l
- . |
2=l N n=2
. . ‘
. . |
\\\\ \\\ :
~ N |
Coyuaj 2 W -
JeBU H};CJIJG,I[HI/IK [Tpehu na cmyuaj 1
(F) (G nnu E)

Cumka 67. Ananusza peun Koje ce mojaBibyjy y IMoka3y teopeme 4.11.

e n=0 (mod 3)

— A nouume ca F unu GG, momTo ce Ha MOYETKY HAJA3UMO y ciydajy 1.
— E nomaje 5 1 TemeHa 1 HakOH Hmera ce Hajasu E uau F.

— F nonaje 5 TeMEeHa U HAKOH Iera ce HaJjlas3u FE nmm G.
— G nmomaje £ TeMeHa W HAKOH mera je H.

— H nonaje 3 — 2 TeMeHa U HAKOH mera ce HaJjdasu F unam F.
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— A ce 3aBpmasa ca F, G unu H (F uuje Ha kKpajy 300r JIeBOI HACJEIHUKA Y
Ciay4ajy 2, KOju UiIu UHAYKYje CIOBOMHO TeMe, UK Ce TOCTYIIaK HACTABILA ).

— Axko ce A saBpmasa ca E wiu H, umMmamMo u TeMe a1, Tj. Kpa] PeYd MOKe
outu Fa, Ha nau camo G.

[Torasxkumo ma je HajMamu Opoj eneMenara kputuune henuje A jenHak % —t+1,
mTO je TayHo Opoj Temena y peun FFE --- EFa, koja je jenna om pedyu noOUjeHUX
asropurmom. CmoBo H mma mHajMamu Opoj eleMeHaTa, ajid je Ipe Hmera yBeK
cioBo (G, ca HajBume enemenara mebhy caoBuma. Ilocmarpajmo cBe mobujene
peun. Wneja je ma moraskemo cienehe: 3a cBaky mobujeHy ped Koja camp:Ku
caoBo H, mocTtoju mo3BoJbeHA ped Koja He caap:Ku CcJIoBO H m Koja mMa Mame
WM jeIHAKO eJeMeHaTa. & KOJWKO MMaMoO CJOBO H Koje Huje Ha Kpajy peun,
mojaBmyje ce jemna on ciaenehe yetupu mompeun: Ha modeTky peuu croju GHE
unu GHF, nnu nocroju jenua on noapeun FGHE nu FGHFE. Be3 mapymasama
MO3BOJLEHUX cycencTaBa MeDhy cioBuMa, CBakKy O OBUX MOJAPEYU MOKEMO 3a-

MEHUTU pedjy ca UCTUM OpojeM ejeMeHATa Ha ciaenenhu HaAYWH:

- VKOJIMKO ce HaJia3u Ha modeTky peun, GHFE 3amemyjemo ca FEFE, a GHF
ca FEF,

- mogpeu FGHE mewmamo ca FEEFE, a nonpeu FGHE ca FEEE.

Tarobe, ako ce H mojaBu Ha Kpajy peuu, Tj. kpaj peuu je Ha, IpeTxomaHO MOpPa
outu ciaoBo G. Yromuko je GHa nena peu, FFa je mo3Bo/beHA PEU Ca UCTUM
OpojeMm esleMeHnaTa, a ako HUje, mojaBibyje ce moapeu FGHa xKoja ce Mo:ke 3a-
MenuTu ca FEFa. Ilakne, MUHIMyM ejieMeHaTa Cce NOCTU:Ke HA HEKOj henunju
Koja He campsxku caoBo H. Tarkobe, 6e3 caoBa H, kpaj peun moxke outu Fa nnm
G, npu yemy obe moryhuoctu nomnajy mctu Opoj ememenara. C o0G3upom HaA TO
na FE nma mame enemenara on F' u (G, 3ak/bydyjeMo Oa ce MUHUMYM TOCTILKE 33
peu FE--- EFEa, mTo je ynpaBo % —t+ 1. Hakme, d™0 = % —t.

Onpenumo cana majsehu moryhu 6poj TeMeHna Koje MOKe MMATU KPUTUYHA, heau-
ja A. Cana cy majuoBomuuja ciosa F u G, anu kako Hakou G caequ H (ocum Ha
Kpajy), KOje HHje MOBOJLHO 3a MOCTU3Aake MaKCUMyMa, UAeja je ma MOKasKeMO Ia
ce MaKCUMYM MOCTIKE Ha henuju Koja He caap:ku caoBo (G. Y OUnMMO TPOU3BOJLHY
peu kKoja canp:ku ciaoBo G. Yroauko je G Ha Kpajy, MO:ke ce 3aMeHuTu ca Fa
(uctu 6poj ememenara), jep npe G Moxke Outu camo F Koje MOske crajaTu u
npe caoBa F. Ykomuko G Huje Ha Kpajy, nmojaBmyje ce moapeu GH. IlonoBO ce
jemnocrtasuo yrepbhyje ma ce GH yBek moske 3amenutu ca EFE (cBa cycencrsa
he 6utu mo3Bosena), a Opoj emeMeHara IPU TOj 3aMeHU OcTaje ucTu. Jlakie,
MaKCUMyM MOskeMo noctuhu momohy cmoBa E, H u F'|, ma ce oH mocTm:xe Kana
uMamo HajBehu moryhu 6poj F-oBa. Ilpumerumo ma um mpe m mocse ciaoBa F
Mopa crajaTu ciaoBo E. 36or Tora, kana je t HemapHo, HajBeha kputuuna hesuja
ce nobuja 3a peu FFEF ---FFa, a kana je t mapuo, Hajseha heauja ce mobuja
[OMaBameM jeqHOr ciioBa F Herme y mMpeTxomHoj peuu. Y CBAKOM CJIydajy, Tana

2nt

A campxm 2 — | L] Temena, ma Bamm d™ = 2t — L] — 1.
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e n=2 (mod 3)

— A nouunme ca F umu G.
— F nopaje = memeHa M HAKOH mera croju F nau G.

-+ 1 Temena u HakOH mera ce HaJga3u H.

— F nonaje

— G momaje &= — 1 TemeHa m HAKOH mera croju F nmau F.

2n—1

3

— H nonaje — 1 TeMmeHa 1 HakOH ®mera ciaenu F nnn G.

— A ce 3aBpmasBa ca F unu Ga.

Amanusa je MOTIYHO aHAJIOTHA KAO Y MPETXOMHUM ciaydajeBuma. llpu ompebu-
Bamy MUHMMAJHE KpuTuuHe heauje, npumehyjemo na G u H mmajy HajMamu
Opoj Temena, aau npe ciaoBa H yBek cToju ciaoBo F' Koje HUje TOBOJHHO 3a MU-
HAMYM. 3aTO je uaeja Aa MOKaKEeMO [Oa Ce MUHUMYM MOCTIKE HA PEUM KOja
He caup:ku ciaoBo H. Yxkosuro ce cioBo H mojaBuiio, mojaBibyje ce jemHa O
nmoapeun GFHE n GFHG. llpsa ce mosxke 3amenutu ca GEGE, a apyra ca
GFEEG, 6e3 noBehama Opoja eaxemenara. Jlakie, MUHUMYM ce MOKe DOCTUNU
camo momohy cuoBa G, F u F, na Tpeba KOPUCTUTH IITO je BuUlle MOryhe ciaoBa
G. 3060r m0o3BOLEHUX CycencTaBa, mpuMehyjemMo na ce 3a HemapHO { MUHUMYM
noctuke 3a ped GEGEG --- EG, a 3a napuo t muauMmaana je peu FGEG --- EG.
Pauysom yTrBphyjeMo ma je MUHMMAaJaH OpOj TeMeHa jenHak M=t — L%J + 1,

3
min __ 2nt—t t+1
omarme Bagm d™" = = — | HE ]

IIpu onpebuBamy makcumyma, npuMmehyje ce ma mako ciaoBo F' momaje HajBehu
Opoj ememenara, npe mera je G u nmocie mera H, a 06a oBa cioBa Cy HEIIOBOJLHA
3a MakcumyM. Ha mcTtm HaUmMH Kao y IPETXOMHUM CJIydYajeBuMa, MOKa3yje ce ma
ce MaKCUMyM MO:Ke MNOCTUNM Ha pedr Koja He caap:ku cjaoBo F, u ma je jemHa
Ol peu’ Ha KOjuMa ce JOCTmke MakcumyM obauka FFE --- EGa. Taga A canpsku
2=t pemena, ma cueam dUPF = 2=t

Tume je morka3 Teopeme 4.11 KOHAYHO 3aBPIIEH. []

Kao nmocienuna reopeme 4.11, youaBamo ma cmo y cayuajy n = 1 (mod 3) ogpenuau
TayaH XOMOTOICKHM Tul Kommitekca M (P ).

IMTociemuma 4.12. Axo je n = 1 (mod 3), mj. n = 3m + 1, 3a nexo m > 1, xomnaexrc
ynapueamwa 2paga Pi je zomomoncku exeusarenman bykemy t chepa oumensuje 2tm:

M(P},) ~\/ ¥
t

Zoxas. 3a t > 2, noka3 OUpPEKTHO cjenu u3 mokasa teopeme 4.11. Hawmme, 3umamo ma
Cy y OBOM cCly4Yajy KpuUTudHe henuje oOamnka

GG -GEHH---H 3a k=0,1,...t— 1.
—_— S—

k t—1-k

Hakne, mMaMo TavuHO ¢ KpuTuuHnx Nemmja mumensumje d™™ = @™ = 200220 — 94y Y3

jom jemny momatHy henujy aumen3uje 0, Ha ocHOBY Teopeme 4.3 3aKbydyjeMo maa
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M(P},) mma xomoroncku tun Oykera t cpepa mare mumenswmje. lomarno, 3a t = 1,
pesynrat caemu u3 TBphema 1.18, jep je M(P)) = M(Cy,) ~ S = §2m Tako
nobujamo ma je popmyna yEHUGOpPMHA 3a cBe t > 1. []

IIpumep 4.13. ITpumep 4.7 je ynpaBo npumena teopeme 4.11 y cayuajyn =3 ut = 2.
Tana cmo 3akmyunau na MTA aaropuram naje nse KpuTudHe hemuje:

2({1,6,11},{2,3,4,5,7,8,9,10}) u %({4,5,11},{1,2,3,6,7,8,9,10}).

[Ipsa henuja A = {1,6,11} oarosapa peuu FFa, nok ce hemuja A = {4,5,11} nobuja
u3 peuu GHa (cBako H; je mpasan ckyn 3an = 3). OGe kputuune henuje cy aumensuje
2, mMTO ce clake ca JOOWjeHUM IIpoIeHaMa U3 Teopeme: d™a* = 2, d™it = 2.

3a n =3, rpap P! je sanpaso cahe obmura 1 X 1 x ¢. Tako na Teopema 4.11 naje
NeJUMUYaH OATOBOP HA MUTAH-€ O XOMOTOIICKOM TUIY KOMIUIEKCa yhapuBama caha.

IMocanemuua 4.14. Komnaexc ynapusamwa caha obauka 1x1xt je (t—1)-nosesan npocmop.

lokas. 3a t > 2, tBpheme cienu TupekTHO U3 ciaydaja n = 3 teopeme 4.11, jep ce
nobuja d™* =¢. 3at =1, cahe 1 x1x1 je murmyc Cg, 3a Koju Ha ocHOBY TBphema 1.18
snamo ma Bazkm M (Cg) ~ ST v St ]

ITokazyje ce ma teopema 4.11 maje GoJbe oOleHE MOBE3aHOCTW OJ OIEHA KOje Ou
ce mobuise mpumenHom pesyiarara Dapmaka [10] nu Enrcrpoma [33] ma rpadose Pi,.
Y oBUM pamoBuMMa ayTOPU CY HPOIEHUBAJIN IMOBE3aHOCT KOMIIJIEKCA HE3aBUCHOCTU
Ky 3-caoboonuzr rpadoBa, Tj. oHUX rpadoBa KOjU KAO MHIAYKOBAHU IHOATpa( HE CaIpiKe
bunapruray rpa¢ K3 (enr. claw-free graphs). Jemmocrasuo ce npumehyje na je cBaku
nuHUjckn Tpad K s-crobomaH, ma ce pe3yaTaTd M3 OBUX PaJoBa MOTY IPUMEHHATH
Ha KOMILJIEKCE yImapuBama. Y IOpeauMoO YKPaTKO mobujeHe omene. HapaBuo, 1uib je
caMoO Ja TMOKayKeMO Ja MOOUMjeHU Pe3yJITATU HUCY MOCJEeNUIa OCTa ONIMITUJUX OIleHa, a
HarjgamaBaMo na cy TeopeMe bapmaka m EHrcrpoMa MHOTO reHepaJIHUje U 3HAYAJHY]E.

EnrcrpoMm nokasyje na ako je G, K 3-ciobonas rpag Ha n TeMEHa, Ca MaKCUMAaJTHIM
cremenoM Temena d, onma je kommiexc Ind(G) |32— — 1]-noBesan [33, Teopema 3.2].
JIvaujcku rpad L(Pi,) mma (2n — 1)t + 1 Temena, a MakcuMasHu crenes je 4, ma
Enrcrpomos pesyarar tepau na je M(PL,) = Ind(L(P4,)) 6ap ([ #2241 | —1)-nosesan,

MTO je Mame Wiau jemHaxko d™" usz Teopeme 4.11, 3a cse n > 3.

Y pany [10], Bapmak naje oueHy mOBe3aHOCTH HA OCHOBY AVMMEH3Uje€ KOMILIEKCA:
ako je G mpousBosmaH K 3-ciaobonan rpad, ouna je Ind(G) Gap (W)-HOBEB&H
npoctop [10, Teopema 5.5]. Humensuja kommuexca M (PL)) je (n—1)t+1, ma Bapmakos
pe3yiaTaT Kajke Ia je TOBEe3aHOCT OBOTI KOMILJIEKca Oap % Naxo je oBaj pe3yarar
6omu on ExrcrpomoBor 3a Benumko n, teopema 4.11 naje 00Jby OIlEHY ITOBE3aHOCTU

rkommtekca M (P ).
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4.4. KRowmnaekcu ynapuBama caha

4.4 Kowmmniaekcu ymapuBama caha

Y 0BOM MOrJaBspy MOCMATPaMO KOMILIEKCE yhmapuBama caha Koja camp:ke BUIIe pe-
[OBa IMIECTOYTJIOBA. Kao mTo CMO MOKa3aJr aa KOMIUIEKC ymapuBawma caha 1 xX 1 x ¢t
nMma mnoBe3aHocT 6ap (f — 1), mro je 6poj mecroyraosa y osoMm cahy ymamen 3a 1, y
HACTABKYy NOKa3yjeMo ma calie obuumka 2 X 1 X t uma Gap (2t — 1)-moBe3an KOMILIEKC
ymapuBama. 3aTUM NeMO maTy HEemTO cJabujy OleHy moBe3aHocTu 3a caha ommrer
obmuka r X § X t.

Hapenna mema onmcyje KoHUrypanmjy Koja ce 4ecTO IOjaBJbyje Y NOKa3y I'JIaBHE
teopeme 4.16, ma je mocebHO MOKa3yjeMO paau MPerJyieTHOCTH.

Jlema 4.15. Hexa je X(A, B) weop cnpemar 3a nodeay wa epafdy xoju ce cacmoju 00
Mpoyzaa U ULECOY2Aq CG 3aJeOHUNKOM UBUYLOM, KGO Ha cauyu 68. Tada npumernom
MTA aneopumma (na o8y epany dpsema) dobujamo 2 kpumuune heauje Z(A, B) = {fl} U
S(A, B) = {A}, sa xoje samcu |A| = |A| = |A| + 2.

Zloxas. Y ommiteMm ciydajy, 3HaMO 1a n300p IEOHMX TEMEHa yTude Ha OPOj U BEJTUUUHY
KPUTUYHUX hesmja, ajaum ce y caydajy OBOT MaJor rpada mcuocTaBpba na He yrude. 1o
ce yrBpbhyje jemmocTtaBHOM mpOBePOM CBUX MOryhHOCTH, KOjy mM3ocTaB/baMo. Paszmo-

TPUMO caMoO jenHy MOTryNHOCT, Kazna 3a HEOHO TeMe M3abepeMo U O3HAYEHO HA CJIAIU.
Usop X(A, B) rana uma nsa Haciaemauka, % (A, BU{v}) u Y(AU {v}, BU N(v)).

N36opom npoussossaor nusora 3a L(AU{v}, BU N (v)),

nobujaMo cI0BOMHO TeMe, Ia y TOj TPaHud HeMa KPUTUUHUX

henuja, nok onx mesor macaenuura (A, BU {v}) nobujamo

nBe kpuTHuHe henmje Koje 3am0BomaBajy TBpheme meme, Comxa 68. V\ (AU B). [50]

[]

Can MokeMO mOKa3aTu TJIaBHY Teopemy 3a caha obsmka 2 X 1 X t.

Teopema 4.16. Hexa jet > 1 npupodan b6poj. Hefunuwumo b6pojeae

. 7t
d™ =2t n d" = 5 + 1.

FKomnaexc ynapusawa caha obauka 2 X 1 X t je xomomoncru exsusasenmar heaujcrom
KOMNAEKCY KOJu He cadpacu d-Oumensuonaane heauje za cee 0 < d < d™" u cee d > d™.
Ilocebno, osaj Komnaexc ynapusawa je bap (2t — 1)-nosesan npocmop.

Zoxasz. Cahe obanuka 2 X 1 X t ce cacToju on mBa HU3a O IO ! IMMECTOYIJIOBA, & HEroB
auaMjcky rpad G je npuraszaH Ha caunu 69.

XXX .
XXX

Caura 69. G je nmuaujcku rpa¢d caha obamra 2 x 1 x t. [50]

Iloka3 oBe TeopeMme je BeoMma ciamdyaH mokaly teopeme 4.11, ma hemo m3octaButu
nerasbe ananuse. llakmae, mpumemyjemo MTA amropuram Ha rpad G ca ompebenum
n300pOM IEOHUX TeMeHa. 3a cBaku YBOp L(A, B) Koju je cupeMaH 3a MOAEIy UMAMO
IBa KOpAakKa.
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Kopak 1: Dupamo neono teme v 3aBUCHO O TPEHYTHe KOHPUIypanuje, 1 qo0u-
jamo nBa mHacnemuuka: L(A, BU{v}) u Z(AU{v}, BUN(v)).

Kopak 2: CBaku onx oBa IBa HACJHEIHUKA IPUIPEMAMO 3a HOBY IOIEY.

Y ropaky 1 mmamo mecTt Moryhux koHUrypamnuja 3aBUCHO OJ JIEBOT Kpaja rpada, 10
Ha BEPTUKAJHY pedilekcujy, Kao MTO je Iprra3zaHo Ha caunu (0 u camrama 73 — 77.
[Ion BepTUKaIHOM pedIiekCcrjoM moapa3dyMeBaMO pedileKCrjy y OQHOCY Ha CPeUIInY
XOPU30HTAJHY JUHU]Y u3dMeby nBa XxOpum3oHTAJIHA HU3A ImecTOoyTriaoBa. lIpumenom oBe
pedaekcuje MOHOBO nOOMjaMO ABa XOPM3OHTAJHA HM3a ImecToyriaosa. Hamomenumo
OBZIE M[a Ce€ TOKOM IpUMEHEe aJITOPUTMa, y CBUM cJiydajeBuMma, npumehyje ma Opoj
IIEeCTOYIJIOBA Y OBa OBA XOPM3OHTAJIHA HU3a HE MOpa OWUTH MCTHU, AU Ce Pa3JIuKyje
3a HAjBUIIE jelaH MEeCTOyrao, U To Hehe yTuraTty Ha ajropuraM. 3a CBAKY OJ IIECT
KOH(UTrypanuja, n3adpaHo IeOHO TeMe je nmonebspaHo Ha oarosapajyhoj cannu u o3Ha-
YeHo ca v.

OzuraunMo ca They = The(2(A, B)) Opoj meaux Majaux meCcToyrioBa y rpady oo
KOI CMO cturiu, Tj. rpady Ha Temenuma V(G) \ (AU B). Ha mouerky asropurma
BaskU The (X(9, D)) = 2t, mok 3a uBop (A, B) KOju 03HAYABA KPUTUYHY NeENUjy BaxKu
Thes(S(A, B)) = 0.

3uamo ma coymrajyhu ce au3 apso MTA anropurma, Mu m1omajeMo TeMeHa y CKYII
A. Yronuro usop X(A', B') uma nperka (A, B), moxxemo pehu na ce ,,|A| yseha 3a
|A'| — |A| mor mmemo on usopa (A, B) no usopa L(A', B')”. Nneja mokasa je ma mpa-
tumo upomene |A| u Ty, y cBakoM kKopaky anaroputma. Bpoj |A| he ce yBehasaru,
ok he The, onmanaru, na hemo d™" u d™* oapemuTn youaBameM Be3a u3Mehy mpoMeHa,
|A| u Ther. Paszmorpumo cana csaky ox 6 moryhwux kompurypaunuja m oxrosapajyhu
n300p IEOHOr TeMeHa.

Coayuaj 1.

XXX
><><X

Cmura 70. G\ (AU B) y cayuajy 1. [50

e Jlesu nacnenuux X(A, BU {v}).

— Axko Basku Tje, = 2, uMaMo KOHGUrYypaIujy Tpukaszany Ha cuaurm 71. Hakon
nonaBama TeMeHa v 'y B, mmaMmo nuBoT p u 106po teme w. lonmajemo teme w
y A (mosehasamo |A| 3a 1), a meroy okonuny y B u tume no6ujamo KOHPU-
rypanmjy cacTaB/beHy OJX TpOoyrJya u mecTtoyria kao y jgemm 4.15. Ilpema
JeMu, najbe Ho0OMjaMo aBe KpUTUUHE hesuje n 3aKbydyjeMo Aa ce y OIHOCY
Ha uyBop X(A, B), 6poj |A| nosehao ykynuo 3a 3, nok ce 6poj The, cMamUO
3a 2.

Cmuka 71. G\ (AU B) rana The, = 2. [50]
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4.4. KRowmnaekcu ynapuBama caha

— Axo Basgkm T, > 3, HA MCTU HAYMH OOAajeMO jemHo moOpo Teme y A, u
cmamyjemMo The, 3a jenan. Hakon npumeHe BepTurajiHe pediekcuje moom-
jeHa KOH(Urypanuja IIOHOBO IIpesia3u y KOHPuUrypanujy us ciayuaja 1. Ha
IpuUMep, MOKEMO IMOCMATPATH IMITA Ce AellaBa Kalda 0Baj KOPAK MPUMEHUMO
HA CAMOM MOYETKYy ajropurMa 3a uBop X(J, ). Harom ymamema The, 3a
1, ropmu xopmsoHTasHu HU3 wmMa (¢ — 1) mecroyriaosa, MOK mOomU mMma
IIECTOYTJIOBA, ITa IPUMEHOM peduiekcuje NqoOujaMo Oa HOBU I'OPHU HU3 MMa
t mecToyriosa, HOK momu uma (t — 1). 3aTuM npuMemnyjeMo MOHOBO IOCTY-
mak 13 ciyudaja 1.

e Jlecuu macuenuuk L(AU{v}, BUN(v)).

— Axro Baku T, < 5, IMPEKTHOM AHAJM3OM C€ HOJIA3U JO0 CJIOOOMHOI TEMEHa
Ha Kpajy, TaKO Ia He mo0ujamMo KpUTUYHE hemuje.

— Axo Basku Tj, = 6, TokOM mpunpeme 3a momgeny y A momajemo uerupu nobpa
TeMeHa W meTo Teme v. Ha caumu 72 nobpa TemeHa cy O3HaUyeHa OeauM
Kpy:kmhmMa, a TeMeHa KOja TOKOM MOCTYIKa HoJajeMo y B cy o3nadena ca
,X 7. Caura 72 npurasyje meo nmpumpeme 3a moneny. Jlepa ciuka npukasyje
[IEOHO TeMe U U HerOoBY OKOJIMHY, & IEeHTPAaJIHA CJIVMKA MPUKA3yje CUTYAIU]y
HakOH m36opa mpBor mmBoTa U noOpor Temena. [lecHa ciuka uaycrpyje
KOH(PUI'ypallijy Koja je CIpeMHa 3a HOBY IOJEJy, CACTaBJbEHY O MIeCTOYTJIa
ca nBa Tpoyrisa. V3abepumo Tama 3a HOBO IEOHO TeMe HEKO OJl TeMEHa
KOje Tpuala W MeCTOyray U jemaHoM Tpoyriay. HakoH HEeKOJMKO Kopaka
nobujamMo TavyHO jemHy KpUTUUHY henujy m momajemo jomr 2 Temena y A.
Iakne, umaMo jemny kputuuny heaujy npu yemy ce 6poj |A| mosehao 3a
7, mok ce T}, cMamuo 3a 6.

%%%

Ciuka 72. Ciuyuaj 1 kaga The, = 6, mecHU HaCeTHUK.

— Axo Baku T, > 6, KAO y TpeTXOmHOM meiy momajemo 5 temena y A (v m
vetupu n06pa TemeHa), MOk ce Op0j The cMamyje 3a 5. 3aTuM mpesasuMo
Ha ciy4daj 2 (HAKOH BePTUKAIHE pediiercuje).

Cuayuaj 2.

XX K
XXX

Cuauxka 73. Cayuaj 2. [50]

e Jlesu nacaenuuk 2(A, BU {v}).
— He memamo vu A vu T}, Beh ommax mpesmaszumo Ha ciydaj 1.

e [lecun macimemuur N(AU {v}, BUN(v)).
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— Axo Basku Ty, = 2, mobujamo nBe kputmuHe hesuje. 3a CBaKy O HUX,
6poj |A| ce mosehao 3a 4, nok ce The, cMamUO 3a 2.

— Ako Basu The > 3, |A| ce mosehasa 3a 1 monaBamem TemeHa v, The ce
cMmamyje 3a 1 u mpena3uMmo Ha ciayudaj 3.

XXX
XXX

Cmuka 74. Cunyuaj 3. [50]

Ciayuaj 3.

Hajope ce moxke nmpumeruTtm na y oBoM ciaydajy Huje moryhe mobutu Th., = 1. To
3aKJbydyjeMO IMocMaTpPameM CBAKOT OJ CiIydajeBa KOjUu MOKe NOBECTH IO cilydaja 3,
a To cy cayudajeBu 2, 3 m 6. AKO cMO M3 ciyvaja 2 mpenuid Ha CIydvaj 3, UMaJU CMO
bap 3 mecrtoyrua u udryounu 1, ma T, > 2. Y HacTaBKy heMo BUAETU A U3 CIIydaja
3 MokeMo mohum mo mera caMor camMo ako MMaMoO Oap 5 MEecCTOyrioBa, W MU3TyOUMO
3, ma ucto TBphewme Baku. Tarobe, mokaszahemo ma m3 cayuaja 6 mpemasmwmo Ha
cayuaj 3 ve Mmewajyhwu uu |A| su Tje,, a mo cayuaja 6 cmo moram mohwu camo u3
IEeCHOT HaCJeIHUKa ciaydaja b cMamuBameM Opoja mectoyrioBa 3a 1. Cayuaj 5 ce
MOK€ HOOUTU UIU U3 Hera camor ofn 0ap 6 mecTtoyrioBa OO KOjux ryoumo 3, uiaud u3
caydaja 4 3a 4 mecrtoyria on kKojux ryoumo 1. lakae, ako cMO ce HAIIU Yy CAydajy
2, curypHO BaKU The, > 2.

e JleBu nacunenuuk X(A, BU {v}).
— Axo Basku Ty, = 2, mobujamo kputuuny hemaujy momajyhum 4 mobpa remena
y A, mpu uemy ce Ty, cmamyje 3a 2.
— Axro Basgku Tje, > 3, momajemo jemno mobpo teme y A, ymamyjemo The, 3a
1, ma mpenasumo Ha ciyuaj 4.
o [lecun macuaemuux X(AU {v}, BUN(v)).
— Axo Baku Tj., = 2, nobujamo kpuruuny hesujy nomajyhm 4 temena y A
(reme v m 3 nob6pa TemeHa), MOk ce Th., cMamyje 3a 2.

— Axo Basku Tj, = 3, nobujamMo kputuuny hesnujy nomaBameM 5 Temena y A,
a The, ce cMamyje 3a 3.

— Axo Basku T, = 4, nobujamo kputuuny henujy monaBamem 6 Temena y A,
nok ce The, cMamyje 3a 4.

— Axko je The, > 5, momajemo tpu temena y A, cmamyjemo T, 3a 3, ma mo-
HABJHAMO CJIy4daj 3 (HAKOH BePTUKAJHE pedIieKrcuje).

XX X
X XXX

Cmuxa 75. Cuyuaj 4. [50]

Ciayuaj 4.
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e Jlesu nacnenuur (A, BU{v}).
— He memajy ce uu A uu Tj,. Ilpenasumo na ciayuaj 2.
e Jlecun nacuenuuk (AU {v}, BUN(v)).

— Axko Ty, = 2, momajemo y A Tteme v u jemqno mobpo Teme, ma mo0OujaMo KOH-
¢urypanujy us aeme 4.15 (Tpoyrao u mecToyrao ca 3ajeJHUUYKOM UBUIOM ).
[Ipema oBOj smemu, name moOMjamMoO OBE KPUTUYHE hejwuje, U 3a CBaKy OI
BUX mgoxajemo jom mo nsa temena y A. Ilakme, 6poj |A| ce mosehao 3a 4,
IOK ce The, CMAmUO 3a 2.

— Axo Basku The, = 3, CANMYHO KAO Y MPETXOMHOM MOCTYIKY, M0AajeMO ¥ U IBa
nobpa temena y A, unme mobujamo roHpurypamnujy m3 geme 4.15. Ilaxrie,
HOHOBO MMaMO IBe KpuTuyHe hemnuje. YkKymHo ce 6poj |A| mosehao 3a 5,
IOOK ce The, CMamUo 3a 3.

— Axko Basgu The, > 4, momajemo camo v y A, cmamyjemo T, 3a 1, ma mpesa-
3UMO Ha CJIy4daj 5.

Cuayuaj 5.

M XXX
XXX

Cauka 76. Cayuaj 5.

Kao y amamusu Ha mouerky ciydaja 3, OBIE Ce 3aKbydyje ma yBeK BAKUA 1hey > 3.
e Jlesu macnenuur (A, BU{v}).

— Axo Baxku Ty, = 3, momajemo 3 mobpa temena y A m moma3mMo 10 KOH-
¢urypamnuje cacraB/beHe Ol TPOYTJIA M IMIECTOYTJIA Ca 3a)eTHUYKOM MBUIIOM.
[Ipema pemu 4.15, nobujamMo ABe KPUTWUHE heauje, MPU YeMy 3a CBAKY O
BUX gomajeMo jomn mo asa temena y A. Ilakie, 3a cBaky on oBux hesuja,
6poj |A| ce mosehao 3a 5, mok ce The, cMamuO 3a 3.

— Ako Thep = 4, CAIUYHO KaO y IPETXOMHOM CJydajy Ha OCHOBY Jeme 4.15
3aKJbYUyjeMO Ja MMaMoO IBe KpUThuHe henuje. 3a CBaky on muX, 6poj |A|
ce moBehao 3a 6, mok ce T}, cmamuo 3a 4.

— Ako The, = 5, MOHOBO MMaMO OBe KpUTWUUHE hesuje Ha OCHOBY Jyeme 4.15.
Bpoj |A] je ysehan 3a 7, a The, yMameH 3a 5 3a CBaKy O HUX.

— Axko Basgku T}, > 6, momaBamem Tpu nqobpa temena y A, a cmamuBameM T,
3a 3, BEPTUKAJIHOM De(IEKCHjOM TOJIA3MMO IIOHOBO IO ciIydaja 5.

e Jlecun nacuemuuk N(AU {v}, BUN(v)).

— Homajemo camo Tteme v y A, cmamyjemo Tje, 3a 1, ma 3aTuM mpesa3uMo Ha
ciayuaj 6.
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Ciayuaj 6.

XX XX
XX XX

Cmuka 77. Cunyuaj 6. [50]

o JleBu nacnemuur L(A, BU{v}).

— Hema npomene v A v Tj,,. Ilpenazumo Ha ciyuaj 3.

o [lecun macuemuux M(AU {v}, BUN(v)).
— Axo Bayku Th., = 2, HAKOH HOJAaBama v U TPU CJI0bOMHA TeMeHa y A, mMaMo

c1000aHO TeMe, TTa HEMa KPUTUYHUX hemauja.

— Axo Basku Ty, = 3, HAKOH momaBama v W ABa mobpa Ttemena y A, mobu-
jaMo KOH(UTrYypaIujy CIpeMHY 3a HOAeJy CACTABJ/bEHY OJ IIEeCTOYIJa U IBa
TpOyria, Kao KO AEeCHOT HacienHuka y ciaydajy 1 3a T, = 6. [locTynamo
KCTO Ka0 y TOM CIydYajy U nobujaMo jenHy KPpUTUYHY henaujy. Y KyIOHO ce

nonaje 5 remena y A, mok ce Tj., cmamyje 3a 3.
— Axo Baxu T, > 4, nomajemo 3 temena y A (v m mBa mobGpa TemeHa), IOK

ce The, cMamyje 3a 2. 3aTuM mpesa3uMo Ha ciydaj 2.

Anamuza: llperxonny muckycujy miayctpyje caura 78. VMmamo Tauyno 6 ciayuajeBa
3a KOHQUrypanujy cupeMHy 3a noneiy. V30opom oarosapajyher meonHor temeHna mo-
Hakon mpumpeme 3a momeny cBakor ol BHUX,

OujaMo OEeCHOr U JIEBOT HACJIEIHUKA.
[OJa3UMO 10 HOBUX KOoHpurypanuja. llpBene nunyuje o3nauaBajy KOHQUIYypannjy KOjy

,ZIO6I/Ij&MO 3a JIEBOI' HaCJI€JHUKa, a IIJIaB€ 3a ACCHOT.

e 2 AN
< (5,5 ’1 ; / “'
)4 (35) > Q1) » I 1
(0,0) < !
D)
g

D fand ’/

Q o /

S S
(111) > (1/1) 6"’/
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Cuauka 78. Ilpura3s cayuajesa 1 — 6.

Ha ocrOBYy pasmarpama CBUX CJaydyajeBa BUAUMO A& CE€ TOKOM CBakKe MPUIPEME 34
HoeJly UK AoJacka no kpuruute henuje, 6poj |A| moseha Gap 3a oHONMMKO 38 KOTUKO
ce Ther cMamu. [Tocebuo, Kana ce nobuja kpuruuna hemnuja, |A| ce moseha 6ap 3a 1
BUIIIE HEro MmMTO ce Tj., cmamu. llomro je The, = 2t Ha MOUYETKY, 3aKBYUIyjeMO na 3a

cBaky kpurnuny henujy X(A, B) = {A} Baxu |A| > 2t + 1, onakie ciemu

d™ = 2t
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Ocraje jom ma ompemumo d™*. Hera je ca X(A,B) = {A} mara jemna kpuruuna
henuja 3a kojy ckyn A mma Makcumasan 6poj ememenara. Ha caunu 78 map (z,y)
nopeJ CBake JIMHUje O3HaJaBa Ia ce TOKOM oaroBapajyhier moctynka 6poj |A| ysehiao
3a x, a The, ce cMamuo 3a y. BpojeBu  u y Cy jeiHAKKM y CBUM CJIydajeBUMa OCUM Kaa
npesa3uMo ca caydaja 6 ma cayuaj 2 (tama momajemo 3 Temena y A, a cmamyjemo
Ther camo 3a 2). Moskemo mpermocraBuTy na je kpurudHa henuja A mobujeHa HaKOH

(k+1) cayuajeBa iy,...,ix1 ca caure 78 (iy,..., i1 € [6]):
i (%) 19 (m—’yi) Ce g (xk—’y'f) ki1 (a—b; KpUTUYHA henuja. (4.4.1)

Osmaunmo ca (xj,y;) omrosapajyhy mpomeny 6pojeBa |A| u T}, Opu mpesacky ca
ciaydaja i; Ha ciIydaj ijy1, OOK je (a,b) mpoMeHa oBux OpojeBa Ha CaAMOM Kpajy IO-
crynka. V3 nuckycmje mo ciaydajeBuMa 3HAMO I BayKU

(a,0) € {(3,2),(7,6), (4,2), (5,3),(6,4), (7, 5)}.
Ha ocuoBy npomena |A| u The, 0x modeTka 10 Kpaja MOCTYNIKA, UMaMO DeJaluje:
Al =21+ 224 -+ 21+ a,

QA=y+y2+--+yp+0b
[Tomro Bazkm x; = y; ocuM y ciaydajy (z;,y;) = (3,2), 3akmydyjemo ma he 6poj |A|
OuTHM MakCuUMaJIaH Kajla MMaMO MakKCHUMaJaH OpOj ImojaB/buBama mpejacka 6 (ﬂ; 2y

au3y (4.4.1). Ila 6u ce nmojaBunu ciayuajesu 6 u 2, 1j. 6 (ﬁg 2, IpeTXOAHO MOPaMO
UMaTH 1eo nukIyc (ciauka 78):

p Gl 3 Ly Bl 5 0l g B2 o

[Mponackom kpo3 oBaj mukiayc nosehasamo |A| 3a 7, a cmamyjemo The 3a 6. Y3
TO, TOIITO MOYUEKEMO y CJay4Yajy 1, ma OMCMO AOIJIN IO OBOI IUKJIYCa MOPaMO UMAaTU

npenas3ak 1 (5—5; 2, ma y MaKCUMAJIHOM Ciy4ajy umamo r; = y; = 5. Cana 3axkmbydyjemo:
To+ -+ ap < Lya+ -+ uyp) = g(2t =5 =),

omakmne cnema |A|=5+as+ -+ +a<5+I(2t—5)—fb+a=2—-2—2b+ (a—b).

Ha ocuoBy a —b<2wu b>2 Baxn |A| < % + %, O[laKJIe UMaMO:

| Almax = L% + %J, ma Baku dM = L% — %J

Tume je noras teopeme 4.16 3apprieH. [

Hamomena 4.17. Kao mro cmo mpuMerunu kon teopeme 4.11, ciiudHOo ce MOske IpuMe-
TUTU Oa cy pe3yaTtatu Tteopeme 4.16 jaum onm pe3yiaraTa KOju ce MOTYy HOOUTU TpPU-
menoM ogrosapajyhux tBphema Bapmaxra [10] u Exrcrpoma [33] ma caha 2 x 1 x t.

HpeﬂasnMo Calla Ha OLEHY IIOBE3aHOCTU 3a KOMIIJIIEKC YIIapuBala IPOM3BOJLHOT

caha obmuka r x s X t. IlpumeTumMo Hajupe HEKOJIUKO jeTHOCTABHUX CBOjcTaBa caha.
Cahe obuurka r X s X t uma r + s — 1 BpcTu Koje caapske MeCTOYTJIOBE, a MCTO BasKU
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u 3a oarosapajyhm muaujckm rpa¢d. Tarxobe, nmpm mcnmrtuBamy KOMIJIEKCA yHapu-
Bama caha, MOKeMO NPETNOCTABUTU Ha BaKM I > S, MOUITO BEPTUKAJIHA pedIeKrcrja
nperBapa cahe obsmra r X s X t y cahe obauka s X r x t. Caeneha aema pauyna
6poj mecToyrioBa y cBakoj BpcTtu oBor calia (Kao U HBeMy NPUAPYKEHOT JIMHUjCKOT
rpada), a nomohy me MOoKa3yjeMo TJIaBHY TEOpeMy.

Jlema 4.18. /Jlamo je cahe obaukxa r X s X t, npu wemy saxncu r > s. Tada je bpoj wecmo-
Y2080 1Y 1-MOj 8PCMU NOUES 00 8PLa 0802 caha, jeOHAK ODOJY ULECTNOY2A08a 1Y 1-M0J 8DCMA
Be20802 AUHUjCKOZ epada, u osnaven je ca p(i), ede je:

t+1—1, 30 1<1<s
pi)=<Ct+s—1, 3a s<i<r
t+s+r—i—1, 3a r<i<r4+s-—1.

/loxas. IlpBu neo tBphema, ma je Opoj mecToyrioBa y -TOj BpcTu caha jemHak Opojy
MIECTOYTJIOBA Y ¢-TOj] BPCTU HETOBOT JIMHUjCKOT rpada, ciaequ AUPEKTHO U3 Ae(UHU-
muja. llame, 3Hamo ma npsa Bpcrta caha canp:ku t mecroyriaosa (ciauka 60 Ha moUeTKy
riaBe). 3a OPBUX § BPCTa BaKU Ia CBaka ciemehia BpCTa CAOp:KU jelaH MIECTOyTrao
Buiie on nperxonse (6e3 ycsuoBa r > S, 3HAJIM OMCMO Ha TO Ba)KM 3a OpPBUX min(r,s)
BpcTr). DBpoj mecToyrioBa je KOHCTAHTAH y BPCTAMa [OYEB OJ BPCTE Ca PEeIHUM
OpojeMm s, mo BpcTe ca pemuuM Opojem r. Hakon r-te BpcTe, cBaka ciemeha BpcTa
V“Ma jelaH MecToyrao Mame O IIPeTXOoaHe, oK He mobhemo mo mocaenmwe Bpere (HyMe-
pucane ca r + s — 1), Koja caap:ku t mecTOyrIoBa. [

Teopema 4.19. Komnaexc ynapusamwa caha r X s X t je k-nosezan npocmop, 20e je

k:t[#%(%—z

Zoxas. Hera je G nmuuujcku rpad caha obmuka r X s X t. 300r cuMerpuje MOKEMO
IPETIOCTABUTU Oa Baku r > S. Tpeba ompemnTu MOBE3aHOCT KOMIIJIEKCA HE3aBU-
caoctu rpada G. Yoummo ckyn X C V(G) koju ce cacTtoju oI HEHTPAJHUX TEMEHa
[IEeCTOYIJIOBA Y BPCTaMa Ca HENApHUM penHuM OpojeMm, modeB ox Bpxa (Tj. y CBakKOj
; : ; r+s—1

i-Toj BpCTH, 3a 1 € {1,3,5,...,2["5—] —1}), xao Ha caumu 79.

Cuauxka 79. Jluaujcku rpad caha obaura 3 x 3 x 3. [50]

Csaka Bpcta monpunocu y X jeaHO TeMe BUIIEe HEro ITo je 6poj MecToyriioBa y TOj
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4.4. KRowmnaekcu ynapuBama caha

BPCTH, 11a BaKU:
[T+S—11
2

XI= ) (p(2i =1) +1),
i=1
rae je p(i) medpurucano y semu 4.18. 3aTBOpeHe OKOIMHE CBaka IBa TeMeHa 13 X
Cy MUCjYHKTHEe, ma Ha ocHOBY Jjeme 4.10 3akmpyuyjeMo na CBaka KPUTUYHA hesnrja
nobujena npumenom MTA anropurma Ha kommiekc Ind(G), uva Gap |X| exemenara.
TBpauMo ma BasKu:

[r+371

i (p(Zi—l)H):t[%W +[ﬁ

i=1

IToka:KUMO OBY jemHAKOCT Kajna Cy T 1 S HenapHu OpojeBu. [Ipema mepumuaunujum 0poja
p, a kopuctehu r > s, UMaMoO

[5=1

(XI= D (p2i-1)+1)

i=1

=5 ot 5=
= D (t+2-1)+ Y (t+s)+ > (t+r+s—(2—1))
i=1 i=23l 41 i="t 41
[rig=ly sl o [ztg=1]
= >t @i-1+ Y s+ > (r+s—2it1)
=1 =1 i=5H 41 i="5 1

[Tocaenmu cabupak MOKEeMO CpeAUTH HA cjaenehu HAYMH:

[1"-%;7—11 [r+§71—| a1

do(rts—2i41) = > (r+s+1_2(%+(z—%))):i(s—zi).

=41 =41 i=1

Kombunyjyhu nperxonne jeagHakocTu, noOujamo:

s—1 s—1

—1 2 1 1 - —1
X| = t[”%% Z2z‘+2-5;r e T
i=1 =1

2 2 2

r+s—1 rs+1 24rs r+s—1 rs
_ LA R {—]
i R b M

3a ocTaJjie Tpu MOryhHOCTU TapHOCTU OpojeBa r U § MOKA3 je MOTIIYHO aHaJOraH, Ima ra
n3ocrasmbamo. Jlakie, cBaka kputuuHa henuja (ocuMm jemHe moapasyMeBaHe hesuje
muMeHsuje Hysa) je mumensuje Behe wmuwm jemmake 6pojy |X| — 1, ma je mosesaHocT
NOCMATPAHOT KOMILIEKca ylnapuBama 6ap |X|— 2, kao mro Teopema TBDAU. []

Hanomena 4.20. Teopema 4.19 nmaje apyru moka3 mociaemute 4.14 3a caha 1 x 1 xt
(3a r = s =1 nobujamo nocaemuiyy 4.14). Mebyrum, 3a caha 2 x 1 X ¢, reopema 4.16
UIAaK Aaje MHOTO OO0Jby OIleHY MOBE3aHOCTU KOMIUJIEKCA ylapuBama oma Teopeme 4.19.
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['nmasa 4. IToBezanocT Kommiekca ymapuBama u MTA anropuram

4.5 IloBe3zaHocT KOMIJIEKCA YIIapUBAaMhA
caBpIIIEeHOr OMHAPHOI IpBeTa

Y oBOM morsaB/by yTBpDHyjemMo TauHy MOBE3aHOCT KOMIIJIEKCA yIapUBaHKa CABPIICHOT
ounapHOr npBeTa. MHTepecaHTHO je ma mpu ToMe Hajupe Kopuctumo ygemy 4.10 mo-
oujeny MTA anropmTMoMm, a 3aTUM TOIOJIOMKY JieMy 3.4 O m-rpaHu, Koja je Oumia
KJby4YHa IpU onpebuBamy KOMIIeKca ynmapuBama rpadoBa I'YCEHUIA y IVIABU 3.

[Mox caspuwerum buraprum dpgemom moapasdyMeBaMo OMHAPHO APBO KO KOr'a CBAKU
YBOP KOjW HUje JUCT WMa TadyHO IBa HacJemHuka. /[ybura dBOpa y APBETY je OpPoj
UBUIA Y TyTAKU KOja CIaja Taj YBOP Ca KOPEHOM IApBeTa, a 8ucuna dpgema je myouHa
npou3BosbHOr Jsmcra. CaBpireHo OwuHapHO APBO BucuHe h > 1 o3HauyaBamo ca 1.
[Ipumerumo ma apso 1} canp:ku 2" nucrosa.

Cuuka 80. Caspmeno 6unapuo apso Ty.

IIpumep 4.21. Mana OuHapHa ApBETa U HUXOBU KOMIUJIEKCU yIapUBaHa:
e h=1:T, je P3, ma Basku M(T}) = S°;

e h =2: nupekTHOM TpoBepoMm mobujamo M(T) ~ St v Stv St
e /=3 : kopumhemenm seme 3.4 nobujamo M(T3) ~ S*v {\/53] ;
4

e h =4 : ToroMm m3pane pana [50] y nporpamy Sage je nobujen caenehu pesyarar:
M(Ty) ~\/ S®Vv VS (kon mehiemo maBomTH).
56 11
Hedbunumumo cana 6poj d, rkoju he ce mojaBuTu npu ogpebhuBamy MOBE3aAHOCTU Y
caenehoj Teopemu:
[$1-1

dy= Y 22 h>1.
=0

Teopema 4.22. 3a cBe h > 1 kommnekc ynapusama M(1},) je dn-moBesan mpocTop.

Jloxas. Tlomto je dy = —1 u dy = 0, TBpheme je oumrmenno tauno 3a h =1 u h = 2.
Heka je cama T, capmeno Gunapuo npso Bucuue h > 3. Jlunwujcku rpad L(T})
je cactaBmber on h — 1 BpcTH TPOYrJoBa, Tako ITO je y k-Toj BpcTm ykymHO 20F
TPOyIJoBa, Tle Cy BpcTe o3HauveHe om 1 mo h — 1 moueB onm mHA IOpBETAa Ka BPXY
(cmura 81). 3a cse k =1 mod 3, o3HAUNMO TOHE JIEBO TeMe CBaKor Tpoyria y k-Toj

BpCTU Cca v}, rae je j = %, a i yauma BpemrocT: on 1 mo 2" % unyhu cresa ma mecuo.
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4.5. TloBe3aHOCT KOMIIJIEKCA yIapUBama CABPIICHOT OMHAPHOT APBETA

2
Uy
Uy Uy U3 Uy Vs Vg V7 Ug

Coura 81. Jlunujcku rpad L(Ty). [50]

Hopnatuo, ako je h =1 (mod 3), o3HaunMo 1 seBoO TeMe Ha camoM BpXy rpada L(71}) ca
-1

Tume cMo o3HauMIAM yKymHO Y. 20731 = d, +2 Temena mummjcror
i=0

v{, rme je j = %
rpada L(Ty).
[TpumeTnMmo na oBako m3abpaHa TeMeHA UMAajy AWC]jyHKTHE 3aTBOPEHE OKOJMHE (IO
napoBuMa), na cy ucnymenu yciaosu jgeme 4.10. Ha ocHOBY oBe jeme 3HAMO Ja TOCTO-
ju Mopcoso ynapuBame Ko Kora cBe kputuune henuje (ocum jemue 0-hienuje) umajy
KapIuHAJIHOCT Oap dj, + 2, Tj. mumensuje cy 6ap dj + 1. Caencrseno, M(1}) mopa
outu 6ap dj-IOBE3aH IPOCTOP. []

Hauun va KOjuU cMO medunmcanu Opoj d, je morumao onx 30upa KOju ce IOjaBHO
y nperxomHoj teopemu. MebyTtuMm, mupekTHUM pauyyHOM moOujamo ciaenehwm mocrta
jemHOCTABHUjU OOJIVK:

ohi2 18, h=0 (mod 3)
dy, = —— - TIe je Th=1<15 h=1 (mod 3).
16, h=2 (mod 3)

IToraskmMo cama ma je oleHa MOBE3aHOCTHU maTa y Teopemu 4.22 TadvHa.

Teopema 4.23. 3a cee h > 1 xomnaexc ynapusawa M(T}) je zomomoncru exsusa-
aewman byxemy chepa xoju cadpacu kao xomnonenmy chepy ST Credcmeeno, oyena
nosesanocmu y meopemu 4.22 je mauna, mj. xomnaexc M(Ty,) nuje (dy + 1)-nosesan.

Zoxas. Teopemy hemo mokazatm ropuctehm mHAykKnUjy ca kopakoMm 3. Ha ocHoBy
npuMepa 4.21 Buagumo na TBpheme Basku 3a h = 1,2, 3.

IIpernocTaBuMO na je Teopema TauHa 3a APBO 1} 3 3a HeKO h > 4, ma IOKaKUMO
na BayKW W 3a OpBO 1},.

Osnaunmo ca T caBpieHo OMHAPHO APBO BUCUHE 2 Ca jEAHOM IOJATHOM WBUIIOM
y KOpeHy, Kao ITO je IpukaszHo Ha ciamma 82. Ipso T}, camapsxu Tagno 2" 2 komumja
noarpaga 71, Ha cBoM ,,auy”, Tj. moarpadosa T, koju canpske mo tauno 4 gucra T},.

Caura 82. IToarpad Ty. [50]
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['nmasa 4. IToBezanocT Kommiekca ymapuBama u MTA anropuram

Younmo uBnne T u y noarpada 1y xao mro je npuraszaHo Ha ciaumu 82. Ha ocroBy
aeMe 3.4 3HAMO Oa BayKu:

M(Ty) =~ S(M((Th)z)) v S(M((Th)g)) (4.5.1)

(mepunnnumja 2.1). Honrpa¢ (7})y je aucjyurrHa yruja noarpada 1, \T; (1j. mnoarpada
Koju ce nobuja mzbauusamem usuna T, u3 apsera 1)) u jemmor myrta P;. Ilpewma
jJeMu 2.5 O CIOjy 3aKJby4dyjeMo:

M((Th)g) = M(Ty \ Ty) « M(Ps) = M(Tj \ Ty) = 8° = S(M(Tj, \ Ty)). (4.5.2)

Suamo na je kommierc M (T}) XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTAH HEKOM OykeTy cdepa (Teo-
pema 3.6). Ha ocmoBy (6.1.1) u (4.5.2) 3armyuyjemo ma M(T,) KAO KOMIOHEHTY
OyKeTa MMa IPOCTOP XOMOTOIICKA €KBUBAJIEHTAH MBOCTPYKO] cycnensuju S*(M(T\Ty)).
[ToroBMMO OBaj mpomec 3a cBaky ox 2" ? mucjyEkTHMX Kommja moarpada Ty y ApBeTy
T}, 1 TpaTuMO MCTY KOMIOHEHTY Oykera. HakoH ykiamama cBux moarpadgosa T, u3
T}, mobujamo npso Tj,_3. Kopucrehu XOMOTONCKYy MHBAPUjaHTHOCT 3aMeHE pPenociiena
cycuen3suje um Oykera, 3akmydyjemo ma kommiexc M(71},) canmp:xu 2"=1_tocTpyky cy-
cuensujy xommitekca M (T),_3) Ka0 KOMIOHEHTY Oykera.

[Ipema wmuaykTuBHO] Xumore3u, koMmmiekc M (T, _3) caap:ku KOMIOHEHTY Oykera
XOMOTOIICKM eKBUBaJIeHTHY chepu S%-3T1 onakire Ha OCHOBY HPETXOIHOT PE30HOBAKA
caenu na M(T}) nma KOMIOHEHTY GyKeTa XOMOTOIICKU €KBUBAJIHTHY Chepr IUMEH3Uje:

h—1 ha 2 = Thes -
Pyl =2 e = L= dy L,
(KOPUCTUIIM CMO OUUTJIETHY jeIHAKOCT Iy = T5,_3). llomro M (T}),) uMa Kao KOMIOHEHTY
H6ykera cpepa u coepy mumensuje dj + 1, jacuo je na muje (dj + 1)-mosezan. Tume je
IOKa3 3aBPIIeH. ]
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['maBa 5

RoMmOunaTopuka HEenM30eKHUX
CUMILJIAITjAJTHNX KOMIIJIEKCA

OBa rnaBa je mocBeheHa wu3ayyaBamy HeU3DeHCHUT CUMILIUAIN]ATHAX KOMIIJIEKCA.
Canp:xaj raase je oprannszoBaH Ha ciuenehwu Haums. [IpBo hemo nedunmcaTu ocHOBHE
IIOjMOBe, a 3aTUM yKa3aTWU Ha Haj3HAUajHUje npuMeHe y noraaBmy d.1. [lormasme 5.2
nocBelieHO je KOHCTPYKIMjU HEM30eKHUX KOMILIeKca nmoMohy cmoja. Y moriaBipy 5.3
mocMaTpaMoO KOMILJIEKCE 3alaTe MepOM Ha CKYyIy TeMeHa W Mehy mBuMa yodyaBaMo
Ba)KHY KJIacy HeM30eKHUX KOMIIJIEKCA 4Yuja Hem3De:KHOCT moTude on Mepe. Hakon
TOTra, Hall IWUJb je KOHCTPYKIMja Hem30eKHUX KOMILIEKCA KOjU HUCY 3a0aTU MEPOM,
Tj. unja HeM30EKHOCT MPOU3MIA3U U3 HEKUX alCTpPakTHUjux pasiora. llormasme 5.4
[aje OCHOBHU ,,TPAIVWBHU MaTepujas 3a Ty KOHCTPYKIMU]Y - MUHUMAJHE TPUAHTY-
Jalyje MPOjeKTUBHUX paBHU U PeM3ujeB KOMIJIEKC. Y TMOTJIABJY 5.5 YBOIUMO MEPY
HEeAUHEAPHOCMU KOMILIIEKCa, KOja HAa HEKM HAUUH ONMCYyje OJNCTyIame CTBapHe HeusOe-
PKHOCTU KOMIIJIEKCA OJ1 HEU30EKHOCTU KOjy MOKEMO JOOUTU HA TOM KOMILJIIEKCY TOMONY
Mepe. [lornassme 5.6 camp:ku riaBHY TEOPEMY KOja peaimi3yje KebeHYy KOHCTPYKIU]Y
- KopucTtehu KoMmiiekce m3 morJyas/ba H.4, U TeopeMme M3 MOrjaaBsba 5.2 U H.3, KOH-
cTpyucahemMo KOMIIJIEKCE BeJIVKE HEJIMHEAPHOCTU Ca PEJATUBHO MaJINM OpOojeM TeMeHa.
I'naBa je 6asupana Ha opurnHaJgHUM panosuma [51] u [52].

Knaca rommniekca kojy maydyaBaMo mata je ciaenmehoM mepuHUIjOM.

Heounummja 5.1. Cummmunujaaau kommiaexe K C 27 je r-weusbexmcan axo 3a cpaxy
naptuiujy ckyna [n] ma r memosa: Ay Ll Ay U--- U A, = [n], Baskn ma Gap jeman on
ckynoBa A; npunana kommiexcy K.

[Taprumnujy vHa r meaoBa kpahe HA3UBAMO I-NaPMUYLIA.

HeunzbexHu koMIIekcu yonmTraBajy mojaM ayTo-IyaJHuX KoMIijekca. Hawnme, nmpu-
METUMO Ja CBaKd ayTo-AyaJaH KOMIUIeKC (He¢uaunuja 1.7) 3am0BObABA YCIOB
2-umensbexxaocTn. OOPHYTO, OUNUTIIETHO, HE BAKU.

Taxobe, n3 came mepuHMNMjEe CHUMIINON]AJTHOT KOMIJIEKCA IUPEKTHO CJIEAU OCO-
OuHa ma ako je K r-memsberkaH KOMIIJIEKC, a § > T MPOU3BOJbaH Opoj, oHna je K Ttakobe
u s-Hem3beskaH. 3aucra, ako je AU AyU--- LA = [n] npousBosmHa s-mapTunuja ckymna
[n], onma je AU -UA,_1U(AU---UA,) = [n] jenna r-naprunuja. W3 r-sensbexuoctu

KoMIuiekca K 3akrmbyuyjemMo ma Hexku on ckymoBa Aj, ..., A, | npunana K miu na Basku
(A, U---UAy) € K. YKOIUKO Ba:Ky NOCJeNHha WHKIY3Uja, HA OCHOBY Ie(PUHUIM]jE
kommekca (medpuuunuja 1.1), cBaku ox ckymosa A, ..., A; Mopa mpunanatu K, na
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[NnmaBa 5. KoMmMOuHaTOpUKA HEM3OEKHUX CUMILJIUIIN]AJHUX KOMIIJIEKCA

y CBakKOM Ciiy4ajy 3akmydyjemo na K 3awmcra jecte s-Hemszbexxkan. (OBO 3amaykame
yKa3yje Ha TO Oa je Ol MOCEeOHOT 3Hauvaja ,HajMama HeM30EeKHOCT  JaTOr KOMILJIEKCA
K, na je ¢popmanHO mepuHUIIEMO.

Hedpuranmmja 5.2. Tapmuyuona uneapujarnma 7(K) xommaexca K C 20" pedunume ce
Kao:

m(K) :=min{r € N| K je r-uen3be:xan KOMILIEKC}.

Iledpununuja je xopexrHa jep je cakm (mempasam) xommmexc K C 20 curypmo
n-weusbexkan, na Basku 7(K) < n. Munumanna Hemszbe:kHOCT je 1-Hem3BeKHOCT, KOja
ce noraba camo y cayuajy K = 2" ma oBa curyamuja muje naTepecanTHa. 3ampaso,
Ha3UB ,,MUHUMAaJIHA HEU30EKHOCT' Ce KOPUCTU 3a APYTH IojaM, JAT AePUHUIIjoM 5.3.
Hawume, ykomuko mmamo r-HEeM3OeKaH KOMIIEKC K, CBM KOMIUJIEKCU KOju canpske K
(ma crymy [n]) cy Takobe r-memsbeskHU, NOK TOTKOMILIEKCU MOTY, aJu He MOPajy 6utu
r-uen30exxHU. 300T TOTa Cy MHTEPECAHTHU KOMIIEKCU KOJU HEMAjy TOTKOMIIJIEKCE UCTE
Hen30EeKHOCTH.

Heouarmuja 5.3. Cummiunujanan xkommiaexe K C 217 je munumanno r-neusbencan
aKo je r-HensOexaH U HUjeIaH HEroB NpaBuW HOTKoOMIIEKC L & K Huje r-Hem3OexaH.

Kao mro je mpumponHo ouexkuBaTm, mokazaheMo na CBM MUHVMAJHO 7-HEM30EKHU
KOMIUIEKCU MMa]jy MapTUIUOHY WHBAPUjaHTY jemHaky r (mociaemuna 5.13).

5.1 3mauaj HemM30eKHUX KOMIJIEKCA W MPUMEHEe

5.1.1 Heusb6exHEU KOMIJIEKCH 1 METOI OTPAaHUYEHa

Kao mto cmo moMenynu y yBoay, HEM30E€KHN KOMIIJIEKCU CY Ce€ TIPBU Iy T IOjaBUJIU O
Ha3uBoM Taepbepz neusbencnu Komnaekcuy pany Baarojesuhia, ®puka u [uraepa [16]
(y3 mamomeny na je muxoBa neduuuimja 4.1 3aBucuna on u3BecHe QyHKIUje, AU CY
ayTOpU HAIJACUJIN Ia CY O I'JIABHOT MHTEPECOBAMHA KOMIIJIEKCU KOjU Cy HEU3DeKHU
HEe3aBUCHO onx m3bopa ¢yuruuje). McmocraBma ce na OBM KOMIIEKCU KMAjy MU3pa-
3UTO BasKHY YJIOTY y TaKO3BAHOM Memody ozpawuuewa (I'pomos - Daazojesuhli - Ppuk -
Luzaep pedykyuja), KOju ce mpuMemyje y pasHuM teopemama TBepbepr - Ban Kammnen
- ®yopecoBor Tuma. 300r TOora Hajmpe YKPATKO HABOAMMO OCHOBHU TUII TEOPEMa HAa
KOje ce OBaj MeToX MpUMElnYje, a 3aTUM OCHOBHU HAYMH IMTPUMEHE METOA.

IIo cBom ytunajy, TBepOeproBa Teopema ce MOKe HOPEIUTU Ca KIACUYHUM TEO-
pemama Xenuja u Kapareomopuja. Onx mene mojaBe 1966. roauue, Hacrajia Cy BeoMma
pa3iInyuTa yOUIITeHha U IPaBlU, Y3 KOpUIINewmhe pa3HOBPCHUX METO1a KOHBEKCHE aHa-
nu3e, TOMOJIOTUje, KOMOMHATOPUKE U JUHEeapHe ajaredpe, a u majbe ce MojaBJby]y HOBU
WHTEPECAHTHU OTBOPEHU NpobieMu nHCIUpucanu moMme. OpurvHaiana TeopeMa Iacu:

Teopema 5.4. [89] Hexa cy d > 1 ur > 2 npupodnu b6pojesu. Ceaxu cxkyn koju cadpxrcu
(r —1)(d+ 1) + 1 mauaxa y npocmopy R? ce moxmce nodeaumu na r Qucjynkmuuz denoea
X1, ..., X, wuju ce KongekcHu omomayu cexy, mj.

s
m convX; # &.
i=1
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5.1. 3uauaj Hem3OEKHUX KOMIIJIIEKCA U MIPUMEHE

EBusanentna popmymamuja TepGeprose teopeme raske na ako je N = (r —1)(d+ 1),
oHZa 3a cBako aduHo mpeaukasame f: AN — RY mocToju r mo maposuMa AUCjyHKTHUX
cTpasa oy, ..., 0, cummiekca AV, taksux ma Bawu f(oy) N ---N f(o,) # O.

IIpuponno je mocraBuTu nurame: na au he tBpheme TBepbeprose Teopeme BaKUTH
akKo ce 3a (GyHKUUjy f mpermocTraBu caMO HEIPeKuIHOCT, ymecTo aduroctu?! Ilomamno
n3nenabhyjyhe, ucrmocrasiba ce ma oAroBOp 3aBucu on npupomae opoja r. Ilo3uaro je na
je OroBOp MO3UTHUBAH Kaza je r cTernel npocror 6poja [9, 80], a onrosapajyhie tepbhe-
e ce Has3umBa monoaowka Teepbepzosa meopema, NOK Cy 3a HEKE APYTre BPEIHOCTU T
y MPOTEKJUX HEKOJUKO T'oArHa MpoHaheHn KOHTpampuMepu. BeoMma jen mpuKa3 UCTO-
prjaTa u pesyiarara Be3aHHX 3a OBy TeopeMy natT je y paxny [8].

[IpernocTaBuMoO canma na KeJIUMO Aa TOKa:KeMO HEKU pe3yaTar 1BepOeproBor Tuma
U WJIYCTPYJMO OCHOBHY WIE]y MeTOle OTpaHuYema. Heka je maT CUMIIAINA]aJTHU
rommirekc K C AN koju je r-memsbesxan (K je xommmerc ma N + 1 Temena, ma je
r-uensbexan Ha ckymy [N + 1]). fKemumo nma mokaskemMo ma 3a CBaky HEIPEKUIHY
dyermajy f : K — R? mocroje cummmexcu oy, ...,0, € K, OIMCjYHKTHU IO NapOBUMA,
rakBu na Bazku f(op) N...N f(o,) # @. Hocmarpajmo cnenehu mujarpam mpocrtopa,
re Cy e W ¢ IpupoIHe UHKIy3uje, a F' heMo HakHAIHO OMUCATU.

K —fy pd

AN F y Rd+1

[IpernocTaBuMo ma Tomosomka TeepGeprosa Teopema Basku 3a (AN, r, RITY) 1j. na 3a
CBaKO HempeKugHo npeciaukasame F: AN — R nocToju r mo mapoBuMa IcjyHKTHIX
crpana Ay, ..., A, cummiaekca AV, taksux ma saxu f(A1)N...N f(A,) # @. lpumepa
pamm, OBO je TauHO y CIydajy Kaja je r = p* cremen mpoctor 6poja, a N = (r—1)(d+2).

Heka je f : AN — R? npomupeme npeciuraBama f ma AN, 1j. Baxkn foe = f.
Hepuaumumo dpyrrmmjy F : AN — R ca

F(l’) = (?([E),d(l‘,K)),

rae d(z, K) o3nauasa pactojame Tauke ¥ € AV no K. Ha ocHoBy mpeTmocraBke 3a

(AN r, R 3maM0 ma mocToje mo mapoBuMa MMACjyHKTHE cTpane Aj, ..., A, cuMIIeKca
AN raxse ma Baxu F(A)N...NF(A,) # @. lpermsnuje, 3a cse i € [r] mocToje x; € A;
rakBu na F(r,) = --- = F(z,). llomro je xkommnekc K r-HemszbexaH, IMOCTOjU HEKO i

trakBo na Baxku A, € K. Tana je d(x;,, K) =0, na 3a cBe i € [r] Basxku d(z;, K) = 0. Ha
OCHOBY 3aTBOPEHOCTU KOMILJIIEKCA 3aK/bydyjeMo na r; € K, 3a cBe i. Y KOJIUKO yOUNMMO
vuanMaian cumiteke A € AN koju campsu x;, omma mopa Bamutu A, € K. Osbmu
MPHUMAJHI CAMIIEKCU CY HAapaBHO IUCjYHKTHE 1O maposuMa (jep A, C A;, 3a cBe i),
u 3a mux Baxku f(A))N...Nf(A) # T (jep f(z1) =---= f(x,)), ma je Tako DOKa3aHa
Tonosomka Teepbeprosa Teopema u 3a (K,r, RY).

IIpumena HaBemeHOr OOJIMKA MeTOne OTpaHUYEma MOke ce Hahu y jgemu 4.3 u3
[16] u Teopemu 4 u3 [38]. Pasuu Apyru HAUMHA TPUMEHE, KAO U OMNIITUJU MPUCTY,
Hasaze ce y [16], [68, craB 2.5], a takobe m y BeoMa Ba)KHOM, U HA HEKM HAUNH
peBosynmoHapHoM pany ['pomosa [43, cekunja 2.9].
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5.1.2 Heuns3b6e:xHU KOMIJIEKCU U €KBUBAPUjaHTHU HYMEPUUKM MHIEKC

Y OBOM OZeJbKy MIIyCTPYjeMO IPUMEHY HeU30erKHUX KOMIIJIEKCa y MpobJieMuMa €KBU-
BapujaHTHE TOIOJOTHjEe KOJU Ce PENYKY]y Ha HEKy HejeTHAKOCT HYMEPWUYKNX WHIEKCa
npoctopa. llum omemka je ma ykakeMoO Ha 3HAYAjHY YOIy HEM30EKHUX KOMILJIEKCA
ca MaJIOM TNapTUIMOHOM WMHBapujaHToM. Hawmme, HeM3OeKHM KOMIIJIEKCU U HUXOBU
(yMameHHn) CIOjeBU Ce MOjaB/by]y KAO KOH(GUIYPAIMOHU NPOCTOPU Y METOLY ,,KOH(U-
I'y PaIlMoOHU TPOCTOP - TeCT IpeciukaBame” (raasa 1.5), ma je cTora BasKHO MPOIEHUTH
BUXOB HyMEPUUKM UHIEKC. Y pamay [H4] maro je HEKONMKO TaKBUX IPOLEHA, a OBJE
HABOIWMO jeHY O HBUX KOja Ne OUTU IpUMEHmEHA y NPUMEPY KOju CJIEIu.

Hegka je K C 2" npousBoman p-mensbesxan kommiekc, rae je m(K) = p mpoct 6poj.
Younmo s-cmoj K*°, a omga yMameHHU p-CIOj OBUX HPOCTOpa, Tj. mpoctop (K**)7
(Bumetu (1.4.2)). IlomrTo je p mpocT, HA OBOM YMAHEHOM CIIOjy IPUPOITHO IejCTBY-
je rpymna 7Z, Koja IMKINYHO IIOMePa p KOMIOHEHTU yMameHOr cmoja. IlIpumernmam
CMO Z1a je OBO ZIejCTBO CJIOOOMHO jep je CIO0j yMameH TAYHO 33 AUjaroHay KOja CaapKu
¢purcue Taure. Ilorasyje ce ma tama Hymepudrn Z,-uHiekc npocropa (K**)7 sano-
BospaBa ciuenehy mejemnaroct [54, reopema 4.6, cayuaj k = 1]:

indz, (K*)Y) > s(n—p+1)—1. (5.1.1)

[Ipuraskumo TpuMeHy OBe HejeTHAKOCTU Ha jemaH ciaydaj obojene Tsepbeprose
reopeme [95].

IIpumep 5.5. [51, npumep 1.2] Heka je C C R? xomexnuja on 15 Tauaka y mpocTopy,
Ol KOjUX je IeT IJIABUX, IeT IPBEHUX U IeT OeNuX, U HeKa Cy AaTe TadvKe y OIIITEeM
monokajy (HuUKOje Tpu HuCy KosuuHeapue). Tana mocroje tpoyraosu 11, T, u T3, Taksu
Ia CBaKW O HUX MMa IO jedHO TeMe O CBake 00je, U ma BasKu

T NTNTs + @.

Ckuya dokasa. OBo TBpbheme je morazamo y paxy [104, cras 4.5], a oBme je muib
caMoO Ja yKaKeMO Ha IPUMEHY Hen30EeKHUX KOMILJIEKCa, Ima heMmo 0e3 moKa3a HaBECTU
HEKe 3aK/byUKe U3 OPUTMHAJIHOT JOKa3a. MeTomoMm ,,KOHOUTYpPAIMOHU MTPOCTOP-TECT
npecanKaBame”’ mpobJieM KOju mocMaTpaMoO Ce CBOAU HA NMUTAE MOCTOjalha €KBUBA-
pUjaHTHOI IpecJuKaBama. llpenusnuje, TOBOJLHO je MOKAa3aTH aa He mocroju ciaenehe
Z.3-€KBUBAPUjAHTHO TPECIUKABANE!

R — S

TokoM penykiuje Koja MpeTXonu, 3ak/bydyje ce na je oarosapajyhu MHIEKC KOIO-
Mena indz, ST = 7 (Bumetu Takobe [74, crpama 150]). Mmajyhiu y BUmy MOHOTOHOCT
HyMepuukor unaekca (1.6.1), noBomwHO je mokazaTtu na je munekc nomena 6ap 8. Ilpu-
mennhemo mejemnakoct (5.1.1) Ha muckperan kommiekc K = [5] koju je 3-HemsOexan;
7(K) = 3. Takobe, oBne je n =5, s =p=mn(K) =3, a rpyna Zz yupaBo mejcTByje Ha
HauuH Koju ce 3axrteBa y (5.1.1), ma mobujamo HejemHAKOCT:

indz, (([5]*)%) >3(5-3+1)—1=38.

Tume je mora3aHO Ha HE IMOCTOjU MOCMATPAHO Zz-€KBUBAPUjAHTHO MPECIUKABAIE, 1A
Tpaskenu tpoyraosu 11, Ty u T3 mocroje. [
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5.2 Hewu3bexHOCT CcIIoja KOMIIJIEKCA

Y OBOM MOTJIaBJ/BY TMOKA3yjeMO KaKO KOHCTPYUWCAHmEM CII0ja KOMIIJIEKCA II03HATE
Hem30eKHOCTU TOOUjaMO HOBY KOMIIJIEKC UMjy HEUM30EKHOCT 3HAMO 114 MPOLIEHUMO, IITO
hemo KopucTUTH 38 KOHCTPYKIU]y HEJIWHEAPHUX KOoMIIekca y aeiy 5.6. IIpBo mokasy-
jemo jemny moMohHy jemy.

Jlema 5.6. Hexa je K C 2V r-neusbexncan xomnaexc u nexa je V.= Ay U Ay U --- U A,
npouszgomra napmuyuja ckyna V, za nexo n > r. Tada nocmoju 6ap n —r + 1 undexca i
maxeux da saxncu A; € K.

Zoxas. Ilocmatpajmo r-nmaprunuje ckyna V mHAykOBaHe maTtoM maprunujom V = Aj L
---UA,, koje mobujamo Tako mrTo m3abepeMo HeKuX 7 — 1 ckymoBa A;, a mpeocTaaux
n —r+ 1 ckymoBa A; cacraBumMo y jeman ckymn. Mmamo ciemeha nBa ciayuaja.

(1) IIpernocraBuMO na MOCTOjU HEKUX N — T + | PA3IUYUATUX UHIEKCA T1, ..., ly_ri]
TakBuX ma Baxm A, U---UA;, € K. Ilo nepuEnnuju cUMIIANMIjaJHOT KOM-
niekca, taga 3a cse j=1,...,n—r+1 Bamu A;, € K, yume je nOKa3 3aBpIIEH.

(2) Y cympornom, He mocrtoju n — r + 1 munerca ca csojcrBom (1). Ilocmarpajmo
canenehy r-maprunujy cxkyma V: V= A;U---UA, U(AU---UA,). IIpema nper-
MMOCTAaBIU, MOCJIENHa YHAja HUje CUMIIEKC y K, mTa Ha OCHOBY r-HEU30EKHOCTU
3HaMO ma O6ap jemanm on ckymoBa Aj, ..., A, ; mMopa mpumamatu K. Awnasorso
Ba)KWM 3a CBAaKy r-MapTUIU]y KOjy IOOMjeMO Kaa y3MeMO YHU]y HeKux n —r + 1
nmesoBa A;, ma 3akmyuyjemo na mehy cBakux r—1 ckymosa A;, mocroju 6ap jenan
nHAekc iy TakaB na A;, € K. Ilakie, mocroju HajBuire r — 2 ckynoBa A; Koju He
npunanajy K, ma 6ap n —r + 2 ckynoBa A; npunana K, ynMme je mHOKa3 3aBPIIEH
(y oBom cuayuajy mporena je 3a 1 6oma). []

Cana MOkeMO TIPOIEHUTU HEU3DEKHOCT CIIOja.

Teopema 5.7. Hexa je Ky, ..., K, $amuruje cumniuyujasnur Komnaexca maxkeur 0a je
Komnaexc K; C 2Vi rj-neusbencan, v; > 1, 3a cee j = 1,...,n. Tada je wuzros cnoj
K =Ky % x K, r-neusbexncan xomnaexc na cxyny V =V, U---UV,, 3a

r=ry+--+r,—n+L
Jlokas. Tlocmarpajyo mpoussosmsnay maprunujy ckyma remena V = AW ... U A" ma r
nenosa, 3a 17 = ri+---+r,—n+1. Cpaku ckyn A(i) Cce Ha je IMHCTBEH HAUWH IPEACTABIbA
Ka0 IUCjyHKTHA yHUja IEJIOBA Ay), rue je Ag.’) = A9 NV, (neo xoju omrosapa K;):
AO = APV . uAY e
Ha Taj mauyun cMmo 3a cBe j = 1,...,n nobunu r-mapTuinujy ckyna TemeHa Vj:

V=AY uAP . uaAl,

Ilums HaM je ma mokaskeMo ma 6ap jemam ox ckymoBa A mpumana cmojy K. lakie,
Tpeba mokaszaTu Ja IMOCTOJU HEeKO i € [r] TakBo ma 3a cBe j = 1,...,n Baxku Ag-l) € K;.
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Y ToMm musmby, yoummo ckymose: S; = {i € [r] | Agi) € K;}, j=1,...,n Kemnmo na
MOKaKEeMO Ja BarKu . .
ﬂ S; # &, ORHOCHO U S5 # [r]. (5.2.1)
j=1 j=1

[Tomro je cBakm kommiexc K r;-Hemsbexan (Ha V;), Ha ocHOBY Jseme 5.6 3HAMO 1a
CKyIl Sj MMa KapIWHAJHOCT 0ap r —1; + 1, omakie cienu

n n n n
US| <D 1851<d - =) m—n<r
j=1 j=1 =1 =1
Tume je mokazano na Basku penaunuja (5.2.1), unMe je MOKa3 3aBpIIEH. ]

OBy TeopeMy MOkeMO Ipe(pOpMyJINCATA y TEPMUHUMA NMapPTUNUOHE MHBAPUjaHTE:
axo je K, ..., K, damuruja xomnaexca, onda 3a wuroe cnoj K = Ky * --- x K,, eaxcu:

m(K) < m(Ky)+ - +7(K,) —n+1 (5.2.2)

3a KOHCTPYKIMje Y HaCTaBKy Te3e NeMo KOPUCTUTHU CIO]j N KOMUja UCTOT KOMIIJIIEKCA,
(36or cumeTpuje koja je morpebHA 3a qpyre KAPAKTEPUCTHUKE ), [1a OBIE HABOIUMO IBE
KOPUCHE TOCTIEIUIIE.

IMocaemuna 5.8. Hexa je K npouszsoman r-neuzbexncan xomnaexc. Tada je cnojn xonuja
komnaerca K, mj. xomnaexe K*", jedan (n(r — 1) + 1)-neusbexncan xomnaexc.

HMocaemuma 5.9. Axo je K 2-neusbexncan, uisu nocebno, aymo-0yarah KOMNAEKC, 0HOG je
cnoj K*™ (n + 1)-neusbencan xomnaexc.

Hakime, 3a cBaKO r > 2 MOKeMO KOHCTPYUCATHU r-Hem3bekaH KOMILIEKC moja3ehu
OJl ayTO-IyajHOT KoMIuekca K u dpopmupamenm cmoja K *(—1),

5.2.1 Cunoj MuEMMAaJIHO HEM30EKHUX KOMILJIEKCA

Hakon mTo cMo0 ycTaHOBMIM HEM3OEKHOCT CIIOja KOMILJIEKCA Yy TeopeMH 5.7, Y OBOM
omesbky hemo ce Qokycuparm Ha CIydYaj CIOja MUHUMAJHO HEU3DEKHUX KOMIIIEKCA
U MOKA3aTU [ Ce CBOjCTBO MUHUMAJHOCTU MPEHOCU U HA CIOj. Y HACTaBKy he HaM
buTu nmorpebaH mojaM MaAKCUMAAHOZ CUMNAEKCE Y KOMILIEKCY.

IHedourummja 5.10. Heka je K C 2V cuvmmumujamsau kommiteke u A € K\ {0} cummaexc
y K. Raxkemo nma je A maxcumasnu cumnaexc y K ako e moctoju cumiuiekc B € K
TakaB na Baxku A ¢ B.

[lomTo je cBakM CHUMIJIEKC Y KOMILJIEKCY WMJIM CaM MAaKCUMAJIaH, WA CAIOPKAH Yy
HEKOM MaKCHMAJHOM CUMIIJIEKCY, jeTHOCTABHO ce npuMehyje na nepununujy 5.3 MUHU-
MaJIHO 7-HEU30EeKHOI KOMIIJIEKCA MOYKEMO IPepOopMyJIUcCaTy Ha ciaelehu HavwmH:

r-neusbencan xomnaexe K C 2V je munumanno r-neusbexcarn axo u camo axo 3a c6axu
maxcumannu cumnaexc A € K samcu 0a xomnaexce K\ {A} C 2V nuje r-neusbemcan.

[Toka:xkuMo Hajmpe HEKOJIMKO KOPUCHUX TBpDhema.
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Jlema 5.11. Hexa je K C 2V wexu r-weusbexcan cumnauyujosnu komnaexc. Axo je
A € K nexu makcumannu cumnaekc y K, onda eancu caedeha exeusarenyuja:

K\ {A} jer-neusbemcan <= Kly\a je (r —1)-neusbencan na cryny V \ A,
ede K|\ a osnavasa pecmpuryujy K na ceyny V\ A, mj. Klywa={C e K |CCV\A}.

Jlokas. (=) Ipernocrasumo na je K \ {A} r-mensbexan. ITocmarpajMo mpousBOBHY
(r —1)-maprumujy ckymna V \ A (Tj. mapTunujy TeMeHa Ha KojuMa mocMaTpamMo K|y 4):

V\NA=DB U UB,_.

Tanma je V. = AU By U---U B,_; jenna r-naprunuja ckymna V', ma kako je K \ {A}
r-uensbexkan Ha V, Mmopa mocrojatu iy € {1,...,7 — 1} TakBo ma Baxu B;, € K\ {A}.
Csa temena B;, cy y ckymy V \ A, ma B;, mpunana K|\ 4. Hakne, K|\ jecte (r—1)-
Hem30eKaH.

(<) Cama npernocraBumo 1a je K|y 4 (r—1)-meusbesxan Ha crymy V\ A u noKasuMo
na je K\ {A} r-mensbexan va V. Heka je V = By L. B, npou3Bo/bHA r-IapTULHAja
ckyna V. IlomTo je meo xommiexc K r-mHem3OexkaH, IOCTOJU HEKO iy Tako na B, € K.
Nmamo mBa cayuaja. Axro B;, # A, ouma Baxku u B;, € K \ {A}, uume je mokas
sappmen. Ako je By, = A, onma nmocmarpajmo maptunujy V \ A 3amary mpeocramum
crynmoBuMma B;, i # ig:

VNA=B U ---UBj,_1 UB;yy1 U---UB,.

Kako je K|y\a (r —1)-mHeusbexan, mocToju HEKO j # i Tako na B; € K|y\ 4, Ha Baxku u
B; e K\ {A}. Nakue, K\ {A} mopa Ouru r-meusbe:xaH. ]

IMocaemuna 5.12. Hexa je K C 2V r-neusbexcan xomnaexc. Tada saxcu exeusarenyuja:
K je Munumanaro r-Heusbencar axo u camo aKo 3¢ C8AKU MAKCUMAAHYU cumniexc A € K
saxcu 0a womnaexc K|y a nuje (r — 1)-neusbencan na V' \ A.

[Mocnenuna 5.12 mupextHo caenu u3 geme 5.11. Cuaeneha mocaenuna mnaje cBOjcTBO
MUHUMAJHO HEM30eKHUX KOMIIJIEKCA KOje IPUPOTHO OUYEKY]eMO.

Mocmemuma 5.13. Axo je K C 2¥ munumasno r-weusbexmcan komnaexc, onda 6ancu
m(K)=r.

Jloxas. Tlomro je K r-mensbe:xan, cBakako Baxku (K ) < r. Yo4nMO HEKM MAKCUMAJIHA
cummiiekc A € K. 360or Mmuaumasne r-uen3be;KHOCTH, Ha OCHOBY mocJenure 5.12 3aamo
na nocroju naprunuja V\ A= By U---UB,_; TakBa na 3a cBe i € [r — 1] Bawu B; ¢ K.
Tarko mobujamo nmaprunujy V:

V=(AUB)UByU---UB,_q,

Ha (r — 1) menosa ox Kojux Hujenan He naje cumimiiekc y K. Hakme, n(K) >r — 1, na
Mopa ma Baxku (K) =r. ]

IToraskmMo raaBHY TeopeMmy 3a CIIOj MUHUMAJHO HEU30EKHUX KOMIIJIEKCA.
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Teopema 5.14. Hexa je K;,..., K, famuiuja cumnivyujasnur xomnaiexca makeur 0a
je sa cee j € [n], K; C 2Yi munumanno rj-neusbexmcan womnaexc, sa wexo r; > 1.
Taoa je wuzros cnoj K = Ki % -+ x K, MUNUMAAHO T-Heusbencarn KOMNAEKC HA CKYNY

V=WViu---uV,,edejer=ri+---+r, —n-+1.

/loxas. Ha ocHOBY Teopeme 5.7 3HaMo na je K 3amcra r-ueuszbe:kaH, ma Tpedba qoka3aTu
MuHUMAJHOCT. Jlasme, 13 mocaenure 5.12 3HaAMO Oa je MOBOJLHO MOKA3aTU Na 32 CBAKU
MakcuMasIHu cuMiiekc A € K Baxu na xomiiekc K|y 4 Huje (r — 1)-Hemsbexan Ha
V' \ A. IlpoussBoman makcumasnan cumiuiekc A y cnojy K ce mpencraBiba Kao CIOj
MaKCUMAJTHUX cuMmIIekca: A = A;x---x A,, rne je A; makcumasau cummiesc y K, 3a
cse j € [n]. Ilomro je K; MuHMMaIHO 7j-HeM30ekaH, IOHOBO HA OCHOBY mOcenunte 5.12
3akmyuyjemo na Kjlya, muje (r; — 1)-nemsbesxan va V;\ A;, ma 3a cse j € [n] mocroju
MapTULNA]a:
Vi\A; =B uBlY,

TaKBa Oa BaKWU B](.i) ¢ K;, 3a cee i = 1,...,7; — 1. Ilomohy ckymnosa B](-i) MOKEMO
nobutn cnenehy maprummjy cryma V\ A= UJ_, (V;\ 4;):

V\A= B%l) Ll--- L Byl_l) Llevvens L By(ll) Ll---LJ B7(L7“n—1).

OBo je maprunuja ckyna V \ A na Z?:l(rj —1) =7 — 1 mesoBa TAakBUX na HUjeITaH OI
OBUX JIeNIoBa Huje cuMIIekc y K|\ 4, ma oBaj koMmitexc Huje (r —1)-mensbexan. Tume
je ImOKa3 3aBPIIEeH. ]

Canuno penamuju (5.2.2), teopema 5.14 maje cunemehy Besy: axo cy Ki,..., K,
MUHUMAARO HEU3DENCHU KoMNaekcu, onda 3a cnoj K = Ky % -+ x K,, sancu:

T(K)=n(Ky)+ - +7(K,) —n+1

5.3 Heus3odexuu KoMIJIEKCU NePUHUCAHU MEpPOM

Y 0OBOM TOTJIaBJ/BY pPa3MaTpPaMO npaz KoMnaexce 3aaaTe MepOM Ha CKYIy TeMeHA.
[ToBe3yjeMo HEM30EKHOCT HEKOT KOMIIJIEKCa ca HajBehmM mpar KOMIIJIEKCOM KOju je
y BEMYy CaapKaH WU y TOM NU/bY YBOAUMO BayKaH IMOjaM KapaKMEPUCMUYHOZ NPaza.
[Tokazahemo kKako cuMeTpuja KOMILJIEKCA 3HAUYAJHO OJIAKIIaBa M3padyHABame Kapak-
TEPUCTUYHOT Tpara, a Ha Kpajy heMo IpPOIEHUTH KapaKTePUCTUYHU Ipar CIioja.

5.3.1 IIpar KoMILUIEKCU ¥ KapaKTEePUCTUYHU Ipar

Hexka je p : 2" — [0, 400) monomona ¢pymrmmuja (Tj. 3a cBaka msa ckyma A, B € 207
Basky nmimmkamnmja: A C B = u(A) < p(B)), 3a kojy Baxu u(@) = 0. 3a cBako a > 0
MOZKEMO YOUUTHU CKYIL:

Thco = {A €2 | u(A) < al. (5.3.1)

OBaj CKyn je CUMIIUIUjaJHA KOMIIEKC KOJjU CE€ Ha3uBa NPaz KOMNAEKC, MOK Ce «
Ha3mBa npaz koMmmiekca. Mwu hemo ce ¢okycupaTu Ha mpar KOMIJIEKCE 3alaTe 8epo-
BAMHOCHOM MEPOM HA CKYIy [n], Tj. BEKTOPOM TEKUHA:

n
= iy = (x1,29,...,2,), voe je ; > 0 3a cBe i € [n] u Baxkn in: 1.
i=1
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CBe BepoOBaTHOCHE Mepe (i, Ha CKyIly [n] MOKEeMO MOCMaTpPATH KAO eJIeMEHTe CTaH-
nmapmEor (n — 1)-mmensuona HOr cuMiiekca A" L

n
A" = (2y,...,2,) €ER™ | 2; > 0 3a cBe i € [n], inzl = conv{ey,...,en}.
i=1

Tana je Mepa npousBosbHOr ckyna A C [n] 3amara kao 36up oxrosapajyhux resxuHa:
u(A) = sz
icA
Y macraBry hemo ocum rommierca 7T),<, KOPUCTUTH jOLI OB CKyIa 3aJaTa MEDPOM fi:
e cuvmmmjaTEn Kommiteke T, = {A € 2" | u(A) < al,
o crym 1,5, = {A €2 | u(A) > a}.

IIpBa Be3za mpar KoMmIIekca ca HeM30EKHWM KOMIIEKCHMa ONUCaHa je ciaenehum
TBphemem.

Tepbeme 5.15. Axo je p seposammnocna mepa na ckyny [n], onda je npaz xomnaexc
Ty <1/r T-Heusbexncan.

Jloxas. Hera je [n] = A; U ... U A, npousBosbHA mApPTUNUja. Y KOJIUKO HUJENAH O
ckymoBa A; He mpumana koMitekcy T,<i/,, TO 3HAUM Ha 3a cBe i € [r] Bamm pu(4;) > I,
a MMaMo:

1
L= p(ln]) = n(A) + -+ p(A) > 7= =1,
mTo je KoHTpaaukmuja. llakme, 6ap jemam ox ckymoBa A; mpumana 1)<y, [

Ha ocuoBy ocobuue onucane oBuM TBphemeMm, moceOHO meduHUNIIEMO Hem3OexHe
KOMIIJIEKCE KOjU ce MOTry 3aaaTu moMohy mepe.

HMedpurumuja 5.16. Heka je K C 2" npousBoman r-menzGemxan KOMIIEKC. Y KOJIUKO
MOCTOjU BEPOBATHOCHA Mepa [ HAa CKYIy [n] TakBa Ja BasKu

K = T,ugl/m

rkoMmIiekc K ce Ha3uBa AUHEAPHO peaﬂua’a&man r-Hen30eKHU KOMILIEKC.

[Ipupoano ce mocrasiba OUTAKE: KOJu je Hajsehu npaz Komnaekxc Koju je cadpmcar y
damom xomnaexcy K7 Ila 6GucMO OArOBOPUIIM HA TO MUTAHE, YBOAUMO UHBAPU]AHTY
p(K) koja sanosomasa crenehy Besy: a < p(K) <= (u € A"') T,<, C K. Jenno-
craBHO ce npumehyje nma axo Baxu 1,<, C K, omma mocroju Heko € > ( TakBO Ha
Bak U 1,<nie C K, ma 3arkmydyjemo na je cxyn {a € [0,4+00) | T<o C K} oTBOpEHN
WHTEPBAJI Ca IHEeCHEe CTPaHe.

Hepurunmja 5.17. Hexka je K C 2] CUMILIVIjaJHA KOMIUIEKC. KRapaxmepucmuyuHi
npaz p(K) komnnexca K mepunume ce xKao

p(K) =sup{a € [0,+o00] | Fue A" T,«, C K} (5.3.2)
= max{a € [0,4+00] | (Fu € A" ') Teu C K} (5.3.3)
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ExBuBasentrnoct nepunnnuja (5.3.2) u (5.3.3) ce Henocpeauo nposepasa, kopucrehu
OCHOBH& CBOjCTBa cymnpeMmyMa u MakcumyMma. IIpumerumo ma p(K) = +00 Baku ako u
camo ako K = 2", Mupexrna nocaemma nedunumuje (5.3.3) je cmemeha dpopmyrna 3a
pauyHame KapakTepucTwuror npara p(K) mpoussosmuor kommiekca K C 20

p(K) = ax, min 1(C) (5.3.4)

(rme C' ¢ K mponasu cse me-cummiekce C' € 2\ K). Bawucra, ycnos T,o, C K je
ekBUBaJeHTaH yciaoBy T,>, D K¢ =2\ K, ma je p(K) majsehie a 3a koje moctoju
TAKO Ja BarKU Cr{%igu(C) > «, omakie caenu (5.3.4).

Cana mosesyjemo name unBapujanre m(K) u p(K).

Tepbheme 5.18. Axo je K C 2" cumnavyujarrnu xomnaexc, onda saxncu

1

m(K) < {—J + 1. (5.3.5)
p(K)

Joxas. Yronuko je 1/r < p(K), onga nocroju mepa p € A" ! raksa na je Tj,<i/ C K.

Ha ocuoBy tBpbhema 5.15 3akmyuyjemo ma je tana K r-meunzbexaH, ma BasKU UMILIU-

rkanuja: 1/r < p(K) = 7(K) <r. Kana uzabepemo r = |1/p(K)|+1, nobujamo Tauso

HejenHakocT (5.3.5). ]

Ionarro, nokazahiemo na ce Hejemnaxoct (5.3.5) He MOMke mojavyaTu y OIIITEM
cayuajy (Bumetu npumep 5.23).

9.3.2 Teomerpujcka MHTepIpeTanuija u

3pavdvyHaBalbhbe€ KaPpAaKTEPUCTUYHOT IIpara

['eomerpujcka mHTEpHpeTalnyja MOjMOBa KOje CMO Oe(PUHUCATIU KOPUCTU UAEje JIU-
HeapHOT mporpamupama. Heka je amMOujeHT Ha KOMEe IOCMATpaMO KOMIIJIEKCE CKYII
on [n] Temena. IlocMarpajMo KapakTepucTwdHO mpecaukasame X : 207 — {0,1}"
koje cakn ckyn A € 2" upenTuduryje ca meroBoM KapakTepHCTHIHOM ¢YHKINjOM
xa € {0,1}". Ha npumep, 3a n="7u A; = {1,4,5} € 27, umamo y4, = (1,0,0,1,1,0,0).
Ha oBaj maumu cBako A € 2" Bummmo rao tauky ya € R”, a xommierc K C 20
UACHTUPUKYJEMO ca CKyIIOM Tadaka y IPOCTOPY:

K =x(K)={xae{0,1}"| Ae K} C[0,1]".

Heka je u = (1, ..., pn) € A""! BepoBaTHOCHA Mepa Ha ckymy [n], a o > 0 npar. Tana

npar KOMILIEKC 1<, C 2] reOMETPUjCKU BUIAUMO Kao:
T#SQ = {A S 2[”] | <:u7 XA> S Oé} = {07 1}n N Hi(:ua Oé), (536)

rae je H (p, ) = {x € R" | (u,z) < a} HeraTuBHU NOIYyIPOCTOP HPUAPYKEH Iapy
(1, @)

Kaxo yTepbyjemo na nu 3a matu cummumuy]janau kommiekc K C 2 moctoje mepa W
u mpar o, TakBu ma je K jemsak oxrosapajyhem nmpar xommiekcy T),<,? Ilocmarpajmo
reoMeTpPUjCKe MHTEPIPEeTAIje KOMILIEKCa K 1 merosor koMmmiaeMmenra L = 217 \ K. Ha
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OCHOBY aHaJm3e 0Oauka npar kommiekca (5.3.6), 3akmydyjemo na je K mpar KOMIIEKC
3a HeKU map ([, () AKO M CAMO MOCTOjU HEKa XUIEeppPaBaH Koja cTporo paszasaja K u
L. ExBuBaJeHTHO, 3aKBbyUyjeMO na je [ mpar KOMIIJIEKC aKO U CaMO aKO BaKWU:

conv(K) Nconv(L) = @.
[Ipemasumo cama Ha reoMeTpujcKy MHTepuperauujy wuHBapujante p(K). Y Tom

UJbY KOPUCTUMO ba0kupajyhu nosuedap kommerca K [84, ramasa 5.8].

Heoununmja 5.19. Hexa je K C 2" cummnunujanan xommaexc. KonBekcuu crym

B(K)= () {z€[0,+00)"|({z,xc)>1},
ce2ln\K

Ha3uBa ce baokupajyhu nosuvedap xkommiekca K.

Tepheme 5.20. Hexa K C 2" cumnaivyujosnu xomnaexc. Hexa je ¢ - R* — R Pyrryu-
onan defunucan ca ¢(x) = (x,1) = x4 + -+ + Tp, @ M MUHUMYM GYHKYUOHAAA ¢ HA
onoxupajyhem nosuvedpy B(K). Tada eaxncu:

p(K)=1/m.

Aoxas. 3uamo na je p(K) HajBehe a > 0 ca cBojcrBoM ga mocroju i € A"! Takso
na Baxn I,cq C K, Tj. T))>0 D 2\ K. Ipyrum peunmMa, o je MakCMMAaJHO TaKBO Ia
IIOCTOJU [/ C& CBOJCTBOM

(VO € 2"\ K) (p,xc) >
= (VCe2"\K) (L.pu Xc> > 1
= (VCe2"M\K) (v,xc)> (5.3.7)

roe je v =< .p = (&, .. £) Tomro je ¢(u) = (u,1) = py + -+ + p, = 1, onma je

P(v) = <. Ha ocuoBy penanuje (5.3.7) 3armyuyjemo na je p(K) makcumanaHo « 3a

koje nocroju v € B(K) takso na je ¢(v) = I, omakie ciemm

1
) = (o) [v e BT -

[Toraskmmo cana kako je ompebuBame mpara p(K) rommierca K C 2["l 3pauajuo
I0je IHOCTaB/beHO ako K mMma Benauky rpymy ayromopdusama. Heka je G < X, rpyna
ayToMop@u3zama, Tj. CBUX mepMyTaiuja ckyna [n] koje mejcrByjy Ha rommitekcy K (Tj.
CHUMILIIEKCE TPECINKABAjy y CUMILIEKCEe, a He-CUMILIEKCe y He-cuMIiiekce). Takobe,
nocmarpajMo G-UHBapuUjaHTHE BepoOBaTHOCHe Mepe Ha K, Tj. mepe = (fy,. .., fy) €
A" koje 3amoBomaBajy

i = fig(), 38 cBe g € G u cBe i € [n].

Osnaunmmo ckyn cBux (-MHBADWjaHTHWX BepOBATHOCHWX Mepa Ha K ca Af ' C An!
(jemmocTaBHO ce Bumu ma je Al! KoMmakTaH W KOHBeKCaH ckym). JlOKamMO ma
ce popmyna (5.3.4) 3a p(K) mMoxke ympocTutu mocMarpameMm camo G-MHBapUjaHTHUAX
Mepa.
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Tepbeme 5.21. Hexa je G C X, epyna aymomopduzama xomnaexca K C 2. Tada
saxmcu:

K) = max min u(C). 5.3.8
) = max, min w(©) (5:38)
Jloxasz. Heka je p € A" ! mpoussomma mepa. IlocmaTpajMo H0j IpUADPYKEHY
G-vHBapujaHTHY Mepy V € Ag‘l neprHUCAHY Ha ciaenehm HAUMH:

v(C) = éz 1(g(C)), 3a cse C € 2,

geG

[Tomro Basku popmyna (5.3.4), na Gucmo nokazanu (5.3.8) TOBOJBHO je HMOKA3aTU:

: < i
min u(C) < min v(C). (5.3.9)

I[IpernocTaBuMO CYIpPOTHO, 4 BaiKU rr;éin v(C) <a= rr;éin u(C). To 3maum ma mocroju
C¢K C¢K

ckyn C ¢ K 3a xoju Baxn v(C) < a, ma HA OCHOBY Ne(QUHHUIMjE MEPE U MOCTOjU
meko § € G Takso ma je u(§(C)) < a. Mebyrum, momro je K G-uuBapujanTanm, a
C ¢ K, 3akmbydyjemMo Oa HU CKyT §(C’) He npunana komimiekcy K. Omnarne cienu na
je g;?l}r% p(C) 3ampaBo MamuU 01 a, MITO je KOHTPAAUKIV]A. ]
Hajsaskuujy mocsmemuity oBor TBphema mMamMoO KO OHMX KOMIIJIEKCA 4Yuja Ipyma
ayromopduzama (G nejcTByje mpan3umuero, OTHOCHO Kana 3a CBaKa IBa €JIEMEHTa
i,j € [n] (Tj. cBaKa mBa TEMEHA KOMILIEKCA) IOCTOjU ejeMeHT g € (G TakaB na BaKu
g(i) = J.
IHocaemana 5.22. Hexa je K C 2" cumnaivuujosnu xomnaexc wuja 2pyna aymomop-
pusama G dejemayje mpansumueno. Tada eaxncu:

MK):mm{%;]CG2W\K}. (5.3.10)

Jloxas. Tokamwmmo ma je y oBoM caydajy ckym A ! jenHounan. 3amcTa, TpeTIOCTAa-
BUMO na (1 = ({1, ..., [tn) € A% 1. 3Ba cBaka mBa mmmekca i,j € [n] moctoju Hexo g € G
TakBO Ha Baxu ¢(i) = j, OmAKIe CIHEMM [i; = g = f;. Jlarme, py = -+ = p, = 1 na
A ={(%,...,1)}. Cana popmyna (5.3.10) mpekrno ciaemn us tBpbema 5.21. [

I pyrum peunma, KOA KOMIIJIEKCa Ca TPAH3UTUBHUM IejCTBOM I'DyIle ayToOMOp(pU3a-
Ma, KapaKTePUCTUYHU Ipar onpehyjeMo AMPEKTHO HAa OCHOBY KapAWHAJIHOCTU MUHU-
MaJIHOT He-cuMIlIekca. WiycTpyjMo Ha jeHOM IpuUMepy IPUMEHY Hocjaenure 5.22,
y3 HAIOMeHYy na hemo Haj3HayajHUje NIPUMEHe UMaTH y MOorjaaBiby H.6.

IIpumep 5.23. [TocmarpajMo CUMIIMIU]ATHA KOMIUJIEKC CBUX HOACKYIIOBa CKyma [n]
ca He Buie ox k exemenara (k> 1):

K = (glﬁ) c 2.

I'pyna ayromop¢uszama roMmiekca K je meja cUMeTpPUYHA I'PyHa X,, Ia MOXKEMO
IPUMEHUTHU HOCJIeauIy 5.22: KapAWHAJHOCT MUHUMAJHOT CKylla KOju He (opMupa
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cummiekc je k + 1, omakme mvamo p(K) = ®tl. [locmarpajmo cmenmjansu ciydaj
n=rk+1)—1, 3a r,k > 2. Ilo upuxieoBoM OPUHIUNY 3aKbYyUIyjEMO Ha je Taua
rkomrsieke K r-memsbeskan u ma tauno Basku m(K) = r. Iomro je p(K) = T(k’i%, Be3a
(5.3.5) mocraje jemmaroct: r < |r— | +1=r. Illakue, (5.3.5) ce He MOe TIojauaTn

_ k1
Yy OHNIITEM CJIIy4Ya]y.

5.3.3 KapakTepuCTUYHM Ipar cHoja KOMILJIEKCA

Kao mTo cmo yTBpauiau Be3y HeM3DEKHOCTHU CIOja ca Hem30eKHOCTHMA KOMILJIIEKCA
KOjU YUYEeCTBY]y Yy HeMy, caJa HaM je IWJb Ja MPOIEHUMO KapaKTEPUCTUUHU IIpar
CHoja y 3aBUCHOCTHU OJ] IparoBa He€rOBUX KOMIIOHEHTU.

Jlema 5.24. Hexa je K,,..., K, damusuja cumnaiuyujasrnuz womnaexca, K; C 2% 3za
i € [n]. Taxohe, nexa je K = Kx---xK,, C 2V cnoj osur xomnaexca, 20e je V = Vil - -LV,,.
IIpemnocmasumo da nocmoje npaz o € [0,1] u seposamuocna mepa p wa V, maxeu oa
sancu Ty<, C K. Tada nocmoje j € [n] u eeposammuocra mepa v na V; 3a Koje saxncu

Tygna C Kj.

/oxas. Heka je p; pectpurnuja mepe p #Ha temenuma V; u ozaauumo t; := u(V;) = u;(V;),
3a cse ¢ € [n|. ITomro je pu(V) =1 =t; +--- +t,, mocroju HEKO j € [n] TakBo ma
Basku t; < 1/n. ITorakahemo ma Tayno 3a OBO j KOMILIEKC K 3aI0BOJbaBa TPAKEHO
CBOJjCTBO.

Kana cramupamo pj, mobmjamMo BepOBATHOCHY Mepy UV = % - p; Ha ckymy V;. U3
ycaoBa T,<, C K 3naMO na 3a cBaku ckyn A C V; Baku MMILIMKaIMja:

wA) =pj(A)<a = AcKn2 =K,

Homrto je p1j(A) = t;-v(A), 3akmydayjemo na 3a cako A C V; Baku ma aro v(A4) < +-a,
J

ouma A € K;. C ob3upom Ha TO Ha je na < % - (v, 3aKbYUyjeMO na BaEU <o C K.

]

ITupexTHOM pedopMmymanujoM jgeMe 5.24 nobujamMo mperyiefHIjy TPOIEHY KapaKTe-
PUCTUYHOT Tpara CIroja.

IMocaemuma 5.25. Hekxa saxce cae npemnocmasxe aeme 5.24. Tada sancu:
1 .
p(K) = p(Ki* - x Kp) < —-max{p(K;) | i € [n]}.

Crnenujanno, 3a Ky =--- = K,, = K 3arpbydyjeMo na BaKu:
*1, 1
p(K™) < -~ p(K). (5.3.11)

I[IocebrO, y OBOM ciydajy MOKEMO OOKa3aTH & BaKU U jeTHAKOCT.

Teopema 5.26. Hexa je K C 2V cumnavyujarnu xomnaexc, a K* = K % --- x K mwezoe
cnoj (wa cxyny VU ---UV 2V x [n], n € N). Tada saxncu jednarxocm:

p(K*™) = % (K. (5.3.12)
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Jloxas. Iomro Beh 3namo na Basku Hejennakoct (5.3.11), OKa:KUMO na Bayku 1 OOPHYT
cmep. Heka je a = p(K). Ilo medpuuunuju 5.3.3 To 3HAYM ma MOCTOjU BEPOBATHOCHA
Mepa (i Ha ckyny V Taksa na Baxu 1,., C K. Tpeba nokaszatu ma mocToju Mepa V Ha
crymy V X [n] TakBa na Ty<%a C K*™. Tpasxkeny mepy hemo koHCTpyucaTu Ha ciaenehu
naund. Ha cBarkom temeny i € V nepummmmnvo v(i) := Lpu(i), a OHZA IPUPOIHO HA
crymy V X [n]:

1
v(i, k) :==—-pu(i), 3a cee i €V, k € [n].
n
[Towrto je u(V) =1, onga je v(V x[n]) =n-v(V) =1, na v jecte BepoBaTHOCHA Mepa Ha

CKymy TeMmeHa Komiuiekca K*". Youumo npoussosman ckyn A = AjU---UA, C VU---UV,
A, CV, i€ [n| u IOKKIMO Na BAXKU MMILIAKAIN]A:

1
v(A) < o = Ae K™ (5.3.13)
Nmamo: —-a > v(A) = E v(A;) = g — - u(4;) =—- E 1(A;), onakie 3akmbydyjemMo
n n n
i=1 i=1 i=1

na Baxn y . pu(A;) < o, ma u 3a cBaku ckyn A; Baxu p(A;) < «, i € [n]. W3 ycaosa
Ty<o C K cnenn na A; € K 3a cBe i € [n|, na neo cunoj A npunana cmojy K**. Ilaxkie,
Baxy nMiukanmja (5.3.13), omakne caemn T, 1, C K*", ma je p(K*) > +.a. ¥3
nejennakoct (5.3.11), moka3 je 3aBpiies. ! [

5.4 AyTo-myaJsiHe TpHMaHTYyJIANMje MPOjeKTUBHUX PAaBHU
RP?, CP? u HP? u PeMm3ujeB KOMILJIEKC

Y OBOM TIOTJIaBJbY MPOYUABAMO HEKOJUKO BAKHUX 2-HEM30EKHUX KOMILJIEKCA KOjU HUCY
JMHEAPHO peann3abuiHu, OAHOCHO HE MOTY Ce NPENCTABUTH Kao Ipar KoMItexcu 1), 1.
—2

To cy MUHMMAJIHE TPUAHTyJIanuje npojexTusaux pasan RP?, CP? u HP?, kao u Pem-
3ujeB koMmiekc. OBe KOMIIEKCe NeMO KOPUCTUTU Yy MOTJIaBBY H.6 3a KOHCTPYKIU]je
Hem30EKHUX KOMIIJIEKCA Ca PEJIATUBHO MAJUM OpOjeM TeMeHA.

5.4.1 Peanna npojeKTUBHA paBaH RPGQ

MuHuMaIHA TPUAHTYJIANAja PEaJHe TPOjeKTUBHE PaBHU je Kommiieke RPZ Ha 6 Temena,
IpUKa3aH Ha caunu 83, KO Kora Ccy oarosapajyhe uBuile Ha IrpaHUIN UAHTUOUKOBAHE
[74, TIpumep 5.8.5]. OBaj koMIIeKC ce HA3uUBa noay-uxocaedap (hemi-icosahedron), jep
ce IPpUPOAHO n0OMja MACHTU(GUKAINjOM CYIPOTHUX CTPaHa MPABUIHOT MKOCAEIpA.

JennocraBHO ce mpoBepaBa ga 3a cBaku ckyn A C [6] Baxku exkBUBasIeHIU]a
A€ERP] < A°¢RP;,

omaocuo RP? je ayTo-nyanan, na je 2-meusbeskan u paku m(RPZ) = 2. Tlokaxkumo na
OBaj KOMIIJIEKC HUje JINHEAPHO peasim3aduiIaH.
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Ciuxka 83. Munnmanana rpuanrynamja RP2.

Tepbemwe 5.27. He nocmoje seposammnocna mepa [ nwa ckyny [6] u npaz o makeu
da je RP§ jeonax npaz womnaexcy T,<o. Cneuujanrno, xomnaexc RPE wuje auneapno
PEANUIAOUNAH.

Jloxas. TlpernocraBuMo na noctoju Mepa j = (zy,...,x¢) € A%, u(i) = z; 3a cBa TeMeHa
i € [6], Tako na 3a mHero « € (0,1) Baku RP§ = T),<,.

Cunuxa 84. Tpu cummirexca xommtexca RPZ.

[Tomrro Tpu mmaBa Tpoyrua (cauka 84) mpumanajy KOMILIEKCY, Baske HEjeTHAKOCTU:
T1F+ 2o+ x4y <, 3+ 20+ x5 < aux+ a6+ 23 < o, OIAKIE CIEnN

2([E1 +CL’2+ZE3) +CL’4+ZE5 +CL’6 S 3. (541)

Ca mpyre crpane, mocMaTPaHOM KOMIIJIEKCY He Hpunanajy Tpoyraosu 126, 234 u 135,
ma Bayke HEJeTHAKOCTU: T1 + To + Xg > o, To + T3+ x4 > o U 1 + T3 + T5 > @, OaKIe
3aKJbyUyjeMo ma Barku 2(T1 + To + T3) + T4 + 5 + T > 3@, WTO je y KOHTPAIUKIVU Ca,
peanarmujom (5.4.1). akse, TakBO o He mocTOju HU 3a jenny mepy . Cunenumjasno, He
MIOCTOJU Mepa 3a o = %, ma KOMILJIEKC HUje JIMHEeapHO peajun3abuiiaH. []
Naxo rommiekc RP? uuje obauka T,<1, mcoocrapba Ce Ia Bamm p(RF}) = 1.
3aucra, rpyna ayroMop@uzaMa OBOT KOMILJIEKCA IejCTBYje TPAH3UTUBHO, I1a MOXKEMO
MIPUMEHUTH TMOCTeanIly 5.22: KapAWHAJHOCT MUHUMAJHOT He-CUMIIJIEKCA je 3, Ia BasKu

p(RP2) =2 =2,

6 2
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5.4.2 KomMiekcHa IPOjeKTUBHA paBaH (CP92

MunuMasHa TpUaHTYJalja KOMIIJIEKCHE MPOjEeKTUBHE PAaBHU je jeJaH ayTo-OayaJiaH
romIiekc Ha 9 temena. [locTojame MuHMMAaJHE TpUaHTydanuje ca 9 TeMeHa je TIPBO
yrBpbeno kommjyrepckum Meromama [66], a racumje cy Barum m Ilara [7] npen-
CTABUJIU €JIETAHTHY KOMOWHATOPHY KOHCTPYKHOU]Y KOjy heMo OBae M3IOKUTU. 3aTUM
hemo mora3aTu ma ce HU OBaj KOMIIJIEKC HE MOKE 3aaTU MEPOM U OIAPEIUTU HHErOB
KapaKTEePUCTUYHU TIpar.

Koncrpykmuja wommitekca CP2. Heka je P = Z3 x Z3 aduHa paBaH HaI MOJLEM
Zs (cnuka 85). Ileser Temena xommiaekca CPZ omrosapajy Taukama paBHU P, IOK
MaKCUMAaJIHe CUMILIEKCEe KOHCTPYUIIEeMO MOMONy mpaBux y OBOj PaBHU.

(0,0) (1,00 (2,0)
[ ] [ ] [ ]

Caura 85. Pasan P = Z3 X Zg.

Pasan P canp:xu yrkynuo 12 npaBux, HOAeHLEHUX Yy YETUPU KJIACE OJ IO TPU HaPAJICITHE
nmpaBe, a CBaka MpaBa CaAPKU TAYHO TPU Tadke, kao Ha ciaulu 86. Ha npumep, jenna-
urHA UpBeHe npase y kiaacu IV je y =z — 1 (cabupame u ogy3uMame je mo MOIYIy 3
CByza).

I II

IT1 IV
o
l

Cuuka 86. Yerupu kiace nmapajeHUX OIpaBux y paBHu P.

durcupajmo jemHy Kiaacy mapaJjejHUX MIpaBux, Ha npuMmep kiaacy . O3maunmo nukiav-
YHO mpaBe oBe kKjace ca ly,l; u ly, kao Ha caunu 86. Kommuexe CP? uma 36 makcu-
MaJIHIX CUMILJIEKca AuUMeH3uje 4, nepumHrCAHUX Ha ciaelehm HauywmH.

e 3a cBako ¢ € {0,1,2} u cBako x € [;, cxyn (I; Ul;11) \ {z} je crpama rommiekca.
Taxo mobmjamo 3 -3 = 9 meToeIeMEHTHUX MOACKYNOBa P, Tj. HEBET CUMILJIEKCA
nuMensuje 4.

e 3arum, nmocMmarpajmo camo npase u3 kiaca I III u IV. Cpake nBe mpase m; u
Mo U3 PA3IUUUTUX KJIACA Ce CeKy y TayHO JeMHO] Tadku, ma je |mi U ms| = 5
u my Umy nepunume cuMmiiekc nuMmensuje 4. Ha oaj mauwmn noOujamMo yKyIHO
% = 27 MaKCUMAaJIHUX CUMILIEKCA.
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5.4. AyTo-nmyaJsiHe TpUAHTyJIAIMje MPOjEKTUBHUX PABHU U PeM3ujeB KOMIIIEKC

Y pany [7] je mokazaHO ma KOMIUIEKC Ne(GUHUCAH OBUM MAKCUMAJHUM CTpaHama (U
CBUM BUXOBUM IMOJACKYTIOBMMA) 3aUCTa jeCTe TPUAHTYJIANN]a KOMILIEKCHE TIPOjeKTUBHE
paBHMU.

I[eTaJBHI/IjI/IM aHaJM3PpalkbeM MaKCUMAJHNX CUMIIJICKCA M BbMXOBUX KOMILJIEMECHATA
ce npumehyje na je kommmexc CP? ayTo-nyanan, na aszku 7(CPg) = 2. IlomyT kom-
mexca RPZ, au CP? ce me Moske peanmsoBaTu nomohy mepe.

Tepbemwe 5.28. He nocmoje aeposamuocha mepa i 1a ckyny 9] u npaz o maxsu da je
CPg§ jeonax npaz komnaexcy Ty<n. Hocebro, xomnaexc CPy nuje auneapho pearuzabusah.

Joxas. Osnaunmo temena kommiekca CP} (Tj. enemente pasau P) kKao Ha caunu 87.

auka 87. Temena koMmmiaekca U IUKJINYHO IEjCTBO Tpyle Zs.
C 87. T CPg J pyue Zs

Yoummo mejcrso rpymne Zg ua kommiekcy CP§ maTo mejcTBOM reHepaTopa KOjU MUKJIV-
yHO mpecaukaBa npaBy l; v l;41, 3a cBe i = 0,1,2 (mo moxyny 3). Ilpenusnuje, remepa-
TOP NPECIUKABA ; — A1, b; — biiq1 1 ¢; — ciy1, 32 1 =0,1,2. JenHocTaBHO ce 3amaska
na je OBO nejcTBO MOOPO medUHUCAHO, OMHOCHO O C€ CUMILJIEKCU IIPECIVKABAjy VY
CUMIIJIEKCE, & He-CUMIIJIEKCU y He-CHMIIJIEKCE.

[IpernocraBuMo na mocroju Mepa p Ha P raksBa ma Baku CP = T,<,, 3a Heku
npar «. Ilocrynmuhemo camvHO Kao KOJ M3padvyHaBama KaAPAKTEPUCTUUHOD IIpara
y onmesbKy 5.3.2, Tj. KOpUCTMNEeMO CUMeTpPHUjy KOMILIEKCa, caMO Ha eJeMEeHTapHUjeM
HUBOY. Yoummo mepe ' u p” 3amare NUKINYHUM IOMEPAHEM Mepe [i:

W (xig1) == p(z;), 3a cee x € {a,b,c} u cee i € {0,1,2};

a sarmm p"(x;41) = p'(x;), 3a cse x € {a,b,c} u ce i € {0,1,2}.

C 063upoM Ha TO Oa je KOMIUIEKC WHBAPUjaHTAH MPU MOCMATPAHOM NEjCTBY T'PYIIE
Zs3, 3armyuyjemo na Mepe p w p” MHIYKY]y MOTIYHO MCTU Tpar KOMILIEKC, Tj. BaKU
Ty<o = Tw<o = CP}. Younmo apuTMeTuuKy cpemuny Mepa j, i1 u pi':

(2) = plx) + () + p"(x)

n(x 3 , T €P.

[TonoBO, HA OCHOBY MHBAPUjAHTHOCTU CHUMILJIEKCA /HE-CUMILIEKCA Y TOCMaTPAHUM Ipar
KOMILIEKCUMA, 3aKbydyjeMo na Baxku Th<, = CPi. Mepa [ uMma uUCTy BPENHOCT Ha
eJIeMEeHTUMa UCTe KOJOHe y P:

m(a;) = a, u(b;) =0, () =c, 3ai=0,1,2,
rne u3 (P) = 1 cnemm a + b+ ¢ = % [Momro cy {ag, by, ar,bi,c1}, {b1,c1,a2,b2,c0} @
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[NnmaBa 5. KoMmMOuHaTOpUKA HEM3OEKHUX CUMILJIUIIN]AJHUX KOMIIJIEKCA

{as, ca, ag, by, co} cummaercu y CPZ, Bau:
204+ 2b+c<a, a+2b+2c<an 2a+b+2c<a,

omakye caenu H(a + b+ ¢) < 3a, omHOCHO @ > 8. Ca npyre crpane, {ag,as,as, by, b},
{bo, b1, b, c1,Co} m {co, 1, 2,01, a2} HUCY cUMIIEKCH, T1a BasKU:

3a+2b>a, 3b+2c>au 3c+2a> a,

MTO TNOBJaYU (¢ > g, ymMe nodbujaMo KOHTpaauknujy. /lakige, TpaskeHO « HE MOCTOjU,

na kommiekc CP§ Huje mpar KOMILIEKC. [l

Onpemunmo jom kapakrepuctwarm mpar kommiaexca CPZ. Ilokasyje ce ma merosa
9
rpymna ayroMop@dusama IejcTByje TpaH3uTusBHO (Bunetu [66]), a HAjMamU He-CUMILIEKC
4

uMa 4 eJeMeHTa, IIa U3 mocjaenuie 5.22 ciaenu p(Csz) =3

5.4.3 KsaTepHMOHCKA MPOjeKTUBHA paBaH HP125

Bpem u Kynen cy 1992. roauue y pany [22] KOHCTpyuCANu BUIE CUMILIUANMU]ATHUX
KOMIIJIEKCa AUMeH3uje 8, a ca 15 TeMmeHa, 3a KOje Cy MOKa3zaJu Oa ce ,,TOHAIIa]y Kao
npojekruBHa pasan” (oBaj mojam je medumHMcan u ucnutuBaH y paxy [30], a omHocu
ce Ha 3aTBOPEHE MHOIOCTPYKOCTH Koje momymTajy MopcoBy ¢yHEIUjy ca TavyHO 3
kputuune tauke). Mebyrtum, Hucy ycmenm ma mokrasky na ce meby mwuma 3aumcra
HaJla3W TPUAHTyJIalMja EBaTepHMoHCKe pasHu HP?. Jlocta kacmuje, 2019. romume,
loponkos [42] je morBpamo na HajcuMeTpuyHUju MeDy HOMEHYTUM KOMILIEKCUMA,
osHaueH ca Mi., jecTe MUHUMAJHA TPUAHTYyJIanuja MEOToCTpykKocTu HP?. O3maunmo
oBy Tpuanryiamujy ca HPZ. Tlokazano je ma je HPZL ayro-myaian KoMIuiekc [22,
crpana 176], na je w(HP%) = 2. Takxobe, mosmaro je ma HPZ momymrTa TpaHsu-
TUBHO nejcTBO aijrepuupajyhe rpyme Az [22, crpama 169], mok je kKapIuHAIHOCT
MUHVMAJHOT He-CUMIIJIEKCa jemHaka 6, ma Ha OCHOBY HocJenulle 95.22 3aKbydyjeMo

6 _ 2

na Baxu p(HPY) = & = 2.

5.4.4 Pem3sujes koMmmiiekc R3

Pem3ujeBa Teopuja MHAOYKYje MHTEPECAHTHY KJacy 2-Hem30eKHUX KOMILJIEKca. Hie-
MeHTapHa Pem3ujeBa Teopema kaske ma 3a cBaku rpa¢d G Ha 6 Temena Baxku ma G
Caap:KA TPOYTA0 MM HeroB kKoMmmiaeMmeHT G¢ canpsku Tpoyrao. Osmaummo ca V = ([g])
CKyIl CBUX ABOEJIIEMEHTHUX MOJACKyTNoBa ckyma [6] (tama rpad G BUANMO KAO MOACKYT
on V). IMocmarpajmo rommiekc R3 unju je ckyn temena V. Cummniekce nepuHUIIEMO
Ha ciaenehwn mauywn: G C V npumana kommiiekcy Rs ako u camo ako rpadp G¢ =V \ G
campsKu Tpoyrao. JacHO je ma je Rz 3amcra CUMIIUINA]AJTHA KOMIJIEKC, & HA OCHOBY

PeMm3ujese Teopeme 3akmyuyjeMo na je Kommuere Ry 2-uemsbexan, m(R3) = 2.

Onpemnvo kapakrepuctuunu npar p(Rsz). Jemmocrasmo npumehiyjemo ma rpyna
ayTomMopduszaMa KoMILIekca Rz OejCTBYje TPAH3UTUBHO HA H,€TOBOM CKYIy TEeMeHa
V', ma npema mocaenunu 5.22 tpeba caMO OAPEOUTU KAPIAUHAIHOCT MUHUMAJHOT HE-
cummiekca. Ha caunm 88 (1eBo) mpukasan je rpa¢ Ha 6 TeMeHa, ca MaKCUMAaJHUM
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5.5. HenaumeapHu KOMIJIEKCU U MepPa HEJIUHEAPHOCTU

6pojeMm wmBuma (ZeBer), KOju He caap:KU Tpoyrao. 360r tora necHu rpag OAro-

Bapa MUHUMAJHOM He-cuMiiekcy y Rs. Hberoa kapamaanHocT je 6, ma Ha OCHOBY

nocreaune 5.22 Baxu p(R3) = & = 2.

4 4
5 3 5 A 3
6 2 6 v 2
1 1

Cimka 88. Makcumanaau rpad Ha 6 TeMeHa KOjU HE Canp:KU TPOYIJIOBE W HEIOB KOMIIJIEMEHT.

Ha ocmoBy ommrujux Bep3uja Pem3ujeBe teopeme mokeMo kKoHCcTpyucatu u Behe
Pemsujese rommiekce R,, 3a cBe n > 3. Haumwme, meka je t = t(n,n) Pemaujes 6poj -
TO je MUHVMAJIHO M TaKBO Ja CBAKWU Hoarpad KoMmmieTHOr rpada [, Mopa cagpxaTu
KOMIIJIETAH HOArpad Ha N TeMeHa UIX MOpPa CaAP:KATU HE3aBUCAH CKYIl O N TEMEHA.
Takso t mocToju Ha OCHOBY Pem3ujeBe teopuje, Bumetu Ha nupumep [1, crpana 312].
Hera je V = ([g) CKyn uBUMIa KOMIIeTHOT rpada K; Ha t Temena. Kao m y cayuajy
KOMILICKCa Rg3, KoMmmiaekc R, C 2V meummmemo kao ckym csux G C V TakBux na
kommement V' \ G canpsku kommiieran noarpad K,. IIpema PemsujeBoj treopemu, R,

je 2-umemnsbeskaH KOMIIJIIEKC, 3a CBAKO N > 3.

5.5 HeauHeapHU KOMIIJIEKCU M Mepa HeJIMHeapHOCTU

KRao mrTo cmo mokasanu y TBphemy 5.18, mapTurmona MHBapUjaHTa U KapaKTepPU-
CTUYHU Tpar KoMiiekca K cy moBesanu ciaenehom mejemmarorhy:

(K < LﬁJ +1 (5.5.1)

OBa HejemHAKOCT MMa jenHy BeOMa Ba)KHY OCOOWHY: OHA Ce CBOIOU HA jeTHAKOCT
TAuYHO KaJa IIOCMATpaHu KoMILleke K canpsn mpar koMiiekc 1)< /x(k) (koju je m(K)-
Hemsbexkan npema TBphemy 5.15), omHocHO kama mMoxkemo pehu na ce HeM3BEKHOCT
roMmiiekca K mobuja mpeko Mepe. IIpenusnuje, Basku caenmehe tBpbheme.

Tepbeme 5.29. Hexa je K C 21" cumnavyujasnu vomnaexc maxae da sancu n(K) =r,
r > 2. Tada eaxcu exsusasenyuja:

1 _
i) = {MJ +1 < (@GpeA") T, CK.
1 1

Jlokas. IlpernocraBumo na Basku jemnaxoct m(K) = LWJ +1=r. Tana je LWJ =
r—1, ma Basku % < p(K) < 7%1 [To ne¢mHUNMjU KAPAKTEPUCTUYHOT Ipara 3akjbyvdyjeMo

na mocroju Mepa pu € A""! raksa ma Baku T)<i/ C K.
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[NnmaBa 5. KoMmMOuHaTOpUKA HEM3OEKHUX CUMILJIUIIN]AJHUX KOMIIJIEKCA

Ob6puyTo, Heka je T,<i/r C K 3a mexy mepy p. Tanma us mepununuje (5.3.3) ciaenn
I < p(K), na Baxn Lﬁj < r — 1. 3ajenno ca mejemnaxomhy (5.5.1), mobujamo

TpasKeHy jeIHAKOCT. [

Hakne, crpora nejennakoct y (5.5.1) yrasyje Ha TO na HEM3OEKHOCT IOCMATPAHOT
KOMIIJIEKCA HUje MHAYKOBaHa MepoM, Beh ma je on Hen3OekaH U3 HEKUX aIlCTPAKTHUjUX
pasaora. 36or Tora yBomumo cienehy mebuHUNN]Y.

Heoununmja 5.30. Hexa je K C 2" cummmumujamsn kommirexc. Kamemo na je K
AUHEAPaH KOMIIJIEKC aKO Ce HejeTHAKOCT (5.5.1) CBOJIM Ha jJeTHAKOCT, & Na je HeauHe-
apa® ako BaxkM cTpora HejemHakocT. Taxobe, mepmHHMmEMO Mepy Heaurneaprocmu
KOMILIEKCa, y o3Hamu €(K), ca:

1

¢(K) = L—J +1 - n(K). (5.5.2)
p(K)

ITakne, kommiaexkc K je HeauHeapaH akKoO U CaMO aKO je HmeroBa Mepa HeJIUHEeapPHOCTU

¢(K) Beha ox myne. Ilocmarpahemo u pesamueny mepy neauneapHocmu € KOMILIEKCA
e(K)

K ®rao ommoc Mepe HelmMHeapHOCTU U Opoja Temena Komrmiekca: €(K) = -

[lonceTumo ce ma cy jemHy on Haj3HAUYAjHUJUX IPUMeHA HEM3OEKHU KOMIIJIEKCU
Hanu y pany [16] 3a reopeme TBepGepr - Ban Kammen - ®nopecosor tuna. Ilokasyje
ce a CBU IpUMepU r-Hem30eKHUX KOMIIJIEKCA M3 OBOT pala Caap:Ke r-Hen3OerkHe Ipar
KOMIIJIEKCE, TIa Cy CBU OHM JMHeapHU. ['eHepasiHO, CTUYe ce yTUCAK Oa je KOHCTPYK-
M1ja HeJIWHEapHUX KOMIIJIEKCA AOCTa TeXa U OJa OHU MMA)y MoceOHA MHTEepEeCaHTHA
cBojcTBa 300T AICTPaKTHE IpUPOIEe CBOje HendbexHOCTU. OBU KOMIJIEKCU ULy PUIILY
Ka0 KaHIUIATU 34 ,,KOMILIeKce KypaToBCKOT y BUIIUM AUMEH3UjaMa”’ , KOju Cy pas3Ma-
TpaHu y paxy [54].

Konexrmnujy cBux HesmHEaApHUX KOMIIJIEKCA KOjeé CMO KOHCTPYMUCAJIU MOMONY MeTona
KOje CMO M3ydaBaJii, CyMupaMo y cienehem moriaasiby.

5.6 T'ys1aBHA KOHCTPYKIja HEM30EKHUX KOMILIEKCA
BeJIMKE Mepe HEeJIMHEeAPHOCTU

[Iusm oBoOr morsaB/ba je KOHCTPYKIAja KOMILJIEKCA BEJIMKE Mepe HeJMHEeapHOCTU, KA0 U
UCIUTUBAE PeJIATUBHE HEJIMHEAPHOCTU Y OMHOCY Ha Opoj TeMeHa KoMIIekca. Vmeja
jé Ia KOHCTPYUIIEMO BEJUKE CIojeBe 2-HeM30eKHUX KOMILJIEKCA KOje CMO MpPOoydvaBau
y moraaBby 5.4. CBUM KOMIUIEKCH M3 IOIJaB/ba 5.4 Cy HEJWHEApHU, jep Ha OCHOBY
BUXOBUX MAPTUIMOHUX MHBAPUjAHTU U KAPAKTEPUCTUUHUX IparoBa AOOUjaMo:

e(RP}) =1, e(CP}) =1, e(HPE) =1, €(R3) = 1.

Y3 nperxonHe KoMIUIekce, mocmarpahemo jom m muckperan ckyn [3], jep ce oH ,,moHA-

ma kao npojektuBHa paBan’ mumensuje 0 (y cmucay nepuaunuje u3 [30] rojy cmo
nomenymu y noraasipy 5.4.3). Kommnexc [3] je ayro-myamnan, n([3]) = 2, a p([3]) = 2

(rpyma cuMerpuja je TPAH3UTUBHA, 4 MUHUMAJAH HE-CUMILIEKC je KapIUHAJHOCTHU 2,
Ia MOYKeMO HPUMEHUTH mociaemury 5.22).
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5.6. I'maBHa KOHCTPYKIUja HEM3DEKHUX KOMILJIEKCA BEJIMKE Mepe HeJIMHEaPHOCTU

Hapemma  Teopema mpumrasyje ¢damMuiaujy HaJUHTEPECAHTHUJUX  IpPUMepa
HeJIMHEAPHUX KOMILJIEKCA KOJU CY KOHCTPYMCAHU MeTOonaMa WM3JIO0KEHUM y OBOj TEe3M.
Mo:ke ce pehu ma oBa Teopema cymMmpa HajBakKHUje pe3yJTare OO KOjUX CMO IOMIJIH,
ropucTtehm ux 3a KOHCTPYKIU]Y HEJIMHEAPHUX KOMIIJIEKCA.

Teopema 5.31. Heka je K jedan 00 xomnaexca cxyna {[3],RPZ CP? HPL Rs}, a K*"
cnoj n xonuja xomnaexca K, n € N. 3a ceaxu 00 xomnaexca K*™ nocmampamo napmu-

yuony unsapujanmy w(K*"), wapaxmepucmuuwnu npaz p(K*"), mepy meauneapHocmu
e(K*™), 6poj memena v(K*™) u peaamueny mepy weauneaprocmu e(K*") = % Taoa

3a nagedene Komnaexce K* oge unsapujanme umajy epedrocmu npukxazane Yy mabdeau 5.

Tabesa 5. Ba:xae mHBapujanTe xKommiexkca K*™.

K 3] | rP2| CcP? | HPL | Ry
T(K*™) | n+1|n+1| n+1 | n+1 | n+1
p(K*™) | 2/3n | 1/2n | 4/9n | 2/5n | 2/5n
e(K*™) | n/2] | n | |5n/4] | [3n/2] | [3n/2]
v(K*) | 3n 6n In 15n 15n

e=¢/v|~1/6| 1/6 |~5/36|~1/10|~1/10

Zloxas. Ropuctuhemo ocobmHE OBUX KOMIIJIEKCA KOj€ CMO yOUYWUJIU Yy TOTJIaBBY 5.4.
3HaMO JQa IpBa YETUPU KOMIIJIEKCA MMajy CBOjCTBO ayTO-IyaJHOCTH, & HeTU je 2-
nenszbeskan, ma 3a cee K € {[3],RP?, CP?, HP%, R3} mmamo ©(K) = 2. Ha ocnoBy
nocaenune 5.9 3akmpyuyjemo na 3a cuoj K*" saxu 7(K*") < n+1. Takobe, jemnocrasuo
ce 3amaka da aKO KOMIIeKC K HUje jenHAK NapTUTWBHOM CKYIy TeMeHa, omma K*"
HUje n-Hem3OeskaH, jep mapTUnrja TeMeHa 10 KOMIOHeHTaMa cunoja (remena(K™*") =
remena(K) U - -- Ll remena(K)) He 3amoBosmasa yciaoB n-neusbesxknoctu. Ilakie, 3a cBe
nocmarpane kommiekce K Baku m(K*") =n + 1, mro maje npBy BpcTy Tabeie.

Rapakrepuctuune nparose koMmmiekca K* mobujaMoO AWPEKTHO NpUMeEnYjyhn

jemmakoct p(K*") = @ u3 TeopeMe 5.26 Ha mosHaTe KapakTepuctuune nparose p(K):
2 4 2 2
o38) = 2. p(RFZ) =3, p(CR) = 5, p(HPR) = 2w p(Re) =2

ITocnenme Tpu BpcTe Tabeme, Koje ce OMHOCE HA MEPy HEJIUHEAPHOCTH, OPOj TeMeHa
U PeJaTUBHY MePYy HEJIMHEAPHOCTU, HOOMjaMO HAKOH CTAHAAPIHOT PadyHA. []

IIpuponso ce mocTaB/ba NOUTAKE MaKCUMaJHEe MOrylie BpeIHOCTH OXHOCA
e(K)/v(K). ¥ pany [5l] nsyuyaBana je MHTepeCaHTHA Be3a WHBAPUjAHTU T,p) U € Ca
ylaprBamuMa Ha XuneprpadoBuMa, Ha OCHOBY Yera je ZaTo HEKOJMKO omeHa. [losHa-
TO je ma ako je K ¢uer kommiekc (nepununmja 1.13), onna saku €(K)/v(K) < 1/6 [51,
reopema 1.8]. Tarobe, mosnaTo je ma oBa oumeHa He Basku 3a CBe KOMILIekce, Beh ma
nocroje kommtekcu ca oxHocoM €(K)/v(K) =4/21 [51, rnasa 6]. Y TpeHyTKy Hucama
OBe amcepranuje, IUTame MakcuMaiaae Bpensoctu ogaoca €(K)/v(K) je orBopeno, ma
IpeACTaBba jefaH Of MOIyNnX CMepOBa HAJer UCTPAKUBADA.
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['m1aBa 6

IIpumena meTonma ,,KOHQUTYypaTMOHU
IIPOCTOP - TECT IIpecJIMKaBame’ Ha
KRuacrepos nmpobisem

Y 0BOj ryiaBM DPUMEHY]EMO METON ,,KOHPUI'YPAIUOHN IPOCTOP - TECT IPECINKaBame”
(u3 mormasma 1.5) mHa Kuactepos mpobGaem. 3a pasiuky o IpUMeEHE OBOT MeTOIa
y meny 5.1.2, rme je ropumheH HYMEPUYKU WHAEKC, y OBOj IJIABU KOPUCTUMO KO-
xomonomku Panen-XyceunujeB uunerc (omucan y moraasmy 1.6.1). Ilpeunmsuuje,
noMolly OBOr MHIEKca MOKa3yjeMo jemno yommreme teopeme lomma (teopema 1.24),
KOje 3aTuM IpUMEmnYyjeMO y pesyJararuma Be3aHuMm 3a KuacrepoB mpobiem. CBu
IOKA3U y OBOj IJIaBU Cy Oa3upaHu HA OPUTMHAJHOM pany [49].

6.1 Yonmreme lomnmosBe Teopeme

[Toncetumo ce na IlommoBa Teopema TBpau ma ako je X Heru n-noBe3dan G-mpocTop,
a Y cnobonan (G-KOMIIJIEKC OVWMEH3Uje HAjBUIIE N, OHAa He MOCTOju (G-eKBUBAPU]AHTHO
npeciukaBame u3 X y Y. McnocraBma ce ma je yc/IOB n-IIOBE3aHOCTH BEOMa jak W Ia
oTeskaBa MpuUMeHy oBe Teopeme. Bososukos [93] je mokazao yonmreme Koje yMecTo
IIOBE3aHOCTU KOPUCTU TPUBUjATHOCT oApeheHux KoxoMoJsomkux rpyna. Hawme, Heka
je rpyna G obnuka koHauHOT npomsBoga G = Z, X -+ - X Z,, 3a IpoCT OPOj p, a HEKa Cy
X u Y G-upocropu 6e3 ¢pukcHUX Tavaka (TO Cy Tauyke 4uje Cy OpOUTE jeqHOUTIAHE).
Hera 3a cBe ¢ < n Baxu ]:V(X;Zp) = 0, 1 Heka je Y KOHAYHO NUMEH3UOHAJAH KOM-
IJIEKC KOjU MMa KOXOMOJIOTH]Y N- IMMEH3MOHaIHe cpepe Hal Z,. Teopema BomoBurosa
mokasyje ma Tana He moctoju (G-ekBuUBapujaHTHO npecaukaBame f : X — Y. Osume
hemo nmpukazaty camyHO yonmreme TeopeMe [lonna ca HEMTO jeTHOCTABHUUM IOKa-
30M, mpema paxuy [49].

Teopema 6.1. Hexa je G xonauna epyna v n € N. Hexa je X jedan G-npocmop 3a xoju
nocmoju Komymamuear npemen ca jedunuyom K, maxae da 3a cee 0 < k < n eaxcu
HY(X;K) =0, u jow H""*(BG;K) # 0. Hexa je Y heaujcku G-xomnaexc na xome 2pyna
G caobodno dejemeyje u 3a koju sancu dimY < n. Tada ne nocmoju G-exeusapujarmmo
npecauxasamwe f: X — Y.
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Y

T'naBa 6. Ilpumena meTtona ,.KOH(. OpoCTOp - TecT mnpeci.” Ha KHacTepoB npobdaeMm
99

Lokas. IIpermocTaBuMO CyIPOTHO, Aa IOCTOjU HEKO (G-€KBUBAPUjaAHTHO IIPECINKABALE
f: X =Y. llocmarpajuo Panen-Xyceunnjese unnexce Indg(X) u Indg(Y) ca roedpu-
nujerTuma y npcreny K. 3mamo ma 3a mux Baxku Indg(X) D Indg(Y) (cBojcrBo
MOHOTOHOCTH, Teopema 1.27). Ham umm je ma moraskemo na Baske cuaenehe nse
penamnuje:

Indg(X)=0 m H""(BG;K) C Indg(Y), (6.1.1)

Ha OCHOBY KOjUX HOOMjaMO KOHTPAIUKIN]y Ca MOHOTOHOIINY WHIEKCA.

Suamo ma je Indg(X) = kerp%, rme px : X¢ — BG, a p% : H*(BG;K) - H*(Xg; K).
OnpenuMo oBaj MHIOEKC y muMeH3uju n + 1, Tj.

IndH (X)) = ker(py : H""H(BG;K) — H"™(X4; K)).

[Tocmarpajmo roxomousomku Jlepe-Cepos cuekrpanauu uvu3 {E* d,.} ([77], Teopema

5.2.) Bopesose ¢pubpanuje X — Xg 2%, BG. 3uHamo0 ma 0Baj CIEKTPAJHM HN3 KOH-
Beprupa ka H*(X¢;K) u na 3a meros apyru diaH BasKu:

B3t = HP(BG; H'(X;K)),
rae ‘HY(X;K) o3nauaBa jokagHe KOe(UIU]EHTE.

Onpennmvo npernusuauje Fy-unan. Ha ocHOBY yciaoBa Teopeme 3HAMO Oa je IPOCTOP
X myrtno nosesan, ma Baszkum: HP(BG;HY(X;K)) = HP(BG; H(X;K)) = H?(BG;K),
OIAaKJe 3a CBE D MMaMO Eg’o = H?(BG;K). [IpumerrMo na m3HAL OBe HAJHIKE BPCTE
(¢ = 0) mmamo n TpuBHMjasHUX BpcTa. 3awucta, 3a 1 < ¢ < n Baxu HY(X;K) =0, na
MaMO IIPOCTe U TPUBUjaJHE KOePUIMjeHTe, OJaKile 3aKbYyUdyjeMO Oa BayKU:

EP?=0, 3acse q€e{l,...,n} u cse p.

Tarxobe, xomomopduzam p% je jemuar caenehoj komnosunuju ([77], reopema 5.9.):

H"YBG;K) = By — By — o B0 ERE0 = B0 Y (X K).

[IpyumeTuMO ma Cy CBU emuMOp(GU3MU y OBOM mujarpaMy MCTOBPEMEHO W M30MOP-
$busmu, jep cy csu mudpepenmujanu d, : BTl L0 gppypujamaun. akie,
Py je MOHOMoOp¢uU3aM y IUMeH3Uju n + 1, omakie cienu Indg“(X) = (0, yume je mpBa
penanuja u3 (6.1.1) morazama.

[Tpeocraje ma ncnuramo Indg(Y). Iomro rpyna G cioGonso nejcTByje Ha Y, BaKM
Indg(Y) = ker py, rme py : H(BG;K) — H*(Y/G;K) (manomena 1.26). Mebyrnm, kako
je mumensuja koMmmiaekca Y Hajsumie n, 3a cse k > n Baku H*(Y/G;K) = 0. 3akmyuy-
jemo ma 3a cse k > n+ 1 sawu H¥(BG;K) C Indg(Y), unme je u npyra penamuja us
(6.1.1) moxaszama. Komaumo, ma ocuoBy (6.1.1), merpusujamnoctu rpyne H"™(BG;K)
1 MOHOTOHOCTU WHIAEKCA, TOOMjaMO KOHTpamuknujy. Tume je mokas 3aBpIIEH. ]
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6.2 KuaacrepoB mpobJiem

[TocmaTpajmo komauan ckyn Tadaka A = {A;, Ay, ..., Ar} A chepu S™ 1, n € N,
u younmo Heko m € N. IlocraBma ce cimemehe nmurame: na am 3a TPOU3BOJEHO
HeMpeKumHO mpecaukasame f : S" ' — R™ mocroju poramuja p € SO(n), TakBa ma
BaKNU

f(p(Ar)) = f(p(A2)) = -+ = f(p(Ar))?

Y KOJIUKO je OArOBOP MOTBPAAH 38 CBAKO IIpecanKkaBame f, koHpurypamuja A ce Hazusa
pewewem Knacmeposoe npobaema 3a n u m. OBuMm mpobiaemMoM ce mpPBOOUTHO OABUO
Kuacrep y pany [62]. Ox je nocmarpao ciayuaj k = n—m+1 u mocraBuo nurame na jau
je cBaka KoHdurypamuja og n —m + 1 Tauaka ma chepu S" ! pememe oarosapajyher
tuna. Bpennoct k =n—m+1 ce nojaBsyje jep je mo3HATO na aKO je KOHOUIypaluja
A pememe Kuacreposor mpo6Giema, onma A nexu y HEKOj (n — m)- IMMEH3MOHAJIHO]
paBHU, Ia WM CY Tadyke KOH(Qurypamuje A JuHeapHO 3aBUCHE, WM UX WUMa HAjBUIIE
n —m + 1. Ilokazano je ma je remepaJjiHu OArOBOp Ha KHacTepoBO murTame HeraTWBaH
(konTpanpumepu ce mory mahw y pamosuma [71], [4] u [27]). Mebyrum, npobaem
onpebuBama cBux KHacTepoBux pemema, 3a mgate k, n 1 m, je BeOMa MHTEPECAHTAH
1 OTBOpeH y BehumHU ciayuajesa.

Iloka3yje ce ma mocrToje MHOre KOHOUI'ypaluje ca JIENOM I'€OMETPUjCKOM CTPYK-
TYypPOM Koje cy pemema RuactepoBor npobinema. Hajmosuaruju ciyudaj je nat Bopcyxk-
-Y 1aMOBOM TEOPEMOM: 3a CBakKy Helpekumay (yErmajy f: S" ! — R" ! mocroju mexo
r € S™ ! rakBo ma Basxku f(z) = f(—x). Ipyrmm peumma, A = {e;,—e;} C S*! je
pememne KuactepoBor mpobisema 3a n uw m = n — 1. OBaj cayuaj je yommrro Xoud
[47] mokazaBmM ma MCTO BaKU 33 MPOU3BOJLAH ABOEJEMEHTHUM MOACKyT chepe S u
m = n—1. Hajsume pemema Kuacreposor npobiema je onpebeno 3a m = 1: kana je A
NPOU3BOJLAH CKYT OX Tpu ejiemenTta Ha chepu S? [35]; A= {e1,e,...,e,} C S" ! cryn
TeMeHa cTaHAapAHe opToHopMupane 6asze [101]; A C S™ ! ckyn Ttemenma mpasusmOT
(n — 1)-cumunerca [17], utan. 3a m > 2 je HO3HATO MHOIO Mame pellema. JeIHo Of
BUX je JAHroB pe3yaTar KOju Jaje MO3UTUBAH OArOBOD Ha KHACTEPOBO murame Kana
jem=mn—2, a A je CKyll TeMeHa jeIHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJa Ha BEJIUKOM KPYTY
chepe S"! (BenmEm KpyT je MPOM3BOJAH KPYT Ha CHEpU KOME je MEeHTap y KOOpPIu-
maTHOM moueTky). OBaj pesyarar je npsobuTHO mokasad y panxy [102], a apyru moka3
je mart y [96] ropumhemem Teopeme o nopebhemy cnexkrpanuux Huzosa. Kopumhemem
teopeme 6.1 mobuja ce caemehu kpahwm mokas Janrosor pesyJrara.

Teopema 6.2. Hexa cy Ai, Ay, A3 € 5" memena jednaxocmpanuunoz mpoyzaa na ee-
aukom xpyey chepe, san > 2. Tada 3a ceaxo nenpexudno npecauxasamwe f: S"1 — R"2

nocmoju pomayuja p € SO(n) sa wojy sammcu f(p(Ar)) = f(p(As)) = F(p(As)).

Loxas. IlocmaTpajMo KOHQUIYPAIIIOHU IPOCTOP KOJU PEIPE3eHTy]je CBe TPOjKe TadaKa
(X1, X5, X3) KOje cy TemMeHa HEKOr jeJHAKOCTPAHUUYHOI TPOYIJIA HA HEKOM BEJIUKOM
Kpyry cdepe. 3a oBaj mpoctop ce moxke y3eru ltudpenosa muorocrpyroct Vo(R™).
Saucra, map (X;, Xs) u3 rpojre (X1, Xo, X3) je npousBosban nap je AMHUYHUX BEKTODA
Koju 0Opa3yjy yrao %’r, jep je Tpeha Ttaura X3 jemHosnauyno onpebeHa mpBuUM aBEMA.
Csarom nmapy (X7, X3) jeqHO3HAUHO MOKEMO TPUADPYKUTU Map OPTOHOPMUPAHUX BEK-
topa (X1, X)), rme je X} Bekrop y MameMm yriay kKoju obpasyjy X; u Xs. Ilakme, eme-
MenTtu lTtugenoBe MHOrOCTPYKOCTH 3aMCTa jeTHO3HAUHO OArOBApajy MOCMATPAHIM

TpOjKaMa Tadaka.
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[IpeTmocTaBUMO CYIPOTHO, A3 MOCTOjU HEIPEKUIHO IpecinkaBame f @ 7 1 — R2
3a KOje TpaskeHa poranuja p He moctoju. llomTo ce OuIO KOju jemHAKOCTPaAHUUHU
TPOyrao Ha BEJUKOM KPYTry MO:Ke NoOuTu HeKoM poramujom ckyma {Aj, As, Az}, To
3HAYM [Oa HE IOCTOjU jeAHAKOCTPAHWYHM TPOYrao Ha BEJWKOM KPYTYy 4Ynja TeMeHa
umajy ucty cauky npu f. JledpuHummMo npeciankaBame

F:Vo(R") — R"2 x R"2 x R" 2,

F(X1, Xa, X3) = (f(X1), [(X2), [(X3)).

[Tpema npernocrasuu, cauka F'(Vo(R™)) numa npasan npecek ca aujaronasom Ay mpo-
cropy R"? x R" 2 x R"? (A = {(z,z,2) € (R"?)3 |2 € R"?}, dimA =n—2). Taro
Ia MOKEMO Y3eTH MamU KOJOMEH M IocMaTpaTu F Kao mpeciIuKaBame

F : Va(R™) — (R*"2)3\A.

[IpumeTnMo ma 1 HA TOMEHY ¥ KOJOMEHY IOCTOje MPUPOIHA nejcTBa rpyme Zz. ['pyma
Z3 murnuyHO mepMmyTyje Bekrope u3 Vo(R"): mpu Hamo] maeHTUGUKAIMU KOHPUTY-
panuonor npocropa ca Vo(R"™), remeparop rpyme Zs nmejcrByje ca gz,(X1, Xo, X3) =
(X9, X3, X1). Tarobe, Z3 nmmamysHo mepMmyTyje BeKTOpe muMmeHsuje (n — 2) m3 mpo-
cropa (R"2)3\ A (sumern (1.4.1)). Jemnoctasro ce npumehiyje ma cy oba oBa mejcTsa
cnobonna, a F' je Zs-eKBUBapUjaHTHO IPECINKABAE.

ITa ducmo mpumeHusu /[lonmoBy TeopeMy MOpaMoO KOIOMEH PenyKoBaTWU OO he-
JINjCKOT KOMILJIEKCa Ha Zs3-€KBUBAPUjaHTAH HAUYUH. Y OUMMO OPTOTOHAJHY IIPOjEKIU]y
Ha OPTOTOHAJNHU KOMILIeMeHT mujaronase, p : (R"2)3\A — A\{0}, na pamujammy
npojexrmjy r u3 A\{0} ma jenurnuny chepy y mpoctopy Al, koja je mumensuje 2n—>5.
[Ipoctopu AH\{0} u S?"~5 umajy Zs-nejcrso maciebeno uz (R"2)3\A, a jenmocTasO
ce mpuMmehyje ma cy p u r perpaknuje Koje cy Zs-ekBuBapujantHe. Jlakie, mmamo
caemehy Kommosunujy kKoja je Zs-eKBUBapHjaHTHA, a CBa oaroBapajyha mejcTBa cy
ciobonHa:

p=ropoF :Va(R") e Nk

[IpeocTaje ma morakeMO 1Ja OBAKBO EKBUBAPUjAHTHO MPECIWKABAWKHE HE TOCTOjU.
Homen V2(R™) je (n — 3)-mosesan ([45], 4.53), a komomeHn je Behe mumensuje, ma
HE MOskeMO mpuMeHuTu cranpapany llommoBy teopemy (teopema 1.24). Mebyruwm,
MOYKEMO TPUMEHUTH ommTujy teopemy 6.1, 3a Kojy cy Ham moTpebHE KOXOMOJIOIIKE
rpyne npocropa Vo(R") ca roepunujentrma y mexkom npcreny K. Axko je n memapan
opoj, HE(Vo(R™);Z) 2 Z 3a k € {0,2n — 3}, H" Y(Vo(R™); Z) = Z,, nok cy ocTaje KoXo-
MOJIONIKE TPyIe TpuUBHMjasiHe, a 3a n napuo Baxku HF(V5(R");Z) = HF(S" x S"2,7Z)
([18], Cras 10.1). 360r Tora mMamMo HapeIHA ABA CIydaja.

(1) Heka je n menapau 6poj. Ha ocHOBY Teopeme 0 yHUBEpP3aJHUM KOe()UIM]EHTUMA
ompebyjeMo koxomosomke rpyme ca Zs-roedpummjertuma: H*(Vy(R™); Z3) = Zsz 3a
k € {0,2n—3}, mok cy ogrosapajyhe rpyme y ocranuM auMeH3ujaMa TPUBU]jAJIHE.
[Tomto 3a cse k € N Basku H*(BZj3;Z3) # 0 (Teopema 1.28), MOkeMO NPUMEHUTH
teopemy 6.1 Ha ¢, 3a G = K = Z3. Ilakie, He TOCTOjU €KBUBAPUjAHTHO MPECIUKA-
Bame Vo(R") 8, §20=5  ypve mobujaMo KOHTDAIMKIM]Y W TeopeMa je MOKa3ama
Y OBOM CJIyYajy.
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(2) Heka je n mapan 6poj. Ilomro cy koxomonomke rpyne Itugpenose maorocrpy-
KOCTU KOMIJIMKOBAaHUj€, Yy OBOM CJIy4yajy heMmMO [OOKa3 M3BECTU CBODhemeM Ha
nperxomHu caydaj. Ilocmarpajmo ¢ymrmujy g : S* — R g = Sf - cy-
cnensuja npecaukasama [ (caumka f(S"!) je wommakram mormpocTtop om R,
Ma je KOJOMEH OBe CyCIeH3Wje yIpaBO CYCIeH3Wja TOT moTmpocTopa m3 R™"1).
[IpernocTaBuMo na 3a mpeciaukaBame ¢ MOCTOje Tpu Tauyke Ha S” KOje Cy TeMeHa
jemMHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJa Ha BEJIUKOM KPYTY, & KOje MMajy UCTY CIUKY IIPU g.
Ha ocuoBy nedpunmnuje cycneHsuje mpecinKaBama, Te TPU TAUKe MOpajy Outum
Ha uctoMm ,HuBoy’ S" ! x {t} y S". IlltaBume, na 6u Guie Ha BEJUKOM KPYTY
cdepe S", Mmopajy 6utu Ha cpeaummem auBoy S" ! x{0}. Tume nobujamo Temena
BEJIMKOT jeHAKOCTPaHUYHOT TpOyTrJa Ha chepu S~ Koja mMajy UCTy CIuKy npu
f, mro HUje moryhe mo npernocraBuu. Jlakie, ommcane TpU TAYKEe HE MOTY IIO-
cTojaTtu, ma (QyHKIVja ¢, HA UCTU HAUMH Kao f y aHAJIU3W Ha MOYETKY HOKa3a,

UHIYKyje eKBUBAPUjaHTHO mpecaukasame G : Vo(R™T) REN (R*1)3\A. Tomro je
n + 1 menapan Opoj, HOOMjaMO KOHTPAIUKIINM]y HA OCHOBY HPBOT ciaydaja. Tume
je IOKa3 3aBPIIeH. ]

YMecTo TPOyTIIoBa, MOKEMO IOCMATPATH U APYyTe MPABUJIHE TOJUTOHE HA BEJIUKOM
KPYyTy, ajJu ga OMCMO MMaJii onroBapajyhe ciobOmHO AejcTBO, TOCMAaTpPaMO CaMO OHe
MOJIUTOHE KOju mMajy mpocT O0poj temena. Cnemeha teopema je mokaszama 3a m = 1
y pany Maxkeesa [72]. OBme mokasyjemo yommreme 3a m € N y cayuajy kana je n
HETIapPHO.

Teopema 6.3. Hexa je p nenapan npocm 6poj, n,m € N, n nenapan 6poj, u HeKa 8axncU

(p—1)-m < 2n — 2. Heka cy A1, A, ..., A, memena npasuiroe NOAUZONG NG HEKOM
seauxom xpyey chepe S" 1. Tada 3a ceaxo wenpexudwo npecauxasamwe f : S"1 — R™
nocmoju pomayuja p € SO(n) maxea da saxncu f(p(A1)) = f(p(A2)) = ... = f(p(Ap)).

Zloxas. Iloka3 je y MOTIYHOCTU aHAJOTAH AOKa3y Teopeme 6.2, ma heMo HAIIOMEHYTU
caMO HEKOJUKO neTajba. RoHPuUrypamuonu npocTop je moHoBo [lrtudenoBa MHO-
roctpykoct Vo(R™), jep je cBaku NpaBUIIHK P-TIOJIUTOH HA BEJIMKOM KPYTY j€IHO3HAYHO
onpeben ca mpBa nBa TemenHa. Takxobe, oBme KopuctmMo nejctBo rpyme Z,. Ilej-
cTBO reHeparopa rpyue Ha eneMmenty (X, Xs) € Vo(R™) (koju je mumentuduroBan ca
p-TopkoM Bekropa (Xi, Xo,...,X,) KOju YMHEe NOJUIOH) je DaTo ca:

92,(X1, X2) = g2,(X1, Xa, ..., X)) == (X2, X3,..., X3) = (Xp, X3) € Vo(R").

[Ipernocrasmajyhu cynporao m mnonaszehum on mpecaukasBama F @ Vo(R") — (R™)P
samaror ca F(Xi,...,X,) = (f(X1),...,f(X,)), mobujamo Hu3 Z,-eKBUBAPUjaHTHIX
IpecInKaBama;

Va(R") =2 (R™P\A —2 AN\{0} =25 §me=D-1,
[Tomro je n menapwuo, 3a k € {0,2n — 3} Baswu H*(Va(R");Z,) = Z,, 0Ok Cy cBe ocTaie
KOXOMoJIOmEe Tpyne Tpusujanue. Takobe, rpyna H¥(BZ,;Z,) Huje TpuBujagna HA 32

jemuo k (reopema 1.28). Kako Basu 2n—4 > m(p—1) — 1, Ha ocHOBY Teopeme 6.1 (3a
G =K=12Z,), nobujaMo KOHTPAIUKIH]Y. []
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[Tocmarpajmo cama Maso apyraumjy KOHQUIypanujy Tadaka Ha chepu, Koja Gpop-
MUpa CKyIl TeEMeHa NpaBUJIHOT cuMiiekca. [Ipumenom crannapaue lonnose Teopeme,
Makees je nokaszao caenehu ciayuaj Kuacreposor npobaema y pany [71].

Teopema 6.4. [71] Hexa cy damu menapan npocm 6poj p u npupodar 6poj n, maxeu 0a

samcu 2p < n+1. Hexa cy Ay, Ag, ..., A, € S aprosu opmonopmupanoz cxyna eexmopa
(Oakae memena npasuanoz (p—1)-cumnaerca). Tada 3a c6aK0 HeNPeKuOHO NPECAUKABAmE
f: 5"t = R nocmoju pomayuga p € SO(n) maxea da samncu f(p(A1)) =...= f(p(4,)).

[Tomohy Teopeme 6.1 3a mapHO N MOKEMO Ha MOKaKEMO OBa]j Pe3yJTaT MoJ ciaabu-
jum ycaoBom: 3p < 2n + 2 (3a HemapHO n, nobuja ce mcra oneHa kao kox Makeesa).
Takrobe, pesyarar Baxku u 3a ONIITHU]Y KJIACY NpaBUIHUX (p — 1)-cuMmmekca.

Teopewma 6.5. Heka je p nenaparn npocm o6poj, n € N napan 6poj, u nexa saxncu 3p < 2n+2.

Hexa cy Ay, Ag, ..., Ap € St memena npasuaroz (p—1)-cumnaexca, wuju yewmap nuje y
yenmpy cepe. Tada 3a ceaxo nenpexudno npecauxasamwe f : S"~ 1 — R nocmoju pomayuja
p € SO(n) marea da samcu f(p(Ar) = F(p(A2)) = ... = F(p(A,)).

/loxas. Iloka3 je anajoran mora3y Tteopeme 6.2, caMO ca APYradMjuM IPOCTOPUMA U
IPYTUM [ejCTBOM rpyme. llpermocraBuMo ma 3a HEKO mpecimiasame f : S™ 1 — R
TpaskeHa poTanuja He nocroju. KoHduUrypamumoru opocTtop ¢Bux p-Topku (Xi, ..., X))
kKoje ¢opmupajy (p — 1)-cummnerc msomopdan cumiiercy (Ag,...,A,), jecre Hlru-
¢pesoBa mHOrocrpykocr V,(R™). 3Baucra, aro cy Aj,..., A, BpXOBE OPTOHOPMUPAHOT
ckymna Bekropa, mo mepumuunuju mmamo V,(R"). Muaue, cBakoM mOCMATPAHOM CHM-
miekcy ca temenuma (Xi,..., X)) MOEKEMO MPUAPYHUATH jeman cumiiekc (Xi,..., X)),
yrja TeMeHa YWHE BPXOBE OPTOHOPMUPAHOL CKyMa BEKTOpA, a YUjU je IMEHTAP KOJU-
HeapaH Ca KOODIUHATHUM IIOYETKOM U HEeHTpoM cuMmiiekca (Xi,...,X),), Tako ma To
npuapyskuBame Oyne jemnosnauno. [lomro 3a cBakm cummiexc (Xi,...,X,) mocroju
poramuja p € SO(n) rakBa na ce ckyn {Xi,...,X,} nobuja xao p({4i,...,A,}), npema
IPETIOCTAaBIN 3aKBYUyjeMo na Tadke Xi,..., X, HAKana HeMajy CBe UCTY CIUKY IpU
f. 3ato je mobpo mepUHMCAHO TPECINKABAE

F:V,(R") = RO\A, F(Xy,...,X,) = (f(X1),..., f(Xp))
Kao y Teopemu 6.2, nasme mmMaMO OPTOTOHAJHY U PAIUjAJIHY IPOjEKIN]Y:
V,(R") — RP\A — AL\{0} — SP~2.

I'pyna Z, npejcTByje Ha CBUM OBUM IPOCTOPMMAa IMKJIUYHUM IIOMepameM KOOpIu-
HaTa, CBa JlejCTBa Cy CJOOOIHA U CBa IpecirKaBama Z,-ckBuBapujaHTHa. OcTaje na
MOKasKeMO 1 He MOCTOju Z,-eKBUBAPUjAHTHO npeciukaBame Vj,(R") — SP~2. Makees
je mobmo roHTpamuknujy Ha ocHoBY lonmose teopeme 1.24 3a 2p < n+ 1. 3a pesyn-
TaT MoK CiIabuUjuM YCJIOBOM KOju CMO MM nocraBuiau, nocmarpajmo H*(V,(R™);Z,).
OBa koxomoioruja je m30MOp(HA KOXOMOJOMWKO] anrebpm (ca Z,-Koe(uiujeHTma )
IpoU3BOIA
SQn—S % SQn—7 X - X 52q+1,

MOAATHO MOMHOeHOT ca S" ' 3a 2| n, n momarHo momHOXeHOT ca SY 3a 2 | ¢,
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rae je ¢ =n—p, ¢ je HajMawkbu HenapHU OpOj Koju je Behu unu jenHak ¢, a n je Hajsehu
HemapaH 6poj Koju je Mamu uau jennak n [18, cras 10.2].

ITpema mpernocrasmu, 2 |n, 24 p u 21 q = ¢, na saxku H*(V,(R");Z,) = H*(X;Z,),
rae je X = 8275 x 8§29 x ... x S+ o G-l Tana mvamo f]k(X;Zp) = 0, 3a cBe
kE <min{2(n — p),n — 2}. V3 ycaosa 3p < 2n + 2 3akmbydyjeMo Ia BaKu

min{2(n — p),n — 2} > p — 2 = dim SP2.

Konauno, na ocHoBy Teopeme 6.1 3a G = R = Z,, 3aKbydyjeMo na He TOCTOjU Zjy-€KBU-
BapujaHTHO npeciukasame V,(R") — SP=2. To je y KOHTPAIWKIWjU Ca IIOCJIEIAIIOM
IOYeTHE TMPETIOCTABKE, YMME je TeopeMa MAOKa3aHa. ]

Hapomumo Ge3 mokasa MOTHIYHO aHAJOTaH pe3yJaTaT Kana je komoMmen R™, m > 2.

Teopema 6.6. Hexa je p nenapan npocm b6poj, n,m € N, n napan 6poj um > 2, u Hexa
samncu (p—1)m+1 < n. Ilpemnocmasumo da cy Ay, Ag, ..., A, € S"™1 memena npasuanoz
cumnaerca wuju yewmap wuje y yenmpy chepe. Tada 3a ceaxo HenpexudHo npeciukasame
S = R™ nocmoju pomayuja p € SO(n) maxea da eaxcu f(p(A1)) =...= f(p(A,)).

Hamomenumo Ha Kpajy oa TEXHUKA KOja je IPUMEHmUBAHA Y MPETXOMHUM NOKA3UMA,
y3 kopumrheme nmoMmenyte Teopeme BosoBuroBa, omoryhasa ma mobujeMo aHaJOTHE
pesyiTare y ciaydajy KaJa KOHQUrypamnuja Tavyaka Ha Cepy YMHU CKYI TeMeHa IIpa-
susHOT (p* — 1)-cummiekca, 3a mpoct 6poj p. Ilobujene pesyarare cymmpa ciaemeha
TeopeMma y pany [49].

Teopema 6.7. Heka je p npocm 6poj, n,k € N, k > 1. Hexa cy Ay, As, ..., Ay € S™71
memena npasuaroz (p* — 1)-cumnaexca, wuju wenmap Huje y ¥000pOUHAMHOM NOYEIIKY.
Axo p, k un zadosomasajy nexu 00 caedehur ycaosa:

e p je nenapam, n je napan u eaxncu 2n + 2 > 3p*;

e p je menapam, n je wenapan u eaxncu n + 1 > 2pF;

o p =2, n je napan u eaxcu n + 1 > 2F+1;

e p =2, n je nenapan u saxcu 2n + 2 > 3 - 2k,
onda 3a ceaxo menpexuono npecauxasawe f : S"1 — R nocmoju pomayuja p € SO(n)
marsa da samncu f(p(A1)) = f(p(A2)) = ... = f(p(Ap)).

Y caydajy oBe TeopeMe IPUPOMIHO je na KoHuUrypaunumonu npoctop oyzxe IlTude-
noBa MEOrocTpykoct V. (R™). Ha mpocropy V. (R") mejcTByje cumerpuuna rpyma Lk,
Ta MOJKEMO MOCMATPaTH ejcTBO mene moarpyme (Z,)*. Tlpobiem ce cBoam Ha TUTaHe
nocrojama (Z,)-ekBuBapujanTHor npecaukaBama

Vi (R?) = RP\ A — AT\ {0} — 5S¢,

Jloka3 n30CTaB/HAMO Y3 HAIOMEHY & OBJE KOPUCTUMO MOMEHYTy TeopeMmy BosoBUKOBa
(93] ymecTo Teopeme 6.1. Hamomenumo ma pasiumke y yciaoBuma 3a p, k U n 3aBuCe
o1 maprocTu 360r npupoae koxomonoruje H* (V. (R™);Z,) (Bumeru [18], 10.2 u 10.3).
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MoTtnucaHu-a Mapwuija Jenuh MunytuHosuh

6poj ynuca 2013/2013

UzjaBrbyjem
Aa je poKTOpCcKa AucepTaumja Nnog HacnoBoM

Kom6uHaTopHa Tononoruja u rpacdoBcky KoMniekcu
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Mpunor 2.

M3jaBa 0 MICTOBETHOCTHU LUTaAMMaHe U eFieKTPOHCKe
Bep3uje JOKTOpCKOr paga

Mme u npesuMe ayTopa Mapuija Jenvh MunyTuHosuh
Bpoj ynuca 2013/2013
Cryaumjcku nporpam MaTtematuka
Hacnos paga KombBuHaTopHa Tononoruja 1 rpadoBCkn KOMNIEKCH
MeHTOp npod. Ap Cunnwa Bpehuua
MoTtnucanm Mapwija Jenuh MunytuHosuh
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1. AyTtopcTBOo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AMCTPUBYLM)Y M jaBHO caorliTaBake
fena, u npepage, ako ce HasBefe VMe ayTopa Ha HauuH ofpefieH of cTpaHe ayTopa
unu gaBaola nuueHue, Yak 1 y komepumjanHe cepxe. OBo je HajcnobofHuja o cBux
nnLeHLn.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [lo3BorbaBate yMHOXaBarse, AUCTPUBYLIW]Y U jaBHO
caonuwiTaBare fdena, 1 npepaje, ako ce HaBefe WMe ayTopa Ha HauvH oppeheH of
CTpaHe ayTopa unu gasaola nuvueHue. OBa nuueHLa He [03BOSbaBa Komepuujandy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekoMmepuujanHo — 6e3 npepage. [Jo3BorbaBaTe YMHOXaBare,
AncTpubyumjy v jaBHO caonwTaBamwe fena, 6e3 npomeHa, npeobnukosara Wnu
ynotpebe gena y cBOM feny, ako ce HaBefe WMe ayTopa Ha HauuH oapeheH o
CTpaHe ayTopa unu AaBaoua nuueHue. OBa nuueHUa He AO3BOSbaBa KoOMepLjanHy
ynotpeby fena. Y ogHocy Ha CBe ocTane fuueHLle, OBOM NULEHLOM ce orpaHnyasa
Hajsehu 06um npaBa kopuihera gena.

4. AyTopcTBO - HekoMepuuvjanHO — OenuTv nod MCTUM ycrioBuma. [lossorbasate
yMHOXaBame, AncTpubyumjy 1 jaBHO caonwiTaBake Aena, u npepage, ako ce Haseae
MMe ayTopa Ha HauvH oapefieH oa cTpaHe ayTopa WNW gaBaola NMUEHLE U ako ce
npepaga Auctpubyupa nog MCTOM MM CAMMHOM NuueHuom. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa koMmepuujanHy ynotpeby Agena v npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepape. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBatbe, OAUCTPUBYLMY U jaBHO
caonwrasawe Aena, 6e3 npomeHa, npeobnvkoBatsa Unu yrnotpebe aenay ceom aeny,
ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH of cTpaHe ayTopa unu gasaoua
nuueHue. OBa nuueHUa Ao3BOrbaBa KoMepumjarndy ynotpeby aena.

6. AyTOopcTBO - [OenmuTu nog MCTUM  ycrioBuma. [losBorbaBaTe YMHOXaBatse,
AMcTpUbyLMjy v jaBHO caonLiTaBare Aena, 1 npepage, ako ce Hasede VMe ayTopa Ha
HauuH ofpefleH of cTpaHe ayTopa WM fgaBaoua fMUeHLe UM ako ce npepaga
auctpubympa nog MCTOM MM CMMYHOM nvueHuom. OBa nuueHLa [03Borbasa
komepuujanHy ynotpeby fAena u npepaga. CnvuyHa je cOoTBEpPCKUM ruvueHuama,
O[HOCHO NuLeHLamMa OTBOPEHOr koaa.




