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Naslov: Efikasno racunanje Zomerfeldovih integrala u
slucaju elektricki velikih struktura u blizini razdvojne
povrsi dve sredine

Rezime

U ovom radu predstavljena je nova metoda za efikasno racunanje Zomerfeldovih integrala,
koji su rezultat dekomponovanja Grinove funkcije potencijala na sumu elementarnih ravnih
talasa. Ovakva integralna predstava Grinove funkcije znacajna je za reSavanje veoma vazne
klase elektromagnetskih problema — analiza izvora zracenja u okolini razdvojne povrsi dve
linearne sredine. lako istrazivanje ovog problema traje vise od jednog veka, danasnji industrijski
i tehnoloski napredak postavlja nove izazove u numerickoj elektromagnetskoj analizi problema,
narocito sa aspekta tacnosti i efikasnosti u koris¢enju racunarskih resursa.

(Cilj ovog rada jeste razvijanje jednostavne metode za ra¢unanje komponenti Grinove funkcije
potencijala, polaze¢i od njihovog egzaktnog integralnog oblika i usvajajué¢i realnu putanju inte-
gracije. Zomerfeldov integral koji odgovara skalarnoj Grinovoj funkciji u slobodnom prostoru
korisc¢en je kao referentni rezultat, s obzirom na njegovo poznato analiticko resenje. Singularitet,
u vidu tacke grananja, ponisten je primenom korene smene promenljivih, a domen integracije je
podeljen na tri karakteristicna poddomena. Kvalitativna i kvantitativna analiza podintegralne
funkcije, kao i analiza egzaktno izracunate relativne greske omogucavaju razvoj empirijskih for-
mula za procenu potrebnog broja integracionih tacaka za postizanje zeljene tacnosti integracije.

U slucaju dve sredine, posebno su razmatrani materijali sa malim gubicima, ¢ije prisustvo
unosi dodatne tacke grananja u blizini putanje integracije. Uticaj ovog kompleksnog singulari-
teta potisnut je primenom korene smene u kompleksnom domenu, uz odgovarajuc¢u parametri-
zaciju. Aproksimativnom putanjom integracije u domenu nove promenljive, kao i adaptivnim
skra¢ivanjem intervala integracije dodatno je ubrzana konvergencija. Pomenute tehnike takode
su testirane u kombinaciji sa ekstrakcijom pola podintegralne funkcije u slu¢aju metamateri-
jala sa negativnom permitivnoséu. Na osnovu slicnosti jezgra integrala za slobodan prostor i
onih za rasejani i transmitovani potencijal, primenljivost predikcioinih formula je jednostavnim
modifikacijama prosirena na scenario sa dve linearne sredine.

Predlozena metoda je verifikovana numerickim primerima na Sirokom opsegu koordinata
rastojanja izmedu izvora polja i tacke posmatranja, kao i poredenjem sa drugim metodama.

Kljucéne reci: numericka analiza, Zomerfeldovi integrali, poniStavanje singulariteta,
smena promenljivih

Naucna oblast: Elektrotehnika i racunarstvo
Uza nauc¢na oblast: Elektromagnetika, antene i mikrotalasi

UDK broj: 621.3



Title: Efficient Computation of Sommerfeld Integrals in
Case of Electrically Large Structures in Half-space
Problems

Abstract

This work presents a novel method for efficient computation of Sommerfeld integrals that result
from plane-wave decomposition of Green’s function for potential. Such integral form of Green’s
function is essential for consideration of an important class of problems in electromagnetics
— analysis of radiation source that lies close to the boundary of two linear media. Although
this problem has been studied for over a century, today’s industrial and technological advance-
ment imposes new demands in its numerical electromagnetic analysis, particularly in terms of
accuracy and efficient usage of computer resources.

The aim of this work is development of a simple method for computation of the components
of Green’s function for potential, starting from their exact integral form and adopting a real
integration path. The Sommerfeld integral that is associated with the scalar Green’s function in
free space i used as a reference, due to availability of its closed-form solution. The branch-point
singularity is canceled by means of a square-root change of variables and the integration domain
is divided into three distinguished subdomains. The qualitative and quantitative analysis of
the integrand, as well as the analysis of the exact relative error enable derivation of empirical
formulas that estimate the required number of integration points in order to achieve desired
accuracy.

In the treatment of the half-space problem, particular attention is dedicated to low-loss
media, the presence of which involves additional branch points in the vicinity of the integration
path. The impact of this complex singularity is suppressed by means of change of variables in
complex domain, followed by appropriate parameterization. With the aid of approximate inte-
gration path in the domain of the new variable and with adaptive truncation of the integration
interval, additional acceleration of convergence is achieved. The procedure is also tested along
with pole-extraction technique in the case of a metamaterial with negative permittivity.

The presented method is verified through numerical examples for a wide range of source-
observation point distances, as well as by comparison to other methods.

Keywords: numerical analysis, Sommerfeld integrals, singularity cancellation,
change of variables

Scientific area: Electrical and Computer Engineering
Scientific subarea: Electromagnetics, Antennas and Microwaves
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1 Uvod

1.1 Predmet i znacaj istrazivanja

Konstantni razvoj informacionih i komunikacionih tehnologija podstice nove primene elek-
tromagnetske analize u oblastima kao sto su radio komunikacije, radarska tehnika, medicina,
daljinsko osmatranje Zemlje itd. Samo mali broj jednostavnih problema se moze resiti ana-
liticki, dok se za sve ostale probleme namece numericki pristup. Pri tome se najcesée po-
lazi od jednac¢ina EM polja i nepoznata veli¢ina se odreduje primenom neke od metoda stan-
dardno koris¢enih u numerickoj elektromagnetici, kao $to su metoda momenata (MoM), metoda
konacnih elemenata (FEM), metode konacnih razlika (FD) itd.

Fenomen prostiranja EM talasa duz Zemljine povrsi je poceo intenzivno da se izu¢ava prona-
laskom radija. Vazna prekretnica u razumevanju tog fenomena jesu teorijski radovi s pocetka
dvadesetog veka koji su se bavili analitickim odredivanjem polja Hercovog dipola u okolini
razdvojne povrsi vazduha i realnog zemljista [1-3]. Takode, u mnogim savremenim prime-
nama (npr. antikolizioni radar na drumskom vozilu na 24 GHz [4], radar za detekciju santi
leda na morskoj povrsi [5] itd.) se susreée problem odredivanja polja struja i naelektrisanja
koja se nalaze u blizini razdvojne povrsi dve proizvoljne homogene izotropne i linearne sredine
(eng. half-space problem). U osnovi ovog problema lezi resavanje tzv. Zomerfeldovih integrala
(Z1). Tako se ovi integrali proucavaju veé ¢itav vek, razvoj i unapredenje metoda za njihovo
tacno i efikasno racunanje je i danas veoma aktuelno, narocito zbog stalno rastuéih potreba
za: (a)sve vedim opsezima radnih frekvencija, (b)resavanjem elektricki sve veé¢ih problema i
(c) povecanjem tacnosti analize [5-8].

Podintegralne funkcije u ZI su singularne i oscilatorne, a sami integrali su nesvojstveni zbog
¢ega je njihovo racunanje izuzetno zahtevno. Kako bi se izbegli singulariteti, tj. polovi i tacke
grananja podintegralne funkcije, koji mogu biti blizu realne ose, integracija se moze vrsiti preko
deformisane putanje u kompleksnoj ravni. U postojecoj literaturi se tada, umesto direktne in-
tegracije duz realne ose [9,10], najéesée pribegava zakrivljenju pocetnog konacénog dela putanje
integracije u prvi kvadrant kompleksne ravni [11-14]. Pokazuje se da za velika radijalna ra-
stojanja ovakav pristup dovodi do znacajne numericke greske integracije, koja se javlja usled
jako velikih vrednosti Beselove funkcije prve vrste za kompleksne argumente [14,15]. Pored
zakrivljenja putanje, u literaturi moze pronaci i pristup u kojem se najpre Beselova funkcija u
jezgru integrala izrazi preko Henkelove funkcije, a potom integracija vrsi preko zatvorene pu-
tanje u kompleksnoj ravni. Medutim, ovakav pristup, iako pogodan za odredivanje pribliznih
analitickih reSenja, moze dovesti do numerickih nestabilnosti i za mala radijalna rastojanja [14].

Polovi i tacke grananja u blizini realne ose prouzrokuju velike greske u numerickom racu-
nanju ZI. Problem odredivanja polova, kao i efikasnog uracunavanja njihovog uticaja je veé
analiziran u postojecoj literaturi [9, 11, 13]. Medutim, same tacke grananja nisu dovoljno de-
taljno proucene [10,16-19], narocito sa numerickog aspekta, iako mogu znacajno usporiti kon-
vergenciju integracije u mnogim slucajevima od interesa. Posebno treba ista¢i da u literaturi
nije detaljno razmatran slucaj sredina sa malim gubicima, gde su tacke grananja kompleksne i
nalaze se jako blizu realne ose, tj. usvojene putanje integracije.



U objavljenim istrazivanjima malo paznje je posveteno razvijanju posebnih predikcionih
formula koje bi za dati tip ZI odredili priblizan minimalan broj integracionih tacaka koji je
potreban da bi se dostigla data tacnost [10]. S obzirom na slozenost ZI, takve formule su
od izuzetnog znacaja za njihovo efikasno racunanje, narocito kod metoda integracije koje nisu
adaptivnog tipa.

Pored potiskivanja uticaja singulariteta u prvom, kona¢nom, delu ZI, potrebno je razmotriti
i racunanje ostatka tzv. repa integrala (eng. tail), ¢iji domen integracije je, analiticki gledano,
polubeskonacan. Za ra¢unanje repa razvijeno je vise metoda, koje podrazumevaju deo-po-deo
integraciju nekom od kvadraturnih formula, a zatim sumiranje u vidu beskonacnog brojnog
niza. Medutim, tek treba ispitati koja od ovih tehnika je najefikasnija za velika aksijalna i/ili
radijalna rastojanja. Sem toga, za odredivanje granica domena repa integrala u literaturi ne
postoje jasne smernice. Pravilna podela domena integracije bi mogla doprineti znacajnoj ustedi
intergacionih tacaka u slucaju ZI.

1.2 Cilj istrazivanja

Glavni cilj ovog rada jeste razvoj jednostavne i robusne numericke metode za efikasno izra-
c¢unavanje Zomerfeldovih integrala za slucaj izvora EM polja u prisustvu razdvojne povrsi dve
homogene, linearne i izotropne sredine, sa visokom i kontrolabilnom tacno$éu za Sirok opseg
elektrickog rastojanja od izvora polja do tacke posmatranja. Razvoj ove metode podrazumeva:

(1) razvoj tehnika za potiskivanje singulariteta usled tac¢aka grananja podintegralne
funkcije ZI, koris¢enjem pogodnih smena promenljivih;

(2) izbor optimalne metode za racunanje repa integrala i njena primena na velika elek-
tricka rastojanja;

(3) odredivanje kriterijuma za optimalnu podelu domena integracije, koja minimizira
utroSak racunarskih resursa (integracionih tacaka);

(4) razvoj formula za odredivanje minimalnog broja integracionih tacaka potrebnog za
dostizanje zadate tacnosti.

Ova metoda treba da omoguéi rac¢unanje ZI sa kontrolabilnom ta¢noséu (do blizu masinske
preciznosti) za aksijalna i radijalna rastojanja od 0 do 1000 A. Time bi se za probleme koji
zahtevaju koris¢enje Zomerfelodovih integrala omogucilo ne samo znacajno efikasnije resavanje
za zadatu tacnost, ve¢ i za red velicine povecanje maksimalne dimenzije resivih problema.

1.3 Polazne hipoteze

Ova disertacija je rezultat istrazivanja koje se zasniva na slede¢im hipotezama:

(1) singulariteti koji poticu od tacaka grananja prouzrokuju jako velike vrednosti pod-
integralne funkcije i/ili njenih izvoda i u opstem slucaju se ne mogu izbeé¢i prostim
zakrivljenjem putanje integracije;

(2) singularni uticaj tacaka grananja se moze potisnuti koris¢enjem pogodnih smena
promenljive;



(3) nakon potiskivanja uticaja singulariteta integracija se moze efikasno izvrsiti po re-
alnoj osi koris¢enjem Gaus-Lezandrove kvadraturne formule;

(4) znacajna uSteda rac¢unarskih resursa u racunanju ZI se moze postié¢i izborom op-
timalne metode za racunanje repa, kao i adekvatnom podelom domena integracije
koja proizilazi iz numerickih osobina podintegralnih funkcija;

(5) zajednicki ¢inioci podintegralnih funkcija impliciraju slicno ponasanje ZI u smislu
konvergencije, iz Cega se mogu odrediti generalne predikcione formule, koje pri-
blizno racunaju minimalan potreban broj integracionih tacaka za postizanje zadate
tacnosti.

1.4 Ocekivani nauc¢ni doprinosi

Ocekivani nauéni doprinosi u ovoj disertaciji su:

(1) razvoj jednostavne i robusne metode za efikasno numericko izracunavanje Zomerfel-
dovih integrala za slucaj izvora u blizini razdvojne povrsi dve sredine, koriSéenjem
realne putanje integracije;

(2) razvoj nove tehnike za poniStavanje singularnog uticaja tacke grananja podintegralne
funkcije primenom pogodnih smena promenljivih;

(3) odredivanje kriterijuma za optimalnu podelu domena integracije na poddomene, u
cilju povecanja efikasnosti integracije;

(4) konstruisanje formula za prora¢un minimalnog potrebnog broja integracionih tacaka
za zadatu tacnost.

1.5 Pregled sadrzaja disertacije po poglavljima

Pregled Zomerfeldove teorije, kao i izvodenja analitickih izraza, neophodnih za pripremu
numerickog racunanja ZI, prikazani su u drugom poglavlju ovog rada

U tre¢em poglavlju, posebna paznja je posvecena ZI koji odgovara skalarnoj Grinovoj funk-
ciji potencijala u slobodnom prostoru. Na tom primeru analizirane su kvantitativne i kvalita-
tivne osobine podintegralne funkcije ZI. Definisane su osnove pristupa za njegovu numericku
integraciju i prikazani su numericki rezultati.

U cetvrtom poglavlju analizirane su specificnosti ZI za slucaj izvora u blizini razdvojne
povrsi dve linearne sredine. Razvijanjem posebnih tehnika, formiran je nov pristup resavanju
Z1 za sirok opseg elektrickih rastojanja.

U zakljucku su istaknute najvaznije osobine, kao i ogranicenja predlozenog pristupa za
numericko racunanje Zomerfeldovih integrala.



2 Teorija Zomerfeldovih integrala

2.1 Uvod

U ovom poglavlju bi¢e izvedene jednacine neophodne za razmatranje problema elementarnog
strujnog dipola u blizini razdvojne povrsi dve linearne sredine. Naime, vide¢emo da izrazi za
reSenje ovog problema nisu u zatvorenom obliku, ve¢ su dati kao skup nesvojstvenih integrala
koji nemaju analiticko resenje. S obzirom da je nas pristup numericki i zasnovan na egzaktnom
integralnom izrazu [1], u ovom poglavlju ¢emo takode istaéi izazove u numerickom racunanju
pomenutih integrala.

Pionirski rad Zomerfelda [1] bavio se odredivanjem elektromagnetskog polja vertikalnog
Hercovog dipola smestenog na povrsi realnog zemljista. U tom radu realno zemljiste je mode-
lovano kao homogeni poluprostor sacinjen od nesavrsenog dielektrika, stoga je razdvojna povrs
ravan na kojoj je potrebno zadovoljiti grani¢ne uslove za tangencijalne komponente vektora
jacine elektri¢nog i magnetskog polja. Zomerfeldov pristup pociva na pretpostavci da se inci-
dentni sferni talas Hercovog dipola moze predstaviti pomocu superpozicije ravnih uniformnih
transverzalnih elektromagnetskih (TEM) talasa. Ravni uniformni TEM talasi se pokazuju kao
pogodna predstava incidentnog polja, jer omogucavaju lako zadovoljavanje granic¢nih uslova,
sto predstavlja glavni izazov u familiji problema izvora zracenja u blizini beskonac¢ne razdvojne
povrsi.

Posmatrajmo proizvoljno orijentisan Hercov dipol duzine Al, efektivne vrednosti prostope-
riodi¢ne struje I i ucestanosti w, koji se nalazi u homogenom linearnom pouprostoru (sredina
1) permitivnosti €; i permeabilnosti 1, kao na slici 2.1. Dipol se nalazi na z-osi u tacki
r' = (0,0, 7), iznad razdvojne povrsi sa sredinom 2, ¢ija permitivnost i permeabilnost iznose
€9 1 119, respektivno. Neka je nasa tacka posmatranja (tacka u kojoj posmatramo polje) data
proizvoljnim koordinatama r = (z,y, z). Potrebno je analiticki odrediti izraze za vektore jacine
elektricnog i magnetskog polja u tacki P(x,y, z). Problemu pristupamo prateé¢i postupak dat
u [6] gde se incidentni sferni talas predstavlja kao superpozicija beskonaéno mnogo ravnih ta-
lasa, a elektromagnetsko polje se odreduje posredstvom magnetskog vektor-potencijala A. S
obzirom na prostoperiodi¢nu prirodu elementarnih izvora zracenja, problem ¢emo analizirati u
kompleksnom domenu.

Izraz za incidentni magnetski vektor-potencijal proizvoljno orijentisanog Hercovog dipola
glasi

e*jklRl

U1
A =LAl = ,
g %= R,

A7

(2.1)

/|_

gde je IAl vektor strujnog elementa, k; = w,/é;uy talasni broj u sredini 1, Ry = |r —r

\/ 224+ y?+ (2 — 2')?, a g; je Grinova funkcija za potencijal u slobodnom prostoru. Incidento
polje Hercovog dipola ¢e indukovati u sredini 2 sekundarne izvore zracenja (struje i naelektri-
sanja) koji ¢e za uzvrat prouzrokovati rasejano, tj. reflektovano polje.
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8y

Ry B,

Slika 2.1: Proizvoljno orijentisan dipol iznad razdvojne povrsine dve linearne sredine.

Grinova funkcija za slobodan prostor (2.1) se takode moze predstaviti dvostrukim integralom
[2,6] (videti dodatak A)

jky 2 " k1 (zsinf in 0 si | cos0) s
g =—= / el 1(z sin 6 cos ¢4y sin 0 sin ¢p+|z—2'| cos )SIH 9d9d¢ (22)
0 p=—m

2 60—

gde su 0 i ¢ ugaone koordinate (slika 2.1). Zbir u zagradi u u izrazu (2.2) mozemo zapisati i
kao skalarni proizvod R; - n, gde je Ry = i, + yi, + (¢ — )i,

nj = sinfcos i, + sinfsinpi, — cosfi,, z <2z

n; =sinfcos i, +sinfsindi, + cosfi,, z> 7
Iz ovakvog eksponencijalnog oblika sledi da se dati integral moze formalno posmatrati kao bes-
konac¢na suma ravnih skalarnih talasa, koji se prostiru duz pravca i smera vektora n. Primetimo
da se integracija po 6 vrsi u kompleksnoj ravni i da za kompleksno 6 rezultujuéi ravni talasi nisu
transverzalni. Putanja integracije po € se obi¢no deli na dva pravolinijska segmenta: realni,

od 0 do 7/2, i kompleksni, od (§ + j0) do (§ + joo). Dalje, integracijom po uglu ¢ dobijamo
integralni oblik Grinove funkcije za incidentni potencijal (videti dodatak A)

l+joo
g = —ik / o olphy)e 10 sin g, (2.4)
0

gde je p radijalna koordinata u cilindricnom koordinatnom sistemu

p =2+ y2 (2.5)

Uvodenjem smene

k, = kisin0, (2.6)



dobija se Zomerfeldov identitet

e_jklRl

gi:T

& n. e ky,dk
_ / Jo(pk,p)eszfz \‘/kpfk:l pvp ’ (27)
0 N

pri ¢emu kompleksna korena funkcija u (2.7) uzima vrednosti iz glavne grane. Drugim rec¢ima,
ako je w € C proizvoljan kompleksni broj, onda se za broj u = y/w moze napisati

(2.8)

Re{u} >0, arg{u}e <—g, a ,

odakle sledi da je v/—1 = +j. Odabir ove grane, ¢iji zasek je definisan polupravom u kom-
pleksnoj ravni (—oo, 0], nije slucajan. Naime, tako definisana korena funkcija nam omogucéava
da promenljivu k, uvedenu u smeni (2.6) interpretiramo kao algebarsku vrednost horizontalne
projekcije talasnog vektora k; = kin, koji odgovara smeru i pravcu fazne brzine ravnog talasa
u sredini 1. Sa druge strane, ako korenu funkciju iz izraza (2.7) napisemo kao

Vor = \[k) — KE =]y kT — k3 = jkaa, (2.9)

mozemo k,; = kjcosf interpretirati kao algebarsku vrednost vertikalne projekcije talasnog
vektora k.

Interakcija incidentnog sfernog talasa sa razdvojnom povrsi se sada, posredstvom Zomerfel-
dovog identiteta, moze razmatrati pomocu incidentnih, reflektovanih i transmitovanih ravnih
talasa. Na toj povrsi, tj. u ravni odredenoj sa z = 0, potrebno je zadovoljiti grani¢ne uslove za
rezultantno elektriéno i magnetsko polje. Vektore jacine elektricnog i magnetskog polja mozemo
izraziti preko magnetskog vektor-potencijala. Ukupno elektriéno polje jednako je zbiru induko-
vanog i elektri¢nog polja usled viska naelektrisanja

E = Eijq + Eq
(2.10)
= —jwA —gradV,
gde je V elektricni skalar-potencijal. Koriste¢i Lorencov uslov div A = —jweuV i vezu magnet-

skog vektor-potencijala i vektora magnetske indukcije rot A = B, za linearnu sredinu dobijamo
izraze za vektore elektricnog i magnetskog polja

1
E=—-jw|A+ = grad(divA)|,
(2.11)
1
H=—rotA,
i

gde je k = w /en, a € i p su permitivnost i permeabilnost proizvoljne homogene linearne sredine.



2.2 Integralni oblik Grinove funkcije za rasejani i
transmitovani magnetski vektor-potencijal

Rezultantni potencijal u sredini 1 jednak je zbiru incidentnog i rasejanog potencijala, a u
sredini 2 transmitovanom potencijalu:

A=A+ A,
(2.12)
A2 == At-

Za odredivanje Grinove funkcije rasejanog, odnosno transmitovanog potencijala, potrebno je
resiti sistem diferencijalnih jednacina koje slede iz granic¢nih uslova za tangencijalne kompo-
nente vektora jacine elektricnog i magnetskog polja datih izrazima (2.11). ReSavanjem sistema
jednacina i pretpostavljanjem pogodnih integralnih oblika rasejanog i transmitovanog potenci-
jala odreduju se nepoznati koeficijenti refleksije i transmisije, koji se direktno mogu primeniti
na Grinovu funkciju predstavljenu sumom elementarnih ravnih talasa. Problem odredivanja
potencijala proizvoljno orijentisanog Hercovog dipola se svodi na odredivanje potencijala dve
ortogonalne komponente Hercovog dipola. Bez umanjenja opstosti, problem se moze dekompo-
novati na komponentu vertikalnog i horizontalnog Hercovog dipola.

2.2.1 Vertkalni Hercov dipol

Neka je Hercov dipol sa slike 2.1 vertikalno orijentisan i definisan strujnim elementom Al =
IAli,. Tada je incidentni magnetski vektor-potencijal

. M1 .
Ai = Ai z — —[Al i1z, 213
i = L IALg (2.13)

Rasejani i transmitovani potencijal se mogu predstaviti kao

A =BInig i
47 ’
(2.14)
A=2100g,0
47 ’

gde su g . 1 gt ., odgovarajuce Grinove funkcije. Na osnovu Snelovog zakona i Grinove funkcije
za slobodan prostor koja je predstavljena pomoc¢u sume elementarnih ravnih talasa (2.2), za ra-
sejani i transmitovani potencijal moze se pretpostaviti slican integralni oblik Grinovih funkcija,
koji ¢emo sada razmotriti.

Elementarni reflektovani ravni talasi odbijaju se pod istim uglom 6 kao i incidentni iz pod-
integralne funkcije (2.2). Stoga je eksponencijalni faktor koji karakterise propagaciju elemen-
tarnih reflektovanih talasa dat izrazom e *17% ode je

n, = sinfcos ¢i, + sinfsin ¢ i, + cosfi, (2.15)

ort koji odreduje pravac i smer prostiranja reflektovanih talasa. Konacno, u izrazu za re-
flektovani talas figurise i faktor R.,(k,), koji predstavlja generalisani koeficijent refleksije za
z-komponentu potencijala i smatra¢emo ga, zasad, nepoznatom funkcijom. Sumiranjem (inte-



graljenjem) svih reflektovanih talasa dobijamo
ik 3Hieo . . o
Groz = _~]_1 / —Jkl(xschos¢+ysm951n¢+zcos€) sin 9d9dgb (216)

Kao i u postupku za incidentni potencijal, integraljenjem po ¢ i uvodenjem smene (2.6), dobija
se Zomerfeldov oblik Grinove funkcije za rasejani potencijal vertikalnog Hercovog dipola

> bk,
Gr 2z =/ R (ky)Jo(pky)e =" ——F " (2.17)
0 z1

Ako uvedemo novu funkciju R, (k,) = R._(k,)e’**', onda je

kol

2.18
V=1 ( )

Gros = / R (k) Jo (phy o1+
0

Analogno prethodnom izvodenju, u izrazu za transmitovani potencijal sumiraju se elemen-
tarni transmitovani talasi. Transmitovani talasi se kre¢u u pravcu i smeru orta n; i to kroz
sredinu 2, pa je eksponencijalni faktor koji karakterise propagaciju e *2r 2t gde je

n, = sin f; cos ¢ i, + sin ; sin ¢ i, — cos b;i, (2.19)
a ugao prelamanja 6; sledi iz Snelovog zakona
kosin 6, = kysiné, (2.20)

gde je ko = w, /x5 talasni broj u sredini 2. Sledi integralni oblik transmitovanog potencijala
Jkl st m / —jka(z sin 0t cos ¢p+y sin Oy sin p—z cos Ot) _:
Gtzz = T, (0)e™ "™ ‘ ysinbe * sin 0dOd¢, (2.21)
0= =—7

gde je T (0) nepoznati generalisani koeficijent transmisije za z-komponentu potencijala. Ko-
riSéenjem smene (2.6), relacije (2.20) i integraljenjem po ¢ dobijamo Zomerfeldov oblik trans-
mitovanog potencijala vertikalnog Hercovog dipola

o k,dk,
Gt,zz :/ Tzl'z(k )Jo(pk' )G’Yﬂz ’y s (222)
0 z1

gde je



Uvodenjem pomocéne funkcije T..(k,) = T/, (k,)e?*1*" dobija se nesto jednostavniji izraz.

k,dk,

2.24
V=1 ( )

Gt,zz = / Tzz(/{Zp)JO(p]{;p)e*’Yzlz/Jr’YzQz
0

Pomoc¢u grani¢nih uslova mozemo odrediti nepoznate funkcije R..(k,) i T..(k,). Tangenci-
jalne komponente vektora jacine elektricnog i magnetskog polja na razdvojnoj povrsi su u
cilindricnom koordinantnom sistemu date izrazima Ei., = E,i, + Fgly 1 Hyn = Hpi, + Hyig,
respektivno. Posto vertikalni Hercov dipol proizvodi magnetski vektor-potencijal koji ima samo
z-komponentu, iz (2.11) odredujemo algebarske vrednosti tangencijalnih komponenti polja

2
E, = —jwl 1Al [iag(p’z)}, E, =0,

e 47 k2 W
(2.25)
IALT dg(p, 2)
¢ 47T [ ap ) p 5
gde je prema (2.12)
| 1= gi+ G-, usredini 1
g(p7 Z) - { 92 — gt7zza u Sredini 2 ) (226)

ukupna Grinova funkcija potencijala. Na razdvojnoj povrsi sredina 1 i 2, na kojoj nema kon-
dukcionih struja, vazi

M1 62 (91 + gr zz) M2 82gt 2z
E anl — E an = ST A = 7 )
fant 7 Htan2 k2 9poz k2 0pdz

(2.27)
a(gl + gr,zz) o 8gt,zz

Han :Han = = .
tan1 tan2 9 p

Ako izraz (2.27) integralimo u granicama od p do oo dobijamo

8gt,zz
0z (2.28)

dg
KL = ok
IU/l 2 az lu2 1

91 - gt,ZZ7
a uvrséivanjem (2.7), (2.18) i (2.24) dobijamo dve integralne jednacine

o ' k,dk
| s (= Besl) = ok raTecl)| by o7 552 o
’ ’ (2.29)

Jk,dk,
V=1

/OOO [1 + R..(k,) — Tzz(k?p)] Jo(pk,)e =1 0.

[zjednacavanjem izraza u uglastim zagradama sa nulom, sledi sistem od dve algebarske jednacine



po R..(k,) 1 T..(k,), cije resenje glasi

o #11{33’721 - #Qk%7z2

RZZ k: - Y
( p) Mlk%7z1 + MQk%’Vﬁ

(2.30)
_ 2#1%%1
#1]{:%’721 + MQk:%'YzQ'

Tz (kp)

Konacno, integralni oblik Grinovih funkcija rasejanog i transmitovanog potencijala glasi

 prk3y.a — pokiv. wk,dk

Orzz = / m 3/}/ ! o éfy 2J0(pkp)6_721(z+2 )u, (231)
0o Mikaya1 + pokiyze Va1
& 211 k2. / k. dk

gt,ZZ :/ 2 lLLl 27 ! 2 J(](pkp)eifyzlz JF'YzQZu. (232)
0 M1k3Ya1 4 pekivae Y21

2.2.2 Horizontalni Hercov dipol
Pretpostavimo da je Hercov dipol sa slike (2.1) orijentisan horizontalno, tako da je paralelan
x-osi. Tada je incidentni magnetski vektor-potencijal

. H1 .
Ai = Ai x — —[Al ily, 2 3
i = 2L IALg (2.33)

gde g; ima isti oblike kao u (2.7). Sledeéi [6,20], usvajamo pretpostavku da se grani¢ni uslovi
mogu zadovoljiti potencijalom koji ima dve komponente, naime x i z. Uvodenjem novih Gri-
novih funkcija, rasejani i transmitovani potencijal izrazavamo na slede¢i nac¢in

A, = Z—;mz (Graols + Grsols) | (2.34)
A, = Z—;mz (Gowols + Gosols) - (2.35)

Grinove funkcije ¢; yuy Gtzws Grzz 1 G20 Predstavljaju odzive odgovarajucih komponenti poten-
cijala na z-orijentisani Hercov dipol.

Na isti na¢in kao u prethodnom odeljku uvodimo nepoznate generalisane koeficijente re-
fleksije i transmisije i modifikujemo eksponencijalni faktor u odnosu na Grinovu funkciju za
slobodan prostor. Za z-komponentu potencijala Zomerfeldov oblik funkcija g, o 1 gt glasi

k,dk,

Or zx :/ Rxx(kp)JO(pkp)e_’YZl(z—’—Z/) (236)
0 Y21
o ' k,dk
Gtze = / T$$(k:p)<]0(pkjp)eif\/21z +7z22%. (2.37)
0 z1

Za nas pretpostavljeni oblik potencijala, tangencijalne komponente elektricnog i magnetskog
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polja za obe sredine slede iz (2.11)

. 10 IAl dg,

Jw47T {g 207 v g} I Oy
(2.38)

4 IAl (Ogo  Og.
J 4 [k28 1Vg:|7 y A <8y a;p)
gde je
| 81 = (9 + Grx)ic + Gr20l., usredini 1
8~ { g2 = Goaale + Gt 2oz, u sredini 2 (2.39)

Iz graniénih uslova za vektor jacine elektricnog polja imamo sledece jednakosti za Grinove
funkcije potencijala:

1 0 9 0
Ml(gi + gr,xx) k2 a div g1 = :qut,J:J: k2 a div g2, (240)
M1 8 . 8
k—%a—y div g1 = ]{}2 8 div g2- (241)

Kao u izvodenju za vertikalni Hercov dipol, integracijom izraza (2.41) po y dobijamo
prks div g = pgki div gy, (2.42)
¢ijom zamenom u (2.40) dobijamo
11(Gi + Grax) = HoGsza- (2.43)
Posmatrajuéi granicne uslove za vektor ja¢ine magnetskog polja, imamo

agr,zx . agt,xx

T (2.44)
9(gi gzgr,m) B 8g;zx _ 0gatjx B 0%;;,; (2.45)
Integraljenjem po y dobijamo jednakost
Jrzz = Gt,za- (2.46)
Ubacivanjem dobijene jednakosti u (2.45), dobija se
(g + graw) _ e (2.47)

0z 0z

11



Jednacine (2.43) i (2.47) omogucavaju odredivanje nepoznatih koeficijenata refleksije i trans-
misije za z-komponentu potencijala. Zamenom (2.7), (2.36) i (2.37) u (2.43) i (2.47) dobijamo
sistem jednacina

> k,dk,
0 z
(2.48)
~ o k,dk,
|:1 + R;,;;,;(kp) - Trm<kp)] J(J(pkp)e e T =0.
O 4

Ako izraze u uglastim zagradama izjednacimo sa nulom i resimo ih po Ry, (k,) i Ty (k,), sledi

H17Y21 — 2722
R, (k) = ————=—, 2.49
( p) HU1Yz1 + U222 ( )

2417
Too(k,) = — 1L (2.50)
H17Yz1 + 222

Konacni izrazi za horizontalnu, tj. z-komponentu Grinovih funkcija reflektovanog i transmito-
vanog potencijala, glase

s = / s T MYz g o) B0 1)
’ 0 H1Yz1 + M2z Va1

Giww = /Oo %Jo(pkp)e_””'”ﬁ@. (2.52)
0 M17z1 T H27z2 Va1

Preostalo je jos da odredimo Grinove funkcije za z-komponentu potencijala, ¢, .. i g ... Na
osnovu (2.42) i 2 Jo(u) = —9%J;(u), mozemo napisati

agr,zm ag 2T 8g ,TT a(.ql + gr,mm>
e e L T

2

k-dk
= €036 ki Ty Iy) = iRS(L+ Rual)] (= Dloky) o722 (259)

gde je cos¢p = x/p (slika 2.1). Zakljucujemo da Grinove funkcije g, ., 1 g ., treba potraziti
u obliku slicnom izrazu (2.53). Stoga pretpostavljamo sledeée integralne oblike pomenutih
Grinovih funkcija

/{:Qdk

Orze = COSCb/ za: )J1(,0k7 )e a1 (2427) ’y : (254)
0 k‘2dk3

Gt,za = COSgb/ sz(k?p)J1(pkp) e #17 222 i)y (255)
0 z1

Kombinujuéi izraze (2.46), (2.53), (2.54), (2.55) i jednakost 1 + R,,(k,) = T, (k,) dobijamo

12



dve integralne jednacine,

COS¢/ [ - leg'Ylezx(kp) - M2k%7z2sz(kp) + (:qu:% - Mlkg)T$w(kp)]
0

3 ,k:2dk:p
Ji(pky)e % L—= =0, (2.56)
f}/zl
> k2dk
Ccos gb/ [sz(k‘p) — sz(kp)] Jq (pk;p)e_’Yzl(Z-‘rZ y_p P 0.
0 721

Ponovo izjednacavamo izraze u uglastim zagradama sa nulom, kako bismo dobili sistem od
dve algebarske jednacine. Njihovim resavanjem dobijamo generalisane koeficijente refleksije
i transmisije za vertikalnu komponentu potencijala usled delovanja horizontalnog Hercovog
dipola,

poki — pak3 poki — k3 2011721
Too(ky) = Rou(ky) = —5— e Toa(ky) = — 15— 2 . . (257)
firkya 4 p2kivz fraks e+ pokivze e fra7e
Sada kompletni izrazi za z-komponentu Grinove funkcije rasejanog i transmitovanog potencijala
glase

[e%s} kQ _ kQ 2 ; ) k?2dk’
Jrzo = COS P Gr za = COS(b/ Il? — g : Hie! J1 (/)/fp)e_%l(zﬂ oy
o M1kSYz1 + ki pya1 + 272 Va1
(2.58)
[e%¢) kQ _ kQ 2) ; ) k’Qdk’
Gt,20 = COS D Gt 2z = cos¢/ ,122 - M g ) H17z1 J1(pk,)e 1% +7=22 3
o M1kdVa1 + pokivae  paya + 272 Va1
(2.59)

gde su veli¢ine g, ., 1 g ., normalizovane Grinove funkcije bez faktora projekcije cos ¢.
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2.3 Izrazi za vektore jacine elektricnog i magnetskog
polja

U ovom odeljku ¢emo izvesti izraze za vektore jacine elektricnog i magnetskog polja verti-
kalnog i horizontalnog Hercovog dipola. Zbog preglednosti, tabelarno ponovo navodimo izraze
za incidentni, rasejani i transmitovani magnetski vektor-potencijal,

A= %mz gii, A, = %mz Geon i,
m m
za vertikalni Hercov dipol, (2.60)

At - &IAZ Gt,2z iza
4 ’

Ai = %IAZ Gi ixa Ar = %IAZ (gr,xmix + gr,zxiz) )
m m
za horizontalni Hercov dipol. (2.61)

At - Z_;_IAZ (gt,mxix + gt,zxiz) 5

Primenom (2.11) na (2.60) i (2.61), dobijamo konac¢ne izraze za tri komponente polja: inci-
dentno, rasejano i transmitovano.
Incidentno polje vertikalnog dipola je dato sa

. P g . 1 Pgi].
E; = —jw—IAI L+ 20 2.62
Ly {828p1p * lg * k3 022 ' (262)
IAl agl .
Hi=——|—F]1, 2.63
S (263)
a rasejano i transmitovano polje sa
E _ _.wﬂ[l,Q] IAI 62g[r,t]zzi + + 1 62g[r,t]zz i (2 64)
[r,t] J An 8,28/) p Gl t)z2 ]if[21,2] 02 z (> .
IAl OGjr 122
Hy = —— i, 2.65
= |- g 265)

gde indeksi r i t oznacavaju rasejano i transmitovano polje, respektivno, a indeksi 11 2 prvu,
odnosno drugu sredinu.
Za horizontalni dipol, incidentno polje je opisano izrazima

. 1 0%gi].
E, = —JwEIAZ{Cosqﬁ lgi + k:_% 57 | i,
1 9gi] .
—sing |¢i+ —5——|1 2.66
{ kpdp| * (266)
1 2 ].
+cos ¢ {k_%apaz_ 12},
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i+ |52, (267)

a rasejano i transmitovano

W 1 82g[r,t}:m: 82g[r,t]zm ] .
E, g =—jwu—=1Al 'tz
. 1 ag[r t]zx 8g[r t]zm>- .
—SinQ | G gjas + ( Mre : i (2.68)
[ T g O 0= |7

_ 1 82g[r,t]mm an[r,t]zm .
+COS¢ [g[r,t}zx—i_ k[21 ) < apaz + 82’2 ) 1; o,

IAL) . 89 rtlzz 1_ .
H[r,t] = —W{Sln(b [% - ;g[r,t}zx 1,

ag[r,t}:m: . ag[r,t]zm-
0z dp

+cos ¢ { i (2.69)

8g[r,t]mm- .
+l op | 1 .

Napominjemo da je skalarna Grinova funkcija za incidentni potencijal poznata u analitickom
obliku i zajednicka je za horizontalni i vertikalni Hercov dipol. Njeni izvodi se, stoga, dobijaju
takode analiticki. Grinove funkcije za rasejani i transmitovani potencijal, g; ., Gr.2z: Gr.azs Gtz
Grzz 1 G20, kao 1 njihovi jednostruki i dvostruki parcijalni izvodi, koji figuriSu u izrazima za
elektromagnetsko polje, odgovaraju razlic¢itim Zomerfeldovim integralima. S obzirom na njihovu
slicnu strukturu, mogu se predstaviiti u generalisanom obliku. Parcijalni izvodi po z koordinati
svode se na izvod eksponencijalne funkcije i rezultuju mnozenjem podintegralne funkcije sa
(=7, sgn z). Parcijalni izvodi po p-koordinati uti¢u samo na Beselov faktor u podintegralnoj
funkciji, pa je tu potrebno koristiti poznate formule za izvode Beselove funkcije prve vrste,

Jo(u) = =Ji(w),

. (2.70)
() = Jo(u) — %Jl(u), (lim Silw) %) |

u—0 u

Sada mozemo generalisani oblik rasejanog i transmitovanog Zomerfeldovog integrala izraziti
kao
khdk,

Sfﬁjﬁﬂ(ﬂa z,2') :/ K (kp) Ji(pk,)e =1 17012l (o Sgnz)mpv—l, (2.71)
0 z

gde je
K(k,) = Ruv(kp), 7= 721, za rasejano polje,

(2.72)
K(k,) = Tuw(k,), 7:=1722, za transmitovano polje,
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wv € {zz,zx,zx}, | € {0,1}, m € {0,1,2} i n € {1,2,3}. Kona¢no, pomocu generalisanog
oblika ZI mozemo zapisati sve Grinove funkcije i njihove parcijalne izvode koje se javljaju u
izrazima (2.64), (2.65), (2.68) i (2.69). Integrali za vertikalni Hercov dipol su

g[r t}ZZ = S[Or:?:jiz, (273)
O 4)2»
g[aﬁ = =Sz (2.74)
0 gr == 112
9p0z Ve (2.75)
82g[r,t}zz 0.2.1
022 - [rltjzz’ (276)
a za horizontalni,
v tlzx = S&%’;x, (277)
OGpr 4]z
g[aﬁ = ~Sjotiea (2.78)
82g[rﬂmﬁ 1 1,0,2 0.0.3
8p2 - _S[rlt]’mm - [r7t}’:v:v’ (279)
82g[r,t}:m: 1,1,2
op0z Ol (2.80)
9 t)aa 0,1,1
0z - S[ryﬂl“l“’ (2.81)
g[r,t}zx = S[lr:%’zx’ (282)
ag[r,t}z:v 0,0,3 1 1,0,2
9y~ Sidm — S (2.83)
p )
82g[r,t}zx 0.1.3 1 119
apaz S[rlt}’ZJB - S[r t]zz? (284)
O 4] 20
T = S (2.85)
82g[r,t}zx _al22 ) 86
022 [r,t]zz" ( X )
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3 Zomerfeldov integral za slucaj
slobodnog prostora

3.1 Uvod

U ovom poglavlju razmotricemo Zomerfeldov integral koji odgovara Grinovoj funkciji mag-
netskog vektor-potencijala u slobodnom prostoru, tj. incidentnoj Grinovoj funkciji. Ovaj naj-
jednostavniji primer pogodan je za sagledavanje osnovnih osobina ZI sa aspekta numericke
integracije, mada je njegovo resenje u analitickom obliku poznato. Upravo to analiticko resenje
bice iskoriséeno za egzaktno odredivanje relativne greske u numerickom izracunavanju integrala.
Egzaktno odredena relativna greska nam omogucava pouzdanu empirijsku procenu tacnosti, efi-
kasnosti i robusnosti primenjenog pristupa.

Bez umanjenja opstosti, posmatrajmo slucaj skalarnog sfernog talasa koji se prostire kroz

vakuum, a ¢iji izvor je smesten u koordinatni pocetak cilindricnog koordinatnog sistema, kao
sto je prikazano na slici 3.1. Analiticki oblik odgovarajuée Grinove funkcije je

( ) e JkoR e—jkm/p2+z2 (3 1)
,2) = = , .
go\p R r e

gde je ko = w/€ofip talasni broj u vakuumu. Iz Zomerfeldovog identiteta (2.7) sledi integralni
oblik,

dolps2) = / Jo(phy)e ViR _Fedks (3.2)

0 N

Numericko izrac¢unavanje integrala (3.2) je izuzetno zahtevno. Radi boljeg razumevanja sloze-
nosti problema, analizira¢emo njegovu podintegralnu funkciju. Podintegralna funkcija se sastoji
od tri osnovna faktora: Beselove funkcije prve vrste i nultog reda, eksponencijalnog faktora i
iracionalnog faktora.

Az

€0, Mo

=V

Slika 3.1: Scenario u vakuumu sa skalarnim talasom ¢iji je izvor u koordinatnom pocetku.
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Beselove funkcije prve vrste imaju oscilatornu prirodu, a njihova anvelopa opada sa pove-
¢anjem realnog argumenta (slucaj kompleksnog argumenta Beselove funkcije ¢e biti razmatran
u odeljcima 3.6, 4.5 1 4.6). Na slici 3.2 prikazani su grafici Beselovih funkcija prve vrste, nultog
i prvog reda. Uocavamo da se brzina opadanja nivoa anvelope smanjuje sa porastom u. Kako
su ZI nesvojstveni, tj. gornja granica integracije je beskonacna, korisno je poznavati ponasanje
Beselove funkcije prve vrste za velike vrednosti realnog argumenta. Priblizna asimptotska
formula u tom slucaju glasi [21]

2
Jy(u)zwlﬁcos(u—%—g), u—o0, v=0,1L1. (3.3)

1.5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 3.2: Beselove funkcije Jo(u) i Ji(u).

Eksponencijalni faktor u izrazu (3.2) je kompozitna funkcija, a za argument ima korenu
funkciju 4 /k2 — k3. Grafik eksponencijalnog faktora je prikazan na slici 3.3 za k, € R, z = 2,
gde je Ao = 27 /ko. Vidimo da je za k, < ko eksponent Cisto imaginaran, pa ovaj faktor
ima oscilacije konstantne anvelope, koje se zgusnjavaju porastom argumenta. Ako je k, > ko,
eksponencijalni faktor postaje realna opadajuca eksponencijalna funkcija. Korena funkcija
ima tacke grananja ili algebarski kriticki singularitet [22,23] u k, = %ko, pa u njima izvod
nije definisan. Ako razmotrimo samo jednu granu korene funkcije, njeni izvodi su beskonacni
u datim tackama. Ovo singularno ponasanje evidentno je na slici 3.3 imajuc¢i u vidu ostar
ekstremum za k, = ky. Kao Sto ¢emo videti, brze promene funkcije u okolini %, zahtevace
mnogo integracionih tacka za dobijanje prihvatljivih vrednosti relativne greske.

Treéi faktor integranda u (3.2) je iracionalna kompleksna funkcija, ¢iji grafik je prikazan na

slici 3.4. U ovom faktoru se ponovo javlja ista korena funkcija 4 /k2 — k%, ovog puta u imeniocu.

Ako argument tezi tacki grananja, k, — ko, integrand tezi beskonacnosti. Ovaj singularitet
dodatno otezava numericku integraciju. Pored osobina prekidnosti i singularnosti, isticemo i
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grani¢nu vrednost iracionalnog faktora za veliko k,,,

k

lim L

k‘p—)oo /k?) _ k% -

= 1.

1.5 T T T T T T
Re
———'Tm |
_1.5 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
ko /Ko

Slika 3.3: Eksponencijalni faktor podintegralne funkcije integrala gg za z = 2Ag.

10 . ; . :
5+
c'q&lo J [ PO SV SRR SRRV SOOI USRI VSR SIS =
e N T e e
-~
AN
\
\
\
5L \ i
|
|
|
|
!
_10 1 1 1 1 II 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6
ko/ko

Slika 3.4: Iracionalni faktor podintegralne funkcije integrala gg .
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Posmatrajmo sada zdruzen efekat datih faktora unutar kompletnog integranda. Na slici 3.5
prikazan je primer integranda za p = 10\g i 2 = 0,5)\y. Vidimo da anvelopa integranda raste
za k, € [0, ko), Sto ukazuje na jak uticaj iracionalnog faktora, ¢iji moduo takode raste u datom
intervalu. Mozemo primetiti da u istom intervalu postoje oscilacije i kod realnog i kod imagi-
narnog dela integranda, Sto je rezultat delovanja Beselove funkcije i eksponencijalne funkcije
imaginarnog argumenta. Na intervalu desno od singulariteta, k, € (ko,00), dominira utica]
eksponencijalne funkcije realnog argumenta, zbog ¢ega anvelopa integranda opada relativno
brzo ka nuli.

0.5

Re
0.4+

———.Im

.o
w
T

Integrand
e .C’
Q — [\

1
e
—_

|
o
[N}

|

o

w
T

-0.5 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

ko /ko

—_—————— =

1.2 1.4 1.6

Slika 3.5: Ukupna podintegralna funkcija integrala gg za p = 10Ag i z = 0,5)\g.

U praksi, od posebnog je interesa scenario gde su tacka posmatranja i izvora, u elektrickom
smislu, blizu razdvojne povrsi, ali daleko jedna od druge, tj. kada je p > Ao i |z] < Ap.
Tada je uticaj eksponencijalnog faktora prakticno zanemarljiv, Sto rezultuje veoma sporom
opadanju nivoa anvelope repa integrala, tj. u intervalu k, € (0, 00). Primer takvog integranda
za p =10\ i z = 1073\, prikazan je na slici 3.6.

Interesantan je i suprotan slucaj, kada je p < |z|. Na slici 3.7 prikazan je primer integranda
za p=10"3)\gi 2z = 10)\¢. U ovom slucaju imamo potiskivanje uticaja Beselove funkcije i njena
vrednost je prakticno jednaka jedinici u posmatranom intervalu. Dominantno z sa jedne strane
stvara jake oscilacije koje se zgusnjavaju u okolini singulariteta, a sa druge, prouzrokuje naglo
opadanje eksponencijalnog faktora, a time i nivoa anvelope za k, > ky. Tako brza promena
funkcije iziskuje veliki broj tzv. integracionih tacaka (¢vorova) u kvadraturnim integracionim
formulama [24].

Na osnovu prikazane analize, mozemo sumirati osnovne izazove u rac¢unanju datog Zomer-
feldovog integrala po realnoj osi, tj. na intervalu k, € [0,00). Na prvom mestu tu je dualna
oscilatorna priroda integranda koja potice od Beselove i eksponencijalne funkcije. Za veliko
elektricko rastojanje tacke posmatranja, (p > X\g) V (|z] > A\o), pojavljuje se veliki broj gustih
oscilacija u intervalu k, € [0, ko), Sto iziskuje mnogo integracionih tacaka, odnosno rac¢unarskih
resursa. Drugi problem jeste singularitet u k, = ko, u ¢ijoj okolini se takode mora predvideti
veliki broj integracionih tacaka. Na tom mestu podintegralna funkcija se izuzetno brzo menja,
narocito za |z| > )\, kada eksponencijalni faktor u okolini ki prouzrokuje jaku strminu (ve-
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liki prvi izvod). Konacno, rep integrala ima teorijski beskona¢nu gornju granicu, zbog Cega se
mora odabrati mesto odsecanja, tj. skraé¢ivanja domena (eng. truncation). Za dostizanje zeljene
tacnosti racunanja integrala u okviru zadatih racunarskih i vremenskih resursa, odsecanje je
veoma vazno za slucaj malog z, kada anvelopa repa sporo opada.
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Slika 3.6: Ukupna podintegralna funkcija integrala gy za p = 10\g i z = 1073 ).
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Slika 3.7: Ukupna podintegralna funkcija integrala go za p = 1073\ i 2z = 10).
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3.2 Tehnike za racunanje konacnog dela Zomerfeldovog
integrala za slobodan prostor

Kako bismo savladali sve pomenute izazove numerickog racunanja ZI za slobodan prostor,
a kasnije i ostalih ZI, razmotricemo tehnike koje, u skladu sa ciljevima iz uvoda, formiraju
jednostavnu, robusnu i efikasnu metodu numericke integracije date funkcije. Na ovom mestu
navodimo polazne parametre analize integrala (3.2), na osnovu koje ¢emo razviti pomenute
tehnike.

S obzirom na osetljivost kompleksnih putanja integracije u odnosu na elektricko rastojanje
tacke posmatranja od izvora [12-14], a nas interes jeste Sirok opseg koordinata p i z, realna
putanja integracije predstavlja logican izbor i polaznu pretpostavku problema. Za razliku od
kompleksnih putanja koje mogu biti posledica slozenih transformacija podintegralne funkcije
[14,25-27], realna putanja ne modifikuje jezgro, a time ni sustinsku prirodu polaznog ZI, zbog
¢ega ovaj izbor doprinosi jednostavnosti usvojenog pristupa.

Zbog svoje pouzdanosti i efikasnosti u racunanju integrala [28-30], u ovom radu se oslanjamo
na Gaus-Lezandrovu (GL) kvadraturnu formulu (eng. Gauss-Legendre quadrature) [24,31,32]
kao metodu numericke integracije. Kako je GL metoda u osnovi predvidena za integrale
konaé¢nih granica, izvrSicemo podelu polubeskona¢nog domena integracije ZI na konacne pod-
domene. Uvodenjem pomoé¢nih oznaka, mozemo definisati integral slican (3.2), samo parame-
trizovanih granica

k,dk,

kpo
[Ufplv kp2> - / Jo(pkp)e—%oIZI ) (3.5)
kpl fYZO

gde je v.0 = 4/ k2 — k¢ =j\/ ke — k2 = jk.o. U cilju kraceg zapisa, podrazumevacemo zavisnost
integrala I od koordinata p i z, iako ona nije eksplicitno iskazana.

Efekat pomenutog singulariteta u tacki grananja k, = ko je znacajan samo na prvom delu
domena. Sa slika 3.5 i 3.6 vidimo da njegov uticaj relativno brzo opada za k, > ky. Stoga je
pogodno prvu podelu uvesti bas na mestu singulariteta. Sa druge strane, polubeskonaé¢ni rep
integrala ima drugaciju prirodu i zahteva drugaciji pristup od ostatka integrala. Iz tog razloga
zgodno je racunanje repa razmatrati odvojeno, pa dodatnu podelu uvodimo u tacki b > k.
Sledi da integral (3.2) mozemo izraziti kao sumu tri integrala, go = I + I, + T, gde je

Il = I(O, k?o),
I = I(ko,b), (3.6)
T = 1(b,0).

3.2.1 Ponistavanje singulariteta podintegralne funkcije

Domeni integrala I; i I, imaju zajednicku granicu, a to je singularna tacka grananja k, = k.
Za dobijanje efikasnog numerickog resenja ovih integrala, neophodno je ponistiti uticaj singula-
riteta. U literaturi se pojavljuje nekoliko metoda za resavanje problema tacke grananja, koje su
zasnovane na realnoj ili skoro realnoj putanji integracije. U radu [16] primenjena je ekstrakcija
singulariteta pomocu razvoja u Tejlorov red, ali predstavljeno resenje je isuvise komplikovano
i nije jasno na koji na¢in zavisi od broja uracunatih ¢lanova reda, sto nije u skladu sa ciljem
dostizanja jednostavne metode integracije sa kontrolisanom tac¢noséu. Posebno popularna u
problemima numericke integracije jeste dvostruko eksponencijalna kvadraturna formula (eng.
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double exponential quadrature formula) [33-37]. Jedna njena varijanta je primenjena u [10],
medutim pokaza¢emo da i ovaj pristup ima ogranicenu primenu kada su u pitanju veliki op-
sezi elektrickih rastojanja. Smene promenljivih zasnovane na trigonometrijskim i hiperboli¢nim
funkcijama primenjene su u [6,17,19], ali njihova efikasnost sa aspekta numericke integracije
nije detaljno ispitana [38].

U ovom radu, u cilju efikasne integracije koristi¢cemo korenu smenu promenljivih

k,dk,
ek, (3.7)
/ k:2
iz cega sledi da je k, = /s> + k3. Ako smenu primenimo na (3.5), dobijamo

1(51,32):/ J0<p 52+k8>e*s‘z‘ds. (3.8)

S1

gde je s19 = \/k2) 5 — k§. Primetimo da podintegralna funkcija u (3.8) nije singularna. Njeno
integraljenje zahteva znacajno manje integracionih tacaka nego u slucaju kada se integracija
vrsi direktno. Putanje integracije u odgovaraju¢im kompleksnim ravnima pre i posle primene
smene su prikazane na slikama 3.8a 1 3.8b, respektivno. Singularna tacka k, = ko u kompleksnoj
k,-ravni se slika u nesingularnu tacku s = 0 u kompleksnoj s-ravni. Takode, vidimo da se u s-
ravni, prvi poddomen, koji odgovara integralu I, slika u ¢isto imaginarnu putanju, dok se drugi
i tre¢i poddomen, koji odgovaraju integralima I, i T, slikaju u ¢isto realne putanje. Pocetak

repa integrala b, se slika u takode realnu tacku /0% — k2, za b > k.
Na slici 3.8a, zaseci viseznacne kompleksne korene funkcije v.0(k,) = /k2 — k% su predsta-

vljeni talasastim linijama i definisani su izrazom

Re{7.0} = Im{ko,} = 0. (3.9)

Prvi zasek se sastoji od segmenta na realnoj osi, Re{k,} € [0, ko] AIm{k,} = 0, i segmenta
na imaginarnoj osi, Re{k,} = 0 A Im{k,} € (—o0,0]. Drugi zasek se dobija rotacijom prvog
za m u kompleksnoj ravni, tj. mnozenjem sa —1. Ovakav izbor zaseka je u skladu sa fizickom
interpretacijom talasnog broja ky,. Zaseci definisu granice izmedu tzv. dozvoljenih i zabranjenih
zona za ko, odnosno k, [27,39]. Naime, usled eksponencijalnog faktora, za Im{ky.} > 0,
efektivna vrednost ravnih talasa koji figurisu u integralu (3.2) raste do beskonacnosti kada
|z| = 00. Ova nejednakost definise zabranjenu zonu (I i III kvadrant). Sa druge strane, ako je
Im{ko.} < 0, efektivna vrednost ravnih talasa tezi nuli sa porastom |z|, sto definise dozvoljenu
zonu (II'i IV kvadrant).

U kompleksnoj s-ravni na slici 3.8b zaseci za korenu funkciju 4/s% + k2 su na imaginarnoj
osi (Re{s} = 0) i opisani su intervalima Im{s} € (—oo, —ko|, odnosno Im{s} € [ko, o00). Tako
se ¢ini da smo smenom dobili novu korenu funkciju u (3.8), koja ima svoje algebarske kriticke
singularitete za s = +jky, pokazacemo da je prvi izvod novodobijene podintegralne funkcije
konacan na preslikanoj putanji integracije u s-ravni. Kako je kritican argument Beselove funk-
cije, razmotri¢emo samo njen izvod u grani¢nom slucaju. Primenom izraza (2.70), dobijamo

0 ps PP
lim — ( 2 k:2>: lim — ( 2 k:2>7: ko>
im Jo s + kg im —Jy(py/s*+ kg \/m Fj 05

s—+jko OS s—=Ejko

(3.10)
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Im{k,}
Zakrivljena putanja

k,-ravan

(b)

Slika 3.8: Putanja integracije (siva linija) predstavljena u kompleksnoj ravni za (a) prvobitnu pro-
menljivu £k, i (b)novu promenljivu s. Talasaste linije predstavljaju zaseke odgovarajucih korenih
funkcija. Crna linija predstavlja zakrivljenu putanju u I kvadrantu.

3.2.2 Odredivanje optimalnog intervala drugog poddomena integrala

Gornja granica poddomena nad kojim ra¢unamo integral I5 je istovremeno i donja granica
poddomena nad kojim rac¢unamo rep integrala. S obzirom na opisanu prirodu podintegralne
funkcije, za sirok opseg koordinati p i z, unutar poddomena k, € (ko, b] mozemo imati pojave
koje uticu na strategiju numerickog racunanja. Sa jedne strane, imamo veliki broj oscilacija
usled Beselove funkcije, ako je p > Ao, a |z| < Ag. Sa druge strane, jako mala vrednost
podintegralne funkcije za |z| > A\¢ dovodi do trosenja ra¢unarskih resursa na ra¢unanje funkcije
u tackama koje za zadatu tacnost mogu biti beznacajne u odnosu na kona¢nu vrednost integrala.
Radi vece efikasnosti integracije, neophodno je dati smernice za odredivanje granice b.

Jedan od ciljeva ovog rada jeste razvoj metode integracije sa kontrolisanom tacnoséu. Sa
tim u vezi, pozeljno je da imamo Sto pouzdaniju procenu potrebnog broja integracionih tacaka
na svakom od poddomena. Gornju granicu drugog poddomena b mozemo definisati tako da
broj integracionih tacaka za Iy Sto manje zavisi od prostornih koordinati. Na taj na¢in bi nas
zadatak procenjivanja potrebnog broja tacaka bio olaksan.

Posmatrajmo sluc¢aj kada je |z| < Ag. Tada na potreban broj integracionih tac¢aka direktno
utice broj oscilacija podintegralne funkcije, koji zavisi od koordinate p. Da bismo potisnuli tu
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zavisnost postavi¢emo b u prvi ekstremum iza druge nule Beselove funkcije za k, > ko [38]. U
poddomenu k, € (ko,b] otekujemo jednu ili nesto vise od jedne pune oscilacije. Sledi da ¢e za
zadatu tacnost, broj integracionih tacaka za integral I biti relativno mali i prakti¢cno nezavi-
stan od p. U numerickim primerima pokaza¢emo da je ovako definisano b dovoljno daleko od
singulariteta da racunanje repa integrala ne potpada pod njegov uticaj. Ekstremumi Beselove
funkcije mogu se odrediti priblizno na razli¢ite nac¢ine — npr. kao srednju vrednost dve susedne
nule ili Njutn-Rapsonovom metodom. U ovom radu, za priblizno odredivanje ekstremuma kori-
stili smo aproksimativni izraz Beselove funkcije za veliki realni argument (3.3). Granicu b onda

mozemo definisati kao
pko m| 1
b= — 2 R 11
beJjL )Wr‘Jﬂ’ (3.11)

gde || oznacava zaokruzivanje na prvu manju celobrojnu vrednost.

3.2.3 Odredivanje praga racunanja i gornje granice integrala

U slucaju kada je koordinata z porediva ili veéa od Ay, usled dejstva eksponencijalnog
faktora, za neko k, > k,n vrednost podintegralne funkcije postaje izuzetno mala, a njen do-
prinos numerickoj proceni integrala zanemarljiv. S obzirom da faktore integranda ¢ine jedno-
stavne i analiticki poznate funkcije, mozemo kvantitativno proceniti nivo anvelope integranda u
zeljenom opsegu koordinata rastojanja. Za zadati minimalni prag vrednosti anvelope, moze se
odrediti i apsolutna gornja granica argumenta k,,, do koje vredi numericki racunati integral.
Skrac¢ivanje domena integrala omogucava odbacivanje nepotrebnog dela repa. Medutim, poti-
skivanje usled dejstva eksponencijalnog faktora moze biti toliko veliko, da se skrac¢ivanje desi
i pre samog repa, tj. u drugom poddomenu, sto odgovara slucaju k,¢ < b. Tada kompletno
odbacujemo rep i deo drugog poddomena [k, b], a ukupni integral se svodi na sumu samo
dva integrala,

Jo ~ [1 -+ [2 = [(O, k(]) + [(ko, kp,th)- (312)

Za potrebe analize ZI za potencijal u slobodnom prostoru, postavi¢cemo fiksan prag vrednosti
anvelope na 1073°, koji obezbeduje dovoljno visoku tacnost. Ekstremumi Beselove funkcije prve
vrste i nultog reda manji su od 1 i opadaju sporo ka nuli. Takode, iracionalni faktor relativno
brzo tezi jedinici (slika 3.4). Iz prilozenog sledi da anvelopu integranda diktira prevashodno
eksponencijalni faktor, pa je za zadati prag

—30 \°
koo = A k2 — . 3.13
P \/ o+ (\z| 1Ogloe) ( )

Iako fiksan prag nije optimalan i ne garantuje maksimalnu ustedu integracionih tacaka, u analizi
ovog jednostavnog ZI se pokazao kao prihvatljivo reSenje.

3.3 Racunanje repa integrala

Kako smo usvojili pocetak repa dovoljno daleko od singulariteta, na poddomenu [b, 00) nije
potrebno primeniti smenu promenljivih, pa rep razmatramo iskljucivo u izvornom integralnom
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obliku (3.5). Medu metodama za numericku integraciju repa, izdvajamo dva osnovna pristupa.
Prema prvom pristupu integracija se vrsi na celom poddomenu [b, 00), koristeéi posebnu kva-
draturnu formulu [9,10], $to implicitno podrazumeva smenu promenljivih. Smena promenljivih
ima zadatak da ponisti eventualne singularne tacke i da ubrza sporo opadanje anvelope podin-
tegralne funkcije.

Kod drugog pristupa koriste se kvadraturne formule za kona¢ne domene, zbog cega se po-
lubeskonac¢ni domen deli na konacne segmente. Integrali nad segmentima predstavljaju brojni
niz, a njihova suma predstavlja red, koji odgovara vrednosti integrala [40,41],

T=> . (3.14)
k=1

Ovakav pristup se naziva i integrali-i-sumiraj (eng. integrate-and-sum). Vrednost repa integrala
T, tj. njemu odgovarajuceg reda se aproksimira parcijalnom sumom 7;,,

TrT=T,=)Y t,
k=1 (3.15)

t = I(b 4 (k= 1)Ak,, b+ kAk:p),

gde je Ak, velicina segmenta, a n broj segmenata.

U dostupnoj literaturi, pristup ra¢unanju preko parcijalnih suma je favorizovan i demon-
strira bolje performanse od direktne integracije pomoc¢u posebno skrojenih kvadraturnih for-
mula [13,15]. Stoga ¢emo se i u ovom radu fokusirati na metode koje pocivaju na parcijalnim
sumama, a elemente niza t; racuna¢emo primenom GL formule.

Osnovni problem u ovakvom pristupu jeste odrediti pogodan broj sabiraka n, za koji parci-
jalna suma T,, dovoljno dobro aproksimira integral 1. Ponasanje parcijalne sume 7T,, zavisi od
prirode opsSteg ¢lana niza tj, koji nije direktno definisan celobrojnim vrednostima k, kao sto je
to slucaj kod tipi¢nih numerickih ili funkcionalnih redova [42]. Kod repa ZI za slobodan prostor,
za fiksnu veli¢inu segmenta Ak, > 7/p i p > 0, priroda integranda ¢ini da ¢lanovi kompleksnog
niza t; monotono opadaju po modulu i naizmeni¢no menjaju znak, tj. ftr1 < 0. U tom
slucaju T predstavlja alternativni red, kako se najcesce i razmatra. Za drugaciji odabir duzine
segmenta Ak,, moguce je dobiti i tzv. red sa proizvoljnim clanovima, ali oni nisu pogodni za
efikasno numericko racunanje.

Sa aspekta efikasnosti, od interesa je da se pri ra¢unanju repa koristi sto manje segmenata,
tj. da se racuna Sto manje delimicnih integrala t;. Konvergencija reda moze biti brza ili spo-
rija u zavisnosti od odabira velicine segmenta Ak,. Dalje, konvergencija alternativnih (ali i
ostalih) redova je podlozna ubrzavanju, koje se postize transformacijom ¢lanova niza, odnosno
niza parcijalnih suma. Od brojnih metoda za ubrzavanje konvergencije izdvajamo Etkinovu
A%-proceduru [21], odnosno Senksovu transformaciju [43], Cezarov metod [19,44,45], kao i me-
tod ponderisane aritmeticke sredine (eng. weighted averages algorithm — WA) [9,41,46]. Na
osnovu analize dostupne literature [15,40,47] i numerickih eksperimenata moze se zakljuciti da
(a) integracija nad segmentima duzine jedne poluperiode (pod periodom se podrazumeva kvazi-
perioda Beselove funkcije), (b) odabir susednih ekstremuma za granice segmenata i (c) ubrzanje
konvergencije pomoc¢u metode WA omogucavaju jednostavno i efikasno ra¢unanje repa integrala
za Sirok opseg koordinati p i |z|, zbog Cega u ovom radu usvajamo pristup koji pociva na tim
zakljuccima.

Pored velikog ubrzanja konvergencije koje metoda WA pruza, isti¢emo i jednostavnost njene
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implementacije usled rekurzivne definicije i linearne transformacije na kojoj se zasniva. Ovde
¢emo kratko izloziti osnovne velicine koriséenog WA algoritma. Sledeéi [40], usvajamo pocetak
poddomena datog jednac¢inom (3.11) i duzinu segmenta Ak, = 7/p. Transformacija niza par-
cijalnih suma je data sa

P00 | O-Dp-)  1<n <N
T = LS (3.16)

14V 1<i<n-—1

gde je [ nivo transformacije, N maksimalni broj uracunatih poluperioda koji zavisi od nekog

kriterijuma tacnosti, a tezinski koeficijent nﬁf ) je

3.17)
: (
i +n
T

Transformisani niz parcijalnih suma T,Sl) brze konvergira od niza Tr(blfl). Sukcesivnom primenom
transformacije N — 1 puta dobija se najbolja procena repa integrala,

T =1"D. (3.18)

U tezinskom koeficijentu u (3.17) figurise eksponencijalna funkcija koja za veliki koli¢nik |z|/p
moze imati prakti¢no proizvoljno velike vrednosti. Ekstremno veliki brojevi prouzrokuju ve-
liki dinamicki opseg, a njihovo sabiranje umanjuje tacnost racunanja. U cilju bolje kontrole
tac¢nosti, u ovom radu ogranici¢emo tezinski koeficijent tako da n,(f ) ne prelazi vrednosti 101°.

3.4 Analiza pojedinacnih poddomena integrala

U ovom odeljku kvantitativno i kvalitativno su analizirana tri dela ZI sa aspekta relativne
greske. Posebno za konacne delove integrala, I; i I5, posmatran je uc¢inak GL formule u kombi-
naciji sa smenom promenljivih, koja ponistava singularitet u tacki grananja, ali ne i oscilatornu
prirodu integranda. Pomoc¢u ovakve analize sti¢e se uvid u kompleksnost i zahtevnost procedure
numerickog racunanja ZI sa aspekta resursa potrebnih za postizanje zeljene tacnosti.

Ako procenu integrala ozna¢imo sa X, onda relativnu gresku u odnosu na neku relativnu
vrednost X, mozemo izraziti kao

|X - Xref‘
0= ——— 3.19
|Xref| ( )
Dodatno definisemo broj tacnih cifara kao
x = —101log,, 0. (3.20)

Radi preciznije procene ponasanja relativne greske za razlicite parametre proracuna, u ovom
poglavlju za referentnu vrednost uzimamo egzaktnu vrednost analiticke funkcije ukupnog po-

27



tencijala [38],
Xret = 90(p, 2), (3.21)

nezavisno od razmatranog poddomena. Na taj nac¢in mozemo videti stvarni uticaj pojedinacnih
poddomena na ukupnu gresku. Ovo je posebno vazno u analizi greske pri proracunu repa.
Segmenti repa mogu se, zbog duzine od samo jedne poluperiode, lako integraliti sa visokom
tacnoséu. Medutim, veliki broj segmenata moze se odbaciti zbog njihovog zanemarljivog do-
prinosa u odnosu na gy.

Opseg koordinata rastojanja od interesa je dvodimenzionalni skup

(£.5) e o= 0107 x o101, 522
Ao~ Ao

¢ime se obuhvata dinamika dimenzija problema od ~ 10°. Posmatra¢emo relativnu gresku za
razli¢it broj upotrebljenih integracionih tacaka, odnosno segmenata, na tri podskupa skupa D.
Podskupovi su odredeni duzima p = 1073)g, p = |z| i |z| = 1073\, kao na $to je prikazano na
slici 3.9. Ovakav izbor parametara rastojanja omoguci¢e detaljan uvid u numericka svojstva
posmatranog ZI.

2/ 20 &
103 [
102
10t [
10° [

107!

1072

1073

| | | | | | | >
107 1073 1072 107! 10° 10! 102 103 p/ o

Slika 3.9: Prikaz dvodimenzionalnog skupa D koji predstavlja posmatran opseg koordinati p i |z|.

3.4.1 Prvi poddomen konac¢nog dela integrala

U prvom poddomenu izvorna promenljiva se nalazi u intervalu k, € [0, ko). Nakon smene
promenljivih (3.7), preslikani poddomen je s € [jko, j0], pa integral na prvom poddomenu glasi

i0
1'1:/ Jo(p 32+k8)e_8‘2‘ds. (3.23)
Jko
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Na slikama 3.10-3.12 prikazani su grafici integranda za razlicite parametre rastojanja u funkciji
normalizovane promenljive s. S obzirom da promenljiva s na datom intervalu ima ¢isto imagi-
narnu vrednost koja opada sa porastom k,, tj. duz kompleksne putanje integracije (slika 3.8b),
apscisa je prikazana u obrnutom smeru. Dualna oscilatorna priroda integranda je lako uocljiva.
Na slici 3.10, gde je prikazan slucaj kada je dominantna Beselova funkcija (p > |z|), oscilacije
se zgusnjavaju kako se priblizavamo pocetku poddomena, s = jko. Ako je pak p < |z|, dominira
eksponencijalni faktor, i integrand je prakti¢no kompleksna sinusoida (slika 3.12). Sledi da i p i
|z| doprinose ukupnom broju oscilacija na prvom poddomenu i time direktno uti¢u na potreban
broj integracionih tacaka, odnosno red kvadraturne formule GL.

1.2 T
Re
Ly ——=—=-Im
0.8 |- il
< 0.6} i
=
I~
—
)
204} il
=
[

109 08 07 06 05 04 03 02 01 0
[s]/ko

Slika 3.10: Podintegralna funkcija integrala I; nakon smene promenljivih za p = 10\g i z = 1073 ),.

Posto je GL kvadraturna formula definisana za funkcije realnog argumenta, za numericki
proracun potrebno je na taj nacin predstaviti i podintegralnu funkciju. Buduéi da je nasa nova
promenljiva s na datom domenu ¢isto imaginarna, integral se moze racunati i preko realne
promenljive s, gde je s = jsim, pa integral mozemo izraziti kao

0
I :/ J0<p k3 — 5?m>e_j5im‘z‘jdsim. (3.24)
k

0

Na osnovu definicija u (3.19) i (3.21), relativna greska je odredena posmatranom veli¢inom
X =go=hng) + L+T, (3.25)

gde je L (ng) integral nad prvim poddomenom izrac¢unat pomocu n, integracionih tacaka, }:2 i T
su integrali nad drugim poddomenom i rep integrala, respektivno, izracunati sa maksimalnom
mogucom tacnoscu, koriste¢i dovoljno veliki broj integracionih tacaka, odnosno poluperioda.
Relativna greska za opseg koordinata od interesa prikazana je na slikama 3.13-3.15. Na
svim graficima mogu se razlikovati tri karakteristicna dela krive: (a)pocetni deo gde je rela-
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Slika 3.11: Podintegralna funkcija integrala I; nakon smene promenljivih za p = z = 2)¢.
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Slika 3.12: Podintegralna funkcija integrala I; nakon smene promenljivih za p = 1073 )\g i z = 10).

tivna greska velika, (b) opadajuéi deo, gde se relativna greska naglo smanjuje i (¢) deo zasicengja,
gde je dostignuta minimalna vrednost relativne greske, § ~ 107¢ = 10719 Jedan od osnov-
nih izazova na koje zelimo da odgovorimo u ovom radu jeste predikcija broja integracionih
tacaka potrebnog za dostizanje zadate ta¢nosti rac¢unanja ZI metodom GL. Pomenuti delovi
krive relativne greske se mogu aproksimirati pravama, ¢ije strmine i mesto preseka sa osama
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treba povezati sa vrednostima koordinata rastojanja p i z. Dok se strmina opadajuceg dela
relativno blago menja sa promenom rastojanja, pocetak opadajuceg dela, koji predstavlja mini-

za datu relativnu gresku direktno zavisi od broja oscilacija na intervalu, a broj oscilacija se
moze predvideti poznavajuci prirodu integranda. Kako se u datom intervalu eksponencijalni
i, priblizno, Beselov faktor ponasaju kao sinusoidalne funkcije, minimalni potrebni broj tacaka
procenjujemo kao ng1 ~ p/Ag za p > |z|, odnosno ng1 ~ |2/ za p < |z|. Kombinovanjem
ove dve procene, u prvoj aproksimaciji, broj broj tacaka za integraciju nad prvim poddomenom

Je

R \/p?+ 72

Ng1~ 1 =

_ 3.26
" " (3.26)

10°

——p=10"3X
—o—p=10"2)

00 T Ak —a—p =107
- : Bl IR ] (il dhad 1 P =N
—— p = 10X
105 | ___.p:102)\0
l_‘. p= 103X\
: .
o i
10710 ‘ T
i
i
.! ]
L
105 [ ey ]
102 [ : : :
100 10! 102 10° 10*

Slika 3.13: Relativna greska integrala I; u funkciji broja integracionih tacaka za z = 1073 \.

Sa slika 3.13 i1 3.15 vidi se da je za pocetak opadajuceg dela odgovarajuce krive potrebno
nesto vise tacaka u slucaju dominantnog p nego u slucaju dominantnog z. Za slucaj kada je
p = z, mora se uzeti doprinos obe koordinate u obzir. Analizirajuéi detaljno ponasanje krive

relativne greske na opsegu od interesa D, dolazimo do empirijskog izraza za procenu potrebnog
broja tacaka za zadatu tacnost

2 2
g1 =6+ | R+ XS=RI|, Ro= /(245 ) + 182 a2l (3.27)
' 3 Ao Ao b

gde je R, ekvivalentno elektricno rastojanje od izvora do tacke posmatranja, xges zeljeni broj
taénih cifara, a [-] oznacava zaokruzivanje na prvu veéu celobrojnu vrednost. U narednom
poglavlju pokaza¢emo da uz male modifikacije ovde izvedenih empirijskih izraza mozemo dobiti
validne procene potrebnog broja integracionih tacaka i za druge tipove ZI.
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Slika 3.14: Relativna greska integrala I; u funkciji broja integracionih tacaka za p = z.
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Slika 3.15: Relativna greska integrala I; u funkciji broja integracionih tacaka za p = 1073 \.
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3.4.2 Drugi poddomen konaénog dela integrala

Drugi poddomen kona¢nog dela integrala definisan je intervalom k, € [ko,b]. Primenom
smene promenljivih, novodobijeni poddomen integracije je s = s, € [0, 1/0? — k2]. Na slikama
3.16-3.18 prikazani su grafici podintegralne funkcije na drugom poddomenu u funkciji norma-
lizovane promenljive s. Za razliku od prvog poddomena, u drugom se podintegralna funkcija
ovde blago menja bilo da je posmatramo u domenu prvobitne promenljive, k,, ili nove, s. Ko-
ordinata p diktira granicu b, Sto utice na na veli¢inu intervala. Medutim, obuhvaceni broj
oscilacija ostaje ogranic¢en zahvaljujuéi fleksibilnoj definiciji granice (3.11). Sa druge strane,
koordinata z odreduje jacinu prigusivanja podintegralne funkcije.
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Slika 3.16: Podintegralna funkcija integrala I nakon smene promenljivih za p = 10\g i z = 1073 ),.

-0.15

Analizira¢emo relativnu gresku za drugi poddomen na isti nac¢in kao za prvi. Posmatrana
promenljiva je procena integrala

X =go=1+L(ny) ++T, (3.28)

gde je fQ(ng) integral nad drugim poddomenom izracunat pomocu n, integracionih tacaka, a
fl i T su integrali nad prvim poddomenom i rep integrala, respektivno, izracunati sa mak-
simalnom moguc¢om tac¢noséu. Relativna greska za drugi poddomen je prikazana na slikama
3.19-3.21. Primetno je da je kriva relativne greske kanoni¢na, te se i ona moze modelovati deo-
po-deo linearnim funkcijama. Prakticno pomocéu samo dve prave mogu se aproksimirati dva
karakteristicna dela: prvi, opadajuéi, i drugi, ravan deo (zasi¢enje), gde se dostize maksimalna
tacnost. Dalje, nagib opadajuceg dela je relativno ogranic¢en, Sto se moze objasniti slabom
zavisnoS¢u od koordinata u datom opsegu. Konkretno, opsegu od minimalne do maksimalne
tacnosti odgovara priblizno opseg od 5 do 25 integracionih tacaka.

33



0.18 T T T T

Re
0.16 - |

———Im

0.14

0.12

e
—

Integrand

[s[/ko

Slika 3.17: Podintegralna funkcija integrala Is nakon smene promenljivih za p = z = 2.
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Slika 3.18: Podintegralna funkcija integrala I nakon smene promenljivih za p = 1073 )\g i z = 10).
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Prikazane numericke osobine integrala nad drugim poddomenom, kao i njegova detaljna ana-
liza za razlicit izbor parametara iz skupa koordinati D omogucavaju nam formiranje pribliznih
izraza za broj integracionih tacaka potrebnih za dostizanje zeljene tacnosti,

’rLgQZ

)

p

\

p
2l
p

2]

Vit [ (0= ) [tomso () = B | inace,

gde je N1 = Xdqes +3, No = N1+ 10, B = —121 C = 0,2. Vrednosti N; i Ny odgovaraju
najmanjem i najve¢em nagibu krivih na slikama 3.19-3.21.
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Slika 3.19: Relativna greska integrala I u funkciji broja integracionih tacaka za z = 1073 \.
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Slika 3.20: Relativna greska integrala I u funkciji broja integracionih tacaka za p = z.
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Slika 3.21: Relativna greska integrala I u funkciji broja integracionih tacaka za p = 1073 \.

3.4.3 Rep integrala

U poddomenu repa integrala, kao i u drugom poddomenu, podintegralna funkcija je realna
i oscilatorna, a njena anvelopa je monotono opadajuc¢a. Opadanje anvelope diktiraju i Beselov
i eksponencijalni faktor, tj. obe koordinate rastojanja, dok frekvencija oscilacija zavisi samo
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od p. Kao sto je receno, za racunanje repa integrala nije potrebna smena promenljivih, veé
se oslanjamo konvergentna svojstva brojnog niza kojim se on predstavlja. Numericka procena
repa integrala se dobija sumiranjem integrala nad segmentima u duzini od jedne poluperiode.
Sledi da se procena repa svodi na procenu limesa niza parcijalnih suma integrala nad segmen-
tima, koriste¢i neku od metoda za ubrzavanje konvergencije [40]. Za razliku od ostalih delova
integrala, ponasanje ukupne relativne greske repa ZI nije lako predvideti. Eventualne predik-
cije resursa za jedan ZI je jos teze generalizovati na ostale ZI, zbog razli¢itih konvergentnih
svojstava njihovih jezgara (eng. kernel).

Medutim, analiza doprinosa integrala nad segmentom je jednostavna. Unutar jednog seg-
menta zastupljena je samo jedna polovina pune oscilacije. Sledi da se podintegralna funkcija
kvalitativno ne menja od segmenta do segmenta, te se moze ocekivati da vrednost integrala na
tako kratkom intervalu, pAk, ~ m, prakticno ne zavisi od koordinata rastojanja. Za analizu
greske nad jednim segmentom posmatra¢emo veli¢inu

X =go=1+IL+T(ny), (3.30)

gde je T(ng) rep integrala izracunat pomocu n, integracionih tacaka po segmentu, a Lilsu
integrali nad prvim i drugom poddomenom, respektivno, izracunati sa maksimalnom mogué¢om
tacnoséu. Kao i u prethodnim slucajevima, i ovde je uracunat dovoljno velik broj segmenata
za rep, tako da njegova tacnost zavisi samo od n,. Kao najrelevantniji, za analizu je odabran
slucaj z = 1073\, zbog velikog broja obuhvaéenih oscilacija i sporo opadajuée anvelope. U
ostalim sluc¢ajevima, narocito ako je |z| 2 Ao, prigusenje oscilacija postaje jako primetno i veliki
deo repa se odbacuje, zbog ¢ega analiza integrala nad segmentom gubi smisao. Relativna greska
u zavisnosti od broja tacaka po segmentu je prikazana na slici 3.22. Sa slike se zakljucuje da je
samo 8 tacaka dovoljno za dostizanje maksimalne ta¢nosti GL metodom.
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Slika 3.22: Relativna greska integrala 7' u funkciji broja integracionih tacaka za z = 1073 ).

Veoma male varijacije krive greske potvrduju slabu zavisnost od koordinate p i omogucavaju
jednostavno modelovanje i formiranje predikcione formule. Za dostizanje ygqes tacnih cifara,
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potreban broj integracionih tacaka po segmentu je priblizno

Mg hp = [%1 +2, (3.31)

Kada su pojedina¢ni segmenti izracunati sa zeljenom tacnoscu, odnosno relativnom greskom,
potrebno je odrediti koliko segmenata je dovoljno uracunati, kako bi procena ukupnog repa
pouzdano dostigla istu tu relativnu gresku. U racunarskoj implementaciji metode, skrac¢ivanje
poddomena repa postize se while petljom i uslovom za izlazak iz petlje u vidu zadate relativne
greSke, pod kojom se podrazumeva normalizovana razlika susednih ¢lanova niza parcijalnih
suma T,. Ako se pritom primeni WA metoda ubrzavanja konvergencije, relativna greska se
definiSe u odnosu na prethodnu iteraciju WA transformacije,

I

o
n—1
")

(3.32)

gde je n uracunat broj segmenata prema (3.15) i (3.16). Postepenim poveéavanjem broja n
ispituje se uslov tacnosti i ako je on ispunjen za n = N, onda se ukupan potreban broj tacaka
za rep procenjuje kao

fgr = Nigpp. (3.33)

3.4.4 Minimalna relativna greska

U odeljcima 3.4.1-3.4.3 videli smo da za sva tri dela integrala minimalni nivo relativne greske
(nivo zasi¢enja) raste sa porastom p i |z|. Kako za velika rastojanja podintegralna funkcija po-
staje jako oscilatorna na prvom poddomenu, ona se sve teze moze aproksimirati Lezandrovim
polinomima, te se numericka procena integrala I; svodi na sumiranje vrlo dugackog alternativ-
nog niza brojeva. Gubitak tacnosti, dakle, proistice iz ogranicenja same GL metode. Posto su
relativna greska i posmatrana promenljiva definisane tako da se tacnost pojedinacnih poddo-
mena racuna u odnosu na analiticku vrednost ukupnog integrala g¢q, efekat porasta minimalne
relativne greske primetan je i u procenama integrala I, i T'. Na osnovu prikazane analize, poka-
zuje se da za dovoljno integracionih tacaka i poluperioda minimalna relativna greska ne prelazi
vrednost 1071° na celoj oblasti D.

3.5 Primeri racunanja ukupnog Zomerfeldovog integrala
za slobodan prostor

Pojedinacna analiza integrala na poddomenima pruza samo delimi¢nu sliku o numeri¢kim
svojstvima ukupnog integrala (3.2). Radi sticanja kompletnog uvida u njegovo ponasanje sa
aspekta efikasnosti i tacnosti na skupu parametara D, nuzno je posmatrati zdruzen doprinos
integrala I;, I i T'. Na osnovu simulacija i analize izvrSene u odeljku 3.4, formirani su empi-
rijski izrazi pomocu kojih se moze priblizno odrediti potreban broj integracionih tacaka na dva
kona¢na poddomena i poluperiodnim segmentima repa za dostizanje zeljene relativne greske
dges = 107Xdes - dok se broj potrebnih segmenata repa odreduje automatski.

U cilju provere predlozene metode u celosti, posmatramo ukupnu relativnu gresku gde su
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pojedinac¢ni integrali izracunati na osnovu procenjenog broja integracionih tacaka,

_ |§0 - 90| _ |[Al(ﬁg,l) + f2(ﬁg72> + CZq(ﬁg,hp) - gOl
|90l |90

, (3.34)

gde su N1, Ngo 1 Ngnp odredeni formulama (3.27), (3.29) i (3.31), respektivno. Na slici 3.23
prikazana je dostignuta relativna greska na celom skupu koordinati D za zadatu relativnu gresku
dqes = 10710, Vidi se da je dostignuta greska neposredno ispod Zeljene granice. Na delu oblasti
D oko dijagonale, (p = |z|), za mala elektricka rastojanja, relativna greska je zna¢ajno manja
od zadate. Na slici 3.24 prikazan je procenjen ukupan broj tacaka Mg ot = Mg 1 + Ng2 + NTig hp
u funkciji koordinata rastojanja. Jos bolji uvid u performanse predikcionih formula se stice na
slici 3.25, gde je prikazana relativna greska u proceni potrebnog broja tacaka d,, u odnosu na
egzaktan broj tacaka (ng o) za koji se dostize zeljena tacnost,

n ot — Mg tot
Oy = _gtot ‘igtot E 0. (3.35)
ng,tot

Evidentno je da kod procene broja tacaka na skoro celom skupu D postoji blagi premasaj, koji
ne prelazi 10%. Kao $to je ocekivano, najveca greska u proceni je u uskoj oblasti za male i
priblizno jednake vrednosti koordinata. Medutim, kako je za male vrednosti koordinata broj
integracionih tacaka veoma mali, ova greska nije kriticna. Mozemo zakljuciti da predlozene
empirijske formule pruzaju zadovoljavaju¢u predikciju potrebnog broja tacaka za racunanje ZI
za slobodan prostor.

1075 / 11010

—10
10 N i 10—12
3
23
10715 N
10714
10720 N
103 16
102 ~ 10~

10! 103
100

2|/ Ao 0% 10

Slika 3.23: Relativna greska ra¢unanja kompletnog ZI za slobodan prostor gy u funkciji normalizo-
vanih koordinati p i || za zadatu tacnost dges = 10719,
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Slika 3.24: Ukupan procenjen broj integracionih tacaka potrebnih za racunanje integrala gy sa
tatnoséu dges = 10710
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Slika 3.25: Relativna greska procene broja tacaka potrebnih za ra¢unanje integrala gy sa tacnoséu
Sdes = 10710,
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3.6 Poredenje rezultata sa drugim metodama

Dalja verifikacija predlozene metode integracije podrazumeva poredenje sa metodama iz
literature. Poredenje obavljamo posebno za svaki poddomen. Kao referentan za racunanje in-
tegrala nad kona¢nim poddomenom, razmatran je pristup preko trigonometrijske/hiperboli¢ne
smene promenljivih i GL kvadraturne formule primenjene na integraciju po realnoj osi [19].
Takode, u obzir je uzet i pristup preko dvostruko eksponencijalne (DE) kvadraturne for-
mule [10,36] sa putanjom integracije delimi¢no zakrivljenom ka I kvadrantu kompleksne ravni,
¢ime se zaobilazi singularna tacka grananja (slika 3.8a).

10° ' 107 Predlozena smena
~"sin / ch [19]
mrTm DE [10]
100 100
10°° 107° |
w 10| w1910 L
10715 L 1015 [
10720 . 10-20 !
10! 10? 10! 102
ng ng
(a) (b)
105 . 105
100 100
107° ¢ 107° |
w 10| w1910 L
10715 L 1015 [
10720 - 10-20 .
10° 107 102 10°
ng ng

() (d)

Slika 3.26: Poredenje relativne greske na prvom poddomenu za (a) p = z = 0,1\, (b) p = z = Ao,
(c) p=2z=10Xg, (d) p =z = 100,.

Na slici 3.26 vidimo relativnu gresku za prvi poddomen za razli¢ite parametre rastojanja,
kao sto je uradeno u odeljku 3.4.1. Primeri su odabrani iz podskupa p = |z|, tj. na dijagonali
skupa D, bududi da je to najzahtevniji slucaj prema analizi u odeljku 3.4.1. Predlozena metoda
koja ukljuc¢uje korenu smenu promenljivih, potpuno ponistava singularitet u tacki grananja i
uspesno savladava oscilatornu prirodu integranda, ostvarujuci pritom najbrzu konvergenciju u
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datim slucajevima od interesa.

Iz analize u odeljku 3.4.2 videlo se da je prosecna konvergencija integracije nad drugim
poddomenom najsporija za slucaj kada je p = 1073)y. Stoga se ovde fokusiramo na skup
primera gde je p malo i fiksirano, a z variramo u opsegu 1073)y do A\g. Poredenje relativne
gresSke za drugi poddomen prikazano je na slici 3.27. Uocavamo da predlozena metoda daje
rezultate uporedive sa ostale dve metode.

Predlozena smena

105 . . 10°
10° 100 |
107° 1072 ¢
Loe) 10—10 [ o 10—1[) L
1071+ 10717 ¢
1072 107
100 100
10° 10°
10() | 10() |
107° + 1075+
w 10| w1910 L
10715 [ 10715
10—20 | | 10720 L !
100 10 102 100 10! 102
Ng Ng
(c) (d)

Slika 3.27: Poredenje relativne greske na drugom poddomenu za p = 0,001)\g. (a)z = 0,001\,
(b) z=10,01\0, (c) z = 0,1, (d) z = Ao.

Za rep integrala usvojena je WA metoda (odeljak 3.3), ukljucujuéi i tehnike iz odeljaka
3.2.2, 3.2.3 1 3.4.3. Tlustracije radi, poredimo ovaj pristup sa pristupom datim u [37], gde je za
integraciju upotrebljena DE kvadraturna formula, posebno krojena za rep integrala. Primeri,
prikazani na slici 3.28, odabrani su tako da je fiksirano z = 1073\, buduéi da je, zbog slabog
prigusenja oscilacija, to najzahtevniji slucaj prema analizi izvedenoj u odeljku 3.4.3.
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10° 105 — Predlozena smena
100 ¢ 100t
1075+ 1075 ¢+
Loe) 10—10 [ o 10—1[) L
10715 ¢ 107
1072 - - 1072 - -
100 10! 10? 10° 10! 10?
Ng Ng
() (b)
10° 10°
10() [ 10() [
1075 ¢ 10751
w 100 L w1910
10715 | 10715 |
10—20 | | 10720 L !
100 10! 102 100 10! 102
Ng Ng

(d)

Slika 3.28: Poredenje relativne greske za rep za z = 0,001\g. (a) p = 0,01, (b) p = 0,1\, (¢c) p = Ao,
(d) p = 10)o.

3.7 Zakljucak

U ovom poglavlju predlozen je pristup racunanju Zomerfeldovog integrala koji odgovara
magnetskom vektor-potencijalu za slobodan prostor i to u Sirokom opsegu parametara rastoja-
nja izmedu izvora i tacke posmatranja. Integral je podeljen na tri poddomena. Jedna podela
se desava na mestu tacke grananja podintegralne funkcije, a druga na pocetku repa integrala.
Singularitet u tacki grananja je ponisten koris¢enjem korene smene promenljivih, pri ¢emu je
broj GL integracionih tacaka, potrebnih za zadatu tacnost, minimizovan. Pocetak repa je re-
alan broj, definisan kao prvi ekstremum iza druge nule nakon tacke grananja podintegralne
funkcije. Takvom definicijom integracija repa nije pod uticajem singulariteta i kompleksnost
podintegralne funkcije na drugom poddomenu ostaje mala i nezavisna od koordinati rastojanja.
Integracija repa pociva na WA metodi za ubrzavanje konvergencije, koji se pokazao kao nejefika-
sniji u datom scenariju. Elementi brojnog niza na koji je primenjena WA metoda su parcijalne
sume integrala nad segmentima duzine jedne poluperiode podintegralne funkcije. Uvodenje pra-
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gova racunanja i adekvatno definisanje gornje granice ukupnog integrala obezbeduje dodatnu
robusnost, tacnost i ustedu integracionih tacaka.

Na osnovu detaljnih analiza kvalitativnih i kvantitativnih numerickih osobina integrala nad
tri poddomena, formirane su empirijske formule za predikciju potrebnog broja integracionih
tacaka za koji bi se dostigla zeljena tacnost. Pomoc¢u ovih formula, postignuta je vrlo efika-
sna procena ZI za slobodan prostor u opsegu rastojanja od priblizno 0 do ¢ak 1000 talasnih
duzina u slobodnom prostoru. Predlozeni pristup je testiran brojnim numerickim primerima i
poredenjem sa drugim metodama

lako smo smo u dosadasnjoj analizi razmatrali ZI u slobodnom prostoru, pokazac¢emo da
se primena predlozenih tehnika moze proSiriti i na slozenije slucajeve. Konkretno, u pogla-
vlju 4 ispita¢emo primenljivost datih tehnika na slucaj izvora i tacke posmatranja u prisustvu
razdvojne povrsi dve sredine.
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4 Zomerfeldovi integrali za slucaj
razdvojne povrsi dve sredine

4.1 Uvod

U ovom poglavlju upozna¢emo se sa osobinama Zomerfeldovih integrala koji odgovaraju
Grinovim funkcijama magnetskog vektor-potencijala u blizini razdvojne povrsi dve sredine.
Analizira¢emo samo neke od tipi¢nih predstavnika pomenutih ZI, fokusirajuci se iskljucivo na
njihov konacan deo, s obzirom da rep zadrzava svoje osobine, nezavisno od izbora integrala.
Analiza ¢e nam, na slican nac¢in kao u slucaju slobodnog prostora, omoguciti da dodemo do
metode za efikasno i robusno racunanje ZI u slucaju dve sredine, kao i do procene broja inte-
gracionih tacaka potrebnih za dostizanje Zeljene tacnosti.

Posmatrajmo izvor polja u pojednostavljenoj predstavi u cilindricnom koordinatnom si-
stemu, kao na slici 4.1. Izvor se nalazi na visini 2/ > 0 iznad razdvojne povrsi dve sredine, u
tacki A(0,2’). Neka se jedna tacka posmatranja, P, nalazi na istoj visini i na udaljenosti p.
Tacka P(p, z') je, dakle, u zoni dejstva rasejanog potencijala. Neka se druga tacka posmatra-
nja, (), nalazi takode na udaljenosti p, ali u sredini 2, simetri¢cno u odnosu na tacku P. Tacka
Q(p, —7') se nalazi u zoni dejstva transmitovanog potencijala. Bez umanjenja opstosti, neka
je gornja sredina (1) vazduh, a donja (2), linearna anizotropna sredina, permitivnosti e; = e.
Takode, pretpostavi¢emo da je sredina 2 nemagnetska (17 = e = po). Tada je

ki1 = ko = wy/eo o,

k2 =k= WA/€Ecllp = kO\/ €er,

(4.1)

gde je €. ekvivalentna permitivnost, a €, = €./€y ekvivalentna relativna permitivnost sredine
2. Posmatrajmo dva primera integrala iz (2.73) i (2.79)

Az
€0, 1O
A(0,2") = —* P(p,z =2')
o) \ //’/ Vazduh (1) g
\\\ Zemlja (2) p
Qo2 = )
€, Lo

Slika 4.1: Scenario sa razdvojnom povrsi vazduha i linearnog dielektrika.
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& mky,dk
Gos = SPZO; _ / Rzz(kp){]o(pkp)e*%l(\z\ﬂz \)u7 (4_2)
0 Yz1
00 k‘de:
SthOa,CZ :/ T (k‘ )J1(pk )e V1|2 |[=vz2)2| ZP P (4'3)
' 0 V=1

u kojem figurisu generalisani koeficijenti refleksije i transmisije za vertikalni i horizontalni Her-
cov dipol. Radi preglednosti, ovde ih navodimo u eksplicitnom obliku, uzimajuéi u obzir uve-

dene pretpostavke o dve sredine, 7.1 = 7.0 = /k2 — k2 iy, =4 [ k2 — k2,

\/k:2 k2 — \/k:2 2 "
\/k2 k;2+\/k:2 K2

2¢/k2 =k
\//{:2 k‘2+\//{72 k?2

U izrazima (4.2) i (4.3) talasni broj k figurise u koeficijentu refleksije u prvom integralu, odnosno
u koeficijentu transmisije i eksponencijalnom faktoru u drugom integralu. Posto se talasni broj
druge sredine takode pojavljuje pod korenom funkcijom, u odnosu na slucaj slobodnog prostora,
ovde imamo dodatnu tacku grananja, tj. dodatni singularitet u k, = k. Ako Im{k} = 0, onda
se singularitet nalazi tacno na putanji integracije i na tom mestu je prvi izvod integranda
beskonacan. Ako je pak Im{k} # 0, onda uticaj singulariteta zavisi od numericke udaljenosti
putanje integracije od njega. U slucaju da putanja prolazi blizu singulariteta, integrand nece
imati beskonacan izvod, ali ¢e se njegova vrednost veoma brzo menjati, sto ¢e znacajno uticati
na tacnost racunanja.

Za slucaj sve sredine imamo Cetrnaest razlicitih ZI (2.73)—(2.86) i osam razlicitih tipova
jezgara. Na pomenutim primerima ZI razmotricemo one faktore koje nismo imali kod ZI za
slobodan prostor.

Posmatrajmo najpre koeficijente refleksije i transmisije pomenutih integrala, koji su prika-
zani na slikama 4.2 i 4.3, respektivno, za e, = 4. Uocavamo da funkcije u tackama k, = k i
k, = k nisu glatke, tj. imaju prekid barem prvog izvoda. Dalje, uocavamo konstantne asimp-
totske vrednosti,

(4.5)

. 15
Jim R (k) = 52 =06, (4.6)
lim Ty (k,) =1, (4.7)

te ovi faktori ne doprinose promeni dinamike integranda za veliki argument £&,,.

U opstem slucaju, za dve linearne sredine vazi ki, ky € C, a koeficijenti refleksije i transmi-
sije mogu imati polove, tj. nule imenioca u kompleksnoj k,-ravni. Ako su polovi blizu putanje
integracije, integral postaje izrazito nepovoljan za racunanje. Zasad, u nasim primerima razma-
tramo pasivne i prirodne desno orijentisane materijale (RH, eng. right-handed), kod kojih se
eventualni polovi pojavljuju u zoni Rimanove povrsi u kojoj nemaju singularno dejstvo. Polove
integranda razmotri¢emo detaljnije u odeljku 4.6 (videti i dodatak B).

46



1.5 T T T T T T T I

Re

-1.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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Slika 4.2: Generalisani koeficijent refleksije R,, za €o = 4.

-1.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

kﬂ/k()

Slika 4.3: Generalisani koeficijent transmisije 1., za €o = 4.
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Za racunanje repa integrala, od interesa je tzv. iracionalni faktor, koji sada znacajno utice
na anvelopu podintegralne funkcije i varira od jednog do drugog ZI. Naime, u generalisanom
obliku ZI (2.71), stepen nad k, u brojiocu uzima vrednosti 1 < n < 3. Iracionalni faktor je

funkcija oblika &}/ /k> — k%. Konkretno, za iracionalni faktor integrala Stl,’:,?f, u granicnom

procesu imamo

/{Z2
lim ——2— = . (4.8)

kp—ro0 /k;g o k;g

Medutim, eksponencijalni faktor, koji zavisi od z i 2/, dominantan je u odnosu na ostale faktore
za dovoljno veliko k,, te integral ostaje konvergentan. Korisno je, dakle, posmatrati iracionalni
i eksponencijalni faktor zdruzeno. Njihov proizvod prikazan je na slici 4.4 za k, € [0, 7T0k).

Konacno, ukupne podintegralne funkcije oba integrala za p = 10\g i 2z = 2/ = 0,01\
prikazane su na slikama 4.5 i 4.6. Na datom intervalu, zbog slabog prigusenja, anvelopa po-
dintegralne funkcije jako sporo opada u slucaju reflektovanog integrala (slika 4.5). Sta vise, u
slucaju transmitovanog integrala (slika 4.6) na istom intervalu vidimo njegovu prividno rastuéu
anvelopu (slika 4.6). No, razlog tome jeste to $to prigusenje eksponencijalne funkcije pocinje
da dobija na znacaju tek za k, > k.

Izuzev koeficijenta refleksije i dodatne tacke grananja, integral g, .. ima isto jezgro kao
integral gg, a time i slicne numericke osobine. Ocekujemo da teoriju razvijenu iz kvalitativne i
kvantitativne analize integrala gy mozemo lako primeniti na osnovni reflektovani integral g ...
Isti zakljucak mozemo izvudi i za integrale g; .., Gr zz, 1 gs,22- ProSirenje ustanovljenih tehnika ka
ostalim integralima, u kojim figurisu njihovi razli¢iti izvodi, nije tako ocigledno. 1z tog razloga
¢emo u narednom odeljku pazljivo razmotriti tehnike rac¢unanja konacnog dela ZI u slucaju
spoja dve sredine.

0 10 20 30 40 50 60 70
kﬂ/ ko

Slika 4.4: Ukupna podintegralna funkcija integrala SR’S;I za p =10\ 1 2 = 2/ = 0,01)\.
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Slika 4.5: Ukupna podintegralna funkcija integrala SR’S;I za p =10\ 1 2 = 2/ = 0,01)\.
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Slika 4.6: Ukupna podintegralna funkcija integrala Stl,ff za p =10\ 1 2 = 2/ = 0,01)\.
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4.2 Tehnike za racunanje konacnog dela Zomerfeldovog
integrala za sluc¢aj razdvojne povrsi dve sredine

U odnosu na ZI za slobodan prostor, dodatni faktori, kao i novi singularitet, koji se poja-
vljuju u slucaju ZI za dve linearne sredine, mogu uticati nepovoljno na numericku integraciju. U
ovom odeljku razvi¢emo tehnike za prevazilazenje datih numerickih izazova, kao i za formiranje
predikcionih formula koje bi u novom scenariju takode omogucile efikasno racunanje konac¢nog
dela ZI.

U okviru predlozenih tehnika, zadrzavamo osnovni okvir pristupa iz prethodnog poglavlja,
a to su GL kvadraturna formula i realna putanja integracije. Konacne delove dva primera ZI
piSemo u eksplicitnom obliku s parametrizovanim granicama,

v Cory K2 — k2 — (K2 — k:2
Lioa(bp ko) = / ' \/ \/ ok eV Blalz) _Fodke iy gy
ot eer\/k‘ —k2+\/k:2 k2 \ k3 — kG

/kpl \/7k2+\/ﬂ

gde je u drugom integralu skrac¢en koreni faktor iz brojioca koeficijenta transmisije i imenioca
iracionalnog faktora. Time se objasnjava odsustvo prekida podintegralne funkcije u k, = ko,
prikazane na slici 4.6.

U analitickoj pripremi integracije nad konaénim domenom [0, b| izvrsi¢emo dodatnu podelu
na mestu k, = Re{k} = k.. Ovo odgovara tacnoj vrednosti singulariteta za Im{k} = ki, = 0,
odnosno projekciji singulariteta na realnu osu za ki, # 0 (kvazisingularitet). Takode, trecu
podelu uvodimo na mestu ky < k, < ke, zbog razlicitog tretiranja singulariteta u prva dva
i u druga dva intervala. Sledi da ZI nad konac¢nim intervalom mozemo izraziti kao 1(0,b) =
Il +]2 +Ig +I4, gde je

It ,TX k:pla kpZ \/k’%ik?)'%'i\/kgikQ‘Z‘kfﬁdkm (410)

I = 1(0, ko),
:[(ko’ k0+kre)
(4.11)
:[(ko+kre )
Iy = I(kre, b),

Radi boljeg poredenja sa postoje¢im metodama, u analizi kona¢nog dela ZI usvajamo nesto
drugaciju gornju granicu od one u 3.11,

b= kov/Re{ea} + 1, (4.12)

prema definiciji datoj u [13]. Putanja integracije, zaseci i tacke grananja prikazani su na slici

4.7.
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Slika 4.7: Putanje integracije (siva linija) predstavljene u kompleksnoj k,-ravni u za (a) ki, = 0 i
(b) kim < 0. Talasaste linije predstavljaju zaseke odgovarajuéih korenih funkcija.

4.2.1 Potiskivanje singulariteta podintegralne funkcije

U skladu sa usvojenim polaznim hipotezama, za efikasno racunanje ZI u slu¢aju dve sredine
kada se tacke grananja nalaze na ili blizu putanje integracije, razmatramo ponovo korenu smenu
i metodu GL. Medutim, sada je neophodno definisati razlicite smene za razli¢ite poddomene
[48]. Konkretno,

s =/k2 —k§, zaprviidrugi poddomen (integrali I; i I), (4.13)
s=1/k2 —k? zatrecii Cetvrti poddomen (integrali I3 i I). (4.14)

Putanje integracije nakon smene prikazane su u kompleksnoj s-ravni na slici 4.8a za ki, = 0,
odnosno na slici 4.8b za ki, < 0. Kao i u slucaju ZI za slobodan prostor, singularna tacka
grananja k, = ko preslikana je u nesingularnu tacku s = 0, dok je putanja koja odgovara
integralu I;, odnosno Iy, ¢isto imaginarna, odnosno ¢isto realna. Ako je ki, < 0, onda je tacka
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k, = ki za integral po realnoj putanji kvazisingularitet, koji se slika u nesingularnu tacku
k, = \/ki, — k?. Putanje koje odgovaju integralima I3 i I, u s-ravni su kompleksne odredene
su smenom s = /k2 — k? i usvojenom realnom putanjom, Im{k,} = 0. Odatle sledi relacija

SreSim — _krekim > O, (415)

koja definise hiperbolu u I kvadrantu s-ravni [48].

2
kO“‘kre _ 1.2
(5~

b2 _ 2
@ >
5 Re{s}
T
s-ravan
b2 _ 2
o
>
Re{s}

Slika 4.8: Putanje integracije (sive linije) predstavljene u kompleksnoj s-ravni za (a) ki, = 0 i
(b) kim < 0.

Ako prvu smenu primenimo na integrale (4.9) i (4.10), za prvi i drugi poddomen dobijamo

o2 er _\/2 k2_k2 ’
II-7ZZ(81,82):/ Cor? i J()(p\/SQ+k8)e_8(|z|+‘z‘)ds, (4.16)

| €S /82 + Kk} — k2

52 2 ,
I wa(51, 82) = / o Ji (p\ /s?+ kg)e*s‘z VSRR o2 4 k2eds. (4.17)
S1 S + S + 0 -
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Analogno, primenom druge smene, za treci i ¢etvrti poddomen imamo

52 er 2 kZ - k2 - /
L ..(51,52) = AV 0 SJO (p\/ 52 + k2>e*s(|z|+‘z Dds, (4.18)
51 €or\/SEH K2 —KE+s

52 2 2 2 21,/
Ly za (81, 82) = / s Ji <p\/ 52 4 kQ)e’V SR kol =oll /62 k2sds. (4.19)
s1 S

2 —k2+s

Primeri podintegralnih funkcija integrala (4.16)—(4.19) su prikazani na odgovarajué¢im poddo-
menima na slikama 4.9 i 4.10 za p = 10Xy, z = 2/ = 0,01\¢ i € = 4 — j107° (slucaj malih
gubitaka). Nakon primene smene, singulariteti su potisnuti, te prekidi funkcija i izvoda nisu
primetni. Kao i u sluc¢aju slobodnog prostora, talasnost podintegralnih funkcija ZI za slucaj dve
sredine nije uklonjena, pa za ekstremne vrednosti koordinati rastojanja i dalje namece izvesno
ogranicenje u tacnosti koju je moguce dosti¢i numerickom integracijom.

0.4 . 0.1
0.3 1
0.05 +
0.2}
T 01y T 0
@ <
& =
&b &0
8 0 PSRN 40—3)
= c
— N —
\\ -0.05
-0.1
-0.2 -0.1 :
0 0 0.5 1 1.5
||
(b)
0.08 : : 0.02
0.06 - 1 0.015 |
0.04 + 0.01 |
0.02 +
0.005 +
) <
= 0f g
< @
&0 & 0
o -0.02 )
= =
S ol = -0.005 |
_0.06 L -0.01
-0.08 : : -0.015 : : :
1.5 1 0.5 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8
|| ||

() (d)

Slika 4.9: Podintegralna funkcija integrala I, .. nad cetiri poddomena za p = 10\g, z = 2 = 0,01\
i€r=4-— j10_5- (a) Ir,zzla (b) Ir,zz?a (C) Ir,zz3a (d) Ir,zz4-
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Slika 4.10: Podintegralna funkcija integrala I; ,, nad ¢etiri poddomena za p = 10Xg, z = 2z’ = 0,01 )¢
i€ =4— j1075- (a) It,xxla (b) It,a:a:27 (C) It,a:a:37 (d) It,a:a:él-

Hiperbolu dobijenu u (4.15) potrebno je parametrizovati, kako bi se GL kvadraturna formula
mogla primeniti na funkciju realnog argumenta. Ocigledno i s, i s, predstavljaju legitimne
kandidate za promenljivu po kojoj bi se vrsila integracija. Na poddomenu integrala I3 domi-
nantan je imaginarni deo promenljive s, dok je na poddomenu integrala I, dominantan njen
realni deo. Pored toga sto je posmatrana sredina 2 u nasem razmatranju nemagnetski materijal
sa gubicima, od prakti¢nog interesa jeste slucaj kada su ti gubici mali, tj. kada je

|Im{e.}| < Re{ee} = |kim| < Fre,

(4.20)

gde je € = Re{e}, € = —Im{e}, a o specificna provodnost sredine 2. Kod malih gubitaka je
proizvod —k.kin mali, pa se i kraci hiperbole jako brzo asimptomatski priblizavaju realnoj i

54



imaginarnoj osi kompleksne s-ravni. Dominantnost imaginarnog dela promenljive s u tre¢em,
i realnog dela u cetvrtom poddomenu je stoga jos izrazenija. Ako bi se kojim slucajem inte-
gracija vrsila preko nedominantnih komponenti promenljive s, tj. ako bi se integral I3 racunao
preko s, ili integral I, preko s;,, korena funkcija bi u argumentu Beselovog i eksponencijalnog
faktora izazvala jako veliki broj oscilacija u okolini granice poddomena s = y/k2 — k2, sto
nepovoljno utice na konvergenciju integracije. Iz navedenih razloga, integral I3 rac¢una¢emo
preko promenljive s;,, a integral I preko s.. Jakobijani, koji se onda moraju multiplikativno
pridodati polaznim integrandima, slede iz (4.15),

ds —1 + .krekim ds o krekim + . (4 21)
ds;e ) 27 dSim B s ) -

Predlozeni postupak mogucée je primeniti i na trigonometrijske i hiperboli¢cne smene pro-
menljivih. Radi poredenja, tri relevantne smene su prikazane u tabeli 4.1. Iako numericki
eksperimenti pokazuju da su njihove performanse relativno slicne sa aspekta tacnosti i konver-
gencije, korena smena se istice zbog svoje jednostavnosti i lakSe racunarske implementacije u
odnosu na ostale smene. Interesantno je da je korena smena do sada ve¢ pominjana u literaturi,
gde je koris¢ena pre svega u cilju pojednostavljenja notacije, kao i za odredivanje pribliznog
analitickog resenja ZI [1,18,49], ali nije razmatrana za potiskivanje singularnog uticaja kom-
pleksnih tacaka grananja u numerickoj integraciji.

Tabela 4.1: Tabela smena promenljivih.

s k, Sim(Sre)

re

5 = arccos(%) k, = kcoss Sy = arth {]Zm Ctg(sre)]

k’ k:im
5§ = arch(f) k,=kchs Sim = arctg l— k: Cth(Sre):|

s=/k2—k> k,=Vs+k? Sim = —

4.2.2 Relativna greska

Za potrebe blizeg objasnjenja narednih tehnika, na ovom mestu definiSemo relativnu gresku
racunanja konacnih delova ZI za slucaj dve sredine. Naime, razmatrac¢emo gresku u odnosu na
ukupnu vrednost kona¢nog dela ZI.

\Ii(ng) — I

5 = L (4.22)
1]

gde je fi(ng) procena integrala na i-tom poddomenu dobijena pomocu n, integracionih tacaka, a

I; i I su vrednosti integrala na i-tom poddomenu i ukupnog kona¢nog dela integrala I(0,b), re-
spektivno, izracunate sa maksimalnom moguc¢om tacnoséu, koris¢enjem dovoljno velikog broja
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integracionih tacaka. Ovakva definicija je pogodna zbog odbacivanja integrala nad onim pod-
domenima ¢iji doprinosi su zanemarljivi u odnosu na ukupan konacan deo ZI.

4.2.3 Aproksimativna putanja integracije

U veéini primena ZI u sluc¢aju dve sredine nailazimo na male gubitke |kiy| < k. U nasem
primeru, granice ¢etvrtog poddomena, tj. integrala I4, mogu se priblizno izraziti kao

Sre(ky = kre) & Vivelkim|,  Sve(k, = b) = ko. (4.23)

Na datom intervalu funkcija 1/s%, koja se pojavljuje u (4.21), ima veliki dinamicki opseg.

Drugim rec¢ima, odnos njene maksimalne i minimalne vrednosti u apsolutnom smislu iznosi
priblizno kie/|€erkim| > 1, Sto doprinosi usporenju konvergencije. Slican zakljucak se moze
izvesti i za interval koji odgovara integralu I3 i promenljivu s;,. Ovo ogranicenje je svojstveno
ne samo korenoj, vec¢ i trigonometrijskim i hiperboliécnim smenama primenjenim na sredine sa
malim gubicima.

Za prevazilazenje ovog ogranicenja, hiperbola, koja je posledica korene smene i reciproc¢ne
relacije (4.15), moze se aproksimirati polinomom, koji omoguéava pitomiju funkciju parame-
trizacije, a time i manje dinamican Jakobijan. Mali gubici ¢ine da su kraci hiperbole priblizno
poluprave koje leze blizu osa s-ravni, pa je polinom prvog reda, tj. linearna funkcija, najjed-
nostavnija i adekvatna aproksimacija. Dva dela hiperbole, mozemo aproksimirati deo-po-deo
linearnom funkcijom [48], kao na slici 4.11.

Rezultujué¢a blaga deformacija putanje integracije u s-ravni ne menja nominalnu vrednost
integrala (koju nije moguée izracunati analiticki), ali moze uticati na numericku procenu vred-
nosti integrala. Ova aproksimacija takode implicira promenu putanje u polaznoj, k,-ravni, koju
dobijamo primenom inverzne funkcije smene, k, = v/s? + k2. Na slici 4.12 je u k,-ravni dat pri-
mer aproksimativne putanje integracije nad cetvrtim poddomenom integrala I, .. za p = 10,
2 =2 =001\ i€ =4 —jl075 Imajuéi u vidu skalu u kojoj je prikazana imaginarna osa,
zakljucujemo da je odstupanje od originalne, realne putanje malo. Naime, odnos maksimal-
nog vertikalnog odstupanja (imaginarne vrednosti) i duzine intervala (opsega realne vrednosti),
iznosi ~ 1072, Ovakvu putanju nazivaé¢emo kvazirealnom putanjom.

2
k0+krc _ k2
2 0

Slika 4.11: Aproksimativna linearna putanja integracije (isprekidane linije) i polazna putanja inte-
gracije (sive linije) predstavljene u kompleksnoj s-ravni u sluéaju kip < 0.
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Slika 4.12: Grafik aproksimativne (isprekidana linija) i polazne putanje integracije (siva linija) pred-
stavljene u kompleksnoj k,-ravni za integral I, ..4, za p = 10X\g, z = 2/ = 0,01\g i €er =4 — j1072.

10° : ——
............. Bez smene
10° Prrevvee st - — - -Korena smena
Aproksimacija
I korene smene
107°
sy L
10710 L
10715 L
10720- i i M S T A | i i F S |
10° 10! 10?

Ng
Slika 4.13: Poredenje relativne greske racunanja integrala Iy .4 za p = 10X\, z = 2/ = 0,01) i

€er = 4 —j107° u slucajevima bez primene smene, sa korenom smenom i sa linearnom aproksimacijom
korene smene promenljivih.

Na slici 4.13 je prikazano poredenje relativne greske integracije racunate prema (4.22). Za
gresku veéu od 107°, krive su relativno sline. Vidimo da je kovergencija vrednosti integrala
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bez primene smene najsporija, narocito za vec¢e tacnosti. Korena smena dovodi do odredenog
ubrzanja, ali ono postaje znacajno tek za gresku koja je manja od 107°, tj. nakon kolena
funkcije greske. Korenom smenom, maksimalna ta¢nost postize se sa priblizno 130 integracionih
tacaka. Primenom linearne putanje integracije u s-ravni, odnosno kvazirealne putanje u k,-
ravni, funkcija relativne greske nema koleno, a integral ve¢ sa 20 tacaka dostize maksimalnu
tacnost.

Koleno u funkciji relativne greske moze se objasniti i time da prosta korena smena u slucaju
sredine bez gubitaka nikad zaista ne ponisti singularitet, s obzirom da se on nalazi van putanje
integracije. Njegov uticaj je uistinu ublazen, ali ne i uklonjen. Sa druge strane, uvedena
aproksimativna putanja, u k,-ravni rezultuje parametrizovanom krivom, koja ima strm nagib
u okolini k, = k., kao sto se vidi na slici 4.12. Takva funkcija zgusnjava integracione tacke oko
kvazisingulariteta i omoguc¢ava povoljniju i ravnomerniju integraciju metodom GL.

4.2.4 QOdredivanje praga racunanja i granica domena integrala

Eksponencijalni faktor koji je prisutan u svim ZI, varira snazno sa promenom vertikalnih
koordinati z i 2/, ¢ime dramati¢no menja brzinu opadanja anvelope podintegralne funkcije za
k, > ko. Za integrale I, I3 i I, eksponencijalni faktor e”V kp—kgle] je realan i za srednje i velike
vrednosti z i 2’ ima dominantan uticaj na anvelopu u odnosu na ostale faktore. Problem snazno
opadajuce anvelope najvise pogada drugi poddomen, tj. integral I, gde se moze desiti da se
previse integracionih tacaka upotrebi za ravan deo anvelope integranda (k, > k), a premalo
za njen strmi deo (k, 2 ko). Sledi da cak i u slucaju konacnog dela ZI, uvodenjem pragova i
skrac¢ivanjem domena, rac¢unanje moze postati efikasnije.

Kako bi se fluktuacija relativne greske u zavisnosti od vertikalnih koordinati z i 2’ potisnula,
potrebno je definisati prag racunanja, odnosno granicu domena koja je funkcija zeljene tacnosti.
Na osnovu deterministickog i dominantnog eksponencijalnog faktora, kao i definicije relativne
greske (4.22) pogodna gornja granica kona¢nog dela ZI se moze priblizno izracunati kao

et 1 ?
k;,,,th:\/ [(l Xdes + + k2, (4.24)

2|+ 2']) logyg e

gde je xdes Zeljena tacnost. Na slici 4.14 prikazana je relativna greska za integral I, .. nad
kritiénim, drugim poddomenom za slucéaj p = 10\g i z = 2’ = 5\, za razlicite gornje granice
intervala integracije, izracunate pomoc¢u (4.24). Predlozena formula obezbeduje ta¢nost koja je
nesto veca od zeljene.

4.3 Analiza pojedinacnih poddomena integrala

Iako u osnovi slicne prirode kao ZI za slucaj slobodnog prostora, ZI za slucaj dve sredine
zahteva posebnu analizu. Jedna od kljucnih razlika je sto postoji vise poddomena koji su na
razli¢it nac¢in pogodeni faktorima podintegralne funkcije. Na prvom poddomenu ocekuje se
slicno ponasanje integrala kao u slucaju slobodnog prostora. Podintegralnu funkciju na tom
intervalu definise prevashodno koordinata p, koja utice na ukupan broj oscilacija posredstvom
Beselove funkcije. Kod drugog, trec¢eg i ¢etvrtog poddomena uocava se kombinovano dejstvo
Beselove i eksponencijalne funkcije. Kao sto smo videli, na intervalu k, > ko primetno je
prigusenje eksponencijalnog faktora, koje je diktirano od strane vertikalnih koordinati z i 2. U
ovom odeljku prikazano je nekoliko karakteristicnih primera ra¢unanja I, ., i I 5, pomocu kojih
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Slika 4.14: Relativna greska integrala I, ..o za p = 10\, 2 = 2’ = 5X\g 1 €er = 4 — j1075 i razlicite
pragove racunanja. Brojevi desno od krivih predstavljaju Zeljeni nivo greske.

isticemo kljucne slicnosti i razlike u odnosu na ZI za slobodan prostor. Dodatno, uporedeni su
rezultati racunanja integrala nad poddomenima sa i bez koris¢enja predlozene aproksimativne
putanje integracije.

Na slikama 4.15 i 4.16 prikazana je relativna greska integrala I, .. nad poddomenima 1 i
2, odnosno 3 i 4, respektivno, za razlic¢ite vrednosti koordinata (p, z, 2/ = z). Ovakav prikaz u
parovima omogucava jednostavan pregled relativne greske nad poddomenima sliénih karakteri-
stika. Uticaj horizontalnog elektrickog rastojanja mozemo analizirati na slikama 4.15a i 4.15b,
gde su vertikalne koordinate z i 2’ elektricki male, a p uzima vrednosti 10\g i 100)\. Pravil-
nost ponasanja krive greske sa povecanjem p se poklapa sa rezultatom za slobodan prostor.
Stoga, mozemo zakljuciti da i ovde, pored vrednosti p, na broj integracionih tacaka utice i
duzina intervala integracije. Slican efekat moze se videti i za tre¢i poddomen na slikama 4.16a
i 4.16b, dok je za cetvrti domen efekat manje izrazen. Uticaj vertikalnog rastojanja na prvi i
drugi poddomen prikazan je na slikama 4.15¢ i 4.15d, gde p = 10)g, a z i 2’ uzimaju umerene
vrednosti 0,5\ i Ag. Promene krive greske za prvi i drugi poddomen su relativno male. Kada
su u pitanju treci i ¢etvrti poddomen, ¢ak i relativno mala vertikalna rastojanja prouzrokuju
primetno opadanje anvelope podintegralne funkcije, sto smanjuje vrednost integrala, a time i
nivo relativne greske u odnosu na ukupan konacan deo ZI. Na slikama 4.16¢ i 4.16d uocavamo
pad maksimalne relativne greske usled poveéanja z i 2’.

Analiza, istovetna gorenavedenoj, moze se sprovesti i za integral I; ,,. Usled nesto drugacijeg
eksponencijalnog faktora, potiskivanje vrednosti integrala nad tre¢im i cetvrtim poddomenom,
a time i odgovarajucih relativnih gresaka, je slabije nego kod integrala I, .., kao sto se vidi na
slikama 4.18c i 4.18d. To se moze objasniti time Sto kod ZI za transmitovano polje anvelopu
pondintegralne funkcije u pocetku (za ky < k, < kyo) diktira prevashodno vertikalna koordinata
izvora 2/, koja se javlja u eksponentu. Kada je k, > k., pocinje uticaj i vertikalne koordinate
tacke posmatranja, z. Kod ZI za rasejano polje, kao sto je I, .., na celom intervalu ko < k, < b
koordinate z i 2’ zdruzeno doprinose eksponencijalnom opadanju podintegralne funkcije.

59



10°

100 F

10715 L

10720
10°

102 103

10°

100

107° +

o 10710 N

10715 L

10720
10°

102 103

10715 |

1070
10°

102 10°

10°

10()

1075+

w1010 |

1071 |

10720
10°

102 103
Ng

(d)

Slika 4.15: Relativna greska integrala I, .. na prvom i drugom poddomenu za (a) p = 10X\g, z = 2’ =
0,01)g, (b) p = 100)\g, z = 2/ = 0,01\, (c) p = 10X, z = 2’ = 0,50, (d) p = 10Ng, 2 = 2’ = Xp.
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Slika 4.16: Relativna greska integrala I .. na treem i ¢etvrtom poddomenu sa i bez aproksimativne
putanje integracije za (a) p = 109, 2 = 2’ = 0,01\, (b) p = 100\g, z = 2’ = 0,01\, (¢c) p = 10X,
z=2'=0,5), (d) p=10Ag, z = 2" = Xo.
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Slika 4.17: Relativna greska integrala I 5, na prvom i drugom poddomenu za (a) p = 10\g, z = 2=
0,01Xg, (b) p = 100)\g, z = 2/ = 0,01\, (c) p = 10X, z = 2’ = 0,50, (d) p = 10\g, 2 = 2’ = Xp.
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Slika 4.18: Relativna greska integrala I , na tre¢em i c¢etvrtom poddomenu sa i bez aproksimativne
putanje integracije za (a) p = 109, z = 2’ = 0,01\, (b) p = 100\g, z = 2’ = 0,01\, (c) p = 10X,

z = Z/ = 0,5)\0, (d)p = 10)\0, z = Z/ — )\0'
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4.3.1 Predikcione formule

Zbog oscilatornosti podintegralnih funkcija ZI i promenljive brzine opadanja njihove anve-
lope, sama podela na poddomene i primena pomenutih tehnika umnogome doprinose efikasnosti
racunanja. Medutim, od posebnog znacaja su empirijski izrazi za priblizno odredivanje potreb-
nog broja integracionih tacaka, koji omoguc¢avaju kontrolisanu tacnost numericke integracije.
U ovom odeljku predstavljeni su takvi izrazi, proizasli iz numerickih eksperimenata za razlicite
vrednosti koordinata rastojanja iz oblasti D.

U slucaju ZI za dve sredine, postoje cetiri poddomena razlicite velicine. U tom smislu,
slicno kao za ZI u slobodnom prostoru (3.27), formule baziramo na ekvivalentnom elektri¢nom
rastojanju. Ono se za rasejano polje ra¢una pomocu izraza

Ak, .
St \J@.app + U8(12] + 20 + D4p(lz] + 2P, =1
R.; = ™ (4.25)
9.4 0t i=2.34
2T

gde je Ak,; duzina i-tog intervala integracije. Za transmitovano polje, ekvivalentno elektricko
rastojanje se racuna kao

( Ak, ; .
S 2402 4+ [L3(05]2] + 2 + 04005121 + 2P, i =1
Ak, ,
Re,i = 2—7\/<274p)2 + (1,8‘Z|)2 + (O,4p|2‘)2, 1=2 (426)
s
Ak .
9 4P2Rpi i=3,4
\ 27

Za prvi i drugi poddomen priblizan broj potrebnih integracionih tacaka za zeljni broj tacnih
cifara, Xges, 1Zn0si

Xdes

6+ Re; + max{ R, 5}%%, 1=1,
Ng,i = a (4.27)
6 + Rei + === max{R.;, 20} i=2.

Usled uticaja eksponencijalnog faktora na podintegralnu funkciju na tre¢em i cetvrtom poddo-
menu, potiskivanje vrednosti integrala i odgovarajuce variranje relativne greske uzeti su u obzir.
Rezultujuéi empirijski izraz za broj integracionih tacaka na tre¢em i cetvrtom poddomenu glasi

07 Xdes < Xmin
Ngi = v , =34, (4.28)
6 + Re,i + M maX{Re,ia 20}0737 Xdes Z Xmin
gde je za rasejano polje
_ ko+kre \2_ ;2 e
“logyg e (5] R g
Xmin = (429)

— loglo ei V ereikg (‘Z‘+|Z/|)’ Z — 4
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a za transmitovano,

,1/(M)2,k2‘z‘
2 0 .
—logype , 1 =3,

Xmin = (430)
—log,g e~ VHeh 1] =4

U izrazu 4.28, kada je Zeljeni broj tacnih cifara manji od minimalnog, Xmin, jednakost 7, ; =
0 podrazumeva da je integral nad tim poddomenom dovoljno mali da se moze zanemariti.
Predstavljene formule testirane su u narednom odeljku.

4.4 Primeri racunanja ukupnog konac¢nog dela
Zomerfeldovog integrala za sluc¢aj razdvojne
povrsi dve sredine

Verifikaciju izvedenih empirijskih izraza za procenu potrebnog broja integracionih tacaka za
zadatu tacnost, kao i dodatnu proveru predlozenih tehnika, potrebno je izvrsiti na primerima
racunanja ukupnog konacnog dela ZI. U tom cilju, odabran je podskup oblasti parametara D
koji je od interesa: horizontalna koordinata varira u intervalu p/Xg € [1,1000], dok vertikalne
koordinate uzimaju vrednosti iz skupa (|z| + |2/|) € {0, p,1000\o}. Za svaki od poddomena
izracunati su minimalno potrebni i procenjeni brojevi integracionih tacaka za dostizanje nivoa
relativne greske dqes = 1072 1 dges = 107, a ukupan broj je Ng = E?Zl Ng ;. Rezultati za integral
I, .. dati su na slikama 4.19 i 4.20, a za integral I; ,, na slikama 4.21 i 4.22.

104_““! T AL | T AL | T TorTTTTTTT
103 | 1
1)
<
)
Iy
102 | ]
—@— Potreban br. tacaka
—A— Procenjen br. tacaka
101 I I o I
100 10 102 10°
P/ Ao

Slika 4.19: Poredenje potrebnog i procenjenog broja integracionih tacaka za racunanje integrala I, .,
pri razli¢itim vrednostima koordinati rastajanja i za zadatu relativnu gresku 6 = 1073.
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Slika 4.20: Poredenje potrebnog i procenjenog broja integracionih tacaka za racunanje integrala I, ..
pri razli¢itim vrednostima koordinati rastajanja i za zadatu relativnu gresku 6 = 1077,

104_““‘ T AL | T AL | T TorTTTTTTT
z=2z"= 500\
103 | i
o0
«
)
<
102 | ]
—@— Potreban br. tacaka
—A— Procenjen br. tacaka
10t : ‘ ‘
100 10 102 10°
P/ Ao

Slika 4.21: Poredenje potrebnog i procenjenog broja integracionih tacaka za racunanje integrala I ,,
pri razli¢itim vrednostima koordinati rastajanja i za zadatu relativnu gresku 6 = 1073.
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Slika 4.22: Poredenje potrebnog i procenjenog broja integracionih tacaka za racunanje integrala It ;,
pri razli¢itim vrednostima koordinati rastajanja i za zadatu relativnu gresku 6 = 1077,

Rezultati pokazuju poklapanje predikcije sa stvarno potrebnim brojem tacaka. Takode, vi-
dimo da su predlozeni empirijski izrazi projektovani relativno pesimisticki, zbog ¢ega procenjen
broj integracionih tacaka blago premasuje stvarno potreban broj tacaka za dostizanje zadatih
nivoa greske. Diskrepanca je veéa za manje vrednosti p i dostize maksimalno 27%, dok za vecée
vrednosti koordinata rastojanja, gde je predikcija od posebnog znacaja, relativni premasaj se
znacajno smanjuje i ne premasuje 6%.

4.5 Poredenje sa metodama sa zakrivljenom putanjom
integracije

Predlozeni pristup, uz primenu procenjenog broja integracionih tacaka, uporedi¢emo i sa
relevantnim metodama iz literature. Kako je ovaj rad orijentisan ka resenjima koja pocivaju
na integraciji duz realne, odnosno kvazirealne putanje u kompleksnoj k,-ravni, kao referentne
biramo dve metode iz grupe resenja u kojima se zastupa vrlo rasprostranjen pristup sa zakri-
vljenjem putanje u I kvadrant k,-ravni, kao sto je prikazano na slici 4.23. U prvoj metodi [12]
koristi se elipticka putanja i fiksirana gornja granica integracije, b. Visina poluelipse, kojom se
zele zaobidi singularne tacke grananja, proporcionalna je duzini intervala i iznosi /1000, te ne
zavisi od koordinata rastojanja. U drugoj [13] se predlaze sinusna putanja, ¢ija visina u odnosu
na realnu osu je delimi¢no adaptivna i odredena je izrazom min{kg, 1/p}. Metode su poredene u
dva podskupa oblasti D. U prvom sluc¢aju je razmatran izvor na razdvojnoj povrsi, z = 2/ = 0,
dok je horizontalna koordinata varirana, p/X\, € {1,10,100}. Ovo predstavlja zahtevniji sce-
nario, koji je Cesto od interesa u praksi (npr. antena neposredno iznad zemlje). U drugom
slucaju, fiksirano je p = 10\, a varirana je vertikalna koordinata, (|z| 4 |2’|)/ Ao € {1, 10,100}.
Za racunanje integrala predlozenom metodom upotrebljen je procenjen broj tacaka, dobijen
pomoc¢u empirijskih formula u rasponu Zeljene relativne greske od 10° do 107!, Na taj nacin
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uracunat je i eventualni premasaj koji potice od nesavrsenosti predikcije. S obzirom da se za-
krivljenom putanjom zaobilazi tacka grananja, u sva tri pristupa primenjena je GL kvadraturna
formula. Rezultati za integral I, .. su dati na slikama 4.24 i 4.25, a za integral I ,, na slikama
4.26 1 4.27.

Im{k,}
Zakrivljena putanja
k,-ravan

Kvazirealna (aproks.)
putanja

Slika 4.23: Prikaz kvazirealne (aproksimativna) putanje (siva linija) i zakrivljene putanje (crna linija)
u kompleksnoj k,-ravni za ki, < 0.

1000
10

10710}

r -\ 4
10-15 [ Elipticka [12] \vaw ]
| P Sinusna [13] ' . ]

| —A— Kvazirealna

10720 T 1 1
10° 10! 102 103 10*

Ng, Ng

Slika 4.24: Poredenje relativne greske racunanja integrala I, ., pomocu elipticke [12], sinusne [13] i
kvazirealne putanje za p/Ag € {1,10,100} i z = 2/ = 0.
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Slika 4.25: Poredenje relativne greske racunanja integrala I, ., pomocu elipticke [12], sinusne [13] i
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kvazirealne putanje za p = 10\g i (|z] + |2/]) /Ao € {1,10,100}.
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Slika 4.26: Poredenje relativne greske racunanja integrala I ;, pomocu elipticke [12], sinusne [13] i

102

Ng, Ng

kvazirealne putanje za p/Ag € {1,10,100} i z = 2’ = 0.
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Slika 4.27: Poredenje relativne greske racunanja integrala I ;, pomocu elipticke [12], sinusne [13] i
kvazirealne putanje za p = 10X\ 1 (|z] + |2’])/ Ao € {1,10,100}.

U prikazanim rezultatima mozemo videti da primenjena korena smena uspesno potiskuje sin-
gularitete u tackama grananja. Takode, predlozena metoda omogucava konvergenciju racunanja
integrala ¢ija brzina (nagib krive relativne greske) slabo zavisi od izbora koordinati rastojanja,
dok je pocetak opadajuceg dela krive relativne greske odreden ekvivalentnim elektrickim ra-
stojanjima R.;. U slucajevima kada su horizontalna i vertikalna koordinata elektricki male,
uocavamo da je konvergencija postignuta predlozenom metodom donekle porediva sa konvergen-
cijom ostvarenom metodama sa zakrivljenom putanjom. Medutim, za srednje i veliko horizon-
talno rastojanje p, konvergencija predlozene metode je znacajno brza u odnosu na konvergenciju
referentnih metoda. Ova razlika je posebno primetna kada je vertikalno rastojanje malo (slika
4.24), odnosno jednako nuli (slika 4.26).

4.6 Osvrt na polove i materijale sa negativhom
permitivnoscéu

Materijali koji se javljaju u tipi¢nim scenarijima od interesa, jesu tzv. desno orijentisani
materijali, u kojima je Re{e.} > 01 Re{u} > 0. U posebnim primenama, kao §to je interakcija
plazme ili odredenih metala sa elektromagnetskim poljem visoke ucestanosti, moze se desiti da
realni deo ekvivalentne permitivnosti postane negativan [50,51]. Sa druge strane, specijalni
feritni materijali u kombinaciji sa metalnim strukturama ili stranim magnetskim poljem mogu
se konstruisati tako da je njihova ekvivalentna permeabilnost negativna [52-54]. Ovi efekti su od
velikog znacaja za oblast fizike koja se bavi opto-elektronskim komponentama, bio-senzorima,
so¢ivima, kao i formiranjem slike (eng. imaging) na nanoskali [55]. Iako su za zeljeni efekat
radne ucestanosti bliske optickim, specijalnim periodicnim mikrostrukturama, izradenim od
odgovarajuceg metala, moze se formirati vestacki materijal kod kojeg je Re{e.} < 0, ¢ak i na
ucestanostima znacajno nizim od optickih, do nivoa teraherca i gigaherca [51,55-59]. Takvi
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materijali se zovu metamaterijali i poslednjih decenija posvecena im je velika paznja, o ¢emu
svedoci veliki broj publikacija [55]. U ovom odeljku, razmotri¢emo metamaterijal sa negativnom
permitivnoséu (ENG — eng. e-negative), kao jednu od dve linearne sredine u ¢ijoj blizini se
nalazi izvor zracenja. Ova saznanja se mogu koristiti i u razmatranju materijala sa negativnom
permeabilnoséu (eng. p-negative) i tzv. dvostruko negativne materijale (eng. double negative),
kod kojih je Re{e.} < 01 Re{ue} <0, gde je . ekvivalentna permeabilnost.

Makroskopski gledano, postoje¢e modele koji opisuju zavisnost permitivnosti materijala od
ucestanosti (npr. Drudov ili Lorencov model [56,60]) mozemo direktno zameniti u Maksvelove
jednacine i posmatrati scenario dve sredine od kojih je prva vazduh, a druga ENG metama-
terijal, tj. metal u kojem je za datu ucestanost Re{e.} < 0. Na ovakvom spoju, moze se
javiti posebna vrsta talasa u vidu povrsinskog plazmon-polaritona (SPP - eng. surface plasmon
polariton). Fenomen SPP nastaje usled sprege oscilatornog EM polja i slobodnih nosilaca u
metalu. Uslov za njegovo pojavljivanje na razdvojnoj povrsi sredina 11 2 glasi [55]

Re{ec } Ref{ecn} <0, Refea} + Re{een} <0, (4.31)

gde je u odnosu na [55] iskaz uslova uopsten i izrazen preko realnih delova ekvivalentnih re-
lativnih permitivnosti, kako bi se u rac¢un ukljucili i gubici. Za slucaj malih gubitaka, koji je
u ovom radu od interesa, ovakav SPP se naziva i Fanoov mod [27]. Pojava tzv. povrsinskog
talasa je direktno povezana sa polozajem polova podintegralne funkcije u kompleksnoj ravni
(videti dodatak B). Posmatrajmo integral I, ., u (4.9). Njegov imenilac glasi

Diea(hy) = €\ [12 — 13 + N (4.32)

Izjednacavanjem imenioca sa nulom i reSavanjem, dobija se k, = £k, 501, gde je

kg k> [ €or
kp,pol kig T L2 kO 1+ €or ( 33)

Usvojimo za sredinu 2 materijal ENG tipa sa malim gubicima, ¢, = —4 — j0,01. Ovaj broj se
nalazi u III kvadrantu kompleksne ravni i njegov argument je u intervalu (—m, —7/2]. Tacka
grananja k = koy/€er = ko(0,0025 — j2,0000) se stoga nalazi u IV kvadrantu kompleksne ravni,
blizu imaginarne ose. Primetimo, k je daleko od kvazirealne putanje, pa ¢e singularni uticaj
ove tacke grananja biti zanemarljiv u numerickoj integraciji. Medutim, za ovako izabrano e,
reenje jednacine Dg,, = 0, dato izrazom (4.33), iznosi k,po1 & ko(1,1547 — j0,0005). Ono se
nalazi u IV kvadrantu kompleksne k,-ravni (pozitivan predznak resenja jednacine Dg,, = 0),
desno od tacke grananja kg, u neposrednoj blizini realne ose, odnosno kvazirealne putanje
integracije (slika 4.28). Takav pol nepovoljno utice na tacnost i konvergenciju numerickog
racunanja integrala i povezuje se sa pojavom povrsinskog talasa SSP tipa.

Primenom smene, pol se u kompleksnoj s-ravni preslikava u spo = «/k;ﬁ,pol — k? ~ 3,628 —
j0,006, sto je takode u IV kvadrantu i blizu realne ose. Kako u s-ravni postoji deo putanje
koji ide duz realne ose (slika 4.8), zakljucujemo da i u domenu nove promenljive, preslikani pol
ugrozava tacnost i konvergenciju integrala. Koriséenjem sada ve¢ standardne tehnike ekstrakcije

singulariteta oduzimanjem i dodavanjem pogodnog singularnog izraza, ¢iji integral je analiticki
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resiv [18,61], integral I, ., se nakon primenjene smene moze izraziti u pogodnijem obliku

Ir,zz = / fr,zz(s)ds = / (fr,zz(s) - ﬁ) ds + IResa (434)

gde je fi..(s) podintegralna funkcija integrala I, .. nakon smene, a R, njen ostatak u tacki
S = Spols

R0 = Res fi..(s) = lim (s — Spol) fr22(5). (4.35)

$=S8po $—Spol

Velicina Iges se racuna analiticki integraljenjem oduzetog izraza

S92 R o
[Res :/ ¢1d8 (436)
51 S — Spgl
= Ry |In M +j (arg{ss — spoi} — arg{s1 — Spoi})| - (4.37)
|52 — Sp01|

Ovakvom analitickom pripremom, uticaj pola podintegralne funkcije je potisnut i mozemo
pristupiti numerickoj integraciji.

Im{k,}

Zakrivljena putanja

k,-ravan

b Refk,)

: k Kvazirealna (aproks.)
j}'p putanja

Slika 4.28: Prikaz kvazirealne (aproksimativna) putanje (siva linija) i zakrivljene putanje (crna linija)
u kompleksnoj k,-ravni za Re{ee} < 01 Im{eer} < 0. Projekcije talasnih brojeva na realnu osu su
sada zamenile mesta, tako da je 0 < kye < ko, dok i dalje vazi ki, < 0. Usled negativnog realnog dela
permitivnosti pol se pojavljuje u blizini realne ose sa kriticne desne strane u odnosu na k.

Radi provere efikasnosti smene promenljivih i ekstrakcije pola u sadejstvu, posmatran inte-
gral I, ., je razmatran za z = 2’ = 01 p/A\g € {1,10,100}. Ovaj skup slucajeva je odabran jer
se nultim vertikalnim rastojanjem ukida prigusenje anvelope usled eksponencijalnog faktora u
podintegralnoj funkciji, te je otklonjena moguénost da se dejstvo pola potre malim vrednostima
funkcije prouzrokovanih prigusenjem. Za date slucajeve, relativna greska u funkciji potrebnog
broja tacaka prikazana je na slikama 4.29-4.31. Integral je racunat na tri nac¢ina - duz sinusne
zakrivljene putanje [13] i duz kvazirealne putanje sa i bez ekstrakcije pola.
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Slika 4.29: Poredenje relativne greske racunanja integrala I, ., pomoc¢u sinusne putanje [13], kvazi-
realne putanje bez ekstrakcije pola i kvazirealne putanje sa ekstrakcijom pola za p = A\g 12z =2’ = 0.

105 T T LA | T T AL | T T LA |
100 b 4
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10710 4 .
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\
A
10715 | Kvazirealna i ;
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10~ 1 1
10° 10 102 10 10*

Ng

Slika 4.30: Poredenje relativne greske racunanja integrala I, ,, pomocu sinusne putanje [13], kvazire-
alne putanje bez ekstrakcije pola i kvazirealne putanje sa ekstrakcijom pola za p = 10\g i 2 = 2’ = 0.
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Slika 4.31: Poredenje relativne greske racunanja integrala I, ., pomocu sinusne putanje [13], kvazire-
alne putanje bez ekstrakcije pola i kvazirealne putanje sa ekstrakcijom pola za p = 100)\g i 2 = 2’ = 0.

Posmatrajuéi krivu greske za kvazirealnu putanju kada je primenjena samo smena promen-
ljivih, vidimo da je pol dovoljno blizu putanje integracije, te prouzrokuje gresku reda velic¢ine
0 ~ 0,1+ 10. Smena promenljivih u kombinaciji sa ekstrakcijom uspesno potiskuje dejstva
tacke grananja i pola, pa je dostignuta tacnost visoka. Integracija zakrivljenom sinusnom pu-
tanjom rezultuje nivoima greske koji su sli¢ni ranijim slucajevima kada nije bilo pola. Moze se
pretpostaviti da je sinusna putanja dovoljno zakrivljena i udaljena od pola. Medutim, dejstvo
singularne tacke grananja k, = ko, a time i velikih vrednosti Beselove funkcije kompleksnog
argumenta u I kvadrantu, je i dalje vidljivo. Osetljivost integracije duz zakrivljene putanje i
ovde dolazi do izrazaja, $to se narocito vidi za vece p (slika 4.31 ). S obzirom na veéu robusnost
sa aspekta horizontalnog rastojanja i lako¢u implementacije esktrakcije pola, u datom scenariju
se predlozena metoda sa korenom smenom promenljivih i kvazirealnom putanjom pokazuje kao
pogodniji pristup.

4.7 Zakljucak

Pristup resavanju Zomerfeldovog integrala za slobodan prostor prosiren je u ovom poglavlju
na slucaj dve linearne sredine. S obzirom na to da su numericka svojstva repa slicna kao u slo-
bodnom prostoru, paznja je posveéena konacnom delu integrala, ¢iji (realni) interval integracije
je podeljen na ukupno ¢etiri poddomena. Dve podele su izvrSene u tackama grananja, odnosno
njihovim projekcijama na realnu osu, dok je trec¢a podela izvrSena u tacki koja odgovara arit-
metickoj sredini prve dve podele. Singularni uticaj tacaka grananja potisnut je odgovarajuéim
korenim smenama, a dodatno potiskivanje u slucajevima sredina sa malim gubicima postig-
nuto je aproksimativnom, kvazirealnom putanjom integracije. Prekomerni utrosak racunarskih
operacija, tj. integracionih tacaka, na poddomenima gde podintegralna funkcija brzo opada, iz-
begnut je uvodenjem adekvatnih pragova, odnosno adaptivnog skra¢ivanja intervala integracije,
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¢ija duzina zavisi od zeljene tac¢nosti.

Na osnovu analize datih primera integrala u Sirokom opsegu parametara rastojanja izmedu
izvora i tacke posmatranja, razvijene su empirijske formule za procenu potrebnog broja inte-
gracionih tacaka radi dostizanja Zeljene tacnosti. Pomocu datih formula i predlozenih tehnika,
primeri integrala za rasejano i transmitovano polje izracunati su efikasno i sa visokom tacnoscéu.
U poredenju sa relevantnim metodama iz literature, koje se baziraju na zakrivljenoj putanji
integracije, pokazuju brzu konvergenciju u rasponu zeljene relativne greske od 10° do 10713,

Posebno je razmatran scenario kada je jedna od sredina metamaterijal sa negativnom per-
mitivnoscu, sto prouzrokuje dodatan singularitet — pol u blizini kvazirealne putanje integracije.
Za slucaj izvora i tacke posmatranja na razdvojnoj povrsi, potvrdena je robusnost predlozene
metode sa korenom smenom, modifikovane jednostavnom ekstrakcijom pola.
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5 Zakljucak

U ovom radu predstavljena je nova metoda za numericko racunanje Zomerfeldovih integrala,
u cilju odredivanja elektromagnetskog polja izvora zracenja koji se nalazi u blizini razdvojne
povrsi dve linearne sredine. Metoda se zasniva na direktnoj integraciji duz realne, odnosno
kvazirealne putanje u kompleksnoj ravni i na ponistavanju singulariteta pomoc¢u smene pro-
menljivih, a sama numericka integracija je obavljena primenom Gaus-Lezandrove kvadraturne
formule.

U prvom koraku, analiziran je Zomerfeldov integral ¢ije resenje je analiticki poznato —
Grinova funkcija potencijala u slobodnom prostoru, odnosno funkcija skalarnog sfernog ta-
lasa. Singularitet, u vidu tacke grananja, koji se javlja na kona¢nom delu integrala, efektno
je ponisten koris¢enjem korene smene promenljivih. Za integraciju polubeskonac¢nog repa in-
tegrala, koji je u ovom radu razmatran sa aspekta procene greske, koriS¢ena je etablirana
metoda ponderisane aritmeticke sredine. Uz pogodnu podelu domena integracije na tri pod-
domena, ovakvim pristupom omoguéeno je racunanje integrala sa veoma visokom tacnoscu,
~ 1071 =+ 1071, na opsegu koordinata elektrickih rastojanja izmedu izvora polja i tacke po-
smatranja od 0,001\ do 1000\. U numerickim primerima, na datom opsegu koordinati, korena
smena pokazuje brzu konvergenciju integracije i laksu racunarsku implementaciju u poredenju
sa drugim reprezentativnim metodama iz literature, kao sto su metode zasnovane na trigonome-
trijskoj ili hiperboli¢noj smeni, odnosno na dvostruko eksponencijalnoj kvadraturnoj formuli.
Analizom relativne greske racunanja integrala na pojedina¢nim poddomenima u odnosu na eg-
zaktnu vrednost ukupnog integrala, razvijene su empirijske formule koje procenjuju potreban
broj integracionih tacaka za dostizanje zadate tacnosti u zavisnosti od parametara rastojanja.
Premasaj u proceni potrebnog broja tacaka u najveé¢em delu opsega rastojanja od interesa nije
veéi od 10%.

Prosirenjem metode predlozene za slucaj slobodnog prostora, razvijene su tehnike koje
omogucavaju efikasno racunanje kona¢nog dela Zomerfeldovih integrala za sluc¢aj dve linearne
sredine. Najpre, dodatna tacka grananja uslovila je podelu domena integracije na cetiri pod-
domena. Zatim, kako bi mogla biti primenjena na rac¢unanje integrala za sredine sa gubicima,
koja implicira kompleksnu tacku grananja, korena smena je adekvatno parametrizovana u kom-
pleksnoj ravni nove integracione promenljive. U cilju suzbijanja velikog dinamickog opsega u
domenu nove promenljive, koji se javlja kod sredina sa malim gubicima, uvedena je aprok-
simativna putanja integracije. Realna putanja integracije u domenu polazne promenljive je
stoga neznatno zakrivljena ka I kvadrantu kompleksne ravni i naziva se kvazirealna putanja.
Integracija kvazirealnom putanjom ¢ini korenu smenu efektnijom, dodatno potiskujuéi singu-
larni uticaj tacke grananja koja je blizu realne ose. Time je uspesno eliminisano koleno u krivoj
relativne greske, odnosno ubrzana je konvergencija. Takode, usteda integracionih tacaka postig-
nuta je uvodenjem adaptivne gornje granice integrala, koja zavisi od brzine opadanja anvelope
podintegralne funkcije, odnosno od zeljene tacnosti. Analiza podintegralnih funkcija integrala
za slucaj dve sredine, pokazala je da one, u osnovi, imaju slicne osobine kao podintegralna
funkcija za slucaj slobodnog prostora, te je logika formiranja formula za predikciju potrebnog
broja integracionih tacaka ostala nepromenjena. Predikcione formule se u najveé¢em delu datog
opsega koordinati poklapaju sa stvarno potrebnim brojem tacaka, narocito za vec¢a rastojanja,
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gde premasaj u proceni ne prelazi 6%.

Osvrt na sredine za koje je karakteristican jak uticaj pola u podintegralnoj funkciji na-
pravljen je na primeru metamaterijala sa negativhom permitivnoséu. U cilju uklanjanja ja-
kog uticaja novog singulariteta, koji numericku integraciju ¢ini prakiténo nemoguc¢om, korena
smena je kombinovana sa ekstrakcijom pola. Na taj nacin, uspostavljena je brza konvergencija
integracije, a njena robusnost je ocuvana.

Imajuéi u vidu prikazanu analizu i numericke rezultate, prednosti predlozene metode racu-
nanja Zomerfeldovih integrala za slucaj dve linearne sredine mogu se sumirati na slede¢i nacin:

e Korena smena, koja je primenjena u metodi, uspesno otklanja singularni uticaj tacaka
grananja i omogucéava racunanje integrala visoke tacnosti ,~ 1071 + 10710,

e Metoda je robusna u Sirokom opsegu horizontalne i vertikalne koordinate rastojanja,
od praktiécno 0 do 1000 talasnih duzina u slobodnom prostoru. Takode, metoda nema
ogranicenja u pogledu izbora elektromagnetskih osobina materijala.

e Integracija predlozenom metodom, u najve¢em delu opsega koordinata od interesa, omo-
gucava brzu konvergenciju rezultata u odnosu na druge metode zasnovane na integraciji
duz realne putanje.

e Razvijene predikcione formule za odredivanje potrebnog broja integracionih tacaka ¢ine
metodu kontrolabilnom i efikasnom sa aspekta racunarskih resursa.

e Predlozena metoda moze se integrisati u postojeée metode numericke elektromagnetike
koje su zasnovane na integralnim jednacinama, kao Sto su metoda momenata ili metoda
konacnih elemenata.

Pored scenarija u kojem se izvor zracenja nalazi u blizini spoja dva linearna poluprostora,
cesto se u praksi susrec¢u problemi gde se izvor nalazi u viSeslojnoj sredini, gde je broj slo-
jeva veéi od dva. Prosirenje predlozene metode na slucaj viseslojne sredine nije pravolinijski, s
obzirom na brzinu usloznjavanja podintegralnih funkcija i pojavu dodatnih singulariteta sa po-
rastom broja slojeva. Jedan od glavnih zadataka u buducem razvoju, bio bi iskoristiti postojece
iskustvo iz dvoslojne sredine i generalizovati metodu za proizvoljan broj slojeva. Poseban izazov
predstavljala bi automatizacija procedure podele domena integracije na poddomene i racunanja
smena promenljivih, odnosno integranda za svaki od poddomena.
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Dodatak A:

Izvodenje integralnog oblika
Zomerfeldovog integrala

Radi upotpunjenja izlozene teorije, u ovom dodatku navodimo izvodenje integralnog oblika
Zomerfeldovog integrala za Grinovu funkciju potencijala u slobodnom prostoru, sledeéi [62]
i [6]. Polazimo od Helmholcove jednacine [63],

Ag + k*g = —47mé(r) (A.1)

koju zadovoljava Grinova funkcija potencijala

g(r) = : (A-2)

U cilju jednostavnosti, pretpostavimo da se izvor polja nalazi u koordinatnom pocetku, a
r = v/ 22+ y? + 22 je radijalna komponenta u sfernom koordinatnom sistemu. Data Grinova
funkcija predstavlja jednacinu skalarnog sfernog talasa. Prvi korak ka njenom integralnom
obliku jeste primena Furijeovog integrala, odnosno Furijeove transformacije na diferencijalnu
jednacinu (A.1). Definisimo najpre Furijeovu transformaciju (FT) primenjenu na prostornu
koordinatu! kao

+o0o
F(u) = (z)e"*du, (A.3)
a njoj inverznu transformaciju kao
1 [t -
f(x) = o /OO F(u)e **du. (A.4)

IPrimetimo da je u definiciji transformacije predznak eksponenta pozitivan, a u njenoj inverziji negativan.
Ovo se moze objasniti konvencijom u elektrotehnici gde se kompleksni predstavnici talasnih fenomena u prosto-
periodiénom rezimu proporcionalni izrazu e/(“*=KT) gde je propagacija talasa u praveu i smeru talasnog vektora
k. Doprinos fazi signala usled polozaja tacke posmatranja polja je negativan, pa je FT nad funkcijom prostor-
nih koordinata definisana sa suprotnim predznakom u odnosu na FT nad funkcijom vremenske promenljive.
Za razliku od literature iz elektrotehnickih nauka, u literaturi iz fizike zastupljena je konvencija sa obrnutim
znakovima eksponenta [64], te su talasni fenomeni opisani faktorom el (kr=wt) 5t6 direktno utice i na fizicarsku
definiciju FT.
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Za datu Grinovu funkciju koja zavisi od tri promenljive ¢g(r) = g(z,y, 2), primenjujemo
generalisani oblik FT koji se dobija sukcesivnom primenom (A.3). Transformacija i njena
inverzija za funkciju g(r) glase

+00
G(u,v,w) = ///g(x,y,z)ej(“ﬁvy*wz)dx dy dz, (A.5)

g(z,y,z G (u, v, w)e e qy dy dw. (A.6)

Furijeovom transformacijom diferencijalne jednacine (A.1), dobija se

82 62 oytws)
uz+oy+wz
/// (3332 3 2) ell dr dydz + kE*G(u,v,w) = —4x. (A.7)

Trostruki integral u (A.7) mozemo izraziti kao

—+00 5 B
(22 o nnn

S obzirom na simetriju izraza u odnosu na promenljive, analiziraéemo samo prvi sabirak, a
rezultat generalisati na preostala dva. Integral I, mozemo izraziti na sledec¢i nacin:

32 +oo +oo
I, = /// 8x2€J (vrtvytwz)qe dy dz = / / LV dy d 2, (A.9)

—00

gde je

+oo 82
— g uxr
Ly = / a0 (A.10)

—00

Pod pretpostavkom da je Im{k} < 0 (Sto je uvek ispunjeno) i da je u € R, dvostrukom
parcijalnom integracijom dobija se

=0

da . +o0 +o00 Oa .
Ly = Loz _jy / 29 ginz
oz | o Ox (A.11)
. +w +OO . +OO .
= —juge!” + (ju)Q/ gerdx = —u2/ gerdx.
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Sledi da je

+o00
I, = —u? /// gttt qe dy dz = —u?G(u, v, w). (A.12)

Analogno je

I, = —v*G(u,v,w), (A13)

Konaé¢no, smenom u (A.7) diferencijalnu Helmholcovu jedna¢inu svodimo na algebarsku,
(k* —u? — v —wh)G(u,v,w) = —4r, (A.14)

odakle se dobija Grinova funkcija u domenu prostorne FT, tj. njena spektralna predstava

A
G(u,v,w) = P rw (A.15)
Smenom u (A.6) dobijamo
T 4
T .
_ —jluz+vytwz)

9(@,y,2) = e /// i rar et ! vrE)du dov dw (A.16)
gde u,v,w € R. U dobijenom trostrukom integralu, izvr§imo integraciju po w,

+o0 +o0 efjwz +o0 efjwz

gde je v, = Vu? + v2 — k%, Re{~.} > 0. Ovaj nesvojstven integral resavamo primenom ra¢una
ostataka.

Za z > 0 posmatrajmo integral iste funkcije ali duz zatvorene konture C; u kompleksnoj
ravni, uzimajudéi da je w € C. Kontura C prikazana je na slici A.1a i sastoji se od pravolinijskog

dela koji lezi na realnoj osi, [—¢,¢], 1 polukruznog luka QP u III i IV kvadrantu kompleksne
w-ravni, te konturni integral mozemo izraziti pomoc¢u dva sabirka

3
fw(w)dw:/ fo(w)dw + | f,(w)dw, (A.18)
Cy —£ QP

Za luéni deo integrala je

w = gejwa ?/} S (_7T7 0]7 (A]_9)
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pa je
- ,Jz 5le5
[ty = /0 Fulw () G = / et Tl (A.20)

Uocavajuéi da je na datom opsegu sin ¢ < 0, za dovoljno veliko £ mozemo maksimizirati moduo
podintegralne funkcije,

ey ¢
b2+ = 2=

| fuw(w)| = (A.21)

Iz prethodnog izraza vidimo da kada £ — oo, sledi | f,,(w)| — 0, odnosno integral po luku tezice
nuli. Primenom racuna ostataka, vodeci racuna o smeru konture C', dobija se

lim ¢ fy(w)dw =1, =—271j Res fu,(w)= Ee’%z, (A.22)

=0 Jo, w=—j7z Yz

gde je w = —jv, pol podintegralne funkcije iz (A.17) u IV kvadrantu.

Im{w}h Im{w}4
Co
w-ravan " x
JVz
5 R Pl LA N
P 0 ¥ Q Re{w} =< 0 £  Re{w}
3 X

Gy 2 w-ravan

(a) (b)

Slika A.1: Putanja integracije u kompleksnoj w-ravni za (a) z > 01 (b) z < 0.

Za slucaj kada je z < 0 posmatramo slican integral duz konture Cs, prikazane na slici A.1b,
gde luk QP prolazi kroz I i II kvadrant,

3
; fow(w)dw = /—g fo(w)dw + P fw(w)dw. (A.23)

Sada za lucni segment vazi

w=¢Ee, 1 el0,m, (A.24)

te istim rezonovanjem kao u prethodnom postupku dobijamo

lim fuw(w)dw = I, = 27j Res f,(w) = 16%2, (A.25)

=0 Jo, w=j7z Yz
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gde je w = jv, pol podintegralne funkcije iz (A.17) u II kvadrantu. Kombinovanjem izraza
(A.22) i (A.25), dobijamo
7r
I, = —e ¥ A.26
Yz ( )

Smenom u (A.16), dobijamo dvostruki integral

g(z,y, 2z =3 / / —e Rl Tiue ) gy o, (A.27)
™ o ’yz

Ovde je pogodno uvesti smenu promenljivih

u = ksin 0 cos ¢, (A.28)
v = ksin 0 sin ¢. (A.29)
¢iji Jakobijan glasi
D(u,v) 5 .
~— = k*sinf cos . A.30
D(6.0) 30

Oblast integracije po novim promenljivim 6 i ¢ moze se dobiti iz geometrijske interpretacije,
prikazane na slici A.2. Kako se promenljive u i v kreéu od —oo do +oo, sledi da je oblast
integracije pre smene ¢itava uv-ravan. Na osnovu slike A.2, uvodenjem parametra k, = £ sin ¢,
zaklju¢ujemo da ¢itavu wv-ravan mozemo obuhvatiti, ako k, € [0,00) i ¢ € (—m,7]. Putanja
integracije, odnosno domen promenljive ¢, dobija se inverznom relacijomu 6 = Arcsin(k,/k) €
C, posto k € C u opstem slucaju. Ova putanja prikazana je na slici A.3 konturom C. Kada
Im{k} — 0, putanja prelazi u konturu L, koja se sastoji iz dva pravolinijska segmenta. Konacno,
iz navedenog postupka sledi Vajlov integralni oblik Grinove funkcije [2],

ik T . o
g(gj" Y, z) = —;_Tr /C / e*Jk(xsmecos¢+ysm9$m¢>+|z|coso9) sin Ad6 d(b <A31)
0 J —
U A
v

Ko ~
¢ | -

O u

Slika A.2: Geometrijska interpretacija smene promenljivih (A.29).
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Im{6}A

f-ravan

|
l
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
1
I
1
I
I
I
&

0 g-i-arg{k} g Re{0}

Slika A.3: Putanje integracije u kompleksnoj #-ravni za sredinu 2 sa (C) i bez (L) gubitaka.

Integracijom po ¢, dvostruki integral u (A.31) moze se svesti na jednostruki. Posmatrajmo

integral
1 ™ . .

J, = — e—JkSIHG(xcos¢+y51n¢)d .

¢ o ¢

—T

Uvodenjem smene

xXr
q>:¢+¢07 tg¢0:§7 p:vx2+y27

izraz u zagradi postaje

rcoso+ysing = p (%cosqﬁ—i—%sinqﬁ) = sin(¢ + ¢g) = psin P,

pa je

1 O+

[¢ - efjpksmesm@dq).
2m D7

Podintegralna funkcija je periodi¢na sa periodom 27, pa se moze napisati kao

1 s

N efjpkmnHSm‘i)dq)
P

Iy
1 s 3 s

= —/ cos(pksin@sincb)dcb—i/ sin(pk sin 0 sin ®)dP
P 2m J_,

Iz definicije Beselove funkcije prve vrste,

1 s
J,(u) / cos(usin® — vP)dP,

T or

—T
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sledi da je
Iy = Jo(pksin@). (A.38)

Stoga, Grinova funkcija g(r) moze se predstaviti u obliku

—jkr .
g(r) = c — = —jk/ Jo(pk sin @)e3kIzIcos8 gin 9. (A.39)
Cy

lako izrazi (A.31) i (A.39) vaze za slucaj izvora polja u koordinatnom pocetku, ovaj rezultat
moze se generalisati za proizvoljan polozaj izvora polja, jednostavnom zamenom (z,y,z) —
(x — ',y —y',z — 2'). Na taj nacin dobija se opstiji izraz Grinove funkcije

g(R) — eiij — _ﬁ/ /7r efjk[(:vfm/)sinGcosd)Jr(y*y/)sin9s1n¢>+|zfz’|cose} sin 6do d‘b (A 40)
R 27T Cop J - '
- —jk;/ Jo(pk sin 0)e Ik1z=#lcos0 giyy g, (A.41)
Co
gde je
R=\(x—22+y—y»2+(E-2)2 p=V@—22+@y-y)> (A42)
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Dodatak B:

Pol podintegralne funkcije
Zomerfeldovog integrala

U zavisnosti od osobina dve linearne sredine, na njihovoj razdvojnoj povrsi moze do¢i do
pojave nekog od razlicitih oblika povrsinskog elektromagnetskog talasa, koji u manjoj ili vecoj
meri doprinosi ukupnom talasu. Pojava povrsinskog talasa je usko povezana sa polovima po-
dintegralne funkcije Zomerfeldovog integrala pomocu kojeg izrazavamo EM polje. U ovom
dodatku, na primeru jednog tipi¢nog Zomerfeldovih integrala, analizira¢emo kratko uslov za
postojanje polova i njihov singularni uticaj na numericko racunanje integrala.

Posmatrajmo generalisani koeficijent refleksije za vertikalni Hercov dipol na razdvojnoj
povrsi dve linearne nemagnetske sredine, py = ps = pyo,

2 /1.2 1.2 1.2 1.2 _ 1.2
R..(k,) Nuwslhy) By 7B 7By e B (B.1)
zz\'vp — 5 .
Dre=(kp) gz fk2 — k2 4 12, [h2 — i3

gde sa Ng,. i Dg.. oznacavamo brojilac i imenilac koeficijenta refleksije. Kada je imenilac
jednak nuli, ispunjen je tzv. uslov rezonancije. Pravolinijskim resavanjem jednacine Dg,, = 0,
prebacivanjem na drugu stranu jednakosti, kvadriranjem i odredivanjem resenja po k,, dobijamo

izraz za pol!
| k2k3
kp = ikp,polv kp,pol = k:f T k% (B-Q)

Medutim, kako se kvadriranjem gubi informacija o izboru grana u korenim funkcijama, nije
jasno pod kojim uslovima takvo resenje jednacine zaista postoji i u kakvoj su svezi ti uslovi
sa svojstvima dveju sredina. Da bismo to razjasnili, pomenutu jedacinu resi¢emo postupno, sa
osvrtom na izbor grana. Radi jednostavnosti, razmatra¢emo slucaj kada su ki i ko u IV kva-
drantu k,-ravni, sto odgovara tipicnim sredinama sa gubicima. Neka su argumenti kompleksnih
velicina k? i k3 dati uglovima ¢1 i ¢ (¢ > ¢1), respektivno, i neka je arg{k? + k3} = ¢, kao
na slici B.1. Zaseci su prikazani talasastim linijama, a njihov oblik odgovara hiperbolama,
definisanim jednacinama Im{k,, .} = 0, gde je k.12 = ,/k%z — k3 talasni broj u praveu z-ose.

Ovakav odabir zaseka koriséen je u originalnom Zomerfeldovom radu [1].

LOvaj izraz jeste pol kada je Im{k.;} < 0 i Im{k,1} < 0, §to odgovara prvoj, regularnoj grani funkcija
k.1 1 k2. Drugacijim odabirom grana, dati izraz postaje nula brojioca. Ovo se postize u tzv. neregularnoj
grani, ondnosno neregularnom listu Rimanove povrsi (eng. improper Riemann sheet), i tada se dati izraz zove
Brusterova nula [65,66].
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Im{k,}4

k,-ravan
ﬂ 4
2 -
0 k1 Re{k,}
@ P
2
ko

Slika B.1: Tacke grananja i zaseci podintegralne funkcije za slucaj dve sredine sa gubicima, Ciji
talasni brojevi su ky 1 ko, arg{ke} > arg{k;}. Talasaste linije predstavljaju zaseke odgovarajuéih
korenih funkcija.

Imenilac koli¢nika (B.1) mozemo izraziti kao

DRZZ(]{:PJ)OI) = k kg pol k% + k% ki pol k% <B3)
— ki —kj

= k3 : : : B.4

N T e R (B-4)

= e e g ppen L omme, (B

KT + K3 VK + K3

Da bi izraz (B.5) bio jednak nuli, potrebno je da dva sabirka nakon korenovanja eksponencijalnih
faktora dobiju suprotne predznake. To je moguée samo ako se fazorski predstavnici izraza
Veim+261-¢) | \/ei(m+262-9) nadu sa suprotnih strana realne ose, odnosno ako je

(201 — ¢)(2¢1 — ¢) < 0. (B.6)

Drugim re¢ima, opseg ugla ¢ je odreden sa 2|¢1| < |¢| < 2|¢p2|, odakle sledi potreban uslov za
postojanje pola

|pa2| > 2[¢]. (B.7)

lako je ovaj uslov ¢esto ispunjen u praksi, samo postojanje pola ne znaci nuzno i da on utice
na numericku integraciju. Pokazuje se da uticaj pola, pored njegove udaljenosti od putanje
integracije, zavisi i od njegovog relativnog polozaja u odnosu na tacke grananja, Sto ¢emo
ilustrovati primerom.

Resenje za pol integranda mozemo izraziti na sledec¢i nacin:

kppol = k1 (B.8)

K =
14+ K’

k_%.
Neka je, za svrhe naseg primera, sredina 1 bez gubitaka, Re{k;} > 0 A Im{k;} = 0, a sredina
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2 sa gubicima, Im{ky} < 0. Tada se hiperboli¢ni zasek koji odgovara tacki grananja ki (slika
B.1) deformise u dva pravolinijska segmenta, kao na slici B.2. Ako definisemo uglove « i

k= |kle*, —7<a<0,
, (B.9)
l+r=|1+kld? a<p<o,
sledi da je [27,39]
K| jecs
kypol =k ez . B.10
p;pol 1 ‘1 n /<L| ? ( )

Posmatrajmo najpre slucaj kada je Re{x} > 0. Tada je —7/2 < a < 0 i pol se nalazi u
IV kvadrantu, levo od ki, tj. Re{k,p o} < Re{ki}. Ukoliko usvojimo putanju integracije
duz realne ose i pretpostavimo male gubitke u sredini 2, ¢ini se da bi blizina pola putanji
integracije mogla znacajno umanjiti tacnost rezultata usled velikih vrednosti integranda (slika
B.2a). Medutim, s obzirom da se realna putanja integracije nalazi u prvoj, regularnoj grani
funkcije k.; (eng. proper Riemann sheet), neposredno iznad zaseka, a da se pol nalazi ispod
njega, izbegnut je njegov singularni efekat. To se objasnjava time da se putanja integracije
i pol ne nalaze istovremeno u zoni gde je potiranje sabiraka imenioca (B.5) moguée. Ako je
pak Re{k} < 0, tj. —7 < a < —m/2 (npr. plazma, metamaterijali i plemeniti metali na
visokim ucestanostima), onda se pol nalazi desno od tacke grananja kq, i to u zoni gde svojom
blizinom realnoj osi moze prouzrokovati velike vrednosti integranda na putanji integracije, a
time i umanjenje ta¢nosti numerickog racunanja integrala. Pojava pola desno od tacke grananja
povezuje se sa pojavim jedne vrste povrSinskog talasa, kojeg nazivamo povrSinski plazmon-
polariton (SPP - eng. surface plasmon polariton) [27,39,66].

Im{k,} Im{k,}
k,-ravan k,-ravan
A ® b—> A ® b—>
0 ! Re{k,} 0 G Re{k,}
x p X%x 14
kP7p01 k2 kp,pol

ko

(a) (b)
Slika B.2: Polozaj pola kada je sredina 2 (a) dielektrik s gubicima i (b) metamaterijal sa Re{ks} < 0.

Na slici B.3 prikazan je grafik modula integranda ZI za rasejani potencijal vertikalnog Her-
covog dipola u funkciji k,, kada je p = 10A¢ i z = 2/ = 0. Crna linija predstavlja grafik modula
integranda duz realne ose. U datom primeru je k; = ko i ky = koy/€er, 0dnosno K = €. U
prvom slucaju, prikazanom na slici B.2a, efektivna relativna permitivnost je €., = 4 + j0,0001 ,
dok je pol k,pol = k(0,894427 — j0,000002). Kako je Re{ee} > 0, pol je zaklonjen zasekom,
te ne stvara ekstremne vrednosti, odnosno jake promene u podintegralnoj funkciji. U drugom
slucaju je €, = —4 4 j0,0001, a pol, ¢ija vrednosi sada iznosi k, po = ko(1,154700 — j0,000005),
nije viSe zaklonjen, te stvara jak ekstremum na putanji integracije.
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Prikaz modula integranda ZI za rasejani potencijal vertikalnog Hercovog dipola nad

Slika B.3

= 2/ = 0. Grafik je zasecen u okolini pola i ogranicen

Crna linija predstavlja grafik modula integranda duz realne putanje

kompleksnom k,-ravni, kada je p = 10Ag i 2

na 10%, radi boljeg prikaza.

4 — j0,0001, pol je zaklonjen zasekom i ne utice na integrand; (b)e€e, = —4 —

j0,0001, pol nije zaklonjen zasekom i stvara ekstremum;

(a) €er

integracije.
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