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Naslov: E kasno racunanje Zomerfeldovih integrala u
slucaju elektricki velikih struktura u blizini razdvojne
povrsi dve sredine

Rezime

U ovom radu predstavljena je nova metoda za e kasno racunanje Zomerfeldovih integrala,
koji su rezultat dekomponovanja Grinove funkcije potencijala na sumu elementarnih ravnih
talasa. Ovakva integralna predstava Grinove funkcije znacajna je za resavanje veoma vazne
klase elektromagnetskih problema { analiza izvora zracenja u okolini razdvojne povrsi dve
linearne sredine. lako istrazivanje ovog problema traje vise od jednog veka, danasnji industrijski
i tehnoloski napredak postavlja nove izazove u numerickoj elektromagnetskoj analizi problema,
narocito sa aspekta tacnosti i e kasnosti u koriscenju racunarskih resursa.

Cilj ovog rada jeste razvijanje jednostavne metode za racunanje komponenti Grinove funkcije
potencijala, polazeci od njihovog egzaktnog integralnog oblika i usvajajuci realnu putanju inte-
gracije. Zomerfeldov integral koji odgovara skalarnoj Grinovoj funkciji u slobodnom prostoru
koriscen je kao referentni rezultat, s obzirom na njegovo poznato analiticko resenje. Singularitet,
u vidu tacke grananja, ponisten je primenom korene smene promenljivih, a domen integracije je
podeljen na tri karakteristicna poddomena. Kvalitativna i kvantitativna analiza podintegralne
funkcije, kao i analiza egzaktno izracunate relativne greske omogucavaju razvoj empirijskih for-
mula za procenu potrebnog broja integracionih tacaka za postizanje zeljene tacnosti integracije.

U slucaju dve sredine, posebno su razmatrani materijali sa malim gubicima, cije prisustvo
unosi dodatne tacke grananja u blizini putanje integracije. Uticaj ovog kompleksnog singulari-
teta potisnut je primenom korene smene u kompleksnom domenu, uz odgovarajucu parametri-
zaciju. Aproksimativnom putanjom integracije u domenu nove promenljive, kao i adaptivnim
skracivanjem intervala integracije dodatno je ubrzana konvergencija. Pomenute tehnike takode
su testirane u kombinaciji sa ekstrakcijom pola podintegralne funkcije u slucaju metamateri-
jala sa negativhom permitivnoscu. Na osnovu slicnosti jezgra integrala za slobodan prostor i
onih za rasejani i transmitovani potencijal, primenljivost predikcioinih formula je jednostavnim
modi kacijama prosirena na scenario sa dve linearne sredine.

Predlozena metoda je veri kovana numerickim primerima na sirokom opsegu koordinata
rastojanja izmedu izvora polja i tacke posmatranja, kao i poredenjem sa drugim metodama.

Kljucne reci: numericka analiza, Zomerfeldovi integrali, ponistavanje singulariteta,
smena promenljivih

Naucna oblast: Elektrotehnika i racunarstvo
Uza naucna oblast: Elektromagnetika, antene i mikrotalasi

UDK broj: 621.3



Title: E cient Computation of Sommerfeld Integrals in
Case of Electrically Large Structures in Half-space
Problems

Abstract

This work presents a novel method for e cient computation of Sommerfeld integrals that result
from plane-wave decomposition of Green’s function for potential. Such integral form of Green’s
function is essential for consideration of an important class of problems in electromagnetics
{ analysis of radiation source that lies close to the boundary of two linear media. Although
this problem has been studied for over a century, today’s industrial and technological advance-
ment imposes new demands in its numerical electromagnetic analysis, particularly in terms of
accuracy and e cient usage of computer resources.

The aim of this work is development of a simple method for computation of the components
of Green’s function for potential, starting from their exact integral form and adopting a real
integration path. The Sommerfeld integral that is associated with the scalar Green’s function in
free space i used as a reference, due to availability of its closed-form solution. The branch-point
singularity is canceled by means of a square-root change of variables and the integration domain
is divided into three distinguished subdomains. The qualitative and quantitative analysis of
the integrand, as well as the analysis of the exact relative error enable derivation of empirical
formulas that estimate the required number of integration points in order to achieve desired
accuracy.

In the treatment of the half-space problem, particular attention is dedicated to low-loss
media, the presence of which involves additional branch points in the vicinity of the integration
path. The impact of this complex singularity is suppressed by means of change of variables in
complex domain, followed by appropriate parameterization. With the aid of approximate inte-
gration path in the domain of the new variable and with adaptive truncation of the integration
interval, additional acceleration of convergence is achieved. The procedure is also tested along
with pole-extraction technique in the case of a metamaterial with negative permittivity.

The presented method is veri ed through numerical examples for a wide range of source-
observation point distances, as well as by comparison to other methods.

Keywords: numerical analysis, Sommerfeld integrals, singularity cancellation,
change of variables
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1 Uvod

1.1 Predmet i znacaj istrazivanja

Konstantni razvoj informacionih i komunikacionih tehnologija podstice nove primene elek-
tromagnetske analize u oblastima kao sto su radio komunikacije, radarska tehnika, medicina,
daljinsko osmatranje Zemlje itd. Samo mali broj jednostavnih problema se moze resiti ana-
liticki, dok se za sve ostale probleme namece numericki pristup. Pri tome se najcesce po-
lazi od jednacina EM polja i nepoznata velicina se odreduje primenom neke od metoda stan-
dardno koriscenih u numerickoj elektromagnetici, kao sto su metoda momenata (MoM), metoda
konacnih elemenata (FEM), metode konacnih razlika (FD) itd.

Fenomen prostiranja EM talasa duz Zemljine povrsi je poceo intenzivno da se izucava prona-
laskom radija. Vazna prekretnica u razumevanju tog fenomena jesu teorijski radovi s pocetka
dvadesetog veka koji su se bavili analitickim odredivanjem polja Hercovog dipola u okolini
razdvojne povrsi vazduha i realnog zemljista [1{3]. Takode, u mnogim savremenim prime-
nama (npr. antikolizioni radar na drumskom vozilu na 24 GHz [4], radar za detekciju santi
leda na morskoj povrsi [5] itd.) se susrece problem odredivanja polja struja i naelektrisanja
koja se nalaze u blizini razdvojne povrsi dve proizvoljne homogene izotropne i linearne sredine
(eng. half-space problem). U osnovi ovog problema lezi resavanje tzv. Zomerfeldovih integrala
(ZI). lako se ovi integrali proucavaju vec citav vek, razvoj i unapredenje metoda za njihovo
tacno i e kasno racunanje je i danas veoma aktuelno, narocito zbog stalno rastucih potreba
za: (a)sve vecim opsezima radnih frekvencija, (b) resavanjem elektricki sve vecih problema i
(c) povecanjem tacnosti analize [5{8].

Podintegralne funkcije u ZI su singularne i oscilatorne, a sami integrali su nesvojstveni zbog
cega je njihovo racunanje izuzetno zahtevno. Kako bi se izbegli singulariteti, tj. polovi i tacke
grananja podintegralne funkcije, koji mogu biti blizu realne ose, integracija se moze vrsiti preko
deformisane putanje u kompleksnoj ravni. U postojecoj literaturi se tada, umesto direktne in-
tegracije duz realne ose [9,10], najcesce pribegava zakrivljenju pocetnog konacnog dela putanje
integracije u prvi kvadrant kompleksne ravni [11{14]. Pokazuje se da za velika radijalna ra-
stojanja ovakav pristup dovodi do znacajne numericke greske integracije, koja se javlja usled
jako velikih vrednosti Beselove funkcije prve vrste za kompleksne argumente [14, 15]. Pored
zakrivljenja putanje, u literaturi moze pronaci i pristup u kojem se najpre Beselova funkcija u
jezgru integrala izrazi preko Henkelove funkcije, a potom integracija vrsi preko zatvorene pu-
tanje u kompleksnoj ravni. Medutim, ovakav pristup, iako pogodan za odredivanje pribliznih
analitickih resenja, moze dovesti do numerickih nestabilnosti i za mala radijalna rastojanja [14].

Polovi i tacke grananja u blizini realne ose prouzrokuju velike greske u numerickom racu-
nanju ZI. Problem odredivanja polova, kao i e kasnog uracunavanja njihovog uticaja je vec
analiziran u postojecoj literaturi [9, 11, 13]. Medutim, same tacke grananja nisu dovoljno de-
taljno proucene [10,16{19], narocito sa numerickog aspekta, iako mogu znacajno usporiti kon-
vergenciju integracije u mnogim slucajevima od interesa. Posebno treba istaci da u literaturi
nije detaljno razmatran slucaj sredina sa malim gubicima, gde su tacke grananja kompleksne i
nalaze se jako blizu realne ose, tj. usvojene putanje integracije.



U objavljenim istrazivanjima malo paznje je posveceno razvijanju posebnih predikcionih
formula koje bi za dati tip ZI odredili priblizan minimalan broj integracionih tacaka koji je
potreban da bi se dostigla data tacnost [10]. S obzirom na slozenost ZI, takve formule su
od izuzetnog znacaja za njihovo e kasno racunanje, narocito kod metoda integracije koje nisu
adaptivnog tipa.

Pored potiskivanja uticaja singulariteta u prvom, konacnom, delu ZI, potrebno je razmotriti
i racunanje ostatka tzv. repa integrala (eng. tail), ciji domen integracije je, analiticki gledano,
polubeskonacan. Za racunanje repa razvijeno je vise metoda, koje podrazumevaju deo-po-deo
integraciju nekom od kvadraturnih formula, a zatim sumiranje u vidu beskonacnog brojnog
niza. Medutim, tek treba ispitati koja od ovih tehnika je naje kasnija za velika aksijalna i/ili
radijalna rastojanja. Sem toga, za odredivanje granica domena repa integrala u literaturi ne
postoje jasne smernice. Pravilna podela domena integracije bi mogla doprineti znacajnoj ustedi
intergacionih tacaka u slucaju ZlI.

1.2 Cilj istrazivanja

Glavni cilj ovog rada jeste razvoj jednostavne i robusne numericke metode za e kasno izra-
cunavanje Zomerfeldovih integrala za slucaj izvora EM polja u prisustvu razdvojne povrsi dve
homogene, linearne i izotropne sredine, sa visokom i kontrolabilnom tacnoscu za sirok opseg
elektrickog rastojanja od izvora polja do tacke posmatranja. Razvoj ove metode podrazumeva:

(1) razvoj tehnika za potiskivanje singulariteta usled tacaka grananja podintegralne
funkcije ZI, koriscenjem pogodnih smena promenljivih;

(2) izbor optimalne metode za racunanje repa integrala i njena primena na velika elek-
tricka rastojanja;

(3) odredivanje kriterijuma za optimalnu podelu domena integracije, koja minimizira
utrosak racunarskih resursa (integracionih tacaka);

(4) razvoj formula za odredivanje minimalnog broja integracionih tacaka potrebnog za
dostizanje zadate tacnosti.

Ova metoda treba da omoguci racunanje ZI sa kontrolabilnom tacnoscu (do blizu masinske
preciznosti) za aksijalna i radijalna rastojanja od 0 do 1000 . Time bi se za probleme koji
zahtevaju koriscenje Zomerfelodovih integrala omogucilo ne samo znacajno e kasnije resavanje
za zadatu tacnost, vec i za red velicine povecanje maksimalne dimenzije resivih problema.

1.3 Polazne hipoteze

Ova disertacija je rezultat istrazivanja koje se zasniva na sledecim hipotezama:

(1) singulariteti koji poticu od tacaka grananja prouzrokuju jako velike vrednosti pod-
integralne funkcije i/ili njenih izvoda i u opstem slucaju se ne mogu izbeci prostim
zakrivljenjem putanje integracije;

(2) singularni uticaj tacaka grananja se moze potisnuti koriscenjem pogodnih smena
promenljive;



(3) nakon potiskivanja uticaja singulariteta integracija se moze e kasno izvrsiti po re-
alnoj osi koriscenjem Gaus-Lezandrove kvadraturne formule;

(4) znacajna usteda racunarskih resursa u racunanju ZI se moze postici izborom op-
timalne metode za racunanje repa, kao i adekvatnom podelom domena integracije
koja proizilazi iz numerickih osobina podintegralnih funkcija;

(5) zajednicki cinioci podintegralnih funkcija impliciraju slicno ponasanje ZI u smislu
konvergencije, iz cega se mogu odrediti generalne predikcione formule, koje pri-
blizno racunaju minimalan potreban broj integracionih tacaka za postizanje zadate
tacnosti.

1.4 Ocekivani naucni doprinosi

Ocekivani naucni doprinosi u ovoj disertaciji su:

(1) razvoj jednostavne i robusne metode za e kasno numericko izracunavanje Zomerfel-
dovih integrala za slucaj izvora u blizini razdvojne povrsi dve sredine, koriscenjem
realne putanje integracije;

(2) razvoj nove tehnike za ponistavanje singularnog uticaja tacke grananja podintegralne
funkcije primenom pogodnih smena promenljivih;

(3) odredivanje kriterijuma za optimalnu podelu domena integracije na poddomene, u
cilju povecanja e kasnosti integracije;

(4) konstruisanje formula za proracun minimalnog potrebnog broja integracionih tacaka
za zadatu tacnost.

1.5 Pregled sadrzaja disertacije po poglavljima

Pregled Zomerfeldove teorije, kao i izvodenja analitickih izraza, neophodnih za pripremu
numerickog racunanja ZlI, prikazani su u drugom poglavlju ovog rada

U trecem poglavlju, posebna paznja je posvecena ZI koji odgovara skalarnoj Grinovoj funk-
ciji potencijala u slobodnom prostoru. Na tom primeru analizirane su kvantitativne i kvalita-
tivne osobine podintegralne funkcije ZI. De nisane su osnove pristupa za njegovu numericku
integraciju i prikazani su numericki rezultati.

U cetvrtom poglavlju analizirane su speci cnosti ZI za slucaj izvora u blizini razdvojne
povrsi dve linearne sredine. Razvijanjem posebnih tehnika, formiran je nov pristup resavanju
Z1 za sirok opseg elektrickih rastojanja.

U zakljucku su istaknute najvaznije osobine, kao i ogranicenja predlozenog pristupa za
numericko racunanje Zomerfeldovih integrala.



2 Teorija Zomerfeldovih integrala

2.1 Uvod

U ovom poglavlju bice izvedene jednacine neophodne za razmatranje problema elementarnog
strujnog dipola u blizini razdvojne povrsi dve linearne sredine. Naime, videcemo da izrazi za
resenje ovog problema nisu u zatvorenom obliku, vec su dati kao skup nesvojstvenih integrala
koji nemaju analiticko resenje. S obzirom da je nas pristup numericki i zasnovan na egzaktnom
integralnom izrazu [1], u ovom poglavlju cemo takode istaci izazove u numerickom racunanju
pomenutih integrala.

Pionirski rad Zomerfelda [1] bavio se odredivanjem elektromagnetskog polja vertikalnog
Hercovog dipola smestenog na povrsi realnog zemljista. U tom radu realno zemljiste je mode-
lovano kao homogeni poluprostor sacinjen od nesavrsenog dielektrika, stoga je razdvojna povrs
ravan na kojoj je potrebno zadovoljiti granicne uslove za tangencijalne komponente vektora
jacine elektricnog i magnetskog polja. Zomerfeldov pristup pociva na pretpostavci da se inci-
dentni sferni talas Hercovog dipola moze predstaviti pomocu superpozicije ravnih uniformnih
transverzalnih elektromagnetskih (TEM) talasa. Ravni uniformni TEM talasi se pokazuju kao
pogodna predstava incidentnog polja, jer omogucavaju lako zadovoljavanje granicnih uslova,
sto predstavlja glavni izazov u familiji problema izvora zracenja u blizini beskonacne razdvojne
POVTSi.

Posmatrajmo proizvoljno orijentisan Hercov dipol duzine |, efektivne vrednosti prostope-

riodicne struje | i ucestanosti !, koji se nalazi u homogenom linearnom pouprostoru (sredina
1) permitivnosti i i permeabilnosti ;, kao na slici 2.1. Dipol se nalazi na z-osi u tacki
r’ = (0;0; 2", iznad razdvojne povrsi sa sredinom 2, cija permitivnost i permeabilnost iznose
o I 5, respektivno. Neka je nasa tacka posmatranja (tacka u kojoj posmatramo polje) data
proizvoljnim koordinatama r = (x;y; z). Potrebno je analiticki odrediti izraze za vektore jacine
elektricnog i magnetskog polja u tacki P (x;y;z). Problemu pristupamo prateci postupak dat
u [6] gde se incidentni sferni talas predstavlja kao superpozicija beskonacno mnogo ravnih ta-
lasa, a elektromagnetsko polje se odreduje posredstvom magnetskog vektor-potencijala A. S
obzirom na prostoperiodicnu prirodu elementarnih izvora zracenja, problem cemo analizirati u
kompleksnom domenu.

Izraz za incidentni magnetski vektor-potencijal proizvoljno orijentisanog Hercovog dipola

glasi
g ikiR1
Ai:4_1| Igi; 0 =R (2.1)
e je I | vektor strujnog elementa, k; = !p 1 1 talasni broj u sredini 1, Ry = jr rYj =

X2 +y2+(z 2%?, a gi je Grinova funkcija za potencijal u slobodnom prostoru. Incidento
polje Hercovog dipola ce indukovati u sredini 2 sekundarne izvore zracenja (struje i naelektri-
sanja) koji ce za uzvrat prouzrokovati rasejano, tj. re ektovano polje.
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Slika 2.1: Proizvoljno orijentisan dipol iznad razdvojne povrsine dve linearne sredine.

Grinova funkcija za slobodan prostor (2.1) se takode moze predstaviti dvostrukim integralom
[2,6] (videti dodatak A)

o Z 412
gi = Jzﬁ 2 e jki(xsin cos +ysin sin +jz z%cos )sin dd: (2_2)
=0 =
gde su i ugaone koordinate (slika 2.1). Zbir u zagradi u u izrazu (2.2) mozemo zapisati i
kao skalarni proizvod R; n, gde je Ry = Xix +yiy + (z  2")iy,
C !

Nip =sin cos ix+sin sin iy cos i, z Z
n= ; (2.3)
Ni1 =sin cos iy +sin sin iy +cos i, z Z’

Iz ovakvog eksponencijalnog oblika sledi da se dati integral moze formalno posmatrati kao bes-
konacna suma ravnih skalarnih talasa, koji se prostiru duz pravca i smera vektora n. Primetimo
da se integracija po vrsi u kompleksnoj ravni i da za kompleksno rezultujuci ravni talasi nisu
transverzalni. Putanja integracije po se obicno deli na dva pravolinijska segmenta: realni,
od 0 do =2, i kompleksni, od (5 + jO) do (5 +j1). Dalje, integracijom po uglu dobijamo
integralni oblik Grinove funkcije za incidentni potencijal (videti dodatak A)

VA -
7t

gi= jke Jo( k )e kiz Zicos gin g - (2.4)
0

gde je radijalna koordinata u cilindricnom koordinatnom sistemu
o M
= X2+yZ (2.5)

Uvodenjem smene

k =Kkgsin ; (2.6)



dobija se Zomerfeldov identitet

. z

k i __
e T _ Jo( k )e 7 29 1 gt K ;
R1 0 k2 k2

0i = (2.7)

pri cemu kompleksna korena funkcija u (2.7) uzima vrednosti izrglavne grane. Drugim recima,
ako je w 2 C proizvoljan kompleksni broj, onda se za broj u =" w moze napisati

Refug 0; argfug?2 5;5;

(2.8)

odakle sledi da je p_l = +j. Odabir ove grane, ciji zasek je de nisan polupravom u kom-
pleksnoj ravni ( ;0], nije slucajan. Naime, tako de nisana korena funkcija nam omogucava
da promenljivu k uvedenu u smeni (2.6) interpretiramo kao algebarsku vrednost horizontalne
projekcije talasnog vektora k; = kyn, koji odgovara smeru i pravcu fazne brzine ravnog talasa
u sredini 1. Sa druge strane, ako korenu funkciju iz izraza (2.7) napisemo kao

a a
A= k2 K=] K K= jkn; (2.9)

mozemo k,; = Kkjcos interpretirati kao algebarsku vrednost vertikalne projekcije talasnog
vektora kj.

Interakcija incidentnog sfernog talasa sa razdvojnom povrsi se sada, posredstvom Zomerfel-
dovog identiteta, moze razmatrati pomocu incidentnih, re ektovanih i transmitovanih ravnih
talasa. Na toj povrsi, tj. u ravni odredenoj sa z = 0, potrebno je zadovoljiti granicne uslove za
rezultantno elektricno i magnetsko polje. Vektore jacine elektricnog i magnetskog polja mozemo
izraziti preko magnetskog vektor-potencijala. Ukupno elektricno polje jednako je zbiru induko-
vanog i elektricnog polja usled viska naelektrisanja

E =Eing + Eo
(2.10)
= jIA gradV,

gde je V elektricni skalar-potencijal. Koristeci Lorencov uslov divA = jI V ivezu magnet-
skog vektor-potencijala i vektora magnetske indukcije rot A = B, za linearnu sredinu dobijamo
izraze za vektore elektricnog i magnetskog polja

E= j! A+%grad(divA) ;
(2.11)

1
H = —rotA;

gdejek =1 p_, a 1 supermitivnost i permeabilnost proizvoljne homogene linearne sredine.



2.2 Integralni oblik Grinove funkcije za rasejani i
transmitovani magnetski vektor-potencijal

Rezultantni potencijal u sredini 1 jednak je zbiru incidentnog i rasejanog potencijala, a u
sredini 2 transmitovanom potencijalu:

A=At A,
(2.12)
A = A

Za odredivanje Grinove funkcije rasejanog, odnosno transmitovanog potencijala, potrebno je
resiti sistem diferencijalnih jednacina koje slede iz granicnih uslova za tangencijalne kompo-
nente vektora jacine elektricnog i magnetskog polja datih izrazima (2.11). Resavanjem sistema
jednacina i pretpostavljanjem pogodnih integralnih oblika rasejanog i transmitovanog potenci-
jala odreduju se nepoznati koe cijenti re eksije i transmisije, koji se direktno mogu primeniti
na Grinovu funkciju predstavljenu sumom elementarnih ravnih talasa. Problem odredivanja
potencijala proizvoljno orijentisanog Hercovog dipola se svodi na odredivanje potencijala dve
ortogonalne komponente Hercovog dipola. Bez umanjenja opstosti, problem se moze dekompo-
novati na komponentu vertikalnog i horizontalnog Hercovog dipola.

2.2.1 Vertkalni Hercov dipol

Neka je Hercov dipol sa slike 2.1 vertikalno orijentisan i de nisan strujnim elementom I | =
I li,. Tada je incidentni magnetski vektor-potencijal

A=A, = 4—1| | giiy: (2.13)
Rasejani i transmitovani potencijal se mogu predstaviti kao

A= ! | Igr;zz 25
(2.14)
A= 4_2| Igt;zz 25

gde su gy, i gtz 0dgovarajuce Grinove funkcije. Na osnovu Snelovog zakona i Grinove funkcije
za slobodan prostor koja je predstavljena pomocu sume elementarnih ravnih talasa (2.2), za ra-
sejani i transmitovani potencijal moze se pretpostaviti slican integralni oblik Grinovih funkcija,
koji cemo sada razmotriti.

Elementarni re ektovani ravni talasi odbijaju se pod istim uglom kao i incidentni iz pod-
integralne funkcije (2.2). Stoga je eksponencijalni faktor koji karakterise propagaciju elemen-
tarnih re ektovanih talasa dat izrazom e " " gde je

N, =sin cos ix+sin sin iy +cos i, (2.15)

ort koji odreduje pravac i smer prostiranja re ektovanih talasa. Konacno, u izrazu za re-
ektovani talas gurise i faktor RY,(k ), koji predstavlja generalisani koe cijent re eksije za
z-komponentu potencijala i smatracemo ga, zasad, nepoznatom funkcijom. Sumiranjem (inte-



graljenjem) svih re ektovanih talasa dobijamo

Z 112

Orzz = Jzﬁ Rozz( )e jki(xsin cos +ysin sin +zcos )sin dd: (2.16)
=0 =

Kao i u postupku za incidentni potencijal, integraljenjem po i uvodenjem smene (2.6), dobija
se Zomerfeldov oblik Grinove funkcije za rasejani potencijal vertikalnog Hercovog dipola

YA a1
Orzz = R, (k )Jo( k e ek K : (2.17)
0 z1
Ako uvedemo novu funkciju R,,(k ) =R, (k )e 22’ onda je
YA a1
Orzz = Rz2(k )Jo( k )e Zl(ZHO)w: (2.18)
0 z1

Analogno prethodnom izvodenju, u izrazu za transmitovani potencijal sumiraju se elemen-
tarni transmitovani talasi. Transmitovani talasi se krecu u pravcu i smeru orta n¢ i to kroz
sredinu 2, pa je eksponencijalni faktor koji karakterise propagaciju e 12" "t gde je

Ng =siN ¢COS ix +sin ¢sin iy COS iy; (2.19)
a ugao prelamanja ¢ sledi iz Snelovog zakona
kosin ¢ = kjsin ; (2.20)

gde je k, = !pﬁ talasni broj u sredini 2. Sledi integralni oblik transmitovanog potencijala

(o 2 ez
gt;zz _ 12_1 2 Tzoz( )e jko(xsin tcos +ysin ¢sin zcos t) sin d d : (2.21)
=0 =

gde je T.,( ) nepoznati generalisani koe cijent transmisije za z-komponentu potencijala. Ko-
riscenjem smene (2.6), relacije (2.20) i integraljenjem po dobijamo Zomerfeldov oblik trans-
mitovanog potencijala vertikalnog Hercovog dipola

Zl
Ouoz = To(k)Jo( ke Zzzﬂ; (2.22)
0 z1
gde je
a9
2= K2 ki =] ki K2=jka (2.23)



Uvodenjem pomocne funkcije T,,(k ) =T, (k )e 212" dobija se nesto jednostavniji izraz.

Z 4
Otzz = To2(k )Jo( k )e 2120+ 222%;

0 z1

(2.24)

Pomocu granicnih uslova mozemo odrediti nepoznate funkcije R,,(k ) i T,,(k ). Tangenci-
jalne komponente vektora jacine elektricnog i magnetskog polja na razdvojnoj povrsi su u
cilindricnom koordinantnom sistemu date izrazima Eqxn = E i +E i iHgn=H1i +H i,
respektivno. Posto vertikalni Hercov dipol proizvodi magnetski vektor-potencijal koji ima samo
z-komponentu, iz (2.11) odredujemo algebarske vrednosti tangencijalnih komponenti polja

E = jr |%%;E:o;
(2.25)
H=I4I @gé;z) : H =0
gde je prema (2.12)
o( :2) = 01 =0i + Jrzz; Usredini 1 (2.26)

02 = Ot;zzs u sredini 2

ukupna Grinova funkcija potencijala. Na razdvojnoj povrsi sredina 1 i 2, na kojoj nema kon-
dukcionih struja, vazi

_1@2(gi + gr;zz) _ _2 @th;zz .

Etanl = Etanz )

KK @0z  K@oz’
(2.27)
0(9i + 9r: 09
Htanl = Htanz ) (g' gr,zz) — gt,zz:
@ @
Ako izraz (2.27) integralimo u granicama od do 1 dobijamo
@9; Q9¢.22
kZ_ = k2 . ;
ez e (2.28)
01 = Ot;zz,
a uvrscivanjem (2.7), (2.18) i (2.24) dobijamo dve integralne jednacine
£ah ! ok dk
1k§ z1 (1 RZZ(k )) Zkf 22Tzz(k ) Jo( k )e 212 —1 =0;
0 z
Zah i « de (2.29)
1+R, (k) Tyk) Jo( ke 222 K 9K _ .
0 z1

Izjednacavanjem izraza u uglastim zagradama sa nulom, sledi sistem od dve algebarske jednacine



po R,,(k ) i T,,(k ), cije resenje glasi

2 2
lkz z1 Zkl z2 .,

R, (k) = ;

ZZ( ) 1k% z1 + 2k% z2
5 12 (2.30)

Tk ) = 2B

ZZ( ) 1k§ z1 + Zk% z2

Konacno, integralni oblik Grinovih funkcija rasejanog i transmitovanog potencijala glasi
g B VA 1 lk% 71 Zk% ZZJ ( K )e zl(Z+ZO)k dk . (2 31)
ree o 1Kk3 at+ kI ° 21 .
Z a1
2 1k% z1 0 k dk

Yy = Jo( ke =2t =22 - 2.32
gt,ZZ 0 lk% Zl+ Zk% 42 0( ) ” ( )

2.2.2 Horizontalni Hercov dipol

Pretpostavimo da je Hercov dipol sa slike (2.1) orijentisan horizontalno, tako da je paralelan
x-0si. Tada je incidentni magnetski vektor-potencijal

A=Ay = 4—1| | gi ix; (2.33)

gde g; ima isti oblike kao u (2.7). Sledeci [6,20], usvajamo pretpostavku da se granicni uslovi
mogu zadovoljiti potencijalom koji ima dve komponente, naime x i z. Uvodenjem novih Gri-
novih funkcija, rasejani i transmitovani potencijal izrazavamo na sledeci nacin

A= 4_1| I (gr;xxix + gr;zxiz) ; (2.34)

Ay = 4_| I (Qexxix + Otzxlz) (2.35)

Grinove funkcije grxx, Jexx, Orzx | Qezx predstavljaju odzive odgovarajucih komponenti poten-
cijala na x-orijentisani Hercov dipol.
Na isti nacin kao u prethodnom odeljku uvodimo nepoznate generalisane koe cijente re-
eksije i transmisije i modi kujemo eksponencijalni faktor u odnosu na Grinovu funkciju za
slobodan prostor. Za x-komponentu potencijala Zomerfeldov oblik funkcija gr.xx 1 Ge:xx glasi

Z 1
G = Rk )Jo( ke ek dK. (2.36)
0 z1
Z a1
Jexx = Tux(kK )Jo( k )e 212"+ 222%2 (2.37)
0 z1

Za nas pretpostavljeni oblik potencijala, tangencijalne komponente elektricnog i magnetskog

10



polja za obe sredine slede iz (2.11)

Ex= J1,-1 lgx+@@@—xdivg ; szu_l@_%z;
(2.38)
S L e R
gde je
g= 01 = (0 + Orixx)ix + Orzxiz; U sredini 1 (2.39)

02 = Jexxix + Jtzxlz; u sredini 2 -

Iz granicnih uslova za vektor jacine elektricnog polja imamo sledece jednakosti za Grinove
funkcije potencijala:

1 @ . _ 2 @ - .
1(0i + Orxx) + k_f@_x divg:s = 20txx + k_g@_x div gy; (2.40)
1 0@ . 2 0 .
——divg, = = —divgs: 2.41
ey T igay (241

Kao u izvodenju za vertikalni Hercov dipol, integracijom izraza (2.41) po y dobijamo
1k3divg, = k?divg; (2.42)
cijom zamenom u (2.40) dobijamo
1(0i ¥ Orxx) = 20txx: (2.43)
Posmatrajuci granicne uslove za vektor jacine magnetskog polja, imamo

@0rzx _ O0txx

oy oy (249
a(a; '({;'Zgr;xx) @%r;xzx _ @g@t;zxx @%t;xzx (2.45)
Integraljenjem po y dobijamo jednakost
Orzx = Otax (2.46)
Ubacivanjem dobijene jednakosti u (2.45), dobija se
009 + Irox) _ 00exx. (2.47)

@z @z

11



Jednacine (2.43) i (2.47) omogucavaju odredivanje nepoznatih koe cijenata re eksije i trans-
misije za x-komponentu potencijala. Zamenom (2.7), (2.36) i (2.37) u (2.43) i (2.47) dobijamo
sistem jednacina

£ah i ok dk
121(1 Rux(k)) 2 2Txx(k) Jo( Kk )e 22— =)
0 z1
Z 1nh i K dk (2.48)
1 + RXX(k ) TXX(k ) ‘JO( k )e z1Z —1 — 0
0 z

Ako izraze u uglastim zagradama izjednacimo sa nulom i resimo ih po Rux(K ) i Txx(k ), sledi

Rk )= 12 22, (2.49)

121+ 2 z2

Tk )= — 212 (2.50)

lzl+ 2 z2

Konacni izrazi za horizontalnu, tj. x-komponentu Grinovih funkcija re ektovanog i transmito-
vanog potencijala, glase

Z a1
Orixx = MJO( k )e 21(z+20)w; (2.51)
0 1 zl+ 2 z2 z1
Z 1
2 k dk
Jtxx = %Jo( ke 22+ 2222 (2.52)
0 1 z1 2 z2 z1

Preostalo je jos da odredimo Grinove funkcije za z-komponentu potencijala, gr..x | Jtzx. Na

osnovu (2.42) i 2 Jo(u) = £23:(u), mozemo napisati
@gr, @gx, @g; @€9i + 9
1k§ @FZZX zk% @tZZX — ijz- @t)z(x ]_kg | @X ;XX
h i k2dk
=c0s  KiTux(k)  1K5(1+ Rux(k)) Ji(k) e 7 ; (2.53)
z1
gde je cos = x= (slika 2.1). Zakljucujemo da Grinove funkcije gr.x | Otzx treba potraziti

u obliku slicnom izrazu (2.53). Stoga pretpostavljamo sledece integralne oblike pomenutih
Grinovih funkcija

Za ) k2dk

Orzx = COS Ryx(k )Ji( k )e =@z (2.54)
0 z1
Za 0, k2dk

Gtzx = COS Tox(K )Ji( k)e =27 =22 —— (2.55)
0 z1

Kombinujuci izraze (2.46), (2.53), (2.54), (2.55) i jednakost 1 + Ryx(k ) = Txx(k ) dobijamo
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dve integralne jednacine,

Z1h i
Cos 1k§ lezx(k ) 2k% ZZTZX(k ) + ( Zkf 1k§)Txx(k )
0
k2dk
Ji( ke #7——— =0; (2.56)
z1
Z 1h i o kzdk
COS sz(k ) sz(k ) Jl( k )e Zl(z z )— =
0 z1

Ponovo izjednacavamo izraze u uglastim zagradama sa nulom, kako bismo dobili sistem od
dve algebarske jednacine. Njihovim resavanjem dobijamo generalisane koe cijente re eksije
I transmisije za vertikalnu komponentu potencijala usled delovanja horizontalnog Hercovog
dipola,

2 2
2k1 1k2

2 2
1k2 zl+ 2k1 z2

2 2
2k1 1k2 2 1 z1

sz(k ) = RZX(k ) = 1k% 21t Zk% z2 121t 2 22

Tux(k ) = (2.57)

Sada kompletni izrazi za z-komponentu Grinove funkcije rasejanog i transmitovanog potencijala
glase

Z4

k2 k2 2 kzdk
— — 2R 1”2 1 z1 21(z+29 .
2x = COS  Qy-zx = COS Ji( ke = —_;
Orizx Orizx 0 K3+ k2 1t 22 (k) 21
(2.58)
Z 4
k2 k2 2 kzdk
— — 2™ 1”2 1 z1 2+ o7 .
2% = COS  Qgzx = COS Ji( ke ##Fm 222
Jrizx Jrizx 0 1K+ k2 1t 22 (k) 21
(2.59)

gde su velicine gr..x 1 Gt.2x Normalizovane Grinove funkcije bez faktora projekcije cos .
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2.3 lzrazi za vektore jacine elektricnog i magnetskog
polja
U ovom odeljku cemo izvesti izraze za vektore jacine elektricnog i magnetskog polja verti-

kalnog i horizontalnog Hercovog dipola. Zbog preglednosti, tabelarno ponovo navodimo izraze
za incidentni, rasejani i transmitovani magnetski vektor-potencijal,

1 - 1 . 9

/A\i:4_I |9| 12, 'A\r:4_I Igr;zzlz; =
_ 2 vertikalni Hercov dipol; (2.60)

At = 4_2| Igt;zz iz; e

1 - 1 . . 9

Ai = 4_| |9| Ix; Ar = 4_| | (gr;xxlx + gr;lez) ; =
2 horizontalni Hercov dipol: (2.61)
A= 4_2| I (gt;xxix + gt;zxiz) ; i

Primenom (2.11) na (2.60) i (2.61), dobijamo konacne izraze za tri komponente polja: inci-
dentno, rasejano i transmitovano.
Incidentno polje vertikalnog dipola je dato sa

: 0%gi . 1 @%g;
Ei= jl1 | gt S 2.62
P e ' T g ! (2.62)

_ Qg .
Hi = R ([ (2.63)
a rasejano i transmitovano polje sa
— o [12] Ofr;t)zz . O[rtjzz
Erg= ]! I I+ Qg+ >5— z 2.64
[r;t] J 4 @Z@ g[r,t]zz k[zl;z] @22 ( )
1| @g[r;t]zz -

Hig = ? (2.65)

gde indeksi r i t oznacavaju rasejano i transmitovano polje, respektivno, a indeksi 1 i 2 prvu,
odnosno drugu sredinu.
Za horizontalni dipol, incidentno polje je opisano izrazima

C

g 1 1 0% .
Ei= j!4—| | cos gi+k_f—2 I
sin g.+@@— I (2.66)
),
1 0% .
+ C0S e ez i,

14



[ Qg . 0gi . 0gi .
Hi=—— sin — i +cos — + — : 2.67
i =7 i 0z I 0z I 0 I, (2.67)
a rasejano i transmitovano
( 1] , , #
— [1;2] 1 0] Or;tixx 0] Or;t)zx
E[r;t] - 1!4—| I cos Or;t1xx + k[zl;z] @ 2 + @ @Z
n #
. 1 @g[r;t]xx @g[r;t]zx -
e vl e (2.68)
m 2 2 # )
1 @ g[r;t]xx @ g[r;t]zx i
+ CO0S Or:tzx + k[21;2] @ @Z N @ZZ z
| I( @ 1
. Jir: .
Hy.q = - i gzt]xx “Orgex |
@g[r't]xx @g[r't]zx .
+COS : : I 2.69
02 0 (2.69)
6 D
+ gg;t]xx iz

Napominjemo da je skalarna Grinova funkcija za incidentni potencijal poznata u analitickom
obliku i zajednicka je za horizontalni i vertikalni Hercov dipol. Njeni izvodi se, stoga, dobijaju
takode analiticki. Grinove funkcije za rasejani i transmitovani potencijal, Je.zz, Gr:zzs Orxxs Jt:xxs
Orzx | Oezx, kao i njihovi jednostruki i dvostruki parcijalni izvodi, koji gurisu u izrazima za
elektromagnetsko polje, odgovaraju razlicitim Zomerfeldovim integralima. S obzirom na njihovu
slicnu strukturu, mogu se predstaviiti u generalisanom obliku. Parcijalni izvodi po z koordinati
svode se na izvod eksponencijalne funkcije i rezultuju mnozenjem podintegralne funkcije sa
(  zsgnz). Parcijalni izvodi po -koordinati uticu samo na Beselov faktor u podintegralnoj
funkciji, pa je tu potrebno koristiti poznate formule za izvode Beselove funkcije prve vrste,

Jo(u) = Je(u);
(2.70)

N =

Ji(u) = Jo(u) %Jl(u); lIJigrg) Jléu) =

Sada mozemo generalisani oblik rasejanog i transmitovanog Zomerfeldovog integrala izraziti
kao
. Za T kndk
SEmn (z:2") = Kk )Ji( ke =021 =i o sgnz)™ : (2.71)

r;tjuv
[r:t 0 z1

gde je

K(k)=Rw(k) 2= za rasejano polje;
(2.72)
K(k)=Tw(k); .= ,2; zatransmitovano polje;
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uv 2 fzz;xx;zxg, | 2 f0;1g, m 2 f0;1;29 i n 2 f1;2;3g. Konacno, pomocu generalisanog
oblika ZI mozemo zapisati sve Grinove funkcije i njihove parcijalne izvode koje se javljaju u
izrazima (2.64), (2.65), (2.68) i (2.69). Integrali za vertikalni Hercov dipol su

Oiritizz = S[(:;(t)];iz; (2.73)
@g[r;t]zz _ 81;0;2 . 2.74
@ - [r;t]zz’ ( ' )
@Zg[r;t]zz 1;1;2
06z i (2.75)
@zg[r;t]zz 0;2;1 .
0z2 = lritfzz’ (2.76)
a za horizontalni,
g[r;t]xx = S[(;(t)]}(x’ (277)
@g[r;t]xx 1;,0;2 .
0 = S[r;t]xx’ (278)
@zg[r;t]xx _ 1 1;0;2 0;0;3 .
@ 2 - _S[r;t]xx S[r;t]xx’ (2.79)
@Zg[r;t]xx 11,2 .
06z oo (2.80)
0%muxx _ <ot . 2.81
0z Sirithoc (2.81)
Oirtizx = S[lr;;(t)];ix; (2.82)
@g[r;t]zx 0:0;3 1102 .
0 St Sl (2.83)
@Zg[r;t]zx 0;1;3 1 1;1;2 .
@ 0z = S[r;t]zx _S[r;t]zx’ (2'84)
@g[r;t]zx _ Sl;l;Z . 2.85
@Z — ritlzx? ( ) )
@Zg[r;t]zx 12,2 .
320 =S %2 (2.86)
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3 Zomerfeldov integral za slucaj
slobodnog prostora

3.1 Uvod

U ovom poglavlju razmotricemo Zomerfeldov integral koji odgovara Grinovoj funkciji mag-
netskog vektor-potencijala u slobodnom prostoru, tj. incidentnoj Grinovoj funkciji. Ovaj naj-
jednostavniji primer pogodan je za sagledavanje osnovnih osobina ZI sa aspekta numericke
integracije, mada je njegovo resenje u analitickom obliku poznato. Upravo to analiticko resenje
bice iskorisceno za egzaktno odredivanje relativne greske u numerickom izracunavanju integrala.
Egzaktno odredena relativna greska nam omogucava pouzdanu empirijsku procenu tacnosti, e -
kasnosti i robusnosti primenjenog pristupa.

Bez umanjenja opstosti, posmatrajmo slucaj skalarnog sfernog talasa koji se prostire kroz
vakuum, a ciji izvor je smesten u koordinatni pocetak cilindricnog koordinatnog sistema, kao
sto je prikazano na slici 3.1. Analiticki oblik odgovarajuce Grinove funkcije je

p
e jkoR e jko 2472

gde je ko = !pﬂ talasni broj u vakuumu. 1z Zomerfeldovog identiteta (2.7) sledi integralni
oblik,
£ 5Pk dk
do( ;2)=  Jo( ke ¥k

: (3.2)
0 k2 k2

Numericko izracunavanje integrala (3.2) je izuzetno zahtevno. Radi boljeg razumevanja sloze-
nosti problema, analiziracemo njegovu podintegralnu funkciju. Podintegralna funkcija se sastoji
od tri osnovna faktora: Beselove funkcije prve vrste i nultog reda, eksponencijalnog faktora i
iracionalnog faktora.

Az

0; 0 P(:2)

Slika 3.1: Scenario u vakuumu sa skalarnim talasom ciji je izvor u koordinatnom pocetku.
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Beselove funkcije prve vrste imaju oscilatornu prirodu, a njihova anvelopa opada sa pove-
canjem realnog argumenta (slucaj kompleksnog argumenta Beselove funkcije ce biti razmatran
u odeljcima 3.6, 4.5 1 4.6). Na slici 3.2 prikazani su gra ci Beselovih funkcija prve vrste, nultog
i prvog reda. Uocavamo da se brzina opadanja nivoa anvelope smanjuje sa porastom u. Kako
su ZI nesvojstveni, tj. gornja granica integracije je beskonacna, korisno je poznavati ponasanje
Beselove funkcije prve vrste za velike vrednosti realnog argumenta. Priblizna asimptotska
formula u tom slucaju glasi [21]

r__
2
J (u) —ucos u > 7 ;oul =0; 1L (3.3)

1.5 T T T T T T T

— Jo(u)
1)

Slika 3.2: Beselove funkcije Jo(u) i J1(u).

Ekquﬂencijalni faktor u izrazu (3.2) je kompozitna funkcija, a za argument ima korenu
funkciju k2 k2. Gra k eksponencijalnog faktora je prikazan naslici 3.3zak 2R,z =2 ,,

gde je o = 2 =ko. Vidimo da je za k < kg eksponent cisto imaginaran, pa ovaj faktor
ima oscilacije konstantne anvelope, koje se zgusnjavaju porastom argumenta. Ako je k Ko,
eksponencijalni faktor postaje realna opadajuca eksponencijalna funkcija. Korena funkcija
ima tacke grananja ili algebarski kriticki singularitet [22,23] u k = kp, pa u njima izvod
nije de nisan. Ako razmotrimo samo jednu granu korene funkcije, njeni izvodi su beskonacni
u datim tackama. Ovo singularno ponasanje evidentno je na slici 3.3 imajuci u vidu ostar
ekstremum za k = kg. Kao sto cemo videti, brze promene funkcije u okolini ko zahtevace
mnogo integracionih tacka za dobijanje prihvatljivih vrednosti relativne greske.

Treci faktor integranda u (3.2) je iracionalna kompleksna fEPkcija, ciji gra Kk je prikazan na

slici 3.4. U ovom faktoru se ponovo javlja ista korena funkcija k2 k3, ovog puta u imeniocu.

Ako argument tezi tacki grananja, k ¥ kg, integrand tezi beskonacnosti. Ovaj singularitet
dodatno otezava numericku integraciju. Pored osobina prekidnosti i singularnosti, isticemo i
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granicnu vrednost iracionalnog faktora za veliko k ,

: k
im ¢¢———=1: (3.4)
k 11 k2 k2
0
1.5
Re
———=-Im H
f\le
X
Q_
@
_15 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
k :ko

Slika 3.3: Eksponencijalni faktor podintegralne funkcije integrala go zaz = 2 .

10

pk
k2 K2
o
!

\\
N\
\
\
\
5L \ 4
1
|
|
1
|
_10 1 1 1 1 I\ 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
k :ko

Slika 3.4: Iracionalni faktor podintegralne funkcije integrala g .
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Posmatrajmo sada zdruzen efekat datih faktora unutar kompletnog integranda. Na slici 3.5
prikazan je primer integranda za =10 ¢iz = 0;5 (. Vidimo da anvelopa integranda raste
za k 210; ko), sto ukazuje na jak uticaj iracionalnog faktora, ciji moduo takode raste u datom
intervalu. Mozemo primetiti da u istom intervalu postoje oscilacije i kod realnog i kod imagi-
narnog dela integranda, sto je rezultat delovanja Beselove funkcije i eksponencijalne funkcije
imaginarnog argumenta. Na intervalu desno od singulariteta, k 2 (ko; 1), dominira uticaj
eksponencijalne funkcije realnog argumenta, zbog cega anvelopa integranda opada relativno
brzo ka nuli.

05 T T T T T T

Re

0.3

0.2

e
—

Integrand
<

1
e
—_

|
o
[N}

|

o

w
T

-04

_05 Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8

k :ko

1.2 1.4 1.6

Slika 3.5: Ukupna podintegralna funkcija integrala go za =10 ¢iz =0;5 o.

U praksi, od posebnog je interesa scenario gde su tacka posmatranja i izvora, u elektrickom
smislu, blizu razdvojne povrsi, ali daleko jedna od druge, tj. kada je o 1 ]jzj 0-
Tada je uticaj eksponencijalnog faktora prakticno zanemarljiv, sto rezultuje veoma sporom
opadanju nivoa anvelope repa integrala, tj. u intervalu k 2 (0; ). Primer takvog integranda
za =10 oiz=10 3 ,, prikazan je na slici 3.6.

Interesantan je i suprotan slucaj, kada je jzj. Na slici 3.7 prikazan je primer integranda
za =10 3 5iz=10 o. Uovom slucaju imamo potiskivanje uticaja Beselove funkcije i njena
vrednost je prakticno jednaka jedinici u posmatranom intervalu. Dominantno z sa jedne strane
stvara jake oscilacije koje se zgusnjavaju u okolini singulariteta, a sa druge, prouzrokuje naglo
opadanje eksponencijalnog faktora, a time i nivoa anvelope za k > k. Tako brza promena
funkcije iziskuje veliki broj tzv. integracionih tacaka (cvorova) u kvadraturnim integracionim
formulama [24].

Na osnovu prikazane analize, mozemo sumirati osnovne izazove u racunanju datog Zomer-
feldovog integrala po realnoj osi, tj. na intervalu k 2 [0; 1.). Na prvom mestu tu je dualna
oscilatorna priroda integranda koja potice od Beselove i eksponencijalne funkcije. Za veliko
elektricko rastojanje tacke posmatranja, ( o) _(zj 0), pojavljuje se veliki broj gustih
oscilacija u intervalu k 2 [0; ko), sto iziskuje mnogo integracionih tacaka, odnosno racunarskih
resursa. Drugi problem jeste singularitet u k = kg, u cijoj okolini se takode mora predvideti
veliki broj integracionih tacaka. Na tom mestu podintegralna funkcija se izuzetno brzo menja,
narocito za jzj 0, kada eksponencijalni faktor u okolini k, prouzrokuje jaku strminu (ve-
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liki prvi izvod). Konacno, rep integrala ima teorijski beskonacnu gornju granicu, zbog cega se
mora odabrati mesto odsecanja, tj. skracivanja domena (eng. truncation). Za dostizanje zeljene
tacnosti racunanja integrala u okviru zadatih racunarskih i vremenskih resursa, odsecanje je
veoma vazno za slucaj malog z, kada anvelopa repa sporo opada.

Re
0.8 F i
———Im
0.6 i
04+ i
{
e} |
% 0.2 + I\ I
5 ~ / /\ /\ l \ !
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= - N7y, \/ \\‘I \/I \ ,'

|
e
[N}

T
-

|
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

k :ko

Slika 3.6: Ukupna podintegralna funkcija integrala g za =10 giz=10 3 .
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Slika 3.7: Ukupna podintegralna funkcija integrala go za =10 2 iz =10 o.
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3.2 Tehnike za racunanje konacnog dela Zomerfeldovog
integrala za slobodan prostor

Kako bismo savladali sve pomenute izazove numerickog racunanja ZI za slobodan prostor,
a kasnije i ostalih ZI, razmotricemo tehnike koje, u skladu sa ciljevima iz uvoda, formiraju
jednostavnu, robusnu i e kasnu metodu numericke integracije date funkcije. Na ovom mestu
navodimo polazne parametre analize integrala (3.2), na osnovu koje cemo razviti pomenute
tehnike.

S obzirom na osetljivost kompleksnih putanja integracije u odnosu na elektricko rastojanje
tacke posmatranja od izvora [12{14], a nas interes jeste sirok opseg koordinata i z, realna
putanja integracije predstavlja logican izbor i polaznu pretpostavku problema. Za razliku od
kompleksnih putanja koje mogu biti posledica slozenih transformacija podintegralne funkcije
[14,25{27], realna putanja ne modi kuje jezgro, a time ni sustinsku prirodu polaznog ZI, zbog
cega ovaj izbor doprinosi jednostavnosti usvojenog pristupa.

Zbog svoje pouzdanosti i e kasnosti u racunanju integrala [28{30], u ovom radu se oslanjamo
na Gaus-Lezandrovu (GL) kvadraturnu formulu (eng. Gauss-Legendre quadrature) [24,31, 32]
kao metodu numericke integracije. Kako je GL metoda u osnovi predvidena za integrale
konacnih granica, izvrsicemo podelu polubeskonacnog domena integracije ZI na konacne pod-
domene. Uvodenjem pomocnih oznaka, mozemo de nisati integral slican (3.2), samo parame-
trizovanih granica

Z,,
I(k 1, k 2) = Jo( k )e Zszjﬁ; (35)

kl z0

gde je , = qk2 k2=j k& k2= jky. U cilju kraceg zapisa, podrazumevacemo zavisnost
integrala 1 od koordinata i z, iako ona nije eksplicitno iskazana.

Efekat pomenutog singulariteta u tacki grananja k = kg je znacajan samo na prvom delu
domena. Sa slika 3.5 i 3.6 vidimo da njegov uticaj relativno brzo opada za k > ko. Stoga je
pogodno prvu podelu uvesti bas na mestu singulariteta. Sa druge strane, polubeskonacni rep
integrala ima drugaciju prirodu i zahteva drugaciji pristup od ostatka integrala. 1z tog razloga
zgodno je racunanje repa razmatrati odvojeno, pa dodatnu podelu uvodimo u tacki b > ko.
Sledi da integral (3.2) mozemo izraziti kao sumu tri integrala, go =1, + 1, + T, gde je

1, =1(0; ko);
12 = 1 (ko; b); (3.6)
T =1(b;L):

3.2.1 Ponistavanje singulariteta podintegralne funkcije

Domeni integrala I, i I, imaju zajednicku granicu, a to je singularna tacka grananjak = k.
Za dobijanje e kasnog numerickog resenja ovih integrala, neophodno je ponistiti uticaj singula-
riteta. U literaturi se pojavljuje nekoliko metoda za resavanje problema tacke grananja, koje su
zasnovane na realnoj ili skoro realnoj putanji integracije. U radu [16] primenjena je ekstrakcija
singulariteta pomocu razvoja u Tejlorov red, ali predstavljeno resenje je isuvise komplikovano
I nije jasno na koji nacin zavisi od broja uracunatih clanova reda, sto nije u skladu sa ciljem
dostizanja jednostavne metode integracije sa kontrolisanom tacnoscu. Posebno popularna u
problemima numericke integracije jeste dvostruko eksponencijalna kvadraturna formula (eng.
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double exponential quadrature formula) [33{37]. Jedna njena varijanta je primenjena u [10],
medutim pokazacemo da i ovaj pristup ima ogranicenu primenu kada su u pitanju veliki op-
sezi elektrickih rastojanja. Smene promenljivih zasnovane na trigonometrijskim i hiperbolicnim
funkcijama primenjene su u [6,17,19], ali njihova e kasnost sa aspekta numericke integracije
nije detaljno ispitana [38].

U ovom radu, u cilju e kasne integracije koristicemo korenu smenu promenljivih

q
ds:q&' s= k% K3 (3.7)

k2 K2

iz cega sledi da je k = p52 + k3. Ako smenu primenimo na (3.5), dobijamo

Z,

1(s1;s0) = Jo p52 + k3 e Sids: (3.8)

S1

gde je sy = qkzl;2 k2. Primetimo da podintegralna funkcija u (3.8) nije singularna. Njeno
integraljenje zahteva znacajno manje integracionih tacaka nego u slucaju kada se integracija
vrsi direktno. Putanje integracije u odgovarajucim kompleksnim ravnima pre i posle primene
smene su prikazane na slikama 3.8a i 3.8b, respektivno. Singularna tacka k = ko u kompleksnoj
k -ravni se slika u nesingularnu tacku s = 0 u kompleksnoj s-ravni. Takode, vidimo da se u s-
ravni, prvi poddomen, koji odgovara integralu 1, slika u cisto imaginarnu putanju, dok se drugi
I treci poddomen, koji odgovaraju integralima b I T, slikaju u cisto realne putanje. Pocetak

repa integrala b, se slika u takode realnu tacku =~ b2 k3, za b > k.

Na slici 3.8a, zaseci viseznacne kompleksne korene funkcije ,o(k ) = k2 k3 su predsta-
vljeni talasastim linijama i de nisani su izrazom

Ref ,00 = Imfky,g = 0: (3.9

Prvi zasek se sastoji od segmenta na realnoj osi, Refk g 2 [0; ko] ~ Imfk g = 0, i segmenta
na imaginarnoj osi, Refk g = 0~ Imfk g 2 ( 1;0]. Drugi zasek se dobija rotacijom prvog
za u kompleksnoj ravni, tj. mnozenjem sa 1. Ovakav izbor zaseka je u skladu sa zickom
interpretacijom talasnog broja ko,. Zaseci de nisu granice izmedu tzv. dozvoljenih i zabranjenih
zona za Kkg,, odnosno k [27,39]. Naime, usled eksponencijalnog faktora, za Imfky,g > 0,
efektivna vrednost ravnih talasa koji gurisu u integralu (3.2) raste do beskonacnosti kada
jzj ¥ .. Ova nejednakost de nise zabranjenu zonu (1 i 111 kvadrant). Sa druge strane, ako je
ImTky,g < 0, efektivna vrednost ravnih talasa tezi nuli sa porastom jzj, sto de nise dozvoljenu
zonu (111 IV kvadrant). P

U kompleksnoj s-ravni na slici 3.8b zaseci za korenu funkciju = s2 + k3 su na imaginarnoj
osi (Refsg = 0) i opisani su intervalima Imfsg 2 ( A; ko], odnosno Imfsg 2 [ko; 1). lako
se cini da smo smenom dobili novu korenu funkciju u (3.8), koja ima svoje algebarske kriticke
singularitete za s =  jko, pokazacemo da je prvi izvod novodobijene podintegralne funkcije
konacan na preslikanoj putanji integracije u s-ravni. Kako je kritican argument Beselove funk-
cije, razmotricemo samo njen izvod u granicnom slucaju. Primenom izraza (2.70), dobijamo

e, P P s _ .2
s!“r?ko@‘lo s? + k§ —Slln}ko J1 s? + k§ pﬁ— jkoE. (3.10)
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Imfk g
Zakrivljena putanja

k -ravan

S-ravan

(b)

Slika 3.8: Putanja integracije (siva linija) predstavljena u kompleksnoj ravni za (a) prvobitnu pro-
menljivu k i (b)novu promenljivu s. Talasaste linije predstavljaju zaseke odgovarajucih korenih
funkcija. Crna linija predstavlja zakrivljenu putanju u | kvadrantu.

3.2.2 Odredivanje optimalnog intervala drugog poddomena integrala

Gornja granica poddomena nad kojim racunamo integral I, je istovremeno i donja granica
poddomena nad kojim racunamo rep integrala. S obzirom na opisanu prirodu podintegralne
funkcije, za sirok opseg koordinati i z, unutar poddomena k 2 (ko; b] mozemo imati pojave
koje uticu na strategiju numerickog racunanja. Sa jedne strane, imamo veliki broj oscilacija
usled Beselove funkcije, ako je 0, @ jzj o- Sa druge strane, jako mala vrednost
podintegralne funkcije za jzj o dovodi do trosenja racunarskih resursa na racunanje funkcije
u tackama koje za zadatu tacnost mogu biti beznacajne u odnosu na konacnu vrednost integrala.
Radi vece e kasnosti integracije, neophodno je dati smernice za odredivanje granice b.

Jedan od ciljeva ovog rada jeste razvoj metode integracije sa kontrolisanom tacnoscu. Sa
tim u vezi, pozeljno je da imamo sto pouzdaniju procenu potrebnog broja integracionih tacaka
na svakom od poddomena. Gornju granicu drugog poddomena b mozemo de nisati tako da
broj integracionih tacaka za I, sto manje zavisi od prostornih koordinati. Na taj nacin bi nas
zadatak procenjivanja potrebnog broja tacaka bio olaksan.

Posmatrajmo slucaj kada je jzj o- Tada na potreban broj integracionih tacaka direktno
utice broj oscilacija podintegralne funkcije, koji zavisi od koordinate . Da bismo potisnuli tu
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zavisnost postavicemo b u prvi ekstremum iza druge nule Beselove funkcije za k > ko [38]. U
poddomenu k 2 (Ko;b] ocekujemo jednu ili nesto vise od jedne pune oscilacije. Sledi da ce za
zadatu tacnost, broj integracionih tacaka za integral I, biti relativno mali i prakticno nezavi-
stan od . U numerickim primerima pokazacemo da je ovako de nisano b dovoljno daleko od
singulariteta da racunanje repa integrala ne potpada pod njegov uticaj. Ekstremumi Beselove
funkcije mogu se odrediti priblizno na razlicite nacine { npr. kao srednju vrednost dve susedne
nule ili Njutn-Rapsonovom metodom. U ovom radu, za priblizno odredivanje ekstremuma kori-
stili smo aproksimativni izraz Beselove funkcije za veliki realni argument (3.3). Granicu b onda
mozemo de nisati kao

b= = +2 o = (3.11)
gde b ¢ oznacava zaokruzivanje na prvu manju celobrojnu vrednost.

3.2.3 Odredivanje praga racunanja i gornje granice integrala

U slucaju kada je koordinata z porediva ili veca od ¢, usled dejstva eksponencijalnog
faktora, za neko k > k .¢, vrednost podintegralne funkcije postaje izuzetno mala, a njen do-
prinos numerickoj proceni integrala zanemarljiv. S obzirom da faktore integranda cine jedno-
stavne i analiticki poznate funkcije, mozemo kvantitativno proceniti nivo anvelope integranda u
zeljenom opsegu koordinata rastojanja. Za zadati minimalni prag vrednosti anvelope, moze se
odrediti i apsolutna gornja granica argumenta Kk .4, do koje vredi numericki racunati integral.
Skracivanje domena integrala omogucava odbacivanje nepotrebnog dela repa. Medutim, poti-
skivanje usled dejstva eksponencijalnog faktora moze biti toliko veliko, da se skracivanje desi
i pre samog repa, tj. u drugom poddomenu, sto odgovara slucaju k ., < b. Tada kompletno
odbacujemo rep i deo drugog poddomena [k .tn;b], a ukupni integral se svodi na sumu samo
dva integrala,

Jo I]_ + |2 = I(O, ko) + I(ko, k ;th): (312)

Za potrebe analize ZI za potencijal u slobodnom prostoru, postavicemo ksan prag vrednosti
anvelope na 10 *°, koji obezbeduje dovoljno visoku tacnost. Ekstremumi Beselove funkcije prve
vrste i nultog reda manji su od 1 i opadaju sporo ka nuli. Takode, iracionalni faktor relativno
brzo tezi jedinici (slika 3.4). 1z prilozenog sledi da anvelopu integranda diktira prevashodno
eksponencijalni faktor, pa je za zadati prag

s

30 2

jzilog,oe 519

Kin= Kk§j+

lako ksan prag nije optimalan i ne garantuje maksimalnu ustedu integracionih tacaka, u analizi
ovog jednostavnog ZI se pokazao kao prihvatljivo resenje.

3.3 Racunanje repa integrala

Kako smo usvojili pocetak repa dovoljno daleko od singulariteta, na poddomenu [b; 1) nije
potrebno primeniti smenu promenljivih, pa rep razmatramo iskljucivo u izvornom integralnom
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obliku (3.5). Medu metodama za numericku integraciju repa, izdvajamo dva osnovna pristupa.
Prema prvom pristupu integracija se vrsi na celom poddomenu [b; 1), koristeci posebnu kva-
draturnu formulu [9,10], sto implicitno podrazumeva smenu promenljivih. Smena promenljivih
ima zadatak da ponisti eventualne singularne tacke i da ubrza sporo opadanje anvelope podin-
tegralne funkcije.

Kod drugog pristupa koriste se kvadraturne formule za konacne domene, zbog cega se po-
lubeskonacni domen deli na konacne segmente. Integrali nad segmentima predstavljaju brojni
niz, a njihova suma predstavlja red, koji odgovara vrednosti integrala [40, 41],

T = ty: (314)

Ovakav pristup se naziva i integrali-i-sumiraj (eng. integrate-and-sum). Vrednost repa integrala
T, tj. njemu odgovarajuceg reda se aproksimira parcijalnom sumom T,

k=1 (3.15)
tk=1 b+(k 1) k;b+k k ;

gde je k velicina segmenta, a n broj segmenata.

U dostupnoj literaturi, pristup racunanju preko parcijalnih suma je favorizovan i demon-
strira bolje performanse od direktne integracije pomocu posebno skrojenih kvadraturnih for-
mula [13,15]. Stoga cemo se i u ovom radu fokusirati na metode koje pocivaju na parcijalnim
sumama, a elemente niza t, racunacemo primenom GL formule.

Osnovni problem u ovakvom pristupu jeste odrediti pogodan broj sabiraka n, za koji parci-
jalna suma T, dovoljno dobro aproksimira integral T. Ponasanje parcijalne sume T,, zavisi od
prirode opsteg clana niza ty, koji nije direktno de nisan celobrojnim vrednostima Kk, kao sto je
to slucaj kod tipicnih numerickih ili funkcionalnih redova [42]. Kod repa ZI za slobodan prostor,
za ksnu velicinu segmenta  k = i >0, priroda integranda cini da clanovi kompleksnog
niza tx, monotono opadaju po modulu i naizmenicno menjaju znak, tj. tcty+; < 0. U tom
slucaju T predstavlja alternativni red, kako se najcesce i razmatra. Za drugaciji odabir duzine
segmenta k , moguce je dobiti i tzv. red sa proizvoljnim clanovima, ali oni nisu pogodni za
e kasno numericko racunanije.

Sa aspekta e kasnosti, od interesa je da se pri racunanju repa koristi sto manje segmenata,
tj. da se racuna sto manje delimicnih integrala tx. Konvergencija reda moze biti brza ili spo-
rija u zavisnosti od odabira velicine segmenta k . Dalje, konvergencija alternativnih (ali i
ostalih) redova je podlozna ubrzavanju, koje se postize transformacijom clanova niza, odnosno
niza parcijalnih suma. Od brojnih metoda za ubrzavanje konvergencije izdvajamo Etkinovu

2-proceduru [21], odnosno Senksovu transformaciju [43], Cezarov metod [19,44,45], kao i me-
tod ponderisane aritmeticke sredine (eng. weighted averages algorithm { WA) [9,41,46]. Na
osnovu analize dostupne literature [15,40,47] i numerickih eksperimenata moze se zakljuciti da
(a) integracija nad segmentima duzine jedne poluperiode (pod periodom se podrazumeva kvazi-
perioda Beselove funkcije), (b) odabir susednih ekstremuma za granice segmenata i (¢) ubrzanje
konvergencije pomocu metode WA omogucavaju jednostavno i e kasno racunanje repa integrala
za sirok opseg koordinati i jzj, zbog cega u ovom radu usvajamo pristup koji pociva na tim
zakljuccima.

Pored velikog ubrzanja konvergencije koje metoda WA pruza, isticemo i jednostavnost njene
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implementacije usled rekurzivne de nicije i linearne transformacije na kojoj se zasniva. Ovde
cemo kratko izloziti osnovne velicine koriscenog WA algoritma. Sledeci [40], usvajamo pocetak
poddomena datog jednacinom (3.11) i duzinu segmenta k = = . Transformacija niza par-
cijalnih suma je data sa

I 1 1 1 I 1
Trs ) + r(1 )Trg+l ) . 1 n N . (3 16)
(I l) i) ) -
1+ 1 | n 1

TO =

gde je I nivo transformacije, N maksimalni broj uracunatih poluperioda koji zavisi od nekog

kriterijuma tacnosti, a tezinski koe cijent O je

@) 1

21
0= G+ K (3.17)
—+n

Transformisani niz parcijalnih suma T brze konvergira od niza T8 . Sukcesivnom primenom
transformacije N 1 puta dobija se najbolja procena repa integrala,

f=7M" (3.18)

U tezinskom koe cijentu u (3.17) gurise eksponencijalna funkcija koja za veliki kolicnik jzj=
moze imati prakticno proizvoljno velike vrednosti. Ekstremno veliki brojevi prouzrokuju ve-
liki dinamicki opseg, a njihovo sabiranje umanjuje tacnost racunanja. U cilju bolje kontrole
tacnosti, u ovom radu ogranicicemo tezinski koe cijent tako da O ne prelazi vrednosti 10%°.

3.4 Analiza pojedinacnih poddomena integrala

U ovom odeljku kvantitativno i kvalitativno su analizirana tri dela ZI sa aspekta relativne
greske. Posebno za konacne delove integrala, I, i I, posmatran je ucinak GL formule u kombi-
naciji sa smenom promenljivih, koja ponistava singularitet u tacki grananja, ali ne i oscilatornu
prirodu integranda. Pomocu ovakve analize stice se uvid u kompleksnost i zahtevnost procedure
numerickog racunanja ZI sa aspekta resursa potrebnih za postizanje zeljene tacnosti.

Ako procenu integrala oznacimo sa X, onda relativnu gresku u odnosu na neku relativnu
vrednost X, mozemo izraziti kao

jX Xrefj
JxrefJ ( )
Dodatno de nisemo broj tacnih cifara kao
= 10log,, : (3.20)

Radi preciznije procene ponasanja relativne greske za razlicite parametre proracuna, u ovom
poglavlju za referentnu vrednost uzimamo egzaktnu vrednost analiticke funkcije ukupnog po-
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tencijala [38],
>(ref = gO( ;Z); (321)

nezavisno od razmatranog poddomena. Na taj nacin mozemo videti stvarni uticaj pojedinacnih
poddomena na ukupnu gresku. Ovo je posebno vazno u analizi greske pri proracunu repa.
Segmenti repa mogu se, zbog duzine od samo jedne poluperiode, lako integraliti sa visokom
tacnoscu. Medutim, veliki broj segmenata moze se odbaciti zbog njihovog zanemarljivog do-
prinosa u odnosu na go.

Opseg koordinata rastojanja od interesa je dvodimenzionalni skup

B op= 103100 10 310° ; (3.22)
0 0

cime se obuhvata dinamika dimenzija problema od  10°. Posmatracemo relativnu gresku za
razlicit broj upotrebljenih integracionih tacaka, odnosno segmenata, na tri podskupa skupa D.
Podskupovi su odredeni duzima =10 3 o, =jzjijzj=10 3 o, kao na sto je prikazano na
slici 3.9. Ovakav izbor parametara rastojanja omogucice detaljan uvid u numericka svojstva
posmatranog ZI.

jzi= oA
103 [
107 [
10t
100

10

10 2 [
jzj= 0 =10 3

10 3

] ] ] ] ] ] ]
104 103 102 10t 120°© 100 102 10° =0
Slika 3.9: Prikaz dvodimenzionalnog skupa D koji predstavlja posmatran opseg koordinati i jzj.

3.4.1 Prvi poddomen konacnog dela integrala

U prvom poddomenu izvorna promenljiva se nalazi u intervalu k 2 [0;ko]. Nakon smene
promenljivih (3.7), preslikani poddomen je s 2 [jko; j0], pa integral na prvom poddomenu glasi

Zp p .
I, = Jo s2+ k2 e S4ds: (3.23)
jko
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Na slikama 3.10{3.12 prikazani su gra ci integranda za razlicite parametre rastojanja u funkciji
normalizovane promenljive s. S obzirom da promenljiva s na datom intervalu ima cisto imagi-
narnu vrednost koja opada sa porastom k , tj. duz kompleksne putanje integracije (slika 3.8b),
apscisa je prikazana u obrnutom smeru. Dualna oscilatorna priroda integranda je lako uocljiva.
Na slici 3.10, gde je prikazan slucaj kada je dominantna Beselova funkcija ( jzj), oscilacije
se zgusnjavaju kako se priblizavamo pocetku poddomena, s = jko. Ako je pak jzj, dominira
eksponencijalni faktor, i integrand je prakticno kompleksna sinusoida (slika 3.12). Sledi dai i
jzj doprinose ukupnom broju oscilacija na prvom poddomenu i time direktno uticu na potreban
broj integracionih tacaka, odnosno red kvadraturne formule GL.

12 T T T T T T T T I
Re
Lr ——==-Im
0.8 J
© 0.6 J
C
I
S
(@)
S04 -
=

1 09 08 07 06 05 04 03 02 01 0
jsi=ko

Slika 3.10: Podintegralna funkcija integrala 1; nakon smene promenljivihza =10 oiz=10 3 .

Posto je GL kvadraturna formula de nisana za funkcije realnog argumenta, za numericki
proracun potrebno je na taj nacin predstaviti i podintegralnu funkciju. Buduci da je nasa nova
promenljiva s na datom domenu cisto imaginarna, integral se moze racunati i preko realne
promenljive sin, gde je s = jsim, pa integral mozemo izraziti kao

Zo b
.= Jo k3 s?2. e FSimiZjds; - (3.24)
ko

Na osnovu de nicija u (3.19) i (3.21), relativna greska je odredena posmatranom velicinom
X =@ =li(n)+B+TF (3.25)

gde je f\l(ng) integral nad prvim poddomenom izracunat pomocu ng integracionih tacaka, £ i B
su integrali nad drugim poddomenom i rep integrala, respektivno, izracunati sa maksimalnom
mogucom tacnoscu, koristeci dovoljno veliki broj integracionih tacaka, odnosno poluperioda.
Relativna greska za opseg koordinata od interesa prikazana je na slikama 3.13{3.15. Na
svim gra cima mogu se razlikovati tri karakteristicna dela krive: (a) pocetni deo gde je rela-
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Slika 3.11: Podintegralna funkcija integrala 1; nakon smene promenljivih za =z
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Slika 3.12: Podintegralna funkcija integrala 1; nakon smene promenljivihza =10 3 iz =10 .

tivna greska velika, (b) opadajuci deo, gde se relativna greska naglo smanjuje i (c) deo zasicenja,
gde je dostignuta minimalna vrednost relativne greske, 10 ** 10 0. Jedan od osnov-
nih izazova na koje zelimo da odgovorimo u ovom radu jeste predikcija broja integracionih
tacaka potrebnog za dostizanje zadate tacnosti racunanja ZI metodom GL. Pomenuti delovi
krive relativne greske se mogu aproksimirati pravama, cije strmine i mesto preseka sa osama
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treba povezati sa vrednostima koordinata rastojanja i z. Dok se strmina opadajuceg dela
relativno blago menja sa promenom rastojanja, pocetak opadajuceg dela, koji predstavlja mini-
za datu relativnu gresku direktno zavisi od broja oscilacija na intervalu, a broj oscilacija se
moze predvideti poznavajuci prirodu integranda. Kako se u datom intervalu eksponencijalni
i, priblizno, Beselov faktor ponasaju kao sinusoidalne funkcije, minimalni potrebni broj tacaka
procenjujemo kao g1 = pza jzj, odnosno g1 jzj= o za jzj. Kombinovanjem
ove dve procene, u prvoj aproksimaciji, broj broj tacaka za integraciju nad prvim poddomenom
je

R p 2 + 22
Ngg —=———! (3.26)
0

0

10°

1010}

10715 L

Il

103 10*

10720' i i i iigil i A |
100 10 10?

Slika 3.13: Relativna greska integrala 1; u funkciji broja integracionih tacaka za z = 10 3 .

Sa slika 3.13 i 3.15 vidi se da je za pocetak opadajuceg dela odgovarajuce krive potrebno
nesto vise tacaka u slucaju dominantnog nego u slucaju dominantnog z. Za slucaj kada je
= z, mora se uzeti doprinos obe koordinate u obzir. Analizirajuci detaljno ponasanje krive
relativne greske na opsegu od interesa D, dolazimo do empirijskog izraza za procenu potrebnog
broja tacaka za zadatu tacnost

! m T
Ags =6+ Re+ geSRS*"  Re= 24—+ L8 +04 (3.27)
0

gde je Re ekvivalentno elektricno rastojanje od izvora do tacke posmatranja, ges zeljeni broj
tacnih cifara, a d e oznacava zaokruzivanje na prvu vecu celobrojnu vrednost. U narednom
poglavlju pokazacemo da uz male modi kacije ovde izvedenih empirijskih izraza mozemo dobiti
validne procene potrebnog broja integracionih tacaka i za druge tipove ZI.

31






	Uvod
	Predmet i značaj istraživanja
	Cilj istraživanja
	Polazne hipoteze
	Očekivani naučni doprinosi
	Pregled sadržaja disertacije po poglavljima

	Teorija Zomerfeldovih integrala
	Uvod
	Integralni oblik Grinove funkcije za rasejani i transmitovani magnetski vektor-potencijal
	Vertkalni Hercov dipol
	Horizontalni Hercov dipol

	Izrazi za vektore jačine električnog i magnetskogpolja

	Zomerfeldov integral za slučaj slobodnog prostora
	Uvod
	Tehnike za računanje konačnog dela Zomerfeldovog integrala za slobodan prostor
	Poništavanje singulariteta podintegralne funkcije
	Određivanje optimalnog intervala drugog poddomena integrala
	Određivanje praga računanja i gornje granice integrala

	Računanje repa integrala
	Analiza pojedinačnih poddomena integrala 
	Prvi poddomen konačnog dela integrala
	Drugi poddomen konačnog dela integrala
	Rep integrala
	Minimalna relativna greška

	Primeri računanja ukupnog Zomerfeldovog integrala za slobodan prostor
	Poređenje rezultata sa drugim metodama
	Zaključak

	Zomerfeldovi integrali za slučaj razdvojne površi dve sredine
	Uvod
	Tehnike za računanje konačnog dela Zomerfeldovog integrala za slučaj razdvojne površi dve sredine
	Potiskivanje singulariteta podintegralne funkcije
	Relativna greška
	Aproksimativna putanja integracije 
	Određivanje praga računanja i granica domena integrala

	Analiza pojedinačnih poddomena integrala
	Predikcione formule

	Primeri računanja ukupnog konačnog delaZomerfeldovog integrala za slučaj razdvojnepovrši dve sredine
	Poređenje sa metodama sa zakrivljenom putanjom integracije
	Osvrt na polove i materijale sa negativnom permitivnošću
	Zaključak

	Zaključak
	Dodatak Izvođenje integralnog oblika Zomerfeldovog integrala
	Dodatak Polovi podintegralne funkcije Zomerfeldovog integrala
	Literatura
	Biografija autora



