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3axBaJIHUIIA

Hewmsmepry 3axBajHOCT AyryjeM CBOM MeHTOPY, npodecopy 3opany Illerpuhy.
HoeroBu caBerm, cyrecruje, ycmepaBama, HeceOMYHO 3ajarame u nocBehenoct, He-
IPOIEHUBO Cy MONPUHETIN KBAJUTETY OBOT pPala, aju U FeHEePaJHO (UHAIHOM O00-
JINKOBa®kHY MOT MaTEeMaTHUKOr IOoTJlena U MUILema. Ped je o mpodecopy Koju je cBe
OBe ToauHe ca jemHaxkoMm mnocBehenomhy, MaKKHOM U CTPIJLEEHEM IPUCTYIAO CBAKO]
MOjO] MaTeMaTU4YKO] AWJIEMU, MUTalkhy U 3aKkbyUKy. l[loceOHO caM My 3axBajiHA HA
JbYICKOCTH, CTPIbERY, MOAPUINY, BEPU U Xpabpemy y HajTERKUM TPEHyUUMa TOKOM
MNOKa3MBama TJIaBHOI pe3ynarara. V3y3eTHO caM MOHOCHA HA Hallle 3ajeTHUYKO BpeMe
U1 pe3yiaTaTe, jep je OHO IITO OH Mocenyje M HeceOMYHO HEeCBECHO IMUPU, U Ka0 MaTeM-
aTmyap, M Kao Ipodecop, aju M3HAJ CBera Kao YOBEK, 3aCUTIyPHO BEJIUKU PApPUTET
KOjU HaM je CBUMAa moTpebaH.

I parom koseru u uckpenom npujarery bopby Bapamuhy 6ux ce 3axBanuia HA
KOPUCHUM CTPYYHUM CaBETHMa, aJIU IIPe CBera Ha 3HAYajHOM JOIPUHOCY 3a)eTHUYIKOM
pany Koju je ymao y cacTaB OBe Te3e€.

3axBajbyjeM Ce M YIaHOBUMA KOMUCHje, yBaxkeHUM npodecopuma Panery rKua-
mweBuhy u Anekcaunpy JIMODKOBCKOM, KOju Cy Ha:KBUBO MOTJIENAU OBAaj PYKONUC U
CBOJVM BpEeIHUM CyTecTHUjaMa MOIPWHENN 1a Ce OH YIOTIYHU M 3a0KPYKU.

IIpodecopy rRuBameBuhy nmoceOHy 3aXBajHOCT AyryjeM U 300 CPAAYHOT IPUXBa-
rama Hac gormuapa mMeby umamoBe KI'TA cemmuapa. Cycperu ceMuHapa Ccy Tpe-
CTaBJbAJI OUBHE NMPUJINKE & CE CA BEJVKUM MTO3HABAOIVMA U JbYOUTEHUMA IMOJIUTOIA
pa3MeHe HOBU Pe3yJaTaTU, Uyjy AparoleHru KOMEHTAPW U CTEKHY HOBa 3HAambA.

Jenena VBanosuh
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KoxepeHiinja 1 IpoCTU HNOJUTOIIN —

CazKeTakK

Y Teopuju Kareropuja, KOXepeHIrja Koja je Be3aHa 3a onpebheHm Tum rareropu-
ja, y HajrpyOJsbeM CMUCTY 3HAYM KOMYTUpame AujarpaMa CacTaBJLEHUX O KAHOHCKUX
crpeauna tux kareropuja. OBo KOMyTUpame MOKe OUTH 6e3yCIOBHO WU yCJIOBJILEHO
3aaTUM TPETIoCTaBKaMa. & CaBPEMEHOM CMUCJY, KOXEpPEeHIMja, TavyHUje TeopeMe
KOXepeHIHje, MoJpa3yMeBajy IMOCTOjame BEPHOr (GYyHKTOpa M3 CI0OOTHO TeHepHuca-
He KaTeropuje maTor TUIa Y KAaTeropujy Koja omoryhasa mpoBepy jeIHAKOCTU CTpe-
auna. TakBe cy Hajuemhe KaTeropuje 4mje Cy CTPEJUIE pejaluje UIU OUjarpaMu
(MHOTOCTPYKOCTH, KOGODAU3MH).

Pesyntatu kKoxepeHiuje cy oa BeJUKOT 3HaUaja 3a OIIITY Teopujy mokasa. Haumwme,
oHu 06e30ebhyjy dopmMupame 3amoBosmaBajyhier kpurepujyMa 3a jeJHAKOCT U3BODema
y onpebennM nenyKTWBHUM CHCTEMMMa U HA Taj HAUMH IpY:Kajy MoryhrocT nedunun-
cama OCHOBHOT IOjMa KOJjUM Ce€ TeopHuja HoKa3za OaBu.

[IpemMver oBe MOKTOPCKE AucCEpTalMje je MpoydaBame TOIOJIOMKUX MOKa3a KO-
XepeHIje 1 popMUpame HOBUX KJaca IOJUTONA KOje y TaKBUM NOKa3MMa KOXEePEeH-
nuje mory nociayskutu. Canpskaj aucepranuje je, makie, y HajBeho] mepu mocehen
CIOMEHYTUM OOKa3MMa KOXEPEHIje, OTHOCHO Pa3HOBPCHUM I'€OMETPHjCKUM peajin3a-
nujaMa CHenU(GUUHNX aICTPAKTHUX MIOJUTONA KOjU CY 3aTaTH KOMOWHATODPHO.

Hawnme, panmx neBenmecermx romwua, Mwnxamn Kanpawos je yBeo dammamjy he-
JINjCKUX KOMILJIEKCA TOJ HA3MBOM MEPMYTOACOIUEAPU KOja IpeacTaBba ,,Xudpum’ aBe
3Ha4YajHe paMuinje NPOCTUX NOJUTONa—(paMUIUje acoluenapa u GaMuiarje nepMmyTo-
enapa. OBaj xubpun je mpeacraB/ba0 IPBY I'€OMETPUjCKY UHTEPIPETANU]Y YAPYKU-
Bama KOMYTATUBHOCTU U ACONUjATUBHOCTU. RampaHoB je mokazao ma je matoMm henuj-
CKOM cTpyKTypoM mpousBeo C'W-jonty umMme je moOMO AUpPEKTAH TOMOJOIIKUA ITOKA3
KOXEpEHIje ¥ CUMETPUYHUM MOHOUAAJHUM KaTeropujama. Y Op30 HaKOH Tora, Buk-
top Pajuep u I'marep Hurnep cy oBe henujcke KomIaekce peanm3oBau Kao (paMu-
JI1jy KOHBEeKCHuX moJsmromna. Mebhyrtum, nobujena damuiuja HUje GamMuamja IpoOCTUX
nosnurona. C apyre cTpaHe, U CBU acOUUEIPU U CBU mepMyToenpu jecy npoctu. Ouu
npunangajy HecToenapuMa—IUPOKO U3yYaBaHO] paMUINjU IPOCTUX IOJUTOIA, KAKO Ca
KOMOWHATOpHE CTpaHe, TAaKO U ca CTpaHe IPUMeHa Y TOPYCHOj TOMIOJOTMjU.

[TonazumTe oBe Te3e je ma je MpUpogHO NpoHahu mpocT XuOpuUI oBe ABe (amu-
auje, Tj. mpocT mepmyToacornuenap. KRopucrehm KOMOMHATOPHY TPOIEAYPY CIAUUHY
OHOj KOja je MpOU3BeJia U caMe acoluenpe W MepMyToenpe, V OBOj AWCEPTAIUJU Ce
YBOU AICTPAKTHU MOJUTOI KOjU OAroBapa mpodJIeMy KOXEpPEHIje, a KOjUu ce IPUTOM
MOKe Peajn30BaT! Kao npoctT nosuron. [Ipenusnuje, popmupane cy kiace n-quMeH-
3MOHAJIHUX IPOCTUX IEePMyToacolrenapa Koje Hajy TOIOJIOMKN OOKA3 CUMETPUYIHE
MOHOUIAJIHE KOXEpPEeHIMje, a 3aTUM Cy Te KJlace U IeOMETPUjCKUA pPean30BAHE €KC-
IIMIATHUAM 3aJaBameM HejeqHaurHa HoaynpocTopa y R™ koju mepurumy momurone
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y raacama. OBa n-auMeH3WOHAJHA peasm3anuja je ozHadeHa ca PA,. Ilopen tora,
y Te3u je MOHyDeHa m ajlTepHATWBHA peajn3anuja ucTe pamMuiauje y3 moMoh cyma
MuwurroBcrkor. Hamme, yBenmena je dbamuiauja n-IUMEH3MOHAJIHUX IIOJIMTOIA, O3HAUE-
Ha ca PA, ., koja je nobujena cymmpameM onpebenux monwurona. Ilomuron PA, . je
HOPMAJIHO eKBuBaJsieHTaH moaurony PA, 3a csako ¢ € (0,1]. Peu je o cuenuduunoj
peanmzanuju, MO yrieny Ha peanusanujy Hecroemapa Auserkcanapa [locTmukos, koja
nmogpasyMeBa Ja CBakKy cabupak, rpy0bO pedeHO, NONPUHOCHU HaCTajalmy TAYHO jelTHe
nspocHU pe3yaryjyhe cyme MunakoBckor. pyrum peumMma, cBaku cabuparx TOBOOU IO
3apyOspuBama TeKkyhe mapnujaHe cyMe ofcelameM jenHe meHe crpaHe. [locTmukos
je 3a cabupke KOPUCTHO CHUMILJIEKCE, JOK OBAa AUCEPTAlMja MOKa3yje Aa je, y aHaJor-
HOJj peaJyim3alyju IpoCTOr IepMyToacounuenpa, 3a onpehene cabupke HEONXOIHO y3€TU
MIOJIUTOIIE KOjU HE CaMO Jla HUCY CUMIIJIEKCU, Beh HUCY HYKHO HU NIPOCTU MOJUTONU. Y
ciaydajy popmupama ¢pamunuje PA,;, cabupuu cy nepuHHCAHN KaO KOHBEKCHU OMO-
TauM CKymosa Tadaka y R"" mTo je 3mauajHa mpemHoCT ca CTaHOBUIITa TPOTPAMU-
pama.

OcuMm mTO mpencTaBha AUPEKTAH TOMIOJONIKU TOKA3 TEOpPEMe KOXEPEHIje y CHu-
METPUYHUM MOHOMIAJHUM KaTeropujama, nocebaH 3Hadaj OBe aJTeDHATUBHE PeaJIu-
3anuje je y yCIOCTaBJ/balmy jacHe Be3e m3Mely omepamnuje cyMupama MUHKOBCKOT
U oIepanuje olcelama CTpaHa IepMyToenpa, Tj. HmeroBor 3apyosmuBama. V3 ose
Be3e VMMIJIUIMTHO CJIeOV NMPOoIenypa 3a aHAJOTHY pear3aIujy IMpe KJjace IPOCTUX
IOJIMTONa—(paMUINje IPOCTUX IepPMYyTOHeCTOoenapa.

Ha pajy, y Te3u cy nate oneHe XPOMATCKUX OpOjeBa MPOCTOT IEePMYTOACOnUenpa
U HEKVX 3HAYajHUX HecToelapa, ca IUJbeM IpoydaBama Moryhe Be3de OBUX KJiaca
IIOJINTOIIa Ca TOPYCHUM M KBA3UTOPYCHUM MHOTI'OCTPYKOCTUMA.

ToroM cBUX CIIOMEHYTUX MCTpa:KUBama, 3a morpebdbe oBe AucepTaluje je pa3BujeHo
HEKOJIMKO CO(PTBEPCKUX pellema (IporpaMa ¥ aliMKanuja) y3 moMoh pa3HOBpCHUX
IpOrpaMcKux je3uka u nakera (Java, polymake/Perl, Rhinoceros/ Grasshopper). Haj-
3HauajHUja MeDy muMma ommcana cy y AOJATKY Te3e IPOTPAMCKUM KOJOM U OIrO-
BapajyhmMm uaycTpaTUBHUM TpUMEPUMA.

KibyuHe peun: KoxepeHNUja, CUMETPUYHA MOHOUIAJIHA KATETOPUja, KOMYyTaTUBHOCT,
aCoIjaTUBHOCT, T€OMETPUjCKa peasim3allija, MPOCTU MOJUTONU, 3apyO/bUBaAE.
Hayuna obsact: Martemarura

Y:xka mayuHa obJsact: Jloruka - Teopuja kateropuja



Coherence and simple polytopes —

abstract

In category theory, the term “coherence of a particular type of the category” indicates in the
broadest sense that the diagrams composed of its canonical arrows commute. This commuta-
tivity must usually satisfy some additional assumptions, but it might also be unconditional.
In modern categorical (or categorial) proof theory, the notion of “coherence” (or more precisely
— “coherence theorems”), implies the existence of a faithful functor from a freely generated
category, built out of syntactic material, into the category that offers a possibility for deter-
mining equality of arrows. The most common examples of such categories are those whose
arrows represent certain relations and diagrams (manifolds, cobordisms).

Coherence results are considered to be of paramount importance within the framework of
general proof theory because they provide satisfactory identity criteria for proofs in deductive
systems. The solution to the problem of proof identity criteria would consequently lead to
the definition of the concept of “proof”, which is the most fundamental question within the
realm of general proof theory.

Bearing in mind the aforementioned, this dissertation aims to examine topological proofs of
coherence theorems with the major focus on the constructions of new polytope families which
could be used as topological proofs. Hence, the dissertation is predominantly dedicated to the
coherence proofs mentioned above, that is — the various geometrical realisations of specific
abstract polytopes that are given combinatorially.

In the early nineties, the Russian mathematician Mikhail Kapranov introduced a family
of combinatorial cell-complexes named permutohedron-based-associahedra (shortened to per-
mutoassociahera). This family of abstract polytopes arises as a “hybrid” from two significant
polytope families — permutohedra and associahedra. This hybrid represents the first geomet-
rical interpretation of the interaction between commutativity and associativity. In his seminal
work, Kapranov showed that this cell structure had been constructed as a C'W-ball, which
further resulted in the topological proof for the coherence of symmetrical monoidal categories.
Shortly afterwards, all these C'WW-complexes were realised as a family of convex polytopes in
the study carried out by Victor Reiner and Grunter Ziegler. However, the polytopes of this
family do not appear to be simple even though associahedra and permutohedra are proved
to be simple polytopes in all dimensions. More specifically, they belong to a family of simple
polytopes, called nestohedra, which has been widely examined from both combinatorial and
topological point of view.

Therefore, the starting point for this thesis seems to be very natural: to search for a
simple hybrid of these two families (i.e. a simple permutoassociahedron), which would still
be adequate for a topological proof of symmetric monoidal coherence. The initial hypothesis
underlying this research is that such a polytope should exist in all dimensions. By applying
a procedure similar to the one by which nestohedra is produced, the abstract polytope that
corresponds to the coherence problem, and can be realised geometrically as a simple polytope,

XV
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is described. In other words, a family of simple permutoassociahedra is defined and subse-
quently, a topological proof of symmetric monoidal coherence is presented. More accurately,
an explicit realisation of an n-dimensional simple permutoassociaheron, denoted by PA,, is
given by the systems of inequalities representing halfspaces in R"*!. As an alternative, a ge-
ometrical realisation of the family constructed by Minkowski sums is also offered. A family of
n-dimensional simple polytopes PA,, . is defined as Minkowski sum of certain polytopes such
that PA, . is normally equivalent to PA,, for every c¢ € (0, 1]. This specific realisation has its
roots in the realisation of nestohedra, defined by Alexander Postnikov, according to which ev-
ery Minkowski summand in the representation yields to the appropriate facet of the resulting
sum, i.e. produces the appropriate truncation of the currently obtained partial sum. It should
also be noted that each summand in Postnikov’s representation of nestohedra is a simplex.
On the other hand, this dissertation shows that, in the case of analogous representation of
simple permutoassociahedra, both simplices and their sums cannot be taken as summands.
Moreover, some of these summands are not even simple polytopes. With reference to the
polytope PA, 1, the summands are defined as convex hulls of certain points in R"™, which
is particularly beneficial from a computational perspective.

As a result, a clear correlation between Minkowski sums and truncations of permutohe-
dron is established, which implicitly contributes to creating a general procedure for geomet-
rical realisation of the analogous hybrid formed from the permutohedron and an arbitrary
nestohedron (permutohedron-based-nestohedron). In such realisation, every summand pro-
duces exactly one truncation of the permutohedron, i.e. yields to the appropriate facet of the
resulting Minkowski sum.

In the final part of the dissertation, in order for potential correlations between some family
of simple polytopes and toric and quasitoric manifolds to be explored, the chromatic numbers
of the simple permutaossociahedron and several significant nestohedra are either defined or
estimated.

To address all the research questions mentioned above, several computer programmes were
developed. Depending on the nature of the tasks and exercises that are solved or presented by
these programmes, various software packages and programme languages were employed, e.g.
Java, polymake/Perl and Rhinoceros/Grasshopper. A brief sketch of these programmes,
including their source codes and adequate testing examples, can be found in the appendix.

Key words: coherence, symmetric monoidal category, commutativity, associativity, geomet-
rical realisation, simple polytopes, truncations.

Scientific field: Mathematics

Scientific subfield: Logic - Category Theory
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YBOI

HacnoB Te3e Besyje mBa mojmMa MOTEKJIa M3 M3BOPHO MOTIYHO Pa3JIMYUTUX MaTeMa-
TUYKUX CBETOBA, MOjaM KOXEPEHIMje U IojaM IMOJUTOoNa. TakaB HACJIOB, Ma KOJUKO
Ham3rjaen NejJoBao IMMPOKO MMOCTABJHLEH, WIAK Ha HAJKOHIU3HUjU HAYMH Kajke Oa je
oBaj pal nmocBeheH yino3u IPOCTUX HOJUTONA Yy TeopeMaMma KoxepeHnuje. Jom mpe-
IU3HUje PeYeHOo, IpeaMeT IpoydaBama Cy TOIOJOMKN NOKa3U KOXepeHIuje 1 neprHn-
came HOBUX (paMMJIMja IPOCTUX MOJUTONA KOje Y TAKBUM AOKA3MMa MOTY HOCIIYKUTU.

Tesa je opranms3oBaHa y UYeTWPU HOrJaBjba. Y IPBOM ce OABUMO MOJUTOIUMA,
y APYTOM KOXEpPEHNIUjoM, MOK je Tpehe moriaBibe mocBeheHO TOMOJIOMKNM TOKA3UMa
KOXEPEHNNje CUMETPUYHNX MOHOMAAJIHUX KATEropHuja, Tj. TEOMETPUjCKIM pean3alu-
jamMa cnenuuYHOr alCTPAKTHOT IIOJUTONA KOJU je 3a1aT KOMOMHATOPHO. Y YETBPTOM
IIOrJIaBJ/bY JajeMO OlleHe XPOMATCKUX OpOjeBa HEKWX MO3HATUX (aMUInja IPOCTUX
IOJIUTONA.

[IpBo mornaB/me, mopen MO3HATUX YUEHEHUNA U TBpDema Koja ce TUYY MOJUTONA,
canap:KM U HOBa TBphHema Koja Cy OX BeJuKe KOpUucTu y TpeheM moriaaBiby, HAPOUUTO
ITomomemky 3.3.3. BaBumo ce moauTonmuMa 1 KaO T€OMETPHUjCKUM 1 Kao KOMOUHATOP-
HUM OOjeKTuMa, Tj. U U3 yIJla KOHBEKCHE I'eOMeTpHje U U3 yrila KOMOMHATOPUKE U
IOVUCKPETHE TeoMeTpHuje.

Ilpyro morjgaB/be OTHOUMNELE YBODEHmEM KaTerOPUjCKUX IIOjMOBA KOJU Cy HEOIIXOIHU
3a Hale OaBJ/beHm€ KOXEPEHIUjOM U KPATKUM npersenoM MeknaejHOBUX pe3ynarara KO-
XepeHIrje MOHOUAAJHUX U CUMETPUYHUX MOHOWAAJHUX KaTeropuja. Hakom Tora, y
HapeTHOM OZIEeJbKY, NeTaJbHO O0pa3iiakeMo IMTa TAYHO IMOJpa3yMeBa jeTaH TOMOJIOIKN
IOKa3 KOXepeHIje onpeheHOr Tuma KaTeropmja, yrvMe y IOTIYHOCTH OIPAaBIABAMO
YNEKEHUITY Oa jeqHa AucepTanuja u3 00JacTyu Teopuje KaTeropuja riIaBHY YOIy UIaK
nonemyje momuronuma. llocmenmu omemak pexkoHcTpywulle KampaHOB/BEB TPUCTYII
KOjU je OOBeOo N0 ¢aMuimnje alCTPaKTHUX IlepMyToacoluenapa, a KOJUu Cy KacHUje
1 TeOMETPUjCKM peasm30BaHU Kao pamMmiamja noiauromna. LKlako je ped o moauTonu-
Ma KOjU HUCY MPOCTHU, BUXOBO MOCTOjame o0e3belhyje TOmONOmK qoKa3 KOXEePEHIuje
CUMETPUYHNX MOHOUIAJHUX KaTeropuja. JemaH on TJIaBHUX pe3yJTaTa OBe Te3e je
dopMupame QaMuInje CUMINIMOMJAJTHUX KOMILJIEKCa, Tj. KJace allCTPAaKTHUX IOJIU-
TOIa, KOja Ce€ NeOMETPUjCKU MOXKEe pPean30BaTU Kao (paMuiauja MPOCTUX MOJUTOIA.
Paznmuka m3meby mamer npucrtyna kKoju Boau OO (aMuiIdje IPOCTUX IEPMYTOACOIU-
enapa m RampaHoBJpeBOT mpUCTyHa, GOPMaIN30BaAHA je Y MOCIeNmheM ONeJbKY APYTOT
IIOTJIABJLA.

Y Opemky 3.1 mepuHMmEMO MOMEHYTY KJIACY IPOCTUX AICTPAKTHUX IIE€PMYyTOACO-
nueaapa 1 JOKa3yjeMo Oa OHa 3auCTa CJAY:KU Yy JOKa3y KOXEPEeHIje KOjoM ce DaBUMO.
Hpyru Baskan pesyarar, mar y Omnemky 3.2, je eKCIIMIUTHA TeOMETPUjCKa peain-
3anmja GopMmpameM HejeTHAKOCTU HOJIyIPOCTOPa KOjU 3anajy HOJUTONE Y KJIACH.
OBa damumnmja mpocTux mepmyroaconuenapa o3nadena je ca PA,. Ocramu omgemnu
tpeher nmorsnassma mocBehieHn ¢y ajaTepHATUBHO] PEAIN3aljU KOja KOPUCTU CyMUPAHe
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Munrosckor. Hamme, Bomehu ce IlocTwmukoB/LeBUM IpencTaB/bameM HecToezapa Cy-
MOM OAroBapajynmx CuMIJIEKCa, IPBOOUTHA XUMOTE3a je Omya ma ce MPOCT HMepPMy-
Toacoumenap Moxke nepUHUCATU Ka0 CyMa IepMyToenapa OAroBoapjynmx auMeH3uja,
UIM €BEHTYaJHO HEKUX Apyrux Hecroemapa. Mebhyrum, Beh y Tpommmenzmonas-
HOM CIJIy4ajy ce mokasyje na BehwnHa cabupaka Koju (pOpMHpajy HUbAHU ITOJUTOIL,
HE caMoO [a HUCY IepMyToenpu, Beh HuUCY HU cyMe cuMIlIekca. MHOru yak HUCY HU
OpOCTU MOJUTONU. Y BeneH je nojam gepopmarmje noaurona (ledpununuja 3.3.1) roju
oMoryhaBa na cBe HOMeHyTe cabupke OepUHUIIEMO Kao AedopMaluje OoAroBapajyhmx
mecroenapa. ¥ llomomemky 3.3.3, cymy omrosapajyher m3bopa oBakBux cabupara
o3zHayaBaMo ca PA, . u mokasyjemo nma cy, 3a cBako n, noauromum PA, n PA, . HOD-
MasHO ekBuBajeHTHU. [lapamerpom ¢ € (0,1] cmo ycmean na 3a cBako n 06e36enrMo
3ampaBO YMWTABY KOJEKIMU]y MPOCTUX N-mepMmyToaconuenapa. OBy peanusanujy uc-
TUYEMO KaO Haj3HAYAjHUjU PE3yJITAT OBOT pala, jep OHAa HYAU IPOIEAypy KOjoM Ou
Cce MOIJIM TeOMETPUjCKM Peajn30BaTh U OCTAJM YJIAHOBU (PaMUIUje IOJIUTONA KOjOj
npurnaga Ham mepMmyroaconumenap. Ped je o mpomwmpeHOM WHTEPBAJIY HeEcTOoenapa,
Tj. KJIACU MPOCTUX MOJUTONA KOjU HACTA]y OACEeNameM cTpaHa (3apyb/buBameM) mmep-
MyTO€Ipa M APYTUX HpocTux nojaurona. OBy mpouenypy UMIIAIUTHO UCIOPYYY]y
Tepbheme 3.3.7, Jlema 3.3.14 u Teopema 3.3.12.

[TornaBme mocBeheno xpomaTckuMm OpojeBUMa HEKUX 3HAUYAJHUX KJIaca MTPOCTUX
MOJIUTONA, YKBYUYjyNu 1 IpocTe IepMyTOACOIUEAPE, TPEMa CBOM CaAPKajy C€ MOTJIIO
mahu m Kao momones/bak UmpBOT moriasma. (OCTaBBEHO je 3a Kpaj jep Huje y Oou-
pPeKTHOj Be3u ca koxepennujom. (OBO KOMOMHATOPHO CBOjCTBO CMO WCHUTUBAJU Yy
HaMepu Oa IpoHabheMo joIur HeKy KJAacy MPOCTUX N-TOJUTONA, KOja, Y3 N-CUMIIJIEKCE 1
n-IepMyTOenpe, UMa XPOMaTCKU Opoj n mam n + 1, mTo 6u ca CTAHOBUIITA TOPYCHE
TOIoJIOrMje Ouo 3HaYajaH pe3yarar. Hawme, cBU IpOCTU MOJUTONN YKUje CMO XPOMAT-
cke OpojeBe OleHUBAJM, MOjaBbY]y CE Kao MPOCTOPU OpOUTA HEKUX KBA3ZUTOPYCHUX
MHOTOCTPYKOCTU. DBuio je mpupomHo odvekMBaTU na he HUXOBU XPOMATCKU OPOjeBU
OUTH HUCKM MMajyhm y BuUOy Ja je TO NOBOJbAH YCJIOB 3a MONyIITame KBA3UTOPYCHE
MHOTOCTpYKOCTH. MebDyTuMm, Ha Hame nsHeHabeme, UCIOCTABUIO Ce Ja CYy XpOMaT-
cku OpOjeBM MCIUTUBAHUX MOJUTONA 3HavajHo Behu. YumeHuna ma je ped o mpoc-
TUM TOJUTONVMA BUCOKUX XPOMATCKUX OpOjeBa KOjU WIIAK MOMYMITA]y KBA3UTOPYCHY
CTPYKTYPY, OBaj Pe3yJaTaT YUHU WHTEPECAHTHUM.

Hajsnauajuuju pesynararu oBe mucepramuje objasimenu cy y [3] u [27].

Cse ayrTopcre neme, TBphema m TeopeMe Cy KOMIIJIETHO W [OE€TaJbHO MTOKa3aHe,
IOK Cy Io3HaTa TBpDewma Apyrux ayTopa HaBeneHa y3 pedepupame Ha MeCTO TJe
yuragan Moxke Hahum opuruHasmne Gopmynanuje TUX TBPAHBU Y3 KOMILJIETHE ITOKA3e€.
3a HEeKOJUIMHY TAKBUX TBpDHema, HOHYIUIN CMO aJTEePHATUBHE NOKA3€e MpuJIarobheune
canpikajy oBe Te3e.

EnemenTapuu maTeMaTUYKM MOjMOBM KOjU HUCY U3 TUPEKTHOT AOMEHA OBE AWCEP-
tamuje (BeKTOPCKM (IOT)IPOCTOpP, HOPMa BEKTODPA, JIMHEAPHA HE3aBUCHOCT BEKTOPA,
MaTpuna, (Xunep)pasaH, (OTBOPEHMN) MOJIYIPOCTOP, aUHU OMOTAY UTH.) HUCY EKC-
mmnuTHO neduuHucanu. [logpaszyMeBaHO je H-UXOBO KJIACHYHO I'€OMETPUJCKO WU ajl-
rebapCcKo 3HAUEHE.

IIITo ce Twue HOTamuje, mpa3aH CKyI je O3HadeH ca (), KapauHAIHOCT ckyma X
ca |X|, a cryn {1,...,m}, m € N, szamucyjemo rparko [m]. Ckynosue omepamnuje
yHHje, IPeceKka U pasjuke O3HaueHe cy penoMm cumobonuMm U, N u —. Penanuje mon-
ckyn (MHKIy3UWja) U MPaeu MOACKYI oO3HaueHe cy pexoM cumbosmma C m C. Axko
Opyravmje HUje HarJalleHo, ynopedusocm TOAPa3yMeBa YIOPEIUBOCT Y OOHOCY HA
penarujy makay3uje. Osmaka R"” mpencraBma n- IMMEH3MOHAJIHU PeaHU HyKInacKu
npoctop, 0 o3nauasa taury (0,...,0) € R", a kpajme Tauke BeKTOpa crapgapaae 6ase



IpPOCTOPA O3HAUEHE CY Ca ¢€;, i € [n]. 3a AyaJHu IpPOCTOP BEKTOPCKOT mpoctopa V Ko-
pucTuUMO O3HAKy V™, a 3a eyRIUICKY HOPMY BekTopa v, o3Haky ||v|. Osnara (a,b) je
pe3epBuUCaHa 3a CKaJIapHU MPOU3BOM OBa BekTopa a,b € R". Ako je ca m o3nauena
jemmaumna {(a,r) = ¢, Taga cy -, TS, T° W T~ O3HAKE HEjeNHAUMHA KOje ce mobujajy
O jemHauMHe T 3aMEeHOM 3Haka ,,=  pemoM 3HamuMma ,>", .<”, ,>" u ,<”. Hapas-
HO, aKO T HeduHMIIE XUneppasaH, Taga 7> u 7~ (77 u 7°) nedurnmy omrosapajyhe
noaynpoctope (oTBOpeHe mosynpoctope). Basku um obpuyTto. Ha mpuwmep, ako je 77
O3HAKa HejemHauwuHe (a,r) > ¢, Taga T O3HAUYaBa jeqHaYuHy (a,T) = ¢, WITO y CJaydajy
Kaga T° Je(QUHUIIE MOJYNPOCTOP 3HAUM Ja T Ae(YUHUIIE TPAHUYHY XUIEPPaBaH TOT
MOy IPOCTOPA.

Ha kpajy, Tesa canp:xm m HOomaTak KOjU NMPUKA3Yje HEKOJIUKO 3aHWMJLUBUX U KO-
PUCHUX ayTOPCKUX COPTBEPCKUX pelema, Koja Cy IPEeTeRXHO HacTajJa y PaHo] (a3u
uctpaxkuBama. Jlomarak je OpraHn3oBaH y TPU IEJUHE Y 3aBUCHOCTU OJ KOPUIINEHOT
anmara. lleamau koja ce omHOCH Ha polymake, COPTBEPCKM MAKET CIENUjAJU30BAH 34
pan ca momuTonmMa, mocBeheHo je HajBUIlNe MaKme. 3a Pa3yIMKy O OCTAJIUX IEJIVHA,
nopen MIYCTPATUBHUX IpUMepa KOJU Cy OUPEKTHO CJIY:KWIA HaIleM UCTPaKUBaAIY,
OHA HY AW U MaJIU IPUPYUIHUK KOjU O, BEPYjEMO, TOYETHUNIMMA OMO OJ1 BeJuKe momohu.






I'maBa 1

IHoauronn

Haj3nauajamju pe3yaraTtu KOju NPOUCTUYY W3 OBE MNOKTOPCKE OUCEpTaluje, TU-
gy ce mojMa KOXEPEHINWje Teopuje KaTeropuja, OTHOCHO NPUIMANA]y MATEMATUYKO]
sorunu. Mnak, modertak aucepranuje je nmocBelieH KOHBEKCHUM HOJMTONMMA, M3BOPHO
TeOMETPUjCKOM TOjMy, jep he ympaBo ersucrTeHnuja oapebheHuX MOoaUTOna TapaHTO-
BaTU CIOMEHyTe pe3yiare, Tj. 0be3benuTu morpebHE TOMOJIOMEKE JOKAa3e TeopeMa KO-
XepeHnuuje.

EnemenTapHm npuMepu KOHBEKCHUX MOJUTONA, KOHBEKCHU MOJUTOHU U HEKA TPOI-
MEH3MOHAJHA TeJia, IPENO3HATU CY W M3y4YaBaHU JOII y aHTUYKO Bpeme. [IpBu marte-
MaTu4Yap Koju je mpoydaBao monurorne Behux numensuja 6uo je Jlynsur [lnepnu xoju
je cpemmaoM XIX Beka ommcao mpaBUJIHE YETBOPOAMMEH3WMOHAJNHEe mojutomne. Iberos
pan, yRBYUyjyhu 1 HOTANMUjy KOHBEKCHUX IMOJWTOINA TOMONy 3arpana u 3apesa Koja
[0 HeMY U HOCU HA3UB, OTKPUBEH jeé M CUCTEMATHU30BAH TEK IOCTXYMHO (Bumetu [42]).
Hakon Tora, cpemuaom XX Beka, HAj3aCHIy:KHUjU 32 NaJbd PA3BOj TEOPUje TPABUIHUX
[OJINTONIA TTPOU3BOJLHUX quMen3uja, 6uo je Xeponn Kokcerep (Bumeru [10]), uuju je
pana mBameceT TOAWHA KacHUje, Hanorpaauno bpauko ['puabaym majyhu memepbus m0-
IPUHOC TEOPUjU KOHBEKCHUX IOJINTONA reHepasiHo. ['purbaymoBa MoHOTpaduja ,, KoH-
BekcHU nmosmronu” [24], Beh menecer roauHa je mHCHEpammja 3a MHOTE BEJIUKE PE3yJl-
tare y oBOj obnactu. IIpBu maremMaTmyapu KOju Cy MOCMATPAJIU MOJUTOIE U3 yIJa
nuckpeTHe reomerpuje, ounu cy Jlymsur Ilammep m Erom lymre. Ounwm cy, panux
ocammeceTux roanHa XX BeKa, MOCTABUJIM OCHOBE TeOpHje KOMOMHATOPHUX O0jerara
KOje maHacC 30BEeMO aIlCTPAKTHUM IMMOJUTONUMA.

Teopuja KOHBEKCHUX TOJUTONA MaHAC MPEICTaB/ha BakKHy CHOHY m3Mebhy reome-
Tpuje, aaredbpe, KOMOMHATOPUKE, JIOTUKE, TOMOJOTHjE U IPYTUX IMMOJbA MATEMATUKE,
Te ce IMUPOKO IpPOydaBa Ca Pa3JIUUNTUX MATEMATUYKUX CTAHOBUIITA. Y HapeITHOM
MIOTJIaBJbY M3JaKEMO OCHOBE OBE TeOpHUje KOje CYy HEONMXOHE 3a IMpeaMeT AUCEePTAIA]e.
[IperesxHo ce ocnamajy Ha cnoMeHyTy MoHOorpadgujy ['punbayma, anm m Ha MOHOrpa-
¢ujy I'marepa Huraepa ,,Jleknuje o momunronuma” [49], koja ce cMaTpa Hajuperse Hu-
JAM YBOJOM Y KOMOWHATOPHY TE€OPU]y MOJIUTONA U KAO TAKBA C€ KOPUCTU KAO OCHOBHU
yuoenuk /luckperHe reoMeTpuje MUpoOM CBETA.

1.1 T'eomeTrpmjcka cBOjCcTBA MOJIMTOIIA

1.1.1 dedunuiiyje n npuMepu IMOJIUTOIIA

Hedbunaunuja 1.1.1. KousexcHu noaumon P je KOHBEKCHM OMOTaY KOHAYHOT CKYIIa
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ravaka V = {vy,...,v} C R", Tj.
k
P = convV = {)\11)1 + Aovg + .+ Ay | Z)\i =1, \; >03a cBako i € [kz]}
i=1

KouBekcHu moawmron ce moxke nepumHMCATA W KAO OINPAHUYEHU IIPECEK KOHAYHO
MHOT'O IIOJIyIIPOCTOPA, Tj. Ha HAYWH KOju mponucyje cieneha neduuunmja.

Hedbunaumnuja 1.1.2. KousexcHnu noaumon P je orpanuyeH CKyIl peliema CUCTEMa Ol
m € N nuHeapHUX HejeTHAUUHA

P =P(Ab) = {z e R"| (a;,z) > b;, i< [m]},

npu yemy je A € R™*™ marpuna ca Bpcrama a;, a b € R™ BekTop peasHUX OpojeBa
b;. OsBme orpanuveHocT moapasyMeBa ma je P orpammvenu mouackym mpoctopa R”,
OIHOCHO ma moctoju Kouctanta M raksa na je ||z|| < M 3a cBako x € P.

Nako cy ekBuBasienTHe (Bumetu noka3 Teopeme 1.1.y [49] uau Teopeme 3.1.1. y
[2]), oBe mBe mepuHUNMjE Ce AITOPUTAMCKUA €CEeHIMjaTHO PA3JIUKyjy, na fie ce Kao Tak-
BE KPO3 Te€3y KOPUCTUTU PABHOMPABHO. Kako mocMaTrpaMo caMoO KOHBEKCHE MOJIMTOIE,
peu ,,KOHBeKcaH he ce m3ocTaBmpaty u noapazyMmesahe ce. Kosexknujy cBux mosurona
y R" ozmauaBamo ca M, o y3opy Ha [7].

Hedbununmja 1.1.3. Jumensujo nomurona P, y ozuamu dim(P), je nuMeH3uja BEroBor
a(uHOT OMOTaya.

[Tomuron P € M, numensuje d 30BeMo joum u d-nosumon. W3 mperxomuux nedu-
auuja caenn na je —1 < d < n. Ioauron mumensuje —1 je (), O-mosmronu cy Tauke,
l-monuronm cy ny:&u, OOK Cy 2-HOJTUTONUN NOAUZOHU UV MHO20Y2408U.

IIpumep 1.1.1. Herka je

V ={(-2,4), (0,0), (2,3), (=3,-6), (-1,-4), (3,—6), (2,-1), (2,1

z2

(_57 1) > >
Tl 1

(747 75)

(—3,—6) (3,-6) \

Cmuka 1.1: 2-momuron y R?



1.1. Teomerpujcka cBOjCTBaA MOJIUTOIA

[Tomuron P, = convV je moawuron npukasad Ha Caumu 1.1 geBo. C mpyre crpane, ako
IOCMATPaMO CKYI TOJJYIPOCTOPA
H={-21>-4, 20>—-6, 1+

> =9, 71— 6wy > —26,
—x1 =2 =3, —x22=> -4, 11 —292>— >

6, 6.1‘1 + T

rana je nosuuron (|{h | h € H} rakobe monmuron P, (Cuwmka 1.1 nmecro). Ilpumermmo
a HUCY CBU eyieMeHTU ckyna H Heonxonuu 3a mnedpunucame P. Hawnwme,

Pr=({h|heH={x —6xy>—26 -2 >—4}}.

IIpumep 1.1.2. Axo je V = {(1,2,4),(1,4,2),(2,1,4),(2,4,1),(4,1,2),(4,2,1)}, onzma je
P, = convV je monuron npukazan na Coannm 1.2.

3

(27 174)
(1,2,4
(47 17 2)
1
(47 27 1)
(1747 2)
3 (2,4,1)
Cauxka 1.2: 2-nomuron y R?
3 xr3
P Py
(0,0,4) (4,0,4)
I
:
I
(0,4,4) : (4’474)
:
I
(0,0,0)0 - -~} - __ |

(07 47 0) Z
x2

Couka 1.3: 3-noauronu y R3
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IIpumep 1.1.3. Heka je H = {xz >0,—x; > —4|i€ {1,2,3}} C R? ckyn momympocTo-
pa U HeKa Cy Ty, T, T3, T, W Tz TOJYIPOCTOPU AePUHUCAHE PENOM HejeqHadmHAMA
—r1 — X9 = —0, 221 —x9 — 223 =2 —18, —x1 — 29 — 23 2> —11, —21 — 29 — 23 =2 —10 1
—11 — 9 — w3 > —8. Cuumka 1.3 penom maycrpyje 3-monmuron P = ([{h | h € H} u

3-mommrone P, = PN77, i € [5].

ITpumep 1.1.4. HajjemaocraBuuju n-nmoauron y M, je n-cumnaexc—KOHBEKCHU OMOTAY
Ipou3BOJBHUX N + 1 aduHO He3aBUCHUX Tadaka. [IMpeKTHO cienm na je m KOHBEKCHU
OMOTaY IPOU3BOJHLHOI HEMPA3HOT MOJACKYIa OBAKBUX N + 1 Tavaka Takobhe CUMIIIEKC
oanrosapajyhe mumensuje. Ako je I mpom3BOJLAH HENMpa3aH MOACKYIN CKyna [n], Tama
je moauTon

Ay = conv{e; | i € I}

jemanm (|/| — 1)-cummierc. Cnenujauso, nonuron Ay, 0 < d < n, ce Ha3uBa cmandap-
OWY d-CUMILTIEKC.

€3 €3

€1 €1 €9 €1 €9

Cmuka 1.4: Crapgapmam cummneckd Agy, Aoy, Aoy 1 Aposa
IIpumep 1.1.5. Heka je 7 xunmeppasan npoctopa R"™! nedunucana jenmauumnom

_ aon+l1
$1—|—...—|—Q?n+1—3 s

. . 2 .
U HeKa je 3a CBako i € [n + 1], 77 momynpocTrop nepUHUCAH HEjeTHAUUHOM T; = 3.

[Tonmuron
(W=7 liem+1}nm,
nepunucan y [15, Omemak 9], je mpumep n-cummiekca y npoctopy R™L.

Hedbununmja 1.1.4. Hejenquauuna (a,r) > b je gaaudna 3a monuron P € M, rana
Ba:kM 3a cBako x € P. Kana je Hejemmaumua 77 BanugHa 3a HoauTomn P, Taza je CKyI
F=PnNmnm cmpana nonurona P.

Ouurnenso, ako HEKa HejeqHAUYMHA AEe(QUHUIIE MOJYIPOCTOP U BAJIUIHA je 3a HEKU
MOJIXTOI, OHJA I[€0 HMOJIMTOI JIEKN y TOM IOJYIPOCTOPY M IPECEK MOJJIUTONA Ca Ipa-
HUYHOM XUIIEPPAaBHU TOT IOJYIPOCTOPa Ae(UHUIIE jeNHY CTPAHY TOI IOJUTOIA.

Heka cy my u m_1 penom jemuauuse (0,z) =0 u (0,z) = —1. IIpumerumo ma cy, 3a
caku nosmron P, 77 (meo mpoctop) m 77, (Ipa3al CKyn) BaJumHe HejeIHAUMHE, Ia
cy m PNmyu PN7_y crpare noautona P, omHOCHO 1 caM nmoauton P u () cy crpane
nosmrona P. Crpanma F moaurona P, taksa nma je F' # () u F # P, je merosa npasa
cTpaHa.

Y crnany ca llebwnumnujom 1.1.2 u Hedumaumumjom 1.1.4, cBaka cTpaHa TOJIUTONA
je takobe moamron. Crpana numensuje k, HaszuBa ce k-cmparom. Temena, usuuye
U NHOCHYU d-TIOIUTONAa Ccy merose crpane muMensuja peaom 0, 1 u d — 1. Iloauronm
HOCe Ha3uB IpeMa OpOojy TeMeHa, OIHOCHO MBUIA (YeTBOPOYTJIOBU, IETOYTJIIOBU U CJI. ).
Ckyn cBux temeHna nosurona P obeneskasamo ca V(P), a CKyI CBUX HEIOBUX IJbOCHU
ca F(P). YHuja cBUX MJbOCHU 30Be Ce 2paHuya n obesesxkaBa o3HakoMm OP.
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1.1. Teomerpujcka cBOjCTBaA MOJIUTOIA

Hedbunnunuja 1.1.5. I'pag nau 1-cxesem monurona je rpad dmja cy TEMEHa U MBUIIE
y 1-1 KopecnmoneHnMju ca TeMeHMMa ¥ WBUIIaAMa TOI IIOJUTOIA Y3 OUyBame pejaluje
WHITV OEHIINA] €.

Hedunumnuja 1.1.6. Hera je f; 6poj i-crpana d-mosurona P. Ilexobpojuu BerTOp
f(P) = (fo, fr,--- fau1) je f-eexmop momurona P.

ITpumep 1.1.6. Berrop (6,6) je f-Bekrop mecrtoyrnosa P, u P, u3 IIpumepa 1.1.1 u
IMpumepa 1.1.2. Ouwuraenso, (k,k) je f-BekTop cBakor mosurona ca k temena. 3a
nosmrone u3 Ilpumepa 1.1.3 Bakn

f(P) = (8,12,6), f(P,) =£(P)=f(Py) =f(P) = (10,15,7) u £(P5) = (7,12,7).

Hedbuuunuja 1.1.7. Ocaonay nnu wocay momurona P € M, je xumeppaBaH T 3a KOJjy
je F'= PN m Henpa3Ha cTpaHa noJymrona P.

Hedununuja 1.1.8. Hera je P = P(A,b) € M,, m 7] TOTyIPOCTOP AePUHUCAH i-TOM
HejennayuuoM (a;, z) > b;. IlomympocTop ﬂ? je epanuvHu noasynpocmop moautomna P
Kaga m; Je(UHUIIE HEKYy HeroBy IJbocaH. lakie, y ToM caydajy je —a;, cnomaumiu
8EKXMOP HOPMaAAE TPAHIIHOT MOIYIPOCTOPA T,

7, ¥ CIOJLAIILY BEKTOP HOPpMaJie IIJLOCHU
PN T

Tsphemwe 1.1.1. [24, Teopema 2.2.4| 3a ceaky cmpany noaumona nocmoju Hocay Koju je
caopxncu.

[Ipumerumo ma kama je P € M, n-moaurom, Tama je XumeppaBaH Koja CaIp:KUA
onpebeny mmocaH je IMHCTBEHA.

IIpumep 1.1.7. Y Ilpumepy 1.1.1, ckyn H — {x; — 6xy > —26,—1x; > —4} je cryn
IPAHUYHUX IOJIyIpocTOpa mecrtoyriaa P;. XwuneppaBaH r; — 6xy = —26 jecTe HOCau
mecroyria, nok xumneppasat r; = 4 to Huje (Cuuka 1.1 necuo).

ITpumep 1.1.8. Y Ipumepy 1.1.3, ckyn H, ommocuo ckynmosu H U {n7}, i € [5], cy
CKyHOBU I'PaHUYHMX HOJYIIPOCTOPa HMoJuToNa P, ogHoCcHO moautona P

Cnene mosnara TBphema kKoja ce Tuuy crpana moauTona. VI3BOPHO ce MOjaBmby]y
y [24, cTp. 18-19].

Tephemwe 1.1.2. [49, Tepbheme 2.2 u Tepheme 2.3| 3a noaumon P u wezosy cmpany F
saxce caedehu uckasu.

(i) P je komeexchu omomay ckyna ceojuxr memena, mj. P = convV(P).

(ii) Axo je P = convV, onda je V(P) C V.

(iii) Ipecex npoussomnuxr cmpana noaumona P je maxohe cmpana noaumona P.

(iv) Temena moaumona F cy memena noaumona P cadpxmcana y noaumony F, mj.
V(F)=FnY(P).

(v) Cmpane noaumona F cy cmpane noaumona P cadpacane y noaumony F.

Axo je P = convV d-cumnnekc, rae je V ckynm on d+ 1 aduHO HE3aBUCHUX TadvaKa,

Taga je, npeMa nperxomaHoMm tBphewy, V(P) = V.

IMTocnemuna 1.1.3. |24, Teopema 4.1.2| Ipouszsonnux k+ 1 memena d-cumnaexca wure
jeony wezoey k-cmpawny. U obprymo, ceaxa k-cmpana d-cumnaexca je k-cumnaexc.



Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

Tepheme 1.1.4. |24, Teopema 3.1.6 u Teopema 3.1.7| Csaxa (d —2)-cmpana F d-noau-
mona je cadpxcana y mawno dee npocwu Fy u Fy moz noaumona u eancu ' = Fy N Fy. 3a
0< h<k<d-1, ceaxa h-cmpana noaumona je npecex bap k — h + 1 wmezosux k-cmpara
Koje my cmpany cadpxce.

IMocnenuma 1.1.5. 36 0 < h < d — 1, ceaxa h-cmpana d-nosumona je npecex 6ap d — h
nwocnu xoje je cadpace. Cneuujanno, cearxo meme je npecex 6ap d nwocHU KOJUMA NPU-
nada.

[Iperxomua TBphema npy:kajy MOryhHOCT ycrmocTaB/hama pealuje UHKIYy3Uje Ha
CKYIly CBUX CTpaHa jeIHOT MOJUTONA YeMY je Y MOTIYHOCTW nocBeheH HapemHu IOI-
OIeJbaK.

1.1.2 Mpexxka cTpaHa IIOJUTONA

3a mpoyJaBambe CKyIlla CTPaHa MOJUTONa, TOTpebHA HaM je TEPMUHOJIOTHja Koja ce
tude ypehewur ckynosa, Tj. ypehewa. ledpurmcahemo HeonmxomgHe MOjMOBE, a 3a BUIIE
nerasba 0 reopuju ypebenux ckynosa ymyhyjemo Ha [43].

Hedbununnmja 1.1.9. Axo je < penanuja moperka Ha koHauHoM Ckyny A (pediercuBHa,
TPAH3UTUBHA 1 aHTUCUMETpUYHA ), Tana ypebheun nmap (A, <) npencrasiba ypehenu ckyn
A nim ypehewe Han ckynom A. Eaemenrt a € A je MuHumanar ako 3a CBaKUA €JEMEHT
r €A, v < amnoBirauun r = a. Eaemenrt a € A je makcumanran ako 3a CBAKU €JIEMEHT
r € A, a < xnosrnaun x = a. owa epanuya ckyna B C A je enement a € A Ttakas na
3a cBaku eneMeHT r € B Basxku a < v. Cianuno, eneMeHT a € A je zopma 2panuya CKyma
B C A ako 3a cBaku esqeMeHT ¢ € B Baxu x < a.

MunuMaHUX 1 MAaKCUMAaJHUX eJieMeHaTa y jeIHoM ypebhemy Moske OuTu BUIIE jep
MebycoOHO He Mopajy Outm ynopenwBu penanujoMm <. Ilpmmermmo jom na cy mMm-
HUMAJHA M MaKCUMAJHU €JIEMEHTU CKyna A pemnoM meroBe NOme U TOpHe IPaHUIE.
Ypebenu ckym je ozpanuuen kKama UMa jeMHCTBEHN MUHUMAJHY €JIEMEHT, y o3HAIM 0,
U jeMHCTBEHN MAKCHUMAJHU GJIEMEHET, Y O3HAIM 1.

IBa ypebema (A, <4) u (B,<p) cy usomopfra xana nocroju bujernuja ¢ : A — B
KOja uyBa peslalujy MOpeTKa, Tj. T <4 Y ako u caMo ako ¢(x) <p o(y).

[Tonckyn ypebenor ckyna je rakobhe ypebheme ca mHIYKOBAHOM PEJIAIIAjOM MMOPETKA.
Hnmepsan nameby nsa enemenrta z,y € A ypebema (A, <), upu uemy je =z < y, je
ypebeme man ckynom [z,y] = {a € A |z < a < y}. Wuarepsaux je 6ysoscko ypeheme aro
je 3a Heko k Taj mHTEepBaJ M3oMOopdaH ypehemy HaI CBUM MOACKYNOBUMA CKyma o k
eJleMeHaTa.

3a cBako ypebemwe (A,<) mocroju mwemy Odyaano ypebemwe (A, <)P Han mcTUM
ckynmoMm Tako na r < y Baxkun y (A, <)% ako u camo ako y < = Baxku y (A, <).

Hedbunumuja 1.1.10. Ypebeme je V-noaympexnca xkana nmMa jeIMHCTBEHU MaKCUMAJHU
eJIeMEHT U CBakKa IBa €JeMEHTa MMAajy jeAMHCTBEHY HajMamy ropmy I'paHUIly. Y pel-
jeme je A-noaympexca Kama UMa je IMHCTBEHNW MWHUMAJIHU €JIEMEHT M CBaKa JBa eJie-
MEHTa MMajy jeaumHCTBEHY HajBehy momy rpanuiy. Y pebeme je mpexwca xKama je u
V-moaympeska 1 A-IIOJIYMPEKa.

OunrsenHo, yKIaHamHEM MIHUMATHOD (MAKCUMAJHOL ) €JIEMEHTA U3 MPEeKe HacTaje
V-monympeska (A-momympeska). Takobe, (A, <) je V-momympeska (A-moaymMpeska) ako
n camo ako je (A, <)% A-momympeska (V-momympeska).

Tepbemwe 1.1.6. Ckyn ceux cmpana noasumona ypehen pesayujom urKay3uje je Mpenca.
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1.1. Teomerpujcka cBOjCTBaA MOJIUTOIA

Iloka3: Y ckaany ca Tepbemewm 1.1.4, ckyn cTpaHa Ipou3BOJLHOL moJjauTomna P, ype-
ben penamujom wmHEIy3uje, yuHU jemaH ypebenu ckyn. Kako oH camp:ku mpasHy
CTPaHy Kao jeIUHCTBEHU MUHUMAJHUA €JeMeHT U P Kao je IMHCTBEHU MaKCUMAJIHU eJie-
MEHT, ped je 0 orpanuveHom ypebemy.

Heka cy F; u F, mBe crpame nosurona P. Ilpema wmckasmma (iii) u (v) Tspbe-
wa 1.1.2, 1N F;, je crpana nonurona P, anu u crpana noaurona F) u F,. Cse ocrae
crpane nmoautona P canpskane y F) u Fh, caap:kaHe Cy U Y BUXOBOM IMIPECEKY, Ia je
Fi N F, jenuucrBena majBeha moma rpamuma 3a F; u F,. CanybHo, H,UXOBa HajMama
ropma I'paHUIla je IPeCceK CBUX OHUX cTpaHa moJsmrTona P koje canpxke m Fy u Fy. [

Mpexy crpana noaurona P osmauaBamo ca (P, C). OHa ce 4ecTo meMaTcKu Ipe-
craBba Xaceosum Oujaepamom, OPUjEHTUCAHUM TpadoM Umja Cy TEeMEHa eJIEeMEHTU
Mpeske, Tj. crpane mojuromna. Omnx temena F] mo Temena F, mOCTOju UBUIIA aKO U
camo ako je [Fy, Fy] = {F1, Fy}.

ITpumep 1.1.9. Mpexe crpana mectoyria P; u3 Ilpumepa 1.1.1 u crammapmaOr
3-cumMmierca nepuaMcanor y llpmmepy 1.1.4 maycTtpoBaHe cy HA HApEmHO) CJIIWIU.
[Ipumermo ma mujarpam jJgeBo oaroBapa u mectoyray P, m3 Ilpumepa 1.1.2, a u
cBakOM apyrowm mectoyray. CanyHo, nujarpaMm ZeCHO OAroBapa MPOU3BOJEHOM 3-CUM-
IIJIEKCY .

Cuaura 1.5: XaceoBu aujarpamMu HIECTOYTIIA U 3-CUMIIJIEKCA

YBenmMo penanmjy eKBUBaJIieHNUje MeDy momuTonmmMa Koja he mMOMCTOBETUTH CBe
MMOJINTOTIE YMjUM MpekaMa CTpaHa OAroBapa MCTU XacCeoB aujarpa.

Hedununuja 1.1.11. IToauronu P u ) cy KomMOuKaMOpHO €K8UBAAENMHY, ¥ O3HAII
P ~ @), xana cy BUXOBE MpeKe CTpaHa U30MODPQHE.

IMTpumep 1.1.10. Cee Tauke Cy KOMOMHATOPHO E€KBUBAJIEHTHE; CBE NY:KU CYy KOMOWHA-
TOPHO ekBuUBaJieHTHe. /[[Ba mojurona cy KOMOMHATODPHO €KBUBAJIEHTA aKO U CAMO aKO
nMajy jemHak 6poj temena, ma cy mecroyriaoBu P, (Cmuka 1.1) u P, (Cuura 1.2),
KOMOMHATOPHO €KBUBAJICHTHU.

[Tocmarpajmo 3-nonurone nepununcane y [pumepy 1.1.3 (Coura 1.3). ITonuron P
je KOMOMHATOPHO €KBUBAJIEHTAaH nmoauTory npuka3anoMm Ha Cauru 3.7 meso. [Toauronum
Py, Py u Py cy MmehycoOHO KOMOMHATOPHO €KBUBAJEHTHU, a MCTOj KJIaCU MPUMNALA U
nosimron uiaycrposad Ha Caunu 3.8. I[IpuMeTrnMo na OupeKTHO U3 gepuUHUNMjA CIIean
na je jemHaKoCT f-BeKTopa HEOUXOIAH YCJIOB 3a KOMOWHATOPHY eKBUBaJeHIUjy. [la
HUje M MOBOJbAH CBEIOYU MOJUTON P; KOjU HUje Yy UCTOj KJAacu ca mojuronuma o, P
n Py (Bumeru Ilpumep 1.1.6).

IIpumep 1.1.11. [24, Teopema 4.1.1] CBu d-cumMmiekcu cy KOMOMHATOPHO €KBU-
BaJICHTHI.
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

IToreare ce KOMOMHATOPHO €KBUBAJEHTHU IIOJUTONM HA3UBAJY M U30OMOPHHUM VN
MOJIUTONUMA, UCTMO2Z KOMOUHAMOPHOZ muna. Bure o moamTonuma ncTe Kiace KoMOuHa-
TOpHE eKkBuBaJieHnuje Oduhe usmokeno y [lomonemky 1.2.1.

IIpomenoMm opujeHTalnMje CBUX MBUIA XaCEOBOT AUjarpama KOju OJAroBapa MPEKU
cTpaHa maTor mojurona P Hacraje aujarpam Koju oarosapa mayaJsinoj mpesxu (P, C)%.

Hedbununmja 1.1.12. Ioauronu P u @) cy (KomMOUHAMOPHO) NOAGPHU NIV NOAGD jenaH
npyrome kana je mpeska (P, C)% uzomopdua mpexu (Q, C).

CBaku MOJUTOIl MMa CBOj moJiap. d-cumiiekcu cy mehycobuo momapuu. Jemma on
KOHCTDPYKIMja IOJUTONA KOJU je mMoJap 3anaToM je manoxkerna y [49, Omemaxr 2.3].

1.1.3 IIpoctu mosuTonu u 3apy0J/bUBabE

Nmajyhu y Buny llocaenumy 1.1.5, mosuTomne u3 HAcCJIOBa OBE AucepTalje nedu-
HUIIEMO KAaO IOJUTOIE Y YMjUM Ce TEMEHUM CyCTUUYe MUHUMAaJaH OpPOj MIbOCHU.

Hedunnunuja 1.1.13. Teme d-nonurona je npocmo kana mOCTOju TauHO d MLOCHU (MK
eKBUBAJIEHTHO MBUIA) KOjUMa Ipuiiana. [[oauTon je npocm kana je CBaKO HBEeroBO TEME
IPOCTO.

OuunrnenHo, mOIUTON KOMOMHATOPHO €KBUBAJIEHTAH IIPOCTOM IIOJIUTOIY je Takobhe
npocT. Y HACTABKY je MOHYDEHO joIl eKBUBAJEHTHUX HAYWHA Oa C€ MPOCT IOJUTOI
neduHUIIe.

Tepheme 1.1.7. [49, Tepbewe 2.16] d-noaumon je npocm axo u camo axo je 3a ceaxo
0 < h<d—1 ceara wezosa h-cmpana cadpacarna y mauro d — h nwpocHu.

IMpumep 1.1.12. CBu MOIUTOHU U CBU CUMILIEKCU Cy IPOCTU HOJUTONN. V3y3eB mosim-
torta P5, cBu 3-moauronu Ha Cuaumnu 1.3 cy mpoctu. Ha Cawumu 3.7 u Caunum 3.11
mpuKa3aHa Cy MO ABa 3-TMOJUTOIA O KOjUX CY caMO MOJUTONHK JieBO mpoctu. [Ipoct
je m 3-monuronu Ha Caumu 2.3 mecHO.

Hera je P € M, u v € V(P). 3a nonynpoctop 7~ KamKeMO Ia je uzhad TeMeHa v
kKama v € 7. Takobe, kaskemo nma je 2 ucnod TemeHa v Kana v & w7 .

Cuaurka 1.6: Temenu 3apy6ak 3-noaurona [49, [Tononemax 2.1]

Hedbunumnuja 1.1.14. Temenu zapybdar MOIUTONA Yy TEMEHY ¥ je MPeceK TOT MOJUTOIA
ca TPAHUYHOM XUIEPPABHU IMOJYIPOCTOPA KOJjU je MCHOM v, a M3HAH CBUX OCTAJIUX
TeMeHa TOT TOJUTOTA.
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1.1. Teomerpujcka cBOjCTBaA MOJIUTOIA

Hakne, remenu 3apymniu d-noaurona cy (d — 1)-momauromnu.

Tsphewe 1.1.8. [49, Tepbeme 2.16| Ioaumon je npocm axo u camo axo je memenu
3apybax y ceaxom mezo8oM MeEMERY CUMNAEKC.

Tsphemwe 1.1.9. [49, Tephewe 2.16| IToaumon P je npocm axo u camo axo je 3a c8axy

-~

wenpasny cmpany F unwmepean [F, 1] C (P, C) 6yaoscko ypeheme.
JepuHnmmUMO 1 TOAUTONE KOMOMHATOPHO TOJapPHE TPOCTUM MOJIUTONUMA.

Hedunumnuja 1.1.15. [loauron je cumniuyujonrak Kama je cCBaka HeroBa MbOCAH CUM-
IIJIEKC.

ITpumep 1.1.13. Ilopen Tavaka U OyKW, jeAMHU TOJUTONU KOJU Cy U MPOCTU U CUM-
nIMnUjaasu cy noauronu u cumiuiekcu (8, Tephemwe 1.8]. Cumnnunujanau noauronu
cy u oxkmaedap [49, Cuura ua ctp.15] u uxocaedap [25, Cnoura ua crp.7]. Hapasmo,
MOJIUTOI KOMOMHATOPHO €KBUBAJIEHTAH CUMILIUIIN]ATHOM MMOJUTOIY je TaKohe CUMIIII-
1j aJiaH.

Kao u y canyuajy mpocTux mojauTona, MOCTOje W APYTY €KBUBAJEHTHU HAUUHU IA
ce Ne(pUHUITY CUMIIANN]AJIHU MOJUTOIU.

Tsphewe 1.1.10. [49, Tepheme 2.16] Axo je P d-noaumon, mada cy caedehu uckasu
EKBUBANEHMHU.

(i) P je cumnauyujasan nosumon.
(il

) Ceaxa npasa cmpana noaumona P je cumnaexc.
(iii) Ceaxa nwocan noaumona P uma mawno d memena.

Ceaxa k-cmpana, 0 < k < d—1, noaumona P uma maurno k + 1 memena.

~

(iv
(v) 3a ceaxy npasy cmpany F unwmepsan [0, F] C (P, C) je byaoacko ypehewe.

Tephewe 1.1.11. [49, Tepbemwe 2.16| [Hoaumon je cumnauyujanar axo u camo ako je
wez08 noaap npocm noasumon. Iloaumon je npocm axo U camo axo je Hezo8 Noaap CuM-
NAUYUJANAH NOAUMON.

Iakae, KIace CUMIIAINUjAJHAX W OPOCTUX HOJUTONA Cy MehycoOHO mojgapHe u
Tpeba yBEeK mMaTU Ha YMy [Oa CE€ CBAKO TBpDeme Koje ce OMHOCU Ha jelHYy O HUX
MOKe IpedOopMyIncaT y AyajHo TBpheme koje 6u Baxuiao 3a apyry kmaacy. Vako cy,
MaKJe, CyIMITUHCKA PABHONMPABHU, HEKAIA je JIaKIIe DapaTaTy ca MPOCTUM, & HeKaIa ca
CUMILIIAIj QJTHAM TTOJUTONMMa. Pa37103u 3060T KOjUX y Te3! ajeMO MPEeIHOCT IPOCTUM
noautonuMa Ouhe jacuau y Ilornmasmy 2.

Iepuunmumo omepanujy 3apyOspuBama MOJIUTONA y3 IOMON Koje ce om mpocTor
IIOJIUTOIIA MO¥Ke (OPMUPATH HOBU IPOCT IOJIUTOIL.

Hednuannmja 1.1.16. Axo je F npasa cTpana nojurona P € M, u 77 HOIyopoCTOP
KOjU je M3HaJ CBUX OHMX TeMeHa moauTona P Koja HuUCy canp:kaHa y I a mcmonm cBux
OHUX KOja jecy camap:kana y F, Taga moauron P N7 30BeMO 3apyb.beHuM NOAUMONOM,
o3HavaBaMoO ca trpP m raxkemMo ma je HacTtao zapybdusamwem noaumona P odceyamwem
cmpare F. Crpana F mpencTtasiba odceueny cmpany, a T~ U T PEIOM NOAYNPOCMOp 1
Tuneppasar 00ceyama.

Hedununuja 1.1.17. 3apybimenu noauron trp P je napaseano 3apyb.mpen Kama MOCTOjU
XureppaBaH Koja Je(pUHUIIE CTpaHy [’ mapaJjenHa XuleppaBHU olcenama. IlapamensHo
3apyOJbEeHN MOJUTOIN HACTAO j€& NAPAAEAHUM 3aDYOHUSATHEM.
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

Ilakme, cBako 3apy0O/buBam€e MOJUTOMNA OMCEIalkheM HEeKOI TeMEHa je MapaJieslHo.

ITpumep 1.1.14. Tlomuronu P;, i € [4], u3 IIpumepa 1.1.3, cy HacTamum mapaJieJHUM
3apyo6muBamem nonurona P (Cunuka 1.3). IIpenusuuje,

trapP=PN7y u traP=Pnn’,ic {234},

3a A= (4,4,4) u B = (4,4,0). IToauron P; Huje HacTaO 3apybipuBameM moaurona P.
Aro je m xumeppaBaH qehUHMCAHA jeTHAYNHOM

—2.1’1 — 2I2 — T3 = —14,

tana je P N7~ 3apyb6/beHn MOMUTON HACTAO 3apybssuBameM moauTona P omcenamem
uBure AB, anu 0BO 3apy0/buBame HUje MapPaJIesTHoO.

IIpumep 1.1.15. Heka cy P, P, u P; nosuronu penom nmpukasanu jeBo ua Cowuru 3.7,
Caumuz 3.9 m Caunum 3.11, u "Hera cy @1, Q2 1 (J3 TOIUTONM TPUKA3AHU PEAOM HAa
Caumu 3.8, Cauru 3.10 u Counu 3.12. Tana je Q1 = trpPy, Qo = trg P 1 Q3 = trp 1 P3
Y CBU OBU IOJIUTONM CY MapaJiesiHO 3apyO0JbLeHu.

Hanomena 1.1.1. ITocmarpajMo MpeXy cTpaHa mnoaurona trpP = PN 77 HacTaJIor
omcenameM k-ctpane d-moaurona P. Y oBoM pamay mocMaTpaMoO UCKIbYUYUBO 3apy0Jsbu-
Bama KOJ KOjUX OJCEUEeHEe CTPaHEe HUCY MJbOCHU, [a HaAaJbe MOApasyMeBaMO na je
0<k<d—-2. llpema Hepununuju 1.1.16 n Hepununuju 1.1.8,

dim(trpP) = dim(P) wn |F(trpP)| =|F(P)|+ 1,

IPU YeMy jeé CBAKU I'PAHUYHU TOJJIYyIPOCTOP mosuTona P yjeqHO M TPAaHUYHU TOJTY-
IPOCTOP 3apyOJbEHOT MOJIMTONA, MNOK ,,HOBOHACTaJa MJpOCAH moJuTona trpP jJexu y
XumeppaBHU onacenama. [Ipernusnuje,

ako je F(P)={fi|i€[m]}, ouma je F(trpP)=1{g;|i€{0,...,m}},

npu veMmy je go = PN7, a 3a ¢Bako i € [m| mmocaH g; je niu nonygapHa LOCHA f;, UK
je 3apy06J/beHr MOIUTON HACTAO OMCelameM mhene crpane f;NF (oBme ce Moke HOTOAUTH
na je oncedena crpana mimocan). Otyna, 3a cBaku Hempasas monckyn J C [m] Baske
cnenehe ekBuBaseHIjeE:

m{gj|jEJ}75(Z) ako u camo ako {f; |j€J}#0 n ﬂ{fj]jEJ}QF,
goﬂm{gj|j€J}7é(7) AKO M caMo ako Fﬂﬂ{fj\je(]}%@n ﬂ{fj]jEJ}QF.

Tephemwe 1.1.12. [loaumonu Hacmaaru 3apyoHLUBATHEM UCTOZ NOAUMONG 00CEUATHEM UCTTLE
cmpane cy KoMOURAMOPHO EKBUBAAEHMHU.

Ilokaz: Hexa cy P, = PN7{ u P, = PN7; 3apy6/heHn HOJINTONN HACTAJIN 3apy0.bu-
BameM moautona P oncenmamem mcrte ctpane. Heka je géjl =PNmmn géDQ = P Nmy,
U HEKa Cy IpeocTalie IJbOCHU 3apyOJ/beHrX MOJUTONA, KOje OATrOoBapajy IJbOCHUMA
nosirona P y cKJIamdy ca IPEeTXOMHOM HAIIOMEHOM, O3HAUYEHE ca giP1 u ng, i€lm]. Y
craany ca [locaemnumom 1.1.5, Hera je npecaukaBame ¢ : (P, C) — (P, C) mepuHMCAHO
Ha cinenehu HaywH:

(Vg 1ie )= o> |j€J} sa coaru cryn J C [m],

ooy N(Va* i€y =g [ Woi* |5 € J} 3a craxu cxyn J C [m].

[Ipema exkBuBaJeHIjaMa U3 TIPETXOIHE HAIOMEHe, ¢ je m3oMopdusam ndMehy mpexa.

O
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1.1. Teomerpujcka cBOjCTBaA MOJIUTOIA

Tsphewe 1.1.13. 3apybpusamem npocmoz nosumona Hacmaje npocm noAUmon.

Ioka3: Hexa je trpP momuron Hactao 3apyObspuBameM mpocTor d-momurona P omnce-
nameM k-ctpane F'. Herka cy mm nmmocHu o3uauvene kao y Hamomenm 1.1.1. Ilpema
Tepbewy 1.1.7, nocroju ckyn I C [m] Takas na je

F=({filiel} u 2<|[I|=d-k<d

I[IpernocTaBuMO ma mocToju Teme v moauTona trp P Koje Huje nmpocto. Rako je P mpoct
MIOJIUTOI, ¥ HUje HeroBo Teme, Tj. v € go. Omarne, npema Ilocnemunu 1.1.5, mocToju
nonckyn J C [m], rakas na je v=goN({g; | j € J} u |J| > d, mro 3ajento ca xpyrom
exkBuBaJieHnjoM Hamomene 1.1.1 mmnmaunupa

G=Fn({filieJy#0 u ({filjeJ}¢F

Y cknany ca Tepbewmem 1.1.2 (ii), G je mempasua h-cTpaHa TPOCTOT MOJIUTONA
campkana y tauno |[ U J| mwocuu, ognocuo npema Tepbemy 1.1.7, y Tauno d —h < d
mpocan. Kako je [[ U J| > |J| > d, 3akmyuyjemo na je |J| =d u I C J. Mebyruwm,
KaKO

ﬂ{fj|j€J}§ZF axo u camo ako [ € J,

[nOoOMIN CMO KOHTPAIUKIN]Y, IIa Cy CBa TeMeHa HoJuTona trp P mpocTta. [

Y HapemHUM omeJsbIlMa he OUTU M3JI0KEHO jOIl 3HAUYajHUX TBphema Koja ce Tuday
onepaiuje 3apy0muBama (IPOCTUX) MOIUTONA.

1.1.4 Cyme MuUHKOBCKOT

OsBaj momonmemak je mocBehen cymama MWHKOBCKOL, jemHOj O HAjeJIE€MEHTAPHU-
jUX omepalyrja HAJ CKyNOBUMAa TavyaKa, Ia U HaJ MOJUTONUMA KAO0 KOHBEKCHUM OMO-
taynMma cBojux Ttemena. Cymwmpame MUHKOBCKOT je jakO 3HAYAJHO, KAKO T€HEPAJTHO
Y KOHBEKCHOj T€OMeTPHjUu, TAKO U KOHKPETHO Yy OBOj AUCEpTaIllvju jep he ympaBo OHO
HOCIYKATU Kao ajaT 3a KOHCTPYKIUjYy onaroBapajyhe ¢gamuianje mIpoCTUX MOJIUTONA
(Omemax 3.3). Ilperesxuo mparehwu [7, Omemax 4 u Onmemax 5], [49, Onemak 7.1] u
(24, Opmemax 15.1], nznakemo nosuare GazuuHe YMEEHUIE, aJu U HOBa TBpDhema koja
ce Tuuy cymMa MUHKOBCKOT M HOPMAJIHUX Jielle3a MOJUTOINa KOje Cy ca OBOM omepa-
nmujoM OJMCKO TOBe3aHe. 3a Apyre omepaluje Hal TOJUTONUMA, MOMYyT TPOU3BOIA U
nose3anux cyma, ynyhyjemo ma [2, Onemak 3.3].

[Tocmarpajmo cBe HOcaue moaurona P koju canpske onpebemy crpany. Ilpema
Tepbemy 1.1.1, bapem jeman TakaB moctoju. CKyI CHOJBAMIEBUX HOPMAaJa Ha CBe
OBe HOCAaUe pa3alumbe jelaH IOJIMeNapCKU KOHYC—HOPMAAHY Konyc monuTona Py Toj
crparu. Crenu mpenu3Huja neQUHULM]A.

Hedbunrumnuja 1.1.18. Pynxuyuja ocaonya nomurona P € M, je dyHKmmja

sp:R" — R : sp(x) = max(z,y).
yeP
Hedunumnuja 1.1.19. Hopmasnu xonwyc d-nomurona P € M,, y crpanu I je Komernuja
muaeapanx ¢pymEmmoHaaa v y (RY)* xoju Makcumym Ha P IOCTWAKY y TauKama CTpaHe
F, Tj.
Np(P) = {v e (RY" | (Vy € F) (v,y) = sp(v)}.
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

JenmHomuMmeH3nOHATHE HOPMAJIHE KOHYCE Ha3MBaMoO 3payuma. HopMmasHM KOHYyCHU
Hajsehe muMeH3Mje, MaKCUMAaJHA HOPMAJHU KOHYCHU, OArOBapajy TeMeHuMa. AKO
MPETIIOCTABUMO A j€ MOJIMTON MaKCUMaJHO OUMEH3WOHAaJaH, Tana je, nmpema [locae-
muom 1.1.5, HOpMAaJHM KOHYC y HEKOj CTpPaHU pa3aleT CIOJLalllbUM HOPMAaJiaMa Ha
IIJbOCHU KOje Ty cTpaHy canp:ke. llpecek mBa HOpMasHA KOHyca y cTpaHama F) m
F, je 3ajemnuuka cTpaHa TUX KOHyCa W IPEACTaB/ba HOPMAJHU KOHYC MOJUTONA Y
HajMaW0j CTpPaHU Koja canpsku F) u Fi.

Hedbununuja 1.1.20. Hopmaarna aenesza L(P) nmomurona P je ronernuja
L(P)={Ng(P) | F je menpa3sua crpana ox P}.

Hopmamua neneza d-momurona P je nomnywa. To 3maum na je yHUja CBUX HEHUX
ejleMeHaTa Ie0 IPOCTOpP, Tj.

_ d\*
L) = ®r9).
I[TocmaTrpahemo camo HOpMaJHe Jeme3e, ma he ce ped ,HOpMaJHa M30CTABLATU U

nmoapa3yMmeBaru. Takobhe, mpon3Bo/baH KOHBEKCAH KOHYC nuMen3uje d nucahemo kpahe
d-xonyc.

IIpumep 1.1.16. Jlenesa nyswu je ckym {m,7~,7S}, rme je m XumeppaBaH HOPMAaJHA
Ha naty my:k. Cawmka 3.13 mirycrpyje KOHCTpPYKUMjy Jemesa moJuroHa (Tpoyria, ye-
TBOpOYTJa U TeToyraa), npu demy je npoctop (R?)* maenTuukoBan ca MpoCTOPOM

R2
¥YBemumo jomr jenHy pesanujy ekBuBaJieHnuje mebhy mosmTommma.

Hedbunnnmnuja 1.1.21. Iloauronu P u () cy HopMarHo eksusarenmuu, y o3uanu P =~ @),
KaJa Cy UM JIelle3e UCTe, Tj.

P~Q& L(P)=L(Q).

OcumM ka0 ,HOpMaJsHO ekBuBaJeHTHN (normally equivalent y [24] u [49]), nonuronn
ca OBUM CBOJCTBOM C€ y JINTEPATYPU HEPETKO MOjaBJby]y U MO PA3HUM APYTUM KUMe-
HuMa: aHasorHu (analogous), jako nzomopduu (strongly isomorphic), moBesanu (related)
WUTII.

Tepbeme 1.1.14. /lsa noaumona cy HOPMAAHO EKBUBGAAEHTHA GKO U CAMO GKO CY UM
UCNU C8U MAKCUMANHY HOPMAAHY KOHYCU.

Iloka3: =-: Cuemn nupextHo u3 lepumuunuje 1.1.19.

<: CBaky HOPMAJIHU KOHYC jeIHOTr OJ MOJIMTONA jé CTPaHA HEKOT HErOBOI MaKCUMaJl-
HOT HOPMAJIHOT KOHYyCa, IMa je, IpeMa MPeTIOCTaBIN TBphema, 1 CTpaHa MaKCUMAaJHOT
HOPMAJIHOT KOHYyCa APYTOr MOJUTONA, mMTO najse, no Hledunnnuju 1.1.19, nmnaunupa
Ia je OH HOPMAaJIHM KOHYC U Apyror moJjutona. Jlakie, jeme3e OBUX IMOJUTONA CY
ucTe. 0

Tepbeme 1.1.15. /Jlea noasumona cy HOPMAAHO EKBUBANEHMHA AKO U CAMO GKO CY KOMOU-
HAMOPHO EKBUBAAEHMHA U MO2Y ce 0bumu jedaH 00 0PYz0z NaAPaseAHUM MPAHCAGYUIAMA
CBOJUT NHOCHU.

Iloka3: bes3 rybuTka ommTocTy, IpeTnocTaBuMo na cy P u () nBa MakCUMAJHO IU-
MECH3UOHAJIHA IIOJUTOIA.
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1.1. Teomerpujcka cBOjCTBaA MOJIUTOIA

<: Hexka je N,(P) HOpMaJIHI KOHYC Y TEMEHY v pa3aleT 3painuMa a;, i € [m|}, npu yemy
je 3pak a; croJhalimha HOpMaJia Ha JbocaH f; moaurona P koja canp:xku v. [Ipema mper-
nocrasiu TBphema, nocroju nzomopdpuzam ¢ : (P,C) — (Q,C) Takas ma cy MWHOCHU f;
u ¢(f;) mapaneane 3a cBako i € [m]. [akme, mocTtoju Teme u moauTona () Caup:KaHO y
TauyHO M MWHLOCHU ¢(f;), mpu yeMy je HopMmasHu kouyc N, (()) pazamer ucTuMm 3panuma
kao kouyc N,(P), tj. N,(P) = N,(Q). Ocraje na ce npumenu Tspbeme 1.1.14.

=: Hera je mpecaurasame ¢ : (P,C) — (Q,C) taxso ma je ¢(FF) = F? ako u camo
ako je Npr(P) = Npe(Q). Ilpema npernocrasuu tBphema,

FP € Ff = Npp(P) 2 Npp(P) <= Nyo(Q) 2 Nya(Q) = F2 C FE,

na je ¢ msomopduszam msmehy mpesxa. 3a cBaro f € F(P), Ni(P) = Ny (Q), ma cy
cnosbamme HopMadie Ha mhocHu f u ¢(f) 3ajemnuuke, omnocHo mwmocHu f u ¢(f) cy
napaJiejiHe. O

ITpumep 1.1.17. 3a cBako A\ > 0, nmoaurom P u AP = {\zx | = € P} cy nosumueno
romomemuunu. CraJIUpame MOIUTONA HE yTUYE HA HEroBy Jemnesy, Tj. P ~ \P.

ITpumep 1.1.18. IIBamaectoyrioBu Ha Cannu A.5 cy HOpMaJsHO ekBuBaJsieHTHU. [lle-
croyraosu P, (Cnuka 1.1) u P, (Cnura 1.2) aucy sHOpManno ekBusBasieHTau. lecro-
yrao P, je HOpMaJHO €KBUBAJEHTAH MIECTOYTJy npuka3danom Ha Cmaunu 1.7 sneso.

Bparumo ce jomr jemmom Ha Ilpumep 1.1.3, Ilpumep 1.1.10 m IIpumep 1.1.14
(Cnura 1.3). Meby romMbGuraTOpHO €KBUBaJeHTHUM mojuronuma P, P; u Py, no-
OujennM 3apyOJsbuBameM HoJauTOona P OoncenameM MCTOr TeMeHa, HOPMAJHO €KBUBa-
seHTHU cy camo P3 u P,. Jlemesa monurona P, ce on sene3e mosutona Py m Py pas-
JIMKY]j€e 3a HOpMaJiHEe KOHyCe y CTpaHaMa TPOyraoHe IJbOCHU. Y WMCTOj KJIacu KOMOU-
HaTOpHE ekBuBaJieHje je u noyauron ca Ciuke 3.8, a HUje HOPMAJHO €KBUBAJECHTAH
HUjeIHOM O crioMenyTux noaurona. Cawuno, P u meMmy KOMOMHATOPHO €KBUBAJIEHTAH
nosimron ca Crawure 3.7 yeBo, TakoDhe HUCY y UCTOj KIIACK HOPMAJIHE €KBUBAJICHIIH]E.

[Ipumep HOpMAJHO €KBUBAJEHTHUX MOJUTONA CY ¥ MOJAUTONU npukasdanu Ha Ciu-
m A.2 u Caumz A.3. HopMaJsiHO eKBUBaJIEeHTHA CYy M CBaKa ABAa KOMOWHATOPHO €KBU-
BasenTHa nosmrona ca Cauke A.4.

Hamomena 1.1.2. Axko je P € M,, npecek m rpaHUYHUX OJJIYIPOCTOPA
<ai7x>>bi7 1<Z<m7

oHZa ce, y ckaany ca Hamomenowm 1.1.1, momuton trp P = PN~ MoO%e 3a,1aTU IPECEKOM
m + 1 TpaHUYHUX TOJYyIPOCTOPA

<aiax> >b7,7 O<Z<m7

npu dyeMmy HejemHaduHa (ag, ) > by JepuHUIIe TOTYyIPOCTOP OACENama T- .
IIpema mperxomuom TBphemy, 3a cBaku moauTon () HOPMAJHO €KBUBAJIEHTAH trpP
noctoju BekTop ¢ € R™! peannux 6pojeBa ¢; Takas ga je QQ mpecek m + 1 rpaEMYHIX
MOJIyIIPOCTOPA

(a;, ) = ¢, 0<i<m.

Iakne, ako je f mibocan monuTomna () KOja JeKM y XuneppasHu (ag, ) = ¢y TAPAJEITHO]
T, OHJA MOCTOjUu OUjeKnuja

pe F(Q) ={f} = F(P)

KOja CBaKy IJbOCAH IIPECJIUKABA y 0] mapaJentdy. 3a mwnocau fp € F(P) u fo € F(Q)
KaykeMO Ha cy Mmehycobno odeosapajyhe xana je u(fp) = fo. Tarobe, 3a f ramemo na
je mosonacmana MIbOCAH TOaUTONa ().
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JIema 1.1.16. Hexa je trpP = P N7 noaumon wacmao sapybrusamem nosumona P €
M,,. Hexa je {w; | i € [k]} cxyn memena noaumona P xoja we npunadajy F, a cycedna
cy damom memeny u € F. 3a ceaxo i € k], nexa je E; = uw; u v; = E; N7w. Ynuja
HOPMAAHUT KOHYca noaumona trpP y memenuma xoja npunadajy TuneppasHy 00cenama,
jeonaxa je yHuju HOpMaAHUT Konyca noasumona Py memenuma xoja npunadajy F. Ilpu
mom, 3apydb.puUBaAmE je NAPANEAHO AKO U CAMO aAKO je

Nu(P) = | Ny, (trpP).

i€[k]

Joka3: Be3 ryburka ommrocty npernocrasuMo ga je dim(P) = n. Ilpema ledunru-
mmju 1.1.16, N,(trpP) = N,(P) 3a cBako TeMe v 3ajeIHUYKO 3a 06a IMOJIUTONA, [a IPBU
neo TBpbhema cienu n3 MOTIYHOCTU BUXOBUX Jene3a. Heka je ap crmosmalmma HOpMaIa
XUIIEPPABHU OJCeNama T U i NPOU3BOJLHU eJIeMeHT cKyna |k]. 3a cBaku pasanumyhun
3pak a # ag ronyca N, (trpP), mocroju mmwocan monumrona P koja campsu F; u 3a
KOJy j€ a CHoJballllkha HOpMAaJa, Ia je OoTyhaa, 3pak a caap:kaH y HOPMAJHOM KOHYCY
Ng,(P), a tume u y HopMmasHoM kouycy N,(P). 3apybmuBame je mapajieslHO aKO U
caMO aKO IOCTOjUM XWIeppaBaH apajiesiHa T Koja AepuHume F', mTO 3HAYN aKO U CaMO
ako (PYHKIMOHAJ g MOCTW:Ke MakcumyM Ha Py F| 1j. ag € Np(P). Kako je Hopmamauu
kouyc Np(P) 3ajemHuuka cTpaHa CBUX HOPMAJIHUX KOHycCa MOJUTONA Py TeMeHMMA
crpane F', 3pak ag je caap:kaH y cBakoM o1 mux. Jlakie, 3apy0suBame je mapaieaHno
aKo m caMo ako ag € N,(P), 0omIHOCHO akO M caMO aKO CBAKM pa3aluibylu 3pak KOHyca
N,,(trpP) npunana kouycy N,(P), tj. ako u camo ako je N, (trpP) C N,(P). O

Hedbunnunmja 1.1.22. Hera cy A, B C R". Cyma (Munxosckoz) ckynoBa A u B je cryn
A+B={zeR" |z =121+ 29, 11 € A, 25 € B}.
CrynoBu A u B ce masuBajy cabupuyuma cyme Munkoscror A + B.

Nmajyhu y Buny Jedpumunmumjy 1.1.1, cyma MwuaKOBCKOT 1aBa moJjmrTona je Takobhe
IIOJIMTOIl, T€ CE OBa OIepalyja KOPUCTU KAaO KJIACUYHO I'€OMETPHjCKO KOHCTPYKTUBHO
cpeAcTBO moMoNy KOjer ce oA JAaTuX MOJIMTOINA CTBApAa]jy HOBU.

Tephewe 1.1.17. (7, Jlema 1.4] Cyma Munxoeckoz nosumona P, = conv{vy,..., vt} u
Py = conv{ws, ..., w} je noaumon

Py + Py = conv{vy +wq,...,v +wj, ..., v +w}.

Ha ocuoBy ucka3za (i) u (ii) Tepbhewa 1.1.2, nako ce ma 3akmydnTu na je JOBOJHHO
CyMUpaTH caMO TeMeHa, Tj.

P+ P,=conv{v+w|veV(P),weV(P)}

Cymupame MUHKOBCKOT je KOMyTaTUBHA U aCOIMjaTUBHA Ollepanuja Ha CKRymy M,
na je (M,,+) KOMyTaTuBHM MOHOWJ 4YWUjU je HeyTpaJHu eseMeHT Tauka 0 € R™.
[Mpumerumo jom ma je 3a cBaky taury A € R", A # 0, u cBaku noauron P € M,,
cyma P + A rpancmanuja nmomurona P. Y cayuajy kana je P rauka u T;, ¢ € N, au3
tauaka, Taury P + T; hemo o3nauaBatu kpahe P;.

ITpumep 1.1.19. Heka je P, mecroyrao u3 Ilpumepa 1.1.2 (Cuuka 1.2), u HEKa cy
Ly = conv{(1,0,0),(0,0,1)} u Ly = {(1,0,0),(0,0,0)} mee nysxu y R3. Cyma

P+ Ly = conv{(2,2,4), (2,4,2), (3,1,4), (3,4,1), (5,1,2),
(5,2,1), (1,2,5), (1,4,3), (2,1,5), (4,1,3), (4,2,2)}
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1.1. Teomerpujcka cBOjCTBaA MOJIUTOIA

je mecroyrao nmpukasad Ha Caunu 1.7 seBo, MOK je cyma

P+ Ly = conv{(2,2,4), (2,4,2), (3,1,4), (3,4,1), (5,1,2), (5,2,1),
(1,2,4), (1,4,2), (2,1,4), (4,1,2), (4,1,2), (4,2,1)}

3-tmosimron npukasad Ha Counu 1.7 mecHo.

xr3 (2) 17 5)

(1,2,5)
(1,2,4)

2,2
( (4,1,3)

(5,1,2)

1

(1,4,3)

1,4,2 2,4,2
o (5,2,1) ( ) ( )/ »

(3,4,1) (2,4,1)  (3,4,1)

Caurka 1.7: Cyma MUHKOBCKOD MECTOYTIa U Ty:KUA

IIpumep 1.1.20. ITocmarpajmo cymy Agyasy + Agy + Ay + Aggy + Aq 9y cummzerca y
R3. Kako je pemocnen cabupaka MpeJeBaHTaH, CyMUpajMo Hajope 0-IuMeH3MOHAJIHE
cabupke:

Apy + A+ A = (1,1,1),
Hame, naprmjaaua cyma (1,1,1) + A o5y je Tpancaamuja cuMiizerca Ay o 33-TPOYrao
unja cy Temena (2,1,1), (1,2,1) u (1,1,2). Ha kpajy, nomaBamem u nocienmer cabup-
Ka, IyH&A Afy 9y, 100UjaMO KOHAUHY CyMy

conv{(3,1,1),(2,2,1),(1,3,1),(2,1,2), (1,2,2)}.

Tauka (2,2,1) je cpemumre ny:xu umju cy kpajesu taudke (3,1,1) m (1,3,1), ma je
KOHAUHA CyMa 4yeTBopoyrao ca temenuma (3,1,1), (1,3,1), (2,1,2) u (1,2,2) (uerBOpO-
yrao ABC'D na Caunnm 3.3).

Tpeba unak umaTu Ha yMy Ja CyMa IPOCTUX IMOJIMTOIA Hajyenrhe HUje TPOCT MOJI-
ton. Mako je cymmpame MUHKOBCKOT BeoMa jeqHOCTABHA T€OMETPUjCKa OIMEpAaIdja,
30Up MOHEKAa HUje OUuryielnaH M MHTYUTWBHO IpEeIBUAUB, TOCEOHO Kajna cy cadupiu
nmoauTOonu MebhyCcoOOHO Pa3InYUTUX AMMEH3Mja ca MHOTO TeMeHA.

Tephewe 1.1.18. Hexa cy P, P, € M,,.

(i) Axo je P, = Py, 00 na mpancaayujy, onoda je P+ Py = P + P, 0o na mpancaayujy,
3a ceaxu noaumon P € M,,.

(ii) dim(P; + P2) > max{dim(P,), dim(P,)}.

Iloka3: Ilpema mpermocraBiu, nmocroju tauka A € R" takBa ma je P, = P, + A, a
KaKO je CyMUPame acCOlUjaTUBHO Baiku

(P+P)+A=P+(P+A) =P+ P,.

Axo je ki = |V(P)| un ko = |V(P)|, Tana je cyma Py + P, KOHBEKCHE OMOTaY CBUX
TeMmeHna onpebhenux ko Tpancaamnuja nogutona P, ognocHo oapebhenux k; Tpanciaamnuja
mosuTona P, ma auMeH3uja cyMe He MOyke OUTU Mama Ol AuMeH3uja cabupaka. [
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Tephemwe 1.1.19. Axo je A€ N u P € M,,, mada je P+ ...+ P = \P.
A
Hoxka3: Iloraskumo na TBpheme Basku naaykmnujom mo A\. Caydaj A = 1 je TpuBujagaH,

ma IpeTnocTaBuMoO na TBpheme Basku 3a mpoms3BossHO A € N. Ha ocHOBY mHIyKTUBHE
xunore3e u T'Bpbewma 1.1.17 nmamo

P+...+P=AP+ P =conv{\z; +x2 | 1,22 € V(P)} D conv{dz +z | z € V(P)}.
—_—
A+
[IpuMeTMO ma 3a CBAaKa ABA PA3JUYMTa TEMEHA T, U Ty mojurona P Basku

AA+1 A+1 A 1
%.ﬁlﬁl To = —()\.%’1+.’E1)+—()\£132+£E2),

A —
T1F T2 A+ 1 N+ 1 N+ 1

a Kako je
A+17A+1 A+1 0 A+1 ’
TauyKa AT + To IPUNALa AY:KA YUjU CYy KPajeBU Tauvke ATy + 1 U Aro + To. Ilakie,

0

Ax1 + 29 € conv{dz + 2 | x € V(P)},
IIa MOKEMO 3aKJ/bYyUYUTU

P+...+P=conv{dz+z|zeV(P)}=AN+1)P
A+

O

Y M, Baxu n ommruje tBpheme (Bumern [24, Omemar 15.1]). Hawmme, ako je
AP = conv{\z | z € P} 3a cBako A € R, Tana je

(A )P = AP+ pP, 3a cee A\, € R takse ma je Au > 0.

Takobe, jacHO je ma CBaKW MOJUTOI UMa CBOJY MPUBUJAAHY 0EKOMNOZUYUJY, Tj. 3a
ceako 0 < A < 1 m cBakm mosmuron P Bawu P = AP + (1 — \)P. Ilomuron P nma
HEMPUBUJAAHY 0EKOMNOULUJY AKO CE MOYKe MPEACTABUTU KAO CyMa MOJUTONA Ol KOjUX
H6apeM jemaH HUje MO3UTHMBHO XxoMoTerwdaH nosurony P (Bumeru [Ipumep 1.1.17).

Tepheme 1.1.20. |24, Tlornasme 15.1, crp. 321| Ceaxu npocm nosumon, usyses cum-
NAEKCA, UMG CBOJY HEMPUBUJAAHY OEKOMNOSULUTY.

Cnenu yBobheme mojmoBa roju he momohum npu ycmocraBibamy Bese usmebhy cymu-
pama u 3apyOsuBama mosmroma. HawmMe, mocraB/ba ce NUTAmE KAKAB IMOJUTOI
Tpeba cabpatm ca AaTUM IOJUTOIOM TAKO A HUXOBA cyMa Oyle HOPMAJIHO €KBU-
BAJIEHTHA IOJIUTOINY HACTAJOM 3apyO0J/bUBaWK-E€M MATOr IMOJUTONA OICEHalmeM 3a1aTe
cTpaHe. Jeman ox oaroBopa Ha OBO nuTame manaxkemo y Ilomonemky 3.3.3.

Hedbununmuja 1.1.23. [Homuron P, zapybwyje momuron P, rKama mocToju 3apyOJsbeHU
OJUTON trpP; Takas ma BasKu

P1+P22t1"FP1.

Hedununuja 1.1.24. Unnexcupanu ckyn moaurona {P;}icq, 3apybryje momuron Sy,
KaJa 3a CBaKo i € [m] nonuron P, 3apy6iyje noauron S; 1, npu yemy je S; = S; 1+ P,
i € [m].
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1.2 KomOmHaTOpHaA CBOjCTBA MOJIMTOIA

Haname hemo nmonmrone Hajuemhe mocMaTrpaTry BaH OKBUPA I'€OMETPUjCKUX Tedu-
HAIja OATUX Ha IOYETKY OBOI IOrJaBJjha. Hawmme, y IpPeTXOTHOM MOOOAEHKY yBe-
IeHe Cy OBe pejalyje Mehy moauronuma—pesianija KOMOMHATOPHE eKBUBAJIEHIIN]€ KOja
nmoucTtoBehyje moauTonme MCTUX MpEKa CTpaHa U PeJialuja HOPMAJHE €KBUBAJICHIIN]E
koja moucroBehyje monmurone ucrux nemnesa (Bumeru Tepheme 1.1.15).

Y OBOM OMeJbKy MOJUTONMMA MPUCTYIAMO UCKHYUMBO Ca KOMOMHATODHE TaudKe
TJIeUINTA, Tj. TOUCTOBeNyjeMO MOJIUTONEe MCTUX MperKa CTPaHA yuMe 3aHeMapyjeMo
MHOTa H,UXOBa NeOMETPUjCKa CBOjCTBa (HOpMaJie Ha IJLOCHU, yIIIOBE, IysKUHE UBUIA,
BoJiyMeH u ci.). Ha Taj HaAYMH, DOIUTON M371a31 U3 CBOI OPUTMHAJIHOL T€OMETPUjCKOT
OKBUPA U TOCTaje jeaaH KOMOUMHATOPHU O0jeKaT.

1.2.1 AncTrpakTHU MOJUTONHN U CUMILIAIAJAJTHU KOMILJIEKCH

[TocTraBma ce muTame na U 3a MPEXRY KOja je 3amaTa OUjarpaMoM WJIM rpadom,
WO Ha HEKM IPYIM KOMOWHATOPHU HAUYMH, INOCTOJU KJIIACUYHO T€OMETPUjCKU nedu-
HUCAH TOJIUTON YHhja je Mperka cTpaHa m30oMOpdHa 3amaToj. AKO TakaB MOJUTOIN
IIOCTOjU, OHAA Ta MpeXa AehUHUIIe YUTABY jenHY KJIacy KOMOMHATOPHE EKBUBa-
JIeHIje, OMHOCHO jemaH ancmpaxmuy UIA KOMOUHAMOPHU TOIUTON. Tarko, mpema
IIpumepy 1.1.11, cBU d-CUMILICKCH IPEICTABJILAjY jeJaH ancTpakTHU d-cumintexc A
Canuno, npema Tephewy 1.1.12, ¢cBu momuronu HacTaIU 3apyObUBAHKEM UCTOT TMOJIN-
TOa OJCEeNameM MCTe CTpaHe MpeNcTaB/bajy jeman ancrpakTHu noautomn. Y Iloraas-
by 2 heMmMo BuAeTu Oa je CIOMEHYTO HUTAlHE, YV CIyYajy oapeheHuX amcTpakTHUX
MOJIUTONA, OJ CYIMTHUHCKE Ba)KHOCTU 3a MPEAMET OBOT PaJa.

Cunene onucu aBe M3y3€THO 3HAUYAjHE (paMUIIMje AICTPAKTHUX MOJIUTONA NePMYmo-
edapa ([47], [9]) m acoyuedapa ([44], [31], [45], [32],[39]). Peu je o BammM mpo-
CTUM TIOJUTONMMA KOJjU CY IpPEeAMET HEIPEeCTAHOT NMpoydYaBama reoMeTpuje, KOMOUHA-
TOpUKe, aarebpe, jJoruke m tomnojoruje. llepmyroenap ce y KOHBEKCHOj r€OMETPUjU
UCTPaKMBA0 jOII MOYEeTKOM XX BEKa, MOK Ce aconmenap NpBU IIyT mojaBuo 1951. ro-
muHe y nokropckoj mucepranuju losa Tamapwmja [46]. Acommenap ce jom Ha3uBa
u Cmawesmesum noaumonom no pesynrary [luma Cramesa uz 1963. romune [44], o
uyemy he 6utu Bume peun y Omemnky 2.1.

Heka je A € R" tauka umje cy cBe koopauuare mehycobuo paszauuwure. [lomuromn
upja Cy TeMeHa CBe HepMyTaluje KOoOpIuHaTta Tauke A Has3uBa ce (zeomempujeku)
nepmymoedap. Ilpemmsnuje, rauka A = (ay,...,a,), TakBa ga je a; < ay < ... < ay,
nepunnme (n — 1)-mepMmyroenap

P,(A) = conv{o(ar),...,0(a,) | o0 € £, },
rae je Y, rpyla mepMmyTanuja omx n ejxemeHarta. OuuriemHo,
[V(En(A))] = nl.
Teopema 1.2.1. [8, Teopema 1.5.7]

(i) Ceaxa nwocan nepmymoedpa P,(A) je mezos npecek ca zuneppashu

A = {l’ERn ‘ in:a1+a2+...—l—a|,4‘},
€A
3a nexu menpaszan ckyn A C [n]. H obpnymo, 3a ceaxu wenpaszan cxyn A C [n],

Tuneppasan T4 OePuHuULEe NHOCAH NEPMYMOEODA.
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(ii) Aea memena nepmymoedpa cy noBE3AHA UBUYUOM GKO U CAMO GKO CE MO2Y 006uUmu
JjeoHo 00 0pyzoz mauHo JeOHOM MPAHCNOZUYUIOM CYCECOHUT KOOPOUHAMA.

(iii) k-cmpane nepmymoedpa P,(A) cy y I-1 kopecnodenyuju ca ypehenum napmuyujama
ckyna [n] 00 n — k wenpasnux desosa. Cmpana Fy je cadpacana y cmpanu Fy xada
je napmuyuja xoja odzosapa Fy npodumwemwe napmuyuje xoja odeosapa F.

Ilakise, He3aBUCHO o M300pa Tauke A, MCTOMMMEH3NOHAIHUA TEPMYTOEIPU CY KOM-
OUHATOPHO eKBWBaJeHTHU, a mnpema T[Bpbewmy 1.1.15 m HOpMaJJHO E€KBUBAJIEHTHU.
CBaku monuTon KOMOMHATOPHO ekBuBajeHTaH nepmytoenpy FP,(A) je (amcrpakThun)
nepmyToenap y osnamu P,. Ha mpumep, 2-nepmyroemap Ps(1,2,4) je mecroyrao P,
nepunucan y [Ipumepy 1.1.2 (Cauka 1.2), na je cBaku mectoyrao 2-mepmyToenap.

IIpumep 1.2.1. [15, Onemax 9| Heka je m xunmeppasan mpoctopa R"™! nepunucana
jemHAUMHOM T + ... + Tpy = 3", m Heka je 3a cBakM Hempa3aH MOACKYH B CKyma

[n + 1], 77 momynpoctop medurucan mejemmaummom Y. x; > 3Bl Tlommaron
i€B

({=z IBCh+1})nn

je n-mepmyToenap y npocropy R™! macrao cyknecuBEHUM 3apy06/bUBAEEM CUMILICKCA
u3 [Ipumepa 1.1.5.

[Ipema nmperxonHoj Teopemu, TeMeHa nmepMmyTtoenpa P, ce mory muentuduxoBaTry
ca pedynMa CaCTaBJLEHUM OJf CBUX IepMyTallija IPOU3BOJLHUX N PA3JIMUYUTUX CJIOBA,
IpU YeMy Cy OBa TeMeHa CyCelHa aKO U caMO aKO ce BUMa oAroBapajyhe peum mory
nobuTu jemHa Ox Apyre jeqHOM TPAaHCIO3WIM]OM CYCEITHUX CJIOBA.

cab cba bade

o, - - &

s

dbca dcba

ach bca

ab ba abce bac dabc dacb

Cauxka 1.8: Ilepmyroenpu Py, P3 u Py

Acoyuedap K, je (n — 2)-monuron umja ce TeMeHa MOTY HUAEHTUGUKOBATU Ca
IPaBUJIHO U MOTHOYHO 3arpabeHuM peumma cacTaB/bEHUM OJ MPOU3BOJLHUX N CJIOBA,
Ipu YyeMy Cy OBa TeMeHa CyCeqHA aKO U CaMO aKO ce muMa oaroBapajyhe peuwm mory
nobuTuy jenHa on Apyre mpeacoiupaBameM je JHOT mapa 3arpamna. llakmie, yKyman Opoj
temena aconuenpa K, je Kamaaanoe 6poj ¢, 1, Tj.

VK,)| = l(?n—Z) _ (2n-2)!

n\n-—1 (n—1)!n!
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I'emepaano, k-cTpaHe OBOI HMOJUTONA Cy y OWjEKNMUjU ca peymMa CaCTaBJBLEHUM O 1
pPa3IMYUTUX CJIOBaA KOje cy mpaBuiaHo 3arpabene n — k — 1 mapom 3arpana. Temena
npunanajy mcToj k-cTpaHM akKo M caMO aKO ce OpucameM HEKUX k mapoBa 3arpama
Yy CBaKO] O pedu KOje TMM TeMeHMMa OIroBapajy mobuja mmeHTUUHO 3arpabena peu
n — k — 1 mapowm 3arpana.

(a(be))d (ab)(cd)

(ab)e a(be) a((be)d)  a(b(cd))

Cauka 1.9: Acommenpu K, Ky u Kj

IIperxonue cnvke UaycTpyjy IepMyTOeope U acolrenpe HIKUX auMmensuja. Hesa-
BUCHO Ol IUMEH3Mje, 00e ¢paMmiInje MOJIUTONa CY IPOCTY HOJUTONN U MOTY Ce TOOUTHU
CYKIIECUBHUM OJCEeNaleM CTPaHa MCTOAMMEH3MOHAJIHOI CUMILIEKca, O yeMy he Outm
BUIIIEe PeUul y HapeTHUM OIeJbIIMa.

3a paja ca AICTPAaKTHUM IOJUTONMMA, HEOIXOJHA HAM je Teopuja Koja ce Tude
KOHAYHUT ANCMPAKMHUT CUMNAUYUIAGARUT KOMNAEKCA. Y ey KOJU CIeIU, U3TaKeMO
[Ie0 Te Teopuje MPEeTeRHO ce ocuaamajyhu Ha [6].

Hedununmja 1.2.1. Ancmpaxmnu cumnaivyujasru xomnaexe K ma ckymy V je KoJek-
rja KOHAUHUX IOACKYNOBa Ckyma V TakBa ma 3a cBaku esement v € V, {v} € K.
Y3 1o, ako 0 € K mu 7 C 0, ouga 7 € K. AUCTpakTHU CUMIUIUIAjAJIHA KOMILJIEKC je
KoHa4aH Kama je OpOj HEeroBUx ejieMeHaTa KOHauaH, mHaue je beckonauarn. Hiementu
ANCTPAKTHOT CUMILIUIU]AJHOT KOMILJIEKCA CE HA3UBAjy (GNCmMpaxmHum) CuMniexcuma.
Cumnnexc 7 € K je cmpana cumniekca o € K kana je 7 € 0. Cumnuexc o € K je
MOAKCUMAAGH KA HUje CTpaHa HUjeIHOT APYror cuMmiiaekca u3 K.

Hamomena 1.2.1. Y Opgemky 2.1 he butu peum o heaujckum Komnaekcuma duja oum
dopManHa medpumHUIMja 3aXTeBaja YyBODeHme Pa3HUX Aeralba KOJU CYMTUHCKUA HUCY
OUTHU 3a OBY Te3y W caMO OM je HemOTpeOHO OmTepeTmyd. 3aJO0BOJBUINIEMO Ce ca
TUM Ja Ha heymjcKke KOMIJIEKCE IJIefaMO Kao Ha CBOjEBPCHO YOIIITEH€ alCTPaKT-
HUX CUMIUIUIjaJHUX KOMILIEKCa. 3a nerase ynyhyjemo Ha [26, YBOIHO moriasibe,
Opnemax 2.1, Honarak|. Mu hemo majuemhe Gapararu KOHAYHUM ANCTPAKTHUM CUM-
IJINIYj QJTHUM KOMIIJIEKCHMA, ITa NeMO UX HaJajhe 3BATU KPATKO KOMNAEKCU.

Hedbunaunuja 1.2.2. Jlunk cummiekca o KoMmiaekca K je ckym

K’ ={r|oUT€e K, ont =10}
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Komniekc koju je moackyn kommiekca K je nomkomnaexc komiaekca K. Ilakie,
3a cBako 0 € K, nmuak K7 je jemaH MOTKOMIIJIEKC KOMILIEkca K.

Hedbunaunnumja 1.2.3. Jumensuja kommiekca K je

dim(K) = max{dim(c)},

ceK

npu yeMy je dim(o) qumensuja cuMmiiiekca o u usnocu |o|— 1. d-kKomnaexc je KOMILIEKC
nuMen3uje d.

Hamomena 1.2.2. Ako cy Vi,...,V,, MakcuMaJIHM CUMILIEKCU KOMIUIekca K, Tama cy
OHUV HEYHOPEAVWBU KOHAYHU CKYIIOBU U

K=PWV)U...UP(V,).

[Ipema lepuuumnumju 1.2.1, komnuexkc K ypebeH pesmanmjoMm MOACKYNI IPenCTaBIbA

jemnno ypebeme. U Bume, kako () € K, u kako 3a cBaka OBa CUMILIEKCa 01,0y € K
nocroju Hajseha moma rpamuna o; Noy y K, (K,C) je A-monywmpexa, 1j. (K,D) je
V-mmoaympexa.
Hedbununmja 1.2.4. IIpoct nomuron P (zeomempujcku) peasusyje kommnerc K rama
je V-moaywmpexa (K, D) mszomopdua V-nomxympesxu mobujeroj ox (P, C) yraamameMm
npas3ue crpame. Tama kaxkemo jom u ma je P (zeomempujcra) peasusayuja KOM-
miaekca K.

Tepbemwe 1.2.2. /lea noaumona peaasusyjy ucmu KOMNAEKC GKO U CAMO GKO CY KOMOUNG-
MOPHO EKB8UBAAECHMHA.

Hoxka3: Cuemu mupexktno u3 lepuuaumuje 1.1.11 u Hedpuuunuje 1.2.4. O

Hanomena 1.2.3. Y snurepatypu ce Hajuyemhe reOMETPHUjCKa pean3aluja KOMIJIEKCA
neuHUIIEe ONIITHje y CMUCIY Aa HHUje HEOIXOMTHO Aa MOCTOjU IOJUTONI KOjU I'a pPeaJin-
3yje (Bumeru [2, Ogmemar 2.1]). 3a Hac TakBe peaju3anyje HUCY O] 3HAUYA]A U TIOI
FeOMETPHUJCKOM PeaM3alnjoM KOMILIEKCA IOAPA3yMEBAMO WCKJ/LYUYUBO PEAJU3AIN]Y
MOJIUTONOM. ¥ CRJAMy Ca TUM, IOCTOje KOMIUJIEKCU KOjU HEMajy MeOMETPUjCKY peaiiu-
sammjy. Ilpumep Taxsor xommierca je kommiaekc {0, {0}, {0}, {#}, {0, O}} ma crymy
{90, , #} 3a KOju HE MOCTOjU MOJIUTON KOJU Ta peasnsyje.

IIpumep 1.2.2. Heka je V ={Q O, d, &, k} u Heka je
K= {0, {9}, {¢}, {a}, {&}, {k} {00} {V.6}, {O.&}

{O. %} {08} {0k} {d.&} {d k) {& Kk} {00 &}
{0, 0, %}, {0, 4.8}, {V,d, %}, {0, Kk}, {#,& *x}]

Y cknany ca Hepunmnujom 1.2.1 m Hepmrunujom 1.2.3, K je 2-xommierc Ha V.
Cnenehu ckymoBu cy mpuUMepU HETOBUX MOTKOMIIIEKCA:

K = {0.{0}. {0} {6}, {3}, {0, &}, {0, %}, {4, &}, {4, %},

K& = {0,{0}, {0}, {8}, (%}, {9, O} {©, 4}, {0, Kk, {4, K1},
KA = {0, {0}, {&}, {%}, {0, &}, {0, %}, {, % }},
K% — {0 {0}, {%}},

KO%x) — £,

I[Ipema TBpbewmy 1.2.2, Ilpumepy 1.1.11 u Tspbewmy 1.1.12, cBaku 3apybibeHn
MOJIUTON MOOUjeH omacernameM TPOU3BOJLHOT TeMEeHa HEKOT 3-CUMIIIeKca peasm3yje K.
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{©.0F {O. 8} {O,&) {V. k) {O ) {0k} {Md, ) {& K} {& X}

{9, 0, 8 {00, %} {O,86,&} {00k} {0k} {# & &}

Cuauka 1.10: I'eomerpujcka peanuzanuja KOMIJIEKCA

Axko OucMO y TpeTXOomMHOM MPUMEPY CBE MJHLOCHU MOJUTONA O3HAUUIIN €JIEMEHTUMA
KOMIIJIEKCA KOJU MM OATOBapajy y msoMopduaMy maMmeby onrosapajyhux momsympexa
(jemHOENIEMEHTHUM MOACKYyHNOBUMAa CKyma V'), mobunm 6UCMO jacHy WIYyCTPaNUjy Kako
ce moJsiazenm on 3a4aTOr MPOCTOr MOJUTONA MOKE KOHCTPYUCATU KOMILIEKC KOJU MY
oAroBapa, Tj. KOMIUJIEKC YMja je TeoOMeTpPUjcKa peanausanuja taj noaurorn. I[Ipema
ITocnenunu 1.1.5, cBaka ce Hempa3Ha CTPaHa IMOJUTONA MOMKE IPEACTABUTU CKYIIOM
IJLOCHM KOje je canp:ke, na je, y ckiaany ca lepuaunujom 1.2.1 n Hepurunujom 1.2.4,
KOJIEKITU]a,

Kp={G"| G je menpasua crpana mpocror noauromna P},

npu uemy je G' = {F € F(P) | G C F}, kommiekc Ha ckymny J(P) unja je reomeTpujcka
peanusanuja moauTon P.

lenepanno, ako mpoct mojuton P peanu3dyje KOMIJIEKC K, OHma, y KOHTpaBa-
pujaHTHOM m3oMopduaMy m3Meby onrosapajyhmx momympesxka, crpamum P onrosapa
(), mmocHMMa omroBapajy jeIHOCJIEMEHTHU CUMILICKCH, a CBAKOM TEMEHY OAroBapa
MaKCUMAJIHA CUMIIJIEKC KOJU j€ YHUja jeTHOeJEMEHTHUX CUMIIJIEKCA KOJU ONAroBapajy
IJbOCHUMA KOje Ce Yy TOM TeMeHy CycTuuy. KjeMeHTe KOMIJIEKCA KOju OAroBapajy
k-ctpanama mosmuTomna 30BeMoO k-heaujama.

Ocrarak oBOr omesbKa je mocBeleH KOMIIEKCUMAa Yuje Cy TeOMETPUjCKe peain3a-
nuje paMuinje IPOCTUX IOJUTONA 3HAUYAjHE 38 TeOpeMe KOXeDeHIUje.

1.2.2 VYrwexxhenn ckymnosu u pammianja HecToegapa

Y HacTaBKy nepuHUNIEMO d-KOMILIEKCE Uuja he reoMeTrpujcka peaju3anudja ouTum
dpaMmIMja TPOCTUX MOJUTONA KOja ce MOKe NOOUTHU CYKIIECUBHUM OJCEIameM CTPaHa
(d + 1)-cummiekca, Tj. HETOBUM CYKIECUBHUM 3apybipuBameM. Ped je o Bpio 3HA-
JajHO] PaMUINj KOja Cce HeIPeCcTaHO AYyTYW HU3 IOJWHA M3ydaBa OJ CTPaHe MHOTUX
ayropa (®ynron u Mex Pepcon [19], [le Kouhunn u IIpohesn [13], Crames n [Iluna-
jmep [45], Tangpu [20] [21], Pajxraap u Koszmos [16], Pajxraap u Hlrypmpenc [17],
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Kap u Iejsanoc [9], [Toctwuros, Pajuep n Bunujamc [38], [Toctwmukos [39], Homen
u ITerpuh [15]). CsojcTBa OBe damumiauje TpUMEHY]y Ce Yy MHOIMUM MATEMATUYKAM
obsmacTuMa, MOoCceOHO ¥ aaredbpu, KOMOMHATOPUNN, T€OMETPUjU, JIOTUIIA ¥ TOMOJOTUjU.

Hedbunumuja 1.2.5. Koseknuja B HenmpasHUX MOACKYNOBa KOHAYHOT CKyma V je ezpa-
Juenu cxkyn cryna P(V) rama B canpsm cBe jemnounase nonckynose {v}, v € V, u
Kaza 3a cBaka OBa ckymna Sp, S, € B raksa ma S;NSy # (), muxosa yauja S;US,; Takobe
npunana B. Heka cy Vi,...,V,, makcumamau cumniaekcu kommiiekca K. Konaekmuja B
Hekux cuMmiiekca u3 K je epadusnu ckyn xommiekca K kanga je 3a cBako i € [m| cryn
BN P(V;) rpamuBan ckyn ckymna P(V;).

Hedbununmja 1.2.6. Hera je N rosmerknuja ckynosa. Crym {Xi,..., X,,} C N je N-an-
muaaxay Kana je m = 2 u kana cy eieMeHTd Xi,...,X,, MehycoOHO HeynmopeauBM.

Hedbunumuja 1.2.7. Heka je B rpamuBuu ckyn kommiekca K. Cryn N C B je yewe-
achen cxyn y omaocy Ha B kama je yHuja cBakor N-aHTUIaHIA ejleMeHT ckyma K — B.

Bume nerama o ynpaso yBemeHuM mojMoBuMa ce moxke Hahim y [36, Omemar 3.
Hamomenumo camo ma je mojaM rpaJuBHOT CKyIa MIPOM3BOJLHE KOHAUYHE A-TIOJIyMpErKe
npBu nyT yBeneH y [16, dedpuuunuja 2.2] u cBomu ce yupaso Ha lepurnnujy 1.2.5
y ciy4dajy Kagna je moiyMpeska komimiekc. Takobe, lepumuumnuja 1.2.7 je y crnany ca
[16, depunnmmja 2.7].

Ilepuunnuja yrmexbheHor ckyna moBiadm na je MOJCKYI yrimekheHor cKyna Tako-
be yrmesxbhen ckym, mro name nmnumnupa ga je xoxeknuja N (K, B) cBux yrmexbhernx
CKyTOBa y OMHOCY Ha rpamuBHU ckyn B rommiaerca K, takobhe, KOMIIEKC.

Heka je Cy ronekmuja cBUX NOACKymOBa Ckymna [n + 1| koju Hemajy Bume ox n
eleMeHaTa Tj.

Co=P(n+1])) —{[n+1]}.

Y ckaany ca Iepumuunujom 1.2.1, Cj je xommiexc. Y JauTepaTypu je NO3HAT Kao
epanuky Komnaexe OA™ aCTPaKTHOT N-CHAMILIEKCA. 3a IPOMU3BOJHPHU I'DAIUBHU CKYII
B rommiekca Cy nocmarpahemo rommnierc N (Co, B).

IIpumep 1.2.3. Heka je
B: {{1}77{11}’ {475}7 {172’3}7 {47576}’ {2’3747 5}7 {]"273747 5}’
{1,2,3,4,5,6}, {7,8}, {2,3,5}, {9,10,11}, {1,2,3,5}, {2,3,4,5,6}}.

Y craany ca Iledpununmjom 1.2.5, B je rpamuBau ckyn rommiekca Cy 3a n = 10.
Cnenehu ckymoBu Ccy HEKU O MAKCUMAaJHUX yIEHeKDEHUX CKymoBa y omHocy Ha B:

Ny = {{2}, {3}, {7}, {9}, {10}, {7,8},{2,3,5},{9,10,11},{2,3,4,5},{2,3,4,5,6} },
Ny = {{1}, {3}, {5}, {7}. {9}, {11}, {4,5},{9,10,11},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6} },
N3 = {{2},{5}, {6}, {8}, {10}, {11},{7,8},{4,5,6},{9,10,11},{2,3,4,5,6} }.

Ipumep 1.2.4. Cryn B = {{1},{2},{3},{1,2},{2,3}} je rpamusam ckyn kommmekca
Co = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}. Ykymmo je mer MakcuMaNHUX yrEexbeHnx
CKymoBa y OomgHOCY Ha B3:

{L2h {03}, ({20 {24}, {{2.35 {23}, {{2.3}. {33}, {{1}.{3}}.

CBU BUXOBU MOACKYHIOBU (POPMUPAjY KOMIIJIEKC

NG, B) = {0, {1}, {12}, {31, {1121}, {23},
{{1’2}’{1}}’ {{172}7{2}}’ {{273}7{2}}’ {{273}7{3}}’ {{1}7{3}}}7
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ynja TeOMETPHUjCKa peau3aliija je meToyrao.

Cryn B = {{1},{2}, {3}, {4}, {1,2},{2,3},{3,4},{1,2,3},{2,3,4}} je rpammBHu ckyn
rkommierca Cy = P({1,2,3,4})— {{1, 2,3, 4}} YrynHo je 14 MakCUMAJHUX yIHeKDeHnux
CKymOBa y OnHOCY Ha I3:

{{r.2.30 {125, {13}, {{L.2.3}{n,2}{2}}, {{1, 2,35 {1}.{3}}, {{1.2}.{2},{4}},
{{1.2.30 {23}, {21}, {{L.2.3},{2,3}, 33}, {{2.3,4}.{2}.{4}}, {{3.4}. {1}, {4}},
{{2.3.4}, (2,30 {21}, {{2.3,4}.{2.3}, {31}, {{L.2}. {1}, {4}},

{234} (3,41 {9}, {2341, (3.4 (31}, {{3.4}. {1}, {3}}.

Ieomerpujcka peammusanuja kommiekca N (Cy, B) je 3-acommenap (Cuaura 1.9).

Bes 063upa ma m360p rpaauBHOr ckymna [, TOCTOju MPOCT MOJUTOI KOjU Peain3yje
N(Cy,B), 0 uemy cBemoYM HEKOJWKO MO3HATUX M€OMETPUjCKUX peasu3anuja. Pasuau-
YUTU ayTOPU CY HE3aBUCHO KOPUCTUIU APyTadvuje TPUCTYIE, KAKO Y CMUCIY KOMOU-
HATOPHOI ommca mnpobJseMa, Tj. JepuHUCAma (aMUIrje alCTPAKTHUX IOJUTONA YLja
ce reOMeTpUjCKa peaju3anuja TPasKWd, TAKO U y CMUCIY I'€OMETPU]CKOT Je(pUHUCAHA
IIOJIUTONA KOJjU Ty (paMMINjy aICTPAKTHUX MOJIMTOIIA peau3y]y.

Jenny on peamusamuja je mao Ilocrwuros y [39]. Kopucrehu cyme Munrosckor,
nepuHMCAO je necmoedpe, GaMUNN]y TPOCTUX MOJUTOIA 3a KOjy je MOKa3ao Ja peaiiu-
3yje KOMIIeKce (popMUPaHe Ol HEIITO JApyravnje ne(puHUCAHUX yIibekDeHnX CKymoBa
(Bumern [38, Hedwmuurmmja 6.4]). Mebyrtum, rommiekc Koju HacTaje Ox KOMIIJIEKCA
[TocTwukOBa Kana ce MAKCUMAJHU eJeMeHT [n + 1] MCKbyYM M3 IpaguBHOr CKYyIA,
n3oMopdaH je ympaBo KOMIUIEKCY KOju Mu nocmarpamo (sumeru [36, Tepbheme 3.4]).
Henyro morom, Ilomen u Ilerpmh cy ekcnaumuTHO 3anaim HejeIHAUYWHE MOJIYIPO-
CTOpa KOju Ne(QUHUIIY NOJUTOIE KOjU pealusy]y (paMuanjy alCTPAKTHUX Tunepepad
nosnurona [15]. Kacuuje cy, mo y3opy Ha Taj pan, Vsamosuh, Kupjen u O6pano-
BUN MOHYAMJIN aJTEePHATUBHY CUHTAKCY Oa C€ UHAYKTUBHO OIMINE MpPEKa CTPaHA OBE
pamunuje. Hajsaxuuje, y [36], Ilerpuh je meramnO ymopemmo cBe OBe pa3iduuTe
IPUCTYIle U IOKA3a0 Ma je ped o MehycoOHO m3oMOpOHUM (haMUIrjamMa KOMIIJIEKCA,
OHOCHO Ha Cy (aMuinje MOJUTONA KOJU UX Peasin3yjy KOMOMHATOPHO €KBUBAJIEHTHE.
Y HaCTaBKy U3JIaKeMO cIOMeHyTy peanausanujy [locTmuxoBa.

Heka je B rpamusau ckyn ckyna P([n + 1]) rakas na [n + 1] € B, u Heka je

B|B:{A€B|A§B}.
Hecmoedap Pg je cyma cuMIIeKca WHAEKCUPAHUX eJIeMeHTUMAa I'PAIABHOT CKyma B, Tj.
Ps=)Y Ap.
BeB

Y craany ca Hepununmjom 1.2.5, ckyn B — {[n+ 1]} je rpamusan ckyn kommierca Cp;
u 06pHYTO, 3a cBaku rpamuBHu ckyn B xkommiekca Cy, ckyn BU {[n + 1]} je rpaausuaun
ckyn ckyna P([n + 1)).

Teopema 1.2.3. [8, Teopema 1.5.11 u Teopema 1.5.15] Hecmoedap Pg je npocm n-no-
AUMON, 34 KOJU 8ANCU

n+1
Pg={zeR""| Za:z = |B|, le > |Bja] 3a cBaro A € B},
i=1 icA
npu wemy sa cearxu cxyn A # [n + 1] zuneppasan m4 = {x € R | Y a; = |Bja| }
€A

dedunuwe nwocan fa necmoedpa Pg.
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Teopema 1.2.4. 3a ceaxu 2padusnu ckyn B xomnaexca Cy, necrnoedap Pgugni1)y 2eome-
mpujcku peasusyje komnaere N (Co, B).

Hoxaz: IIpema [39, Teopema 7.4], HecToenap Pgufn+1)} Pealusyje KOMIIEKC KOJU je,
npema [36, Tepheme 3.4], uzomopdan rommuercy N (Co, B). ]

[Ipema 3akmydKy ca Kpaja IpeTXOTHOT MOI0Ae/bKA, Y KOHTPABAPU)AHTHOM U30MOP-
$pusmy msmeby momympesa koje oaroBapajy Pguqpiiy # N(Co, B), mmocanma mecro-
enpa OAroBapajy MUHUMAJHU jeTHOEJEeMEeHTHU yIkhekheHN CKyNOBU, & TEMEHUMAa MaK-
cuMaJHU yribeskhernn ckymoBu. Kako je, mpema TpeTXOIHOj] TeopeMu, HeCcTOoemap
IIPOCT MOJIMTOI, MAKCUMAJHI yIHeKDHEHN CKyNOBU CYy KapAUHAJIHOCTU 7.

Hectoenap P ce Moske mOOUTU CYKIECUBHUM MapPaJIEIHUM 3apPyOBbUBAHEM N-CUM-
nnekca (Bumetu [8, Teopema 1.5.18]). Hawmme, ako je rpamuBau ckyn BB MuHUMAJAH,
Tj. mopen ckyma [n + 1] camp:ku camo jemHOeNeMeHTe MOACKYIOBe CKyma [n + 1], Tana
je HecToemap MOJIUTOI

P = Apqq + Z Ay,
i€n+1]

KOJU IIPEACTABIbA TPAHCIALM]Y N-CUMIICKCa Ap,1q] 38 BekTop (1,...,1) € R"*!. Ilakie,
HecToemap je y TOM caydvajy jemaH n-cumiiekc. IIpermocraBumo ma rpaauBHU CKYII
nMa JOII eJleMeHaTa M Ia CUMIIJIEKCe NHIeKCUPpaHe BUMa 101ajeMO jeaH 1o jeJaH CUM-
nnekcy P. Kaxo je |F(A™)| =n+1, u xako je, npema Teopemnu 1.2.3, |F(Pg)| = |B| —1,
Ha CBe OCTaJle eJeMEHTe TI'PAIUBHOI CKyIa MOYKEMO TIJenaTh Kao Ha pElenT KOoju
mpomucyje kKoje cy crpane cumiiekca P omnceuene. Pemocnen cabupara je upese-
BaHTaH, IIa IPETIOCTaBUMO Oa IPpEeagHOCT I/IMaJy CUMIIJIEKC MHIACKCUPaHN CKYIIOBHMaA
Behe rapmumuamsocTu. Ha Taj maumH, cBaka Tekyha mapuumjajHa cyMa je KOMOMHa-
TOPHO €KBUBAJIEHTHA MOJUTOIY KOjU HACTaje IMapaJieHUM 3apyO/puBambeM IPETXOIHe
mapiyjajgHe cyme oncenameMm onpebene crpanme. Yak m MO3UTMBHO XOMOTETUYHA, a
THUMe U HOPMAaJIHO ekBUBaJieHTHA. CBaku cabupak MHIECKCUPAH CKYIIOM KapIAUHAJIHOCTHU
k moBomm mo oncenama CTpaHe AUMeEH3HUje n — k, IMTO je U pasjor naBama MIPUOPUTE-
Ta cabupunuMa WMHIEKCUPAHUM CKymoBuMa Behe rapmuuasaocTu. O CBEMy HaBeIEHOM
cenoun [8, Jlema 1.5.17].

Ilakme, nomaBameM jeTHOT TO jeTHOT CUMILJIEKCA, OJICEeIalkheM jeqHe 0 jeJHe CTPa-
He mosimTona P, myTyjeMo o cuMIijiekca mo pesyaryjyher aecroenpa. IIpurom, ycios
Hepunnnuje 1.2.5 Koju 3axTeBa a IPAIUBHU CKYI CAAP:KUA YHU]Y CBaKa ABa CBOja He-
IUCjYHKTHa ejJeMeHTa, 00e30ebyje ma ako mocToje mBe oncedeHe cTpaHe mojautomna P
4uju je IIpecek HempasHa cTpaHa [, OHma je mpe TUX CTpaHa OJCeYeHa Hajupe CTPaHa
F. Kanma je rpammBHU CKyn MaKCHUMAaJiaH, Tj. Kaaa CaIp:KU CBE IMOJACKYMOBE CKyIIa
[n + 1], npema [8, Ilocaemuna 1.5.6] u [36, Tephemwe 3.4], mecroemap je n-nmepmyTo-
enap.

Y wunaTepBady maMmehy cuUMIIEKca, Kaaa OlCelama HeMa, U MepMyToenapa, Kamda Cy
CBe CTpaHe CUMILJIEKCA OJCeUeHe, Hajla3e Ce CBU OCTaym HecTtoenpu, mebhy rojuma je
1 acolyrenap M MHOTW APYTY 3HAUYAjHU IPOCTU MOJUTONM O KOjuMa he KacHuje Outwm
BUIIIE PEYN.

Y crnany ca lepumaunujom 1.1.24, Mmoke ce 3aKbYUNTH A2 38 CBAKO WHIEKCUPAHE
ckynma A = {B € B| B # [n+1],|B| # 1} KOje je TaKBO na 3a CBAaKO i > ] BaikWU
B < |Byl, cxyn

{A5 Yiegan
3apyomyje cummiekc P. Ilakmie, ped je 0 jemHO] CIEMUPUUHOj TEOMETPHUjCKO] pean3a-
nuju Kojy hemo mazBatu Murnkxoscru-peasuszayujom. Ilo yrineny ma my he y oBOj Te3u
ouTy noHybeHe peanusanuje M APYrux GpamMuiIrja KOMOMHATOPHO 3aTaTUX IOJIUTOIA.
Cnenu ¢popmanHa neprHUIM]A.
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Hedununuja 1.2.8. Heka je B rpaausau ckyn kommiekca K u ueka je {4, Ay} naptu-
muja ckymna B TtakBa na je A; KoJekmuja CBUX jegHOeJeMeHTHUX cKymoBa u3 B. Ilomu-
Ton P mumensuje n je n-mumensuonasna Munkoscru-peanuszayuja xommiekca N (K, B)
KaJla Cy 3a70BOJbeHA cieneha Tpu ycaoBa:

(i) P peamusyje N (K, B);

(ii) mocroju pyuruuja ¢ : B — M, Taksa ma je

P = Api+ > ¢(8);

BeB

(iii) 3a cBako mHmekcupame  : [m| — Ay TakBO Ia
Vi,jelml i <j=lz@)] = |z()l,

uHIeKcupanu cKy noaurona { P }ticimy, P = ¢(x(7)), 3apybmyje mapuujanny cymy

Apsy + Y 0(B).

BeAL

Teopema 1.2.5. 3a ceaxu zpaduenu ckyn B xomnaexca Cy, necmoedap Pgyfmy1)y je n-ou-
mensuonaana Munkoscku-peanrusayuja womnaexca N (Co, B}).

Ioxka3: Cuemnu mupertno u3 Teopeme 1.2.4 u [8, Jlema 1.5.17 u Teopema 1.5.18].
0

Hecroenpom Hamasme 30BEMO CBaKU MOJUTON KOMOWHATOPHO €KBUBAJECHTAH HECTO-
enpy Ps. Hawmme, mperxomua teopema, 3ajemno ca Tepbemem 1.1.12, maje mory-
huoct ma Ha onpebeHu ancTpakTHU n-HECTOenAp, IIedaMo Kao Ha (GaMUIN]y TPOCTUX
IIOJIUTOIIA YUje CYy Mpeske CTpaHa U30MOP(HE MpekaMa CTpaHa IOJIUTONA KOJU HAaCTajy
CYKIIECUBHUM 3apyOJ/bUBAKHEM MPOU3BOJHLHOT N-CUMIIIEKCA OICEIakeM UCTUX CTPaHA.
Ha mpumep, moauron P npurazan Ha Chaunu 1.3 u moauron npurasan wa Coaunu 3.7
JIEBO TIPE/ICTaBJbajy jemaH mcTu Hectoemap. Vlcto Basku u 3a mosautomne P, Py u P,
npukadane Ha Counu 1.3 u momuron npuradan wa Caumnum 3.8.

Caurka 1.11: 3apy06/peHu 3-CUMIIEKCU KOjU HUCY HECTOEIpU

Nnaxk, Tpeba dbutu 06a3puB Kama je ped O CTpaHaMa CHUMIIJIEKCA KOje Ce OMCEenajy.
WNaxko, npema TBpbhewy 1.1.13, oncenameM jenHe cTpaHe IPOCTOT MOJUTONA HACTAje
IPOCT MOJIMTOI, BaKHO j€ HATJIACUTU & HECTOEeIap HUje CBAKU IPOCT MOJUTOI KOjU Ce
MOKe MOOUTHU CYKIECUBHUM OJCelameM cTpaHa cuMiiekca. Ha mpumep, mosmron Ha
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Caumu 1.11 smeBo HUje HecTOemAp MAKO je IPOCT U NOOUjeH CYKIeCUBHUM 3apyOsbuBa-
BEM 3-CUMIIJIEKCA OJCElaheM MBE UBUIE. Y OBOM CJIyYajy Mpecelame CUMIIJIEKCA Ca
IBa MOJYIPOCTOpa HUje, Tpybo peveHo, jemHako myoOoko. IIpumerumo jom ma 6u yHU-
(OPMHO CHMYJITAHO IIpECElame Ca ABa IOJYIPOCTOPaA JOBEJIO N0 MOJUTOIA KOjU HUje
mpoct, jep omabpane usuie umajy 3ajemaunuro reme (Coura 1.11 mecuo). IHoxcehamo
na lepumuumumja 1.2.5 rapaHTyje na CYKIECHWBHOM 3apyOJ/bUBamy CHUMIIJIEKCA OJCela-
BEM CTpaHa HENPa3HOT MPECEeKa, MPETXOaU OACEIAalme TOT IPECeKa, OTHOCHO OICEIAhe
CBUX CTpaHa KOje Cy UM 3ajeTHUYKE.

ITpumep 1.2.5. Y 3aBUCHOCTU OJ1 TOT'a KOJIMKO j€ TeMeHa 2-CUMILIEKCa OJICeUYeHO, 2-He-
cToemap je Tpoyrao, 4YeTBOpOyrao, MeToyrao Uiad IMecTOyTao.
Ha Caumu 3.7, naycrpoBan je 3-HecToenap MHACKCUPAH T'PAAUBHUM CKYIIOM

B = {{1},{2}, {3}, {4} {1,2},{1,2,4}{1,2,3,4}}.

Peu je o mommromy koju ce MOke moOWTy 3apyOsbUBAMmEM J-CHUMILJIEKCA OIOCENAHheM
IPOM3BOJLHE MBUIE U TEMEHA KOoje joj Ipunaga, Ia UCTU HeCToedap OAroBapa CBAaKOM
IPAIVMBHOM CKYILy ODJIUKA

B = {{1},{2}, {3}, {4}, B1, B2, {1,2,3,4}},

npu yemy je By C By C {1,2,3,4} u |By| = 2. Cununo, 3-HecTtomap KOju Hacraje 3a-
pyb6muBameM 3-cuUMILIEKCa oacenameM npousBossHor Temena (Cuuka 1.10) oarosapa
I'PAIVBHUM CKYIOBUMa OOJIMKA

B = {{1}7 {2}7 {3}7 {4}7 B? {17 2,3, 4}}7

rae je B nmpou3BOJbAH TPOEJEMEHTHU MOACKyn ckyma {1,2,3,4}.

Cnuka 1.12 unycTpyje cBe cuTyanuje Koje ce MOTY MOTOIUTH JIOKAJIHO Yy HEKOM O
TeMeHa 3-HeCcToenpa, a MOoThyHe miyctpamuje ce mory mahwm y [15, Homarak B]. 3a
norpebe UCTpa)kMBama OBE OUCEPTAallvje, BU3YETHO-TPA(PUUKMM IPOTPAMUPAIEM je
pa3BUjeHa AIIUKAIM]a KOja TeHEePUIIe TPOANMEH3NOHAJIHE MOIEJe CBUX 3-HecToenapa,
y3 MOTyhHOCT Bapupama ayouHe oncenama. ¥ Homarky A.l je mar mperien HEKUX
pe3yjaTaTa Te alJuKaluje.

Cimka 1.12: 3-mecToemap mocMaTpaH JOKAJJIHO [36, yBO,IL]

ITocTojm 1 anTepHATMBHU rpaUUKN HAUMH Ja Ce 3a7ajy HEKU I'DAIUBHUA CKYIOBU
crkyna P([n+1]), a tume u kommnerca Cy. Heka je I rpad 6e3 meTsbn 1 BUMIECTPYKAX
MBUIlA YKja Cy TEMEHa eJeMeHTU CKyma [n + 1.
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Hedbunnunuja 1.2.9. I'padoscru epadusnu cxyn Br je CKyI CBUX HEIPa3HUX IIOACKYIOBa
B C [n+ 1] rakBux na je noarpad I'|p mosesan rpad.

Y ckaany ca lepmuunumjom 1.2.5, rpadoBCKU I'paIUBHU CKyTI Br je TPaIUBHU CKYII
ckyna P([n + 1]). Hecroemap Pp. ce Hasusa zpad-acoyuedpom. 3a BUIIE ETABA O
rpag-acommenpuma ynyhyjemo Ha [9], a y HacTaBKy M3aBajaMO IpUMEpEe KapaKTepu-
CTUYHUX I'PaQUIKAX IPAAUBHUX CKYIIOBA IIO YUjeM MU3TJIeNy HeCTOeIPHU Koje ae(IHUILY
U HOCE HA3UB.

4
3 4 3
/\ 5 3
1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5
4
3 4 3
/\ 5 3
1 2 1 2 1 2 1 2
3 3 4 3
1 2 1 2 1 2 1 2

Cauxka 1.13: I'padosu koju, 3a n € {1,2,3,4}, onrosapajy mecroenpuma P, 1, K, .o,
Cy, u St,

n

IMpumep 1.2.6. [8, IIpumep 1.5.28| Kazna je I' kommeran rpad, rana je Pg. n-nepmy-
roenap. IIpsu pen Caure 1.13 unycrpyje I' 3a n € {1,2,3,4}.

ITpumep 1.2.7. [8, IIpumep 1.5.25] Kana je I' c¢masa, 1j. kama ce I' cactoju om n
mBnna {i,i + 1}, ¢ € [n], Taga ce Br cacroju ox ckynosa obmuka {i,i+ 1,...,5} 3a
1<i<j<n+1 (Bugern IIpumep 1.2.4), a mecroemap Pp. je n-acommenap. pyru
pen Cauke 1.13 unycrpyje I' 3a n € {1,2,3,4}.

IIpumep 1.2.8. [8, [Ipumep 1.5.29] Kana je I' muka, 1j. kana ce I' cacroju o n nsuna
{i,i + 1}, i € [n|, u uBune {n + 1,1}, Tana je mecroemap Pg. n-yuxsoedap. Kraca
n-mukgoenapa, y osHaun Cy,, OpBM myT ce mojaBipyje y [5], a HemTo KacHUje U Yy
CramesmeBuM pagosuma. Vnak, 3a Bume merasba mpemopydyjemo paznose [5] u [38,
[Momomemak 10.3], y kojuma je mukmoenpy mocsBehieno Bumme naskme. Hapenmsa ciauka
npukasyje Cy, 3a n € {1,2,3}, a tpehu pen Cuure 1.13 unycrpyje omrosapajyhu
rpap ' 3a n € {1,2,3,4}.
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e

Cimmxka 1.14: Hurnoenpu Cy,, Cy, u Cy;

ITpumep 1.2.9. [8, ITpumep 1.5.30] Kana je T' s6eszda, Tj. kaga ce I' cacroju on n usuna
{i,n+ 1}, i € [n|, onna je Pg. n-zeezdoedap. Hapenna ciauka miaycrpyje oBaj MOIUTOIL
3a n € {1,2,3}, a mocaenwu pen Cauke 1.13 maycrpyje I' 3a n € {1,2,3,4}. Bume
nerasba O KIacu n-3pesnoenapa, y o3uamu St,, moxke ce nahu y [38, Ilogonemaxr 10.4].

Cuaura 1.15: 3Besmoenpu Stq, Sty u Sts

1.2.3 BumnmecTpyko yrmexkKheHn cKyIoBU
U yonmiTaBame (pamMuiinje HecToegapa

[Ipema mperxomHOM ONONETLKY, (haMUINja N-HECTOENApa Ce MOKe IOCMATPATH Kao
MHTEPBaJ NpocTux noaurona uamebhy cummirexkca A" u mepmyroenpa P, 1, npu yemy
je ypebeme HaI CKYIOM CBUX MOJUTONA Y WHTEPBAJIY KOHTPAWHAYKOBAHO PEJIAIjOM
WHKJY3Uje Ha oaroBapajyhuMm rpaauBHUM ckynoBuMa. Takobe, mmajyhu y Bunmy le-
¢rannujy 1.1.12 u Tepbewme 1.1.11, Ha oBaj MHTEepBaJ ce MOKe IIenaTd W Kao HA
UHTEPBAJ CUMIUIMIN]AJTHUX moauTona uamehy cumiurekca A" 1 MOJUTONA KOJU je TMO-
napaH nepmyTtoenpy P, ..

Teopuja koja cienu 3acHOBaHa je Ha pany Jopana llerpuha y xkome je meraJbHO
onrcaHa (pOpMaJIHA IPOLEAypPa KOjJOM ce 0Baj mHTepBaJs Moxke npomwuputu ([36]). Wa-
TepBaJ ce MPOIUPYje UTEPUPAHUM I'€eHEePUCAHEM KOMIIJIEKCA, IIPU YeMY Ce CBAKU KOM-
IeKC GopMupa oI yrmekDeHNX CKyloBa Yy OMHOCY HA IPOW3BOJBHU I'DAIVWBHU CKYII
KOMILJIeKCa (DOPMUPAHOT ¥ IPETXOMHO] UTePalNju.
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Heka je (Cp xommiekc mepmHmcaH Kao u g0 cana u By jenan meroB rpaluBHU
ckyn. Y mupsoj mrepamuju ce dpopmupa rommiaexc N (Cy, By) umja je reomerpujcka
peanuzanuja onpebheH HecToemap M3 COOMEHYTOT WMHTEpBaJia. ¥ IPYyroj UTEpaluju,
n360pOM POM3BOJLHOT rpamuBHOr ckyma B; xommiaekca N (Cy, By), dpopmupa ce HOBU
rommiterc N (N (Co, By), By). TloraBmameM oBe mpouemype, U3 UTepaIyje y UTEPalu]y
HACTAajy HOBU 3aHUMJLUBU KOMILJIEKCU. VICTOBpeMEHO CTPpYKTypa yribeskhHeHnx CKymoBa
ocTaje cBe CJOKEHUja M HeynoOHa 3a pan. Beh HakoH HEKOMMKO mMTepamnuja qoJia3u
no motemkoha y mpencraBi/balmy pe3yiaTaTa npolenype 300T HENPEerjaeHOCTU U TeIlKe
YUTJLUBOCTU BEJWUKOD Opoja yriexDheHux 3arpama y 3amucy yribeRkDeHnX CKyIOoBa.
Y wmctom pamy, oBaj mpobisieMm je mpeBa3uben y3 momoh jemHocTtaBHe aJsrebapcke
Mpe3eHTaIrje KOjOM Ce eJeMEHATU T'PAAUBHUX CKYIOBA IMPEACTABJHA]Y KAO €JIEMEHTU
ci060aHO TeHepucane koMyTaTuBHe cemurpyte (Bumetu (36, Onmemax 4]). 3a morpebe
OBe Te3e NOBOJLHO je caMoO A, YV IMJbY jeJHOCTaBHUjer 3allica, UHAYKTUBHO Ne(rHU-
meMoO IIpeo3HavaBame KOMIIJIEKCA KOJU HACTA]y Yy CBaKOj O UTepaIuja.

Heka rommiexc Cy He Oyme HEONXOMHO MOoYeTak mpouenype, seh mobhumo ox kom-
ninekca Kp KOju oAroBapa MpPOM3BOJLHOM mpocToMm mosutorny P (Bumetu kpaj Ion-
omemka 1.2.1). Hera je By meroB rpamuBau ckyn, k € 7Z mpousBojbaH HEHera-
TuBaH Opoj, u Heka je 3a cBako 0 < ¢ < k ckyn B,y IpaaVBHU CKYI KOMILJIEKCA
N(Kp,By,...,B;), npu uemy je 3a i >0

N(KP,Bo,...,Bi) :N(N(KP7B(),...,Bi_l),[))i).

Teopema 1.2.6. [36, Tepbeme 10.1| IHocmoju npocm noaumon xkoju 2eomempujcku pe-
anuzyje xomnaexc N (Kp, By, ..., By).

OsBa Teopema yommrasa Teopemy 1.2.4 rapanryjyhu na, momaszehu om Guito Kor
IPOCTOT MOJUTONA, CBAKM KOMIIJIEKC HACTAO HA TOpe ONMCAH HAYWH y HEKOj O UTe-
panmja, UMa TeOMEeTPUjCKY peau3anujy MPOCTUM MOJUTONOM. Y3 To, mpema [36,
Tepbewe 8.3] u [36, Tepbhewme 9.3], monmuron () KoOju peasndyje KOMIIEKC HACTAO
y ompebenoj utepamuju ce Mmoxke mobuTu 3apyOJbUBaAK-EM IMOJUTONA KOjU Pean3yje
KOMIIJIEKC HACTAO y MPETXOTHO] UTePalyju, Tj.

Q ~ tI‘Fm(. . .tI‘Flp),

3a crpany F) momurona P u crpany Fj, 2 < j < m, nomurona trp,_ (...trp P). akme,
kana je P cummniekc u k = 0, moauron () je y cTaHmapIHOM WHTEPBAJIY CUMILJIEKC-TIEeP-
myroenap (Bumeru Teopemy 1.2.5), a 3aMeHOM CHUMILIEKCA MPOU3BOJLHUM MIPOCTUM
MMOJINTOIIOM, CTaHIaPIHU MHTEPBaJ ce npomupyje. Ha npumep, y cayuajy n = 2, kana
ce TpOyrao 3aMEHU METOYTJIOM, HAaCTAaje MHTEPBAJ METOYTrao-IeceToyrao. ¥ ciaydajy
n = 3, Kama ce 3-CUMILIEKC 3aMeHu moauTonoMm P mpukaszanum Ha Counu 1.3, Tana ce
nosmronu P, 1 < ¢ < 4, HAma3e y IpommpeHoM UHTEPBaJY.

CBakako, Kaaa je IpaauBHU CKyn By MUHUMAaJaH, KA0 U y CJIydajy OPUTUHAIJIHOT
WHTEpBaJa, Ha MOYETKYy HOBOI MHTepBaja octaje nosaurton P. Ilperxomua teopema
rapaHTyje ma IOCTOjU MPOCT MOJUTOI KOjU 3aMemyje mepMyToenap Ha APYTOM Kpajy
U KOjU peaJin3yje KOMILJIEKC (OpMUpaH Ol yrHbeRDEeHnX CKyNmoBa y ONHOCY HA MaKCHU-
MaJHu rpaauBHu ckyn. OBaj moawuTon HazuBaMo P-nepmymoedpom, U reHepaJHo, 3a
cBe Moryhe m360pe rpaIuBHUX CKyNIOBa HOOMjaMO ynTaBy (aMUIN]y TPOCTUX IIOJH-
TOoma KOjy 30BeMO P-wecmoedpuma. Y tom cmucay, P,y je A"-nepmyroenap, a da-
Muianja n-secroenapa je dpammaumja A"-mectoenmapa. Axo je P mepmyToenap, Oaro-
Bapajyhu P-mecroemap je nepmymornecmoedap. OTyna je nepmymocumnaexc 3ampaBo
MepMyTOEIap, a MePMYMmonepMymoeoap MOJIUTOIN KOJjU Ce MOKe MOOUTU CYKIECUBHUM
3apy0b/bUBameM mepMyToenpa onacenameM cBux crpana. ¥ Homarky A.3 je momybeno
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

KOMIIJYTEPCKO pEIIeHe 3a Kpeupame U UCIUC eJIeMEeHATa KOMIIJIEKCA KOjU OJAroBapa
nepmymoacoyuedpy, a Koje ce MO:Ke TPOIMUPUTUA Ha KOMIIJIEKC YyIihekDheHux CcKymoBa
KOjU oAroBapa IIPOU3BOJLHOM [PP-HecToenpy.

CBaky mpoOmUPEHN UHTEPBAJ CE€ NaJbe AHAJOTHO MOKE MPOIIMPUTU UTEPATUBHUM
MIOHABJHAEM MPOIEAYPE, A CE TAKO y CIAydYajy n = 2 MOr'y HOOUTU CBU HPOCTU 2-TIO-
JIUTONU, Tj. CBU moJuronu. IIpumepu 3-moaurona moOMjeHMX HAKOH APYre UTepaluje
unycrpoBaru cy #Ha Caumu 3.8, Caunu 3.9 smeso, Cawuru 3.10, Caunu 3.11 seBo um
Coumu 3.12.

Baskbo je mamoMenyTu ma oBa mpolenaypa, Mako UCIOPYUyje BEJUKU OPOj MPOCTUX
MOJIUTOMNA 3HAYAJHO NPOImuUpPYyjyhu opuruHainy kjiacy HeCcToedapa, OHA UIAK He maje
MOTYhHOCT nma ce cBaKy MPOCT MOJIUTOI Ha OBAj HAUWH JOCETHE, OCUM Y TPUBUjATHOM
caydJajy Kamga je Oam TO MOJa3HW MOJUTON, a I'PAAWBHU CKYN MuUHUMajJdaH. Beh y
caydYajy n = 3 IIOCTOje IPOCTU IOJIMTONN KOje OBa IpoIenypa He MOXKe Ia UCIOPYYU.
Hawuwme, 3apyOmuBameM TpOCTOT 3-TOJUTONA OJNCENameM TeMeHa WJIW UBUIE HacTaje
MIOJIUTOIl Ca MakKap jeJHOM TPOYTaOHOM WJIM YETBOPOYTaOHOM IIJLOCHM, II& C€ IIPOCTU
3-MOIUTONU KOjU HEMA]y HU jeIHY TAKBY IJbCOAH 3aCUTYPHO HE MOTY HOOUTHU MPOIe-
oypoM 3apyOsuBama. TakaB je HOp. MoAeKaenap 4Yuje Cy CBe MJbOCHU METOYTJIOBU
[25, Caura Ha cTp. 13].

Hedbunumuja 1.2.10. Hera je P moauTon KOju T€OMETPUjCKU PeATU3yje KOMILIEKC
N(K,B) n meka je ¢ kouTpaBapujanTHu nzoMmopduszam usmebhy omrosapajyhux mosy-
mpeska. [lmocan F' € F(P) je npasuano oznavena enmementom B € B, kana je

¢(F) = {B}.

[TonuTon je npasuaro o3naven Kama cy My CBe IIJbOCHU NPaBUIHO O3HaueHe. KiemeHT
ckyna B je o3naKa TJbOCHU KaJla je OHa MPABUJIHO O3HAUEHA TUM €JIEMEHTOM.

Hanomena 1.2.4. IIpema 3akmyurnuma ca kpaja [lomomemra 1.2.1, ympaBo yBemeHO
O3HAvYaBame MBOCHU 00e36elhyje ma nBe MbOCHM TPABUIHO O3HAYEHOT MOJUTONA MMa-
jV 3ajeqHMYKO TeMe aKO U CaMO aKO MOCTOjU YIHeKDEHN CKYI KOju caap:ku 00e ’BhUXOBe
O3HaKe.

Hanmomena 1.2.5. [Ipumetnmo ma, ako je Hectoemap Fp TpaBUIIHO O3HAYEH, OHIA
Hedururmmja 1.2.8, Teopema 1.2.5 u Teopema 1.2.3 rapanryjy ma o3naky A € B uma
IJbOCAH KOjy neuHUIIE XuieppaBaH Ty u3 Teopeme 1.2.3.

{{1,2}}

{13}

{{z1}
{{2}. {31}

Cauka 1.16: [IpaBuano o3HaUeH 3-TOJUTON MPONIMPEHOT MHTEPBaJa HECTOoemapa
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1.2. Kombunaropua cBojcTBa NOJUTONA

Ipumep 1.2.10. Heka je n = 3, By = {{1},{2},{3},{4},{1,2}} rpammean cxyn xom-
nnekca Cy, P mecroemap koju peanusyje kommierc N (Cy, By) n

Br={ {{1}}, {{2}}, {33}, ({43} ({123} ({23, {3}} }

rpamuan ckyn kommerca N (Co, By). Tloauron Koju reoMeTpujcku peasusyje KOM-
nekc N (Co, By, B1), Tj. kommere N (Cp, By), npukasan je na Coauu 1.11 neso. Beh je
YCTaHOBJLEHO [1a OBa]j IMOJUTON HUje 3-HeCcTOenap, ajlu OBUM 3aKbydyjeMo na Kao P-ne-
croemap MpUIlana MPOMMPEHOM MHTEpPBady. [IpeTxomHa ClIuka WIyCTPpyje IPaBUIIHO
O3HAUYABAH€ HETOBUX IIJLOCHMU.

ITo yraeny ma ommcany urepaTuBHy npouenypy, y Onemry 3.1 je nedpurmcan xom-
IIJIEKC YUMja TeOMeTPHjCKa peanu3annja MIPOCTUM IIOJUTOINOM IIPENCTaBJ/ba TOMOJIONIN
noka3 onpebenux teopema koxepenmuje. Omesmar Koju ciaemu mocBehyjemMo ympaso
OBHM TeopeMaMa.
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I'imaBa 2

Koxepeniimuja

OBo morsiaB/be OTIIOUNH,EMO Ha UCTU HAYWH Ha koju je Cayuaepc MekiejH 3amoueo
cBOj YBOn y [34]-3amaskameM Ja ce MHOTe KaAPDAKTEPUCTUKE MATEMATUYKUX CHUCTE-
Ma MOTY Ha YHU(OPMAH HAUYMH OPEACTABUTU jeTHOCTABHUM AMjarpaMmuMa CaYunHe-
HUM OJ HEKUX oOjekara moBe3daHux crpesunama. Ha mpumep, crpenuna f: X — Y
npencTaB/ba QYHKIU]Y, Tj. ckynoBe X m Y u mpaBumio z — f, KOje CBAKOM €JIEMEHTY
r € X momemyje Heku esnemeHT f, € Y. 3a mujarpam

X ! Y
hl/
A

hemo pehwm na romyTtupa kaza je h crapmapiHa kommo3unuja (GyHKIUja f u g, Tj.
h = gf. Vlctu nujarpam ce MOke IPUMEHUTU U Yy APYTOM MATEMaTUYKOM KOHTEKCTY: Yy
CBETY TOMOJIOMIKUX IpocTopa objektn X, Y u Z O6u 03HAUYABAJM HEKE TOMOJOIIKE MPO-
cTope, a crpesure f, g u h HeIpeKkuIHA TPECINKABAaKBA; y CBETY CBUX I'pyIma, 00jerTu
Ou Ouinu rpyme, a cTpeanie XOMOMOP(YU3MH, Y CBETY JOTUYKUX GopMyia, oOjekTu Ou
ounu popwmyiie, a crpenure m3Bohema ura. Ha oBaj mHauumna ce MOry OOBeCcTU y Besy,
Tj. MOABECTU MOJ HEKAKAB WCTU TUI, HAM3LJIEH PA3IUYATU MATEMATUYKA CBETOBU U
CJVYHUM OUjarpaMyMa U3PA3UTU CBE HUXOBE YHUBEP3AJHE KaPAKTEPUCTUKE.

OsBa szamaskama cy moBesda IO pasBoja Teopuje rareropuja cpemuHoM XX Beka,
a meHuM ocHuBaumMa ce cmatpajy Cemjyen Ajmeubepr um Caymmepc Mexkmaeju. Ilo
yriaeny Ha gyBeHe panoBe Mekiuejua u3 1963. u 1971. romuue ([33] u [34]), maBomau-
MO CaMO MaJiid Ie0 OBE TeOpPUje KOju HaM je HeOmXOoIaH 3a OaBJLemeM KOXEPEHIjOM,
TaYHUje 3a pa3MaTpame TOIOJIOMKOT MPUCTYIa TOMONY KOr' ce TeopeMe KOXEePEHI]je
Be3aHe 3a onpebheHn Tum Kareropuja MOry HOKA3aTH.

2.1 Teopeme KoxepeHIIIje

Kamezopuja A mompasymeBa jemaH MaTeMaTUYKU CBeT Koju uumHe nse kiace Ob(A)
(o6jexmu rareropuje A) u Ar(A) (moppusmu nau cmpeauye kareropuje A) u nsa mpe-
cmukasama dom, cod : Ar(A) — Ob(A). Axo je f € Ar(A), dom(f)=A u cod(f) = B,
onna To kpahe osmauasamo f: A — B. Takobe, 3a cako A € Ob(A), nocroju jeduru-
wnu mopguszam 14: A — A, a 3a cBara gBa mopdusMma f: A — B u g: B — C, nocroju
BUXOBa KoMIo3umuja, Tj. Moppuzam gf: A — C. 3axTeBajy ce u xamezopujanne jeo-
HAKOCTU

Mgf)=(hg)f m [fla=[f=1pf.
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

Iakne, kam ron je mepmHUCAHO, KOMIIOHOBalke MOpP(U3aMa je acOolUjaTUBHO, a jeau-
HUYHU MOP(PU3aM MMa, yJIOTYy JEeBOT U IECHOT HeyTpaJia Ipu KOMIOHOBamYy. Crpesuie
f u g cy ucmoz muna rana je dom(f) = dom(g) n cod(f) = cod(g). Mopduzam f: A — B
je usomopdusam Kama IMOCTOJjU HETOB UHBEP3HU MOP(HU3aAM f™1: B — A 3a koju Baskn
[Tf=1am ff1=1p.

Kako cmo y yBomy HajaBuau, WMHTEpakiuja u3Mely oOjekara jemHe KaTeropuje
YecTo ce mpeacraBiba dujazpamom. Temena cy my o3HauveHa O0jeKTUMAa, a WBUIE MOP-
¢uzmuma. CBe umBuUIlEe Cy yCMepeHe—UMBUIA O3HAUYeHa ca [ yCMepeHa je Ol TeMeHa
dom(f) ra Temeny cod(f). Iym om Ttemena A mo Ttemena B je rkoMmo3unuja O3HAKA
HAHU3AaHUX yCMEepeHUX mBuia kojuma ce uz A moxke cruhu y B. ujarpam ce cacroju
oI nBa MM Buimie myTeBa of TeMeHa A (mosasumre) o TeMeHa B (ompenuimre) n
Ka;KeMO [a OH KoMymupa Kama OWiao kKoja mBa myTa om A mo B mpencraBsmajy mcTu
MoOp¢u3aM y TOj KaTeropuju.

3a nmBe kareropuje A u B, ¢ynkmop F: A — B nompasymeBa IBa IpeCIUKaBa-
wa F: Ob(A) — Ob(B) u F': Ar(A) — Ar(B), upu uemy ce F ciasxke ca CTPYKTYDPOM
kareropuja. To 3maum na je ciwmka crpemune f: A — A’ rnace Ar(A) crpenuna
Fp: Fy — Fy wiace Ar(B) u Baske gynxmopujasne jednaxocmu

Fl :1FA n Fgf:FgFf.

A

dyurrop F: A — B je sepan kana 3a cBaka nsa objexkra A u A’ kmace Ob(A) u cBaku
nap crpenuna fi, fo: A — A’ rnace Ar(A), jennakoct Fy = Fj, uMmaunupa jegHakocT

fi = f.
3a mBa mara ¢yukropa F,G: A — B, npupodrna mpanchopmayuja 7 je pamunuja
crpenuna kiace Ar(B),

T={74: Fa > Ga| A€ ObA)},

KOja je TakBa gna, 3a cBaku Mopdusam f: A — A’ rmace Ar(A), komyTupa mujarpam

FA l, GA
Ffl le
FA/ 7 GA’ )

Tj. BOXKHU jeOHAKOCM NPUpoore mpanchopmayiuje
GfTA = TArFf.

Axko ma ¢ymrrope F' u G raemamo kao Ha ciauky kareropuje A y kareropujy B, onmga
Ha 7 MOYKEMO TJIEHATU KaO Ha CKYI CBUX CTPEJIUIA KOjeé YeTBOPOYIJIOBUMA MPECIIU-
kaBajy (Tpancaupajy) camry ¢yukropa F'y caury ¢yukropa G (Bumern [34, Ion-
omemak 1.4]). Exemenre kosekuuje 7, uMHIEKCUpaHe O0jekTtuMa kareropuje A, 30-
BEMO KOMMNOHEHMama TpupoaHe TpaHchopmanuje 7. IIpmpomma tpancdopmanuja je
npupoorUy uzomopPuzam Kana je cBaka HeHa KOMIOHEHTa M30MODP(pU3aM.

Kamezopuja ca mroncemem je kareropuja A 3ajeqno ca budyrnxmopom

T Ax A=A

Ilakse, mmamMo OMHAPHY ONepalujy MHOKeHa Ha o0jekTmMma kKareropuje A, o3Hadyeny
ca -, U MCTOO3HAUeHy OMHaApHY omepanujy Ha Mopdusmuma '. IIpema nepununuju

'Merieju je oBaj 6udpyurrop y [33] osnauaBao ca ® (TeHsop), a y [34] ca O. Y
JUTEPATYPHU je ® W Hajuyemha O3HAKa OBE OIepaluje.

38



2.1. Teopeme KOxepeHIinje

¢yurropa, axko cy f: A— B u g: C — D nBa mop¢dusma rareropuje A, onma je f-g
Mopouzam f-g: A-C — B- D, a GpyHKTOpUjaTHE jeTHAKOCTUA CY

1a-1p=1ap u (g1f1) " (92f2) = (91 - g2)(f1 - f2).

Kareropuja ca MHOKEHmEM je c10000H0 2eHePUCaHa HEKAM CKyIIOM O0jeKrara Kama Cy
CBU ODOjeKTU Te KaTeropuje Uil eJIeMeHTU TOT CKyIa WM Cy HACTAJIU MHOKEHEM He-
rosux exemenara. Ha mpumep, ((0-(2-5))-2) je oBjekar Kareropuje ca MHOKEHEM KOja
je cnobomuo remepucana ckynoMm w = {0,1,2,...}. YobuuajHo je na ce HAJCHObAIBLN]U
nap 3arpaja u3ocraBiba, a ce oBaj objekar 3amucyje kao (0-(2-5)) - 2.

MoskeMo masbe pa3roBapaTd O PA3IUUYUTUM TUIOBUMAa KAaTETOPUja Ca MHOKEHEM,
y 3aBUCHOCTHM O TOTa KOje CMO Kanohcke (OCHOBHE) CTPEJUIE TO3BOJUIIN, OTHOCHO
KaKBa CMO CBOjCTBa majau MHOkemy. [la O6um omepamnuje O6umiae meo Heke aJsredbapcke
CTPYKTyP€, CKOPO YBEK 3aXxTeBaMo na Oymy acouujaruBHe. Takro, ako y KaTeropuju
ca MHOKEHEM ITO3BOJMMO na Oum(yHKTOpD - Oyme aconmjaTmBaH, OO Ha M30MOpdU3aM,
OOJIa3MMO OO KaTeropuja 3a KOje ce Be3yje IpBa TeOopeMa KOXepeHNuje, Tj. NIPBU
KOXEPEHIjCKU pe3yaraTr. AKO J03BOIMMO mHa OU(YHKTOD y3 TO Oyae u KOMYTaTUBAaH,
IO Ha M30MOp(@U3aM, HOJA3MMO A0 APYrOr TUIlAa KATeropuja KojuMa heMo y 0BOj Te3u
IOCBeTUTH HajBuine naxkme. Ciene popMasiHe nepuHUNMje OBA JBa TUIIA KATErOPH]a,
KOje IopeJ CIOMEHYTHUX CBOjCcTaBa OMPYHKTOpA caap:ke U HOJaTHE YCJIOBE, KOjU, KaKO
hemo racHuje BumeTu, 00e30ehyjy KoxepeHUjy.

Monoudasra xamezopuja A je KaTteropmja ca MHOKEHEM KOja CAIPKU CIEIN]aATHI
objexkar [ u Tpu mpupoaHa M30OMOPPU3MA ¥, A U @ Ca KOMIOHEHTaAMa

aspc:A-(B-C)— (A-B)-C,
M:l-A— A n
oa: AT — A,
npu yeMy je A\j = o7: [ -1 — [. Y3 1o, 3axTeBa ce ma 3a CBaka YeTupu oOjexTa

A,B,C,D € Ob(A), mujarpamu (1) u (2) komyTupajy.

A-(B-(C-D))
l.a— o
o N

/ N (2)

Cumempuurna monoudasrna xamezopuja A je MOHOMIAJIHA KaTeropuja Koja I0mTaTHO
nocemnyje IpupoaHA U30MOpPPU3aM

vy={vap:A-B—B-A|A BecObA)},
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npu demy, 3a cBaka Tpu objexra A, B,C € Ob(A), Baxe jemmakoctu (3) u KOMyTHDA
majarpam (4).2

VB,AYA,B = la.B 04 = AaYAr (3)

A-(B-C)
1"7/ —a
A-(C-B) (A-B)-C
ay P (4)
(A-C)-B C-(A-B)

y —
B

7
Q

L A) -

Hamomenumo ma cBe cmoMeHyTe IPETIOCTaBJ/LEeHE je THAKOCTU 00a TUIla KaTeropuja
Baske u y kowmexcmy. Ha npumep, jennakoct (1) y kouTekcry -K je cienehu mujarpam
¥ OH je KOMYTATHMBAH Kao MHCTaHIa mujarpama (1).

(A-(B-( K
(1-04)- a1
(A~((B~C) \
oz-ll D))-K
(A~ (B c>> /
(-1)- 1
(((A-B) D) K

HajjennoctaBHUju puMep cUMeTpPUYHE MOHOUIAJHE KATErOPUje je CBAKAKO KaTe-
ropuja Set uuju cy objekTu CkymoBu, a MOpduaMu GyHKHUje. BupyHKTOpP je y ToM
cayuajy llekapToB mpom3BOM, a CHENUjaJHUM ODjEKTOM Ce MOJKe MPOTJIACUTU OUIIO
KOjU jeTHOEJIEeMEHTHU CKYTI.

Foxepenyuja, Tj. meopema xorepenyuje, Be3aHa 3a onpebheHr Tum KaTeropuje, y
CBOM OPWUTMHAJHOM 3HaUeHy IOoApa3yMeBa KOMYTHUDame CBUX AUjarpaMa TOT THIA
KaTeropuje, Tj. CBAKOT AMjarpaMma 4uje Cy UBUIlE O3HAUYeHe KAaHOHCKUM CTpeJIuIlaMa
TOT' THUIIA KaTeropuje.

Teopema 2.1.1. [34, Omemar 7.2| V monoudasnoj xameeopuju, cee cmpesuye ucmoz
muna cy jednaxe.

Iaxkme, cimobomno roopehwu, KoxepeHnuja HaM OBIE Kaske a Ce CBaKa MIBa IIyTa
Ca MCTUM IIOJIA3UINTEM M OApEAUIITEM MOT'Yy IIOMCTOBETUTU, Tj. I/I3je,ZIHaLII/ITI/I. OBI/IM
je Mexkmneju je mokaszao ma Cy OCHOBHE jemTHAKOCTU Mely myTeBuUMAa, Tj. KOMYTUPAIHE
ocHoBHUX nujarpama (1) u (2), mOBOJBHM 3a 3aK/byYak Ia CBU AWjarpaMy MOHOWIAJIHE
KaTeropuje KOMyTUpajy.

3a MHOTre Apyre TUIOBE KATEropuja, YKBYUyjyNu U cuMeTpudyHEe MOHOUIAJTHE Ka-
Teropuje, ucto TBpheme He Baxku. Tome cBemoue MOpPU3MU Y4 4 U 1 4.4 KOjU IpeaCTA-
BJbA]Y PA3TUYUNTE CTPEJUIE Y CUMETPUYHO] MOHOMIAJIHO] KATETOPUjU UAKO Cy MUCTOT

*Mexrneju je objexar Iy [34] osmaumo ca e, a y [33] ca K. OsmauaBame u3MOp-
puzama a, A\, o 1 v je mornyHO y ckaany ca [34], mok cy y [33] KOMIOHEHTE a4 5o, \a U
va,p PeOOM O3HauUeHe ca a(A,B,C), e(A) u ¢(A, B), a crpenuiie \~!, p 1 o~! HUCY OCHOBHE
seh ussenene.
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tuna. OBaj mpobiem ce mpeBasmuinasu yBobhemeM mojMa zpaga wanoncke cmpeauye,
jep To maje MOoryhHOCT nma ce TeopeMa KoXepeHnuje (OPMYJIUIIE Y CMUCIY Oa CY CBe
CTpeJuIle UCTOT TUIa jeTHaKe Kala Cy UM U I'padOBU UCTU.

Teopema 2.1.2. |34, Onemaxr 11.1] V cumempuurnoj monoudanrnoj kamezopuju, cée cmpe-
AUYE UCMOZ MUNG U UCMoz 2pada cy jeonare.

ITocToje HEke KIace KaTeropuja, Mehy KojuMa Cy U CUMETPUYHE MOHOUIAJHE, KO
KOjUX je HAa HeKU HAUWH UMAK MOTyhe KOXePEHIjCKU Pe3yJiTaT CBeCTUu Ha Oe3yCJIOBHMU,
Tj. popMyamcaTu ra Kao ,,CB€ CTPEJUIE UCTOT TUIA Cy jemHakre . Y Caydajy Cu-
MeTPUYHE MOHOMIAJIHE KaTeropuje, TO ce NOCTmxe dusepcupurayujom. Hamme, cBaka
KaHOHCKa cTpesuna f: A — B ce Moske nuBepCcuGUKOBATH, IITO 3HAUN A4 ¥ KATETOPUjU
nocroju crpenuna f': A" — B’ rakBa na cy A’ u B’ nuBepcuduroBanu o6jexru, Tj. 00-
jEeKTU y KOjuMa ce eJIeMEHTHU O KOjUX Cy CaCTaBJ/LEHU HE MOHABJIHAjY, U A& CY MPU TOM
objekt A u B penom uHcranne obGjexkara A’ m B’, a [ uncranna crpeaune f'. Ha
nIprMep, IuBepcuuKanmjoM cienenmx crpesmna MCTOr TUIA KOje HeMajy MCTU rpad

’}/A7A2A'A—>A'A u 1A.A1A'A—>A'A
no0ujaMo CTpeJuIie
Yap:A-B—-B-A n 1lyp:A-B—A-B

KOje Hucy uctor tuma. Jlakiae, cuMmeTpuyHa MOHOUIAJHA KAaTETrOpUja je TaKBa Oa
aKO Cy CBakKe NIB€ CTPeJIWIle UCTOT AUBEPCU(PUKOBAHOT TUINA jeTHAKE, OHIA CY U CBaKe
IBE CTpEJIVIle UCTOT TUIIA M UCTOr rpada jemHake. Ipyrum peumma, mocMaTpameM
HUCKJbYUYUBO IUjarpaMa y YMjuM Cy TEMEHUMa OUBEPCUPUKOBAHU O0jEKTU, MOKEMO MOT-
nyHo n3behu ynorpeby rpadoBa KAHOHCKUX CTPEJIMIA U CBECTU TEOPEMY KOXEPEHI]je
Ha (QopMyJlanujy y alcoJyTHOM cMuciay. HamomMumeMo na ce KOa MHOTUX IOPYTHUX
TUIIOBA KaTeropuja, Hup. kox naemenuswacmur [34, Onemar 11.4], musepcudurammjom
OBO He MOke 00e30enuTu.

[Turame roxepennuje onpebheHor Tuma KaTeropuja OTHOCU Ce Ha AUjarpamMe 4duje
Cy WBUIle O3HAUYEHE KAHOHCKUM CTpeJIMIaMa Te KaTeropuje, ma je Ty KJIacy TOBOJHLHO
mocMaTpaTH U3 yIJia KATeropuje Te Kiaace Koja je ca000aHO reHepUCcaHa HEKUM CKYIIOM
objerara. To 3Haum ma ce ca mujarpaMa IPUPOTHUX TpaHchOpMaIuUja, ca KojuMma je
Oapatao Meknejn y moka3uMa CBOjUX TeOpeMa, MPUPOMAHO MO:KEe Mpehu Ha KIacudHe
cTpeJsiuiie y KaTeropuju Koja je ciaobomuHo remepucana. Jla ce TakaB MpUCTYT MOKe
reHepaJHO 3ay3eTu, IpBa je cyrepucana Bopeany, Meknejuos moxkropanm, y [48].

O0e rope HaBenmene Teopeme (HOPMYyJIUCAHE Cy y CTUIY W3BOPHOT IOMMAaHa KO-
xepenmnuje. Ca craHoBUINTA JIOTWKE, TAKBO HEHO CXBATame CE 3aIpaBO CBOIU HA
MoryhHOCT akcmoMaTu3anuje—Iusb je (popMUpaTU HEKU OMIYUYMBU U IITO je Moryhe
MambU CKYyINl aKCuoMa KOju OM MCIOPYyYMoO W CcBe Apyre moTpebHe jemnakoctu. Wmak,
MaHAC Ceé MOjaM KOXEPEHNUje KOPUCTU Yy MUPEM CMUCIY U3BAH OBOT CBOT IPBOOUTHOT
3Hauema. Ha mpumep, y KOXepeHIjcKe pe3yiaTare yopaja ce u HapegHa TeopeMa.

Teopema 2.1.3. [34, [Tomonemak 11.3] Cearxa monoudasna xamezopuja je exeusarenmma
HEKOJ CMPUKMHO] MOHOUODAANHO] KAMELOPUJU.

Mononnanua kaTteropuja je cmpukmma Kana cy U3MOPOU3MU o, A U Q0 UAEHTUTE-
TH, TIa HAM OBa TeopeMma, u3dMmebhy ocrtajor, maje 3a mpaBo na JlekapToB mpomu3BOI
cmarpaMo acoumjaruBHuUM. [lom cTpurTHdUEKANMjOM Cce IeHepaJiHO, HEe3aBHUCHO O
TUTIA KaTeropuje Ha KOjy ce OMHOCH, MOApa3yMeBa IMpOorjaliaBaikhe HEKUX OCHOBHUX
n3oMopduzaMa 3a uneHTurere. Ipyrum pednma, oHa 3HAYN YKUAAH€ HEKUX IIyTEeBa U
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UIeHTU(PUKOBAKE€ CBera MITO TW IyTeBU NMoBe3yjy. Mako ce CTpuKTHMUKAIjOM MOTY
n3ryouTn BaskHe MHpoOpManuje moMohy Kojux ce 0DjeKTm KaTeropuje KIacUPUKY]y,
OHA WIMAaK YMHOIOME MOMasKe Ma Ce CTPYKTYpa KATeropuje palrdyucTy He OU JU ce OHO
IIITO IPEOCTAHE jaCHUje CarJenalo.

Mexkneju ce y cBoMm nokasy Teopeme 2.1.2 OClIOHMO ynpaBO Ha CTPUKTU(PUKAI]Y
MOHOUIAJHE CTPYKTYpPE CUMETPUUYHUX MOHOUIAJIHUX KATETOpHUja, IITO MYy j€ OCTaBUJIIO
IPOCTOpa A& MUCKOPUCTU aJdredapCKy PENpe3eHTalldjy CUMETPUYHUX Ipyna moMohy
remeparopa u pejanuja. lpyrum peumma, ca cTaHOBUINTA JioTuke, Mekaeju je ypa-
mmo caenehe. Ca jemme cTpaHe je mMMao aKCHOMATHU3aIMjy, a ca APyre CTpaHe MOIed,
KaTeropujy uuje cy cBe cTpenune nepmyrtanuje. [lokazao je ma je meroBa akcuoma-
TU3alrja KOMIIJIETHA Y OTHOCY Ha Taj MOIEJ, YiMe je KOXEPEHIMjCKU MPoOJJIeM CBeo
Ha CTaHIAPAHY aKCUOMAaTHU3allWjy CUMETPUYHUX Ipymna. & CaBPEMEHOM CMUCIY Ce
KOXEpEeHIrja Hajdemhe Oall Tako U MHTEPIPETHpPa, OMHOCHO MOJ yTBpDhuBameM KO-
xepeHIuje ongpeheHOr TUNa KaTeropuja ce cMaTpa IpoHAJTaKemhe BEPHOT (YHKTOPa U3
TOI' TUIIA KaTEropuje y KaTeropujy y K0joj je ImpoBepa jeHAKOCTU CTPeJInIa 3Hauaj-
HO jeHOCTABHMja. 3a BUIIE IeTajba O TAKBOM mpucTtymy ymnyhyjemo ma [14, ¥YBog,
Opnesmak 2.9, Onemar 5.1].

Pesynratu koxepenmnuje, 6110 y M3BOPHOM OUJIO ¥ CABPEMEHOM CXBaTamy, O Be-
JIUKOT Cy OIIITer 3Hadaja. KoOHKpeTHO, y Teopuju nokasa oMoryhasajy ¢opMupame
3aM0BOJbaBajyher kpurepujyMa 3a je IHAKOCT M3BODEma Y HEKUM Ie1YKTUBHUM CUCTE-
MUMA.

2.2 TomoJsomKknu goka3m KOXepeHIINnje

O6e cBoje Teopeme rkoxepenmnuje Mekieju je mpakruuno seh mokaszao y [33], camo
y Hemro apyraumjoj dopmyrnanuju (Bumetu [33, Teopema 3.1, Teopema 4.2]). Tana
je, KOHKPDETHO y CJIydYajy MOHOMAAJHUX KaTeropuja, moJsazehm on rateropuje Koja
je crobomuo remepucana ckymom ciosa {a,b,c,...}, mocmarpao mmjarpame uyumja Cy
TeMeHA TMPABUJIHO acouupane peuyu (Ipo3uBoau) omx n ciaoBa (00jEKTU HACTAIU TPU-
MEHOM MHOM€Ha 1 — 1 1yT), a UBUIE MHCTAHIE ( CTPEJUIe, Tj. CTPeJule o U o '
UIW HBUXOBU IPOU3BOAM Ca jeAMHWYHUM MopdumammMma. Huje mManmmynancao m3oMop-
¢usMuMa \ 1 g, ma Cy y jeOJHOM TaKBOM JujarpaMy [B€ PeUM IIOBe3aHe MHCTAHIIOM
CTpeauIle Kala ce jelHa O ApYyre MOTY MNOOMTU MpeaconrmpaBameM TAYHO jeTHOT mapa
3arpana. VMunyknmjom mo pacrtojamy o4 HOpMaJHe ¢opMe, TOKa3ao je Ha CBU TaKBU
aujarpaMu KOMyTUpPA]jy, MO IPETIOCTABKOM (6a30M MHIYKIMje) Oa KOMYTHUPA OCHOB-
HU ETOYTAOHU AWjarpaM y UMjuUM Cy TeMeHuMa peun o 4 cioBa (BumeTu maujarpam
(1) y mperxomHOM OHEJbKY) M y3 OCJIalmame Ha IPUPOAHOCT U OU(YHKTOPU]ATHOCT.
Satum je, y [34], Temena mmjarpama MOHOMAAJHE KATErOpUje MOCMATPAO KAO pedd y
KOjUMa je MOIMYIITEeHO U MPAa3HO CJIOBO (CI0BO [) myskKUHE HyJa, M HAPDABHO, WHCTAHIE
OCHOBHUX cTpesuna A n 9. Mako y TemeHmMa OBAKBOI qujarpama MOTY OUTH pedun
KOje Hucy mobujeHe IpUMEHOM MHO:KEHa jeqHak Opoj myTa, OMMCao je Mpouemaypy Ko-
jOM ce OHU peJIATUBHO jeTHOCTABHO CBOJE Ha OUjarpaMe MOHOWIAJHE KATeropuje Juje
Cy MBUIlE CAMO WHCTAHIE (v CTPEJIUIE U YKhje HAM je KOMyTupame Beh 3arapaHToBaHO.
OsBo cBobeme, Tj. mporaamasame o6jexkTa [ IpaBUM HEYTPAJIOM, OUUTJIENAH je IPpUMep
CTPUKTU(PUKAIL]E.

Ha mpumep, ako cy TeMeHa HEKOT OujarpamMa MOHOUIAJIHE KATETOPHUje PeUr CACTaB-
JbeHE Ol D HEmpas3HUX U IPOM3BOJBGHOI Opoja mpasHux ciosa (ciaydaj n = 5), OH ce
CBOIU HA jelaH O aujarpama of Kojux je cactasibeH rpa¢ xHa Caumu 2.1. IIpumerumo
na je oBaj rpad ,momnodan” mujarpaMuMa KOJU Cy WM MHCTaHIe meroyraa (1) wam
YeTBOPOYTIJa NIpUpoaHe TpaHchopmanmje. Jlako ce ma mpemnosHaTH na WIIyCTPOBAHU
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rpa¢ omrosapa rpady 3-acomuenpa (BuaeTu NeGUHUNN]Y AICTPAKTHOD aCOIUEeIpa y
[Momonemky 1.2, Cauky 1.9 u Hepununujy 1.1.5): Temena miycrpoBaHor rpada oaro-
Bapajy TeMeHmMMa mosuTona (mpousBony a-b-c-d-e koju je npaBuino 3arpaben ca Tpu
napa 3arpaja), UBUIE OAroBapajy MBHUIAMa HOJIUTONA (MCTOM IIPOU3BOLY KOJU je 3a-
rpaben ca nBa mapa 3arpana), a o6sacTu (IIeTOYTIOBA U YeTBOPOYTIIOBU) OATOBAPAjY
2-crpanama (rcToM mpousBody Koju je 3arpaben camo jemammM mapowm 3arpaga).

[Ium Crames je ucre 1963.romune, Hezapucuo on Mekaejua, 6aBehu ce XoMOTOT-
cKOM acouujatuBHOmNy H-IpoCTOpa M KapakTepu3anujoM mpocrtopa merimu y [44],
IIOKa3a0 Ja, 38 CBaKO 1, 3a I'pad KOju 0AroBapa MIYyCTPOBAHOM IIOCTOjU oaroBapajyhnu
(n — 3)- heaujeku komnaexc (Bugern Hamomeny 1.2.1). Kacruje ce mokazaso ga ce Ta
damMuInja KOMIJIEKCa U M'€OMEeTPUJCKU MOXKE Pean30BaTU (paMUINjOM MOJUTOIA Koje
30BEeMO aconuenpuma. 10 Ham3riaen HeMa HapOUuTe Be3e Ca KOXEPEHINjOM, il Ce UC-
rmocTaBJba na Taj pesyarar u Teopema 2.1.1 mmajy maeHTUYAH MATEMATUYKA CaIP:KA],
MaKO Ce N0 Hera MOIIJIO MOTIYHO APYTraduujuM HPUCTYIOM U cpenctBuMa. Jpyrum
peunMma, (CralneB/beB pe3yaTaT MPEeACTaB/ba AJTEPHATUBHU MONOAOWKY TOKA3 KOXE-
peHIje MOHOMJAJHUX KaTeTopuja.

a-((b-(c-d))-e) ki a-(b-((c-d)-e)
- 1) (@ @-Cd)-e Z5 (a-B)-Gc-d))-e & (@-b)-((c-d)-e) bl su)
l(l-a)-l ‘(1-1)-;:
o ) . -1
a-((b-c)-d)-e)—> (a-((b-c)-d))-e H o b (e (-8} +Zos (e (d-a)))

lcz-l l
a
(ex-1)-1

((@a-(b-c))-d)-e —-(((a b)-c)-d)-e «——— ((a-b)-c)-(d-e)

1« \ /1 1) 1. @
(a-(b-c))-(d-e)

o

a-((b-c)-(d-e))

Cuauxka 2.1: Busyenusanuja KoXxepeHnuje MOHOUIAJHUX KAaTeropuja mo yriaeny Ha [33,
Opnemax 3]

Hwuje oBo jemmum Tun kKaTeropuja 3a KOjU IMOCTOJU TOMIOJIONIKM NOKAa3 KOXEPEHIIN-
je, mro heMo ce KacHUje U yBEepUTU. Y IPABO Cy TOMOJIOMIKKA MOKA3U KOXEPEHIIUje
CUMETPUYHAX MOHOUJAJHUX KATEropuja Haj3HAUAjHU]U PE3YJITATU OBE OUCEpTAalluje,
ma hemo caja MOCBETUTU TOME HEHmTO Buile nakme. [locmarpahemo HemrTo ommTuju
ciaydaj KOjUM CBaKakKO OO0yXBaTaMO M MOHOWIAJHE U CUMETPUYHE MOHOWUIAJHE KaTe-
ropuje.

[IpernocraBuMo na ca jemHe cTpaHe WMaMO KaTErOpujy oapebheHor tuma Koja
je cmobomuo reHepucaHa ckymoMm objekara w = {0,1,2,...}. Twun kareropumje mo-
npa3yMeBa na Cy 3aJaTu ogpeheHm KaHOHCKM MOP(U3MHM M Oa Cy IPETIOCTaBJ/LEHE
HEKe OCHOBHE jeTHAKOCTH, Tj. 3aJaTU CY OCHOBHU AujarpaMu Koju komytupajy. Ilo-
JIa3MMO OJf IPETIOCTABKE J1a CYy CBe KAHOHCKE CTPeJUIle KaTeropuje KOjy ImocCMaTpamMo
M30MOD (PU3MMU.

43



Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

Mosxemo roHcTpyucaru (nceydo)epad G uuja cy teMeHa 00jeKTH KaTeropuje, a aBa
temerna A m B cy moBe3aHa MBUIIOM Kajaa y KaTeropuju moctoju mopdusam f: A — B
KOJU je MHCTaHIa HEKOI MPETIOCTAB/HEHOr M30MOpduaMa (y ciydajy MOHOUIAJHE Ka-
Teropuje To Cy CTpesule o, & ' 1 BUXOBE KOMIO3UINje ca jeMHNYHIM MOP(U3MUMA,
a 'y ciaydajy CUMETPUYHMX MOHOUJIAJHUX KATEropuja TO Cy JOUI U 7y CTPEJIUIE U HU-
XOBe KOMIo3unuje ca jemuHndyanM Mop¢usmmuma). Cse crpesuie cy MHBEPTUOUIHE,
ma uBuie rpada mHucy ycmepene. llompasymeBaMo m na cy KaHOHCKUA M30MOPYU3MU
TAKBU Ja CBaKa KOMIIOHEHTA IIOBE3aHOCTU OBOT rpada caap:ku objexkTe ca jeqHaKUM
OpojeM mojaB/hUMBama CBAKOr ejieMeHaTa ckymna w. Jlakme, cBaku eJeMeHT CKyIa
w, ma U cuenujasiHu objerar [, mpencTaB/ba MO jenHY jeTHOETEMEHTHY KOMIIOHEHTY
IIOBE3aHOCTHU KaTeTOpHje.

IloBpx cBera, mpeTmocTaB/haMO U M3 je KaTerOpuja TAKBOI THUIA A4, MOMYT CU-
MeTPUYHE MOHOWJAJIHE, NOIYMTa A Ce MUBEPCUPUKANNjOM KOXEPEHINjCKU Pe3yJITaT
dopMyIuIIe y alcoJyTHOM cMuciay. Tanma HaMm je 3a IUTame KOXePEeHIUje NOBOJHHO
mocMaTpame CaMoO OHIX KOMIIOHEHTH ITOBe3aHOCTU r'pada § Koje caapike IuBePCUuOUKO-
BaHe 00OjekTe, Tj. 00jeKTe KaTeropuje y KojuMa ce ejJieMeHaTH CKyIa w He IMOHABJhajy.
Konkperno, 3a cBako n € w, MOBOJbHA HAM j€ KOMIIOHEHTA KOja CaAp:Ku 0Ojexar

0-(1-(..-n)...)

(oHa kKOja y ciaydajy MOHOMAAJHUX KATErOpuja OaroBapa rpady WIyCTPOBAHOM HA
Caunum 2.1 kaga je n = 4). Osznaunmo je ca G,.

[IpernocTraBuMo na, ca Apyre cTpaHe, 3a CBaKO N € w, Tj. cBaku rpad G,, muMamo
henujcku komnierc K, umje cBe 0-henuje onrosapajy temenuma rpada G,, 1-henuje
oaroBapajy HmeroBuUM UBUIlAMa, a CBaka 2-hejmja oAroBapa HEKO] MPETIOCTABJLEHO]
jeMHAKOCTHW, Tj. HEKOM OCHOBHOM KOMYTATWBHOM aujarpamMy. AKO Ce OBaj KOMILJIEKC
MOYKE€ T€OMETPUjCKU PEaJn30BaTU KAO MOJUTOI, OHAA MOKEMO 3aKJ/bYUUTUA 13 KOMYTHU-
pajy CBU AujarpaMu KOju YKJbYy4dyjy oOjekTe Koje yrmbyuyje G,, unme cMo 06e36e i
TOIIOJIOIIKY JTOKAa3 TeOPEMe KOXEpEHINje MOCMAaTPaHOT THUIla KATEropuje.

MebyTtum, ma cmo 3amcTa CJI00OMHM TO A 3aKJ/bYYUMMO, OQHOCHO M8 jeé MOCTOjame
MOJUTONA KOjU T€OMETPU]CKUA PEan3y]jy CBE OBE€ KOMIIJIEKCE TOBOJLHO 33 KOXEPEHIIN]Y,
mpeMa HAIleM yBUILY, y JUTepaTypud HeMa (OPMAJHOI IHOKa3a, Beh ce oBa MMIIUKA-
nuja mompasyMmeBa kao ouuryenda. Mmak, mmajyhum y Bumy ma je To OCHOBa Tese,
MOKaKVMO Ja OBa MMILIUKAIja 3aMCTa BaKU.

3a cBaku heamjcku KoMmIekc K, MOkeMO pOpMUPATU KPATKUA AAHYACTIU KOMNAEKC
(Bumeru [26, Onemaxr 2.0])

92 ot
0—=>Cy — Cy — Cy—0,

rae cy Cp, C; u Cy cnobonue KOMyTaTUBHE T'PYIE KOje CY PEeIOM reHepUCaHe OPUjeH-
tucanuM (O-henujama, 1-henmjama u 2-henujama komnierca K,. Ose henuje pemom
onroBapajy O-crpanama, l-cTpaHaMa u 2-cTpaHama moJjuTona P, KOju reoMeTpUjCKu
peasusyje K, . EiemenTe oBUX KOMyTaTUBHUX I'PyNa 30BeMO penoM 0-aanyuma, 1-aam-
YuMa 1 2-AaHyUMa, 2 TparudHe XoMoMopdusme O u 0% penom l-zpanuyom u 2-2panu-
yom. 3a mocMaTpame IMPBe XOMOJIOIIKE T'PyIle Haller moJjuTona P,

H, = Ker 0 /Im 9?,
MOBOJLHO j€ na IPEenu3HO AepUHUIIeMO l-rpaHully M 2-rpaHuIy.

[IpernocraBuMO nma cMo ca0b0MHUM M300POM OpPUjEeHTAIje YCMEPUJIU CBE WUBU-
e MOJUTOIA, Tj. 3aMaji OpHUjeHTanujy reHeparopa rpymne l-mamama. CaobomHuM
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n300pOM MOKEMO OPUjEHTUCATU U 2-CTPaHe MOJUTOIAa, Tj. TeHepaTope rpyme 2-ja-
Hama. Hawmme, cBaky 2-cTpaHy MOMKEMO IMOCMATPATUA KAO jedaH 2-TOJUTON Yy MPO-
cropy R?, ma 3a opujeHTanujy cBake oI HBUX MMaMoO clI060my m3bopa jemHe om IBe
MoryhHocTu (IO3UTUBHY WM HEraTUBHY OPUjEHTALN]Y Y OQHOCY HA KpeTame Ka3aJbKy
vacoBHUKA). Ha cianuan ciobGonan HaunH OM ce MOrJa GUpaTu M OPUjEeHTAIja OCTa-
JUX CTpAaHa.

P
Yemepena uBuna a = Ay Ay ce l-rparumnom 0': O — O couka y 0-rmaHan
Ay — A

HazoBumo 1-yukxasom cBakm l-manall koju ce 1-rpaHuiiomM ciamka y Heytpads rpyme 0-ia-
Hana. I[Ipumernmo na je cyma l-nmaHana xoju popMupajy KPy:KHY IyTamy IO UBAIAMA
monauTomna jemaH l-nukiy. Hawmme, y ToMm ciuydajy cy cBu cabupii UiIu TeHEpaTOpu
rpymne l-jamHana uiad BUXOBU WHBEP3W U 33 CBAKO TE€ME€ Yy TAaKBOj MYTAmU IMOCTOjU
TAYHO jelaH cabupak KOju y Hera OoJa3u U TAYHO jelaH cadupak KOju U3 Hera
kpehe.

Axo rpaHuUIly opujeHTHCaHe 2-CTpaHe YMHU HU3 YCMEPEHUX UBUIA di,. .., 0, OHIA
ce Ta 2-ctpana 2-rpamunoMm 0°: Cy — C) mpeciaukasa y 1-maHarn

d(Vay + ...+ d(k)ag,

npu JyeMmy je, 3a cBako i € [k],

1, aro ce opujeHTanMja KOjy MHAYKY]e OpHUjeHTaIja 2-CTpaHe
i) = MIOKJIaa Cca OPUjeHTAIljoM WUBUIE a;,

—1, wunaue.

Cpaku 2-yaHall ce, Kao JMHeapHa KOMOWHAIMja OPUjeHTUCAHUX 2-CTPaHa, 2-TPaHU-
OM CJUKa y JuHeapHy KoMOuHanujy l-mamana koju cy l-numkau (KpysKHE IIyTame
no rpanunu Heke 2-ctpane). Cpe 0BO mMILIUIUpa Ja je Kommosunuja 0'0° Tpusu-
JaJIHO TIpec/MKaBame, Tj. IpeciIukaBame KOje CBe CIMKa y HeyTpaJ rpyne (-yaHana.
Hakne, Im 9* je moarpyna rpyne Ker &' u nmocenamem Ker 9'/Im 9 nobujamo mpsy
xomosorujy Hi.

[Tomro ce K, reoMeTpujcku peaansyje Kao KOHMpaxmuouiaH npocmop, Tj. IpOCTOP
KOJU C€ XOMOTOIICK! UJIEHTUPUKY]E Ca TAUKOM, H,eroBa IPBa XOMOJIOTHja je TPUBUjAJI-
na npema [26, Tepheme 2.8]. Iarne, Ker 9'/Im 0* je Tpusujanna rpyna, mTo 3HAUN
Ia je CBaku 1-TMKJ 2-TpaHUIla HEKOT 2-JIaHIA.

Cpakm mujarpaM Koju ykbydyje obOjekre Koje yribyuyje G,, mocmarpajyhm ra
Ka0 HUM3 CTpeJuIa, MOKEMO, CIODOIHO PEeYeHO, MCIPTATH KAaO KPY/KHY IyTamy IO
nBunamMa nonaurona F,. To HaM no3BosbaBa UMHEHUIA Na Cy CBe IMPETHOCTABJLEHE
KAHOHCKe cTpenulle wHBepTtmbuane. IlpemMa ropwmum 3akmydruma, TO 3HAYM A2 je
CBAaKM TakKaB AujarpaM l-IukJa, a TuMe W 2-rpaHuiia Hekor 2-jmanna. Omparie cienu
na ce Taj aujarpaM Moke mHomyodaTu 2-henmjamMa Koje mpencTaBibajy IPETIOCTaB-
JbeHe jenHakoctu. V3 MoryhHOCTM momioyaBama HIPETIOCTABHLEHUM KOMYTATUBHUM
OrjarpaMuMa, OUYUTJIETHO je U IerOBO KOMYTHUPAhe.

OBuM CMO KOHAUYHO U CACBUM ONPABAAJN TO MITO CMO MOJUTONUMA 0IETUAIA
IJIaBHY YJIOTY Y OBOj OUCEPTALNjU.

[Ipuponuo ce mamehe 3akmydax ma cy, mopen aconuenapa, M IepMyTOEAPU WH-
TepeCaHTHU Ca CTAHOBMIITA TOIOJOMIKOT NOKa3uBama KoxepeHmuje. Hawmme, mepwmy-
TOENpY, V3 CTPUKTUPUKANN]Y aCOIUjaTUBHOCTH KOJy je ypanuo Mekneju, najy npasu
TOIOJIOMIKY JTOKa3 KOXEPEHIje CUMETPUYHNX MOHOMIAJIHUX KATeropuja.
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Jlpyru TONOJIOMIKK JOKA3 OBOT TUIA KaTeropuja, 0e3 CTPUKTU(PUKALNI]E aCOIja-
tuBHOCTH, nao je Muxaun Kanpanos 1993. romuue y [30]. Own je nedpunucao pamunujy
henujckux rommnaexkca KP, umja temena omrosapajy mpaBuHO 3arpabheHum peumma
(mpousBoauMa) OX M IMEPMYyTOBAHUX PA3NUUYUTUX CJIOBA. Y CIEO je Oa MOKasKe Ia
ce, 3a cBako n, KP, moixke reomerpujcku peanusoBatu kKao (n — 1)-mosurorm, udmme
je Mmao IUpPEKTaH TOIOJONIKKA NOKA3 KOXEPEHIUje CUMETPUYHUX MOHOUIAJTHUX KaTe-
ropuja. IIponamao je 3-monuron koju peanusyje KP, (Cauka 2.3 neBo), a y6p30
HakoH tora, y [40], Bukrop Pajuep u T'uurep llurnep cy ycneau ma peanusyjy cse
KRanpanoBmeBe henmjcke roMmmiiekce kao ¢pamwmiunjy noaurona. Oa daMMmamja, Kao
CcBOjeBpCTaH xubpun pamMuianje acounrenapa m GaMuianje mepMyToenapa, HOCU Ha3UB
NEPMYMOAcoyUueopPy U MPEACTABIHA TPBY (aMIN]y MOJUTONA KOja F€OMETPUjCKUA UHTEP-
npeTtupa yAPYKEHO IejCTBO aCOIUjATUBHOCTU U KOMYTATUBHOCTU.

MebyTum, 3a cBako n > 4, mosuron koju peanusyje KP, #uje mpocrt. Kako cy um
aconuenap 1 nepMyToenap IPOCTU MOJUTONU, IPUPOITHO je MOTPAKUTUA APYTY (pamu-
IMjy KOMILJIEKCa KOja Ce Oa peajn30BaTH MPOCTUM IMOJUTONMMA, & A& Ce KaO TaKBa
MOYK€ MCKOPUCTUTU KO TOMOJIOMIKM MOKAa3 KOXEPEHIMje CUMETPUYHUX MOHOUIAJTHUX
raTeropuja. 1o je jeman onm riIaBHUX 3aaTaKa OBE Te3e€.

O komOmHATOpUIM (aMUIKje MTOJUTONA KOja he OArOBOPUTHU MOCTABJ/FEHOM 3a-
naTry, ouno je mouekse peun y [lomomesmky 1.2.3. Haumme, oarosapajyhm roMmmiexcu
Ipunanajy paMuianju IBOCTPYKO YIlbexDeHux ckymoBa 3a kKojy, npema Teopemu 1.2.6,
IIOCTOjU TEOMETPUjCKa peajmn3aluja IPOCTUM MOJUTONUMA. Y OBOM CIIyUajy, Ped je
O TMOJUTONMMA KOJU HACTAjy CYKIECUBHUM 3apyOJbUBaEKHEM MEepMyTOeapa IpeMa UCTOM
perenty mo Kome 3apyOspMBameM CHUMIIEKca HacTajy aconmenpu. Y Omemsry 3.1
hemo nertasmHO ommcary OBY (aMMINjy KOMILJIEKCA, HAKOH Uera NeMo ce, y OCTaTKy
Te3e, OABUTU HEHUM I'€OMETPUjCKUM peanusanujama. Peanusaruja uznoxena y [lon-
OIeJbKY 3.3.3 MMIIMOVTHO HYAW NPOIEAYpPY IO KOjO] Ce MOy peajM30BaTy U IAPYTU’
oJIUTONN M3 (haMUiIrje IPOMMPEHOr MHTEPBaJa HECTOoenapa, a Koju OM MO Ia MOIJIN
MIOCJIYKATU Y TOIMOJIOMKAM JTOKA3UMa KOXEPEHIINje HEKUX TUIIOBAa KATEropuja.

2.3 Bapupame reHepatopa
CUMETPUYHNX MOHOUJAJIHUX KAaTeropmja

Y oBoMm ogmespky hemo ¢opmanu3oBaTy riaaBHy pasiuky m3Mebhy KampawoBieBor
IPUCTyNa KOjU BOAW IO HEroBe (paMumiImje ImepMyToacoundenapa ¥ Haller IPUCTYIA
KOjU BOIM OO (haMmiImje MPOCTUX IepMmyToacourenapa. Kako temeHuma obe damu-
auje OoAroBapajy MOTIYHO 3arpabeHe peum o n pa3inyYUTUX MEePMYyTOBAHUX CJIIOBA,
CYIITUHCKA Pa3JUKa je, IPOCTO peueHo, y mpunama. [Ipenusnuje, pasznuka je y uzdbopy
cTpesuiia Koje TeHEePUIy CUMETPHU)Y Y CUMETPUUYHUM MOHOUWIAJHUM KaTeropujaMa.

Kpenumo ox cumerpuune MoHOU DA He KaTeropuje A Koja je ciobomHO reHepucaHa
ckynoMm oGjerara w = {0,1,2,...}. ¥ Omemky 2.1 cMo meduHMCATIU TeHEpATOpE CU-
METPUYHUX MOHOUAAJHUX KATETOPHja, Tj. OCHOBHE CTPEJIWIE U OCHOBHE jeITHAKOCTH,
a KacHUje CMO, BPJIO CJIODOOHO Oe3 HAapOUMTOr 3alakema y popMaJHe AeTalbe, Onape-
bene cTpenure kKareropuje jeHOCTABHO 3BaJd MHCTAHIAMa OCHOBHUX cTpesuia. ['e-
HePAaJHO, CBE CTpPeJIMIle HEKOI TUIla KaTeropuje cy mepmu Koju GopMupajy Kiaace
eKBUBaJIeHNje (jeTHAKOCTU), a y 3aBUCHOCTU OJ[ TOra KaKaB Ce je3uk omabepe ma ce
TU TE€PMU U3TPae, MOCTABJ/LAjy CE€ Pa3JIUYNTE OCHOBHE jEeTHAKOCTU KOje€ ITPOU3BOJIE
cBe cTpesuie kareropuje. Y ciydajy Hame kareropuje A, repme hemo nepunucaru
TaAKO Ja OAroBapajy mpuctymny Rampanosa.
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1) Ba A € Obj(A), jenmuanyrn mopduzam 14: A — A je 1-tepwm;

a.l)3a A, B,C € Obj(A)—I, aspc: A(B-C)— (A-B)-Cu aZ}B’C :(A-B)-C — A(B-C)

(1
(1.2) 3a 1-tepme f u g, (f-g) je 1-Tepm.
(
Cy Q-TepMU;
(a.2) 3a a-tepm f u 1-tepm g, (f-g) u (g f) cy a-Tepmu.
(v-1) Bap.gEew, Ypq:P q—q-pje y-Tepm;
(7.2) 3a y-tepm f u 1-tepm g, (f - g) u (9 f) cy y-Tepum.
(t.1) Caku l-TepM, -Te€pM U y-TEPM j€ TepM;
(t.2) ako cy f: A— Bwu g: B— C Tepmnu, onga je gf: A — C tepm.
Ha mpuwmep,

150,01 15) (Lo - ma) - 15) (a1 15): ((2-1)-4) -5 — (2-4) - (1-5)

je Tepm.

HeyTrpanu xkomnosunuje cy jeimangHn MopdusMu, Baxku 14-1p = 1 4.5 1 qujarpamu
KOju ciene KOMyTupajy 3a cBe a-tepme uiau y-tepme f, g u f-(g-h). Takobe, cse
IPETIIOCTABJ/LEHE jETHAKOCTU BaKe W y KOHTEKCTY.

A-B f1 A B
1.9} f1-g (5)
A-B 1 A B

A-(B-C) = (A-B)-C

4-(B-(C-D))
1.a— a
A-(B-C)-D)
o) (A-B)-(C-D)  (7)
(A-(B-C))-D
T /
((A-B)-C)-D

A-(B-0C) 2 (A-B)-C
f-(g-h)y f(f-9)-h  (8)
A/'(B/‘Cl)—&’(A/‘B/)‘C/
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p-q i q-p
1y / (9)
pq

p~(q-r)141p (r-q)
@ G
(p-q)-r (p-r)-q
v-1 \2-1

(g-p)-r (r-p)-q
aly ra~t  (10)
q25p~r) f;ép'Q)

éx(r-p) T-(q-p)7

(q-r) p—g(r-a)p

Cana ce moske m3rpamutu u (nceyno)rpad G umja cy temeHa 06jeKTU KaTeropuje
A, a temena A u B cy cnojena MBUIIOM Kaja MOCTOju q-TepM wiau y-tepm f: A — B.
Bunumo na G nocenyje nerme. Ha mpumep, v, je TepM, Ia IOCTOju MBUIIA KOja CHAja
p-p ca camuM cobom. [Ipumernmo u 1a cBe KOMIIOHEHTe ITOBE3aHOCTU I'pada § canpske
objekre ca jemHakuM OpojeM IOjaBJbUBaia ejieMeHaTa CKymna w. lIpema mperxomHOM
OIeJbKy, 3a NMUTaH€e KOXEPEHIUje, MTOBOJLHO je, 3a CBAKO N € w, MOCMaTPaTU KOMIIO-
HeHTy nosesaHocTy G, rpada G koja canp:xu objekar 0-(1-(...-n)...).

Y ckiaamy ca IPeTXOTHUM OAEJHKOM, 38 TOIOJONIKA NOKa3, MOBOJLHO je, 3a CBAKU
rpa¢ G, nponahu hesujcku KOMIIEKC, KOJU Ce MO:KEe T€OMTEPUjCKUA PeaTN30BATHU KAO
nosuTon, a ga npuroMm (-henuje omrosoapajy temenuma rpada G,, 1-hemmuje omro-
Bapajy BeroBUM uBunama, a 2-hesnuje oagrosapajy uersopoyriosuma (5) u (8), meroy-
raosuMa (7) n nBanaecroyriosuma (10), mro je Kanpanos u nmocrurao.

Ha Canmm 2.2 u Caunu 2.3, peBo cy maycrpoBanu nonutonu KP; u KP, roju
peanmuiyjy RamnpanoBmeBe rommiexkce KP, 3a n =3 nu n = 4. Beh rox 3-nmonurona
K P, MokeMO youmTH TeMeHa Koja Hucy mnpocrta. Ha mpumep, TeMe Koje oaroBapa
npousBony (2-3)-(1-4) je cycemno ca yeTupu TeMeHa KOja OArOBapajy MpPOU3BOIUMA
(2:3)-(4-1), ((2-3)-4)-1,2-(3-(1-4) n(3-2)-(1-4).

Ilecuno cy npurazanu npoctu noaurornu PA; u PAz uuja ce TeMeHa KOMOMHATOPHO
neUHUITY HA WCTU HAYMH Kao TeMeHa nojutona K P; m K P;-Kao mpaBMIIHO 3arpa-
benn mpowmsBomm mepmyroBanux mudapa 1, 2 m 3, ommocuo 1, 2, 3 u 4. Mebyrum,
3a pa3iuky on mBuUlla KampaHOB/HEBUX MOJUTONA KOje OATrOBAPAjy WUIU jeIHOM IIpe-
aconupaBamy (-TepM) WM jeHOj TPAHCIO3UIM]U ABE CycenHe nudpe rpymnucase 3a-
jemso (v-tepm), mBune momurona PAs; m PAs omroapajy jeIHOM IpeacONMpPaBAY
WJIN jeqHO] TPAHCHO3WIN]U ABE cycenHe Iudpe Koje Hucy TPyHUCaHE 3ajelHO, Tj.
,2HajHeoueknBaHo]’ TpaHcmo3unuju cycena. Tako, reme moaurona PAs koje oarosapa
npousBony (2-3)-(1-4) mma camo Tpu cycemHa TEMEHa KOja OAroBapajy MPOU3BOANMA
(b-c)-a)-d,b-(c-(a-d)) u(b-a)-(c-d). OBa eceHunjasna pas3iavka BUIJLUBA j€ UaK
u Mebhy nmomuronuma KP; u PAs;.

Cana hemo popMaJHO OMMCATH TPUCTYI KOJU OABOIU OO CBUX MPOCTUX IEPMYTO-
acommenapa PA,. Koucrpyucahemo rareropujy A’, tako ma je Obj(A’) = Obj(A), 3a
kKojy heMmo mokasaru na je, 10 HA IPEUMMEHOBAHE€ CTpeJInIla, aeHTuYHa Kareropuju A’.
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(1-3)-2
1-(3-2)
1-(2-3)

(1-2)-3 (2-1)-3 (1-2)-3 (1-3)-2

Cuauxka 2.3: 3-nepmyroacouuenpu K P [40, llonomemaxr 9.3] u PAj;

IlepuHUINMO HAJIPE fe6u, 0eCHU U CPeduuBly, KORMeKCm KOju Cy HaM HOTpeOHU 3a
dopmann3zoBame IOMEHYTe HajMame OueKrnBaHe TpaHcno3unuje cycena. Cnmboun [ je
U JIeBU U NecHU KOHTeKCT. Ako je L smeBu kourekct, R mecuu xkourekct u A € Obj(A'),
ouna je (A- L) neBu kourekct, (R - A) necun koHTekcT, a (R - L) cpeauummu KOHTEKCT.

Axo cy L, R u M pemom neBu, MeCHU U CPEOUIIHLU KOHTEKCTU, 1 a,b € w, ouna La
osnauaBa obOjexar kareropuje A mobujen 3amenom [J y L exemenToM a. AHaJOrHO Cy
nepuaucanu u objektu bR u bMa. Ouurnenno je na 3a csako A € Obj(A') — 1, nocroju
jeIMHCTBEHU JI€BU KOHTEKCT L U jeIMHCTBEHO @ € w (HAjmeurme MOjaB/bUBAME HEKOD
exemeHnTa ckyna w y A 3a koje je A jennaxo La). VcrTo Basku u 3a 1ecHe KOHTEKCTE, a U
3a CpeauIle KOHTEeKCTE Kana je A o0jekaTr HacTao 6ap je fHUM MHOKEHmEM (Canp:Kuy - ).

Tepme rareropuje A nedpurMIEMO CTO KAO TepMe KaTeropuje A, OCUM ITO CTaBKe
(v.1) u (v.2) 3aMemyjeMO CTABKOM

(0) 3a objexre La u bR, or4pr: La-bR — Lb-aR je o-tepwm,

a y craBuu (t.1), ,,y-Trepm” 3amemyjemMo ca ,,o-TepMm”.
Ha mpuwmep,
0214500145 ((2:1)-4)-5— (2-4)-(1-5)

je Tepwm.
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Crpenune kareropuje A’ cy nedpuHmcane pesnannjoM eKBUBAJIECHNUje Ha TepMUMA,
KOjy reHepmiry komyTartuBHz mujarpamu (5), (6), (7) n (8) (upu demy cy f, g u
f-(g-h) ucrpyuuBo a-repmu) n komyratusau maujarpamu (11), (12), (13) u (14) xoju
VKIBYUY]Y O-TepMe.

La-bR Lb-aR

La-bR

1 1-g
La-bR——L'a - bR La-bR——La - bR’
O'i la ol o (12)
Lb- GRT.{L/I) -aR Lb- CLRng’Lb -aR’

La- (bMc-dR)-Z~Lb- (aMc - dR)

(6 o
(La-bMc) - dR (Lb-aMc) - dR
o o (13)
(La-bMd) - cR (Lb - aMd) -cR

-1

a TN ol
La - (bMd - CR)—U»Lb (aMd - cR)

La- (b- cR)—U»Lb (a-cR)

a a
(La - b)- / ma -cR
g
La cy/bR (Lb - ) aR
ol (14)
La ( -bR) Lb}}c aR)
g
Le-(a-bR) (b-aR)

o
(Lc-a) - bR7(LC b) - R

Y mmjarpamy (12), f: La — L'a u g : bR — bR’ cy a-tepmu, a f': Lb — L'b n
g% aR — aR' cy omrosapajyhu a-tepmu mobujenu mebycobmom 3amenoMm a u b Ha
ncrakHayTuM nosunumjama y f u g. Hapasmo, jemnaxoctu (5), (6), (7) u (8) Baske u
y KOHTEKCTY, IOK KOHTEKCT HeMa HUKaKBOI cMucia 3a jemHakoctu (11), (12), (13) n
(14).

Huje remko medpurucaru o-tepme nmomohy 7-tepma u a-tepma, a OHZA U UHIYK-
mujoM mokaszatu ma jemnaxoctu (11), (12), (13) u (14) Baske y rareropuju A (jen-
Harkoctu (9), (8) 3a y-tepm f-(g-h), (5) 3a y-tepme f u g, u (10), cy y TOM mokasy
kipyute). IllTo ce Tuue apyror cmepa, y-repMu ce Takobe majy IaKo M3Pa3UTU IPEKO
o-tepma u a-tepma. Hama pamuinuja nonurona, PA, (Bumetu Onesmak 3.2) niuu PA,, .
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(Bumeru Ilomomemax 3.3.3), 6uhie rapanT na cBe jemHakocTu kareropuje A, ca u3se-
IEeHUM Y-TepMuMa, Baske y kKareropuju A’'. IHakxne, kareropuje A u A’ cy ucre, no Ha
IPEUMEHOBAE CTPEJINIA.

Heka je G’ (mceymo)rpa¢ ca umctuMm CKymoM TeMeHa kao rpa¢ G, a temena A u B
Cy TOBe3aHa MBUIIOM Kaaa MOCTOoju a-TepMm uiu o-tepMm f: A — B. Kao u y cayuajy
rpada G, o3HaunMo ca (), OHy KOMIOHEHTY IoBe3aHocTu rpada G’ koja campskm 00-
jekar 0-(1-(...-n)...). IIpumernmo ma je G/ n-peryaapan rpad, Tj. CBAKO HErOBO
TeMe je canpskaHo y TayHo n uBuna (n — 1 a-tepma u jenam o-tepMm). AkKo mocroju
OPOCT N-TIOJUTOI, Yuju je rpad Gam G, OHIa Cy CBU TAKBU MOJUTONN KOMOWMHATOPHO
exkBuBaseHTHU (Bumern [4] m [29]). Ham 3amarak je ma, 3a CBako n, peaIu3yjeMo
IPOCT N-NOJUTON Ynju je rpad ynpaBo G/ u MOKa:KeMO Ia CBE H-eroBe 2-CTpaHe OAro-
Bapajy uerBopoyriosuma (5), (8) u (12), meroyrnosuma (7), ocmoyraosuma (13) u
nBanaectoyriosuma (14).
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I'maBa 3

IIpocTt nmepmyToaconuenap

3.1 ArmncrpakTHuU ImepMyToacoIueaap

Y Ilomonmemky 1.2.3 je onmucaHa uTepaTUBHA NPOIEAyPa KOHCTPYUCAHA KOMIIJIEKCA
ynrje reoOMeTPUjCKe peaju3aluje YuHe (aMUINjy IPOCTUX IOJIMUTONA KOja T'eHepaJiu-
3yje pammiamjy HecTtoemapa HIpOMUPYjyNu cTaHmapIHU MHTEPBAJ O CUMIIJIEKCA IO
nepMmyToenpa. Bonmehwm ce oBoMm mpomenypom ¢opMupajMo KOMIJIEKC KOjU OArOBapa
IIPOCTOM IEPMYTOACOIEAPY.

Hexka je, kao u mo cana,

Co=P([n+1)) = {[n+1]},
u HEeKa je By MakCMMaJHM rpaauBHU CKyT koMmmiekca Cp, Tj.
By = Cy — {0}.

IIpema IMomomemry 1.2.2, mepmyroenap P, peanusyje rommiaexc N (Cy, By). Osna-
unmo ra ca (], a merose exeMenTe Ha30BuMO 0-yewexnchenum ckynosuma. MuauMmaaHmI
0-yrmesxxbenu ckynosu obmuka { B}, B € By, oarosapajy mbOCHUMA IEPMYTOEIPa, MOK
MakcuMaaau O-yrimexheHn CKynmoBU OATroBapajy HEroBUM TeMEHWMA, Tj. MePMYTallu-
jama ckymna [n+1], na ux je yrynuo (n + 1)!. Kaxro je Cy — By = {0}, Hedpuruunja 1.2.7
UMIIUIAPA Oa Cy CBaka aBa eaemenTta (O-yrmesxkbeHor ckyma ynopemuBa. 1o nasme
3Hauu, y ckaamy ca Hamomenom 1.2.4, ma nBe mpaBUIJIHO O3HAUYEHE MJbOCHU IEPMYTO-
epa MMajy 3ajeTHUYKO TeMe aKO M CaMO aKO Cy UM O3Hake ymopenuBe. Tarkobe, Kako
cy makcumaaau O-yrmexbheHu cKymoBu KapIUHAJIHOCTU N, OHU CY OOJIUKA

{{ins - vir}seeos {insin b, {in} ),

rae cy i, ...,i, Mehycobro paszmuuuru esementu ckyna [n + 1]. Oaj O-yrmexbenn
CKYII OAroBapa MmepMyTaIuju

In+1l1 - - ln,

npu uemy je {i, 1} = [n+ 1] — {i1,...,4,}. Ha mpumep, y cayuajy n = 3, cryn
{{2,3,4},{2,4},{2}} je makcumannu O-yrmexbhenu ckynm Koju omroBapa mepMyTanuju
1342 (Bumetu Cuuky 3.6).

Haxkmne, rpamuBau ckyn By je 3amaT Tako Oa CYKIECUBHUM 3apyOJ/LUBamE€M CUM-
IUIEKCA JOBeNe N0 IepMyToenpa, a y HapemaHOj UTepanuju je moTpebHO meduHUCATU
HOBU peIenT, TpaauBHu CKyn By kommierca (], KOju MPONUCYje HACTABAK CYKIECUBHOT
3apyOsuBama M0 mepMyToaconuenpa. ['pybo pedeHo, OUeKyjeMO Oa OBaj PEIerT,
JIOKAJIHO Y CBAKOM TeMeHy IepMyToenpa, crBopu jeman (n — 1)-acommenap. Ca tum
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nuibeM, 3a cBaku MakcuMaaHu O-yrmesxbheny ckynm ¢opmmpamo rpad Koju oarosapa
acomuenpy auMmeHsuje n — 1, Tj. crazy onx n TteMeHa. lIpemnusHuje, rope HaBeIEHOM
MakcuMaaHoM (-yrmexbheHoM ckymy npuapy:kyjeMo cTaly

(oo in} {imeenis  {iminat {a}

[IpumernMo na je CKynl TeMeHa OBe CTa3e IOBE3aH Kala je TO CKYI TeMeHa HEKe HheHe
IIoBe3aHe MOoAcTa3e.
Hera je B; C (] ronekmnuja CBUX CKymoBa OOJIMEKA

{{ik-i—la cee 7ik7 e ai1}7 ey {Z.k-‘rlv e aik’aik—l}v {Z.k-i-lv cee 7ik}}a

3a 1 < k < k+1 < nwuwmebhycobro pasznuuure eneMenre iy, ..., ix ckyna n+1]. Hakie,
B; je ckym CBUX HENPAa3HUX MOBE3aHUX CKYIOBA TeMEHA CTa3a KOje OAroBapajy Mak-
cumasauM O-yrmexbherum ckymoBuma. Y criaany ca llepurunujom 1.2.5, B; 3aumcra
jecre rpammBau ckyn kommiekca Cp. Ha kpajy, osmaummo ca C' wkommurerc N (Cp, By)
dopMumpaH o1 yrHeKDeHnX CKynoBa y OTHOCY Ha CKyI Bj, a CBe eJleMeHTe KOMIIJIEKCA
HA30BUMO 1-yewexchenum crxynosuma. Teopema 1.2.6, 3ajenuo ca [36, Tepbeme 8.3 u
Tspbemwe 9.3], rapanryje a MOCTOjU NPOCT N-MOJUTOI KOjU T€OMETPUJCKU PEan3yje
C, ma cy MmakcuMmaianu 1-yrmekDeHn CKymoBU KapaUHAJIHOCTHU N.

Hanomena 3.1.1. Enementu ckymna C; — By cy obaura {Aj,..., A}, npu yemy je
2<r<n—1, [n+1DA D...0A u TJilAd—A=2

Tepbemwe 3.1.1. Cxyn N C By je I-yewenchen cryn arxo u camo axo je ynuja c8aKa %ez08a
dsa neynopedusa eaemenma npunada ckyny C1 — By.

Iloka3: Cwmep c seBa Ha gecHo ciaenu aupektHo u3 Ilepumuumumje 1.2.7. Heka je
A jeman N-amtunaman. IIpema mpermocrasnu TBpbhema M TPEeTXOMHO] HAIOMEHH,
IpOM3BOJbHA IBa eneMeHTa ckyna A cy obmuka {A;1, ..., Ay} m{A4;,..., A;}, npu uemy
je AiD...DA;, D Ajl o...D qu, |Azk _Ai(k+1)| =1= |Ajk —Aj(k+1)| u |A,T —Aj1| = 2.
Ilakne, na ckyny A ce moxke nepuHucaru auHeapHo ypebeme ma mpupoman HauwuH,
na je |JA monckyn mekor makcumasinor O-yrmexbenor ckyna, omsocHo npunazna Cf.
Hejemmarocr |A;, —Aj1| > 2 rapanryje na nmocroju ,,pyna”’ y ypebemy cryna A u3 koje
npouctuue na | J.A we npunana B;. ]

Cnemn muperrHa nocienuna nperxonaor TBphema u Hamomene 1.2.4.

IMocaeaunia 3.1.2. Hexa je P noaumon koju zeomempujcku peasusyje komnaerc C u Hexa
cy cee meeo8e NWHOCHU NPABUAHO 03Hadere. [lae nwocku noaumona P umajy sajednuywro
meme aKo U CaMo aKO CY HUTO8E 03HaAKeE YNOPEOUBE UAL Je YHUJQ BUTOBUL 03HAKA €AEMEHM
cxyna C — By.

IMTpumep 3.1.1. Kana je n = 2, rpaguBuu ckyn B je ckyn
(0 2 {31, {L2h{u) ({L3h) (235420
{121}, {3y ({230 {L.2h {24}, {{1.3}.{3}}, {{2.3},{3}} }.
YrynHo je 12 makcumananux l-yrmexbeHux ckymoBa:
{2k {{ ), {Hn2n gk {dn 2], (L2 {23 {20
{20 20 {2 ), (s {0y, {3k {13, {131},
{{t{3h 3 (1), {(({ush 8 ({131 ), {{{2,35 {331 {{3}} ),
{31, (33, ({2,331}, {{{2.3h {2 ({21}, {{{2.3h{2}}. {{2.3}}}.
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YHUjy CBUX HUXOBUX IOACKYIOBa, KOMIIEKC (', TEOMETPUjCKUA pean3yje ABAHAECTO-
yrao (Bumetu Crury 3.2).

ITpumep 3.1.2. Y cayuajy n = 3, ykynso je 120 makcumaaaux 1-yrmexbherux ckymosa,
o 24 on csakor on ciaencehux 5 obGauKa:

{{{is, 2,11}, {is, ia}, {is}}, {{is, i2, in } }, {{is}} },

{{{is, 2,01}, {is, ia}, {is}}, {{is, ia}, {is}}, {{is}} },
{{{is,i2,ir}, {is, ia}, {ia}}, {{is, ia}, {is}}, {{is, 52} } },

{{{is, 2,01}, {is, in}, {is}}, {{is, 12, 0a }, {is, in} }, {{is, ia} } },
{{{is, 2,01}, {is, in}, {is}}, {{is, 12,11 }, {is, 02} }, {{is, 02,01} } },

npu dyemy cy iy, i 1 i3 Mehycobuo paznuuutu enementu ckyna {1,2,3,4}. Koukperno,
MakcuMaiaHn l-yrmexkbhern ckymosum koju canpske ckyn M = {{1,3,4},{1,4},{1}} cy
cnenehux 5 ckymnosa:

N={M {134 {11} M L4 {0 M {14 {1 ({1 413,
{M {1,345 {143} {141 ), {0 {{1,3, 4}, {1,4}}, {{1,3,4}} .

[IprmerrMo na y MakcuMaJHUM l-yrieskDeHuM CKymoBrMa IPBOr OGJIMKA MOCTOJU
amrmnanan {{{is, i2,41}}, {{is}}} wwmja ymmja {{iz,is,i:},{i3}} He npummama B, mok y
OCTAJIMM HEMa aHTUJIAHAIA.

Y Homatry A.3, 3a 2 < n < 7, maro je KOMIjyTepPCKO pelleHne 3a MUCIUCUBAMHE
makcuMaaHnx O-yrmesxhennx u MakcuMaanux l-yrmexbeHnx ckymosa.

Axo je N jeman l-yrmesxkben ckym, onma moctoju MakcuMmaanu O-yrimesxDheHu crym
M TakaB ma je cBakm ejgeMeHT ckymna N monckyn ckyna M, Tj.

N C BY =B, NP(M),

u Tana KakeMo na je N uszgeden uz M. Y mpeTxomHOM MPUMEPY, CBUX MET HABEICHUX
1-yrmeskhenux ckynmoBa cy musBenenu u3 uctor O-yrmesxbhenor ckyna—ckymna M. Ako je
N makcmMaJiaH, Tala je CKyI U3 KOTa je M3BEAECH jJeUHCTBEH U TO je YIPaBO OHAj MaK-
cumannu O-yrmesxkbhenu ckyn koju npunana N. Vicro Baku u 3a octajne l-yrmexbhene
CKYIIOBE KOjU caliyKe HeKu MakcumaJsaH O-yrmexben ckyn. Y cymporHoM, kKana N He
canp:xy MakcuMadsian O-yrmexbheH CKym, CKyn M3 KOra je U3BeeH HUje jeIUHCTBEH.

Hamomena 3.1.2. CBaku eneMmeHT ckymna B3 je caap:kaH y HEKOM MaKCUMAJHOM 1-yT-
BeKDeHoOM CKRymy.

3a marcuMasaau O-yrmexkbheru ckyn M, y craany ca lepumuurnujom 1.2.2, guHK
CM} je romermmja moaCcKymoBa Koju He canpxke M cBux l-yrmexbenux ckymosa Koju
campxe M. Koumiexe C1M} je mosesan ca (n — 1)-acormmenpom Ha MCTH HAUWH Ha KOju
je xommerc C) moBe3an ca n-mepmyroenpoM, Tj. K, 1 reomerpujcku peanuzyje C{1M},
OBo je mocnenuna nobpo MO3HATUX TBPphHema Koje ce TUUy yribeKkDEeHnX CKYIoBa KOju
GopMupajy KoMIIEKce Koju oarosapajy acouuenpuma (Bumeru [17] nnm [9]). Hakie,
13 naTor MakcuMaJsaHor O-yrmesxheHor ckymna n3BeneHo je TAYHO ¢, MAaKCUMAJHUX 1-yT-
BeKDEHNX CKymoBa, MITO 3HAYN JA WX je YKYITHO

(2n)!

(2n)! !(n + 1) =~—=.

= —"—
en(n+1) nl(n+1) n!

I'maBHO murame oBe mucepranuje Tude ce ynpaso rommiekca C.
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ITurtame 3.1.3. Kako, y cknany ca lepmaunujom 1.1.1 nmm ledpumuumumjom 1.1.2,
neUHUCATU TPOCT N-TOJUTOI KOjU reoMeTpujcku peanusyje C7

Oaroeop Ha OBO CYIITMHCKO OUTame Hajupe je mar y Onpemky 3.2 3amaBameM
MOJIYIIPOCTOPA y YrjeM MPECceKy ce TpaskeHu MoJauTon Hajgasu. Hakon tora, y Omesn-
Ky 3.3, mepumHMCAHA je ymTaBa (haMmInja n-MOJUTONA KOja MPEACTaB/ba N- AMMEH3WMO-
Hasany MwunkoBcku-peanusanujy kommiaerca C.

IIpe nHajaBLeHMX IeOMETPUjCKUX peaju3alyrja, MOKKUMO Aa je rpad MoIuToma
Koju peanusyje rommexkc C' 3anpaBo rpa¢ G, m na 2-CTpaHe TAKBOI IIOJIUTONA OIO-
Bapajy mujarpammma (5), (8), (12), (7), (13) n (14) n3 Omemra 2.3. Exemenre
koMIIekca C' KOju Cy MPUAPY:KEHM TeMEHUMa, UBUIAMa W 2-CTpaHaMa MMOJUTOINa KOju
ra peaJju3yje Ha30BUMO PeAOM HeroBuM (-cmpaHama, I-cmparama m 2-cmparama.

3.1.1 O-cTpane

Beh je ycramoBmeno ma cy O-crpane rommiekca C MakcuMaJHU 1-yriesxheHu
crkynoBu. [lokaskumo ma cBakoj O-cTpanHu jemIHO3HAYHO ONroBapa MOTIYHO 3arpabena
ped Koja je MpOM3BOJ MEPMyTOBAHUX ejeMeHara ckyma [n + 1].

Hera je V jemma O-cTpana m3BeneHa U3 CKyIa

M = {{in,... i1}, ..., {insin-1}, {in}}.

[Tounmmo on peun kojy umHu n + 1 nmpasua nmo3unuja. [lo3unuje uyBajy mpocTop 3a Io
jeman enement ckymna [n + 1] u mehycobuo cy omBojene raukama. Tauke cy o3HaueHe
ereMenTuMa ckymna M y omamajyheMm mOpeTKy y OZHOCY Ha pejanujy C:

{in,...,il} {in,infl} {Zn}
Csaka 03HaKa IPeCTaB/ba eJleMeHTe CKyna [n+ 1] Koju ce jaBiajy mecHO ol O3HAUEHEe
raure. /lakae, nobujamMo mpom3BOLI

{inv“'vil} . {i7bf"'7i2} {inﬂinfl} . {Zn} .
. 1 . e . 17

In+1 1 n—1 ns

rae je {int1} = [n+1]—{i1,...,i,}. EBenryanno, 3a cBaku eseMeHT ckyna V' morpeGHO
je ybamuTu; map 3arpaia Koje YKBYUYjy CBe O3HaKe calIp:KaHe Yy TOM €JIEMEHTY.

IIpumep 3.1.3. Axo je n = 2, omma cryn V = {{{1,2},{1}},{{1,2}}} mpencrasmpa
0-cTpaHy KOja oaroBapa IOTIyHOM 3arpabuBamy

(31 ) Mgy,
Ha Cuwnmum 3.2, V omrosapa TeMmeHy y KoMe ce cery uBuue o3nauverne ca {{1,2}} u
{{1.2}.{1}}.
ITpumep 3.1.4. Ban=3u M ={{1,3,4},{1,4},{1}}, ckyn V = {M,{{l}},{{1,3,4}}}

npeacraBpba (-cTpaHy KOja oAroBapa MOTIYHOM 3arpabuBamy

(2 ).

Ha Caumm 3.6, oBa O-cTpama oaroBapa TeMEHY y KOME C€ CEKy IBAHAECTOYTJIOBU
osnauenu ca {{1,3,4}} u {{1}} n meroyrao koju nokpusa reme 2341 1 Kome oarosapa
o3naka M.

2)

{1,3,4}

3) (4

Tarobe, 3a cBako moTnyHo 3arpabuBame Tpou3BOAA Gy 111" . .. iy, IOCTOJU j€IOWH-
crtBena (-cTpaHa KOja My oAroBapa, ma cy, makjie, O-crpane kommiaekca C'y 1-1 ko-
pPEeCHOHIEHI]U ca TeMeHuMa rpada G .
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3.1. AncrpakTHH HEpMyTOACOIHETAD

3.1.2 1-cTpane

YrnamameM jemHor ememeHnta u3 Heke (-ctpame rommiaerca C' HacTaje merosa
I-cmparna. Y 3aBUCHOCTM O TOTa Oa JIU je YKJIOHEH DAl MaKCUMAJHU yribeskDeHu
CKYN WJIM He, pa3jiMKyjemMo nBa tumna l-crpana rommiekca C: l-ctpana npeoz muna
caap:xu MakcuMmaaal O-yrmexben ckym, nok ra l-ctpaHa dpyzoe muna HE CaAPIKUA.

Hexka je E jemna l-cTtpana mpBOr TUIa 1

M = {{in, ... i}y {iny i1}, {in}}

makcuMmasau O-yrmesxkhenu ckyn canpskan y F. OHako kKako je mormyHO 3arpabuBame
MPOU3BOIA Ipiq - i1 - - .. in HOJAeJbeHO O-cTpaHU, Tako ce u l-cTpanu F nomesbyje ucTu
3arpabhenu mpoms3BoOI U3 Kora je m3badveH jeman map 3arpaga. OuuriemHo je ma mo-
croje Tauno ase O-cTpaHe Koje camp:ke cBe eneMenTe 1-ctpane F. Fbuma omrosapajy
MOTIYHO 3arpabeHm MpoM3BOIM KOjU HACTajy yOaluBameM jeoHor Iapa 3arpaua y
3arpabuBame Koje onrosapa F. Ilakme, cBaka l-cTpaHa IpBOT TUIA OATOBApAa j&THOM
Q-TepMYy.

IIpumep 3.1.5. Ako je n =2, ckyn E = {{{1,2},{1}}} je omma l-cTpaHa mpBOr THUIIA
KOja omrosapa 3arpabuBamy

{12} ) {1}

3720,

0-crpana V u3 Ilpumepa 3.1.3 u O-crpana V' = {{{1,2},{1}},{{1}}}, roja oarosapa
nornyHoM 3arpabusamy

(2} {1}

B - (2 1),
cy jemuue O-cTtpane ox kojux je l-crpama F morma macraru. Ha Caunu 3.2, E oaro-
Bapa usunu ca osuaxkom {{1,2},{1}}.

Ipumep 3.1.6. Aro je n =3 u M = {{1,3,4},{1,4},{1}}, omma cryn E = {M, {{1}}}
nmpeacTaB/ba 1-cTpaHy MpBOr TUIA KOjOj OATrOBapa 3arpabuBame

{14y {1}
. - 1)).

0-crpana V u3 Ilpumepa 3.1.4 u O-crpana V' = {M,{{1,4}, {1}},{{1}}}, roja omro-
Bapa MOTIYHOM 3arpabusamy
(2-(3-(4-1))),

cy jemuue O-ctpane onx kojux je l-crpama F moraa macraru. Ha Caunmu 3.6, E oaro-
Bapa UBUIMU KOja je 3ajelHUYKa 3a ABaHAaeCcTOyrao osxauer ca {{1}} u meroyrao koju
nokpuBa TteMe 2341 u Kome omroBapa o3Haka M.

{1,3,4}

(2 377 (4

KRao y cayuajy O-crpana, 3a cBako 3arpabuBarme TPOU3BOAA ipi1 %1 - ... I, Ca
M30CTABJ/LEHUM jeIHUM HapoM 3arpama, MOCTOjU jeAWHCTBEHa l-cTpaHa MPBOT THUIIA
KOja My OAroBapa.

Ila 6ucmo onmcaau l-cTpaHe APYror TUIA, YBEAUMO MO0AATHY HOTAIU]Y O Y30PY
Ha ommTujy ¢opmy yseneny y [15]. Konempykyuja craze

e — o n>17
U1 (%) Un,

je monckyn ckyna P({vi,...,v,}) uanykTuBHO Hedunrcad Ha cienehn nHauwmn:

(1) ako je n =1, ouna je {{v;}} KoHCTpYKIMja cTa3e On jeIHOr TEMeHa U;

(2) ako jen>1,1<j<n,a L wu D penoMm KOHCTPYKIUje CTa3a
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[ — u [ ——

1 Vj—1 Vi1 Un

(rama je j =1, rana je L =0, a xana je j =n, tana je D =), ouna je
{{vl, e ,vn}} U LU D KoHCTpYyEKIja cTa3e

o ce0 —9 -

(%1 % Un

Hamomena 3.1.3. Ako je K KOHCTPYKIMja TOpe HaBeldeHe CcTa3e O N TeMeHa, OHOA je
{vi,...,v,} € K n |K| =n.

Tephewe 3.1.4. V je 0-cmpana uzsedena us

{{in, .. vints oo Linsina by {in} }

axo u camo axo je V woncmpyrxyuja cma3ze

{in, oo yir} {in, ..., 02} {inyin_1} {in}
Hoxka3: Tephemwe cnenu muperrno us [15, Tepheme 6.11]. O

Tepbeme 3.1.5. 3a Kamananose bpojese saxncu caedeha pexypsuera $opmyaa:
co=1 u cp1= Zcicnfi-
=0

Ioxa3s: Acormenap muvensuje n—1 peanusyje kommaexe CM} (Bumetu Onemax 3.1
[Momomemaxk 1.2.1), na je npema nperxonHoMm TBpbhemy, yKynan 6poj HEerOBUX TEMEHA,
Tj. n-tu KartamanoB 0Opoj, jenHak yKymHOM OpOjy KOHCTPYKIHja CTa3e OO N TEeMeHA.
dopmyna ce majbe Mako M3BOAW M3 Me(UHUIMje KOHCTPYKIMjE CTa3e. O

3a l-yrmexben ckyn N u A € N, enement a € A je A-nospuwurcku y OOHOCY HA
N kanma 3a cBaku ememeHT B € N rakaB na je B C A Bawkm a ¢ B. Yrynan 6poj
A-noBpmUHCKUX ejieMeHara y omHocy ua N o3nauumo ca vy(A).

Hamomena 3.1.4. [ledpunnnuja xoHcTpyknuje craze u ITpbeme 3.1.4 nosmaue nma 3a
cBaky O-crany V um cBakm exement A € V Bawu vy (A) = 1.

Hera je E cana l-crpama apyror tumna, Tj. Heka je nobmujena on Heke (-cTpane
V yrnamamem menHor makcumaguHor O-yrmesxkbenor ckyma M. Ilpema nperxonHoj
Hanomenu, vy (M) =1, na je oryna |J E obauka

{in, ik Lo ijoats lne i ts oo {ind

IMTO je y TPAHUYHUM CJIyYa)eBUMa

{{in, ..o}ty {in} ) mmn {{in, o ind, oo {instnea )

[Tonazehu on | J F v npumenyjyhu ncru nocrynak kao 3a 0-crpane u 1-cTpane mpBor
Tumna, noobujamo ciaenehm mpomsBO ca IBe Mpa3He MO3UIMje KOje UyBajy MPOCTOp:

o Ainsein} R s {inyeijn} {in} .
In+1 . 110 j—2 : o . (S I 7P
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3.1. AncrpakTHH HEpMyTOACOIHETAD

I[Tornyno 3arpabuBame oBOr mpomu3BoAa ce PEKOHCTPYUIIE HA MCTU HAUWH KAO y CIIy-
uajy O-crpana. (PopmanHo, HAjCHOMAIIBUU AP 3arpaja Ce M30CTaBjba, AJU Ce
noapa3ymena.) [Ipumernmo na ce caenefiu mapoBu 3arpajga MOpajy yKIbYUUTH:

. {inyein} | . {inv""ijfl} {inv"'7ij+1} . {in} .

(tns1 S SR P . ) ( . Gjp1s et p).
W canma moctoje Tauno nse O-cTpane Koje canp:ke cBe enemente 1-crpane F. Ome oaro-

Bapajy JBeMa IepMyTalujaMa eJIeMeHaTa ;1 U ¢; Ha IPa3HUM IO3UIKjaMa IPOU3BOIA.
ITaxne, cBaka l-cTpana Opyror Tuma OAroBapa jeTHOM O-TEPMY.

ITpumep 3.1.7. Ako je n =2, ckyn E = {{{1,2}}}, FE je ompma l-cTtpana apyror tuma

KOja oarosapa 3arpabuBamy
{12}
(3 ' —) N

0-crpana V us IIpuvepa 3.1.3 u O-crpana V" = {{{1,2},{2}},{{1,2}}} roja oarosapa

MOTIYHOM 3arpabuBamy

{1.2h o {2}

(1) - 2),
cy jemuue O-cTtpane onm kojux je l-crpama F moraa macraru. Ha Caunu 3.2, E oaro-
Bapa uBMIU O3HaueHoj ca {{1,2}}.

IIpumep 3.1.8. Ako je n =3 u E = {{{1}},{{1,3,4}}}, E je onma l-crpana gpyror
Trna Koja oarosapa 3arpabuBamy

(2 )

O-crpana V u3 Ilpumepa 3.1.4 u O-cTtpana

V7= {1,341 {13} {13}, ({13}, {{1.3.4}} ),

KOja oAroBapa MOTIYHOM 3arpabuBamy

((2 4) -3 1).

cy jemune O-ctpane u3 kKojux je l-ctpana E morma macratu. Ha Caurmm 3.6, F oaro-
Bapa 3ajelHUYKO] UBUIM ABaHAeCTOyTyioBa yuje cy o3nake {{1}} u {{1,3,4}}.

{1,3,4}

1).

{1,3,4} {1,3} {1}

Crawnygno, jenuHCTBEHA je l-cTpaHa APYror TUIa KOja OAroBapa MPOU3BOJHHOM IMOT-
nyHo 3arpabeHoM mpom3Boay ca OABe Mpa3He MO3UlKrje—jemHa Kpajibe HEeCHO Y JIEBOM
¢akTOpy mpom3BOIA, a ApyTra Kpajme JEeBO y HeroBoM necHoM (arxrtopy. llakie,
3akmpydyjeMo ma cy l-crpane kommuiekca C'y 1-1 KOpecnmoHIEHIUjU ca WBUIIAMA T'Da-

ba ;.

3.1.3 2-cTpane

YriaamameM jeqHOr eJeMeHnTa u3 1-crpana koMmiiekca C' HacTajy merose 2-cmpare.
Pasnukyjemo nBa tuma 2-cTpanHa: 2-cTpaHa nmpeoz muna canp:ku Makcumasan 0-yr-
meKkDeH CKyI, MOK ra 2-cTpaHa 0pyzoz muna He CAIPKU.

Hexka je F' jemna 2-cTtpana mpBOT TUNA U

M = {{in, - yir} oo {imyina}, {in}}

MakcuMmanan O-yrmexbenn ckyn canpskan y F. IloHoBO, OHako Kako je IOTIYHO
3arpabuBame momesmeno (O-cTpanu, Tako ce u 2-crpanu I momemyje 3arpabuBame
MPOU3BOIA iyt -%1--.. 1, CA n3bavena nsa napa 3arpana. Moryhe cy tpu curyamuje:
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—~

1.1) mocroju enement A € F 3a roju je vp(A) = 3;
(1.2) mocroje weynopenusu enementu A, B € F 3a koje je vp(A) = vp(B) = 2;

(1.3) mocroje enementu A, B € F', B C A, 3a koje je vp(A) = vp(B) = 2.

Ouwurnenno, y cayuajy (1.1), mocroju tauno mer l-ctpana um tauno mer 0-cTpaHa
Koje canpske cBe esnemente crpane F'. Owne omrosapajy MeraejuoBom meroyriy (7).
Y cayuajesuma (1.2) u (1.3), F' je yrmyuena y tauHo yetupu l-crpase (koje omro-
Bapajy a-tepmuma) u uetupu O-crpane. [Ipurtom, y cayuajy (1.2), F' ogroBapa ¢yHk-
TopujasHoM dyeTBopoyray (5), mok y caydajy (1.3) oaroBapa 4eTBOPOYTIIY HPUPOIHE
rparchopmanuje (8).

IMpumep 3.1.9. Axkojen =3 u F; = {{{1, 3,4}, {1,4}, {1}}}, Fi je onpa 2-cTpana mpBOr
TUNA KOjOj oaroBapa 3arpabuBame

(2

1,3,4 1,4 1
(84} 5 (8 11 )

u MexkaejHOB meToyrao

2.(3-(4-1))
22640 — 2.3 (4-1)
2-((3-4)-1)
2.(3-4)-1 ‘ (2-3)-(4-1)
(2-(3-4))-1
2-3-4) \ (2-3)-4-1
((2-3)-4)-1

koju Ha Cawunu 3.6 mokpuBa Teme 2341.

ITpumep 3.1.10. Heka je n =5 u Heka je M makcumannu O-yrmesxbeHu ckym

{{1,2,3,4,6},{1,2,3,6},{1,2,6},{1,6}, {6} }.

2-ctpamu F; = {]\/[, {{1,2,3,6},{1,2,6},{1,6},{6}}, {{6}}} oarosapa sarpabusame
(5-(4-3-2-(1-6))) 1 mIycTPOBAHU METOYTAO.

e (?)(3 (2-(1-6)))
5-(4-@2:0-6))— 5.(4-3-(2-(1-6))
e
5-(4-(3-2)-(1-6)‘ 5'((4‘3)'(2'(1‘6)))

5- (( -(3-2))-(1-6))

((4-3-2)-(1-6))

5-(((4-3)-2)-(1-6))

2-crpamm F> = {M, {{1,2,3,4,6},{1,2,3,6}}, {{1,6},{6}}} omroBapa sarpabusame
((5-4-3)-(2-1-6)) n nprKa3aHU YETBOPOYTa0 (YyHKTOPU]ATHOCTH.

~—

5-((4-3)-2-(1-6))

((5-4)-3)-(2-(1-6)) (5-4-3)-(2-(1-6)) (5-(4-3))-(2-(1-6))
<&~®~m~@-r6ﬁ \w-m-a>w24~m

((5-4)-3)-((2-1)-6) "H2LERD (5. (4-3)) - ((2-1)-6)
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3.1. AncrpakTHH HEpMyTOACOIHETAD

2-crpamm F3 = {M, {{1,2,3,6},{1,2,6},{1,6},{6}}, {{1,6},{6}}} omroapa sarpabu-
Bamwe (5-(4-3-(2-1:6))) n npukazanu YeTBOPOYTao IPUPOJHE TPAHCHOpMAIH]E.

5-((4-3)-((2-1)-6)) 5-((4-3)-(2-1-6)) 5-((4-3)-(2-(1-6)))
5-(4-3-((2-1)-6))‘ ‘5-(4-3-(2-(1-6)))

5.(4.(3.((2.1).6)))5-w>>5.(4.(3.(2.(1.6))))

Axo je F jemmaa 2-cTpaHa APYror TUIA, OHIA je

21 [|JFl=n—1 mm (22) |[|JFl=n-2

2.1), 2-crpanu F oarosapa yerBopoyrao y ¢opmu mgujarpama (12). Y
), UF je obmura

Y cayuajy (
cayuajy (2.2

{{in, ik s inaa b {in} b = {{in, oo i3}, {in, - ik} ]
3a 1 < j <k <n, nuapurom pasnaukyjemo cienehe me moryhe curyamuje:

(2.2.1) ako je k—j > 1, onma 2-crpanu F oarosapa ocMoyrao y ¢popMmu mujarpama
(13);

(2.2.2) ako je k —j = 1, ouma 2-crpanu F oarosapa ABaHAECTOyrao y ¢(popmu
mujarpamva (14).

ITpumep 3.1.11. Axko je n =5, onma 2-cTpanu
Fy={{{1,2,3,4,6}}, {{1,2,6},{1,6},{6}}, {{6}}}

omrosapa 3arpabusame (5-_ )-(__-2-(1-6)) n npuraszasu 4eTBOPOyrao y ¢Gpopmu
mujarpama (12).

(5-4)-(3-2-(1-6))

(5-4)-(3-(2-(1:6))) ————(5-4)-((3-2)-(1-6))
(5-,>-<,~<2~<1~6>>>\ \(5 BRI
(5:3)-(4-(2-(1:6))) ————(5-3)-((4-2)-(1-6))

(5-3)-(4-2-(1-6))

2-crpamm Fy = {{{1,2,3,4,6}}, {{1,2,6}}, {{6}}} omroBapa zarpabusame

G- ) () (_-6),

Ipu yeMy Cy IIpBe OBe Ipa3He MO3UIlMje pe3epBucaHe 3a 3 u 4, a mociaenme nse 3a 1
u 2. 2-crpamn Fg = {{{1,2,3,4,6}}, {{1,6},{6}}, {{6}}} omrosapa sarpabusame

G-_) - (—-(1-6)

Crpanama F5 n Fy penom oarosapajy mpukazanu ocMoyrao y ¢popmu aujarpama (13)
1 nBaHaecToyrao y gopmm mujarpama (14).

61



Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

(5:2)-3-(4-(1-6)

((5-2)-3)-(4-(1-6))
((5-2)-_)-(_-(- V

)
((5-2)-4)-(3-(1-6))

(5:2)-4-3-(1- 6))\
(5 2) (4 (3-(1-6)))
g DN
( ) (2-(3-(1-6)))
(5-4)-2-(3-(1-6))

)
((5-4)-2)-(3-(1-6))
(

) @ae)
(5-2)-(3-(4-(1-6)))

(5-3)-(2-(4-(1-6)))
S (5:3)-2-(4-(1-06))
((5-3)-2)-(4-(1-6))
W5-3)-7)-(f-(1-6))
((5:3)-4)-(2-(1-6))
|5-8)-4- 2 (1-6)
(5-3)-(4-(2-(1-6)))
/5.7)-(7-(2«1-6)))
(5-4)-(3-(2-(1-6)))
T (5-4)-3-(2-(1-6))
((5-4)-3)-(2-(1-6))

(5-4)-_)-(-(1-6)

Y Homatky A.3 je mar mperisien 2-ctpana komiiekca C' y caydajy n = 4.

3.2 Teomerpujcka peajm3alpja 3aJaBambeM
rpaHNYHNX MoJynpocTtopa - PA,

3a 1< k<k+1<n, Heka je

3kz+l+1 o

3i+t 3k — 3k

k(k, 1) =

3a eJIEMEHT

B={{iksts i oyintyo e,

{ibriy - -

+3”—n—1'

Vs Tkt by {ikts - - -k} )

rpamuBHOT CKyma B, Heka je ms xumeppasan y R nepunucanma jenmaumnom

Ty + 21’1’2 +

Hanomena 3.2.1. Basxknu k(k, 1) = 3+ + ..

e(k)

oot k(x, +

ot w,,,) = k(K1)

.+ 3k 4+ e(k) npu uemy je

B 3k — 3k
C3n—_p—1

< 1.
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3.2. Teomerpujcka peann3aiiuja 3aaBambeM IPAHUYHUX TOJynpocropa - PA,

Hexka je
PA,=(({m; | BeB})nm,
rae je m xuneppasan y R"™! nepunucana jenmauumsOM

1’1+---+$n+1 = 3n+1‘

Ocrartar oBor momonespka je mocBehen mokasy ciemehe Teopeme Koja maje oaroBop
Ha [luTame 3.1.3.

Teopema 3.2.1. PA, je npocm n-noaumon xoju peasusyje xomnaexc C.

3a cBako i € [n+ 1], Bazkxu {{i}} € By, na je, npema IIpumepy 1.1.5, PA, canpxkan
Y N-CUMILIEKCY

T14 .. g = 3", ;>3 1<i<n+1.

Iaxne, PA, je orparnuenu npecek nmosynpoctopa y R"™! omnocro momuron y craamy
ca Hepurunujom 1.1.2.
Hera je BY = B, NP(M).

Jlema 3.2.2. Axo cy f uy eaemenmu ckyna By sa xoje je mgNm,NPA, # 0, onda nocmoju
maxcumanmu 0-yewenchenu cxyn M 3a xoju cy B u vy esemenmu ckyna B,

Iloka3: IlpermocraBumo na
(x) me mocroju mMakcumanau O-yrmeskbhenn ckyn M 3a koju Basu 3,7 € BM.

Hexka cy mg u 7, penoMm xumneppaBHU
yi+2ye+ ...+ k(ye + ...t ypn) = (k) m
2142204 oA m(zm . Zmp) = k(ML D),

npu yemy ¢y Y = {y1,....Ypp} 4 Z ={z1,..., Zmip} NOACKYIOBU CKyIla IPOMEHJbUBUX
{z1,..., 2011}, 1 HEKA je ¥ cyma

Y F2+ . Eye o ye) F 220 (En e 2y
[ToraskmMo na 3a cBaky Tauky a(ri,...,T,1) € PA, Bakn
Y > k(k,l) + k(m,p),

mTo nasme nosiaun na cy PA, un xuneppasau X = k(k,l) + k(m,p) aucjyHKTHU, a KaKO
je mpecek g, canpxan y X, onna a € mgNn,. Ila 6bucmo To mokasanu, kopucTuhemo
Bume myrta ciaenehe: ako cy iy, ...,1, Mehycobuo paznuuuru esementu ckymna [n + 1],
ouma {{i1,...,im}} € By, u Bazkm x;, + ...+ x5, > 3™ 3a a(xy,...,xyq1) € PA,.

(1) Ao ¢y Y u Z meynopemusu u Y U Z = {uy,...,u,}, orma je ¢ > k+Il,m+pu
3k+l+1+3m+p+1
2

E2U1++uq23q

WV

> k(k,l) + k(m,p).

(2) Aro je Z CY, onnma 360r (*) mMamo Tpu Moryha 3akibydra:

(2.1) 2y =y; 3amexo 1 < k—2u {29,..., 2Z;mipt T {Uks-- -, Ybrt}, UM
(2.2) 21 =yp—1 ® {22, .-, Zmap} CHAYks oo, Ypt ), TIIH
(2.3

) {227 <. ,Zerp} Z {yk7 .. ,ka}-
Y cayuajy (2.1) Baskm k+1l—i>p+mu
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

>+ Fyn) oo+ Wi+ FUse) 2w+ Yik)
> 3btk 4 3lFk—it2 4 9 glHk—itl
>3k 3 i3t 43P L jepje b+l —i=p+m
> k(k,l) + k(m,p).

Y cayuajy (2.2) Basku [+1 > p+m, ma ce pe30HOBaWmE CBOAU HA MPETXOIHU CIIyYaj]
Kanga ce ¢ 3aMeHu ca k — 1.

Y cnyuajy (2.3), Hera je i HajMamu eneMeHT ckyma [k — 1] 3a koju je y; = z; 3a
HeKO j € {2,...,m+p}. Tana je k+l—i+1 > p+mu

S22yt Fyse) o+ Wi+ Yse) T3 oY)
> 3btk 4 oglrk—it2 4 g glrk—itl
> 3lFk gy ghrkmi2 g g(glrk—itl )
>3tk 3 143t 43P 11 jep je k+l—i+1 > p+m
> k(k,l) + k(m,p).

(3) Ako je Z =Y, onnma (%) mMmmaunupa ma HOCTOju eseMeHT ¢ € [k — 1] 3a koju je,
3a HEKO r > 1, jenqHauMHa XUIEPPaBHU T, OOJIMKA
Y1+ oot (= Dyicr + G+ 1)y + ... = 5(m, p),

2

opyu YeMy Cy KOe(pUIMjeHTH y3 CBAKO ¥;, J > i, CKpDUBEHU Y ,,...", BeNu unm jennaxu

i. Ilakie,

by >2(y1+...+yl+k)+...+2(yi—1+...+yl+k)+3(y¢+...+yl+k)
2 2(3l+k 4+ o+ 3l+k—i+1) + 3[+k—z’+1’

a momro je 3R 1 =93k 4 4 1), ciemm

¥ > 203" 4 1) > k(k, 1) + k(m,p).

]

Jlema 3.2.3. Hexa cy Y u Z 0sa neynopedusa nodckyna ckyna [n+ 1]. Axo je

in < 3|Y|, Zx, <32y x; > 0,30 ceaxor € Y U Z,

iey i€z
oHda je

Z T; < 3‘YUZ‘.
iEYUZ

Jloka3: Jlema je 6a3a nagykruBHOr nokasza Jleme 9.1 y [15]. O

Y HacTaBKy ce ocllalhbaMO Ha aUHy TpPaHC(OPMaIjy Koja HOpMaJIM3yje jeIHaunHe
xuneppasau Besane 3a B rne je M = {{n,...,1},... . {n,n — 1},{n}}. Hanwme, nexra
je p OpTOroHAJHA HPOjeKNMja M3 XUIePPaABHU T Ha XUIOeppaBaH 7 : T,y = 0, 1 Heka
je PAY, p-ciuka monurona PA,. Kako je p GujekTuBHO aduHO IpeciUKaBame, BaKu
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3.2. Teomerpujcka peann3aiiuja 3aaBambeM IPAHUYHUX TOJynpocropa - PA,

PA, ~ PA° npu uemy p ciuka ctpamy mosnutona PA, y moj omrosapajyhy crpany
nonurona PAY. TlocmaTpajMo n X n MaTpuie

1 -1 0 .0 111 1
. 1 0 1 -1 .0 P 11 1
C 3n—n—1 ’ = (@"-n-1) ’
0 0 O 1 000 1
u BekTop W € R"”
3n — 3n—1
3n—1 _ 3n—2
W =
6
3
Heka je h: R" — 7° GujekTuBHO apuHO mpecaukaBame Koje Taury (T}, ...,T,) IpocTo-
pa R" ciuka y Taury (zy,...,T,41) € T Tako Aa je Ty =0 u
T xp —3
=w+ L
Ty x, —3

/

!, u-camka nosurtona PA,. IlomoBo Bakn

Hera je u = h™! op u mera je momuron PA
PA, ~ PA,.

Axo je 8 € BY, mabumo xuneppasan mpoctopa R" Koja mpecaukaBameM U OJro-
Bapa 75 N 7. Enement 3 € BM je obnuka

{{n,n—1,...,n—l,...,n—l—k—i—l},...,{n,n—1,...,n—l}},

na #azoBuMo ckyn Y = {n—1—k+1,...,n — [}, u-xopecnondenmom emnemenra [3.
OsmaunMo ca Z neBy crpaHy cilenehe jemqHaumHe Koja Je(MHUINE XWAIEppaBaH g €

R”'H:
Tnol—k+1 + 2Tpn_j_fyo+ ...+ (]C — 1)1'71,1,1 + k(l‘n,l + ...+ iL‘n) = K,(k, l)

Axko je cryn Y, u-KOpeCHOHIEHT ejeMeHTa (3, HEKa je My xumeppasan mpoctopa R™
nedurHMCAHA jeTHAYNHOM

I _ qlY : ! / _ ak
E xi—3| | . Ty pp1t .-+, =3
i€y

[Mokaknmo ma je mg N 7Y, h-camka xuneppasru my. V3 nedurunmje mpecaukasama h

cjaenu

_ 9 . 9l+k-1 1 / o
Tp_i—ky1=2-3 +3n_n_1(xn7l7k+l ‘(EnflkarZ)

_ l 1 / !
Tpoy =23+ g (@, —75,_ 1)

Tn =3+ gy (2], — 3), ma je
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(11

=2.3h1 4 9.9.3Hk2 4 4 (k—1)2-3% 4 k(2.3 4 ... +2-3+3)

+3n—1n—1 (ajéL—l—k_H + ...+ xln—l _ 3k>

=3k 3l 3 (@ g - 2, — 3E).

Iakie,

E=kkl) & /=@, 1+ .tz —3k) = 3k —3k

3"—n—1 n 3"—n—1
/ / __ qk
S Ty g gttt =35

mTO 3HAUU na je mg N7, h-CIUKa XWIEpPaBHU Ty, OMHOCHO A& Ty NPECIUKABAHEM
. > >

u omrosapa mg N 7. Vcro Bakm m 3a oarosapajyhie nomynpocrope 7y u 75 . lakie,

OujeKTUBHA u-KOopecHoHaeHIMja usMehy enemenata ckyna B u enemenara ckymna

B:{{n—l,...,n—l—k+1}|1<k§k+l§n}

je cBemena Ha Oujernujy mameby ckyna xuneppasru (moJympocropa) Be3anux 3a PA,
/
¥ CKyma xumeppasHU (HOJIynpocTropa) Be3annx 3a PA!.
[Ipumernmo na je B ckyn cBUX HeIpa3HUX MOBE3aHUX CKYIMOBA TEMEHA CTa3e

e s
1 2 n

omHOCHO rpamuBHU ckyn ckyna P({l,...,n}), ma ce mako Moke IPOBEPUTHU O BaiKe
cnenehie exsuBasennuje. Jla enementa ckyna B} cy meymopemuBa ako u camo ako
CY BUXOBU U-KOPECIOHAEHTH HeyTlopeauBu. Y HUja aBa ejeMeHTa ckyma BM mpumana
BM ako m camo ako yHWja BUXOBUX u-KopecmommeHarta mpumana B. Crkyn N C BM
je l-yrmeskbhen ckynm ako M caMO aKO je CKyHI u-KOpecIoHIeHaTa ejeMeHaTa ckyma N
yrmesshen ckyn y omnocy ma B. Cryn N C B je komcTpyxkuumja crasze

n,....1}  {nn—1} {n}

aKO M CaMO aKO je CKYIN u-KOpEeCHOHIeHaTa ejieMeHaTa Cckyna N KOHCTPYKIUja cTa3e

: : e

Jlema 3.2.4. Axo cy f u vy dea Heynopedusa eaemenma ckyna By 3a xoja eaxncu
s N, N PA, #0,

onda U~y € Cy — B;.

Ioka3z: Ilpema Jlemu 3.2.2, mocroju makcumasau O-yrimesxkberum ckyn M 3a koju
B,v € BM. 360r cumerpuje MoxKeMO TPETIIOCTABUTH 12 je

M={{n,....1},... . {n,n— 1}, {n}}.

(Y tom cayuajy, momto 3,7 € B, x,41 ce He nojaBbyje HU y T3 HA Y T.)

Hera cy Y, Z € B pemom u-ropecnonnenTu esnemenara ( u vy. Kako cy [ u 7 He-
ynopenusu, Taksu cy mMebyco6ro m Y u Z. Heka je a € msN7wy, N PA, u ¢ =u(a).
Koopaunare (z),...,z)) Tauke o' 3amoBosbaBajy jenHaunHe XUIEPPABHU Ty W Ty, 114
caMUM TUM U HejemTHAUWHEe TOJYIpPOCTOpa Ty U Ty. OTyma, ¢ 063UpoM ma 3a CBaKoO
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3.2. Teomerpujcka peann3aiiuja 3aaBambeM IPAHUYHUX TOJynpocropa - PA,

i € [n] Baskm 2, > 3, crkynosu Y m Z m KoopaumHaTe Tayke a’ 3a0BOJHABAjY YCIOBE
Jleme 3.2.3. Ilakne, yuuja Y U Z He npumnana B jep 6u y CyOpOTHOM BayKWJIa HEjem-

> .
HAKOCT Ty, TJ.
/
Z ) > 3lvuel,
i€YUZ

mTo je y roHTpamukimuju ca Jlemom 3.2.3. Ilakme, S U~y ¢ By, u, ¢ ob3upom mna
B,v € BM, zagmyuyjemo na FUvy € C, — By. a

Cnemu mocnemuna Jleme 3.2.4 u Tephema 3.1.1.

IMocnenuna 3.2.5. Axo cy b, ..., Br eaemenmu ckyna By 3a xoje je
s ﬂ...ﬂﬂ'ﬁkﬂPAn#@,

onoa je {B1,..., Bk}, I-yemenchen cryn.

Tsphemwe 3.2.6. 3a ceaxo meme v noaumona PA, nocmoju 0-cmpana V xomnaexca C
maxo da je

{v}=({ms [ 5eV}) N,

dox 3a ceaxu easemenm y € By =V, v & m, .

Hoka3: Hexka je v teme moaurona PA,. Kako ce moiauron Hajga3m y OPOCTOPY IU-
Mensuje n + 1, mocroje fi,..., B3, € By 3a koje je

{v}=ms N...Nme, N.

[Tpema nperxonnoj nmocaemumm, cxkyn V = {f1,...,0,} je 1-yrmesxben. Karo cy max-
cumaanu 1-yrimesxheru ckymoBu KapauHaianoctu n, V je O-crpana rkommiaekca C, u 3a
cBaku enement vy € Bi—V, VU{v} nuje 1-yrmexben, ma npema npeTxomaHoj mocsie i,
TeMe v He IPUNala XUIEePPaBHU .. O

ITocnemunia 3.2.7. PA, je npocm n-noaumon.

Iloka3: Cuenu OIUPEKTHO M3 MPETXOTHOI TBphema, a ¢ 003upoM nga cBaka 0-cTpaHa
“Ma TAYHO N ejgeMeHaTa Moske ce npumenuTtu u [15, Tepbheme 9.7]. ]

Tsphewe 3.2.8. 3a ceaxy 0-cmpany V rwomnaexca C nocmoju meme v nosumona PA,
maxo da je

{v} = (ﬂ{mg | BeV})nm.

Iloka3: loBossHO je ma mokaskemo ma 3a cBaky (-ctpany V kommierca C, mpecek

(ﬂ{ﬁg | BeVvi)nm

je camo jemma Tauka Koja, 3a cBako 7y € B —V, mpumama momynpoctopy w7 . 360r
CUMeTpHje OlmeT MOKeMo mpeTmnocTaBuTu aa je V = {B,...,3,} C BM 3a

M={{n,...,1},....{n,n—1},{n}}.

3a cBako i € [n], Hera je X;, u-ropecnonnent exemernra ; € V. Ilomro je V koH-
CTPYKIIMja CTa3e

[

(n,.. 1} {mn—1} {n}
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ckyn N ={X;,..., X, } je voucrpykumja crasze
1 2 n

Nunyruujom o n > 1, mOKaKUMO na je mpecek mx, MN...N 7Ty, jenHa Ttadka. AKO je
n =1, orna je mx, tauka ;) = 3. Hera je n > 1 n Hera cy L u D penoMm KOHCTpyKuuje
cTasa

——cee— U e——ee—e
1 Jg—1 J+1 n
npu yemy je N = {{1,...,n}} UL U D. Ilpema UHAYKTUBHOj XUIOTE3U, IPECEIN

ﬂ{ﬂ-ﬁi i € L} u ﬂ{ﬂ-ﬁi Bi € D}
cy Tauke y oarosapajyhem (j—1)- AnMeH3MOHAIHOM, OLHOCHO (N — j)- IUMEH3NOHAJIHOM
npoctopy. llakne, onpebene cy cBe KoopamuaTe T',...,T; 1, Ti,q,...,T; HEKe Tadke
KOja Ipuana Ipeceky mx, M...N7Tx,, Ia ocTaje caMo jJOII Ja ce OApeau KOOPIUHATA
x; Hbena BpenmHoCT je jenmHCTBEHA jep Clenu U3 jeTHadUHe

/ / / / /I __ an

rt.. Frtr+r,+. . +r, =3
¥ BPEHOCTU KOODIMAHATA T, ..., T 1, X g, ..., T
CBe 0BO mMIIMIupa maa je mpecek

(ﬂ{ﬂﬁ | BeVinm

caMo jemHa Tauka, ckym {v}, ma ocraje jom ma ce IMOKazke ma 3a cBako vy € By — V|
vE T

Y rope MOMeHyTOM M3pavdyHaBamy BPEIHOCTH KOOPAMHATE T Tauke u(v), ¢ 063upom
maje ) 4. 42 =3 mal, +.. .+, =3"7, nobuja ce

2l =3" — (371 +3"77) > 3t

[Ipumerumo u na je j € [n| 6uo [n|-noBpmmHCKN enemenT y omHocy Ha N. AHAJIOTHO
MOKEMO 3aKJbYUYUTHU Na aKo je m X,;~-TOBPIIMHCKUA €JEMEHT y OMHOCY Ha N, OHIa m-Ta
KOOpauHaTa Tauke u(v) 3a00BOJbaBa HEjeTHAKOCT T, > 3HXil-1,

Heka je v € BY —V uY ={n—-1,....n—1—k+ 1} € B meros u-Kopecnou-
nenr. Kako je Y € B — N, uHOyKIMjOM IO 7 C€ JAaKO MOKe NOKA3aTU 1a IIOCTOjU
X; € N Tako na Y canp:ku X,;-TIOBPIIMHCKU ejieMeHT y omuocy Ha N u ma je Y C X
(Bumeru [15, Jlema 6.14]). Hakae, moctoju enement m € {n —1,... ., n—1—k+ 1} xoju
je X;-mospmmucku, npu yemy je k < |X;|. Canma, va ocHoBy mperxomHor maparpada,
m-Ta KoopauHaTa Tauke u(v) 3amoBosraBa HejemHakoct x,, > 31%l7l a kako cy cae
ocraje KOOpAMHATE HO3UTUBHE, cienu na u(v) € my, Tj.

X;|—1 k
Ty gir ol > 3% > 3k

OJTHOCHO v € T2 .
’y . M .
3a cBaky gpyru eseMeHT v € By — V, 1j. 3a enemenr vy € By — B}, nocmarpajmo
MOJUTON NOOUjeH y MPECeKy XUIEepPpaBHU T U MOJYyIPOCTOpa OOIMKa
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3.2. Teomerpujcka peann3aiiuja 3aaBambeM IPAHUYHUX TOJynpocropa - PA,

rae cy i, ..., i Mehycobro pazanuntu enementu ckyna [n+1]. IIpema [Ipumepy 1.2.1,
peu je o n-mepmyToenpy koju peasm3yje kommiaerc C. IIpecek oBor mepmyroenpa u
XUIeppaBHU

1+ 229+ ...+ nx, = k(n,0)

je (n— 1)-cuMIIeKCc—KOHBEKCHM OMOTa4 CKymNa Tadaka {ai,...,a,} C R"™ (momcehamo
na je
3" —3n
en) = —m—
() 3 —n—1

kao y Hamomenn 3.2.1):
ar(3M — 3% — £(n), 3" — 371 4 e(n), 3" — 372, .., 3),
ag(3"t — 37, 3" — 3" —¢(n), 3"t =32+ ¢(n),...,3),

a, (3" =37 ...,33-3%,32 -3 —¢(n),3+¢(n)).
(Koopmunate Ttauke a; mobujeHe Kao pelleme CucTeMa
x1+2x9 + ... +nx, = k(n,0)
ro+T+ T>2H...+ =z, =3

(2) To+ ...+ z, =31
(n) T, =3,

13 Kora je jemHauwna (i) M30CTABILEHA.)
Kako je v € By — BY, jennauuna koja nepuHume XuneppasaH 7., je

Ty 422 + . K(x, + . Fay,,) = k(K D,

opum yeMmy je i < tpaq < ... < lpy 4

(%) Qq,19,...,1ky HACY y3aCTONHW 4YiaHoOBM Hm3a 1,2,...,n. O3Haummo ca = neBy
CTpaHy OBe€ jeTHAYWHE.

[Toraskumo ma 3a cBako i € [n|, koopauHare (T1,...,T,1) TAYKE G; 3310BOJHABAJY
HEjeIHAUMHY T, jep U3 Tora, Kao W W3 UMILCHUIE Ma U € CONV{ai,...,dn}, CIeam na
veT;.

(1) Axo ce 3a Heko 0 < m < n—1—k, x,, nojaBmyje y =, oHIa je

E>x, >3ntlrm _gnm 1 =2.3vm 1 =2(3"™ — 1) + 1

S 3@nm )41 =3 gy s Ly
> k(k,1).
(2) AkO i1,...,04, €{n—1l—k+1,...,n}, orna je = obuuka

1 Tp—]—k+1 T A2Tp——k42 + . .. + A Tn,

npu uemy je a, > 0 3a ceako 0 < m < |+ k. Ilomro Baskm (%), mocroju j € [k — 1]
TaKo Ia je aj > j, HOK je a, =m 3a cBako m € [j — 1]. Oryzna je

=2 Ty g g1+ ..+ (] — 1)In—l—k+j—1 + j(In—l—k—‘,-j +...+ l’n) + Tpi—ktj

= (xn—l—k-i-l +...+ J]n) + ...+ (xn—l—k—&-j + ...+ ZL’n) + Tn—l—k+j-
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3a i koje je rtakBo nan—Il—k+1<i<n—[0—k+j, koopmunare (T1,...,Ty1) TAUKE
a; 3a710BOJbaBajy HejeTHAUYNHY

(Tntprr + oot ) b oot Tpgprg oo @) >3 g 3R

MOK 3a OCTajie BPEOHOCTU ¢ OBa HejedHAUYMHA Tpeas3su y jemHakocT. Takobe,
(n—1—k+j)-Ta KoopmMHATA T,_|_k4; Tauke a; je Beha ox 3HTFIH1 —3Hk=i 1 Jlakse,

= 31+k—j+13] -1 + 3ltk—j+1 _ gltk—j _ |
k41 _ gltk—j+1 +92. gltk—j+1 _ 9 . gltk—j 3l+k+1 + 3l+k—j
= -1 = -1
2 2 ’
a momTo je k > 7+ 1, cnenn
3l+k+1 3l+1 3l+k:+1 _ 3l+1
E>+—1>#+1>m(k,l).

]

Zoxasz Teopeme 3.2.1. Ha ocuoBy TBpbema 3.2.6, TBpbhemwa 3.2.8 u [locaenuue 3.2.7,
nojuron PA, je IpocT n-IOJUTOI 4yKja je Mpeska cTpaHa, 6e3 mpa3He crpane, ypebenu
CKyII

<U{7D({7rg | € V}) |V je O-crpana rommekca C'}, 2),

ma PA, reomerpujcku peasnusyje rommiekc C, y ckaany ca Hepurumujom 1.2.4. [

Tlocnenuna 3.2.9. 3a cearu eaemenm [ € By, w5~ je epanustu noaynpocmop nosumona
PA,. Y3 mo, axo je PA, npasuano osnauen, onda je 3 osnaxa nwocwu PA, Nwg”.

Ioka3: Cnemu nuperrno u3 Teopeme 3.2.1, Ilocaenure 3.1.2 u Jleme 3.2.4. 0

Ha mapennoj caunum je npukaszan noauron PA, 3an € {1,2,3}. Tarobe, Cnura 3.2
u Cauka 3.6 pemom mayctpyjy Be3y um3mebhy mepmyToenpa ¥ IPOCTOT IEPMYTOACO-
nuenpa y ciaydajy n = 2 m n = 3, y3 IPaBUJIHO O3HAUYABAME MJHOCHU TEPMYTOACO-
nmuenapa.

Caura 3.1: [Ipoctu nepmyroacommenpu PA;, PA; u PA;
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3.3. Teomerpujcka peanuzanuja cymama MUHKOBCKOT

3.3 Teomerpujcka peanusaiimja cymama MUHKOBCKOT

[Iperxonmua reomerpujcka peaju3alija IPOCTOT MEPMYTOACOIUENPA j€ HACTAIA
Ka0 CBOJEBPCHO YOIIITaBaKl€ IPOIenype Koja je peaau3oBajia paMUiInjy HecToemapa
y [15], ma ce mpuponno mamehe nmurame mocrojama aaTepHATUBHE T€OMETPUjCKe pea-
Jm3allje Mo y30py Ha Npouenaypy kKojy je kopuctuo [locTHUKOB y cBOjOj peanusanuju
HecToenapa y [39].

ITurame 3.3.1. /la nmu nocTtoju n-quMeH3nOHAJNHA MUHKOBCKHI-peaIn3anyja KOMIJIEKCA
C koja je HOpMAJHO eKBUBaJieHTHa moautomy PA,7

Tepbewme 1.1.20 rapantyje ma ce mosuron PA, MOke TpeACTABUTA KAO CyMa
MwuHKOBCKOI Ha HETPUBHjaJIaH HAUMH, AJM WIAK He rapaHTyje MO3UTUBAH OICOBOD
Ha NIPETXONHO IHUTame. Y CKIaLy ca npsuM ycioBoM [lepununuje 1.2.8, Ham nuib
HUje KJIacuyHa gekommo3unuja mogurona PA,, Beh je morpebno mahwm merpuBujaane
cabupke umja cyma je PA, mo ma rombunaTopHy ekBuBaJsennujy. Wmnak, momataum
YCJIOB Yy TUTAaKY 3aXTE€Ba HOPMAJHY €KBUBAJEHIU]Yy MeDy MOJMTONMMMA YMME OCTajeMO
Ha Mocry um3aMmeby momymaprocTu (mekommnosunuje mosurona PA,) um kKoMOUHATOpDHE
eKBUBaJIeHNIje. Y3 TO, mpeMma ocraiauM yciaoBuMma ledununuje 1.2.8, 6e3 o63upa Ha
pemocisien cabupaka, CBaKA O HBUX 3apyOsmyje Tekyhy mapuumjanny cymy, Tj. cyMme
CBUX cabupakra KOju My HIPETXOJe.

Pazmarpajyhu majupe cayuajeBe n = 2 un = 3, y HapeIHUM 10 0I€JbIIMA, TOKA3Y -
jeMoO ma je oAroBOp Ha IOCTaBJbeHO nuTame nosutuBaH. Y [lomonemky 3.3.3 medu-
HUIIEMO YUTABY KOJIEKIU]y MOJUTONA HOPMAaJIHO €KBUBAJEHTHUX mosuTony PA,, npu
YyeMy je CBaK! O HUX N-auMeH3unoHaJgHa MUHKOBCKU-peaau3danuja kommiaekca C'.

3.3.1 2-mepmyToaconueagap

Y oBoM momomesmky onroBapamo Ha [lurame 3.3.1 y cayuajy n = 2. Y ckiaamxy ca
OpnemroMm 3.1, kpehiemo onm Tpoyria, Tj. KOMILJIEKCa

Co = {@7 {1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {17 3}7 {27 3}}
" IHEeroBor I'paJVBHOT CRYIIa
By = {{1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {17 3}7 {27 3}}

I'eomerpujcka eaJII/I3aI_II/I‘a KOMIIJIEKCa Cl je 2-mepM TOC oa Tj. HIECTOyrao, Ia je
’ ’
YKYIIHO 6 MakKCUMAJHUX O—}/I‘H:;e}KbeHI/IX CKYIIOBa:

{025 (1) ({1 2h {23, {4 3h {1 ) ({135 {33}, {{2.30.{21 ), {{2.3} {3}})-

Haxkmae, rpaguBau cKym By je KoJekmuja

Bi={ {{1}}, {{2}}, {33}, {{1.2}}, ({3} ({233 ({12}, {1}},
{125 {20}, {{L3h {13}, {135 {3}, {{2.30.{2}}, {{2.3}. {3}} }.

tj. By = C; — {0}. ame, momro cBaku enement [ € B meduHUIE TO jeJaH TOIYIPO-
CTOp 7r§, nmobujamo ckyn ox 12 moxympocrtopa y R?:

.73'1'2 2 3
Ty + Ly 2 9
iy + 21'1'2 2 12, 5,
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

rae cy i1 u ip pasznuunTu exeMeHTy ckyna [3]. [eomerpujcka peasnzanuja KOMIIEKCa
C' je, nmpema Teopemu 3.2.1 u Iocnemuuu 3.2.9, mBanaectoyrao PA; (Cnmra 3.1),
neprHMCAH KaOo IPECEeK XWUIEePPaBHU X1 + To + T3 = 27 u HaBeneHUX 12 rpaHMYHUX
noaymnpocrtopa. Ila je 3amcra peu O ABAHAECTOYTJY MOKE ce OpP30 MPOBEPUTU KO-
pumhemeM HEKOT cOTBEpPA KOjU je CIHeNMjan30BaH 3a pal ca MOJUTONMMA. Y TOM
cmucay, 3a norpebe oBor pana, kopumhen je Ilomumejk (Bumetn Homarar A.2).

[IpernocraBumo na je PA; mpaBusmno o3HadeH esnemenTtuma ckyma Bi. Ilpema
[Tocnenumu 3.2.9, 3a cBako € By, uBuna canp:xaHa y 7g je o3HadeHa ca [3, a mIpeMa
[Tocnemunm 3.1.2, nBe uBUIlE MMajy 3aj€THUYKO TeMe aKO U CAMO aKO CY IBbUXOBE O3HAKe
yIOpeauBe.

{{1,2}}

{{1,2}, {13} {1,2},{2}}

{{1}} {{2}}

{{1,3},{3}} {{2.3},{3}}

{{3}}

Cauxka 3.2: [IpaBusnaOo 03HaUYaBaWmE MILOCHU MPOCTOT 2-TIEPMYTOACOIMEAPA

Y crnany ca [luramem 3.3.1 n Jedpunnnujom 1.2.8, muin je nepuHucatu GyHKINU]Y
v : By — M3 TakBy ma ako je

My = A + Z ©(B),

BeBy

ouma je My ~ PA,y. Ilpurom, 6e3 o63upa Ha pemocien cabupaka ¢(/[3), CBaKA O BUX
3apyOJspyje mapuujaHy CyMy KOjy YWHE CBU CAOUPIU KOjU MYy IIPETXOIe, YRBYUYjyhu
u Tpoyrao Ap. Hakme, Mormm 6mcmo HaBecTH 12 monmToma, CIMKE eJeMeHaTa T'Da-
IUBHOT CKyIla, M IIOKAa3aTU J1a Cy CBU HABENEHW YCJOBU 3aI0BOJLEHU. Y MECTO TOTa, U
y OBOM U y HapPEIHOM HOAO0MEJbKY, OMpaMoO APYyraduju IPUCTYI KOjU BOAW MO OIIITET
KPUTEPUjyMa 3a IPOHAJAKEHE OBUX IMOJUTONA, OMHOCHO OoAroBapajyhux cabupaka y
Nn-IUMEH3MOHAJIHNM MUHKOBCKU-pean3alyjama.

Hera je cnuka cBakor jemmoesnemeHnTHOr ckyma ( € By omroBapajyhu cuUMIIEKC, Tj.
HEKa je

w(B) = Augs.
[Ipema Ilomomemky 1.2.2, maprujanaa cyma
S = A[g] + Z go(ﬁ) = A[g} + A{l} + A{g} + A{g} + A{l,g} + A{Lg} + A{Zg}
e
=1

je MunkoBCcEU-peasausanyja xkommaexca C;. Ped je o mectoyray y R? ca Tpu napa na-
pajie HUX MBUIA KOje Cce TMPABUIHO O3HAUaBajy oArosapajyhum momckymom ckyma [3].
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3.3. Teomerpujcka peanuzanuja cymama MUHKOBCKOT

IomajMo cBakoj O3HAIM jOII jemaH map 3arpafa, OQHOCHO MPEO3HAUYNMO WBUIE OIrO-
Bapajyhum jemnoenemenTHuM ckynom u3 B;. Cama cy ucroo3nadyeHne UBUIE MECTOYTIIA
S u mBamaectoyrna PAy; mebhycobuo mapamesne.

Ocraje nma ce meUHUIIY CIVUKe IPEOCTAJUX IIECT eJeMeHaTa ckyna Bi, koju cy ob-
maka {{is, 1}, {is}}. Bes o063upa ma penocien momaama cabupaka ¢({{is, i1}, {i2}}),
cBaKM o BUX 3apybmyje rexkyhy mapmujanmy cymy. Hexa je {P,}iclq uHICKCUpaHU
CKymn oaroBapajyhmx moauroma, Tj. CJIWKA NPEOCTAJIUX eJeMeHaTa, U MOCMaTPajMoO
mapimjajgHe cyMe HacTaJle BUXOBUM I0IAaBAKEM MIECTOYTIy S, KOpak mo kopak. Heka
jeSo=8SuS;=S;,_1+P, i€ [6]. Ilakne, My = Sg. Karo 3a cBako i € [6], mocToju moau-
Tom tryS;_; HOPMAJHO €KBUBAJEHTAH MOJIUTOHY S;, HA 1-TOM KOPAKy O3HAYUMO WBUIIE
moaurona S; ejmeMeHTuMa ckyna B; Ha ciaemehwm mauwmH: Heka cy MehycoOHO omro-
Bapajyhe uBune nmosurona S; u S; 1 UCTOOO3HAUEHE, 8 HOBOHACTAJY UBUILY O3HAYUMO
osznakoMm (3; (Bumetm Hamomeny 1.1.2). Ila 6u ma kpajy Sg OMO IpaBUIHO O3HAUYEH,
cnemehu ycnos mopa Gurtu ucnymen 3a cBako i € [6]: ako je P, camka eseMeHTa
{{i2,i1}, {i2}}, onma je S; ~ tryS;_1 3a Teme V koje je 3aje JHUYKO MBUIAMA O3HAYECHIIM
ca {{is,i1}} m {{ia}}, u B; = {{i2, i1}, {i2}} (Cauka 3.2). Tarobe, rako je Sg ~ PA,, 3a
CBaKy WBUILy MapuujaiHe cyme S;, MOCTOju MCTOO3HAUEHA WBUIA ABaHaecTtoyria PA,
KOja joj je mapaJiesHa.

Be3 rybuTtka ommrTocTy, MOKEMO KPEHYTHU O CabUpKa

P =op({{1,2},{1}}).

Ouwnrsenno je na P me mo:ke 6Gutu Tadra, ma je npema Tepbhemy 1.1.18(ii), nau mysx
iy mosmron. IIpernocrasuhiemo ma je P moauroH, a na mysK HE MOsKe OUTU rapaHTyje
cnenehe tBpbheme unju moras ominaskemo 3a [lomonmemar 3.3.3.

Tephemwe 3.3.2. Axo je ¢ pynkyuja xoja 3adosonasa ycaose Hepunuyuje 1.2.8 y cayuajy
n = 2, onda o({{is,i1},{i2}}) wuje oy wu sa jedan nap pasauvumuz enemenama
Q1,19 € [3].

Herka je P wmajjemmocraBumju nosuron, tpoyrao 111573, rme cy Ti(ay, by, cr),
Ty(ag, by, co) u Ts(as, bs,c3) Tauke y R3.  Osaj Tpoyrao sapy6smyje mecroyrao S.
Taunuje, S + P je ceaMoyrao HOPMAaJIHO €KBUBAJIEHTAH HEKOM IIOJIUTOIY HACTAJOM
3apyOBJbUBAKEM MOAUTONa S OJCENAamEeM OHOT TEMEHA KOje NMpUIllala UBAIaMa Ca O3Ha-
kama {{1,2}} u {{1}}. Karo je cyma S, Munroscku-peanusanuja xommiekca Ci,
HBEHN cabupluy MHAEKCUPAHU BUMIECJIEMEHTHUM CKYIIOBMMA YMHE CKYII KOjUu 3apy0Jsyje
TPOYTao

A+ Apy + Ay + Agsy,

ma HAM TO Jaje MOryNHOCT na yKJIOHUMO HEeKe OJ IMOMEHYTHX cabupakra cyme S, aau
TAKO Ja HapHUjasHa CyMa IPeocTalnx cabupaka Oyme HecToeap ca TEMEHOM y KOMe
ce cycTudy mBHIe HpaBuiaHO o3HaueHe ca {1,2} u {1}. 3aro, He GucMo M OxpeUIN
HENO3HATU TPOyTrao P, yMecTo na KpeHeMo O] cyMe S, KDEHUMO O] HeHe MaPIV]jaJIHe
cyme

A+ Apy + Apy + Agsy + Apr gy

Peu je o tpamesy ABCD umnycrpoBanom Ha Caumm 3.3. Ilakae, mpermocTaBka je na
P 3apy0bmyje, He camo mecroyrao S, Beh u oBaj Tpames, Tj. ga je MOJIUTOI

ABCD +T1T2T3 = CODV{A17A27A37BI)B27B37017027O37D17D27D3}7

IeTOyra0 HOPMAJIHO E€KBWBAJIEHTAH HEKOM IIOJUTOIY KOjU HacTaje 3apyO0/spuBameM
rpane3a ABCD oncenamem Ttemena D.
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Takobe, cnomammu BekTop HOpMase HOoBoHacTtaske uBuie je —(2,1,0). Heka je To
uBuna D D,, npu yemy teMeHa Di m Dy mpunanajy @ MBUIAMa UYMW Cy CHOJbAIIHU
BekTopu HOpMasia pexom —(1,0,0) u —(1,1,0) (Bumetu Cauky 3.4).

‘N C(2,1,2)

A(1,3,1) B(3,1,1)

Ciuka 3.3: A{17273} + A{l} + A{g} + A{g} + A{1,2}

D2(1+ az,2 + b2,2 + c2) C2(2+a2,14b2,2 + c2)

Di(1+a1,2+b1,24c1)

A1(1+a1,3+b1,1+01) A3 Bl(3+a1,1+b1,1+c1) 33(3+a3,1+b3,1+03)

Cauka 3.4: CyMa A{1,273} -+ A{l} + A{Q} + A{g} + A{LQ} + T1T2T3

[IpernocraBumo na cy A, B3 u (5 mpeocraJsia TeMeHa MeTOyrJja Tako na A; mpu-
nana MBUIAMA YUjU Cy crosbammu Bekropu sHopmaaa —(1,0,0) u —(0,0, 1), Bs npunana
MBUIAMA YMju Cy crnosbammpu Bekropu HOopMmana —(0,1,0) u —(0,0,1), a Cy uBunama
unju cy cnosbamsu Bekropu HopMmasa —(0,1,0) u —(1,1,0). Hakme, Baxku ciaemehn
CUCTEM jeTHAYNHA: )

CL1+bl +01:(12+b2+02
a1+61 +01:(13+b3+03
2a1+61 :2a2+b2

C1 = C3

\ by =Dy

[IpBe mBe jemmavmHe ciene U3 uyumbeHUIle na cBe Tpanciaamuje A;B;C;D; Tpamesa
ABCD, i € (3], nexke y paBHU mapasesHoj r; + Iy +x3 =5 y Kojoj je ABCD. Takobe,
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na 6u rauke As, As, By, By, Cy u C3 npunanaise conv{A;, Bs, Cy, D1, Dy}, noBomHO je na
Baske cienehe HejemHAKOCTH:

ap < ay < as, by <by<by, ¢ <cg<eco.

PemaBamem cucrema 3akmyuyjemo na cy tauke 1; obauka
2a1 + by — b3 by — b3
) b37
2 2
by —bs ~bi—bs

9 707 9 )) T3<b1 _b3)070)7

Ti(ar,br,c1), o

+a), Ts(ag+ by —bs,bs,c1),

Tj.

T1<07 bl _b370)7 TQ(

[0 Ha TPAHCIIAIN]Y.
Haxrne, P Moxe OUTM TpOyrao ca TeMeHUMa

T1(0,2),0), TQ(A,O,)\), T3(2X,0,0), X >0,

niu Omio kKoja mweroBa tTpancianuja (Bumeru Ilpumep 1.1.17). Ako mnakbuBO
noraenamo Cuumky 3.4, moxkemo mpumeruTtu na je tpoyrao ABC jeman om TakBux
3a A= 1.

Hexka je p({{1,2},{1}}) Tpoyrao
P = conv{(0,2,0), (1,0,1), (2,0,0)}.

Moske ce IpOBEPUTHU A& MOCTOJU 3apyOJbEeHU MOIUTON tI.S HACTAO OACENamhEeM TeMeHa
V koje npunana uBunama ozuauvenum ca {{1,2}} u {{1}}, rako ma Baxu S+ P ~ tryS.

3a HaJakeHme NPEOCTANNX D MOJUTONA, HE HACTABHAMO JaJby aHAJIU3Y O No0u-
jene cyme S + P, Beh 3a cBaku ox mUX OmeT mocMarpaMo oarosapajyhy mapuujasxy
cymy mecroyria S. Ha Taj HauuH, DOTIYHO aHAJOTHUM PAYYHOM 0JIA3UMO IO CJIUKA
CBUX IIPpEOCTaJIMX €JIEMEHaTa I'PaAVBHOI' CKYIIa:

(p({{i% Z.1}7 {22}}) = COHV{QeiU €iy T €is, 261’2}7

rae cy ii,is u i3 MehycobHO paznauuuru eneMenTu cryna [3].
OBuM cMO neprHUCAIN IPECIUKABAKE (0 U HOJIUTOI

My = A+ > o(B).

BeB1

Peu je o nBamaecToyriy umja cy TeMeHa CBe mepMyTanuje KoopanHarta tadaka (1,5,13)
u (2,3,14) (Bumernn Homarar A.2). Moske ce mepuHMCATH 1 KAO NPECEK XUIEPPABHU
1+ To + x3 = 19 u cnengehux rpaHUYHUX TOJIYIPOCTOPA:

.Z'iQ 2 1
Ty + Ly > 5
.Til + 29% 2 7,

Ipy veMy cy i 1 j paznnunTtyu eneMmentu ckyna [3]. Hakme, My ~ PA,y (Bumeru Cuu-
ky A.5). Moske ce nposepuru na je u tpehwu ycunos epununuje 1.2.8 3amoBosben
aHAJM30M CBaKe mapuujayiHe cyMe y cactaBy M,, KOpak IO KOPaK, 33 CBAKU PEIOCIeN
cabupara. Konmauno, y cknany ca lepuuannujom 1.2.8, 3akmyuyjemo na je My, 2-mu-
Men3unoHasHa MUHKOBCKU-peasn3anuja koMmmiaekca C.
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3.3.2 3-mepmyToacoinuegap

Y oBoM momomesbky onrosapamo Ha [Iurame 3.3.1 y cayuajy n = 3. Y criany ca
Omemrom 3.1, kpehemo om TeTpaeapa, Tj. KOMILJIEKCA

Co={0.{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}}

u merosor rpamusHor ckyma By = Cy — {0}. Teomerpujcka peanusanuja KOMIIEKCA
C1 je 3-mepmyroenap (Cuuka 1.8), ma mvmamo 24 marcumanna O-yrmesxbena ckyma

obJIKa
{{Z.?)u Z'Qa il}? {i3) i?}) {23}}7

rae cy ii,ip u i3 MehycobHo paznuunTtu enementu ckyma [4]. Ilakme, rpaguBHU CKyI
By je ronekmnuja on 62 ckyma obJymka

LSV TS T SO £ THT IR /9 TR S (INU TSR 1 3

npu yemy je 1 <k < k+1<3.
Hexka je {A;, Az, A3, Ay} maprunuja ckyna Bj y K0joj A; canp:xku cBe jeqHOeIeMEH-
THE CKyIOBe, NOK cy OsokoBu As, A3 1 A4 penom KoJekmuje CKynoBa obJImMKa

{{is,io, i1}, {is,io}}, {{is.io}, {is}} m  {{is,io, i1}, {is, o} {is}}.

YkynHo je, makiue, |Ay| - c3 = 120 makcumanaux 1-yrmexheHnX CKymoBa M KOMILIEKC

C je yHMja BUXOBUX MaPTUTUBHUX CKymoBa. KRako cBako [ € By medunuiie mo jemaxn
> .

IOJLyIIPOCTOD 75, Aobujamo creneha 62 moxynpocropa y R*:

( Tig = 3
Ti, + Ty, =9
Ty, + x, + wm, = 27
Ti, + 2xy, = %
Ty, + 2y, + 2z, = 82—%1
[ T + 2z, + 3wy, = 92—135,

rae cy i1,is u i3 Mehycobuo pazmuuntu enementu ckyna [4]. Teomerpujcka peasu-
3anuja kommiaekca C' je, npema Teopemu 3.2.1 u Ilocnenunu 3.2.9, npoct 3-moauTon
PA; (Cnuka 3.1), meduHucan kao mpecek HaBemeHa 62 rpaHUYHA HTOJIYIPOCTOPA U
XUneppaBHU T1 + Lo + T3 + 4 = S1.

[IpernocraBumo ma je PAs; mpaBusmno o3HadeH esneMmenTtuma ckyma Bi. Ilpema
[Mocnenumu 3.2.9, 3a cBakro 3 € By, mmocan caup:kxaHa y 7 je O3HadYeHa ca 3, a mpeMa
[Tocnemumm 3.1.2, nBe MJbOCHU WMMAjy 3ajeIHUYKO TeMe aKO W CaMO aKO Cy IUXOBE
O3HaKe yImopeauBe WU YHUja HBUXOBUX O3HAKa He mpunana B (HOp. JbOCHU O3HA-
uene ca {{1}} u {{1,2,3}} umajy 3ajenuunuro teme, mok mmocHU Oo3HaueHe ca {{1}} u
{{1,2}} memajy). Caura 3.6 u Cuuka 3.5 MiycTpyjy IPaBUIHO O3HAUABAHE IIJHOCHU
OBOT TIOJIUTOTA.

Y crnany ca Ilurtawem 3.3.1 u Jedpunnnujom 1.2.8, muin je nepurHucatu QGyHKINU]Y
v : By — M, TakBy ma ako je

My =Dy + Y (B),

BeBy
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3.3. Teomerpujcka peanuzanuja cymama MUHKOBCKOT

ouna je Mz~ PAs. Ilpurom, Ge3 o63upa Ha penocien cabupaka (), CBaku OX HBUX
3apy0Jsbyje mapiuujatHy CyMy KOjy UMHE CBU CAOUPIM KOjUu MYy MPETXOone, YKbydyjyhu

u TeTpaenap Ay.

Hexka je cauka cBakor emementa [ € A; oarosapajyhu cummiekc, Tj. HEKa je

©(B) = Ayg.

{{3.4}. (31}

{{2,3,4},{3,4}}

{{2,3,4}}

Cumra 3.5: O3nauaBame IJbOCHU KOje cy cycente neroyray {{2,3,4},{3,4},{3}}

{34

1234 4 £ 2134
] 1
A N
{{4}}
1324 2314
{{2,4}} {{1,4}}
sl HLZAH op
i3 47
3412 3421
{{3,41}| | {{2,3,4}} {{2}} @ {{1}} {{1,3,4}} | {{3,4}}
4312 4321
14 31
4132 ({1,2.3}) 4231
{{2,3}} {{1,3}}
1423 2413
{{3}}
N %
T 1
1243 N 3,4} V2143

Cmmka 3.6: IIpoct 3-mepmyToacomuenap
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

IIpema Ilomomemky 1.2.2, mapnujajgHa cyMma
S = A+ 2pea, P(0) =B+ Apy + Apy + Ay + Agyy
+ Apoy +Aps + Apay +Apasy +Apay + Ay
+ Apozy + Apay + Apzay + Az,

je Munkopcku-peamsanuja Kommiekca C. Ped je o mepmyToenpy v R* umja Temena
cy cBe mepmyTanuje KoopauHara tauke (1,2,4,8), u ymMje ce MHLOCHU NPABUIHO O3HA-
uvaBajy oarosapajyhum momckymom ckymna [4]. IloroBO momajMo cBakoj O3HAIM jOII
jeman map 3arpama, OQHOCHO IMPEO3HAYMMO IJLbOCHU OArOoBapajynuM eJeMeHTOM CKyIIa
A;. Cama cy mcroo3nauveHe mibOCHM mepmyToenpa S u nonurona PAs; mebhycobrO
napaJiesHe.

Ocraje na ce medununry cauke npeocranux 48 ememenara ckyna B;. Iledunumemo
Hajupe OoHe ca BehoM kapamHaJHONINY KOje MMajy MPUOPUTET y cabupamy y CKIALY
ca Hepununujom 1.2.8, Tj. ememenrte Giora Ay, a 3aTrum ocrase. be3 ob3upa Ha
pemocnen monasama cabupaka ¢(f), f € Ay, cBaku on mux 3apybmyje Tekyhy map-
mjasay cymy. Mcro Basku u 3a cabupke (), 5 € Ay U A3, Koju mosa3e HAKOH TOra
y TMPOU3BOJLHOM PEHOCIENY.

Hexa je {P,}icppq uanexcupann ckyn noaurona ¢(3), f € Ay, a {P}icjus)—[24) UHICK-
cupanu ckyn nosurona ¢(f), f € Ay U Az. ITocmarpajmMo mapuujanne cyme HACTAJE
BUXOBUM IOJAaBaHm-eM MepMyToenpy S, Kopak mo kopak. Heka je S = Su S; = S; 1+ F;,
i € [48]. Hakne, PA; = Sy;3. Kako 3a cBako i € [48], mocroju monuron trpS;—; HOp-
MaJIHO €KBUBAJIEHTAH MOJUTOIY S;, HA i-TOM KOPAKy O3HAYMMO IJLOCHU MOJUTONA S;
enemenTuMa ckyna By — A; wa caemehu wmauumn: mHera cy mebhycobuo omrosapajyhe
JLbOCHU moJuTona S; u S;_1 MCTOOO3HAUEHEe, a HOBOHACTAJY IJbOCAH O3HAUYMMO ca [3;
(Bumeru Hamomeny 1.1.2). Ila 6u Ha kpajy Sig 610 npaBuiaHO o3HadeH, ciaenehu ycmos
MOpa OUTU UCIyH€H 3a CBako i € [48]: ako je P, ciuka enementa f§ € B — A;, onna je
S; >~ trpS;_1 3a cTpany F' Koja mpumaza CBakoOj MJbOCHU KOja je 3a HEKO B € [J o3HaUeHa
ca {B}. Tarobe, f; = . Ha mpumep, ako je Ps = o({{1,2,4},{2,4},{2}}), omna je
MMOJIUTOI S5 HOPMAJHO €KBUBAJIEHTAH IOJUTONY trpS; HACTAJOM OICENameM TEeMEHA
F roje npunana mmocHuMa osHauenuM ca {{1,2,4}}, {{2,4}} n {{2}}, mox je o3maka
nosoHacrane mwocHn {{1,2,4},{2,4},{2}}; akro je Py = ¢({{1,3,4},{1,3}}), onna je
OJUTOT S37p HOPMAJIHO €KBUBAJEHTAH MOJIUTOINY trpSog HACTAJIOM OMCenameM uBuie F
Koja mpumnazna mibocHuMa o3znaveHuM ca {{1,3,4}} u {{1,3}}, a o3maka HOBOHAaCTaie
miwocuu je {{1,3,4},{1,3}}. Tarobe, karo je Sy;s >~ PAj3, 3a cBaKy MbOCAH IapLU]jaJHE
cyme S;, IOCTOju MCTOO3HAUEHA IJbOCAH nmoauTona PAs koja joj je mapasemnHa.

Hexka je ¢({{1,2,4},{1,2},{1}}) nommron P C R* uuju je ckyn Temena

V(P) = { T1<a1,b1,C1,d1), e ,Tk((lk,bk,ck,dk> }

Cyma S + P je HOpMAJIHO €KBUBAJEHTHA HEKOM IIOJUTOILY HACTAJOM 3apyO0JbUBAHEM
nepmyToenpa S OAcenameM TeMeHa KOje mpunaja mhocHuMa o3nadenum ca {{1,2,4}},
{{1,2}} u {{1}}. Kao m y cayuajy n = 2, ma 6ucmo oxpenmau ckyu V(P), ymecro
na kpeHemo ox cyme S, KpehiemMo om HecToempa KOju MMa TeMe y MPECEKy IJLOCHU
IpaBUIHO O3HaueHux ca {1,2,4}, {1,2} u {1}:

So=Ap +Apy + Apy + Ay + Apy + Aoy + Api oy

Peu je o mecroenpy ABCDEFGH wnycrpoBanom na Coaunu 3.7 aeso. Ilakie, mpert-
mocTaBka je na P 3apyO/pyje oBaj HecToenmap, Tj. Aa je MOJJIUTOI

So+ P =conv{Ay,..., Ag,...,Hy,..., H}
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3.3. Teomerpujcka peanuzanuja cymama MUHKOBCKOT

HOPMAJIHO €KBUBAJIEHTAH HEKOM IOJUTOIY KOjU HacTaje 3apyOJbuBameM MOJUTONA Sy

oxncenameMm temera D (Cnura 3.8).

H(1727173) G(2717173) T2(071707 2) T7(1’07072)

Ts (0, 3,0

E(1,4,1\) Ff4,1,1,1)

A(1737 271) B(3717271) T1(0727170) T4(2707170)

Cauka 3.7: Ilepunucame @({{1,2,4}, {1,2}, {1}})

Hj(1,3,1,5) G7(3,1,1,5)

Dy (

E6(1777171) F5(7717]-71)

A1(1757371) B4(5717371)

Cimra 3.8: Cyma Sy + conv{T,...,T7}

. ,Tll) O3HaKa 3a CKRYII

Heka je noBoHacTasa misocan Tpoyrao Dy Dy Ds. Axko je v(ng, ..
<y TN,

TeMeHa CaAp:KAHUX YV MJLOCHUMA YMjU Cy CHOJLAIIHY BEKTOPU HOPMAJa —Nng,..

OHZIa HEKa je
Dy =v((1,0,0,0),(1,1,0,1),(3,2,0,1)),

Dy =v((1,0,0,0),(1,1,0,0),(3,2,0,1)) =
Dy =v((1,1,0,0),(1,1,0,1),(3,2,0,1)).

Iame, wera cy A;, Hy, C3 cneneha Ttemena cyme Sy + P

A; =v((1,0,0,0),(0,0,0,1),(1,1,0,1)),
H, =v((1,0,0,0),(0,0,1,0),(1,1,0,0)) n
C; =v((0,1,0,0),(1,1,0,0), (1,1,0,1)).
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Hakne, Baskn caenehu cucrem jennauwsa:

p

a1 + b +c14+di =as+by+ o+ do
a; + by +c+dy =az+ b3+ c3+ds
@+ b +dy = as + bs + ds
a1 +2b +dy = 3as + 2bs + do
3a;  + 2b; + dy = 3as + 2bs + d3
ap = ay

s + by = as + bs.

\

[IpBe nBe jemnauwHe cilene W3 UWEEHUIE O CBE TPAHCJIAIMje MOJUTONa Sy JeKe Yy
jemHOj paBHU, IapaJieJIHOj PaBHU T + T2+ 23+ T4 = 7 y K0joj je Sy. Tarobe, na Tauke
Ag, A3, By, C1,Cy, B3, Gy, Hy u H3 ne 6u 6une temena cyme Sy+ P, 0OqHOCHO ma Ou mpu-
magajia KOHBEKCHOM OMOTAUy MPEOCTAJMX TavyaKa, MJOBOJLHO je na Baske HejeTHAKOCTU

ar <ay<az, b3 <by<b, ca<cz<er m dy <dg<dy,
PemapameM IIOCTaBLEHOT CUCTEMa, 3aKbydyjeMo aa cy Tauke 1; obauka:
Ti(a1, b1, c1,dr), To(ar, ba, by — by 4 c1,2b1 — 2by + dy ), Ts(ay + by — ba, 2by — by, €1, by + dy — ba).

Mebyrtuwm, Sy + 111513 Huje mOAUTON Cca 3aXTEBAHUM CBOjCTBUMA je€p MY je CKyI
remena {Aj, By, Bs,C3, Dy, Dy, D3, By, Ey, Fy, Fy, F3,Gy,G3, Hy}.  TloTpebro je ,mompa-
BUTUA UYETUPU KPUTUUHE CUTyaluje Koje ce tuuy temena B, F,FE u G mecroempa Sy.
Hawnwme, e 6u au Sy+ P 6uo mosuron uuja cy temena Ay, By, Cs, D1, Do, D3, Fg, F5, G7 u
H, (Cauka 3.8), nomajeMo jour YyeTupu rpyIle yCJIOBa, PEIOM 3a CBAKYy O CUTyaIja:

a4+b4+d4:a1+b1+d1, b4:b3, d4:d1, a4+b4+64+d4:(11+b1+01+d1;

b5:b3, Cs = Ca, d5:d1, (I5+b5+05+d5:(11+b1+01+d1;
ag = ay, Cg = Ca, d6:d1, a6+b6+cﬁ+d6:a1+b1+cl+d1;
ar + by = az + b, by =bs, cr=cy, ar+br+cr+dr=ay+b+c+di.

PemaBameMm oBor cucrema mobujaMo GOpMy HOBUX TeMeHa moJsuTomna F:
T4(CL1 + 2b1 — 2b2, 2()2 — bl, C1, dl), T5<CL1 + 361 — 362, 2b2 — bl, bg — bl + Cqy, dl),
Tﬁ(al, 2b1 — bg, bQ — b1 -+ Cy, dl), T7(CL1 + bl — bg, 2[)2 — bl, bg — bl —+ C1, 2b1 — 2b2 + d1>
Harne, P je, mo Ha TpaHCJIAIN]y, TOJUTON CA TEMEHUMA

T1(0,2(by — ba), b1 — b2,0), T(0,b1 — bo,0,2(by — bs)), T(by — ba,0,b1 — by, by — bo),
Ty(2(by — b2),0,by — by, 0), T5(3(b1 — b2),0,0,0), T5(0,3(by — by),0,0)
T7(by — b2,0,0,2(by — by)),

OITHOCHO 3a A > 0,

Ti(0,2X,X,0),  T5(0,X,0,2X), T3(X,0,A,X), Tu(2X,0,X,0), T5(3X,0,0,0),
T5(0,3X,0,0,0), Ty(),0,0,2)).
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3.3. Teomerpujcka peanuzanuja cymama MUHKOBCKOT

Axo morsenamo Caury 3.7 meBo, Moskemo npuMmeruTtu ga je nonauron ABCEFGH jenan
on oarosapajyhwmx 3a A = 1.
Heka je A =1, omnocno nexra je ¢({{1,2,4},{1,2},{1}}) nonuron

conv{(0,2,1,0),(0,1,0,2),(1,0,1,1),(2,0,1,0), (3,0,0,0), (0,3,0,0), (1,0, 0, 2)},

niaycrpoBan Ha Caumu 3.7 mecHo. AHAJJONHOM OPOUEXYPOM MOJA3UMO U 0 CJIUKA
npeocragux eiaemenara 0joka Ay. 3a mehycobHO pasznuuure ejeMeHTe i, ig, i3 U iy

cryna [4], meka je o ({{is, iz, i1}, {is, 42}, {i3}}) mommron
conv{2e;, + €;,,2e;, + €y, €, + €iy + €1y, 265, + €, 344, 361y, 265, + €44}

Moske ce mpoBeputu na je cyma

S'=Au+ > eB)=S+> ¢(B).

BeA1UAy BEAy

HOPMAJIHO €KBUBAJIEHTHA MOJUTOIMY KOjU MOKEe HACTATU CYKIECUBHUM 3apyOJ/LUBaHeM
nepmyToenpa S oxcenameMm cBux temena (Bumetu Hlonarak A.2). Takobe ce morsp-
Dyje ma cBaku unnexkcupanu ckyn { P} YIPaBO Ae(UHUCAHUX IOTUTONA 3apyOibyje
mepMmyToenap S.

[Mponenypy masme HacCTaBHAMO NeGUHUCAHEM CIUKa ejgeMeHara Osioka As. Y
cknany ca Hepuanmmjom 1.2.8, o({{is, iz, 11}, {i3,i2}}) 3apy6myje cymy S'. Taunuje,
nocToju 3apybibeHu moauTon trpS’ HacTao oncenameM uBuie F Koja je camgp:kaHa y
IJbOCHIMA ca O3HaKaMma {{is,is,i1}} u {{is,i2}}, Tarko ma Bakm

S/ + 90({{23, ’iQ, il}, {ig, 22}}) ~ tI'FS/.
Jenno teme uBune F npunana mbOCHU ca O3HAKOM {{is,i2, 11}, {i3,12},{is}}, a mpyro

nbocHU ca o3HakoM {{is, 13,71}, {i2, i3}, {ia}}.
Hexka je ¢({{1,2,4},{1,2}}) nommron P C R* umju je ckyn Temena

V(P) = { Tl(al,bl,cl, dl), Ce ,Tk(ak, bk,Ck,dk) }

YwMecTo na masme cabupame HaCcTaBUMO AomaBameM Ha S’ Kao U y IPEeTXOJHUM CIIyYa-

p ) y 1p y
jeBuMa, 6bupamo oaroBapajyhy mapuumjasHy cymy u3 Koje je Hactasa cyma S’'. OBor
myTa je TO cyMa

So=50+Q+R,

sa Q = o({{1,2,4},{1,2},{1}}) u R = »({{1,2,4},{1,2},{2}}). Peu je o mpocrom
3-nonmurony ABCDEFGHIJKL (Cmura 3.9 neBo). Kako @ u R 4umHe CKyn KOju
3apy0bipyje Sy, MONUTON S| jé HOPMAaJIHO €KBUBAJIEHTAH IOJUTOIY KOJU C€ MOMKE IO-
OUTU CYKIECUBHUM 3apyOJ/bUBAKEM IMOJUTONA Sy OACENAameM nBa TeMeHa. 10 Ham
naje MoryhHOCT ma HJBOCHEM mOJMTOIA S KOje OAroBapajy MIbOCHUMA MOJIUTOHA S)
o3HaunMo uctuM o3nakama (tpoyruosu CIJ u DKL ocrajy meosnauenu). [lomro je
JK wuBuna canpskana y ImJboCHUMa ca o3Hakama {1,2,4} u {1,2}, npermocraska je na
IOCTOJU MOJINTOI HACTAO 3apyOspuBameM moauTona S OACenameM OBe UBUIE, KOME je

IIOJIXUTOIT
S(/)—i-PzCOHV{Al,...,Ak,...,Ll,...,Lk}

HopMaiHo exBuBaseHTaH (Cunka 3.10).
Heka je mHOBOHacTasma mmocaH yerBopoyrao JiJoK3K4 Tako ma je:

Ji=v((3,2,0,1),(1,1,0,0),(2,2,0,1)), J=r((3,2,0,1),(1,1,0,1),(2,2,0,1)),
K;=v((2,3,0,1),(1,1,0,0),(2,2,0,1)), Ks=wv((2,3,0,1),(1,1,0,1),(2,2,0,1)).
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Hame, vera cy As, By, Co, Dy, Gs, H, I u Ly cieneha temena cyme S+ P:

v

1,0,0,0),(0,0,0,1),(1,1,0,1)), By=v

(( ) =1((0,1,0,0),(0,0,0,1),(1,1,0,1)
v((1,0,0,0),(3,2,0,1),(1,1,0,1)), Dy=rv(
(¢ ). Hi=v(
(1 Ls = v((

( ( )
(0,1,0,0),(2,3,0,1),(1,1,0,1)),
(1,0,0,0),(0,0,1,0),(1,1,0,0)),
0,1,0,0),(1,1,0,0),(2,3,0,1)).

Y

v

0,1,00, 00,1,0, 1,1,0,0)), H,=v

,0,0,0),(1,1,0,0),(3,2,0,1)),

14 14

Iakie, Basku cienehu cucreM jenHadyuHa:

;

ai + b +c +dy =as +by+co+dsy
ay + b +c+dy = ag + b3 + c3 + d3
a + b +c+dy =ay+bys+cy+dy
2a, + 2b; + d; = 2a9 + 2by + d>
2a4 + 2b; +d; = 2a3 + 2bs + dj
2a4 + 2b; +d; = 2a4 + 2bs + d4
3ay + 2b; + d; = 3aq + 2by + d>
ay + b = a3+ b3
a1 = a2
c1 =cC3
a2 + by + dy =ay+ by +dy
ds =dy
2as + 3b3 + d3 = 2a4 + 3by + dy
bs = by.

\

[IpBe Tpu jemnaunHe ciene U3 YNILEHUIE Oa CBe TPAHCIAIUje MOJIUTOHA S JIexe Y
jenHOj paBHU, mapaJiesIHOj PABHU 1 + T + o3 + x4 = 13 y ®ojoj je Sj. Tarobe, aro
BasKe HejeTHAKOCTU

a S ag<az<ag, by <by<by<by, cip<es<ca<ey m do<dy<dy <ds,

OHIa TAa4YKE A17 A37 A47 Bla B27 B37 Clv 037 047 D17 D27 D3> H2> Gh G27 G47 H37 H47 J37 J47 Kl "
K, mpumanajy KOHBEKCHOM OMOTa4dy OCTaJMUX Tadaka, OJHOCHO HUCY TEMEHa CyMe
S, + P. PemaBameMm cucrtema, nobujamo na cy tadre 1; obianka:

Ti(ay, by, ci,dy), Ty(a1, by + 2 — c1, 2, ds),
Ts(ay + by — b3, bs,c1,dy), Tu(ay + by —bs + ca — c1, b3, ¢a, da),

npu veMmy je di — ds = 2(co — 7).
Mebyruwm, S|+ 1115157, Huje TOMUTON Cca 3aXTEBAHWM CBOjCTBUMA jep je

V(S(/] + T1T2T3T4) - {A27 B4a 027 D47 Ela E27 F3a F4a G3a Hla -[la Jl; ‘]27 K37 K4}
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H(1,4,1,7) G(4,1,1,7)
T1(0717072) T3(1707072)

T5(0,3,0

F(f0,1,1,1)

E(1,10,1

A(1777471) B(7717471) T2(0727170) T4(2707170)

Ciumka 3.9: Hepunucame ¢({{1,2,4},{1,2}})

H1(1757179) G3(5717179)
I, (1,5,3,7) L3(§,1,3,Y)
J1(2,4,4, 6) 3(4, 2\4, 6)
2(275 . 4(5»27574)
C2(1/7,5,3) Da(7,5,3)
Eg(1,11,1,1) F5(11,1,1,1)
A2(1797571) B4(9717571)

Cuauxka 3.10: Cyma S| + conv{Ty,..., T}

OsBor myTa mMaMoO ABe KPUTUYHE CUTyaluje Be3aHe 3a TeMmena F' u F koje Tpeba

nonpasuru, #He 6u au Sy + P 6wmo nommron Ay B,CoDyFEsF5GsH 1, JoK3K,y. W3 tor
pasiora, 3a CBaKy OJ CUTyallrja AOAAjeMO MO jemHy TPYIY yCJIOoBa:

b5=b3, Cs = (1, d5:d2, a5+b5+c5+d5:a1+bl+cl+d1;
ag = ay, Cg — C1, d6:d2, a6+66+06+d6:a1+b1+01~|—d1.

HoBu cuctem mMvnnmnupa ¢GopMy ABa JOmaTHA TeMeHa mojuTona P:

Ts(ay + by — by +dy — do,bs,c1,dy)  m Ty(ar, by + dy — da, c1, do).

Haxne, P je, mo Ha TpaHCIANU]y, TOJUATON Ca TEMEHUMA

T1(0,b1 — b3,0,2(c2 — ¢1)), T5(0,by — bs + o — ¢1,¢2 — ¢1,0),
T3(51 —03,0,0, 2(02 - 01))7 T4(b1 —bg+ca—c1,0,00 — ¢y, 0),
T5(bl - b3 + 2(02 — Cl>, 0, 07 0))7 T6(0, b1 - bg + 2(02 - Cl), O, O),
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Tj.
Tl(oalua 072)‘)a T2(07M+)\7A70)7 T3(,ua 0)072)‘>7
T4<,u+)‘70>)‘70)7 TS(M_'_Q)‘?O)O?O)a T6(07,u+2>\707070)7

3a A\, > 0. Ilocmarpajyhm Cuouky 3.9 meBo, yBubamo na je momuron ABEFGH
yIpaBo jenaH on oarorapajyhux za p= A= 3.
Heka je = A= 1, 1j. mera je ¢({{1,2,4},{1,2}}) nomron

conv{(3,0,0,0), (0,3,0,0),(2,0,1,0), (0,2,1,0), (1,0,0,2), (0, 1,0,2)},

npukaszas Ha Coumuy 3.9 necHo. AHAJONHOM IPOIEAYPOM Te(PUHUMIEMO U CJIUKE Ipe-
ocrtasux ejgemenara ckyma As. 3a mehycobHO paznuunre eJeMeHTe i1, io, i3 U iy CKyIa
[4], mexa je

@({{Zg, ig, ’il}, {’ig, ZQ}}) = COIlV{SeZ'27 36i3, 26i3 + €iss 262‘2 + €iss 261'1 + €isy 261'1 + eiz}.

Hanomena 3.3.1. IIpumerumo ma je 3a cBaka Tpu MehycoOHO pa3nmyuumTa eIeMeHTa
i1,i2 ¥ i3 Ckyma [4], cauka eseMeHTa {{z'g,ig,il},{ig,ig}} neUHUCAHA KAO0 KOHBEKCHU
OMOTaY CKyIla TavyaKa

V(e({{is, iz, i1}, {is, iz}, {i2}})) NV (0({{is, d2, 01}, {is, 02}, {is}})).

ITorBphyje ce ma je cyma

S" = A+ Z p(B)=5"+ Z v(B)

BEAIUA2UAY BEAs

HOPMAJIHO €KBUBAJIEHTHA IOJUTONY KOJU Ce€ MOMKe MJOOUTU CYKIECUBHUM 3apy0-
JbUBameM moJsmrona S omcenameM CBUX OHUX WBUIA 4YUje JEOHO TeMe MNpUlaia
HEKOM TpoOyriy ca o3HakoMm {{is,is, i1}, {i3,92},{i2}}, a mpyro rtpoyrmy ca ozmakom
{{i3,i2,71},{i3,12},{is}}. Hapasuo, npernocraska je ma cy cBe mpbocHu nosaurona S’,
0e3 0b63upa Ha pemocien HomaBama cabupaka, o3HauveHe ejaemeHTuMa ckyna A, U Ay
Ha Beh onucan nreparuBau HaunH. Takobhe ce morBphyje ma cBaku MHAEKCUPAHU CKYTI
{Pi}icis6) O cana mepUHHCAHMX MOJUTONA, IPYU YEMy MAMHme MHICKCE UMajy IOJIATONN
KOjU OAroBapajy eneMenTuma ckymna Ay, 3apybipyje mepmyroenap S. Cse oBe mpoBepe
3aXTeBajy OorpoMaH OpoOj m3padyHaBama KOje je pPyYHO MCHPIJbYjyhe crmpoBecTu, aju
ce KOMIIjyTepcKu Bpio epuracuo mussone (Bumeru lonmarak A.2).

[Ipeocrano je ma ce jom meduwrHUMITy ciauke esemenata OJsoka Asz. Y craamy
ca epuuumumjom 1.2.8, gp({{ig,ig},{ig}}) 3apybmyje cymy S”. Taunuje, mocroju
3apy6ibenu nmoauTon trpS” Hacrao oncenamem usune F, Koja je cagp:kaHa y MILOCHUMA
ca o3Hakama {{is,is}} u {{iz}}, Trako ma Ba:km

S” + QO({{Zg, ig}, {13}}) ~ tI‘FSH.

Y oBom cayuajy, jemHo Teme wuBUIle F  mOpumaza IJBOCHU Ca  O3HAKOM
{{iz, 2,11}, {is, 42}, {i3}}, a apyro mmocuu ca ozmaxom {{is, iz, is}, {43,492}, {is}}

Heka je ¢({{1,2},{1}}) nomuron P C R* umju je ckyn Temena
V(‘P) = { Tl(a17 bla (1, d1)7 CI aTk‘(ak‘a bk‘7 Ck, dk) }
Y oBoM ciyuajy, oaropapajyha mapiujagna cyMma je

Sg = S() + A{1,273} + Q + T,
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sa Q = o({{1,2,4},{1,2},{1}}) n T = o({{1,2,3},{1,2},{1}}). Peu je o mpocrom
nonurony ABCDEFGHIJKLMN unnycrpoBanom Ha Chnunu 3.11 neso. [lomuronu @)
u 1" unHe cKyn Koju 3apyOsmyje Hecroemap Sp + Ay 23}, Ia je mojuron S; HOPMAJHO
eKBUBAJIEHTAH IMOJIUTOIY KOjU MOKE HACTATU CyKIIECUBHUM 3apyOJ/bUBAEM OBOT HECTO-
enpa oxcenameM ABa TeMeHa. Jlakie, cBaky HMJ/bOCAH IMOJUATONA S MOXKEMO O3HAUNTH
MCTOM O3HAKOM KOjOM je MpaBUJIHO O3HAUYEHa H0j oAroBapajyha mimocan HecTOempa
(mBa mpeocTasa Tpoyria ocrajy Heo3HaueHa). Kako mBuna JL mpunana mbocHUMA Ca
osznakama {1,2} u {1}, npernocraska je na MOCTOjU MOIUTON HOPMAJIHO €KBUBAJIEHTAH

HOJIUTOILY
Sy + P =conv{Ay, ..., Ag, ..., Ny,..., Ni},

KOjU MO:Ke HacTaTu 3apy0/puBameM moauTona S oncenamem usune JL (Crura 3.12).

H(1,6,1,6) G(6,1,1,6)

Tl(072707 2) T8(270707 2)

F 1,1,1,1) T6(07470a )

A(1’67671) B(6’17671) T3(072’270) T5(27072>0)

Cunuxka 3.11: Jlepunucame @({{1,2}, {1}})

H1(1787178) 08(8717178)

Dy(5,1,4,8
7

C4(5,1,8,4) F7(15,1,1,1)

E6(1> 15» 17 1)

A3(1787871) B5(8717871)

Cmuka 3.12: Cyma S + conv{T1,...,Ts}

Heka je moBOHacTasma mmocan yerBopoyrao LilLyJ3J, npu yemy je:

Ly =v((3,2,1,0),(1,0,0,0),(2,1,0,0)), L»=wr((3,2,1,0),(1,1,0,0),(2,1,0,0)),
Js =v((3,2,0,1),(1,0,0,0),(2,1,0,0)), Ji=v((3,2,0,1),(1,1,0,0),(2,1,0,0)).
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Hame, mexa cy As, Hy, My, Ny, I3, K;,Cy u Dy cneneha temena cyme Sj + P:

v((1,0,0,0),(0,0,1,0),(1,1,1,0

(( ) ), ( )
v((1,1,0,0),(3,2,1,0),(1,1,1,0)
(( ) ) ( )
(( ) ) ( )

I

A; =v((1,0,0,0),(0,0,0,1),(1,1,0, 1)),
M; =v((1,0,0,0),(3,2,1,0),(1,1,1,0)),
I; =v((1,0,0,0),(3,2,0,1),(1,1,0,1)), K4
Cy=vr((1,1,0,0),(0,1,0,0),(1,1,0,1)),

v

Y

(

(
1,1,0,0),(3,2,0,1),(1,1,0,1
1,1,0,0),(0,1,0,0),(1,1,1,0

v

)
),
)
)

Hakne, Baskn caenehu cucrem jennauuwHa:

(o, + b +o +dy =ay+by+co+dy
ap + b +c+dy =asz+bg+c3+ds
ay + b +ca +dy =ag+bs+cy+dy
ay + b + ¢ =ay+ by + ¢y
2a, + b = 2a9 + by
2a1 + b = 2a3 + b3
2a1 + b = 2a4 + by
3ay + 2b; + ¢ = 3ag + 2by + ¢
ay =as

Qs + boy =ay + by
by = by
3ag + 2b3 +ds = 3a4 + 2by + dy
L as + b3 +ds = aq + by + dy.

Tarobe, HejeanakocTu

g, by < by < by < b3, 1 <<y <y,

<a <
d3<d4<d2<d1 n ax—a1 <C3—C

CMeI]_ITa,jy Ta4dyKe A17 AQ, A4, HQ, Hg, H4, MQ, Mg, M4, N1> Ng, N4, Il, IQ, I4, Jl; JQ, Kl, KQ, Kg,
L3, Ly, Cy,C5,C3,D1,D3 m Dy yHyTap KOHBEKCHOI OMOTAYa CBUX OCTAJUX TadaKa.
KourpetHo, mocaenma HejeqHAKOCT rapanTyje ma tauke Ao, Iy, Hy u My e nmpunanajy
V(Sy + P) n ma je conv{Ls, Ly, J1, Jo} C conv{Ly, Lo, J3,Js}. PemaBamem cucrema, 3a-
KJBYUyjeMo na Ccy TeMeHa mojutona P obauka:

Ti(ay, by, cr, dy), Ty(az, by — 2(az — a1), as — a1 + ¢1,dy),
Tg(&l, bl, C3,C1 — C3 + dl), T4(CL2, b1 — 2(&2 — CL1), C3,02 — 47 +c —c3+ dl),
Ipu YeMy je
b1 — by
2
Wnax, moanron S{+T111,15T, He ncnymaBa 3axTeBaHe yCIOBE jep My je CKYIl TeEMeHa

=az — a1 < C3—Cq.

{A37B3a B47C4a D2a E17 E37F17F27 F37 F4a Gla GQ; Hla -[3a J37 J47K47L1; LQ? M17N2}'
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Iakie, mocroje yeTupu KPpUTUUHE cUTyalje Be3ane 3a remena B, F/, F' u G koje Tpeba
nonpasuru. [lonajmo cuenehe vernpu nucre nomartHUX ycuosa, He O6u nu S| + P 6uo
IIOJINTOIL AgB5C4D2E6F7G8H1]3J3J4K4L1L2I

as+bs+ds =az+by+ds, bs=by, ds=ds as+bs+tcs+ds=a+b +c+di;
ag = ay, cg =c1, d¢=d3, ag+bs+ce+ds=a;+b +c+d;
by = b, cr=c, dr=d3, ar+brtertdr=a+b+c+d;
ag+bs+cs=a1+by+c1, bs=by, cgs=c1, as+bs+cs+ds=a+b+c1+d;.

HoBu cuctem mMmnmnupa ¢GopMy dyeTupu mOaTHA TeMeHa mojurona P:
T5 2a9 — ai, bl - 2(@2 - al), C3,C1 — C3 + dl),

(1,01 +c3 —c1,¢1,01 — c3+ dy),
(

2a3 — ay + ¢z — c1,by — 2(ap — a1), ¢, ¢ — ¢+ dy),

o 53 J

2a3 — a1,b1 — 2(ay — aq1),¢1,dy).
Haxne, P je, mo Ha TpaHCIANU]y, TOJUATON Ca TEMEHUMA

az — ay,0,as —ay, c3 — 01),

To(

,2(ag — ay),c3 — ¢1,0), Ty(as —a1,0,c3 — c1,a9 — ay),
Ts(
(

Tj.
T1(072/'L707A)7 T2(/'L707M7A)7 T3(072/'L)/\70)7 T4(:u70a)‘7:u)7
T5(21,0,0,0), To(0, 20 + A, 0,0), To(2p + X,0,0,0), Ty(24,0,0,\),

3a 0 < u < A. Oora nyra noauron ABCDEFGH ca Caure 3.11 smeBo HuUje jemaH on
EBUX.
Heka je 2= X =2, 1j. meka je ¢({{1,2},{1}}) rouBekcHn omoTau ckyna

{(0,2,0,2),(1,0,1,2),(0,2,2,0),(1,0,2,1),(2,0,2,0),(0,4,0,0), (4,0,0,0),(2,0,0,2) },

ninycrpoBan Ha Cawunu 3.11 necno. IIpeocrane enemenrte 610kKa A3 medurumemMo mor-
IIYHO aHaJOrHOM IIPOIeaypoM. 3a MehycoOHO pa3IuduTe eJIEMEHTE i1, i, i3 U 14 CKyIIa

[4], mexa je ({{is, iz}, {i3}})
conv{de;,, de;,, 2e;, + 2e;,, 2e;, + 2e;,, 2e;, + 2€;,, 2€;, + 2¢€;,,2e;, + €i5 + €5, 2€;, + €5 + €5, )

Hanomena 3.3.2. [Ipumerumo na HU 3a KOja ABA PA3JIMUYUTA €JIEMEHTA ig U i3 CKyTa [4],
cauka enementa {{is,is},{is}} HUje mepuHMCAHA KAO KOHBEKCHM OMOTAY CKyIla TadvaKa

V(e({{is, iz, i}, {is,io}, {is}})) N V(e ({{is, iz, ia}, {is, 02}, {is}})).

OBuM cMO IIOTIIYHO ,ZIerI/IHI/ICaJ'II/I npecilnKaBambe ¢ WU IIOJTUTOIL

My =Ap+ Y () =5"+ > @(B).

BeBy BEAs
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[TorBpbyje ce ma je Ms; HOpMaJHO €KBUBAJIEHTAH IMOJUTOINY KOJU CE€ MOKE IOOUTU
CYKIleCUBHUM 3apy0/buBameM moaurTona S” omcemameM CBUX MBUIA YHUjEe jETHO TEMe
npunanga HEKOM YeTBOPOYTIY ca O3HaKOM {{is, is,i4},{is,i2},{i3}}, a mpyro uerso-
poyriay ca o3HakoM {{is,i2,171},{is,02},{is}}. Hapasmo, npernocraska je na cy cse
mnocHu mosnrona S”, 6e3 o63upa Ha pemocien nolaBama cabupaka, O3HAUEHE eJie-
menTuma ckyma A; U Ay U Ay Ha Beh onucan urepaTuBHM HaumH. KOHAUYHO, TeMmeHa
nosmrona Mj cy cBe mepmyramuje koopaumHaTta tadaka (1,13,32,125), (1,11,36,123),
(2,9,37,123), (3,9,34,125) u (3,8,36,124), a MOoske ce nepUHUCATU U KAO IPECEK XUMEP-
paBHU T1 + T9 + T3 + x4 = 171 U rpaHUYHUX TOJIYIPOCTOPA

(

Ty, = 1

Tiy, + oxy, = 11

Ty, + x, + @, = 46
Ti, + 2xy, = 13

Ty, + 2z, + 2x, > 58
\ i, + 2m, + 3x; = 061,

opy yeMy cy iy, i u i3 MebhycoBOHO pazmmuntu enementu ckymna [4] (Bumerm Ilo-
natak A.2). Hakmne, M3y ~ PAs;. Tarkobe ce norBpbhyje ma cBaku MHIEKCUpAHU CKYII
{P;}icus)—pg) cmura enemenara ckyma Ay U Az, 3apy6myje momuron S'. Kaxko je Beh
yTBpDHEHO ma CcBaku WMHAEKCUpPAHU CKYI CJIMKa ejgeMmenara Oioka A, 3apybibyje mep-
myToenap S, rpehu ycnos lepuuunuje 1.2.8 je mcnymeH, u 3arkmpydyjemMo na je Ms,
3- numen3nonaana MUHKOBCKU-peasm3anuja kommiaerca C.

3.3.3 n-nmepMmytoaconuenpu PA, .

Y mpeTXOogHUM OO0 nesbIMa, AeUHUITY N1 2- ITMMEH3UOHATIHY U 3- IMMEH3UOHATIHY
MuwunKOBCKU-peasm3anujy komiiekca C', moaurone My u M3, ocaamaau cMO ce caMo Ha,
CIIOJbAII€ BEKTOPE HOPMaJja IPAHNYHUX IIOJYIPOCTOPA IPOCTUX MEPMYTOACOIenapa
PAy; u PAs. Ilpu medunucamy cBakor on cabupaka kopumhena je omrosapajyha
napiujaina cyma Beh neduHmcanux cabupara, y3 oclamame Ha IPETIOCTaBKY na je
TO NOBOJbHO. [la je oBa mpeTmocTaBKa 3aMCTa TayHa U A& CY U OCTAJM 3aXTEBaHU
YCJIOBU WCIYHEHU, IPOBEPABAHO je KOpUIIhemeM padyHapa.

[Musm oBOT MOmOMEBKA je, ocuM reHepaJHor oarosopa Ha [lurame 3.3.1, nahu monu-
TOIl KOju 3apy0Jbyje 3amaTu MOJUTON y 3adaToj cTpanu. pyrum peumma, b je
npouahu Be3y uamely anBa mosmrona P, u P, yuja je cyma HOpPMAJHO €KBUBAJIEHTHA
HEKOM 3apyOJ/beHoM moJsuTomny trrp P HacTaJgoMm oncenameMm 3amare crpane F. Ilpema
Teopemu 1.2.5 n nepuuUIMju HECTOENApa, aKo je P, cuMIiekc, oHna je P KOHBEKCHU
oMOTayY CBUX TeMeHa moauTona P koja me npunanajy F. Cunenehe tBpbheme mokasyje
Ia MCTO BaskKM 3a CBaKWU MpOCT moJjuTon P, y ciaydajy kama je F teme. MebyTtuwm,
ako je dim(F') > 0, ouna P, + P, majuemhe Huje yak HU KOMOMHATOPHO €KBUBAJICHTHO
MOJIMTONIMMA KOjU HACTAjy 3apyOsmuBameM nmoautona P oncenameMm crpane F. Muoro
npuMepa Tome cBegoum (HOp. cyma Hectoenpa ca Crauke 3.7 J€BO U KOHBEKCHOT OMO-
Tavya CBUX H-erOBUX TeMeHa u3y3eB Temena A m [ Huje KOMOMHATOPHO €KBUBAJIEHTHA
MIOJIMTOIY KOjU HacTaje 3apyOspuBameM OBOT HecToempa omncenameM usuie AD; yak
VM HU f-BEKTOD HUje UCTHU).

Tepbewe 3.3.3. Hexa je P, € M,, n-noaumon wuje je meme v npocmo. Axo je
Py = conv(V(P) — {v}), onda nocmoju zapybrenu noaumon tr,P sa xoju saxcu

Pl—f—Pg’ZtI'UPl.

88



3.3. Teomerpujcka peanuzanuja cymama MUHKOBCKOT

JHoxka3: Heka je V = {vy,...,v:} cryn V(P)—{v}. Kako je Treme v npocro, canp:xaHo
je y TauHO m WMBWUIA, 1A MOCTOjU TAYHO N TEeMeHa MOJUTOona P; Koja cy OBOM TeMeHy
cycemua. IIpermocraBuMo ma cy v U v; CyceaHa TeMeHa ako U caMo ako i € [n|. Ilame,
HEKa je 3a CBakKo i € [n], w; cpemumTe my:ku U;0. Kako mocrtoju xumeppasaH Koja
campsKM CBe Tadke w;, ¢ € [n], momuron conv({wy,...,w,} UV) je 3apybibeHN mOINTON
HacTao 3apybsuBameM moauTona P; omcenameMm temena v. (O3HaumMo ra ca tr,Pj.

Iakue,
v+ U U+ Uy

5 T g
C mpyre crpame, npema TBpbhemy 1.1.17, 3akony muctpubyrtuBaHocTu 1 TBphe-
wy 1.1.19, Baske caenehe jemmarocTu:

tr, P, = conv({ Juv).

P+ P, = conv({v} UV)+ convV = conv(({v} UV) +V)
= conv(({v} +V)U(V +V)) = conv(({v} +V)U2V).

Nmajyhu y suny Tepbeme 1.1.18(i), 6e3 rybuTka ONIITOCTH MOKEMO IPETIOCTABATH
na je v=0¢€ R", na je onna

P+ Py, =conv(VU2V) u tr,P, = conv({ﬂ, ce U—2"} uv).

2
Iakuite,
2tr, Py = conv({vy,...,v,} U2V) Cconv(VU2V) = P, + P,.
Capna, 3a cBako j € [k] — [n|, mocmarpajmo ayx L; = U;0. Kako je P, KOHBek-

CHI OMOTa4 CBOJUX TeMeHa, L; cede xumeppaBaH oJcelamha y TA4KM W KOja IPUIaIa
conv{ws,...,w,}. Iakme,

n n n
v+ v; V;
w = E o;W; = E a; = E o —
, , 2 , 2’

=1 =1 i=1

npu 4YeMmy je
n
Z%’Zl n 0<a; <13acsakoi€ [n].
i=1
Axo 6u cpeaumre mysku L; npunanaio Ly:Ku UW, OHAA OU U3 Ae(UHANMjE Tadaka w;,

i € [n], cremuno ma v; € conv{v,vy,...,U,}, IITO je y KOHTPAIUKIUJU CA YUHEHUIIOM Ia
je v; reme. [lakme, cpepumre qy:x&u L, npunana Ly:EdA WU;, TJ.

Y%

5 € conv{w, v;}.

To 3raum na nmoctoje 0 < A, Ay < 1 3a kKoje Baku A\ + o =1 m
V; - (5
é = )\1w + )\Q’Uj = )\1 Zl OZZ'E + )\QUja

MTO JaJbe UMILITUIIPA

V; = Z )\10@’(}1’ + )\22?]]'.

i=1

Kako je 0 < A\ja; < 1 3a cBako i € [n], n

MY M =d+ MY o=+ M =1,

i=1 i=1
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3akpydyjemo na v; € conv({vy,...,v,} U2V), mro umnannupa na je
conv(V U2V) C conv({vy,...,v,} U2V).
Haxkne, P, + P, = 2tr,P;. Ocraje na npumenumo manomeny u3 lIpumepa 1.1.17. O

Tephewe 3.3.4. [49, Tepbeme 7.12. u nepununuja uwa crp. 195| Jlenesa cyme dea
NOAUMONG je 3aje THUYKO IPOPUI-EIE fLenes3q HeRUT cabupara, myj.

L(PL+P) = {N NNy | Ny € L(P), Ny € L(P)}.

ITocaemuua 3.3.5. 3a P, P, P, € M,, sancu P, + P, >~ P axo u camo axo saxnce caedeha
dsa uckasa.

(i) Cearxu marxcumarnu Hopmasny Konyc noaumona P je mpecex makcumannoz nop-
MaAr02 Konyca nosumona P; u maxcumanrnoz nopmaasrnoz xkonyca noaumona Ps.

(ii) Axo je npecekx MAKCUMAANOZ HOPMAAHOZ KOWYCa noaumona P u maxcumanrnoz nop-
MaAR02 KOHyca moaumona P, mexu m-xonyc, onda je on MAKCUMAAHY HOPMAAHU
KoOHYc noaumona P.

Hoka3: Cuenu mupekTHO M3 mpeTxonHor TBphema u Tsphema 1.1.14. O

Hapemua caura unycrpyje npumeny Tepbhema 3.3.4 na tpamesy ABC'D u Tpoyray
T\T,T; xkoju je tpancnauuja tpoyraa ABC (Bumeru [Homomemak 3.3.1). Ilpumerumo
na je, 6e3 ryOUTKa OMIMTOCTU, MPETIOCTaBJ/LEHO Ma ce OBU TOJUTOHM Hajdaze y R2.
Jlenme3a muxoBor 30upa 3amcTa OAroBapa METOYIJIy KOjU je HOPMAJHO €KBUBAJIEHTAH
CBaKOM IOJIUTOIY KOju HACTaje 3apyOJ/buBameM Tpale3a oacenameM TeMerna D momohy
OJIYIIPOCTOPA OJCeNama 4rja je rpaHnvyHa xurneppasad napasenasa usunu AC.

T1T>T3
ABCD + = ABCDsDy

Cmuka 3.13: Hopmanau konycu u nenese y R2

Hoxasz Tephewa 3.3.2. IlpernocraBumMo ma je 3a HEKM Hap PA3IUUUTUX €JIEMeHa-
Ta i1,is € [3], @({{ig,il},{ig}}) nysx L C R3. Ilpema mperxommoMm TBphemy mu
[Mpumepy 1.1.16, nemesa cyme S + L je 3ajemHUYKO TPOPUILEHE Jele3e MeCTOyTIa
S u ckyna {m,77, 75}, rme je m paBan HopMmasgHa Ha L. Kako je S mectoyrao ca tpu
nmapa napaJeJHUX MBUIlA, HeroBa Jerne3a ce CACTOju O TPU PaBHU, KOje Ce CeKY Y
jemHoj mpaBoj, W mecT auenapa kKoje te paBHu oxpelyjy. Ouurienso je ma je cBako
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npopUE-EeHe TaKBe Jenese, Koje npodumyje u genesy {m, 77, 7S}, Win uIeHTUIHA Jie-
nesza L£(S) mam smenesa Koja oAroBapa OCMOYIJIY Ca YeTUPU Mapa IapaJieIHUX UBUIA.
IHakne, S+ L uuje cenmoyrao, tj. L He 3apybibyje mecToyrao S, MTO je Y KOHTPAIUK-
nuju ca Tpehum yciaosom lepurumnuje 1.2.8. [

Y craany ca Hamomenowm 1.1.2, meka je P, € M,, jenan d-nonuron nepumHUCAH KAO
Ipecek M IPAHUYHUX MOJIYIPOCTOPA

o :(ag ) = by, 1<i<m,

U Heka je trp P mapaJiesHo 3apy0s/peHN MOMUTON Ne@UHUCAH KAao Ipecek m+ 1 rpanuy-
HUX TOJIYIIPOCTOPA
> .
a; (a;,x) = by, 0<i<m.

Hedununuja 3.3.1. Hera cy P, u trp P, monuronu neprHNCAHN HA TOPE ONMCAH HAUMH.
[Momuron P, € M,, je F-defopmayuja’ momurona Py xana cy ncnymena cieneha nsa
yCJIOBA:

(i) P, je mpecek momympocTopa 7} : (a;, ) = ¢;, 0 <i < m, npu yemy je

Pgﬂﬂ'oﬁplma(];

(ii) 3a cBaku ckyn S C {0,...,m}, ako je [\{«; | i € S} Teme momurona trpP;, onga je
({m: | i € S} Teme nmonurona Ps.

Hanomena 3.3.3. Ycuos (ii), 3ajento ca npBuM gesoMm yciosa (i), 3HaAYM a Ce MOJIUTOI
P, moxxe mobutu on mosuTona trp Py mapaJjiesiHUM TpaHCJaanujaMa mJbocHu 0e3, Tpy0o
peueHo, mpejakema Mpeko TeMeHa. Ako je f mbocaH moaurTona trpP; Koja Jexku y
XUIMEePPaBHU OMCENama, OHIA TO, 3ajelHO Ca APYTUM IejaoM ycaosa (i), 3Hauu ma je
d—1<dim(P) <dwn na je myp Hocau (d — 1)-crpane monuromna P, Koja je HOPMAJIHO
exkBuBasieHTHa f. Ako je dim(P) =d — 1, Ta crana je cam nosauron P,.

Hanomena 3.3.4. Kaxxemo na teme F-nmedopmanuje nmomurona P, oaroBapa TeMeHY
nosnurona trpP; ako My oxrosapa y cmuciay ycaosa (ii) Hepurnnuje 3.3.1.

ITpumep 3.3.1. Ilonuron macrtao mapaJenHuM 3apyOspuBameM moauTomna P omcena-
weM crpaHe F' je jemna F-pmedopmamnuja mosmrona P, y omHOCY Ha Taj 3apybJbeHU
IIOJINTOII.

ITpumep 3.3.2. Tpoyrao ABC je D-pmedpopmanuja tpameza ABCD (Cauka 3.3 u
Cuura 3.13). Cuura 3.7, Cnura 3.9 u Caura 3.11 unycrpyjy npumepe 3-HecToenapa
1 BUXOBUX JepopManuja.

Jlema 3.3.6. Hexa cy P, u trpPy dsa noaumona dedunucra na zope onucarn wavur. Axo
je Py jeona F-depopmavyuja norumona Py, onda saxnce caedeha mephena.

(1) A%‘O je vV meme noaumona tI'FP1 U Uz MEMY odzoeapajyﬁe meme noAUMmonaG Pg, OHa(l
je Nv<tI'FP1) g NuQ(PQ)

(ii) Cearu makcuMasny HOPMaAHY KOHYC noaumona Py je ynuja MakcuMaiHus HOpMan-
HUT Koryca nosumona trePy.

'OBa mepuuunuja je muacnupucana [38, ledpmuaunmjom 15.01] koja 3a maTu monuron
ne(urHUIIe HEeKOJUKO TUIOBa KOHyca AedopMaliudje.
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(i) Cearu makcumainy HOPMaAHY KOWYC noaumona Py cadpacu najeuwe jedan max-
CUMAAHY HODMAANY KOHYC noaumona trpPy y memeny xoje npunada runeppasHu
odceyama.

Jloka3: De3 rybmTka ONIITOCTH, IPETIOCTABUMO Oa je P MaKCUMAaJHO AUMEH3MOHA-
JaH.

(i): Hexra je {a7 |i € S} ckyn rpaHWMYHUX TOJYTPOCTOPA KOjU ASPUHUNIY CBE MJHLOCHA
kKojuma v mpunana. llaksie, ckyn 3pakoBa {—a; | i € S} pazanume ronyc N,(trpPy), u
U je mpecek xuneppaBHu T;, ¢ € S. Omarie, 3a cBako ¢ € S, QYHKIMOHAT —a; TOCTUKE
MaKCUMAJIHY BPEIHOCT HA MOJUTONY 5 y TEMEHY Us, Tj. 3paK —a; j€ Caap:KaH Y KOHYCY
N.,(P,). Hakne, csu paszamumyhwu 3pamu ronyca N,(trpP)) cy caap:anu y KOHYCY
NU2 (PQ)

(ii): TIpema mpeTXOMHOM, 3a CBAKM MaKCUMAJHU HOPMAJHU KOHYC MOJUTONA trpP)
IOCTOjU MAaKCUMAJHU HOPMAaJHU KOHYC mojurona P, kKoju ra canpsku, ma TBpDheme
clleou U3 YMHEHUIE Oa Cy Jerne3e 00e MOJMUTONa MOTIIYHE.

(iii): IIpema ycumoBy (i) He¢pmuummumje 3.3.1, P» N m je (n — 1l)-crpana mommro-
na P, ma je —ap pazamumynu 3pak CBUX M CaMO OHUX MAKCUMAJHUX HOPMAJ-
HUX KOHyca mosjurona P, y temenuma te crpame. llpema tBpbemy(ii), cBaku on
BUX CaIpPKM MakKap jeJaH HOPMAJHU KOHYC mojuTona trpP; y TeMeHy Koje JeKu
y «g. Omnnpa, kaxko je PoNmy ~ trpP Nay, TBpheme OUPEeKTHO cienu 13 jeIHaKOCTU
|V(P2ﬁ7'('0)‘ = |V(trFP10a0)]. ]

Tephewe 3.3.7. Hexa cy P, u trpPy dsa noaumona defunucana na 20pe onucam HavuH.
Axo je Py jeona F-dedopmavuja nosumona Py, onda je

P1+P22tI'FP1.

Jloka3: De3 rybmTka OUIITOCTU, MPETIOCTABUMO Ha je P MaKCUMAaJHO AUMEH3MOHA-
JIaH U TMOKaKMMO na TBpheme Basku mo3mBameM Ha [locaemnumy 3.3.5.

Heka je N, mopMmamguu KoHyc moJjutona trpP; y mememy v. Ilum je mahu nsa
MakcuUMaJiHa HOpMmausiHa konyca Ny € L(P)) u Ny € L(P;) 3a roja je N, = N; N Ns.
Hexka je uy Teme monuromna P, Koje oaroBapa v y ckiaany ca Hamomenom 3.3.4. Tana
je, mpema Jlemm 3.3.6(i), N, C N,,(FP»). Axo 3pak —ao Huje pazanumyhu 3a N,
ouna je v teme mosurona P, tj. N, = N,(P;), na je N, npecek HOPMAJIHUX KOHYyCa
Ny(P1) m N,,(P2). ¥ cymporHOM, akKO v € «qp, OHIa HOCTOju mBuua F mnomuroma P
KOja ceue (p y TeMeHy v, a ca crpaHoM F' mma 3ajemamuko Tteme. Herka je BN F
reme ;. IIpema Jlemm 1.1.16, N, C N, (P1), na je, marae, N, C N, (P) N Ny, (Ps).
Axo je N, = N, (P), ouna je ouurnemuao N, = N, (P;) N Ny, (P,). Wuaue, npema
Jlemn 3.3.6(ii) u (iii), Ny (FP2) = N, UN, rae je N yHuja MakCUMAaJIHUX HOPMAJHUX
KOHYCa moJsmTona trp P mpu yemy je cBakm O WX HOPMAJHU KOHYC Y TEMEHY Koje je
BaH XUIIEPpPABHU OJCelama, Tj. y TeMeHy moJjurona P, koje He mpumama F. Axo ou
Baskuio N, C Ny, (P1) N Ny, (P,), mocTojao 61 MakCUMAJIHA HOPMAJHN KOHYC MOJIUTOIA
P, canpxar y N umju je npecek ca N,, KOHYC OUMEH3Uje N, MTO je Y KOHTPAIUKIjU
ca YMHEHUIIOM Ja Cy TO MaKCUMAJHU HOPMAJHU KOHycu ucte Jjemesde. [lakme, m y
oBoM cayuajy je N, = Ny, (P1) NNy, (P,), na je nupsu ycaos [locnemuue 3.3.5 ncnymes.

Hera cy cama N, m N,, pemom HOpMaJHU KOHycHu mojaurona P, m P, y Teme-
HUMA U] U Up. IlOKaKMMO Oa ako UM je mpecek N-KOHYC, OHAA jeé TO MaKCUMAaJHU
HOpMAaJIHM KOHyC moJsurona trpP;. Axko u; ¢ F, ouma je N, = N, (trpP;). Ilpema
Jlemu 3.3.6(i), N,, je yHMja MAkCHMAJIHUX HOPMAJHAX KOHyCa mOJuTona trpPj, ma je
Ny, N N,, xkoHyc numeHsuje n axko u camo arxo je N, C N,,. Aro To jecte cayuaj,
npecek je 6am N,,, MakcuMaJiHU KOHycC noiwutona trpP;. IlpermocraBumo cana na
uy € F. Ilpema Jlemn 3.3.6(iii), 3a N,, nmamo ase moryhuoctu. Ako CBU MaKCHMAJIHU
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HOPMAaJIHU KOHycH noJymmrona trpP;, xoju cy cagpxamm y N,,, oaroBapajy TeMeHNMa
BaH XMIIE€EPpPAaBHU OJCEHalba, OHOda CYy OHU MaKCUMaAJHY HOPMaJIHU KOHYCHU IIOJIUTOIIA Pl
y TeMeHUMa KOja He Ipumnaznajy [, ma mpecek HopMmaJHOT KOoHyca N, ca yHHjOM THUX
KOHYyCa HUje N-KOHYC. Y CYIPOTHOM, IOCTOJU TAYHO jJeTHO TEME v KOje IPUIaIa XUIepP-
paBHU oxcenama u 3a roje je Ny(trpP;) C N,,. [Ipumenom Jleme 1.1.16 3armyuyjemo
na je Ny, N N,, KOHyC OUMeH3Uje N aKO M CaMO aKO IIOCTOjU MBHUIlA IOoJuTOona P K0joj
npunanajy oba TtemMeHa, U u; 1 v. AKO TaKBa WBUIA MMOCTOjU, HBLUXOB IpPECceK je Oarr
N, (trpP;), ma MoskeMo 3arbydnTu ga je u apyru yciaos [Hocaenune 3.3.5 ucnymen. [

Ako je P, mpoct moauron u v € V(P,), ounna je conv(V(P;) — {v}), v-mepopmanuja
nosmrona P;. Ilakae, Tepbheme 3.3.3 je cmemujasan ciryyaj mpeTxomHor TBpbhema.
[Ipumernvmo na cy mokasana apyradujuM Metonama u na je TBpbeme 3.3.3 morazano
0e3 ujennor nmo3uBa llocaenure 3.3.5, omnocuo Tephema 3.3.4.

Cana, y mamepu ma oarosopumo Ha Ilurame 3.3.1, mpencraBmamMoO nN-MOJIUTOI
PA, ;. I Bume ox Tora, nmpexncraBibaMo (pamunujy n-noaurona PA, ., 3a c € (0,1].

Heka je {A;, A2} maprunuja ckyna B; y kojoj A; cagp:Eu cBe jenHOETIEMEHTHE
CKYIIOBeE, Tj.

Av={{{ite . a3} [0<I<n =1} n A =B - Ay,
rae cy ii,...,i, MehycobHo pazmnunTtu emementu ckymna [n + 1]. Hexka je

ﬂ = {{ik-i—la s 7ik’a s 7i1}7 sy {ik-i-la s 7ik7ik}—1}a {ik-i-l? s 7'L.k:}}7

enemenT ckyna As, 3a 1 < k < k+1<n. Ilame, HEera je

Bumin = {4ty vinky  Bmaz = {iksts oo lk, -1} 7
Bs={BC[n+1]|Bé€pum B C Bpin 0t e, C B} U {{v} |v € [n+1]}.
Jlema 3.3.8. Ckyn Bz — {[n + 1]} je epadusnu cxyn cxyna P([n + 1]).

Hoxa3: Csu jenHoeneMeHTHU HOACKYIOBU ckyna [n + 1] npunanajy Bz — {[n + 1]} no
mepunnmuju. Heka cy By, By € Bz — {[n + 1]} nBa HemncjyHKTHa pa3amdyura CKyIa.
Axo cy ynopenuBu, muxoBa yHuja ounrienHo npunana Bz — {[n + 1|}. Y cymporrOM,
mormTO je Bmin C Bmaz, WK je By, By D Bae nnu je By, By C Bmin, OMHOCHO

i je  Bmee € BiNBy C BiUBy wmmm je B, 2 B U Bs.
Haxkiue, y oba cayuaja, By U By € Bg — {[n + 1]}. O

IIpema mperxomuoj semu n Hedpumuunmju 1.2.5, Bs — {[n + 1]} je rpammuBan crymn
rommiekca Cp, ma je, mpema Teopemm 1.2.5, mecroemap Pgs,, n-TUMEH3MOHATIHA
Munkoscku-peanusanuja gommiekca N (Co, Bs — {[n + 1]}). IlpernocraBumo ma cy
IJLOCHM OBOI' HECTOeApa NPAaBUIHO O3Ha4deHe y ckaany ca lepumuaumujom 1.2.10, m
Heka je, 3a cBaky o3Haky A € Bz — {[n + 1]}, fa mmocar o3mauena ca A. Ilpema
nepunuuju ckyna Bg, Baxku [ C Bs — {[n + 1]}, na Hera je

Fy=()fs

Bep

Enementu ckyna 3 cy mebycobno ynopenusmu, na je, npema Hamomenn 1.2.4, I3 mpaBa
crpana Hecroenpa Pp, (Bumerm u [8, Teopema 1.5.14]), a xako je |3| > 1, Fj nuje
IIJbOCAH.

Nmajyhu y Buny Hanmomeny 1.2.5, cienehe tBpbheme je camo cremnujasan cirydaj
Teopeme 1.2.3, anu ra HaBoaumo 3acebHO jep hemo ce HA Wmera 4ecTo MO3UBATH.
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Tephemwe 3.3.9. Hecmoedap Pg, je npocm n-noaumon 3a xoju 6axncu

n+1
Py, = {x e R | sz = |Bsl, Zﬂ% > |Bga| 3a cBako A € 55},
i=1 i€A
npu wemy sa ceaxu ckyn A # [n + 1] zuneppasan 74 = {x € R"™ | Y x; = |Bga| }
i€A

dedunuwe nwocan fa necmoedpa P, .
Hera je N monuron koju Hacraje on Hecrtoenpa Pp, yknamameM cTpane Fjg, Tj.
Ng = conv( V(Pg,) — V(Fz) ).

Iame, Hera je kg : R — R pynrmumja

k() :Zin:xil + 24 4+ . F (T, T,
Bep i€B

38 ¥ = (T1,...,Tpy1), U HEKA je Mg = Ueg%igl )mg(v).
Bs

Tephewe 3.3.10. Baxcu jeonaxocm

Fg = conv{v € V(Pg,) | kg(v) = mg}.

Hokas: Hera je v = (vi,...,0,41) Teme mecroenpa Pp,. Kakro je f C Bg, mpema
Tepbewy 3.3.9 Bakn
)= S5 0= Yl
BEB icB Bep
OJTHOCHO
ms =Y |Bgsl.
Bep

Haxrie, kg(v) = mg ako 1 caMO ako 3a CBEKO B € [, v nexu y xuneppasBHu 7. Kako

Tp mepuHMIIe mWbocaH fp, k3(v) = ms ako u camo ako v € [ fp. O
Bep

IMocaeguua 3.3.11. Baxcu jednaxocm
Ng = conv{v € V(Pg,) | kg(v) > mp)}.

OBa mocrnemuma HyIu jeJHOCTABHM)U HAUYWH IeHepHUcama mouuTona Ng, KOju je
OMM:KM omepanuju cyMupama moauTomna. Hawmme, jemHocTraBHUje je PaIUTU CaMO
ca TeMeHMMa U HBUXOBUM KOOPHMAWHATAMa HETO Ca MJbOCHUMA U HUXOBUM O3HAKaMA.
OBakaB HaUMH reHEPUCAHbA HOCU U BEJIUKE OJIAKIIUIE W PA3HE MOTOMHOCTHU Ca ACIEKTA
IporpaMmpama.

Crnenme nmpumepu mosmurona Ng y ciydajeBuma n = 2, n = 3 u n = 4. 3a gera-
Jbe O HAUYWHy KOMIIjYTEPCKOT TEeHEepUCama U aHAJMU3€ OBUX IMOJUTONA yIyhyjeMo Ha
Honarak A.2.

Ipumep 3.3.3. Aro je n=2u = {{1,2},{1}}, ouna je Bz = SU {{2},{3},[3]}, ma je
Pg, Tpanes ABCD npukazan na Caunu 3.3. Kako je mg =4, Fg u N cy penom Teme
D un tpoyrao ABC.
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ITpumep 3.3.4. Hera je n = 3.
Axo je 8= {{1,2,4},{1,2},{1}}, omma je Bs = BU {{2},{3},{4},[4]} m

Pg, = A+ Apy + Apy + Ay + Ay + Aqpoay + Ay,

wecroenap ABCDEFGH (Caura 3.7 neBo). Kako je mg =9, Fz je teme D, a Np
KOHBEKCHU omorad npeocranux temeHa (Cnuka 3.7 mecuo). ITomcehamo ma mocroju
IOJIMTOI HACTAO 3apyO0J/pUBamkEeM OBOT HECTOEApPA OJCENameM TeMeHa [, KoMe je mMoIun-
Ton Pg, + Ng Hopmasnno exuBasentan (Cmuka 3.8).

Axo je f = {{1,2,4},{1,2}}, ouna cy Bz u P, uctu Kao y OPETXOJHOM CJIydajy,
am je mg = 8 OBaj MuEUMYM ce moctmxke y TeMeHmMa C' m D, ma je Fj mBuma
CD. ExBuanentno, Fj je mpecek mpocHu ca o3raxkama {1,2} u {1,2,4}, tj. kBagpara
CDGH n tpane3za ABCD. Kakoron, Nj je KOHBEKCHM OMOTad4 IPEOCTATIUX TEMEHA
(Caura 3.14 mecuo). Tarobe ce MOske mpoOBepUTH Ha MOCTOJU MOJUTOI KOJU CE MOKE
nobutu 3apyOJ/pUBamkEM HECTOEIpa Pgﬁ oncenamem uBuie C'D, Kome je cyma Pgﬁ + N
HOpMautHO ekBuBaJsieHTHa (Cormka 3.15).

H(1727113) G(2’17113) T1(1727113) T3(2717113)

Tﬁ(l’ 47

E(1,4,1\) Ff4,1,1,1)

A(1:372a1) B(3’17271) T2(1a37271) T4(371a271)

Cauka 3.14: [lomuronu Ps, u Ng 3a 3 = {{1,2,4}, {1,2}}

H1(27472a6) G3(4727276)

D1(2,4/3,5) C3(A2,3,5)
Ds(7.5,4,3) Ca(5,2\4, 3)
E6(278727 ) F(8727272)
A2(276)472) B4(6’27472)

Cmuxa 3.15: Cyma Pg, + Ng 3a 8 = {{1,2,4},{1,2}}
Axko je 5 ={{1,2},{1}}, onna je
Bﬁ = ﬁ U {{2}? {3}7 {4}7 {17 2, 3}’ {17 2, 4}7 [4]}a

a nmoauron ABCDEFGHIJ ua Caunu 3.16 seBo je Hecroenap

Pg, = Ap+ Apy + Ay + Ay + Apgy + Apiosy + Aoy + Apgy
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To 3maunm na je mg = 4, a Iy uBuna D.J. ExBuBasenTHo, [ je mpecek mbOCHU O3HA-
uenux ca {1,2} u {1}, 1j. meroyrama AEDJH w kBagpara CDIJ. Y cBakoMm ciyuajy,
Nj je koHBekcHU omMoTau npeocraiux tadaka (Cunuka 3.16 mecno). IIpumermmo na, y
oBoM ciyuajy, Ng HEuje mpocT monuron. Axo norsnemamo Cimky 3.17 koja miycTpy-
je cymy Pg, + Np, MOKEMO 3aKbydUTH A& MOCTOJU TOJUTON KOJU CE€ MOKE NOOUTH
3apybOmuBameM Hectoenpa Pp, oncenamem mpuie DJ, a KOMe je OBa CyMa HOPMAJHO
€KBUBAJICHTHA.

H(1,3,1,3) G(3,1,1,3) Ti(1,3,1,3) T3(3,1,1,3)

7(1,2,2,3) 1(2,1,2,3) + 5(2,1,2,
E(1,5,141 51,1,1
@syn o F A T4(2.1,3.2) )
D(1,2/3,2)  C(2\L,3,2) To(1,5,1N) 7(5,1,1,1)
A(1737371) B(3717371) TJ(1737371) T5(3717371)

Couka 3.16: Ilomaromn Ps, u Ng 3a = {{1,2},{1}}

H1(2767276) G8(67 27276)

3,3,4,6 15(4,2,4,6)

A3(27676’ 2) B5(67 2)672)

Cnuka 3.17: Cywma Pp, + Ng 3a = {{1,2},{1}}
ITpumep 3.3.5. Axo je n =4 u = {{1,2,3},{1,2}}, ouna je
By = BU {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1,2,3,4}, {1,2,3, 5}, 5]},

a V(Pg,) je cryn

{(6,1,1,1,1), (1,6,1,1,1), (2,1,5,1,1), (1,2,5,1,1), (1,2,3,3,1),
(4,1,1,3,1), (3,1,1,3,2), (1,4,1,3,1), (2,1,3,3,1), (1,2,3,1,3),
(2,1,2,3,2), (1,2,2,3,2), (4,1,1,1,3), (1,4,1,1,3), (1,3,1,2,3),
(2,1,3,1,3), (3,1,1,2,3), (2,1,2,2,3), (1,2,2,2,3), (1,3,1,3,2)}.

Opnarne je mg = 9, na je F ueTBOpOyrao umja Cy TeMeHa Tadyke IOCJEIHe KOJOHE.
Jlaxne, Ng je KOHBEKCHM OMOTa4 TadaKa y IPEOCTAJIUM KOJOHAMA.
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Komauno, 3a n > 2, meka je

PAnJ = A[n+1] + Z AUﬁ + Z Ng.
BeEA BeAs

Ocrarak oBOr 10040 J€JbKa je nocsehen JOKA3y cne;[ehe TeopeMe.

Teopema 3.3.12. Iloaumon PA, . je n-dumensuonaarra Munroscku-peasuzauuje Kom-
naexca C' Koja je Hopmaaro exeusasenmma nosumony PA,.

Jlema 3.3.13. Maxcumannu yewenchen ckyn N € N(Co, Bs — [{n+1}]) odeosapa memeny
cmpane Fg axo u camo axo je N maxcumanan 0-yewexnchen ckyn u 5 C N.

Jloka3: Axo je v Teme koje onrosapa N, v je TeMme cTpane Fjg ako um camo ako v € fp
3a cBako B € 3, omHocHO ako u camo ako N D [3.

Ocraje nma moraskemMo na ako N oaroBapa TeMeHy crpaHe Fjp, omma je N wmak-
cumanan O-yrmexben ckyn. Kako je N makcumanaH, KapIWHAJHOCTH je N, Ia Ce,
npema lebpuwrunuju 1.2.7, moxkxe mobutu Hanmorpabueamem ckyma [ ca jom n — k
exemenara ckyna Bg — {[n + 1]}. Ilpmrom, yHumja cBakor N-aHTHMIAHIA NPUIALA
N(Cy, Bs—[{n+1}]) — Bg. Horaxkumo na nema N-aHTHIAHALA, Tj. A& CY CBU €JIEMEHTU
ckyna N mebhycobno ynopenuBu, mro 3Haun na je N makcumanau O-yrimesxheHu cryt.

Y N-anTunaHny ce He MO:ke Hahu HUjenaH map BUIIEeJIEeMEHTHUX CKYIIOBa, jep ou
TO 3HAUWJIO WV 4 j€ PeY O MOACKYIOBUMA CKYyHNa [, WIN O HAACKYIOBUMAa CKyIa
Bimaz, Ta OU YHUja TAKBOT mapa Ouiia Uian MOACKYI CKYTIA [3,, UIA HAACKYI CKyTa Smaq,
Tj. npunanaia 6u Bz — {[n + 1]} wnu 6u 6una Gam ckyn [n + 1] koju we npunaga Cj.

Iame, 3a cBaKO i € Buar — Bmin Ckyn {i} me mpumama N, jep mocrtoju ckyn A € 3
3a koju je {A,{i}}, N-anrnnanan umja yHuja npunana [, ma tume u Bz — [{n + 1}].
Takobe, 3a cBako i € [n+ 1] — Bee ckyn {i} ve npunanga N jep je {Bmas, {1}}, N-an-
TUJIAHALl YMja YHUja je HAACKYI CKyHna [, O4HOCHO wiu npunana Bg — {[n + 1]}
nian He npunana Cy. YHHja mapa jeIHOEIEMEHTHUX MOACKYNOoBa CKyma (.., Takobhe
je moackym ckyma [min, Ia ce caMo jeman TtakaB ckym moxke Hahu y N. Ilakmae, e
oCTOju HUjenaH [N-aHTUJIaHAI. OJ

Hexka je mg,., 3a ¢ € (0,1], xuneppasas neduHUCAHA jeIHAYNHOM
Ty 25 + . F (v, + . Fay,,) =mg +,
. >
W HEKAa je g MPOM3BOJLHM CTOJLAIIIHU BEKTOD HOPMAJIE MOTyITPOCTOPa g ..

Hamomena 3.3.5. 36up cno/sbamsuxX BEKTOPa HOPMaJa CBUX INLOCHU Koje canpike Fj
: >
Je CIoJballiby BEKTOP HOPpMAaJie IIOJYyIPOCTOPa ﬂgc, 3a CBaKO C € (O, 1].

Jlema 3.3.14. 3a ceaxu eaemenm 5 € A,y

napaseano zapybmenu noaumon tre, Pg,, 3ac € (0,1)

PB ™ Z =
ﬂm pe N, 3ac=1.

IIpu mom, y odnocy Ha cee o8e napanearno 3apybwene noaumone, nosumon Ng je Fgz-Oe-
popmayuja necmoedpa Pp,.

Jloka3: Hajupe, uumenuna Ja Ccy CBe KOOpIMHATE TeMeHa HecToenpa Pg, mpupo-
nau 6pojeBu, TBpbeme 3.3.10 u Ilocaemumna 3.3.11, uMmmaunupajy moa je 3a CBako
¢ € (0,1), nomynpocrop 7.~ UCHOA CBUX TeMeHa cTpaHe Fj u M3HAXL CBUX TeMeHa

97



Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

nosurona Ng. Ilakme, Pg, (75" je 3apyOJbeHn MOJNUTON HACTAO 3apyOJ/bUBAHEM II0-
naurona Pp, oncenamem crpane Fy. Kako xunmeppasas 7o nedpurume crpany Fp, cBa
oBa 3apy0/uBama Cy mapaJsesHa, ma je 3a cBako ¢ € (0,1), momuron Pg, (75~ jenua
Fs-nepopmanuje mectoenpa Pp, (sumeru IIpumep 3.3.1).

Heka je {U, W} rakBa maprumuja ckyna V(Ng), ma cy y U cBa remeHa Koja cy
cycelHa HEKOM TeMeHy cTpaHe Fj y momurony Pp,, a cBa ocTajJa TeMeHa NMPUNANajy
W. Heka je u = (ug,...,Uyy1) IPOU3BOLHO TeMe u3 ckyna U, v = (vy,...,Vp41) jEOHO
ol TeMeHa cTpaHe [} Koje je cycemHo teMmeny u, a N, m N, MakCUMaJHU yTHexDeHN
CKYIIOBU KOjU OBUM TeMeHuMa oarosapajy. Kako je |N,| = |N,| = n, a uv usuna mecroe-
npa, Bazku |N, N N,| =n — 1, mro 3uaun ga ce N, moske noburu on N, 3aMEHOM HEKOT
exemenra S, apyrum eixemenroMm S, € Bg — {[n + 1]}. IIpema Jlemn 3.3.13, § C N, n
B¢ N,, mro 3maun ma je S, € f. Kopucrehu pesonosame rao y mokasy Jleme 3.3.13
u nmajyhu y Buny na je N, makcumainan O-yrmesxben ckym, yrBpbyje ce ma S, mopa
OUTU jeoHOEJIEMEHTHU CKyI. Y CBaKOM APYroM ciydajy moctoju N,-aHTUIaHAIl YL)a
yHHuja npunazna Bg.

[IpernmocraBumo na Fj Huje Teme, Tj. || < n, 1 ma moCTOju joIl jemHO TeMe
v € V(F3) cycemno temerny u. Axo je N, memy oxarosapajyhu maxcumanuu 0-yr-
wexkbenn ckyn, N, ce Mmoske nobutum m u3 N, 3ameHOM esnemeHnTa S, € [ jenHoereMeH-
tHuM ckynoMm S.. To je moryhe jemuuo ako ce N, nu N, pa3iaukyjy caMo 3a eJeMeHTe
Ae N,—puBeNy,—f, anajeunpurom S, =05,, S, =B u S, = A. Iakne, jen-
noenemenTHU CKynoBu A u B uune N -antunanan. Crymosu N, u N, canpike Onin, a
€JIEMEHTU CBAKOT OJ BUX Ccy MelhycoOHO ymopenuBu, Ta je W YHUja OBOT aHTUJIAHIIA
canpkaHa y B Tj. npunana ckyny Bs—{[n+1]}, mwro je y KOHTpaIUKIUj1 ca YNH CHU-
noMm ga je N, yrmexben ckyn. Jlakne, pazniuumrTa TeMeHa cTpaHe [z HuCy cycenHa
ncTOM TeMeHy ckyna U.

IMoraxxumo nma u € w1, Heka je N, cxyn

{{in, .. vints oo {inina s {in} )
Kako v € Fg n u ¢ Fp, Baxu cnenehe:

mg(v) = vy, + 204, + ...+ (v, + ...+ v,,,) = mg,
mg(u) = wi, + 2y, + ...+ k(ug, + ..+ ug,,) > mg.

Tarobe, 3a cBaku enement A ckyna N, NN, = N, — {S,} = N, — {S.}, Bazku u,v € fa,
na, npema TBpbhemy 3.3.9, Baxku jenHaxkocT

(%) > ui= > v =|[Bgual.

i€EA €A
I[Ipema Tepbewy 3.3.9 Takobe Baku jemHarocT
(k) ur+ .o Uppr = V1 F o F Vg1 = | B |-
Hexka je S, = {ig4s,...,0p} 3a HerO 1 < p < k. Jemmakoct (x) oHga MMIIAIUIpDA
mg(u) =mg — (Vi, + Vi, + ..o F Vi) + (U, i, o)
Ananu3upajmo moryhe ciydajese.
(1) Axo je S, jemnoenemenTtHu ckym, Tj. p =k =n u [ =0, onga je

mg(u) =Mmp — Uy, + Uy -
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Raxo {iy} € N,, u3 Tepbema 3.3.9 umamo v;, = |Bgy,3| = 1. Pasmarpamem caux
Mmoryhuoctu 3a ckyn S,, yrBpbhyje ce na je N, yrme:xkbheH CKym ako @ caMoO ako je
Su = {ir—1}. To 3maum ma u € f;, ,3, omsocuo npema Tspbemy 3.3.9,

Uiy = |Bﬁ|{ik—1}| =1L
Kaxo {iy,ix-1} € Ny N N,, npumenom Tepbhewa 3.3.9 nobujamo jemsarocT
i, = |Bgigiipy| — i, =3 -1=2,
OJaKJIe CJIeIu

mg(u) =mg—1+2=mg+ L.

(2) Ako S, HUje jeOHOENEMEHTHU CKyI, OHIA {ijil,...,lp11} € N, N N, ma jegaarocr
() moBmaun
uipﬂ 4+ ... +uik+l = Uip+1 4+ ... +Uik+l'

Iakuie,
mg(u) =mpg — Uip + uip.

Karo Sy, {iktis---,0p+1} € Ny, npumenom TBpbhema 3.3.9 mobujamo jenHarocTu
Vi, = [Bpis,| = [Bsis,—tin}| = 1Bais, i | +2 = [Bpjs, iy | = 2

(2.1) Axo je |S,| # n, omma pasmarpamem cBux mMoryhuaoctu yrBpbhyjemo ma je N,
yrimexbher ckyn ako u camo ako je S, = {i,—1}. To mame mvmiumupa ma u € fr, .},
Tj. npema Tepbhewy 3.3.9, Baxku

ui, = |Bpi, 13| = 1.

Karxo {isi, -y ip—1}s {lktt,---s9pr1} € Ny NNy, u3 jemmaroctu (x) mobujamo cienehe
jeHAKOCTH:

Uipyy - iy = |Bgis,ugi,-13l = [Bgis, | + 2,

Uiy, —+ ...+ (L |B,8|SU—{ip}| = ‘Bmgﬂ| — 2.

Onarne je u;, + u;,_, =4, ONHOCHO

mg(u) =mg—2+(4—1) =mg+ L.

(2.2) Axo je |S,| = n, tj. p = 1 u k+l = n, pazmarpamem cBux Mory haoctu yrespbhyjemo
na je N, yrmexben ckynm ako n camo ako je S, = {in41}. To 3maum nma je u € f .y,
Tj. ipema TeBpbewmy 3.3.9,

WUy = |BB|{in+1}| = 1.

Kako {in,...,i2} € N, N N, upumeHoM jenHaxoctu (x) mobujamo
Ui o Uiy = [Bajs, iy = [Bgis, | =2 = |1Bgjniay| — 4.
OpnaBne u u3 jemHarocTu (xx) cienu na je
Uiy + Ui = [Bajnin| = (Bajns] — 4) =4,

OTHOCHO
mg(u) =mp —v;, +uy =mg—2+ (4—1)=mg+ 1.
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Iakie, MOkeMO 3akbydnTH Aa 3a cBako u € U Bakm mg(u) = mg + 1, Tj.
convU € mg .

Enementn ckyna W nHe npunanajy oBoj xuneppaBuu. Hamme, ako 6u mocTtojasa Tadvka
ckyna W koja mpumana 7g;, ¢ 003MpOM Ja OHa HUje CyCeTHa HHUTHU jeIHOM TEeMEeHY
ctpane [}, mpunanana 6 KOHBEKCHOM oMoTadvy ckyna U, ma He 6m Ouia Teme HECTO-
enpa Pg,. Ilakme,

PBE ﬂwfm = NgNmgy =convU m PBB ﬂﬁﬁ71> = Nj.

Ila 6ucmo nokazanu na je Ng jenna Fg-nedpopmarnuja necroenpa Pg,, octaje jom
caMoO [a MOKaKeMO Ia je UCIYyHEH U APYyTu neo upsor ycaosa lepurunuje 3.3.1. Cse
tauke ckyna U cy temena Hecroemnpa, ma je V(convU) = U. Hera je ¢ mpousBosmHU
enement uaTepsasa (0,1) u f mmocan 3apyBIbEHOr MOJIUTONA P, N 7r§70 cagpskaHa y
XUIeppaBHU oJcenama. Beh cMo paHuje 3akmbydnan na pa3IuydnTa TeMeHa cTpaHe Fj
HeMajy 3ajeIHUYKO CycemHo TeMe u3 ckymna U, Tj. ma pas3jauuyura TeMeHa MoJuTomna f
HUCY MBUIIOM HECTOeIpa MOBe3aHa ca ucTtuM ejemenToM ckymna U. Hakme, f ~ convU.
Hopmanua exkBuBagdenmuja ciaenu u3 TeBpbhema 1.1.15 m mapasesmHocTy XuneppaBHU
TR,e U T3 1. [

Hanomena 3.3.6. Y ckaany ca lebununujom 1.2.7, ckyn

{{tinh - i} = {{in}}

je makcumanan yrmesxben ckyn kommiekca N (Co,Bs — {[n + 1]}). Opxrosapa nexom
enementy ckyna W (koju je mepurmcan y moka3y mperxonme jeme), ma je W # () u
dim(Ng) = n.

Jlema 3.3.15. Hexa je A = {ay,...,a,} ckyn pasanumnyhus eexmopa npouszsonnoz n-Ko-
nyca y npocmopy R, u nexa je, 3a ceaxu nodcxyn I C [n| maxae da je |I| > 2, sexmop
hy 36up eexmopa undexcupanur eaemenmuma ckyna I, my.

h[ = Zai.

Baxce caedeha dsa mephema.

(i) Axo je I C J, onda je sexmop h; cadpxcan y KOHYCY Koju je paszanem CKYnom
{hi}U{a; |ie J—1}.

(ii) Hexa je I,..., L, C [n] npuvemy je 1 DI, D ...D I, u2<m<n—1, uneka je
Ay ckyn dobujen 00 ckyna A zamenom m eaemenama eexmopuma hy, ..., hy . Axo
A1 pasanumwe n-xonyc Ny, onda 3a ceaxo 1 < k < m nocmoju mauno jedan esemenm
i € I, — I41, makas da cxyn dobujern 00 cxyna Ay samenom sexmopa hy, sexmopom
a; pasanumwe n-kouyc Ny Koju cadpacu xkonyc Ny.

Iloka3: IIpBo TBpheme ciaenu MUPEKTHO U3 UYMHEHUIE A je
h] = h[ + Z ;.
ieJ—1I

Hera je Ay = Iy — I, 1 < k <m. Karko je I D I, D ... D I, ckynmoBu Ay
cy Mebycobuo mucjyskrau. Berrop h;, je pasamumyhwm 3pak komyca Nj, ma mocTo-
ju Gapem jeman ememeHT ckyna {a; | i € I,,} koju me mpunana ckymy A;. Tarobe,
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3a cBako 1 < k < m Gap jeman emement ckyna {a; | i € Ay} wHe npunana A;, jep y
cyuporroM, npema TBphewy (i), h;, He Om Gmo pasamumyhu Bekrop kKoHyca Ni. AKO
MPEeTIOCTABUMO Ma 3a HEKO k MOCTOje IBa MU BUIINE TAKBUX eJIeMeHATa, OHMa MOCTOju
BUIIIE OJ M eJieMeHaTa CKyma A KOju He MpUIanajy CKymy Ajp, MTO je y KOHTPaAUKIUju
ca npernocraBkoM ga je |[A — Aj| =n —m. Ilpema tBpbewy (i), BexTop hy, je canpskan
Y KOHYCY KOjU je pa3aleT CKYIIOM

{h‘[k+1} U {ai ‘ (AS Ak}a

MITO 3HaYM Aa KoHyc Ny caap:ku cBe pazanumyhe Bektope komyca N,. Iakme, N, je
n-xouyc u N; C N,. O

Loxas Teopeme 3.3.12. Ilonmuron PA, ; je ounrienHo GOpMUPaAH y CKJIALy Ca APYTHUM
ycnosom eprumuje 1.2.8. Csarxu meros cabupak je mam d-cumiiesc Ayjg, d < n,
nian n-noiuron Ngz (Bumerm Hamomeny 3.3.6), ma je, mpema Tepbemy 1.1.18(ii),
dim(PA, 1) = n.

[TocmaTpajMo mapnujajaHy cyMmy

So=Dps + Y Ays.
BeAL

Peu je o n-nmepmyroenpy, Tj. n-auMen3noHa HO] MUHKOBCKU-pEATN3aNN]U KOMIIJIIEKCA
Cy :N(COa {Uﬁ | B € A1})

(Bumeru Iomomemar 1.2.2). IIpema Teopemu 1.2.3, Sy je mpecek |A;| = 2" — 2
rpaHUYHA MOJYTPOCTOPA

oz]? :(aj,x) = b, 1<j<g<amtt— 2

IpU YyeMy CBAKOM OJf BUX OAroBapa mo jeman noackyn A C [n+ 1] 3a koju je

> A
a;.in>2| 1.
i€A

Y crnanmy ca Hamomenom 1.2.5, ako je mepMyToenap MpPaBUIHO O3HAUEH €JIEMEHTUMA
ckyma By, ogma o3Haky A HOCKH mJbOCAH KOjy Ae(pUHUIIE IPAHUYHA XUIEPpPaBaH OHOT
nmosynpocropa kome oarosapa A. Tarkobe, mpema Hamomenu 1.2.4, Temena cy mpecexk
n MJBOCHU O3HaUYeHuX MehycobHO ymopemuBuM o3HakaMa. [Ipeo3naummo cBe mibOcHU
omroBapajyhum emementuma ckyna A;, Tj. cBakoj O3HaAIM OJAJMO jOII jemaH Tap
3arpana. IIpema Ilocaenunu 3.2.9, canga je cBaka mjbocaH mapaJjieiHa UCTOO3HAUECHO]
mLocHU mojurona PA,,.

[Torpe®HO je moka3aTu Oa MHAEKCHPAHU CKYI IIpeOCTaJux cadbupara cyme PA,
3apy0biyje mepmyrtoenap Sy. Ilokaxkumo, Hajupe, na 3a MPOU3BOJLHU ejeMeHT [ € As,
nomuron Ng 3apyOJbyje oBaj mepMyTOoenap.

[lopcerumo ma ce Sy MOxke MOOUTU CYKIECUBHUM MapaJieHUM 3apyOJbUBaeM
Hecroenpa Ppg,, 10 Ha HOpMaJHy ekBuBasenuujy. Ilakne, Pg, mMoske mepunucaru Kao
IIpPeceK MOJyIpoOCTOPa

v ag, ) = ¢, 1< <2M =2,

TaAKO Tla aKo je
Na;[jeJc 2" —2]}
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TeMe mepmyToenpa Sy, OHIA je U1
N{yljedc2m -2}

Teme Hectoenpa Pp,. Ilpema Jlemm 3.3.14, 3a c € (0,1), momuron Pg, N W;}C je Ha-
CTa0 IapaJjesIHUM 3apyOJ/buBameM OBOTI HECTOeIpPa OCElameM cTpaHe Fj, a HOJIUTOI
Ng = Pg, N 7r§71 je jemna merosa Fj-nmedpopmarmja. Crpana Fj je mpecek CBUX IJbOCHU
KOje Cy MPaBUJIHO O3HAUeHe esieMeHTMMa ckyna (. Kako cy cBu enxemenTu ckrymna f3
Mebycobro ynopenusm, 3a crpany [ mocroju oaropapajyha crpana Fy nepMmyToenpa
Sp koja je Takohe mpecek MILOCHN O3HAUYEHUX €JIEeMEHTUMAa CKyTa (3 Y H>erOBOM IPAaBUJI-
HOM O3HadaBamy. Kako cy mmocHm Hectoenpa koje canpsxe Fjg 1 muMma oarosapajyhe
IIJbOCHU TIEPMYyTOenpa Koje canp:ke Fy MCTUX CHOJbaAlllbUX HOpPMAaJa, 3aKbYUyjeMo ma
MOCTOjU TAPAJIEHO 3apyOLeHr MOIUTON try, Sy = Sy N af, TPU YeMy je CHObalTmba
HOpMaJia MOJyIPpOCTOPa OJCenama BEKTOP ag, Tj. CIOJballlkha HOPMaJa HOIyIPOCTOPa
mg,. laxie,
SoNag =~ PBB N7~ Ng N7g1.

N3 cBera maBenmeHor, n uynmeHnne ga je Ng, Fz-nepopMmanuja HecToenpa, 3akibydyjeMo
na je Ng u Fy-nedpopmamnuja nepmyToenpa So. lawne, npema Tepbemy 3.3.7,

S() + Ng >~ tI‘FSO,

Tj. mosuTon Ng 3apybipyje mepmyToenap S.

Cana, 3a m = |Ay|, merka je = : [m|] — Ay TakBO MHAEKCUpame ckyna As na
i < j moBmaun |z(i)| = |x(j)|. Hexa je Q; = Ny 3a caxo ¢ € [m]. Ilokammmo na
UHICKCUPAHU CKYT {(Q); }icim] 3apyOibyje mepmyToenap Sy, MTO Hajbe UMILIAIPA 12 je
rpehnu ycnos Hepununuje 1.2.8 3a10BObEH.

Heka je 3a i € [m], S; = 51 + Q;. Cse nok je |z(i)] = n, Tj. cBe HOK je Fy
TeMe moJuTona ();, UTEPATUBHO Ce, MOTIYHO AHAJOTHO TOPHEM 3aKJ/bYUNBAMY, 3a-
K/bydyje Oa HOCTOju cTpaHa [’ mapmmjanme cyme S;_; Koja oArosapa TeMmeny [,
Kao M Ja IOCTOjU TMapajeTHO 3apybsbeHn HoauTon trpS;_j, TakBa Ja je BEKTOD (),
CTOJbAIILY BEKTOP HOPMAJIE MOJJYIPOCTOPA Ff(i)J, YVjeMHO M CIOJballlkbU BEKTOP HOP-
MaJie ToJIympocTopa oncenama. Omarie, momuron (); je, y omHOCY Ha Taj 3apyOseHn
nosnuton, F-nepopmamnuja cyme S;_ 1. Hawmme, 3a i = 1, TBpama je Beh rope nokasana,
a y CBaKOj HapenHO] UTepaluju CIeu M3 YumbeHure na je (;, F-nedopmamnuja mep-
MyToenpa, 3a cTpaHy [’ koja oamrosapa cTpamum Fp;, Kao W UMHCHHIE Oa Cy CBa
3apyOspUBama MapIUjaTHAX CyMa HOOUjEHUX y MPETXOJHUM KOpaIlnMa 3aIpaBo mapa-
JesiHa 3apyO/buBama oncenameM teMmena. lakie, mpema TBpbhemy 3.3.7,

Si ~ tI'FSZ'_l.

Kako crym By canp:xu cBe makcumastae O-yrimexkhene CKymoBe, MOKEMO KOHCTATOBATHU
a OBa HOpMAJHA EKBUBAJEHIMja Basku 3a CcBako | € [nl], m ma ce cyma S, mo Ha
HOPMAJIHY €KBUBEJIEHIIN]Y, MOKe MOOUTU CYKIECUBHUM 3apyOJ/bUBaAEM IEePMYTOEIpa
Sy OICenameM CBUX TEMEHA.

Ila ropma eKBUBAJIEHIIja BaKU 1 3a CBako n! < i < m, nokazaheMo y3 MHAYKTUBHY
OPEeTIOCTABKY Ja BaKu 3a cBako | < i. Pamu jennocrasuuje Horanuje, Heka je = x(i).
Kako je 3a cBako | < ¢ mapuujasaa cyma S; HacTajla HapajeTHUM 3apyO/bUBaKhEeM map-
nujaane cyme S;_ 1, N0 HA HOPMAJHY €KBUBAJIEHIU]Y, U IPU CBUM OBUM 3apyOJspuBa-
BUMa OJcedeHe CTPaHe Cy MambUX AUMEH3Hja Ol JUMeH3uje cTpaHe [}, oleT ImocToju
oaroBapajyha crpana F mosuroma S; i, Ka0 W TaKaB MAapPaJIEJIHO 3apPyOJ/beH IMOJIU-
Ton trpS;—1 M je BEKTOD (g CHOJbAIIBYM BEKTOD HOPMaJle IOJIYIPOCTOPa OJCenamba.
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Mebytum, u mopen Tora, HE MOKEMO 3aKBYyUUTH Oa je mosaurton (;, F-mepopmarmja
mosmrona S; 1 y OTHOCY Ha OBaj 3apyOsmeHu moawuron. Hawmme, apyru meo yciaoBa
(i) Hepununuje 3.3.1 y ommreM ciaydajy He BasKW, Tj. MHOCAH IMOJUTONA trpS; 1 KOja
JeKU Yy XUIePpaBHU OICENama MOKe OUTU KOMOMHATOPHO HEEKBUBAJIEHTHA IPECEKY
QiNmg.

Ila ropma ekBUBaJIEHIIja UIIAK BaKU, Tj. Aa Baxku S;_1 + @; ~ trpS;_1, mokaszahemo
npumenom [locaemune 3.3.5. Kako cy @;, Si1 m trpS;_1, n-momuronu, 6e3 ryourka
ONIIITOCTH, mOocMaTpalieMo HOpMaJIHE KOHYyCe CBAKOI OJ HUX IO IPETIOCTABKOM Ia
CYy MOJINTONM MaKCHUMaJHOOVMEH3NOHAJIHU, T]. Aa je YHUja eJIeMeHaTa CBakKe OJ JIele3a
npoctop R". Tlokaskumo, majupe, na Baxku ga Basu yciaos (i) uz [Hocaenune 3.3.5.

ITocmarpajMo HOpMaJIHE KOHycCe MOJUTONa (); y TeMEHHMMa BaH XUIEPPAaBHU 74 .
Hera je N jemam onm mux. Kaxko je @);, Fy-mepopmanuja mepmyroenpa Sy y OTHOCY
Ha 3apy0JbeHn NOIUTON trp Sy AepUHMCAHY HOJIYyHIPOCTOPOM UMja je CIOJballikha HOP-
MaJja BEKTOp ag, npema Jlemn 3.3.6, N je yHHja HOpPMaJIHUX KOHycCa HOJUTONA tI Sy
y HEKMM TeMEeHUMa KOja He MPUMAAajy XUIeppaBHU OMCElaima, a TO Cy 3alpaBO HOP-
MaJHU KOHYCU mepMmyToenpa Sy y HEKMM TeMeHuMa Koja He mpumnanajy crpanu Fj.
Kako je momuromn S; 1, 40 HA HOPMAJHY €KBUBAJIEHIN]Y, MOOUjeH o moaurona Sy Hu-
30M TapaJiesiHuX 3apyosmsuBama, npema Jlemu 1.1.16, N je yHUja HOpMAaJHUX KOHYCA
Ny, ..., N; monmurona S; 1 y TeMeHmMa Koja He mpunanajy F. Ilpecek oBe yuuje um
MPOMU3BOJLHOT MAaKCUMAJIHOT KOHYCa MOJIUTONA S;_ 1 je N-KOHyC aKO U CaMO aKO je pedu
o xkouycy N; 3a Heko i € [t]. Y Tom cayuajy, upecek N N N; je N;, HOpMaJHU KOHYC
mosuTona trpS; 1 y HEKOM TeMeHy KOje He Mpulala XUIMEePPABHU OICEIAmha.

Heka je N cama HOpMaJHU KOHyC HojuTona (); y TEMeHy KOje mpumana mgi. Kako
je Q;, Fy-medpopmanuja mepmyroenpa Sy, npema Jlemu 3.3.6, N = N'UN,, rue je N,
HOPMAaJIHU KOHYC HOJIUTONA trym Sy y TEMEHY KOje IPUMafa XUIePPaBHU OACeNana, NOK
je N' yHuMja HOpMAaJIHUX KOHycCa MOJWTONA trp Sy Y HEKUM TEMEHHMa BaH T€ XUIEp-
pasuu. Jlakme, N’ yHMja HOpMaJHUX KOHyCa MmepMyToenpa Sy y HEKUM TeMeHuMa
koja me mpumnanajy Fy. Kao m rope, mpema Jlemu 1.1.16, N’ je omma yHuja mak-
CUMAaJIHUX HOPMAJHUX KOHYyCa MOJUTONA S; | y HEKUM TE€MEHVWMAa KOja He MPUIAIA]y
F, ma je mpecek oBe yHHUje ca TPOM3BOBHUM MAKCUMAJHUM KOHYCOM MOJUTOHA S; 1
KOHYC OUMEH3Uje N aKO U CaMO aKO je pedu Dall O HEeKOM eJIeMeHTY OBe VHUje, Kanaa
jé CIIOMEHYTH! TpeCceK caM Taj eJeMeHT. Kako Cy CBU ejleMEeHTU OBe yHUje HOPMAJHU
KOHYCU y TeMeHUMa KOja He mpumnanajy [, oHu cy yjemHo M MaKCUMAJHU HOPMAJHU
KOHYCH ToJuTOona trpS; | y TEMEHuMa BaH XUMEPPAaBHU OACENabhA.

CBaku OIpyru N-KOHYC, KOjU Ce MOKe MJOOUTHU Kao mpecek KoHyca [N 1 HEKOT MaKCHU-
MaJTHOT HOPMAJIHOT KOHYCa MOJUTONa S; 1, jeé Ipecek Tor KoHyca u komyca N,. Awna-
nu3upajmMo oBe ciayudajeBe. Heka je u teme mepmyroenpa Sy koje mpumnana Fy u HEKa
je k = dim(Fy). Kako je Sy mpoctr moswmron, npema TBpbewy 1.1.7, crpana Fy je
cagpykaHa y TavyHo p = n — k mpocHU. be3 ry0uTka ONImMTOCTM IPETHOCTABUMO OA CY
OHe me¢puHMCaHe xuneppaBHUMa u3 ckyna {a; | j € [p|}, a ma je u mpecek xumeppasBHU
n3 cryna {«; | j € [n]}. Omarne ciemu na je cBaku enement ckyna {—a; | j € [p]} pasa-
nuikby Ny 3pak CBUX HOPMAaJIHUX KOHyCa moJsuTomna S; | y TeMeHuMa Koja npunanajy F.
KRako je Fy takobe mpocT k-moamTom, MOCTOjU TAYHO kK TEeMEHa CYCEIHUX U y TOJI-
tomy Fy, mMITO MMIIMNUPA Aa MOCTOJU TAYHO p TEeMeHa mepMmyToenpa Sy CyCemHux u
koja He mpunamnajy Fy. Ilakne, mopmaauu kouyc N,(Sy) je yHU]ja p HOpMAJTHUX KOHYCa
N,y ...y Ny, monurona try Sy y oarosapajyhium TemeHuMa caap:KaHUM y XWUIEPpPaBHU
oacenama, y craany ca Jlemom 1.1.16. Ilpeocraje na ce nucnura ynpaBo Ipecek CBAKOT
o BbUX Ca MPOM3BOJLHUM MaKCUMAJHUM HOPMAaJIHAM KOHYCOM M IIOJITOIIA& Sifl.

3a j € [p|, neka je
{ag} U{—a; i€ n]—{j}}
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ckyn pazanuiyhux BekTopa komyca N,.. IIpema Jlemun 1.1.16 u urayKTMBHO] XMTIOTE-
3u, kouyc N,(Sp) je yHMja MaKCUMaJHUX HOPMAJHUX KOHyca mojurona S; 1. Hauwme,
IO HAa HOPMAaJIHYy €KBUBAJIEHIW]y, CTpaHe mepMmyToenpa Sy Koje caIap:ke TeMe U Cy Y
HEKOj OJ MPEeTXOMHUX UTePalja MOrJe OUTU OACeYeHe, IPU YeMy je CBAKAKO TeMe U
Hajupe onceueno. Heka je hy cmosmammsu BEKTOD HOpPMAJE MOJIYyIPOCTOPA ONCENAHA
npu oncenamy teMmena u. IIpema Jlemu 1.1.16, TOo oncename je MPOU3BEIIO N MAKCU-
MasHUX KoHyca Ny, ..., N, unja yauja je N,(Sp), a 3aTuM ce cBaKU O HBUX Y HAPEIHUM
3apyb/suBamuMa nasbe npopumanao. Y ckiaanmy ca Hamomenowm 3.3.5, MokeMO mpet-
MIOCTABUTH 1A j€
h1 = —(CL1—|—...+(Ln),

n ma je xouyc N;, j € [n], pa3amer cKymoMm

{h}yU{=ai|ien]—{j}}

ITpumenom Jleme 3.3.15(i) 3a [ = [p] u J = [n], BekrOp hy je canp:xaH y KOHYCY KOju je
pasamner CKynom {ag, —api1, —Qpia, ..., —ap}. 1O 3HAUM na je, 3a cBako j € [p|, cBaku
pazanumbyhn BekTop Konyca N; canpsxan y xomycy N, , omakie ciemu na je N; C N, ..
Opn mHTEpeca cy camo ciydajeBu kKana je komyc M canpskan y kornycy N,(Sp), ma
ce CKyIl BEeKTOpa Koju paszamume )M Mmoke mobmru on ckyma {—a; | j € [n]} 3amenom
g enemeHaTa BeKTOpuMa hy,...,h,, IPW YeMy je CBakMd O HUX CIOJbAIIHa HOPMAJa
oarosapajyher nmosynpocropa onacenama Koju meduHuiie 3apyOJ/bUBame U3 MPETXOI-
HuX urepanuja. Ilpu cBuM oBuM 3apyObuBamuUMa ONCEUYEHE Cy CTpaHe KOje OIro-
Bapajy crpanama mepmyToenpa Sy caap:kanuM y crpanu Fy. Moskemo mpermnocraBuTu
Ila BEKTOp h, oxroemapa oxcenamy MakcuMaine crpare. CBe oBe crpaHe (Kao U BUMA
oarosapajyhmu emementu ckymna Ay) cy mebhycobro ymopenuse, na umajyhu y Bumy
Hanomeny 3.3.5, 3akmyuyjemo ma cy csu ycaosu Jleme 3.3.15(ii) 3amosomenu. Pa-
3nuKyjemMo ciaeneha mnBa ciydaja.

(1) Ako M omrosapa temeny koje He mpunanga F, ouna je M m MakCUMAJIHU HOD-
MaJIHU KOHYC IIOJUTOTNA trpS; | y HEKOM TeMeHy BaH XWIeppaBHU onacenama. Taxobe,
3a HEKO j € [p] BEKTOp —a; HUje pa3amumyhu BeKTOp oBOr KoHyca. Ako ¢—1 myT npu-
mernmo Jlemy 3.3.15(ii), 3amenoMm Bekropa hy,...,h, 1 oxroBapajyhum eremenTuma
ckyna {—a; | p < i < n}, nobujamo ma je M canpsxkan y n-rouycy M’ koju je pasamer
CKYTIOM

{h}U{—a;|j€n]—{r}} 3ameror € [p.
Kako je xomyc N, pa3amer CKymoMm

{ag} U{=a; |j € n] —{r}},

npumenom Jleme 3.3.15(i), 3akmyuyjemo ma je M’ C N, . Hakne, M C N, . Kako je
N,, € N,, jenunu n-KOHyC, KOju je mpecek konyca M ca mexmMm on kKomyca Ny, ..., N, ,
je komyc M NN, = M.

(2) Aro M omrosapa remeny koje npunana F', ouna je {—a; | j € [p|} monckyn ckyma
koju pazamume M. Ilpema Jlemm 1.1.16, M je yHMja MaKCUMaJHUX KOHYCa IOJIMTOIA
trpS;_1 y oarosapajyhmM temernmMa KOja mpuUManajy XuUmeppaBHU Oncenama. Kako cy
u noauTon S; U HeroBa CTpaHa F IpoCTU MOJUTONM, KA0 U y CJIydajy HepMyToempa
u merose cTpane Fy, m oBux KoHyca je Tauno p. Hewa cy to romycy Nj,...,N).
Cxyn koju paszamume konyc N}, j € [p], ce moske mobutm ox ckymna koju paszamume M
3aMEHOM BEKTOPa —a; BEKTOPOM dg. AKO 3a CBaku o koHyca N}, ¢ MyTa TPUMEHUMO
Jlemy 3.3.15(ii), Tj. 3amenumo Bexrope hy, ..., h, ogrosapajyhum emementuma —a;, 3a
p < i< n, nobujamo ma je NJ‘ camp:kKaH y N-KOHYCY KOJU je pa3aleT CKyIOM

{ast U{=a; |3 €n] —{7}}.
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3.3. Teomerpujcka peanuzanuja cymama MUHKOBCKOT

To je ckym Koju pasamumme KOHYC N, , Ma MOKEMO 3aKbYUMTH Ja j€ 34 CBAKO j € ],
npecex M N N,, konyc N;. Basku u Bumie: yHuja cBUX OBUX Ipeceka je konyc M, Tj.

Uornn,)=m
J€lp]

KonauHOo MOkeMO 3aKBYUYUTH Ia je, 3a CBAKO n! < i < m, Ipecek MpO3UBOJLHOT MaK-
CUMaAJTHOT' HOPMaJIHOI' KOHYCa IIOJUTOIIA S‘—l 1 IPOMU3BOJLHOTI MaKCUMAJIHOT HOPpMAJIHOT
KOHycCa moauTona (J;, y ciaydJajy Kama je n-KOHYC, YjeIHO U MaKCUMAJHU KOHYCHU MO~
tona trpS;_1. akme, ucnymen je apyru ycaos llocnenune 3.3.5. Tarobe, Bomehnu
ce cBoM mperxonHa aHajgm3oMm u Jlemom 1.1.16, MOke ce yTBpAUTU Oa je UCIYHEH U
IPBU yCJOB, Tj. H& HE MOCTOjW MACKMMAJIHU HOPMAJHU KOHYC mojauTomna trpS; 1 Koju
ce HEe MOKe HOOUTU KAao jedaH Ol CIOMEHYTUX IPCEKA.

[Tpumenom Ilocnemune 3.3.5, 3akmyuyjeMo ma 3a cBako i € [m] Bamku S; ~ trpS;_1,
Tj. Ma MHIEKCUpaHM CKyn nourona {(Q);}icim 3apybimyje mepmyroenmap Sy. [lakie,
ucnymwel je u tpehu ycaoB ledpunumuje 1.2.8.

Ocraje nma mokaskemMo na cyma S, peanudyje rommiaekc (. Ilomcerumo na cy
JBOCHU IepMyToenpa Sy Ha MOYETKY NOKa3a O3HaueHe ejleMeHTnMa ckyma A;. 3a
CBaKoO | € [m], Ha Kpajy i-Te mrepanuje, 03HAUNMO IJLOCHU mosmTona S; Ha ciaenehin
HaunH: MeDhycobHO omrosapajyhe mmocHu monurona S; u S;_; HEKA Cy MCTOO3HAYE-
He, a HOBOHACTAJy IJpocaH o3HaunMmo ca z(i) (Bumerm Hamomeny 1.1.2). Capga je
CBaKU €JEeMEeHT CKymna [B; O3Haka Heke IMJbOCHU moJjuTomna S,,. Kako cy cBe mcroo3na-
YeHe MLOCHU nojuTona S, u PA, napasenue, Tephemwy 1.2.2 u Teopemu 3.2.1, Basku
Sm >~ PA,, na je u upsu ycnos ledpununuje 1.2.8 ncuoymeH. O

[Tpumenom Jleme 3.3.14, a mormyno mparehu moka3 Teopeme 3.3.12, mobujamo
ONIITH]y TeopeMy Koja HUCIOpydYyje YUTaBY (GpaMUIN]y N-IUMEH3NOHAJIHUX MWNWHKOB-
CKU-peasm3anuja rkoMmmiaekca C.

Teopema 3.3.16. 3an > 2 uc € (0,1], noaumon

PAmc = A[n+1] + Z Aug + Z (PBB ﬂ71'57c>)
BeAL BeA2

je n-oumenzuonasna Munxoscku-peasuzayuja xomnaekca C, HOPMAAHO EKBUBANEHMMHA
noaumony PA,.
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I'imaBa 4

XpomMmaTrcKu 0poj

Y Ilomomemky 1.2.2, Hepuannujom 1.2.10 je yBeneHO IpaBMIIHO O3HAYABAHE IJHO-
CHU IIOJINTOIlA KOJU peajin3yje KOMIUIEKC YIHheKDEeHMX CKynoBa y OQHOCY Ha 3aIaTH
rpamuBHU CKym. To maje MoryhHOCT ma ce mJbOCHU MOMCTOBETE Ca CBOJUM O3HAKaMa,
OMHOCHO ca oaroBapajyhuMm esieMeHTHUMAa TPaIWBHOT CKyma. lama, y ckiaany ca Ha-
moMeHoM 1.2.4, nBe MJbOCHU jeAHOT MOJUTONA HEMajy 3ajeIHUYKO TeMe, Tj. pa3deojere
Cy, aKO U CaMO aKO He MOCTOjU yIribeKDEeHW CKYyI KOoju ux obe camp:ku. Y HACTaBKY
neUHUIIEMO TPABUIIHO OOjeme MJbOCHN Kao (PYHKIM]Y KOja HO3BOJbaBa Ja ABE IIJHOCHU
Oymy obojene mctom DOjOM caMO aKO Cy pa3aBOjeHE.

Hedunnnuja 4.0.1. CypjerruBra ¢pyuruuja f: F(P) — [m] je npasuano 6ojewe mibocHn
nosurona Py m 60ja ako 1 caMO aKO 3a CBAaKe ABE Pa3IMunTe HePa3OBOjeHE MJLOCHU
Fy n F5 Baxku

f(F) # f(F).

Xpomamexu 6poj nomurona P,y oznauu x(P), je HajMame m 3a KOje MOCTOjU HPABUIIHO
0ojeme HmBEeroBux MJBOCHU ¥ m Doja.

ITpumep 4.0.1. Xpomarcku Opoj mosmroHa je 2 mau 3, y 3aBUCHOCTU OJl MAPHOCTU
YKyIOHOT Opoja HEeroBUX MBUIA; XPOMATCKUA Opoj 3-mosuToma je, mpema Teopemu o
vetupu 6oje [12], 3 nun 4.

OcuM ca KOMOMHATOPHOT CTAHOBUINTA, M3PadyHABAHE XPOMATCKUX OpOjeBa mpo-
CTUX TOJIUTOTNA, 3HAUYAJHO je W ca CTAHOBUIITA TOPYCHE TOIMOJOruje 300r MoryhwHo-
CTU TPpUMEHE y TpOoydaBamy TOPYCHUX U KBA3UTOPYCHUX MHOIOCTpykKocTH. Hamwme,
3a IPaBUJIHO OOjeme IMPOCTOr N-NIOJUTONa MO AePUHUIMU je MOTPEOHO HajMame n
0oja, a MOBOJbAH YCJOB Ma CE€ MPOCT N-MOJUTOIN MOJUTOIN IOjaBU KAO IPOCTOP Op-
OuTa HEKe KBa3UTOPYCHE MHOTOCTPYKOCTHU je yIpaBO MOTryNHOCT MpaBUIHOI OOjema
BErOBUX IULOCHU y n uiu n + 1 Goja. 3a Bume merasma ymyhyjemo ma [12].

[TosnaTy mpuMepu OBAKBUX MOJUTONA CY CUMIIJIEKCH U IEPMYTOEAPU jep je

X(A") =n+1 u x(Pnu)=n.

ITosnaTo je u ma je XpoMaTCcKyM OpOj MPOCTOT N-TMOJUTOIA jeIHAK N aKO U CaMO aKO
CBaKa HmeroBa 2-crpana uMma mapan 6poj temena ([28, Teopema 4.5]).

OBo mormaB/me mocBehyjeMoO UCOIUTUBAKY & JUA CE MPOCT MEePMYyTOacoIuenap u
HEKe IIO3HaTe KJace HecToemapa Koje MMajy 2-CTpaHy ca HemapHUM OpojeM TeMeHa,
Mory obojutu y n + 1 60ja. 3a cBe Kjace ONPOCTUX MOJUTONA KOje hemo pa3ma-
TpaTu, MOCTOje peajim3allije ca PalUrOHAJHUM KOOPIAWHATHUMA, Tj. pamu ce o Jen-
yarnosum nosumonuma. llozHaTto je ma TarBe peasuzanuje AePUHUILY CTPYKTYDY
TJIATKUX HECUHTYJIapPHUX TOPYCHUX BapHUjeTeTa U KBA3UTOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH.
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Karko mmsarx xpomarckm Opoj mepmyToenpa Oe(pUHUIIE KAHOHCKY KBa3UTOPYCHY MHO-
TOCTPYKOCT KOja HUje TOPYCHU BapyrjeTeT, IPUPOJHO je UCIUTATU A4 JIX je HEKU APYTU
rpad aconmenap Uiaud IPOCT epMyToaconuenap obojus y n niau n+1 6oja u neprHUIIE
HEKY APYTy KaHOHCKY KBA3UTOPYCHY MHOTOCTPYKOCT.

4.1 IlepmyToenap

IImocuu n-nepmytoenpa P, ., ce mouctoBehyjy ca mpaBuM HOACKYIOBUMA CKYIIa
[n+1]. Heka je f: F(P,41) — [n| dyurumja nepunucana ca

f(X) = |X].

Kako mBe miocHM mepmyToenpa MMajy 3ajeTHUYKO TEME aKO M CaMO aKO Cy MM O3HAKE
ynopenuse, [ je mpasuiHo 60jeme. lakne, x(P,y1) = n.

4.2 Acomuenap

3a a,b € [n+ 1], npu uemy je a < b, Hera je ceemenm [a,b] cryn {i | a < i < b}.
Jlymcuna cermenTa je meroBa kapauuHaanocT. llmocuu n-aconuenpa K, o ce moucto-
Behyjy ca cermentuma nmy:kuue mame on n+ 1 (Bumeru [lpumep 1.2.7). Kamxemo na ce
mipocaH [c,d] nadoeesyje Ha mWbocaH [a,b] kana je b+ 1 = ¢; na mmocaH [c, d] npexaana
nibocaH [a,b] kana je a < ¢ < b < d; ma ce mmwocas [c,d] Hacmaspa Ha IbOCaH [a,b] kana
ce Ha By HAJNOBe3yje WM je mpekrjana Tj. kaga je a+ 1 <ec<b+1<d.

Tephemwe 4.2.1. /lse nwocru acouuedpa cy pasdsojene axo u camo axo ce jedHa 00 UL
Hacmasma 0pye2y.

Ioka3: Ilocroju yrme:xbhen ckyn Koju camgp:ku ABE MJbOCHU ACONMEIPA aKO U CaMO
aKO W CaMO aKO Cy Te IJbOCHU yIOpEenWBe, WU CY AWC]YHKTHE aJU Ce HUjemHa Ol HUX
He HaOOBe3yje Ha JAPYTYy, Hakjie, aKO U CaMO aKO Ce HUjemHa O] HBUX He HaCTaBJba

APYTY. O

IMocneguua 4.2.2. Hexa cy X1, ..., Xy mehycobro pazdsojene nwochu acoyuedpa. 3a c8e
i,j,1 € [k] seamcu

Tephemwe 4.2.3. Axo je f: F — [m| npasuano 6ojeme nwocru acoyuedpa, 010G 3a NbOCAH
X xapounaanocmu k eaxncu 0a je KapOUHAALHOCTL CKYNG

Y [f(Y) = 1(X)}
najeuwe min{k +1,n — k + 2}.
Hoxra3: Hexka je Fx ={Y | f(Y) = f(X)} — {X}. Hosomuo je morazaru na je
| Fx| < min{k,n — k + 1}.
Heka cy ¢yuruuje g: Fx — X u h: Fx — [n+ 1] — X nepunucane na ciaenehn nauwmn:

b+ 1, ako ce X macrtasia Ha [a, b,

o(fa. ) = {

a—1, ako ce [a,b] nacraBma na X,
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4.2. Aconmenap

a, ako ce X Hacrtasba HA |a, b,

hlfa. ) = {

Ila je h wnHjekTMBHA (QyHENUja ciaenu mupekTHO m3 TBpbema 4.2.1. IIpema Ilo-
cnenuiu 4.2.2, WHjeKTUBHE Cy OHAA U PECTPUKNMja (YHKIVje ¢ HA eJIEMEHTe CKyIa
Fx Ha kKoje ce X HacTaB/ba W pEeCTPUKIMja (QYHKIMje g He eJleMeHTe ckKyna Jx Koju
ce HacraBmajy Ha X. IIpema TBpbhemy 4.2.1, 3a cBako Y Ha koje ce X HacraBba U
cBako Z koje ce HacraBiba Ha X, Baxku ¢(Y) > ¢(Z), ma ocraje na 3akmbydnMo na je
¢yHKIVja g WHjeKTUBHA. [

b, axro ce |a,b] nacTaBma Ha X.

3a 2 <i < [§]+ 1, mocmarpajmo ciaeneha nsa Husa meamx Gpojesa:

0, ako je i = 2,
Bi -
n+3+ Bt — (i —1)Ain, axo je2 <i<[§]+1,
, [243+Bi] - ako je n mapan 6poj uau je i < [2],

1, ako je n Hemapan 6poj mi = [5] + L.

[31+1
Teopema 4.2.4. y(K, o) = Z A;.

i=2

Ila bucmo mokasaJsiu OBy Teopemy, mocmarpajMmo ciaenehu mpobiaem. IIpermocra-

BUMO Jna mMaMo [ > (0 Kyriauna TeKuHe %, l3 > 0 xkyrauma TesRuHE %, M TAKO NaJne
1o U, > 0 Kyrauna TeKuHe % Heka je u(x) teskuna xyraune x. 3anaTak je CBe OBe
KyTJUIle CIIaKOBATU y KyTUje TaKO Oa 3a N KyrJauna Iq,...,T, CIAaKOBAHUX y jeIHY
KYTH]Y BaKu

n - max{u(zi),...,p(z,)} < L.

JenHo makoBame je 6ome Om APYrOr ako je 3a mera moTpebHO Mame KyTuja.

Heka je (%) cumemehe makoBame: Hajupe cmakyjMo [y Kyrauna TesKUHE % y (%ﬂ
KyTuja. ¥ ciaydajy kana je [y Hemapan Opoj, jeaHa o1 OBUX KyTHja CAIP:KU CAMO jeIHY
KyTJUIy, Ia y By I0JajMO U jeqHYy KyLJIUIy TEeXKNHE %, OTHOCHO KYTJIVILy HajMame
TeXWHE, aKO TakBa noctoju. lIpeocrasne Kyraume TexuHe % CIAKY MO IO TPU y KyTHUjU.
Axo OpOj OBUX KyrJmIa HUje AEJbUB Ca 3, HO3ajMUMO jeIHY WU ABE KyTJuIe HajMame
TEeXMHE na OMCMO TONMYHUJIW KyTU]y yV KOjOj je mMame on Tpu kyrauie. IlloroBumo

AHAJIOTHU MOCTYIAK Ca Ky[JUIAMA TeKUHE MAHE O 3.
Jlema 4.2.5. He nocmoju 6ome nakosamwe 00 naxosamna (*).

Iloka3: IlpermocraBumo na je n = ls+...+1[, HajMamu OPOj KyTrauia 3a KOje MOCTOju

nakoBame (x). Osmaunmo TO makoBame ca (xx). Heka je i majMamu mpupogan 6poj

3a koju je l; > 0 (I = ... =11 = 0). Panmm jemmocraBHOCTH, O3HAUMMO Ca ® CBE

KyTJIMIEe TeKUHE —, Ca O HajTe:ke Kyriauie MeDy mpeocTtanum, ca x HajTekKe KyTJInIe
?

Mebhy mpeocrTaauMm uUTH.
Canpskaj npse kytuje A y makoBamy (k) je, y ommreM ciyuajy, o6auka:

® 00000 % k%

To zmaum ma je ¢ > 9, [; = 4, a mocroje mBe Kyrauie HajTe:xe Mehy mpeocrtanum
kyraunama. Canp:kaj Heke KyTuje B makoBama (%%) KOja Caup:KU KyLJdiy e je, y
OIIIITEM CJIy4Ya]jy, OOJIUKA:

® @ O % %O
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Y ®0j He MOKe OUTU BUIIE O YETUPU KyTJIUIE e, HUTU BUIIE OX ABE KYTJUIE O, HUTU
y B0j, IpeMa yCJIOBY MaKOBama, MOKEe OWUTM BUINE KyIJWIa HEro mTo ux mMma y A.
HanpaBumo HEKOJIMKO 3aMeHa KyTJIMIa y KyTHjaMma MmakoBama (xx) Ha ciaenelhiv HauuH.
Hajope, 3amenumo kyraumy o m3 B, kyruunom e u3 Heke apyre kyrtuje C. Tume je
teska kyrymina y C' 3aMemeHa JIaKImoM, a KyTtuja A je cBelok ma B Huje mpekoMepHe
TekuHE. YKynaH Opoj KyTuja makoBama (kk) ce Huje moBehao, ma je, (x%) jom yBek
6ome makoBame o1 makoBama (*). [IoHOBUMO OBakBe 3aMeHe CBe JOK CanpKaj KyTHje
B e mocrane
00000

Hakon Tora, Tpu kyriume * (OHO mTO pasnukyje campskaj kytuje A om campskaja
KyTuje B) moMepuMo U3 HEKUX APYTUX KyTuja y kytujy B, 6e3 3amena. Ouurienso je
na (x%) ocraje mprXBaT/EMBO IAKOBamke, a Ja ce IpuToM 6poj kyTuja Huje mosehao.
Hakne, (k) je jom yBek Gosme on makoBama (x). EauMuaammjom kyrtuje A uz (%) u
KyTuje B u3 (¥%), nobujaMo makoBame Mame O N KyrJuia Koje je 60sbe 01 HaKoBama
(%), mWTO je KOHTpamuKIMja. O

Loxaz Teopeme 4.2.4. Axo je n =2k — 1, mocmarpajmo ciaenehe HU30Be MILOCHMU:

(2) [1,1],....,[n+1,n+1],[1,n],[2,n + 1]

(3) 1,2],...,[n,n+1],[1,n —1],[2,n],[3,n + 1]
(k) Lk—1],...,[k+2,n+1],[1,k+1],...,[k,n+1]
(k+1) Lk],....,[k+1,n+1].

[IpumeTrumo nma mocnenmu HU3 uMa k + 1 exeMeHT, a CBU OCTAJU MO N + 3 €JIEMEHTA.
Y mamepu na npumenumo Jlemy 4.2.5, Heka je

bh=...=li=n+3 u lLy=k+1= (%HL
[IpumeTumo na @ y3aCcTONHUX ejeMeHarTa Hu3a (i) npencrasibajy MehycobHO pas3nso-
jene mmwocuu. Tarobe, mehycoOHO pa3aBojeHe MILOCHU CY W MOCTEAHUX | eJIeMeHaTa
uu3sa (i), 3a i > j, 3ajemHo ca UpBUX i — j enemenara uusa (i + 1). Hakme, umajyhu y
Buny Tepbeme 4.2.3, ¢Be MILOCHM MOKEeMO ODOJUTH y CKJIALY Ca IPOIELyPOM MTaKo-
Bama (*) TaKO Ia CBaka KyTuja 3Hauu no jeany 60jy. I[Ipema Jlemu 4.2.5 nema Gosser
MmakoBamma, Tj. IPaBUJIHOT OO0jema KOje KOPUCTU Mame 0oja, Ia je XpOMaTCKU OpOoj
OBaKBOI' acolryenpa 0poj ynorpebibeHnx 60ja y oBOM DOjemy, Tj.

k+1

Z A;.
=2

Axko je n = 2k, umMaMO MCTe HU30BE MJHLOCHU KAO Y MPETXOMAHOM CJIYyUajy CEM IITO
cy cana HuzoBu (k) n (k+ 1) obnura:

(k) 1k—1],....[k+3,n+1],[1,k+2],...,[k,n+1]

(k+1) [Lk]l,....,[k+2,n+1],[LE+1],....,[k+1,n+1]
[Tpumenom Jleme 4.2.5 3a Iy = ... =l = lp11 = n + 3, K0Ta3UMO 10 UCTOT 3aKJbYUKA
Ka0 y IPETXOMTHOM CJIyYajy. O

Y IHomarky A.3 je mar mporpam 3a KOMIIjyTE€pPCKO M3padyHABAIHE U UCIUCUBAILE
XPpPOMaTCKOT Opoja acolnuenpa IPOU3BOJLHE AUMEH3U]E.
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4.3. Tlpoct nepmyTtoacoruegap

4.3 IIpocTt mepmyToacomnueaap

[Iiocuu mpocTor n-mepmyTroacoruenpa PA, ce moucroBehyjy ca eleMeHTUMa CKY-
na B;. 3a ¢yurmujy f: B — [m|, upu uemy je B C B, raskeMo na je npasuano bojeme
Kaza 3a cBaka IBa eseMeHTa Bj, By € B Bawxu cinenehe: ako je f(By) = f(Bs), onna By
u By He npunanajy ucrom l-yrme:xxbhenom ckyny. Kako cy nBe mwocHu nmomurtomna PA,
pa3maBojeHe aKoO WM caMO aKO He NPUMAanajy MCTOM l-yribeskheHoM CKymy, jacHO je na,
npasBuiHO 60jeme f: By — [m] oarosapa npasuiaOM Gojemy mbocHU mosguTona PA,.

3a nepmyramujy 7w: [n+ 1] — [n+ 1] u l-yrmesxxben ckyn N meka je

N™ = {{ﬂ-(il)v <. 77T(Zk)} | {ila - 7219} S N}
Heka je M makcumvaunau O-yrmexbenn ckyn {{n,...,1},...,{n,n— 1} {n}}.
Hamomena 4.3.1. Ako [ € By, ouna ™ € By 3a cBaky nmepMmyTanujy m.

Tsphewe 4.3.1. Hexa je f: By — [m] maxea ¢ynruuja da sa ceaxo € By u ceaxy
NEPMYMAYUTY T, 8ANCU

f(B)=1(B").
Axo je pecmpuryuja dynxyuje f wna cxkyn BM npasuano 6ojewe, onda je dynryuja f
npasusHo bojeme.

ITokas: Heka cy [ u [y nBa paznuuura ejeMeHTa CKyna [B; KOja TpUIanajy UCTOM
l-yrmesxbenom ckymy N. Iloctoju makcumasauu O-yrmesxbhenu ckyn M’ u3 xora je N
ussenen, tj. N C BM'. Tocroju u mepmyranuja 7 3a kojy je M’ = M™ ", mro 3HAuUM
na je N e P(M™ ). Umajyhu y sugy Hamomeny 4.3.1, 3akmydyjemMo na ckynosu (7
n (] npunanajy ckymy N7, l-yrmexbenom ckynmy msBenenom u3 M. Ilakne, nmpema
npernocraBuu TBphema, Bazku f(57) # f(65), na Baku u f(51) # f(52). O

Tepheme 4.3.2. 3a 0dsa pazauvuma esemenma (1, 3> € BM u dee npouszeomne nep-
Mymayuje T u Ty, eaxncu Bt F# 52

ITokasz: Kaxo cy 1 u B, paszauuutu enemenTu ckyna Bi!, mocToju Takas eleMeHT
k € [n], ma jeman on exemenara [3; u [ canpsku Heku ckyn u3 M kapauHasHOCTH K,

[OK APYTU HEe CAAPKU HUjeJaH CKyI Te KapauHasiaHoctu. lakie, ucto Baxku u 3a [y
u [35°. O

Mocaenuua 4.3.3. Hexa je fM: B — [m] npouseonna gynryuja. ITocmoju meno npo-
wupewe f: By — [m] xoje sadosomasa f(8™) = fM(B), sa ceaxo B € B u ceaxy nep-
MYMAYUJY .

Teopema 4.3.4. y(PA,) = x(K,41) + 1.

Iloka3z: Kako cBako mpaBuiHO 0Oojeme MboCcHU moJsmrona PA, uHaykyje jemHo mpa-
BUJHO 0Ojeme IJbOCHU HeroBe IJbOCHU, Tj. mbocHU (n — l)-acomumenpa, jacHo je ma
je

V(PAL) > X(Kpr) + L.

Ila ducmo mokazaau jemnakoct, npema TBpbhewmy 4.3.1 u Ilocnemunm 4.3.3, mo-
BOJBHO je Oa TOKasKeMO MOCTOjame MPaBUJIHOT 0Ojema

B = [ (Ki) + 1.

Heka je ¢pyuxnuja fM raxsa na je fM(M) = x(K,41)+1, a cBu ocTanu egeMeHTH CKyTa
BM meka cy obGojenn y ckaamy ca mporemypom omucanom y Omemry 4.2. Pamu jen-
HOCTaBHOCTH, enementu ckyma BM — {M} ce mory mpeumMenoBaTu y cBOje MUHUMAJHE
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ememenTe (Hump. ckym {n —1,...,n — k} ce moxe npenmenoBatu y n — k), HAKOH 4dera
ce, He Ou Ju ce mepuHUCAIO MpaBuaHo Gojewme u3 ckyna BM — {M} y cryn [x(K,i1)],
MOCTyTa MOTIIYHO UACHTUYHO Kao v Omemry 4.2. [

Cauxka 4.1: [IpaBunao 60jeme MBOCHU 3-acoluenpa U 3-mepMyToaconuenpa

4.4 IMukijgoenap

[Tpomwupumo nepuannujy cermenra ca nouerka Onmesmska 4.2. 3a a,b € [n+ 1], Hera
je ceamenm [a,b] ckyn medpunucan Ha ciaemehwu Hauwmn:

{i|a<i<b}, ako jea < b
[avb]:
{ila<i<n+1}U{i|1<i<b}, wunaue.

[Iwocuu n-nurnoenpa Cy, ce mouctoBehyjy ca cermMeHTHMa Oy:KUHE Mame on n + 1
(Bumeru IIpumep 1.2.8). Kaskemo ma ce mmocum [a,b] u [c,d] nadosesyjy kana je b+,
1l =cwumu d+,.11 = a. [lBe mmocHU ce npexaanajy Kaga HUCY HU OUCjYHKTHE HU
ynopenuBe. KRana ce mBe M/bOCHUW TpeKJaNajy WM HATOBE3Yjy, Ka:KeMO na Ce jemHa
Ha IPYTY HGCMAB./baJY.

Tepbewe 4.4.1. /lse nwochu yukaoedpa cy pazdsojeHe ako u CamMo AKO Ce HACMas.bajy
jeona ma opyey.

Jloka3: IlocToju yrmexbheH cKyn Koju camgp:Ky MBe MJbOCHU NUKJIOEIpa aKo U CaMO
aKoO Cy Te IJbOCHU YIOpenWBe, UIU Cy OUCjYHKTHE ajid Ce He HALOBe3Yjy, HaKje, aKO
M caMO aKO Ce HUTU NpeKJanajy HUTU HaJOBE3Y]y. O

Teopema 4.4.2. x(K, ;1) +1 < x(Cy,,) < x(K,41) + n.

Hoxa3: Hexra je h: F(K,1+1) = [x(K,11)] npaBuaro 6ojeme mpocum (n — 1)-acorm-
empa y x(K,41) 60ja. Hera je f: F(Cy,) — [x(K,1+1) + n| dyurumja nepunncana ua
crenehn HaumH:

h(X), ako n+1¢ Xnu X #[1,n]
(K1) + 1, ako je X = [1,n]
[X(Kn+1>] + ‘X’7 vHa4e .
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[Toraskumo na je f mpasBuano Gojeme mmmocHu n-umkinoenpa y [x(K,i1) + n| 6oja.
[TmocHu kKoje He canpske n+1 cy cerment [1,n] u cermenTu ca kojuma ce noucrosehyjy
mbocHu (n—1)-aconmenpa. 3a BUXOBO Gojeme je morpebuo Hajmame X (K, 1)+ 1 6oja.
Cse ocraJie mBOCHU, Tj. CETMEHTHU KOju canpske n + 1, ce mory mopebaru y n HuU30Ba
TAKO Ma CBAKU OJ HBUX CAAPKU CerMEHTe ucTe nyskuHe. Jlakme, cBaku o1 HU3OBA
YyyHEe CerMEeHTHU KOju HUCY MelycOOHO ymopenuBu, a KaKO CBU canp:ke n + 1, HUCy HU
mucjyakTHU. To 3HAUM nma ce CBe MJBOCHU jenHOT Hu3a MehycoOHO mpekamajy, ma ce
npema Tephemy 4.4.1 mory o6ojutu ucrom Gojom. Ilmocuu [n+ 1,n+ 1] u [1,7] ce,
npema TBpbemy 4.4.1, mory obojutu uctoMm 0OjoM, jep ce HAIOBE3Y]y. [

3a 2 < i< [§]|+ 1, mocmarpajmo creneha nsa Husa meaux Gpojesa:

0, aKo je 1 = 2,
B =
n+14 B — (i —1)A;_1, aroje2<i<[§]+1,
BB o e < [2],
A = 1, ako je n mapas 6poj mi = [2] + 1,
0, ako je n memapan Gpoj mi = [5] + 1.
[514+1

Teopema 4.4.3. x(Cy,,) < Z (A, +1).
=2
Iloka3: Arxo je n =2k — 1, mocmarpajmo ciemehe HU30Be MIbOCHU:

(2) 1,1],...,[n+1,n+1] 1,n],2,n+1],...,[n+ 1,n—1]
(3) 1,2],...,[n+1,1] 1,n—1],12,n],...,[n+ 1,n —2]
(k) il,k—l],..‘,[n+1,k—2] 1, k+1],...,[n+1,k]

(k+1) [Lk]l,....,[n+1,k—1].

[IpumernMo na cBakm HU3 MMa JE€BY W HECHY I'DYIy MJbOCHU, OCUM MOCJIENHEr KOju
nma camo jeBy. CBe rpyme y cBakoM o1 HM30Ba uMmajy mo n+ 1 exement. IIpema TBp-
bewy 4.4.1, niwocuu koje ce MmehycoOHO TpekIanajy uim HaI0Be3Y]y ce MOry 000juTu
uctoM 6ojom. OBojuMo HaAjIpe MHOCHU KOj€e ce HaJla3e y JeBOj TPyNu NPBUX k HU30BA.
Y meBoj rpynu Hu3a (i), ¢ y3aCTOMHUX €JIEMEHATa Cy IJBOCHU Koje ce Mebhycobuo umiam
npeksanajy uian HanoBesdyjy. Takobe, mocimenmux j esemenara jeBe rpyne Husa (i),
3a j < i, 3ajemNHO ca NPBUX i — j ejeMeHaTa JjeBe rpyme Husza (i + 1), mpencraBmajy
IIJbOCHU KOje ce MehycoOHO miau mpekaanajy uin HanoBe3yjy. llakmie, cBe ux MoKeMO
obojuTtu mpema npouenypu (x) omucanoj y Omemry 4.2, 3a ly = ... =1l =n+ 1. Tume
j€e TMOTPOIIEeHO
k

>4

=2
6oja. Ilpumermmo ma je mpurom moryhe na je m mpBux k — j mmocuu mm3a (k + 1)
rakobhe oGojeno. Yak u na Huje Hujenna, cBu eixemenTtu Husa (k + 1) cy mbOCHU KOje
ce MehycoOHO mperanajy, ma ce Mory obojutu jeqHoM 6ojoM. CamdHO, CBU €JIeMEHTHU

npyre rpyme Hu3a (i) ce mehycobuo npernanajy, ma ce Mory o60jUuTH 1O je THOM 6OjoM.
Ha oBaj HauwmH cy cBe M/bOCHU NUKJIOEApPA MPABUIHO 0D0OjeHe KOpUIIhemeM yKYITHO

k+1

k + Z A;
=2
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0oja.
Axo je n = 2k, mmMaMO MCTe HU30BE MJHOCHU KAO Y MPETXOMHOM CJIy4Yajy CEM IITO
cy canma ausosu (k) u (k+ 1) obnuxka:

(k) 1,k
1,k

—1],...,[n+1L,k—=2] [L,k+2],...;[n+1,k+1]
(k+1) [1,k],..

Sn+1k—1] 1,k+1],...,[n+1,k]

[IpBux k HM30Ba OOjUMO MOTIYHO AHAJOTHO KaO y MPETXOMHOM CJIy4a]jy, MPU YeMY je,
rakobhe, moryhe ma je o60jeno u npsBux k — j mmocuu sese rpymne musa (k+1). Yaxk
U Ia HUje HUjedHa, CBU eJieMeHTH JjeBe rpymne Hu3a (k + 1) cy mmocuu roje ce meby-
CcOOHO TperJamajy wiad HamZoBe3yjy, ma ce Mory obojuru jemuom Oojom. Mcto Basku
U 3a JECHy T'PYIy TOT HU3a, YUME MOJA3UMO MO UCTOT 3aKJ/bYUYKa KAO Yy IIPETXOTHOM
caydJajy. [

ITa Teopema 4.4.3 naje 3HaUajHO OOJBY TOPHY OleHy on Teopeme 4.4.2) moka3zyje
mperJiell BPeQHOCTU OBUX OILEHA 3a IUKJIOeApe pa3Hux maumensuja (Bumeru Jloma-
Tak A.3).

3a Heke BpemHOoCcTU Opoja n, omeHa kojy maje Teopema 4.4.3 ce MOke mOIATHO
nonpasutu. Hamme, mera je 2 < i < [§], u Heka cy

[al,bl] = X17 . aXi = [ai,bi]

i Y3aCTOIHUX eJeMEeHATA JIeBe TPyme Hu3a (i), Ui j MOCIeNbUX eJIeMEHATA JIEBE TPYyIe
HU3a (i) 1§ — j HOYeTHUX ejeMeHaTa jeBe rpymne Husa (i + 1) (j < i). Ilocmarpajmo
caenehu HU3 MJLOCHU

Y1 = a; +ni1 1,01 +np1n), Yo = [a; +pg1 2,01, ... Yies = (a5 +pq1 (1= 1), a1 +pq0 (1 — 3)].

Kako je a; = a3 +,41 (1 — 1), myskmHA CBUX OBUX cerMeHara je n + 1 — i, ma je peu
0 eleMeHTHMMa OecHe rpyme Husa (i + 1) (kama je n Hemapam 6poj m i = §, ped je o
esxemenTrMa JgeBe rpyne Husa (k+1)). Kako je a; 4,41 17 +py1 1 = a1, mwocum Y] u X,
ce HaJ0Be3yjy, MITO UMILIAIUPA Aa ce, 3a c¢Bako [ € [i— 1], mwocuu Y; u X; HamoBesyjy.
Axo je Xy emement Hu3sa (i), OHIA BajKe jeTHAKOCTU

bo+np1l=bi+p12=a1+p41 (1 —2)+pp1 +2=0a1 +p1 (0 = 1) +p1 +1 = a; +p41 1,

na ce u wbocHU Y] u Xo HanoBesyjy. Ako je X, enement uuza (i+1), onnpa je by = a;+,41
1, u raga ce Y) u X, npeknanajy. Onarae cienu na ce, 3a cBako | € [i — 1], mmocuu Y,
u X;,1 HAZOBE3Y]y WM MPEKJIaNajy, Y 3aBUCHOCTH OJ TOTa KOM HU3Y Ipumaga X;i.
Cge 0BO, 3ajenHo ca jeaqHaKOCTUMA

a1 Hnt1 (i —3) = a1 +pi1 N +pi1 (0 —2) = by +ppa n,

[OBJIAYM [Oa Ce Y) Impekjama ca cBakoM on mibocHu X,,, m ¢ {l,l + 1}. 3Barmy-
yyjeMo na ce MbOoCHU Xi,...,X; Yi,...,Y; 1 Mehycobuo HacrtaBsmajy, ma ce, mpema
Tepbewmy 4.4.1, mory obGojutu muctom Oojom. Ilpumermmo jomr u ma Cy CEerMeHTH
Yo = [ai, a1 +n1 (n—1)] m Y; = [a; +ni19, a1 +np1 (1 —2)] ynopenusu pemom ca X; u Xi, na
ce, npema TBphemy 4.4.1, He MOTY TIPUAPYRKUATU OBOM CKYIy MeDhyCOOHO pa3aBojeHUx
IIJLOCHMU.

IHakmne, y 60jemy onucanoM y mokaszy Teopeme 4.4.3, npu 60jemy mcTtoM 60joM 1
Y3aCTONHUX eJieMeHaTa JieBe Irpyme Hu3a (i), OJHOCHO MOCHeAnUX j eaeMeHaTa Hu3a (1)
1 i—j moueTHUX ejemenara Husa (i+1), Tom 6ojom ce Moske 06ojuTu 1 oarosapajyhux
i — 1 ememenara necue rpyne mHusa (i + 1). To morennujamno maje moryhsocT ma ce
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npu 00jemy HeoDOjeHUX ejeMeHaTa CBUX MECHUX I'PyNa YTPOIIW Maime O (%] ooja,
KOJIMKO je 3a BUX IpBOOUTHO morpomeHo. [la mu ce Ta moryhHOCT MOke 3aucra u
MCKOPUCTUTU, HE 3aBUCU TOJMKO OJl TOTA KOJIMKO je ejleMeHaTa OCTAJIO HeODOjeHO,
KOJIMKO 3aBUCU OJ TOTa O KOjUM ejJeMeHTuMa je ped. Ha mpumep, ako je y cBuM
MEeCHUM T'pylaMa OCTao He0DOjeH Mm-Tu eJIEeMEeHT, KaKo cy oHu MehycoOHO ymopenusu,
MOpajy ce o00juTu pa3anduTuM DojaMa U HeMa MPOCTOPA Aa Ce YIITeAu HujemHa 0oja.
Ilakme, mepa ymTene 3aBUCU OJl eJieMeHaTa Hu3a B;, Tj. mpupome 6poja n.

ITpumep 4.4.1. Cnene nBa npasuiHa O0ojewma f u h mmocHu 7-mukaoenpa. bojeme f
je 6ojeme ommcano y mokasly Teopeme 4.4.3, nok h y omHocy Ha f mrenu jemHy 60jy
HA TOpe ONMMCAH HAUWH :

FALA) = £(12,2) = 1, f([1,2]) = f([2,3]) = f([3,4]) = 5,
F((3,3]) = f([4.4]) =2, f([4,5]) = f([5.6]) = f([6,7]) = 6,
f(15,5]) = f([6,6]) =3, f([7,8]) = f([8:1]) = f([1,3]) =7,
f(7,7) = f([8,8]) =4,
f((2,4]) = f([3,5]) = f([4,6]) = f([5,7]) =8,
f(06,8]) = f([7,1]) = f([8,2]) = f([1,4]) =9,
fALT) =...=f(8,6]) =10, f([1,6]) =... = f([8,5]) =11,
fALB) =...=f(8,4)) =12, [f([2,5]) =... = f([8,3]) = 13;
h([1,1]) = h([2,2]) = n([3,8]) = 1, A([3,3]) = h([4,4]) = h([5,2]) = 2,
h([5,5]) = h([6,6]) = r([7,4]) = 3, A([7,7]) = h([8,8]) = h([1,6]) = 4,
h([1,2]) = h([2,3]) = A([3,4]) = h([4,8]) = h([5,1]) =5,
h([4,5]) = h([5,6]) = h([6,7]) = h([7,3]) = h([8,4]) = 6,
h([7’ 8]) = h([& 1]) = h<[173]) = h([2’6]) = h([377]) =T,
h<[274]) = h([?), 5]) = h([47 6]) = h<[57 7]) = h([67 1]) = h([7’ 2]) = h([&g]) =8,
h([6,8]) = f([7,1]) = A([8,2]) = h([L,4]) = h([2,5]) = A([3,6]) = R([4,7]) =9,
h([1,7]) = = h([8,6]) = 10,
h([2,7) = f([4,1]) = f([6,3]) = F(I8,5]) =11, A([1,5]) = f([6,2]) = f([5,8]) = 12.

Bojewmem h cy mmocum T7T-mumrsnoenpa obojere y 12 06oja, KOJIUKO je MUHUMAJHO
OTPeOHO U ma ce 000je MJBOCHU acoluenpa UCTEe TUMEH3Uje.

AHaJIOTHO ce MOKe MPOBEPUTHU [a Ce Ha OBaj HAUWH, y CIydYajy n = 8, HE MOXKE y
omuHocy Ha f ymreneru HujenHa 60ja, MOK ce KO 9-TMKIOeIpa MOKE YIITEIEeTH jeIHA.

4.5 3Be3moenap

[Tiwocuu n-3Be3noenpa St, ce moucrosehyjy ca ckymosuma {1},...,{n} u npasum
noAcKynoBuMa ckyna [n+1] koju canprke n+1 (Bumeru [Ipumep 1.2.9). e pazauuunre
npocHU Y M Z mMMajy 3ajeJHUYKO TeMe aKO U CaMO aKO cy Y W Z HEKU O]l CKyIOoBa
{1},...,{n} wmu cy Y u Z ynopenusu.

Hexka je

H={YCN|n+1e€YnY je xomauan crym}.

NMunykuujom mo k = |Y — {n + 1}|, nepuaummmo dpyurnujy h: H — N u ckyn Fy C N,
U TOKa:KUMO Za Basku cienehie:
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(x) h(Y) ¢ Fy n ckyn Fy U{h(Y)} ce cacroju on enemeHara CKyIa
V)i = —{n+1pHu{l}

U HajBUIIE k TOYETHUX egeMeHaTa ckyma N — (V)7L

3a k=0, mexa je Fp,y1y =0 u h({n + 1}) = 1. Ouurnexnso, Baxn (x). IIpermocrasu-
MO ma cy, 3a cBaku ckyn Y € H 3a woju je |Y —{n+ 1}| < k, nepunucanu ckyn Fy u
¢pyrrmuja h(Y) koju 3amoBosasajy (x). 3a Y = {iy,...,ix,n+ 1}, Hera je Y; =Y —{4;},
u Heka je Z; = Fy, U{N(Y})}, j € [k]. Hexa je

Fr=itu(UiZ1jelk)) u A(Y)=min(N - F).

Ha npumep,
F{l,n+1} = {1}7 h({17n + 1}) = 27
F{Q,n+1} = {17 2}7 h({27n + 1}) = 37
3a 1 > 3, F{i,n—i—l} = {1,7/}, h({z,n + 1}) = 2,
F{4,7,n+1} = {]_, 2,4, 7}, h({4, 7,7l + 1}) = 3.

[IpeMa WHIYKTUBHOj IPETIOCTABIM, CBAKA CKYIl Z; Ce CACTOJU OX ejeMeHaTa CKyIa
(V)7 u majsume k — 1 mouernux enemenata ckyma N — (V;)77!, a csaxu om Tux k — 1
npunana yeuju ckyna (Y)" u ckyma mouermmx k — 1 ememenara ckyma N — (V)"
Ilakne, ckyn Fy je MOACKYI Te YHHUje W OYUIJIETHO C€ CACTOJU O €JIEMEHATa CKyIa
(V)™ u majsume k — 1 mouernux enemenara ckyma N — (V)" Kana ce oBoM ckymy
nona jomr h(Y), Bumumo ma (x) Basku. Ilpumerumo ma u3 (x) caemu ma je h(Y) < 2k+1

kaga je |Y —{n+ 1} =k.

Hamnomena 4.5.1. Axo cy Y u Z enementu ckyna H u Z C Y, ouna je h(Z) enement

ckyna Fy. Hakne, h(Y') # h(Z). Tarobe, ako je n+1#icY € H, onna je h(Y) # 1.
Iepuanmumo ¢yHKIM]y

FF(St) = 20 -1 ("]

Ha ciaenehuy HauwmH:
mera je f({1}) = f({n+1}) = 1;
3a 2 < i< n, veka je f({i}) = i;

sa 1<k < |[%7] msaY koje je rarso ma je |Y —{n+1}| =k, mera je f(V)=h(Y)
(y oBoMm cayuajy h(Y) € [n]);

sa k> ["] m Y koje je rakso na je |Y —{n—+1}| =k, mera je f(Y) =n+k—[25].

Teopema 4.5.1. Pynkxuuja f je npasuano bojewe nwochu 3eezdoedpa St,,.

JIloka3: IloBosmHo je yBumetu na u3 Hamomene 4.5.1 caenu na 3a aBe mJbocHU Y U 7,
TakBe na je Z CY € Hm ma je |Y — {n+ 1} < [%57], Bamu f(Y) # f(Z). O

IMocaennua 4.5.2. x(St,) <2n—1— [%1].
Ha kpajy, cyIpOTHO OUeKnBamy, UCIOCTABUIIO C€ Ja CBE UCIUTUBAHE KIACEe IPOCTUX

MOJINTOIIA MMAjy BUCOKe XpoMarcke Opojee. OBaj pesynarar je, UIakK, BPJIO UHTEPE-
caHTaH, ¢ 003upoM na ce paau O JleJmaHOBUM MOJUTONUMA KOjU MOMYIITA]Y KBa3U-

TOPYCHY CTPYKTYDPY.
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JomaTak A

CodrTBepcka peliemna

A.1 TI'pacxomep (Rhinoceros/Grasshopper)

Y3 nmomoh I'pacxomepa, rpauuko-aJropmuTaMCKOTl €IuTOpa U CO(PTBEPCKOT HO-
MAaTKa 38 BU3YEJHO MPOrPaMUPakhe U MOAPIIKY MOIEJIOBANY TPOANMEH3NOHAIHUX I'e0-
merpujckux popmum ([35], [41]), kpeupana je amnuranuja, T3B. defunuyuja, Koja
reHepullle TOJUTOIE HACTAJE CYKIECUBHUM 3apyOJ/buBameM TeTpaeapa, Tj. 3-CUMILIe-
kca (Cmmra A.1). Kopucuury oBe amnukanuje je omoryheno na, m 6e3 HAPOYUTOD
Io3HaBama OBOI' ajlaTa, jeQHOCTABHO O3HAUM TEMEHa W WBUIE KOje ce OLcenajy u
Ha Taj HAYWH T'E€HEpPUIle TPOAMMEH3MOHAJIAH MOIEeJ] 3-HecTtoempa mo u3bopy. Wcmpo-
rpaMupaHa je U mapaMmeTapcka KOHTpoJa ayouHe 3apyOssuBama. RopucHUK je mome-
ImaBa Ha KIN3a49y HyMEPUUKUX BPEIHOCTY KOje MPeNCTaBlbajy yAa/beHOCT HOBOHACTAJIE
cTpaHe Ol Te:RumTa Terpaenpa. Heku om pesynarara mpukadanu cy Ha Covmu A.2 u

Caymu A 4.

presek sa politopom™ =

Cimka A.1: Ctpykrypa u nerasm geGuHULL]e
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Osa mepuaunuja je mamme Hamorpabena ca mubeM peann3anuje U HAPEIHOT WHTEP-
BaJla 3apy0JbMBama, OMHOCHO MOIEJNOBaHa IOJUTONA KOJU HACTajy 3apyO/suBameM
3-mecroenapa, nomyTt nepmyroaconuenpa (Cauka A.3).

Caura A.2: TpoauMeH3MOHATIHU MOJEIN ACONUenaApPa

Cmmka A.3: TpoauMeH3MOHAJHN MOIEJNN IEPMYTOACOMUEapa
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A.2. Tlommmejk (polymake/Perl)

Ciura A.4: TpoauMeH3MOHAJIHN MOIEIN HECTOEIapa

A.2 TIlonumejk (polymake/Perl)

3a mpopauyHe U TeCTUpamha Pa3HUX CBOjCTABA MOJUTONA CIOMEHYyTUX Yy OBOj -
cepranuju, nHTeH3UBHO je rKopumhen llonmuMmejk, copTBep HaMemeH yIpaBO IpoydYa-
Bamy KOMOMHATOPHUX U T€OMETPHUjCKAX KAPAKTEePUCTUKA IOJUTONa 1 moiauenapa [18].
Beh y cayuajy 3-mosmromna, py4yHa m3padyHaBama MIOCTAjy M3Y3€THO OOMMHA U 3aX-
TeBHa, & y cJIydajy Behux AuMeH3uja TOTOBO HEM3BOMAJBUBA. Y 3 MOJPIIKY OBOT COPT-
BEPCKOT ajaTra, Koju mocenyje npeko 230 ¢yHEIUja 3a pan ca nmoauronuma, Moryha
je aHaimm3a W M3pavyHaBame CBUX IOJMOBA KOJU Ce NPUAPYKY]Y JEIHOM HOJIUTOILY
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

(mMMeH3Mja, CKyI TeMeHa, CKyI IJbOCHU, Mpeka CTpaHa, f-BeKTop, rpad, jenHadunHe
FPAHUYHUX [OJIYIPOCTOPA, HOPMAJIHU KOHYCH, Jiele3a UTM.), KA0 U IpoBepa CBOjCTa-
Ba 1 yTBphuBame omHOCA ca APYTUM MOJUTONUMA (TECTUpAMmEe Aa JIA je MPOCT, KOM-
OUHTOPHO WU HOPMAJHO E€KBUBAJEHTAH APYTOM ITOJUTONY WUTH.). 3& BUIIE IETaba
npenopyuyjemo [22] u [23].

Y HaCTaBKYy je WJIyCTOBAHO KAKO Ce KPO3 MHTEPAKTUBHY KOMAaHIHY JIMHU]Y KPEUpa
2-nepmyToaconuenap PA,. IloTnyHO aHATOTHO ce AEDUHUITY U CIOKEHU]U MTOJJTUTOIN
Behux mumensuja. OcuM MIyCTPOBAHOT HaUMHA, HABODEmEM JIMCTe HejeqHAUNHA U
jemHauMHA KOje oJroBapajy HNOJYyNIPOCTOPUMAa U XUIEepPaBHUMA KOje Ne()UHUMILY ITOJIN-
TOIl, MOCTYIHE Ce y U KOMaHIe 3a Ae(@UHHCAH€ IOJIMTONA KAa0 KOHBEKCHOT OMOTAYa
JINCTE Tadaka.

polytope> $nejednakosti=new Matrix<Rational>([[-3,1,0,0],[-3,0,1,0],[-3,0,0,1],
[-9,1,1,01,(-9,1,0,11,[-9,0,1,1],[-12.5,0,1,2],[-12.5,0,2,1],[-12.5,2,1,0],
[-12.5,1,2,0],[-12.5,1,0,2],[-12.5,2,0,111);

polytope> $pa_2=new Polytope<Rational>(INEQUALITIES=>$nejednakosti,
EQUATIONS=>[[-27,1,1,11]1);

polytope>

[Tonumejk, ynju MHTEPAKTUBHU je3UK j€ M CAM CBOjJEBPCHU IUjAJIEKT IIPOTPAMCKOT
jesura Ileps, mpemo3naje u npeBoau koMmaume nucane [lepsa jesaukom, a momymTa u
HOKpeTame CKPUNT AATOTEKa MUCAHUX OBUM je3ukoM (ekcrensuja .pl). Ilpmmermmo
na 6u Beh 3a MHTEPAKTUBHO AeduHUCAHEe moauTona P A3 6umo HeonxomaHo OTKynaTu 62
BEKTOPAa KOjU OAroBapajy I'PAaHUYHUM MOJynpocTopuMa oBor mojaurtona. C ob3upom
na ce noauron PA, medunume GopMysIoM, Tj. aJrOPUTAMCKMU, NPUPOITHO je€ UCIPO-
rpaMupaTi CKPUNT KOju mpema ToM ajaroputmy renepume PA, 3a n mo uzbopy,
OITHOCHO 3a M KOjeé KOPUCHUK MHTEPAKTUBHO HABOAW Y KOMAHMIHO] JUHUJU IPU MOKpE-
Tamy CKpunTa. Y HACTABKY je HOHyDeHO jenHo pemieme (CKPUNT CAUYyBaH y AATOTEIM
permutoasociedar.pl), koje je mpompalieHO U AEMOHCTPAIMjOM HE€rOBOT MO3UBA U3
KOMaHIHE JIMHU]E.

#!/usr/bin/perl
use application "polytope";

sub permute (&Q);
my $n=$ARGV[0]; #ucitavanje dimenzije permutoasociedra

#kreiranje jednachine hiperravni

my Qlista;

my $c=-3%*($n+1);

push(@lista,$c);

for(my $i=1;$i<$n+2;$i++){
push(@lista,l);

+;

my $jednakost = new Vector<Rational>{(@lista);

7| #kreiranje matrice (liste vektora) nejednachina poluprostora

my Onejednakosti;

ol for(my $k=1;$k<=%n;$k++){

for(my $1=0;$1<=($n-$k);$1++){
my $kael=((3%*($1+1)*(3**$k-1))/2+(3**$k-3*$k) / (3++fn-$n-1))*(-1);
#za jedan par k i 1 ($kael)--jedan vektor i sve njegove permutacije
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my @kl_lista;
for(my $i=0;$i<$n+1-$k-$1;$i++){
push(@kl_lista,0);
+;
for(my $i=1;$i<$k;$i++){
push(@kl_lista,$i);
+;
for(my $i=0;$i<$1+1;$i++){
push(@kl_lista,$k);
+;
my Opermutacije; #niz permutacija za tekuci par k i 1
permute { push(@permutacije,"@_");}

@kl_lista;
for(my $i=0;$i<=$#permutacije;$i++){
#print O@permutacije[$i].":"; testiranje ispisa jedne permutacije

my Ovalues = split(’ ’, Qpermutacije[$il);
unshift (@values, $kael);
my $k1_vektor = new Vector<Rational>(@values);
push(@nejednakosti,$kl_vektor);
s
s
3
my $pa_nejednakosti=new Matrix<Rational>(\@nejednakosti);
my $permutoasociedar=new Polytope<Rational>(INEQUALITIES=>$pa_nejednakosti,
EQUATIONS=>[$jednakost]) ;
print "Politop PA_$n je kreiran.\n";
return $permutoasociedar;

#metod permutacije
sub permute (&@) {
my $code = shift;
my Qidx = O..$#_;
while ( $code->(@_[0@idx]) ) {
my $p = $#idx;
--$p while $idx[$p-1]1 > $idx[$pl;
my $q = $p or return;
push @idx, reverse splice Qidx, $p;
++$q while $idx[$p-11 > $idx[$ql;
0idx [$p-1,$q]=0idx [$q,$p-1];

polytope> $pa_3=script("permutoasociedar.pl",3);
polytope> Politop PA_3 je kreiran.

polytope> $pa_4=script("permutoasociedar.pl",4);
polytope> Politop PA_4 je kreiran.

polytope> $pa_3->SIMPLE;

polytope> 1

polytope> $pa_4->DIN;

polytope> 4

polytope> $pa_3->F_VECTOR;

polytope> 120 180 62
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polytope> $pa_4->F_VECTOR;
polytope> 1680 3360 2020 340
polytope>

BaskHo je HamoMenyTH na IO 3aTBapamy CECHUje HECTAjy CBU MOJUTONU U APYTHU 00-
jEeKTHU KOju Ccy TOKOM Te cecuje neuHMCaHU. KOHKpeTHO, mpu cBakoj caenehoj cecuju,
3a pan ca mepMmyToaconuenpoMm PA, morpebGHO ra je HOHOBO meGUHUCATH, Tj. IIOHOBO
MO3BATU CKPUNT. ¥ CJAydYajy BEJUKUX BpemaHocTu Opoja n, [lommmejk 3axTeBa onpebe-
HO BpeMe na Ae(UHUINEe TaKO CJIOKeH monauton. V3 Tor pasigora, mpenopydv/msuBo je ma
ce 0Baj MOJIUTOI, &JIM U CBAKU APYTU Ca KOjUM he ce M3BEeCHO OapartaTu U y HapeTHUM
cecujaMa, OAMax IO IPBOM Ae(UHUCABY CcadyBa y HEKOj JaTOoTenu (QYHKIMjOM save.

polytope> save($pa_3,"ime_datoteke_pa_3";
polytope> save($pa_4,"ime_datoteke_pa_4";
polytope>

Y 0uno k0joj oI HAPENTHUX CeCHja, MOJUTONM CEe M3 OBUX NATOTEKA e(PUKACHO yUUTA]y
¢yurjoM load.

polytope> $pa_3=load("ime_datoteke_pa_3.poly";
polytope> $pa_4=load("ime_datoteke_pa_4.poly";
polytope>

Kako Ilonmumejk nmonpskaBa u cymmpame MwuakoBCcKOr moMolly OwHapHe ¢yHKNUje
minkowski_sum, cBe cyme u3 llomonmesmka 3.3.1 u Ilomonmemka 3.3.2 ce oBOM (yHKIU-
joM mory nedpuHMCATH ¥ Hajbe aHaam3uparu. KoHkpeTHO, 2-mepmyToacorumenap Mo
(BI/I,IIeTI/I ITononemar 3.3.1) ce TeHepwuine Ha cienehu HavumH:

polytope> $e=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,0],[1,0,1,0],[1,0,0,111);
polytope> $el=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,01]);

polytope> $e2=new Polytope(POINTS=>[[1,0,1,01]1);

polytope> $e3=new Polytope(POINTS=>[[1,0,0,11]1);

polytope> $ed=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,0],[1,0,1,0]11);

polytope> $e5=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,0]1,[1,0,0,111);

polytope> $e6=new Polytope(POINTS=>[[1,0,1,0],[1,0,0,111);

polytope> $permutoedar=minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(
minkowski_sum(minkowski_sum($e,$el) ,$e2),$e3),$ed),$e5),$e6);
polytope> $e7=new Polytope(POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,2,0],[1,1,0,11]1);
polytope> $e8=new Polytope (POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,2,01,[1,0,1,111);
polytope> $e9=new Polytope(POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,0,2]1,[1,1,1,01]1);
polytope> $e10=new Polytope(POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,0,2],[1,0,1,111);
polytope> $elil=new Polytope(POINTS=>[[1,0,2,0],[1,0,0,2],[1,1,1,0]11);
polytope> $e12=new Polytope(POINTS=>[[1,0,2,0],[1,0,0,2],[1,1,0,111);
polytope> $pa_2=minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_
sum(minkowski_sum($permutoedar,$e7),$e8) ,$e9),$e10),%e11),8e12);
polytope> $pa_2->F_VECTOR;

1212

polytope> $pa_2->VERTICES;
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13142
114213
12314
114132
15113
11135
polytope> $pa_2->FACETS;
-1010
-1001
180 -1 -1
1400 -1
310-2-1
140-10
1201 -1
310-1-2
120-11
7021
5011
7012
polytope>

Ilakyie, KperpaHM TOJUTON je MBAHAECTOyrao 4Yuja Cy TeMeHa CBe IepMyTallyje
koopauHaTta tadaka (1,5,13) u (2,3,14), a moske ce meduHUCATU U KAO MPECEK XUIEP-
paBHU T1 + T9 + 3 = 19 ¥ rpaHUYHUX TOJIYIPOCTOPA

i 21, xi+x; 25, 1+ 2z 27,

IpY YeMy Cy i U j Pa3IM4IUTU €JIEMEHTH CKyna [3].

Amnasoruo ce yrepbhyje u na je mapuujanua cyma S’ u3 [Tomonemka 3.3.2 KOHBEKCHU
oMOTau CBUX IepMyTaluja koopauHara tadaka (1,7,17,62), (1,6,19,61) u (2,5,18,62).
Moske ce mepuHMCATH U KAO IPECEK I'PAHUYHUX MOJIYyIPOCTOPA

I'Z'3 2 1, l‘i2 + I‘Z'3 2 7, CL’il + l’iz + .TZ'3 2 25, .Z‘Z'l + 2271'2 + 3%2‘3 2 34,

ca XumeppaBHU Ty + To + 3 + x4 = 87, Ipu YeMy Cy i1, is U i3 MeHyCcOOHO pa3IuvuuTU
enementu ckyna [4]. Csu cabupnu Koju ce momajy mepmyToenpy S, 0 meGuHUCAHE
KoHauHe cyme S, yMHe CKyIl Koju 3apybibyje mepmyroenap S, onHocHo S’ je komOuHa-
TOPHO €KBUBAJIEHTAH MOJUTOMY KOjU HACTAje CYKIECUBHOM 3apyOJ/bUBAHKEM IEPMYTO-
enpa S omcenamem cBux teMeHa. OBo ce yrBphyje TOkoM remepucama moJsurona S’
KOpPakK IO KOpak, A0JaBarkeM jeIHOT IO jeqHOr cabWpKa U aHaJM30M CBake noOUjeHe
napiujajgHe cyme. KoMOMHATOpHA €KBUBAJIEHIIja Ce IPOBepaBa OMHAPHOM ()YHKIINjOM
isomorphic.

Cumuno, noauron S” je KOHBEKCHM OMOTAY CBUX IMEPMYTAalKja KOOPAMHATA TAYAKA
(1,10,23,89), (2,8,24,89), (2,7,26,88) u (1,8,27,87). Takobe je n nmpecekc rpaHuYHUX
MOJIYIPOCTOPA

Lig 2 1, Ly + Lig 2 9, Liq + Ly + Lig 2 34, Ty + 2.Z’i2 + 31’1'3 2 46, Ty + 2$i2 + 2:51'3 2 44

U XUMIEPpPAaBHU X1+ Lo+ T3+ 14 = 123, TO€ Cy i1, io U i3 MeHYCOOHO PA3IUYUNTU €JIEMEHTU
crymna [4].

[TonmuMmejr npy:ka 3Hayajan Opoj moryhHOCcTH 3a pax U ca APYTUM TUIOBUMA OO0-
jeKkaTa Kao ITO CY KOMILJIEKCH, JIelle3€ M TOPYCHU BapUjeTeTu, a MOCenyje U CKYII
ajlaTa HAMEHEH BU3yeJN3alrju TeOMeTprje U KOMOUHTOpHUX rpagosa [37].

123



¥

S

10

14

I~
N

Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

Cuaura A.5: JavaView Busyeausamuja nepmyroaconuenapa PA; u My

A.3 Jasa (Eclipse/Java)

3a 2 < n <7, cnenehiu mporpam, HanMCcaH Ha TPOrPaAMCKOM je3uky Jasa [1], kpeupa
u ucnucyje ejgemente romiiekca C; m ', KOju pemoM OaroBapajy n-mepMmyToenpy
U IpoCTOM n-mepmyrtoacomumenpy. WaycrpoBan je ucnuc 0-crpana (MaKCUMAJJIHIX
l-yrmexxhenux ckymoBa) u 2-crpana 4-mepMmyroacounuenpa. Y MecTo ckyma [n + 1],
KopuiheH je ckyn modeTHux n + 1 cioBa abenene. [Iporpam je koHmunupan Ha 00-
jekTHO-OpjeHTHCcaHOM HaciaebuBamy (kimace Politop/Permutoedar/AsociedarBaziran-
NaPerm), yuMme je ocTaB/LeHA MOTYIHOCT PEIATUBHO je THOCTABHOT MPOIMUPUBAA PO~
rpaMa M Ha IPyre KOMILIEKCe yribe:KhHeHuX CKyImoBa, KOju OAroBapajy MPOMU3BOJLHUM
HecToeqpuMa 0a3upaHUM Ha MEPpMyTOenpy, Tj. mepmyToHectoeapuma (Bumeru [lom-
omemak 1.2.3).

import java.util.Arraylist;
import java.util.HashSet;

public class Politop {
protected int n; //dimenzija
protected String rec; // konkatenacija slova azbuke
protected ArrayList<ArraylList<String>> konstrukcije; //temena
//strane baziranog politopa
protected ArraylList<ArrayList<ArrayList<String>>> temenaBaziranog;
protected Arraylist<ArraylList<ArrayList<String>>> iviceBaziranog;
protected ArraylList<ArrayList<ArrayList<String>>> dvaStraneBaziranog;
protected ArraylList<Integer> brojTemena2Dstrana;
protected HashSet<String> feseti;
//npr. broj maksimalnih 1-ugnjezdjenih skupova izvedenih iz jednog maksimalnog

0-ugnjezdjenog skupa

protected int brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica;

public Politop(int n, String slova) {
super();
this.n = n;
this.rec=new String(slova);
konstrukcije=new ArrayList<>();
temenaBaziranog=new ArrayList<>();
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iviceBaziranog=new ArrayList<>();
dvaStraneBaziranog=new ArrayList<>();
brojTemena2Dstrana=new ArrayList<>();
feseti=new HashSet<>();

public Politop(int n, String slova,int ind){
super();
this.n = n;
this.rec=new String(slova);
konstrukcije=new ArrayList<>();
temenaBaziranog=new ArrayList<>();
iviceBaziranog=new ArrayList<>();
dvaStraneBaziranog=new ArrayList<>();
brojTemena2Dstrana=new ArrayList<>();
feseti=new HashSet<>();

protected void postaviFesete(){
for (int i = 0; i < konstrukcije.size(); i++)
for (int j = 0; j < konstrukcije.get(i).size(); j++)
if (!feseti.contains(konstrukcije.get(i).get(j)))
feseti.add (konstrukcije.get(i).get(j));

//ispis pljosni
protected void ispisiSveFesete(){
System.out.println("Pljosni:");
int brojac=1;
for(String i:feseti){
System.out.println(brojac+". "+i);
brojac++;

3

//brise jedan karakter iz stringa na zadatoj poziciji

protected static String skloniKarakter(String str, Integer n) {
String front = str.substring(0, n);
String back = str.substring(n+l, str.length());
return front + back;

//ispisuje string u skupovnom formatu bez zagrada
public static void ispisiString(String s){
for (int i = 0; i < s.length(); i++) {
System.out.print(s.charAt(i));
if (i!=s.length()-1)
System.out.print(",");

//ispisuje jedan konstrukt, tj. jednu stranu
public void ispisiKonstrukt(ArrayList<String> k){
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76 System.out.print ("{");
for (int i = 0; i < k.size(); i++) {
78 System.out.print ("{");
ispisiString(k.get(i));
80 System.out.print ("}");
if(i'=k.size()-1)
82 System.out.print(",");
¥
84 System.out.print(" }");

System.out.println();
86 }

ss| //ispisuje listu ugnjezdjenih skupova (listu listi stringova)

public void ispisiSveKonstrukte(ArrayList<ArrayList<String>> lista){
90 for (int i = 0; i < lista.size(); i++) {
System.out.println((i+1)+". "); //sa rednim brojem

92 ispisiKonstrukt((lista.get(i)));

System.out.println();

04 3
}
96
public void ispisJedneBazirane(ArrayList<ArraylList<String>> bazirana) {
o8 for (int i = 0; i < bazirana.size(); i++) {
System.out.print ("{");
100 for (int j = 0; j < bazirana.get(i).size(); j++) {
System.out.print ("{");
102 ispisiString(bazirana.get(i).get(j));
System.out.print ("}");
104 if(j!=bazirana.get (i) .size()-1)
System.out.print(",");
106 }
System.out.print ("}");
108 if (i!'=bazirana.size()-1)
System.out.print (", ");
110 }
}
112
public void ispisiSveBazKons(ArrayList<ArraylList<ArrayList<String>>> bazirane){
114 for (int i = 0; i < bazirane.size(); i++) {
System.out.print ((i+1)+". {"); //sa rednim brojem
116 ispisJedneBazirane(bazirane.get(i));
System.out.println(" }");
118 3
}

protected void postavilviceBaziranog(int deo) {

122| //iz maskimalnog 1-ugnjezdjenog skupa izbaciti jedan element i ukloniti duplikate
ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> iviceDuplikati=new ArrayList<>();

124 if (deo==0){

for (int i = 0; i < brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica; i++) {

126 /*i-ta konstrukcijax/

for (int j = 0; j < temenaBaziranog.get(i).size(); j++) {

128 /*izbacujemo j-ti element*/

126



130

132

134

136

138

140

142

144

146

148

156

162

164

166

168

170

176

A.3. Jaa (Eclipse/Java)

ArrayList<ArrayList<String>> nova=new ArrayList<>();
for (int k = 0; k<temenaBaziranog.get(i).size(); k++)

if (j!=k)

nova.add(temenaBaziranog.get (i) .get(k));

iviceDuplikati.add(nova);
}
}
}
else{

for (int i = 0; i < temenaBaziranog.size(); i++) {

/*i-ta konstrukcijax/

for (int j = 0; j < temenaBaziranog.get(i).size(); j++) {

/*izbacujemo j-ti element*/

ArrayList<ArrayList<String>> nova=new ArraylList<>();
for (int k = 0; k<temenaBaziranog.get(i).size(); k++)
if (j!=k) nova.add(temenaBaziranog.get (i) .get(k));

iviceDuplikati.add(nova);
}
}
+

iviceBaziranog.add(iviceDuplikati.get(0));
for (int i = 1; i < iviceDuplikati.size(); i++) {

boolean indikator=false;

for (int j = 0; j < iviceBaziranog.size() && !indikator; j++)
if (iste(iviceBaziranog.get(j), iviceDuplikati.get(i)))

indikator=true;

/*dodajemo i-tu ako je nije bilo medju j-ovima, tj. ako indikator nije promenjenx/

if (!indikator)

iviceBaziranog.add(iviceDuplikati.get(i));

/*mogu biti iste do na permutacijux/

protected boolean iste(ArrayList<ArrayList<String>>
prva,ArraylList<Arraylist<String>> druga){

if (prva.size()!=druga.size())
return false;
else{

/*uporediti jednu po jednu - bazirane su razlicite ako je bar jedan par

odgovarajucih razlicit*/

for (int i = 0; 1 < prva.size(); i++)
if(razliciteListeStringova(prva.get(i),druga.get(i)))

return false;
return true;

¥
}

protected boolean razliciteListeStringova(ArrayList<String>

prva,ArrayList<String> druga) {

/*liste su razlicite ako su razlicite kao skupovix*/
HashSet<String> prvi=new HashSet<String>(prva) ;
HashSet<String> drugi=new HashSet<String>(druga) ;

return (!prvi.equals(drugi));
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protected void postaviDvaStraneBaziranog(){
//iz svake ivice izbaciti jedan element i ukloniti duplikate
ArraylList<ArrayList<ArrayList<String>>> dvaStraneSaDuplikatima=new
ArrayList<>();

for (int i = 0; i < iviceBaziranog.size(); i++) {
/*i-ta ivicax/
for (int j = 0; j < iviceBaziranog.get(i).size(); j++) {
/*izbacujemo j-ti element*/
Arraylist<ArrayList<String>> nova=new ArrayList<>();
for (int k = 0; k<iviceBaziranog.get(i).size(); k++)
if (j!=k)
nova.add(iviceBaziranog.get(i).get(k));
dvaStraneSaDuplikatima.add(nova) ;
+
}
dvaStraneBaziranog.add(dvaStraneSaDuplikatima.get(0));
for (int i = 1; i < dvaStraneSaDuplikatima.size(); i++) {
boolean indikator=false;
for (int j = 0; j < dvaStraneBaziranog.size() && !'indikator; j++)
if (iste(dvaStraneBaziranog.get(j), dvaStraneSaDuplikatima.get(i)))
indikator=true;
/*dodajemo i-tu ako je nije bilo medju j-ovima, tj.ako indikator nije promenjenx*/
if (!'indikator)
dvaStraneBaziranog.add(dvaStraneSaDuplikatima.get(i));

protected void postaviBrojaceTemena2StranaBazirnog(){
for (int i = 0; i < dvaStraneBaziranog.size(); i++) {
int brojac=0;
for (int j = 0; j < temenaBaziranog.size(); j++)
if (podskupBazirane (dvaStraneBaziranog.get (i) ,temenaBaziranog.get(j)))
brojac++;
brojTemena2Dstrana.add(brojac);
}
}

/*ako je strana podskup konstrukcije, onda sadrzi temex*/
public boolean podskupBazirane(ArrayList<ArraylList<String>> stranaBazirana,
ArrayList<ArraylList<String>> konstrukcijBazirana ){
if ((stranaBazirana.size()+2)!=(konstrukcijBazirana.size()))
return false;
for (int i = 0; i < stranaBazirana.size(); i++)
if (tkonstrukcijBazirana.contains(stranaBazirana.get(i)))
return false;
return true;

3

l‘import java.util.Arraylist;
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public class Permutoedar extends Politop{
//maksimalni O-ugnjezdjeni skupovi

protected static ArraylList<ArrayList<String>> konstrukcije(String ulaz){
Arraylist<ArrayList<String>> listaSvih=new ArrayList<ArrayList<String>>();

int brojSlova=ulaz.length();
ArrayList<String> tekucaKonstrukcija=new ArrayList<>();

if (brojSlova==1){
tekucaKonstrukcija.add(ulaz);
listaSvih.add(tekucaKonstrukcija);

¥

else{
for (int i = 0; i < brojSlova; i++) {

ArrayList<ArrayList<String>> rekurzija=konstrukcije(skloniKarakter (ulaz,

1))
for (int j = 0; j < rekurzija.size(); j++)
rekurzija.get(j) .add(ulaz);
for (int j = 0; j < rekurzija.size(); j++)
listaSvih.add(rekurzija.get(j));
}
+
return listaSvih;

3

public Permutoedar(int n, String slova) {
super(n,slova);
super .konstrukcije=konstrukcije(skloniKarakter(rec, 0));
for (int i = 1; i < rec.length(); i++)
super.konstrukcije.addAll (konstrukcije(skloniKarakter(rec, i)));
postaviFesete();

}

public Permutoedar(int n, String slova,int ind) {
// TODO Auto-generated constructor stub
super(n,slova);
super.konstrukcije=konstrukcije(skloniKarakter(rec, 0));
for (int i = 1; i < rec.length(); i++)
super.konstrukcije.addAll (konstrukcije(skloniKarakter(rec, i)));
postaviFesete();

import java.util.Arraylist;

public class AsociedarBaziranNaPerm extends Permutoedar{
public AsociedarBaziranNaPerm(int n, String slova) {

// TODO Auto-generated constructor stub
super(n, slova);
rasparcaj();
postavilviceBaziranog(0);
postaviDvaStraneBaziranog() ;
postaviBrojaceTemena2StranaBazirnog() ;
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public AsociedarBaziranNaPerm(int n, String slova,int ind) {
// TODO Auto-generated constructor stub
super(n, slova,ind);

3

protected void rasparcaj() {
// TODO Auto-generated method stub---samo jedno teme
ArraylList<ArrayList<ArrayList<String>>>
odJednogTemena=rasparcajKonstrukciju(konstrukcije.get(0));
temenaBaziranog.addAll (odJednogTemena) ;
brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica=odJednogTemena.size();

}

public static ArrayList<ArrayList<ArraylList<String>>>
rasparcajKonstrukciju(ArrayList<String> lista) {
// TODO Auto-generated method stub
//rasparcavanje prema stazi koja odgovara asociedru
ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> sveOdJedne=new ArrayList<>();
int k=lista.size();
if (k==1){ //jedan string, npr. { {30} } i to je jedna jedina
ArraylList<ArrayList<String>> udebljana=new ArrayList<>();
udebljana.add(lista);
sveOdJedne.add(udebljana) ;
}
else if(k==2){ //dva stringa i uvek su susedna
// a ab { {15},{15,30} }
// b ab { {30},{15,30} }
ArrayList<String> najveci=new ArrayList<>();
najveci.addAl1(lista);
ArrayList<String> listal=new ArrayList<>();
ArrayList<String> lista2=new ArrayList<>();
listal.add(lista.get(0));
lista2.add(lista.get(1));
ArraylList<ArrayList<ArrayList<String>>>
rekurzijal=rasparcajKonstrukciju(listal);
ArraylList<ArrayList<ArrayList<String>>>
rekurzija2=rasparcajKonstrukciju(lista2);
rekurzijal.get(0).add(najveci); //sigurni smo da je samo jedna
rekurzija2.get(0) .add(najveci); //sigurni smo da je samo jedna
sveOdJedne.addAll (rekurzijal);
sveOdJedne.addAll (rekurzija2);
}
else{ //barem 3 stringa i briramo koji izbacujemo
ArrayList<String> najveci=new ArrayList<>();
najveci.addAll(lista);
for (int 1 = 0; 1 < k; i++) {
if(i==0 || i==(k-1)){
//izbacujemo prvi ili poslednji-ostaje povezan
//kreiramo kopiju liste bez i-tog elementa
ArraylList<String> nova=new ArrayList<>();
nova.addAll(lista);
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2| }

nova.remove (i) ;
ArrayList<ArraylList<ArrayList<String>>>
rekurzija=rasparcajKonstrukciju(nova);
/*u svaki rezultat dodajemo najvecix*/
int brojeRekurzivnihRezultata=rekurzija.size();
for (int j = 0; j < brojeRekurzivnihRezultata; j++)
rekurzija.get(j) .add(najveci);
sveOdJedne.addAll (rekurzija);
}
else{ //izbacujemo neki iz sredine-postaje nepovezan
ArrayList<String> listal=new ArrayList<>();
ArrayList<String> lista2=new ArrayList<>();
for (dnt j = 0; j < i; j++)
listal.add(lista.get(j));
for (int j = i+1; j < lista.size(); j++)
lista2.add(lista.get(j));
ArrayList<ArraylList<ArrayList<String>>>
rekurzijal=rasparcajKonstrukciju(listal);
ArraylList<ArrayList<ArrayList<String>>>
rekurzija2=rasparcajKonstrukciju(lista2);
/*ukrstanje dve listex/
for (int j = 0; j < rekurzijal.size(); j++) {
for (int j2 = 0; j2 < rekurzija2.size(); j2++) {
ArrayList<ArrayList<String>> nova=new ArrayList<>();
nova.addAll (rekurzijal.get(j));
nova.addAll(rekurzija2.get(j2));
nova.add(najveci);
sveOdJedne.add (nova) ;

return sveOdJedne;

3

import java.util.Arraylist;

public class AsociedarBaziranNaPermCeo extends AsociedarBaziranNaPerm{
public AsociedarBaziranNaPermCeo(int n, String slova) {
// TODO Auto-generated constructor stub
super(n, slova);

}

public AsociedarBaziranNaPermCeo(int n, String slova, int indikNeSve) {
// TODO Auto-generated constructor stub
super(n, slova, indikNeSve);
rasparcaj();
postavilviceBaziranog(indikNeSve) ;
postaviDvaStraneBaziranog() ;
postaviBrojaceTemena2StranaBazirnog() ;
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Q@0verride
protected void rasparcaj() {
// TODO Auto-generated method stub
/*u prvoj iteraciji je potrebno da zapamti koliko je nastalo baziranih
konstrukcija od jedne stazex*/
boolean indik=true;
ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> baziraneSaDuplikatima=new ArrayList<>();
for (int i = 0; i < konstrukcije.size(); i++) {
ArrayList<ArraylList<ArrayList<String>>> odJednogTemena=new ArrayList<>();
odJednogTemena=rasparcajKonstrukciju(konstrukcije.get(i));
if (indik){
brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica=odJednogTemena.size();
System.out.println("0d jednog maksimalnog O-ugnjezdjenog skupa nastalo je
"+brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica+" maksimalnih 1-ugnjezdjenih
skupova.");
indik=false;
by
baziraneSaDuplikatima.addAll(odJednogTemena) ;
}
//viskovi
temenaBaziranog.add(baziraneSaDuplikatima.get(0));
for (int 1 = 1; i < baziraneSaDuplikatima.size(); i++) {
boolean indikator=false;
for (int j = 0; j < temenaBaziranog.size() && !indikator; j++)
if (iste(temenaBaziranog.get(j), baziraneSaDuplikatima.get(i)))
indikator=true;
//dodajemo i-tu ako je nije bilo medju j-ovima, tj.ako indikator nije promenjen
if (!indikator)
temenaBaziranog.add(baziraneSaDuplikatima.get (i));

import java.util.Arraylist;
import java.util.Scanner;

public class Mejn {

//ucitavanje dimenzije politopa sa standardnog ulaza

private static int ucitajDimenzijuPermutoedra(){
System.out.println("Unesite dimenziju permutoasociedra:'");
Scanner ulaz=new Scanner(System.in);
int n=ulaz.nextInt();
ulaz.close();
return n;

//kreiranje azbuke od n+l slova
private static String inicijalizacijaSlova(int n){
char[] niz=new char[n];
for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
niz[i]=(char) (97+1i);
¥
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String rec=new String(niz);
return rec;

public static void testirajPermutoedar(){

int n=ucitajDimenzijuPermutoedra();

String rec=inicijalizacijaSlova(n+1);
Permutoedar p=new Permutoedar(n,rec);
System.out.println("0-ugnjezdjeni skupovi:");
p-ispisiSveKonstrukte(p.konstrukcije);
p-ispisiSveFesete();

public static void main(Stringl[] args) {
int n=ucitajDimenzijuPermutoedra();
String rec=inicijalizacijaSlova(n+1);
//testirajPermutoedar () ;
AsociedarBaziranNaPermCeo ceo=new AsociedarBaziranNaPermCeo(n, rec,0);
System.out.println("Ukupno maksimalnih O-ugnjezdjenih skupova:

"+ceo.konstrukcije.size()+".");

System.out.println("Maksimalni 1-ugnjezdjeni skupovi (O-strane):");
ceo.ispisiSveBazKons(ceo.temenaBaziranog) ;

System.out.println();

System.out.println("2-strane izvedene iz jednog maksimalnog O-ugnjezdjenog

skupa i broj temena svake od njih:");

ceo.ispisiSveBazKons(ceo.dvaStraneBaziranog) ;
//System.out.println("Broj temena ovih 2-strana:");
for (int i = 0; i < ceo.brojTemena2Dstrana.size(); i++)

System.out.println((i+1)+". strana: "+ceo.brojTemena2Dstrana.get(i)+"
temena.");

Unesite dimenziju permutoasociedra:

4

0d jednog maksimalnog O-ugnjezdjenog skupa nastalo je 14 maksimalnih

1-ugnjezdjenih skupova.
Ukupno maksimalnih O-ugnjezdjenih skupova: 120.
Maksimalni 1-ugnjezdjeni skupovi (O-strane):

1.

N

119.
120.

{ {{c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},
{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{ {{v,c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},
{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{ {{d,e}}, {{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},
{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{ {{d,e}}, {{d,e},{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},
{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{ {{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},
{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{ {{e}}, {{b,c,d,e}}, {{b,d,e},{b,c,d,e}}, {{e},{b,e},{b,d,e},{b,c,d,e}} }
{ {{e}}, {{e},{b,e}}, {{b,c,d,e}}, {{e},{b,e},{b,d,e},{b,c,d,e}} }
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1679.
1680.

{ {{a}}, {{a},{a,v}}, {{a},{a,b},{a,b,c}}, {{a},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}} }

{ {{a,b}}, {{a},{a,b}}, {{a},{a,b},{a,b,c}?},
{{a},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}} }

2-strane izvedene iz jednog maksimalnog O-ugnjezdjenog skupa i broj temena svake
od njih:

{

Nl e e T e T T e T e e T e e e N e i e N e s

{{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}}}

{{b,c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{b,c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{da,e}}, {{b,c,d,e}} }

{{d,e},{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{d,e},{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{d,e}}, {{d,e},{c,d,e}} }

{{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e}} }

{{e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{e}}, {{c.d,e},{b,c,d,e}} }

{{e}}, {{c,d,e}} }

{{e}}, {{b,c,d,e}} }

{{e},{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
{{e},{d,e}}, {{b,c,d,el} }

{{e}}, {{e},{d,e}} }

{{d,e}}, {{e},{d,e}}

{{e},{d,e},{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

{{d,e},{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} }
{{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} }
{{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} }
{{e}}, {{e},{d,e},{c,d,e} }
{{e},{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} }

[\

N

N

B R O s 00 e 01 00 00 W R 01 2 01 s 01 s O

Y crkaany ca Omemrom 4.2 u Opmemrom 4.4, caemehu mporpam m3padyHaBa u
HUCIUCYje XPOMaTCKM OpOj n-aconmenpa 1 OIleHE XPOMAaTCKOT Opoja n-IUKJIoeapa 3a
mpom3BOJBHO N > 3. Yjemuo mokra3yje na Teopema 4.4.3 maje 60y TOpPEHY OIEHY OI
oHe KOjy maje Teopema 4.4.2

[Iporpam camp:ku camMo rIaBHY KJacy, Ia Ce je THOCTABHO MOKE MPEBECTU HA HEKU
6asuuHu Tpouesypasuu nporpamcku jesuk (C, Pascal, Fortran u cu.). lakue, Jasa

KapaKTEePUCTUKA.

import java.util.Arraylist;

public class Hromatika {
public static void main(String[] args) {
//niz hromatskih brojeva asociedara
ArrayList<Integer> asociedri=new ArrayList<>();
asociedri.add(1);
asociedri.add(1);
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asociedri.add(3);

10 //gornje granice hromatskih brojeva cikloedra
ArrayList<Integer> cikloedri=new ArrayList<>();
12 cikloedri.add(1);

cikloedri.add(1);

14 cikloedri.add(2);

16 for (int n = 3; n <= 10000; n++) { // n - dimenzija politopa
int hr_br_asoc=0; //hromatski broj tekuceg asociedra

18 int granica_ciklo=0; //gornja ocena hr.broja tekuceg cikloedra
int k=(int)Math.floorDiv(n+1,2);
20 //nizovi A_i i B_i tekuceg asociedra i tekuceg cikloedra

ArrayList<Integer> A_asoc=new ArrayList<>();
22 ArraylList<Integer> B_asoc=new ArrayList<>();
ArrayList<Integer> A_ciklo=new ArrayList<>();
24 ArrayList<Integer> B_ciklo=new ArrayList<>();
A_asoc.add(0); //inicijalizacija nizova

26 A_asoc.add(0);

B_asoc.add(0);

28 B_asoc.add(0);
B_asoc.add(0);
30 A_ciklo.add(0);
A_ciklo.add(0);
32 B_ciklo.add(0);
B_ciklo.add(0);
34 B_ciklo.add(0);
36 for (int i = 2; 1 <= k; i++) {
int novi_A_asoc=(int)Math.ceil((n+3+B_asoc.get(i))*1.0/1);
38 A_asoc.add(novi_A_asoc);
int novi_B_asoc=n+3+(B_asoc.get(i))-i*(A_asoc.get(i));
40 B_asoc.add(novi_B_asoc);

int novi_A_ciklo=(int)Math.ceil((n+1+B_ciklo.get(i))*1.0/1);
42 A_ciklo.add(novi_A_ciklo);

int novi_B_ciklo=n+1+(B_ciklo.get(i))-i*(A_ciklo.get(i));

44 B_ciklo.add(novi_B_ciklo);

}
46
if (n==(2%k)){
18 int kraj=(int)Math.ceil(((n+3+(B_asoc.get(k+1)))*1.0)/(k+1));
A_asoc.add(kraj);
50 A_ciklo.add(1);
b
52 elseq
A_asoc.add(1);
54 A_ciklo.add(0);
}

for (int i = 2; i < A_asoc.size(); i++) {

58 hr_br_asoc=hr_br_asoc+A_asoc.get (i) ;
granica_ciklo=granica_ciklo+A_ciklo.get(i)+1;
60 }

asociedri.add(hr_br_asoc);
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Koxepenmnuja u npoctu nmoauTonu

62 cikloedri.add(granica_ciklo);
64 //ispis rezultata
System.out.println(">> Hromatski broj "+n+'"-asociedra = "+hr_br_asoc+".");

66 System.out.println("Prva teorema: "+(asociedri.get(n-1)+1)+"<= hromatski broj
"+n+"-cikloedra <= "+(asociedri.get(n-1)+n)+".");

System.out.println("Druga teorema: hromatski broj "+n+"-cikloedra <=
"+granica_ciklo) ;

68 }

70| }

> Hromatski broj 3-asociedra = 4.
Teorema 4.4.2: 4 < hromatski broj 3-cikloedra < 6.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 3-cikloedra < 4.

> Hromatski broj 4-asociedra = 6.
Teorema 4.4.2: 5 < hromatski broj 4-cikloedra < 8.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 4-cikloedra < 6.

> Hromatski broj 5-asociedra = 8.
Teorema 4.4.2: 7 < hromatski broj 5-cikloedra < 11.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 5-cikloedra < 8.

> Hromatski broj 6-asociedra = 10.
Teorema 4.4.2: 9 < hromatski broj 6-cikloedra < 14.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 6-cikloedra < 10.

> Hromatski broj 7-asociedra = 12.
Teorema 4.4.2: 11 < hromatski broj 7-cikloedra < 17.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 7-cikloedra < 13.

> Hromatski broj 8-asociedra = 15.
Teorema 4.4.2: 13 < hromatski broj 8-cikloedra < 20.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 8-cikloedra < 15.

> Hromatski broj 9-asociedra = 17.
Teorema 4.4.2: 16 < hromatski broj 9-cikloedra < 24.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 9-cikloedra < 18.

> Hromatski broj 10-asociedra = 20.
Teorema 4.4.2: 18 < hromatski broj 10-cikloedra < 27.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 10-cikloedra < 21.

> Hromatski broj 100-asociedra = 364.
Teorema 4.4.2: 360 < hromatski broj 10-cikloedra < 459.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 10-cikloedra < 406.

> Hromatski broj 1000-asociedra = 5815.
Teorema 4.4.2: 5809 < hromatski broj 1000-cikloedra < 6808.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 1000-cikloedra < 6302.

> Hromatski broj 5000-asociedra = 37035.
Teorema 4.4.2: 37028 < hromatski broj 5000-cikloedra < 42027.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 5000-cikloedra < 39520.

> Hromatski broj 10000-asociedra = 80975.
Teorema 4.4.2: 80967 < hromatski broj 10000-cikloedra < 90966.
Teorema 4.4.3: hromatski broj 10000-cikloedra < 85958.
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OO0Opa3oBame 1 IpU3HaAHA

Jenena MBanoBuh 3aBpmaBa ['umuasujy y CmenepeBy jyna 2004. roause, Ka0 HOCU-
jgan HeroJmKO BykoBux mumioma. TOKOM CBOr OCHOBHOT W Cpeamer obpa3oBamba
aKTUBHO YYeCTBYje Ha TaKMUUYEHLNMa U3 MaTeMaTuke, (U3MKe U XeMUje Ha KOjuMa
ocBaja O6pojue Harpane. Hajsnmauajuuja Mmehy muma je I1pyro MecTo Ha pemnyOJUYKOM
rakmMuueny u3 marematuke 2004. romuue. Mcre roauue, ymucyje OCHOBHE aKaIeMCKe
ctynuje Ha MaTtemaTudroM pakryaTeTy Y HUBep3urtera y beorpany, cmep PauynapcTso
n mapopmaTrura. Jlunmommpa ca mpoceuynom oueHoM 9.79 ¢ebpyapa 2010. ronumue
YyyMe CTUYE 3Bame AUILIOMUPAHOT MareMaTtudyapa. OKroOpa mMcCTe roavHe HA MATU-
YHOM (PaKyJITEeTy, YIUCYje DOKTOPCKE CTyAuje Ha CTYIUjCKOM mporpamy MaremaTtuka.
IlBe romuHe KacHUje, Ha TMap roOAWHA 3ayCTaBJiba cTyauje, 30or pobewma cuna Bykana
koMe ce y notumyHoctu noehyje. lokropcke crynuje 3aBpmaBa kpajem 2017. ronune
ca npoceuynoMm ounenom 10.00. Pedbpyapa 2018. rommme, YHuBep3uter y Dbeorpany
onobpaBa Ipemor TeMe HeHe NOKTOPCKe OucepTanuje moxa HaszmBoM Korepenuyuja u
nPoOCMU NOAUMONY, TIOH PYKOBOACTBOM MeHTOpa npodecopa 3opana Ilerpuha. Hocu-
JIall je HEKOJIMKO TOAUIIKBUX Ipu3Hama MaTtemaTnakor ¢gakynTera HAjyCHEOIHIjUM CTY-
neatuma. JlobutHuk je CBeTOCABCKE MOBEJbE 3a CTBapaJamTBO Maaaux rpaga Cuvemne-
peBa, Harpaze Koja ce moJesbyje 3a HajyCHeIlHNje YUYeHNYKEe U CTyAEHTCKE pPe3yaTare
ocTBapeHe y ay:keM BpeMeHCKoM nepuony. Crunenaucta je MunucrapcrBa npocsere,
HayKe U TEXHOJIOIIKOI pa3Boja 3a CTYINEHTe NOKTOPCKUX CTyOuja, cBe 1n0 m3bopa y
3Bam€ aCUCTEeHTa Ha APXUTEKTOHCKOM (akyarery Y HuBep3uTeTa y DBeorpamy.

3amociaeme

Ha ApxurexkroncrkoMm darynrery Y HuBep3urera y Beorpany, anraxoBaHa je y HacTa-
BU Ha npemmerumMa: Mamemamura y aprumexmypu, Ilapamemapcro modesosamwe (0OCHO-
BHe crymuje); [apamemapcro modenosamwe 1, Ilapamemapcko modenosawe 2, Ipumemne-
KA MAMEMAMUKA Y 00AaCMU KORcmpykmuerur cucmema (MacTtep cryauje). Y OKBUPY
Kabunera 3a marematury, apxurekTouncky reomerpujy m CAAD, 3a nmorpebe Hacrase
1 HayKe, peajn30Bajla je BUIIe 3HAUYAJHUX COPTBEPCKUX amiukanuja. Momepatop je
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€JIEKTPOHCKe IIaT@opMe KOjy APXUTEKTOHCKM (aKyITeT KOPUCTU 3a Pal U HACTABY
Ha OAJLUHY.

NuTepecoBama

Teopuja noka3za, [Ipoctu monuronu, KouBekcua reomerpuja, luckperna reomerpuja,
O0jeKkTHO-OpjeHTHCaHO U JIOTUYKO IMporpamMupame, [lapamMmerapcko MomeaoBame reo-
MeTpujckux ¢opmu, [IpuMena mMaTeMaTWUKUX KOHIENIATA M FeHEPUYKUX aJrOPUTAMA
Yy apXuUTEeKTypu U ypOaHU3MYy.

JlpymTBeHe aKTUBHOCTU

UsaH je opraHm3annoHor oA00pa yapy:kema Miaam maTreMaTrudap U MeHTPaJiHe KOMU-
cuje 3a peaju3alnujy TaKMUYEHha U3 MATEMATUKE 3a yUYEHWKEe OCHOBHUX IIKOJIA, TUM-
Ha3Wja U CPEIHUX CTPYYHUX IIKOJA, Y OPraHU3AIUjd OBOT YIAPYEKEHma. Y YeCTBYje
y HanuouajgsHoM npojekty 11144006 Paszgoj no8ur un@opmayuono-KoMyHUKGUUOHUT me-
THON02UJA, KOPUWREHEM HANDEOHUT MAMEMATNUNKUL MEMOOa, Ca NPUMEHAMA Y MeOULU-
HU, MEAEKOMYHUKAUUJAME, EREPZEMUUY, 3GUMUMU HAUUOHAAHE baumuHre U 00pa308amy.
Unau je IpymrBa 3a uyucty m npumemeny jgoruky Pemnybawmre Cpbuje m Cprckor
npymTBa 3a reomerpujy u rpapury SUGIG.
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Mpwunor 1.

MsjaBa o ayTopcTBy

MoTnucaHu-a Jenena MeaHosuh

Bpoj ynuca 2007/2010

UzjaBrbyjem
Aa je AOKTOpCcKa AucepTauvja nog HacroBom

KoxepeHuuja n npocti nonuTtonu

®  PE3YyNTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBAYKOr paga,

* AanpeanoxeHa AucepTauuja y UeMHU HU Y JenoBuMa Huje Buna npeanoxeHa
3a pobujame Buno koje Aunnome npema CTYAWCKUM NporpamuMa Apyrux
BMCOKOLLIKONCKMX YCTaHOBA,

e [la Cy pe3ynTtaTh KOPEKTHO HaBeoeHu 1

® A3 HMCaM Kplmo/na ayTopcka fpaBa M KOPUCTUO WHTENeKTyamHy CBOjUHY
APYrux nuua.

Nornuc pokTopaHpa

Jeneus A A

Y beorpapy, 7.7.2020. roauHe




Mpunor 2.

U3jaBa 0 nCTOBETHOCTM WITaMMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paga

Mme n npesume aytopa JeneHna MeaHoeuh

Bpoj ynuca 2007/2010

Cryaumjckn nporpam MaTtemaTuka

Hacnos paga KoxepeHuuja 1 npocTu nonutonm
MeHTop Ap 3opaH MNeTpuh

Motnucanm  JeneHa MisaHosuh

u3jaBrbyjeM 4a je WwTamnaHa Bepauja Mor AOKTOPCKOr paja WCTOBETHA eneKTPOHCKO]
BEp3ujM Kojy cam npepao/na 3a objaBrovBarke Ha noprany [urutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteta y Beorpagy.

HoseormsaBam pa ce objaBe MoOjU NUYHM NogauM BesaHu 3a Aobujare akagemckor
3Barba [OKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy UMe W npesumMe, roguHa v Mecto pohemwa 1 aatym
oabpaHe paga.

OBy nuyHM nopaum mory ce o06jaBUTU Ha MpPEXHUM CTpaHuLuama aurutanHe
BubnunoTeke, y enekTpoHcKom kaTanory v y nyGnukauvjama YHusepauterta y beorpaay.

MNoTnuc pokropauga

Y Beorpagy, 7.7.2020. roguHe M
%MJ.A/




Mpwnor 3.

U3jaBa 0 kopuwherwy

Osnawhyjem YHusepauteTcky Gubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh“ fAa y OurutanHu
penosuTopujyM YHuBepauteTa y Beorpafly yHece Mojy OOKTOpCKY AucepTaumjy noa
HacrnoBoM:

KoxepeHuuja v NpocTi NoAMTONM
Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

AvcepTauujy ca ceum npunosuma npeaao/na cam y enekTpoHCKOM opmarty norogHom
3a TpajHO apxuBupar-e.

Mojy [AOKTOpCKy AncepTaumjy noxparbeHy y JUrutanHu penosntopujyM YHuBepauTeTa
y beorpazy mory aa kopucTe cBu koju nowTyjy oapeabe cagpxade y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyuvo/na.

1. AyTopcTBo
2. AyTOpPCTBO - HEKOMEPLMjanHO
@Ay‘ropcrao — HekomepuujanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpLUjanHo — AeNnTK Nog UCTUM YCroBUMA
5. AytopcTtBo — Ges npepage
6. AyTOpCTBO — AEnUTU Nog UCTUM YCroBUmMa

(Monumo fa 3aokpyxuTe camo jeAHy Of LUECT MOHYREHMX nuueHuM, KpaTak onuc
nUUeHUmM aaT je Ha nonefhuHu nucra).

MoTnuc aokTopaHaa

Y Beorpagy, 7.7.2020. roguHe {&u
/@‘/‘—’V




1. AytopctBo - [lo3BorbaBaTe yMmHOXaBawe, AUCTPUOYUMjy M jaBHO caonluTaBare
Aena, u npepaje, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauumH ogpefeH of cTpaHe ayTopa
“nu aasaola nuueHue, Yak u y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnoBofHuja o ceux
NMUEHLN.

2. AyTOpCTBO — HekomepumjanHo. [JosBorbaBate yMHOXaBamwe, ANCTpnbyumjy 1 jaBHo
caonwitasawe Aena, v npepage, ako ce Hasede vMe ayTopa Ha HauyuH oapeReH of
CTpaHe ayTopa unv fasaoua nuvueHue. Osa nuueHUa He A03BOIbaBa KoMepLujanHy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekomepuujanHo - 6e3 npepapge. [losBorbaBaTe yMHOXaBatbe,
Avctpubyunjy M jasHo caonwTaBarwe fena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBawa WM
ynotpebe fena y CBOM Jeny, ako Ce HaBeae MMe aytopa Ha HauyuH ofpeReH og
CTpaHe ayTopa wnu gaeaoua nvueHue. Osa nuueHua He Ao3BOSbaBa KomepumjarnHy
ynotpeby aena. ¥ ogHoCy Ha cee ocTane nuueHUe, OBOM JIULEHLIOM Ce orpaHvuyaBa
Hajsehun obum npasa kopuwhera gena.

4. AYTOpCTBO - HekomepuujanHo — AEenUTV noa WCTUM ycnosuma. [losBorbasaTe
yMHOXaBakre, ucTpubyLuujy 1 jaBHO caonwTaBawe gena, U npepage, ako ce Haseae
uMe aytopa Ha HauduH ogpefeH o[ cTpaHe ayTopa unu Aasaoua fMUeHUe M ako ce
npepaga guctpubyumpa noj WCTOM MNWM CIMYHOM nuueHuom. OBa nuueHUa He
[03BOIbaBa kKomepuujanHy ynotpeby gena v npepaja.

5. Aytopcteo — 6es npepage. [losBorbaBaTe yMHOXaBare, AUCTPUBYLMjY W jaBHO
caonwitaBake fena, 6es npomeHa, npeobnvkoeatba unn ynotpebe aena y ceom geny,
ako ce Hasede vMMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH of cTpaHe ayTopa WM Aasaoua
nuueHue. OBa nuueHLa Ao3Borbasa komepuujarndy ynotpeby aena.

6. AyTopcTBO - OenuTW nog UCTMM  ycrnoeuma. [loseBorbaeaTe  yMHOXAaBarse,
Avctpubyuujy U jaBHO caonwTasarke Jena, 1 Nnpepage, ako ce HaBeae ume ayTopa Ha
Ha4MH oapefeH of cTpaHe ayTopa wnv faBaoua NWUEHUEe W ako ce npepaga
Auctpubympa nop MCTOM WM CIMYHOM  nuueHuom. OBa nuueHLa [03BOSbasa
koMepuujanHy ynotpebBy gena v npepaga. CnnyHa je codTeBepckuM MuLeHLama,
OHOCHO NULIeHL|ama OTBOPEHOT KoZa.



