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Koherencija i prosti politopi {

sa�etak

U teoriji kategorija, koherencija koja je vezana za odre�eni tip kategori-
ja, u najgrubǉem smislu znaqi komutiraǌe dijagrama sastavǉenih od kanonskih
strelica tih kategorija. Ovo komutiraǌe mo�e biti bezuslovno ili uslovǉeno
zadatim pretpostavkama. U savremenom smislu, koherencija, taqnije teoreme
koherencije, podrazumevaju postojaǌe vernog funktora iz slobodno generisa-
ne kategorije datog tipa u kategoriju koja omogu�ava proveru jednakosti stre-
lica. Takve su najqex�e kategorije qije su strelice relacije ili dijagrami
(mnogostrukosti, kobordizmi).

Rezultati koherencije su od velikog znaqaja za opxtu teoriju dokaza. Naime,
oni obezbe�uju formiraǌe zadovoǉavaju�eg kriterijuma za jednakost izvo�eǌa
u odre�enim deduktivnim sistemima i na taj naqin pru�aju mogu�nost defini-
saǌa osnovnog pojma kojim se teorija dokaza bavi.

Predmet ove doktorske disertacije je prouqavaǌe topoloxkih dokaza ko-
herencije i formiraǌe novih klasa politopa koje u takvim dokazima koheren-
cije mogu poslu�iti. Sadr�aj disertacije je, dakle, u najve�oj meri posve�en
spomenutim dokazima koherencije, odnosno raznovrsnim geometrijskim realiza-
cijama specifiqnih apstraktnih politopa koji su zadati kombinatorno.

Naime, ranih devedesetih godina, Mihail Kapranov je uveo familiju �e-
lijskih kompleksa pod nazivom permutoasociedri koja predstavǉa ,,hibrid” dve
znaqajne familije prostih politopa–familije asociedara i familije permuto-
edara. Ovaj hibrid je predstavǉao prvu geometrijsku interpretaciju udru�i-
vaǌa komutativnosti i asocijativnosti. Kapranov je pokazao da je datom �elij-
skom strukturom proizveo CW -loptu qime je dobio direktan topoloxki dokaz
koherencije u simetriqnim monoidalnim kategorijama. Ubrzo nakon toga, Vik-
tor Rajner i Ginter Cigler su ove �elijske komplekse realizovali kao fami-
liju konveksnih politopa. Me�utim, dobijena familija nije familija prostih
politopa. S druge strane, i svi asociedri i svi permutoedri jesu prosti. Oni
pripadaju nestoedarima–xiroko izuqavanoj familiji prostih politopa, kako sa
kombinatorne strane, tako i sa strane primena u torusnoj topologiji.

Polazixte ove teze je da je prirodno prona�i prost hibrid ove dve fami-
lije, tj. prost permutoasociedar. Koriste�i kombinatornu proceduru sliqnu
onoj koja je proizvela i same asociedre i permutoedre, u ovoj disertaciji se
uvodi apstraktni politop koji odgovara problemu koherencije, a koji se pritom
mo�e realizovati kao prost politop. Preciznije, formirane su klase n-dimen-
zionalnih prostih permutoasociedara koje daju topoloxki dokaz simetriqne
monoidalne koherencije, a zatim su te klase i geometrijski realizovane eks-
plicitnim zadavaǌem nejednaqina poluprostora u Rn+1 koji definixu politope
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u klasama. Ova n-dimenzionalna realizacija je oznaqena sa PAn. Pored toga,
u tezi je ponu�ena i alternativna realizacija iste familije uz pomo� suma
Minkovskog. Naime, uvedena je familija n-dimenzionalnih politopa, oznaqe-
na sa PAn,c, koja je dobijena sumiraǌem odre�enih politopa. Politop PAn,c je
normalno ekvivalentan politopu PAn za svako c ∈ (0, 1]. Req je o specifiqnoj
realizaciji, po ugledu na realizaciju nestoedara Aleksandra Postǌikov, koja
podrazumeva da svaki sabirak, grubo reqeno, doprinosi nastajaǌu taqno jedne
pǉosni rezultuju�e sume Minkovskog. Drugim reqima, svaki sabirak dovodi do
zarubǉivaǌa teku�e parcijalne sume odsecaǌem jedne ǌene strane. Postǌikov
je za sabirke koristio simplekse, dok ova disertacija pokazuje da je, u analog-
noj realizaciji prostog permutoasociedra, za odre�ene sabirke neophodno uzeti
politope koji ne samo da nisu simpleksi, ve� nisu nu�no ni prosti politopi. U
sluqaju formiraǌa familije PAn,1, sabirci su definisani kao konveksni omo-
taqi skupova taqaka u Rn+1 xto je znaqajna prednost sa stanovixta programi-
raǌa.

Osim xto predstavǉa direktan topoloxki dokaz teoreme koherencije u si-
metriqnim monoidalnim kategorijama, poseban znaqaj ove alternativne reali-
zacije je u uspostavǉaǌu jasne veze izme�u operacije sumiraǌa Minkovskog
i operacije odsecaǌa strana permutoedra, tj. ǌegovog zarubǉivaǌa. Iz ove
veze implicitno sledi procedura za analognu realizaciju xire klase prostih
politopa–familije prostih permutonestoedara.

Na kraju, u tezi su date ocene hromatskih brojeva prostog permutoasociedra
i nekih znaqajnih nestoedara, sa ciǉem prouqavaǌa mogu�e veze ovih klasa
politopa sa torusnim i kvazitorusnim mnogostrukostima.

Tokom svih spomenutih istra�ivaǌa, za potrebe ove disertacije je razvijeno
nekoliko softverskih rexeǌa (programa i aplikacija) uz pomo� raznovrsnih
programskih jezika i paketa (Java, polymake/Perl, Rhinoceros/ Grasshopper). Naj-
znaqajnija me�u ǌima opisana su u dodatku teze programskim kodom i odgo-
varaju�im ilustrativnim primerima.

Kǉuqne reqi: koherencija, simetriqna monoidalna kategorija, komutativnost,
asocijativnost, geometrijska realizacija, prosti politopi, zarubǉivaǌe.

Nauqna oblast: Matematika

U�a nauqna oblast: Logika - Teorija kategorija



Coherence and simple polytopes �

abstract

In category theory, the term �coherence of a particular type of the category� indicates in the
broadest sense that the diagrams composed of its canonical arrows commute. This commuta-
tivity must usually satisfy some additional assumptions, but it might also be unconditional.
In modern categorical (or categorial) proof theory, the notion of �coherence� (or more precisely
� �coherence theorems�), implies the existence of a faithful functor from a freely generated
category, built out of syntactic material, into the category that o�ers a possibility for deter-
mining equality of arrows. The most common examples of such categories are those whose
arrows represent certain relations and diagrams (manifolds, cobordisms).

Coherence results are considered to be of paramount importance within the framework of
general proof theory because they provide satisfactory identity criteria for proofs in deductive
systems. The solution to the problem of proof identity criteria would consequently lead to
the de�nition of the concept of �proof�, which is the most fundamental question within the
realm of general proof theory.

Bearing in mind the aforementioned, this dissertation aims to examine topological proofs of
coherence theorems with the major focus on the constructions of new polytope families which
could be used as topological proofs. Hence, the dissertation is predominantly dedicated to the
coherence proofs mentioned above, that is � the various geometrical realisations of speci�c
abstract polytopes that are given combinatorially.

In the early nineties, the Russian mathematician Mikhail Kapranov introduced a family
of combinatorial cell-complexes named permutohedron-based-associahedra (shortened to per-
mutoassociahera). This family of abstract polytopes arises as a �hybrid� from two signi�cant
polytope families � permutohedra and associahedra. This hybrid represents the �rst geomet-
rical interpretation of the interaction between commutativity and associativity. In his seminal
work, Kapranov showed that this cell structure had been constructed as a CW -ball, which
further resulted in the topological proof for the coherence of symmetrical monoidal categories.
Shortly afterwards, all these CW -complexes were realised as a family of convex polytopes in
the study carried out by Victor Reiner and Grunter Ziegler. However, the polytopes of this
family do not appear to be simple even though associahedra and permutohedra are proved
to be simple polytopes in all dimensions. More speci�cally, they belong to a family of simple
polytopes, called nestohedra, which has been widely examined from both combinatorial and
topological point of view.

Therefore, the starting point for this thesis seems to be very natural: to search for a
simple hybrid of these two families (i.e. a simple permutoassociahedron), which would still
be adequate for a topological proof of symmetric monoidal coherence. The initial hypothesis
underlying this research is that such a polytope should exist in all dimensions. By applying
a procedure similar to the one by which nestohedra is produced, the abstract polytope that
corresponds to the coherence problem, and can be realised geometrically as a simple polytope,
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is described. In other words, a family of simple permutoassociahedra is de�ned and subse-
quently, a topological proof of symmetric monoidal coherence is presented. More accurately,
an explicit realisation of an n-dimensional simple permutoassociaheron, denoted by PAn, is
given by the systems of inequalities representing halfspaces in Rn+1. As an alternative, a ge-
ometrical realisation of the family constructed by Minkowski sums is also o�ered. A family of
n-dimensional simple polytopes PAn,c is de�ned as Minkowski sum of certain polytopes such
that PAn,c is normally equivalent to PAn, for every c ∈ (0, 1]. This speci�c realisation has its
roots in the realisation of nestohedra, de�ned by Alexander Postnikov, according to which ev-
ery Minkowski summand in the representation yields to the appropriate facet of the resulting
sum, i.e. produces the appropriate truncation of the currently obtained partial sum. It should
also be noted that each summand in Postnikov's representation of nestohedra is a simplex.
On the other hand, this dissertation shows that, in the case of analogous representation of
simple permutoassociahedra, both simplices and their sums cannot be taken as summands.
Moreover, some of these summands are not even simple polytopes. With reference to the
polytope PAn,1, the summands are de�ned as convex hulls of certain points in Rn+1, which
is particularly bene�cial from a computational perspective.

As a result, a clear correlation between Minkowski sums and truncations of permutohe-
dron is established, which implicitly contributes to creating a general procedure for geomet-
rical realisation of the analogous hybrid formed from the permutohedron and an arbitrary
nestohedron (permutohedron-based-nestohedron). In such realisation, every summand pro-
duces exactly one truncation of the permutohedron, i.e. yields to the appropriate facet of the
resulting Minkowski sum.

In the �nal part of the dissertation, in order for potential correlations between some family
of simple polytopes and toric and quasitoric manifolds to be explored, the chromatic numbers
of the simple permutaossociahedron and several signi�cant nestohedra are either de�ned or
estimated.

To address all the research questions mentioned above, several computer programmes were
developed. Depending on the nature of the tasks and exercises that are solved or presented by
these programmes, various software packages and programme languages were employed, e.g.
Java, polymake/Perl and Rhinoceros/Grasshopper. A brief sketch of these programmes,
including their source codes and adequate testing examples, can be found in the appendix.

Key words: coherence, symmetric monoidal category, commutativity, associativity, geomet-
rical realisation, simple polytopes, truncations.

Scienti�c �eld: Mathematics

Scienti�c sub�eld: Logic - Category Theory
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Uvod

Naslov teze vezuje dva pojma potekla iz izvorno potpuno razliqitih matema-
tiqkih svetova, pojam koherencije i pojam politopa. Takav naslov, ma koliko
naizgled delovao xiroko postavǉen, ipak na najkoncizniji naqin ka�e da je
ovaj rad posve�en ulozi prostih politopa u teoremama koherencije. Jox pre-
ciznije reqeno, predmet prouqavaǌa su topoloxki dokazi koherencije i defini-
saǌe novih familija prostih politopa koje u takvim dokazima mogu poslu�iti.

Teza je organizovana u qetiri poglavǉa. U prvom se bavimo politopima,
u drugom koherencijom, dok je tre�e poglavǉe posve�eno topoloxkim dokazima
koherencije simetriqnih monoidalnih kategorija, tj. geometrijskim realizaci-
jama specifiqnog apstraktnog politopa koji je zadat kombinatorno. U qetvrtom
poglavǉu dajemo ocene hromatskih brojeva nekih poznatih familija prostih
politopa.

Prvo poglavǉe, pored poznatih qiǌenica i tvr�eǌa koja se tiqu politopa,
sadr�i i nova tvr�eǌa koja su od velike koristi u tre�em poglavǉu, naroqito
Pododeǉku 3.3.3. Bavimo se politopima i kao geometrijskim i kao kombinator-
nim objektima, tj. i iz ugla konveksne geometrije i iz ugla kombinatorike i
diskretne geometrije.

Drugo poglavǉe otpoqiǌe uvo�eǌem kategorijskih pojmova koji su neophodni
za naxe bavǉeǌe koherencijom i kratkim pregledom Meklejnovih rezultata ko-
herencije monoidalnih i simetriqnih monoidalnih kategorija. Nakon toga, u
narednom odeǉku, detaǉno obrazla�emo xta taqno podrazumeva jedan topoloxki
dokaz koherencije odre�enog tipa kategorija, qime u potpunosti opravdavamo
qiǌenicu da jedna disertacija iz oblasti teorije kategorija glavnu ulogu ipak
dodeǉuje politopima. Posledǌi odeǉak rekonstruixe Kapranovǉev pristup
koji je doveo do familije apstraktnih permutoasociedara, a koji su kasnije
i geometrijski realizovani kao familija politopa. Iako je req o politopi-
ma koji nisu prosti, ǌihovo postojaǌe obezbe�uje topoloxki dokaz koherencije
simetriqnih monoidalnih kategorija. Jedan od glavnih rezultata ove teze je
formiraǌe familije simplicijalnih kompleksa, tj. klase apstraktnih poli-
topa, koja se geometrijski mo�e realizovati kao familija prostih politopa.
Razlika izme�u naxeg pristupa koji vodi do familije prostih permutoasoci-
edara i Kapranovǉevog pristupa, formalizovana je u posledǌem odeǉku drugog
poglavǉa.

U Odeǉku 3.1 definixemo pomenutu klasu prostih apstraktnih permutoaso-
ciedara i dokazujemo da ona zaista slu�i u dokazu koherencije kojom se bavimo.
Drugi va�an rezultat, dat u Odeǉku 3.2, je eksplicitna geometrijska reali-
zacija formiraǌem nejednakosti poluprostora koji zadaju politope u klasi.
Ova familija prostih permutoasociedara oznaqena je sa PAn. Ostali odeǉci
tre�eg poglavǉa posve�eni su alternativnoj realizaciji koja koristi sumiraǌe
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Minkovskog. Naime, vode�i se Postǌikovǉevim predstavǉaǌem nestoedara su-
mom odgovaraju�ih simpleksa, prvobitna hipoteza je bila da se prost permu-
toasociedar mo�e definisati kao suma permutoedara odgovoarju�ih dimenzija,
ili eventualno nekih drugih nestoedara. Me�utim, ve� u trodimenzional-
nom sluqaju se pokazuje da ve�ina sabiraka koji formiraju ciǉani politop,
ne samo da nisu permutoedri, ve� nisu ni sume simpleksa. Mnogi qak nisu ni
prosti politopi. Uveden je pojam deformacije politopa (Definicija 3.3.1) koji
omogu�ava da sve pomenute sabirke definixemo kao deformacije odgovaraju�ih
nestoedara. U Pododeǉku 3.3.3, sumu odgovaraju�eg izbora ovakvih sabiraka
oznaqavamo sa PAn,c i dokazujemo da su, za svako n, politopi PAn i PAn,c nor-
malno ekvivalentni. Parametrom c ∈ (0, 1] smo uspeli da za svako n obezbedimo
zapravo qitavu kolekciju prostih n-permutoasociedara. Ovu realizaciju is-
tiqemo kao najznaqajniji rezultat ovog rada, jer ona nudi proceduru kojom bi
se mogli geometrijski realizovati i ostali qlanovi familije politopa kojoj
pripada nax permutoasociedar. Req je o proxirenom intervalu nestoedara,
tj. klasi prostih politopa koji nastaju odsecaǌem strana (zarubǉivaǌem) per-
mutoedra i drugih prostih politopa. Ovu proceduru implicitno isporuquju
Tvr�eǌe 3.3.7, Lema 3.3.14 i Teorema 3.3.12.

Poglavǉe posve�eno hromatskim brojevima nekih znaqajnih klasa prostih
politopa, ukǉuquju�i i proste permutoasociedre, prema svom sadr�aju se moglo
na�i i kao pododeǉak prvog poglavǉa. Ostavǉeno je za kraj jer nije u di-
rektnoj vezi sa koherencijom. Ovo kombinatorno svojstvo smo ispitivali u
nameri da prona�emo jox neku klasu prostih n-politopa, koja, uz n-simplekse i
n-permutoedre, ima hromatski broj n ili n + 1, xto bi sa stanovixta torusne
topologije bio znaqajan rezultat. Naime, svi prosti politopi qije smo hromat-
ske brojeve oceǌivali, pojavǉuju se kao prostori orbita nekih kvazitorusnih
mnogostrukosti. Bilo je prirodno oqekivati da �e ǌihovi hromatski brojevi
biti niski imaju�i u vidu da je to dovoǉan uslov za dopuxtaǌe kvazitorusne
mnogostrukosti. Me�utim, na naxe iznena�eǌe, ispostavilo se da su hromat-
ski brojevi ispitivanih politopa znaqajno ve�i. Qiǌenica da je req o pros-
tim politopima visokih hromatskih brojeva koji ipak dopuxtaju kvazitorusnu
strukturu, ovaj rezultat qini interesantnim.

Najznaqajniji rezultati ove disertacije objavǉeni su u [3] i [27].
Sve autorske leme, tvr�eǌa i teoreme su kompletno i detaǉno dokazane,

dok su poznata tvr�eǌa drugih autora navedena uz referiraǌe na mesto gde
qitalac mo�e na�i originalne formulacije tih tvrdǌi uz kompletne dokaze.
Za nekolicinu takvih tvr�eǌa, ponudili smo alternativne dokaze prilago�ene
sadr�aju ove teze.

Elementarni matematiqki pojmovi koji nisu iz direktnog domena ove diser-
tacije (vektorski (pot)prostor, norma vektora, linearna nezavisnost vektora,
matrica, (hiper)ravan, (otvoreni) poluprostor, afini omotaq itd.) nisu eks-
plicitno definisani. Podrazumevano je ǌihovo klasiqno geometrijsko ili al-
gebarsko znaqeǌe.

Xto se tiqe notacije, prazan skup je oznaqen sa ∅, kardinalnost skupa X
sa |X|, a skup {1, . . . ,m}, m ∈ N, zapisujemo kratko [m]. Skupovne operacije
unije, preseka i razlike oznaqene su redom simobolim ∪, ∩ i −. Relacije pod-
skup (inkluzija) i pravi podskup oznaqene su redom simbolima ⊆ i ⊂. Ako
drugaqije nije naglaxeno, uporedivost podrazumeva uporedivost u odnosu na
relaciju inkluzije. Oznaka Rn predstavǉa n-dimenzionalni realni Euklidski
prostor, 0 oznaqava taqku (0, . . . , 0) ∈ Rn, a krajǌe taqke vektora standardne baze
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prostora oznaqene su sa ei, i ∈ [n]. Za dualni prostor vektorskog prostora V ko-
ristimo oznaku V ∗, a za euklidsku normu vektora v, oznaku ‖v‖. Oznaka 〈a, b〉 je
rezervisana za skalarni proizvod dva vektora a, b ∈ Rn. Ako je sa π oznaqena
jednaqina 〈a, x〉 = c, tada su π>, π6, π> i π< oznake nejednaqina koje se dobijaju
od jednaqine π zamenom znaka ,,=” redom znacima ,,>”, ,,6”, ,,>” i ,,<”. Narav-
no, ako π definixe hiperravan, tada π> i π6 (π> i π<) definixu odgovaraju�e
poluprostore (otvorene poluprostore). Va�i i obrnuto. Na primer, ako je π>

oznaka nejednaqine 〈a, x〉 > c, tada π oznaqava jednaqinu 〈a, x〉 = c, xto u sluqaju
kada π> definixe poluprostor znaqi da π definixe graniqnu hiperravan tog
poluprostora.

Na kraju, teza sadr�i i dodatak koji prikazuje nekoliko zanimǉivih i ko-
risnih autorskih softverskih rexeǌa, koja su prete�no nastala u ranoj fazi
istra�ivaǌa. Dodatak je organizovan u tri celine u zavisnosti od korix�enog
alata. Celini koja se odnosi na polymake, softverski paket specijalizovan za
rad sa politopima, posve�eno je najvixe pa�ǌe. Za razliku od ostalih celina,
pored ilustrativnih primera koji su direktno slu�ili naxem istra�ivaǌu,
ona nudi i mali priruqnik koji bi, verujemo, poqetnicima bio od velike pomo�i.
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Glava 1

Politopi

Najznaqajniji rezultati koji proistiqu iz ove doktorske disertacije, ti-
qu se pojma koherencije teorije kategorija, odnosno pripadaju matematiqkoj
logici. Ipak, poqetak disertacije je posve�en konveksnim politopima, izvorno
geometrijskom pojmu, jer �e upravo egzistencija odre�enih politopa garanto-
vati spomenute rezulate, tj. obezbediti potrebne topoloxke dokaze teorema ko-
herencije.

Elementarni primeri konveksnih politopa, konveksni poligoni i neka trodi-
menzionalna tela, prepoznati su i izuqavani jox u antiqko vreme. Prvi mate-
matiqar koji je prouqavao politope ve�ih dimenzija bio je Ludvig Xlefli koji
je sredinom XIX veka opisao pravilne qetvorodimenzionalne politope. ǋegov
rad, ukǉuquju�i i notaciju konveksnih politopa pomo�u zagrada i zareza koja
po ǌemu i nosi naziv, otkriven je i sistematizovan tek posthumno (videti [42]).
Nakon toga, sredinom XX veka, najzaslu�niji za daǉi razvoj teorije pravilnih
politopa proizvoǉnih dimenzija, bio je Herold Kokseter (videti [10]), qiji je
rad dvadeset godina kasnije, nadogradio Branko Grinbaum daju�i nemerǉiv do-
prinos teoriji konveksnih politopa generalno. Grinbaumova monografija ,,Kon-
veksni politopi” [24], ve� pedeset godina je inspiracija za mnoge velike rezul-
tate u ovoj oblasti. Prvi matematiqari koji su posmatrali politope iz ugla
diskretne geometrije, bili su Ludvig Dancer i Egon Xulte. Oni su, ranih
osamdesetih godina XX veka, postavili osnove teorije kombinatornih objekata
koje danas zovemo apstraktnim politopima.

Teorija konveksnih politopa danas predstavǉa va�nu sponu izme�u geome-
trije, algebre, kombinatorike, logike, topologije i drugih poǉa matematike,
te se xiroko prouqava sa razliqitih matematiqkih stanovixta. U narednom
poglavǉu izla�emo osnove ove teorije koje su neophodne za predmet disertacije.
Prete�no se oslaǌaju na spomenutu monografiju Grinbauma, ali i na monogra-
fiju Gintera Ciglera ,,Lekcije o politopima” [49], koja se smatra najpregledni-
jim uvodom u kombinatornu teoriju politopa i kao takva se koristi kao osnovni
u
benik Diskretne geometrije xirom sveta.

1.1 Geometrijska svojstva politopa

1.1.1 Definicije i primeri politopa

Definicija 1.1.1. Konveksni politop P je konveksni omotaq konaqnog skupa
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taqaka V = {v1, . . . , vk} ⊂ Rn, tj.

P = convV =
{
λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λkvk |

k∑
i=1

λi = 1, λi > 0 za svako i ∈ [k]
}
.

Konveksni politop se mo�e definisati i kao ograniqeni presek konaqno
mnogo poluprostora, tj. na naqin koji propisuje slede�a definicija.

Definicija 1.1.2. Konveksni politop P je ograniqen skup rexeǌa sistema od
m ∈ N linearnih nejednaqina

P = P (A, b) = {x ∈ Rn | 〈ai, x〉 > bi, i ∈ [m]},

pri qemu je A ∈ Rm×n matrica sa vrstama ai, a b ∈ Rm vektor realnih brojeva
bi. Ovde ograniqenost podrazumeva da je P ograniqeni podskup prostora Rn,
odnosno da postoji konstanta M takva da je ‖x‖ 6M za svako x ∈ P .

Iako su ekvivalentne (videti dokaz Teoreme 1.1. u [49] ili Teoreme 3.1.1. u
[2]), ove dve definicije se algoritamski esencijalno razlikuju, pa �e se kao tak-
ve kroz tezu koristiti ravnopravno. Kako posmatramo samo konveksne politope,
req ,,konveksan” �e se izostavǉati i podrazumeva�e se. Kolekciju svih politopa
u Rn oznaqavamo sa Mn po uzoru na [7].

Definicija 1.1.3. Dimenzija politopa P , u oznaci dim(P ), je dimenzija ǌegovog
afinog omotaqa.

Politop P ∈ Mn dimenzije d zovemo jox i d-politop. Iz prethodnih defi-
nicija sledi da je −1 6 d 6 n. Politop dimenzije −1 je ∅, 0-politopi su taqke,
1-politopi su du�i, dok su 2-politopi poligoni ili mnogouglovi.

Primer 1.1.1. Neka je

V =
{

(−2, 4), (0, 0), (2, 3), (−3,−6), (−1,−4), (3,−6), (2,−1), (2, 1)

(−1, 2), (3, 2), (3, 4), (−4,−5), (−1,−1), (−3, 0), (−5, 1), (1, 1)
}
.

x1

x2

(−2, 4) (3, 4)

(3,−6)(−3,−6)

(−4,−5)

(−5, 1)
x1

x2

Slika 1.1: 2-politop u R2
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Politop P1 = convV je poligon prikazan na Slici 1.1 levo. S druge strane, ako
posmatramo skup poluprostora

H = {−x1 > −4, x2 > −6, x1 + x2 > −9, x1 − 6x2 > −26,

−x1 > −3, −x2 > −4, x1 − x2 > −6, 6x1 + x2 > −29},

tada je politop
⋂
{h | h ∈ H} tako�e politop P1 (Slika 1.1 desno). Primetimo

da nisu svi elementi skupa H neophodni za definisaǌe P1. Naime,

P1 =
⋂{

h | h ∈ H − {x1 − 6x2 > −26,−x1 > −4}
}
.

Primer 1.1.2. Ako je V =
{

(1, 2, 4), (1, 4, 2), (2, 1, 4), (2, 4, 1), (4, 1, 2), (4, 2, 1)
}
, onda je

P2 = convV je poligon prikazan na Slici 1.2.

x1

x2

x3

(1, 2, 4)

(2, 1, 4)

(4, 1, 2)

(4, 2, 1)

(2, 4, 1)

(1, 4, 2)

Slika 1.2: 2-politop u R3

(0, 4, 0)

(0, 4, 4)

(0, 0, 4) (4, 0, 4)

(4, 0, 0)

(4, 4, 0)

(4, 4, 4)

(0, 0, 0)
x1

x2

x3
P P1

x1

x2

x3

x1

x2

x3
P2

x1

x2

x3
P3

x1

x2

x3
P4

x1

x2

x3
P5

Slika 1.3: 3-politopi u R3
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Primer 1.1.3. Neka je H =
{
xi > 0,−xi > −4 | i ∈ {1, 2, 3}

}
⊂ R3 skup poluprosto-

ra i neka su π>1 , π
>
2 , π

>
3 , π

>
4 i π>5 poluprostori definisani redom nejednaqinama

−x1 − x2 > −6, −2x1 − x2 − 2x3 > −18, −x1 − x2 − x3 > −11, −x1 − x2 − x3 > −10 i
−x1 − x2 − x3 > −8. Slika 1.3 redom ilustruje 3-politop P =

⋂
{h | h ∈ H} i

3-politope Pi = P ∩ π>i , i ∈ [5].

Primer 1.1.4. Najjednostavniji n-politop uMn je n-simpleks–konveksni omotaq
proizvoǉnih n + 1 afino nezavisnih taqaka. Direktno sledi da je i konveksni
omotaq proizvoǉnog nepraznog podskupa ovakvih n + 1 taqaka tako�e simpleks
odgovaraju�e dimenzije. Ako je I proizvoǉan neprazan podskup skupa [n], tada
je politop

∆I = conv{ei | i ∈ I}
jedan (|I|− 1)-simpleks. Specijalno, politop ∆[d+1], 0 6 d 6 n, se naziva standar-
dni d-simpleks.

e1 e1 e2 e1 e2

e3

e1 e2

e3

e4

Slika 1.4: Standardni simpleski ∆{1},∆{1,2},∆{1,2,3} i ∆{1,2,3,4}

Primer 1.1.5. Neka je π hiperravan prostora Rn+1 definisana jednaqinom

x1 + . . .+ xn+1 = 3n+1,

i neka je za svako i ∈ [n + 1], π>i poluprostor definisan nejednaqinom xi > 3.
Politop

(
⋂
{π>i | i ∈ [n+ 1]}) ∩ π,

definisan u [15, Odeǉak 9], je primer n-simpleksa u prostoru Rn+1.

Definicija 1.1.4. Nejednaqina 〈a, x〉 > b je validna za politop P ∈ Mn kada
va�i za svako x ∈ P . Kada je nejednaqina π> validna za politop P , tada je skup
F = P ∩ π strana politopa P .

Oqigledno, ako neka nejednaqina definixe poluprostor i validna je za neki
politop, onda ceo politop le�i u tom poluprostoru i presek politopa sa gra-
niqnom hiperravni tog poluprostora definixe jednu stranu tog politopa.

Neka su π0 i π−1 redom jednaqine 〈0, x〉 = 0 i 〈0, x〉 = −1. Primetimo da su, za
svaki politop P , π>0 (ceo prostor) i π>−1 (prazan skup) validne nejednaqine, pa
su i P ∩ π0 i P ∩ π−1 strane politopa P , odnosno i sam politop P i ∅ su strane
politopa P . Strana F politopa P , takva da je F 6= ∅ i F 6= P , je ǌegova prava
strana.

U skladu sa Definicijom 1.1.2 i Definicijom 1.1.4, svaka strana politopa
je tako�e politop. Strana dimenzije k, naziva se k-stranom. Temena, ivice
i pǉosni d-politopa su ǌegove strane dimenzija redom 0, 1 i d − 1. Poligoni
nose naziv prema broju temena, odnosno ivica (qetvorouglovi, petouglovi i sl.).
Skup svih temena politopa P obele�avamo sa V(P ), a skup svih ǌegovih pǉosni
sa F(P ). Unija svih pǉosni zove se granica i obele�ava oznakom ∂P .
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Definicija 1.1.5. Graf ili 1-skelet politopa je graf qija su temena i ivice
u 1-1 korespodenciji sa temenima i ivicama tog politopa uz oquvaǌe relacije
incidencije.

Definicija 1.1.6. Neka je fi broj i-strana d-politopa P . Celobrojni vektor
f(P ) = (f0, f1, . . . , fd−1) je f-vektor politopa P .

Primer 1.1.6. Vektor (6, 6) je f-vektor xestouglova P1 i P2 iz Primera 1.1.1 i
Primera 1.1.2. Oqigledno, (k, k) je f-vektor svakog poligona sa k temena. Za
politope iz Primera 1.1.3 va�i

f(P ) = (8, 12, 6), f(P1) = f(P2) = f(P3) = f(P4) = (10, 15, 7) i f(P5) = (7, 12, 7).

Definicija 1.1.7. Oslonac ili nosaq politopa P ∈ Mn je hiperravan π za koju
je F = P ∩ π neprazna strana politopa P .

Definicija 1.1.8. Neka je P = P (A, b) ∈ Mn i π>i poluprostor definisan i-tom
nejednaqinom 〈ai, x〉 > bi. Poluprostor π>i je graniqni poluprostor politopa P
kada πi definixe neku ǌegovu pǉosan. Dakle, u tom sluqaju je −ai, spoǉaxǌi
vektor normale graniqnog poluprostora π>i , i spoǉaxǌi vektor normale pǉosni
P ∩ πi.

Tvr�e�e 1.1.1. [24, Teorema 2.2.4] Za svaku stranu politopa postoji nosaq koji je
sadr�i.

Primetimo da kada je P ∈ Mn n-politop, tada je hiperravan koja sadr�i
odre�enu pǉosan jedinstvena.

Primer 1.1.7. U Primeru 1.1.1, skup H − {x1 − 6x2 > −26,−x1 > −4} je skup
graniqnih poluprostora xestougla P1. Hiperravan x1 − 6x2 = −26 jeste nosaq
xestougla, dok hiperravan x1 = 4 to nije (Slika 1.1 desno).

Primer 1.1.8. U Primeru 1.1.3, skup H, odnosno skupovi H ∪ {π>i }, i ∈ [5], su
skupovi graniqnih poluprostora politopa P , odnosno politopa Pi.

Slede poznata tvr�eǌa koja se tiqu strana politopa. Izvorno se pojavǉuju
u [24, str. 18-19].

Tvr�e�e 1.1.2. [49, Tvr�eǌe 2.2 i Tvr�eǌe 2.3] Za politop P i ǌegovu stranu F
va�e slede�i iskazi.

(i) P je konveksni omotaq skupa svojih temena, tj. P = convV(P ).

(ii) Ako je P = convV , onda je V(P ) ⊆ V .

(iii) Presek proizvoǉnih strana politopa P je tako�e strana politopa P .

(iv) Temena politopa F su temena politopa P sadr�ana u politopu F , tj.
V(F ) = F ∩ V(P ).

(v) Strane politopa F su strane politopa P sadr�ane u politopu F .

Ako je P = convV d-simpleks, gde je V skup od d+ 1 afino nezavisnih taqaka,
tada je, prema prethodnom tvr�eǌu, V(P ) = V .

Posledica 1.1.3. [24, Teorema 4.1.2] Proizvoǉnih k + 1 temena d-simpleksa qine
jednu ǌegovu k-stranu. I obrnuto, svaka k-strana d-simpleksa je k-simpleks.
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Koherencija i prosti politopi

Tvr�e�e 1.1.4. [24, Teorema 3.1.6 i Teorema 3.1.7] Svaka (d− 2)-strana F d-poli-
topa je sadr�ana u taqno dve pǉosni F1 i F2 tog politopa i va�i F = F1 ∩ F2. Za
0 6 h < k 6 d− 1, svaka h-strana politopa je presek bar k − h+ 1 ǌegovih k-strana
koje tu stranu sadr�e.

Posledica 1.1.5. Za 0 6 h < d − 1, svaka h-strana d-politopa je presek bar d − h
pǉosni koje je sadr�e. Specijalno, svako teme je presek bar d pǉosni kojima pri-
pada.

Prethodna tvr�eǌa pru�aju mogu�nost uspostavǉaǌa relacije inkluzije na
skupu svih strana jednog politopa qemu je u potpunosti posve�en naredni pod-
odeǉak.

1.1.2 Mre�a strana politopa

Za prouqavaǌe skupa strana politopa, potrebna nam je terminologija koja se
tiqe ure�enih skupova, tj. ure�eǌa. Definisa�emo neophodne pojmove, a za vixe
detaǉa o teoriji ure�enih skupova upu�ujemo na [43].

Definicija 1.1.9. Ako je 6 relacija poretka na konaqnom skupu A (refleksivna,
tranzitivna i antisimetriqna), tada ure�eni par (A,6) predstavǉa ure�eni skup
A ili ure�eǌe nad skupom A. Element a ∈ A je minimalan ako za svaki element
x ∈ A, x 6 a povlaqi x = a. Element a ∈ A je maksimalan ako za svaki element
x ∈ A, a 6 x povlaqi x = a. Doǌa granica skupa B ⊆ A je element a ∈ A takav da
za svaki element x ∈ B va�i a 6 x. Sliqno, element a ∈ A je gorǌa granica skupa
B ⊆ A ako za svaki element x ∈ B va�i x 6 a.

Minimalnih i maksimalnih elemenata u jednom ure�eǌu mo�e biti vixe jer
me�usobno ne moraju biti uporedivi relacijom 6. Primetimo jox da su mi-
nimalni i maksimalni elementi skupa A redom ǌegove doǌe i gorǌe granice.
Ure�eni skup je ograniqen kada ima jedinstveni minimalni element, u oznaci 0̂,
i jedinstveni maksimalni elemenet, u oznaci 1̂.

Dva ure�eǌa (A,6A) i (B,6B) su izomorfna kada postoji bijekcija φ : A→ B
koja quva relaciju poretka, tj. x 6A y ako i samo ako φ(x) 6B φ(y).

Podskup ure�enog skupa je tako�e ure�eǌe sa indukovanom relacijom poretka.
Interval izme�u dva elementa x, y ∈ A ure�eǌa (A,6), pri qemu je x 6 y, je
ure�eǌe nad skupom [x, y] = {a ∈ A | x 6 a 6 y}. Interval je bulovsko ure�eǌe ako
je za neko k taj interval izomorfan ure�eǌu nad svim podskupovima skupa od k
elemenata.

Za svako ure�eǌe (A,6) postoji ǌemu dualno ure�eǌe (A,6)op nad istim
skupom tako da x 6 y va�i u (A,6)op ako i samo ako y 6 x va�i u (A,6).

Definicija 1.1.10. Ure�eǌe je ∨-polumre�a kada ima jedinstveni maksimalni
element i svaka dva elementa imaju jedinstvenu najmaǌu gorǌu granicu. Ured-
jeǌe je ∧-polumre�a kada ima jedinstveni minimalni element i svaka dva ele-
menta imaju jedinstvenu najve�u doǌu granicu. Ure�eǌe je mre�a kada je i
∨-polumre�a i ∧-polumre�a.

Oqigledno, uklaǌaǌem minimalnog (maksimalnog) elementa iz mre�e nastaje
∨-polumre�a (∧-polumre�a). Tako�e, (A,6) je ∨-polumre�a (∧-polumre�a) ako
i samo ako je (A,6)op ∧-polumre�a (∨-polumre�a).

Tvr�e�e 1.1.6. Skup svih strana politopa ure�en relacijom inkluzije je mre�a.
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1.1. Geometrijska svojstva politopa

Dokaz: U skladu sa Tvr�eǌem 1.1.4, skup strana proizvoǉnog politopa P , ure-
�en relacijom inkluzije, qini jedan ure�eni skup. Kako on sadr�i praznu
stranu kao jedinstveni minimalni element i P kao jedinstveni maksimalni ele-
ment, req je o ograniqenom ure�eǌu.

Neka su F1 i F2 dve strane politopa P . Prema iskazima (iii) i (v) Tvr�e-
ǌa 1.1.2, F1∩F2 je strana politopa P , ali i strana politopa F1 i F2. Sve ostale
strane politopa P sadr�ane u F1 i F2, sadr�ane su i u ǌihovom preseku, pa je
F1 ∩ F2 jedinstvena najve�a doǌa granica za F1 i F2. Sliqno, ǌihova najmaǌa
gorǌa granica je presek svih onih strana politopa P koje sadr�e i F1 i F2.

Mre�u strana politopa P oznaqavamo sa (P,⊆). Ona se qesto xematski pred-
stavǉa Haseovim dijagramom, orijentisanim grafom qija su temena elementi
mre�e, tj. strane politopa. Od temena F1 do temena F2 postoji ivica ako i
samo ako je [F1, F2] = {F1, F2}.

Primer 1.1.9. Mre�e strana xestougla P1 iz Primera 1.1.1 i standardnog
3-simpleksa definisanog u Primeru 1.1.4 ilustrovane su na narednoj slici.
Primetimo da dijagram levo odgovara i xestouglu P2 iz Primera 1.1.2, a i
svakom drugom xestouglu. Sliqno, dijagram desno odgovara proizvoǉnom 3-sim-
pleksu.

Slika 1.5: Haseovi dijagrami xestougla i 3-simpleksa

Uvedimo relaciju ekvivalencije me�u politopima koja �e poistovetiti sve
politope qijim mre�ama strana odgovara isti Haseov dijagram.

Definicija 1.1.11. Politopi P i Q su kombinatorno ekvivalentni, u oznaci
P ∼ Q, kada su ǌihove mre�e strana izomorfne.

Primer 1.1.10. Sve taqke su kombinatorno ekvivalentne; sve du�i su kombina-
torno ekvivalentne. Dva poligona su kombinatorno ekvivalenta ako i samo ako
imaju jednak broj temena, pa su xestouglovi P1 (Slika 1.1) i P2 (Slika 1.2),
kombinatorno ekvivalentni.

Posmatrajmo 3-politope definisane u Primeru 1.1.3 (Slika 1.3). Politop P
je kombinatorno ekvivalentan politopu prikazanom na Slici 3.7 levo. Politopi
P2, P3 i P4 su me�usobno kombinatorno ekvivalentni, a istoj klasi pripada i
politop ilustrovan na Slici 3.8. Primetimo da direktno iz definicija sledi
da je jednakost f-vektora neophodan uslov za kombinatornu ekvivalenciju. Da
nije i dovoǉan svedoqi politop P1 koji nije u istoj klasi sa politopima P2, P3

i P4 (videti Primer 1.1.6).

Primer 1.1.11. [24, Teorema 4.1.1] Svi d-simpleksi su kombinatorno ekvi-
valentni.
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Koherencija i prosti politopi

Ponedge se kombinatorno ekvivalentni politopi nazivaju i izomorfnim ili
politopima istog kombinatornog tipa. Vixe o politopima iste klase kombina-
torne ekvivalencije bi�e izlo�eno u Pododeǉku 1.2.1.

Promenom orijentacije svih ivica Haseovog dijagrama koji odgovara mre�i
strana datog politopa P nastaje dijagram koji odgovara dualnoj mre�i (P,⊆)op.

Definicija 1.1.12. Politopi P i Q su (kombinatorno) polarni ili polar jedan
drugome kada je mre�a (P,⊆)op izomorfna mre�i (Q,⊆).

Svaki politop ima svoj polar. d-simpleksi su me�usobno polarni. Jedna od
konstrukcija politopa koji je polar zadatom je izlo�ena u [49, Odeǉak 2.3].

1.1.3 Prosti politopi i zarub	iva�e

Imaju�i u vidu Posledicu 1.1.5, politope iz naslova ove disertacije defi-
nixemo kao politope u qijim se temenim sustiqe minimalan broj pǉosni.

Definicija 1.1.13. Teme d-politopa je prosto kada postoji taqno d pǉosni (ili
ekvivalentno ivica) kojima pripada. Politop je prost kada je svako ǌegovo teme
prosto.

Oqigledno, politop kombinatorno ekvivalentan prostom politopu je tako�e
prost. U nastavku je ponu�eno jox ekvivalentnih naqina da se prost politop
definixe.

Tvr�e�e 1.1.7. [49, Tvr�eǌe 2.16] d-politop je prost ako i samo ako je za svako
0 6 h < d− 1 svaka ǌegova h-strana sadr�ana u taqno d− h pǉosni.

Primer 1.1.12. Svi poligoni i svi simpleksi su prosti politopi. Izuzev poli-
topa P5, svi 3-politopi na Slici 1.3 su prosti. Na Slici 3.7 i Slici 3.11
prikazana su po dva 3-politopa od kojih su samo politopi levo prosti. Prost
je i 3-politopi na Slici 2.3 desno.

Neka je P ∈ Mn i v ∈ V(P ). Za poluprostor π> ka�emo da je iznad temena v
kada v ∈ π>. Tako�e, ka�emo da je π> ispod temena v kada v /∈ π>.

Slika 1.6: Temeni zarubak 3-politopa [49, Pododeǉak 2.1]

Definicija 1.1.14. Temeni zarubak politopa u temenu v je presek tog politopa
sa graniqnom hiperravni poluprostora koji je ispod v, a iznad svih ostalih
temena tog politopa.
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1.1. Geometrijska svojstva politopa

Dakle, temeni zarupci d-politopa su (d− 1)-politopi.

Tvr�e�e 1.1.8. [49, Tvr�eǌe 2.16] Politop je prost ako i samo ako je temeni
zarubak u svakom ǌegovom temenu simpleks.

Tvr�e�e 1.1.9. [49, Tvr�eǌe 2.16] Politop P je prost ako i samo ako je za svaku
nepraznu stranu F interval [F, 1̂] ⊆ (P,⊆) bulovsko ure�eǌe.

Definiximo i politope kombinatorno polarne prostim politopima.

Definicija 1.1.15. Politop je simplicijalan kada je svaka ǌegova pǉosan sim-
pleks.

Primer 1.1.13. Pored taqaka i du�i, jedini politopi koji su i prosti i sim-
plicijalni su poligoni i simpleksi [8, Tvr�eǌe 1.8]. Simplicijalni politopi
su i oktaedar [49, Slika na str.15] i ikosaedar [25, Slika na str.7]. Naravno,
politop kombinatorno ekvivalentan simplicijalnom politopu je tako�e simpli-
cijalan.

Kao i u sluqaju prostih politopa, postoje i drugi ekvivalentni naqini da
se definixu simplicijalni politopi.

Tvr�e�e 1.1.10. [49, Tvr�eǌe 2.16] Ako je P d-politop, tada su slede�i iskazi
ekvivalentni.

(i) P je simplicijalan politop.

(ii) Svaka prava strana politopa P je simpleks.

(iii) Svaka pǉosan politopa P ima taqno d temena.

(iv) Svaka k-strana, 0 6 k 6 d− 1, politopa P ima taqno k + 1 temena.

(v) Za svaku pravu stranu F interval [0̂, F ] ⊆ (P,⊆) je bulovsko ure�eǌe.

Tvr�e�e 1.1.11. [49, Tvr�eǌe 2.16] Politop je simplicijalan ako i samo ako je
ǌegov polar prost politop. Politop je prost ako i samo ako je ǌegov polar sim-
plicijalan politop.

Dakle, klase simplicijalnih i prostih politopa su me�usobno polarne i
treba uvek imati na umu da se svako tvr�eǌe koje se odnosi na jednu od ǌih
mo�e preformulisati u dualno tvr�eǌe koje bi va�ilo za drugu klasu. Iako su,
dakle, suxtinski ravnopravni, nekada je lakxe baratati sa prostim, a nekada sa
simplicijalnim politopima. Razlozi zbog kojih u tezi dajemo prednost prostim
politopima bi�e jasni u Poglavǉu 2.

Definiximo operaciju zarubǉivaǌa politopa uz pomo� koje se od prostog
politopa mo�e formirati novi prost politop.

Definicija 1.1.16. Ako je F prava strana politopa P ∈ Mn i π> poluprostor
koji je iznad svih onih temena politopa P koja nisu sadr�ana u F , a ispod svih
onih koja jesu sadr�ana u F , tada politop P ∩ π> zovemo zarubǉenim politopom,
oznaqavamo sa trFP i ka�emo da je nastao zarubǉivaǌem politopa P odsecaǌem
strane F . Strana F predstavǉa odseqenu stranu, a π> i π redom poluprostor i
hiperravan odsecaǌa.

Definicija 1.1.17. Zarubǉeni politop trFP je paralelno zarubǉen kada postoji
hiperravan koja definixe stranu F paralelna hiperravni odsecaǌa. Paralelno
zarubǉeni politop nastao je paralelnim zarubǉivaǌem.
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Koherencija i prosti politopi

Dakle, svako zarubǉivaǌe politopa odsecaǌem nekog temena je paralelno.

Primer 1.1.14. Politopi Pi, i ∈ [4], iz Primera 1.1.3, su nastali paralelnim
zarubǉivaǌem politopa P (Slika 1.3). Preciznije,

trABP = P ∩ π>1 i trAP = P ∩ π>i , i ∈ {2, 3, 4},

za A = (4, 4, 4) i B = (4, 4, 0). Politop P5 nije nastao zarubǉivaǌem politopa P .
Ako je π hiperravan definisana jednaqinom

−2x1 − 2x2 − x3 = −14,

tada je P ∩ π> zarubǉeni politop nastao zarubǉivaǌem politopa P odsecaǌem
ivice AB, ali ovo zarubǉivaǌe nije paralelno.

Primer 1.1.15. Neka su P1, P2 i P3 politopi redom prikazani levo na Slici 3.7,
Slici 3.9 i Slici 3.11, i neka su Q1, Q2 i Q3 politopi prikazani redom na
Slici 3.8, Slici 3.10 i Slici 3.12. Tada je Q1 = trDP1, Q2 = trKJP2 i Q3 = trLJP3

i svi ovi politopi su paralelno zarubǉeni.

Napomena 1.1.1. Posmatrajmo mre�u strana politopa trFP = P ∩ π> nastalog
odsecaǌem k-strane d-politopa P . U ovom radu posmatramo iskǉuqivo zarubǉi-
vaǌa kod kojih odseqene strane nisu pǉosni, pa nadaǉe podrazumevamo da je
0 6 k 6 d− 2. Prema Definiciji 1.1.16 i Definiciji 1.1.8,

dim(trFP ) = dim(P ) i |F(trFP )| = |F(P )|+ 1,

pri qemu je svaki graniqni poluprostor politopa P ujedno i graniqni polu-
prostor zarubǉenog politopa, dok ,,novonastala” pǉosan politopa trFP le�i u
hiperravni odsecaǌa. Preciznije,

ako je F(P ) = {fi | i ∈ [m]}, onda je F(trFP ) = {gi | i ∈ {0, . . . ,m}},

pri qemu je g0 = P ∩π, a za svako i ∈ [m] pǉosan gi je ili podudarna pǉosni fi, ili
je zarubǉeni politop nastao odsecaǌem ǌene strane fi∩F (ovde se mo�e dogoditi
da je odseqena strana pǉosan). Otuda, za svaki neprazan podskup J ⊂ [m] va�e
slede�e ekvivalencije:⋂

{gj | j ∈ J} 6= ∅ ako i samo ako {fj | j ∈ J} 6= ∅ i
⋂
{fj | j ∈ J} * F,

g0 ∩
⋂
{gj | j ∈ J} 6= ∅ ako i samo ako F ∩

⋂
{fj | j ∈ J} 6= ∅ i

⋂
{fj | j ∈ J} * F.

Tvr�e�e 1.1.12. Politopi nastali zarubǉivaǌem istog politopa odsecaǌem iste
strane su kombinatorno ekvivalentni.

Dokaz: Neka su P1 = P ∩π>1 i P2 = P ∩π>2 zarubǉeni politopi nastali zarubǉi-
vaǌem politopa P odsecaǌem iste strane. Neka je gP1

0 = P ∩ π1 i gP2
0 = P ∩ π2,

i neka su preostale pǉosni zarubǉenih politopa, koje odgovaraju pǉosnima
politopa P u skladu sa prethodnom napomenom, oznaqene sa gP1

i i gP2
i , i ∈ [m]. U

skladu sa Posledicom 1.1.5, neka je preslikavaǌe φ : (P1,⊆)→ (P2,⊆) definisano
na slede�i naqin:

φ(
⋂
{gP1

j | j ∈ J}) =
⋂
{gP2

j | j ∈ J} za svaki skup J ⊂ [m],

φ(gP1
0 ∩

⋂
{gP1

j | j ∈ J}) = gP2
0 ∩

⋂
{gP2

j | j ∈ J} za svaki skup J ⊂ [m].

Prema ekvivalencijama iz prethodne napomene, φ je izomorfizam izme�u mre�a.
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1.1. Geometrijska svojstva politopa

Tvr�e�e 1.1.13. Zarubǉivaǌem prostog politopa nastaje prost politop.

Dokaz: Neka je trFP politop nastao zarubǉivaǌem prostog d-politopa P odse-
caǌem k-strane F . Neka su im pǉosni oznaqene kao u Napomeni 1.1.1. Prema
Tvr�eǌu 1.1.7, postoji skup I ⊂ [m] takav da je

F =
⋂
{fi | i ∈ I} i 2 6 |I| = d− k 6 d.

Pretpostavimo da postoji teme v politopa trFP koje nije prosto. Kako je P prost
politop, v nije ǌegovo teme, tj. v ∈ g0. Odatle, prema Posledici 1.1.5, postoji
podskup J ⊂ [m], takav da je v = g0 ∩

⋂
{gj | j ∈ J} i |J | > d, xto zajedno sa drugom

ekvivalencijom Napomene 1.1.1 implicira

G = F ∩
⋂
{fj | j ∈ J} 6= ∅ i

⋂
{fj | j ∈ J} * F.

U skladu sa Tvr�eǌem 1.1.2 (ii), G je neprazna h-strana prostog politopa
sad�ana u taqno |I ∪ J | pǉosni, odnosno prema Tvr�eǌu 1.1.7, u taqno d− h 6 d
pǉosni. Kako je |I ∪ J | > |J | > d, zakǉuqujemo da je |J | = d i I ⊆ J. Me�utim,
kako ⋂

{fj | j ∈ J} * F ako i samo ako I * J,

dobili smo kontradikciju, pa su sva temena politopa trFP prosta.

U narednim odeǉcima �e biti izlo�eno jox znaqajnih tvr�eǌa koja se tiqu
operacije zarubǉivaǌa (prostih) politopa.

1.1.4 Sume Minkovskog

Ovaj pododeǉak je posve�en sumama Minkovskog, jednoj od najelementarni-
jih operacija nad skupovima taqaka, pa i nad politopima kao konveksnim omo-
taqima svojih temena. Sumiraǌe Minkovskog je jako znaqajno, kako generalno
u konveksnoj geometriji, tako i konkretno u ovoj disertaciji jer �e upravo ono
poslu�iti kao alat za konstrukciju odgovaraju�e familije prostih politopa
(Odeǉak 3.3). Prete�no prate�i [7, Odeǉak 4 i Odeǉak 5], [49, Odeǉak 7.1] i
[24, Odeǉak 15.1], izla�emo poznate baziqne qiǌenice, ali i nova tvr�eǌa koja
se tiqu suma Minkovskog i normalnih lepeza politopa koje su sa ovom opera-
cijom blisko povezane. Za druge operacije nad politopima, poput proizvoda i
povezanih suma, upu�ujemo na [2, Odeǉak 3.3].

Posmatrajmo sve nosaqe politopa P koji sadr�e odre�enu stranu. Prema
Tvr�eǌu 1.1.1, barem jedan takav postoji. Skup spoǉaxǌih normala na sve
ove nosaqe razapiǌe jedan poliedarski konus–normalni konus politopa P u toj
strani. Sledi preciznija definicija.

Definicija 1.1.18. Funkcija oslonca politopa P ∈Mn je funkcija

sP : Rn −→ R : sP (x) = max
y∈P
〈x, y〉.

Definicija 1.1.19. Normalni konus d-politopa P ∈Mn u strani F je kolekcija
linearnih funkcionala v u (Rd)∗ koji maksimum na P dosti�u u taqkama strane
F , tj.

NF (P ) = {v ∈ (Rd)∗ | (∀y ∈ F ) 〈v, y〉 = sP (v)}.
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Koherencija i prosti politopi

Jednodimenzionalne normalne konuse nazivamo zracima. Normalni konusi
najve�e dimenzije, maksimalni normalni konusi, odgovaraju temenima. Ako
pretpostavimo da je politop maksimalno dimenzionalan, tada je, prema Posle-
dici 1.1.5, normalni konus u nekoj strani razapet spoǉaxǌim normalama na
pǉosni koje tu stranu sadr�e. Presek dva normalna konusa u stranama F1 i
F2 je zajedniqka strana tih konusa i predstavǉa normalni konus politopa u
najmaǌoj strani koja sadr�i F1 i F2.

Definicija 1.1.20. Normalna lepeza L(P ) politopa P je kolekcija

L(P ) = {NF (P ) | F je neprazna strana od P}.

Normalna lepeza d-politopa P je potpuna. To znaqi da je unija svih ǌenih
elemenata ceo prostor, tj. ⋃

L(P ) = (Rd)∗.

Posmatra�emo samo normalne lepeze, pa �e se req ,,normalna” izostavǉati i
podrazumevati. Tako�e, proizvoǉan konveksan konus dimenzije d pisa�emo kra�e
d-konus.

Primer 1.1.16. Lepeza du�i je skup {π, π>, π6}, gde je π hiperravan normalna
na datu du�. Slika 3.13 ilustruje konstrukciju lepeza poligona (trougla, qe-
tvorougla i petougla), pri qemu je prostor (R2)∗ identifikovan sa prostorom
R2.

Uvedimo jox jednu relaciju ekvivalencije me�u politopima.

Definicija 1.1.21. Politopi P i Q su normalno ekvivalentni, u oznaci P ' Q,
kada su im lepeze iste, tj.

P ' Q⇔ L(P ) = L(Q).

Osim kao ,,normalno ekvivalentni” (normally equivalent u [24] i [49]), politopi
sa ovim svojstvom se u literaturi neretko pojavǉuju i pod raznim drugim ime-
nima: analogni (analogous), jako izomorfni (strongly isomorphic), povezani (related)
itd.

Tvr�e�e 1.1.14. Dva politopa su normalno ekvivalentna ako i samo ako su im
isti svi maksimalni normalni konusi.

Dokaz: ⇒: Sledi direktno iz Definicije 1.1.19.
⇐: Svaki normalni konus jednog od politopa je strana nekog ǌegovog maksimal-
nog normalnog konusa, pa je, prema pretpostavci tvr�eǌa, i strana maksimalnog
normalnog konusa drugog politopa, xto daǉe, po Definiciji 1.1.19, implicira
da je on normalni konus i drugog politopa. Dakle, lepeze ovih politopa su
iste.

Tvr�e�e 1.1.15. Dva politopa su normalno ekvivalentna ako i samo ako su kombi-
natorno ekvivalentna i mogu se dobiti jedan od drugog paralelnim translacijama
svojih pǉosni.

Dokaz: Bez gubitka opxtosti, pretpostavimo da su P i Q dva maksimalno di-
menzionalna politopa.
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⇐: Neka je Nv(P ) normalni konus u temenu v razapet zracima ai, i ∈ [m]}, pri qemu
je zrak ai spoǉaxǌa normala na pǉosan fi politopa P koja sadr�i v. Prema pret-
postavci tvr�eǌa, postoji izomorfizam φ : (P,⊆)→ (Q,⊆) takav da su pǉosni fi
i φ(fi) paralelne za svako i ∈ [m]. Dakle, postoji teme u politopa Q sadr�ano u
taqno m pǉosni φ(fi), pri qemu je normalni konus Nu(Q) razapet istim zracima
kao konus Nv(P ), tj. Nv(P ) = Nu(Q). Ostaje da se primeni Tvr�eǌe 1.1.14.
⇒: Neka je preslikavaǌe φ : (P,⊆) → (Q,⊆) takvo da je φ(F P ) = FQ ako i samo
ako je NFP (P ) = NFQ(Q). Prema pretpostavci tvr�eǌa,

F P
1 ⊆ F P

2 ⇐⇒ NFP1
(P ) ⊇ NFP2

(P )⇐⇒ NFQ1
(Q) ⊇ NFQ2

(Q)⇐⇒ FQ
1 ⊆ FQ

2 ,

pa je φ izomorfizam izme�u mre�a. Za svako f ∈ F(P ), Nf (P ) = Nφ(f)(Q), pa su
spoǉaxǌe normale na pǉosni f i φ(f) zajedniqke, odnosno pǉosni f i φ(f) su
paralelne.

Primer 1.1.17. Za svako λ > 0, politopi P i λP = {λx | x ∈ P} su pozitivno
homotetiqni. Skaliraǌe politopa ne utiqe na ǌegovu lepezu, tj. P ' λP .

Primer 1.1.18. Dvanaestouglovi na Slici A.5 su normalno ekvivalentni. Xe-
stouglovi P1 (Slika 1.1) i P2 (Slika 1.2) nisu normalno ekvivalentni. Xesto-
ugao P2 je normalno ekvivalentan xestouglu prikazanom na Slici 1.7 levo.

Vratimo se jox jednom na Primer 1.1.3, Primer 1.1.10 i Primer 1.1.14
(Slika 1.3). Me�u kombinatorno ekvivalentnim politopima P2, P3 i P4, do-
bijenim zarubǉivaǌem politopa P odsecaǌem istog temena, normalno ekviva-
lentni su samo P3 i P4. Lepeza politopa P2 se od lepeze politopa P3 i P4 raz-
likuje za normalne konuse u stranama trougaone pǉosni. U istoj klasi kombi-
natorne ekvivalencije je i politop sa Slike 3.8, a nije normalno ekvivalentan
nijednom od spomenutih politopa. Sliqno, P i ǌemu kombinatorno ekvivalentan
politop sa Slike 3.7 levo, tako�e nisu u istoj klasi normalne ekvivalencije.

Primer normalno ekvivalentnih politopa su i politopi prikazani na Sli-
ci A.2 i Slici A.3. Normalno ekvivalentna su i svaka dva kombinatorno ekvi-
valentna politopa sa Slike A.4.

Napomena 1.1.2. Ako je P ∈Mn presek m graniqnih poluprostora

〈ai, x〉 > bi, 1 6 i 6 m,

onda se, u skladu sa Napomenom 1.1.1, politop trFP = P∩π> mo�e zadati presekom
m+ 1 graniqnih poluprostora

〈ai, x〉 > bi, 0 6 i 6 m,

pri qemu nejednaqina 〈a0, x〉 > b0 definixe poluprostor odsecaǌa π>.
Prema prethodnom tvr�eǌu, za svaki politop Q normalno ekvivalentan trFP
postoji vektor c ∈ Rm+1 realnih brojeva ci takav da je Q presek m+ 1 graniqnih
poluprostora

〈ai, x〉 > ci, 0 6 i 6 m.

Dakle, ako je f pǉosan politopa Q koja le�i u hiperravni 〈a0, x〉 = c0 paralelnoj
π, onda postoji bijekcija

µ : F(Q)− {f} → F(P )

koja svaku pǉosan preslikava u ǌoj paralelnu. Za pǉosni fP ∈ F(P ) i fQ ∈ F(Q)
ka�emo da su me�usobno odgovaraju�e kada je µ(fP ) = fQ. Tako�e, za f ka�emo da
je novonastala pǉosan politopa Q.
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Lema 1.1.16. Neka je trFP = P ∩ π> politop nastao zarubǉivaǌem politopa P ∈
Mn. Neka je {wi | i ∈ [k]} skup temena politopa P koja ne pripadaju F , a susedna
su datom temenu u ∈ F . Za svako i ∈ [k], neka je Ei = uwi i vi = Ei ∩ π. Unija
normalnih konusa politopa trFP u temenima koja pripadaju hiperravni odsecaǌa,
jednaka je uniji normalnih konusa politopa P u temenima koja pripadaju F . Pri
tom, zarubǉivaǌe je paralelno ako i samo ako je

Nu(P ) =
⋃
i∈[k]

Nvi(trFP ).

Dokaz: Bez gubitka opxtosti pretpostavimo da je dim(P ) = n. Prema Defini-
ciji 1.1.16, Nv(trFP ) = Nv(P ) za svako teme v zajedniqko za oba politopa, pa prvi
deo tvr�eǌa sledi iz potpunosti ǌihovih lepeza. Neka je a0 spoǉaxǌa normala
hiperravni odsecaǌa π i i proizvoǉni element skupa [k]. Za svaki razapiǌu�i
zrak a 6= a0 konusa Nvi(trFP ), postoji pǉosan politopa P koja sadr�i Ei i za
koju je a spoǉaxǌa normala, pa je otuda, zrak a sadr�an u normalnom konusu
NEi(P ), a time i u normalnom konusu Nu(P ). Zarubǉivaǌe je paralelno ako i
samo ako postoji hiperravan paralelna π koja definixe F , xto znaqi ako i samo
ako funkcional a0 dosti�e maksimum na P u F , tj. a0 ∈ NF (P ). Kako je normalni
konus NF (P ) zajedniqka strana svih normalnih konusa politopa P u temenima
strane F , zrak a0 je sadr�an u svakom od ǌih. Dakle, zarubǉivaǌe je paralelno
ako i samo ako a0 ∈ Nu(P ), odnosno ako i samo ako svaki razapiǌu�i zrak konusa
Nvi(trFP ) pripada konusu Nu(P ), tj. ako i samo ako je Nvi(trFP ) ⊆ Nu(P ).

Definicija 1.1.22. Neka su A,B ⊆ Rn. Suma (Minkovskog) skupova A i B je skup

A+B = {x ∈ Rn | x = x1 + x2, x1 ∈ A, x2 ∈ B}.

Skupovi A i B se nazivaju sabircima sume Minkovskog A+B.

Imaju�i u vidu Definiciju 1.1.1, suma Minkovskog dva politopa je tako�e
politop, te se ova operacija koristi kao klasiqno geometrijsko konstruktivno
sredstvo pomo�u kojeg se od datih politopa stvaraju novi.

Tvr�e�e 1.1.17. [7, Lema 1.4] Suma Minkovskog politopa P1 = conv{v1, . . . , vk} i
P2 = conv{w1, . . . , wl} je politop

P1 + P2 = conv{v1 + w1, . . . , vi + wj, . . . , vk + wl}.

Na osnovu iskaza (i) i (ii) Tvr�eǌa 1.1.2, lako se da zakǉuqiti da je dovoǉno
sumirati samo temena, tj.

P1 + P2 = conv{v + w | v ∈ V(P1), w ∈ V(P2)}.

Sumiraǌe Minkovskog je komutativna i asocijativna operacija na skupuMn,
pa je (Mn,+) komutativni monoid qiji je neutralni element taqka 0 ∈ Rn.
Primetimo jox da je za svaku taqku A ∈ Rn, A 6= 0, i svaki politop P ∈ Mn,
suma P + A translacija politopa P . U sluqaju kada je P taqka i Ti, i ∈ N, niz
taqaka, taqku P + Ti �emo oznaqavati kra�e Pi.

Primer 1.1.19. Neka je P2 xestougao iz Primera 1.1.2 (Slika 1.2), i neka su
L1 = conv{(1, 0, 0), (0, 0, 1)} i L2 = {(1, 0, 0), (0, 0, 0)} dve du�i u R3. Suma

P2 + L1 = conv{(2, 2, 4), (2, 4, 2), (3, 1, 4), (3, 4, 1), (5, 1, 2),

(5, 2, 1), (1, 2, 5), (1, 4, 3), (2, 1, 5), (4, 1, 3), (4, 2, 2)}
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je xestougao prikazan na Slici 1.7 levo, dok je suma

P2 + L2 = conv{(2, 2, 4), (2, 4, 2), (3, 1, 4), (3, 4, 1), (5, 1, 2), (5, 2, 1),

(1, 2, 4), (1, 4, 2), (2, 1, 4), (4, 1, 2), (4, 1, 2), (4, 2, 1)}

3-politop prikazan na Slici 1.7 desno.

x1

x2

x3

(2, 2, 4)

(3, 1, 4)

(5, 1, 2)

(5, 2, 1)

(3, 4, 1)

(1, 2, 5)

(2, 1, 5)

(4, 1, 3)

(4, 2, 2)

(2, 4, 2)

(1, 4, 3)

x1

x2

x3

(1, 2, 4)

(2, 1, 4)

(4, 1, 2)

(4, 2, 1)

(2, 4, 1)

(1, 4, 2)

(3, 1, 4)

(5, 1, 2)

(5, 2, 1)

(3, 4, 1)

(2, 4, 2)

(2, 2, 4)

Slika 1.7: Suma Minkovskog xestougla i du�i

Primer 1.1.20. Posmatrajmo sumu ∆{1,2,3} + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{1,2} simpleksa u
R3. Kako je redosled sabiraka irelevantan, sumirajmo najpre 0-dimenzionalne
sabirke:

∆{1} + ∆{2} + ∆{3} = (1, 1, 1).

Daǉe, parcijalna suma (1, 1, 1) + ∆{1,2,3} je translacija simpleksa ∆{1,2,3}–trougao
qija su temena (2, 1, 1), (1, 2, 1) i (1, 1, 2). Na kraju, dodavaǌem i posledǌeg sabir-
ka, du�i ∆{1,2}, dobijamo konaqnu sumu

conv{(3, 1, 1), (2, 2, 1), (1, 3, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2)}.

Taqka (2, 2, 1) je sredixte du�i qiji su krajevi taqke (3, 1, 1) i (1, 3, 1), pa je
konaqna suma qetvorougao sa temenima (3, 1, 1), (1, 3, 1), (2, 1, 2) i (1, 2, 2) (qetvoro-
ugao ABCD na Slici 3.3).

Treba ipak imati na umu da suma prostih politopa najqex�e nije prost poli-
top. Iako je sumiraǌe Minkovskog veoma jednostavna geometrijska operacija,
zbir ponekad nije oqigledan i intuitivno predvidiv, posebno kada su sabirci
politopi me�usobno razliqitih dimenzija sa mnogo temena.

Tvr�e�e 1.1.18. Neka su P1, P2 ∈Mn.

(i) Ako je P1 = P2, do na translaciju, onda je P + P1 = P + P2, do na translaciju,
za svaki politop P ∈Mn.

(ii) dim(P1 + P2) > max{dim(P1), dim(P2)}.

Dokaz: Prema pretpostavci, postoji taqka A ∈ Rn takva da je P2 = P1 + A, a
kako je sumiraǌe asocijativno va�i

(P + P1) + A = P + (P1 + A) = P + P2.

Ako je k1 = |V(P1)| i k2 = |V(P2)|, tada je suma P1 + P2 konveksni omotaq svih
temena odre�enih k2 translacija politopa P1, odnosno odre�enih k1 translacija
politopa P2, pa dimenzija sume ne mo�e biti maǌa od dimenzija sabiraka.
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Tvr�e�e 1.1.19. Ako je λ ∈ N i P ∈Mn, tada je P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
λ

= λP .

Dokaz: Poka�imo da tvr�eǌe va�i indukcijom po λ. Sluqaj λ = 1 je trivijalan,
pa pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za proizvoǉno λ ∈ N. Na osnovu induktivne
hipoteze i Tvr�eǌa 1.1.17 imamo

P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
λ+1

= λP + P = conv{λx1 + x2 | x1, x2 ∈ V(P )} ⊇ conv{λx+ x | x ∈ V(P )}.

Primetimo da za svaka dva razliqita temena x1 i x2 politopa P va�i

λx1 + x2 =
λ(λ+ 1)

λ+ 1
x1 +

λ+ 1

λ+ 1
x2 =

λ

λ+ 1
(λx1 + x1) +

1

λ+ 1
(λx2 + x2),

a kako je

0 <
λ

λ+ 1
,

1

λ+ 1
< 1 i

λ

λ+ 1
+

1

λ+ 1
= 1,

taqka λx1 + x2 pripada du�i qiji su krajevi taqke λx1 + x1 i λx2 + x2. Dakle,

λx1 + x2 ∈ conv{λx+ x | x ∈ V(P )},

pa mo�emo zakǉuqiti

P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
λ+1

= conv{λx+ x | x ∈ V(P )} = (λ+ 1)P.

U Mn va�i i opxtije tvr�eǌe (videti [24, Odeǉak 15.1]). Naime, ako je
λP = conv{λx | x ∈ P

}
za svako λ ∈ R, tada je

(λ+ µ)P = λP + µP, za sve λ, µ ∈ R takve da je λµ > 0.

Tako�e, jasno je da svaki politop ima svoju trivijalnu dekompoziciju, tj. za
svako 0 6 λ 6 1 i svaki politop P va�i P = λP + (1 − λ)P . Politop P ima
netrivijalnu dekompoziciju ako se mo�e predstaviti kao suma politopa od kojih
barem jedan nije pozitivno homotetiqan politopu P (videti Primer 1.1.17).

Tvr�e�e 1.1.20. [24, Poglavǉe 15.1, str. 321] Svaki prost politop, izuzev sim-
pleksa, ima svoju netrivijalnu dekompoziciju.

Sledi uvo�eǌe pojmova koji �e pomo�i pri uspostavǉaǌu veze izme�u sumi-
raǌa i zarubǉivaǌa politopa. Naime, postavǉa se pitaǌe kakav politop
treba sabrati sa datim politopom tako da ǌihova suma bude normalno ekvi-
valentna politopu nastalom zarubǉivaǌem datog politopa odsecaǌem zadate
strane. Jedan od odgovora na ovo pitaǌe izla�emo u Pododeǉku 3.3.3.

Definicija 1.1.23. Politop P2 zarubǉuje politop P1 kada postoji zarubǉeni
politop trFP1 takav da va�i

P1 + P2 ' trFP1.

Definicija 1.1.24. Indeksirani skup politopa {Pi}i∈[m] zarubǉuje politop S0,
kada za svako i ∈ [m] politop Pi zarubǉuje politop Si−1, pri qemu je Si = Si−1 +Pi,
i ∈ [m].
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1.2 Kombinatorna svojstva politopa

Nadaǉe �emo politope najqex�e posmatrati van okvira geometrijskih defi-
nicija datih na poqetku ovog poglavǉa. Naime, u prethodnom pododeǉku uve-
dene su dve relacije me�u politopima–relacija kombinatorne ekvivalencije koja
poistove�uje politope istih mre�a strana i relacija normalne ekvivalencije
koja poistove�uje politope istih lepeza (videti Tvr�eǌe 1.1.15).

U ovom odeǉku politopima pristupamo iskǉuqivo sa kombinatorne taqke
gledixta, tj. poistove�ujemo politope istih mre�a strana qime zanemarujemo
mnoga ǌihova geometrijska svojstva (normale na pǉosni, uglove, du�ine ivica,
volumen i sl.). Na taj naqin, politop izlazi iz svog originalnog geometrijskog
okvira i postaje jedan kombinatorni objekat.

1.2.1 Apstraktni politopi i simplicijalni kompleksi

Postavǉa se pitaǌe da li za mre�u koja je zadata dijagramom ili grafom,
ili na neki drugi kombinatorni naqin, postoji klasiqno geometrijski defi-
nisan politop qija je mre�a strana izomorfna zadatoj. Ako takav politop
postoji, onda ta mre�a definixe qitavu jednu klasu kombinatorne ekviva-
lencije, odnosno jedan apstraktni ili kombinatorni politop. Tako, prema
Primeru 1.1.11, svi d-simpleksi predstavǉaju jedan apstraktni d-simpleks ∆d.
Sliqno, prema Tvr�eǌu 1.1.12, svi politopi nastali zarubǉivaǌem istog poli-
topa odsecaǌem iste strane predstavǉaju jedan apstraktni politop. U Poglav-
ǉu 2 �emo videti da je spomenuto pitaǌe, u sluqaju odre�enih apstraktnih
politopa, od suxtinske va�nosti za predmet ovog rada.

Slede opisi dve izuzetno znaqajne familije apstraktnih politopa–permuto-
edara ([47], [9]) i asociedara ([44], [31], [45], [32],[39]). Req je o va�nim pro-
stim politopima koji su predmet neprestanog prouqavaǌa geometrije, kombina-
torike, algebre, logike i topologije. Permutoedar se u konveksnoj geometriji
istra�ivao jox poqetkom XX veka, dok se asociedar prvi put pojavio 1951. go-
dine u doktorskoj disertaciji Dova Tamarija [46]. Asociedar se jox naziva
i Staxevǉevim politopom po rezultatu �ima Staxeva iz 1963. godine [44], o
qemu �e biti vixe reqi u Odeǉku 2.1.

Neka je A ∈ Rn taqka qije su sve koordinate me�usobno razliqite. Politop
qija su temena sve permutacije koordinata taqke A naziva se (geometrijski)
permutoedar. Preciznije, taqka A = (a1, . . . , an), takva da je a1 < a2 < . . . < an,
definixe (n− 1)-permutoedar

Pn(A) = conv
{
σ(a1), . . . , σ(an) | σ ∈ Σn

}
,

gde je Σn grupa permutacija od n elemenata. Oqigledno,

|V(Pn(A))| = n!.

Teorema 1.2.1. [8, Teorema 1.5.7]

(i) Svaka pǉosan permutoedra Pn(A) je ǌegov presek sa hiperravni

πA =
{
x ∈ Rn |

∑
i∈A

xi = a1 + a2 + . . .+ a|A|
}
,

za neki neprazan skup A ⊂ [n]. I obrnuto, za svaki neprazan skup A ⊂ [n],
hiperravan πA definixe pǉosan permutoedra.
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(ii) Dva temena permutoedra su povezana ivicom ako i samo ako se mogu dobiti
jedno od drugog taqno jednom transpozicijom susednih koordinata.

(iii) k-strane permutoedra Pn(A) su u 1-1 korespodenciji sa ure�enim particijama
skupa [n] od n − k nepraznih delova. Strana F1 je sadr�ana u strani F2 kada
je particija koja odgovara F1 profiǌeǌe particije koja odgovara F2.

Dakle, nezavisno od izbora taqke A, istodimenzionalni permutoedri su kom-
binatorno ekvivalentni, a prema Tvr�eǌu 1.1.15 i normalno ekvivalentni.
Svaki politop kombinatorno ekvivalentan permutoedru Pn(A) je (apstraktni)
permutoedar u oznaci Pn. Na primer, 2-permutoedar P3(1, 2, 4) je xestougao P2

definisan u Primeru 1.1.2 (Slika 1.2), pa je svaki xestougao 2-permutoedar.

Primer 1.2.1. [15, Odeǉak 9] Neka je π hiperravan prostora Rn+1 definisana
jednaqinom x1 + . . . + xn+1 = 3n+1, i neka je za svaki neprazan podskup B skupa
[n+ 1], π>B poluprostor definisan nejednaqinom

∑
i∈B

xi > 3|B|. Politop

(⋂
{π>B | B ⊂ [n+ 1]}

)
∩ π

je n-permutoedar u prostoru Rn+1 nastao sukcesivnim zarubǉivaǌem simpleksa
iz Primera 1.1.5.

Prema prethodnoj teoremi, temena permutoedra Pn se mogu identifikovati
sa reqima sastavǉenim od svih permutacija proizvoǉnih n razliqitih slova,
pri qemu su dva temena susedna ako i samo ako se ǌima odgovaraju�e reqi mogu
dobiti jedna od druge jednom transpozicijom susednih slova.

ab ba abc bac

bca

cbacab

acb

dabc dacb

adcbadbc

dcab

cdab

cadb

acdb

dbac

bdac

badc

abdc

abcd acbd

bacd cabd
cbadbcad

bcda cbda

bdca

dbca dcba

cdba

Slika 1.8: Permutoedri P2, P3 i P4

Asociedar Kn je (n − 2)-politop qija se temena mogu identifikovati sa
pravilno i potpuno zagra�enim reqima sastavǉenim od proizvoǉnih n slova,
pri qemu su dva temena susedna ako i samo ako se ǌima odgovaraju�e reqi mogu
dobiti jedna od druge preasociravaǌem jednog para zagrada. Dakle, ukupan broj
temena asociedra Kn je Katalanov broj cn−1, tj.

|V(Kn)| = 1

n

(
2n− 2

n− 1

)
=

(2n− 2)!

(n− 1)!n!
.
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Generalno, k-strane ovog politopa su u bijekciji sa reqima sastavǉenim od n
razliqitih slova koje su pravilno zagra�ene n − k − 1 parom zagrada. Temena
pripadaju istoj k-strani ako i samo ako se brisaǌem nekih k parova zagrada
u svakoj od reqi koje tim temenima odgovaraju dobija identiqno zagra�ena req
n− k − 1 parom zagrada.

(ab)c a(bc) a((bc)d) a(b(cd))

(ab)(cd)

((ab)c)d

(a(bc))d

((a(bc))d)e (a((bc)d))e

(a(b(cd)))e((ab)(cd))e

(((ab)c)d)e a(((bc)d)e)

a((b(cd))e)

a(b((cd)e))(ab)((cd)e)

(a(bc))(de) a((bc)(de))

((ab)c)(de)

(ab)(c(de)) a(b(c(de)))

Slika 1.9: Asociedri K3, K4 i K5

Prethodne slike ilustruju permutoedre i asociedre ni�ih dimenzija. Neza-
visno od dimenzije, obe familije politopa su prosti politopi i mogu se dobiti
sukcesivnim odsecaǌem strana istodimenzionalnog simpleksa, o qemu �e biti
vixe reqi u narednim odeǉcima.

Za rad sa apstraktnim politopima, neophodna nam je teorija koja se tiqe
konaqnih apstraktnih simplicijalnih kompleksa. U delu koji sledi, izla�emo
deo te teorije prete�no se oslaǌaju�i na [6].

Definicija 1.2.1. Apstraktni simplicijalni kompleks K na skupu V je kolek-
cija konaqnih podskupova skupa V takva da za svaki element v ∈ V , {v} ∈ K.
Uz to, ako σ ∈ K i τ ⊆ σ, onda τ ∈ K. Apstraktni simplicijalni kompleks je
konaqan kada je broj ǌegovih elemenata konaqan, inaqe je beskonaqan. Elementi
apstraktnog simplicijalnog kompleksa se nazivaju (apstraktnim) simpleksima.
Simpleks τ ∈ K je strana simpleksa σ ∈ K kada je τ ⊆ σ. Simpleks σ ∈ K je
maksimalan kada nije strana nijednog drugog simpleksa iz K.

Napomena 1.2.1. U Odeǉku 2.1 �e biti reqi o �elijskim kompleksima qija bi
formalna definicija zahtevala uvo�eǌe raznih detaǉa koji suxtinski nisu
bitni za ovu tezu i samo bi je nepotrebno opteretili. Zadovoǉi�emo se sa
tim da na �elijske komplekse gledamo kao na svojevrsno uopxteǌe apstrakt-
nih simplicijalnih kompleksa. Za detaǉe upu�ujemo na [26, Uvodno poglavǉe,
Odeǉak 2.1, Dodatak]. Mi �emo najqex�e baratati konaqnim apstraktnim sim-
plicijalnim kompleksima, pa �emo ih nadaǉe zvati kratko kompleksi.

Definicija 1.2.2. Link simpleksa σ kompleksa K je skup

Kσ = {τ | σ ∪ τ ∈ K, σ ∩ τ = ∅}.
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Kompleks koji je podskup kompleksa K je potkompleks kompleksa K. Dakle,
za svako σ ∈ K, link Kσ je jedan potkompleks kompleksa K.

Definicija 1.2.3. Dimenzija kompleksa K je

dim(K) = max
σ∈K
{dim(σ)},

pri qemu je dim(σ) dimenzija simpleksa σ i iznosi |σ|−1. d-kompleks je kompleks
dimenzije d.

Napomena 1.2.2. Ako su V1, . . . , Vm maksimalni simpleksi kompleksa K, tada su
oni neuporedivi konaqni skupovi i

K = P(V1) ∪ . . . ∪ P(Vm).

Prema Definiciji 1.2.1, kompleks K ure�en relacijom podskup predstavǉa
jedno ure�eǌe. I vixe, kako ∅ ∈ K, i kako za svaka dva simpleksa σ1, σ2 ∈ K
postoji najve�a doǌa granica σ1 ∩ σ2 u K, (K,⊆) je ∧-polumre�a, tj. (K,⊇) je
∨-polumre�a.

Definicija 1.2.4. Prost politop P (geometrijski) realizuje kompleks K kada
je ∨-polumre�a (K,⊇) izomorfna ∨-polumre�i dobijenoj od (P,⊆) uklaǌaǌem
prazne strane. Tada ka�emo jox i da je P (geometrijska) realizacija kom-
pleksa K.

Tvr�e�e 1.2.2. Dva politopa realizuju isti kompleks ako i samo ako su kombina-
torno ekvivalentna.

Dokaz: Sledi direktno iz Definicije 1.1.11 i Definicije 1.2.4.

Napomena 1.2.3. U literaturi se najqex�e geometrijska realizacija kompleksa
definixe opxtije u smislu da nije neophodno da postoji politop koji ga reali-
zuje (videti [2, Odeǉak 2.1]). Za nas takve realizacije nisu od znaqaja i pod
geometrijskom realizacijom kompleksa podrazumevamo iskǉuqivo realizaciju
politopom. U skladu sa tim, postoje kompleksi koji nemaju geometrijsku reali-
zaciju. Primer takvog kompleksa je kompleks

{
∅, {♥}, {♦}, {♠}, {♥,♦}

}
na skupu

{♥,♦,♠} za koji ne postoji politop koji ga realizuje.

Primer 1.2.2. Neka je V = {♥,♦,♠,♣,F} i neka je

K =
{
∅, {♥}, {♦}, {♠}, {♣}, {F}, {♥,♦}, {♥,♠}, {♥,♣},
{♥,F}, {♦,♣}, {♦,F}, {♠,♣}, {♠,F}, {♣,F}, {♥,♦,♣},
{♥,♦,F}, {♥,♠,♣}, {♥,♠,F}, {♦,♣,F}, {♠,♣,F}

}
.

U skladu sa Definicijom 1.2.1 i Definicijom 1.2.3, K je 2-kompleks na V .
Slede�i skupovi su primeri ǌegovih potkompleksa:

K{♥} =
{
∅, {♦}, {♠}, {♣}, {F}, {♦,♣}, {♦,F}, {♠,♣}, {♠,F}

}
,

K{♣} =
{
∅, {♥}, {♦}, {♠}, {F}, {♥,♦}, {♥,♠}, {♦,F}, {♠,F}

}
,

K{♠} =
{
∅, {♥}, {♣}, {F}, {♥,♣}, {♥,F}, {♣,F}

}
,

K{♠,♣} =
{
∅, {♥}, {F}

}
,

K{♦,♣,F} = {∅}.
Prema Tvr�eǌu 1.2.2, Primeru 1.1.11 i Tvr�eǌu 1.1.12, svaki zarubǉeni

politop dobijen odsecaǌem proizvoǉnog temena nekog 3-simpleksa realizuje K.
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∅

{♥} {♦} {♠} {♣} {F}

{♥,♦,♣} {♥,♦,F} {♥,♠,♣} {♥,♠,F} {♦,♣,F} {♠,♣,F}

{♥,♦} {♥,♠} {♥,♣} {♥,F} {♦,♣} {♦,F} {♠,♣} {♠,F} {♣,F}

Slika 1.10: Geometrijska realizacija kompleksa

Ako bismo u prethodnom primeru sve pǉosni politopa oznaqili elementima
kompleksa koji im odgovaraju u izomorfizmu izme�u odgovaraju�ih polumre�a
(jednoelementnim podskupovima skupa V ), dobili bismo jasnu ilustraciju kako
se polaze�i od zadatog prostog politopa mo�e konstruisati kompleks koji mu
odgovara, tj. kompleks qija je geometrijska realizacija taj politop. Prema
Posledici 1.1.5, svaka se neprazna strana politopa mo�e predstaviti skupom
pǉosni koje je sadr�e, pa je, u skladu sa Definicijom 1.2.1 i Definicijom 1.2.4,
kolekcija

KP = {G′ | G je neprazna strana prostog politopa P},

pri qemu je G′ = {F ∈ F(P ) | G ⊆ F}, kompleks na skupu F(P ) qija je geometrijska
realizacija politop P .

Generalno, ako prost politop P realizuje kompleks K, onda, u kontrava-
rijantnom izomorfizmu izme�u odgovaraju�ih polumre�a, strani P odgovara
∅, pǉosnima odgovaraju jednoelementni simpleksi, a svakom temenu odgovara
maksimalni simpleks koji je unija jednoelementnih simpleksa koji odgovaraju
pǉosnima koje se u tom temenu sustiqu. Elemente kompleksa koji odgovaraju
k-stranama politopa zovemo k-�elijama.

Ostatak ovog odeǉka je posve�en kompleksima qije su geometrijske realiza-
cije familije prostih politopa znaqajne za teoreme koherencije.

1.2.2 Ug�e��eni skupovi i familija nestoedara

U nastavku definixemo d-komplekse qija �e geometrijska realizacija biti
familija prostih politopa koja se mo�e dobiti sukcesivnim odsecaǌem strana
(d+ 1)-simpleksa, tj. ǌegovim sukcesivnim zarubǉivaǌem. Req je o vrlo zna-
qajnoj familiji koja se neprestano dugi niz godina izuqava od strane mnogih
autora (Fulton i Mek Ferson [19], De Kon�ini i Pro�ezi [13], Staxev i Xna-
jder [45], Gaifi [20] [21], Fajhtnar i Kozlov [16], Fajhtnar i Xturmfels [17],

25



Koherencija i prosti politopi

Kar i Dejvados [9], Postǌikov, Rajner i Vilijams [38], Postǌikov [39], Doxen
i Petri� [15]). Svojstva ove familije primeǌuju se u mnogim matematiqkim
oblastima, posebno u algebri, kombinatorici, geometriji, logici i topologiji.

Definicija 1.2.5. Kolekcija B nepraznih podskupova konaqnog skupa V je gra-
divni skup skupa P(V ) kada B sadr�i sve jednoqlane podskupove {v}, v ∈ V , i
kada za svaka dva skupa S1, S2 ∈ B takva da S1∩S2 6= ∅, ǌihova unija S1∪S2 tako�e
pripada B. Neka su V1, . . . , Vm maksimalni simpleksi kompleksa K. Kolekcija B
nekih simpleksa iz K je gradivni skup kompleksa K kada je za svako i ∈ [m] skup
B ∩ P(Vi) gradivni skup skupa P(Vi).

Definicija 1.2.6. Neka je N kolekcija skupova. Skup {X1, . . . , Xm} ⊆ N je N-an-
tilanac kada je m > 2 i kada su elementi X1, . . . , Xm me�usobno neuporedivi.

Definicija 1.2.7. Neka je B gradivni skup kompleksa K. Skup N ⊆ B je ugǌe-
��en skup u odnosu na B kada je unija svakog N-antilanca element skupa K −B.

Vixe detaǉa o upravo uvedenim pojmovima se mo�e na�i u [36, Odeǉak 3].
Napomenimo samo da je pojam gradivnog skupa proizvoǉne konaqne ∧-polumre�e
prvi put uveden u [16, Definicija 2.2] i svodi se upravo na Definiciju 1.2.5
u sluqaju kada je polumre�a kompleks. Tako�e, Definicija 1.2.7 je u skladu sa
[16, Definicija 2.7].

Definicija ugǌe��enog skupa povlaqi da je podskup ugǌe��enog skupa tako-
�e ugǌe��en skup, xto daǉe implicira da je kolekcija N (K,B) svih ugǌe��enih
skupova u odnosu na gradivni skup B kompleksa K, tako�e, kompleks.

Neka je C0 kolekcija svih podskupova skupa [n + 1] koji nemaju vixe od n
elemenata tj.

C0 = P
(
[n+ 1])− {[n+ 1]

}
.

U skladu sa Definicijom 1.2.1, C0 je kompleks. U literaturi je poznat kao
graniqni kompleks ∂∆n apstraktnog n-simpleksa. Za proizvoǉni gradivni skup
B kompleksa C0 posmatra�emo kompleks N (C0,B).

Primer 1.2.3. Neka je

B =
{
{1}, . . . , {11}, {4, 5}, {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5},
{1, 2, 3, 4, 5, 6}, {7, 8}, {2, 3, 5}, {9, 10, 11}, {1, 2, 3, 5}, {2, 3, 4, 5, 6}

}
.

U skladu sa Definicijom 1.2.5, B je gradivni skup kompleksa C0 za n = 10.
Slede�i skupovi su neki od maksimalnih ugǌe��enih skupova u odnosu na B:

N1 =
{
{2}, {3}, {7}, {9}, {10}, {7, 8}, {2, 3, 5}, {9, 10, 11}, {2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5, 6}

}
,

N2 =
{
{1}, {3}, {5}, {7}, {9}, {11}, {4, 5}, {9, 10, 11}, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5, 6}

}
,

N3 =
{
{2}, {5}, {6}, {8}, {10}, {11}, {7, 8}, {4, 5, 6}, {9, 10, 11}, {2, 3, 4, 5, 6}

}
.

Primer 1.2.4. Skup B =
{
{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}

}
je gradivni skup kompleksa

C0 =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}

}
. Ukupno je pet maksimalnih ugǌe��enih

skupova u odnosu na B:{
{1, 2}, {1}

}
,
{
{1, 2}, {2}

}
,
{
{2, 3}, {2}

}
,
{
{2, 3}, {3}

}
,
{
{1}, {3}

}
.

Svi ǌihovi podskupovi formiraju kompleks

N (C0,B) =
{
∅,
{
{1}
}
,
{
{2}
}
,
{
{3}
}
,
{
{1, 2}

}
,
{
{2, 3}

}
,{

{1, 2}, {1}
}
,
{
{1, 2}, {2}

}
,
{
{2, 3}, {2}

}
,
{
{2, 3}, {3}

}
,
{
{1}, {3}

}}
,
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qija geometrijska realizacija je petougao.
Skup B =

{
{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}

}
je gradivni skup

kompleksa C0 = P({1, 2, 3, 4})−
{
{1, 2, 3, 4}

}
. Ukupno je 14 maksimalnih ugǌe��enih

skupova u odnosu na B:{
{1, 2, 3}, {1, 2}, {1}

}
,
{
{1, 2, 3}, {1, 2}, {2}

}
,
{
{1, 2, 3}, {1}, {3}

}
,
{
{1, 2}, {2}, {4}

}
,{

{1, 2, 3}, {2, 3}, {2}
}
,
{
{1, 2, 3}, {2, 3}, {3}

}
,
{
{2, 3, 4}, {2}, {4}

}
,
{
{3, 4}, {1}, {4}

}
,{

{2, 3, 4}, {2, 3}, {2}
}
,
{
{2, 3, 4}, {2, 3}, {3}

}
,
{
{1, 2}, {1}, {4}

}
,{

{2, 3, 4}, {3, 4}, {4}
}
,
{
{2, 3, 4}, {3, 4}, {3}

}
,
{
{3, 4}, {1}, {3}

}
.

Geometrijska realizacija kompleksa N (C0,B) je 3-asociedar (Slika 1.9).

Bez obzira na izbor gradivnog skupa B, postoji prost politop koji realizuje
N (C0,B), o qemu svedoqi nekoliko poznatih geometrijskih realizacija. Razli-
qiti autori su nezavisno koristili drugaqije pristupe, kako u smislu kombi-
natornog opisa problema, tj. definisaǌa familije apstraktnih politopa qija
se geometrijska realizacija tra�i, tako i u smislu geometrijskog definisaǌa
politopa koji tu familiju apstraktnih politopa realizuju.

Jednu od realizacija je dao Postǌikov u [39]. Koriste�i sume Minkovskog,
definisao je nestoedre, familiju prostih politopa za koju je pokazao da reali-
zuje komplekse formirane od nexto drugaqije definisanih ugǌe��enih skupova
(videti [38, Definicija 6.4]). Me�utim, kompleks koji nastaje od kompleksa
Postǌikova kada se maksimalni element [n + 1] iskǉuqi iz gradivnog skupa,
izomorfan je upravo kompleksu koji mi posmatramo (videti [36, Tvr�eǌe 3.4]).
Nedugo potom, Doxen i Petri� su eksplicitno zadali nejednaqine polupro-
stora koji definixu politope koji realizuju familiju apstraktnih hipergraf
politopa [15]. Kasnije su, po uzoru na taj rad, Ivanovi�, Kirjen i Obrado-
vi� ponudili alternativnu sintaksu da se induktivno opixe mre�a strana ove
familije. Najva�nije, u [36], Petri� je detaǉno uporedio sve ove razliqite
pristupe i pokazao da je req o me�usobno izomorfnim familijama kompleksa,
odnosno da su familije politopa koji ih realizuju kombinatorno ekvivalentne.
U nastavku izla�emo spomenutu realizaciju Postǌikova.

Neka je B gradivni skup skupa P([n+ 1]) takav da [n+ 1] ∈ B, i neka je

B|B = {A ∈ B | A ⊆ B}.

Nestoedar PB je suma simpleksa indeksiranih elementima gradivnog skupa B, tj.

PB =
∑
B∈B

∆B.

U skladu sa Definicijom 1.2.5, skup B−{[n+ 1]} je gradivni skup kompleksa C0;
i obrnuto, za svaki gradivni skup B kompleksa C0, skup B ∪ {[n+ 1]} je gradivni
skup skupa P([n+ 1]).

Teorema 1.2.3. [8, Teorema 1.5.11 i Teorema 1.5.15] Nestoedar PB je prost n-po-
litop za koji va�i

PB =
{
x ∈ Rn+1 |

n+1∑
i=1

xi = |B|,
∑
i∈A

xi > |B|A| za svako A ∈ B
}
,

pri qemu za svaki skup A 6= [n + 1] hiperravan πA =
{
x ∈ Rn+1 |

∑
i∈A

xi = |B|A|
}

definixe pǉosan fA nestoedra PB.
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Teorema 1.2.4. Za svaki gradivni skup B kompleksa C0, nestoedar PB∪{[n+1]} geome-
trijski realizuje kompleks N (C0,B).

Dokaz: Prema [39, Teorema 7.4], nestoedar PB∪{[n+1]} realizuje kompleks koji je,
prema [36, Tvr�eǌe 3.4], izomorfan kompleksu N (C0,B).

Prema zakǉuqku sa kraja prethodnog pododeǉka, u kontravarijantnom izomor-
fizmu izme�u polumre�a koje odgovaraju PB∪{[n+1]} i N (C0,B), pǉosnima nesto-
edra odgovaraju minimalni jednoelementni ugǌe��eni skupovi, a temenima mak-
simalni ugǌe��eni skupovi. Kako je, prema prethodnoj teoremi, nestoedar
prost politop, maksimalni ugǌe��eni skupovi su kardinalnosti n.

Nestoedar PB se mo�e dobiti sukcesivnim paralelnim zarubǉivaǌem n-sim-
pleksa (videti [8, Teorema 1.5.18]). Naime, ako je gradivni skup B minimalan,
tj. pored skupa [n+ 1] sadr�i samo jednoelemente podskupove skupa [n+ 1], tada
je nestoedar politop

P = ∆[n+1] +
∑

i∈[n+1]

∆{i},

koji predstavǉa translaciju n-simpleksa ∆[n+1] za vektor (1, . . . , 1) ∈ Rn+1. Dakle,
nestoedar je u tom sluqaju jedan n-simpleks. Pretpostavimo da gradivni skup
ima jox elemenata i da simplekse indeksirane ǌima dodajemo jedan po jedan sim-
pleksu P . Kako je |F(∆n)| = n+1, i kako je, prema Teoremi 1.2.3, |F(PB)| = |B|−1,
na sve ostale elemente gradivnog skupa mo�emo gledati kao na recept koji
propisuje koje su strane simpleksa P odseqene. Redosled sabiraka je irele-
vantan, pa pretpostavimo da prednost imaju simpleksi indeksirani skupovima
ve�e kardinalnosti. Na taj naqin, svaka teku�a parcijalna suma je kombina-
torno ekvivalentna politopu koji nastaje paralelnim zarubǉivaǌem prethodne
parcijalne sume odsecaǌem odre�ene strane. Qak i pozitivno homotetiqna, a
time i normalno ekvivalentna. Svaki sabirak indeksiran skupom kardinalnosti
k dovodi do odsecaǌa strane dimenzije n− k, xto je i razlog davaǌa priorite-
ta sabircima indeksiranim skupovima ve�e kardinalnosti. O svemu navedenom
svedoqi [8, Lema 1.5.17].

Dakle, dodavaǌem jednog po jednog simpleksa, odsecaǌem jedne po jedne stra-
ne politopa P , putujemo od simpleksa do rezultuju�eg nestoedra. Pritom, uslov
Definicije 1.2.5 koji zahteva da gradivni skup sadr�i uniju svaka dva svoja ne-
disjunktna elementa, obezbe�uje da ako postoje dve odseqene strane politopa P
qiji je presek neprazna strana F , onda je pre tih strana odseqena najpre strana
F . Kada je gradivni skup maksimalan, tj. kada sadr�i sve podskupove skupa
[n + 1], prema [8, Posledica 1.5.6] i [36, Tvr�eǌe 3.4], nestoedar je n-permuto-
edar.

U intervalu izme�u simpleksa, kada odsecaǌa nema, i permutoedra, kada su
sve strane simpleksa odseqene, nalaze se svi ostali nestoedri, me�u kojima je
i asociedar i mnogi drugi znaqajni prosti politopi o kojima �e kasnije biti
vixe reqi.

U skladu sa Definicijom 1.1.24, mo�e se zakǉuqiti da za svako indeksiraǌe
skupa A =

{
B ∈ B | B 6= [n + 1], |B| 6= 1

}
koje je takvo da za svako i > j va�i

|Bi| 6 |Bj|, skup
{∆Bi}i∈[|A|]

zarubǉuje simpleks P . Dakle, req je o jednoj specifiqnoj geometrijskoj realiza-
ciji koju �emo nazvati Minkovski-realizacijom. Po ugledu na ǌu �e u ovoj tezi
biti ponu�ene realizacije i drugih familija kombinatorno zadatih politopa.
Sledi formalna definicija.
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Definicija 1.2.8. Neka je B gradivni skup kompleksa K i neka je {A1,A2} parti-
cija skupa B takva da je A1 kolekcija svih jednoelementnih skupova iz B. Poli-
top P dimenzije n je n-dimenzionalna Minkovski-realizacija kompleksa N (K,B)
kada su zadovoǉena slede�a tri uslova:

(i) P realizuje N (K,B);

(ii) postoji funkcija ϕ : B −→Mn+1 takva da je

P = ∆[n+1] +
∑
β∈B

ϕ(β);

(iii) za svako indeksiraǌe x : [m] −→ A2 takvo da

∀i, j ∈ [m] i < j ⇒ |x(i)| > |x(j)|,

indeksirani skup politopa {Pi}i∈[m], Pi = ϕ(x(i)), zarubǉuje parcijalnu sumu

∆[n+1] +
∑
β∈A1

ϕ(β).

Teorema 1.2.5. Za svaki gradivni skup B kompleksa C0, nestoedar PB∪{[n+1]} je n-di-
menzionalna Minkovski-realizacija kompleksa N (C0,B}).

Dokaz: Sledi direktno iz Teoreme 1.2.4 i [8, Lema 1.5.17 i Teorema 1.5.18].

Nestoedrom nadaǉe zovemo svaki politop kombinatorno ekvivalentan nesto-
edru PB. Naime, prethodna teorema, zajedno sa Tvr�eǌem 1.1.12, daje mogu-
�nost da na odre�eni apstraktni n-nestoedar, gledamo kao na familiju prostih
politopa qije su mre�e strana izomorfne mre�ama strana politopa koji nastaju
sukcesivnim zarubǉivaǌem proizvoǉnog n-simpleksa odsecaǌem istih strana.
Na primer, politop P prikazan na Slici 1.3 i politop prikazan na Slici 3.7
levo predstavǉaju jedan isti nestoedar. Isto va�i i za politope P2, P3 i P4

prikazane na Slici 1.3 i politop prikazan na Slici 3.8.

Slika 1.11: Zarubǉeni 3-simpleksi koji nisu nestoedri

Ipak, treba biti obazriv kada je req o stranama simpleksa koje se odsecaju.
Iako, prema Tvr�eǌu 1.1.13, odsecaǌem jedne strane prostog politopa nastaje
prost politop, va�no je naglasiti da nestoedar nije svaki prost politop koji se
mo�e dobiti sukcesivnim odsecaǌem strana simpleksa. Na primer, politop na
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Slici 1.11 levo nije nestoedar iako je prost i dobijen sukcesivnim zarubǉiva-
ǌem 3-simpleksa odsecaǌem dve ivice. U ovom sluqaju presecaǌe simpleksa sa
dva poluprostora nije, grubo reqeno, jednako duboko. Primetimo jox da bi uni-
formno simultano presecaǌe sa dva poluprostora dovelo do politopa koji nije
prost, jer odabrane ivice imaju zajedniqko teme (Slika 1.11 desno). Podse�amo
da Definicija 1.2.5 garantuje da sukcesivnom zarubǉivaǌu simpleksa odseca-
ǌem strana nepraznog preseka, prethodi odsecaǌe tog preseka, odnosno odsecaǌe
svih strana koje su im zajedniqke.

Primer 1.2.5. U zavisnosti od toga koliko je temena 2-simpleksa odseqeno, 2-ne-
stoedar je trougao, qetvorougao, petougao ili xestougao.

Na Slici 3.7, ilustrovan je 3-nestoedar indeksiran gradivnim skupom

B = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 2, 4}{1, 2, 3, 4}}.

Req je o politopu koji se mo�e dobiti zarubǉivaǌem 3-simpleksa odsecaǌem
proizvoǉne ivice i temena koje joj pripada, pa isti nestoedar odgovara svakom
gradivnom skupu oblika

B = {{1}, {2}, {3}, {4}, B1, B2, {1, 2, 3, 4}},

pri qemu je B1 ⊂ B2 ⊂ {1, 2, 3, 4} i |B1| = 2. Sliqno, 3-nestodar koji nastaje za-
rubǉivaǌem 3-simpleksa odsecaǌem proizvoǉnog temena (Slika 1.10) odgovara
gradivnim skupovima oblika

B = {{1}, {2}, {3}, {4}, B, {1, 2, 3, 4}},

gde je B proizvoǉan troelementni podskup skupa {1, 2, 3, 4}.
Slika 1.12 ilustruje sve situacije koje se mogu dogoditi lokalno u nekom od

temena 3-nestoedra, a potpune ilustracije se mogu na�i u [15, Dodatak B]. Za
potrebe istra�ivaǌa ove disertacije, vizuelno-grafiqkim programiraǌem je
razvijena aplikacija koja generixe trodimenzionalne modele svih 3-nestoedara,
uz mogu�nost variraǌa dubine odsecaǌa. U Dodatku A.1 je dat pregled nekih
rezultata te aplikacije.

Slika 1.12: 3-nestoedar posmatran lokalno [36, Uvod]

Postoji i alternativni grafiqki naqin da se zadaju neki gradivni skupovi
skupa P([n+ 1]), a time i kompleksa C0. Neka je Γ graf bez petǉi i vixestrukih
ivica qija su temena elementi skupa [n+ 1].
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1.2. Kombinatorna svojstva politopa

Definicija 1.2.9. Grafovski gradivni skup BΓ je skup svih nepraznih podskupova
B ⊂ [n+ 1] takvih da je podgraf Γ|B povezan graf.

U skladu sa Definicijom 1.2.5, grafovski gradivni skup BΓ je gradivni skup
skupa P([n + 1]). Nestoedar PBΓ

se naziva graf-asociedrom. Za vixe detaǉa o
graf-asociedrima upu�ujemo na [9], a u nastavku izdvajamo primere karakteri-
stiqnih grafiqkih gradivnih skupova po qijem izgledu nestoedri koje definixu
i nose naziv.
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Slika 1.13: Grafovi koji, za n ∈ {1, 2, 3, 4}, odgovaraju nestoedrima Pn+1, Kn+2,
Cyn i Stn

Primer 1.2.6. [8, Primer 1.5.28] Kada je Γ kompletan graf, tada je PBΓ
n-permu-

toedar. Prvi red Slike 1.13 ilustruje Γ za n ∈ {1, 2, 3, 4}.

Primer 1.2.7. [8, Primer 1.5.25] Kada je Γ staza, tj. kada se Γ sastoji od n
ivica {i, i + 1}, i ∈ [n], tada se BΓ sastoji od skupova oblika {i, i + 1, . . . , j} za
1 6 i 6 j 6 n + 1 (videti Primer 1.2.4), a nestoedar PBΓ

je n-asociedar. Drugi
red Slike 1.13 ilustruje Γ za n ∈ {1, 2, 3, 4}.

Primer 1.2.8. [8, Primer 1.5.29] Kada je Γ cikl, tj. kada se Γ sastoji od n ivica
{i, i + 1}, i ∈ [n], i ivice {n + 1, 1}, tada je nestoedar PBΓ

n-cikloedar. Klasa
n-cikloedara, u oznaci Cyn, prvi put se pojavǉuje u [5], a nexto kasnije i u
Staxevǉevim radovima. Ipak, za vixe detaǉa preporuqujemo radove [5] i [38,
Pododeǉak 10.3], u kojima je cikloedru posve�eno vixe pa�ǌe. Naredna slika
prikazuje Cyn za n ∈ {1, 2, 3}, a tre�i red Slike 1.13 ilustruje odgovaraju�i
graf Γ za n ∈ {1, 2, 3, 4}.
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Slika 1.14: Cikloedri Cy1, Cy2 i Cy3

Primer 1.2.9. [8, Primer 1.5.30] Kada je Γ zvezda, tj. kada se Γ sastoji od n ivica
{i, n+ 1}, i ∈ [n], onda je PBΓ

n-zvezdoedar. Naredna slika ilustruje ovaj politop
za n ∈ {1, 2, 3}, a posledǌi red Slike 1.13 ilustruje Γ za n ∈ {1, 2, 3, 4}. Vixe
detaǉa o klasi n-zvezdoedara, u oznaci Stn, mo�e se na�i u [38, Pododeǉak 10.4].

Slika 1.15: Zvezdoedri St1, St2 i St3

1.2.3 Vixestruko ug�e��eni skupovi

i uopxtava�e familije nestoedara

Prema prethodnom pododeǉku, familija n-nestoedara se mo�e posmatrati kao
interval prostih politopa izme�u simpleksa ∆n i permutoedra Pn+1, pri qemu
je ure�eǌe nad skupom svih politopa u intervalu kontraindukovano relacijom
inkluzije na odgovaraju�im gradivnim skupovima. Tako�e, imaju�i u vidu De-
finiciju 1.1.12 i Tvr�eǌe 1.1.11, na ovaj interval se mo�e gledati i kao na
interval simplicijalnih politopa izme�u simpleksa ∆n i politopa koji je po-
laran permutoedru Pn+1.

Teorija koja sledi zasnovana je na radu Zorana Petri�a u kome je detaǉno
opisana formalna procedura kojom se ovaj interval mo�e proxiriti ([36]). In-
terval se proxiruje iteriranim generisaǌem kompleksa, pri qemu se svaki kom-
pleks formira od ugǌe��enih skupova u odnosu na proizvoǉni gradivni skup
kompleksa formiranog u prethodnoj iteraciji.
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Neka je C0 kompleks definisan kao i do sada i B0 jedan ǌegov gradivni
skup. U prvoj iteraciji se formira kompleks N (C0,B0) qija je geometrijska
realizacija odre�en nestoedar iz spomenutog intervala. U drugoj iteraciji,
izborom proizvoǉnog gradivnog skupa B1 kompleksa N (C0,B0), formira se novi
kompleks N (N (C0,B0),B1). Ponavǉaǌem ove procedure, iz iteracije u iteraciju
nastaju novi zanimǉivi kompleksi. Istovremeno struktura ugǌe��enih skupova
postaje sve slo�enija i neudobna za rad. Ve� nakon nekoliko iteracija dolazi
do potexko�a u predstavǉaǌu rezultata procedure zbog nepreglednosti i texke
qitǉivosti velikog broja ugǌe��enih zagrada u zapisu ugǌe��enih skupova.
U istom radu, ovaj problem je prevazi�en uz pomo� jednostavne algebarske
prezentacije kojom se elemenati gradivnih skupova predstavǉaju kao elementi
slobodno generisane komutativne semigrupe (videti [36, Odeǉak 4]). Za potrebe
ove teze dovoǉno je samo da, u ciǉu jednostavnijeg zapisa, induktivno defini-
xemo preoznaqavaǌe kompleksa koji nastaju u svakoj od iteracija.

Neka kompleks C0 ne bude neophodno poqetak procedure, ve� po�imo od kom-
pleksa KP koji odgovara proizvoǉnom prostom politopu P (videti kraj Pod-
odeǉka 1.2.1). Neka je B0 ǌegov gradivni skup, k ∈ Z proizvoǉan nenega-
tivan broj, i neka je za svako 0 6 i 6 k skup Bi+1 gradivni skup kompleksa
N (KP ,B0, . . . ,Bi), pri qemu je za i > 0

N (KP ,B0, . . . ,Bi) = N (N (KP ,B0, . . . ,Bi−1),Bi).

Teorema 1.2.6. [36, Tvr�eǌe 10.1] Postoji prost politop koji geometrijski re-
alizuje kompleks N (KP ,B0, . . . ,Bk).

Ova teorema uopxtava Teoremu 1.2.4 garantuju�i da, polaze�i od bilo kog
prostog politopa, svaki kompleks nastao na gore opisan naqin u nekoj od ite-
racija, ima geometrijsku realizaciju prostim politopom. Uz to, prema [36,
Tvr�eǌe 8.3] i [36, Tvr�eǌe 9.3], politop Q koji realizuje kompleks nastao
u odre�enoj iteraciji se mo�e dobiti zarubǉivaǌem politopa koji realizuje
kompleks nastao u prethodnoj iteraciji, tj.

Q ∼ trFm(. . . trF1P ),

za stranu F1 politopa P i stranu Fj, 2 6 j 6 m, politopa trFj−1
(. . . trF1P ). Dakle,

kada je P simpleks i k = 0, politop Q je u standardnom intervalu simpleks-per-
mutoedar (videti Teoremu 1.2.5), a zamenom simpleksa proizvoǉnim prostim
politopom, standardni interval se proxiruje. Na primer, u sluqaju n = 2, kada
se trougao zameni petouglom, nastaje interval petougao-desetougao. U sluqaju
n = 3, kada se 3-simpleks zameni politopom P prikazanim na Slici 1.3, tada se
politopi Pi, 1 6 i 6 4, nalaze u proxirenom intervalu.

Svakako, kada je gradivni skup B0 minimalan, kao i u sluqaju originalnog
intervala, na poqetku novog intervala ostaje politop P . Prethodna teorema
garantuje da postoji prost politop koji zameǌuje permutoedar na drugom kraju
i koji realizuje kompleks formiran od ugǌe��enih skupova u odnosu na maksi-
malni gradivni skup. Ovaj politop nazivamo P -permutoedrom, i generalno, za
sve mogu�e izbore gradivnih skupova dobijamo qitavu familiju prostih poli-
topa koju zovemo P -nestoedrima. U tom smislu, Pn+1 je ∆n-permutoedar, a fa-
milija n-nestoedara je familija ∆n-nestoedara. Ako je P permutoedar, odgo-
varaju�i P -nestoedar je permutonestoedar. Otuda je permutosimpleks zapravo
permutoedar, a permutopermutoedar politop koji se mo�e dobiti sukcesivnim
zarubǉivaǌem permutoedra odsecaǌem svih strana. U Dodatku A.3 je ponu�eno
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kompjutersko rexeǌe za kreiraǌe i ispis elemenata kompleksa koji odgovara
permutoasociedru, a koje se mo�e proxiriti na kompleks ugǌe��enih skupova
koji odgovara proizvoǉnom P -nestoedru.

Svaki proxireni interval se daǉe analogno mo�e proxiriti iterativnim
ponavǉaǌem procedure, pa se tako u sluqaju n = 2 mogu dobiti svi prosti 2-po-
litopi, tj. svi poligoni. Primeri 3-politopa dobijenih nakon druge iteracije
ilustrovani su na Slici 3.8, Slici 3.9 levo, Slici 3.10, Slici 3.11 levo i
Slici 3.12.

Va�no je napomenuti da ova procedura, iako isporuquje veliki broj prostih
politopa znaqajno proxiruju�i originalnu klasu nestoedara, ona ipak ne daje
mogu�nost da se svaki prost politop na ovaj naqin dosegne, osim u trivijalnom
sluqaju kada je bax to polazni politop, a gradivni skup minimalan. Ve� u
sluqaju n = 3 postoje prosti politopi koje ova procedura ne mo�e da isporuqi.
Naime, zarubǉivaǌem prostog 3-politopa odsecaǌem temena ili ivice nastaje
politop sa makar jednom trougaonom ili qetvorougaonom pǉosni, pa se prosti
3-politopi koji nemaju ni jednu takvu pǉsoan zasigurno ne mogu dobiti proce-
durom zarubǉivaǌa. Takav je npr. dodekaedar qije su sve pǉosni petouglovi
[25, Slika na str. 13].

Definicija 1.2.10. Neka je P politop koji geometrijski realizuje kompleks
N (K,B) i neka je φ kontravarijantni izomorfizam izme�u odgovaraju�ih polu-
mre�a. Pǉosan F ∈ F(P ) je pravilno oznaqena elementom B ∈ B, kada je

φ(F ) = {B}.

Politop je pravilno oznaqen kada su mu sve pǉosni pravilno oznaqene. Element
skupa B je oznaka pǉosni kada je ona pravilno oznaqena tim elementom.

Napomena 1.2.4. Prema zakǉuqcima sa kraja Pododeǉka 1.2.1, upravo uvedeno
oznaqavaǌe pǉosni obezbe�uje da dve pǉosni pravilno oznaqenog politopa ima-
ju zajedniqko teme ako i samo ako postoji ugǌe��eni skup koji sadr�i obe ǌihove
oznake.

Napomena 1.2.5. Primetimo da, ako je nestoedar PB pravilno oznaqen, onda
Definicija 1.2.8, Teorema 1.2.5 i Teorema 1.2.3 garantuju da oznaku A ∈ B ima
pǉosan koju definixe hiperravan πA iz Teoreme 1.2.3.

{
{2}, {3}

}

{
{3}
}

{
{1}
}

{
{2}
}

{
{4}
}

{
{1, 2}

}

Slika 1.16: Pravilno oznaqen 3-politop proxirenog intervala nestoedara
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Primer 1.2.10. Neka je n = 3, B0 =
{
{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}

}
gradivni skup kom-

pleksa C0, P nestoedar koji realizuje kompleks N (C0,B0) i

B1 =
{
{{1}}, {{2}}, {{3}}, {{4}}, {{1, 2}}, {{2}, {3}}

}
gradivni skup kompleksa N (C0,B0). Politop koji geometrijski realizuje kom-
pleks N (C0,B0,B1), tj. kompleks N (CP ,B1), prikazan je na Slici 1.11 levo. Ve� je
ustanovǉeno da ovaj politop nije 3-nestoedar, ali ovim zakǉuqujemo da kao P -ne-
stoedar pripada proxirenom intervalu. Prethodna slika ilustruje pravilno
oznaqavaǌe ǌegovih pǉosni.

Po ugledu na opisanu iterativnu proceduru, u Odeǉku 3.1 je definisan kom-
pleks qija geometrijska realizacija prostim politopom predstavǉa topoloxi
dokaz odre�enih teorema koherencije. Odeǉak koji sledi posve�ujemo upravo
ovim teoremama.

35





Glava 2

Koherencija

Ovo poglavǉe otpoqiǌemo na isti naqin na koji je Saunders Meklejn zapoqeo
svoj Uvod u [34]–zapa�aǌem da se mnoge karakteristike matematiqkih siste-
ma mogu na uniforman naqin predstaviti jednostavnim dijagramima saqiǌe-
nim od nekih objekata povezanih strelicama. Na primer, strelica f : X → Y
predstavǉa funkciju, tj. skupove X i Y i pravilo x 7→ fx koje svakom elementu
x ∈ X dodeǉuje neki element fx ∈ Y . Za dijagram

X

Z

Y

?

-

��������)

h

f

g

�emo re�i da komutira kada je h standardna kompozicija funkcija f i g, tj.
h = gf . Isti dijagram se mo�e primeniti i u drugom matematiqkom kontekstu: u
svetu topoloxkih prostora objekti X, Y i Z bi oznaqavali neke topoloxke pro-
store, a strelice f , g i h neprekidna preslikavaǌa; u svetu svih grupa, objekti
bi bili grupe, a strelice homomorfizmi, u svetu logiqkih formula, objekti bi
bili formule, a strelice izvo�eǌa itd. Na ovaj naqin se mogu dovesti u vezu,
tj. podvesti pod nekakav isti tip, naizgled razliqiti matematiqki svetovi i
sliqnim dijagramima izraziti sve ǌihove univerzalne karakteristike.

Ova zapa�aǌa su dovela do razvoja Teorije kategorija sredinom XX veka,
a ǌenim osnivaqima se smatraju Semjuel Ajlenberg i Saunders Meklejn. Po
ugledu na quvene radove Meklejna iz 1963. i 1971. godine ([33] i [34]), navodi-
mo samo mali deo ove teorije koji nam je neophodan za bavǉeǌem koherencijom,
taqnije za razmatraǌe topoloxkog pristupa pomo�u kog se teoreme koherencije
vezane za odre�eni tip kategorija mogu dokazati.

2.1 Teoreme koherencije

Kategorija A podrazumeva jedan matematiqki svet koji qine dve klase Ob(A)
(objekti kategorije A) i Ar(A) (morfizmi ili strelice kategorije A) i dva pre-
slikavaǌa dom, cod : Ar(A) → Ob(A). Ako je f ∈ Ar(A), dom(f) = A i cod(f) = B,
onda to kra�e oznaqavamo f : A→ B. Tako�e, za svako A ∈ Ob(A), postoji jedini-
qni morfizam 1A : A→ A, a za svaka dva morfizma f : A→ B i g : B → C, postoji
ǌihova kompozicija, tj. morfizam gf : A→ C. Zahtevaju se i kategorijalne jed-
nakosti

h(gf) = (hg)f i f1A = f = 1Bf.

37



Koherencija i prosti politopi

Dakle, kad god je definisano, komponovaǌe morfizama je asocijativno, a jedi-
niqni morfizam ima ulogu levog i desnog neutrala pri komponovaǌu. Strelice
f i g su istog tipa kada je dom(f) = dom(g) i cod(f) = cod(g). Morfizam f : A→ B
je izomorfizam kada postoji ǌegov inverzni morfizam f−1 : B → A za koji va�i
f−1f = 1A i ff−1 = 1B.

Kako smo u uvodu najavili, interakcija izme�u objekata jedne kategorije
qesto se predstavǉa dijagramom. Temena su mu oznaqena objektima, a ivice mor-
fizmima. Sve ivice su usmerene–ivica oznaqena sa f usmerena je od temena
dom(f) ka temenu cod(f). Put od temena A do temena B je kompozicija oznaka
nanizanih usmerenih ivica kojima se iz A mo�e sti�i u B. Dijagram se sastoji
od dva ili vixe puteva od temena A (polazixte) do temena B (odredixte) i
ka�emo da on komutira kada bilo koja dva puta od A do B predstavǉaju isti
morfizam u toj kategoriji.

Za dve kategorije A i B, funktor F : A → B podrazumeva dva preslikava-
ǌa F : Ob(A) → Ob(B) i F : Ar(A) → Ar(B), pri qemu se F sla�e sa strukturom
kategorija. To znaqi da je slika strelice f : A → A′ klase Ar(A) strelica
Ff : FA → FA′ klase Ar(B) i va�e funktorijalne jednakosti

F1A = 1FA i Fgf = FgFf .

Funktor F : A → B je veran kada za svaka dva objekta A i A′ klase Ob(A) i svaki
par strelica f1, f2 : A→ A′ klase Ar(A), jednakost Ff1 = Ff2 implicira jednakost
f1 = f2.

Za dva data funktora F,G : A → B, prirodna transformacija τ je familija
strelica klase Ar(B),

τ = {τA : FA → GA | A ∈ Ob(A)},

koja je takva da, za svaki morfizam f : A→ A′ klase Ar(A), komutira dijagram

FA

FA′

GA

GA′
,

? ?

-

-

Ff Gf

τA

τA′

tj. va�i jednakost prirodne transformacije

GfτA = τA′Ff .

Ako na funktore F i G gledamo kao na sliku kategorije A u kategoriju B, onda
na τ mo�emo gledati kao na skup svih strelica koje qetvorouglovima presli-
kavaju (transliraju) sliku funktora F u sliku funktora G (videti [34, Pod-
odeǉak 1.4]). Elemente kolekcije τ , indeksirane objektima kategorije A, zo-
vemo komponentama prirodne transformacije τ . Prirodna transformacija je
prirodni izomorfizam kada je svaka ǌena komponenta izomorfizam.

Kategorija sa mno�eǌem je kategorija A zajedno sa bifunktorom

· : A×A → A.

Dakle, imamo binarnu operaciju mno�eǌa na objektima kategorije A, oznaqenu
sa ·, i istooznaqenu binarnu operaciju na morfizmima 1. Prema definiciji

1Meklejn je ovaj bifunktor u [33] oznaqavao sa ⊗ (tenzor), a u [34] sa �. U
literaturi je ⊗ i najqex�a oznaka ove operacije.
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funktora, ako su f : A → B i g : C → D dva morfizma kategorije A, onda je f · g
morfizam f · g : A · C → B ·D, a funktorijalne jednakosti su

1A · 1B = 1A·B i (g1f1) · (g2f2) = (g1 · g2)(f1 · f2).

Kategorija sa mno�eǌem je slobodno generisana nekim skupom objekata kada su
svi objekti te kategorije ili elementi tog skupa ili su nastali mno�eǌem ǌe-
govih elemenata. Na primer, ((0 ·(2 ·5)) ·2) je objekat kategorije sa mno�eǌem koja
je slobodno generisana skupom ω = {0, 1, 2, . . .}. Uobiqajno je da se najspoǉaxǌiji
par zagrada izostavǉa, pa se ovaj objekat zapisuje kao (0 · (2 · 5)) · 2.

Mo�emo daǉe razgovarati o razliqitim tipovima kategorija sa mno�eǌem,
u zavisnosti od toga koje smo kanonske (osnovne) strelice dozvolili, odnosno
kakva smo svojstva dali mno�eǌu. Da bi operacije bile deo neke algebarske
strukture, skoro uvek zahtevamo da budu asocijativne. Tako, ako u kategoriji
sa mno�eǌem dozvolimo da bifunktor · bude asocijativan, do na izomorfizam,
dolazimo do kategorija za koje se vezuje prva teorema koherencije, tj. prvi
koherencijski rezultat. Ako dozvolimo da bifunktor uz to bude i komutativan,
do na izomorfizam, dolazimo do drugog tipa kategorija kojima �emo u ovoj tezi
posvetiti najvixe pa�ǌe. Slede formalne definicije ova dva tipa kategorija,
koje pored spomenutih svojstava bifunktora sadr�e i dodatne uslove, koji, kako
�emo kasnije videti, obezbe�uju koherenciju.

Monoidalna kategorija A je kategorija sa mno�eǌem koja sadr�i specijalni
objekat I i tri prirodna izomorfizma α, λ i % sa komponentama

αA,B,C : A · (B · C)→ (A ·B) · C,

λA : I · A→ A i

%A : A · I → A,

pri qemu je λI = %I : I · I → I. Uz to, zahteva se da za svaka qetiri objekta
A,B,C,D ∈ Ob(A), dijagrami (1) i (2) komutiraju.

A · (B · (C ·D))

A · ((B · C) ·D)

(A · (B · C)) ·D

((A ·B) · C) ·D

(A ·B) · (C ·D)

���)

?

PPPq

HH
HHj

��
���

1 · α

α

α · 1

α

α

(1)

A · (I ·B)

A ·B

(A · I) ·B
?

-
�������)

1 · λ

α

% · 1 (2)

Simetriqna monoidalna kategorija A je monoidalna kategorija koja dodatno
poseduje prirodni izomorfizam

γ = {γA,B : A ·B → B · A | A,B ∈ Ob(A)},
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pri qemu, za svaka tri objekta A,B,C ∈ Ob(A), va�e jednakosti (3) i komutira
dijagram (4).2

γB,AγA,B = 1A·B %A = λAγA,I (3)

A · (B · C)

A · (C ·B) (A ·B) · C

(A · C) ·B C · (A ·B)

(C · A) ·B

���)

? ?

PPPq

PPPq

���)

1 · γ

α γ

γ · 1

α

α

(4)

Napomenimo da sve spomenute pretpostavǉene jednakosti oba tipa kategorija
va�e i u kontekstu. Na primer, jednakost (1) u kontekstu ·K je slede�i dijagram
i on je komutativan kao instanca dijagrama (1).

(A · (B · (C ·D))) ·K

(A · ((B · C) ·D)) ·K

((A · (B · C)) ·D) ·K

(((A ·B) · C) ·D) ·K

((A ·B) · (C ·D)) ·K

�����)

?

HHHHj

HH
HHHj

�
�

��	

(1 · α) · 1

α · 1

(α · 1) · 1

α · 1

α · 1

Najjednostavniji primer simetriqne monoidalne kategorije je svakako kate-
gorija Set qiji su objekti skupovi, a morfizmi funkcije. Bifunktor je u tom
sluqaju Dekartov proizvod, a specijalnim objektom se mo�e proglasiti bilo
koji jednoelementni skup.

Koherencija, tj. teorema koherencije, vezana za odre�eni tip kategorije, u
svom originalnom znaqeǌu podrazumeva komutiraǌe svih dijagrama tog tipa
kategorije, tj. svakog dijagrama qije su ivice oznaqene kanonskim strelicama
tog tipa kategorije.

Teorema 2.1.1. [34, Odeǉak 7.2] U monoidalnoj kategoriji, sve strelice istog
tipa su jednake.

Dakle, slobodno govore�i, koherencija nam ovde ka�e da se svaka dva puta
sa istim polazixtem i odredixtem mogu poistovetiti, tj. izjednaqiti. Ovim
je Meklejn je dokazao da su osnovne jednakosti me�u putevima, tj. komutiraǌe
osnovnih dijagrama (1) i (2), dovoǉni za zakǉuqak da svi dijagrami monoidalne
kategorije komutiraju.

Za mnoge druge tipove kategorija, ukǉuquju�i i simetriqne monoidalne ka-
tegorije, isto tvr�eǌe ne va�i. Tome svedoqe morfizmi γA,A i 1A·A koji predsta-
vǉaju razliqite strelice u simetriqnoj monoidalnoj kategoriji iako su istog

2Meklejn je objekat I u [34] oznaqio sa e, a u [33] sa K. Oznaqavaǌe izmor-
fizama α, λ, % i γ je potpuno u skladu sa [34], dok su u [33] komponente αA,B,C, λA i
γA,B redom oznaqene sa a(A,B,C), e(A) i c(A,B), a strelice λ−1, % i %−1 nisu osnovne
ve� izvedene.
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tipa. Ovaj problem se prevazilazi uvo�eǌem pojma grafa kanonske strelice,
jer to daje mogu�nost da se teorema koherencije formulixe u smislu da su sve
strelice istog tipa jednake kada su im i grafovi isti.

Teorema 2.1.2. [34, Odeǉak 11.1] U simetriqnoj monoidalnoj kategoriji, sve stre-
lice istog tipa i istog grafa su jednake.

Postoje neke klase kategorija, me�u kojima su i simetriqne monoidalne, kod
kojih je na neki naqin ipak mogu�e koherencijski rezultat svesti na bezuslovni,
tj. formulisati ga kao ,,sve strelice istog tipa su jednake”. U sluqaju si-
metriqne monoidalne kategorije, to se posti�e diversifikacijom. Naime, svaka
kanonska strelica f : A→ B se mo�e diversifikovati, xto znaqi da u kategoriji
postoji strelica f ′ : A′ → B′, takva da su A′ i B′ diversifikovani objekti, tj. ob-
jekti u kojima se elementi od kojih su sastavǉeni ne ponavǉaju, i da su pri tom
objekti A i B redom instance objekata A′ i B′, a f instanca strelice f ′. Na
primer, diversifikacijom slede�ih strelica istog tipa koje nemaju isti graf

γA,A : A · A→ A · A i 1A·A : A · A→ A · A

dobijamo strelice

γA,B : A ·B → B · A i 1A·B : A ·B → A ·B

koje nisu istog tipa. Dakle, simetriqna monoidalna kategorija je takva da
ako su svake dve strelice istog diversifikovanog tipa jednake, onda su i svake
dve strelice istog tipa i istog grafa jednake. Drugim reqima, posmatraǌem
iskǉuqivo dijagrama u qijim su temenima diversifikovani objekti, mo�emo pot-
puno izbe�i upotrebu grafova kanonskih strelica i svesti teoremu koherencije
na formulaciju u apsolutnom smislu. Napomiǌemo da se kod mnogih drugih
tipova kategorija, npr. kod pleteniqastih [34, Odeǉak 11.4], diversifikacijom
ovo ne mo�e obezbediti.

Pitaǌe koherencije odre�enog tipa kategorija odnosi se na dijagrame qije
su ivice oznaqene kanonskim strelicama te kategorije, pa je tu klasu dovoǉno
posmatrati iz ugla kategorije te klase koja je slobodno generisana nekim skupom
objekata. To znaqi da se sa dijagrama prirodnih transformacija, sa kojima je
baratao Meklejn u dokazima svojih teorema, prirodno mo�e pre�i na klasiqne
strelice u kategoriji koja je slobodno generisana. Da se takav pristup mo�e
generalno zauzeti, prva je sugerisala Voreadu, Meklejnov doktorand, u [48].

Obe gore navedene teoreme formulisane su u stilu izvornog poimaǌa ko-
herencije. Sa stanovixta logike, takvo ǌeno shvataǌe se zapravo svodi na
mogu�nost aksiomatizacije–ciǉ je formirati neki odluqivi i xto je mogu�e
maǌi skup aksioma koji bi isporuqio i sve druge potrebne jednakosti. Ipak,
danas se pojam koherencije koristi u xirem smislu izvan ovog svog prvobitnog
znaqeǌa. Na primer, u koherencijske rezultate ubraja se i naredna teorema.

Teorema 2.1.3. [34, Pododeǉak 11.3] Svaka monoidalna kategorija je ekvivalentna
nekoj striktnoj monoidalnoj kategoriji.

Monoidalna kategorija je striktna kada su izmorfizmi α, λ i % identite-
ti, pa nam ova teorema, izme�u ostalog, daje za pravo da Dekartov proizvod
smatramo asocijativnim. Pod striktifikacijom se generalno, nezavisno od
tipa kategorije na koju se odnosi, podrazumeva proglaxavaǌe nekih osnovnih
izomorfizama za identitete. Drugim reqima, ona znaqi ukidaǌe nekih puteva i
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identifikovaǌe svega xto ti putevi povezuju. Iako se striktifikacijom mogu
izgubiti va�ne informacije pomo�u kojih se objekti kategorije klasifikuju,
ona ipak umnogome poma�e da se struktura kategorije raxqisti ne bi li se ono
xto preostane jasnije sagledalo.

Meklejn se u svom dokazu Teoreme 2.1.2 oslonio upravo na striktifikaciju
monoidalne strukture simetriqnih monoidalnih kategorija, xto mu je ostavilo
prostora da iskoristi algebarsku reprezentaciju simetriqnih grupa pomo�u
generatora i relacija. Drugim reqima, sa stanovixta logike, Meklejn je ura-
dio slede�e. Sa jedne strane je imao aksiomatizaciju, a sa druge strane model,
kategoriju qije su sve strelice permutacije. Pokazao je da je ǌegova aksioma-
tizacija kompletna u odnosu na taj model, qime je koherencijski problem sveo
na standardnu aksiomatizaciju simetriqnih grupa. U savremenom smislu se
koherencija najqex�e bax tako i interpretira, odnosno pod utvr�ivaǌem ko-
herencije odre�enog tipa kategorija se smatra pronala�eǌe vernog funktora iz
tog tipa kategorije u kategoriju u kojoj je provera jednakosti strelica znaqaj-
no jednostavnija. Za vixe detaǉa o takvom pristupu upu�ujemo na [14, Uvod,
Odeǉak 2.9, Odeǉak 5.1].

Rezultati koherencije, bilo u izvornom bilo u savremenom shvataǌu, od ve-
likog su opxteg znaqaja. Konkretno, u teoriji dokaza omogu�avaju formiraǌe
zadovoǉavaju�eg kriterijuma za jednakost izvo�eǌa u nekim deduktivnim siste-
mima.

2.2 Topoloxki dokazi koherencije

Obe svoje teoreme koherencije Meklejn je praktiqno ve� dokazao u [33], samo
u nexto drugaqijoj formulaciji (videti [33, Teorema 3.1, Teorema 4.2]). Tada
je, konkretno u sluqaju monoidalnih kategorija, polaze�i od kategorije koja
je slobodno generisana skupom slova {a, b, c, . . .}, posmatrao dijagrame qija su
temena pravilno asocirane reqi (prozivodi) od n slova (objekti nastali pri-
menom mno�eǌa n − 1 put), a ivice instance α strelice, tj. strelice α i α−1

ili ǌihovi proizvodi sa jediniqnim morfizmima. Nije manipulisao izomor-
fizmima λ i %, pa su u jednom takvom dijagramu dve reqi povezane instancom α
strelice kada se jedna od druge mogu dobiti preasociravaǌem taqno jednog para
zagrada. Indukcijom po rastojaǌu od normalne forme, dokazao je da svi takvi
dijagrami komutiraju, pod pretpostavkom (bazom indukcije) da komutira osnov-
ni petougaoni dijagram u qijim su temenima reqi od 4 slova (videti dijagram
(1) u prethodnom odeǉku) i uz oslaǌaǌe na prirodnost i bifunktorijalnost.
Zatim je, u [34], temena dijagrama monoidalne kategorije posmatrao kao reqi u
kojima je dopuxteno i prazno slovo (slovo I) du�ine nula, i naravno, instance
osnovnih strelica λ i %. Iako u temenima ovakvog dijagrama mogu biti reqi
koje nisu dobijene primenom mno�eǌa jednak broj puta, opisao je proceduru ko-
jom se oni relativno jednostavno svode na dijagrame monoidalne kategorije qije
su ivice samo instance α strelice i qije nam je komutiraǌe ve� zagarantovano.
Ovo svo�eǌe, tj. proglaxavaǌe objekta I pravim neutralom, oqigledan je primer
striktifikacije.

Na primer, ako su temena nekog dijagrama monoidalne kategorije reqi sastav-
ǉene od 5 nepraznih i proizvoǉnog broja praznih slova (sluqaj n = 5), on se
svodi na jedan od dijagrama od kojih je sastavǉen graf na Slici 2.1. Primetimo
da je ovaj graf ,,poploqan” dijagramima koji su ili instance petougla (1) ili
qetvorougla prirodne transformacije. Lako se da prepoznati da ilustrovani
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graf odgovara grafu 3-asociedra (videti definiciju apstraktnog asociedra u
Pododeǉku 1.2, Sliku 1.9 i Definiciju 1.1.5): temena ilustrovanog grafa odgo-
varaju temenima politopa (proizvodu a ·b ·c ·d ·e koji je pravilno zagra�en sa tri
para zagrada), ivice odgovaraju ivicama politopa (istom proizvodu koji je za-
gra�en sa dva para zagrada), a oblasti (petouglovi i qetvorouglovi) odgovaraju
2-stranama (istom proizvodu koji je zagra�en samo jednim parom zagrada).

�im Staxev je iste 1963.godine, nezavisno od Meklejna, bave�i se homotop-
skom asocijativnox�u H-prostora i karakterizacijom prostora petǉi u [44],
pokazao da, za svako n, za graf koji odgovara ilustrovanom postoji odgovaraju�i
(n− 3)-�elijski kompleks (videti Napomenu 1.2.1). Kasnije se pokazalo da se ta
familija kompleksa i geometrijski mo�e realizovati familijom politopa koje
zovemo asociedrima. To naizgled nema naroqite veze sa koherencijom, ali se is-
postavǉa da taj rezultat i Teorema 2.1.1 imaju identiqan matematiqki sadr�aj,
iako se do ǌega doxlo potpuno drugaqijim pristupom i sredstvima. Drugim
reqima, Staxevǉev rezultat predstavǉa alternativni topoloxki dokaz kohe-
rencije monoidalnih kategorija.

Slika 2.1: Vizuelizacija koherencije monoidalnih kategorija po ugledu na [33,
Odeǉak 3]

Nije ovo jedini tip kategorija za koji postoji topoloxki dokaz koherenci-
je, xto �emo se kasnije i uveriti. Upravo su topoloxki dokazi koherencije
simetriqnih monoidalnih kategorija najznaqajniji rezultati ove disertacije,
pa �emo sada posvetiti tome nexto vixe pa�ǌe. Posmatra�emo nexto opxtiji
sluqaj kojim svakako obuhvatamo i monoidalne i simetriqne monoidalne kate-
gorije.

Pretpostavimo da sa jedne strane imamo kategoriju odre�enog tipa koja
je slobodno generisana skupom objekata ω = {0, 1, 2, . . .}. Tip kategorije po-
drazumeva da su zadati odre�eni kanonski morfizmi i da su pretpostavǉene
neke osnovne jednakosti, tj. zadati su osnovni dijagrami koji komutiraju. Po-
lazimo od pretpostavke da su sve kanonske strelice kategorije koju posmatramo
izomorfizmi.
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Mo�emo konstruisati (pseudo)graf G qija su temena objekti kategorije, a dva
temena A i B su povezana ivicom kada u kategoriji postoji morfizam f : A→ B
koji je instanca nekog pretpostavǉenog izomorfizma (u sluqaju monoidalne ka-
tegorije to su strelice α, α−1 i ǌihove kompozicije sa jediniqnim morfizmima,
a u sluqaju simetriqnih monoidalnih kategorija to su jox i γ strelice i ǌi-
hove kompozicije sa jediniqnim morfizmima). Sve strelice su invertibilne,
pa ivice grafa nisu usmerene. Podrazumevamo i da su kanonski izomorfizmi
takvi da svaka komponenta povezanosti ovog grafa sadr�i objekte sa jednakim
brojem pojavǉivaǌa svakog elemenata skupa ω. Dakle, svaki element skupa
ω, pa i specijalni objekat I, predstavǉa po jednu jednoelementnu komponentu
povezanosti kategorije.

Povrh svega, pretpostavǉamo i da je kategorija takvog tipa da, poput si-
metriqne monoidalne, dopuxta da se diversifikacijom koherencijski rezultat
formulixe u apsolutnom smislu. Tada nam je za pitaǌe koherencije dovoǉno
posmatraǌe samo onih komponenti povezanosti grafa G koje sadr�e diversifiko-
vane objekte, tj. objekte kategorije u kojima se elemenati skupa ω ne ponavǉaju.
Konkretno, za svako n ∈ ω, dovoǉna nam je komponenta koja sadr�i objekat

0 · (1 · (. . . · n) . . .)

(ona koja u sluqaju monoidalnih kategorija odgovara grafu ilustrovanom na
Slici 2.1 kada je n = 4). Oznaqimo je sa Gn.

Pretpostavimo da, sa druge strane, za svako n ∈ ω, tj. svaki graf Gn, imamo
�elijski kompleks Kn qije sve 0-�elije odgovaraju temenima grafa Gn, 1-�elije
odgovaraju ǌegovim ivicama, a svaka 2-�elija odgovara nekoj pretpostavǉenoj
jednakosti, tj. nekom osnovnom komutativnom dijagramu. Ako se ovaj kompleks
mo�e geometrijski realizovati kao politop, onda mo�emo zakǉuqiti da komuti-
raju svi dijagrami koji ukǉuquju objekte koje ukǉuquje Gn, qime smo obezbedili
topoloxki dokaz teoreme koherencije posmatranog tipa kategorije.

Me�utim, da smo zaista slobodni to da zakǉuqimo, odnosno da je postojaǌe
politopa koji geometrijski realizuju sve ove komplekse dovoǉno za koherenciju,
prema naxem uvidu, u literaturi nema formalnog dokaza, ve� se ova implika-
cija podrazumeva kao oqigledna. Ipak, imaju�i u vidu da je to osnova teze,
poka�imo da ova implikacija zaista va�i.

Za svaki �elijski kompleks Kn mo�emo formirati kratki lanqasti kompleks
(videti [26, Odeǉak 2.0])

0→ C2
∂2

−→ C1
∂1

−→ C0 → 0,

gde su C0, C1 i C2 slobodne komutativne grupe koje su redom generisane orijen-
tisanim 0-�elijama, 1-�elijama i 2-�elijama kompleksa Kn. Ove �elije redom
odgovaraju 0-stranama, 1-stranama i 2-stranama politopa Pn koji geometrijski
realizuje Kn. Elemente ovih komutativnih grupa zovemo redom 0-lancima, 1-lan-
cima i 2-lancima, a graniqne homomorfizme ∂1 i ∂2 redom 1-granicom i 2-grani-
com. Za posmatraǌe prve homoloxke grupe naxeg politopa Pn,

H1 = Ker ∂1/Im ∂2,

dovoǉno je da precizno definixemo 1-granicu i 2-granicu.
Pretpostavimo da smo slobodnim izborom orijentacije usmerili sve ivi-

ce politopa, tj. zadali orijentaciju generatora grupe 1-lanaca. Slobodnim
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izborom mo�emo orijentisati i 2-strane politopa, tj. generatore grupe 2-la-
naca. Naime, svaku 2-stranu mo�emo posmatrati kao jedan 2-politop u pro-
storu R2, pa za orijentaciju svake od ǌih imamo slobodu izbora jedne od dve
mogu�nosti (pozitivnu ili negativnu orijentaciju u odnosu na kretaǌe kazaǉki
qasovnika). Na sliqan slobodan naqin bi se mogla birati i orijentacija osta-
lih strana.

Usmerena ivica a =
−−−→
A1A2 se 1-granicom ∂1 : C1 → C0 slika u 0-lanac

A2 − A1.

Nazovimo 1-ciklom svaki 1-lanac koji se 1-granicom slika u neutral grupe 0-la-
naca. Primetimo da je suma 1-lanaca koji formiraju kru�nu putaǌu po ivicama
politopa jedan 1-cikl. Naime, u tom sluqaju su svi sabirci ili generatori
grupe 1-lanaca ili ǌihovi inverzi i za svako teme u takvoj putaǌi postoji
taqno jedan sabirak koji u ǌega dolazi i taqno jedan sabirak koji iz ǌega
kre�e.

Ako granicu orijentisane 2-strane qini niz usmerenih ivica a1, . . . , ak, onda
se ta 2-strana 2-granicom ∂2 : C2 → C1 preslikava u 1-lanac

δ(1)a1 + . . .+ δ(k)ak,

pri qemu je, za svako i ∈ [k],

δ(i) =


1, ako se orijentacija koju indukuje orijentacija 2-strane

poklapa sa orijentacijom ivice ai,

−1, inaqe.

Svaki 2-lanac se, kao linearna kombinacija orijentisanih 2-strana, 2-grani-
com slika u linearnu kombinaciju 1-lanaca koji su 1-cikli (kru�ne putaǌe
po granici neke 2-strane). Sve ovo implicira da je kompozicija ∂1∂2 trivi-
jalno preslikavaǌe, tj. preslikavaǌe koje sve slika u neutral grupe 0-lanaca.
Dakle, Im ∂2 je podgrupa grupe Ker ∂1 i posecaǌem Ker ∂1/Im ∂2 dobijamo prvu
homologiju H1.

Poxto se Kn geometrijski realizuje kao kontraktibilan prostor, tj. prostor
koji se homotopski identifikuje sa taqkom, ǌegova prva homologija je trivijal-
na prema [26, Tvr�eǌe 2.8]. Dakle, Ker ∂1/Im ∂2 je trivijalna grupa, xto znaqi
da je svaki 1-cikl 2-granica nekog 2-lanca.

Svaki dijagram koji ukǉuquje objekte koje ukǉuquje Gn, posmatraju�i ga
kao niz strelica, mo�emo, slobodno reqeno, iscrtati kao kru�nu putaǌu po
ivicama politopa Pn. To nam dozvoǉava qiǌenica da su sve pretpostavǉene
kanonske strelice invertibilne. Prema gorǌim zakǉuqcima, to znaqi da je
svaki takav dijagram 1-cikl, a time i 2-granica nekog 2-lanca. Odatle sledi
da se taj dijagram mo�e poploqati 2-�elijama koje predstavǉaju pretpostav-
ǉene jednakosti. Iz mogu�nosti poploqavaǌa pretpostavǉenim komutativnim
dijagramima, oqigledno je i ǌegovo komutiraǌe.

Ovim smo konaqno i sasvim opravdali to xto smo politopima dodelili
glavnu ulogu u ovoj disertaciji.

Prirodno se name�e zakǉuqak da su, pored asociedara, i permutoedri in-
teresantni sa stanovixta topoloxkog dokazivaǌa koherencije. Naime, permu-
toedri, uz striktifikaciju asocijativnosti koju je uradio Meklejn, daju pravi
topoloxki dokaz koherencije simetriqnih monoidalnih kategorija.
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Drugi topoloxki dokaz ovog tipa kategorija, bez striktifikacije asocija-
tivnosti, dao je Mihail Kapranov 1993. godine u [30]. On je definisao familiju
�elijskih kompleksa KPn qija temena odgovaraju pravilno zagra�enim reqima
(proizvodima) od n permutovanih razliqitih slova. Uspeo je da poka�e da
se, za svako n, KPn mo�e geometrijski realizovati kao (n − 1)-politop, qime
je dao direktan topoloxki dokaz koherencije simetriqnih monoidalnih kate-
gorija. Pronaxao je 3-politop koji realizuje KP4 (Slika 2.3 levo), a ubrzo
nakon toga, u [40], Viktor Rajner i Ginter Cigler su uspeli da realizuju sve
Kapranovǉeve �elijske komplekse kao familiju politopa. Ova familija, kao
svojevrstan hibrid familije asociedara i familije permutoedara, nosi naziv
permutoasociedri i predstavǉa prvu famliju politopa koja geometrijski inter-
pretira udru�eno dejstvo asocijativnosti i komutativnosti.

Me�utim, za svako n > 4, politop koji realizuje KPn nije prost. Kako su i
asociedar i permutoedar prosti politopi, prirodno je potra�iti drugu fami-
liju kompleksa koja se da realizovati prostim politopima, a da se kao takva
mo�e iskoristiti kao topoloxki dokaz koherencije simetriqnih monoidalnih
kategorija. To je jedan od glavnih zadataka ove teze.

O kombinatorici familije politopa koja �e odgovoriti postavǉenom za-
datku, bilo je donekle reqi u Pododeǉku 1.2.3. Naime, odgovaraju�i kompleksi
pripadaju familiji dvostruko ugǌe��enih skupova za koju, prema Teoremi 1.2.6,
postoji geometrijska realizacija prostim politopima. U ovom sluqaju, req je
o politopima koji nastaju sukcesivnim zarubǉivaǌem permutoedra prema istom
receptu po kome zarubǉivaǌem simpleksa nastaju asociedri. U Odeǉku 3.1
�emo detaǉno opisati ovu familiju kompleksa, nakon qega �emo se, u ostatku
teze, baviti ǌenim geometrijskim realizacijama. Realizacija izlo�ena u Pod-
odeǉku 3.3.3 implicitno nudi proceduru po kojoj se mogu realizovati i drugi
politopi iz familije proxirenog intervala nestoedara, a koji bi mo�da mogli
poslu�iti u topoloxkim dokazima koherencije nekih tipova kategorija.

2.3 Varira�e generatora

simetriqnih monoidalnih kategorija

U ovom odeǉku �emo formalizovati glavnu razliku izme�u Kapranovǉevog
pristupa koji vodi do ǌegove familije permutoasociedara i naxeg pristupa
koji vodi do familije prostih permutoasociedara. Kako temenima obe fami-
lije odgovaraju potpuno zagra�ene reqi od n razliqitih permutovanih slova,
suxtinska razlika je, prosto reqeno, u ivicama. Preciznije, razlika je u izboru
strelica koje generixu simetriju u simetriqnim monoidalnim kategorijama.

Krenimo od simetriqne monoidalne kategorije A koja je slobodno generisana
skupom objekata ω = {0, 1, 2, . . .}. U Odeǉku 2.1 smo definisali generatore si-
metriqnih monoidalnih kategorija, tj. osnovne strelice i osnovne jednakosti,
a kasnije smo, vrlo slobodno bez naroqitog zala�eǌa u formalne detaǉe, odre-
�ene strelice kategorije jednostavno zvali instancama osnovnih strelica. Ge-
neralno, sve strelice nekog tipa kategorije su termi koji formiraju klase
ekvivalencije (jednakosti), a u zavisnosti od toga kakav se jezik odabere da se
ti termi izgrade, postavǉaju se razliqite osnovne jednakosti koje proizvode
sve strelice kategorije. U sluqaju naxe kategorije A, terme �emo definisati
tako da odgovaraju pristupu Kapranova.
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(1.1) Za A ∈ Obj(A), jediniqni morfizam 1A : A→ A je 1-term;

(1.2) za 1-terme f i g, (f · g) je 1-term.

(α.1) Za A,B,C ∈ Obj(A)−I, αA,B,C : A·(B·C)→ (A·B)·C i α−1
A,B,C : (A·B)·C → A·(B·C)

su α-termi;

(α.2) za α-term f i 1-term g, (f · g) i (g · f) su α-termi.

(γ.1) Za p, q ∈ ω, γp,q : p · q → q · p je γ-term;

(γ.2) za γ-term f i 1-term g, (f · g) i (g · f) su γ-termi.

(t.1) Svaki 1-term, α-term i γ-term je term;

(t.2) ako su f : A→ B i g : B → C termi, onda je gf : A→ C term.

Na primer,

α−1
2·4,1,5(α2,4,1 · 15)((12 · γ1,4) · 15)(α−1

2,1,4 · 15) : ((2 · 1) · 4) · 5→ (2 · 4) · (1 · 5)

je term.
Neutrali kompozicije su jediniqni morfizmi, va�i 1A ·1B = 1A·B i dijagrami

koji slede komutiraju za sve α-terme ili γ-terme f , g i f · (g · h). Tako�e, sve
pretpostavǉene jednakosti va�e i u kontekstu.

A ·B

A ·B′

A′ ·B

A′ ·B′
? ?

-

-

1 · g 1 · g

f · 1

f · 1

(5)

A · (B · C)

A · (B · C)

(A ·B) · C

(A ·B) · C
? ?

-

-

������)
1 1

α

α

α−1 (6)

A · (B · (C ·D))

A · ((B · C) ·D)

(A · (B · C)) ·D

((A ·B) · C) ·D

(A ·B) · (C ·D)

���)

?

PPPq

HHH
Hj

��
���

1 · α

α

α · 1

α

α

(7)

A · (B · C)

A′ · (B′ · C ′)

(A ·B) · C

(A′ ·B′) · C ′
? ?

-

-
f · (g · h) (f · g) · h

α

α

(8)
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p · q

p · q

q · p
?

-
������)

1

γ

γ (9)

p · (q · r)

(p · q) · r

(q · p) · r

q · (p · r)

q · (r · p)

(q · r) · p

p · (r · q)

(p · r) · q

(r · p) · q

r · (p · q)

r · (q · p)

(r · q) · p
HHHj

@@R

?

��	

����

����

��	

?

@@R

HHHj

-

-
α

1 · γ

α−1

γ · 1

α

α

1 · γ

α−1

γ · 1

α

1 · γ

γ · 1

(10)

Sada se mo�e izgraditi i (pseudo)graf G qija su temena objekti kategorije
A, a temena A i B su spojena ivicom kada postoji α-term ili γ-term f : A → B.
Vidimo da G poseduje petǉe. Na primer, γp,p je term, pa postoji ivica koja spaja
p ·p sa samim sobom. Primetimo i da sve komponente povezanosti grafa G sadr�e
objekte sa jednakim brojem pojavǉivaǌa elemenata skupa ω. Prema prethodnom
odeǉku, za pitaǌe koherencije, dovoǉno je, za svako n ∈ ω, posmatrati kompo-
nentu povezanosti Gn grafa G koja sadr�i objekat 0 · (1 · (. . . · n) . . .).

U skladu sa prethodnim odeǉkom, za topoloxki dokaz, dovoǉno je, za svaki
graf Gn prona�i �elijski kompleks, koji se mo�e geomterijski realizovati kao
politop, a da pritom 0-�elije odgovoaraju temenima grafa Gn, 1-�elije odgo-
varaju ǌegovim ivicama, a 2-�elije odgovaraju qetvorouglovima (5) i (8), petou-
glovima (7) i dvanaestouglovima (10), xto je Kapranov i postigao.

Na Slici 2.2 i Slici 2.3, levo su ilustrovani politopi KP3 i KP4 koji
realizuju Kapranovǉeve komplekse KPn za n = 3 i n = 4. Ve� kod 3-politopa
KP4 mo�emo uoqiti temena koja nisu prosta. Na primer, teme koje odgovara
proizvodu (2 · 3) · (1 · 4) je susedno sa qetiri temena koja odgovaraju proizvodima
(2 · 3) · (4 · 1), ((2 · 3) · 4) · 1, 2 · (3 · (1 · 4)) i (3 · 2) · (1 · 4).

Desno su prikazani prosti politopi PA2 i PA3 qija se temena kombinatorno
definixu na isti naqin kao temena politopa KP3 i KP4–kao pravilno zagra-
�eni proizvodi permutovanih cifara 1, 2 i 3, odnosno 1, 2, 3 i 4. Me�utim,
za razliku od ivica Kapranovǉevih politopa koje odgovaraju ili jednom pre-
asociravaǌu (α-term) ili jednoj transpoziciji dve susedne cifre grupisane za-
jedno (γ-term), ivice politopa PA2 i PA3 odgovaraju jednom preasociravaǌu
ili jednoj transpoziciji dve susedne cifre koje nisu grupisane zajedno, tj.
,,najneoqekivanoj” transpoziciji suseda. Tako, teme politopa PA3 koje odgovara
proizvodu (2 · 3) · (1 · 4) ima samo tri susedna temena koja odgovaraju proizvodima
((b · c) · a) · d, b · (c · (a · d)) i (b · a) · (c · d). Ova esencijalna razlika vidǉiva je qak
i me�u politopima KP3 i PA2.

Sada �emo formalno opisati pristup koji odvodi do svih prostih permuto-
asociedara PAn. Konstruisa�emo kategoriju A′, tako da je Obj(A′) = Obj(A), za
koju �emo pokazati da je, do na preimenovaǌe strelica, identiqna kategoriji A′.
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(1 · 2) · 3 (2 · 1) · 3

2 · (1 · 3)
2 · (3 · 1)
(2 · 3) · 1

(3 · 2) · 1

3 · (2 · 1)3 · (1 · 2)

(3 · 1) · 2

(1 · 3) · 2
1 · (3 · 2)
1 · (2 · 3)

(1 · 2) · 3 (1 · 3) · 2

1 · (3 · 2)
3 · (1 · 2)
(3 · 1) · 2

(3 · 2) · 1

3 · (2 · 1)2 · (3 · 1)

(2 · 3) · 1

(2 · 1) · 3
2 · (1 · 3)
1 · (2 · 3)

Slika 2.2: 2-permutoasociedri KP3 i PA2

Slika 2.3: 3-permutoasociedri KP4 [40, Pododeǉak 9.3] i PA3

Definiximo najpre levi, desni i sredixǌi kontekst koji su nam potrebni za
formalizovaǌe pomenute najmaǌe oqekivane transpozicije suseda. Simbol � je
i levi i desni kontekst. Ako je L levi kontekst, R desni kontekst i A ∈ Obj(A′),
onda je (A · L) levi kontekst, (R · A) desni kontekst, a (R · L) sredixǌi kontekst.

Ako su L, R i M redom levi, desni i sredixǌi konteksti, i a, b ∈ ω, onda La
oznaqava objekat kategorije A′ dobijen zamenom � u L elementom a. Analogno su
definisani i objekti bR i bMa. Oqigledno je da za svako A ∈ Obj(A′)−I, postoji
jedinstveni levi kontekst L i jedinstveno a ∈ ω (najdexǌe pojavǉivaǌe nekog
elementa skupa ω u A za koje je A jednako La). Isto va�i i za desne kontekste, a i
za sredixǌe kontekste kada je A objekat nastao bar jednim mno�eǌem (sadr�i ·).

Terme kategorije A′ definixemo isto kao terme kategorije A, osim xto stavke
(γ.1) i (γ.2) zameǌujemo stavkom

(σ) Za objekte La i bR, σLa,bR : La · bR→ Lb · aR je σ-term,

a u stavci (t.1), ,,γ-term” zameǌujemo sa ,,σ-term”.
Na primer,

σ2·1,4·5α
−1
2·1,4,5 : ((2 · 1) · 4) · 5→ (2 · 4) · (1 · 5)

je term.
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Strelice kategorije A′ su definisane relacijom ekvivalencije na termima,
koju generixu komutativni dijagrami (5), (6), (7) i (8) (pri qemu su f , g i
f · (g ·h) iskǉuqivo α-termi) i komutativni dijagrami (11), (12), (13) i (14) koji
ukǉuquju σ-terme.

La · bR

La · bR

Lb · aR
?

-
������)

1

σ

σ
(11)

La · bR

Lb · aR

L′a · bR

L′b · aR
? ?

-

-

σ σ

f · 1

fab · 1

(12)
La · bR

Lb · aR

La · bR′

Lb · aR′
? ?

-

-

σ σ

1 · g

1 · gba

La · (bMc · dR)

(La · bMc) · dR

(La · bMd) · cR

La · (bMd · cR)

Lb · (aMc · dR)

(Lb · aMc) · dR

(Lb · aMd) · cR

Lb · (aMd · cR)
HHHj

?

����

����

?

HHHj

-

-
α−1

σ

α

α−1

σ

α

σ

σ

(13)

La · (b · cR)

(La · b) · cR

(La · c) · bR

La · (c · bR)

Lc · (a · bR)

(Lc · a) · bR

Lb · (a · cR)

(Lb · a) · cR

(Lb · c) · aR

Lb · (c · aR)

Lc · (b · aR)

(Lc · b) · aR
HHHj

@@R

?

��	

����

����

��	

?

@@R

HHHj

-

-
α

σ

α−1

σ

α

α

σ

α−1

σ

α

σ

σ

(14)

U dijagramu (12), f : La → L′a i g : bR → bR′ su α-termi, a fab : Lb → L′b i
gba : aR → aR′ su odgovaraju�i α-termi dobijeni me�usobnom zamenom a i b na
istaknutim pozicijama u f i g. Naravno, jednakosti (5), (6), (7) i (8) va�e i
u kontekstu, dok kontekst nema nikakvog smisla za jednakosti (11), (12), (13) i
(14).

Nije texko definisati σ-terme pomo�u γ-terma i α-terma, a onda i induk-
cijom pokazati da jednakosti (11), (12), (13) i (14) va�e u kategoriji A (jed-
nakosti (9), (8) za γ-term f · (g · h), (5) za γ-terme f i g, i (10), su u tom dokazu
kǉuqne). Xto se tiqe drugog smera, γ-termi se tako�e daju lako izraziti preko
σ-terma i α-terma. Naxa familija politopa, PAn (videti Odeǉak 3.2) ili PAn,c
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(videti Pododeǉak 3.3.3), bi�e garant da sve jednakosti kategorije A, sa izve-
denim γ-termima, va�e u kategoriji A′. Dakle, kategorije A i A′ su iste, do na
preimenovaǌe strelica.

Neka je G ′ (pseudo)graf sa istim skupom temena kao graf G, a temena A i B
su povezana ivicom kada postoji α-term ili σ-term f : A → B. Kao i u sluqaju
grafa G, oznaqimo sa G ′n onu komponentu povezanosti grafa G ′ koja sadr�i ob-
jekat 0 · (1 · (. . . · n) . . .). Primetimo da je G ′n n-regularan graf, tj. svako ǌegovo
teme je sadr�ano u taqno n ivica (n − 1 α-terma i jedan σ-term). Ako postoji
prost n-politop, qiji je graf bax G ′n, onda su svi takvi politopi kombinatorno
ekvivalentni (videti [4] i [29]). Nax zadatak je da, za svako n, realizujemo
prost n-politop qiji je graf upravo G ′n i poka�emo da sve ǌegove 2-strane odgo-
varaju qetvorouglovima (5), (8) i (12), petouglovima (7), osmouglovima (13) i
dvanaestouglovima (14).
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Glava 3

Prost permutoasociedar

3.1 Apstraktni permutoasociedar

U Pododeǉku 1.2.3 je opisana iterativna procedura konstruisaǌa kompleksa
qije geometrijske realizacije qine familiju prostih politopa koja generali-
zuje familiju nestoedara proxiruju�i standardni interval od simpleksa do
permutoedra. Vode�i se ovom procedurom formirajmo kompleks koji odgovara
prostom permutoasociedru.

Neka je, kao i do sada,

C0 = P
(
[n+ 1])− {[n+ 1]

}
,

i neka je B0 maksimalni gradivni skup kompleksa C0, tj.

B0 = C0 − {∅}.

Prema Pododeǉku 1.2.2, permutoedar Pn+1 realizuje kompleks N (C0,B0). Ozna-
qimo ga sa C1, a ǌegove elemente nazovimo 0-ugǌe��enim skupovima. Minimalni
0-ugǌe��eni skupovi oblika {B}, B ∈ B0, odgovaraju pǉosnima permutoedra, dok
maksimalni 0-ugǌe��eni skupovi odgovaraju ǌegovim temenima, tj. permutaci-
jama skupa [n+1], pa ih je ukupno (n+ 1)!. Kako je C0 − B0 = {∅}, Definicija 1.2.7
implicira da su svaka dva elementa 0-ugǌe��enog skupa uporediva. To daǉe
znaqi, u skladu sa Napomenom 1.2.4, da dve pravilno oznaqene pǉosni permuto-
edra imaju zajedniqko teme ako i samo ako su im oznake uporedive. Tako�e, kako
su maksimalni 0-ugǌe��eni skupovi kardinalnosti n, oni su oblika{

{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}, {in}
}
,

gde su i1, . . . , in me�usobno razliqiti elementi skupa [n + 1]. Ovaj 0-ugǌe��eni
skup odgovara permutaciji

in+1i1 . . . in,

pri qemu je {in+1} = [n + 1] − {i1, . . . , in}. Na primer, u sluqaju n = 3, skup
{{2, 3, 4}, {2, 4}, {2}} je maksimalni 0-ugǌe��eni skup koji odgovara permutaciji
1342 (videti Sliku 3.6).

Dakle, gradivni skup B0 je zadat tako da sukcesivnim zarubǉivaǌem sim-
pleksa dovede do permutoedra, a u narednoj iteraciji je potrebno definisati
novi recept, gradivni skup B1 kompleksa C1, koji propisuje nastavak sukcesivnog
zarubǉivaǌa do permutoasociedra. Grubo reqeno, oqekujemo da ovaj recept,
lokalno u svakom temenu permutoedra, stvori jedan (n − 1)-asociedar. Sa tim
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ciǉem, za svaki maksimalni 0-ugǌe��eni skup formiramo graf koji odgovara
asociedru dimenzije n − 1, tj. stazu od n temena. Preciznije, gore navedenom
maksimalnom 0-ugǌe��enom skupu pridru�ujemo stazu

r r r r
{in, . . . , i1} {in, . . . , i2} {in, in−1} {in}

q q q p
Primetimo da je skup temena ove staze povezan kada je to skup temena neke ǌene
povezane podstaze.

Neka je B1 ⊆ C1 kolekcija svih skupova oblika{
{ik+l, . . . , ik, . . . , i1}, . . . , {ik+l, . . . , ik, ik−1}, {ik+l, . . . , ik}

}
,

za 1 6 k 6 k+l 6 n i me�usobno razliqite elemente i1, . . . , ik+l skupa [n+1]. Dakle,
B1 je skup svih nepraznih povezanih skupova temena staza koje odgovaraju mak-
simalnim 0-ugǌe��enim skupovima. U skladu sa Definicijom 1.2.5, B1 zaista
jeste gradivni skup kompleksa C1. Na kraju, oznaqimo sa C kompleks N (C1,B1)
formiran od ugǌe��enih skupova u odnosu na skup B1, a sve elemente kompleksa
nazovimo 1-ugǌe��enim skupovima. Teorema 1.2.6, zajedno sa [36, Tvr�eǌe 8.3 i
Tvr�eǌe 9.3], garantuje da postoji prost n-politop koji geometrijski realizuje
C, pa su maksimalni 1-ugǌe��eni skupovi kardinalnosti n.

Napomena 3.1.1. Elementi skupa C1 − B1 su oblika {A1, . . . , Ar}, pri qemu je

2 6 r 6 n− 1, [n+ 1] ⊃ A1 ⊃ . . . ⊃ Ar i ∃i |Ai − Ai+1| > 2.

Tvr�e�e 3.1.1. Skup N ⊆ B1 je 1-ugǌe��en skup ako i samo ako je unija svaka ǌegova
dva neuporediva elementa pripada skupu C1 − B1.

Dokaz: Smer s leva na desno sledi direktno iz Definicije 1.2.7. Neka je
A jedan N-antilanac. Prema pretpostavci tvr�eǌa i prethodnoj napomeni,
proizvoǉna dva elementa skupa A su oblika {Ai1, . . . , Air} i {Aj1, . . . , Ajq}, pri qemu
je Ai1 ⊃ . . . ⊃ Air ⊃ Aj1 ⊃ . . . ⊃ Ajq, |Aik −Ai(k+1)| = 1 = |Ajk −Aj(k+1)| i |Air −Aj1| > 2.
Dakle, na skupu A se mo�e definisati linearno ure�eǌe na prirodan naqin,
pa je

⋃
A podskup nekog maksimalnog 0-ugǌe��enog skupa, odnosno pripada C1.

Nejednakost |Air−Aj1| > 2 garantuje da postoji ,,rupa” u ure�eǌu skupa A iz koje
proistiqe da

⋃
A ne pripada B1.

Sledi direktna posledica prethodnog tvr�eǌa i Napomene 1.2.4.

Posledica 3.1.2. Neka je P politop koji geometrijski realizuje kompleks C i neka
su sve ǌegove pǉosni pravilno oznaqene. Dve pǉosni politopa P imaju zajedniqko
teme ako i samo ako su ǌihove oznake uporedive ili je unija ǌihovih oznaka element
skupa C1 − B1.

Primer 3.1.1. Kada je n = 2, gradivni skup B1 je skup{
{{1}}, {{2}}, {{3}}, {{1, 2}, {1}}, {{1, 3}, {1}}, {{2, 3}, {2}},
{{1, 2}}, {{1, 3}}, {{2, 3}}, {{1, 2}, {2}}, {{1, 3}, {3}}, {{2, 3}, {3}}

}
.

Ukupno je 12 maksimalnih 1-ugǌe��enih skupova:{
{{1, 2}, {1}}, {{1}}

}
,

{
{{1, 2}, {1}}, {{1, 2}}

}
,
{
{{1, 2}, {2}}, {{2}}

}
,{

{{1, 2}, {2}}, {{1, 2}}
}
,
{
{{1, 3}, {1}}, {{1}}

}
,

{
{{1, 3}, {1}}, {{1, 3}}

}
,{

{{1, 3}, {3}}, {{3}}
}
,

{
{{1, 3}, {3}}, {{1, 3}}

}
,
{
{{2, 3}, {3}}, {{3}}

}
,{

{{2, 3}, {3}}, {{2, 3}}
}
,
{
{{2, 3}, {2}}, {{2}}

}
,

{
{{2, 3}, {2}}, {{2, 3}}

}
.
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Uniju svih ǌihovih podskupova, kompleks C, geometrijski realizuje dvanaesto-
ugao (videti Sliku 3.2).

Primer 3.1.2. U sluqaju n = 3, ukupno je 120 maksimalnih 1-ugǌe��enih skupova,
po 24 od svakog od slede�ih 5 oblika:{

{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}, {{i3, i2, i1}}, {{i3}}
}
,{

{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}, {{i3, i2}, {i3}}, {{i3}}
}
,{

{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}, {{i3, i2}, {i3}}, {{i3, i2}}
}
,{

{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}, {{i3, i2, i1}, {i3, i2}}, {{i3, i2}}
}
,{

{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}, {{i3, i2, i1}, {i3, i2}}, {{i3, i2, i1}}
}
,

pri qemu su i1, i2 i i3 me�usobno razliqiti elementi skupa {1, 2, 3, 4}. Konkretno,
maksimalni 1-ugǌe��eni skupovi koji sadr�e skup M = {{1, 3, 4}, {1, 4}, {1}} su
slede�ih 5 skupova:

N =
{
M, {{1, 3, 4}}, {{1}}

}
,
{
M, {{1, 4}, {1}}, {{1}}

}
,
{
M, {{1, 4}, {1}}, {{1, 4}}

}
,{

M, {{1, 3, 4}, {1, 4}}, {{1, 4}}
}
,
{
M, {{1, 3, 4}, {1, 4}}, {{1, 3, 4}}

}
.

Primetimo da u maksimalnim 1-ugǌe��enim skupovima prvog oblika postoji
antilanac

{
{{i3, i2, i1}}, {{i3}}

}
qija unija {{i3, i2, i1}, {i3}} ne pripada B1, dok u

ostalim nema antilanaca.
U Dodatku A.3, za 2 6 n 6 7, dato je kompjutersko rexeǌe za ispisivaǌe

maksimalnih 0-ugǌe��enih i maksimalnih 1-ugǌe��enih skupova.

Ako je N jedan 1-ugǌe��en skup, onda postoji maksimalni 0-ugǌe��eni skup
M takav da je svaki element skupa N podskup skupa M , tj.

N ⊆ BM1 = B1 ∩ P(M),

i tada ka�emo da je N izveden iz M . U prethodnom primeru, svih pet navedenih
1-ugǌe��enih skupova su izvedeni iz istog 0-ugǌe��enog skupa–skupa M . Ako je
N maksimalan, tada je skup iz koga je izveden jedinstven i to je upravo onaj mak-
simalni 0-ugǌe��eni skup koji pripada N . Isto va�i i za ostale 1-ugǌe��ene
skupove koji sad�e neki maksimalan 0-ugǌe��en skup. U suprotnom, kada N ne
sadr�i maksimalan 0-ugǌe��en skup, skup iz koga je izveden nije jedinstven.

Napomena 3.1.2. Svaki element skupa B1 je sadr�an u nekom maksimalnom 1-ug-
ǌe��enom skupu.

Za maksimalni 0-ugǌe��eni skup M , u skladu sa Definicijom 1.2.2, link
C{M} je kolekcija podskupova koji ne sadr�e M svih 1-ugǌe��enih skupova koji
sadr�e M . Kompleks C{M} je povezan sa (n−1)-asociedrom na isti naqin na koji
je kompleks C1 povezan sa n-permutoedrom, tj. Kn+1 geometrijski realizuje C{M}.
Ovo je posledica dobro poznatih tvr�eǌa koje se tiqu ugǌe��enih skupova koji
formiraju komplekse koji odgovaraju asociedrima (videti [17] ili [9]). Dakle,
iz datog maksimalnog 0-ugǌe��enog skupa izvedeno je taqno cn maksimalnih 1-ug-
ǌe��enih skupova, xto znaqi da ih je ukupno

cn(n+ 1)! =
(2n)!

n!(n+ 1)!
(n+ 1)! =

(2n)!

n!
.

Glavno pitaǌe ove disertacije tiqe se upravo kompleksa C.
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Pita�e 3.1.3. Kako, u skladu sa Definicijom 1.1.1 ili Definicijom 1.1.2,
definisati prost n-politop koji geometrijski realizuje C?

Odgovor na ovo suxtinsko pitaǌe najpre je dat u Odeǉku 3.2 zadavaǌem
poluprostora u qijem preseku se tra�eni politop nalazi. Nakon toga, u Odeǉ-
ku 3.3, definisana je qitava familija n-politopa koja predstavǉa n-dimenzio-
nalnu Minkovski-realizaciju kompleksa C.

Pre najavǉenih geometrijskih realizacija, poka�imo da je graf politopa
koji realizuje kompleks C zapravo graf G ′n i da 2-strane takvog politopa odgo-
varaju dijagramima (5), (8), (12), (7), (13) i (14) iz Odeǉka 2.3. Elemente
kompleksa C koji su pridru�eni temenima, ivicama i 2-stranama politopa koji
ga realizuje nazovimo redom ǌegovim 0-stranama, 1-stranama i 2-stranama.

3.1.1 0-strane

Ve� je ustanovǉeno da su 0-strane kompleksa C maksimalni 1-ugǌe��eni
skupovi. Poka�imo da svakoj 0-strani jednoznaqno odgovara potpuno zagra�ena
req koja je proizvod permutovanih elemenata skupa [n+ 1].

Neka je V jedna 0-strana izvedena iz skupa

M =
{
{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}, {in}

}
.

Poqnimo od reqi koju qini n+1 prazna pozicija. Pozicije quvaju prostor za po
jedan element skupa [n + 1] i me�usobno su odvojene taqkama. Taqke su oznaqene
elementima skupa M u opadaju�em poretku u odnosu na relaciju ⊆:

{in,...,i1}· . . .
{in,in−1}·

{in}· .

Svaka oznaka predstavǉa elemente skupa [n+1] koji se javǉaju desno od oznaqene
taqke. Dakle, dobijamo proizvod

in+1

{in,...,i1}· i1
{in,...,i2}· . . .

{in,in−1}· in−1

{in}· in,

gde je {in+1} = [n+1]−{i1, . . . , in}. Eventualno, za svaki element skupa V potrebno
je ubaciti par zagrada koje ukǉuquju sve oznake sadr�ane u tom elementu.

Primer 3.1.3. Ako je n = 2, onda skup V =
{
{{1, 2}, {1}}, {{1, 2}}

}
predstavǉa

0-stranu koja odgovara potpunom zagra�ivaǌu

((3
{1,2}
· 2)

{1}
· 1).

Na Slici 3.2, V odgovara temenu u kome se seku ivice oznaqene sa {{1, 2}} i
{{1, 2}, {1}}.

Primer 3.1.4. Za n = 3 i M = {{1, 3, 4}, {1, 4}, {1}}, skup V =
{
M, {{1}}, {{1, 3, 4}}

}
predstavǉa 0-stranu koja odgovara potpunom zagra�ivaǌu

((2
{1,3,4}
· 3)

{1,4}
· (4

{1}
· 1)).

Na Slici 3.6, ova 0-strana odgovara temenu u kome se seku dvanaestouglovi
oznaqeni sa {{1, 3, 4}} i {{1}} i petougao koji pokriva teme 2341 i kome odgovara
oznaka M .

Tako�e, za svako potpuno zagra�ivaǌe proizvoda in+1 · i1 · . . . · in, postoji jedin-
stvena 0-strana koja mu odgovara, pa su, dakle, 0-strane kompleksa C u 1-1 ko-
respondenciji sa temenima grafa G∗n.
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3.1.2 1-strane

Uklaǌaǌem jednog elementa iz neke 0-strane kompleksa C nastaje ǌegova
1-strana. U zavisnosti od toga da li je ukloǌen bax maksimalni ugǌe��eni
skup ili ne, razlikujemo dva tipa 1-strana kompleksa C: 1-strana prvog tipa
sadr�i maksimalan 0-ugǌe��en skup, dok ga 1-strana drugog tipa ne sadr�i.

Neka je E jedna 1-strana prvog tipa i

M = {{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}, {in}}

maksimalni 0-ugǌe��eni skup sadr�an u E. Onako kako je potpuno zagra�ivaǌe
proizvoda in+1 · i1 · . . . · in dodeǉeno 0-strani, tako se i 1-strani E dodeǉuje isti
zagra�eni proizvod iz koga je izbaqen jedan par zagrada. Oqigledno je da po-
stoje taqno dve 0-strane koje sadr�e sve elemente 1-strane E. ǋima odgovaraju
potpuno zagra�eni proizvodi koji nastaju ubacivaǌem jednog para zagrada u
zagra�ivaǌe koje odgovara E. Dakle, svaka 1-strana prvog tipa odgovara jednom
α-termu.

Primer 3.1.5. Ako je n = 2, skup E =
{
{{1, 2}, {1}}

}
je onda 1-strana prvog tipa

koja odgovara zagra�ivaǌu

(3
{1,2}
· 2

{1}
· 1).

0-strana V iz Primera 3.1.3 i 0-strana V ′ =
{
{{1, 2}, {1}}, {{1}}

}
, koja odgovara

potpunom zagra�ivaǌu

(3
{1,2}
· (2

{1}
· 1)),

su jedine 0-strane od kojih je 1-strana E mogla nastati. Na Slici 3.2, E odgo-
vara ivici sa oznakom {{1, 2}, {1}}.

Primer 3.1.6. Ako je n = 3 i M = {{1, 3, 4}, {1, 4}, {1}}, onda skup E =
{
M, {{1}}

}
predstavǉa 1-stranu prvog tipa kojoj odgovara zagra�ivaǌe

(2
{1,3,4}
· 3

{1,4}
· (4

{1}
· 1)).

0-strana V iz Primera 3.1.4 i 0-strana V ′ =
{
M, {{1, 4}, {1}}, {{1}}

}
, koja odgo-

vara potpunom zagra�ivaǌu
(2 · (3 · (4 · 1))),

su jedine 0-strane od kojih je 1-strana E mogla nastati. Na Slici 3.6, E odgo-
vara ivici koja je zajedniqka za dvanaestougao oznaqen sa {{1}} i petougao koji
pokriva teme 2341 i kome odgovara oznaka M .

Kao u sluqaju 0-strana, za svako zagra�ivaǌe proizvoda in+1 · i1 · . . . · in sa
izostavǉenim jednim parom zagrada, postoji jedinstvena 1-strana prvog tipa
koja mu odgovara.

Da bismo opisali 1-strane drugog tipa, uvedimo dodatnu notaciju po uzoru
na opxtiju formu uvedenu u [15]. Konstrukcija staze

r r r
v1 v2 vn

q q q n > 1,

je podskup skupa P({v1, . . . , vn}) induktivno definisan na slede�i naqin:

(1) ako je n = 1, onda je {{v1}} konstrukcija staze od jednog temena v1;

(2) ako je n > 1, 1 6 j 6 n, a L i D redom konstrukcije staza
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r r
v1 vj−1

q q q i r r
vj+1 vn

q q q
(kada je j = 1, tada je L = ∅, a kada je j = n, tada je D = ∅), onda je{
{v1, . . . , vn}

}
∪ L ∪D konstrukcija staze

r r r
v1 v2 vn

q q q p
Napomena 3.1.3. Ako je K konstrukcija gore navedene staze od n temena, onda je
{v1, . . . , vn} ∈ K i |K| = n.

Tvr�e�e 3.1.4. V je 0-strana izvedena iz{
{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}, {in}

}
ako i samo ako je V konstrukcija staze

r r r r
{in, . . . , i1} {in, . . . , i2} {in, in−1} {in}

q q q p

Dokaz: Tvr�eǌe sledi direktno iz [15, Tvr�eǌe 6.11].

Tvr�e�e 3.1.5. Za Katalanove brojeve va�i slede�a rekurzivna formula:

c0 = 1 i cn+1 =
n∑
i=0

cicn−i.

Dokaz: Asociedar dimenzije n−1 realizuje kompleks C{M} (videti Odeǉak 3.1 i
Pododeǉak 1.2.1), pa je prema prethodnom tvr�eǌu, ukupan broj ǌegovih temena,
tj. n-ti Katalanov broj, jednak ukupnom broju konstrukcija staze od n temena.
Formula se daǉe lako izvodi iz definicije konstrukcije staze.

Za 1-ugǌe��en skup N i A ∈ N , element a ∈ A je A-povrxinski u odnosu na
N kada za svaki element B ∈ N takav da je B ⊂ A va�i a 6∈ B. Ukupan broj
A-povrxinskih elemenata u odnosu na N oznaqimo sa νN(A).

Napomena 3.1.4. Definicija konstrukcije staze i Tr�eǌe 3.1.4 povlaqe da za
svaku 0-stanu V i svaki element A ∈ V va�i νV (A) = 1.

Neka je E sada 1-strana drugog tipa, tj. neka je dobijena od neke 0-strane
V uklaǌaǌem ǌenog maksimalnog 0-ugǌe��enog skupa M . Prema prethodnoj
napomeni, νV (M) = 1, pa je otuda

⋃
E oblika{

{in, . . . , i1}, . . . , {in, . . . , ij−1}, {in, . . . , ij+1}, . . . , {in}
}
,

xto je u graniqnim sluqajevima{
{in, . . . , i2}, . . . , {in}

}
ili

{
{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}

}
.

Polaze�i od
⋃
E i primeǌuju�i isti postupak kao za 0-strane i 1-strane prvog

tipa, dobijamo slede�i proizvod sa dve prazne pozicije koje quvaju prostor:

in+1

{in,...,i1}· i1· . . . ·ij−2

{in,...,ij−1}· ·
{in,...,ij+1}· ij+1· . . .

{in}· in.
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Potpuno zagra�ivaǌe ovog proizvoda se rekonstruixe na isti naqin kao u slu-
qaju 0-strana. (Formalno, najspoǉaxǌiji par zagrada se izostavǉa, ali se
podrazumeva.) Primetimo da se slede�i parovi zagrada moraju ukǉuqiti:

(in+1

{in,...,i1}· i1· . . . ·ij−2

{in,...,ij−1}· ) · (
{in,...,ij+1}· ij+1· . . .

{in}· in).

I sada postoje taqno dve 0-strane koje sadr�e sve elemente 1-strane E. One odgo-
varaju dvema permutacijama elemenata ij−1 i ij na praznim pozicijama proizvoda.
Dakle, svaka 1-strana drugog tipa odgovara jednom σ-termu.

Primer 3.1.7. Ako je n = 2, skup E =
{
{{1, 2}}

}
, E je onda 1-strana drugog tipa

koja odgovara zagra�ivaǌu

(3
{1,2}
· ) · ,

0-strana V iz Primera 3.1.3 i 0-strana V ′′ =
{
{{1, 2}, {2}}, {{1, 2}}

}
koja odgovara

potpunom zagra�ivaǌu

((3
{1,2}
· 1)

{2}
· 2),

su jedine 0-strane od kojih je 1-strana E mogla nastati. Na Slici 3.2, E odgo-
vara ivici oznaqenoj sa {{1, 2}}.

Primer 3.1.8. Ako je n = 3 i E = {{{1}}, {{1, 3, 4}}}, E je onda 1-strana drugog
tipa koja odgovara zagra�ivaǌu

(2
{1,3,4}
· ) · (

{1}
· 1).

0-strana V iz Primera 3.1.4 i 0-strana

V ′′ =
{
{{1, 3, 4}, {1, 3}, {1}}, {{1}}, {{1, 3, 4}}

}
,

koja odgovara potpunom zagra�ivaǌu

((2
{1,3,4}
· 4)

{1,3}
· (3

{1}
· 1)).

su jedine 0-strane iz kojih je 1-strana E mogla nastati. Na Slici 3.6, E odgo-
vara zajedniqkoj ivici dvanaestouglova qije su oznake {{1}} i {{1, 3, 4}}.

Sliqno, jedinstvena je 1-strana drugog tipa koja odgovara proizvoǉnom pot-
puno zagra�enom proizvodu sa dve prazne pozicije–jedna krajǌe desno u levom
faktoru proizvoda, a druga krajǌe levo u ǌegovom desnom faktoru. Dakle,
zakǉuqujemo da su 1-strane kompleksa C u 1-1 korespondenciji sa ivicama gra-
fa G∗n.

3.1.3 2-strane

Uklaǌaǌem jednog elementa iz 1-strana kompleksa C nastaju ǌegove 2-strane.
Razlikujemo dva tipa 2-strana: 2-strana prvog tipa sadr�i maksimalan 0-ug-
ǌe��en skup, dok ga 2-strana drugog tipa ne sadr�i.

Neka je F jedna 2-strana prvog tipa i

M =
{
{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}, {in}

}
maksimalni 0-ugǌe��eni skup sadr�an u F . Ponovo, onako kako je potpuno
zagra�ivaǌe dodeǉeno 0-strani, tako se i 2-strani F dodeǉuje zagra�ivaǌe
proizvoda in+1 · i1 · . . . · in sa izbaqena dva para zagrada. Mogu�e su tri situacije:
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(1.1) postoji element A ∈ F za koji je νF (A) = 3;

(1.2) postoje neuporedivi elementi A,B ∈ F za koje je νF (A) = νF (B) = 2;

(1.3) postoje elementi A,B ∈ F , B ⊂ A, za koje je νF (A) = νF (B) = 2.

Oqigledno, u sluqaju (1.1), postoji taqno pet 1-strana i taqno pet 0-strana
koje sadr�e sve elemente strane F . One odgovaraju Meklejnovom petouglu (7).
U sluqajevima (1.2) i (1.3), F je ukǉuqena u taqno qetiri 1-strane (koje odgo-
varaju α-termima) i qetiri 0-strane. Pritom, u sluqaju (1.2), F odgovara funk-
torijalnom qetvorouglu (5), dok u sluqaju (1.3) odgovara qetvorouglu prirodne
transformacije (8).

Primer 3.1.9. Ako je n = 3 i F1 =
{
{{1, 3, 4}, {1, 4}, {1}}

}
, F1 je onda 2-strana prvog

tipa kojoj odgovara zagra�ivaǌe

(2
{1,3,4}
· 3

{1,4}
· 4

{1}
· 1),

i Meklejnov petougao

2 · (3 · (4 · 1))

2 · ((3 · 4) · 1)

(2 · (3 · 4)) · 1

((2 · 3) · 4) · 1

(2 · 3) · (4 · 1)

���

HHH

H
HHHH

�
�

��

2 · (3 · 4 · 1)

2 · (3 · 4) · 1

(2 · 3) · 4 · 1

2 · 3 · (4 · 1)

(2 · 3 · 4) · 1

koji na Slici 3.6 pokriva teme 2341.

Primer 3.1.10. Neka je n = 5 i neka je M maksimalni 0-ugǌe��eni skup{
{1, 2, 3, 4, 6}, {1, 2, 3, 6}, {1, 2, 6}, {1, 6}, {6}

}
.

2-strani F1 =
{
M, {{1, 2, 3, 6}, {1, 2, 6}, {1, 6}, {6}}, {{6}}

}
odgovara zagra�ivaǌe

(5 · (4 · 3 · 2 · (1 · 6))) i ilustrovani petougao.

5 · (4 · (3 · (2 · (1 · 6))))

5 · (4 · ((3 · 2) · (1 · 6)))

5 · ((4 · (3 · 2)) · (1 · 6))

5 · (((4 · 3) · 2) · (1 · 6))

5 · ((4 · 3) · (2 · (1 · 6)))

���

HHH

HH
HHH

�
�

��

5 · (4 · (3 · 2 · (1 · 6)))

5 · (4 · (3 · 2) · (1 · 6))

5 · ((4 · 3 · 2) · (1 · 6))

5 · (4 · 3 · (2 · (1 · 6)))

5 · ((4 · 3) · 2 · (1 · 6))

.

2-strani F2 =
{
M, {{1, 2, 3, 4, 6}, {1, 2, 3, 6}}, {{1, 6}, {6}}

}
odgovara zagra�ivaǌe

((5 · 4 · 3) · (2 · 1 · 6)) i prikazani qetvorougao funktorijalnosti.

((5 · 4) · 3) · (2 · (1 · 6))

((5 · 4) · 3) · ((2 · 1) · 6) (5 · (4 · 3)) · ((2 · 1) · 6)

(5 · (4 · 3)) · (2 · (1 · 6))

((5 · 4) · 3) · (2 · 1 · 6) (5 · (4 · 3)) · (2 · 1 · 6)

(5 · 4 · 3) · (2 · (1 · 6))

(5 · 4 · 3) · ((2 · 1) · 6)

.
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2-strani F3 =
{
M, {{1, 2, 3, 6}, {1, 2, 6}, {1, 6}, {6}}, {{1, 6}, {6}}

}
odgovara zagra�i-

vaǌe (5 · (4 · 3 · (2 · 1 · 6))) i prikazani qetvorougao prirodne transformacije.

5 · ((4 · 3) · ((2 · 1) · 6))

5 · (4 · (3 · ((2 · 1) · 6))) 5 · (4 · (3 · (2 · (1 · 6))))

5 · ((4 · 3) · (2 · (1 · 6)))

5 · (4 · 3 · ((2 · 1) · 6)) 5 · (4 · 3 · (2 · (1 · 6)))

5 · ((4 · 3) · (2 · 1 · 6))

5 · (4 · (3 · (2 · 1 · 6)))

.

Ako je F jednaa 2-strana drugog tipa, onda je

(2.1) |
⋃

F | = n− 1 ili (2.2) |
⋃

F | = n− 2.

U sluqaju (2.1), 2-strani F odgovara qetvorougao u formi dijagrama (12). U
sluqaju (2.2),

⋃
F je oblika{

{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}, {in}
}
−
{
{in, . . . , ij}, {in, . . . , ik}

}
,

za 1 6 j < k 6 n, i pritom razlikujemo slede�e dve mogu�e situacije:

(2.2.1) ako je k− j > 1, onda 2-strani F odgovara osmougao u formi dijagrama
(13);

(2.2.2) ako je k − j = 1, onda 2-strani F odgovara dvanaestougao u formi
dijagrama (14).

Primer 3.1.11. Ako je n = 5, onda 2-strani

F4 =
{
{{1, 2, 3, 4, 6}}, {{1, 2, 6}, {1, 6}, {6}}, {{6}}

}
odgovara zagra�ivaǌe (5 · ) · ( · 2 · (1 · 6)) i prikazani qetvorougao u formi
dijagrama (12).

(5 · 4) · (3 · (2 · (1 · 6)))

(5 · 3) · (4 · (2 · (1 · 6)))

(5 · 4) · ((3 · 2) · (1 · 6))

(5 · 3) · ((4 · 2) · (1 · 6))

(5 · ) · ( · (2 · (1 · 6))) (5 · ) · (( · 2) · (1 · 6))

(5 · 4) · (3 · 2 · (1 · 6))

(5 · 3) · (4 · 2 · (1 · 6)) .

2-strani F5 =
{
{{1, 2, 3, 4, 6}}, {{1, 2, 6}}, {{6}}

}
odgovara zagra�ivaǌe

(5 · ) · ( · ) · ( · 6),

pri qemu su prve dve prazne pozicije rezervisane za 3 i 4, a posledǌe dve za 1
i 2. 2-strani F6 =

{
{{1, 2, 3, 4, 6}}, {{1, 6}, {6}}, {{6}}

}
odgovara zagra�ivaǌe

(5 · ) · · ( · (1 · 6)) .

Stranama F5 i F6 redom odgovaraju prikazani osmougao u formi dijagrama (13)
i dvanaestougao u formi dijagrama (14).
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(5 · 3) · ((4 · 1) · (2 · 6))

((5 · 3) · (4 · 1)) · (2 · 6)

((5 · 3) · (4 · 2)) · (1 · 6)

(5 · 3) · ((4 · 2) · (1 · 6)) (5 · 4) · ((3 · 2) · (1 · 6))

((5 · 4) · (3 · 2)) · (1 · 6)

((5 · 4) · (3 · 1)) · (2 · 6)

(5 · 4) · ((3 · 1) · (2 · 6))

HH
HH

��
��

��
��

HH
HH

(5 · 3) · (4 · 2) · (1 · 6)

((5 · 3) · (4 · )) · ( · 6)

(5 · 3) · (4 · 1) · (2 · 6)

(5 · 4) · (3 · 2) · (1 · 6)

((5 · 4) · (3 · )) · ( · 6)

(5 · 4) · (3 · 1) · (2 · 6)

(5 · ) · (( · 1) · (2 · 6))

(5 · ) · (( · 2) · (1 · 6)) ,

(5 · 2) · (3 · (4 · (1 · 6))) (5 · 3) · (2 · (4 · (1 · 6)))

((5 · 2) · 3) · (4 · (1 · 6)) ((5 · 3) · 2) · (4 · (1 · 6))

((5 · 2) · 4) · (3 · (1 · 6)) ((5 · 3) · 4) · (2 · (1 · 6))

(5 · 2) · (4 · (3 · (1 · 6))) (5 · 3) · (4 · (2 · (1 · 6)))

(5 · 4) · (2 · (3 · (1 · 6))) (5 · 4) · (3 · (2 · (1 · 6)))

((5 · 4) · 2) · (3 · (1 · 6)) ((5 · 4) · 3) · (2 · (1 · 6))

���
HHH

�
�

@
@

@
@

�
�

H
HH

�
��

(5 · ) · ( · (4 · (1 · 6)))

(5 · 2) · 3 · (4 · (1 · 6)) (5 · 3) · 2 · (4 · (1 · 6))

((5 · 2) · ) · ( · (1 · 6)) ((5 · 3) · ) · ( · (1 · 6))

(5 · 2) · 4 · (3 · (1 · 6)) (5 · 3) · 4 · (2 · (1 · 6))

(5 · ) · ( · (3 · (1 · 6))) (5 · ) · ( · (2 · (1 · 6)))

(5 · 4) · 2 · (3 · (1 · 6)) (5 · 4) · 3 · (2 · (1 · 6))

((5 · 4) · ) · ( · (1 · 6)) .

U Dodatku A.3 je dat pregled 2-strana kompleksa C u sluqaju n = 4.

3.2 Geometrijska realizacija zadava�em

graniqnih poluprostora - PAn

Za 1 6 k 6 k + l 6 n, neka je

κ(k, l) =
3k+l+1 − 3l+1

2
+

3k − 3k

3n − n− 1
.

Za element

β =
{
{ik+l, . . . , ik, . . . , i1}, . . . , {ik+l, . . . , ik, ik−1}, {ik+l, . . . , ik}

}
gradivnog skupa B1, neka je πβ hiperravan u Rn+1 definisana jednaqinom

xi1 + 2xi2 + . . .+ k(xik + . . .+ xik+l
) = κ(k, l).

Napomena 3.2.1. Va�i κ(k, l) = 3l+1 + . . .+ 3l+k + ε(k) pri qemu je

ε(k) =
3k − 3k

3n − n− 1
< 1.
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Neka je
PAn = (

⋂
{π>β | β ∈ B1}) ∩ π,

gde je π hiperravan u Rn+1 definisana jednaqinom

x1 + . . .+ xn+1 = 3n+1.

Ostatak ovog pododeǉka je posve�en dokazu slede�e teoreme koja daje odgovor
na Pitaǌe 3.1.3.

Teorema 3.2.1. PAn je prost n-politop koji realizuje kompleks C.

Za svako i ∈ [n+ 1], va�i {{i}} ∈ B1, pa je, prema Primeru 1.1.5, PAn sadr�an
u n-simpleksu

x1 + . . .+ xn+1 = 3n+1, xi > 3, 1 6 i 6 n+ 1.

Dakle, PAn je ograniqeni presek poluprostora u Rn+1, odnosno politop u skladu
sa Definicijom 1.1.2.

Neka je BM1 = B1 ∩ P(M).

Lema 3.2.2. Ako su β i γ elementi skupa B1 za koje je πβ∩πγ∩PAn 6= ∅, onda postoji
maksimalni 0-ugǌe��eni skup M za koji su β i γ elementi skupa BM1 .

Dokaz: Pretpostavimo da

(∗) ne postoji maksimalni 0-ugǌe��eni skup M za koji va�i β, γ ∈ BM1 .

Neka su πβ i πγ redom hiperravni

y1 + 2y2 + . . .+ k(yk + . . .+ yk+l) = κ(k, l) i

z1 + 2z2 + . . .+m(zm + . . .+ zm+p) = κ(m, p),

pri qemu su Y = {y1, . . . , yk+l} i Z = {z1, . . . , zm+p} podskupovi skupa promenǉivih
{x1, . . . , xn+1}, i neka je Σ suma

y1 + 2y2 + . . .+ k(yk + . . .+ yk+l) + z1 + 2z2 + . . .+m(zm + . . .+ zm+p).

Poka�imo da za svaku taqku a(x1, . . . , xn+1) ∈ PAn va�i

Σ > κ(k, l) + κ(m, p),

xto daǉe povlaqi da su PAn i hiperravan Σ = κ(k, l) + κ(m, p) disjunktni, a kako
je presek πβ∩πγ sadr�an u Σ, onda a 6∈ πβ∩πγ. Da bismo to pokazali, koristi�emo
vixe puta slede�e: ako su i1, . . . , im me�usobno razliqiti elementi skupa [n+ 1],
onda {{i1, . . . , im}} ∈ B1, i va�i xi1 + . . .+ xim > 3m za a(x1, . . . , xn+1) ∈ PAn.

(1) Ako su Y i Z neuporedivi i Y ∪ Z = {u1, . . . , uq}, onda je q > k + l,m+ p i

Σ > u1 + . . .+ uq > 3q >
3k+l+1 + 3m+p+1

2
> κ(k, l) + κ(m, p).

(2) Ako je Z ⊂ Y , onda zbog (∗) imamo tri mogu�a zakǉuqka:

(2.1) z1 = yi za neko i 6 k − 2 i {z2, . . . , zm+p} ⊆ {yk, . . . , yk+l}, ili
(2.2) z1 = yk−1 i {z2, . . . , zm+p} ⊂ {yk, . . . , yk+l}, ili
(2.3) {z2, . . . , zm+p} 6⊆ {yk, . . . , yk+l}.
U sluqaju (2.1) va�i k + l − i > p+m i
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Σ > (y1 + . . .+ yl+k) + . . .+ (yi−1 + . . .+ yl+k) + 2(yi + . . .+ yl+k)

> 3l+k + . . .+ 3l+k−i+2 + 2 · 3l+k−i+1

> 3l+k + . . .+ 3l+k−i+2 + 3l+k−i+1 + 2(3l+k−i + . . .+ 1)

> 3l+k + . . .+ 3l+1 + 1 + 3p+m + . . .+ 3p+1 + 1, jer je k + l − i > p+m

> κ(k, l) + κ(m, p).

U sluqaju (2.2) va�i l+1 > p+m, pa se rezonovaǌe svodi na prethodni sluqaj
kada se i zameni sa k − 1.

U sluqaju (2.3), neka je i najmaǌi element skupa [k − 1] za koji je yi = zj za
neko j ∈ {2, . . . ,m+ p}. Tada je k+l−i+1 > p+m i

Σ > (y1 + . . .+ yl+k) + . . .+ (yi−1 + . . .+ yl+k) + 3(yi + . . .+ yl+k)

> 3l+k + . . .+ 3l+k−i+2 + 3 · 3l+k−i+1

> 3l+k + . . .+ 3l+k−i+2 + 2(3l+k−i+1 + . . .+ 1)

> 3l+k + . . .+ 3l+1 + 1 + 3p+m + . . .+ 3p+1 + 1, jer je k+l−i+1 > p+m

> κ(k, l) + κ(m, p).

(3) Ako je Z = Y , onda (∗) implicira da postoji element i ∈ [k − 1] za koji je,
za neko r > 1, jednaqina hiperravni πγ oblika

y1 + . . .+ (i− 1)yi−1 + (i+ r)yi + . . . = κ(m, p),

pri qemu su koeficijenti uz svako yj, j > i, skriveni u ,,. . .”, ve�i ili jednaki
i. Dakle,

Σ > 2(y1 + . . .+ yl+k) + . . .+ 2(yi−1 + . . .+ yl+k) + 3(yi + . . .+ yl+k)

> 2(3l+k + . . .+ 3l+k−i+1) + 3l+k−i+1,

a poxto je 3l+k−i+1 − 1 = 2(3k+l−i + . . .+ 1), sledi

Σ > 2(3l+k + . . .+ 1) > κ(k, l) + κ(m, p).

Lema 3.2.3. Neka su Y i Z dva neuporediva podskupa skupa [n+ 1]. Ako je∑
i∈Y

xi 6 3|Y |,
∑
i∈Z

xi 6 3|Z| i xi > 0, za svako i ∈ Y ∪ Z,

onda je ∑
i∈Y ∪Z

xi < 3|Y ∪Z|.

Dokaz: Lema je baza induktivnog dokaza Leme 9.1 u [15].

U nastavku se oslaǌamo na afinu transformaciju koja normalizuje jednaqine
hiperravni vezane za BM1 gde je M =

{
{n, . . . , 1}, . . . , {n, n − 1}, {n}

}
. Naime, neka

je p ortogonalna projekcija iz hiperravni π na hiperravan π0 : xn+1 = 0, i neka
je PA0

n, p-slika politopa PAn. Kako je p bijektivno afino preslikavaǌe, va�i
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PAn ∼ PA0
n pri qemu p slika stranu politopa PAn u ǌoj odgovaraju�u stranu

politopa PA0
n. Posmatrajmo n× n matrice

L =
1

3n−n−1


1 −1 0 . . . 0

0 1 −1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1

 , L−1 = (3n−n−1)


1 1 1 . . . 1

0 1 1 . . . 1
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1

 ,

i vektor w ∈ Rn

w =



3n − 3n−1

3n−1 − 3n−2

...

6

3


.

Neka je h : Rn → π0 bijektivno afino preslikavaǌe koje taqku (x′1, . . . , x
′
n) prosto-

ra Rn slika u taqku (x1, . . . , xn+1) ∈ π0 tako da je xn+1 = 0 i
x1

...

xn

 = w + L


x′1 − 3

...

x′n − 3

 .

Neka je u = h−1 ◦ p i neka je politop PA′n, u-slika politopa PAn. Ponovo va�i
PAn ∼ PA′n.

Ako je β ∈ BM1 , na�imo hiperravan prostora Rn koja preslikavaǌem u odgo-
vara πβ ∩ π. Element β ∈ BM1 je oblika{

{n, n− 1, . . . , n− l, . . . , n− l − k + 1}, . . . , {n, n− 1, . . . , n− l}
}
,

pa nazovimo skup Y = {n − l − k + 1, . . . , n − l}, u-korespondentom elementa β.
Oznaqimo sa Ξ levu stranu slede�e jednaqine koja definixe hiperravan πβ ∈
Rn+1:

xn−l−k+1 + 2xn−l−k+2 + . . .+ (k − 1)xn−l−1 + k(xn−l + . . .+ xn) = κ(k, l).

Ako je skup Y , u-korespondent elementa β, neka je πY hiperravan prostora Rn

definisana jednaqinom∑
i∈Y

x′i = 3|Y |, tj. x′n−l−k+1 + . . .+ x′n−l = 3k.

Poka�imo da je πβ ∩ π0, h-slika hiperravni πY . Iz definicije preslikavaǌa h
sledi

xn−l−k+1 = 2 · 3l+k−1 + 1
3n−n−1

(x′n−l−k+1 − x′n−l−k+2)
...

...

xn−l = 2 · 3l + 1
3n−n−1

(x′n−l − x′n−l+1)
...

...

xn = 3 + 1
3n−n−1

(x′n − 3), pa je
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Ξ = 2 · 3l+k−1 + 2 · 2 · 3l+k−2 + . . .+ (k − 1)2 · 3l+1 + k(2 · 3l + . . .+ 2 · 3 + 3)

+ 1
3n−n−1

(x′n−l−k+1 + . . .+ x′n−l − 3k)

= 3l+k + 3l+k−1 + . . .+ 3l+1 + 1
3n−n−1

(x′n−l−k+1 + . . .+ x′n−l − 3k).

Dakle,
Ξ = κ(k, l) ⇔ 1

3n−n−1
(x′n−l−k+1 + . . .+ x′n−l − 3k) = 3k−3k

3n−n−1

⇔ x′n−l−k+1 + . . .+ x′n−l = 3k,

xto znaqi da je πβ ∩ π0, h-slika hiperravni πY , odnosno da πY preslikavaǌem
u odgovara πβ ∩ π. Isto va�i i za odgovaraju�e poluprostore π>Y i π>β . Dakle,
bijektivna u-korespondencija izme�u elemenata skupa BM1 i elemenata skupa

B =
{
{n− l, . . . , n− l − k + 1} | 1 6 k 6 k + l 6 n

}
je svedena na bijekciju izme�u skupa hiperravni (poluprostora) vezanih za PAn
i skupa hiperravni (poluprostora) vezanih za PA′n.

Primetimo da je B skup svih nepraznih povezanih skupova temena staze

r r r
1 2 n

p p p ,

odnosno gradivni skup skupa P({1, . . . , n}), pa se lako mo�e proveriti da va�e
slede�e ekvivalencije. Dva elementa skupa BM1 su neuporediva ako i samo ako
su ǌihovi u-korespondenti neuporedivi. Unija dva elementa skupa BM1 pripada
BM1 ako i samo ako unija ǌihovih u-korespondenata pripada B. Skup N ⊆ BM1
je 1-ugǌe��en skup ako i samo ako je skup u-korespondenata elemenata skupa N
ugǌe��en skup u odnosu na B. Skup N ⊆ BM1 je konstrukcija staze

r r r
{n, . . . , 1} {n, n− 1} {n}

p p p
ako i samo ako je skup u-korespondenata elemenata skupa N konstrukcija staze

r r r
1 2 n

p p p .

Lema 3.2.4. Ako su β i γ dva neuporediva elementa skupa B1 za koja va�i

πβ ∩ πγ ∩ PAn 6= ∅,

onda β ∪ γ ∈ C1 − B1.

Dokaz: Prema Lemi 3.2.2, postoji maksimalni 0-ugǌe��eni skup M za koji
β, γ ∈ BM1 . Zbog simetrije mo�emo pretpostaviti da je

M =
{
{n, . . . , 1}, . . . , {n, n− 1}, {n}

}
.

(U tom sluqaju, poxto β, γ ∈ BM1 , xn+1 se ne pojavǉuje ni u πβ ni u πγ.)
Neka su Y, Z ∈ B redom u-korespondenti elemenata β i γ. Kako su β i γ ne-

uporedivi, takvi su me�usobno i Y i Z. Neka je a ∈ πβ ∩ πγ ∩ PAn i a′ = u(a).
Koordinate (x′1, . . . , x

′
n) taqke a′ zadovoǉavaju jednaqine hiperravni πY i πZ, pa

samim tim i nejednaqine poluprostora π6Y i π6Z . Otuda, s obzirom da za svako
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i ∈ [n] va�i x′i > 3, skupovi Y i Z i koordinate taqke a′ zadovoǉavaju uslove
Leme 3.2.3. Dakle, unija Y ∪ Z ne pripada B jer bi u suprotnom va�ila nejed-
nakost π>Y ∪Z, tj. ∑

i∈Y ∪Z

x′i > 3|Y ∪Z|,

xto je u kontradikciji sa Lemom 3.2.3. Dakle, β ∪ γ 6∈ B1, i, s obzirom da
β, γ ∈ BM1 , zakǉuqujemo da β ∪ γ ∈ C1 − B1.

Sledi posledica Leme 3.2.4 i Tvr�eǌa 3.1.1.

Posledica 3.2.5. Ako su β1, . . . , βk elementi skupa B1 za koje je

πβ1 ∩ . . . ∩ πβk ∩ PAn 6= ∅,

onda je {β1, . . . , βk}, 1-ugǌe��en skup.

Tvr�e�e 3.2.6. Za svako teme v politopa PAn postoji 0-strana V kompleksa C
tako da je

{v} =
(⋂
{πβ | β ∈ V }

)
∩ π,

dok za svaki element γ ∈ B1 − V , v 6∈ πγ .

Dokaz: Neka je v teme politopa PAn. Kako se politop nalazi u prostoru di-
menzije n+ 1, postoje β1, . . . , βn ∈ B1 za koje je

{v} = πβ1 ∩ . . . ∩ πβn ∩ π.

Prema prethodnoj posledici, skup V = {β1, . . . , βn} je 1-ugǌe��en. Kako su mak-
simalni 1-ugǌe��eni skupovi kardinalnosti n, V je 0-strana kompleksa C, i za
svaki element γ ∈ B1−V , V ∪{γ} nije 1-ugǌe��en, pa prema prethodnoj posledici,
teme v ne pripada hiperravni πγ.

Posledica 3.2.7. PAn je prost n-politop.

Dokaz: Sledi direktno iz prethodnog tvr�eǌa, a s obzirom da svaka 0-strana
ima taqno n elemenata mo�e se primeniti i [15, Tvr�eǌe 9.7].

Tvr�e�e 3.2.8. Za svaku 0-stranu V kompleksa C postoji teme v politopa PAn
tako da je

{v} =
(⋂
{πβ | β ∈ V }

)
∩ π.

Dokaz: Dovoǉno je da poka�emo da za svaku 0-stranu V kompleksa C, presek(⋂
{πβ | β ∈ V }

)
∩ π

je samo jedna taqka koja, za svako γ ∈ B1 − V , pripada poluprostoru π>γ . Zbog
simetrije opet mo�emo pretpostaviti da je V = {β1, . . . , βn} ⊆ BM1 za

M =
{
{n, . . . , 1}, . . . , {n, n− 1}, {n}

}
.

Za svako i ∈ [n], neka je Xi, u-korespondent elementa βi ∈ V . Poxto je V kon-
strukcija staze r r r

{n, . . . , 1} {n, n− 1} {n}
p p p ,
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skup N = {X1, . . . , Xn} je konstrukcija staze

r r r
1 2 n

p p p .

Indukcijom po n > 1, poka�imo da je presek πX1 ∩ . . .∩ πXn jedna taqka. Ako je
n = 1, onda je πX1 taqka x′1 = 3. Neka je n > 1 i neka su L i D redom konstrukcije
staza r r

1 j − 1
q q q i r r

j + 1 n
q q q ,

pri qemu je N = {{1, . . . , n}} ∪ L ∪D. Prema induktivnoj hipotezi, preseci⋂
{πβi | βi ∈ L} i

⋂
{πβi | βi ∈ D}

su taqke u odgovaraju�em (j−1)-dimenzionalnom, odnosno (n−j)-dimenzionalnom
prostoru. Dakle, odre�ene su sve koordinate x′1, . . . , x

′
j−1, x

′
j+1, . . . , x

′
n neke taqke

koja pripada preseku πX1 ∩ . . . ∩ πXn, pa ostaje samo jox da se odredi koordinata
x′j. ǋena vrednost je jedinstvena jer sledi iz jednaqine

x′1 + . . .+ x′j−1 + x′j + x′j+1 + . . .+ x′n = 3n

i vrednosti koordinata x′1, . . . , x
′
j−1, x

′
j+1, . . . , x

′
n.

Sve ovo implicira da je presek(⋂
{πβ | β ∈ V }

)
∩ π

samo jedna taqka, skup {v}, pa ostaje jox da se poka�e da za svako γ ∈ B1 − V ,
v ∈ π>γ .

U gore pomenutom izraqunavaǌu vrednosti koordinate x′j taqke u(v), s obzirom
da je x′1 + . . .+ x′j−1 = 3j−1 i x′j+1 + . . .+ x′n = 3n−j, dobija se

x′j = 3n − (3j−1 + 3n−j) > 3n−1.

Primetimo i da je j ∈ [n] bio [n]-povrxinski element u odnosu na N . Analogno
mo�emo zakǉuqiti da ako je m Xi-povrxinski element u odnosu na N , onda m-ta
koordinata taqke u(v) zadovoǉava nejednakost x′m > 3|Xi|−1.

Neka je γ ∈ BM1 − V i Y = {n − l, . . . , n − l − k + 1} ∈ B ǌegov u-korespon-
dent. Kako je Y ∈ B − N , indukcijom po n se lako mo�e dokazati da postoji
Xi ∈ N tako da Y sadr�i Xi-povrxinski element u odnosu na N i da je Y ⊂ Xi

(videti [15, Lema 6.14]). Dakle, postoji element m ∈ {n− l, . . . , n− l − k + 1} koji
je Xi-povrxinski, pri qemu je k < |Xi|. Sada, na osnovu prethodnog paragrafa,
m-ta koordinata taqke u(v) zadovoǉava nejednakost x′m > 3|Xi|−1, a kako su sve
ostale koordinate pozitivne, sledi da u(v) ∈ π>Y , tj.

x′n−l−k+1 + . . .+ x′n−l > 3|Xi|−1 > 3k,

odnosno v ∈ π>γ .
Za svaki drugi element γ ∈ B1 − V , tj. za element γ ∈ B1 − BM1 , posmatrajmo

politop dobijen u preseku hiperravni π i poluprostora oblika

xi1 + . . .+ xik > 3k,
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gde su i1, . . . , ik me�usobno razliqiti elementi skupa [n+1]. Prema Primeru 1.2.1,
req je o n-permutoedru koji realizuje kompleks C1. Presek ovog permutoedra i
hiperravni

x1 + 2x2 + . . .+ nxn = κ(n, 0)

je (n− 1)-simpleks–konveksni omotaq skupa taqaka {a1, . . . , an} ⊆ Rn+1 (podse�amo
da je

ε(n) =
3n − 3n

3n − n− 1

kao u Napomeni 3.2.1):

a1(3n+1 − 3n − ε(n), 3n − 3n−1 + ε(n), 3n−1 − 3n−2, . . . , 3),

a2(3n+1 − 3n, 3n − 3n−1 − ε(n), 3n−1 − 3n−2 + ε(n), . . . , 3),

...

an(3n+1 − 3n, . . . , 33 − 32, 32 − 3− ε(n), 3 + ε(n)).

(Koordinate taqke ai dobijene kao rexeǌe sistema
x1 + 2x2 + . . .+ nxn = κ(n, 0)

x0 + x1 + x2 + . . .+ xn = 3n+1

(1) x1 + x2 + . . .+ xn = 3n

(2) x2 + . . .+ xn = 3n−1

...

(n) xn = 3,

iz koga je jednaqina (i) izostavǉena.)
Kako je γ ∈ B1 − BM1 , jednaqina koja definixe hiperravan πγ je

xi1 + 2xi2 + . . .+ k(xik + . . .+ xik+l
) = κ(k, l),

pri qemu je ik < ik+1 < . . . < ik+l i
(∗∗) i1, i2, . . . , ik+l nisu uzastopni qlanovi niza 1, 2, . . . , n. Oznaqimo sa Ξ levu
stranu ove jednaqine.

Poka�imo da za svako i ∈ [n], koordinate (x1, . . . , xn+1) taqke ai zadovoǉavaju
nejednaqinu π>γ , jer iz toga, kao i iz qiǌenice da v ∈ conv{a1, . . . , an}, sledi da
v ∈ π>γ .

(1) Ako se za neko 0 6 m 6 n− l − k, xm pojavǉuje u Ξ, onda je

Ξ> xm > 3n+1−m − 3n−m − 1 = 2 · 3n−m − 1 = 2(3n−m − 1) + 1

> 3
2
(3n−m − 1) + 1 = 3n−m+1−3

2
+ 1 > 3l+k+1−3

2
+ 1

> κ(k, l).

(2) Ako i1, . . . , il+k ∈ {n− l − k + 1, . . . , n}, onda je Ξ oblika

a1xn−l−k+1 + a2xn−l−k+2 + . . .+ al+kxn,

pri qemu je am > 0 za svako 0 6 m 6 l + k. Poxto va�i (∗∗), postoji j ∈ [k − 1]
tako da je aj > j, dok je am = m za svako m ∈ [j − 1]. Otuda je

Ξ> xn−l−k+1 + . . .+ (j − 1)xn−l−k+j−1 + j(xn−l−k+j + . . .+ xn) + xn−l−k+j

= (xn−l−k+1 + . . .+ xn) + . . .+ (xn−l−k+j + . . .+ xn) + xn−l−k+j.
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Za i koje je takvo da n− l− k + 1 6 i 6 n− l− k + j, koordinate (x1, . . . , xn+1) taqke
ai zadovoǉavaju nejednaqinu

(xn−l−k+1 + . . .+ xn) + . . .+ (xn−l−k+j + . . .+ xn) > 3l+k + . . .+ 3l+k−j+1,

dok za ostale vrednosti i ova nejednaqina prelazi u jednakost. Tako�e,
(n− l−k+ j)-ta koordinata xn−l−k+j taqke ai je ve�a od 3l+k−j+1−3l+k−j−1. Dakle,

Ξ> 3l+k−j+1 3j − 1

2
+ 3l+k−j+1 − 3l+k−j − 1

=
3l+k+1 − 3l+k−j+1 + 2 · 3l+k−j+1 − 2 · 3l+k−j

2
− 1 =

3l+k+1 + 3l+k−j

2
− 1,

a poxto je k ≥ j + 1, sledi

Ξ >
3l+k+1 + 3l+1

2
− 1 >

3l+k+1 − 3l+1

2
+ 1 > κ(k, l).

Dokaz Teoreme 3.2.1. Na osnovu Tvr�eǌa 3.2.6, Tvr�eǌa 3.2.8 i Posledice 3.2.7,
politop PAn je prost n-politop qija je mre�a strana, bez prazne strane, ure�eni
skup (⋃{

P({πβ | β ∈ V }) | V je 0-strana kompleksa C
}
,⊇
)
,

pa PAn geometrijski realizuje kompleks C, u skladu sa Definicijom 1.2.4.

Posledica 3.2.9. Za svaki element β ∈ B1, πβ> je graniqni poluprostor politopa
PAn. Uz to, ako je PAn pravilno oznaqen, onda je β oznaka pǉosni PAn ∩ πβ>.

Dokaz: Sledi direktno iz Teoreme 3.2.1, Posledice 3.1.2 i Leme 3.2.4.

Na narednoj slici je prikazan politop PAn za n ∈ {1, 2, 3}. Tako�e, Slika 3.2
i Slika 3.6 redom ilustruju vezu izme�u permutoedra i prostog permutoaso-
ciedra u sluqaju n = 2 i n = 3, uz pravilno oznaqavaǌe pǉosni permutoaso-
ciedra.

Slika 3.1: Prosti permutoasociedri PA1, PA2 i PA3
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3.3 Geometrijska realizacija sumama Minkovskog

Prethodna geometrijska realizacija prostog permutoasociedra je nastala
kao svojevrsno uopxtavaǌe procedure koja je realizovala familiju nestoedara
u [15], pa se prirodno name�e pitaǌe postojaǌa alternativne geometrijske rea-
lizacije po uzoru na proceduru koju je koristio Postǌikov u svojoj realizaciji
nestoedara u [39].

Pita�e 3.3.1. Da li postoji n-dimenzionalna Minkovski-realizacija kompleksa
C koja je normalno ekvivalentna politopu PAn?

Tvr�eǌe 1.1.20 garantuje da se politop PAn mo�e predstaviti kao suma
Minkovskog na netrivijalan naqin, ali ipak ne garantuje pozitivan odgovor
na prethodno pitaǌe. U skladu sa prvim uslovom Definicije 1.2.8, nax ciǉ
nije klasiqna dekompozicija politopa PAn, ve� je potrebno na�i netrivijalne
sabirke qija suma je PAn do na kombinatornu ekvivalenciju. Ipak, dodatni
uslov u pitaǌu zahteva normalnu ekvivalenciju me�u politopima qime ostajemo
na mostu izme�u podudarnosti (dekompozicije politopa PAn) i kombinatorne
ekvivalencije. Uz to, prema ostalim uslovima Definicije 1.2.8, bez obzira na
redosled sabiraka, svaki od ǌih zarubǉuje teku�u parcijalnu sumu, tj. sume
svih sabiraka koji mu prethode.

Razmatraju�i najpre sluqajeve n = 2 i n = 3, u narednim pododeǉcima pokazu-
jemo da je odgovor na postavǉeno pitaǌe pozitivan. U Pododeǉku 3.3.3 defi-
nixemo qitavu kolekciju politopa normalno ekvivalentnih politopu PAn, pri
qemu je svaki od ǌih n-dimenzionalna Minkovski-realizacija kompleksa C.

3.3.1 2-permutoasociedar

U ovom pododeǉku odgovaramo na Pitaǌe 3.3.1 u sluqaju n = 2. U skladu sa
Odeǉkom 3.1, kre�emo od trougla, tj. kompleksa

C0 =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}

}
i ǌegovog gradivnog skupa

B0 =
{
{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}

}
.

Geometrijska realizacija kompleksa C1 je 2-permutoedar, tj. xestougao, pa je
ukupno 6 maksimalnih 0-ugǌe��enih skupova:{

{1, 2}, {1}
}
,
{
{1, 2}, {2}

}
,
{
{1, 3}, {1}

}
,
{
{1, 3}, {3}

}
,
{
{2, 3}, {2}

}
,
{
{2, 3}, {3}

}
.

Dakle, gradivni skup B1 je kolekcija

B1 =
{
{{1}}, {{2}}, {{3}}, {{1, 2}}, {{1, 3}}, {{2, 3}}, {{1, 2}, {1}},
{{1, 2}, {2}}, {{1, 3}, {1}}, {{1, 3}, {3}}, {{2, 3}, {2}}, {{2, 3}, {3}}

}
,

tj. B1 = C1 − {∅}. Daǉe, poxto svaki element β ∈ B1 definixe po jedan polupro-
stor π>β , dobijamo skup od 12 poluprostora u R3:

xi2 > 3

xi1 + xi2 > 9

xi1 + 2xi2 > 12, 5,
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gde su i1 i i2 razliqiti elementi skupa [3]. Geometrijska realizacija kompleksa
C je, prema Teoremi 3.2.1 i Posledici 3.2.9, dvanaestougao PA2 (Slika 3.1),
definisan kao presek hiperravni x1 + x2 + x3 = 27 i navedenih 12 graniqnih
poluprostora. Da je zaista req o dvanaestouglu mo�e se brzo proveriti ko-
rix�eǌem nekog softvera koji je specijalizovan za rad sa politopima. U tom
smislu, za potrebe ovog rada, korix�en je Polimejk (videti Dodatak A.2).

Pretpostavimo da je PA2 pravilno oznaqen elementima skupa B1. Prema
Posledici 3.2.9, za svako β ∈ B1, ivica sadr�ana u πβ je oznaqena sa β, a prema
Posledici 3.1.2, dve ivice imaju zajedniqko teme ako i samo ako su ǌihove oznake
uporedive.

{
{1}
}

{
{1, 2}

}

{
{1, 3}, {1}

} {
{2, 3}, {2}

}

{
{2}
}

{
{3}
}

{
{1, 2}, {1}

}

{
{1, 3}, {3}

} {
{2, 3}, {3}

}
{
{1, 3}

} {
{2, 3}

}

{
{1, 2}, {2}

}

Slika 3.2: Pravilno oznaqavaǌe pǉosni prostog 2-permutoasociedra

U skladu sa Pitaǌem 3.3.1 i Definicijom 1.2.8, ciǉ je definisati funkciju
ϕ : B1 −→M3 takvu da ako je

M2 = ∆[3] +
∑
β∈B1

ϕ(β),

onda je M2 ' PA2. Pritom, bez obzira na redosled sabiraka ϕ(β), svaki od ǌih
zarubǉuje parcijalnu sumu koju qine svi sabirci koji mu prethode, ukǉuquju�i
i trougao ∆[3]. Dakle, mogli bismo navesti 12 politopa, slike elemenata gra-
divnog skupa, i pokazati da su svi navedeni uslovi zadovoǉeni. Umesto toga, i
u ovom i u narednom pododeǉku, biramo drugaqiji pristup koji vodi do opxteg
kriterijuma za pronala�eǌe ovih politopa, odnosno odgovaraju�ih sabiraka u
n-dimenzionalnim Minkovski-realizacijama.

Neka je slika svakog jednoelementnog skupa β ∈ B1 odgovaraju�i simpleks, tj.
neka je

ϕ(β) = ∆∪β.

Prema Pododeǉku 1.2.2, parcijalna suma

S = ∆[3] +
∑
β∈B1

|β|=1

ϕ(β) = ∆[3] + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{1,2} + ∆{1,3} + ∆{2,3}

je Minkovski-realizacija kompleksa C1. Req je o xestouglu u R3 sa tri para pa-
ralelnih ivica koje se pravilno oznaqavaju odgovaraju�im podskupom skupa [3].
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Dodajmo svakoj oznaci jox jedan par zagrada, odnosno preoznaqimo ivice odgo-
varaju�im jednoelementnim skupom iz B1. Sada su istooznaqene ivice xestougla
S i dvanaestougla PA2 me�usobno paralelne.

Ostaje da se definixu slike preostalih xest elemenata skupa B1, koji su ob-
lika {{i2, i1}, {i2}}. Bez obzira na redosled dodavaǌa sabiraka ϕ

(
{{i2, i1}, {i2}}

)
,

svaki od ǌih zarubǉuje teku�u parcijalnu sumu. Neka je {Pi}i∈[6] indeksirani
skup odgovaraju�ih politopa, tj. slika preostalih elemenata, i posmatrajmo
parcijalne sume nastale ǌihovim dodavaǌem xestouglu S, korak po korak. Neka
je S0 = S i Si = Si−1+Pi, i ∈ [6]. Dakle, M2 = S6. Kako za svako i ∈ [6], postoji poli-
top trV Si−1 normalno ekvivalentan poligonu Si, na i-tom koraku oznaqimo ivice
poligona Si elementima skupa B1 na slede�i naqin: neka su me�usobno odgo-
varaju�e ivice poligona Si i Si−1 istoooznaqene, a novonastalu ivicu oznaqimo
oznakom βi (videti Napomenu 1.1.2). Da bi na kraju S6 bio pravilno oznaqen,
slede�i uslov mora biti ispuǌen za svako i ∈ [6]: ako je Pi slika elementa
{{i2, i1}, {i2}}, onda je Si ' trV Si−1 za teme V koje je zajedniqko ivicama oznaqenim
sa {{i2, i1}} i {{i2}}, i βi = {{i2, i1}, {i2}} (Slika 3.2). Tako�e, kako je S6 ' PA2, za
svaku ivicu parcijalne sume Si, postoji istooznaqena ivica dvanaestougla PA2

koja joj je paralelna.
Bez gubitka opxtosti, mo�emo krenuti od sabirka

P = ϕ
(
{{1, 2}, {1}}

)
.

Oqigledno je da P ne mo�e biti taqka, pa je prema Tvr�eǌu 1.1.18(ii), ili du�
ili poligon. Pretpostavi�emo da je P poligon, a da du� ne mo�e biti garantuje
slede�e tvr�eǌe qiji dokaz odla�emo za Pododeǉak 3.3.3.

Tvr�e�e 3.3.2. Ako je ϕ funkcija koja zadovoǉava uslove Definicije 1.2.8 u sluqaju
n = 2, onda ϕ

(
{{i2, i1}, {i2}}

)
nije du� ni za jedan par razliqitih elemenata

i1, i2 ∈ [3].

Neka je P najjednostavniji poligon, trougao T1T2T3, gde su T1(a1, b1, c1),
T2(a2, b2, c2) i T3(a3, b3, c3) taqke u R3. Ovaj trougao zarubǉuje xestougao S.
Taqnije, S + P je sedmougao normalno ekvivalentan nekom politopu nastalom
zarubǉivaǌem politopa S odsecaǌem onog temena koje pripada ivicama sa ozna-
kama {{1, 2}} i {{1}}. Kako je suma S, Minkovski-realizacija kompleksa C1,
ǌeni sabirci indeksirani vixeelementnim skupovima qine skup koji zarubǉuje
trougao

∆[3] + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3},

pa nam to daje mogu�nost da uklonimo neke od pomenutih sabiraka sume S, ali
tako da parcijalna suma preostalih sabiraka bude nestoedar sa temenom u kome
se sustiqu ivice pravilno oznaqene sa {1, 2} i {1}. Zato, ne bismo li odredili
nepoznati trougao P , umesto da krenemo od sume S, krenimo od ǌene parcijalne
sume

∆[3] + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{1,2}.

Req je o trapezu ABCD ilustrovanom na Slici 3.3. Dakle, pretpostavka je da
P zarubǉuje, ne samo xestougao S, ve� i ovaj trapez, tj. da je politop

ABCD + T1T2T3 = conv{A1, A2, A3, B1, B2, B3, C1, C2, C3, D1, D2, D3},

petougao normalno ekvivalentan nekom politopu koji nastaje zarubǉivaǌem
trapeza ABCD odsecaǌem temena D.
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Tako�e, spoǉaxǌi vektor normale novonastale ivice je −(2, 1, 0). Neka je to
ivica D1D2, pri qemu temena D1 i D2 pripadaju i ivicama qiji su spoǉaxǌi
vektori normala redom −(1, 0, 0) i −(1, 1, 0) (videti Sliku 3.4).

D(1, 2, 2) C(2, 1, 2)

B(3, 1, 1)A(1, 3, 1)

{1}

{1, 2}

{2}

{3}

Slika 3.3: ∆{1,2,3} + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{1,2}

C(2, 1, 2)

B(3, 1, 1)A(1, 3, 1)

D(1, 2, 2)

C1D3

A3

C3(2 + a3, 1 + b3, 2 + c3)

B1(3 + a1, 1 + b1, 1 + c1)A1(1 + a1, 3 + b1, 1 + c1)

D1(1 + a1, 2 + b1, 2 + c1)

C2(2 + a2, 1 + b2, 2 + c2)

B2A2(1 + a2, 3 + b2, 1 + c2)

D2(1 + a2, 2 + b2, 2 + c2)

B3(3 + a3, 1 + b3, 1 + c3)

Slika 3.4: Suma ∆{1,2,3} + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{1,2} + T1T2T3

Pretpostavimo da su A1, B3 i C2 preostala temena petougla tako da A1 pri-
pada ivicama qiji su spoǉaxǌi vektori normala −(1, 0, 0) i −(0, 0, 1), B3 pripada
ivicama qiji su spoǉaxǌi vektori normala −(0, 1, 0) i −(0, 0, 1), a C2 ivicama
qiji su spoǉaxǌi vektori normala −(0, 1, 0) i −(1, 1, 0). Dakle, va�i slede�i
sistem jednaqina: 

a1 + b1 + c1 = a2 + b2 + c2

a1 + b1 + c1 = a3 + b3 + c3

2a1 + b1 = 2a2 + b2

c1 = c3

b2 = b3.

Prve dve jednaqine slede iz qiǌenice da sve translacije AiBiCiDi trapeza
ABCD, i ∈ [3], le�e u ravni paralelnoj x1 + x2 + x3 = 5 u kojoj je ABCD. Tako�e,
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da bi taqke A2, A3, B1, B2, C1 i C3 pripadale conv{A1, B3, C2, D1, D2}, dovoǉno je da
va�e slede�e nejednakosti:

a1 < a2 6 a3, b2 6 b3 < b1, c1 6 c3 < c2.

Rexavaǌem sistema zakǉuqujemo da su taqke Ti oblika

T1(a1, b1, c1), T2

(2a1 + b1 − b3

2
, b3,

b1 − b3

2
+ c1

)
, T3(a1 + b1 − b3, b3, c1),

tj.
T1(0, b1 − b3, 0), T2

(b1 − b3

2
, 0,

b1 − b3

2

)
, T3(b1 − b3, 0, 0),

do na translaciju.
Dakle, P mo�e biti trougao sa temenima

T1(0, 2λ, 0), T2

(
λ, 0, λ

)
, T3(2λ, 0, 0), λ > 0,

ili bilo koja ǌegova translacija (videti Primer 1.1.17). Ako pa�ǉivo
pogledamo Sliku 3.4, mo�emo primetiti da je trougao ABC jedan od takvih
za λ = 1.

Neka je ϕ
(
{{1, 2}, {1}}

)
trougao

P = conv{(0, 2, 0), (1, 0, 1), (2, 0, 0)}.

Mo�e se proveriti da postoji zarubǉeni politop trV S nastao odsecaǌem temena
V koje pripada ivicama oznaqenim sa {{1, 2}} i {{1}}, tako da va�i S+P ' trV S.

Za nala�eǌe preostalih 5 politopa, ne nastavǉamo daǉu analizu od dobi-
jene sume S + P , ve� za svaki od ǌih opet posmatramo odgovaraju�u parcijalnu
sumu xestougla S. Na taj naqin, potpuno analognim raqunom dolazimo do slika
svih preostalih elemenata gradivnog skupa:

ϕ
(
{{i2, i1}, {i2}}

)
= conv{2ei1 , ei2 + ei3 , 2ei2},

gde su i1, i2 i i3 me�usobno razliqiti elementi skupa [3].
Ovim smo definisali preslikavaǌe ϕ i politop

M2 = ∆[3] +
∑
β∈B1

ϕ(β).

Req je o dvanaestouglu qija su temena sve permutacije koordinata taqaka (1, 5, 13)
i (2, 3, 14) (videti Dodatak A.2). Mo�e se definisati i kao presek hiperravni
x1 + x2 + x3 = 19 i slede�ih graniqnih poluprostora:

xi2 > 1

xi1 + xi2 > 5

xi1 + 2xi2 > 7,

pri qemu su i i j razliqiti elementi skupa [3]. Dakle, M2 ' PA2 (videti Sli-
ku A.5). Mo�e se proveriti da je i tre�i uslov Definicije 1.2.8 zadovoǉen
analizom svake parcijalne sume u sastavu M2, korak po korak, za svaki redosled
sabiraka. Konaqno, u skladu sa Definicijom 1.2.8, zakǉuqujemo da je M2, 2-di-
menzionalna Minkovski-realizacija kompleksa C.
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3.3.2 3-permutoasociedar

U ovom pododeǉku odgovaramo na Pitaǌe 3.3.1 u sluqaju n = 3. U skladu sa
Odeǉkom 3.1, kre�emo od tetraedra, tj. kompleksa

C0 =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}

}
i ǌegovog gradivnog skupa B0 = C0 − {∅}. Geometrijska realizacija kompleksa
C1 je 3-permutoedar (Slika 1.8), pa imamo 24 maksimalna 0-ugǌe��ena skupa
oblika

{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}},

gde su i1, i2 i i3 me�usobno razliqiti elementi skupa [4]. Dakle, gradivni skup
B1 je kolekcija od 62 skupa oblika{

{ik+l, . . . , ik, . . . , i1}, . . . , {ik+l, . . . , ik, ik−1}, {ik+l, . . . , ik}
}
,

pri qemu je 1 6 k 6 k + l 6 3.
Neka je {A1,A2,A3,A4} particija skupa B1 u kojoj A1 sadr�i sve jednoelemen-

tne skupove, dok su blokovi A2, A3 i A4 redom kolekcije skupova oblika{
{i3, i2, i1}, {i3, i2}

}
,
{
{i3, i2}, {i3}

}
i

{
{i3, i2, i1}, {i3, i2} {i3}

}
.

Ukupno je, dakle, |A4| · c3 = 120 maksimalnih 1-ugǌe��enih skupova i kompleks
C je unija ǌihovih partitivnih skupova. Kako svako β ∈ B1 definixe po jedan
poluprostor π>β , dobijamo slede�a 62 poluprostora u R4:

xi3 > 3

xi2 + xi3 > 9

xi1 + xi2 + xi3 > 27

xi2 + 2xi3 >
279
23

xi1 + 2xi2 + 2xi3 >
831
23

xi1 + 2xi2 + 3xi3 >
915
23
,

gde su i1, i2 i i3 me�usobno razliqiti elementi skupa [4]. Geometrijska reali-
zacija kompleksa C je, prema Teoremi 3.2.1 i Posledici 3.2.9, prost 3-politop
PA3 (Slika 3.1), definisan kao presek navedena 62 graniqna poluprostora i
hiperravni x1 + x2 + x3 + x4 = 81.

Pretpostavimo da je PA3 pravilno oznaqen elementima skupa B1. Prema
Posledici 3.2.9, za svako β ∈ B1, pǉosan sadr�ana u πβ je oznaqena sa β, a prema
Posledici 3.1.2, dve pǉosni imaju zajedniqko teme ako i samo ako su ǌihove
oznake uporedive ili unija ǌihovih oznaka ne pripada B1 (npr. pǉosni ozna-
qene sa {{1}} i {{1, 2, 3}} imaju zajedniqko teme, dok pǉosni oznaqene sa {{1}} i
{{1, 2}} nemaju). Slika 3.6 i Slika 3.5 ilustruju pravilno oznaqavaǌe pǉosni
ovog politopa.

U skladu sa Pitaǌem 3.3.1 i Definicijom 1.2.8, ciǉ je definisati funkciju
ϕ : B1 −→M4 takvu da ako je

M3 = ∆[4] +
∑
β∈B1

ϕ(β),
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3.3. Geometrijska realizacija sumama Minkovskog

onda je M3 ' PA3. Pritom, bez obzira na redosled sabiraka ϕ(β), svaki od ǌih
zarubǉuje parcijalnu sumu koju qine svi sabirci koji mu prethode, ukǉuquju�i
i tetraedar ∆[4].

Neka je slika svakog elementa β ∈ A1 odgovaraju�i simpleks, tj. neka je

ϕ(β) = ∆∪β.

{
{3}
}

{
{3, 4}, {3}

}

{
{2, 3, 4}, {3, 4}

}

{
{3, 4}

}
{
{2, 3, 4}

}

Slika 3.5: Oznaqavaǌe pǉosni koje su susedne petouglu {{2, 3, 4}, {3, 4}, {3}}
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Slika 3.6: Prost 3-permutoasociedar
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Prema Pododeǉku 1.2.2, parcijalna suma

S = ∆[4] +
∑

β∈A1
ϕ(β) = ∆[4] + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{4}

+ ∆{1,2} + ∆{1,3} + ∆{1,4} + ∆{2,3} + ∆{2,4} + ∆{3,4}

+ ∆{1,2,3} + ∆{1,2,4} + ∆{1,3,4} + ∆{2,3,4},

je Minkovski-realizacija kompleksa C1. Req je o permutoedru u R4 qija temena
su sve permutacije koordinata taqke (1, 2, 4, 8), i qije se pǉosni pravilno ozna-
qavaju odgovaraju�im podskupom skupa [4]. Ponovo dodajmo svakoj oznaci jox
jedan par zagrada, odnosno preoznaqimo pǉosni odgovaraju�im elementom skupa
A1. Sada su istooznaqene pǉosni permutoedra S i politopa PA3 me�usobno
paralelne.

Ostaje da se definixu slike preostalih 48 elemenata skupa B1. Definixemo
najpre one sa ve�om kardinalnox�u koje imaju prioritet u sabiraǌu u skladu
sa Definicijom 1.2.8, tj. elemente bloka A4, a zatim ostale. Bez obzira na
redosled dodavaǌa sabiraka ϕ(β), β ∈ A4, svaki od ǌih zarubǉuje teku�u par-
cijalnu sumu. Isto va�i i za sabirke ϕ(β), β ∈ A2 ∪ A3, koji dolaze nakon toga
u proizvoǉnom redosledu.

Neka je {Pi}i∈[24] indeksirani skup politopa ϕ(β), β ∈ A4, a {Pi}i∈[48]−[24] indek-
sirani skup politopa ϕ(β), β ∈ A2 ∪ A3. Posmatrajmo parcijalne sume nastale
ǌihovim dodavaǌem permutoedru S, korak po korak. Neka je S0 = S i Si = Si−1+Pi,
i ∈ [48]. Dakle, PA3 = S48. Kako za svako i ∈ [48], postoji politop trFSi−1 nor-
malno ekvivalentan politopu Si, na i-tom koraku oznaqimo pǉosni politopa Si
elementima skupa B1 − A1 na slede�i naqin: neka su me�usobno odgovaraju�e
pǉosni politopa Si i Si−1 istoooznaqene, a novonastalu pǉosan oznaqimo sa βi
(videti Napomenu 1.1.2). Da bi na kraju S48 bio pravilno oznaqen, slede�i uslov
mora biti ispuǌen za svako i ∈ [48]: ako je Pi slika elementa β ∈ B1−A1, onda je
Si ' trFSi−1 za stranu F koja pripada svakoj pǉosni koja je za neko B ∈ β oznaqena
sa {B}. Tako�e, βi = β. Na primer, ako je P5 = ϕ

(
{{1, 2, 4}, {2, 4}, {2}}

)
, onda je

politop S5 normalno ekvivalentan politopu trFS4 nastalom odsecaǌem temena
F koje pripada pǉosnima oznaqenim sa {{1, 2, 4}}, {{2, 4}} i {{2}}, dok je oznaka
novonastale pǉosni {{1, 2, 4}, {2, 4}, {2}}; ako je P30 = ϕ

(
{{1, 3, 4}, {1, 3}}

)
, onda je

politop S30 normalno ekvivalentan politopu trFS29 nastalom odsecaǌem ivice F
koja pripada pǉosnima oznaqenim sa {{1, 3, 4}} i {{1, 3}}, a oznaka novonastale
pǉosni je {{1, 3, 4}, {1, 3}}. Tako�e, kako je S48 ' PA3, za svaku pǉosan parcijalne
sume Si, postoji istooznaqena pǉosan politopa PA3 koja joj je paralelna.

Neka je ϕ
(
{{1, 2, 4}, {1, 2}, {1}}

)
politop P ⊂ R4 qiji je skup temena

V(P ) = { T1(a1, b1, c1, d1), . . . , Tk(ak, bk, ck, dk) }.

Suma S + P je normalno ekvivalentna nekom politopu nastalom zarubǉivaǌem
permutoedra S odsecaǌem temena koje pripada pǉosnima oznaqenim sa {{1, 2, 4}},
{{1, 2}} i {{1}}. Kao i u sluqaju n = 2, da bismo odredili skup V(P ), umesto
da krenemo od sume S, kre�emo od nestoedra koji ima teme u preseku pǉosni
pravilno oznaqenih sa {1, 2, 4}, {1, 2} i {1}:

S0 = ∆[4] + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{4} + ∆{1,2,4} + ∆{1,2}.

Req je o nestoedru ABCDEFGH ilustrovanom na Slici 3.7 levo. Dakle, pret-
postavka je da P zarubǉuje ovaj nestoedar, tj. da je politop

S0 + P = conv{A1, . . . , Ak, . . . , H1, . . . , Hk}
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3.3. Geometrijska realizacija sumama Minkovskog

normalno ekvivalentan nekom politopu koji nastaje zarubǉivaǌem politopa S0

odsecaǌem temena D (Slika 3.8).

H(1, 2, 1, 3) G(2, 1, 1, 3)

C(2, 1, 2, 2)D(1, 2, 2, 2)

F (4, 1, 1, 1)E(1, 4, 1, 1)

A(1, 3, 2, 1) B(3, 1, 2, 1)

+

T2(0, 1, 0, 2) T7(1, 0, 0, 2)

T3(1, 0, 1, 1)

T1(0, 2, 1, 0)

T5(3, 0, 0, 0)T6(0, 3, 0, 0)

T4(2, 0, 1, 0)

Slika 3.7: Definisaǌe ϕ
(
{{1, 2, 4}, {1, 2}, {1}}

)
H2(1, 3, 1, 5) G7(3, 1, 1, 5)

C3(3, 1, 3, 3)
D3(2, 2, 3, 3)

D1(1, 4, 3, 2)

D2(1, 3, 2, 4)

F5(7, 1, 1, 1)E6(1, 7, 1, 1)

A1(1, 5, 3, 1) B4(5, 1, 3, 1)

Slika 3.8: Suma S0 + conv{T1, . . . , T7}

Neka je novonastala pǉosan trougao D1D2D3. Ako je ν(n1, . . . , nl) oznaka za skup
temena sadr�anih u pǉosnima qiji su spoǉaxǌi vektori normala −n1, . . . ,−nl,
onda neka je

D1 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 1), (3, 2, 0, 1)

)
,

D2 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (3, 2, 0, 1)

)
i

D3 = ν
(
(1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 1), (3, 2, 0, 1)

)
.

Daǉe, neka su A1, H2, C3 slede�a temena sume S0 + P

A1 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
,

H2 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0)

)
i

C3 = ν
(
(0, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 1)

)
.
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Dakle, va�i slede�i sistem jednaqina:

a1 + b1 + c1 + d1 = a2 + b2 + c2 + d2

a1 + b1 + c1 + d1 = a3 + b3 + c3 + d3

a1 + b1 + d1 = a3 + b3 + d3

3a1 + 2b1 + d1 = 3a2 + 2b2 + d2

3a1 + 2b1 + d1 = 3a3 + 2b3 + d3

a1 = a2

a2 + b2 = a3 + b3.

Prve dve jednaqine slede iz qiǌenice da sve translacije politopa S0 le�e u
jednoj ravni, paralelnoj ravni x1 +x2 +x3 +x4 = 7 u kojoj je S0. Tako�e, da taqke
A2, A3, B2, C1, C2, E3, G1, H1 i H3 ne bi bile temena sume S0 +P , odnosno da bi pri-
padala konveksnom omotaqu preostalih taqaka, dovoǉno je da va�e nejednakosti

a1 6 a2 < a3, b3 < b2 6 b1, c2 < c3 6 c1 i d1 < d3 6 d2,

Rexavaǌem postavǉenog sistema, zakǉuqujemo da su taqke Ti oblika:

T1(a1, b1, c1, d1), T2

(
a1, b2, b2− b1 + c1, 2b1− 2b2 + d1

)
, T3(a1 + b1− b2, 2b2− b1, c1, b1 + d1− b2).

Me�utim, S0 + T1T2T3 nije politop sa zahtevanim svojstvima jer mu je skup
temena {A1, B1, B3, C3, D1, D2, D3, E1, E2, F1, F2, F3, G2, G3, H2}. Potrebno je ,,popra-
viti” qetiri kritiqne situacije koje se tiqu temena B,F,E i G nestoedra S0.
Naime, ne bi li S0 +P bio politop qija su temena A1, B4, C3, D1, D2, D3, E6, F5, G7 i
H2 (Slika 3.8), dodajemo jox qetiri grupe uslova, redom za svaku od situacija:

a4 + b4 + d4 = a1 + b1 + d1, b4 = b3, d4 = d1, a4 + b4 + c4 + d4 = a1 + b1 + c1 + d1;

b5 = b3, c5 = c2, d5 = d1, a5 + b5 + c5 + d5 = a1 + b1 + c1 + d1;

a6 = a1, c6 = c2, d6 = d1, a6 + b6 + c6 + d6 = a1 + b1 + c1 + d1;

a7 + b7 = a2 + b2, b7 = b3, c7 = c2, a7 + b7 + c7 + d7 = a1 + b1 + c1 + d1.

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo formu novih temena politopa P :

T4(a1 + 2b1 − 2b2, 2b2 − b1, c1, d1), T5

(
a1 + 3b1 − 3b2, 2b2 − b1, b2 − b1 + c1, d1

)
,

T6(a1, 2b1 − b2, b2 − b1 + c1, d1), T7(a1 + b1 − b2, 2b2 − b1, b2 − b1 + c1, 2b1 − 2b2 + d1).

Dakle, P je, do na translaciju, politop sa temenima

T1(0, 2(b1 − b2), b1 − b2, 0), T2

(
0, b1 − b2, 0, 2(b1 − b2)

)
, T3(b1 − b2, 0, b1 − b2, b1 − b2),

T4(2(b1 − b2), 0, b1 − b2, 0), T5

(
3(b1 − b2), 0, 0, 0

)
, T6(0, 3(b1 − b2), 0, 0)

T7(b1 − b2, 0, 0, 2(b1 − b2)),

odnosno za λ > 0,

T1(0, 2λ, λ, 0), T2

(
0, λ, 0, 2λ

)
, T3(λ, 0, λ, λ), T4(2λ, 0, λ, 0), T5(3λ, 0, 0, 0),

T6(0, 3λ, 0, 0, 0), T7(λ, 0, 0, 2λ).
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Ako pogledamo Sliku 3.7 levo, mo�emo primetiti da je politop ABCEFGH jedan
od odgovaraju�ih za λ = 1.
Neka je λ = 1, odnosno neka je ϕ

(
{{1, 2, 4}, {1, 2}, {1}}

)
politop

conv{(0, 2, 1, 0), (0, 1, 0, 2), (1, 0, 1, 1), (2, 0, 1, 0), (3, 0, 0, 0), (0, 3, 0, 0), (1, 0, 0, 2)},

ilustrovan na Slici 3.7 desno. Analognom procedurom dolazimo i do slika
preostalih elemenata bloka A4. Za me�usobno razliqite elemente i1, i2, i3 i i4
skupa [4], neka je ϕ

(
{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}

)
politop

conv{2ei2 + ei4 , 2ei1 + ei2 , ei1 + ei3 + ei4 , 2ei3 + ei4 , 3ei3 , 3ei2 , 2ei1 + ei3}.

Mo�e se proveriti da je suma

S ′ = ∆[4] +
∑

β∈A1∪A4

ϕ(β) = S +
∑
β∈A4

ϕ(β).

normalno ekvivalentna politopu koji mo�e nastati sukcesivnim zarubǉivaǌem
permutoedra S odsecaǌem svih temena (videti Dodatak A.2). Tako�e se potvr-
�uje da svaki indeksirani skup {Pi}i∈[24] upravo definisanih politopa zarubǉuje
permutoedar S.

Proceduru daǉe nastavǉamo definisaǌem slika elemenata bloka A2. U
skladu sa Definicijom 1.2.8, ϕ

(
{{i3, i2, i1}, {i3, i2}}

)
zarubǉuje sumu S ′. Taqnije,

postoji zarubǉeni politop trFS
′ nastao odsecaǌem ivice F koja je sadr�ana u

pǉosnima sa oznakama {{i3, i2, i1}} i {{i3, i2}}, tako da va�i

S ′ + ϕ
(
{{i3, i2, i1}, {i3, i2}}

)
' trFS

′.

Jedno teme ivice F pripada pǉosni sa oznakom {{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}, a drugo
pǉosni sa oznakom {{i2, i3, i1}, {i2, i3}, {i2}}.

Neka je ϕ
(
{{1, 2, 4}, {1, 2}}

)
politop P ⊂ R4 qiji je skup temena

V(P ) = { T1(a1, b1, c1, d1), . . . , Tk(ak, bk, ck, dk) }.

Umesto da daǉe sabiraǌe nastavimo dodavaǌem na S ′, kao i u prethodnim sluqa-
jevima, biramo odgovaraju�u parcijalnu sumu iz koje je nastala suma S ′. Ovog
puta je to suma

S ′0 = S0 +Q+R,

za Q = ϕ
({
{1, 2, 4}, {1, 2}, {1}

})
i R = ϕ

({
{1, 2, 4}, {1, 2}, {2}

})
. Req je o prostom

3-politopu ABCDEFGHIJKL (Slika 3.9 levo). Kako Q i R qine skup koji
zarubǉuje S0, politop S ′0 je normalno ekvivalentan politopu koji se mo�e do-
biti sukcesivnim zarubǉivaǌem politopa S0 odsecaǌem dva temena. To nam
daje mogu�nost da pǉosni politopa S ′0 koje odgovaraju pǉosnima politopa S0

oznaqimo istim oznakama (trouglovi CIJ i DKL ostaju neoznaqeni). Poxto je
JK ivica sadr�ana u pǉosnima sa oznakama {1, 2, 4} i {1, 2}, pretpostavka je da
postoji politop nastao zarubǉivaǌem politopa S ′0 odsecaǌem ove ivice, kome je
politop

S ′0 + P = conv{A1, . . . , Ak, . . . , L1, . . . , Lk}
normalno ekvivalentan (Slika 3.10).

Neka je novonastala pǉosan qetvorougao J1J2K3K4 tako da je:

J1 = ν
(
(3, 2, 0, 1), (1, 1, 0, 0), (2, 2, 0, 1)

)
, J2 = ν

(
(3, 2, 0, 1), (1, 1, 0, 1), (2, 2, 0, 1)

)
,

K3 = ν
(
(2, 3, 0, 1), (1, 1, 0, 0), (2, 2, 0, 1)

)
, K4 = ν

(
(2, 3, 0, 1), (1, 1, 0, 1), (2, 2, 0, 1)

)
.
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Daǉe, neka su A2, B4, C2, D4, G3, H1, I1 i L3 slede�a temena sume S ′0 + P :

A2 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
, B4 = ν

(
(0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
,

C2 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (3, 2, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
, D4 = ν

(
(0, 1, 0, 0), (2, 3, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
,

G3 = ν
(
(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0)

)
, H1 = ν

(
(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0)

)
,

I1 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (3, 2, 0, 1)

)
, L3 = ν

(
(0, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (2, 3, 0, 1)

)
.

Dakle, va�i slede�i sistem jednaqina:

a1 + b1 + c1 + d1 = a2 + b2 + c2 + d2

a1 + b1 + c1 + d1 = a3 + b3 + c3 + d3

a1 + b1 + c1 + d1 = a4 + b4 + c4 + d4

2a1 + 2b1 + d1 = 2a2 + 2b2 + d2

2a1 + 2b1 + d1 = 2a3 + 2b3 + d3

2a1 + 2b1 + d1 = 2a4 + 2b4 + d4

3a1 + 2b1 + d1 = 3a2 + 2b2 + d2

a1 + b1 = a3 + b3

a1 = a2

c1 = c3

a2 + b2 + d2 = a4 + b4 + d4

d2 = d4

2a3 + 3b3 + d3 = 2a4 + 3b4 + d4

b3 = b4.

Prve tri jednaqine slede iz qiǌenice da sve translacije politopa S ′0 le�e u
jednoj ravni, paralelnoj ravni x1 + x2 + x3 + x4 = 13 u kojoj je S ′0. Tako�e, ako
va�e nejednakosti

a1 6 a2 < a3 6 a4, b3 6 b4 < b1 6 b2, c1 6 c3 < c2 6 c4 i d2 6 d4 < d1 < d3,

onda taqke A1, A3, A4, B1, B2, B3, C1, C3, C4, D1, D2, D3, H2, G1, G2, G4, H3, H4, J3, J4, K1 i
K2 pripadaju konveksnom omotaqu ostalih taqaka, odnosno nisu temena sume
S ′0 + P . Rexavaǌem sistema, dobijamo da su taqke Ti oblika:

T1(a1, b1, c1, d1), T2

(
a1, b1 + c2 − c1, c2, d2

)
,

T3(a1 + b1 − b3, b3, c1, d1), T4(a1 + b1 − b3 + c2 − c1, b3, c2, d2),

pri qemu je d1 − d2 = 2(c2 − c1).
Me�utim, S ′0 + T1T2T3T4 nije politop sa zahtevanim svojstvima jer je

V(S ′0 + T1T2T3T4) = {A2, B4, C2, D4, E1, E2, F3, F4, G3, H1, I1, J1, J2, K3, K4}.
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3.3. Geometrijska realizacija sumama Minkovskog

H(1, 4, 1, 7) G(4, 1, 1, 7)

L(4, 1, 3, 5)

D(5, 1, 4, 3)

K(3, 2, 4, 4)J(2, 3, 4, 4)

C(1, 5, 4, 3)

A(1, 7, 4, 1) B(7, 1, 4, 1)

I(1, 4, 3, 5)

F (10, 1, 1, 1)E(1, 10, 1, 1)

+

T1(0, 1, 0, 2) T3(1, 0, 0, 2)

T2(0, 2, 1, 0)

T5(3, 0, 0, 0)T6(0, 3, 0, 0)

T4(2, 0, 1, 0)

Slika 3.9: Definisaǌe ϕ
(
{{1, 2, 4}, {1, 2}}

)
H1(1, 5, 1, 9) G3(5, 1, 1, 9)

L3(5, 1, 3, 7)

D4(7, 1, 5, 3)

K4(5, 2, 5, 4)

K3(4, 2, 4, 6)J1(2, 4, 4, 6)

J2(2, 5, 5, 4)

C2(1, 7, 5, 3)

A2(1, 9, 5, 1) B4(9, 1, 5, 1)

I1(1, 5, 3, 7)

F5(11, 1, 1, 1)E6(1, 11, 1, 1)

Slika 3.10: Suma S ′0 + conv{T1, . . . , T6}

Ovog puta imamo dve kritiqne situacije vezane za temena F i E koje treba
popraviti, ne bi li S ′0 + P bio politop A2B4C2D4E6F5G3H1I1J1J2K3K4. Iz tog
razloga, za svaku od situacija dodajemo po jednu grupu uslova:

b5 = b3, c5 = c1, d5 = d2, a5 + b5 + c5 + d5 = a1 + b1 + c1 + d1;

a6 = a1, c6 = c1, d6 = d2, a6 + b6 + c6 + d6 = a1 + b1 + c1 + d1.

Novi sistem implicira formu dva dodatna temena politopa P :

T5

(
a1 + b1 − b3 + d1 − d2, b3, c1, d2

)
i T6(a1, b1 + d1 − d2, c1, d2).

Dakle, P je, do na translaciju, politop sa temenima

T1(0, b1 − b3, 0, 2(c2 − c1)), T2

(
0, b1 − b3 + c2 − c1, c2 − c1, 0

)
,

T3(b1 − b3, 0, 0, 2(c2 − c1)), T4(b1 − b3 + c2 − c1, 0, c2 − c1, 0),

T5

(
b1 − b3 + 2(c2 − c1), 0, 0, 0)

)
, T6(0, b1 − b3 + 2(c2 − c1), 0, 0),
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tj.
T1(0, µ, 0, 2λ), T2

(
0, µ+ λ, λ, 0

)
, T3(µ, 0, 0, 2λ),

T4(µ+ λ, 0, λ, 0), T5(µ+ 2λ, 0, 0, 0), T6(0, µ+ 2λ, 0, 0, 0),

za λ, µ > 0. Posmatraju�i Sliku 3.9 levo, uvi�amo da je politop ABEFGH
upravo jedan od odgovaraju�ih za µ = λ = 3.

Neka je µ = λ = 1, tj. neka je ϕ
(
{{1, 2, 4}, {1, 2}}

)
politop

conv{(3, 0, 0, 0), (0, 3, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (0, 2, 1, 0), (1, 0, 0, 2), (0, 1, 0, 2)},

prikazan na Slici 3.9 desno. Analognom procedurom definixemo i slike pre-
ostalih elemenata skupa A2. Za me�usobno razliqite elemente i1, i2, i3 i i4 skupa
[4], neka je

ϕ
(
{{i3, i2, i1}, {i3, i2}}

)
= conv{3ei2 , 3ei3 , 2ei3 + ei4 , 2ei2 + ei4 , 2ei1 + ei3 , 2ei1 + ei2}.

Napomena 3.3.1. Primetimo da je za svaka tri me�usobno razliqita elementa
i1, i2 i i3 skupa [4], slika elementa

{
{i3, i2, i1}, {i3, i2}

}
definisana kao konveksni

omotaq skupa taqaka

V
(
ϕ({{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i2}})

)
∩ V

(
ϕ({{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}})

)
.

Potvr�uje se da je suma

S ′′ = ∆[4] +
∑

β∈A1∪A2∪A4

ϕ(β) = S ′ +
∑
β∈A2

ϕ(β)

normalno ekvivalentna politopu koji se mo�e dobiti sukcesivnim zarub-
ǉivaǌem politopa S ′ odsecaǌem svih onih ivica qije jedno teme pripada
nekom trouglu sa oznakom {{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i2}}, a drugo trouglu sa oznakom
{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}. Naravno, pretpostavka je da su sve pǉosni politopa S ′,
bez obzira na redosled dodavaǌa sabiraka, oznaqene elementima skupa A1 ∪ A4

na ve� opisan iterativni naqin. Tako�e se potvr�uje da svaki indeksirani skup
{Pi}i∈[36] do sada definisanih politopa, pri qemu maǌe indekse imaju politopi
koji odgovaraju elementima skupa A4, zarubǉuje permutoedar S. Sve ove provere
zahtevaju ogroman broj izraqunavaǌa koje je ruqno iscrpǉuju�e sprovesti, ali
se kompjuterski vrlo efikasno izvode (videti Dodatak A.2).

Preostalo je da se jox definixu slike elemenata bloka A3. U skladu
sa Definicijom 1.2.8, ϕ

(
{{i3, i2}, {i3}}

)
zarubǉuje sumu S ′′. Taqnije, postoji

zarubǉeni politop trFS
′′ nastao odsecaǌem ivice F , koja je sadr�ana u pǉosnima

sa oznakama {{i3, i2}} i {{i3}}, tako da va�i

S ′′ + ϕ
(
{{i3, i2}, {i3}}

)
' trFS

′′.

U ovom sluqaju, jedno teme ivice F pripada pǉosni sa oznakom
{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}, a drugo pǉosni sa oznakom {{i3, i2, i4}, {i3, i2}, {i3}}.

Neka je ϕ
(
{{1, 2}, {1}}

)
politop P ⊂ R4 qiji je skup temena

V(P ) = { T1(a1, b1, c1, d1), . . . , Tk(ak, bk, ck, dk) }.

U ovom sluqaju, odgovaraju�a parcijalna suma je

S ′′0 = S0 + ∆{1,2,3} +Q+ T,
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3.3. Geometrijska realizacija sumama Minkovskog

za Q = ϕ
(
{{1, 2, 4}, {1, 2}, {1}}

)
i T = ϕ

(
{{1, 2, 3}, {1, 2}, {1}}

)
. Req je o prostom

politopu ABCDEFGHIJKLMN ilustrovanom na Slici 3.11 levo. Politopi Q
i T qine skup koji zarubǉuje nestoedar S0 + ∆{1,2,3}, pa je politop S ′′0 normalno
ekvivalentan politopu koji mo�e nastati sukcesivnim zarubǉivaǌem ovog nesto-
edra odsecaǌem dva temena. Dakle, svaku pǉosan politopa S ′′0 mo�emo oznaqiti
istom oznakom kojom je pravilno oznaqena ǌoj odgovaraju�a pǉosan nestoedra
(dva preostala trougla ostaju neoznaqena). Kako ivica JL pripada pǉosnima sa
oznakama {1, 2} i {1}, pretpostavka je da postoji politop normalno ekvivalentan
politopu

S ′′0 + P = conv{A1, . . . , Ak, . . . , N1, . . . , Nk},
koji mo�e nastati zarubǉivaǌem politopa S ′′0 odsecaǌem ivice JL (Slika 3.12).

H(1, 6, 1, 6) G(6, 1, 1, 6)

D(4, 1, 3, 6)

C(4, 1, 6, 3)

K(2, 3, 6, 3)

J(1, 4, 5, 4)

L(1, 4, 4, 5)

N(2, 3, 3, 6)

M(1, 5, 2, 6)

F (11, 1, 1, 1)E(1, 11, 1, 1)

I(1, 5, 6, 2)

A(1, 6, 6, 1) B(6, 1, 6, 1)

+

T1(0, 2, 0, 2) T8(2, 0, 0, 2)

T2(1, 0, 1, 2)

T4(1, 0, 2, 1)

T5(2, 0, 2, 0)T3(0, 2, 2, 0)

T7(4, 0, 0, 0)T6(0, 4, 0, 0)

Slika 3.11: Definisaǌe ϕ
(
{{1, 2}, {1}

}
)

H1(1, 8, 1, 8) G8(8, 1, 1, 8)

D2(5, 1, 4, 8)

C4(5, 1, 8, 4)
K4(3, 3, 8, 4)

N2(3, 3, 4, 8)
L1(1, 6, 4, 7)

J3(1, 6, 7, 4)

L2(2, 4, 5, 7)

J4(2, 4, 7, 5)

M1(1, 7, 2, 8)

F7(15, 1, 1, 1)E6(1, 15, 1, 1)

I3(1, 7, 8, 2)

A3(1, 8, 8, 1) B5(8, 1, 8, 1)

Slika 3.12: Suma S ′′0 + conv{T1, . . . , T8}

Neka je novonastala pǉosan qetvorougao L1L2J3J4 pri qemu je:

L1 = ν
(
(3, 2, 1, 0), (1, 0, 0, 0), (2, 1, 0, 0)

)
, L2 = ν

(
(3, 2, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (2, 1, 0, 0)

)
,

J3 = ν
(
(3, 2, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (2, 1, 0, 0)

)
, J4 = ν

(
(3, 2, 0, 1), (1, 1, 0, 0), (2, 1, 0, 0)

)
.
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Daǉe, neka su A3, H1,M1, N2, I3, K4, C4 i D2 slede�a temena sume S ′′0 + P :

A3 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
, H1 = ν

(
(1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0)

)
,

M1 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (3, 2, 1, 0), (1, 1, 1, 0)

)
, N2 = ν

(
(1, 1, 0, 0), (3, 2, 1, 0), (1, 1, 1, 0)

)
,

I3 = ν
(
(1, 0, 0, 0), (3, 2, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
, K4 = ν

(
(1, 1, 0, 0), (3, 2, 0, 1), (1, 1, 0, 1)

)
,

C4 = ν
(
(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 1)

)
, D2 = ν

(
(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0)

)
.

Dakle, va�i slede�i sistem jednaqina:

a1 + b1 + c1 + d1 = a2 + b2 + c2 + d2

a1 + b1 + c1 + d1 = a3 + b3 + c3 + d3

a1 + b1 + c1 + d1 = a4 + b4 + c4 + d4

a1 + b1 + c1 = a2 + b2 + c2

2a1 + b1 = 2a2 + b2

2a1 + b1 = 2a3 + b3

2a1 + b1 = 2a4 + b4

3a1 + 2b1 + c1 = 3a2 + 2b2 + c2

a1 = a3

a2 + b2 = a4 + b4

b2 = b4

3a3 + 2b3 + d3 = 3a4 + 2b4 + d4

a3 + b3 + d3 = a4 + b4 + d4.

Tako�e, nejednakosti

a1 6 a3 < a2 6 a4, b2 6 b4 < b1 6 b3, c1 6 c2 < c3 6 c4,

d3 6 d4 < d2 6 d1 i a2 − a1 < c3 − c1

smextaju taqke A1, A2, A4, H2, H3, H4,M2,M3,M4, N1, N3, N4, I1, I2, I4, J1, J2, K1, K2, K3,
L3, L4, C1, C2, C3, D1, D3 i D4 unutar konveksnog omotaqa svih ostalih taqaka.
Konkretno, posledǌa nejednakost garantuje da taqke A2, I2, H4 i M4 ne pripadaju
V(S ′′0 + P ) i da je conv{L3, L4, J1, J2} ⊆ conv{L1, L2, J3, J4}. Rexavaǌem sistema, za-
kǉuqujemo da su temena politopa P oblika:

T1(a1, b1, c1, d1), T2

(
a2, b1 − 2(a2 − a1), a2 − a1 + c1, d1

)
,

T3(a1, b1, c3, c1 − c3 + d1), T4(a2, b1 − 2(a2 − a1), c3, a2 − a1 + c1 − c3 + d1),

pri qemu je
b1 − b2

2
= a2 − a1 < c3 − c1.

Ipak, politop S ′′0 +T1T2T3T4 ne ispuǌava zahtevane uslove jer mu je skup temena

{A3, B3, B4, C4, D2, E1, E3, F1, F2, F3, F4, G1, G2, H1, I3, J3, J4, K4, L1, L2,M1, N2}.
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3.3. Geometrijska realizacija sumama Minkovskog

Dakle, postoje qetiri kritiqne situacije vezane za temena B, E, F i G koje treba
popraviti. Dodajmo slede�e qetiri liste dodatnih uslova, ne bi li S ′′0 +P bio
politop A3B5C4D2E6F7G8H1I3J3J4K4L1L2:

a5 + b5 + d5 = a3 + b3 + d3, b5 = b2, d5 = d3, a5 + b5 + c5 + d5 = a1 + b1 + c1 + d1;

a6 = a1, c6 = c1, d6 = d3, a6 + b6 + c6 + d6 = a1 + b1 + c1 + d1;

b7 = b2, c7 = c1, d7 = d3, a7 + b7 + c7 + d7 = a1 + b1 + c1 + d1;

a8 + b8 + c8 = a1 + b1 + c1, b8 = b2, c8 = c1, a8 + b8 + c8 + d8 = a1 + b1 + c1 + d1.

Novi sistem implicira formu qetiri dodatna temena politopa P :

T5

(
2a2 − a1, b1 − 2(a2 − a1), c3, c1 − c3 + d1

)
,

T6(a1, b1 + c3 − c1, c1, c1 − c3 + d1),

T7

(
2a2 − a1 + c3 − c1, b1 − 2(a2 − a1), c1, c1 − c3 + d1

)
,

T8(2a2 − a1, b1 − 2(a2 − a1), c1, d1).

Dakle, P je, do na translaciju, politop sa temenima

T1(0, 2(a2 − a1), 0, c3 − c1), T2

(
a2 − a1, 0, a2 − a1, c3 − c1

)
,

T3(0, 2(a2 − a1), c3 − c1, 0), T4(a2 − a1, 0, c3 − c1, a2 − a1),

T5

(
2(a2 − a1), 0, c3 − c1, 0

)
, T6(0, 2(a2 − a1) + c3 − c1, 0, 0),

T7

(
2(a2 − a1) + c3 − c1, 0, 0, 0

)
, T8(2(a2 − a1), 0, 0, c3 − c1),

tj.
T1(0, 2µ, 0, λ), T2

(
µ, 0, µ, λ

)
, T3(0, 2µ, λ, 0), T4(µ, 0, λ, µ),

T5(2µ, 0, λ, 0), T6(0, 2µ+ λ, 0, 0), T7(2µ+ λ, 0, 0, 0), T8(2µ, 0, 0, λ),

za 0 < µ < λ. Ovoga puta politop ABCDEFGH sa Slike 3.11 levo nije jedan od
ǌih.

Neka je 2µ = λ = 2, tj. neka je ϕ
(
{{1, 2}, {1}}

)
konveksni omotaq skupa{

(0, 2, 0, 2), (1, 0, 1, 2), (0, 2, 2, 0), (1, 0, 2, 1), (2, 0, 2, 0), (0, 4, 0, 0), (4, 0, 0, 0), (2, 0, 0, 2)
}
,

ilustrovan na Slici 3.11 desno. Preostale elemente bloka A3 definixemo pot-
puno analognom procedurom. Za me�usobno razliqite elemente i1, i2, i3 i i4 skupa
[4], neka je ϕ

(
{{i3, i2}, {i3}}

)
conv{4ei2 , 4ei3 , 2ei2 + 2ei1 , 2ei2 + 2ei4 , 2ei3 + 2ei1 , 2ei3 + 2ei4 , 2ei1 + ei3 + ei4 , 2ei4 + ei3 + ei1}.

Napomena 3.3.2. Primetimo da ni za koja dva razliqita elementa i2 i i3 skupa [4],
slika elementa {{i3, i2}, {i3}} nije definisana kao konveksni omotaq skupa taqaka

V
(
ϕ
(
{{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}

))
∩ V

(
ϕ
(
{{i3, i2, i4}, {i3, i2}, {i3}}

))
.

Ovim smo potpuno definisali preslikavaǌe ϕ i politop

M3 = ∆[4] +
∑
β∈B1

ϕ(β) = S ′′ +
∑
β∈A3

ϕ(β).
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Potvr�uje se da je M3 normalno ekvivalentan politopu koji se mo�e dobiti
sukcesivnim zarubǉivaǌem politopa S ′′ odsecaǌem svih ivica qije jedno teme
pripada nekom qetvorouglu sa oznakom {{i3, i2, i4}, {i3, i2}, {i3}}, a drugo qetvo-
rouglu sa oznakom {{i3, i2, i1}, {i3, i2}, {i3}}. Naravno, pretpostavka je da su sve
pǉosni politopa S ′′, bez obzira na redosled dodavaǌa sabiraka, oznaqene ele-
mentima skupa A1 ∪ A2 ∪ A4 na ve� opisan iterativni naqin. Konaqno, temena
politopa M3 su sve permutacije koordinata taqaka (1, 13, 32, 125), (1, 11, 36, 123),
(2, 9, 37, 123), (3, 9, 34, 125) i (3, 8, 36, 124), a mo�e se definisati i kao presek hiper-
ravni x1 + x2 + x3 + x4 = 171 i graniqnih poluprostora

xi3 > 1

xi2 + xi3 > 11

xi1 + xi2 + xi3 > 46

xi2 + 2xi3 > 13

xi1 + 2xi2 + 2xi3 > 58

xi1 + 2xi2 + 3xi3 > 61,

pri qemu su i1, i2 i i3 me�usobno razliqiti elementi skupa [4] (videti Do-
datak A.2). Dakle, M3 ' PA3. Tako�e se potvr�uje da svaki indeksirani skup
{Pi}i∈[48]−[24] slika elemenata skupa A2 ∪ A3, zarubǉuje politop S ′. Kako je ve�
utvr�eno da svaki indeksirani skup slika elemenata bloka A4 zarubǉuje per-
mutoedar S, tre�i uslov Definicije 1.2.8 je ispuǌen, i zakǉuqujemo da je M3,
3-dimenzionalna Minkovski-realizacija kompleksa C.

3.3.3 n-permutoasociedri PAn,c

U prethodnim pododeǉcima, definixu�i 2-dimenzionalnu i 3-dimenzionalnu
Minkovski-realizaciju kompleksa C, politope M2 i M3, oslaǌali smo se samo na
spoǉaxǌe vektore normala graniqnih poluprostora prostih permutoasociedara
PA2 i PA3. Pri definisaǌu svakog od sabiraka korix�ena je odgovaraju�a
parcijalna suma ve� definisanih sabiraka, uz oslaǌaǌe na pretpostavku da je
to dovoǉno. Da je ova pretpostavka zaista taqna i da su i ostali zahtevani
uslovi ispuǌeni, proveravano je korix�eǌem raqunara.

Ciǉ ovog pododeǉka je, osim generalnog odgovora na Pitaǌe 3.3.1, na�i poli-
top koji zarubǉuje zadati politop u zadatoj strani. Drugim reqima, ciǉ je
prona�i vezu izme�u dva politopa P1 i P2 qija je suma normalno ekvivalentna
nekom zarubǉenom politopu trFP1 nastalom odsecaǌem zadate strane F . Prema
Teoremi 1.2.5 i definiciji nestoedara, ako je P1 simpleks, onda je P2 konveksni
omotaq svih temena politopa P1 koja ne pripadaju F . Slede�e tvr�eǌe pokazuje
da isto va�i za svaki prost politop P1 u sluqaju kada je F teme. Me�utim,
ako je dim(F ) > 0, onda P1 + P2 najqex�e nije qak ni kombinatorno ekvivalentno
politopima koji nastaju zarubǉivaǌem politopa P1 odsecaǌem strane F . Mnogo
primera tome svedoqi (npr. suma nestoedra sa Slike 3.7 levo i konveksnog omo-
taqa svih ǌegovih temena izuzev temena A i D nije kombinatorno ekvivalentna
politopu koji nastaje zarubǉivaǌem ovog nestoedra odsecaǌem ivice AD; qak
im ni f-vektor nije isti).

Tvr�e�e 3.3.3. Neka je P1 ∈ Mn, n-politop qije je teme v prosto. Ako je
P2 = conv(V(P1)− {v}), onda postoji zarubǉeni politop trvP1 za koji va�i

P1 + P2 ' trvP1.
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Dokaz: Neka je V = {v1, . . . , vk} skup V(P1)−{v}. Kako je teme v prosto, sadr�ano
je u taqno n ivica, pa postoji taqno n temena politopa P1 koja su ovom temenu
susedna. Pretpostavimo da su v i vi susedna temena ako i samo ako i ∈ [n]. Daǉe,
neka je za svako i ∈ [n], wi sredixte du�i viv. Kako postoji hiperravan koja
sadr�i sve taqke wi, i ∈ [n], politop conv({w1, . . . , wn} ∪ V ) je zarubǉeni politop
nastao zarubǉivaǌem politopa P1 odsecaǌem temena v. Oznaqimo ga sa trvP1.
Dakle,

trvP1 = conv
(
{v + v1

2
, . . . ,

v + vn
2
} ∪ V

)
.

S druge strane, prema Tvr�eǌu 1.1.17, zakonu distributivnosti i Tvr�e-
ǌu 1.1.19, va�e slede�e jednakosti:

P1 + P2 = conv({v} ∪ V ) + convV = conv
(
({v} ∪ V ) + V

)
= conv

(
({v}+ V ) ∪ (V + V )

)
= conv

(
({v}+ V ) ∪ 2V

)
.

Imaju�i u vidu Tvr�eǌe 1.1.18(i), bez gubitka opxtosti mo�emo pretpostaviti
da je v = 0 ∈ Rn, pa je onda

P1 + P2 = conv(V ∪ 2V ) i trvP1 = conv({v1

2
, . . . ,

vn
2
} ∪ V ).

Dakle,
2trvP1 = conv({v1, . . . , vn} ∪ 2V ) ⊆ conv(V ∪ 2V ) = P1 + P2.

Sada, za svako j ∈ [k] − [n], posmatrajmo du� Lj = vjv. Kako je P1 konvek-
sni omotaq svojih temena, Lj seqe hiperravan odsecaǌa u taqki w koja pripada
conv{w1, . . . , wn}. Dakle,

w =
n∑
i=1

αiwi =
n∑
i=1

αi
v + vi

2
=

n∑
i=1

αi
vi
2
,

pri qemu je
n∑
i=1

αi = 1 i 0 6 αi < 1 za svako i ∈ [n].

Ako bi sredixte du�i Lj pripadalo du�i vw, onda bi iz definicije taqaka wi,
i ∈ [n], sledilo da vj ∈ conv{v, v1, . . . , vn}, xto je u kontradikciji sa qiǌenicom da
je vj teme. Dakle, sredixte du�i Lj pripada du�i wvj, tj.

vj
2
∈ conv{w, vj}.

To znaqi da postoje 0 < λ1, λ2 < 1 za koje va�i λ1 + λ2 = 1 i

vj
2

= λ1w + λ2vj = λ1

n∑
i=1

αi
vi
2

+ λ2vj,

xto daǉe implicira

vj =
n∑
i=1

λ1αivi + λ22vj.

Kako je 0 < λ1αi < 1 za svako i ∈ [n], i

λ2 +
n∑
i=1

λ1αi = λ2 + λ1

n∑
i=1

αi = λ2 + λ1 = 1,
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zakǉuqujemo da vj ∈ conv({v1, . . . , vn} ∪ 2V ), xto implicira da je

conv(V ∪ 2V ) ⊆ conv({v1, . . . , vn} ∪ 2V ).

Dakle, P1 + P2 = 2trvP1. Ostaje da primenimo napomenu iz Primera 1.1.17.

Tvr�e�e 3.3.4. [49, Tvr�eǌe 7.12. i definicija na str. 195] Lepeza sume dva
politopa je zajedniqko profiǌeǌe lepeza ǌenih sabiraka, tj.

L(P1 + P2) = {N1 ∩N2 | N1 ∈ L(P1), N2 ∈ L(P2)}.

Posledica 3.3.5. Za P, P1, P2 ∈Mn va�i P1 + P2 ' P ako i samo ako va�e slede�a
dva iskaza.

(i) Svaki maksimalni normalni konus politopa P je presek maksimalnog nor-
malnog konusa politopa P1 i maksimalnog normalnog konusa politopa P2.

(ii) Ako je presek maksimalnog normalnog konusa politopa P1 i maksimalnog nor-
malnog konusa politopa P2 neki n-konus, onda je on maksimalni normalni
konus politopa P .

Dokaz: Sledi direktno iz prethodnog tvr�eǌa i Tvr�eǌa 1.1.14.

Naredna slika ilustruje primenu Tvr�eǌa 3.3.4 na trapezu ABCD i trouglu
T1T2T3 koji je translacija trougla ABC (videti Pododeǉak 3.3.1). Primetimo
da je, bez gubitka opxtosti, pretpostavǉeno da se ovi poligoni nalaze u R2.
Lepeza ǌihovog zbira zaista odgovara petouglu koji je normalno ekvivalentan
svakom politopu koji nastaje zarubǉivaǌem trapeza odsecaǌem temena D pomo�u
poluprostora odsecaǌa qija je graniqna hiperravan paralelna ivici AC.

ABCD +

T1T2T3

ABCD2D1=

Slika 3.13: Normalni konusi i lepeze u R2

Dokaz Tvr�eǌa 3.3.2. Pretpostavimo da je za neki par razliqitih elemena-
ta i1, i2 ∈ [3], ϕ

(
{{i2, i1}, {i2}

}
) du� L ⊂ R3. Prema prethodnom tvr�eǌu i

Primeru 1.1.16, lepeza sume S + L je zajedniqko profiǌeǌe lepeze xestougla
S i skupa {π, π>, π6}, gde je π ravan normalna na L. Kako je S xestougao sa tri
para paralelnih ivica, ǌegova lepeza se sastoji od tri ravni, koje se seku u
jednoj pravoj, i xest diedara koje te ravni odre�uju. Oqigledno je da je svako

90



3.3. Geometrijska realizacija sumama Minkovskog

profiǌeǌe takve lepeze, koje profiǌuje i lepezu {π, π>, π6}, ili identiqna le-
peza L(S) ili lepeza koja odgovara osmouglu sa qetiri para paralelnih ivica.
Dakle, S+L nije sedmougao, tj. L ne zarubǉuje xestougao S, xto je u kontradik-
ciji sa tre�im uslovom Definicije 1.2.8.

U skladu sa Napomenom 1.1.2, neka je P1 ∈Mn jedan d-politop definisan kao
presek m graniqnih poluprostora

α>i : 〈ai, x〉 > bi, 1 6 i 6 m,

i neka je trFP1 paralelno zarubǉeni politop definisan kao presek m+1 graniq-
nih poluprostora

α>i : 〈ai, x〉 > bi, 0 6 i 6 m.

Definicija 3.3.1. Neka su P1 i trFP1 politopi definisani na gore opisan naqin.
Politop P2 ∈ Mn je F -deformacija1 politopa P1 kada su ispuǌena slede�a dva
uslova:

(i) P2 je presek poluprostora π>i : 〈ai, x〉 > ci, 0 6 i 6 m, pri qemu je

P2 ∩ π0 ' P1 ∩ α0;

(ii) za svaki skup S ⊂ {0, . . . ,m}, ako je
⋂
{αi | i ∈ S} teme politopa trFP1, onda je⋂

{πi | i ∈ S} teme politopa P2.

Napomena 3.3.3. Uslov (ii), zajedno sa prvim delom uslova (i), znaqi da se politop
P2 mo�e dobiti od politopa trFP1 paralelnim translacijama pǉosni bez, grubo
reqeno, prela�eǌa preko temena. Ako je f pǉosan politopa trFP1 koja le�i u
hiperravni odsecaǌa, onda to, zajedno sa drugim delom uslova (i), znaqi da je
d− 1 6 dim(P2) 6 d i da je π0 nosaq (d − 1)-strane politopa P2 koja je normalno
ekvivalentna f . Ako je dim(P2) = d− 1, ta stana je sam politop P2.

Napomena 3.3.4. Ka�emo da teme F -deformacije politopa P1 odgovara temenu
politopa trFP1 ako mu odgovara u smislu uslova (ii) Definicije 3.3.1.

Primer 3.3.1. Politop nastao paralelnim zarubǉivaǌem politopa P1 odseca-
ǌem strane F je jedna F -deformacija politopa P1 u odnosu na taj zarubǉeni
politop.

Primer 3.3.2. Trougao ABC je D-deformacija trapeza ABCD (Slika 3.3 i
Slika 3.13). Slika 3.7, Slika 3.9 i Slika 3.11 ilustruju primere 3-nestoedara
i ǌihovih deformacija.

Lema 3.3.6. Neka su P1 i trFP1 dva politopa definisna na gore opisan naqin. Ako
je P2 jedna F -deformacija politopa P1, onda va�e slede�a tvr�eǌa.

(i) Ako je v teme politopa trFP1 i u2 ǌemu odgovaraju�e teme politopa P2, onda
je Nv(trFP1) ⊆ Nu2(P2).

(ii) Svaki maksimalni normalni konus politopa P2 je unija maksimalnih normal-
nih konusa politopa trFP1.

1Ova definicija je inspirisana [38, Definicijom 15.01] koja za dati politop
definixe nekoliko tipova konusa deformacije.
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(iii) Svaki maksimalni normalni konus politopa P2 sadr�i najvixe jedan mak-
simalni normalni konus politopa trFP1 u temenu koje pripada hiperravni
odsecaǌa.

Dokaz: Bez gubitka opxtosti, pretpostavimo da je P1 maksimalno dimenziona-
lan.
(i): Neka je {α>i | i ∈ S} skup graniqnih poluprostora koji definixu sve pǉosni
kojima v pripada. Dakle, skup zrakova {−ai | i ∈ S} razapiǌe konus Nv(trFP1), i
u2 je presek hiperravni πi, i ∈ S. Odatle, za svako i ∈ S, funkcional −ai dosti�e
maksimalnu vrednost na politopu P2 u temenu u2, tj. zrak −ai je sadr�an u konusu
Nu2(P2). Dakle, svi razapiǌu�i zraci konusa Nv(trFP1) su sadr�ani u konusu
Nu2(P2).
(ii): Prema prethodnom, za svaki maksimalni normalni konus politopa trFP1

postoji maksimalni normalni konus politopa P2 koji ga sadr�i, pa tvr�eǌe
sledi iz qiǌenice da su lepeze obe politopa potpune.
(iii): Prema uslovu (i) Definicije 3.3.1, P2 ∩ π0 je (n − 1)-strana polito-
pa P2, pa je −a0 razapiǌu�i zrak svih i samo onih maksimalnih normal-
nih konusa politopa P2 u temenima te strane. Prema tvr�eǌu(ii), svaki od
ǌih sadr�i makar jedan normalni konus politopa trFP1 u temenu koje le�i
u α0. Onda, kako je P2 ∩ π0 ∼ trFP1 ∩ α0, tvr�eǌe direktno sledi iz jednakosti
|V(P2 ∩ π0)| = |V(trFP1 ∩ α0)|.

Tvr�e�e 3.3.7. Neka su P1 i trFP1 dva politopa definisana na gore opisan naqin.
Ako je P2 jedna F -deformacija politopa P1, onda je

P1 + P2 ' trFP1.

Dokaz: Bez gubitka opxtosti, pretpostavimo da je P1 maksimalno dimenziona-
lan i poka�imo da tvr�eǌe va�i pozivaǌem na Posledicu 3.3.5.

Neka je Nv normalni konus politopa trFP1 u temenu v. Ciǉ je na�i dva
maksimalna normalna konusa N1 ∈ L(P1) i N2 ∈ L(P2) za koja je Nv = N1 ∩N2.
Neka je u2 teme politopa P2 koje odgovara v u skladu sa Napomenom 3.3.4. Tada
je, prema Lemi 3.3.6(i), Nv ⊆ Nu2(P2). Ako zrak −a0 nije razapiǌu�i za Nv,
onda je v teme politopa P1, tj. Nv = Nv(P1), pa je Nv presek normalnih konusa
Nv(P1) i Nu2(P2). U suprotnom, ako v ∈ α0, onda postoji ivica E politopa P1

koja seqe α0 u temenu v, a sa stranom F ima zajedniqko teme. Neka je E ∩ F
teme u1. Prema Lemi 1.1.16, Nv ⊆ Nu1(P1), pa je, dakle, Nv ⊆ Nu1(P1) ∩ Nu2(P2).
Ako je Nv = Nu2(P2), onda je oqigledno Nv = Nu1(P1) ∩ Nu2(P2). Inaqe, prema
Lemi 3.3.6(ii) i (iii), Nu2(P2) = Nv ∪ N , gde je N unija maksimalnih normalnih
konusa politopa trFP1 pri qemu je svaki od ǌih normalni konus u temenu koje je
van hiperravni odsecaǌa, tj. u temenu politopa P1 koje ne pripada F . Ako bi
va�ilo Nv ⊂ Nu1(P1)∩Nu2(P2), postojao bi maksimalni normalni konus politopa
P1 sadr�an u N qiji je presek sa Nu1 konus dimenzije n, xto je u kontradikciji
sa qiǌenicom da su to maksimalni normalni konusi iste lepeze. Dakle, i u
ovom sluqaju je Nv = Nu1(P1)∩Nu2(P2), pa je prvi uslov Posledice 3.3.5 ispuǌen.

Neka su sada Nu1 i Nu2 redom normalni konusi politopa P1 i P2 u teme-
nima u1 i u2. Poka�imo da ako im je presek n-konus, onda je to maksimalni
normalni konus politopa trFP1. Ako u1 /∈ F , onda je Nu1 = Nu1(trFP1). Prema
Lemi 3.3.6(i), Nu2 je unija maksimalnih normalnih konusa politopa trFP1, pa je
Nu1 ∩ Nu2 konus dimenzije n ako i samo ako je Nu1 ⊆ Nu2. Ako to jeste sluqaj,
presek je bax Nu1, maksimalni konus politopa trFP1. Pretpostavimo sada da
u1 ∈ F . Prema Lemi 3.3.6(iii), za Nu2 imamo dve mogu�nosti. Ako svi maksimalni
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normalni konusi politopa trFP1, koji su sadr�ani u Nu2, odgovaraju temenima
van hiperravni odsecaǌa, onda su oni maksimalni normalni konusi politopa P1

u temenima koja ne pripadaju F , pa presek normalnog konusa Nu1 sa unijom tih
konusa nije n-konus. U suprotnom, postoji taqno jedno teme v koje pripada hiper-
ravni odsecaǌa i za koje je Nv(trFP1) ⊆ Nu2. Primenom Leme 1.1.16 zakǉuqujemo
da je Nu1 ∩Nu2 konus dimenzije n ako i samo ako postoji ivica politopa P1 kojoj
pripadaju oba temena, i u1 i v. Ako takva ivica postoji, ǌihov presek je bax
Nv(trFP1), pa mo�emo zakǉuqiti da je i drugi uslov Posledice 3.3.5 ispuǌen.

Ako je P1 prost politop i v ∈ V(P1), onda je conv(V(P1) − {v}), v-deformacija
politopa P1. Dakle, Tvr�eǌe 3.3.3 je specijalan sluqaj prethodnog tvr�eǌa.
Primetimo da su dokazana drugaqijim metodama i da je Tvr�eǌe 3.3.3 dokazano
bez ijednog poziva Posledice 3.3.5, odnosno Tvr�eǌa 3.3.4.

Sada, u nameri da odgovorimo na Pitaǌe 3.3.1, predstavǉamo n-politop
PAn,1. I vixe od toga, predstavǉamo familiju n-politopa PAn,c, za c ∈ (0, 1].

Neka je {A1,A2} particija skupa B1 u kojoj A1 sadr�i sve jednoelementne
skupove, tj.

A1 =
{
{{i1+l, . . . , i1}} | 0 6 l 6 n− 1

}
i A2 = B1 −A1,

gde su i1, . . . , in me�usobno razliqiti elementi skupa [n+ 1]. Neka je

β =
{
{ik+l, . . . , ik, . . . , i1}, . . . , {ik+l, . . . , ik, ik−1}, {ik+l, . . . , ik}

}
,

element skupa A2, za 1 < k 6 k + l 6 n. Daǉe, neka je

βmin = {ik+l, . . . , ik}, βmax = {ik+l, . . . , ik, . . . , i1} i

Bβ =
{
B ⊆ [n+ 1] | B ∈ β ili B ⊂ βmin ili βmax ⊂ B

}
∪
{
{v} | v ∈ [n+ 1]

}
.

Lema 3.3.8. Skup Bβ − {[n+ 1]} je gradivni skup skupa P([n+ 1]).

Dokaz: Svi jednoelementni podskupovi skupa [n + 1] pripadaju Bβ − {[n + 1]} po
definiciji. Neka su B1, B2 ∈ Bβ − {[n + 1]} dva nedisjunktna razliqita skupa.
Ako su uporedivi, ǌihova unija oqigledno pripada Bβ − {[n+ 1]}. U suprotnom,
poxto je βmin ⊂ βmax, ili je B1, B2 ⊃ βmax ili je B1, B2 ⊂ βmin, odnosno

ili je βmax ⊆ B1 ∩B2 ⊂ B1 ∪B2 ili je βmin ⊇ B1 ∪B2.

Dakle, u oba sluqaja, B1 ∪B2 ∈ Bβ − {[n+ 1]}.

Prema prethodnoj lemi i Definiciji 1.2.5, Bβ − {[n + 1]} je gradivni skup
kompleksa C0, pa je, prema Teoremi 1.2.5, nestoedar PBβ , n-dimenzionalna
Minkovski-realizacija kompleksa N (C0,Bβ − {[n + 1]}). Pretpostavimo da su
pǉosni ovog nestoedra pravilno oznaqene u skladu sa Definicijom 1.2.10, i
neka je, za svaku oznaku A ∈ Bβ − {[n + 1]}, fA pǉosan oznaqena sa A. Prema
definiciji skupa Bβ, va�i β ⊆ Bβ − {[n+ 1]}, pa neka je

Fβ =
⋂
B∈β

fB.

Elementi skupa β su me�usobno uporedivi, pa je, prema Napomeni 1.2.4, Fβ prava
strana nestoedra PBβ (videti i [8, Teorema 1.5.14]), a kako je |β| > 1, Fβ nije
pǉosan.

Imaju�i u vidu Napomenu 1.2.5, slede�e tvr�eǌe je samo specijalan sluqaj
Teoreme 1.2.3, ali ga navodimo zasebno jer �emo se na ǌega qesto pozivati.

93



Koherencija i prosti politopi

Tvr�e�e 3.3.9. Nestoedar PBβ je prost n-politop za koji va�i

PBβ =
{
x ∈ Rn+1 |

n+1∑
i=1

xi = |Bβ|,
∑
i∈A

xi > |Bβ|A| za svako A ∈ Bβ
}
,

pri qemu za svaki skup A 6= [n + 1] hiperravan πA =
{
x ∈ Rn+1 |

∑
i∈A

xi = |Bβ|A|
}

definixe pǉosan fA nestoedra PBβ .

Neka je Nβ politop koji nastaje od nestoedra PBβ uklaǌaǌem strane Fβ, tj.

Nβ = conv
(
V(PBβ)− V(Fβ)

)
.

Daǉe, neka je κβ : Rn+1 → R funkcija

κβ(x) =
∑
B∈β

∑
i∈B

xi = xi1 + 2xi2 + . . .+ k(xik + . . .+ xik+l
),

za x = (x1, . . . , xn+1), i neka je mβ = min
v∈V(PBβ )

κβ(v).

Tvr�e�e 3.3.10. Va�i jednakost

Fβ = conv{v ∈ V(PBβ) | κβ(v) = mβ}.

Dokaz: Neka je v = (v1, . . . , vn+1) teme nestoedra PBβ . Kako je β ⊆ Bβ, prema
Tvr�eǌu 3.3.9 va�i

κβ(v) =
∑
B∈β

∑
i∈B

vi >
∑
B∈β

|Bβ|B|,

odnosno
mβ =

∑
B∈β

|Bβ|B|.

Dakle, κβ(v) = mβ ako i samo ako za sveko B ∈ β, v le�i u hiperravni πB. Kako
πB definixe pǉosan fB, κβ(v) = mβ ako i samo ako v ∈

⋂
B∈β

fB.

Posledica 3.3.11. Va�i jednakost

Nβ = conv{v ∈ V(PBβ) | κβ(v) > mβ)}.

Ova posledica nudi jednostavniji naqin generisaǌa politopa Nβ, koji je
bli�i operaciji sumiraǌa politopa. Naime, jednostavnije je raditi samo
sa temenima i ǌihovim kooridinatama nego sa pǉosnima i ǌihovim oznakama.
Ovakav naqin generisaǌa nosi i velike olakxice i razne pogodnosti sa aspekta
programiraǌa.

Slede primeri politopa Nβ u sluqajevima n = 2, n = 3 i n = 4. Za deta-
ǉe o naqinu kompjuterskog generisaǌa i analize ovih politopa upu�ujemo na
Dodatak A.2.

Primer 3.3.3. Ako je n = 2 i β = {{1, 2}, {1}}, onda je Bβ = β ∪
{
{2}, {3}, [3]

}
, pa je

PBβ trapez ABCD prikazan na Slici 3.3. Kako je mβ = 4, Fβ i Nβ su redom teme
D i trougao ABC.
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Primer 3.3.4. Neka je n = 3.
Ako je β =

{
{1, 2, 4}, {1, 2}, {1}

}
, onda je Bβ = β ∪

{
{2}, {3}, {4}, [4]

}
i

PBβ = ∆[4] + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{4} + ∆{1,2,4} + ∆{1,2},

nestoedar ABCDEFGH (Slika 3.7 levo). Kako je mβ = 9, Fβ je teme D, a Nβ

konveksni omotaq preostalih temena (Slika 3.7 desno). Podse�amo da postoji
politop nastao zarubǉivaǌem ovog nestoedra odsecaǌem temena D, kome je poli-
top PBβ +Nβ normalno ekvivalentan (Slika 3.8).

Ako je β = {{1, 2, 4}, {1, 2}}, onda su Bβ i PBβ isti kao u prethodnom sluqaju,
ali je mβ = 8. Ovaj minimum se dosti�e u temenima C i D, pa je Fβ ivica
CD. Ekvivalentno, Fβ je presek pǉosni sa oznakama {1, 2} i {1, 2, 4}, tj. kvadrata
CDGH i trapeza ABCD. Kakogod, Nβ je konveksni omotaq preostalih temena
(Slika 3.14 desno). Tako�e se mo�e proveriti da postoji politop koji se mo�e
dobiti zarubǉivaǌem nestoedra PBβ odsecaǌem ivice CD, kome je suma PBβ +Nβ

normalno ekvivalentna (Slika 3.15).

H(1, 2, 1, 3) G(2, 1, 1, 3)

C(2, 1, 2, 2)D(1, 2, 2, 2)

F (4, 1, 1, 1)E(1, 4, 1, 1)

A(1, 3, 2, 1) B(3, 1, 2, 1)

+

T1(1, 2, 1, 3) T3(2, 1, 1, 3)

T2(1, 3, 2, 1)

T5(4, 1, 1, 1)T6(1, 4, 1, 1)

T4(3, 1, 2, 1)

Slika 3.14: Politopi PBβ i Nβ za β =
{
{1, 2, 4}, {1, 2}

}
H1(2, 4, 2, 6) G3(4, 2, 2, 6)

C3(4, 2, 3, 5)

C4(5, 2, 4, 3)D2(2, 5, 4, 3)

A2(2, 6, 4, 2) B4(6, 2, 4, 2)

D1(2, 4, 3, 5)

F5(8, 2, 2, 2)E6(2, 8, 2, 2)

Slika 3.15: Suma PBβ +Nβ za β = {{1, 2, 4}, {1, 2}}

Ako je β = {{1, 2}, {1}}, onda je

Bβ = β ∪
{
{2}, {3}, {4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, [4]

}
,

a politop ABCDEFGHIJ na Slici 3.16 levo je nestoedar

PBβ = ∆[4] + ∆{1} + ∆{2} + ∆{3} + ∆{4} + ∆{1,2,3} + ∆{1,2,4} + ∆{1,2}.
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To znaqi da je mβ = 4, a Fβ ivica DJ. Ekvivalentno, Fβ je presek pǉosni ozna-
qenih sa {1, 2} i {1}, tj. petougla AEDJH i kvadrata CDIJ. U svakom sluqaju,
Nβ je konveksni omotaq preostalih taqaka (Slika 3.16 desno). Primetimo da, u
ovom sluqaju, Nβ nije prost politop. Ako pogledamo Sliku 3.17 koja ilustru-
je sumu PBβ + Nβ, mo�emo zakǉuqiti da postoji politop koji se mo�e dobiti
zarubǉivaǌem nestoedra PBβ odsecaǌem ivice DJ, a kome je ova suma normalno
ekvivalentna.

H(1, 3, 1, 3) G(3, 1, 1, 3)

I(2, 1, 2, 3)

C(2, 1, 3, 2)D(1, 2, 3, 2)

J(1, 2, 2, 3)

F (5, 1, 1, 1)E(1, 5, 1, 1)

A(1, 3, 3, 1) B(3, 1, 3, 1)

+

T1(1, 3, 1, 3) T8(3, 1, 1, 3)

T2(2, 1, 2, 3)

T4(2, 1, 3, 2)

T5(3, 1, 3, 1)T3(1, 3, 3, 1)

T7(5, 1, 1, 1)T6(1, 5, 1, 1)

Slika 3.16: Politopi PBβ i Nβ za β = {{1, 2}, {1}}

H1(2, 6, 2, 6) G8(6, 2, 2, 6)

I2(4, 2, 4, 6)

C4(4, 2, 6, 4)
D4(3, 3, 6, 4)

J2(3, 3, 4, 6)

J1(2, 5, 3, 6)

E6(2, 10, 2, 2) F7(10, 2, 2, 2)

A3(2, 6, 6, 2) B5(6, 2, 6, 2)

D3(2, 5, 6, 3)

Slika 3.17: Suma PBβ +Nβ za β = {{1, 2}, {1}}

Primer 3.3.5. Ako je n = 4 i β = {{1, 2, 3}, {1, 2}}, onda je

Bβ = β ∪
{
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, [5]

}
,

a V(PBβ) je skup{
(6, 1, 1, 1, 1), (1, 6, 1, 1, 1), (2, 1, 5, 1, 1), (1, 2, 5, 1, 1), (1, 2, 3, 3, 1),

(4, 1, 1, 3, 1), (3, 1, 1, 3, 2), (1, 4, 1, 3, 1), (2, 1, 3, 3, 1), (1, 2, 3, 1, 3),

(2, 1, 2, 3, 2), (1, 2, 2, 3, 2), (4, 1, 1, 1, 3), (1, 4, 1, 1, 3), (1, 3, 1, 2, 3),

(2, 1, 3, 1, 3), (3, 1, 1, 2, 3), (2, 1, 2, 2, 3), (1, 2, 2, 2, 3), (1, 3, 1, 3, 2)
}
.

Odatle je mβ = 9, pa je Fβ qetvorougao qija su temena taqke posledǌe kolone.
Dakle, Nβ je konveksni omotaq taqaka u preostalim kolonama.
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Konaqno, za n > 2, neka je

PAn,1 = ∆[n+1] +
∑
β∈A1

∆⋃
β +

∑
β∈A2

Nβ.

Ostatak ovog pododeǉka je posve�en dokazu slede�e teoreme.

Teorema 3.3.12. Politop PAn,1 je n-dimenzionalna Minkovski-realizacija kom-
pleksa C koja je normalno ekvivalentna politopu PAn.

Lema 3.3.13. Maksimalni ugǌe��en skup N ∈ N (C0,Bβ− [{n+ 1}]) odgovara temenu
strane Fβ ako i samo ako je N maksimalan 0-ugǌe��en skup i β ⊆ N .

Dokaz: Ako je v teme koje odgovara N , v je teme strane Fβ ako i samo ako v ∈ fB
za svako B ∈ β, odnosno ako i samo ako N ⊇ β.

Ostaje da poka�emo da ako N odgovara temenu strane Fβ, onda je N mak-
simalan 0-ugǌe��en skup. Kako je N maksimalan, kardinalnosti je n, pa se,
prema Definiciji 1.2.7, mo�e dobiti nadogra�ivaǌem skupa β sa jox n − k
elemenata skupa Bβ − {[n + 1]}. Pritom, unija svakog N-antilanca pripada
N (C0,Bβ− [{n+1}])−Bβ. Poka�imo da nema N-antilanaca, tj. da su svi elementi
skupa N me�usobno uporedivi, xto znaqi da je N maksimalni 0-ugǌe��eni skup.

U N-antilancu se ne mo�e na�i nijedan par vixeelementnih skupova, jer bi
to znaqilo ili da je req o podskupovima skupa βmin ili o nadskupovima skupa
βmax, pa bi unija takvog para bila ili podskup skupa βmin ili nadskup skupa βmax,
tj. pripadala bi Bβ − {[n+ 1]} ili bi bila bax skup [n+ 1] koji ne pripada C0.

Daǉe, za svako i ∈ βmax − βmin skup {i} ne pripada N , jer postoji skup A ∈ β
za koji je {A, {i}}, N-antilanac qija unija pripada β, pa time i Bβ − [{n + 1}].
Tako�e, za svako i ∈ [n + 1] − βmax skup {i} ne pripada N jer je {βmax, {i}}, N-an-
tilanac qija unija je nadskup skupa βmax, odnosno ili pripada Bβ − {[n + 1]}
ili ne pripada C0. Unija para jednoelementnih podskupova skupa βmin, tako�e
je podskup skupa βmin, pa se samo jedan takav skup mo�e na�i u N . Dakle, ne
postoji nijedan N-antilanac.

Neka je πβ,c, za c ∈ (0, 1], hiperravan definisana jednaqinom

xi1 + 2xi2 + . . .+ k(xik + . . .+ xik+l
) = mβ + c,

i neka je aβ proizvoǉni spoǉaxǌi vektor normale poluprostora π>β,c.

Napomena 3.3.5. Zbir spoǉaxǌih vektora normala svih pǉosni koje sadr�e Fβ
je spoǉaxǌi vektor normale poluprostora π>β,c, za svako c ∈ (0, 1].

Lema 3.3.14. Za svaki element β ∈ A2

PBβ
⋂

πβ,c
> =

{
paralelno zarubǉeni politop trFβPBβ , za c ∈ (0, 1)

Nβ, za c = 1.

Pri tom, u odnosu na sve ove paralelno zarubǉene politope, politop Nβ je Fβ-de-
formacija nestoedra PBβ .

Dokaz: Najpre, qiǌenica da su sve koordinate temena nestoedra PBβ priro-
dni brojevi, Tvr�eǌe 3.3.10 i Posledica 3.3.11, impliciraju da je za svako
c ∈ (0, 1), poluprostor πβ,c

> ispod svih temena strane Fβ i iznad svih temena
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politopa Nβ. Dakle, PBβ
⋂
πβ,c

> je zarubǉeni politop nastao zarubǉivaǌem po-
litopa PBβ odsecaǌem strane Fβ. Kako hiperravan πβ,0 definixe stranu Fβ, sva
ova zarubǉivaǌa su paralelna, pa je za svako c ∈ (0, 1), politop PBβ

⋂
πβ,c

> jedna
Fβ-deformacije nestoedra PBβ (videti Primer 3.3.1).

Neka je {U,W} takva particija skupa V(Nβ), da su u U sva temena koja su
susedna nekom temenu strane Fβ u politopu PBβ , a sva ostala temena pripadaju
W . Neka je u = (u1, . . . , un+1) proizvoǉno teme iz skupa U , v = (v1, . . . , vn+1) jedno
od temena strane Fβ koje je susedno temenu u, a Nv i Nu maksimalni ugǌe��eni
skupovi koji ovim temenima odgovaraju. Kako je |Nv| = |Nu| = n, a uv ivica nestoe-
dra, va�i |Nv ∩Nu| = n− 1, xto znaqi da se Nu mo�e dobiti od Nv zamenom nekog
elementa Sv drugim elementom Su ∈ Bβ − {[n+ 1]}. Prema Lemi 3.3.13, β ⊆ Nv i
β * Nu, xto znaqi da je Sv ∈ β. Koriste�i rezonovaǌe kao u dokazu Leme 3.3.13
i imaju�i u vidu da je Nv maksimalan 0-ugǌe��en skup, utvr�uje se da Su mora
biti jednoelementni skup. U svakom drugom sluqaju postoji Nu-antilanac qija
unija pripada Bβ.

Pretpostavimo da Fβ nije teme, tj. |β| < n, i da postoji jox jedno teme
v′ ∈ V(Fβ) susedno temenu u. Ako je Nv′ ǌemu odgovaraju�i maksimalni 0-ug-
ǌe��eni skup, Nu se mo�e dobiti i iz Nv′ zamenom elementa S ′v ∈ β jednoelemen-
tnim skupom S ′u. To je mogu�e jedino ako se Nv i Nv′ razlikuju samo za elemente
A ∈ Nv − β i B ∈ Nv′ − β, a da je pritom Sv = S ′v, Su = B i S ′u = A. Dakle, jed-
noelementni skupovi A i B qine Nu-antilanac. Skupovi Nv i Nv′ sadr�e βmin, a
elementi svakog od ǌih su me�usobno uporedivi, pa je i unija ovog antilanca
sadr�ana u βmin tj. pripada skupu Bβ−{[n+1]}, xto je u kontradikciji sa qiǌeni-
com da je Nu ugǌe��en skup. Dakle, razliqita temena strane Fβ nisu susedna
istom temenu skupa U .

Poka�imo da u ∈ πβ,1, Neka je Nv skup{
{in, . . . , i1}, . . . , {in, in−1}, {in}

}
.

Kako v ∈ Fβ i u /∈ Fβ, va�i slede�e:

mβ(v) = vi1 + 2vi2 + . . .+ k(vik + . . .+ vik+l
) = mβ,

mβ(u) = ui1 + 2ui2 + . . .+ k(uik + . . .+ uik+l
) > mβ.

Tako�e, za svaki element A skupa Nv ∩Nu = Nv − {Sv} = Nu − {Su}, va�i u, v ∈ fA,
pa, prema Tvr�eǌu 3.3.9, va�i jednakost

(?)
∑
i∈A

ui =
∑
i∈A

vi = |Bβ|A|.

Prema Tvr�eǌu 3.3.9 tako�e va�i jednakost

(??) u1 + . . .+ un+1 = v1 + . . .+ vn+1 = |Bβ|[n+1]|.

Neka je Sv = {ik+l, . . . , ip} za neko 1 6 p 6 k. Jednakost (?) onda implicira

mβ(u) = mβ − (vip + vip+1 + . . .+ vik+l
) + (uip + uip+1 + . . .+ uik+l

).

Analizirajmo mogu�e sluqajeve.

(1) Ako je Sv jednoelementni skup, tj. p = k = n i l = 0, onda je

mβ(u) = mβ − vik + uik .
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Kako {ik} ∈ Nv, iz Tvr�eǌa 3.3.9 imamo vik = |Bβ|{ik}| = 1. Razmatraǌem svih
mogu�nosti za skup Su, utvr�uje se da je Nu ugǌe��en skup ako i samo ako je
Su = {ik−1}. To znaqi da u ∈ f{ik−1}, odnosno prema Tvr�eǌu 3.3.9,

uik−1
= |Bβ|{ik−1}| = 1.

Kako {ik, ik−1} ∈ Nu ∩Nv, primenom Tvr�eǌa 3.3.9 dobijamo jednakost

uik = |Bβ|{ik,ik−1}| − uik−1
= 3− 1 = 2,

odakle sledi
mβ(u) = mβ − 1 + 2 = mβ + 1.

(2) Ako Sv nije jednoelementni skup, onda {ik+l, . . . , ip+1} ∈ Nv ∩ Nu, pa jednakost
(?) povlaqi

uip+1 + . . .+ uik+l
= vip+1 + . . .+ vik+l

.

Dakle,
mβ(u) = mβ − vip + uip .

Kako Sv, {ik+l, . . . , ip+1} ∈ Nv, primenom Tvr�eǌa 3.3.9 dobijamo jednakosti

vip = |Bβ|Sv | − |Bβ|Sv−{ip}| = |Bβ|Sv−{ip}|+ 2− |Bβ|Sv−{ip}| = 2.

(2.1) Ako je |Sv| 6= n, onda razmatraǌem svih mogu�nosti utvr�ujemo da je Nu

ugǌe��en skup ako i samo ako je Su = {ip−1}. To daǉe implicira da u ∈ f{ip−1},
tj. prema Tvr�eǌu 3.3.9, va�i

uip−1 = |Bβ|{ip−1}| = 1.

Kako {ik+l, . . . , ip−1}, {ik+l, . . . , ip+1} ∈ Nv ∩ Nu, iz jednakosti (?) dobijamo slede�e
jednakosti:

uik+l
+ . . .+ uip−1 = |Bβ|Sv∪{ip−1}| = |Bβ|Sv |+ 2,

uik+l
+ . . .+ uip+1 = |Bβ|Sv−{ip}| = |Bβ|Sv | − 2.

Odatle je uip + uip−1 = 4, odnosno

mβ(u) = mβ − 2 + (4− 1) = mβ + 1.

(2.2) Ako je |Sv| = n, tj. p = 1 i k+l = n, razmatraǌem svih mogu�nosti utvr�ujemo
da je Nu ugǌe��en skup ako i samo ako je Su = {in+1}. To znaqi da je u ∈ f{in+1},
tj. prema Tvr�eǌu 3.3.9,

uin+1 = |Bβ|{in+1}| = 1.

Kako {in, . . . , i2} ∈ Nv ∩Nu, primenom jednakosti (?) dobijamo

uin + . . .+ ui2 = |Bβ|Sv−{i1}| = |Bβ|Sv | − 2 = |Bβ|[n+1]| − 4.

Odavde i iz jednakosti (??) sledi da je

uin+1 + ui1 = |Bβ|[n+1]| −
(
|Bβ|[n+1]| − 4

)
= 4,

odnosno
mβ(u) = mβ − vi1 + ui1 = mβ − 2 + (4− 1) = mβ + 1.
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Dakle, mo�emo zakǉuqiti da za svako u ∈ U va�i mβ(u) = mβ + 1, tj.

convU ∈ πβ,1.

Elementi skupa W ne pripadaju ovoj hiperravni. Naime, ako bi postojala taqka
skupa W koja pripada πβ,1, s obzirom da ona nije susedna niti jednom temenu
strane Fβ, pripadala bi konveksnom omotaqu skupa U , pa ne bi bila teme nesto-
edra PBβ . Dakle,

PBβ
⋂

πβ,1 = Nβ ∩ πβ,1 = convU i PBβ
⋂

πβ,1
> = Nβ.

Da bismo pokazali da je Nβ jedna Fβ-deformacija nestoedra PBβ , ostaje jox
samo da poka�emo da je ispuǌen i drugi deo prvog uslova Definicije 3.3.1. Sve
taqke skupa U su temena nestoedra, pa je V(convU) = U . Neka je c proizvoǉni
element intervala (0, 1) i f pǉosan zarubǉenog politopa PBβ ∩ π

>
β,c sadr�ana u

hiperravni odsecaǌa. Ve� smo ranije zakǉuqili da razliqita temena strane Fβ
nemaju zajedniqko susedno teme iz skupa U , tj. da razliqita temena politopa f
nisu ivicom nestoedra povezana sa istim elementom skupa U . Dakle, f ∼ convU .
Normalna ekvivalencija sledi iz Tvr�eǌa 1.1.15 i paralelnosti hiperravni
πβ,c i πβ,1.

Napomena 3.3.6. U skladu sa Definicijom 1.2.7, skup{
{i1}, . . . , {in+1}

}
−
{
{in}

}
je maksimalan ugǌe��en skup kompleksa N (C0,Bβ − {[n + 1]}). Odgovara nekom
elementu skupa W (koji je definisan u dokazu prethodne leme), pa je W 6= ∅ i
dim(Nβ) = n.

Lema 3.3.15. Neka je A = {a1, . . . , an} skup razapiǌu�ih vektora proizvoǉnog n-ko-
nusa u prostoru Rn, i neka je, za svaki podskup I ⊆ [n] takav da je |I| > 2, vektor
hI zbir vektora indeksiranih elementima skupa I, tj.

hI =
∑
i∈I

ai.

Va�e slede�a dva tvr�eǌa.

(i) Ako je I ⊂ J , onda je vektor hJ sadr�an u konusu koji je razapet skupom
{hI} ∪ {ai | i ∈ J − I}.

(ii) Neka je I1, . . . , Im ⊆ [n] pri qemu je I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Im i 2 6 m 6 n − 1, i neka je
A1 skup dobijen od skupa A zamenom m elemenata vektorima hI1 , . . . , hIm. Ako
A1 razapiǌe n-konus N1, onda za svako 1 6 k < m postoji taqno jedan element
i ∈ Ik − Ik+1, takav da skup dobijen od skupa A1 zamenom vektora hIk vektorom
ai razapiǌe n-konus N2 koji sadr�i konus N1.

Dokaz: Prvo tvr�eǌe sledi direktno iz qiǌenice da je

hJ = hI +
∑
i∈J−I

ai.

Neka je ∆k = Ik − Ik+1, 1 6 k < m. Kako je I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Im, skupovi ∆k

su me�usobno disjunktni. Vektor hIm je razapiǌu�i zrak konusa N1, pa posto-
ji barem jedan element skupa {ai | i ∈ Im} koji ne pripada skupu A1. Tako�e,
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za svako 1 6 k < m bar jedan element skupa {ai | i ∈ ∆k} ne pripada A1, jer u
suprotnom, prema tvr�eǌu (i), hIk ne bi bio razapiǌu�i vektor konusa N1. Ako
pretpostavimo da za neko k postoje dva ili vixe takvih elemenata, onda postoji
vixe od m elemenata skupa A koji ne pripadaju skupu A1, xto je u kontradikciji
sa pretpostavkom da je |A− A1| = n−m. Prema tvr�eǌu (i), vektor hIk je sadr�an
u konusu koji je razapet skupom

{hIk+1
} ∪ {ai | i ∈ ∆k},

xto znaqi da konus N2 sadr�i sve razapiǌu�e vektore konusa N1. Dakle, N2 je
n-konus i N1 ⊆ N2.

Dokaz Teoreme 3.3.12. Politop PAn,1 je oqigledno formiran u skladu sa drugim
uslovom Defnicije 1.2.8. Svaki ǌegov sabirak je ili d-simpleks ∆⋃

β, d < n,
ili n-politop Nβ (videti Napomenu 3.3.6), pa je, prema Tvr�eǌu 1.1.18(ii),
dim(PAn,1) > n.

Posmatrajmo parcijalnu sumu

S0 = ∆[n+1] +
∑
β∈A1

∆⋃
β.

Req je o n-permutoedru, tj. n-dimenzionalnoj Minkovski-realizaciji kompleksa

C1 = N
(
C0,
{⋃

β | β ∈ A1

})
(videti Pododeǉak 1.2.2). Prema Teoremi 1.2.3, S0 je presek |A1| = 2n+1 − 2
graniqna poluprostora

α>j : 〈aj, x〉 > bj, 1 6 j 6 2n+1 − 2,

pri qemu svakom od ǌih odgovara po jedan podskup A ⊂ [n+ 1] za koji je

α>j :
∑
i∈A

xi > 2|A| − 1.

U skladu sa Napomenom 1.2.5, ako je permutoedar pravilno oznaqen elementima
skupa B0, onda oznaku A nosi pǉosan koju definixe graniqna hiperravan onog
poluprostora kome odgovara A. Tako�e, prema Napomeni 1.2.4, temena su presek
n pǉosni oznaqenih me�usobno uporedivim oznakama. Preoznaqimo sve pǉosni
odgovaraju�im elementima skupa A1, tj. svakoj oznaci dodajmo jox jedan par
zagrada. Prema Posledici 3.2.9, sada je svaka pǉosan paralelna istooznaqenoj
pǉosni politopa PAn.

Potrebno je dokazati da indeksirani skup preostalih sabiraka sume PAn,1
zarubǉuje permutoedar S0. Poka�imo, najpre, da za proizvoǉni element β ∈ A2,
politop Nβ zarubǉuje ovaj permutoedar.

Podsetimo da se S0 mo�e dobiti sukcesivnim paralelnim zarubǉivaǌem
nestoedra PBβ , do na normalnu ekvivalenciju. Dakle, PBβ mo�e definisati kao
presek poluprostora

γ>j : 〈aj, x〉 > cj, 1 6 j 6 2n+1 − 2,

tako da ako je
∩{αj | j ∈ J ⊂ [2n+1 − 2]}
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teme permutoedra S0, onda je i

∩{γj | j ∈ J ⊂ [2n+1 − 2]}

teme nestoedra PBβ . Prema Lemi 3.3.14, za c ∈ (0, 1), politop PBβ ∩ π
>
β,c je na-

stao paralelnim zarubǉivaǌem ovog nestoedra odsecaǌem strane Fβ, a politop
Nβ = PBβ ∩ π

>
β,1 je jedna ǌegova Fβ-deformacija. Strana Fβ je presek svih pǉosni

koje su pravilno oznaqene elementima skupa β. Kako su svi elementi skupa β
me�usobno uporedivi, za stranu Fβ postoji odgovaraju�a strana F0 permutoedra
S0 koja je tako�e presek pǉosni oznaqenih elementima skupa β u ǌegovom pravil-
nom oznaqavaǌu. Kako su pǉosni nestoedra koje sadr�e Fβ i ǌima odgovaraju�e
pǉosni permutoedra koje sadr�e F0 istih spoǉaxǌih normala, zakǉuqujemo da
postoji paralelno zarubǉeni politop trF0S0 = S0 ∩ α>0 , pri qemu je spoǉaxǌa
normala poluprostora odsecaǌa vektor aβ, tj. spoǉaxǌa normala poluprostora
πβ,1. Dakle,

S0 ∩ α0 ' PBβ ∩ πβ,c ' Nβ ∩ πβ,1.

Iz svega navedenog, i qiǌenice da je Nβ, Fβ-deformacija nestoedra, zakǉuqujemo
da je Nβ i F0-deformacija permutoedra S0. Dakle, prema Tvr�eǌu 3.3.7,

S0 +Nβ ' trFS0,

tj. politop Nβ zarubǉuje permutoedar S0.
Sada, za m = |A2|, neka je x : [m] −→ A2 takvo indeksiraǌe skupa A2 da

i < j povlaqi |x(i)| > |x(j)|. Neka je Qi = Nx(i) za svako i ∈ [m]. Poka�imo da
indeksirani skup {Qi}i∈[m] zarubǉuje permutoedar S0, xto daǉe implicira da je
tre�i uslov Definicije 1.2.8 zadovoǉen.

Neka je za i ∈ [m], Si = Si−1 + Qi. Sve dok je |x(i)| = n, tj. sve dok je Fx(i)

teme politopa Qi, iterativno se, potpuno analogno gorǌem zakǉuqivaǌu, za-
kǉuquje da postoji strana F parcijalne sume Si−1 koja odgovara temenu Fx(i),
kao i da postoji paralelno zarubǉeni politop trFSi−1, takva da je vektor ax(i),
spoǉaxǌi vektor normale poluprostora π>x(i),1, ujedno i spoǉaxǌi vektor nor-
male poluprostora odsecaǌa. Odatle, politop Qi je, u odnosu na taj zarubǉeni
politop, F -deformacija sume Si−1. Naime, za i = 1, tvrdǌa je ve� gore pokazana,
a u svakoj narednoj iteraciji sledi iz qiǌenice da je Qi, F -deformacija per-
mutoedra, za stranu F koja odgovara strani Fx(i), kao i qiǌenice da su sva
zarubǉivaǌa parcijalnih suma dobijenih u prethodnim koracima zapravo para-
lelna zarubǉivaǌa odsecaǌem temena. Dakle, prema Tvr�eǌu 3.3.7,

Si ' trFSi−1.

Kako skup B1 sadr�i sve maksimalne 0-ugǌe��ene skupove, mo�emo konstatovati
da ova normalna ekvivalencija va�i za svako i ∈ [n!], i da se suma Sn!, do na
normalnu ekvivelenciju, mo�e dobiti sukcesivnim zarubǉivaǌem permutoedra
S0 odsecaǌem svih temena.

Da gorǌa ekvivalencija va�i i za svako n! < i 6 m, pokaza�emo uz induktivnu
pretpostavku da va�i za svako l < i. Radi jednostavnije notacije, neka je β = x(i).
Kako je za svako l < i parcijalna suma Sl nastala paralelnim zarubǉivaǌem par-
cijalne sume Sl−1, do na normalnu ekvivalenciju, i pri svim ovim zarubǉiva-
ǌima odseqene strane su maǌih dimenzija od dimenzije strane Fβ, opet postoji
odgovaraju�a strana F politopa Si−1, kao i takav paralelno zarubǉen poli-
top trFSi−1 da je vektor aβ spoǉaxǌi vektor normale poluprostora odsecaǌa.
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Me�utim, i pored toga, ne mo�emo zakǉuqiti da je politop Qi, F -deformacija
politopa Si−1 u odnosu na ovaj zarubǉeni politop. Naime, drugi deo uslova
(i) Definicije 3.3.1 u opxtem sluqaju ne va�i, tj. pǉosan politopa trFSi−1 koja
le�i u hiperravni odsecaǌa mo�e biti kombinatorno neekvivalentna preseku
Qi ∩ πβ,1.

Da gorǌa ekvivalencija ipak va�i, tj. da va�i Si−1 +Qi ' trFSi−1, dokaza�emo
primenom Posledice 3.3.5. Kako su Qi, Si−1 i trFSi−1, n-politopi, bez gubitka
opxtosti, posmatra�emo normalne konuse svakog od ǌih pod pretpostavkom da
su politopi maksimalnodimenzionalni, tj. da je unija elemenata svake od lepeza
prostor Rn. Poka�imo, najpre, da va�i da vazi uslov (ii) iz Posledice 3.3.5.

Posmatrajmo normalne konuse politopa Qi u temenima van hiperravni πβ,1.
Neka je N jedan od ǌih. Kako je Qi, F0-deformacija permutoedra S0 u odnosu
na zarubǉeni politop trF0S0 definisanu poluprostorom qija je spoǉaxǌa nor-
mala vektor aβ, prema Lemi 3.3.6, N je unija normalnih konusa politopa trF0S0

u nekim temenima koja ne pripadaju hiperravni odsecaǌa, a to su zapravo nor-
malni konusi permutoedra S0 u nekim temenima koja ne pripadaju strani F0.
Kako je politop Si−1, do na normalnu ekvivalenciju, dobijen od politopa S0 ni-
zom paralelnih zarubǉivaǌa, prema Lemi 1.1.16, N je unija normalnih konusa
N1, . . . , Nt politopa Si−1 u temenima koja ne pripadaju F . Presek ove unije i
proizvoǉnog maksimalnog konusa politopa Si−1 je n-konus ako i samo ako je req
o konusu Ni za neko i ∈ [t]. U tom sluqaju, presek N ∩ Ni je Ni, normalni konus
politopa trFSi−1 u nekom temenu koje ne pripada hiperravni odsecaǌa.

Neka je N sada normalni konus politopa Qi u temenu koje pripada πβ,1. Kako
je Qi, F0-deformacija permutoedra S0, prema Lemi 3.3.6, N = N ′ ∪Nv, gde je Nv

normalni konus politopa trF0S0 u temenu koje pripada hiperravni odsecaǌa, dok
je N ′ unija normalnih konusa politopa trF0S0 u nekim temenima van te hiper-
ravni. Dakle, N ′ unija normalnih konusa permutoedra S0 u nekim temenima
koja ne pripadaju F0. Kao i gore, prema Lemi 1.1.16, N ′ je onda unija mak-
simalnih normalnih konusa politopa Si−1 u nekim temenima koja ne pripadaju
F , pa je presek ove unije sa proizvoǉnim maksimalnim konusom politopa Si−1

konus dimenzije n ako i samo ako je req bax o nekom elementu ove unije, kada
je spomenuti presek sam taj element. Kako su svi elementi ove unije normalni
konusi u temenima koja ne pripadaju F , oni su ujedno i maksimalni normalni
konusi politopa trFSi−1 u temenima van hiperravni odsecaǌa.

Svaki drugi n-konus, koji se mo�e dobiti kao presek konusa N i nekog maksi-
malnog normalnog konusa politopa Si−1, je presek tog konusa i konusa Nv. Ana-
lizirajmo ove sluqajeve. Neka je u teme permutoedra S0 koje pripada F0 i neka
je k = dim(F0). Kako je S0 prost politop, prema Tvr�eǌu 1.1.7, strana F0 je
sadr�ana u taqno p = n− k pǉosni. Bez gubitka opxtosti pretpostavimo da su
one definisane hiperravnima iz skupa {αj | j ∈ [p]}, a da je u presek hiperravni
iz skupa {αj | j ∈ [n]}. Odatle sledi da je svaki element skupa {−aj | j ∈ [p]} raza-
piǌu�i zrak svih normalnih konusa politopa Si−1 u temenima koja pripadaju F .
Kako je F0 tako�e prost k-politop, postoji taqno k temena susednih u u poli-
topu F0, xto implicira da postoji taqno p temena permutoedra S0 susednih u
koja ne pripadaju F0. Dakle, normalni konus Nu(S0) je unija p normalnih konusa
Nv1 , ..., Nvp politopa trF0S0 u odgovaraju�im temenima sadr�anim u hiperravni
odsecaǌa, u skladu sa Lemom 1.1.16. Preostaje da se ispita upravo presek svakog
od ǌih sa proizvoǉnim maksimalnim normalnim konusom M politopa Si−1.

Za j ∈ [p], neka je
{aβ} ∪ {−ai | i ∈ [n]− {j}}
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skup razapiǌu�ih vektora konusa Nvj . Prema Lemi 1.1.16 i induktivnoj hipote-
zi, konus Nu(S0) je unija maksimalnih normalnih konusa politopa Si−1. Naime,
do na normalnu ekvivalenciju, strane permutoedra S0 koje sadr�e teme u su u
nekoj od prethodnih iteracija mogle biti odseqene, pri qemu je svakako teme u
najpre odseqeno. Neka je h1 spoǉaxǌi vektor normale poluprostora odsecaǌa
pri odsecaǌu temena u. Prema Lemi 1.1.16, to odsecaǌe je proizvelo n maksi-
malnih konusa N1, . . . , Nn qija unija je Nu(S0), a zatim se svaki od ǌih u narednim
zarubǉivaǌima daǉe profiǌavao. U skladu sa Napomenom 3.3.5, mo�emo pret-
postaviti da je

h1 = −(a1 + . . .+ an),

i da je konus Nj, j ∈ [n], razapet skupom

{h1} ∪ {−ai | i ∈ [n]− {j}}.

Primenom Leme 3.3.15(i) za I = [p] i J = [n], vektor h1 je sadr�an u konusu koji je
razapet skupom {aβ,−ap+1,−ap+2, . . . ,−an}. To znaqi da je, za svako j ∈ [p], svaki
razapiǌu�i vektor konusa Nj sadr�an u konusu Nvj , odakle sledi da je Nj ⊆ Nvj .
Od interesa su samo sluqajevi kada je konus M sadr�an u konusu Nu(S0), pa
se skup vektora koji razapiǌe M mo�e dobiti od skupa {−aj | j ∈ [n]} zamenom
q elemenata vektorima h1, . . . , hq, pri qemu je svaki od ǌih spoǉaxǌa normala
odgovaraju�eg poluprostora odsecaǌa koji definixe zarubǉivaǌe iz prethod-
nih iteracija. Pri svim ovim zarubǉivaǌima odseqene su strane koje odgo-
varaju stranama permutoedra S0 sadr�anim u strani F0. Mo�emo pretpostaviti
da vektor hq odgovara odsecaǌu maksimalne strane. Sve ove strane (kao i ǌima
odgovaraju�i elementi skupa A2) su me�usobno uporedive, pa imaju�i u vidu
Napomenu 3.3.5, zakǉuqujemo da su svi uslovi Leme 3.3.15(ii) zadovoǉeni. Ra-
zlikujemo slede�a dva sluqaja.

(1) Ako M odgovara temenu koje ne pripada F , onda je M i maksimalni nor-
malni konus politopa trFSi−1 u nekom temenu van hiperravni odsecaǌa. Tako�e,
za neko j ∈ [p] vektor −aj nije razapiǌu�i vektor ovog konusa. Ako q−1 put pri-
menimo Lemu 3.3.15(ii), zamenom vektora h1, . . . , hq−1 odgovaraju�im elementima
skupa {−ai | p < i 6 n}, dobijamo da je M sadr�an u n-konusu M ′ koji je razapet
skupom

{hq} ∪ {−aj | j ∈ [n]− {r}} za neko r ∈ [p].

Kako je konus Nvr razapet skupom

{aβ} ∪ {−aj | j ∈ [n]− {r}},

primenom Leme 3.3.15(i), zakǉuqujemo da je M ′ ⊆ Nvr . Dakle, M ⊆ Nvr . Kako je
Nvr ⊆ Nr, jedini n-konus, koji je presek konusa M sa nekim od konusa Nv1 , ..., Nvp,
je konus M ∩Nvr = M .

(2) AkoM odgovara temenu koje pripada F , onda je {−aj | j ∈ [p]} podskup skupa
koji razapiǌe M . Prema Lemi 1.1.16, M je unija maksimalnih konusa politopa
trFSi−1 u odgovaraju�im temenima koja pripadaju hiperravni odsecaǌa. Kako su
i politop Si i ǌegova strana F prosti politopi, kao i u sluqaju permutoedra
i ǌegove strane F0, i ovih konusa je taqno p. Neka su to konusu N ′1, . . . , N

′
p.

Skup koji razapiǌe konus N ′j, j ∈ [p], se mo�e dobiti od skupa koji razapiǌe M
zamenom vektora −aj vektorom aβ. Ako za svaki od konusa N ′j, q puta primenimo
Lemu 3.3.15(ii), tj. zamenimo vektore h1, . . . , hq odgovaraju�im elementima −ai, za
p < i 6 n, dobijamo da je N ′j sadr�an u n-konusu koji je razapet skupom

{aβ} ∪ {−aj | j ∈ [n]− {j}}.
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To je skup koji razapiǌe konus Nvj , pa mo�emo zakǉuqiti da je za svako j ∈ [p],
presek M ∩Nvj konus N

′
j. Va�i i vixe: unija svih ovih preseka je konus M , tj.⋃

j∈[p]

(M ∩Nvj) = M.

Konaqno mo�emo zakǉuqiti da je, za svako n! < i 6 m, presek prozivoǉnog mak-
simalnog normalnog konusa politopa Si−1 i proizvoǉnog maksimalnog normalnog
konusa politopa Qi, u sluqaju kada je n-konus, ujedno i maksimalni konusi poli-
topa trFSi−1. Dakle, ispuǌen je drugi uslov Posledice 3.3.5. Tako�e, vode�i
se svom prethodna analizom i Lemom 1.1.16, mo�e se utvrditi da je ispuǌen i
prvi uslov, tj. da ne postoji maskimalni normalni konus politopa trFSi−1 koji
se ne mo�e dobiti kao jedan od spomenutih prseka.

Primenom Posledice 3.3.5, zakǉuqujemo da za svako i ∈ [m] va�i Si ' trFSi−1,
tj. da indeksirani skup politopa {Qi}i∈[m] zarubǉuje permutoedar S0. Dakle,
ispuǌen je i tre�i uslov Definicije 1.2.8.

Ostaje da poka�emo da suma Sm realizuje kompleks C. Podsetimo da su
pǉosni permutoedra S0 na poqetku dokaza oznaqene elementima skupa A1. Za
svako i ∈ [m], na kraju i-te iteracije, oznaqimo pǉosni politopa Si na slede�i
naqin: me�usobno odgovaraju�e pǉosni politopa Si i Si−1 neka su istooznaqe-
ne, a novonastalu pǉosan oznaqimo sa x(i) (videti Napomenu 1.1.2). Sada je
svaki element skupa B1 oznaka neke pǉosni politopa Sm. Kako su sve istoozna-
qene pǉosni politopa Sm i PAn paralelne, Tvr�eǌu 1.2.2 i Teoremi 3.2.1, va�i
Sm ' PAn, pa je i prvi uslov Definicije 1.2.8 ispuǌen.

Primenom Leme 3.3.14, a potpuno prate�i dokaz Teoreme 3.3.12, dobijamo
opxtiju teoremu koja isporuquje qitavu familiju n-dimenzionalnih Minkov-
ski-realizacija kompleksa C.

Teorema 3.3.16. Za n > 2 i c ∈ (0, 1], politop

PAn,c = ∆[n+1] +
∑
β∈A1

∆⋃
β +

∑
β∈A2

(
PBβ

⋂
πβ,c

>
)

je n-dimenzionalna Minkovski-realizacija kompleksa C, normalno ekvivalentna
politopu PAn.
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Glava 4

Hromatski broj

U Pododeǉku 1.2.2, Definicijom 1.2.10 je uvedeno pravilno oznaqavaǌe pǉo-
sni politopa koji realizuje kompleks ugǌe��enih skupova u odnosu na zadati
gradivni skup. To daje mogu�nost da se pǉosni poistovete sa svojim oznakama,
odnosno sa odgovaraju�im elementima gradivnog skupa. Tada, u skladu sa Na-
pomenom 1.2.4, dve pǉosni jednog politopa nemaju zajedniqko teme, tj. razdvojene
su, ako i samo ako ne postoji ugǌe��eni skup koji ih obe sadr�i. U nastavku
definixemo pravilno bojeǌe pǉosni kao funkciju koja dozvoǉava da dve pǉosni
budu obojene istom bojom samo ako su razdvojene.

Definicija 4.0.1. Surjektivna funkcija f : F(P )→ [m] je pravilno bojeǌe pǉosni
politopa P u m boja ako i samo ako za svake dve razliqite nerazdvojene pǉosni
F1 i F2 va�i

f(F1) 6= f(F2).

Hromatski broj politopa P , u oznaci χ(P ), je najmaǌe m za koje postoji pravilno
bojeǌe ǌegovih pǉosni u m boja.

Primer 4.0.1. Hromatski broj poligona je 2 ili 3, u zavisnosti od parnosti
ukupnog broja ǌegovih ivica; hromatski broj 3-politopa je, prema Teoremi o
qetiri boje [12], 3 ili 4.

Osim sa kombinatornog stanovixta, izraqunavaǌe hromatskih brojeva pro-
stih politopa, znaqajno je i sa stanovixta torusne topologije zbog mogu�no-
sti primene u prouqavaǌu torusnih i kvazitorusnih mnogostrukosti. Naime,
za pravilno bojeǌe prostog n-politopa po definiciji je potrebno najmaǌe n
boja, a dovoǉan uslov da se prost n-politop politop pojavi kao prostor or-
bita neke kvazitorusne mnogostrukosti je upravo mogu�nost pravilnog bojeǌa
ǌegovih pǉosni u n ili n+ 1 boja. Za vixe detaǉa upu�ujemo na [12].

Poznati primeri ovakvih politopa su simpleksi i permutoedri jer je

χ(∆n) = n+ 1 i χ(Pn+1) = n.

Poznato je i da je hromatski broj prostog n-politopa jednak n ako i samo ako
svaka ǌegova 2-strana ima paran broj temena ([28, Teorema 4.5]).

Ovo poglavǉe posve�ujemo ispitivaǌu da li se prost permutoasociedar i
neke poznate klase nestoedara koje imaju 2-stranu sa neparnim brojem temena,
mogu obojiti u n + 1 boja. Za sve klase prostih politopa koje �emo razma-
trati, postoje realizacije sa racionalnim koordinatima, tj. radi se o Del-
canovim politopima. Poznato je da takve realizacije definixu strukturu
glatkih nesingularnih torusnih varijeteta i kvazitorusnih mnogostrukosti.
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Kako nizak hromatski broj permutoedra definixe kanonsku kvazitorusnu mno-
gostrukost koja nije torusni varijetet, prirodno je ispitati da li je neki drugi
graf asociedar ili prost permutoasociedar obojiv u n ili n+1 boja i definixe
neku drugu kanonsku kvazitorusnu mnogostrukost.

4.1 Permutoedar

Pǉosni n-permutoedra Pn+1 se poistove�uju sa pravim podskupovima skupa
[n+ 1]. Neka je f : F(Pn+1)→ [n] funkcija definisana sa

f(X) = |X|.

Kako dve pǉosni permutoedra imaju zajedniqko teme ako i samo ako su im oznake
uporedive, f je pravilno bojeǌe. Dakle, χ(Pn+1) = n.

4.2 Asociedar

Za a, b ∈ [n + 1], pri qemu je a 6 b, neka je segment [a, b] skup {i | a 6 i 6 b}.
Du�ina segmenta je ǌegova kardinalnost. Pǉosni n-asociedra Kn+2 se poisto-
ve�uju sa segmentima du�ine maǌe od n+1 (videti Primer 1.2.7). Ka�emo da se
pǉosan [c, d] nadovezuje na pǉosan [a, b] kada je b + 1 = c; da pǉosan [c, d] preklapa
pǉosan [a, b] kada je a < c 6 b < d; da se pǉosan [c, d] nastavǉa na pǉosan [a, b] kada
se na ǌu nadovezuje ili je preklapa tj. kada je a+ 1 6 c 6 b+ 1 6 d.

Tvr�e�e 4.2.1. Dve pǉosni asociedra su razdvojene ako i samo ako se jedna od ǌih
nastavǉa drugu.

Dokaz: Postoji ugǌe��en skup koji sadr�i dve pǉosni asociedra ako i samo
ako i samo ako su te pǉosni uporedive, ili su disjunktne ali se nijedna od ǌih
ne nadovezuje na drugu, dakle, ako i samo ako se nijedna od ǌih ne nastavǉa
drugu.

Posledica 4.2.2. Neka su X1, . . . , Xk me�usobno razdvojene pǉosni asociedra. Za sve
i, j, l ∈ [k] va�i

Xi ∩Xj = Xi ∩Xl ⇒ j = l.

Tvr�e�e 4.2.3. Ako je f : F → [m] pravilno bojeǌe pǉosni asociedra, onda za pǉosan
X kardinalnosti k va�i da je kardinalnost skupa

{Y | f(Y ) = f(X)}

najvixe min{k + 1, n− k + 2}.

Dokaz: Neka je FX = {Y | f(Y ) = f(X)} − {X}. Dovoǉno je pokazati da je

|FX | 6 min{k, n− k + 1}.

Neka su funkcije g : FX → X i h : FX → [n+ 1]−X definisane na slede�i naqin:

g([a, b]) =

{
b+ 1, ako se X nastavǉa na [a, b],

a− 1, ako se [a, b] nastavǉa na X,
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h([a, b]) =

{
a, ako se X nastavǉa na [a, b],

b, ako se [a, b] nastavǉa na X.

Da je h injektivna funkcija sledi direktno iz Tvr�eǌa 4.2.1. Prema Po-
sledici 4.2.2, injektivne su onda i restrikcija funkcije g na elemente skupa
FX na koje se X nastavǉa i restrikcija funkcije g ne elemente skupa FX koji
se nastavǉaju na X. Prema Tvr�eǌu 4.2.1, za svako Y na koje se X nastavǉa i
svako Z koje se nastavǉa na X, va�i g(Y ) > g(Z), pa ostaje da zakǉuqimo da je
funkcija g injektivna.

Za 2 6 i 6 dn
2
e+ 1, posmatrajmo slede�a dva niza celih brojeva:

Bi =

 0, ako je i = 2,

n+ 3 +Bi−1 − (i− 1)Ai−1, ako je 2 < i 6 dn
2
e+ 1,

Ai =


⌈
n+3+Bi

i

⌉
, ako je n paran broj ili je i 6 dn

2
e,

1, ako je n neparan broj i i = dn
2
e+ 1.

Teorema 4.2.4. χ(Kn+2) =

dn
2
e+1∑
i=2

Ai.

Da bismo dokazali ovu teoremu, posmatrajmo slede�i problem. Pretposta-
vimo da imamo l2 > 0 kuglica te�ine 1

2
, l3 > 0 kuglica te�ine 1

3
, i tako daǉe

do lm > 0 kuglica te�ine 1
m
. Neka je µ(x) te�ina kuglice x. Zadatak je sve ove

kuglice spakovati u kutije tako da za n kuglica x1, . . . , xn spakovanih u jednu
kutiju va�i

n ·max{µ(x1), . . . , µ(xn)} 6 1.

Jedno pakovaǌe je boǉe od drugog ako je za ǌega potrebno maǌe kutija.
Neka je (∗) slede�e pakovaǌe: najpre spakujmo l2 kuglica te�ine 1

2
u d l2

2
e

kutija. U sluqaju kada je l2 neparan broj, jedna od ovih kutija sadr�i samo jednu
kuglicu, pa u ǌu dodajmo i jednu kuglicu te�ine 1

3
, odnosno kuglicu najmaǌe

te�ine, ako takva postoji. Preostale kuglice te�ine 1
3
spakujmo po tri u kutiji.

Ako broj ovih kuglica nije deǉiv sa 3, pozajmimo jednu ili dve kuglice najmaǌe
te�ine da bismo popunili kutiju u kojoj je maǌe od tri kuglice. Ponovimo
analogni postupak sa kuglicama te�ine maǌe od 1

3
.

Lema 4.2.5. Ne postoji boǉe pakovaǌe od pakovaǌa (∗).

Dokaz: Pretpostavimo da je n = l2 + . . .+ lm najmaǌi broj kuglica za koje postoji
pakovaǌe (∗). Oznaqimo to pakovaǌe sa (∗∗). Neka je i najmaǌi prirodan broj
za koji je li > 0 (l2 = . . . = li−1 = 0). Radi jednostavnosti, oznaqimo sa • sve

kuglice te�ine
1

i
, sa ◦ najte�e kuglice me�u preostalim, sa ? najte�e kuglice

me�u preostalim itd.
Sadr�aj prve kutije A u pakovaǌu (∗) je, u opxtem sluqaju, oblika:

• • • • ◦ ◦ ? ? ? .

To znaqi da je i > 9, li = 4, a postoje dve kuglice najte�e me�u preostalim
kuglicama. Sadr�aj neke kutije B pakovaǌa (∗∗) koja sadr�i kuglicu • je, u
opxtem sluqaju, oblika:

• • ◦ ? ?�
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U ǌoj ne mo�e biti vixe od qetiri kuglice •, niti vixe od dve kuglice ◦, niti
u ǌoj, prema uslovu pakovaǌa, mo�e biti vixe kuglica nego xto ih ima u A.
Napravimo nekoliko zamena kuglica u kutijama pakovaǌa (∗∗) na slede�i naqin.
Najpre, zamenimo kuglicu ◦ iz B, kuglicom • iz neke druge kutije C. Time je
te�a kuglica u C zameǌena lakxom, a kutija A je svedok da B nije prekomerne
te�ine. Ukupan broj kutija pakovaǌa (∗∗) se nije pove�ao, pa je, (∗∗) jox uvek
boǉe pakovaǌe od pakovaǌa (∗). Ponovimo ovakve zamene sve dok sadr�aj kutije
B ne postane

• • • • ◦◦
Nakon toga, tri kuglice ? (ono xto razlikuje sadr�aj kutije A od sadr�aja
kutije B) pomerimo iz nekih drugih kutija u kutiju B, bez zamena. Oqigledno je
da (∗∗) ostaje prihvatǉivo pakovaǌe, a da se pritom broj kutija nije pove�ao.
Dakle, (∗∗) je jox uvek boǉe od pakovaǌa (∗). Eliminacijom kutije A iz (∗) i
kutije B iz (∗∗), dobijamo pakovaǌe maǌe od n kuglica koje je boǉe od pakovaǌa
(∗), xto je kontradikcija.

Dokaz Teoreme 4.2.4. Ako je n = 2k − 1, posmatrajmo slede�e nizove pǉosni:

(2) [1, 1], . . . , [n+ 1, n+ 1], [1, n], [2, n+ 1]

(3) [1, 2], . . . , [n, n+ 1], [1, n− 1], [2, n], [3, n+ 1]

...

(k) [1, k − 1], . . . , [k + 2, n+ 1], [1, k + 1], . . . , [k, n+ 1]

(k + 1) [1, k], . . . , [k + 1, n+ 1].

Primetimo da posledǌi niz ima k + 1 element, a svi ostali po n + 3 elementa.
U nameri da primenimo Lemu 4.2.5, neka je

l2 = . . . = lk = n+ 3 i lk+1 = k + 1 = dn
2
e+ 1.

Primetimo da i uzastopnih elemenata niza (i) predstavǉaju me�usobno razdvo-
jene pǉosni. Tako�e, me�usobno razdvojene pǉosni su i posledǌih j elemenata
niza (i), za i > j, zajedno sa prvih i− j elemenata niza (i+ 1). Dakle, imaju�i u
vidu Tvr�eǌe 4.2.3, sve pǉosni mo�emo obojiti u skladu sa procedurom pako-
vaǌa (∗) tako da svaka kutija znaqi po jednu boju. Prema Lemi 4.2.5 nema boǉeg
pakovaǌa, tj. pravilnog bojeǌa koje koristi maǌe boja, pa je hromatski broj
ovakvog asociedra broj upotrebǉenih boja u ovom bojeǌu, tj.

k+1∑
i=2

Ai.

Ako je n = 2k, imamo iste nizove pǉosni kao u prethodnom sluqaju sem xto
su sada nizovi (k) i (k + 1) oblika:

(k) [1, k − 1], . . . , [k + 3, n+ 1], [1, k + 2], . . . , [k, n+ 1]

(k + 1) [1, k], . . . , [k + 2, n+ 1], [1, k + 1], . . . , [k + 1, n+ 1]

Primenom Leme 4.2.5 za l2 = . . . = lk = lk+1 = n + 3, dolazimo do istog zakǉuqka
kao u prethodnom sluqaju.

U Dodatku A.3 je dat program za kompjutersko izraqunavaǌe i ispisivaǌe
hromatskog broja asociedra proizvoǉne dimenzije.
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4.3 Prost permutoasociedar

Pǉosni prostog n-permutoasociedra PAn se poistove�uju sa elementima sku-
pa B1. Za funkciju f : B → [m], pri qemu je B ⊆ B1, ka�emo da je pravilno bojeǌe
kada za svaka dva elementa B1, B2 ∈ B va�i slede�e: ako je f(B1) = f(B2), onda B1

i B2 ne pripadaju istom 1-ugǌe��enom skupu. Kako su dve pǉosni politopa PAn
razdvojene ako i samo ako ne pripadaju istom 1-ugǌe��enom skupu, jasno je da,
pravilno bojeǌe f : B1 → [m] odgovara pravilnom bojeǌu pǉosni politopa PAn.

Za permutaciju π : [n+ 1]→ [n+ 1] i 1-ugǌe��en skup N neka je

Nπ = {{π(i1), . . . , π(ik)} | {i1, . . . , ik} ∈ N}.

Neka je M maksimalni 0-ugǌe��eni skup {{n, . . . , 1}, . . . , {n, n− 1}, {n}}.

Napomena 4.3.1. Ako β ∈ B1, onda βπ ∈ B1 za svaku permutaciju π.

Tvr�e�e 4.3.1. Neka je f : B1 → [m] takva funkcija da za svako β ∈ B1 i svaku
permutaciju π, va�i

f(β) = f(βπ).

Ako je restrikcija funkcije f na skup BM1 pravilno bojeǌe, onda je funkcija f
pravilno bojeǌe.

Dokaz: Neka su β1 i β2 dva razliqita elementa skupa B1 koja pripadaju istom
1-ugǌe��enom skupu N . Postoji maksimalni 0-ugǌe��eni skup M ′ iz koga je N
izveden, tj. N ⊆ BM ′1 . Postoji i permutacija π za koju je M ′ = Mπ−1

, xto znaqi
da je N ∈ P(Mπ−1

). Imaju�i u vidu Napomenu 4.3.1, zakǉuqujemo da skupovi βπ1
i βπ2 pripadaju skupu Nπ, 1-ugǌe��enom skupu izvedenom iz M . Dakle, prema
pretpostavci tvr�eǌa, va�i f(βπ1 ) 6= f(βπ2 ), pa va�i i f(β1) 6= f(β2).

Tvr�e�e 4.3.2. Za dva razliqita elementa β1, β2 ∈ BM1 i dve proizvoǉne per-
mutacije π1 i π2, va�i βπ1

1 6= βπ2
2 .

Dokaz: Kako su β1 i β2 razliqiti elementi skupa BM1 , postoji takav element
k ∈ [n], da jedan od elemenata β1 i β2 sadr�i neki skup iz M kardinalnosti k,
dok drugi ne sadr�i nijedan skup te kardinalnosti. Dakle, isto va�i i za βπ1

1

i βπ2
2 .

Posledica 4.3.3. Neka je fM : BM1 → [m] proizvoǉna funkcija. Postoji ǌeno pro-
xireǌe f : B1 → [m] koje zadovoǉava f(βπ) = fM(β), za svako β ∈ BM1 i svaku per-
mutaciju π.

Teorema 4.3.4. χ(PAn) = χ(Kn+1) + 1.

Dokaz: Kako svako pravilno bojeǌe pǉosni politopa PAn indukuje jedno pra-
vilno bojeǌe pǉosni ǌegove pǉosni, tj. pǉosni (n− 1)-asociedra, jasno je da
je

χ(PAn) > χ(Kn+1) + 1.

Da bismo dokazali jednakost, prema Tvr�eǌu 4.3.1 i Posledici 4.3.3, do-
voǉno je da doka�emo postojaǌe pravilnog bojeǌa

fM : BM1 → [χ(Kn+1) + 1].

Neka je funkcija fM takva da je fM(M) = χ(Kn+1)+1, a svi ostali elementi skupa
BM1 neka su obojeni u skladu sa procedurom opisanom u Odeǉku 4.2. Radi jed-
nostavnosti, elementi skupa BM1 − {M} se mogu preimenovati u svoje minimalne
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elemente (npr. skup {n − 1, . . . , n − k} se mo�e preimenovati u n − k), nakon qega
se, ne bi li se definisalo pravilno bojeǌe iz skupa BM1 − {M} u skup [χ(Kn+1)],
postupa potpuno identiqno kao u Odeǉku 4.2.

Slika 4.1: Pravilno bojeǌe pǉosni 3-asociedra i 3-permutoasociedra

4.4 Cikloedar

Proxirimo definiciju segmenta sa poqetka Odeǉka 4.2. Za a, b ∈ [n+ 1], neka
je segment [a, b] skup definisan na slede�i naqin:

[a, b] =

{i | a 6 i 6 b}, ako je a 6 b

{i | a 6 i 6 n+ 1} ∪ {i | 1 6 i 6 b}, inaqe.

Pǉosni n-cikloedra Cyn se poistove�uju sa segmentima du�ine maǌe od n + 1
(videti Primer 1.2.8). Ka�emo da se pǉosni [a, b] i [c, d] nadovezuju kada je b+n+1

1 = c ili d +n+1 1 = a. Dve pǉosni se preklapaju kada nisu ni disjunktne ni
uporedive. Kada se dve pǉosni preklapaju ili nadovezuju, ka�emo da se jedna
na drugu nastavǉaju.

Tvr�e�e 4.4.1. Dve pǉosni cikloedra su razdvojene ako i samo ako se nastavǉaju
jedna na drugu.

Dokaz: Postoji ugǌe��en skup koji sadr�i dve pǉosni cikloedra ako i samo
ako su te pǉosni uporedive, ili su disjunktne ali se ne nadovezuju, dakle, ako
i samo ako se niti preklapaju niti nadovezuju.

Teorema 4.4.2. χ(Kn+1) + 1 6 χ(Cyn) 6 χ(Kn+1) + n.

Dokaz: Neka je h : F(Kn+1) → [χ(Kn+1)] pravilno bojeǌe pǉosni (n− 1)-asoci-
edra u χ(Kn+1) boja. Neka je f : F(Cyn) → [χ(Kn+1) + n] funkcija definisana na
slede�i naqin:

f(X) =


h(X), ako n+ 1 /∈ X i X 6= [1, n]

[χ(Kn+1)] + 1, ako je X = [1, n]

[χ(Kn+1)] + |X|, inaqe .
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Poka�imo da je f pravilno bojeǌe pǉosni n-cikloedra u [χ(Kn+1) + n] boja.
Pǉosni koje ne sadr�e n+1 su segment [1, n] i segmenti sa kojima se poistove�uju
pǉosni (n−1)-asociedra. Za ǌihovo bojeǌe je potrebno najmaǌe χ(Kn+1)+1 boja.
Sve ostale pǉosni, tj. segmenti koji sadr�e n+ 1, se mogu pore�ati u n nizova
tako da svaki od ǌih sadr�i segmente iste du�ine. Dakle, svaki od nizova
qine segmenti koji nisu me�usobno uporedivi, a kako svi sadr�e n + 1, nisu ni
disjunktni. To znaqi da se sve pǉosni jednog niza me�usobno preklapaju, pa se
prema Tvr�eǌu 4.4.1 mogu obojiti istom bojom. Pǉosni [n + 1, n + 1] i [1, n] se,
prema Tvr�eǌu 4.4.1, mogu obojiti istom bojom, jer se nadovezuju.

Za 2 6 i 6 dn
2
e+ 1, posmatrajmo slede�a dva niza celih brojeva:

Bi =

 0, ako je i = 2,

n+ 1 +Bi−1 − (i− 1)Ai−1, ako je 2 < i 6 dn
2
e+ 1,

Ai =


⌈
n+1+Bi

i

⌉
, ako je i 6 dn

2
e,

1, ako je n paran broj i i = dn
2
e+ 1,

0, ako je n neparan broj i i = dn
2
e+ 1.

Teorema 4.4.3. χ(Cyn) 6

dn
2
e+1∑
i=2

(Ai + 1).

Dokaz: Ako je n = 2k − 1, posmatrajmo slede�e nizove pǉosni:

(2) [1, 1], . . . , [n+ 1, n+ 1] [1, n], [2, n+ 1], . . . , [n+ 1, n− 1]
(3) [1, 2], . . . , [n+ 1, 1] [1, n− 1], [2, n], . . . , [n+ 1, n− 2]

...
(k) [1, k − 1], . . . , [n+ 1, k − 2] [1, k + 1], . . . , [n+ 1, k]
(k + 1) [1, k], . . . , [n+ 1, k − 1].

Primetimo da svaki niz ima levu i desnu grupu pǉosni, osim posledǌeg koji
ima samo levu. Sve grupe u svakom od nizova imaju po n+1 element. Prema Tvr-
�eǌu 4.4.1, pǉosni koje se me�usobno preklapaju ili nadovezuju se mogu obojiti
istom bojom. Obojimo najpre pǉosni koje se nalaze u levoj grupi prvih k nizova.
U levoj grupi niza (i), i uzastopnih elemenata su pǉosni koje se me�usobno ili
preklapaju ili nadovezuju. Tako�e, posledǌih j elemenata leve grupe niza (i),
za j < i, zajedno sa prvih i − j elemenata leve grupe niza (i + 1), predstavǉaju
pǉosni koje se me�usobno ili preklapaju ili nadovezuju. Dakle, sve ih mo�emo
obojiti prema proceduri (∗) opisanoj u Odeǉku 4.2, za l2 = . . . = lk = n+ 1. Time
je potroxeno

k∑
i=2

Ai

boja. Primetimo da je pritom mogu�e da je i prvih k − j pǉosni niza (k + 1)
tako�e obojeno. Qak i da nije nijedna, svi elementi niza (k + 1) su pǉosni koje
se me�usobno preklapaju, pa se mogu obojiti jednom bojom. Sliqno, svi elementi
druge grupe niza (i) se me�usobno preklapaju, pa se mogu obojiti po jednom bojom.
Na ovaj naqin su sve pǉosni cikloedra pravilno obojene korix�eǌem ukupno

k +
k+1∑
i=2

Ai
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boja.
Ako je n = 2k, imamo iste nizove pǉosni kao u prethodnom sluqaju sem xto

su sada nizovi (k) i (k + 1) oblika:

(k) [1, k − 1], . . . , [n+ 1, k − 2] [1, k + 2], . . . , [n+ 1, k + 1]
(k + 1) [1, k], . . . , [n+ 1, k − 1] [1, k + 1], . . . , [n+ 1, k].

Prvih k nizova bojimo potpuno analogno kao u prethodnom sluqaju, pri qemu je,
tako�e, mogu�e da je obojeno i prvih k − j pǉosni leve grupe niza (k + 1). Qak
i da nije nijedna, svi elementi leve grupe niza (k + 1) su pǉosni koje se me�u-
sobno preklapaju ili nadovezuju, pa se mogu obojiti jednom bojom. Isto va�i
i za desnu grupu tog niza, qime dolazimo do istog zakǉuqka kao u prethodnom
sluqaju.

Da Teorema 4.4.3 daje znaqajno boǉu gorǌu ocenu od Teoreme 4.4.2, pokazuje
pregled vrednosti ovih ocena za cikloedre raznih dimenzija (videti Doda-
tak A.3).

Za neke vrednosti broja n, ocena koju daje Teorema 4.4.3 se mo�e dodatno
popraviti. Naime, neka je 2 6 i 6 dn

2
e, i neka su

[a1, b1] = X1, . . . , Xi = [ai, bi]

i uzastopnih elemenata leve grupe niza (i), ili j posledǌih elemenata leve grupe
niza (i) i i − j poqetnih elemenata leve grupe niza (i + 1) (j < i). Posmatrajmo
slede�i niz pǉosni

Y1 = [ai +n+1 1, a1 +n+1 n], Y2 = [ai +n+1 2, a1], . . . , Yi−1 = [ai +n+1 (i− 1), a1 +n+1 (i− 3)].

Kako je ai = a1 +n+1 (i − 1), du�ina svih ovih segmenata je n + 1 − i, pa je req
o elementima desne grupe niza (i + 1) (kada je n neparan broj i i = n

2
, req je o

elementima leve grupe niza (k + 1)). Kako je a1 +n+1 n+n+1 1 = a1, pǉosni Y1 i X1

se nadovezuju, xto implicira da se, za svako l ∈ [i−1], pǉosni Yl i Xl nadovezuju.
Ako je X2 element niza (i), onda va�e jednakosti

b2 +n+1 1 = b1 +n+1 2 = a1 +n+1 (i− 2) +n+1 +2 = a1 +n+1 (i− 1) +n+1 +1 = ai +n+1 1,

pa se i pǉosni Y1 i X2 nadovezuju. Ako je X2 element niza (i+1), onda je b2 = ai+n+1

1, i tada se Y1 i X2 preklapaju. Odatle sledi da se, za svako l ∈ [i− 1], pǉosni Yl
i Xl+1 nadovezuju ili preklapaju, u zavisnosti od toga kom nizu pripada Xl+1.
Sve ovo, zajedno sa jednakostima

a1 +n+1 (i− 3) = a1 +n+1 n+n+1 (i− 2) = b1 +n+1 n,

povlaqi da se Yl preklapa sa svakom od pǉosni Xm, m /∈ {l, l + 1}. Zakǉu-
qujemo da se pǉosni X1, . . . , Xi, Y1, . . . , Yi−1 me�usobno nastavǉaju, pa se, prema
Tvr�eǌu 4.4.1, mogu obojiti istom bojom. Primetimo jox i da su segmenti
Y0 = [ai, a1 +n+1 (n−1)] i Yi = [ai+n+1 i, a1 +n+1 (i−2)] uporedivi redom sa Xi i X1, pa
se, prema Tvr�eǌu 4.4.1, ne mogu pridru�iti ovom skupu me�usobno razdvojenih
pǉosni.

Dakle, u bojeǌu opisanom u dokazu Teoreme 4.4.3, pri bojeǌu istom bojom i
uzastopnih elemenata leve grupe niza (i), odnosno posledǌih j elemenata niza (i)
i i−j poqetnih elemenata niza (i+1), tom bojom se mo�e obojiti i odgovaraju�ih
i − 1 elemenata desne grupe niza (i + 1). To potencijalno daje mogu�nost da se
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pri bojeǌu neobojenih elemenata svih desnih grupa utroxi maǌe od dn
2
e boja,

koliko je za ǌih prvobitno potroxeno. Da li se ta mogu�nost mo�e zaista i
iskoristiti, ne zavisi toliko od toga koliko je elemenata ostalo neobojeno,
koliko zavisi od toga o kojim elementima je req. Na primer, ako je u svim
desnim grupama ostao neobojen m-ti element, kako su oni me�usobno uporedivi,
moraju se obojiti razliqitim bojama i nema prostora da se uxtedi nijedna boja.
Dakle, mera uxtede zavisi od elemenata niza Bi, tj. prirode broja n.

Primer 4.4.1. Slede dva pravilna bojeǌa f i h pǉosni 7-cikloedra. Bojeǌe f
je bojeǌe opisano u dokazu Teoreme 4.4.3, dok h u odnosu na f xtedi jednu boju
na gore opisan naqin :

f([1, 1]) = f([2, 2]) = 1, f([1, 2]) = f([2, 3]) = f([3, 4]) = 5,

f([3, 3]) = f([4, 4]) = 2, f([4, 5]) = f([5, 6]) = f([6, 7]) = 6,

f([5, 5]) = f([6, 6]) = 3, f([7, 8]) = f([8, 1]) = f([1, 3]) = 7,

f([7, 7]) = f([8, 8]) = 4,

f([2, 4]) = f([3, 5]) = f([4, 6]) = f([5, 7]) = 8,

f([6, 8]) = f([7, 1]) = f([8, 2]) = f([1, 4]) = 9,

f([1, 7]) = . . . = f([8, 6]) = 10, f([1, 6]) = . . . = f([8, 5]) = 11,

f([1, 5]) = . . . = f([8, 4]) = 12, f([2, 5]) = . . . = f([8, 3]) = 13;

h([1, 1]) = h([2, 2]) = h([3, 8]) = 1, h([3, 3]) = h([4, 4]) = h([5, 2]) = 2,

h([5, 5]) = h([6, 6]) = h([7, 4]) = 3, h([7, 7]) = h([8, 8]) = h([1, 6]) = 4,

h([1, 2]) = h([2, 3]) = h([3, 4]) = h([4, 8]) = h([5, 1]) = 5,

h([4, 5]) = h([5, 6]) = h([6, 7]) = h([7, 3]) = h([8, 4]) = 6,

h([7, 8]) = h([8, 1]) = h([1, 3]) = h([2, 6]) = h([3, 7]) = 7,

h([2, 4]) = h([3, 5]) = h([4, 6]) = h([5, 7]) = h([6, 1]) = h([7, 2]) = h([8, 3]) = 8,

h([6, 8]) = f([7, 1]) = h([8, 2]) = h([1, 4]) = h([2, 5]) = h([3, 6]) = h([4, 7]) = 9,

h([1, 7]) = . . . = h([8, 6]) = 10,

h([2, 7]) = f([4, 1]) = f([6, 3]) = f([8, 5]) = 11, h([1, 5]) = f([6, 2]) = f([5, 8]) = 12.

Bojeǌem h su pǉosni 7-cikloedra obojene u 12 boja, koliko je minimalno
potrebno i da se oboje pǉosni asociedra iste dimenzije.

Analogno se mo�e proveriti da se na ovaj naqin, u sluqaju n = 8, ne mo�e u
odnosu na f uxtedeti nijedna boja, dok se kod 9-cikloedra mo�e uxtedeti jedna.

4.5 Zvezdoedar

Pǉosni n-zvezdoedra Stn se poistove�uju sa skupovima {1}, . . . , {n} i pravim
podskupovima skupa [n+1] koji sadr�e n+1 (videti Primer 1.2.9). Dve razliqite
pǉosni Y i Z imaju zajedniqko teme ako i samo ako su Y i Z neki od skupova
{1}, . . . , {n} ili su Y i Z uporedivi.

Neka je
H = {Y ⊆ N | n+ 1 ∈ Y i Y je konaqan skup}.

Indukcijom po k = |Y − {n+ 1}|, definiximo funkciju h : H → N i skup FY ⊆ N,
i poka�imo da va�i slede�e:
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(∗) h(Y ) /∈ FY i skup FY ∪ {h(Y )} se sastoji od elemenata skupa

(Y )n+1
1 = (Y − {n+ 1}) ∪ {1}

i najvixe k poqetnih elemenata skupa N− (Y )n+1
1 .

Za k = 0, neka je F{n+1} = ∅ i h({n + 1}) = 1. Oqigledno, va�i (∗). Pretpostavi-
mo da su, za svaki skup Y ∈ H za koji je |Y − {n+ 1}| < k, definisani skup FY i
funkcija h(Y ) koji zadovoǉavaju (∗). Za Y = {i1, . . . , ik, n+ 1}, neka je Yj = Y −{ij},
i neka je Zj = FYj ∪ {h(Yj)}, j ∈ [k]. Neka je

FY = (Y )n+1
1 ∪

(⋃
{Zj | j ∈ [k]}

)
i h(Y ) = min(N− FY ).

Na primer,

F{1,n+1} = {1}, h({1, n+ 1}) = 2,

F{2,n+1} = {1, 2}, h({2, n+ 1}) = 3,

za i > 3, F{i,n+1} = {1, i}, h({i, n+ 1}) = 2,

F{4,7,n+1} = {1, 2, 4, 7}, h({4, 7, n+ 1}) = 3.

Prema induktivnoj pretpostavci, svaki skup Zj se sastoji od elemenata skupa
(Yj)

n+1
1 i najvixe k− 1 poqetnih elemenata skupa N− (Yj)

n+1
1 , a svaki od tih k− 1

pripada uniji skupa (Y )n+1
1 i skupa poqetnih k − 1 elemenata skupa N − (Y )n+1

1 .
Dakle, skup FY je podskup te unije i oqigledno se sastoji od elemenata skupa
(Y )n+1

1 i najvixe k − 1 poqetnih elemenata skupa N− (Y )n+1
1 . Kada se ovom skupu

doda jox h(Y ), vidimo da (∗) va�i. Primetimo da iz (∗) sledi da je h(Y ) 6 2k+ 1
kada je |Y − {n+ 1}| = k.

Napomena 4.5.1. Ako su Y i Z elementi skupa H i Z ⊂ Y , onda je h(Z) element
skupa FY . Dakle, h(Y ) 6= h(Z). Tako�e, ako je n+ 1 6= i ∈ Y ∈ H, onda je h(Y ) 6= i.

Definiximo funkciju

f : F(Stn)→ [2n− 1− bn− 1

2
c]

na slede�i naqin:

neka je f({1}) = f({n+ 1}) = 1;

za 2 6 i 6 n, neka je f({i}) = i;

za 1 6 k 6 bn−1
2
c i za Y koje je takvo da je |Y − {n+ 1}| = k, neka je f(Y ) = h(Y )

(u ovom sluqaju h(Y ) ∈ [n]);

za k > bn−1
2
c i Y koje je takvo da je |Y −{n+ 1}| = k, neka je f(Y ) = n+k−bn−1

2
c.

Teorema 4.5.1. Funkcija f je pravilno bojeǌe pǉosni zvezdoedra Stn.

Dokaz: Dovoǉno je uvideti da iz Napomene 4.5.1 sledi da za dve pǉosni Y i Z,
takve da je Z ⊂ Y ∈ H i da je |Y − {n+ 1}| 6 bn−1

2
c, va�i f(Y ) 6= f(Z).

Posledica 4.5.2. χ(Stn) 6 2n− 1− bn−1
2
c.

Na kraju, suprotno oqekivaǌu, ispostavilo se da sve ispitivane klase prostih
politopa imaju visoke hromatske brojeve. Ovaj rezultat je, ipak, vrlo intere-
santan, s obzirom da se radi o Delcanovim politopima koji dopuxtaju kvazi-
torusnu strukturu.

116



Dodatak A

Softverska rexe�a

A.1 Grashoper (Rhinoceros/Grasshopper)

Uz pomo� Grashopera, grafiqko-algoritamskog editora i softverskog do-
datka za vizuelno programiraǌe i podrxku modelovaǌu trodimenzionalnih geo-
metrijskih formi ([35], [41]), kreirana je aplikacija, tzv. definicija, koja
generixe politope nastale sukcesivnim zarubǉivaǌem tetraedra, tj. 3-simple-
ksa (Slika A.1). Korisniku ove aplikacije je omogu�eno da, i bez naroqitog
poznavaǌa ovog alata, jednostavno oznaqi temena i ivice koje se odsecaju i
na taj naqin generixe trodimenzionalan model 3-nestoedra po izboru. Ispro-
gramirana je i parametarska kontrola dubine zarubǉivaǌa. Korisnik je pode-
xava na klizaqu numeriqkih vrednosti koje predstavǉaju udaǉenost novonastale
strane od te�ixta tetraedra. Neki od rezultata prikazani su na Slici A.2 i
Slici A.4.

Slika A.1: Struktura i detaǉ definicije
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Ova definicija je daǉe nadogra�ena sa ciǉem realizacije i narednog inter-
vala zarubǉivaǌa, odnosno modelovaǌa politopa koji nastaju zarubǉivaǌem
3-nestoedara, poput permutoasociedra (Slika A.3).

Slika A.2: Trodimenzionalni modeli asociedara

Slika A.3: Trodimenzionalni modeli permutoasociedra
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Slika A.4: Trodimenzionalni modeli nestoedara

A.2 Polimejk (polymake/Perl)

Za proraqune i testiraǌa raznih svojstava politopa spomenutih u ovoj di-
sertaciji, intenzivno je korix�en Polimejk, softver nameǌen upravo prouqa-
vaǌu kombinatornih i geometrijskih karakteristika politopa i poliedara [18].
Ve� u sluqaju 3-politopa, ruqna izraqunavaǌa postaju izuzetno obimna i zah-
tevna, a u sluqaju ve�ih dimenzija gotovo neizvodǉiva. Uz podrxku ovog soft-
verskog alata, koji poseduje preko 230 funkcija za rad sa politopima, mogu�a
je analiza i izraqunavaǌe svih pojmova koji se pridru�uju jednom politopu
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(dimenzija, skup temena, skup pǉosni, mre�a strana, f-vektor, graf, jednaqine
graniqnih poluprostora, normalni konusi, lepeza itd.), kao i provera svojsta-
va i utvr�ivaǌe odnosa sa drugim politopima (testiraǌe da li je prost, kom-
bintorno ili normalno ekvivalentan drugom politopu itd.). Za vixe detaǉa
preporuqujemo [22] i [23].

U nastavku je ilustovano kako se kroz interaktivnu komandnu liniju kreira
2-permutoasociedar PA2. Potpuno analogno se definixu i slo�eniji politopi
ve�ih dimenzija. Osim ilustrovanog naqina, navo�eǌem liste nejednaqina i
jednaqina koje odgovaraju poluprostorima i hiperravnima koje definixu poli-
top, dostupne se u i komande za definisaǌe politopa kao konveksnog omotaqa
liste taqaka.

polytope> $nejednakosti=new Matrix<Rational>([[-3,1,0,0],[-3,0,1,0],[-3,0,0,1],

[-9,1,1,0],[-9,1,0,1],[-9,0,1,1],[-12.5,0,1,2],[-12.5,0,2,1],[-12.5,2,1,0],

[-12.5,1,2,0],[-12.5,1,0,2],[-12.5,2,0,1]]);

polytope> $pa_2=new Polytope<Rational>(INEQUALITIES=>$nejednakosti,

EQUATIONS=>[[-27,1,1,1]]);

polytope>

Polimejk, qiji interaktivni jezik je i sam svojevrsni dijalekt programskog
jezika Perl, prepoznaje i prevodi komande pisane Perl jezikom, a dopuxta i
pokretaǌe skript datoteka pisanih ovim jezikom (ekstenzija .pl). Primetimo
da bi ve� za interaktivno definisaǌe politopa PA3 bilo neophodno otkucati 62
vektora koji odgovaraju graniqnim poluprostorima ovog politopa. S obzirom
da se politop PAn definixe formulom, tj. algoritamski, prirodno je ispro-
gramirati skript koji prema tom algoritmu generixe PAn za n po izboru,
odnosno za n koje korisnik interaktivno navodi u komandnoj liniji pri pokre-
taǌu skripta. U nastavku je ponu�eno jedno rexeǌe (skript saquvan u datoteci
permutoasociedar.pl), koje je propra�eno i demonstracijom ǌegovog poziva iz
komandne linije.

1 #!/usr/bin/perl

use application "polytope";

3

sub permute (&@);

5

my $n=$ARGV[0]; #ucitavanje dimenzije permutoasociedra

7

#kreiranje jednachine hiperravni

9 my @lista;

my $c=-3**($n+1);

11 push(@lista,$c);

for(my $i=1;$i<$n+2;$i++){

13 push(@lista,1);

};

15 my $jednakost = new Vector<Rational>(@lista);

17 #kreiranje matrice (liste vektora) nejednachina poluprostora

my @nejednakosti;

19 for(my $k=1;$k<=$n;$k++){

for(my $l=0;$l<=($n-$k);$l++){

21 my $kael=((3**($l+1)*(3**$k-1))/2+(3**$k-3*$k)/(3**$n-$n-1))*(-1);

#za jedan par k i l ($kael)--jedan vektor i sve njegove permutacije
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23 my @kl_lista;

for(my $i=0;$i<$n+1-$k-$l;$i++){

25 push(@kl_lista,0);

};

27 for(my $i=1;$i<$k;$i++){

push(@kl_lista,$i);

29 };

for(my $i=0;$i<$l+1;$i++){

31 push(@kl_lista,$k);

};

33 my @permutacije; #niz permutacija za tekuci par k i l

permute { push(@permutacije,"@_");}

35 @kl_lista;

for(my $i=0;$i<=$#permutacije;$i++){

37 #print @permutacije[$i].":"; testiranje ispisa jedne permutacije

my @values = split(' ', @permutacije[$i]);

39 unshift(@values,$kael);

my $kl_vektor = new Vector<Rational>(@values);

41 push(@nejednakosti,$kl_vektor);

};

43 };

};

45 my $pa_nejednakosti=new Matrix<Rational>(\@nejednakosti);

my $permutoasociedar=new Polytope<Rational>(INEQUALITIES=>$pa_nejednakosti,

EQUATIONS=>[$jednakost]);

47 print "Politop PA_$n je kreiran.\n";

return $permutoasociedar;

49

#metod permutacije

51 sub permute (&@) {

my $code = shift;

53 my @idx = 0..$#_;

while ( $code->(@_[@idx]) ) {

55 my $p = $#idx;

--$p while $idx[$p-1] > $idx[$p];

57 my $q = $p or return;

push @idx, reverse splice @idx, $p;

59 ++$q while $idx[$p-1] > $idx[$q];

@idx[$p-1,$q]=@idx[$q,$p-1];

61 }

}

polytope> $pa_3=script("permutoasociedar.pl",3);

polytope> Politop PA_3 je kreiran.

polytope> $pa_4=script("permutoasociedar.pl",4);

polytope> Politop PA_4 je kreiran.

polytope> $pa_3->SIMPLE;

polytope> 1

polytope> $pa_4->DIM;

polytope> 4

polytope> $pa_3->F_VECTOR;

polytope> 120 180 62
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polytope> $pa_4->F_VECTOR;

polytope> 1680 3360 2020 340

polytope>

Va�no je napomenuti da po zatvaraǌu sesije nestaju svi politopi i drugi ob-
jekti koji su tokom te sesije definisani. Konkretno, pri svakoj slede�oj sesiji,
za rad sa permutoasociedrom PAn potrebno ga je ponovo definisati, tj. ponovo
pozvati skript. U sluqaju velikih vrednosti broja n, Polimejk zahteva odre�e-
no vreme da definixe tako slo�en politop. Iz tog razloga, preporuqǉivo je da
se ovaj politop, ali i svaki drugi sa kojim �e se izvesno baratati i u narednim
sesijama, odmah po prvom definisaǌu saquva u nekoj datoteci funkcijom save.

polytope> save($pa_3,"ime_datoteke_pa_3";

polytope> save($pa_4,"ime_datoteke_pa_4";

polytope>

U bilo kojoj od narednih sesija, politopi se iz ovih datoteka efikasno uqitaju
funkcijom load.

polytope> $pa_3=load("ime_datoteke_pa_3.poly";

polytope> $pa_4=load("ime_datoteke_pa_4.poly";

polytope>

Kako Polimejk podr�ava i sumiraǌe Minkovskog pomo�u binarne funkcije
minkowski_sum, sve sume iz Pododeǉka 3.3.1 i Pododeǉka 3.3.2 se ovom funkci-
jom mogu definisati i daǉe analizirati. Konkretno, 2-permutoasociedar M2

(videti Pododeǉak 3.3.1) se generixe na slede�i naqin:

polytope> $e=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,0],[1,0,1,0],[1,0,0,1]]);

polytope> $e1=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,0]]);

polytope> $e2=new Polytope(POINTS=>[[1,0,1,0]]);

polytope> $e3=new Polytope(POINTS=>[[1,0,0,1]]);

polytope> $e4=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,0],[1,0,1,0]]);

polytope> $e5=new Polytope(POINTS=>[[1,1,0,0],[1,0,0,1]]);

polytope> $e6=new Polytope(POINTS=>[[1,0,1,0],[1,0,0,1]]);

polytope> $permutoedar=minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(

minkowski_sum(minkowski_sum($e,$e1),$e2),$e3),$e4),$e5),$e6);

polytope> $e7=new Polytope(POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,2,0],[1,1,0,1]]);

polytope> $e8=new Polytope(POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,2,0],[1,0,1,1]]);

polytope> $e9=new Polytope(POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,0,2],[1,1,1,0]]);

polytope> $e10=new Polytope(POINTS=>[[1,2,0,0],[1,0,0,2],[1,0,1,1]]);

polytope> $e11=new Polytope(POINTS=>[[1,0,2,0],[1,0,0,2],[1,1,1,0]]);

polytope> $e12=new Polytope(POINTS=>[[1,0,2,0],[1,0,0,2],[1,1,0,1]]);

polytope> $pa_2=minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_sum(minkowski_

sum(minkowski_sum($permutoedar,$e7),$e8),$e9),$e10),$e11),$e12);

polytope> $pa_2->F_VECTOR;

12 12
polytope> $pa_2->VERTICES;

1 1 5 13
1 13 1 5
1 13 5 1
1 2 14 3
1 3 2 14
1 5 13 1
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1 3 14 2
1 14 2 13
1 2 3 14
1 14 13 2
1 5 1 13
1 1 13 5
polytope> $pa_2->FACETS;

-1 0 1 0
-1 0 0 1
18 0 -1 -1
14 0 0 -1
31 0 -2 -1
14 0 -1 0
12 0 1 -1
31 0 -1 -2
12 0 -1 1
-7 0 2 1
-5 0 1 1
-7 0 1 2
polytope>

Dakle, kreirani politop je dvanaestougao qija su temena sve permutacije
koordinata taqaka (1, 5, 13) i (2, 3, 14), a mo�e se definisati i kao presek hiper-
ravni x1 + x2 + x3 = 19 i graniqnih poluprostora

xi > 1, xi + xj > 5, xi + 2xj > 7,

pri qemu su i i j razliqiti elementi skupa [3].
Analogno se utvr�uje i da je parcijalna suma S ′ iz Pododeǉka 3.3.2 konveksni

omotaq svih permutacija koordinata taqaka (1, 7, 17, 62), (1, 6, 19, 61) i (2, 5, 18, 62).
Mo�e se definisati i kao presek graniqnih poluprostora

xi3 > 1, xi2 + xi3 > 7, xi1 + xi2 + xi3 > 25, xi1 + 2xi2 + 3xi3 > 34,

sa hiperravni x1 + x2 + x3 + x4 = 87, pri qemu su i1, i2 i i3 me�usobno razliqiti
elementi skupa [4]. Svi sabirci koji se dodaju permutoedru S, do definisaǌe
konaqne sume S ′, qine skup koji zarubǉuje permutoedar S, odnosno S ′ je kombina-
torno ekvivalentan politopu koji nastaje sukcesivnom zarubǉivaǌem permuto-
edra S odsecaǌem svih temena. Ovo se utvr�uje tokom generisaǌa politopa S ′,
korak po korak, dodavaǌem jednog po jednog sabirka i analizom svake dobijene
parcijalne sume. Kombinatorna ekvivalencija se proverava binarnom funkcijom
isomorphic.

Sliqno, politop S ′′ je konveksni omotaq svih permutacija koordinata taqaka
(1, 10, 23, 89), (2, 8, 24, 89), (2, 7, 26, 88) i (1, 8, 27, 87). Tako�e je i preseks graniqnih
poluprostora

xi3 > 1, xi2 + xi3 > 9, xi1 + xi2 + xi3 > 34, xi1 + 2xi2 + 3xi3 > 46, xi1 + 2xi2 + 2xi3 > 44

i hiperravni x1 +x2 +x3 +x4 = 123, gde su i1, i2 i i3 me�usobno razliqiti elementi
skupa [4].

Polimejk pru�a znaqajan broj mogu�nosti za rad i sa drugim tipovima ob-
jekata kao xto su kompleksi, lepeze i torusni varijeteti, a poseduje i skup
alata nameǌen vizuelizaciji geometrije i kombintornih grafova [37].
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Slika A.5: JavaView vizuelizacija permutoasociedara PA2 i M2

A.3 Java (Eclipse/Java)

Za 2 6 n 6 7, slede�i program, napisan na programskom jeziku Java [1], kreira
i ispisuje elemente kompleksa C1 i C, koji redom odgovaraju n-permutoedru
i prostom n-permutoasociedru. Ilustrovan je ispis 0-strana (maksimalnih
1-ugǌe��enih skupova) i 2-strana 4-permutoasociedra. Umesto skupa [n + 1],
korix�en je skup poqetnih n + 1 slova abecede. Program je koncipiran na ob-
jektno-orjentisanom nasle�ivaǌu (klase Politop/Permutoedar/AsociedarBaziran-

NaPerm), qime je ostavǉena mogu�nost relativno jednostavnog proxirivaǌa pro-
grama i na druge komplekse ugǌe��enih skupova, koji odgovaraju proizvoǉnim
nestoedrima baziranim na permutoedru, tj. permutonestoedrima (videti Pod-
odeǉak 1.2.3).

import java.util.ArrayList;

2 import java.util.HashSet;

4 public class Politop {

protected int n; //dimenzija

6 protected String rec; // konkatenacija slova azbuke

protected ArrayList<ArrayList<String>> konstrukcije; //temena

8 //strane baziranog politopa

protected ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> temenaBaziranog;

10 protected ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> iviceBaziranog;

protected ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> dvaStraneBaziranog;

12 protected ArrayList<Integer> brojTemena2Dstrana;

protected HashSet<String> feseti;

14 //npr. broj maksimalnih 1-ugnjezdjenih skupova izvedenih iz jednog maksimalnog

0-ugnjezdjenog skupa

protected int brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica;

16

public Politop(int n, String slova) {

18 super();

this.n = n;

20 this.rec=new String(slova);

konstrukcije=new ArrayList<>();

22 temenaBaziranog=new ArrayList<>();
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iviceBaziranog=new ArrayList<>();

24 dvaStraneBaziranog=new ArrayList<>();

brojTemena2Dstrana=new ArrayList<>();

26 feseti=new HashSet<>();

}

28

public Politop(int n, String slova,int ind){

30 super();

this.n = n;

32 this.rec=new String(slova);

konstrukcije=new ArrayList<>();

34 temenaBaziranog=new ArrayList<>();

iviceBaziranog=new ArrayList<>();

36 dvaStraneBaziranog=new ArrayList<>();

brojTemena2Dstrana=new ArrayList<>();

38 feseti=new HashSet<>();

}

40

protected void postaviFesete(){

42 for (int i = 0; i < konstrukcije.size(); i++)

for (int j = 0; j < konstrukcije.get(i).size(); j++)

44 if (!feseti.contains(konstrukcije.get(i).get(j)))

feseti.add(konstrukcije.get(i).get(j));

46 }

48 //ispis pljosni

protected void ispisiSveFesete(){

50 System.out.println("Pljosni:");

int brojac=1;

52 for(String i:feseti){

System.out.println(brojac+". "+i);

54 brojac++;

}

56 }

58 //brise jedan karakter iz stringa na zadatoj poziciji

protected static String skloniKarakter(String str, Integer n) {

60 String front = str.substring(0, n);

String back = str.substring(n+1, str.length());

62 return front + back;

}

64

//ispisuje string u skupovnom formatu bez zagrada

66 public static void ispisiString(String s){

for (int i = 0; i < s.length(); i++) {

68 System.out.print(s.charAt(i));

if(i!=s.length()-1)

70 System.out.print(",");

}

72 }

74 //ispisuje jedan konstrukt, tj. jednu stranu

public void ispisiKonstrukt(ArrayList<String> k){
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76 System.out.print("{");

for (int i = 0; i < k.size(); i++) {

78 System.out.print("{");

ispisiString(k.get(i));

80 System.out.print("}");

if(i!=k.size()-1)

82 System.out.print(",");

}

84 System.out.print(" }");

System.out.println();

86 }

88 //ispisuje listu ugnjezdjenih skupova (listu listi stringova)

public void ispisiSveKonstrukte(ArrayList<ArrayList<String>> lista){

90 for (int i = 0; i < lista.size(); i++) {

System.out.println((i+1)+". "); //sa rednim brojem

92 ispisiKonstrukt((lista.get(i)));

System.out.println();

94 }

}

96

public void ispisJedneBazirane(ArrayList<ArrayList<String>> bazirana) {

98 for (int i = 0; i < bazirana.size(); i++) {

System.out.print("{");

100 for (int j = 0; j < bazirana.get(i).size(); j++) {

System.out.print("{");

102 ispisiString(bazirana.get(i).get(j));

System.out.print("}");

104 if(j!=bazirana.get(i).size()-1)

System.out.print(",");

106 }

System.out.print("}");

108 if(i!=bazirana.size()-1)

System.out.print(", ");

110 }

}

112

public void ispisiSveBazKons(ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> bazirane){

114 for (int i = 0; i < bazirane.size(); i++) {

System.out.print((i+1)+". {"); //sa rednim brojem

116 ispisJedneBazirane(bazirane.get(i));

System.out.println(" }");

118 }

}

120

protected void postaviIviceBaziranog(int deo) {

122 //iz maskimalnog 1-ugnjezdjenog skupa izbaciti jedan element i ukloniti duplikate

ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> iviceDuplikati=new ArrayList<>();

124 if (deo==0){

for (int i = 0; i < brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica; i++) {

126 /*i-ta konstrukcija*/

for (int j = 0; j < temenaBaziranog.get(i).size(); j++) {

128 /*izbacujemo j-ti element*/
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ArrayList<ArrayList<String>> nova=new ArrayList<>();

130 for (int k = 0; k<temenaBaziranog.get(i).size(); k++)

if (j!=k)

132 nova.add(temenaBaziranog.get(i).get(k));

iviceDuplikati.add(nova);

134 }

}

136 }

else{

138 for (int i = 0; i < temenaBaziranog.size(); i++) {

/*i-ta konstrukcija*/

140 for (int j = 0; j < temenaBaziranog.get(i).size(); j++) {

/*izbacujemo j-ti element*/

142 ArrayList<ArrayList<String>> nova=new ArrayList<>();

for (int k = 0; k<temenaBaziranog.get(i).size(); k++)

144 if (j!=k) nova.add(temenaBaziranog.get(i).get(k));

iviceDuplikati.add(nova);

146 }

}

148 }

iviceBaziranog.add(iviceDuplikati.get(0));

150 for (int i = 1; i < iviceDuplikati.size(); i++) {

boolean indikator=false;

152 for (int j = 0; j < iviceBaziranog.size() && !indikator; j++)

if (iste(iviceBaziranog.get(j), iviceDuplikati.get(i)))

154 indikator=true;

/*dodajemo i-tu ako je nije bilo medju j-ovima, tj. ako indikator nije promenjen*/

156 if (!indikator)

iviceBaziranog.add(iviceDuplikati.get(i));

158 }

}

160

/*mogu biti iste do na permutaciju*/

162 protected boolean iste(ArrayList<ArrayList<String>>

prva,ArrayList<ArrayList<String>> druga){

if (prva.size()!=druga.size())

164 return false;

else{

166 /*uporediti jednu po jednu - bazirane su razlicite ako je bar jedan par

odgovarajucih razlicit*/

for (int i = 0; i < prva.size(); i++)

168 if(razliciteListeStringova(prva.get(i),druga.get(i)))

return false;

170 return true;

}

172 }

174 protected boolean razliciteListeStringova(ArrayList<String>

prva,ArrayList<String> druga) {

/*liste su razlicite ako su razlicite kao skupovi*/

176 HashSet<String> prvi=new HashSet<String>(prva);

HashSet<String> drugi=new HashSet<String>(druga);

178 return (!prvi.equals(drugi));
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}

180

protected void postaviDvaStraneBaziranog(){

182 //iz svake ivice izbaciti jedan element i ukloniti duplikate

ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> dvaStraneSaDuplikatima=new

ArrayList<>();

184

for (int i = 0; i < iviceBaziranog.size(); i++) {

186 /*i-ta ivica*/

for (int j = 0; j < iviceBaziranog.get(i).size(); j++) {

188 /*izbacujemo j-ti element*/

ArrayList<ArrayList<String>> nova=new ArrayList<>();

190 for (int k = 0; k<iviceBaziranog.get(i).size(); k++)

if (j!=k)

192 nova.add(iviceBaziranog.get(i).get(k));

dvaStraneSaDuplikatima.add(nova);

194 }

}

196 dvaStraneBaziranog.add(dvaStraneSaDuplikatima.get(0));

for (int i = 1; i < dvaStraneSaDuplikatima.size(); i++) {

198 boolean indikator=false;

for (int j = 0; j < dvaStraneBaziranog.size() && !indikator; j++)

200 if (iste(dvaStraneBaziranog.get(j), dvaStraneSaDuplikatima.get(i)))

indikator=true;

202 /*dodajemo i-tu ako je nije bilo medju j-ovima, tj.ako indikator nije promenjen*/

if (!indikator)

204 dvaStraneBaziranog.add(dvaStraneSaDuplikatima.get(i));

}

206 }

208 protected void postaviBrojaceTemena2StranaBazirnog(){

for (int i = 0; i < dvaStraneBaziranog.size(); i++) {

210 int brojac=0;

for (int j = 0; j < temenaBaziranog.size(); j++)

212 if(podskupBazirane(dvaStraneBaziranog.get(i),temenaBaziranog.get(j)))

brojac++;

214 brojTemena2Dstrana.add(brojac);

}

216 }

218 /*ako je strana podskup konstrukcije, onda sadrzi teme*/

public boolean podskupBazirane(ArrayList<ArrayList<String>> stranaBazirana,

ArrayList<ArrayList<String>> konstrukcijBazirana ){

220 if ((stranaBazirana.size()+2)!=(konstrukcijBazirana.size()))

return false;

222 for (int i = 0; i < stranaBazirana.size(); i++)

if (!konstrukcijBazirana.contains(stranaBazirana.get(i)))

224 return false;

return true;

226 }

}

1 import java.util.ArrayList;
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3 public class Permutoedar extends Politop{

//maksimalni 0-ugnjezdjeni skupovi

5 protected static ArrayList<ArrayList<String>> konstrukcije(String ulaz){

ArrayList<ArrayList<String>> listaSvih=new ArrayList<ArrayList<String>>();

7 int brojSlova=ulaz.length();

ArrayList<String> tekucaKonstrukcija=new ArrayList<>();

9

if (brojSlova==1){

11 tekucaKonstrukcija.add(ulaz);

listaSvih.add(tekucaKonstrukcija);

13 }

else{

15 for (int i = 0; i < brojSlova; i++) {

ArrayList<ArrayList<String>> rekurzija=konstrukcije(skloniKarakter(ulaz,

i));

17 for (int j = 0; j < rekurzija.size(); j++)

rekurzija.get(j).add(ulaz);

19 for (int j = 0; j < rekurzija.size(); j++)

listaSvih.add(rekurzija.get(j));

21 }

}

23 return listaSvih;

}

25

public Permutoedar(int n, String slova) {

27 super(n,slova);

super.konstrukcije=konstrukcije(skloniKarakter(rec, 0));

29 for (int i = 1; i < rec.length(); i++)

super.konstrukcije.addAll(konstrukcije(skloniKarakter(rec, i)));

postaviFesete();

31 }

33 public Permutoedar(int n, String slova,int ind) {

// TODO Auto-generated constructor stub

35 super(n,slova);

super.konstrukcije=konstrukcije(skloniKarakter(rec, 0));

37 for (int i = 1; i < rec.length(); i++)

super.konstrukcije.addAll(konstrukcije(skloniKarakter(rec, i)));

postaviFesete();

39 }

}

import java.util.ArrayList;

2

public class AsociedarBaziranNaPerm extends Permutoedar{

4 public AsociedarBaziranNaPerm(int n, String slova) {

// TODO Auto-generated constructor stub

6 super(n, slova);

rasparcaj();

8 postaviIviceBaziranog(0);

postaviDvaStraneBaziranog();

10 postaviBrojaceTemena2StranaBazirnog();
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}

12

public AsociedarBaziranNaPerm(int n, String slova,int ind) {

14 // TODO Auto-generated constructor stub

super(n, slova,ind);

16 }

18 protected void rasparcaj() {

// TODO Auto-generated method stub---samo jedno teme

20 ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>>

odJednogTemena=rasparcajKonstrukciju(konstrukcije.get(0));

temenaBaziranog.addAll(odJednogTemena);

22 brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica=odJednogTemena.size();

}

24

public static ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>>

rasparcajKonstrukciju(ArrayList<String> lista) {

26 // TODO Auto-generated method stub

//rasparcavanje prema stazi koja odgovara asociedru

28 ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> sveOdJedne=new ArrayList<>();

int k=lista.size();

30 if (k==1){ //jedan string, npr. { {30} } i to je jedna jedina

ArrayList<ArrayList<String>> udebljana=new ArrayList<>();

32 udebljana.add(lista);

sveOdJedne.add(udebljana);

34 }

else if(k==2){ //dva stringa i uvek su susedna

36 // a ab { {15},{15,30} }

// b ab { {30},{15,30} }

38 ArrayList<String> najveci=new ArrayList<>();

najveci.addAll(lista);

40 ArrayList<String> lista1=new ArrayList<>();

ArrayList<String> lista2=new ArrayList<>();

42 lista1.add(lista.get(0));

lista2.add(lista.get(1));

44 ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>>

rekurzija1=rasparcajKonstrukciju(lista1);

ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>>

rekurzija2=rasparcajKonstrukciju(lista2);

46 rekurzija1.get(0).add(najveci); //sigurni smo da je samo jedna

rekurzija2.get(0).add(najveci); //sigurni smo da je samo jedna

48 sveOdJedne.addAll(rekurzija1);

sveOdJedne.addAll(rekurzija2);

50 }

else{ //barem 3 stringa i briramo koji izbacujemo

52 ArrayList<String> najveci=new ArrayList<>();

najveci.addAll(lista);

54 for (int i = 0; i < k; i++) {

if(i==0 || i==(k-1)){

56 //izbacujemo prvi ili poslednji-ostaje povezan

//kreiramo kopiju liste bez i-tog elementa

58 ArrayList<String> nova=new ArrayList<>();

nova.addAll(lista);
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60 nova.remove(i);

ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>>

rekurzija=rasparcajKonstrukciju(nova);

62 /*u svaki rezultat dodajemo najveci*/

int brojeRekurzivnihRezultata=rekurzija.size();

64 for (int j = 0; j < brojeRekurzivnihRezultata; j++)

rekurzija.get(j).add(najveci);

66 sveOdJedne.addAll(rekurzija);

}

68 else{ //izbacujemo neki iz sredine-postaje nepovezan

ArrayList<String> lista1=new ArrayList<>();

70 ArrayList<String> lista2=new ArrayList<>();

for (int j = 0; j < i; j++)

72 lista1.add(lista.get(j));

for (int j = i+1; j < lista.size(); j++)

74 lista2.add(lista.get(j));

ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>>

rekurzija1=rasparcajKonstrukciju(lista1);

76 ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>>

rekurzija2=rasparcajKonstrukciju(lista2);

/*ukrstanje dve liste*/

78 for (int j = 0; j < rekurzija1.size(); j++) {

for (int j2 = 0; j2 < rekurzija2.size(); j2++) {

80 ArrayList<ArrayList<String>> nova=new ArrayList<>();

nova.addAll(rekurzija1.get(j));

82 nova.addAll(rekurzija2.get(j2));

nova.add(najveci);

84 sveOdJedne.add(nova);

}

86 }

}

88 }

}

90 return sveOdJedne;

}

92 }

import java.util.ArrayList;

2

public class AsociedarBaziranNaPermCeo extends AsociedarBaziranNaPerm{

4 public AsociedarBaziranNaPermCeo(int n, String slova) {

// TODO Auto-generated constructor stub

6 super(n, slova);

}

8

public AsociedarBaziranNaPermCeo(int n, String slova, int indikNeSve) {

10 // TODO Auto-generated constructor stub

super(n, slova, indikNeSve);

12 rasparcaj();

postaviIviceBaziranog(indikNeSve);

14 postaviDvaStraneBaziranog();

postaviBrojaceTemena2StranaBazirnog();

16 }
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18 @Override

protected void rasparcaj() {

20 // TODO Auto-generated method stub

/*u prvoj iteraciji je potrebno da zapamti koliko je nastalo baziranih

konstrukcija od jedne staze*/

22 boolean indik=true;

ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> baziraneSaDuplikatima=new ArrayList<>();

24 for (int i = 0; i < konstrukcije.size(); i++) {

ArrayList<ArrayList<ArrayList<String>>> odJednogTemena=new ArrayList<>();

26 odJednogTemena=rasparcajKonstrukciju(konstrukcije.get(i));

if (indik){

28 brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica=odJednogTemena.size();

System.out.println("Od jednog maksimalnog 0-ugnjezdjenog skupa nastalo je

"+brojBaziranihKonstrukcijaJednogGrafcica+" maksimalnih 1-ugnjezdjenih

skupova.");

30 indik=false;

}

32 baziraneSaDuplikatima.addAll(odJednogTemena);

}

34 //viskovi

temenaBaziranog.add(baziraneSaDuplikatima.get(0));

36 for (int i = 1; i < baziraneSaDuplikatima.size(); i++) {

boolean indikator=false;

38 for (int j = 0; j < temenaBaziranog.size() && !indikator; j++)

if (iste(temenaBaziranog.get(j), baziraneSaDuplikatima.get(i)))

40 indikator=true;

//dodajemo i-tu ako je nije bilo medju j-ovima, tj.ako indikator nije promenjen

42 if (!indikator)

temenaBaziranog.add(baziraneSaDuplikatima.get(i));

44 }

}

46 }

import java.util.ArrayList;

2 import java.util.Scanner;

4 public class Mejn {

//ucitavanje dimenzije politopa sa standardnog ulaza

6 private static int ucitajDimenzijuPermutoedra(){

System.out.println("Unesite dimenziju permutoasociedra:");

8 Scanner ulaz=new Scanner(System.in);

int n=ulaz.nextInt();

10 ulaz.close();

return n;

12 }

14 //kreiranje azbuke od n+1 slova

private static String inicijalizacijaSlova(int n){

16 char[] niz=new char[n];

for (int i = 0; i < n; i++) {

18 niz[i]=(char)(97+i);

}
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20 String rec=new String(niz);

return rec;

22 }

24 public static void testirajPermutoedar(){

int n=ucitajDimenzijuPermutoedra();

26 String rec=inicijalizacijaSlova(n+1);

Permutoedar p=new Permutoedar(n,rec);

28 System.out.println("0-ugnjezdjeni skupovi:");

p.ispisiSveKonstrukte(p.konstrukcije);

30 p.ispisiSveFesete();

}

32

public static void main(String[] args) {

34 int n=ucitajDimenzijuPermutoedra();

String rec=inicijalizacijaSlova(n+1);

36 //testirajPermutoedar();

AsociedarBaziranNaPermCeo ceo=new AsociedarBaziranNaPermCeo(n, rec,0);

38 System.out.println("Ukupno maksimalnih 0-ugnjezdjenih skupova:

"+ceo.konstrukcije.size()+".");

System.out.println("Maksimalni 1-ugnjezdjeni skupovi (0-strane):");

40 ceo.ispisiSveBazKons(ceo.temenaBaziranog);

System.out.println();

42 System.out.println("2-strane izvedene iz jednog maksimalnog 0-ugnjezdjenog

skupa i broj temena svake od njih:");

ceo.ispisiSveBazKons(ceo.dvaStraneBaziranog);

44 //System.out.println("Broj temena ovih 2-strana:");

for (int i = 0; i < ceo.brojTemena2Dstrana.size(); i++)

46 System.out.println((i+1)+". strana: "+ceo.brojTemena2Dstrana.get(i)+"

temena.");

}

48 }

Unesite dimenziju permutoasociedra:

4

Od jednog maksimalnog 0-ugnjezdjenog skupa nastalo je 14 maksimalnih

1-ugnjezdjenih skupova.

Ukupno maksimalnih 0-ugnjezdjenih skupova: 120.

Maksimalni 1-ugnjezdjeni skupovi (0-strane):

1. { {{c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},

{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

2. { {{b,c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},

{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

3. { {{d,e}}, {{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},

{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

4. { {{d,e}}, {{d,e},{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},

{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }

5. { {{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}},

{{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} }
...

119. { {{e}}, {{b,c,d,e}}, {{b,d,e},{b,c,d,e}}, {{e},{b,e},{b,d,e},{b,c,d,e}} }

120. { {{e}}, {{e},{b,e}}, {{b,c,d,e}}, {{e},{b,e},{b,d,e},{b,c,d,e}} }
...
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1679. { {{a}}, {{a},{a,b}}, {{a},{a,b},{a,b,c}}, {{a},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}} }

1680. { {{a,b}}, {{a},{a,b}}, {{a},{a,b},{a,b,c}},

{{a},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}} }

2-strane izvedene iz jednog maksimalnog 0-ugnjezdjenog skupa i broj temena svake

od njih:

1. { {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 5

2. { {{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

3. { {{c,d,e},{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

4. { {{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 5

5. { {{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

6. { {{c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}}} 12

7. { {{b,c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 5

8. { {{b,c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

9. { {{b,c,d,e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}} } 12

10. { {{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 5

11. { {{d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

12. { {{d,e}}, {{b,c,d,e}} } 8

13. { {{d,e},{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

14. { {{d,e},{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

15. { {{d,e}}, {{d,e},{c,d,e}} } 8

16. { {{c,d,e}}, {{d,e},{c,d,e}} } 8

17. { {{e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 5

18. { {{e}}, {{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

19. { {{e}}, {{c,d,e}} } 8

20. { {{e}}, {{b,c,d,e}} } 12

21. { {{e},{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 4

22. { {{e},{d,e}}, {{b,c,d,e}} } 4

23. { {{e}}, {{e},{d,e}} } 12

24. { {{d,e}}, {{e},{d,e}} } 12

25. { {{e},{d,e},{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e},{b,c,d,e}} } 5

26. { {{d,e},{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} } 4

27. { {{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} } 4

28. { {{c,d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} } 4

29. { {{e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} } 4

30. { {{e},{d,e}}, {{e},{d,e},{c,d,e}} } 4

U skladu sa Odeǉkom 4.2 i Odeǉkom 4.4, slede�i program izraqunava i
ispisuje hromatski broj n-asociedra i ocene hromatskog broja n-cikloedra za
proizvoǉno n > 3. Ujedno pokazuje da Teorema 4.4.3 daje boǉu gorǌu ocenu od
one koju daje Teorema 4.4.2.

Program sadr�i samo glavnu klasu, pa se jednostavno mo�e prevesti na neki
baziqni proceduralni programski jezik (C, Pascal, Fortran i sl.). Dakle, Java
je u ovom sluqaju izabrana zbog udobnosti, a ne ǌenih objektno-orjentisanih
karakteristika.

import java.util.ArrayList;

2

public class Hromatika {

4 public static void main(String[] args) {

//niz hromatskih brojeva asociedara

6 ArrayList<Integer> asociedri=new ArrayList<>();

asociedri.add(1);

8 asociedri.add(1);
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asociedri.add(3);

10 //gornje granice hromatskih brojeva cikloedra

ArrayList<Integer> cikloedri=new ArrayList<>();

12 cikloedri.add(1);

cikloedri.add(1);

14 cikloedri.add(2);

16 for (int n = 3; n <= 10000; n++) { // n - dimenzija politopa

int hr_br_asoc=0; //hromatski broj tekuceg asociedra

18 int granica_ciklo=0; //gornja ocena hr.broja tekuceg cikloedra

int k=(int)Math.floorDiv(n+1,2);

20 //nizovi A_i i B_i tekuceg asociedra i tekuceg cikloedra

ArrayList<Integer> A_asoc=new ArrayList<>();

22 ArrayList<Integer> B_asoc=new ArrayList<>();

ArrayList<Integer> A_ciklo=new ArrayList<>();

24 ArrayList<Integer> B_ciklo=new ArrayList<>();

A_asoc.add(0); //inicijalizacija nizova

26 A_asoc.add(0);

B_asoc.add(0);

28 B_asoc.add(0);

B_asoc.add(0);

30 A_ciklo.add(0);

A_ciklo.add(0);

32 B_ciklo.add(0);

B_ciklo.add(0);

34 B_ciklo.add(0);

36 for (int i = 2; i <= k; i++) {

int novi_A_asoc=(int)Math.ceil((n+3+B_asoc.get(i))*1.0/i);

38 A_asoc.add(novi_A_asoc);

int novi_B_asoc=n+3+(B_asoc.get(i))-i*(A_asoc.get(i));

40 B_asoc.add(novi_B_asoc);

int novi_A_ciklo=(int)Math.ceil((n+1+B_ciklo.get(i))*1.0/i);

42 A_ciklo.add(novi_A_ciklo);

int novi_B_ciklo=n+1+(B_ciklo.get(i))-i*(A_ciklo.get(i));

44 B_ciklo.add(novi_B_ciklo);

}

46

if (n==(2*k)){

48 int kraj=(int)Math.ceil(((n+3+(B_asoc.get(k+1)))*1.0)/(k+1));

A_asoc.add(kraj);

50 A_ciklo.add(1);

}

52 else{

A_asoc.add(1);

54 A_ciklo.add(0);

}

56

for (int i = 2; i < A_asoc.size(); i++) {

58 hr_br_asoc=hr_br_asoc+A_asoc.get(i);

granica_ciklo=granica_ciklo+A_ciklo.get(i)+1;

60 }

asociedri.add(hr_br_asoc);
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62 cikloedri.add(granica_ciklo);

64 //ispis rezultata

System.out.println(">> Hromatski broj "+n+"-asociedra = "+hr_br_asoc+".");

66 System.out.println("Prva teorema: "+(asociedri.get(n-1)+1)+"<= hromatski broj

"+n+"-cikloedra <= "+(asociedri.get(n-1)+n)+".");

System.out.println("Druga teorema: hromatski broj "+n+"-cikloedra <=

"+granica_ciklo);

68 }

}

70 }

> Hromatski broj 3-asociedra = 4.

Teorema 4.4.2: 4 6 hromatski broj 3-cikloedra 6 6.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 3-cikloedra 6 4.

> Hromatski broj 4-asociedra = 6.

Teorema 4.4.2: 5 6 hromatski broj 4-cikloedra 6 8.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 4-cikloedra 6 6.

> Hromatski broj 5-asociedra = 8.

Teorema 4.4.2: 7 6 hromatski broj 5-cikloedra 6 11.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 5-cikloedra 6 8.

> Hromatski broj 6-asociedra = 10.

Teorema 4.4.2: 9 6 hromatski broj 6-cikloedra 6 14.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 6-cikloedra 6 10.

> Hromatski broj 7-asociedra = 12.

Teorema 4.4.2: 11 6 hromatski broj 7-cikloedra 6 17.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 7-cikloedra 6 13.

> Hromatski broj 8-asociedra = 15.

Teorema 4.4.2: 13 6 hromatski broj 8-cikloedra 6 20.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 8-cikloedra 6 15.

> Hromatski broj 9-asociedra = 17.

Teorema 4.4.2: 16 6 hromatski broj 9-cikloedra 6 24.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 9-cikloedra 6 18.

> Hromatski broj 10-asociedra = 20.

Teorema 4.4.2: 18 6 hromatski broj 10-cikloedra 6 27.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 10-cikloedra 6 21.
...

> Hromatski broj 100-asociedra = 364.

Teorema 4.4.2: 360 6 hromatski broj 10-cikloedra 6 459.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 10-cikloedra 6 406.
...

> Hromatski broj 1000-asociedra = 5815.

Teorema 4.4.2: 5809 6 hromatski broj 1000-cikloedra 6 6808.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 1000-cikloedra 6 6302.
...

> Hromatski broj 5000-asociedra = 37035.

Teorema 4.4.2: 37028 6 hromatski broj 5000-cikloedra 6 42027.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 5000-cikloedra 6 39520.
...

> Hromatski broj 10000-asociedra = 80975.

Teorema 4.4.2: 80967 6 hromatski broj 10000-cikloedra 6 90966.

Teorema 4.4.3: hromatski broj 10000-cikloedra 6 85958.
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