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AUTO-DUALNI SIMPLICIJALNI KOMPLEKSI, WIHOVA

GENERALIZACIJA I PRIMENE U KOMBINATORICI I

GEOMETRIJI

•REZIME.Uovoj tezi se istra`uje kombinatorna struktura auto-dualnih
simplicijalnih kompleksa i wihovih generalizacija, r−neizbe`nih sim-
plicijalnih kompleksa.

Aleksanderov dual simplicijalnog kompleksa K u u ambijentu V , u
oznaci K̂V , predstavqa dovoqno dobar kombinatorni model wegovog kom-
plementa unutar Bierove sfere Bier(K) = K ∗∆ K̂V . Simplicijalni kom-

pleks K je auto-dualan (K ∈ DV ) ako je K = K̂V a pod-dualan (K ∈ SDV )
ako jeK ⊆ K̂V . SergejMelihov je primetio da razli~iti auto-dualni sim-
plicijalni kompleksi mogu da se dobiju razmenom para komplementarnih
simpleksa. Koriste}i ovu opservaciju, uvodimo pojam grafa susedstva
(D[n],NGn) u kojem grane odgovaraju parovima K,L ∈ D[n] takvim da je
K△L = {A, [n]\A}. Pokazuje se da je grafNGn povezan i analizom puteva
koji po~iwu kompleksom∆[n−1] = 2[n−1] ∈ D[n] konstri{u se preslikavawa:

√
: D[n] → SD[n−1],ΛD[n−1] → D[n].

Dokazuje se da je Λ inverzno preslikavawe preslikavawa
√
, {to odmah

imlicira jednakost |D[n]| = |SD[n−1]|. Geometrijskom analizom operatora√
i Λ dokazuje se da je

√
K = Lk({n}) i ΛK = K̂ [n−1]∪CK {to, uz osobinu

da je
√−1 = Λ, implicira da auto-dualni kompleksiK ⊆ 2V za proizvoqno

v ∈ V imaju formu:

K = ̂Lk({v})
V \{v}

∪
(
Lk({v}) ∗∆{v}

)
.

Prethodna jednakost pokazuje da je svaki auto-dualan simplicijalni
kompleks upotpunosti odre|en linkom svojeg proizvoqnog temena {to
zna~ajno pojednostavquje konstrukciju i kombinatornou klasifikaciju
auto-dualnih kompleksa. Analizom dugog ta~nog niza za par (ΛK,K),
pokazuje se da je mogu}e konstruisati auto-dualni simplicijalni kompleks
sa unapred zadatim homolo{kim grupama.

Drugi deo disertacije se bavi alnalizom r−neizbe`nih simplicijal-
nih kompleksa odnosno kompleksa koji imaju osobinu da za svaku particiju
Pr = {A1, . . . , Ar} skupa V na disjunktne podskupove va`i Pr∩K ̸= ∅. Par-
ticiona invarijanta kompleksa K, u oznaci π(K), je najmawe r ∈ N takvo
da je kompleks K r−neizbe`an. Dokazuje se da za spajawe simplcijalnih
kompleksa Ki ⊆ 2Vi va`i nejednakost:



π(K1, ∗ · · · ∗Kn) ≤ π(K1) + · · ·+ π(Kn)− n+ 1

koja se u slu~aju auto-dualnih kompleksa svodi na jednakost. Kako je parti-
ciona invarijanta auto-dualnih kompleksa 2, zakqu~ujemo da ako komleks
K sadr`i spajawe n auto-dualnih kompleksa, tada je π(K) ≤ n+ 1.

U nastavku se analizira particiona invarijanta linearno realizabil-
nih simplicijalnih kompleksa. Uvodi se pojam karakteristi~nog praga ρ
simplicijalnog kompleksa K sa:

ρ(K) = sup{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K}.

gde je ∆n−1 simpleks svih verovatnosnih mera µ : 2[n] → R+. Kako in-
kluzija L ⊆ K implicira da je π(K) ≤ π(L), zakqu~ujemo da izme|u
karakteristi~nog praga ρ i particione invarijante π va`i nejednakost:

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1

koja omogu}ava procenu particione invarijate simplicijalnog kompleksa
tehnikama linearnog programirawa.

• KQU^NE RE^I. Aleksanderov dual, Bierove sfere, auto-dualni kom-
pleksi, triangulacije, kombinatorna klasifikacija, r−neizbe`nost, par-
ticiona invarijanta.
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SELF-DUAL SIMPLICIAL COMPLEXES, THEIR
GENERALIZATION AND APPLICATIONS IN

COMBINATORICS AND GEOMETRY

•ABSTRACT. This thesis is devoted to the study of the combinatorial
structure of self-dual simplicial complexes and their generalizations, r−un-
avoidable simplicial complexes.

The Alexander dual K̂V of a simplicial complex K ⊆ 2V is a good com-
binatorial model of the complement of K within the Bier sphere Bier(K) =

K ∗∆ K̂V . A simplicial complex K is self-dual (K ∈ DV ) if K = K̂V and

sub-dual (K ∈ SDV ) if K ⊆ K̂V . Sergey Melihov has observed that a new
self-dual simplicial complex is obtained by exchanging a pair of two comple-
mentary simplexes. Motivated by this observation, we introduce the neigh-
borhood graph (D[n],NGn) whose edges correspond to the pairs K,L ∈ D[n]

with the propertyK△L = {A, [n]\A}. It is shown that the graphNGn is con-
nected, and by analyzing the paths from the complex ∆[n−1] = 2[n−1] ∈ D[n]

we construct two maps:
√

: D[n] → SD[n−1],ΛD[n−1] → D[n].

The map Λ is the inverse of
√

which implies that |D[n]| = |SD[n−1]|. More

precise analysis of
√

i Λ reveals that
√
K = Lk({n}) and ΛK = K̂ [n−1]∪CK

which, together with
√−1 = Λ, implies that for any K ⊆ 2V and arbitrary

v ∈ V we have:

K = ̂Lk({v})
V \{v}

∪
(
Lk({v}) ∗∆{v}

)
.

Previous equality implies that each self-dual simplicial complex is com-
pletely determined by the link of any of its vertices. This in turn significantly
simplifies constructions and the combinatorial classification of self-dual com-
plexes. By analyzing the long exact sequence of the pair (ΛK,K) we also
construct self-dual simplicial complexes with prescribed homology groups.

In the second part of the dissertation we study the combinatorics of the
so called r−unavoidable simplicial complexes K ⊆ 2V , characterized by the
property that for each partition Pr = {A1, . . . , Ar} of the ambient set V into
disjoint subsets, Pr ∩ K ̸= ∅. The partition invariant π(K) of a simplicial
complex K is the smallest r ∈ N such that the complex K is r−unavoidable.
It is proven that for the join of complexes Ki ⊆ 2Vi there is an inequality:

π(K1, ∗ · · · ∗Kn) ≤ π(K1) + · · ·+ π(Kn)− n+ 1



which, in case of self-dual complexes, reduces to an equality. Since the parti-
tion invariant of all self-dual complexes is 2, we deduce that if the complex K
contains as a subcomplex a join of n self-dual complexes, then π(K) ≤ n+1.

We also analyze the partition invariant of the important class of threshold
complexes. The threshold characteristic ρ of a simplicial complexK is defined
as:

ρ(K) = sup{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K}

where ∆n−1 is the simplex of all probability measures µ : 2[n] → R+. Since
the inclusion L ⊆ K implies π(K) ≤ π(L), we conclude that the threshold
characteristic ρ and the partition invariant π satisfy the inequality:

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1

which enables us to estimate the partition invariant of a complex K using
linear programming techniques.

• KEYWORDS. Alexander dual, Bier spheres, self-dual complexes, trian-
gulations, combinatorial classification, r−unavoidability , partition invariant.

• SCIENTIFIC AREA. Mathematics
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• UDC.
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Predgovor

DoktorantTimotijevi}Marinko je upisaodoktorske studijeTopologi-
je{kolske 2012/2013 naMatemati~komfakultetuUniverziteta u Beogradu.
Tokom studija, polo`io je predmete Algebarsku topologiju, Topolo{ku
kombinatoriku i Odabrana poglavqa Algebarske topologije kod prof.
dr Sini{e Vre}ice, Teoriju Morsa, Diferencijalnu topologiju i PL
topologiju kod prof. dr Vladimira Gruji}a, K-teoriju i Diskretnu i
ra~unarsku topologiju kod prof. dr Radeta @ivaqevi}a.

Kao deo kursa Diskretne i ra~unarske topologije, doktorant je kon-
struisao veliki broj kompjuterskih programa. Tu se posebno isti~u pro-
grami za odre|ivawe kombinatornih invarijanti simplicijalnih kom-
pleksa tehnikama linearnog programirawa koji se navode u Poglavqu 4,
kao i program za utvr|ivawe }elijske strukture simplicijalnih kompleksa
pomo}uDiskretne teorijeMorsa koji omogu}ava ra~unawe homologije sim-
plicijalnih kompleksa. Pomo}u konstruisanih programa i velikog broja
eksperimenata doktorant je uspeo da oformi i doka`e veliki broj tvr|ewa
na kojima je ova disertacija bazirana. Tako|e, doktorant je bez pre|a{weg
znawa eksperimentalno otkrio tzv. Kombinatornu Aleksanderovu dual-
nost (Teorema 2.2) {to je u velikoj meri uticalo na daqi tok wegovih
istra`ivawa.

Nau~no istra`iva~ki rad doktoranta zapo~iwe tzv. La-la projektom
u saradwi sa dr Manuelom Muzikom Dizdarevi} i prof. dr Radetom @i-
vaqevi}em. Ciq projekta je bila analiza poplo~avawa {ahovskih mre`a
tehnikamaGrebnerovih baza. Rezultat je rad [25]objavqen 2016. godine koji
predstavqa generalizaciju rezultata Konveja i Lagariasa objavqenog u [7]
iz 1990-e godine. Nakon toga, doktorant svoju pa`wu preusmerava na is-
tra`ivawe auto-dualnih simplicijalnih kompleksa (Definicija 3.2) kao
i wihovih generalizacija, tzv. r−neizbe`nih simplcijalnih kompleksa
(Definicija 4.2). Rezultat je rad [32] koji omogu}ava novi uvid u kombina-
tornu strukturu auto-dualnih kompleksa {to olak{ava wihovu konstruk-
ciju i kombinatornu klasifikaciju. Doktorant je zajedno sa prof. dr
Radetom @ivaqevi}em, prof. dr Sini{om Vre}icom, dr Du{kom Joi}em
i Marijom Jeli} koautor rada [15] koji se bavi analizom kombinatornih
svojstava r−neizbe`nih simplicijalnih kompleksa. U vreme pisawa ove
disertacije, doktorant je u~estvovao u istra`ivawu politopalnosti i
zvezdolikosti Bierovih sfera (Definicija 2.2) zajedno sa dr Filipom
Jefti}em i prof. dr Radetom @ivaqevi}em. Rezultati istra`ivawa su
objavqeni u [14].
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Glavnipredmet disertacije je analiza simplicijalnihkompleksa speci-
jalno, simplicijalnih kompleksa koji su jednaki svojem Aleksanderovom
dualu (Definicija 2.1) koje nazivamo auto-dualni simplicijalni kom-
pleksi. Auto-dualni simplicijalnikompleksi se javqaju umnogim granama
matematike poput algebarske topologije, topolo{ke kombinatorike, teo-
rije igara, teorije hiper-grafova, kombinatorne optimizacije itd. Radi
ilustracije, poznata �Teorema uskog grla� Edmondsa i Fulkersena iz [9]
je klasi~an rezultat teorije optimizacije po kojem za svaki auto-dualni
simplicijalni kompleks K ⊆ 2[n] i svaku funkciju f : [n] → R va`i:

max
A∈C

min
x∈A

f(x) = min
B∈C

max
y∈B

f(y)

gde je C familija komplemenata svih maksimalnih simpleksa kompleksa K.

U kombinatornoj algebarskoj topologiji, auto-dualni simplicijalni
kompleksi predstavqaju kanonske primere geometrijskih objekata sa ogra-
ni~enom dimenzijom geometrijskog ambijenta. U Poglavqu 2, pomo}u ma-
terijala preuzetog iz [22] i [23], se daje sa`et dokaz da auto-dualni sim-
plicijalni kompleksi K ⊆ 2[n] ne mogu da se predstave homeomorfnim
potprostorima Euklidskog prostora Rn−3. Dokazuje se da va`i i gen-
eralnije tvr|ewe tj. spajawem (Definicija 1.6) auto-dualnih simplici-
jalnih kompleksa Ki ⊆ 2[ni], i ∈ [k] dobijamo kanonske primere simpli-
cijalnih kompleksa koji nisu ulo`ivi u Euklidski prostor dimenzije
n1 + · · ·+ nk − k− 2 ali svaki wihov pravi potkompleks mo`e da se ulo`i
uRn1+···+nk−k−2 (Teorema 2.4). U Poglavqu 2 se navodi zna~aj auto-dualnih
simplicijalnih kompleksa za procenu dimenzije geometrijskog ambijenta
datog topolo{kog prostora specijalno, grafova i simplcicijalnih kom-
pleksa koji nisu planarni. Navode se primeri minimalnih triangulacija
projektivnih prostora (Primeri 2.5 i 2.6) sa naglaskom na ~iwenicu da
auto-dualni simplicijalni kompleksi i wihova spajawa ~esto predsta-
vqaju minimalne triangulacije svojih geometrijskih realizacija.

Poglavqe 3 je bazirano na radu [32] i istra`uje interesantnu vezu
izme|u auto-dualnih simplicijalnih kompleksa K ⊆ 2[n] i kompleksa
K ⊆ 2[n−1] koji su potkompleksi svojeg Aleksanderovog duala, tzv. pod-
dualnih kompleksa (Definicija 2.3). U ovom poglavqu se pomo}u koncepta
�prestrojavawa simpleksa� (Tvr|ewe 3.1) kojeg je orginalno uveo Sergej
Melihov u [23], opisuje tehnika rekonstrukcije auto-dualnih simplicijal-
nih kompleksa radi dobijawa svih auto-dualnih kompleksa u datom ambi-
jentu. Radi jednostavnijeg pregleda i klasifikacije, uvodi se pojam grafa
susedstva NGn kojem su ~vorovi svi auto-dualni kompleksi u ambijentu
[n]. Dokazuje se da je graf NGn uvek povezan a zatim se analiziraju putevi

2



u grafu NGn koji po~iwu auto-dualnim kompleksom ∆[n−1] ⊆ 2[n]. Ova

analiza omogu}ava konstrukciju tzv. operatora korena
√

: D[n] → SD[n−1]

(Definicija 3.1) gde je D[n] familija svih auto-dualnih kompleksa u am-
bijentu [n] a SD[n−1] familija svih pod-dualnih kompleksa u ambijentu
[n − 1]. Dokazuje se da operator korena ima inverzni poerator Λ kojeg
nazivamo operator dualne nadgradwe (Definicija 3.2) {to dokazuje da
je broj auto-dualnih kompleksa u ambijentu [n] jednak broju pod-dualnih
kompleksa u ambijentu [n − 1] (Teorema 3.1). Zatim se pomo}u koncepta
linka simpleksa (Definicija 1.5) i konusa simplicijalnog kompleksa daje
geometrijski opis operatora

√
i Λ (Tvr|ewa 3.7 i 3.8) {to omogu}ava

novi uvid u strukturu i kombinatornu klasifikaciju auto-dualnih sim-
plicijalnih kompleksa. Glavni rezultat je Teorema 3.3 koja dokazuje da
je svaki auto-dualan simplicijalni kompleks potpuno odre|en linkom
proizvoqnog temena. Poglavqe se zavr{ava karakterizacijom f−vektora,
homologije i kohomologije dualnih nadgradwi i opisuje se nova tehnika
kostrukcije auto-dualnih simplicijalnih kompleksa sa unapred zadatim
homolo{kim grupama sa posebnim osvrtom na komplekse koji �li~e na
projektivne ravni� (Definicija 3.3).

Poglavqe 4 je baziranonaradu [15]ibavi se analizomtzv. r−neizbe`nih
simplicijalnih kompleksa (Definicija 4.2). Neizbe`ni simplicijalni
kompleksi su prvi put uvedeni u [4] pod nazivom �Tverberg neizbe`ni
potkompleksi� radi re{avawa problema Tverbergovog tipa kao glavni ar-
gument Blagojevi}-Frik-Cigler �metode ograni~ewa�. U ovoj disertaciji
se analiziraju osobine r−neizbe`nih kompleksa u kontekstu jedne kom-
binatorne invarijante simplicijalnih kompleksa K ⊆ 2[n] pod nazivom
particiona invarijanta (Definicija 4.1), u oznaci π(K), koja predstavqa
najmawi broj r ∈ N takav da kompleks K sadr`i bar jedan simpleks
svake particije ambijenta [n] na r disjunktnih skupova. Uvodi se pojam
minimalno r-neizbe`nih simplicijalnih kompleksa (Definicija 4.3) kao
generalizacija auto-dualnih kompleksa (koji su po novoj terminologiji
minimalno 2-neizbe`ni) i dokazuje se da je particiona invarijanta ovih
kompleksa jednaka r (Posledica 4.2). Zatim se analizira particiona in-
varijanta spajawa simplicijalnih kompleksa (Teorema 4.1 i Posledica
4.3) i dokazuje se glavno tvr|ewe da su simplicijalni kompleksi nastali
spajawem n auto-dualnih kompleksaminimalno (n+1)-neizbe`ni (Tvr|ewe
4.5) {to implicira da je wihova particiona invarijanta n+ 1.

U drugom delu Poglavqa 4 se analizira r−neizbe`nost simplicijal-
nih kompleksa koji nastaju ograni~avawem aditivne mere µ : 2[n] → R+

odnosno kompleksa oblika Kµ≤β = µ−1
(
(−∞, β])

)
. Ove komplekse nazi-

vamo linearno relizabilnim a konstantu β nazivamoprag kompleksaKµ≤β .

3



Potom se dokazuje da prag β potpuno odre|uje nivo nezbe`nosti kompleksa
Kµ≤β (Tvr|ewe 4.6). Kako simplicijalnih kompleksa koji nisu linearno
realizabilni ima eksponencijalno vi{e od kompleksa koji jesu, u nastavku
se uvodi pojam karakteristi~nog praga ρ(K) kompleksa K ⊆ 2[n] (Defini-
cija 4.5) kao najve}a vrednost praga linearno realizabilnog potkompleksa
kompleksaK. Glavni rezultat je Teorema 4.2 koja dokazuje da za particionu
invarijantu π i karakteristi~ni prag ρ va`i nejednakost:

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1.

Daqe se u Poglavqu 4 opisuje tehnika ra~unawa karakteristi~nog praga
metodama linearnog programirawa (Problem (4.9)), analizira se kara-
kteristi~ni prag kompleksa sa grupom automorfizama G (Tvr|ewe 4.12,
Posledica 4.4) i dokazuje se da ako je grupa automorfizama G kompleksaK
tranzitivna, tada je karakteristi~ni prag kompleksa K potpuno odre|en
ne-simpleksom sa najmawe elemenata (Posledica 4.5). Na kraju se dokazuje
da je karakteristi~ni prag spajawa simplcijalnih kompleksa potpuno
odre|en pomo}u karakterisiti~nih pragova komponenata (Teorema 4.3)
i uvodi se pojam ekscesa (Definicija 4.7) koji meri gre{ku odre|ivawa
particione invarijante kompleksa pomo}u karakteristike ρ.

Posledwe poglavqe, Poglavqe 5, opisuje primenu Teoreme 3.1 na odre-
|ivawe Dedekindovih brojeva D(n) uvedenih u [8] koji predstavqaju bro-
jeve razli~itih Bulovih funkcija sa n ∈ N promenqivih. Dokazuje se
nejednakost (5.3) koja pomo}u broja razli~itih auto-dualnih kompleksa u
ambijentu [n] obezbe|uje dowu i gorwu granicu Dedekindovih brojeva D(n).

Doktorant se srda~no zahvaquje mentoru, prof. dr Radetu @ivaqe-
vi}u, na nesebi~noj podr{ci, materijalima, idejama i savetima koji su
su{tinski doprineli realizaciji ove disertacije.
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1 Uvod

U ovom poglavqu dajemo kratak pregled osnovnih koncepata na kojima
je disertacija bazirana. Definicije i tvr|ewa su saglasni konstrukcijama
opisanim u [22]. ^italac koji je dobro upoznat sa teorijom Kombinatorne
geometrije ili Topolo{ke kombinatorike mo`e da pre|e na Poglavqe 2.

1.1 Geometrijski simplcijalni kompleksi

Simplicijalni kompleksi predstavqaju kanoni~nu vezu izme|u geomet-
rije i kombinatorike. Kompaktni topolo{ki potprostori Euklidskog
prostora Rn mogu da budu predstavqeni homeomorfnim objektima koje
nazivamo geometrijski simplicijalni kompleksi odnosno wihovim poli-
edrima. Simplicijalne komplekse formira familija geometrijskih sim-
pleksa koji u razli~itim dimenzijama predstavqaju ta~ke, segmente, trou-
glove, tetraedre itd.

Definicija 1.1. Geometrijski simpleks σA je konveksni omota~ kona~nog,

afino nezavisnog skupa A prostora Rn. Ta~ke skupa A nazivamo vrhovi

simpleksa σA. Dimenzija simpleksa σA je dim σA = |A| − 1. Konveksne

omota~e podskupova skupa A nazivamo strane simpleksa σA.

Geometrijski simpleksi su konveksni i kompaktni topolo{ki pros-
tori. Wihovim spajawem dobijamo slo`enije objekte tzv. simplicijalne
komplekse po{tuju}i nekoliko jednostavnih pravila.

Definicija 1.2. Familija simpleksa ∆ = {σA0 , . . . , σAk
} je geometrijski

simplicijalni kompleks ako zadovoqava slede}a dva uslova:

(1) Za svako σAi
∈ ∆ i svako B ⊆ Ai va`i σB ∈ ∆.

(2) Za proizvoqne σAi
, σAj

∈ ∆ va`i σAi
∩ σAj

= σAi∩Aj
.

Topolo{ki prostor ||∆|| =
∪k

i=0 σAi
nazivamo poliedar kompleksa ∆.

Dimenzija kompleksa ∆ je dim∆ = max{dimσAi
| i = 0, . . . , k}.

Temenima kompleksa ∆ nazivamo skup V (∆) =
∪k

i=0Ai.

Primetimo da svaki simplicijalni kompleks mora da sadr`i prazan
simpleks σ∅ = ∅. Ako simplicijalni kompleks sadr`i samo prazan sim-
pleks, ka`emo da je wegova dimenzija −1. Simplicijalni kompleks ∆
~iji je poliedar homeomorfan topolo{kom prostoru X nazivamo trian-
gulacija prostora X . Ikosaedralna triangulacija sfere S2 je prikazana
na Figuri 1.
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Mnoga topolo{ka svojstva poliedara, poput povezanosti, Ojlerove
karakteristike, homologije, kohomologije su u potpunosti odre|ena kom-
binatornim svojstvima simplcijalnih kompleksa koji ih formiraju. Kako
kombinatorne tehnike imaju vrlo razvijen matemati~ki aparat koji uglav-
nom mo`e da se isprogramira na ve}ini programskih jezika, triagulacije
topolo{kihprostoraomogu}avajuwihovupomo}ura~unara{to vi{estru-
ko olak{ava formirawe, testirawe a nekada i dokaz mnogih tvr|ewa.

1.2 Apstraktni simplcijalni kompleksi

Mnogobrojne geometrijske konstrukcije nad simplcijalnim komplek-
sima odnosno wihovim poliedrima mogu da se zamene kombinatornim kon-
strukcijama nad wihovim temenima. Otuda, radi jednostavnije kombina-
torike, umesto ta~aka Euklidskih prostora, kao vrhove simplicijalnog
kompleksa mo`emo da koristimo elemente kona~nih skupova bez gubqewa
kombinatornih invarijanti polaznog prostora. U tu svrhu, uvodimo kon-
cept apstraktnog simplicijalnog kompleksa.

Definicija 1.3. Apstraktni simplicijalni kompleks nad skupom vrhova V
je proizvoqna familija skupova K ⊆ 2V koja zadovoqava uslov: ako skup A
pripada kompleksu K, tada i svaki podskup skupa A pripada kompleksu K.

SkupoveA ∈ K nazivamo (apstraktni) simpleksi dimenzije dimA = |A|−1.
Dimenzija kompleksa K jednaka je maksimalnoj dimenziji wegovih simpleksa.

Skup vrhova V }emo da zovemo i kombinatorni ambijent ili prosto
ambijent kompleksa K. Napomiwemo da simpleksi simplicijalnog kom-
pleksa ne moraju da sadr`e sve vrhove ambijenta V .

Na primer, svaki geometrijski simplicijalni kompleks ∆ sa fami-
lijom simpleksa {σA0 , . . . , σAk

} odre|uje jedan apstraktni simplicijalni
kompleks K = {A0, . . . , Ak} u ambijentu V (∆).

Simplekse kompleksa K koji nisu strane ni jednog drugog wegovog
simpleksa nazivamo maksimalni simpleksi. Preciznije, to su maksimalni
simpleksi kompleksa K u odnosu na relaciju inkluzije. Ako je Max(K)
familija maksimalnih simpleksa kompleksa K, tada je:

K =
∪

A∈Max(K)

2A.

Definicija 1.4. Neka su K ⊆ 2V i L ⊆ 2W simplicijalni kompleksi. Pres-

likavawe π : V → W je simplicijalno preslikavawe kompleksa K i L ako

simplekse kompleksa K preslikava u simpleske kompleksa L.

6



Simplicijalno preslikavawe π : K → L koje je bijekcija takvo da je π−1

simplicijalno se naziva izomorfizam ili kombinatorna ekvivalencija. Ako

ovakvo preslikavawe postoji, ka`emo da su kompleksi K i L izomorfni ili

kombinatorno ekvivalentni.

Ekvivalnetno, bijekcija π : V → W je izomorfizam kompleksa K ⊆ 2V

i L ⊆ 2W akko
(∀A ⊆ V )A ∈ K ⇔ π(A) ∈ L.

U slu~aju geometrijskih simplicijalnih kompleksa ∆1 i ∆2, odnosno
odgovaraju}ih apstraktnih kompleksa K1 i K2, simplicijalno preslika-
vawe π : V (∆1) → V (∆2) indukuje neprekidno preslikavawe fπ poliedra
||∆1|| u poliedar ||∆2|| koje ~uva baricentri~ne koordinate ta~aka. Lako
se pokazuje da je fπ neprekidno a ako je π kombinatorna ekvivalencija, tada
je fπ homeomorfizam.

Ako je apstraktni simplicijalni kompleks K kombinatorno ekviva-
lentan geometrijskom simplicijalnom kompleksu ∆, tada poliedar kom-
pleksa K, u oznaci ||K||, defini{emo kao ||∆||. Na primer, proizvoqan
skup A kardinalnosti k odre|uje jedan apstraktni simplcijalni kompleks
∆A = 2A u ambijentu A koji predstavqa triangulaciju geometrijskog sim-
pleksa σA = ||∆A|| ~ija je dimenzija k−1. SkupA tako|e odre|uje kompleks
∂∆A = 2A \ {A}, minimalnu triangulaciju sfere u ambijentu A dimenzije
k − 2.

Dakle, kombinatorna klasifikacija simplicijalnih kompleksa obez-
be|uje topolo{ku klasifikaciju wihovih geometrijskih realizacija. Me-
|utim, postoje razli~ite triangulacije istog topolo{kog prostora koje
nisu kombinatorno ekvivalentne. Otuda, da bi kombinatorna klasi-
fikacija bila topolo{ki verodostojna, dovoqno je konstruisati jedin-
stvene triangulacije datih topolo{kih prostora sa minimalnim brojem
temena.

Sada navodimo nekoliko kombinatornih alatki za lokalnu analizu
simplicijalnih kompleksa.

Definicija 1.5. Neka je K ⊆ 2V simplicijalni kompleks i A ⊆ V proizvo-

qan simpleks.

• Zvezda simpleksa A, u oznaci st(A) predstavqa skup svih simpleksa kom-

pleksa K kojima je simpleks A strana.

• Okolina simpleksa A je skup Nh(A) = {B ∈ K | B ⊆ F, F ∈ st(A)}.
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• Link simpleksa A, u oznaci Lk(A) je podskup familije Nh(A) koga ~ine svi
simpleksi koji su disjunktni od simpleksa A.

Primetimo da st(A) nije simplicijalni kompleks kada je A ̸= ∅ i da
okolina simpleksa A predstavqa najmawi potkompleks kompleksa K koji
sadr`i st(A). Lako se pokazuje da je Lk(A) potkompleks kompleksa K i da
je Nh(A) \ st(A) = Lk(A). Primer zvezde, okoline i linka simpleksa je dat
na Figuri 1.

Figura 1: Zvezda i link temena ikosaedra.

Simplicijalni kompleks K u odnosu na inkluziju formira jedan par-
cijalno ure|en skup. Otuda, svakom simplicijalnom kompleksu mo`emo
da dodelimo poset stranica {to nam omogu}ava jo{ jedan alat za wihovu
analizu. Poset familije 2[5] je prikazan na Figuri 2.

Figura 2: Poset familije 2[5].

Pre nego {to defini{emo pojam spajawa simplicijalnih kompleksa,
uvodimo slede}u notaciju. Neka su A i B proizvoqni skupovi tada, A⊔B
predstavqa skup A×{1}∪B×{2}. Prakti~no, A⊔B ozna~ava disjunktnu
uniju skupovaA iB gde elementima skupaA dodajemo indeks 1 a elementima
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skupa B dodajemo indeks 2. Analogno, disjunktna unija A1 ⊔ · · · ⊔ An

predstavqa skup A1 × {1} ∪ · · · ∪ An × {n}.

Definicija 1.6. Neka su K ⊆ 2V i L ⊆ 2W simplicijalni kompleksi. Sim-

plicijalni kompleks K ∗L = {A⊔B | A ∈ K,B ∈ L} nazivamo spajawe (eng.
join) kompleksa K i L.

Simplicijalni kompleksK ∗L ima ambijent V ⊔W a wegova dimenzija
je dimK + dimL − 1. Ako su ambijenti V i W disjunktni, u defini-
ciji spajawa umesto disjunktne unije mo`emo da koristimo klasi~nu uniju
simpleksa.

Primer 1.1. Simplicijalni kompleks ∆V = 2V mo`e da se predstavi kao
spajawe∆A∗∆Ac za proizvoqan simpleksA ⊆ V . Dovoqno je da primetimo
da je∆A∗∆Ac ⊆ ∆V idaproizvoqan simpleksB ∈ ∆V mo`eda se predstavi
kao unija (B ∩ A) ∪ (B ∩ Ac).

Za komplekse K1 i K2, simplicijalni kompleks K1 ∗ K2 predstavqa
triangulaciju geometrijskog spajawa topololo{kihprostora ||K1||i ||K2||
(unija segmenata koji spajaju ta~ke prostora ||K1|| sa ta~kama prostora
||K2||). Ako je ||K1|| ⊂ Rd1 i ||K2|| ⊂ Rd2 , poliedar spajawa kompleksaK1 i
K2 se dobija tako{to se ||K1|| smesti u d1+1 dimenzionalnu ravan prostora
Rd1+d2+2 a poliedar ||K2|| sme{tamo u wen ortogonalni komplement koji
je dimenzije d2 + 1 tako da se poliedri ||K1|| i ||K2|| ne seku. Tada, jedna
geometrijska realizacija spajawa K1 ∗K2 je skup:

||K1|| ∗ ||K2|| = {tx1 + (1− t)x2 | x1 ∈ ||K1||, x2 ∈ ||K2||, t ∈ [0, 1]}.

Iteracijom procesa spajawa mo`e da se defini{e spajawe kona~ne
familije simplicijalnih kompleksa K1, . . . , Kn u ambijentima V1, . . . , Vn

redom. Rezultat je simplicijalni kompleks K1 ∗ · · · ∗ Kn u ambijentu
V1 ⊔ · · · ⊔ Vn sa familijom simpleksa {A1 ⊔ · · · ⊔ An | Ai ∈ Ki, i ∈ [n]}.
Primetimo da je spajawe simplicijalnih kompleksa u disjunktnim ambi-
jentima komutativna i asocijativna operacija.

Primer 1.2. Neka jeK ⊆ 2V proizvoqan simplicijalni kompleks i neka je
∆{v} = 2{v} triangulacija ta~ke. Tada, K ∗∆{v} predstavqa triangulaciju
topolo{kog prostora koji nazivamo konus kompleksa K u oznaci CK.

Proizvoqan simplicijalni kompleks ∆A u ambijentu A = {v1, . . . vk}
mo`e da se predstavi kao spajawe ∆{v1} ∗ · · · ∗∆{vk}.

Ako je |V | = n + 2 i ∂∆V = 2V \ {V } minimalna triangulacija n−di-
menzionalne sfere u ambijentu V , spajawe ∂∆V ∗∆{v}, kao konus nad sferom
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dimenzije n, predstavqa triangulaciju diska dimenzije n+1. Tada, spajawe
kompleksa ∂∆V i ∆A, gde je A = {v1, . . . , vk}, mo`e da se predstavi sa

∂∆V ∗∆{v1} ∗ · · · ∗∆{vk}.

Zbog asocijativnosti operacije spajawa, kompleks ∂∆V ∗ ∆A mo`emo da
vidimo kao uzastopni konus nad diskom dimenzije n. Otuda, kompleks
∂∆V ∗∆A predstavqa triangulaciju diska dimenzije n+ k.

Primer 1.3. Generalizacija oktaedra, krst politop ♢n−1 predstavqa tri-
angulaciju n − 1 dimenzionalne sfere u ambijentu V = {±1, . . . ,±n} sa
simpleksima {A ⊂ V | −A ∩ A = ∅}. Me|utim, ♢n−1 mo`emo da vidimo i
kao spajawe ∂∆{−1,1} ∗ · · · ∗ ∂∆{−n,n}. Kako geometrijska realizacija spa-
jawa ne zavisi od triangulacije kompleksa, za proizvoqan simplicijalni
kompleks K i proizvoqnu triangulaciju sfere dimenzije n − 1 u oznaci
Sn−1 va`i:

||K ∗ Sn−1|| ≈ ||K|| ∗ ||Sn−1|| ≈ ||K|| ∗ ||♢n−1||

≈ ||K|| ∗ ||∂∆{−1,1} ∗ · · · ∗ ∂∆{−n,n}|| ≈ ||K|| ∗ ||∂∆{−1,1}|| ∗ · · · ∗ ||∂∆{−n,n}||

Poznato je da geometrijsko spajawe topolo{kog prostora X i sfere
S0 predstavqa suspenziju prostora X . Tako zakqu~ujemo da je simplici-
jalni kompleks K ∗ Sn−1 triangulacija n−tostruke suspenzije prostora
||K||. Specijalno, spajawem triangulacija sfera Sd1 i Sd2 dobijamo trian-
gulaciju sfere dimenzije d1 + d2 + 1.

Sada navodimo jo{ jednu vrstu spajawa simplicijalnih kompleksa koja
predstavqa redukovanu varijantu standardnog spajawa.

Definicija 1.7. Neka su K ⊆ 2V i L ⊆ 2W simplicijalni kompleksi. Sim-

plicijalni kompleks {A⊔B | A ∈ K,B ∈ L,A∩B = ∅} nazivamo disjunktno
spajawe (eng. deleted join) simplicijalnih kompleksa K i L u oznaci K ∗∆ L.

Figura 3: Kompleksi K ∗K i K ∗∆ K za K = ∆[2].
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KompleksK ∗∆ L je potkompleks simplicijalnog kompleksa K ∗L koji
sadr`i potkomplekse izomorfne kompleksima K i L. Pri tom, ako su
ambijenti V iW disjunktni, disjunktno spajawe simplicijlnih kompleksa
se svodina standardno spajawe. Primer standardnog i disjunktnog spajawa
simplicijalnih kompleksa je dat na Figuri 3.

Lema 1.1. Neka su Ki, Li ⊆ 2Vi , i ∈ [n] simplicijalni kompleksi u dis-

junktnim ambijentima V1, . . . , Vn. Tada,

(K1 ∗K2 ∗ · · · ∗Kn) ∗∆ (L1 ∗ L2 ∗ · · · ∗ Ln)

= (K1 ∗∆ L1) ∗ (K2 ∗∆ L2) ∗ · · · ∗ (Kn ∗∆ Ln)

Dokaz: Simpleksi kompleksa sa leve strane jednakosti su oblika
F = (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ⊔ (B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn) gde Ai ∈ Ki i Bi ∈ Li

tako da je (A1∪A2∪· · ·∪An)∩ (B1∪B2∪· · ·∪Bn) = ∅. Zbog disjunktnosti
ambijenata Vi, prethodno je ekvivalentno uslovu da je Ai ∩ Bi = ∅ odnosno
da Ai ⊔ Bi ∈ Ki ∗∆ Li. Otuda, simpleks F mo`e da se predstavi kao unija
(A1⊔B1)∪ (A2⊔B2)∪ · · ·∪ (An⊔Bn) gde Ai⊔Bi ∈ Ki ∗∆Li a ovo su upravo
simpleksi kompleksa sa desne strane jednakosti.
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2 Auto-dualni simplicijalni kompleksi

U ovom odeqku dajemo karakterizaciju i osnovne osobine posebne klase
simplicijalnih kompleksa. Definicije, tvr|ewa i dokazi su preuzeti iz
kanonskog uxbenika topolo{ke kombinatorike [22].

2.1 Aleksanderova dualnost

Proizvoqan apstrakni simplicijalni kompleks K ⊆ 2V deli parti-
tivni skup skupa, V koji ozna~avamo sa 2V , na disjunktne podskupove K i
2V \K. Kako podskup proizvoqnog skupa familije K pripada familiji
K, natskup proizvoqnog skupa familije 2V \K tako|e mora da da pripada
failiji 2V \K. Otuda, komplementi simpleksa familije 2V \K formiraju
poseban simplicijalni kompleks.

Definicija 2.1. Aleksanderov dual (ili prosto dual) simplicijalnog kom-

pleksa K ⊆ 2V je simplicijalni kompleks K̂ ⊆ 2V dat sa:

K̂ = {V \ A | A ̸∈ K}.

Kako se u disertaciji koriste Aleksanderovi duali kompleksa K u
razli~itim ambijentima, Aleksanderov dual kompleksa K u ambijentu V
ozna~ava}emo sa K̂V .

Lema 2.1. Neka su K,L ⊆ 2V simplicijalni kompleksi.

• Ako je K ⊆ L tada je L̂ ⊆ K̂.

•
(̂
K̂
)
= K.

Dokaz: Ako jeK ⊆ L tada je 2V \L ⊆ 2V \K. Otuda, ako A ∈ 2V \L odnosno

V \ A ∈ L̂ to implicira da A ∈ 2V \K odnosno V \ A ∈ K̂.

Za drugo tvr|ewe, dovoqno je da primetimo da simpleks A pripada

kompleksu
(̂
K̂
)
akko V \ A ̸∈ K̂ {to je ekvivalnetno uslovu da simpleks

V \ (V \ A) = A pripada kompleksu K.

Primer 2.1. Posmatrajmo kompleks
(
[n]
k

)
= {A ⊆ [n] | |A| ≤ k}. Ovaj

kompleks predstavqa (k − 1)-skelet kompleksa ∆[n] = 2[n] odnosno najve}i
potkompleks kompleksa ∆[n] dimenzije k − 1. Tada, po Definiciji 2.1,
wegov Aleksanderov dual u ambijentu [n] je:(̂

[n]

k

)
= {[n] \ A | |A| > k} = {A | |A| ≤ n− k − 1} =

(
[n]

n− k − 1

)
.
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Figura 4: Kompleks
(
[5]
3

)
i wegov Aleksanderov dual.

Dakle, dual (k − 1)-sleketa kompleksa ∆[n] je wegov (n− k − 2)−skelet
kao {to je ilustrovano na Figuri 4.

Specijalno, ako posmatramo prazan kompleks {∅} =
(
[n]
0

)
, wegov dual

u ambijentu [n] je
(

[n]
n−1

)
= 2[n] \ {[n]} = ∂∆[n] a ovaj kompleks predstavqa

triangulaciju sfere dimenzije n− 2.

Aleksanderov dual simplicijalnih kompleksa mo`e da pojednostavi
wegovu kombinatornu klasifikaciju.

Lema 2.2. Kompleksi K ⊆ 2V i L ⊆ 2W su izomorfni akko su wihovi

Aleksanderovi duali K̂V i L̂W izomorfni.

Dokaz: Neka je π : V → W izomorfizam kompleksa K i L. Tada, simpleks
A ⊂ W ne pripada kompleksuK akko simpleks π(A) ne pripada kompleksu

L. Otuda, simpleks V \ A pripada K̂V akko π(V \ A) = W \ π(A) pripada
kompleksu L̂W .

Po Definiciji 2.1, ako simplicijalni kompleks K ⊆ 2V ima k sim-
pleksa, wegov Aleksanderov dual ima 2|V | − k simpleksa. Otuda, ako
je k > 2|V | − k odnosno k > 2|V |−1, kombinatorna klasifikacija Alek-
sanderovog duala K̂ je jednostavnija od kombinatorne klasifikacije kom-
pleksa K.

Ovde navodimo vrlo zna~ajnu kombinatornu konstruciju koju dodequ-
jemo svakom simplicijalnom kompleksu pomo}u wegovog Aleksanderovog
duala.

Definicija 2.2. Neka je K simplicijalni kompleks u ambijentu V . Tada,

disjunktno spajawe kompleksa K i wegovog Aleksanderovog duala nazivamo

Bierova sfera komleksa K u oznaci Bier(K).
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Teorema 2.1. Ako jeK ⊆ 2V simplicijalni kompleks i |V | = n, tadaBier(K)
predstavqa triangulaciju sfere dimenzije n− 2.

Dokaz: Svaki simplicijalni kompleks mo`e da se dobije od kompleksa {∅}
sukcesivnim dodavawem simpleksa ure|enih rastu}e po dimenziji. Kako
je na osnovu Primera 2.1 kompleks Bier({∅}) zapravo disjunktno spajawe
{∅} ∗∆ {̂∅} = {̂∅} = 2V \ {V } = ∂∆V , zakqu~ujemo da ovaj kompleks pred-
stavqa triangulaciju sfere Sn−2. Otuda, da bi dokazali tvr|ewe, dovoqno
je da iz pretpostavke da je Bier(K) triangulacija sfere a A ∈ 2V \K sim-
pleks ~ije su strane sadr`ane u K, doka`emo da je i Bier(K ∪ {A}) tako|e
triangulacija sfere.

Neka je Bier(K) triangulacija sfere Sn−2 iA minimalni ne-simpleks.
Kako se kompleks K i K ∪ {A} razlikuju samo za simpleks A, po Defini-
ciji 2.1, kompleks K̂ i ̂K ∪ {A} se razlikuju samo za simpleks Ac. Otuda,
̂K ∪ {A} = K̂ \ {Ac}.
Sada, ako potra`imo Bierovu sferu novog kompleksa dobijamo:

Bier(K ∪ {A}) =
(
K ∪ {A}

)
∗∆

(
K̂ \ {Ac}

)
=

(
K∗∆K̂

)
\{B⊔Ac | B ∈ K,B∩Ac = ∅}∪{A⊔B | B ∈ K̂, A∩B = ∅, B ̸= Ac}

Dakle, kompleks Bier(K ∪ {A}) je dobijen od Bier(K) izbacivawem
familije simpleksa L1 = {B ⊔ Ac | B ⊂ A} a potom dodavawem familije
L2 = {A⊔B | B ⊂ Ac}. Tada, minimalni potkompleks kompleksa Bier(K)
koji sadr`i L1 je K1 = (2A \ {A}) ∗ 2Ac

= ∂∆A ∗∆Ac . Tako|e, minimalni
potkompleksBierofe sfereBier(K∪{A}) koji sadr`ifamiliju simpleksa
L2 je K2 = 2A ∗ (2Ac \ {Ac}) = ∆A ∗ ∂∆Ac .

Po Primeru 1.2, kompleksi K1 i K2 predstavqaju triangulacije diska
dimenzije |A|−2+|Ac| = |A|−2+n−|A| = n−2. Wihov presek je kompleks
(2A \ {A}) ∗ (2A

c \ {Ac}) = ∂∆A ∗ ∂∆Ac koji po Primeru 1.3 predstavqa
triangulaciju sfere dimezije n− 3.

Dakle, kompleks Bier(K ∪ {A}) je dobijen od kompleksa Bier(K) skla-
wawem unutra{wosti diska K1 i dodavawem diska K2 po istoj granici.
Kako je po pretpostavci Bier(K) triangulacija sfere dimenzije n − 2,
simplicijalni kompleks Bier(K ∪ {A}) je tako|e triangulacija sfere di-
menzije n− 2.

Ovo kompletira dokaz.

U dokazu Teoreme 2.1, primetili smo da dodavawe simpleksa kompleksu
K indukuje re-triangulaciju jednog diska na sferi Bier(K). U pitawu
su primeri tzv. bistelarnih operacija kojima se vr{i re-triangulacija
unutra{wosti dva susedna simpleksa. Primer Bierove sfere simplici-
jalnog kompleksa je dat na Figuri 5.
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Figura 5: Bierova sfera kompleksa
(
[2]
1

)
u ambijentu [4].

2.2 Kombinatorna Aleksanderova dualnost

U ovom poglavqu dajemo glavnu teoremu koja opravdava termin �Alek-
sanderov dual�. U tvr|ewima se koriste koncepti redukovane homologije
i ko-homologije za celobrojnim keficijentima. Radi kompletnog uvida u
materiju Algebarske topologije, ~itaocu se preporu~uju [13] ili [24].

Klasi~na Aleksanderova dualnost predstavqa vezu redukovane koho-
mologije kompaktnog, lokalno kontraktibnilnog topolo{kog prostora X
koji je sadr`an u sferi Sn i redukovane homologije wegovog komplementa
Sn \X (videti [13], Poglavqe 3.3).

Kao {to smo videli u Teoremi 2.1, simplicijalni kompleks u ambi-
jentu kardinalnosti n i wegov Aleksanderov dual mogu zgodno da se smeste
u Bierovu sferu dimenzije n− 2. Neka je T topolo{ki prostor koji pred-
stavqa komplement geometrijske realizacije Bierove sfere Bier(K) i pot-
prosotora koji odgovara potkompleksu K ⊂ Bier(K). Kako je svaki sim-
plicijalni kompleks K ⊆ 2[n], odnosno wegov poliedar, lokalno kontrak-
tibilan prostor, klasi~na Aleksanderova dualnost obezbe|uje relaciju
H̃i(T ) ≈ H̃n−3−i(K). Kao{to }emo uskoro da vidimo, prostor T u prethod-

noj relaciji mo`e da se zameni simplicijalnim kompleksom K̂.

Neka je K simplicijalni kompleks u ambijentu V gde je |V | = n koji
sadr`i svih n temena. On mo`e da se dobije od kompleksa ∆∅ = {∅} doda-
vawem simpleksa A1, . . . , Ak ure|enih rastu}e po dimenziji. Tako dobijamo
niz simplicijalnih kompleksa:

(2.1) ∆∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kk−1 ⊂ Kk = K

takvih da je Ki \Ki−1 = {Ai} za sve i ∈ [k]. Ako sada primenimo operator
dualnosti na niz (2.1), koriste}i Lemu 2.1 i Definiciju 2.1 dobijamo niz
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Aleksanderovih duala:

(2.2) ∆̂∅ = K̂0 ⊃ K̂1 ⊃ · · · ⊃ K̂k−1 ⊃ K̂k = K̂

sa osobinom da je K̂i \ K̂i−1 = {Ac
i} za sve i ∈ [k]. Dakle, kompleks K̂ mo`e

da se dobije od kompleksa ∆̂∅ = 2V \ {V } oduzimawem redom simpleksa
Ac

1, . . . , A
c
k.

Po~etak niza (2.1) je simplicijalni kompleks ∆∅, dok niz (2.2) po~iwe
triangulacijom sfere 2V \ {V } = ∂∆V dimenzije n− 2.

Primetimo da zbog definisanog ure|ewa simpleksa kompleksa K, sim-
pleksi A1, . . . , An, predstavqaju vrhove a wihovi komplementi Ac

1, . . . , A
c
n

su simpleksi dimenzije n − 2. Tada, kompleks K1 = {∅, A1} je triangu-

lacija ta~ke a kompleks K̂1 = ∂∆V \ {Ac
1} predstavqa triangulaciju sfere

dimenzije n−2 kojoj je oduzeta unutra{wost diska dimenzije n−2 odnosno
K̂1 je triangulacija kontraktibilnog prostora.

Analognim postupkom mo`emo da zakqu~imo da za sve i ∈ [n], kompleks

Ki predstavqa triangulaciju skupa od i ta~aka dok K̂i = ∂∆V \{Ac
1, . . . , A

c
i}

predstavqa triangulaciju n−2-dimenzionalne sfere kojoj je oduzeto i dis-
junktinh unutra{wosti diskova dimenzije n−2 a ovaj topolo{ki prostor
je homotopski ekvivalentan klinastoj sumi (buketu) i− 1 sfera dimenzije
n− 3.

Otuda, redukovane homolo{ke i kohomolo{ke grupe prostora K1 i K̂1

su trivijalne dok za i = 2, . . . , n imamo da je

H̃j(Ki) ≈ H̃n−3−j(K̂i) =


0, j > 0,

i−1⊕
l=1

Z, j = 0.

Na ovaj na~in zakqu~ujemo da su redukovane kohomolo{ke grupe prvih
n ~lanova niza (2.2) izomorfne redukovanim kohomolo{kim grupama odgo-
varaju}ih prostora T . Dokazuje se da isto va`i i za ostale ~lanove niza
(2.1) odnosno da va`i tvr|ewe:

Teorema 2.2. (Kombinatorna Aleksanderova dualnost) Neka jeK simplici-

jalni kompleks u ambijentu V gde je |V | = n. Tada, za sve i = 0, . . . , dimK
va`i:

H̃i(K) = H̃n−3−i(K̂).

Ova teorema se u punoj formi prvi put pojavila u [29]. Kompletan i
transparentan dokaz ovog tvr|ewa mo`e da se pogleda u [3].
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Dakle, mo`emo da zakqu~imo da prostori K̂ iT imaju �isti homolo{ki
tip� odnosno daAleksanderov dual kompleksaK mo`e uizvesnom smislu da
se posmatra kao dovoqno dobar kombinatorni modelwegovog komplementa
unutar Bierove sfere Bier(K). Me|utim, K̂ ne mora da bude triangulacija
prostora T .

2.3 Dualna klasifikacija simplcijalnih kompleksa

Simplicijalni kompleks K u ambijentu V ima Aleksanderov dual u
istom ambijentu. Otuda, kompleksi K i K̂, posmatrani kao familije
skupova, mogu da se uporede u odnosu na relaciju �biti podskup� {to nam
omogu}ava klasifikaciju simplicijalnih kompleksa datog ambijeta koja
}e da bude od velikog zna~aja u ostatku disertacije.

Definicija 2.3. Neka je K ⊆ 2V simplicijalni kompleks. Ka`emo da je

kompleks K:

• pod-dualan u ambijentu V ako je K ⊆ K̂V ;

• nad-dualan u ambijentu V ako je K̂V ⊆ K;

• auto-dualan u ambijentu V ako je K = K̂V .

Familiju pod-dualnih simplicijalnih kompleksa u ambijentu V }emo
da ozna~imo sa SDV a familiju svih auto-dualnih kompleksa u ambijentu
V ozna~avamo sa DV . Na osnovu Leme 2.1, vidimo da je kompleks K nad-
dualan u ambijentu V akko je wegov Aleksanderov dual K̂V pod-dualan u
ambijentu V . Napomiwemo da postoje simplicijalni kompleksi K ⊆ 2V

takvi da K i K̂V nisu uperedivi u odnosu na relaciju inkluzije.

Primer 2.2. Kao {to smo ve} videli u Primeru 2.1, Aleksanderov dual
kompleksa

(
[n]
k

)
u ambijentu [n] je kompleks

(
[n]

n−k−1

)
. Otuda, (u ambijentu

[n]) kompleks
(
[n]
k

)
je pod-dualan akko je 2k + 1 ≤ n, nad-dualan akko je

2k+1 ≥ n, i auto-dualan akko je 2k+1 = n. Specijalno, za k = 2 dobijamo
simplicijalni kompleks

(
[5]
2

)
= K5, kompletan graf sa 5 temena prikazan

na Figuri 6.

Ako je dati simplicijalni kompleks pod-dualan u datom abijentu, na
osnovu Leme 2.1, svi wegovi potkompleksi moraju da budu pod-dualni u is-
tom ambijentu. Ova, opservacija, zajedno sa Primerom 2.2, nam omogu}ava
da formuli{emo slede}e tvr|ewe.
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Figura 6: Kompletan graf K5.

Tvr|ewe 2.1. Simplicijalni kompleks K dimenzije d je pod-dualan u ambi-

jentu V gde je |V | > 2d+ 3.

Dokaz: Neka je |V | = n. Po pretpostavci, maksimalni simpleksi kom-
pleksa K su kardinalnosti d+ 1 {to zna~i da je kompleks K potkompleks
komleksa

(
V

d+1

)
. Tada, ako na inkluziju K ⊆

(
V

d+1

)
primenimo operator

dualnosti, dobijamo
(̂

V
d+1

)V
⊆ K̂V . Na osnovu Primera 2.1, to implicira

da je
(

V
n−(d+1)−1

)
⊆ K̂V . Kako je po pretpostavci 2d+ 3 ≤ n, dobijamo da je

2d + 3 − d − 2 ≤ n − d − 2 tj. da je d + 1 ≤ n − d − 2. Tako dobijamo niz
inkluzija

K ⊆
(

V

d+ 1

)
⊆

(
V

n− d− 2

)
⊆ K̂V .

Sada navodimo vrlo prakti~nu teoremu za proveru pod, nad i auto-
dualnosti simplicijalnih kompleksa.

Teorema 2.3. (Kriterijum dualnosti) Neka je K ⊆ 2V simplicijalni kom-

pleks. Tada, u ambijentu V , kompleks K je:

(1) pod-dualan akko ne postoji simpleks A ⊆ V takav da simpleksi A i V \A
pripadaju kompleksu K;

(2) nad-dualan akko ne postoji simpleks A ⊆ V takav da oba simpleksa A i

V \ A ne pripadaju K;

(3) auto-dualan akko za proizvoqan A ⊆ V , ta~no jedan od simpleksa A ili

V \ A pripadaju kompleksu K ili ekvivalentno

(∀A ⊆ V )A ∈ K ⇔ V \ A ̸∈ K.
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Dokaz:

(1)(⇒) Neka je K ⊆ K̂ i neka je A ⊆ V takav da A, V \ A ∈ K. Tada,

kako je K potkompleks kompleksa K̂, dobijamo da V \ A,A ∈ K̂ {to po
Definiciji 2.1 zna~i da simpleksi A i V \ A ne pripadaju kompleksu K
{to nije mogu}e.
(⇐) Neka ne postoji simpleks A ⊆ V takav da A i V \ A ne pripadaju
kompleksu K. Tada, za proizvoqan B ∈ K, simpleks V \ B ne pripada

kompleksu K {to implicira da V \ (V \ B) = B pripada dualu K̂. Tako

dobijamo da je K ⊆ K̂.
(2) Na osnovu Leme 2.1, kompleks K }e da bude nad-dualan akko je K̂ pod-
dualan a po tvr|ewu (1) teoreme, ovo }e da bude slu~aj akko ne postoji
simpleks A ⊆ V takav da A i V \ A pripadaju kompleksu K̂ {to je po
Definiciji 2.1 ekvivalentno uslovu da oba simpleksa ne pripadaju kom-
pleksu K.
(3) Po Definiciji 2.3, simplicijalni kompleks K je auto-dualan akko je
nad-dualan i pod-dualan. Otuda, za proizvoqan A ⊆ V , ako A ∈ K da
bi va`ilo tvr|ewe (1), simpleks V \ A ne sme da pripada kompleksu K.
Tako|e, ako A ̸∈ K, tada zbog tvr|ewa (2) zakqu~ujemo da simpleks V \ A
mora da pripada kompleksu K.

Slede}iprimerilustruje kakopromena kombinatornog ambijenta uti~e
na dualnu klasifikaciju simplicijalnih kompleksa.

Primer 2.3. Simplicijalni kompleks ∆[n] = 2[n] je nad-dualan u ambijentu
[n], auto-dualan u ambijentu [n+ 1] i pod-dualan u ambijentu [n+ 2].

Zaista, primenom Teoreme 2.3, za proizvoqan A ⊆ [n], oba simpleksa
A i [n] \ A pripadaju familiji 2[n] {to potvr|uje tvr|ewe (2). Tako|e, za
proizvoqan A ⊆ [n + 1], skup A ne sadr`i teme {n + 1} akko [n + 1] \ A
sadr`i {n + 1} ili ekvivalentno, A ∈ ∆[n] akko [n + 1] \ A ̸∈ ∆[n] {to
potv|uje tvr|ewe (3). Na kraju, ∆[n] je potkompleks kompleksa ∆[n+1] pa na

osnovu Leme 2.1 dobijamo da je simplicijalni kompleks ∆̂[n+1]

[n+2]
, koji je

po prethodnom zakqu~ku jednak ∆[n+1], sadr`an u kompleksu ∆̂[n]

[n+2]
. Tako

zakqu~ujemo da je ∆[n] ⊂ ∆̂[n]

[n+2]
.

Ovaj primer ilustruje osobinu da uve}awem kombinatornog ambijenta
kompleksa ∆[n−1] uve}avamo i wegov Aleksanderov dual {to je tako|e is-
tinito i za bilo koji drugi simplicijalni komleks.

Tvr|ewe 2.2. Svaki simplicijalni kompleks K ⊆ 2V je pod-dualan u ambi-

jentu W gde je V ⊂ W .
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Dokaz: Kako je K ⊆ ∆V ⊂ ∆W , postoji v ∈ W tako da K ⊆ ∆W\{v}. Ako
na prethodnu inkluziju primenimo operator dualnosti, primenom Leme

2.1 dobijamo da je ∆̂W\{v}
W

⊆ K̂W a na osnovu Primera 2.3 znamo da je

∆̂W\{v}
W

= ∆W\{v}. Tako dobijamo da je K ⊆ ∆W\{v} ⊆ K̂W .

Primer 2.4. Jedini auto-dualni simplicijalni kompleksi u ambijentu V
koji ne sadr`e sve vrhove su ∆V \{v} gde v ∈ V .

Zaista, na osnovuPrimera 2.3, znamoda su kompleksi 2V \{v} auto-dualni
u ambijentu V za sve v ∈ V . Neka je K ⊆ 2V auto-dualan simplici-
jalni kompleks koji ne sadr`i vrh {v}. Tada, po Teoremi 2.3 tvr|ewe (3),
simpleks V \ {v} mora da pripada kompleksu K. Kako strane simpleksa
pripadaju simplicijalnom kompleksu, dobijamo da je K = 2V \{v}.

Tako zakqu~ujemo da u ambijentu V postoji ta~no |V | auto-dualnih sim-
plicijalnih kompleksa koji ne sadr`e sve vrhove skupa V . Ovi kompleksi
}e da odigraju zna~ajnu ulogu u ostatku disertacije.

2.4 Auto-dualne triangulacije projektivnih prostora

Uovom odeqku navodimo nekoliko primera minimalnih triangulacija
dobro poznatih topolo{kih prostora. Auto-dualnost dobijenih kom-
pleksa je vrlo zna~ajna komponenta. Materijal je preuzet iz rada [21] koji
sadr`i obimnu katalogizaciju topolo{kih prostora sa poznatim mini-
malnim triangulacijama.

Primer 2.5. Realna projektivna ravanRP2 mo`e da se posmatra kao faktor
prostor dobijen identifikacijom antipodalnih ta~aka sfere S2. Otuda,
da bi dobili triangulaciju prostra RP2, dovoqno je da iskoristimo
ikosaedar (koji predstavqa antipodalnu triangulaciju sfere) i spojimo
antipodalno simetri~ne simplekse. Tako dobijamo kompleks RP6 koji
nazivamo hemi-ikosaedar, triangulaciju prostora RP2 sa 6 temena prika-
zanu na Figuri 7.

Jurgeman i Ringel su u [17] i [27] dokazali da dvodimenzionalne mno-
gostrukostiM (koje nisu homeomorfne orijantebilnim povr{ima roda 2,
Klajnovoj boci ili ne-orijentabilnoj povr{i roda 3) imaju triangulacije
sa n temena akko je: (

n− 3

2

)
> 3

(
2− χ(M)

)
gde je χ Ojlerova karakteristika mnogostrukosti.
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Figura 7: Triangulacija RP6 realne projektivne ravni.

Kako je Ojlerova karakteristika projektivne ravni 1, zakqu~ujemo da
je hemi-ikosaedar minimalna triangulacija prostora RP2.

Hemi-ikosaedar je i auto-dualan simplicijalni kompleks. Dovoqno je
da primetimo da su komplementi maksimalnih simpleksa hemi-ikosaedra
minimalni ne-simpleksi familije 2[6] \RP6 i da je

(
[6]
2

)
⊂ RP6.

Brem i Kunel su u [6] dokazali da za triangulacije d−dimenzionalnih
mnogostrukosti sa n temena koje nisu sfere va`i nejednakost

n ≥ 3

⌈
d

2

⌉
+ 3

pri tom, jednakost va`i samo u slu~ajevima d = 2, 4, 8, 16 kada je M mno-
gostrukost koja �li~i na projektivnu ravan� odnosno takva da postoji
Morsova funkcija f : M → R sa ta~no tri kriti~ne vrednosti (ovakve
mnogostruksoti su detaqno analizirane u [10]). Za d = 2, dobijamo upravo
hemi-ikosaedar opisan u Primeru 2.5. Sada navodimo primer triangu-
lacija ovih prostora za d = 4.

Primer 2.6. Kao {to je dokazano u [2] odnosno [1], kompleksna projektivna
ravan CP2 ima jedinstvenu minimalnu triangulaciju CP9 sa 9 temena.
Ba{kar Bag~i i Basudeb Data su u [2] opisali maksimalne simplekse ovog
kompleksa na slede}i na~in.

Neka jeMax(CP9) skup svih maksimalnih simpleksa triangulacije CP9

i neka je Z3 × Z3 afina ravan reda 3 prikazana na Figuri 8.

Neke osobine afine ravni Z3 × Z3 su:

• ravan sadr`i 9 ta~aka,
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• postoji 12 razli~itih pravih,

• svaka prava sadr`i tri ta~ke,

• dve razli~ite ta~ke pripadaju jedinstvenoj pravoj,

• kroz svaku ta~ku prolaze 4 prave,

• tri paralelne prave formiraju particiju skupa Z3×Z3 na disjunktne
podskupove.

Figura 8: Ambijent kompleksa CP9.

Ambijent V kompleksa CP9 je afina ravan Z3 ×Z3. Neka je L skup svih
pravih afine ravni Z3 × Z3. Neka je P ⊂ L skup od 3 paralelne prave
l0, l1, l2 ∈ L gde je li = {(i, 0), (i, 1), (i, 2)} (ove prave }emo nazivati vrstama).
Primetimo da kroz svaku ta~ku v ∈ V prolazi ta~no jedna prava skupa P .

Neka je G1 ⊆ 2V familija data sa: za svako i = 0, 1, 2 i svako v ∈ li skup
(li ∪ l1+3i) \ {v} pripada familiji G1 (+3 je sabirawe po modulu 3). Tada
|G1| = 3 · 3 = 9.

Neka je G2 ⊆ 2V familija data sa: za razli~ite prave m1,m2 ∈ L \ P ,
ako je m1 ∩m2 ̸= ∅ tada m1 ∪m2 pripada familiji G2. Ovako smo dobili
novih |G2| = 9 ·

(
3
2

)
= 27 simpleksa.

Neka je Max(CP9) = G1 ∪ G2. Kako su skupovi G1 i G2 disjunktni,
dobijamo da je |Max(CP9)| = |G1| + |G2| = 36 tj. ovaj kompleks ima 36
maksimalnih simpleksa.
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Doka`imo da je CP9 auto-dualan u ambijentu V . Neka je A ⊆ 2V

proizvoqan simpleks.

Ako je |A| ≤ 3, i A pripada uniji dve paralelne prave li, l1+3i ∈ P , to }e
da bude slu~aj ako jeA = l1+3i, ili simpleksA pripada skupu (li∪l1+3i)\{v}
za neko v ∈ li odnosno A je sadr`an u nekom simpleksu familije G1. Ako
A nije sadr`an ni u jednom simpleksu familije G1, on se~e sve tri vrste
skupa V tj. on je oblika A = {(0, i), (1, j), (2, k)}. Tada prave m1 i m2

odre|ewe parovima (0, i), (1, j) i (1, j), (2, k) ne pripadaju familiji P i
seku se u temenu (1, j) {to implicira da je A ⊂ m1 ∪m2 ∈ G2.

Ovako smo dokazali da je
(
V
3

)
⊂ CP9. Kako je dimCP9 = 4, simpleksi

familije
(
V
>5

)
= 2V \

(
V
4

)
ne pripadaju kompleksu CP9. Otuda, da bi

dokazali da tvr|ewe (3) Teoreme 2.3 va`i za kompleks CP9, treba da prove-
rimo da od dva disjunktna simpleksa A,B ⊆ V gde je |A| = 5 i |B| = 4,
ta~no jedan od wih pripada kompleksu CP9.

Neka je |A| = 4 (analognim postupkom se dokazuje slu~aj |A| = 5).

Tada, simpleks A = {v1, v2, v3, v4} ne pripada kompleksu CP9, u slede}a
tri slu~aja:

• prava m1 = v1v2 je dijagonala, paralelna pravoj m2 = v3v4, tako da
v1, v2, v3, v4 ne pripadaju dvema paralelnim vrstama,

• prava m1 = v1v2 je kolona paralelna pravoj m2 = v3v4, tako da
v1, v2, v3, v4 ne pripadaju dvema paralelnim vrstama.

• temena v1, v2, v3 pripadaju istoj vrsti li a v4 pripada vrsti l1+3i.

U prvom slu~aju, Ac sadr`i dijagonalu m0, paralelnu pravoj m1 a
Ac \ m0 = {w1, w2} gde w1 ∈ m1 i w2 ∈ m2 (svojstvo particije skupa V
paralelnim pravim). Tada prava w1w2 ne pripada P (jer bi u tom slu~aju
v3v1 i v2v4 bile paralelne vrste) i nije paralelna m0 (jer pripada ra-
zli~itim pravim koje su joj paralelne) pa, w1w2 ∪m0 = Ac je maksimalni
simpleks familije G2.

U drugom slu~aju, Ac sadr`i kolonum0, paralelnu pravojm1 aA
c\m0 =

{w1, w2} gde temena w1 ∈ m1 i w2 ∈ m2 ne pripadaju istoj vrsti jer bi u
suprotnom v1, v2, v3, v4 pripadali paralelnim vrstama. Otuda, w1w2 je
dijagonala pa mora da se~e kolonu m0, {to zna~i da w1w2 ∪m0 ∈ G2.

U tre}em slu~aju, Ac je zapravo skup (l1+3i ∪ l2+3i) \ {v4} koji pripada
familiji G1.

Dakle, u sva tri slu~aja Ac pripada kompleksu CP9.

Neka sada A pripada kompleksu CP9. To }e da bude slu~aj ako:
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• A je strana simpleksa familije G1 odnosno, najvi{e dva temena sim-
pleksa A pripadaju vrsti li a ostala temena pripadaju vrsti l1+3i.

• A je strana simpleksa familijeG2 tj. pripada preseku pravih famil-
ije L \ P .

U prvom slu~aju Ac sadr`i vrstu l2+3i i najvi{e jedan element vrste
l1+3i pa ne mo`e da bude simpleks familije G1 a ovo su jedini simpleksi sa
5 elemenata koji pripadaju kompleksu CP9 i sadr`e celu vrstu.

U drugom slu~aju, ako je A presek pravih familije L\P , temena wegovog
komplementa se nalaze u svim vrstama. Otuda, da bi Ac bio simpleks, on
mora da bude potsimpleks maksimalnog simpleksa familije G2. Me|utim,
Ac je takav da wegova temena pripadaju dvema paralelnim kolonama ili
dvema paralelnim dijagonalama (ako je A presek kolone i dijagonale), ili
temena simpleksa Ac formiraju ~etiri ta~ke takve da su svake 3 od wih
ne-kolinearne kao {to je ilustrovano na Figuri 9. Otuda, Ac nije mogu}e
smestiti na presek pravih familije G2 {to dokazuje da A

c ̸∈ CP9.

Figura 9: Komplementi maksimalnih simpleksa familije G2.

Dakle, i CP9 je auto-dualan simplicijalni kompleks.

Prethodni primeri ukazuju na osobinu da se auto-dualni simplici-
jalni kompleksi ~esto javqaju kao minimalne triangulacije topolo{kih
prostora te zaslu`uju da im se posveti pa`wa.

Slu~aj triangulacija osmo-dimenzionalnih mnogostrukosti koje �li~e
na projektivne ravni� je intenzivno istra`ivan u [5]. Otkriveno je da pos-
toji najmawe{est kombinatornorazli~itih triangulacijamnogostrukosti
koje imaju iste homolo{ke i kohomolo{ke grupe kao kvaternionska pro-
jektivna ravan HP2. Tek je 2016. godine u [11] otkriveno da bar jedna od
ovih triangulacija zaista predstavqa kvaternionsku ravan.
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Problem konstrukcije minimalne triangulacije mnogostrukosti koja
li~i na oktanionsku projektivnu ravan u trenutku pisawa ove disertacije
nije re{en. U Poglavqu 4.6 }e da bude naveden novi pristup konstrukciji
auto-dualnih triangulacija ovih prostora.

2.5 Geometrijski ambijent simplicijalnih kompleksa

Ako topolo{ki prostor X (ili poliedar simplicijalnog kompleksa
K) mo`e da se ulo`i u Euklidski prostor dimenzije d, tada Rd nazivamo
geometrijski ambijent prostora X (ili kompleksa K).

Auto-dualni simplicijalni kompleksi u kombinatornim ambijentima
kardinalnosti n imaju vrlo zna~ajnu geometrijsku osobinu. Naime, wi-
hovi poliedri ne mogu da se ulo`e u Euklidski prostor dimenzije n − 3
odnosno, dimenzija wihovog geometrijskog ambijenta je ve}a od n−3. Ovde
predstavqamo matemati~ko opravdawe ove ~iwenice materijalom preuze-
tim iz [22]. Radi kompletnog uvida u teoriju ekvivarijantne teorije in-
deksa ~ijom primenom su tvr|ewa dokazana, ~itaocu se preporu~uju [34] ili
[33].

Dobro poznata Bursuk-Ulamova teorema opisana u [22], odnosno wena
posledica, tvrdi da ne postoji neprekidno preslikavawe f : Sn → Sd, gde
je d < n, sa osobinom da je f(−x) = −f(x). Ovakva preslikavawa nazivamo
Z2 ekvivarijantnim. Motivisan posledicama ove teoreme, uveden je pojam
Z2 indeksa proizvoqnog slobodnog Z2 ekvivarijantnog simplicijalnog
kompleksaK kao minimalna dimenzija sfere Sd u koju poliedar ||K|| mo`e
da se preslika Z2 ekvivarijantnim preslikavawem odnosno:

indZ2(K) = min{n ∈ 0, 1, . . . | ∃f : ||K|| → Sn, f
(
ν(x)

)
= −f(x)}.

Nekoliko osobina ovako definisanog indeksa su

• indZ2(S
n) = n za sve n = 0, 1, 2 . . .,

• ako je f : ||K|| → ||L|| preslikavawe koje je Z2 ekvivarijantno, tada
indZ2 K ≤ indZ2 L,

• indZ2(K ∗ L) ≤ indZ2(K) + indZ2(L) + 1.

Prva je o~igledna posledica Bursuk-Ulamove teoreme. Za drugu os-
obinu, primetimo samo da ako ||K|| mo`e da seZ2 ekvivarijantno preslika
u ||L|| a ||L|| mo`e da se Z2 ekvivarijantno preslika u S

d, tada i ||K|| mo`e
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da se Z2 ekvivarijantno preslika u Sd prostom kompozicijom preslika-
vawa. Tre}a osobina je posledica ~iwenice da ako imamo Z2 ekvivar-
ijantna preslikavawa f : ||K|| → Sd1 i g : ||L|| → Sd2 , tada je spajawe
preslikavawa f i g dato sa (f ∗ g)(tx + (1 − t)y) = tf(x) + (1 − t)g(y)
neprekidno, Z2 ekvivarijantno, i preslikava ||K|| ∗ ||L|| ≈ ||K ∗ L|| u
prostor Sd1 ∗ Sd2 ≈ Sd1+d2+1.

Disjunktno spajawe proizvoqnog simplicijalnog kompleksa K sa sa-
mim sobom je primer jednog slobodnog, Z2 ekvivarijantnog simplicijalnog
kompleksa. Ako je V ambijent kompleksa K, kao ambijent dijsunktnog
spajawa K ∗∆ K mo`e da poslu`i skup V = V × {−1, 1}. Tada:

K ∗∆ K = {A× {1} ∪ B × {−1} | A,B ∈ K,A ∩B = ∅}.

Delovawe grupe Z2 na ovaj kompleks se defini{e simplicijalnim pres-
likavawem ν : V → V datim sa ν(v, i) = (v,−i). O~igledno ν ◦ ν = 1V .
Kako za proizvoqan F ∈ K ∗∆ K va`i F ∩ ν(F ) = ∅, ovako definisano Z2

delovawe je slobodno. Naravno, na poliedru ||K ∗∆ K|| delovawe grupe Z2

se defini{e pomo}u indukovanog preslikavawa fν .

U Poglavqu 5.5 monografije [22] je dokazano da proizvoqno ulagawe
f : ||K|| → Rd indukuje neprekidno, Z2 ekvivarijantno preslikavawe
f ∗∆ f : ||K ∗∆ K|| → Sd {to implicira da je indZ2(K ∗∆ K) ≤ d. Pri
tom, f ∗∆ f je restrikcija spajawa preslikavawa f ∗ f sa skupa ||K ∗K|| na
podskup ||K ∗∆ K||. Tako dobijamo da ako je

indZ2(K ∗∆ K) ≥ d,

simplicijalni kompleks K nema geometrijsku realizaciju u Euklidskom
prostoru dimenzije mawe od d.

Sada, ako posmatramo proizvoqan auto-dualan simplicijalni kom-
pleks K u ambijentu V kardinalnosti n, disjunktno spajawe K ∗∆ K je
na osnovu Teoreme 2.1 zapravo triangulacija sfere dimenzije n− 2. Tako
zakqu~ujemo da je indZ2(K ∗∆ K) = n − 2 i da ||K|| nema geometrijsku
realizaciju u Euklidskom prostoru dimenzije mawe od n− 2.

Sli~no ograni~ewe dimenzije geometrijske realizacije mo`e da se do-
bije i za spajawe auto-dualnih kompleksa. Poznata teorema[ilda (Schild)
iz 1993. godine dokazuje da se spajawem auto-dualnih simplicijalnih kom-
pleksa dobijaju �optimalni� primeri kompleksa koji ne mogu da se ulo`e
u Euklidski prostor odgovaraju}e dimenzije. Ovde navodimo [ildovu
teoremu sa dokazom optimalne ne-ulo`ivosti koji je dao Sergej Melihov u
[23].
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Teorema 2.4. Ako je {Ki ⊂ 2Vi | |Vi| = ni, i ∈ [k]} familija auto-dualnih

simplicijalnih kompleksa u disjunktnim ambijentima V1, . . . , Vk, tada sim-

plicijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗ Kk nema geometrijsku realizaciju u

Euklidskom prostoru dimenzije n1+ · · ·+nk−k−2 dok svaki pravi potkom-
pleks kompleksa K mo`e da se ulo`i u prostor Rn1+···+nk−k−2.

Dokaz: Na osnovu Leme 1.1 i Teoreme 2.1, disjunktno spajawe K ∗∆ K je
simplicijalni kompleks:

(K1 ∗ · · · ∗Kk) ∗∆ (K1 ∗ · · · ∗Kk) = (K1 ∗∆ K1) ∗ · · · ∗ (Kk ∗∆ Kk)

= Bier(K1) ∗ · · · ∗Bier(Kk) ≈ Sn1−2 ∗ · · · ∗ Snk−2 ≈ Sn1+···+nk−2k+k−1.

Dakle, disjunktno spajawe kompleksa K1 ∗ · · · ∗Kk sa samim sobom pred-
stavqa triangulaciju sfere dimenzije n1 + · · ·+ nk − k − 1 pa je

indZ2

(
K ∗∆ K) = n1 + · · ·+ nk − k − 1

{to implicira da kompleks K1 ∗ · · · ∗Kk nema geometrijsku realizaciju u
Euklidskom prostoru dimenzije mawe od n1 + · · ·+ nk − k − 1.

Neka je sada L pravi potkompleks kompleksa K. Tada postoji maksi-
malni simpleks F ∈ K1∗· · ·∗Kk koji ne pripada kompleksu L i on je oblika
F = A1∪· · ·∪Ak gde suAi ∈ Ki neprazni maksimalni simpleksi kompleksa
Ki. Kako je svaki od kompleksa Ki auto-dualan, dobijamo da Vi \ Ai ̸∈ Ki

{to zna~i da svi simpleksi Vi \Ai ne pripadaju ni kompleksu L. Na osnovu
Primera 1.1, znamo da je∆Vi

= ∆Vi\Ai ∗∆Ai a kako je L ⊂ K ⊂ ∆V1 ∗· · ·∗∆Vk

i simpleksi V1 \A1, . . . , Vk \Ak i F ne pripadaju kompleksu L, dobijamo da
je kompleks L sadr`an u kompleksu S gde je:

S = (∂∆V1\A1 ∗∆A1 ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\Ak
∗∆Ak

) \ {F}.

Kako simpleks F ne se~e simplekse V1 \ A1, . . . , Vk \ Ak, a spajawe kom-
pleksa komutativna i asocijativna operacija, dobijamo da je:

S = ∂∆V1\A1 ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\Ak
∗
(
(∆A1 ∗ · · · ∗∆Ak

) \ {F}
)

= ∂∆V1\A1 ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\Ak
∗ (∆A1∪···∪Ak

\ {A1 ∪ · · · ∪ Ak})
= ∂∆V1\A1 ∗ · · · ∗ ∂∆Vk\Ak

∗ ∂∆A1∪···∪Ak
.

Na osnovu Primera 1.3, kompleks S predstavqa triangulaciju sfere
dimenzije |V1 \ {A1}| − 2 + · · · + |Vk \ {Ak}| − 2 + |A1 ∪ · · · ∪Ak| − 2 + k =
|V1|+ · · ·+ |Vk| − k − 2.

Tako zakqu~ujemo da spajawem auto-dualnih simplicijalnih kompleksa
dobijamo kanonske primere kompleksa koji ne mogu da se ulo`e u prostor
Rd. Teorema 2.4 omogu}ava i ograni~ewe dimenzije geometrijskog ambi-
jenta topolo{kih prostora koji imaju triangulaciju.
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Posledica 2.1. Akotopolo{ki prostorX imatriangulacijuK koja sadr`i

spajawe k auto-dualnih simplicijalnih kompleksaK1, . . . , Kk u ambijentima

kardinalnosti n1, . . . , nk takvih da je |V (Ki)| = ni za sve i ∈ [k], tada
geometrijski ambijent topolo{kog prostora X je dimenzije ve}e od d gde je
d = n1 + · · ·+ nk − k − 2.

Dokaz: Ako potkompleks L kompleksa K nema geometrijsku realizaciju u
Rd, tada ni K nema geometrijsku realizaciju Rd. Otuda, da bi dokazali
tvr|ewe, dovoqno je da primetimo da ako su Ki ⊂ 2Vi potkompleksi kom-
plkeksaK takvi da jeK1 ∗ · · · ∗Kk ⊆ K, tada po Definiciji 1.6 ambijenti
V1, . . . , Vk moraju da budu dijsunktni jer je po pretpostavci V (Ki) = Vi.

Zanimqivo je da u prethodnoj posledici, kompleksi ∆Vi\{v}, koji su po
Primeru 2.4 auto-dualni u ambijentu Vi, ne mogu da u~estvuju u spajawu.

Primer 2.7. Graf K3,3 prikazan na Figuri 10 mo`e da se predstavi kao

spajawe kompleksa
(
[3]
1

)
sa samim sobom. Kako je na osnovu Primera 2.2

kompleks
(
[3]
1

)
auto-dualan u ambijentu [3], spajawe

(
[3]
1

)
∗
(
[3]
1

)
= K3,3 nema

geometrijsku realizaciju u Euklidskom prostoru dimenzije 3+3−2−2 = 2
odnosno K3,3 nije planaran graf.

Figura 10: Graf K3,3 kao spajawe
(
[3]
1

)
∗
(
[3]
1

)
.

Svi jednodimenzionalni simplicijalni kompleksi su triangulacije
grafova. U [22], Poglavqe 1.6, je dokazano da svaki simplicijalni kom-
pleks dimenzije d ima geometrijsku realizaciju u prostoru R2d+1. Otuda,
svaki graf ima geometrijski ambijent R3 pa, da bi dokazali da graf Γ nije
planaran, na osnovu Posledice 2.1 dovoqno je da doka`emo da Γ sadr`i
spajawe auto-dualnih simplicijalnih kompleksa. Kako je dimenzija spa-
jawa kompleksa K i L jednaka dimK +dimL+1, jedini mogu}i kandidati
su spajawe auto-dualnih kompleksa dimenzije 0 ili auto-dualni kompleks
dimenzije 1 (pri tom, kompleksi nisu iz Primera 2.4). Kao {to }emo da
vidimo u Primerima 3.3 i 3.4, grafovi K3,3 i K5 su jedini (do na izomor-
fizam) jednodimenzionalni primeri spajawa auto-dualnih kompleksa u
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kojima ne u~estvuju auto-dualni kompleksi ∆V \{v} ⊆ 2V . Otuda, ako graf Γ
sadr`i K3,3 ili K5, na osnovu Posledice 2.1 on nije planaran. Me|utim,
ovaj uslov je u izvesnom smislu i potreban.

PoznataTeoremaKuratovskog predstavqena u [20] iz 1930. godine tvrdi
da graf koji nije planaran mora da sadr`i graf K3,3 ili K5 ili wihove
re-triangulacije odnosno, problem planarnosti grafa je potpuno re{en
pomo}u auto-dualnih simplicijalnih kompleksa.

Sli~ni rezultati postoje i za dvodimenzionalne simplicijalne kom-
plekse koji nisu planarni. Po Posledici 2.1, ako poka`emo da kompleks
K sadr`i auto-dualan simplicijalni kompleks sa 5 temena ili graf K3,3,
dati kompleks ne mo`e da ima geometrijsku realizaciju u prostoru R2 (os-
tale mogu}nosti za spajawe ne postoje jer su poPrimeru 3.3 svi auto-dualni
kompleksi u ambijentu [4] koji sadr`e sve vrhove jednodimenzionalni).

Halin i Jung su 1964. godine u [12] dokazali da simplicijalni kompleks
K ima geometrijsku realizaciju u prostoruR2, akkoK ne sadr`ikomplekse
izomorfne kompleksima

K3,3, K5, HJ1 = ∆[4], HJ2 = ∂∆[4] ∪∆{5},

HJ3 = (∂∆[3] ∪∆{4}) ∗∆{5}, HJ4 = ∆[2] ∗ ∂∆{3,4} ∪ ∂∆[2] ∗∆{5} ∪∆{3,4},

HJ5 =

(
3

1

)
∗∆{4,5}, HJ6 = ∆[3] ∪

(
3

1

)
∗ ∂∆{4,5}

ili wihovim re-triangulacijama. Me|utim, kao {to }emo da vidimo u
Primeru 3.4, svaki auto-dualni komplkeks u ambijentu [5] je izomorfan
nekom od kompleksa K5, HJ1, . . . , HJ6.

Dakle, pitawe planarnosti simplicijalnih kompleksa je upotpunosti
re{eno pomo}u auto-dualnih simplicijalnih kompleksa. Da bi sli~na
tvr|ewa mogla da se formiraju u ve}im dimenzijama, potrebno je odrediti
sve auto-dualne komplekse u zadatom ambijentu.

29



3 Konstrukcija, kombinatorna struktura i klasi-

fikacija auto-dualnih simplicijalnihkompleksa

U ovom poglavqu dajemo opis dve univerzalne tehnike za konstrukciju
svih auto-dualnih simplicijalnih kompleksa u datom ambijentu V koje
obezbe|uju novi uvid u wihovu kombinatornu strukturu. Sva tvr|ewa i
dokazi su objavqna u [32].

3.1 Rekonstrukcija auto-dualnih kompleksa

U ovom odeqku analiziramo posebnu tehniku tzv. rekonstrukcije auto-du-
alnih simplicijalnih kompleksa K u fiksiranom ambijentu V . Metod
je baziran na opservaciji Sergeja Melihova koji je radu u [23] primetio
da razli~ite auto-dualne komplekse mo`emo da dobijemo razmenom parova
komplementarnih simpleksa.

Prisetimo se da je A ⊆ V maksimalni simpleks simplicijalnog kom-
pleksa K ⊆ 2V ako A nije strana ni jednog drugog simpleksa kompleksa K
tj.

(∀B ∈ K)A ̸⊂ B.

Ekvivalentno, simpleks A ∈ K je maksimalni akko je K \ {A} simplici-
jalni kompleks.

Operacija rekonstrukcije auto-dualnog simplicijalnog kompleksa K
prestrojavawemmaksimalnog simpleksaA, u oznaci rsA(K), je uskopovezana
sa bistelarnim operacijama opisanim u Poglavqu 2.1.

Tvr|ewe 3.1. Neka je K ⊆ 2V auto-dualan simplicijalni kompleks i neka je

A ∈ K maksimalni simpleks. Tada

rsA(K) = (K \ {A}) ∪ {V \ A}

je tako|e auto-dualan simplicijalni kompleks.

Dokaz: Prvo, K \ {A} je simplicijalni kompleks jer je A maksimalni
simpleks. Neka je B ⊂ V \ A proizvoqan. To zna~i da je A ⊂ V \ B, a
kako je A maksimalni simpleks kompleksa K, dobijamo da V \B kao wegov
nadsimpleks ne pripada kompleksu K. Otuda, po Teoremi 2.3, simpleks B
mora da pripada kompleksu K jer je K auto-dualan. Tako smo dokazali da
kompleks K \ {A} sadr`i sve prave strane simpleksa V \ A pa, familija
skupova (K \ {A}) ∪ {V \ A} je simplicijalni kompleks.
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Drugo, kompleks rsA(K) je auto-dualan. Dovoqno je da primetimo da
za proizvoqan B ∈ 2V \ {A, V \ A}, ta~no jedan od simpleksa B, V \ B
pripada kompleksu K \ {A} (jer K je auto-dualan) i da A ̸∈ rsA(K) dok
V \ A ∈ rsA(K).

Slede}e tvr|ewe pokazuje da je tehnika rekonstrukcija dovoqna za
odre|ivawe svih auto-dualnih simplicijalnih kompleksa u datom ambi-
jentu.

Tvr|ewe 3.2. Neka su K i L proizvoqni auto-dualni simplicijalni kom-

pleksi u ambijentu V . Tada, kompleks L mo`e da se dobije od kompleksa K
nizom rekonstrukcija dobijenih prestrojavawem simpleksa skupa K \ L.

Dokaz: Neka je K \ L = {A1, A2, . . . , An} gde su simpleksi Ai ure|eni
opadaju}e po dimenziji (odnosno neka je |Ai| ≥ |Ai+1| za sve i ∈ [n]). Neka
je K0 = K i neka je Ki = (Ki−1 \ {Ai}) ∪ {V \ Ai}. Da bi dokazali
da je K0, K1, . . . , Kn dobar niz uzastopnih rekonstrukcija, dovoqno je da
poka`emo da je Ai maksimalni simpleks kompleksa Ki−1.

Prvo, primetimo da je A1 maksimalni simpleks kompleksa K0 = K.
U suprotnom, postojao bi simpleks B ∈ K takav da je A1 ⊂ B a ovaj
simpleks bi pripadao i kompleksu L jer je |B| > |Ai| za sve i ∈ [n]. Kako
je L simplicijalni kompleks, dobijamo da simpleks A1 tako|e pripada
kompleksu L {to nije mogu}e. Otuda, A1 mo`e da bude prestrojen pa je po
Tvr|ewu 3.1 K1 auto-dualan simplicijalni kompleks.

Pretpostavimo induktivno da je Ai−1 maksimalni simpleks kompleksa
Ki−2 odnosno da je i Ki−1 auto-dualan simplicijalni kompleks.

Ako Ai nije glavni simpleks kompleksa Ki−1 = (K \ {A1, . . . , Ai−1}) ∪
{V \A1 . . . , V \Ai−1}, tada bi postojao simpleks B ∈ Ki−1 takav daAi ⊂ B.
Znamo da Ai ne pripada kompleksu L, pa simpleks B tako|e ne mo`e da
pripada kompleksu L. Otuda, B je simpleks familije K \ L takav da je
|B| > |Ai| {to na osnovu konstrukcije zn~i da je B jedan od simpleksa
A1, . . . , Ai−1. Me|utim, ovi simpleksi ne pripadaju kompleksu Ki−1.

Na kraju, kako su K i L auto-dualni, po Teoremi 2.3 dobijamo da:

A ∈ K \ L ⇔ A ∈ K ∧ A ̸∈ L ⇔ V \ A ̸∈ K ∧ V \ A ∈ L ⇔ V \ A ∈ L \K.

Otuda je L \K = {V \ Ai | i ∈ [n]} {to implicira da je:

Kn = (K \{A1, . . . , An})∪{V \A1 . . . , V \An} =
(
K \(K \L)

)
∪(L\K) = L.

Ovo kompletira dokaz.

Dakle, proizvoqan auto-dualan simplicijalni kompleks u ambijentu
V mo`e da se se dobije od bilo kojeg auto-dualnog kompleksa K ⊂ 2V nizom
rekonstrukcija.

31



Primer 3.1. Kompleks ∆{1,2} je na osnovu Primera 2.4 auto-dualan u ambi-
jentu [3]. On ima samo jedan maksimalni simpleks {1, 2} iwegovim prestro-
javawem dobijamo kompleks

(
[3]
1

)
koji je tako|e auto-dualan u ambijentu [3] i

ima 3 maksimalna simpleksa {1}, {2} i {3}. Ako rekonstrui{emo komleks(
[3]
1

)
, prestrojavawem simpleksa {1} ili {2} ili {3}, dobijamo komplekse

∆{2,3} ili ∆{1,3} ili ∆{1,2} takve da wihovom rekonstrukcijom ponovo do-

bijamo kompleks
(
[3]
1

)
. Tako zakqu~ujemo da u ambijentu [3] postoje ta~no 4

auto-dualna kompleksa ∆{1,2},∆{2,3},∆{1,3},
(
[3]
1

)
.

Kao{to smo videli u Primeru 3.1, uzastopnim rekonstrukcijama datog
auto-dualnog kompleksa nekada dobijemo iste simplicijalne komplekse.
Zato, da bi analizirali rekonstrukcije koje proizvode razli~ite kom-
plekse, uvodimopojam grafarekonstrukcija (D[n],NGn) (ili ukratko grafa
susedstva NGn). ^vorovi ovog grafa su svi auto-dualni simplicijalni
kompleksi u ambijentu [n] a grane odgovaraju parovima kompleksa {K,L}
gde je simetri~na razlika kompleksa K i L jednaka {A, [n] \ A}. Drugim
re~ima, kompleksi K i L su povezani granom akko kompleks K mo`e da se
dobije od kompleksa L prestrojavawem simpleksa A ili kompleks L mo`e
da se dobije od kompleksa K prestrojavawem simpleksa [n] \ A. Grafovi
NG3 i NG4 su prikazani na Figuri 11.

Figura 11: Grafovi NG3 i NG4.

Primetimo da na osnovu Tvr|ewa 3.2, u grafu NGn, auto-dualni kom-
pleksi K i L mogu da se pove`u putem du`ine |K \ L| a kao {to }emo
uskoro da poka`emo, ne postoji kra}i put koji povezuje K i L. Tako|e, ste-
pen ~vora K grafa NGn jednak je broju maksimalnih simpleksa kompleksa
K jer rekonstrukcije dobijene prestrojavawem razli~itih maksimalnih
simpleksa proizvode razli~ite simplicijalne komplekse.
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Tvr|ewe 3.3. Neka je n ∈ N proizvoqno.

(1) Proizvoqan put {K0, K1, . . . , Km} u grafu NGn koji povezuje komplekse

K i L je takav da je m ≥ |K \ L| im ≡ |K \ L| mod 2.

(2) Sve petqe grafa NGn su parne du`ine..

Dokaz: Neka je {K0, K1, . . . , Km} niz rekonstrukcija dobijenih prestroja-
vawem simpleksa {A1, . . . , Am} redom. Tada, Km = (K0 \ {A1, . . . , Am}) ∪
{[n] \ A1 . . . , [n] \ Am}, a kako je Km = L i K0 = K, familija simpleksa
K \ L mora da bude sadr`ana u skupu {A1, . . . , Am} {to potvr|uje da je
|K \ L| ≤ m. Tako|e, ako postoji i ∈ [m] tako da simpleks Ai nije jedan
od simpleksa razlike K \L, tada skup {A1, . . . , Am} mora da sadr`i i sim-
pleks [n] \Ai jer bi u suprotnom Km = L sadr`ao [n] \Ai {to nije mogu}e.
Ovo dokazuje tvr|ewe (1) a tvr|ewe (2) je o~igledna posledica.

Kako su sve petqe u grafu NGn parne du`ine, kao posledicu dobijamo
slede}e tvr|ewe.

Posledica 3.1. Graf susedstva NGn je bipartitan za sve n ∈ N.

Figura 12: Graf NG5 sa 81 ~vorova.

Analiza osobina grafa NGn mo`e da otkrije mnoge osobine auto-
dualnih simplicijalnihkompleksa, posebnobroj razli~itih auto-dualnih
kompleksa u datom ambijentu.
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Tehnikadobijawaauto-dualnihkompleksametodomrekonstrukcije nije
previ{e tehni~ki zahtevna i mo`e da se isprogramira na ve}ini program-
skih jezika. Radi formirawa baze za istra`ivawe, u programskom paketu
Wolfram Mathematica konstruisan je algoritam pomo}u kojeg su dobijeni
svi auto-dualni simplicijalni kompleksi u ambijentima dovoqno male
kardinalnosti. Graf susedstva auto-dualnih kompleksa u ambijentu [5]
dobijenih pomo}u ra~unara je prikazan na Figuri 12.

Na ovaj na~in dobijena je vrlo velika baza razli~itih auto-dualnih
kompleksa. Me|utim, metodom rekonstrukcije ne mogu da se prepoznaju
izomorfni simplicijalni kompleksi. Radioptimizacije dobijenih rezul-
tata, u nastavku }e da bude opisan novi metod konstrukcije auto-dualnih
kompleksa koji zna~ajno pojednostavquje wihovu kombinatornu klasi-
fikaciju.

3.2 Operator korena

U ovom odeqku uvodimo operator korena, glavni alat za daqu analizu
auto-dualnih simplicijalnih kompleksa.

Kao {to smo videli u Tvr|ewu 3.2, svaki par auto-dualnih kompleksa u
ambijentu [n] mo`e da se pove`e u grafu susedstva NGn nizom auto-dualnih
simplicijalnih kompleksa. U ovom odeqku analizira}emo nizove koji
po~iwu auto-dualnim kompleksom ∆[n−1].

Prvo uvodimo definiciju standardnog �komplement� operatora fami-
lije skupova Cn : 22

[n] → 22
[n]
sa:

(3.1) Cn(K) = {[n] \ A | A ∈ K}.

Ako 2[n] posmatramokaofamiliju parcijalno ure|enurelacijominkluz-
ije, operator Cn mo`emo prirodno da interpretiramo kao simetriju u
odnosu na centar poseta kao {to je prikazano na Figuri 13.

Nekoliko elementarnih svojstava komplement operatora navodimo u
slede}oj lemi radi budu}ih referenci.

Lema 3.1. Neka su K i L proizvoqne familije skupova u ambijentu [n].
Operator Cn ima slede}a svojstva:

(1) Ako je K ⊆ L tada je Cn(K) ⊆ Cn(L).

(2) Za proizvoqnu operaciju ⋄ ∈ {∪,∩, \} va`iCn(K ⋄L) = Cn(K)⋄Cn(L).

(3) Familija K je simplicijalni kompleks akko(
∀A ∈ Cn(K)

)(
∀B ⊆ [n]

)
A ⊆ B ⇒ B ∈ Cn(K).
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(4) Cn
(
Cn(K)

)
= K.

(5) Cn(2[n] \K) = 2[n] \Cn(K).

(6) Za sve m ≥ n, Aleksanderov dual K̂ [m] simplicijalnog kompleksa K je

jednak Cm(2[m] \K).

Dokaz: Svojstva (1) do (3) su elementarne posledice definicije komplement
operatora. Za svojstvo (4), dovoqno je da primetimo da je A ⊂ B akko je
[n]\A ⊂ [n]\B. Otuda, familijaK je invarijantna u odnosu na podskupove
akko je familija Cn(K) invarijantna u odnosu na natskupove.

Za svojstvo (5), primetimo da je na osnovu svojstva (2) rezultat kom-
plement operatora Cn(2[n] \ K) jednak Cn(2[n]) \ Cn(K) a o~igledno je
Cn(2[n]) = 2[n].

Za svojstvo (6), po Definiciji 2.1, znamo da je Aleksanderov dual kom-
pleksa K u ambijentu [m] jednak {[m] \ A | A ∈ 2[m] \ K} a ovo je po (3.1)
upravo Cm(2[m] \K).

Figura 13: Operator C5 primewen na ∆[3].

Primetimo da je na osnovu svojstva (5) Leme 3.1 Aleksanderov dual
kompleksa K u ambijentu [m] tako|e jednak 2[m] \Cm(K).

Lema 3.2. Neka su K i L simplicijalni kompleksi u ambijentu [n] i m ≥ n.
Tada:

(1) K̂ ∪ L
[m]

= K̂ [m] ∩ L̂[m],

(2) K̂ ∩ L
[m]

= K̂ [m] ∪ L̂[m].
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Ako je K ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks i L ⊆ 2[n] familija skupova takva
da je K \ L simplicijalni kompleks tada je:

(3) K̂ \ L
[m]

= K̂ [m] ∪Cm(L).

Dokaz: Koriste}i osobine (2) i (5) Leme 3.1 dobijamo:

(1) K̂ ∪ L
[m]

= 2[m] \Cm(K ∪ L) = 2[m] \
(
Cm(K) ∪Cm(L)

)
=

(
2[m] \Cm(K)

)
∩
(
2[m] \Cm(L)

)
= K̂ [m] ∩ L̂[m],

(2) K̂ ∩ L
[m]

= 2[m] \Cm(K ∩ L) = 2[m] \
(
Cm(K) ∩Cm(L)

)
=

(
2[m] \Cm(K)

)
∪
(
2[m] \Cm(L)

)
= K̂ [m] ∩ L̂[m],

(3) K̂ \ L
[m]

= 2[m] \Cm(K \ L) = 2[m] \
(
Cm(K) \Cm(L)

)
= 2[m] \

(
Cm(K) ∩

(
2[m] \Cm(L)

))
=

(
2[m] \Cm(K)

)
∪Cm(L) = K̂ [m] ∪Cm(L).

Tvr|ewe 3.2 nam pokazuje da je simetri~na razlika proizvoqnih auto-
dualnih kompleksaK iL u ambijentu [n] jednaka (L\K)∪Cn(L\K). Umesto
kompleksa L, koristi}emo simplicijalni kompleks ∆[n−1] = 2[n−1] koji je
auto-dualan u ambijentu [n]. U nastavku }emo da analiziramo familije
simpleksa koje se javqaju kao razlika 2[n−1] \K za proizvoqan K ∈ D[n].

Tvr|ewe 3.4. Neka je K auto-dualan simplicijalni kompleks u ambijentu

[n]. Tada, familija simpleksa Cn−1(2[n−1] \K) je pod-dualan simplicijalni
kompleks u ambijentu [n− 1].

Dokaz: Neka je A ∈ 2[n−1] \ K proizvoqan i B ⊆ [n − 1] takav da je
A ⊆ B. Tada, kako simpleks A ne pripada simplicijalnom kompleksu
K, simpleks B tako|e ne pripada kompleksu K {to zna~i da B pripada
familiji 2[n−1] \ K. Ovo po Lemi 3.1, svojstva (3) i (4), dokazuje da je
Cn−1(2[n−1] \K) simplicijalni kompleks.

Da bi dokazali da je ovaj kompleks pod-dualan, proverimo svojstvo (1)

Teoreme 2.3. Neka je A ⊆ [n − 1] simpleks takav da A i wegov komplement
[n−1]\A pripadaju familijiCn−1(2[n−1]\K). Ako primenimo komplement
operator na inkluziju {A, [n−1]\A} ⊂ Cn−1(2[n−1]\K), koriste}i svojstva
(1) i (4) Leme 3.1 dobijamo {[n − 1] \ A,A} ⊂ 2[n−1] \ K, {to implicira
da simpleksi A i [n − 1] \ A ne pripadaju K. Kako je K simplicijalni
kompleks, to zna~i da A ∪ {n} i [n − 1] \ A = [n] \ (A ∪ {n}) tako|e ne
pripadaju kompleksu K {to po Teoremi 2.3 protivure~i pretpostavci da
je kompleks K auto-dualan u ambijentu [n].

Otuda, svakom auto-dualnom kompleksu u ambijentu [n] mo`emo da do-
delimo pod-dualan kompleks u ambijentu [n− 1].
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Definicija 3.1. Operator korena je preslikavawe
√

: D[n] → SD[n−1] koje

defini{emo sa: √
K = Cn−1(2[n−1] \K).

Primetimo da, imaju}i u vidu svojstvo (6) Leme 3.1, koreni kompleks
auto-dualnog simplicijalnog kompleksa u ambijentu [n] mo`emo da posma-
tramo kao wegov Aleksanderov dual u mawem ambijentu [n−1]. Dokaza}emo
da je ovaj operator bijektivan tako {to }emo da konstrui{emo wegov in-
verzni operator.

Ako uzmemo u obzir Tvr|ewe 3.2, komplementaran skup pod-dualnom
kompleksu u ambijentu [n − 1] treba da bude oblika 2[n−1] \ K za neki
kompleks K ∈ D[n]. Ova opservacija nam omogu}ava da formuli{emo
slede}e tvr|ewe.

Tvr|ewe 3.5. Ako je K proizvoqan pod-dualan simplicijalni kompleks u am-

bijentu [n − 1], tada, familija L =
(
2[n−1] \ Cn−1(K)

)
∪ Cn

(
Cn−1(K)

)
je

auto-dualan simplicijalni kompleks u ambijentu [n].

Dokaz: Kao u dokazu Tvr|ewa 3.2, kako je ∆[n−1] = 2[n−1] auto-dualan u
ambijentu [n], dovoqno je da poka`emo da kompleks L mo`e da se dobije od
kompleksa∆[n−1] prestrojavawem simpleksa koji pripadaju skupu C

n−1(K).
Prvo, primetimo da jeCn

(
Cn−1({A})

)
= {[n]\([n−1]\A)} = {A∪{n}}.

Neka jeCn(K) = {[n− 1] \A1, . . . , [n− 1] \Ak} gde je |Ai+1| ≤ |Ai| za sve
i ∈ [k− 1]. Neka je K0 = ∆[n−1] iKi =

(
Ki−1 \ {[n− 1] \Ai}

)
∪
{
Ai ∪ {n}

}
.

Tada, kompleksi Ki su oblika:

Ki =
(
2[n−1] \ {[n− 1] \ A1, . . . , [n− 1] \ Ai}

)
∪
{
A1 ∪ {n}, . . . , Ai ∪ {n}

}
.

Poka`imo da je simpleks [n − 1] \ Ai maksimalni simpleks kompleksa
Ki−1 indukcijom. Naravno, simpleks [n− 1] \Ai pripada kompleksu Ki−1.
Kako je A1 = ∅, imamo da je [n − 1] \ A1 = [n − 1] a ovaj simpleks je
jedini maksimalni simpleks kompleksa K0 = ∆[n−1]. Pretpostavimo da
[n − 1] \ Ai nije maksimalni u Ki−1 odnosno da postoji simpleks B ∈ Ki

takav da je [n − 1] \ Ai ⊂ B. Kako je K simplicijalni kompleks, po Lemi
3.1 svojstvo (3), svi simpleksi skupa 2[n−1] koji sadr`e simpleks Ai moraju
da pripadaju familiji simpleksa {[n − 1] \ A1, . . . , [n − 1] \ Ai−1} jer je
|B| > |[n] \ Ai| ≥ |[n] \ Aj| za sve j ∈ [i − 1]. Otuda B ̸∈ 2[n−1] {to zna~i
da simpleks B, da bi bio nadsimpleks simpleksa [n− 1] \Ai, mora da bude
jedan od simpleksa familije

{
A1∪{n}, . . . , Ai−1∪{n}

}
. Ako je, na primer,

B = Aj ∪ {n} odnosno [n] \ Ai ⊂ Aj ∪ {n} za neko j < i, dobijamo da
Ai ⊃ [n] \ (Aj ∪ {n}) a po{to n ̸∈ Aj dobijamo da Ai ⊃ [n − 1] \ Aj . Kako
Ai ∈ K dobijamo da [n−1]\Aj pripada kompleksuK. DakleAj i [n−1]\Aj
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pripadaju kompleksu K ali to po Teoremi 2.3 protivure~i pretpostavci
da je kompleks K pod-dualan.

Otuda, Ai je maksimalni simpleks kompleksa Ki−1 {to na osnovu Tvrd-
jewa 3.1 dokazuje da su svi kompleksi Ki auto-dualni u ambijentu [n],
ukqu~uju}i i Kk = L.

Prethodno tvr|ewe nam omogu}ava da defini{emo novi operator.

Definicija 3.2. Operator nadgradwe je preslikavawe Λ : SD[n−1] → D[n]

koje defini{emo sa

ΛK =
(
2[n−1] \Cn−1(K)

)
∪Cn

(
Cn−1(K)

)
.

Simplicijalni kompleks ΛK }emo da zovemo dualna nadgradwa kom-
pleksaK. Kasnije u Poglavqu 3.3 }e da budu date nove, verovatno elegant-
nije varijante operatora

√
i Λ.

Poka`imo sada da je Λ : SD[n−1] → D[n] upravo inverzni operator
operatora

√
.

Neka je K ∈ D[n] proizvoqan. Koriste}i tvr|ewa Leme 3.1, dobijamo
slede}i niz jednakosti

Λ ◦
√
(K) = Λ

(
Cn−1(2[n−1] \K)

)
=

[
2[n−1] \Cn−1

(
Cn−1(2[n−1] \K)

)]
∪Cn

[
Cn−1

(
Cn−1(2[n−1] \K)

)]
=

(
2[n−1] \ (2[n−1] \K)

)
∪Cn(2[n−1] \K)

= (K ∩ 2[n−1]) ∪Cn(2[n−1] \K).

Kako su kompleksi 2[n−1] iK auto-dualni u ambijentu [n], na osnovuTeoreme
2.3 imamo da je:

A ∈ Cn(2[n−1] \K) ⇔ [n] \ A ∈ 2[n−1] \K ⇔ ([n] \ A ∈ 2[n−1] ∧ [n] \ A ̸∈ K)

⇔ (A ̸∈ 2[n−1] ∧ A ∈ K) ⇔ A ∈ K \ 2[n−1].

Otuda Cn(2[n−1] \K) = K \ 2[n−1] pa dobijamo da je:

Λ ◦
√
(K) = (K ∩ 2[n−1]) ∪ (K \ 2[n−1]) = K.

Dakle, kompozicija Λ ◦
√
je identi~ko preslikavawe.

Pre nego{toistra`imokompoziciju
√
◦Λ, doka`imo jo{par svojstava

komplement operatora Cn.
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Lema 3.3. Neka je K ⊆ 2[n] proizvoqna familija skupova. Tada, za svako

m ≥ n va`i:

(1) Cm ◦Cn(K) = {A ∪ ([m] \ [n]) | A ∈ K};

(2) Cn ◦Cm ◦Cn = Cn.

Dokaz: Pomo}u definicije (3.1) dobijamo:
(1)Cm

(
Cn(K)

)
= {[m]\([n]\A) | A ∈ K} = {[m]\

(
[m]\

[
(A∪([m]\ [n])

])
|

A ∈ K} = {A ∪ ([m] \ [n]) | A ∈ K}.
(2)Cn ◦

(
Cm ◦Cn(K)

)
= {[n]\

(
A∪ ([m]\ [n])

)
| A ∈ K} = {([n]\A)∩

(
[n]\

([m]\[n])
)
| A ∈ K} = {([n]\A)∩[n] | A ∈ K} = {[n]\A | A ∈ K} = Cn(K).

Sada, neka je K ∈ SD[n−1] proizvoqan. Koriste}i Leme 3.1 i 3.3 dobi-
jamo:

√
◦ Λ(K) = Cn−1

(
2[n−1] \ Λ(K)

)
= 2[n−1] \Cn−1

(
Λ(K)

)
= 2[n−1] \Cn−1

[(
2[n−1] \Cn−1(K)

)
∪Cn

(
Cn−1(K)

)]
= 2[n−1] \

[
Cn−1

(
2[n−1] \Cn−1(K)

)
∪Cn−1

(
Cn(Cn−1(K))

)]
= 2[n−1] \

[
2[n−1] \Cn−1

(
Cn−1(K)

)
∪Cn−1(K)

]
= 2[n−1] \

[
(2[n−1] \K) ∪Cn−1(K)

]
=

[
2[n−1] \ (2[n−1] \K)

]
∩
[
2[n−1] \

(
Cn−1(K)

)]
= K ∩ K̂ [n−1] = K.

Posledwa jednakost va`i jer je po Definiciji 2.3 kompleks K potkom-
pleks kompleksa K [n−1].

Sve u svemu, dobili smo slede}e tvr|ewe.

Tvr|ewe 3.6. Operator korena
√

: D[n] → SD[n−1] je bijektivan a wemu

inverzni je operator nadgradwe Λ : SD[n−1] → D[n].

Slede}a teorema je neposredna posledica prethodnog tvr|ewa.

Teorema 3.1. Broj auto-dualnih simplicijalnih kompleksa u ambijentu [n]
jednak je broju pod-dualnih simplicijalnih kompleksa u ambijentu [n− 1].

Dakle, svaki auto-dualan simplicijalni kompleks u ambijentu [n] mo-
`emo da dobijemo nadgradwom pod-dualnih kompleksa u ambijentu [n− 1].
Jo{ jedna kombinatorno zanimqiva primena Teoreme 3.1 }e da bude data u
Poglavqu 5.
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3.3 Geometrijski opis operatora
√

i Λ

U ovom odeqku dajemo elegantniji opis operatora
√

i Λ pomo}u kon-
cepata uvedenih u Poglavqu 1.2.

Prvo navodimo novu kombinatornu tehniku za nala`ewe linka proiz-
voqnog simpleksa u datom simplicijalnom kompleksu.

Lema 3.4. Za dati simplicijalni kompleks K ⊆ 2V i proizvoqan simpleks

A ∈ K, potkompleks Lk(A) formiraju svi simpleksi B ∈ K koji ne sadr`e

simpleks A takvi da je A ∪B ∈ K.

Dokaz: Koriste}i Definiciju 1.5 dobijamo slede}i niz ekvivalencija

B ∈ Lk(A) ⇔ B ∈ Nh(A) \ st(A) ⇔ B ∈ Nh(A) ∧B ̸∈ st(A)

⇔ B ⊆ F ∧ F ∈ st(A) ∧ A ̸⊆ B ⇔ B ⊆ F ∧ A ⊆ F ∧ F ∈ K ∧ A ̸⊆ B

⇔ B ∪ A ⊆ F ∧ F ∈ K ∧ A ̸⊆ B.

Otuda, Lk(A) = {B ∈ K | A ̸⊆ B,B ∪ A ∈ K}.

Tvr|ewe 3.7. Za proizvoqan auto-dualan kompleks K u ambijentu [n] va`i:
√
K = Lk({n}).

Dokaz: Neka je K ⊆ 2[n] auto-dualan simplicijalni kompleks i neka je
A ∈

√
K proizvoqan simpleks. Tada, po Definiciji 3.1, simpleks A

pripada kompleksuCn−1(2[n−1] \K) pa je oblika [n−1]\B gde jeB ⊆ [n−1]
i B ̸∈ K. Kako je kompleks K auto-dualan u ambijentu [n] i B ̸∈ K, po
Teoremi 2.3 simpleks [n] \ B pripada simplicijalnom kompleksu K {to
zna~i da i wegov potsimpleks [n − 1] \ B = A tako|e pripada K. Kako je
A ⊆ [n − 1], simpleks A ne sadr`i vrh {n}. Dakle, simpleks A je takav da
{n} ̸⊆ A i A ∪ {n} = ([n − 1] \ B) ∪ {n} = [n] \ B ∈ K {to po Lemi 3.4
implicira da A ∈ Lk({n}). Otuda

√
K ⊆ Lk({n}).

Neka je A ∈ Lk({n}) proizvoqan. Tada, na osnovu Leme 3.4, A je sim-
pleks kompleksaK takav da {n} ̸⊆ A iA∪{n} ∈ K. Kako jeK auto-dualan
u ambijentu [n], po Teoremi 2.3 simpleks [n] \ (A ∪ {n}) = [n − 1] \ A ne
pripada kompleksu K. Otuda, [n − 1] \ A ∈ 2[n−1] \K a po jedna~ini (3.1)
dobijamo da je A ∈ Cn−1(2[n−1] \K) =

√
K. Dakle, Lk({n}) ⊆

√
K.

Sada navodimo novi opis operatora nadgradwe Λ.

Tvr|ewe 3.8. Ako je K proizvoqan pod-dualan simplicijalni kompleks u am-

bijentu [n− 1], tada

ΛK = K̂ [n−1] ∪ CK

gde je konus CK dobijen spajawem kompleksa K i kompleksa ∆{n}.
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Dokaz: Neka jeK proizvoqan pod-dualan kompleks u ambijentu [n− 1]. Po
Definiciji 3.2, simplicijalni kompleks ΛK je oblika:(

2[n−1] \Cn−1(K)
)
∪Cn

(
Cn−1(K)

)
.

Na osnovu Leme 3.1 (svojstvo (6)), prvi deo unije 2[n−1] \Cn−1(K) je upravo

K̂ [n−1], Aleksanderov dual kompleksaK u ambijentu [n−1]. Drugi deo unije,
Cn(Cn−1(K)) je na osnovu Leme 3.3 zapravo familija {A ∪ {n} | A ∈ K}.
Na kraju, kako je K pod-dualan u ambijentu [n − 1] odnosno K ⊂ K̂ [n−1],
auto-dualan kompleks ΛK mo`emo da predstavimo sa:

ΛK = K̂ [n−1] ∪ {A ∪ {n} | A ∈ K} ∪K

= K̂ [n−1] ∪ {A ∪ {n} | A ∈ K} ∪ {A ∪ ∅ | A ∈ K}
= K̂ [n−1] ∪K ∗ {∅, {n}} = K̂ [n−1] ∪K ∗∆{n}.

Dakle, i operator Λ ima jednostavnu formu. Primetimo da, kako je
K ⊆ K̂, dualna nadgradwa kompleksa K odnosno simplicijalni kompleks
K̂ [n−1]∪CK ima geometrijsku realizaciju koja je homotopski ekvivalentna
faktor prostoru ||K̂||/||K||.

3.4 Kombinatorna struktura auto-dualnih kompleksa

U ovom odeqku dajemo generalnije verzije fundamentalnih relacija 3.7
i 3.8 koje su pogodnije za prakti~nu primenu.

Podsetimo se da po Definiciji 1.4, ambijenti izomorfnih simpli-
cijalnih kompleksa moraju da budu iste kardinalnosti. Radi pogodnije
analize, pretpostavqa se da su ambijenti minimalni.

Neka je K proizvoqan simplicijalni kompleks u ambijentu V gde je
|V | = n. Tada, za proizvoqan vrh {v} ∈ V postoji bijekcija π : V → [n]
koja v preslikava u n. Otuda, π(K) = {π(A) | A ∈ K} je simplicijalni
kompleks u ambijentu [n] koji je izomorfan kompleksu K. Tada, kompleks
K je pod-dualan (auto-dualan) u ambijentu V , akko je kompleks π(K) pod-
dualan (auto-dualan) u ambijentu [n]. Ova opservacija nam omogu}ava da sve
rezultate Poglavqa 3.2 i 3.3 koji va`e za kompleks π(K) ⊆ 2[n] prenesemo
na kompleks K ⊆ 2V . Tako|e, proizvoqan vrh {v} ⊆ V mo`e da odigra
ulogu istaknutog vrha n.

Posledica 3.2. Neka je K auto-dualan kompleks u ambijentu V . Tada,

za proizvoqno {v} ⊂ V , simplicijalni kompleks Lk({v}) je pod-dualan u

ambijentu V \ {v}.
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Dakle, koreni kompleks auto-dualnog simplicijalnog kompleksa mo`e
da bude link bilo kojeg wegovog temena.

Posledica 3.3. Ako jeK pod-dualan kompleks u ambijentu V , tada K̂V ∪CK
je auto-dualan simplicijalni kompleks u ambijentu V ∪ {v}, pri tom je

CK = K ∗ ∆{v} za proizvoqno v ̸∈ V . Specijalno, ako je K auto-dualan

u ambijentu V i v ̸∈ V , tada simplicijalni kompleks CK = K ∗ ∆{v} je

auto-dualan u ambijentu V ∪ {v}.

Dokaz: Ako je K ⊆ 2V auto-dualan tada je wegova dualana nadgradwa
simplicijalni kompleks:

K̂V ∪K ∗∆{v} = K ∪K ∗∆{v} = K ∗∆{v}.

Sada navodimo teoremu koja nam daje novi uvid u u kombinatornu struk-
turu auto-dualnih simplicijalnih kompleksa.

Teorema 3.2. Ako je simplicijalni kompleks K u ambijentu V auto-dualan,

tada, za svako {v} ⊂ V va`i:

K = ̂Lk({v})
V \{v}

∪ CLk({v})

gde je CLk({v}) = Lk({v}) ∗∆{v}.

Dokaz: Neka je K ⊆ V auto-dualan i neka je |V | = n. Tada, za proizvoqno
v ∈ V postoji bijekcija π : V → [n] takva da je π(v) = n. Kako su po
Tvr|ewu 3.6 operatori

√
i Λ jedan drugom inverzni a kompleks π(K) auto-

dualan u ambijentu [n], dobijamo da je π(K) = Λ ◦
√(

π(K)
)
. Koriste}i

Tvr|ewa 3.8 i 3.7 zakqu~ujemo da je

π(K) = ̂Lk({n})
[n−1]

∪
(
Lk({n}) ∗∆{n}

)
.

Ako na prethodnu jednakost primenimo simplicijalno preslikavawe

π−1, dobijamo da je K = ̂Lk({v})
V \{v}

∪ CLk({v}).
Slede}i primer je dobra ilustracija Teoreme 3.2.

Primer 3.2. Kao {to smo se uverili u Primeru 2.2, kompleks
(
[2k+1]

k

)
je

auto-dualan u ambijentu [2k + 1]. Ako pomo}u Leme 3.4 potra`imo link
temena {2k + 1} u kompleksu

(
[2k+1]

k

)
dobijamo:

Lk({2k + 1}) =
{
A ⊂ [2k] | A ∪ {2k + 1} ∈

(
[2k + 1]

k

)}
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= {A ⊂ [2k] | |A ∪ {2k + 1}| ≤ k} =

(
[2k]

k − 1

)
.

Po Primeru 2.1, znamo da je
(̂
[2k]
k−1

)[2k]
=

(
[2k]

2k−(k+1)−1

)
=

(
[2k]
k

)
. Spajawem

simplicijalnog kompleksa
(
[2k]
k−1

)
sa kompleksom ∆{2k+1} = {∅, {2k + 1}}

dobijamofamiliju koja sadr`i sve podskupove skupa [2k+1] kardinalnosti
najvi{e k i kojima element 2k + 1 pripada. Tako dobijamo da je:

̂Lk({2k + 1})
[2k]

∪ CLk({2k + 1})

=

(
[2k]

k

)
∪
{
A ∈

(
[2k] + 1

k

)
| 2k + 1 ∈ A

}
=

(
[2k + 1]

k

)
.

3.5 Kombinatorna klasifikacija auto-dualnih kompleksa

Analizom Teoreme 3.2 mo`emo da zakqu~imo da je svaki auto-dualni
simplicijalni kompleks u ambijentu V potpuno odre|en linkom bilo kojeg
temena v ∈ V . U ovom odeqku, link temena {v} u kompleksu K ozna~avamo
sa LkK({v}).

Familije SD[n−1] iD[n] mo`emo da posmatramo kao kategorije u kojima
su morfizmi kombinatorne ekvivalencije odnosno izomorfizmi simpli-
cijalnih kompleksa.

Neka su K,L ⊆ 2[n] proizvoqni kompleksi familije D[n] i π : K → L
izomorfizam. Tada mo`emo da defini{emo simplicijalno preslikavawe√
π :

√
K → L kao prostu restrikciju preslikavawa π na potkompleks√

K = LkK(n). Me|utim, slika preslikavawa
√
π ne mora da bude

√
L

odnosno link temena {n} u kompleksu L. Otuda, da bi definisali funktor√
, moramo da se ograni~imo na preslikavawa kojima je teme nfiksna ta~ka

ali ovo nije dobro za prakti~ne primene. Na primer, linkovi temena n u
kompleksima ∆[n−1] i∆[n]\{1} su redom {∅} i∆[n]\{1,n} koji nisu izomorfni
simplicijalni kompleksi.

Otuda, operator
√

ne mo`e da poslu`i kao dobar funktor. Za sada
mo`emoda tvrdimoda ako je π : K → Lizomorfizam, i v ∈ [n]proizvoqno,
tada je restrikcija preslikavawa πv : [n] \ {v} → [n] \ {π(v)} izomorfizam
simplicijalnih kompleksa LkK({v}) i LkL({π(v)}).

Primetimo da operator korena ima sli~an problem kao i klasi~an
koren na skupu kompleksnih brojeva koji se kategori{e kao �vi{ezna~na
funkcija�.
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Neka su sada K i L pod-dualni simplicijalni kompleksi u ambijentu
[n − 1] i neka je π : [n − 1] → [n − 1] izomorfizam kompleksa K i L.
Defini{emo preslikavawe Λπ : [n] → [n] sa:

Λπ =

{
π(v), v ∈ [n− 1],

n, v = n.

Poka`imo da je Λπ izomorfizam kompleksa ΛK = K̂ [n−1] ∪ K ∗ ∆{n}

i ΛL = L̂[n−1] ∪ L ∗ ∆{n}. Prvo, na osnovu Leme 2.2, preslikavawe π

je izomorfizam kompleksa K̂ [n−1] i L̂[n−1]. Otuda, da bi dokazali da je
Λπ izomorfizam kompleksa ΛK i ΛL, dovoqno je da poka`emo da je Λπ
izomorfizam kompleksa K ∗∆{n} i L ∗∆{n}. Neka je A ⊆ [n] proizvoqan.
Ako n ̸∈ A, simpleks A pripada K akko Λπ(A) = π(A) pripada kompleksu
L (jer π : K → L je izomorfizam) {to dokazuje da A ∈ K ∗ ∆{n} akko
Λπ(A) ∈ K ∗ ∆{n}. Ako n ∈ A, simpleks A pripada kompleksu K ∗ ∆{n}
akko A = B ∪ {n} za neki B ∈ K. Kako je π : K → L izomorfizam,
prethodno je ekvivalentno uslovu da π(B) pripada kompleksu L odnosno
da π(B) ∪ {n} pripada kompleksu L ∗ ∆{n}. Otuda, A = B ∪ {n} pripada
K ∗ ∆{n} akko π(B) ∪ {n} = Λπ(B ∪ {n}) = Λπ(A) pripada kompleksu
L ∗∆{n}.

Ovim smo dokazali da dijagram:

K
π−−→ L

↓ ↓
ΛK

Λπ−−→ ΛL

komutira i da je Λπ izomorfizam.

Dakle, preslikavawe Λ mo`emo da posmatramo i kao kovarijantan
funktor iz kategorije pod-dualnih simplicijalnih kompleksa u ambi-
jentu [n− 1] sa izomorfizmima u kategoriju auto-dualnih simplicijalnih
kompleksa u ambijentu [n] sa izomorfizmima. Ovim smo dokazali glavnu
teoremu ovog poglavqa:

Teorema 3.3. Auto-dualni simplicijalni kompleksi K ⊆ 2V i L ⊆ 2W , gde

je |V | = |W |, su kombinatorno ekvivalentni akko postoje vrhovi {v} ∈ K i

{w} ∈ L takvi da su LkK({v}) i LkL({w}) kombinatorno ekvivalentni.

Prethodna teorema zna~ajno pojednostavquje kombinatornu klasifi-
kaciju auto-dualnih simplicijalnih kompleksa. Standardna provera kom-
binatorne ekvivalentnosti podrazumeva pronala`ewe bijekcije ambijent-
nih skupova koja zadovoqavaDefniciju 1.4. Ako je kardinalnost ambijenta
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n, postoji n! potencijalnih bijekcija. Kako link temena {v} ne sadr`i {v},
Teorema 3.3 smawuje broj potencijalnih bijekcija na (n − 1)!. Naravno,
najprakti~nije je na}i vrh datog auto-dualnog kompleksa ~iji link ima
najmawi broj temena i uporediti ga sa linkom vrha drugog kompleksa sa
istim brojem temena.

Teorema 3.3 nam tako|e omogu}ava da efikasno odredimo sve neizo-
morfne auto-dualne komplekse u ambijentu [n]. Po teoremi, dovoqno
je da odredimo neizomorfne pod-dualne komplekse u ambijentu [n − 1] a
neizomorfni auto-dualni kompleksi }e da budu me|u wihovim dualnim
nadgradwama. Pri tom, Teorema 3.3 ne garantuje da se dualnim nadgrad-
wama neizomorfnih pod-dualnih kompleksa dobijaju neizomorfni auto-
dualni kompleksi. Na primer, po Tvr|ewu 2.1, kompleksi

(
[3]
0

)
= {∅} i

(
[2]
1

)
su poddualni u ambijentu [3] i nisu izomorfni. Me|utim, wihove dualne
nadgradwe

Λ

(
[3]

0

)
=

(̂
[3]

0

)[3]

∪
(
[3]

0

)
∗∆{4} =

(
[3]

2

)
∪
{
{4}

}
,

Λ

(
[2]

1

)
=

(̂
[2]

1

)[3]

∪
(
[2]

1

)
∗∆{4}

=
̂(

[3]

1

)
\
{
{3}

}[3]

∪
(
[2]

1

)
∗∆{4} =

((̂
[3]

1

)[3]

∪
{
{1, 2}

})
∪
(
[2]

1

)
∗∆{4}

=

(
[3]

1

)
∪
{
{1, 2}, {4}, {1, 4}, {2, 4}

}
=

(
{1, 2, 4}

2

)
∪
{
{3}

}
su izomorfni simplicijalni kompleksi. Otuda, kombinatornim fil-
tracijom neizomorfnih pod-dualnih kompleksa vr{imo samo delimi~nu
kombinatornu filtraciju wihovih dualnih nadgradwi.

Primer 3.3. UPrimeru 3.1 je pokazano da su jedini auto-dualni kompleksi
u ambijentu [3] kompleksi ∆{1,2,3}\{i}, i = 1, 2, 3 i kompleks

(
[3]
1

)
. Otuda,

pod-dualni kompleksi u ambijentu [3] su potkompleksi kompleksa famili-
je D[3] i to ∆A gde A ∈

(
[3]
2

)
zajedno sa kompleksima

(
[3]\{i}

1

)
gde i = 1, 2, 3.

Me|u wima, neizomorfni su:

K0 = {∅}, K1 = ∆{1}, K2 =

(
[2]

1

)
, K3 =

(
[3]

1

)
, K4 = ∆{1,2}.

Kao {to smo ve} videli, dualne nadgradwe kompleksa K0 i K2 su
izomorfne kompleksu

(
[3]
2

)
∪
{
{4}

}
. Daqe, dualna nadgradwa kompleksa

K1 je simplicijalni komleks:
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Λ∆{1} = ∆̂{1}
[3]

∪∆{1} ∗∆{4} =
̂(
3

0

)
∪ {1}

[3]

∪∆{1,4}

=

((̂
3

0

)[3]

\
{
{2, 3}

})
∪∆{1,4} =

((
3

2

)
\
{
{2, 3}

})
∪∆{1,4}

= ∆{1,2} ∪∆{1,3} ∪∆{1,4} =

(
{2, 3, 4}

1

)
∗∆{1}.

Kompleksi K3 i K4 su auto-dualni u ambijentu [3]. Po Posledici
3.3 wihove dualne nadgradwe su redom simplicijalni kompleksi Λ

(
[3]
1

)
=(

[3]
1

)
∗∆{4} i Λ∆{1,2} = ∆{1,2} ∗∆{4} = ∆{1,2,4}.

Kako su, ΛK1 iΛK3 izomorfni simplicijalni kompleksi, zakqu~ujemo
da u ambijentu [4] postoje tri neizomorfna auto-dualna simplicijalna
kompleksa koji su prikazani na Figuri 14.

Figura 14: Neizomorfni auto-dualni kompleksi u ambijentu [4].

Primer 3.4. Neizomorfni pod-dualni simplicijalni kompleksi u ambi-
jentu [4] su potkompleksi kompleksa

(
[3]
2

)
∪
{
{4}

}
,
(
[3]
1

)
∗ ∆{4} i ∆[3] i to

su:

K0 = {∅}, K1 = ∆{1}, K2 =

(
[2]

1

)
, K3 =

(
[3]

1

)
, K4 =

(
[4]

1

)
, K5 = ∆[2],

K6 =

(
[2]

1

)
∗∆{3}, K7 =

(
[3]

2

)
, K8 = K5 ∪

{
{3}

}
, K9 = K5 ∪

{
{3}, {4}

}
,

K10 = K6 ∪
{
{4}

}
, K11 = K7 ∪

{
{4}

}
, K12 = K3 ∗ {4}, K13 = ∆[3].

Analognoprethodnomprimeru, kori{}ewemLeme 3.2mo`emodaizra~unamo
wihove dualne nadgradwe. Tako dobijamo auto-dualne komplekse:
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ΛK0 ≈ ΛK7 ≈
(
[4]

3

)
∪
{
{5}

}
,ΛK1 ≈ ΛK6 ≈ ΛK11 ≈

((
[3]

2

)
∪
{
{4}

})
∗∆{5},

ΛK2 ≈ ΛK8 ≈ ΛK10 ≈ ∆[2] ∗
(
{3, 4}
1

)
∪
(
[2]

1

)
∗∆{5} ∪

{
{3, 4}},

ΛK3 ≈ ΛK9 ≈
(
[3]

1

)
∗
(
{4, 5}
1

)
∪∆[3],ΛK4 =

(
[5]

2

)
ΛK5 ≈ ΛK12 =

(
[3]

1

)
∗∆{4,5},ΛK13 = ∆[4].

Dakle, u ambijentu [5] postoji 7 neizomorfnih auto-dualnih simplici-
jalnih kompleksa prikazanih na Figuri 15.

3.6 f−vektori dualnih nadgradwi

Svakom simplicijalnom kompleksu K u ambijentu [n] mo`emo da dode-
limo vektor f(K) ∈ Nn

0 koji nazivamo f−vektor (eng. face vector). Ovaj
vektor broji simplekse kompleksa K iste dimenzije odnosno:

(3.2) f(K) = (f0, f1, . . . , fn), fi = |{A ∈ K | dimA = i−1}|, i = 0, 1, . . . , n.

Svi simplicijalni kompleksi osim kompleksa K = ∅ sadr`e prazan
simpleks te je kod wih f0 = 1. Koordinata f1 predstavqa broj vrhova,
koordinata f2 predstavqa broj jednodimenzionalnih simpleksa itd. Tada,
Ojlerova karakteristika kompleksa K se ra~una pomo}u formule:

(3.3) χ(K) =
n∑

i=1

(−1)i+1fi.

Nekoliko jednostavnih osobina f−vektora i Ojlerove karakteristike
su date u slede}oj lemi.

Lema 3.5. Za proizvoqne simplicijalne komplekseK iL u ambijentu [n] va`i

da je f(K ∪ L) = f(K) + f(L) − f(K ∩ L), {to implicira da je Ojlerova

karakteristika χ(K ∪ L) = χ(K) + χ(L)− χ(K ∩ L).
Ako je K simplicijalni kompleks i L ⊆ K proizvoqna familija skupova

tada je f(K \ L) = f(K)− f(L).
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Figura 15: Neizomorfni auto-dualni kompleksi u ambijentu [5].

Neka jeK ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks i neka je (f0, f1, . . . , fn) wegov
f−vektor. Prisetimo se da je na osnovu Leme 3.1, Aleksanderov dual
simplicijalnog kompleksa K u ambijentu [n] jednak 2[n] \ Cn(K). Otuda,
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ako potra`imo f−vektor kompleksa K̂ dobijamo:

f(K̂) = f
(
2[n] \ Cn(K)

)
= f

(
2[n]

)
− f

(
Cn(K)

)
.

Po Definiciji (3.1) znamo da je Cn(K) = {[n] \ A | A ∈ K} pa, i−ta
koordinata vektora f

(
Cn(K)

)
(koju ozna~avamo sa f

(
Cn(K)

)
i
) je jednaka

broju simpleksa familije Cn(K) kardinalnosti i a to je upravo fn−i. Tako
dobijamo deo (1) slede}eg tvr|ewa.

Tvr|ewe 3.9. Za proizvoqan simplicijalni kompleksK ⊆ 2[n] sa f−vektorom
(f0, f1, . . . , fn) va`i da je:

(1) f(K̂)i =
(
n
i

)
− fn−i za sve i = 0, 1, . . . , n.

(2) χ(K̂) = (−1)n+1
(
χ(K)− f0)− fn + 1.

(3) Ako je ∅ ̸= K ⊂ 2[n], tada je χ(K̂) =

{
χ(K), n ≡ 1 mod 2,

−χ(K) + 2, n ≡ 0 mod 2.

Dokaz: Za tvr|ewe (2), ako iskoristimo tvr|ewe (1), dobijamo niz jed-
nakosti:

χ(K̂) =
n∑

i=1

f(K̂i) =
n∑

i=1

(−1)i+1

((
n

i

)
− fn−i

)

= −
n∑

i=1

(
n

i

)
(−1)i +

n∑
i=1

(−1)ifn−i = 1−
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i +

n∑
i=1

(−1)−ifn−i

= 1− (−1 + 1)n + (−1)n+1

n∑
i=1

(−1)n−i+1fn−i = 1 + (−1)n+1

n−1∑
i=0

(−1)i+1fi

= 1 + (−1)n+2f0 + (−1)n+1

n∑
i=0

(−1)i+1fi − (−1)2n+2fn

= (−1)n+1
(
χ(K)− f0)− fn + 1

Tvr|ewe (3) sledi iz tvr|ewa (2) jer f−vektor simplicijalnog kom-
pleksa ∅ ̸= K ⊂ 2[n] je takav da je f0 = 1 i fn = 0.

Posledica 3.4. Ojlerova karakteristika auto-dulanih kompleksa u ambi-

jentu parne kardinalnosti je 1.

U nastavku }emo da analiziramo f−vektore dualnih nadgradwi. Ciq
je da opi{emo f vektor auto-dualnog kompleksa pomo}u f vektora linka
wegovog temena.
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Tvr|ewe 3.10. Za proizvoqan pod-dualan kompleks K ⊆ 2[n−1] va`i:

(1) f(ΛK)i =


1, i = 0,(

n−1
i

)
− fn−1−i + fi−1, i = 1, . . . , n− 1,

0, i = n.

(2) χ(ΛK) =

{
1, n ≡ 0 mod 2,

−2χ(K) + 3, n ≡ 1 mod 2.

gde je f(K) = (f0, f1, . . . , fn−1).

Dokaz: Neka je ∅ ̸= K ⊆ 2[n−1] pod-dualan simplicijalni kompleks i
neka je f(K) = (f0, f1, . . . , fn−1). Spajawe kompleksa K i kompleksa ∆{n},
na osnovu Definicije 1.6 ima fi + fi−1 simpleksa kardinalnosti i za sve
i = 0, . . . , n.

Kako je Λ(K) = K̂ [n−1] ∪K ∗ ∆{n} i K̂ [n−1] ∩K ∗ ∆{n} = K, na osnovu
Tvr|ewa 3.9 deo (1) dobijamo da je za sve i = 0, 1, . . . , n− 1:

f(ΛK)i = f(K̂ [n−1])i + f(K ∗∆{n})i − f(K)i

=

(
n− 1

i

)
− fn−1−i + fi + fi−1 − fi =

(
n− 1

i

)
− fn−1−i + fi−1.

Kako je kompleks ΛK auto-dualan u ambijentu [n], on ne mo`e da sadr`i
simpleks [n] jer bi u suprotnomΛK = ∆[n] a na osnovuPrimera 2.3 znamo da
∆[n] nije auto-dualan u ambijentu [n]. Tako zakqu~ujemo da je f(ΛK)n = 0.
Tako|e, f(ΛK)0 = 1 jer po Primeru 2.4 ne postoje auto-dualni kompleksi
bez vrhova.

Koriste}i Lemu 3.5, Ojlerova karakteristika kompleksa ΛK jednaka je
sumi χ(K̂ [n−1]) + χ(K ∗ ∆{n}) − χ(K). Kako je fn = 0 i f0 = 1, na osnovu

Tvr|ewa 3.9 znamo da je χ(K̂ [n−1]) = (−1)n
(
χ(K) − 1) + 1. [to se ti~e

kompleksa K ∗ ∆[n], wegova Ojlerova karakteristika je 1 jer je u pitawu
triangulacija kontraktibilnog prostora. Tako dobijamo da je:

χ(ΛK) = (−1)n
(
χ(K)− 1) + 2− χ(K).

Prethodno tvr|ewe nam olak{ava nala`ewe Ojlerove karakteristike
auto-dualnih kompleksa u neparnim ambijentima. Kako je svaki auto-
dualni kompleks dualna nadgradwa linka svojeg proizvoqnog temena, ako
znamoOjlerovu karakteristiku linka, lako mo`emo da izra~unamoOjlero-
vu karakteristiku polaznog kompleksa. Tako|e, ako znamo Ojlerovu karak-
teristiku auto-dualnog kompleksa K ⊆ 2[2k+1], po prethodnom tvr|ewu
zna}emo i Ojlerovu karakteristiku linka prozvoqnog wegovog temena.
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Posledica 3.5. Za proizvoqan auto-dualan kompleksK ⊆ 2[2k+1] i proizvoqno

v ∈ [n] va`i: χ
(
Lk({v})

)
= 1

2
(3− χ(K)).

Sada }emo da se osvrnemo na tehnike opisane u Poglavqu 3.1. Prise-
timo se daproizvoqniauto-dualnikompleksiK,L ⊆ 2[n] mogu da se pove`u
u grafu susedsvaNGn putem du`ine |K \L|. Ovu opservaciju }emo da isko-
ristimo radi ra~unawa Ojlerove karakteristike auto-dualnih kompleksa
u ambijentima neparne kardinalnosti.

Neka jeK ⊂ 2[2k+1] auto-dualan kompleks sa f−vektorom (f0, f1, . . . , fn)
i neka je A ∈ K maksimalni simpleks kardinalnosti i. Rekonstrukcija
kompleksaK prestrojavawemmaksimalnog simpleksa A je auto-dualan kom-
pleks rsA(K) = (K \ {A}) ∪ {[2k + 1] \ A} sa f−vektorom:

f(rsA(K))j =


fj, j ∈ [n] \ {i, 2k + 1− i},

fi − 1, j = i,
fi + 1, i = 2k + 1− i.

Ako potra`imo Ojlerovu karakteristiku kompleksa rsA(K) dobijamo:

χ
(
rsA(K)

)
=

n∑
j=1

(−1)j+1f(rsA(K))j

=
n∑

j=1

(−1)j+1fj − (−1)i+1 + (−1)2k+1−i+1

= χ(K) + (−1)i+1(−1 + (−1)2k+1) = χ(K) + (−2)i+1

Dakle, razlika Ojlerovih karakteristika susednih ~vorova u grafu
susedstva NG2k+1 je ±2. Kako svaka dva ~vora grafa NG2k+1 mogu da
se pove`u putem (Tvr|ewe 3.2), a Ojlerova karakteristika auto-dualnog
kompleksa ∆[2k+1] jednaka 1, zakqu~ujemo da svi auto-dualni kompleksi u
ambijentu [2k + 1] imaju Ojlerovu karakteristiku oblika 1 ± 2i za neko
i ∈ {0, 1, 2, . . .}.

Da bi se utvrdio ta~an opseg Ojlerovih karakteristika auto-dualnih
kompleksa u ambijentu [2k + 1], dovoqno je da se odrede pod-dualni kom-
pleksi u ambijentu [2k] sa najve}om i najmawom Ojlerovom karakteris-
tikom. Tada }e na osnovu Tvr|ewa 3.10 wihove dualne nadgradwe da pred-
stavqaju auto-dualne komplekse sa maksimalnom i minimalnom Ojlerovom
karakteristikom a ostale mogu}nosti za Ojlerove karakteristike su svi
neparni brojevi koji se nalaze u dobijenom intervalu. Na primer, ∆[6]
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i
(
[7]
3

)
su auto-dualni kompleksi u ambijentu [7] sa Ojlerovim karakteris-

tikama 1 i 21. Otuda, u grafuNG7, na proizvoqnom putu koji povezuje kom-
plekse ∆[6] i

(
[7]
3

)
moraju da se na|u i auto-dualni kompleksi sa Ojlerovim

karakteristikama 1 + 2i gde i = 0, 1, . . . , 10.

3.7 Homologija i kohomologija dualnih nadgradwi

U ovom odeqku analiziramo vezu izme|u homologije i kohomologije
datog simplicijalnog kompleksa i wegove auto-dualne nadgradwe opisane
u Poglavqu 3.3.

Neka je K simplicijalni kompleks u ambijentu V . Po Tvr|ewu 2.2,
mo`emo da pretpostavimo da je K pod-dualan jer pod-dualnost mo`e da se
postigne prostim uve}awem ambijenta V . Posmatrajmo dualnu nadgradwu
kompleksa K odnosno kompleks

ΛK = K̂ ∪ CK.

Na osnovu Tvr|ewa 3.5, znamo da je dualna nadgradwa simplicijalnog
kompleksa auto-dualan kompleks u ambijentu V ∪{v}. Otuda, kao posledicu
Teoreme 2.2 dobijamo slede}e tvr|ewe.

Posledica 3.6. Neka je K pod-dualan simplicijalni kompleks u ambijentu

V gde je |V | = n. Tada za wegovu dualnu nadgradwu ΛK i sve i = 1, . . . , n+ 1
va`i:

H̃i

(
Λ(K)

)
≈ H̃n−i−2(Λ(K)

)
.

Analizirajmo sada par simplicijalnih kompleksa (Λ(K), K̂). Ciqnam
je da opi{emo homologiju kompleksa ΛK pomo}u homologije kompleksa K.
Koriste}i dugi ta~an niz homolo{kih grupa dobijamo:

(3.4) · · · → H̃k

(
K̂
) i∗−−→ H̃k

(
ΛK

) q∗−−→ H̃k

(
ΛK, K̂

) ∂−−→ H̃k−1

(
K̂
)
→ · · ·

Kako simplicijalni kompleks i wegov potkompleks ~ine dobar par,
znamo da su grupe H̃k

(
ΛK, K̂

)
izomorfne grupama Hk

(
ΛK/K̂

)
gde je fak-

tor prostor ΛK/K̂ zapravo
(
K̂ ∪ CK

)
/K̂. Prisetimo se da po Tvr|ewu

3.8 va`i K̂ ∩ CK = K. Otuda, faktor prostor ΛK/K̂ je homeomorfan
prostoru CK/K koji je homotopski ekvivalentan suspenziji SK simpli-

cijalnog kompleksa K. Poznato je da su grupe H̃k(SK) izomorfne gru-

pama Hk−1(K) pa, ako u ta~nom nizu (3.4) grupe H̃k

(
Λ(K), K̂

)
zamenimo sa

H̃k−1(K) dobijamo:

(3.5) · · · → H̃k

(
K̂
) i∗−−→ H̃k

(
ΛK

) q′∗−−→ H̃k−1(K)
∂′
−−→ H̃k−1

(
K̂
)
→ · · ·
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Pomo}u Teoreme 2.2 i Teoreme o univerzalnim koeficijentima koja
povezuje homologiju i kohomologiju datog simplicijalnog kompleksa, lako
mo`emo da odredimo homolo{ke grupe Hk

(
K̂
)
. Naime, svakom Z sabirku

grupe H̃k(K) odgovara Z sabirak grupe H̃n−3−i

(
K̂
)
a svakom Zp sabirku

grupe H̃k(K) odgovara Zp sabirak grupe H̃n−4−k

(
K̂
)
.

Otuda, da bi pomo}u ta~nog niza (3.5) odredili grupe Hk

(
Λ(K)

)
, do-

voqno je da opi{emo homomorfizme q′∗ i ∂′. Po konstrukciji, ovi homo-
morfizmi su usko povezani sa standardnim homomorfizmima q∗ i ∂ iz niza
(3.4).

Me|utim, postoji mnogo jednostavniji opis homomorfizma q′∗ i ∂
′. Pos-

matrajmo dugi ta~an niz za par (K̂,K).

(3.6) · · · → H̃k

(
K̂
) qo∗−−→ H̃k

(
K̂,K

) ∂o

−−→ H̃k−1(K)
io∗−−→ H̃k−1

(
K̂
)
→ · · ·

Ovde, Hk

(
K̂,K

)
je izomorfno grupi Hk

(
K̂/K

)
a kako je CK kontrak-

tibilan prostor, simplicijalni kompleks K̂ ∪ CK, odnosno upravo ΛK,
je homotopski ekvivalentan faktor prostoru K̂/K. Otuda, ako uporedimo
nizove (3.5) i (3.6), mo`emo da zakqu~imo da je ∂′ indukovano inkluzijom
i0 : K → K̂ a q′∗ je indukovan ivi~nim preslikavawem ∂o.

Primer 3.5. Neka jeK petougao prikazan na Figuri 16. Kako je K jednodi-
menzionalan, po Tvr|ewu 2.1 on je pod-dualan u ambijentu [5] pa, wegova
dualna nadgradwa }e da bude auto-dualan simplicijalni kompleks u am-
bijentu [6]. Kako su minimalni ne-simpleksi kompleksa K dijagonale

petougla, maksimalni simpleksi kompleksa K̂ }e da budu komplementi
dijagonala. Otuda, K̂ je triangulacija Mebijusove trake ~ija je granica
petougao K kao {to je prikazano na Figuri 16.

Figura 16: Petougao i wegov Aleksanderov dual, Mebijusova traka.
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Po Teoremi 2.2, grupe H̃i(K) su izomorfne grupama H̃5−i−3(K̂) a ove
grupe su trivijalne za k ̸= 1 i jednake Z za k = 1. Otuda, ako iskoristimo
ta~an niz (3.5), dobijamo da je H̃k

(
Λ(K)

)
= 0 za sve k ̸= 1. Kako se granica

Mebijusove trake dva puta obmotava oko centralne kru`nice koja generi{e
H1

(
K̂
)
, zakqu~ujemo da je homomorfizam io∗ zapravo mno`ewe sa 2. Tako

dobijamo da je jedini netrivijalni deo niza (3.5) za par (ΛK,K):

0 → Z 2−−→ Z i∗−−→ H̃1

(
Λ(K)

)
→ 0

Kako je homomorfizam i∗ sirjektivan, grupa H̃1

(
Λ(K)

)
je izomorfna

grupi Imi∗/Keri∗ = Imi∗/Imio∗ = Z/2Z ≈ Z2.

Dakle, ΛK je dvo-dimenzionalna kombinatorna mnogostrukost sa Z2

homologijom u dimenziji 1 pa zakqu~ujemo da ΛK predstavqa triangu-
laciju projektivne ravni opisane u Primeru 2.5.

U prethodnom primeru smo videli da pomo}u ta~nog niza (3.5) nekada
mo`emo da konstrui{emo auto-dualne kompekse sa unapred zadatim ho-
molo{kim grupama. Naravno, homolo{ke grupe moraju da imaju strukturu
opisanu u Teoremi 2.2.

Sada navodimo specijalan slu~aj kada homolo{ke grupe dualnih nad-
gradwi mogu da se odrede bez poznavawa homomorfizama iz ta~nog niza
(3.5).

Teorema 3.4. Neka jeK simplicijalni kompleks dimenzije k > 1 u ambijentu
V gde je |V | ≥ 2k + 3. Tada ΛK ima iste homolo{ke i kohomolo{ke grupe

kao prostor K̂ ∨ SK gde je ∨ klinasta suma prostora.

Dokaz: Po Tvr|ewu 2.1, kompleks K je pod-dualan u ambijentu V .
Kako je dimenzija kompleksaK jednaka k, sve grupeHi(K) su trivijalne

za i > k. Tako|e, ako je |V | = n i n ≥ 2k + 3 tada, koriste}i Teoremu 2.2 i
Teoremu o univerzalnim koeficijentima, zakqu~ujemo da su jedine mogu}e
netrivijalne homolo{ke grupe simplicijalnog kompleksa K̂ u dimenzijama
n− 3, n− 4, . . . , n− k− 3 (primetimo da je grupa Hk(K) bez torzije). Kako
je n − k − 3 ≥ 2k + 3 − k − 3 = k, zakqu~ujemo da u dugom ta~nom nizu
(3.5) za par

(
ΛK, K̂), grupe H̃i

(
K̂
)
i H̃i−1

(
K̂
)
su trivijalne ili su H̃i(K)

i H̃i−1(K) trivijalne. Kako je niz (3.5) ta~an, prethodno implicijra da je

H̃i(ΛK) izomorfno grupi H̃i−1(K) ili je H̃i(ΛK) izomorfno grupi H̃i

(
K̂
)
.

Ovo kompletira dokaz.
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3.8 Konstrukcija auto-dualnih triangulacija projektivnih

prostora

U Poglavqu 2.4 su dati primeri triagulacija projektivnih prostora
kao primeri auto-dualnih simplicijalnih kompleksa. Auto-dualnost do-
bijenih triangulacija je bila vi{e posledica nego pretpostavka za dobi-
jene simplicijalne komplekse. U ovom odeqku opisa}emo jedan novi na~in
za dobijawe auto-dualnih triangulacija ovih kompleksa.

Simplicijalne komplekse K dimenzije k takve da je link svakog wi-
hovog simpleksa A ∈ K triangulacija sfere dimenzije k − |A| nazivamo
kombinatorne mnogostrukosti.

Definicija 3.3. Ka`emo da kombinatorna mnogostrukost K dimenzije 2k
li~i na projektivnu ravan ako je:

H̃i(K) =

{
0, i ̸∈ {k, 2k},
Z, i ∈ {k, 2k}.

pri tom je k = 2, 4, 8.

Kao {to je o~igledno iz prethodne definicije, ciq je da dobijemo
triangulacije kompleksne (k = 2), kvaternionske (k = 4), i oktanionske
projektivne ravni (k = 8).

Neka je K ⊆ 2[n] auto-dualan simplicijalni kompleks iz Definicije
3.3. Tada, da bi homolo{ke grupe kompleksa K zadovoqavale Teoremu 2.2,
mora da va`i da je H̃i(K) = H̃n−3−i(K). Kako je kompleks K bez torzije, na
osnovuTeoreme o univerzalnimkoeficijentimaprethodno je ekvivalentno
uslovu da je H̃i(K) = H̃n−3−i(K) a jedina mogu}nost da prethodna jednakost
bude zadovoqena za sve i = 1, . . . , 2k je zan−3−k = 2k odnosno za n = 3k+3.
Tako zakqu~ujemo da je ambijent kompleksa K kardinalnosti 9 za k = 2, 15
za k = 4 i 27 za k = 8.

Kompleks K je auto-dualan simplicijalni kompleks pa je na osnovu
Teoreme 3.2 upotpunosti odre|en potkompleksom Lk({v}) a po{to je K
kombinatorna mnogostrukost, Lk({v}) je triangulacija sfere dimenzije
2k − 1 za sve v ∈ V . Ako Lk({v}) ozna~imo sa S2k−1, tada je

K = Ŝ2k−1 ∪ CS2k−1.

Kako je po pretpostavci K kombinatorna mnogostrukost dimenzije 2k,
svi wegovi maksimalni simpleksi tako|e moraju da budu dimenzije 2k. Iz

uslova da je Ŝ2k−1 ∩ CS2k−1 = S2k−1 zakqu~ujemo da je

(3.7) Max(Ŝ2k−1 ∪ CS2k−1) = Max(Ŝ2k−1) ∪Max(CS2k−1).
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Ako bi postojao simpleks A ∈ [3k+2] kardinalnosti k koji ne pripada
sferi S2k−1, tada bi simpleks [3k + 2] \ A koji je kardinalnosti 2k + 2

pripadao Aleksanderovom dualu Ŝ2k−1 {to nije mogu}e jer svi simpleksi

kompleksa Ŝ2k−1 su kardinalnosti najvi{e 2k + 1. Tako zakqu~ujemo da
S2k−1 sadr`i sve simplekse familije

(
[3k+2]

k

)
.

Ako je (f0, f1, . . . , f2k+3) f−vektor kompleksa S2k−1, na osnovu Tvr|ewa

3.9, zakqu~ujemo da kompleks Ŝ2k−1 ima
(
[3k+2]
2k+1

)
− fk+1 maksimalnih sim-

pleksa. Maksimalni simpleksi konusa CS2k−1 su oblika A ∪ {3k + 2} gde
A ∈ Max(S2k−1) i ima ih f2k. Kako ni jedan simples kompleksa Ŝ2k−1 ne
sadr`i teme 3k + 3, zakqu~ujemo da kompleks K ima

(
[3k+2]
2k+1

)
− fk+1 + f2k

maksimalnih simpleksa.

Dakle, da bi konstruisali auto-dualnu kombinatornu mnogostrukost
koja li~i na projektivnu ravan, potrebno je da konstrui{emo dualnu nad-
gradwu sfere S2k−1 koja ima slede}a svojstva:

• S2k−1 je pod-dualna u ambijentu [3k + 2],

•
(
[3k+2]

k

)
⊂ S2k−1 ⊂

(
[3k+2]
2k+1

)
,

• S2k−1 je kombinatorna mnogostrukost.

Kompleksi opisani u Poglavqu 2.4 kao linkove temena imaju sfere
sa navedenim svojstvima. Da bi dobili triangulaciju mnogostrukosti
koja li~i na oktanionsku projektivnu ravan, mo`emo da konstrui{emo
dualnu nadgradwu sfere S15 u ambijentu [26]. Ta~an niz (3.5) garantuje da
dobijeni simplicijalni kompleks ima istu homologiju kao oktanionska
projektivna ravan. Me|utim, da bi potvrdili da je u pitawu oktanionska
projektivna ravan, potrebno je da doka`emo da dobijeni kompleks ima i
odgovaraju}i topolo{ki tip.
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4 Neizbe`ni simplicijalni kompleksi

Neizbe`ni simplicijalni kompleksi su prvi put uvedeni u [4] pod
nazivom �Tverberg neizbe`ni simplicijalni kompleksi� kao glavni ar-
gument za analizu problema Tverbergovog tipa. U ovom poglavqu ana-
liziramo ove komplekse u kontekstu jedne invarijante simplicijalnih
kompleksa koji mogu da se predstave kao spajawe auto-dualnih kompleksa
radi efikasnije primene Posledice 2.1. Materijal iz ovog poglavqa
je baziran na radu [15]. Radi detaqnijeg uvida u osobine i primenu
neizbe`nih simplicijalnih kompleksa, ~itaocu se preporu~uje [16].

4.1 Particiona invarijanta π i r−neizbe`nost

Particiona invarijanta simplicijalnog kompleksa je uvedena u [16]
radi istra`ivawaproblemaVanKampen-Floresovog iTverbergovog tipa.
Primetimo da po Teoremi 2.3 tvr|ewe (2), nad-dualni simplicijalni kom-
pleksi sadr`e bar jedan simpleks svake particije {A,Ac} skupa V na dis-
junktne skupove. Motivisani ovim zapa`awem, uvodimo slede}u defini-
ciju.

Definicija 4.1. Particiona invarijanta (ili π−invarijanta) simplici-
jalnog kompleksaK u ambijentu V , u oznaci π(K), je najmawi prirodan broj p
takav da kompleksK sadr`i bar jedan simpleks svake particije A1⊔· · ·⊔Ap

ambijenta V na disjuknktne podskupove.

Particiona invarijanta je o~igledno kombinatorna invarijanta sim-
plicijalnog kompleksa. U nastavku, familiju Pr = {A1, . . . , Ar} ⊆ 2V dis-
junktnih skupova nazivamo particijom skupa V akko je V = A1 ⊔ · · · ⊔ Ar.
Ako je bar jedan od skupova particije P prazan skup, particiju Pr nazi-
vamo trivijalnom. Ako je Pr ∩K ̸= ∅, ka`emo da kompleks K zadovoqava
particiju Pr.

Definicija 4.2. Simplicijalni kompleks K ⊆ 2V je r−neizbe`an u ambi-

jentu V ako je π(K) ≤ r. Ekvivalentno, kompleks K je r−neizbe`an akko

za svaku particiju Pr = (A1, . . . , Ar) ambijenta V va`i Pr ∩K ̸= ∅.
Primetimo da ako je particija P ambijenta V trivijalna, svaki sim-

plicijalni kompleks ∅ ̸= K ⊆ 2V je takav da {∅} ⊂ P ∩ K. Kako su sve
particije ambijenta V na |V | + 1 skupova trivijalne, zakqu~ujemo da je
kompleks K uvek (|V | + 1)−neizbe`an. Ako kompleks K ⊆ 2V sadr`i bar
jedno teme on je |V |−neizbe`an jer jedina ne-trivijalna particija skupa V
na |V | skupova je particija na vrhove.
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Tvr|ewe 4.1. Ako je simplicijalni kompleks K ⊆ 2V r−neizbe`an, tada je

on i s−neizbe`an za sve s ≥ r.

Dokaz: Ako je Ps = {A1, . . . , As} proizvoqna particija skupa V , tada je
Pr = {A1, . . . , Ar−1, Ar ∪ · · · ∪ As} particija skupa V za koju je po pret-
postavci Pr ∩K ̸= ∅. Ako Ai ∈ K za neko i ∈ [r− 1], tada je i Ai ∈ Ps ∩K.
Ako Ar ∪ · · · ∪ As ∈ K, kako je K simplicijalni kompleks, svi simpleksi
Ar+i, pripadaju kompleksu K odnosno, {Ar, . . . , As} ⊂ Ps ∩K.

Jedini 1−neizbe`an simplicijalni kompleks u ambijetu V je ∆V jer
samo on zadovoqava particiju P1 = {V }. Po Teoremi 2.3, nad-dualni
simplicjalni kompleksi su 2−neizbe`ni a pod-dualni kompleksi imaju
nivo neizbe`nosti ve}i od 2. Dakle, nivo neizbe`nosti simplicijalnog
kompleksa K ̸= ∅ nije ograni~en odozgo ali jeste ograni~en odozdo te ima
svoju minimalnu vrednost.

Tvr|ewe 4.2. Ako su K,L ⊆ V simplicijalni kompleksi takvi da je L ⊆ K,

tada je π(K) ≤ π(L).

Dokaz: Ako je π(L) = r, tada za svaku particiju Pr ambijenta V va`i da je
∅ ̸= Pr ∩ L ⊆ Pr ∩K {to potvr|uje da je K kompleks koji je r−neizbe`an
odnosno da je π(K) ≤ r.

U dokazu prethodnog tvr|ewa smo videli da ako je r−neizbe`an kom-
pleks L potkompleks kompleksa K, tada i K mora da bude r−neizbe`an.
Zato uvodimo novi pojam kompleksa koji su minimalno r−neizbe`ni u
odnosu na relaciju �biti potkompleks�.

Definicija 4.3. Simplicijalni kompleksK ⊆ 2V je minimalno r−neizbe`an

akko svaki wegov pravi potkompleks nije r−neizbe`an.

Ekvivalentno, kompleks K je minimalno r−neizbe`an akko za svaki
maksimalni simpleks A kompleksa K, potkompleks K \ {A} nije r−neiz-
be`an {to nam omogu}ava da formuli{emo slede}e tvr|ewe.

Lema 4.1. Neka je K ⊆ 2V r-neizbe`an simplicijalni kompleks. Tada, K je

minimalno r−neizbe`an akko za svaki maksimalni simpleks A ∈ Max(K)
postoji bar jedna netrivijalna particija Pr = {A,A2, . . . , Ar} skupa V
takva da je Pr ∩K = {A}.

Dokaz: Neka je r-neizbe`an simplicijalni kompleks K ⊆ 2V minimalan.
Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji simpleks A ∈ Max(K) takav
da za svaku netrivijalnu particiju Pr = {A,A2, . . . , Ar} skupa V va`i
{A,Ai0} ⊆ Pr∩K. Tada, proizvoqna netrivijalna particija Pr ambijenta
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V je takva da: ako Pr ne sadr`i A, zbog r−neizbe`nosti kompleksa K,
particijaPr je zadovoqena nekim simpleksom B ∈ K\{A}, a akoPr sadr`i
A, ona je zbog pretpostavke zadovoqena jo{ nekim simpleksom kompleksa
K \ {A}. Otuda, potkompleks K \ {A} kompleksa K zadovoqava svaku
particiju Pr te je r− neizbe`an {to naru{ava minimalnost kompleksa K.

Neka r-neizbe`an kompleks K ima osobinu da svakom maksimalnom
simpleksu A ∈ Max(K) odgovara particija PA

r skupa V sa osobinom da je
PA

r ∩K = {A}. Tada, za prozvoqno A ∈ Max(A) va`i PA
r ∩ (K \ {A}) = ∅

{to potvr|uje da K \ {A} nije r−neizbe`an.

Posledica 4.1. Svaki r−neizbe`an simplicijalni kompleks sadr`i mini-

malno r−neizbe`an potkompleks.

Dokaz: Ako jeK = {∅} tada je on (|V |+1)−neizbe`an a kako postoji parti-
cija

{
{v1}, {v2}, . . . , {v|V |}, ∅

}
koju zadovoqava samo maksimalni simpleks

∅, to po Lemi 4.1 implicira da je K = {∅} minimalno |V |+ 1−neizbe`an.
Neka je K r−neizbe`an. Konstrui{imo minimalno r−neizbe`an pot-

kompleks kompleksa K.
Neka je K0 = K.
Ako postoji simpleks A ∈ Max(Ki) takav da za svaku particiju PA

r

koja sadr`i A va`i da je |PA
r ∩ K| ≥ 2, neka je tada Ki+1 = Ki \ {A}.

Tada, kompleks Ki+1 je tako|e r−neizbe`an jer sve particije Pr ambijenta
V sadr`e neki simpleks B ∈ Ki \ {A}.

Iteracijom prethodnog procesa dobijamo niz r−neizbe`nih potkom-
pleksa kompleksa K:

K = K0 ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Kk

Ovaj proces mora da se zaustavi jer izbacivawem maksimalnih sim-
pleksa u krajwoj liniji dobijamo minimalno (|V |+1)−neizbe`an simpli-
cijalni kompleks Kk = {∅}. Dakle, dobili smo potkompleks Kk ⊆ K koji
je r−neizbe`an takav da maksimalnim simpleksima A ∈ Max(Kk) odgo-
vara bar jedna particija Pr skupa V takva da je Pr∩Kk = {A}{to po Lemi
4.1 dokazuje da je Kk minimalno r−neizbe`an.

Primer 4.1. Svaki nad-dualan simplicijalni kompleks u ambijentu V
sadr`i minimalno 2−neizbe`an potkompleks. Auto-dualni simplici-
jalni kompleksi K ⊆ 2V su minimalno 2−neizbe`ni jer po Teoremi 2.3
svakom simpleksu A ∈ K odgovara particija {A,Ac} skupa V takva da je
K ∩ {A,Ac} = {A} {to potvr|uje Lemu 4.1.

Generalizacijom Primera 2.2, mo`emo da opi{emo jednu familiju mi-
nimalno r−neizbe`nih simplicijalnih kompleksa za proizvoqno r > 2.
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Primer 4.2. Za r, k > 2, kompleks
(
[rk−1]
k−1

)
je minimalno r−neizbe`an.

Prvo, K jeste r-neizbe`an jer jedina mogu}nost da kompleks
(
[rk−1]
k−1

)
ne

zadovoqava particijuPr = {A1, . . . , Ar} skupa [rk−1] je ako svaki simpleks
Ai ∈ P bude kardinalnosti ve}e od k− 1. Tada je rk− 1 = |A1 ⊔ · · · ⊔Ar| =
|A1|+ · · ·+ |Ar| ≥ rk {to nije mogu}e.

Drugo, simpleks A je maksimalni simpleks kompleksa
(
[rk−1]
k−1

)
akko je

kardinalnosti k − 1. Tada, za proizvoqno A ∈ Max
((

[rk−1]
k−1

))
, postoji

netrivijalna particija PA
r = {A1, . . . , Ar−1, A} skupa [rk− 1], gde je |A1| =

· · · = |Ar−1| = k, takva da je PA
r ∩

(
[rk−1]
k−1

)
= {A}.

Primer 4.3. Jedini minimalni 3-neizbe`an simplicijalni kompleks u
ambijentu [5] koji sadr`i svih 5 temena je

(
[5]
1

)
jer, na osnovu prethodnog

primera, ovaj kompleks jeste minimalno 3−neizbe`an pa je svaki wegov
pravi nadkompleks 3-neizbe`an ali ne mo`e da bude minimalan.

U Primeru 2.3, kao i u Tvr|ewu 2.2, smo videli da uve}awem ambijenta
simplicijalnog kompleksa mewamo wegovu dualnu kategorizaciju. Ne{to
sli~no se de{ava i u slu~aju r−neizbe`nosti {to ilustruje slede}e tvr|e-
we.

Tvr|ewe 4.3. Neka je K simplicijalni kompleks koji je r−neizbe`an u am-

bijentu [n]. Tada, kompleks K u ambijentu [n + k] je (r + k)-neizbe`an za

sve k ∈ N. Ako je K ⊆ 2[n] minimalno r-neizbe`an, tada je K ⊆ 2[n+k]

minimalno (r + k)-neizbe`an.

Dokaz: Neka je K ⊆ 2[n] r−neizbe`an i neka je Pr+1 = {A1, . . . , Ar, Ar+1}
particija skupa [n + 1]. Tada, vrh {n + 1} je sadr`an u nekom simpleksu
particije Pr+1, na primer u Ar+1. To nam omogu}ava da pomo}u simpleksa
B = Ar ∪ Ar+1 \ {n + 1} dobijemo particiju Pr = {A1, . . . , Ar−1, B} skupa
[n] koju zbog r−neizbe`nosti kompleks K ⊆ 2[n] mora da zadovoqava. Ako
je A = Ai ∈ K za neko i ∈ [r − 1], tada je Ai ∈ Pr+1 ∩ K. Ako je A = B
tada, kako je K simplicijalni kompleks i Ar ⊆ B, imamo da Ar ∈ K pa
Ar ∈ Pr+1∩K. Dakle, kompleksK zadovoqava proizvoqnu particiju Pr+1

skupa V {to dokazuje da je kompleksK (r+1)-neizbe`an u ambijentu [n+1].
Ako je kompleksK ⊆ 2[n] i minimalno r-neizbe`an, na osnovu Leme 4.1,

svakommaksimalnom simpleksu A ∈ Max(K) odgovara particijaPA
r skupa

[n] takva da je PA
r ∩K = {A}. Tada, familija PA

r ∪
{
{n+ 1}

}
je particija

skupa [n+1] takva da je
(
PA

r ∪
{
{n+1}

})
∩K = {A} jer {n+1} ̸∈ K. Otuda,

po Lemi 4.1, kompleks K ⊆ 2[n+1] je minimalno (r + 1)-neizbe`an.

Primer 4.4. Prisetimo se da je po Primeru 2.3, simplicijalni kompleks
∆{1} auto-dualan u ambijentu [2]. Tada, na osnovu prethodnog tvr|ewa, kom-
pleks ∆{1} je minimalno n−neizbe`an u ambijentu [n]. Tako zakqu~ujemo
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da su jedini minimalno |V |−neizbe`ni kompleksi u ambijentu V triangu-
lacije ta~aka ∆{v}.

Tvr|ewe 4.3 nam omogu}ava da pomo}u tehnika opisanih u Poglavqu
3 konstrui{emo primere minimalno r−neizbe`nih simplicijalnih kom-
pleksa u proizvoqnom ambijentu.

Sada navodimo jo{ jedan prakti~an kriterijum za proveru minimalne
r−neizbe`nosti. Pre toga, uvodimo novu operaciju �preseka� simpleksa
A ⊆ V i familije skupova K ⊆ 2V sa:

(4.1) K ⊓ A = {A ∩B | B ∈ K}

Ako jeK simplicijalni kompleks, tadaK⊓A je potkompleks kompleksa
K koga ~ine svi simpleksi kompleksa K koji su sadr`ani u A odnosno
K ⊓ A = K ∩∆A.

Tvr|ewe 4.4. Neka je K ⊂ 2V simplicjalni kompleks koji je r−neizbe`an.

Tada, K je minimalno r−neizbe`an akko za svaki maksimalni simpleks A
kompleksaK, potkompleksK ⊓ (V \A) nije (r− 1)−neizbe`an u ambijentu

V \ A.

Dokaz: Doka`imo da su ispuweni uslovi Leme 4.1.
(⇒) Neka je K ⊆ 2V minimalno r−neizbe`an simplicijalni kompleks.
Tada, za proizvoqno A ∈ Max(K) postoji particija PA

r supa V takva da
je K ∩ PA

r = {A}. To implicira da je Pr−1 = PA
r \ {A} particija skupa

V \ A takva da je K ∩ Pr−1 = ∅. Kako je K ⊓ (V \ A) ⊂ K, dobijamo da
je

(
K ⊓ (V \ A)

)
∩ Pr−1 = ∅ {to potvr|uje da K ⊓ (V \ A) ⊂ 2V \A nije

(r − 1)−neizbe`an.
(⇐) Neka K ⊓ (V \ A) nije (r − 1)−neizbe`an u ambijentu V \ A za sve
A ∈ Max(K). Tada, za proizvoqno A ∈ Max(K), postoji particija
Pr−1 = {A1, . . . , Ar−1} ambijentaV \A takva da je

(
K⊓(V \A)

)
∩Pr−1 = ∅. To

zna~i da jePr = Pr−1∪{A} particija ambijenta V takva da jeK∩Pr = {A}.

Posledica 4.2. Ako je K ⊆ 2V minimalno r−neizbe`an simplicijalni kom-

pleks tada je π(K) = r.

Dokaz: Zbog r−neizbe`sti kompleksa K znamo da je π(K) ≤ r. Zbog
minimalnosti kompleksa K, za proizvoqan maksimalni simpleks A ∈ K,
postoji particija Pr−1 = {A1, . . . , Ar−1} skupa V \ A takva da je Pr−1 ∩(
K ⊓ (V \ A)

)
= ∅. Tada je {A ∪ A1, A2, . . . , Ar−1} particija ambijenta V

koju kompleks K ne zadovoqava {to dokazuje da je π(K) ≥ r.
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4.2 Neizbe`nost spajawa simplicijalnih kompleksa

U ovom odeqku analiziramo particionu invarijantu simplicijalnih
kompleksa dobijenih spajawem kompleksa sa poznatom particionom inva-
rijantom. U op{tem slu~aju, pomo}u r−neizbe`nosti komponenata spa-
jawa mo`emo da procenimo nivo neizbe`nosti rezultuju}eg kompleksa.

Prvo doka`imo jedno pomo}no tvr|ewe.

Lema 4.2. Za svaki r−neizbe`an simplicijalni kompleks K ⊆ 2V i svaku

particiju Ps skupa V gde je s ≥ r va`i da je:

|Ps ∩K| ≥ s− r + 1.

Dokaz: Neka je K ⊆ 2V kompleks koji je r−neizbe`an i neka je s ≥ r.
Pretpostavimo da postoji particija Ps = {A1, . . . , As} skupa V takva da
je Ps ∩K = {Ai1 , . . . , Aik} gde je k ≤ s − r. Tada, pomo}u skupova razlike
Ps \ {Ai1 , . . . , Aik} = {Aj1 , . . . , Ajs−k

}, mo`emo da konstrui{emo particiju
Ps−k = {Aj1 , . . . , Ajs−k

∪ Ai1 ∪ . . . ∪ Aik} skupa V takvu da je Ps−k ∩K = ∅.
Kako je s− k ≤ s− (s− r) = r zakqu~ujemo da r−neizbe`an kompleks K ne
zadovoqava particiju Ps−k {to nije mogu}e.

Teorema 4.1. Neka suKi ⊆ 2Vi simplicijalni kompleksi koji su ri−neizbe`ni

za i = 1, . . . , n. Tada, simplicijalni kompleks K1 ∗ · · · ∗Kn je r−neizbe`an

u ambijentu V1 ⊔ · · · ⊔ Vn gde je

r = r1 + · · ·+ rn − n+ 1.

Dokaz: Bez gubqewa op{tosti mo`emo da pretpostavimo da su ambijenti
V1, . . . , Vn disjunktni {to nam omogu}ava da u Definiciji 1.6 spajawa ko-
ristimo klasi~nu uniju simpleksa.

Dokaz radimo indukcijom po n ∈ N.
Neka je K1 ⊆ 2V1 kompleks koji je r1−neizbe`an a K2 ⊆ 2V2 kompleks

koji je r2−neizbe`an. Neka je r = r1 + r2 − 1 i neka je Pr = {A1, . . . , Ar}
proizvoqna particija skupa V1 ∪ V2. Tada, P1

r = Pr ⊓ V1 je particija
ambijenta V1 a P2

r = Pr ⊓ V2 je particija ambijenta V2.
Neka je P1

r ∩K1 = {Ai ∩ V1 | i ∈ I1} a P2
r ∩K2 = {Ai ∩ V2 | i ∈ I2}. Tada

po Lemi 4.2 va`i da je |I1| ≥ r− r1 +1 = r2 i |I2| ≥ r− r2 +1 = r1. Kako je
|I1|+|I2| ≥ r1+r2 > r, a I1∪I2 ⊆ [r], zakqu~ujemo da je I1∩I2 ̸= ∅ odnosno da
postoji k ∈ I1∩I2. To zna~i daAk∩V1 ∈ K1 iAk∩V2 ∈ K2 {to implicira
da simpleks (Ak ∩ V1) ∪ (Ak ∩ V2) = Ak pripada spajawu K1 ∗K2 odnosno,
otkrili smo simpleks particije Pr koji pripada kompleksu K1 ∗K2.
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Pretpostavimo induktivno da jeK1∗· · ·∗Kn−1 simplicijalni kompleks
koji je (r1 + · · ·+ rn−1 − n+ 2)−neizbe`an.

Tada, kako su ambijenti Vi, i = 1, . . . , n disjunktni, kompleks K =
K1 ∗ · · · ∗ Kn je zapravo spajawe K = (K1 ∗ · · · ∗ Kn−1) ∗ Kn. Ako je Kn

kompleks koji je rn−neizbe`an i ako kompleks K posmatramo kao spajawe
dva kompleksa, onda je na osnovu ve} dokazanog on r−neizbe`an za

r = r1 + · · ·+ rn−1 − n+ 2 + rn − 1 = r1 + · · ·+ rn − n+ 1.

Posledica 4.3. Ako simplicijalni kompleks K mo`e da se predstavi kao

spajawe K1 ∗ · · · ∗Kn, tada je:

π(K) ≤ π(K1) + · · ·+ π(Kn)− n+ 1.

Prethodna posledica nam omogu}ava da odredimo gorwu granicu par-
ticione invarijate spajawa kompleksa. Me|utim, particionu invarijantu
spajawa mo`emo precizno da odredimo u jednom posebnom slu~aju.

Tvr|ewe 4.5. Ako su simplicijalni kompleksi Ki ⊆ 2Vi minimalno ri−neiz-
be`ni za i = 1 . . . , n, tada je simplicijalni kompleksK1∗· · ·∗Kn minimalno

r−neizbe`an u ambijentu V1 ⊔ · · · ⊔ Vn za r = r1 + · · ·+ rn − n+ 1.

Dokaz: Po Teoremi 4.1, znamo da je K = K1 ∗ · · · ∗Kn simplicijalni kom-
pleks koji je (r1+ · · ·+ rn−n+1)−neizbe`an. Doka`imo da je minimalan.
Opet pretpostavqamo da su ambijenti V1, . . . , Vn disjunktni.

Neka je A = A1 ∪ · · · ∪An proizvoqan maksimalni simpleks kompleksa
K. Tada, za svako i = 1, . . . , n, simpleks Ai je maksimalni simpleks mini-
nalnog ri−neizbe`nog kompleksa Ki pa, na osnovu Leme 4.1, postoji parti-
cijaPri ambijenta Vi takva da jePri∩Ki = {Ai}. Kako jeKi ⊂ K a ambijenti
Vi disjunktni, zakqu~ujemo da je Pri ∩ K ⊆ ∆Vi

∩ K = Ki odnosno da je
Pri ∩K = {Ai}.

Sada, za particiju PA
r = {A1∪· · ·∪An}∪ (Pr1 ∪· · ·∪Prn)\{A1, . . . , An}

ambijenta V1 ∪ · · · ∪ Vn va`i:

PA
r ∩K = ({A} ∩K) ∪

(
(Pr1 \ {A1}) ∩K

)
∪ · · · ∪

(
(Prn \ {An}) ∩K

)
= {A} ∪ ∅ ∪ · · · ∪ ∅ = {A}.

Dakle, proizvoqnom simpleksu A ∈ Max(K) odgovara particija PA
r

ambijenta V1 ∪ · · · ∪ Vn na r1 + · · · + rn − n + 1 skupova takva da je
PA

r ∩ K = {A} {to na osnovu Leme 4.1 potvr|uje da je kompleks K mini-
malno (r1 + · · ·+ rn − n+ 1)−neizbe`an.
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Primer 4.5. Jedna od posledica Tvr|ewa 3.8 je da konstrukcijom konusa
auto-dualnog simplicijalnog kompleksa u ambijentu V dobijamo auto-
dualni simplicijalni kompleks u ambijentu V ⊔ {v}. Ne{to sli~no se
de{ava i u slu~aju minimalno r−neizbe`nih kompleksa. Prvo, kompleks
∆{v} je minimalno 1−neizbe`an u ambijentu {v}. Tada, ako je K mini-
malno r−neizbe`an simplicijalni kompleks u ambijentu V , po Tvr|ewu
4.5, kompleks CK = K ∗∆{v} je minimalno r + 1− 2 + 1 = r−neizbe`an u
ambijentu V ⊔ {v}.

Primer 4.6. Ako je K simplicijalni kompleks koji je (minimalno) r−ne-
izbe`an, tada simplicijalni kompleks K∗n = K ∗ · · · ∗ K je (minmalno)
(n(r−1)+1)−neizbe`an. Ako jeK auto-dualan, on je poPrimeru 4.1 mini-
malno 2−neizbe`an, {to implicira da je K∗n kompleks koji je minimalno
(n + 1)−neizbe`an. U op{tem slu~aju, ako je K1, . . . , Kn proizvoqan niz
auto dualnih kompleksa, tada je wihovo spajawe K1 ∗ · · · ∗Kn kompleks koji
je minimalno (n+ 1)−neizbe`an.

Prethodna opservacija nam vi{estruko olak{ava primenu Posledice
2.1 radi odre|ivawa geometrijskog ambijenta datog simplicijalnog kom-
pleksa. Ako je spajawe n auto-dualnih kompleksa sadr`ano u kompleksu K,
tada kompleks K mora da bude (n+ 1)−neizbe`an. Otuda, po Tvr|ewu 4.2,
particiona invarijanta simplicijalnog kompleksa odre|uje minimalan
broj auto-dualnih komponenti koje mogu da u~estvuju u spajawu odnosno
ako je π(K) = m, tada u spajawu mo`e da u~estvuje najmawe m − 1 auto-
dualnih simplicijalnih kompleksa.

Za razlikuodnad-dualnostikompleksa kojamo`eda se proveri{irokim
spektrom aparata opisanih u Poglavqu 3, procena nivoa neizbe`nosti
simplicijalnih kompleksa u krajwoj liniji podrazumeva proveru da li su
particije ambijentog skupa zadovoqene. Ako je |V | = n tada postoji

∑
1≤n1≤n2≤···≤nr
n1+n2+···+nr=n

r−1∏
i=1

(∑r
j=i nj

ni

)

netrivijalnih particija skupa V na r podskupova. Ako je n zna~ajno ve}e
od r, broj razli~itih particija je veliki ~ak i za ra~unarsku proveru. Zbog
toga, u nastavku }e da bude opisan jedan metod procene nivoa neizbe`nosti
simplicijalnog kompleksa tehnikama linearnog programirawa.
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4.3 Linearno realizabilni r−neizbe`ni kompleksi

U ovom odeqku analiziramo jednu posebnu klasu simplicijalnih kom-
pleksa dobijenih ograni~avawem pozitivne aditivne mere definisane na
whovom ambijentu.

Pozitivna mera je funkcija µ : [n] → R+. Kao diskretna funkcija,
svaka mera je odre|ena vektorom µ = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+. Mera µ indukuje
aditivnu meru µ : 2[n] → R+ datu sa µ(A) =

∑
i∈A µ(i). Ako je µ([n]) = 1

aditivna mera je verovatnosna mera. Tada, familija svih verovatnosnih
mera na ambijentu [n] je skup:

{(α1, . . . , αn) ∈ Rn
+ | α1 + · · ·+ · · ·αn = 1} = Conv{e1, . . . , en} = σ{e1,...,en}

odnosno, verovatnosne mere na skupu [n] predstavqaju geometrijski sim-
pleks dimenzije n− 1 kojeg ozna~avamo sa ∆n−1.

Svakoj aditivnoj meri µ : 2[n] → R+ i svakom realnom broju β dodequ-
jemo simplicijalni kompleks:

(4.2) Kµ≤β = {A ∈ 2[n] | µ(A) ≤ β}.

Konstantu β nazivamo prag kompleksa Kµ≤β .

Tvr|ewe 4.6. Neka je µ pozitivna aditivna mera na skupu [n] i neka je

µ([n]) = α i r ∈ N. Tada je π(Kµ≤α
r
) ≤ r odnosno simplicijalni kompleks

Kµ≤α
r
je r−neizbe`an. Ako je µ verovatnosna mera, tada je Kµ≤ 1

r
kompleks

koji je r−neizbe`an.

Dokaz: Neka je Pr = {A1, . . . , Ar} proizvoqna particija ambijenta [n].
Tada, Pr ∩ Kµ≤α

r
= ∅ akko je µ(Ai) > α

r
za sve i ∈ [r]. Kako je mera µ

aditivna, to implicira da je:

α = µ([n]) = µ(A1 ∪ · · · ∪ Ar) = µ(A1) + · · ·+ µ(Ar) > r
α

r
= α

{to nije mogu}e.

Radi preciznog odre|ivawa particione invarijante kompleksa Kµ≤α
r
,

potrebno je opisati mere koje proizvode minimalno r−neizbe`ne kom-
plekse.

Tvr|ewe 4.7. Neka je µ pozitivna aditivna mera i µ([n]) = α. Ako je

kompleks Kµ≤α
r
minimalno r-neizbe`an tada je Kµ≤α

r
= Kµ<α

r
.

65



Dokaz: Neka je Kµ≤α
r
minimalno r-neizbe`an. Pretpostavimo suprotno,

tj. neka postoji simpleks A ∈ K tako da je µ(A) = α
r
. Tada, postoji

maksimalni simpleks B ∈ Max(K) takav da je µ(B) = α
r
(ako je µ(i) > 0

za sve i ∈ [n], tada je B = A a ako je µ(i1) = · · · = µ(ik) = 0, tada je
B = A∪{i1, . . . , ik}). Neka je PB

r = {B,A2, · · · , Ar} proizvoqna particija
skupa [n] koja sadr`i simpleks B. Tada, µ([n] \B) = µ(A2) + · · ·+ µ(Ar) =
α − α

r
= (r − 1)α

r
. Otuda, ako je PB

r ∩ Kµ≤α
r
= {B}, tada je µ(Ai) > α

r
za

sve i = 2, . . . , r pa dobijamo da je µ(A2) + · · · + µ(Ar) > (r − 1)α
r
{to nije

mogu}e. Dakle, svaku particiju koja sadr`i skup B zadovoqava bar jo{
jedan simpleks kompleksa K {to na osnovu Leme 4.1 implicira da Kµ≤α

r

nije minimalno r−neizbe`an.

U op{tem slu~aju, uslov da je Kµ≤α
r
= Kµ<α

r
ne mora da implicira

minimalnost komplesa Kµ≤α
r
. Na primer, mera µ odre|ewa vektorom

(0, 1, 1, 1, 1) indukuje kompleksKµ≤ 4
3
= Kµ< 4

3
koji je 3−neizbe`an i sadr`i

svih 5 temena ali i simpleks {1, 2} pa, na osnovu Primera 4.3, kompleks
Kµ≤ 4

3
nije minimalan.

Me|utim, Tvr|ewe 4.7 jeste ekvivalencija u jednom specijalnom slu~aju.

Tvr|ewe 4.8. Ako je µ pozitivna aditivna mera za koju je µ([n]) = α, tada
kompleks Kµ≤α

2
je minimalno 2−neizbe`an akko je Kµ≤α

2
= Kµ<α

2
.

Dokaz:(⇒) Po Tvr|ewu 4.7 iz uslova minimalnosti sledi Kµ≤α
2
= Kµ<α

2
.

(⇐)Neka je Kµ≤α
2
= Kµ<α

2
. Tada, za svaki simpleks A ∈ 2[n] va`i da je

µ(A) ̸= α
2
. Otuda, za proizvoqan A ⊂ [n] va`i µ(A) < α

2
akko je µ(Ac) > α

2

{to zna~i da A ∈ Kµ<α
2
akko Ac ̸∈ Kµ<α

2
{to po Teoremi 2.3 implicira da

je Kµ<α
2
auto-dualan odnosno minimalno 2−neizbe`an.

Sada uvodimo definiciju posebne klase simplicijalnih kompleksa na
koje mo`emo da primenimo Tvr|ewe 4.6.

Definicija 4.4. Ka`emo da je r−neizbe`an simplicijalni kompleks K u

ambijentu [n] linearno realizabilan ako je K = Kµ≤α
r
za neku verovatnosnu

meru µ na skupu [n].

Kompleksi iz Definicje 4.4 su predstavqaju specijalan slu~aj lin-
earno realizabilnih kompleksa dobijenih pomo}u proizvoqne verovat-
nosne mere i proizvoqne vrednosti praga. U radu [30] je dokazano da je
kompleks K linearno realizabilan akko je �trgovinski krut� odnosno
ako proizvoqan niz A1, . . . , Ak simpleksa familije 2[n] \ K nije mogu}e
transformisati u niz simpleksa kompleksa K razmenom vrhova me|u sim-
pleksima. Postoji jo{ nekoliko kombinatornih kategorizacija linearno
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realizabilnih kompleksa me|utim, one nisu pogodne za primenu Tvr|ewa
4.6 jer ne obezbe|uju prag.

Provera linearne realizabilnosti simplicijalnog kompleksa K se
svodi na nala`ewe re{ewa problema linearnog programirawa.

Neka je χ : 2[n] → {0, 1}n preslikavawe koje svakom simpleksu A ⊆ [n]
dodequje karakteristi~ni vektor χ(A) ∈ {0, 1}n dat sa:

χ(A)i =

{
0, i ̸∈ A,
1, i ∈ A.

Tada, kompleksK je linearno realizabilan akko postoji aditivna mera
µ = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+ i prag β ∈ R+ koji zadovoqavaju uslove:

(4.3)
⟨µ, (1, . . . , 1)⟩ = 1,
⟨µ, χ(A)⟩ ≤ β za sve A ∈ K,
⟨µ, χ(A)⟩ > β za sve A ∈ 2[n] \K.

Kao {to je opisano u [31], uslovi (4.3) imaju lepu geometrijsku inter-
pretaciju. Simplicijalnom kompleksu K ⊆ 2[n] i komplementu 2[n] \ K
dodequjemo podskupove kuba [0, 1]n:

χ(K) = {χ(A) | A ∈ K}, χ(2[n] \K) = {χ(A) | A ∈ 2[n] \K}.

Ako je H−(µ, β) = {x ∈ Rn | ⟨µ, x⟩ ≤ β} polu-prostor ~ija je granica
hiperravan ⟨µ, x⟩ = β a H+(µ, β) = Rn \ H−(µ, β), tada uslovi (4.3) mogu
da se interpretiraju sa:

(4.4)
µ ∈ ∆n−1,
Conv

(
χ(K)

)
⊂ H−(µ, β),

Conv
(
χ(2[n] \K)

)
⊂ H+(µ, β).

Dakle, kompleksK je linearnorealizabilan akkopoliedri Conv
(
χ(K)

)
i Conv

(
χ(2[n] \ K)

)
mogu da se razdvoje pomo}u hiperravni ~iji vek-

tor normale pripada simpleksu ∆n−1. Uslovi (4.4) impliciraju da je
Conv

(
χ(K)

)
∩ Conv

(
χ(2[n] \K)

)
= ∅. Me|utim, va`i i obrnuto tj. ako je

Conv
(
χ(K)

)
∩ Conv

(
χ(2[n] \K)

)
= ∅ tada postoji hiperravan ⟨µ, x⟩ = β

koja razdvaja ove poliedre a uslov da µ ∈ ∆n−1 se posti`e skalarnim
mno`ewem. Ova jednostavna opservacija nam omogu}ava da zakqu~imo
da linearna realizabilnost ne zavisi od ambijenta simplicijalnog kom-
pleksa jer ako su poliedri Conv

(
χ(K)

)
i Conv

(
χ(2[n] \K)

)
disjunktni u

Rn, oni moraju da budu disjunktni i u Rm za sve m ≥ n.
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Ilustracija uslova (4.4) i odgovaraju}ih poliedara za auto-dualan kom-
pleks

(
[3]
1

)
⊆ 2[3] je data na Figuri 17. Sa Figure 17 je tako|e jasno da je

svaki simplicijalni kompleks u ambijentu [3] linearno realizabilan. Na-
jmawi primer simplicijalnog kompleksa koji nije linearno realizabilan
je ∆[2] ∪∆{3,4} ⊆ 2[4].

Figura 17: Razdvajawe prostora Conv
(
χ(K)

)
i Conv

(
χ(2[n] \K)

)
za sim-

plicijalni kompleks K =
(
[3]
1

)
.

U Primerima 3.3 i 3.4 su konstruisani svi ne-izomorfni auto-dualni
simplicijalni kompleksi u ambijentu [4] i ambijentu [5]. Pomo}u al-
goritma koji re{ava problem (4.3) konstruisanog u programu Wolfram
Mathematica dobijena je Tabela 1 iz koje se vidi da su svi auto-dualni
kompleksi u ambijentu [4] i ambijentu [5] linearno realizabilni.

Tabela 1: Mereipragovilinearnorealizabilnih auto-dualnihkompleksa
u ambijentima [4] i [5].

K µ β
∆[3] (0, 0, 0, 1) 0

∂∆[3] ∪∆{4} (1/5, 1/5, 1/5, 2/5) 2/5(
[3]
1

)
∗∆{4} (1/3, 1/3, 1/3, 0) 1/3
∆[4] (0, 0, 0, 0, 1) 0

∂∆[4] ∪∆{5} (1/7, 1/7, 1/7, 1/7, 3/7) 3/7
(∂∆[3] ∪∆{4}) ∗∆{5} (1/5, 1/5, 1/5, 2/5, 0) 2/5(

[3]
1

)
∗ ∂∆{4,5} ∪∆[3] (1/7, 1/7, 1/7, 2/7, 2/7) 3/7(
[3]
1

)
∗∆{4,5} (1/3, 1/3, 1/3, 0, 0) 1/3

∆[2] ∗∆{3,4} ∪ ∂∆[2] ∗∆{5} ∪∆{3,4} (1/9, 1/9, 2/9, 2/9, 1/3) 4/9(
[5]
2

)
(1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5) 2/5
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Primer 4.7. Hemi ikosaedar predstavqen u Primeru 2.5 je minimalno
2−neizbe`an simplicijalni kompleks. Ako pretpostavimo da je on lin-
earno realizabilan, sistem (4.3) je oblika:

α1 + · · ·+ α6 = 1,
⟨(α1, . . . , α6), χ(A)⟩ < 1

2
za sve A ∈ Max(RP6).

Kako je svaki vrh kompleksa RP6 sadr`an u ta~no 5 maksimalnih sim-
pleksa, sumirawem gorwih nejedna~ina dobijamo:

α1 + · · ·+ α6 = 1
5(α1 + · · ·+ α6) <

10
2
.

{to implicira da je 5 < 10
2
{to nije mogu}e.

Primer 4.8. Pretpostavimo da je triangulacija kompleksne projektivne
ravni iz Primera 2.6 kompleks koji je linearno realizabilan. Tada
postoji mera µ : V → R+ data sa µ(vi) = αi, i = 1, . . . , 9 takva da je
CP9 = Kµ< 1

2
.

Iz sistema (4.3) zakqu~ujemo da za simplekse Ai ∈ Max(K) va`e ne-
jednakosti µ(Ai) < 1

2
za i = 1, . . . , 36. Ako sumiramo ove nejednakosti

dobijamo nejednakost

(4.5)

36∑
i=1

µ(Ai) <
36

2
.

Neka je hi broj maksimalnih simpleksa koji sadr`e teme vi ∈ V , i =
1, . . . , 9. Tada, relacija (4.5) mo`e da se predstavi sa:

(4.6)

9∑
i=1

hiαi < 18.

Odredimo sada brojeve hi. Neka je v ∈ V proizvoqno teme.
Tada, ako je lj ∈ P vrsta koja sadr`i teme v, maksimalni simpleksi

familije G1 koji sadr`e teme v su: (lj ∪ lj+31) \ {w} gde w ∈ lj \ {v} i
(lj−31 ∪ lj) \ {w} gde w ∈ lj−31. Ovakvih simpleksa ima 5.

Daqe, neka v pripada simpleksu iz familije G2, tada v ∈ m1∪m2 gde je
m1 ∩m2 = {w} im1,m2 ∈ L \ P . Ovde razlikujemo dva slu~aja:

• w = v. Tada, m1 i m2 mogu da budu bilo koje dve od tri prave skupa
L \ P koje prolaze kroz teme v. Ovakvih parova ima 3.
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• w ̸= v. Pretpostavimo da je v ∈ m1 a m1 mo`e da bude bilo koja od
tri prave skupa L \ P koja prolazi kroz v a ta~ka preseka w mo`e
da bude bilo koja ta~ka prave m1 razli~ita od v. Tada, imamo ta~no
dva izbora prave m2 ∈ L \ P koja se~e pravu m1 u ta~ki w. Otuda,
zakqu~ujemo da ovakvih parova ima 3 · 2 · 2 = 12.

Dakle, simpleksa familije G2 koji sadr`e teme v ima 15 {to zna~i da
maksimalnih simpleksa koji sadr`e teme v ima 20. Kako je teme v ∈ V bilo
proizvoqno, zakqu~ujemo da je h1 = h2 = · · · = h9 = 20{to zamenom u (4.6)
implicira da je

9∑
i=1

20αi = 20
9∑

i=1

αi = 20 < 18.

Prethodni primeri ilustruju ~iwenicu da Tvr|ewe 4.6 ne mo`e da se
primeni mnoge simplicijalne komplekse. [tavi{e, u radu [26] je dokazano
da linearnorealizabilni simplicijalnikompleksiimaju homotopski tip
disjunktinh unija buketa sfera. Kako kompleksa koji nisu homotopni buke-
tima sfera ima zna~ajno vi{e od kompleksa koji to jesu, tehnike procene
particione invarijante opisane u ovom odeqku su jako ograni~ene.

S obzirom da tehnike linearnog programirawa imaju vrlo razvijen
matemati~ki aparat i sastavni su deo mnogih programskih paketa, u nas-
tavku }e da bude opisana metoda procene particione invarijante sim-
plicijalnih kompleksa pomo}u linearnog programirawa koja mo`e da se
primeni na bilo koji simplicijalni kompleks.

4.4 Karakteristi~ni prag simplicijalnih kompleksa

Svaki simplicijalnikompleks sadr`ilinearnorealizabilanpotkom-
pleks (na primer, potkompleks sa najvi{e 3 temena) a po Tvr|ewu 4.2, par-
ticiona invarijanta potkompleksa predstavqa majorantu particione in-
varijante nadkompleksa. Motivisani ovomopservacijom, uvodimo slede}u
definiciju.

Definicija 4.5. Neka je K ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks i ∆n−1 simpleks

svih verovatnosnih mera na ambijentu [n]. Karakteristi~ni prag kom-

pleksa K u oznaci ρ(K) defini{emo sa:

ρ(K) = sup{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K}.

Prakti~no, radi odre|ivawa karakteristi~nog praga kompleksa K,
nalazimo wegov linearno-realizabilan potkompleks sa najve}im pragom.
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Primetimo da prag linearno realizabilnog kompleksa ∆[n] nije ograni~en
odozgo te u tom slu~aju uzimamo da je ρ(∆[n]) = ∞.

Karakteristi~ni prag je rastu}a funkcija u odnosu na relaciju �biti
potkompleks� jer, ako jeK1 potkompleks kompleksaK2, tada va`iinkluzija
{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K1} ⊆ {β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K2}
{to implicira da je ρ(K1) ≤ ρ(K2).

Tvr|ewe 4.9. Neka je K ⊂ 2[n] simplicijalni kompleks. Tada, karakter-

iti~ni prag kompleksa K mo`e da se izra~una pomo}u formule:

ρ(K) = max{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ<β ⊆ K}.

Dokaz: Defini{imo skupove R1 = {β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ≤β ⊆ K} i
R2 = {β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ<β ⊆ K}. Skup R2 je ograni~en odozgo jer
po pretpostavci [n] ̸∈ K pa je svako β ∈ R2 mawe ili jednako od 1. Tako|e,
svakoj meri µ ∈ ∆n−1 odgovara pragm = min{µ(C) | C ∈ 2[n] \K} = µ(C0)
takav da je Kµ<m ⊆ K a za svako ϵ > 0 va`i C0 ∈ Kµ<m+ϵ {to implicira
da Kµ<m+ϵ ̸⊂ K . Ovim smo dokazali da postoji maxR2 = ρ.

Primetimo da za svako µ ∈ ∆n−1 i svako β ∈ R0 va`i Kµ<β ⊆ Kµ≤β

{to implicira da je R1 ⊆ R2 odnosno da je supR1 ≤ ρ. Pretpostavimo da
je supR1 < ρ. Tada, za meru µ koja odgovara vrednosti ρ, kao {to smo ve}
primetili ρ = min{µ(C) | C ∈ 2[n] \K} pa, za 0 < ϵ < ρ− supR1, va`i da
je Kµ≤ρ−ϵ ⊆ K odnosno da je supR1 < ρ− ϵ ≤ supR1 {to nije mogu}e.

Dakle, supR1 = ρ.

Analizom dokaza prethodne teoreme, zakqu~ujemo da karakteristi~ni
prag simplicijalnog kompleksa mo`emo da ra~unamo i na slede}i na~in.

Tvr|ewe 4.10. Ako je K ⊂ 2[n] simplicijalni kompleks tada

ρ(K) = max
µ∈∆n−1

min
C ̸∈K

µ(C).

Sada navodimo fundamentalnu relaciju izme|u particione invari-
jante simplicijalnog kompleksa i wegovog karakteristi~nog praga koja
va`i za sve simplicijalne komplekse.

Teorema 4.2. Ako je K simplicijalni kompleks u ambijentu [n] tada je:

π(K) ≤
⌊

1

ρ(K)

⌋
+ 1.

Dokaz: Primetimo prvo da za fiksiranu meru µ ∈ ∆n−1 i pragove β1, β2,
ako je β1 ≤ β2 tada po jedna~ini (4.2) va`i da je Kµ<β1 ⊆ Kµ<β2 . Neka
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je karakteristi~ni prag kompleksa K ⊆ 2[n] jednak ρ. To po Tvr|ewu 4.9
implicira da postoji mera µ ∈ ∆n−1 takva da jeKµ<ρ ⊆ K. Pretpostavimo
da je r prirodan broj takav da je 1

r
< ρ odnosno da je r ≥

⌊
1

ρ(K)

⌋
+1. Tada, za

r =
⌊

1
ρ(K)

⌋
+1imamoda jeKµ< 1

r
⊆ Kµ<ρ ⊆ K{topoTvr|ewu 4.2 implicira

da je π(K) ≤ π(Kµ< 1
r
) a po Tvr|ewu 4.6 znamo da je π(Kµ< 1

r
) ≤ r.

Sada }emo da opi{emo tehniku ra~unawa karakteristi~nog praga po-
mo}u linearnog programirawa. Neka je ∅ ̸= K ⊂ 2[n] simplicijalni
kompleks. Neka su µ ∈ ∆n−1 i β ∈ R+ takvi da je Kµ<β ⊆ K, tada je
2[n] \K ⊆ 2[n] \Kµ<β = Kµ>β . Prakti~no, µ ∈ Rn i β ∈ R+ zadovoqavaju
sistem:

(4.7)
⟨µ, (1, . . . , 1)⟩ = 1,
⟨µ, χ(C)⟩ ≥ β za sve C ∈ 2[n] \K.

Ciq je da pomo}u sistema (4.7) izra~unamo karakteristi~ni prag kom-
pleksa K. U Primeru 4.10 }e da da bude dokazano da je u ambijentu [n],
ρ({∅}) > 0 {to za kompleks K ⊃ {∅} implicira da je ρ(K) > 0. Zbog
toga, mo`emo da pretpostavimo da je β > 0 odnosno jedna~ine sistema (4.7)
mo`emo da pomno`imo sa β−1. Tako dobijamo sistem:

(4.8)
⟨µ
β
, (1, . . . , 1)⟩ = 1

β
,

⟨µ
β
, χ(C)⟩ ≥ 1 za sve C ∈ 2[n] \K.

Ako konstantu 1
β
oble`imo sa m, po Tvr|ewu 4.9, nala`ewe karakter-

isti~nog praga se svodi na odre|ivawe maksimalne vrednosti parametra
β ili ekvivalentno minimalne vrednosti parametra m. Dakle, Karakter-
isti~ni prag simplicijalnog kompleksaK je recipro~na vrednost re{ewa
problema linearnog programirawa:

(4.9)
min ⟨x, (1, . . . , 1)⟩
x ∈ Rn

+;
⟨x, χ(C)⟩ ≥ 1, C ∈ 2[n] \K.

Problem (4.9) ima poznatu geometrijsku interpretaciju. Neka je K
proizvoqan simplicijalni kompleks u ambijentu [n]. Svakom simpleksu
C familije 2[n] \K dodequemo polu-prostor:

OC = {x ∈ Rn | ⟨χ(C), x⟩ ≥ 1}.

Definicija 4.6. Blokiraju}i, poliedar simplicijalnog kompleksa K je skup:

B(K) =
∩

C∈2[n]\K

OC .
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Blokiraju}i poliedar, kao posebna klasa poliedara, je prvo uveden u
[28] Poglavqe 5.8. Primer blokiraju}eg poliedra za kompleks

(
[3]
1

)
je dat

na Figuri 18.

Figura 18: Blokiraju}i poliedar kompleksa
(
[3]
1

)
Sada, reformulacijom problema (4.9) dobijamo slede}e tvr|ewe.

Tvr|ewe 4.11. Neka je K ⊂ 2[n] simplicijalni kompleks. Ako je m minimum

funkcije ϕ : Rn → R date sa ϕ(x) = x1 + · · ·+ xn na blokiraju}em poliedru

B(K), tada je:

ρ(K) =
1

m
.

4.5 Ra~unawe karakteristi~nog praga

Ra~unawe karakteristi~nog praga pomo}u Tvr|ewa 4.11 ili 4.10 se u
krajwoj liniji svodi na re{avawe problema (4.9) kao {to je ilustrovano
slede}im primerom.

Primer 4.9. Odredimo karakteristi~ni prag simplicijalnog kompleksa
∆[n−1] u ambijentu [n]. Kako je {n} minimalni u smislu inkluzije ne sim-
pleks kompleksa∆[n−1], a svi simpleksi familije 2

[n]\K sadr`e n, problem
(4.9) za simplicijalni kompleks ∆[n−1] se svodi na:

minx1 + · · ·+ xn−1 + xn,
xn ≥ 1.

Otuda, minimum funkcije ϕ je 1 i posti`e se u ta~ki (x1, . . . , xn−1, xn) =
(0, . . . , 0, 1). Dakle, karakterisiti~ni prag kompleksa ∆[n−1] u ambijentu
[n] je 1.
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Prethodniprimerilustruje nekolikoosobinakarakteristi~nogpraga.
Prvo, kao {to smo ve} videli, karaktersti~ni prag kompleksa ∆[n−1] u am-
bijentu [n−1] je∞ odnosno, ρ(K) zavisi od ambijenta kompleksaK. Drugo,
kako je po Primeru 2.4 kompleks ∆[n−1] auto-dualan u ambijentu [n], dobi-
jamo da je:

π(∆[n−1]) =

⌊
1

ρ(∆[n−1])

⌋
+ 1.

{to ilustruje ~iwenicu da nejednakost π(K) ≤
⌊

1
ρ(K)

⌋
+ 1 Teoreme 4.2 ne

mo`e da se poboq{a u op{tem slu~aju.

Ra~unawe invarijante ρ(K) kompleksa K mo`e zna~ajno da se olak{a
ako kompleks K ima veliki stepen simetrije. Ka`emo da grupa G deluje
na kompleks K ⊆ 2[n] ako svakom elementu g ∈ G odgovara bijekcija (per-
mutacija) g : [n] → [n] koja indukuje izomorfizam g : K → K (Definicija
1.4). Tada ka`emo da je K kompleks koji je G invarijatan. Radi kom-
pletnog uvida u materiju G invarijantnih topolo{kih prostora ~itaocu
se preporu~uje [18]. Tako|e, ka`emo da je µ = (α1, . . . , αn) mera koja je G
invarijantna ako za svako g ∈ G va`i da je µ = gµ = (αg(1), . . . , αg(n)) {to
je ekvivalentno uslovu da je αi = αg(i) za sve i ∈ [n] i sve g ∈ G.

Tvr|ewe 4.12. Neka je G grupa svih permutacija skupa [n] koje deluju na

simplicijalni kompleks K ⊆ 2[n]. Neka je ∆n−1
G ⊂ ∆n−1 familija svih G

invarijantnih verovatnosnih mera na skupu [n]. Tada:

ρ(K) = max{β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1
G )Kµ<β ⊆ K}.

Dokaz: Neka je µ1, . . . , µm ∈ ∆n−1 niz verovatnosnih mera. Tada, za meru
µ = 1

m
(µ1 + · · ·+ µm) i proizvoqno β ∈ R+ va`i da je

Kµ<β ⊆ Kµ1<β ∪ · · · ∪Kµm<β.

Zaista, ako je µ(A) = 1
m

(
µ1(A) + · · ·+µm(A)

)
< β tada, za neko i0 ∈ [m]

je µi0(A) < β jer bi u suprotnom µ(A) = 1
m

(
µ1(A) + · · ·+ µm(A)

)
≥ mβ

m
.

Sada, neka je ρ(K) = ρ. Po Tvr|ewu 4.9 to zna~i da postoji mera
µ ∈ ∆n−1 takva da je Kµ<ρ ⊂ K. Tada, za svako g ∈ G kompleks g(Kµ<ρ) =
Kgµ<ρ je potkompleks kompleksa g(K) = K. Otuda, za G invarijantnu
verovatnosnu meru µG = 1

|G|
∑
g∈G

gµ va`i da je Kµ<ρ ⊆
∪
g∈G

Kgµ<ρ ⊆ K.

Dakle, maksimum ρ skupa {β ∈ R+ | (∃µ ∈ ∆n−1)Kµ<β ⊆ K} se dosti`e
pomo}u mere µG {to kompletira dokaz.
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Posledica 4.4. Neka je K ⊆ 2G simplicijalni kompleks koji je invarijan-

tan u odnosu na grupu permutacija G skupa [n] i ∆n−1
G familija svih G

invarijantnih verovatnosnih mera na skupu [n]. Tada:

ρ(K) = max
µ∈∆n−1

G

min
C ̸∈K

µ(C).

Sada navodimo najjednostavniji slu~aj odre|ivawa karakteristi~nog
praga G invarijantnih simplicijalnih kompleksa. Ka`emo da grupa
permutacija G skupa [n] deluje tranzitivno na simplicijalni kompleks
K ⊆ 2[n] ako za svako i, j ∈ [n] postoji g ∈ G tako da je g(i) = j. Tada, G
invarijantna mera µ = (α1, . . . , αn) je takva da za proizvoqne αi, αj postoji
g ∈ G tako da je αi = αg(i) = αj . Otuda, ∆

n−1
G = {

(
1
n
, . . . , 1

n

)
} {to dokazuje

slede}e tvr|ewe.

Posledica 4.5. Ako jeG grupa permutacija skupa [n] koja tranzitivno deluje
na simplicijalni kompleks K ⊂ 2[n], tada je:

ρ(K) =
1

n
min{|C| | C ∈ 2[n] \K}.

Dakle, u slu~aju simplicijalnih kompleksa kojima je grupa automor-
fizama tranzitivna, karakteristi~ni prag je potpuno odre|en ne-simple-
ksom najmawe kardinalnosti.

Primer 4.10. Neka je K =
(
[n]
k

)
simplicijalni kompleks u ambijentu [n].

Tada, grupa automorfizama kompleksa K je grupa Sn svih permutacija
skupa [n] koja je tranzitivna pa, na osnovu Posledice 4.5, dobijamo da je
ρ(K) = k+1

n
. Specijalno, za k = 0, dobijamo da je ρ({∅}) = ρ

((
[n]
0

))
= 1

n
.

Otuda, mo`emo da zakqu~imo da karakteristi~ni prag simplicijalnog
kompleksa ∅ ̸= K ⊂ 2[n] pripada intervalu (0, 1].

Korisre}iPosledicu 4.5, mo`emodaizra~unamokarakteristi~nepragove
simplicijalnih kompleksa opisanih u Poglavqu 2.4.

Primer 4.11. Hemi ikosaedar prikazan na Figuri 7 je dobijen identi-
fikacijom antipodalnih ta~aka ikosaedra. Znamo da je grupa izometrija
ikosaedra G tranzitivna. Otuda, faktor grupa G/{1, r} gde je r reflek-
sija u odnosu na baricentar ikosaedra je tako|e tranzitivna i deluje na
simplicijalni kompleks RP6. Kako je min{|C| | C ∈ 2[6] \ RP6} = 3,
karakteristi~ni prag kompleksa RP6 je ρ(RP6) =

3
6
= 1

2
.

Primer 4.12. Kompleksna projektivna ravan CP9 opisana u Primeru 2.6
ima grupu automorfizama G koja sadr`i sve translacije (translacijom
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ambijentaZ3×Z3 za vektor (i, j) ∈ Z3×Z3 dobijamo skup (i, j)+3Z3×Z3 =
Z3 × Z3). Otuda, grupa G deluje tranzitivno na CP9. Kako najmawi (u
odnosu na kardinalnost) ne-simpleks kompleksa CP9 sadr`i 4 elementa,
dobijamo da je ρ(CP9) =

4
9
.

U radu [5] je opisano nekoliko potencijalnih triangulacija kvater-
nionske projektivne ravni u ambijentu [15]. Kasnije je u [11] potvr|eno
da me|u wima kombinatorna mnogostrukost HP15 koja ima najve}i ste-
pen simetrije zaista predstavqa triangulaciju kvaternionske ravni. Na
stranici 169 u radu [5] je dokazano da je grupa automorfizama kompleksa
HP15 tranzitivna{to dokazuje da je karakteristi~ni prag kompleksa HP15

jednak 6
15

= 2
5
.

4.6 Karakteristi~niprag spajawa simplicijalnihkompleksa

Spajawem simplicijalnih kompleksa Ki ⊆ 2Vi , i ∈ [n] dibijamo sim-
plicijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗Kn u ambijentu V1 ⊔ · · · ⊔ Vn. Ako 4.2
primenimo na komponente kompleksa K, primenom Teoreme 4.1 dobijamo
da za particionu invarijantu kompleksa K va`i:

(4.10) π(K) ≤
⌊

1

ρ(K1)

⌋
+ · · ·+

⌊
1

ρ(Kn)

⌋
+ 1.

Primer 4.13. Neka je K =
(
[2]
1

)
∗ · · · ∗

(
[2]
1

)
= ∂♢n triangulacija granice

krst politopa ♢n = Conv{ei,−ei | i ∈ [n]}. Po Primeru 4.10, dobi-
jamo da je ρ(

(
[2]
1

)
) = 1, {to primenom nejednakosti (4.10) implicira da je

π(K) ≤ n + 1. Me|utim, kako je grupa izometrija krst politopa odnosno
grupa automorfizama kompleksa K tranzitivna, primenom Posledice 4.5
dobijamo da je ρ(K) = 2

2n
= 1

n
jer kardinalnost najmaweg simpleksa koji ne

pripada kompleksuK je 2. Tada, poTeoremi 4.2 dobijamo da je π(K) ≤ n+1.

Prethodni primer pokazuje da karakteristi~ni prag spajawa simpli-
cijalnih kompleksa mo`e da se aproksimira pomo}u karakteristi~nih
pragova komponenati spajawa. Motivisani ovom opservacijom, formuli-
{emo slede}e tvr|ewe.

Teorema 4.3. Neka su ∅ = Ki ⊂ 2Vi simplicijalni kompleksi u ambijentima

Vi, i ∈ [n]. Tada, za simplicijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗Kn u ambijentu

V1 ⊔ · · · ⊔ Vn va`i:

1

ρ(K)
=

1

ρ(K1)
+ · · ·+ 1

ρ(Kn)
.
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Dokaz: Neka je Ki ⊆ 2Vi , i ∈ [n] niz simplicijalnih kompleksa u disjunk-
tnim ambijentima Vi. Neka je K = K1 ∗ · · · ∗ Kn i ρ(K) = ρ, ρ(Ki) = ρi,
i ∈ [n] i neka je V = V1 ∪ · · · ∪ Vn.

Kako je po pretpostavci Ki ⊆ K za sve i ∈ [n], dobijamo da je ρi ≤ ρ za
sve i ∈ [n]. Sumirawem, dobijamo da je ρ1 + · · ·+ ρn ≤ nρ odnosno da je

1

ρ
≤ n

ρ1 + · · ·+ ρn
≤ 1

ρ1
+ · · ·+ 1

ρn
.

Neka je µ : V → R+ verovatnosna mera takva da je min{µ(C) | C ∈
2V \ K} = µ(C0) = ρ. Neka je µ(Vi) = αi za sve i ∈ [n]. Primetimo da
je αi > 0 za sve i ∈ [n] jer αi = 0 implicira da je µ(Vi) = 0 odnosno
da Vi ∈ Kµ<ρ ⊆ K {to nije mogu}e. Tada, na ambijentima Vi mo`emo da
konstrui{emo verovatnosne mere µi =

1
αi
µ|Vi

(µ|Vi
je restrikcija mere µ na

skup Vi). Neka je C ∈ 2Vi \Ki proizvoqan ne-simpleks. Kako simpleks C
ne pripada kompleksu K, dobijamo da je µ(C) ≥ ρ odnosno da je µi(C) ≥ ρ

αi
.

Otudamin{µi(C) | C ∈ 2Vi \Ki} = ρ
αi
{to implicira da je ρi ≥ ρ

αi
odnosno

da je 1
ρ1

≤ α1

ρ
. Sumirawem dobijenih nejednakosti dobijamo:

1

ρ1
+ · · ·+ 1

ρn
≤ α1

ρ
+ · · ·+ αn

ρ
=

α1 + · · ·+ αn

ρ
=

1

ρ
.

Primetimo da u Teoremi 4.3, kompleksi ∅ i ∆Vi
ne mogu da u~estvuju u

spajawu. Me|utim, ako je Ki = ∅ ⊆ 2Vi jedan od komponenti spajawa, to
za kompleks K prakti~no zna~i uve}awe ambijenta a problem particione
invarijante ovih kompleksa je re{enTvr|ewem 4.3. Tako|e, ako je Ki = ∆Vi

,
tada simplicijalni kompleks K = K1 ∗ · · · ∗Kn je izomorfan kompleksu
(K1 ∗ · · ·Ki−1 ∗Ki+1 ∗ · · · ∗Kn)∗∆Vi

a u Primeru 1.2 smo videli da se ovakvo
spajawe svodi na uzastopni konus nad K1 ∗ · · ·Ki−1 ∗Ki+1 ∗ · · · ∗Kn {to po
Primeru 4.5 ne uti~e na particionu invarijantu.

Teorema 4.3 tako|e pokazuje da je nejedna~ina (4.10) ekvivalentna ne-
jedna~ini Teoreme 4.2 primewene na spajawe simplicijalnih kompleksa.

Posledica 4.6. Ako je ∅ ̸= K ⊆ 2V simplicijalni kompleks tada je

ρ(K∗n) =
1

n
ρ(K).

Primer 4.14. Ako je K simplicijalni kompleks RP6 ili CP9 ili HP15,
tada je karakteristi~ni prag kompleksa K∗n redom 1

2n
ili 4

9n
ili 2

5n
.
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4.7 Eksces karakteristi~nog praga

Postavqa se pitawe koliko je primena karakteristi~nog praga dobra za
procenu particione invarijnante datog simplicijalnog kompleksa. Zbog
toga, u ovom odeqku uvodimo pojam ekscesa karakteristi~nog praga koji
prakti~no predstavqa gre{ku procene particione invarijante kori{}e-
wem Teoreme 4.2.

Definicija 4.7. Neka jeK ⊆ 2[n] simplicijalni kompleks. Eksces karakter-
isti~nog praga (ili kratko eksces) kompleksa K defini{emo sa:

ϵ(K) =

⌊
1

ρ(K)

⌋
+ 1− π(K).

Kao {to smo ve} videli u Poglavqu 4.5, kako su kompleksi RP6, CP9

i HP15 auto dualni i znamo wihov karakteristi~ni prag, imamo da je
ϵ(RP6) = ϵ(CP9) = ϵ(HP15) = 1. Radi testirawa eksesa simplicijal-
nih kompleksa, u programu Wolfram Mathematica je konstruisan algori-
tam koji ra~una karakteristi~ni prag datog simplicijalnog kompleksa
re{avawem problema (4.9). Program je primewen na auto-dualne simpli-
cijalne kompleke generisane tehnikama opisanim u Poglavqu 3 i dobijena
je Tabela 2.

Tabela 2: Karakteristi~ni pragovi i ekscesi auto-dualnih kompleksa u
ambijentima [n] za n = 3, 4, 5, 6.

n = 3
ρ 1 2/3
ϵ 0 1

n = 4
ρ 1 2/3 3/5
ϵ 0 1 1

n = 5
ρ 1 2/3 3/5 4/7 5/9
ϵ 0 1 1 1 1

n = 6
ρ 1 2/3 3/5 4/7 5/9 6/11 7/13 8/15 9/17 1/2
ϵ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Kao {to se vidi iz tabele, eksces auto-dualnih simplicijalnih kom-
pleksa je uglavnom jednak 1. Ovo je posebno iznena|uju}e za simplicijalne
komplekse u ambijentima [3], [4] i [5] jer znamo da su svi oni linearno re-
lizabilni. Vrednost ekscesa 0 odgovara auto-dualnim simplicijalnim
kompleksima ∆[n]\{i} ~iji karaktersiti~ni prag je po Primeru 4.9 jednak
1. Otuda, name}e se zakqu~ak da da bi u uve}anim ambijentima vrednost
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ekscesa bila mawa. Me|utim, Tabela 3 dobijena ra~unawem karakter-
isti~nog praga auto-dualnih kompleksa D[n] ali u uve}anim ambijentima
[n+1] u kojima su ovi kompleksi po Tvr|ewu 4.3 minimalno 3−neizbe`ni,
nagove{tava osobinu da eksces simplicijalnog kompleksa K ne zavisi od
ambijenta.

Tabela 3: Karakteristi~ni pragovi i ekscesi minimalno 3−neizbe`nih
simplicijalnih kompleksa u ambijentu [n] koji su auto-dualni u ambijentu
[n− 1] za n = 4, 5, 6, 7.

n = 4
ρ 1/2 2/5
ϵ 0 1

n = 5
ρ 1/2 2/5 3/8
ϵ 0 1 1

n = 6
ρ 1/2 2/5 3/8 4/11 5/14
ϵ 0 1 1 1 1

n = 7
ρ 1/2 2/5 3/8 4/11 5/14 6/17 7/20 8/23 9/26 1/3
ϵ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Dakle, u velikom broju slu~ajeva, Teorema 4.2 ne mo`e da odredi pre-
cizno particionu invarijantu simplicijalnog kompleksa ve} uglavnom
wenu majorantu.

Slede}i primer ilustruje osobinu da eksces karaktersti~nog praga
simplicijalnog kompleksa mo`e da bude proizvoqno veliki.

Primer 4.15. Neka je K =
(
[3]
1

)
simplicijalni kompleks koji je auto-

dualan u ambijentu [3]. Po Primeru 4.10, wegov karakteristi~ni prag
je ρ(K) = 2

3
. Otuda, po Posledici 4.6, simplicijalni kompleks K∗n u

ambijentu [3] ⊔ · · · ⊔ [3] ima karakteristi~ni prag 2
3n
. Kako je po Primeru

4.6 particiona invarijanta kompleksa K∗n jednaka n + 1, dobijamo da je
eksces simplicijalnog kompleksa K∗n:

ϵ(K∗n) =

⌊
1

ρ(K∗n)

⌋
+ 1− π(K∗n) =

3n

2
+ 1− (n+ 1) =

n

2
.

Poboq{awe Teoreme 4.2 radi smawewa gre{ke aproksimacije parti-
cione invarijante }e da bude predmet budu}ih istra`ivawa.
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5 Dodatak: Aleksanderova dualnost i Dedekin-

dovi brojevi

U ovom poglavqu istra`ujemo primenu Teoreme 3.1 radi procene Dede-
kindovih brojeva.

Dedekindovi brojeviD(n) su uvedeni u [8] kao brojevi razli~itih mono-
tonih Bulovih funkcija sa n ∈ N promenqivih. Formula za ra~unawe
vrednosti D(n) je otkrivena u [19] me|utim, uprkos ovom otkri}u, ta~ne
vrednosti brojeva D(n) se znaju samo za n ≤ 8 i mnogo truda je ulo`eno
radi nala`ewa Dedekindovih brojeva za ve}e vrednosti parametra n.

Funkciju f : {0, 1}n → {0, 1} nazivamo Bulova funkcija sa n ∈ N

promenqivih. Razlog za termin Bulova je {to, ako skup {0, 1} interpre-
tiramo logi~kim simbolima {⊥,⊤}, funkciju f = ft mo`emo da posma-
tramo kao evaluaciju terma t u kojem figuri{u promenqive x1, . . . , xn.
Na primer, t je tautologija akko za sve (x1, . . . , xn) ∈ {⊥,⊤}n va`i da je
ft(x1, . . . , xn) = ⊤.

Na skupu {0, 1}n defini{emo ure|ewe na slede}i na~in:

(5.1) (x1, . . . , xn) ≼ (y1, . . . , yn) ⇔ (∀i ∈ [n])xi ≤ yi.

Tada, ka`emo da je Bulova funkcija f monotona akko iz (x1, . . . , xn) ≼
(y1, . . . , yn) sledi f(x1, . . . , xn) ≤ f(y1, . . . , yn). Na primer, ako uzmemo da je
⊥ < ⊤, primer jednemonotoneBulovefunkcije na {⊥,⊤}n je f(x1, . . . , xn) =
x1 ∨ · · · ∨ xn.

Svakoj monotonoj Bulovoj funkciji f : {0, 1}n → {0, 1} dodequjemo
familiju skupova Kf=0 = {A ∈ [n] | f

(
χ(A)

)
= 0}. Tada, Kf=0 je sim-

plicijalni kompleks u ambijentu [n] jer, A ⊆ B akko je χ(A) ≼ χ(B) pa,
ako B ∈ Kf=0 to implicira da je f

(
χ(A)

)
≤ f

(
χ(B)

)
= 0 odnosno da je

f
(
χ(A)

)
= 0 {to zna~i da A ∈ Kf=0.

Va`i i obrnuto tj. svakom simplicijalnom kompleksu K ⊆ 2[n] odgo-
vara jedinstvena Bulova funkcija fK : {0, 1}n → {0, 1} data sa:

fK(x1, . . . , xn) =

{
1, {i ∈ [n] | xi = 0} ∈ K,
0, {i ∈ [n] | xi = 0} ̸∈ K.

Pri tom, uslov monotonosti funkcije fK je ispuwen jer (x1, . . . , xn) ≼
(y1, . . . , yn) je ekvivalentno inkluziji {i ∈ [n] | xi = 0} ⊆ {i ∈ [n] | yi = 0}.

Dakle, svakoj monotonoj bulovoj funkciji sa n promenqivih odgovara
jedisntveni simplicijalni kompleks sa najvi{e n vrhova. Otuda, D(n)
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mo`e da se izra~una kao broj razli~itih simplicijalnih kompleksa u
ambijentu [n].

Neka je K[n] familija svih simplicijalnih kompleksa u ambijentu [n] a
neka SPD[n] predstavqa familiju svih nad-dualnih kompleksa u ambijentu
[n]. Neka je T [n] familija simplicijalnih kompleksa K ⊆ 2[n] koji nisu
pod-dualni niti nad-dualni tj. T [n] = K[n] \ (PD[n] ∪ SPD[n]).

Tabela 4: Dedekindovi brojevi

n |SD[n]| |D[n]| |T [n]| D(n)
1 2 1 0 3

2 4 2 0 6

3 12 4 0 20

4 81 12 18 168

5 2646 81 2370 7581

Kako je po Definiciji 2.3 svaki kompleks K ∈ K[n] pod-dualan, nad-
dualan ili pripada familiji T [n], dobijamo formulu:

|K[n]| = |SD[n]|+ |SPD[n]| − |SD[n] ∩ SPD[n]|+ |T [n]|.

Na osonovu Leme 2.1, vidimo da je operator dualnosti _̂[n] : SD[n] →
SPD[n] sam sebi inverzan, pa je bijekcija, {to implicira da je |SD[n]|
jednako |SPD[n]|. Tako|e, po Definiciji 2.3 simplicijalni kompleks je
auto-dualan akko je pod-dualan i nad-dualan. Prethodne opservacije, za-
jedno sa Teoremom 3.1, dokazjuju da je:

(5.2) D(n) = 2|D[n+1]| − |D[n]|+ |T [n]|

Tabela 4, dobijena pomo}u ra~unara, ilustruje primenu jedna~ine (5.2)
za male vrednosti parametra n.

Jedna~ina (5.2) ukazuje na ~iwenicu da poznavawe broja auto-dualnih
kompleksa obezbe|uje dowu granicu za D(n). Tako|e, kako su po Tvr|ewu
2.2 svi kompleksi u ambijentu [n] poddualni u ambijentu [n+ 1], broj auto-
dualnih simplicijalnih kompleksa u ambijentu [n + 2] obezbe|uje gorwu
granicu za broj D(n) odnosno va`i nejednakost:

(5.3) 2|D[n+1]| − |D[n]| ≤ D(n) < |D[n+2]|.
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Istra`ivawem osobina grafa susedstva NGn pomo}u metoda opisanih
u Poglavqu 3 mo`emo da otkrijemo broj auto-dualnih simplicijalnih
kompleksa u ambijentu [n] {to primenom jedna~ine (5.3) daje procenu
broja D(n). Da bi Dedekindovi brojevi mogli potpuno da se odrede ovom
metodom, potrebno je da se analiziraju kombinatorna svojstva kompleksa
familije T [n] {to }e da bude predmet budu}ih istra`ivawa.
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omino Tillings By n-in-Line Polyominos and Gröbner Bases, Publ.
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