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AYTO-AYAJTHU CUMINIMITNJAJIHA KOMIVIEKCHU, BUXOBA
I'EHEPAJIM3AIINJA 1 ITPUMEHE Y KOMBUHATOPUIIN 1
I'EOMETPUIN

e PE3SUME. VY 0B0j T€3H Ce UCTPaKyje KOMOMHATOPHA CTPYKTypa ayTO-TyaTHUX
CUMIUTHIIMjaTHIX KOMITIEKCA U FbXOBHX TeHEPATU3alHja, 7 —HEN30eKHUX CHM-
TUTUIIHjaTHUX KOMIUTEKCA.

ATEKCaHNEPOB Nyall CUMILTMIMJATHOT KomIuiekca Ky y ambujenty V, y
osnamm K", mpencTaBiba 1OBOJBHO 106ap KOMOWHATOPHH MO/IEII FerOBOT KOM-
nemenTa yHyTap Buepose chepe Bier(K) = K xa K", CuMnauuujaasu Kom-
mwieke K je ayro-myanan (K € DV)axko je K = K" a nox-nyanas (K € SDY)
axkoje K C KV. Ceprej MenuxoB je IpUMETHO Ja PAa3ITHIUTU ayTO-TyaTHH CHM-
TUTUITHjaTHA KOMITIEKCH MOTY J1a ce JOOUjy pa3MeHOM Tapa KOMIUIEMEHTapHUX
cumrutiekca. Kopucrehu oBy ormcepBaiivjy, yBoaumo Tojam Trpada cycencrsa
(D", N'G,.) y xojem rpane oxroeapajy maposuma K, L € D" taxsum na je
KAL = {A,[n]\ A}. Tlokasyje ce na je rpad N'G,, moBe3aH M aHATIM30M TTyTEBA
KOjH TIOYHEbY KOMITTEKCOM Ay, 1 = 2n=11 ¢ DIl koncTpummy ce mpecnkaBama:

V : DM — sl Apl-t  pinl,

JToka3syje ce 11a je A MHBEp3HO MpeCIMKaBabe MPECTNKABAIbA 1/, IIITO OMAaX
umnumpa jexnakoct | DI | = |SDP Y|, Feomerpujckom ananmmsom onepatopa
v 1 A nokasyje ce na je VK = Lk({n}) u AK = K"~ U CK o, y3 ocobuy
naje+/ = A, nvMmmmrmpa 1a ayto-ayanau kommreken K C 2V 3a mponsBossHO
v € V umajy popmy:

——— W\ {v}
K=LK({v}) " U (Lk({o}) * Agy).

IIperxoaHa jeTHAKOCT MOKa3yje /Ja je CBaKU ayTo-AyallaH CUMILTUIIN]aTHU
KOMITJIEKC YIOTIYHOCTH OJipel)leH TMHKOM CBOjer MPOU3BOJFHOT TeMeHa IITO
3HAYAjHO TIOJ€THOCTABJbYje KOHCTPYKIIM]Y M KOMOWHATOPHOY KJIaCH(pHUKAIHN]Y
ayTO-IyaJHUX KOMIUIEKCa. AHAIM30M Jyror tTayHor muza 3a map (AK, K),
rokasyje ce 11a je Moryhe KOHCTpyHcaTH ayTo-AyaTHA CUMITTALIA]ATHA KOMITIEKC
ca yHaIIpeJI 3a/IaTUM XOMOJIOIIKUM Tpyrnama.

Hpyru neo nucepranuje ce 6aBM aTHATIU30M 7" —HEM30€KHUX CUMILTUIIN]AJI-
HUX KOMITJIEKCA OJTHOCHO KOMITJIEKCA KOJU UMajy OCOOMHY 14 33 CBAKY MapTHIN]y
P, ={A1,..., A} ckyna V na qucjyHkTHe moackynose Baxu P,.NK # (). TTap-
TUI[MOHA MHBapujaHTa Komiuiekca K, y ozHamu m(K), je HajMambe © € IN TakBO
na je komruieke K r—Hen3bexkaH. Jlokasyje ce Ja 3a crajarbe CUMILTIN]ATHIX
xkommuiekca K; C 2" paxu HEJETHAKOCT:



(K, %% Ky) <m(Ky) + -+ a(K,) —n+1

KOja ce y clIydajy ayTo-IyaTHUX KOMIUIeKca CBOIU Ha jeiHakocT. Kaxko je mapTu-
IMOHA UHBAPHWjaHTa ayTO-AyaTHUX KOMIUIEKCA 2, 3aKJbyUyjeMO J1a aKO KOMJIEKC
K canpku cniajame 1 ayTo-IyalHux KoMIuiekea, taaa je m(K) < n + 1.

V HacTaBKy ce aHaIM3Mpa MapTUIIMOHA WHBAPHUjaHTA IMHEAPHO peaTn3a0ui-
HUX CUMIUTULIUJATTHUX KOMILIEKCa. YBOAM ce MojaM KapaKTepUCTUYHOT IIpara p
CUMILTHITH]jAJTHOT KoMILTekca K ca:

p(K) =sup{f € Ry | (Gp € A" ) K,<5 C K}.
rae je A" cuMIekc cBHX BepOBATHOCHHUX Mepa [l : ol R,. Kaxko un-

kiaysuja L C K wmmmnupa aa je m(K) < w(L), 3akbydyjemo na usmeby
KapaKTEPUCTUYHOT Tpara p) U MapTULIUOHE HHBAPHjAHTE T BAXKU HEjEJHAKOCT:

Koja oMoryhasa mpoIieHy mapTUIIMOHE HHBAPHjATE CUMITIUIIA]ATHOT KOMITJIEKCA
TEXHUKaMa JIMTHEAPHOT IMpOoTpaMupama.
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IUICKCH, TPUAHTyIallje, KOMOMHATOpHA Kilacudukayja, ¥ —Hen30eKHOCT, Iap-
TUIIMOHA UHBAPHjaHTA.
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SELF-DUAL SIMPLICIAL COMPLEXES, THEIR
GENERALIZATION AND APPLICATIONS IN
COMBINATORICS AND GEOMETRY

e ABSTRACT. This thesis is devoted to the study of the combinatorial
structure of self-dual simplicial complexes and their generalizations, r—un-
avoidable simplicial complexes.

The Alexander dual KV of a simplicial complex K C 2V is a good com-
binatorial model of the complement of K within the Bier sphere Bier(K) =
K %2 KV. A simplicial complex K is self-dual (K € DY) if K = KV and
sub-dual (K € SDY) if K C K. Sergey Melihov has observed that a new
self-dual simplicial complex is obtained by exchanging a pair of two comple-
mentary simplexes. Motivated by this observation, we introduce the neigh-
borhood graph (D", N'G,,) whose edges correspond to the pairs K, L € D"
with the property KAL = {A, [n]\A}. Tt is shown that the graph N'G,, is con-
nected, and by analyzing the paths from the complex Ap,_y) = 2ln=1l ¢ plnl
we construct two maps:

V1 DM — spir=1l Apl=1l _, pll,

The map A is the inverse of v/ which implies that |DI"/| = |SD"~Y|. More
precise analysis of v/ i A reveals that /K = Lk({n}) and AK = K" UUCK
which, together with / ~! = A, implies that for any K C 2V and arbitrary
v € V we have:

— V\{v
K =Lk(o) U (Lk({o}) * Agy).

Previous equality implies that each self-dual simplicial complex is com-
pletely determined by the link of any of its vertices. This in turn significantly
simplifies constructions and the combinatorial classification of self-dual com-
plexes. By analyzing the long exact sequence of the pair (AK, K) we also
construct self-dual simplicial complexes with prescribed homology groups.

In the second part of the dissertation we study the combinatorics of the
so called r—unavoidable simplicial complexes K C 2V, characterized by the
property that for each partition P, = {Ay,..., A, } of the ambient set V' into
disjoint subsets, P, N K # (). The partition invariant 7(K) of a simplicial
complex K is the smallest » € IN such that the complex K is r—unavoidable.
It is proven that for the join of complexes K; C 2i there is an inequality:

TRy, %o Ky) < m(Ky) 4+ m(Ky) —n+ 1



which, in case of self-dual complexes, reduces to an equality. Since the parti-
tion invariant of all self-dual complexes is 2, we deduce that if the complex K
contains as a subcomplex a join of n self-dual complexes, then 7(K) < n+1.
We also analyze the partition invariant of the important class of threshold
complexes. The threshold characteristic p of a simplicial complex K is defined
as:
p(K) =sup{f € Ry | (Gu € A" K, <5 C K}

where A" ! is the simplex of all probability measures y : 2" — R,. Since
the inclusion L C K implies 7(K) < w(L), we conclude that the threshold
characteristic p and the partition invariant 7 satisfy the inequality:

T(K) < {%K)J +1

which enables us to estimate the partition invariant of a complex K using
linear programming techniques.

¢ KEYWORDS. Alexander dual, Bier spheres, self-dual complexes, trian-
gulations, combinatorial classification, r—unavoidability , partition invariant.
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ITpearosop

Joktopant TumotujeBuh MapuHko je ynucao 1okTopceke cryauje Tomomoru-
je mkoncke 2012/2013 Ha MaTematrukoM (akynTeTy YHUBep3uTeTa y beorpamy.
Toxom cTynuja, MOJIOKKO je TipeameTe AnredapcKy TOMoJIOTH]y, TOIOOIIKY
koMOuHaTopuky U Omabpana mornaBba Anrebapcke TOMONOTHje KOO Tpod.
np Cunnmie Bpehunie, Teopujy Mopca, Jdudepenuujanny Tomonorujy u I1J1
TOIOJOTH]Y KOoJ mpod. ap Bmamummupa I'pyjuha, K-teopujy u AuckpeTHy u
pauyHapcKy Toronorujy koa npod. ap Pagera YKusamepuha.

Kao neo xypca JluckpeTHe U pauyyHapcke TOIOJOTHje, TOKTOPAHT je KOH-
CTPYHCAO BEIMKHU OpOj KOMIT)YTEPCKUX mporpama. Ty ce moceOHO UCTUYY MpPOo-
rpamMu 3a oapehrBame KOMOMHATOPHUX WHBAPHJAHTH CUMILUIALIM]ATHUX KOM-
TIeKCca TeXHUKaMa JIMHeApHOT TpoTrpaMuparma Koju ce HaBoje y [lornasby 4,
Kao0 1 Iporpam 3a yrBphuBame hemnujcke CTpyKTYpe CUMIUTUIIN]ATHAX KOMILTEKCa
nmoMohy JluckpetHe Teopuje Mopca koju oMoryhasa pauyHame XOMOJIOTH]e CHUM-
MIMIMjaTHuX Komruiekca. [lomohy KOHCTpyHcaHuX mporpaMa 1 BeJIUKOr 0poja
eKCIieprMeHaTa JIOKTOPAHT je yCITeo 1a opopMu U JoKaKe BEIIMKKU Opoj TBphema
Ha KOjuMa je oBa aucepraija 6asupana. Takohe, okTopaHT je 6e3 mpehammer
3Hama EKCIIEPUMEHTAIHO OTKpHO T3B. KoMOMHAaTOpHY AleKcaHIepoBy dyal-
HocT (Teopema 2.2) mTO je y BEIHUKO] MEPH YTUIAIO Ha JTaJbU TOK HbETOBUX
UCTPAXKUBAHA.

Hayuno uctpakuBayku paji JOKTOPAHTA 3aMouyuibe T3B. Jla-ma mpojekrom
y capaamu ca 1p Manyenom Mysukom du3napesuh u mpod. np Pagerom Ku-
BasbeBuheM. L{mib mpojekTa je Ouita aHalm3a MoII0YaBama MaX0BCKUX Mpeka
texuukama ['peGHepoBuX 6asza. Pesynrart je pan [25] 06jaBiben 2016. TroauHe Koju
Tpe/cTaB/ba TeHepanusanujy pesynarata Konseja u Jlarapuaca o6jaBibeHor y [7]
u3 1990-e romune. HakoH Tora, JOKTOpPAHT CBOjy MaXmby MpeycMepaBa Ha MC-
TPAXKUBAIE AYTO-IyaTHUX CUMIUTUIIMjaTHUX KomIuiekca (Jedununmja 3.2) kao
U BbUXOBHUX TeHEpau3aluja, T3B. ' —HEU30SKHUX CUMIUIIHjATHUX KOMIUIEKCa
(dedunuimja 4.2). Pesynrar je pax [32] koju omoryhasa HOBU YBHJ Y KOMOHHA-
TOPHY CTPYKTYpY ayTO-TyalTHUX KOMILIEKCA IITO ONAaKIIaBa HBHUXOBY KOHCTPYK-
M)y ¥ KOMOMHATOpHY Kiacudukamujy. JloKTopaHT je 3ajemHo ca mpod. ap
Panerom Kusammesuhem, mpod. n1p Cunnimom Bpehumiom, np dymikom Jouhem
u Mapujom Jenuh xoaytop paja [15] koju ce 6aBu aHATU30M KOMOMHATOPHUX
CBOjCTaBa 7 —HEU30€KHUX CUMIUTHIIM]ATHUX KOMILIEKca. Y BpeMe IMUcamba OBe
TUcepTalidje, JOKTOPAHT je YUeCTBOBAO Y UCTPAXKUBAILY TMOTUTOMAIHOCTH U
3Be3ionuKocTu bueposux chepa (debunumumja 2.2) 3ajenno ca ap dunmmmnom
Jeptuhem u mpod. np Pagerom KusameBuhem. Pesynratu uctpaxuBama cy
o06jaBmbenn y [14].



['maBHM TpeIMeT TUCepTAIIHje je aHATTN3a CUMITTUIN]aTHUX KOMIUTEKCa CIIeIIH-
JalTHO, CUMIUTHITHjaJTHUX KOMIUIEKCa KOJH Cy JeTHAKH CBOjeM AJIEKCaHIEPOBOM
nyany (depununuja 2.1) koje Ha3MBaMO ayTO-TyaTHH CUMILTHIIHjaTHA KOM-
IJIEKCH. AyTO-/IyaJTHU CUMIUTMITA]ATHU KOMIUIEKCH Ce jaBJbajy Y MHOTMM rpaHaMa
MaTeMaTUKE TIOMYT aire0apcke TOMOIOTH]e, TOMOIOIKE KOMOMHATOPHUKE, T€O-
puje urapa, Teopuje xurnep-rpagoBa, KOMOMHATOPHE ONMTUMM3AIM]Ee UTA. Panu
WIycTpanje, mosHata ,,Teopema yckor rpiaa’ Exmonjca u ®@ynkepcena us [9)
je KJIacu4yaH pe3yaTaT TeopHje ONMTUMHU3AIje IO KOjeM 3a CBAKU ayTo-AyaTHU
cummmunpjanan kommaeke K C 2" u ceaky dynkumjy f : [n] — R Basu:

TR =l S W)

I‘IICjC C (I)aMI/IJ'II/Ija KOMIUIEMEHATA CBUX MaKCUMAaJTHUX CUMILIEKcAa KoMITIekca /.

V koMOUHATOPHO] anre0apcKoj TOMOIOTU]H, AYTO-IyaTHU CUMIUTUIU]AITHA
KOMIIJIEKCH ITPEICTaBbajy KAHOHCKE MPUMepe TEOMETPH]CKHMX 00jeKaTa ca orpa-
HUYEHOM JTUMEH3HM]OM TeoMeTpujckor amOujenTta. Y Ilornasspy 2, momohy ma-
Tepujana mpeyseTor us [22] u [23], ce naje cakeT J0Ka3 Ja ayTo-IyalHU CHM-
mmunpjanan kommieken K C 21" me Mory nma ce mpencraBe xomeoMophHIM
notnpoctopuMa Eykmuackor mpoctopa R™3. Jlokasyje ce 1a BaXd H TeH-
epanHuje TBpheme Tj. cmajamweM (Hdepunuimja 1.6) ayTo-ayanqHUX CUMIUTALIM-
jamunx xommexca K; C 2" i € [k] no6ujamo xaHOHCKe mpuMepe CHMITIH-
[MjATHUX KOMIUIEKCA KOJU HHCY YJIOXHWBU y EYKIHMICKM MPOCTOp JUMEH3H]je
ny+ -+ ng — k — 2 anu cBaKU HUXOB MPaBU MOTKOMIUTIEKC MOXeE J1a Ce YIIOXKU
y R+ —k=2 (Teopema 2.4). V Iornassby 2 ce HAaBOIH 3HAYA] AyTO-TyaTHUX
CUMIUTHMITM]ATHUX KOMIUIEKCA 3a TIPOIICHY JTUMEH3Uje TeOMETPHjCKOT aMOujeHTa
JIATOT TOITOJIONIKOT MPOCTOPA CIeNHjaaHo, TpadoBa M CUMIUIIUIIA]ATHUX KOM-
MJIeKca KOju HUCY TutaHapHu. HaBoje ce mpumepn MUHUMATHUX TPUAHTYIIAIN]a
npojekTuBHUX mpoctopa (IIpumepu 2.5 u 2.6) ca HATJIACKOM Ha YUIHLEHUILY J1a
ayTo-AyaTHU CUMIUTALMJATTHU KOMIUIEKCH U HHXOBA Cllajarhba YecTo IMpecTa-
BJbA]y MUHUMAJIHE TPUAHTYJIAIN]€ CBOJUX TEOMETPHJCKUX pealn3aliuja.

IMornasme 3 je GasupaHo HA paay [32] ¥ UCTpaxyje MHTEPECAHTHY BE3Y
mmely ayTo-myamHnx cuMmmanmjanaux kommuekca K C 2" u xommmekca
K C 2" xoju cy moTkommuekcn cBojer ANleKCaHIepoBOT Iyand, T3B. MOJI-
nyarHuX komruiekca (dedununmja 2.3). Y 0BOM IOTNIaBJby ce mMoMohy KOoHIenTa
,JIpecTpojaBama cumiiekca  (Tspheme 3.1) xojer je opru"anHo yseo Ceprej
MenuxoB y [23], onucyje TeXHUKa PEKOHCTPYKIIUjE Ay TO-AyaTHUX CUMILTHIIN]AJI-
HUX KOMILJIEKCA pajiv JJOOUjamkha CBUX ayTO-IyaTHUX KOMITIEKCa Y JaTOM aMOu-
jeHTy. Paaw jemHOCTaBHUMjET MpeTiieaa U Kiacudukaimje, yBOIHu ce mojaM rpada
cycenctBa N'G,, KojeM Cy YBOPOBH CBU ayTO-IyalHH KOMILUIEKCH Y aMOHMjEHTy
[n]. dokasyje ce ma je rpad N'G,, yBek IOBE3aH a 3aTUM Ce aHAIU3MPA]y TyTEBU



y rpady NG, koju mouniby ayTo-gyamHuM KomrutekcoM Ap, ;) C 2"l Oga
aHamM3a oMoryhasa KOHCTPYKIIH]y T3B. onepaTopa kopena / : D" — SD1
(dedurumuja 3.1) rae je D" pamunuja cBUX ayTo-IyaTHUX KOMILTEKCA y aM-
Oujenty [n] a Splr-1 (dbamMunmja CBUX MOJ-TyaTHUX KOMITIEKcAa y aMOMjeHTy
[n — 1]. JTokasyje ce 1a omepaTtop KOpeHa UMa WHBep3HH moepatop A kojer
Ha3MBaMO omepaTop ayaidHe Haarpaame (Hebununmja 3.2) mro mokasyje na
je 6poj ayTo-IyamHUX KOMIUIEKCA Y aMOujeHTy [n] jenqHak Opojy Mmo-ayaaHux
KoMIutekca y ambujenty [n — 1] (Teopema 3.1). 3aTuMm ce moMohy KOHIENTa
nuHKa cuMIutekca (Jleduaummja 1.5) 1 KOHyca CUMITTHIIA]ATHOT KOMITIEK A J1aje
reoMerpujcku omuc omeparopa y/ u A (Tephewa 3.7 u 3.8) wro omoryhasa
HOBU YBUJ[ Y CTPYKTYPY U KOMOMHATOPHY KIIaCU(UKAIU]Y ayTO-TyaTHUX CUM-
MIAIMjaTHUX KoMmTiiekca. [maBHm pesynrat je Teopema 3.3 xoja mokasyje ma
j€ CBAKU ayTo-IyallaH CUMIUTMIIM]AIHU KOMIUIEKC MOTIYHO ojpeleH TUHKOM
MIPOU3BOJHHOT TeMeHa. [loraBibe ce 3aBpliaBa KapaKTepu3alujoM f —BeKTopa,
XOMOJIOTHje U KOXOMOJIOTHje TyaTHUX HaATPAIbU U OIMUCYje ce HOBa TeXHMKA
KOCTPYKIIUje ayTO-AyaTHUX CUMILIUIUjATHUX KOMIUIEKCA Ca YHAIPET 3a/IaTHM
XOMOJIOIIKMM TpyMaMa ca MOCeOHUM OCBPTOM Ha KOMIUIEKCE KOjU ,,JIUYe Ha
npojextrBHe paBHn (edunnnuja 3.3).

ITornasbe 4 je 6asupaHo Ha pay [15] 1 6aBU ce aHATU30M T3B. ' —HEM30EKHHUX
CUMITTUITHjaTHUX KoMIuiekca (Jedunnmmja 4.2). Hensz0eXHU CUMILTUIIAjATHA
KOMIUIEKCH Cy NpPBM IyT yBeneHH y [4] mox Hasusom ,,TBepbOepr HeusOeKHU
MOTKOMIIIEKCH ~ pajiy pellaBamba mpodaema TBepOeproBor TUa Kao riIaBHU ap-
ryment Brarojesunh-@dpux-1{uriep ,,MeTo1e OrpaHnuera . Y 0BOj IUcepTaLHju
Ce aHAIM3UPAjy OCOOMHE T —HEU30EeKHNX KOMILUIEKCA Y KOHTEKCTY jeHE KOM-
6MHATOpPHE MHBAPUjaHTe CUMIUTHIMjanHuX KoMmmiekca K C 2" mon nasmBom
mapTunroHa naBapujanTa (depununuja 4.1), y osnanu (K ), Koja mpeactasiba
HajMamu Opoj r € IN TakaB nma komruieke K caapxu O0ap jeJaH CUMILIEKC
CBaKe MapTHiUje aMOujeHTa [n] Ha ' JAUCJyHKTHUX CKYMOBAa. YBOIM Ce MojaM
MUHHUMAJTHO 7-HEW30€KHUX CUMIUTHINjaTHUX KoMmrutekca (dedunnmja 4.3) xao
TreHepalln3alnja ayTo-IyaTHuX KOMIUIeKca (KOjU ¢y IO HOBO] TEPMHHOJIOTUjU
MUHUMAJTHO 2-HeW30eXHM) U JIoKa3yje ce a je MapTUIIMOHA UHBAapHjaHTa OBUX
komruiekca jeqHaka r (ITocnenuua 4.2). 3atum ce aHaau3upa MapTUIMOHA WH-
BapHWjaHTa crajarba cumrumnimjaaaux komruiekca (Teopema 4.1 u Ilocnequna
4.3) 1 mokasyje ce TJIaBHO TBphEmE 1a Cy CUMITIUIIMjATHA KOMITUIEKCH HACTAIIN
ClIajalbeM 1 ayTO-IyaTHUX KOMIUIEKCa MUHUMAITHO (n+1)-Hens6exuu (TBpheme
4.5) mTO UMIUTHIIMPA J1a je BUXOBa MAapTULIMOHA UHBapujaHTa n + 1.

VY npyrom neny Ilornasrba 4 ce aHanu3upa r—HEU30EKHOCT CUMILTUITH]a-
HIX KOMIUIEKCA KOjU HACTAjy orpaHMuaBameM aautueHe mepe @ 20" — R,
oIHOCHO KoMILTekca obmuka K<z = 17! ((—00, 8])). Ose kommekce Ha3m-
BaMO JIMHEAPHO PENN3a0MITHUM a KOHCTAHTY 3 Ha3UBAMO Mpar koMrutekca K, <g.



IToTtoMm ce mokasyje ma mpar [ moTmyHo oapeljyje HUBO HE30€KHOCTH KOMITIIEKCA
K, <5 (TBpheme 4.6). Kako cuMIumujaTHuX KOMIUIEKCa KOJU HHUCY JTHUHEAPHO
peann3a0uITHA UMa eKCIIOHEHITH]aITHO BUIIIE OJT KOMIUTEKCa KOJHU jecy, y HACTABKY
ce yBOH mojam kapaktepuctiasor mpara p(K ) kommiexca K C 2/ (Jledunnu-
nuja 4.5) kao HajBeha BpeqHOCT Impara JIMHEApHO PeaTn3a0UTHOT MTOTKOMITIIEKCA
kommiekca K. I'masuu pesynrat je Teopema 4.2 koja oka3yje 1a 3a MapTUIHOHY
UHBApHUJaHTY T U KaPAKTEPUCTUIHU TIPAT p) BaKU HEjeTHAKOCT:

r(K) < {LJ .Y
p(K)

Hame ce y Ilornasipy 4 omucyje TeXHUKA pauyHarmba KapaKTEPUCTUYHOT Mpara
MeTofaMa JIMHeapHor mporpamMupama (I[Ipodmem (4.9)), ananmu3upa ce kapa-
KTEPUCTUYHU par KOMIUIeKca ca rpynoMm ayromopduzama G (Tephewme 4.12,
IMocnenuna 4.4) u 1okasyje ce aa axko je rpymna ayromoppuszama G komrurekca K
TPaH3WTHBHA, TAJa j¢ KAPAKTePUCTUUHHU Mpar komruiekca K mormyHo onpelen
He-CUMILTEKCOM ca HajMame eneMmeHaTa ([locmequna 4.5). Ha xpajy ce mokasyje
Ja je KapaKTepUCTHUHU Tpar crajamba CUMIUILIUjATHUX KOMIUIEKCca TOTITYHO
oapehen momohy kapakTepucuTHYHUX TparoBa kommoHeHaTa (Teopema 4.3)
u yBoau ce nojam ekcreca (Hdedbunummja 4.7) xoju Mepu rpemky onpehusama
MapTUIIMOHE WHBAPUjaHTE KOMITIIEKca TTOMOhy KapaKTepUCTHKE p.

IMocnenme mornasibe, [Tornasibe 5, onmcyje mpumeny Teopeme 3.1 Ha ompe-
huBame Jenexunnosux 6pojesa D(n) ysenenux y [8] xoju mpeacrasibajy 6po-
jeBe paznmuutux bymoBux ¢yakmmja ca n € IN mpomensbuBux. Jlokasyje ce
HejenHakocT (5.3) koja momohy Opoja pazIUYUTHX AyTO-IyaTHUX KOMILUIEKCA Y
ambujeHTy [n] 06e36ehyje 1m0y U ropy rpanuiy Jlenekunnosux 6pojesa D(n).

JIoxTOpaHT ce cpaayHO 3axBajbyje MeHTOpy, npod. np Pamery Kusasbe-
Buhy, Ha HECEOMYHO] IMOJIPIIIIN, MaTepHUjaIuMa, ujaejamMa U caBeTUMa KOjH Cy
CYIITHHCKH JIOMTPUHEIN peanu3alifju OBe JUCepTaIHje.



1 VYBon

Y OBOM TOTJIaBJby AdjeMO KpaTak IMperyies] OCHOBHUX KOHIIETATa Ha KOjUMa
je mucepTtanuja 6asupana. deduHunuje u TBphema cy cartacHU KOHCTPYKIIHjama
ormvicanuM y [22]. Yuranai koju je 106po yrno3Hart ca TeoprjoM Kombunaropse
reomeTpuje unu Tomonorke koMOnHaTOpUKe MoXke 1a npehe Ha [Tornasswe 2.

1.1 T'eomeTpujcKu CUMIINUJATHU KOMILJIEKCH

CUMITIIMITU]alTHA KOMITIIEKCH TTPEACTaBIba]y KAHOHWYHY Be3y n3Mel)y reomer-
puje 1 koMOuHaTopuke. KoMmakTHU Tomosoumku normnpoctopu Eykmuackor
npoctopa R"™ mory ma Oymy mpencraBibeHH XoMeoMOp(hHHM oOjeKTUMa Koje
HA3MBAMO T€OMETPH]CKY CUMIUTUIIN]ATHU KOMILUIEKCH OJTHOCHO HIbUXOBHUM ITOJTH-
enpuma. CUMIUTHIIjaJIHE KOMIUIEKCce popmupa hamunmja reOMETPHjCKUX CUM-
MJIeKca KOjU Y Pa3InIUTHM JUMEH3UjaMa TIpeACTaBbajy Tauke, CETMEHTE, TPOY-
TJIOBE, TETpAeIpe UT/L.

Hedunnunja 1.1. 'eomeiwipujcku cumiinekc o4 je KOHBEKCHU OMOTHAY KOHAYHOZ,
aghuno nesasucrnol cxkyiia A apocimopa R"™. Tauke ckyila A nasusamo epxosu
cumiinexca o 4. Humenszuja cumiinexca o, je dimoy = |A| — 1. Kousexcue
omoimaye Togekyiosa ckyila A nazusamo ciipane CuMilieKca o 4.

'eoMeTpUjcKM CUMITTIEKCH CY KOHBEKCHM M KOMITAKTHU TOIIOJOMIKU TIPOC-
topu. HbuxoBuMm cmajameM 1001MjamMoO ClI0KEHU]Ee 00JEKTE T3B. CUMILUIULIM]ATHE
KOMIUIEKCE MOIITY]yhyl HEKOJIUKO jeTHOCTABHUX MPAaBUJIIA.

Hedunuunja 1.2. Pamunuja cumiinexca N = {o4,,...,04,} je 2eomempujcru
CUMTLIUYUIATHU KOMIIEKC AKO 3a¢080/6a6a cegeha gea yciosa:

(1) 3a ceéako o4, € A uceaxo B C A; sasncu op € A.
(2) 3a tipoussomne g, 04; € A gadcu o4, N o4, = Tana;-

Toaonowru apociiop ||A|| = Y 04, nasusamo Gonuegap komiinexca A
p p = Ui=0%4; gap .
Jumenszuja komitnexca A je dim A = max{dimoy, | i =0,...,k}.
_ _ k
Temenuma komitiexca A nasusamo ckyia V(A) = J,_, As.

[TpumeTnMoO 1a CBakM CUMIUTMLIMJATHM KOMIUIEKC MOpa J1a CaJPXKH Mpa3aH
cumrieke og = ). AKO CUMITIMIMjATHM KOMILIEKC CAIPXKU CAMO MPA3aH CHM-
MIeKC, KaXeMo Ja je meroa auMmensuja —1. CUMIUIHIMjaTHud KoMIieke A
YUjU je oIueaap XxoMeoMopdaH TOMOIOMIKOM MpocTopy X Ha3UBaMoO TPHUAH-
rynanuja npocropa X . MkocaempanHa TpuaHrynanuja chepe S? je mpukasaHa
Ha Qurypu 1.



MHora TOTIOJIONIKA CBOJCTBA TONMeIapa, MOmyT ToBe3aHocTH, OjmepoBe
KapaKTepUCTHKE, XOMOJIOTH]je, KOXOMOJIOTH]jE CY Y MMOTIYHOCTH ojipel)eHa KOM-
OMHATOPHHMM CBOjCTBUMA CUMILTIIHN]ATHUX KOMIUIeKca Koju uxX popmupajy. Kako
KOMOMHATOPHE TEXHUKE MMa]jy BPJIO pa3BUj€H MATEMATUUKH artiapaTt KOju yIiaB-
HOM MOXe€ J1a Ce UCTTpoTpaMHpa Ha BeNWHHM MPOTPaMCKUX je3UKa, TpUATyIalHje
TOTIOJIONIKUX IMMPOCTOpa oMoryhasajy BUXOBY TOMONY pauyHapa IITO BUIIECTPY-
KO OJaKiaBa popMUpame, TECTUPAE 4 HeKala U I0Ka3 MHOTHX TBphema.

1.2 AnCTpakTHH CUMILTIMAJTHH KOMILIEKCH

MHoro6pojHe TeoMeTpUjcke KOHCTPYKIIMje HaJ CUMIUIIM]jaTHUM KOMILIEK-
CHUMa OJIHOCHO HbUXOBUM IMOJIUEAPUMA MOTY J1a CE 3aMEHE KOMOMHATOPHUM KOH-
CTpyKIMjaMa HaJl HUXOBUM TeMeHuMa. OTyna, paau jeTHOCTaBHUjE KOMOWHA-
TOpPHUKE, YMECTO Tauaka EYKIHMICKUX MPOCTOpa, Ka0 BPXOBE CUMITIUIIN]ATTHOT
KOMITJIEKCa MOXKEMO J1a KOPUCTUMO eleMeHTe KOHAUHUX CKynoBa 0e3 ry0sberma
KOMOUHATOPHUX UHBAPHjaHTH TOJA3HOT TIpocTopa. Y Ty CBPXY, YBOJIUMO KOH-
LENT aACTPAKTHOT CUMIUTUIU]JATHOT KOMILIEKCA.

Hedunnunuja 1.3. Aiicitipaxivinu cumiiuyujanriy KOMiieKkc Hag ckyiom epxosa V-
je aipoussomna pamumja ckyiiosa K C 2V koja 3agosomasa ycros: axo ckyi A
apuiiaga komiinexcy K, waga u ceaxu wogekyi ckyiia A apuiiaga komiiiekcy K.
Cryiiose A € K nasueamo (aiiciipaxitinu) cumiinexcu gumensuje dim A = |A|—1.
Jumensuja komiinexca K jegnaxa je maxcumainoj qumeH3uju e2o8ux cumitiexca.

Ckyn BpxoBa V' hemo 1a 30BeMO U KOMOMHATOPHU aMOUjEHT WIHU MPOCTO
aMOujeHT KoMmIUiekca K. HamoMumeMo Ma CUMITUIEKCH CUMIUTUIIN]ATHOT KOM-
IUIEKCa HE MOpajy Jia caJip)ke CBe BpXoBe amOujeHTa V.

Ha mpumep, cBakM T€OMETPHjCKUA CUMIUTUIIUjAIHU KOMITICEKC A ca damu-
nmmjoM cumiiekca {04, - .., 04, } onpelyje jesaH ancTpakTHA CUMILTHIIMjATHA
komruieke K = {Ao, ..., Ax} y ambujenty V(A).

CumMmiutekce KomIuiekca K KOju HUCY CTpaHe HU jeTHOT JPYror HerOBOT
CHMIIEKCA Ha3MBAMO MaKCHUMAITHU CUMITIEKCH. TIpenusHuje, TO ¢y MaKCUMAITHU
cUMILIEKCH KoMIulekca Ky oiHoCy Ha penanujy uHkinysuje. Axo je Max(K)
(dhamMmIja MAaKCUMAITHUX CUMIUIEKca KoMmIutekca [, Taia je:

K= U 24,

AeMaz(K)

Nepunnuuja 1.4. Hexa cy K C 2V u L C 2V cumiinuyujannu kominexcu. Ipec-
mukasarwe ™ V. — W je cumiinuyujanno apeciukasare xomiiiexca K u L axo
cumiinexce komiinekca K dpecauxasa y cumiinecke kominexca L.



Cumitnuyujanno apeciuxagare 7 . K — L koje je bujexyuja waxeo ga je !

CUMEIUYUJATIHO ce HA3UBA U3OMOPPU3AM U KOMOUHATopHa exeusanenyuja. Axo
06aK80 fpecauxasarbe docitioju, kaxcemo ga cy kominekcu K u L uzomopdnu unu
KOMOUHATHOPHO eKBUBAICHITIHU.

ExBUBanHeTHO, 6ujeknuja 7 : V — W je msomopduzam kommnekca K C 2V
u L C 2 akxo
(VACV)Ae K< w(A) e L.

V cayyajy TeOMETPHjCKUX CUMIUTMIMjATHUX KoMIiekca Ay u Ay, OIHOCHO
oarosapajyhux ancrpaktaux kommiuekca K n Ko, CAMIUIMIU]AIHO TTPECIINKA-
Bambe T : V(A1) — V(As) uHAyKyje HEMPEKHUIHO MPECUKABAE [, MONUenpa
|A1|| y momuenap ||Az|| xoje uyBa GapuLeHTpUUHE KOOPAUHATE Tayaka. Jlako
ce Mmokasyje 11a je f, HEMPeKUIHO a aKo je T KOMOMHATOPHA EKBUBAJICHIIM]a, Taaa
je fr xoMeoMophuzam.

AKO je ancTpakTHU CUMITIUIU]jATHM KOMIUTEKC ' KOMOWHATOPHO €KBUBA-
JIEHTaH TEOMETPUJCKOM CUMILUTHIIH]aTHOM KOMITIEKCY A, Taja Tmonuenap KoM-
mwiekca K, y osHamu || K|, nepunuimemo xao ||A||. Ha npumep, mpoussoban
CKyN A KapIUHATHOCTH k ofipelyyje jemaH ancTpakTHH CUMIUTIIH]aTHH KOMITIIEKC
Ay =24y ambujeHTy A KOjU Npe/ICTaBIba TPUAHTYIALM]Y TEOMETPUICKOT CHM-
wiekca o4 = || A 4|| unja je numensuja k — 1. Cxyn A takohe opeljyje komruiekc
OA 4 = 24\ {A}, murumanny Tpuanrynammjy cdepe y ambujenty A muMensuje
k— 2.

Jaxie, KoMOMHATOpHA KIacH(pUKaIMja CUMIUTULIUJATHUX KOMIUIeKca 00e3-
Oehyje Tomonomky KIacupuKalujy ’bbUXOBUX TEOMETPUJCKUX peanun3aija. Me-
hyTuMm, MOCTOje pa3IuUUTe TPUAHTYIIAIM]E UCTOT TOIMOJIOIIKOT MPOCTOpa KOje
HUCY KOMOWHATOpHO ekBuBajeHTHe. OTyma, na OM KOMOMHATOpHA KITACH-
(ukammja OMIa TOTTOJOIIKW BEPOJIOCTOJHA, TOBOJBHO je KOHCTPYHMCATH jeIH-
CTBEHE TPHAHTYJAIMje TaTUX TOIMOJOIIKUX MPOCTOpa ca MUHUMATHUM OpojeM
TEMeHa.

Cajila HAaBOJIMMO HEKOIIMKO KOMOMHATOPHUX AJATKHU 32 JIOKAIHY aHAIU3Y
CUMIUIUIM]AJTHUX KOMITJIEKCA.

HNepunnuuja 1.5. Hexa je K C 2V cumiinuyujannu komiinexc u A C 'V dpousso-
/bAH CUMTLIEKC.

e 3ge3ga cumiinexca A, y osnayu st(A) apegcimiasna cKyil C6UX CUMINCKCA KOM-
inexca K kojuma je cumiinexce A ciupana.

e Oxonuna cumiinexca A je ckyi Nh(A) ={B € K| BC F,F € st(A)}.



o Jlunk cumiinexca A, y osnayu Lk(A) je dogeryii pamumuje Nh(A) koza uune céu
CUMILEKCU KOJU CY qUCJYHKITHU 0 cumiliekca A.

Ipumernmo 1a st(A) Huje cUMIUIMIMjanHl KoMIuteke Kaga je A # () u na
OKOJIMHA CUMIUTEKca A MpecTaBiba HajMamby MOTKOMILTIEKC KoMIrtekca K Koju
canpxu st(A). Jlako ce mokasyje aa je Lk(A) notkomruieke kommiekca K u jia
je Nh(A) \st(A) = Lk(A). ITpumep 3Be3s1e, OKOIMHE 1 TNHKA CHMILIEKCA je 1aT
Ha Purypm 1.

@durypa 1: 3Be31a ¥ TUHK TeMeHa UKocaeapa.

CummuuijaaHd Komivieke Ky ogHoCy Ha MHKIY3U]y (opmupa jenaH map-
nujanHo ypehen ckyn. Otyna, CBaKOM CUMILIMIMJATHOM KOMIUIEKCY MOKEMO
Jla TOJIEIMMO TIOCET CTPAaHUIIA IITO HAM OMOTyhaBa jOII je1aH ajaTt 3a lUXOBY
amammsy. ITocer pamunie 2% je mpukasan na Ourypu 2.

{1,2,3,4,5}

. {2,3,4,5}
N

12,3} (3,4,5)

{1,2} {4,5}

0

®urypa 2: Tocer bammmje 2.

IIpe Hero mMTO AEPUHUIIIEMO TMOjaM Cliajarba CUMIUTAIIA]ATHIX KOMIIIEKCa,
yBoaumo cienehy Horanujy. Heka cy A u B mpousBoJbHU cKymnoBu Taaa, A LI B
npencTabiba ckynm A X {1} U B x {2}. IIpaktuuno, AL B o3HauaBa JUCjYHKTHY
yuujy ckynosa A u B rie enementuma ckyna A nonajemo unjekc 1 a eeMeHTHMA



ckyrma B momajemo uHaekc 2. AwHanorHo, mucjyHkTHa yamja Ap L --- L A,
npencTaBiba ckynm A; x {1} U---U A, x {n}.

HNepunnuuja 1.6. Hexa cy K C 2V u L C 2V cumanuyujannu xominexcu. Cum-
iwnuyujannu komiinexe K« L = {AUB | A € K, B € L} nasusamo ciiajamwe (ene.
join) komiinexkca K u L.

Cumrmmunmjaaau komrieke K+ L uma am6ujent V LW a merosa qumensuja
je dim K +dimL — 1. Axko cy amoujentu V' u W nucjyHKTHH, y JedUHU-
[IUjU CTIajalba YMECTO JUC]YHKTHE YHH]E MOKEMO J1a KOPUCTUMO KITaCHYHY YHU]Y
CHMILJIEKCA.

Ipumep 1.1. CuMmunujanau koMiieke Ay = 2V Moxe 1a ce TIpeIcTaBH Kao
crajambe A g x A 4o 3a TpousBosbaH cumiieke A C V. JIOBOJBHO je 1a TPUMETUMO

naje AaxA e € Ay 1 ga npousBosbaH cuMIuieke B € Ay MOXKe J1a ce IPeICTaBU
kao yauja (BN A)U (BN A°).

3a koMmiuiekce K1 u Ky, cumrumuujanau koMmiuieke K * Ko mpejcraBiba
TPUAHTYJIAIIN]y TEOMETPHU]CKOT Clajatba TOTONOoJOomKUX mpoctopa || K || u || Ky
(yHuja cermeHaTta Koju cmajajy tauke mpocropa ||Ki|| ca Taukama mpoctopa
| Ko|]). Axoje || K:]| € R u || Ks|| € R%, nonmuenap crajama kommiekca K u
K ce nobuja tako mro ce || K1|| eMectn y dq + 1 qUMeH3MOHAHY paBaH IPOCTOpPa
R¥+42+2 3 momuenap ||K»|| cMemTaMo y leH OpTOrOHATHUM KOMITIEMEHT KOjH
je numensuje dy + 1 Tako na ce nonuenpu || K || u || K2|| He ceky. Tana, jenna
reoMeTpHjcKa peanusaija crnajama [ * Ko je cKyI:

B+ [ = {tey + (1= t)ay [ 21 € |[K0]], 25 € [[ K] ¢ € [0, 1]}

Htepammjom mporneca crmajama MOXe Aa ce AedUHHINE Crhajarbeé KOHAYHE
(dhaMHuIHje CUMITTUIIUjATHUX KoMmIuiekca Ky, ..., K, y amOoujentuma Vi, ..., V,
penoM. Pe3ynTar je cUMIUTMIMjaHU KomIulekc [y * --- x K, y aMOujeHTy
Viu--- UV, ca pamunujom cumrutekca {A; U --- U A, | A; € K;,i € [n]}.
[TpumeTuMo 112 je cnajambe CUMIUTUIIM]aTHUX KOMILUIEKCA Y IUCJYHKTHUM aMOu-
JEHTMMa KOMYTaTUBHA U ACOIMjaTHUBHA OTepaIuja.

Ipumep 1.2. Heka je K C 2" npousBosbaH CUMIUTMIN]aTHA KOMILIEKC U HEKa je
Apy = 20"} rpunanrymanmja tauke. Tama, K * Ay} TIpenicTaBba TPUAHTYIALIH]Y
TOITOJIOIIKOT IIPOCTOPA KOJU Ha3uBaMo KOHyc komiuiekca Ky o3Hamm CK.

IMpousBosban cummuimjanau komruieke A4 y ambujenty A = {vy, ... v}
MOXe JIa ce MPEJICTABH Kao crajame Apyy * - -« % Agy,y.

Axoje |[V| =n+2udAy =2V \ {V} MuauManna TpuaHrynamuja n—mau-
MeH3HOHaIHe chepe y ambujenty V, cmajame OAy * A,y ka0 KOHyC HaZl chepoM

9



JTUMEH3H]E 1, TIPENICTaBJba TPUAHTYIALN]y nucka numensuje n+ 1. Taga, cnajame
koMruiekca OAy u Ay, rae je A = {vq, ..., U}, MOKe JIa ce IPEICTABH ca

6AV * A{Ul} kooee ok A{Uk}.

360r acoUUjaTUBHOCTH OMepaldje crajama, KoMmieke 0Ay x Ay MOkeMo 1a
BUIMMO K40 y3aCTOITHM KOHYC HaJ JUCKOM JuMmeHsuje n. OTyma, KOMIUIEKC
OAy * A 4 mpejncTaB/ba TPUAHTYIALM]Y JUCKA JUMEH3H]E 1 + K.

ITpumep 1.3. TeHepanusaiyja okTaeapa, KpeT nmoauTon "' mpencrasiba Tpu-
anrynamujy n — 1 numensnoHanHe chepe y amoujenty V = {£1,...,+n} ca
cummiekeuma {A C V| —AN A = 0}. Mebhytum, O™ MmokemMo 12 BUIUMO 1
kao crmajame OA[_q 1y * -+ - * A, ;. Kako reomerpmjcka peanmsaryja cra-
jama He 3aBHCH OJ1 TPUAHTYJIAIN]e KOMITJICKCa, 3a TPOU3BOJbaH CUMITTUIN]aTHI
KoMIUTeKC K U IpOU3BOJBHY TPUAHTYNIAIN]Y cepe TUMEeH3Hje . — 1 y o3HaAIU
S™~! paxmu:

1K 5 8™ Y|~ || K|+ |S™7Y] = [|K]|* (10"

~ K|+ [|0AZ11y * - OA || = (| K| % [|OA (|| % - * [[OA iy ||

ITo3HaTo je ma reoMEeTPHUjCKO Cllajarbe TOMOJIOMIKOT mpoctopa X u chepe
S° mpencrasiba cycriensujy mpoctopa X . Tako 3aKkibydyjeMo /a je CHMIUTHIIHN-
jamam komrieke K * S~ TpmanTymammja n—ToCTpyKe CycreH3Hje mpocTopa
|| K||. Cnenmjanno, crajamem Tpuanrymamumja chepa S u S% nobujamo Tpuan-
rynamyjy cepe mumensuje dy + ds + 1.

Cajta HaBOIMMO JOTIT jeJTHY BPCTY Crajarba CUMITUIMITHjATHIX KOMTIIEKca Koja
MIpeJICTaBIba peAyKOBaHY BapUjaHTy CTAHJAPIHOT Clajarba.

HNepunnuuja 1.7. Hexa cy K C 2V u L C 2V cumanuyujannu xominexcu. Cum-

anuyujannu komineke {AUB | A € K, B € L, ANB = 0} nasusamo qucjynxino
citajarve (ené. deleted join) cumiinuyujannux kominexca K u L y osnayu K xa L.

1o

p p
% 2 2 2

®urypa 3: Kommneken K + K n K x5 K 3a K = Apy).
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Kommieke K #a L je MOTKOMITUTIEKC CUMITTUITH]ATHOT KoMIuTekca K * L koju
caJipXKu MOTKoMILTeKce n3oMopdHe komriekcuma K u L. Ilpu ToMm, ako cy
amOujenTn V' 1 W mUCjyHKTHH, TUC]YHKTHO ClIajalbe CUMILTUIIN]THUX KOMITIEKCca
Ce CBOJIM HA CTaHAapHO cnajame. [TpuMep ctangapIHOT ¥ AUC]YHKTHOT Cllajamba
CUMIUIMITH]AITHUX KOMITTIEKCa je 1aT Ha Ddurypu 3.

Jdema 1.1. Hexa cy K;,L; C 2", i € [n] cumianuyujannu xominexcu y guc-
Jyuximnum amoujeniiuma Vi, . .., V,. Taga,

(K% Ko+ % K,) %a (Lg% Lo -+ % Ly,)
= (K7 *a Ly) * (K %a Lo) % -+ % (K, %a Ly)

Hoka3: CHMIUIEKCH KOMIUIEKCa ca JieBe CTpaHe jeJHaKOCTH Cy OOJIHMKa
F = (A1UA2U-"UAn)U(BlLJBQU"'UBn) rne A; € K, u B; € L;
Tako gaje (AU Ay U---UA,)N (B UByU---UB,) = (). 360r 11CcjyHKTHOCTH
ambujenarta V;, MPeTXOIHO je eKBUBAJIEHTHO yclIoBy 1a je A; N B; = () oqHocHO
ma A; U B; € K; xa L;. Oryna, cuMiuieke F' Moke 1a ce IpeACTaBU Kao YHHUja
(AU B)U (AU By)U---U(A,UBy,) rne A; LU B; € K; *a L; a 0BO ¢y ynpaBo
CHMILTEKCH KOMILJIEKCA Ca [IECHE CTPaHE jeJHAKOCTH. O
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2  AyTo-ayajHM CHUMILUTAIMJATHA KOMILIEKCH

V 0BOM 0J1eJbKY J1ajeMO KapaKTepH3allnjy i OCHOBHE OCOOUHE MOCeOHe Kitace
CUMIUTHIMjATHUX KoMIUTekca. ledunuimje, TBphema U T0Ka3M Cy Mpey3eTH U3
KAHOHCKOT yIIOEHUKA TOMOJIONIKE KOMOUHATOPUKE [22].

2.1 AunekcanjaepoBa 1yaJHOCT

IMpou3BosbaH ancrpakHy cuMiunnHjanan kommieke K C 2V nenn mapru-
TUBHH CKYN CKyma, V koju o3HauaBamo ca 2", Ha JaucjyHKTHe mojckymnose K u
2V \ K. Kako HmoJcKyn MpoH3BOJbHOT cKyna damunuje K npumnana haMummju
K, naTckyn npousBosbHOT ckymna dpamunuje 2 \ K Takohe Mopa 1a 1a mpumaaa
danmuju 2\ K. Otyna, kommaementu cummnekca pamumuje 27\ K dpopmupajy
nocebGaH CUMIUTHITN]aTHU KOMILIEKC.,

HNepununuja 2.1. Anexcangepos gyan (unu fpocitio gyan) CUMaIUYUjaIHoE KOM-
inexca K C 2V Je cumiinuyujannu komiinexe K C 2V gaiti ca:

K={V\A|A¢K}.

Kako ce y mucepranuju xkopucte AJIGKCAHIIEPOBH Jyald KoMiiekca Ky
pasmUIUTUM amOujeHTUMa, AJIEKCAaHIepOB ayan kKoMmiuiekca K y amOujenty V/
osHauaBahemo ca K.

Jema 2.1. Hexa cy K, L C 2V cuminuyujannu xomiinexcu.

° AKOjngLmagajeigl?.

° ([A() = K.

Jlokas: Axoje K C Ltamaje2" \ L C 2V \ K. Oryna, ako A € 2V \ L ognocHo
V\ A€ L toummmumupa ga A € 2"\ K omnocno V' \ A € K.

3a apyro TBphere, MOBOJBHO je Ja MPUMETHUMO Ja cuMiuieke A mpurmaia

KOMILIEKCY ([A( ) akko V' \ A & K IO je eKBUBATHETHO YCIOBY 14 CHMILTEKC
V\ (V\ A) = A npunana komrekcy K. O

ITpumep 2.1. ITocMaTpajMo KOMILIEKC ([Z]) = {A C [n] | |A| < k}. Osaj
KoMITTekc mpericTaniba (k — 1)-ckener kommekca Ay, = 2" onnocno najsehn
MOTKOMILIEKC KoMIttekca Ay, aumensuje k — 1. Tama, no Hepunuumju 2.1,

IeroB AJIeKCAHIEPOB Ayan y aMOujenty [n] je:

@) Nl B =l sa-k-n = ),

12



(5]
3

@urypa 4: Kommieke ( ) U 1eTOB AJIeKCaH/IepOB JIyal.

Haxme, nyan (k — 1)-cnexera kommekca Ap,) je \eros (n — k — 2)—ckener
KA0 IITO je WIYCTPOBaHO Ha Durypu 4.

Criemjanso, ako mocMatpamo mpasan kommuteke {0} = (I71), meros myan
y am6ujenty [n] je (")) = 21"\ {[n]} = 0A, a oBaj xommeke mpencTanmba

n—1
TpUAHTYNAI]y chepe TUMEH3Hje N — 2.

AnexcaHIepoB Iyasl CUMILTUIIjATHUX KOMILUIEKCa MOXKE Ja MOjeTHOCTaBU
HBETOBY KOMOMHATOPHY Klacuukaiujy.

Jlema 2.2. Komitrexcu K C 2V u L C 2V ¢y usomopduu axko cy muxosu
Anexcangeposu gyam KV u LY uzomopguu.

Hoka3: Heka je m : V' — W uzomopduzam xommiekca K u L. Taga, cuMImiekc
A C W ne npunana komiuiekcy K akko cuminiekc 7(A) He pUIIaga KOMIUIEKCY
L. Oryna, cumrutekc V' \ A mpurmana K" akko 7(V\A) =W\ n(A) npunazna
KOMITJIEKCY v, O

ITo Jedpununumju 2.1, ako cuMrmuuujaanu komimieke K C 2V uma k cum-
miekca, mweroB AsexcanmepoB ayan mma 2!V — k cummiexca.  Oryma, ako
je k > 2Vl — & OJIHOCHO k > 2lVI=1 xombuHaTOpHaA KIacHbuKanuja Ajek-
caHJepoBoT nyana K je jemHOcTaBHHja 07 KOMOMHATOPHE Kilacu(uKaImje Kom-
iekca K.

OBJ1e HABOAMUMO BPJIO 3HAUAJHY KOMOWHATOPHY KOHCTPYLIH]Y KOJy TOAEIbY-
JEMO CBAKOM CHMILTMIIH]jATHOM KOMILUIEKCY MOMONhY HeroBor AJeKCaHAepOBOT
Tyana.

Hebunnnmja 2.2. Heka je K cumiinuyujannu xomiinexc y amoujenitiy V. Taga,
qucjyHKilino cllajarve Kominekca K u mwezo6o Anexcangeposol gyana nazusamo
Bueposa cpepa xomnexca K y osnayu Bier(K).
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Teopema 2.1. Axoje K C 2V cuminuyujannu xomiinexc u |V| = n, maga Bier(K)
dpegcitiasma mwpuancyiayujy cghepe gumensuje n — 2.

Jloka3z: CBaku CUMIUTMIMjATHA KOMILIEKC MOXE J1a ce 1obuje on komiuiekca {0}
CYKIIECUBHUM JI0JIaBalkbeM cUMILIeKca ypehennx pacryhe mo mumensuju. Kako
je na ocnoy TTpnmepa 2.1 kommutexc Bier({0}) 3anpaBo IMCjyHKTHO criajame
{0} %A {0} = {0} =2V \ {V} = OAy, 3axbydyjemMo 1a 0Baj KOMILIEKC TIPe/i-
CTaBIba TPUAHTYIALH]Y chepe S™ 2. OTyma, 1a 6u JoKa3aIH TBpheme, JOBOJBHO
je ma u3 mpernocraBke na je Bier(K ) Tpuanrynanuja cpepe a A € 2V \ K cum-
IUIEKC YHje cy cTpaHe caapxkaHe y K, mokaxemo na je u Bier(K U {A}) takohe
TpuaHrynamuja chepe.

Hexka je Bier(K) Tpuanrynauuja chepe S™ 2 u A MUHMMAITHU He-CUMILIEKC.
Kako ce xommeke K u K U/{i} pasnukyjy camo 3a cumruiekc A, nmo depunu-

muju 2.1, KOMIUIEKC KuKU {A} ce pasnukyjy camo 3a cummiekc A°. OTyna,
KU{A} =K\ {A°}.
Capa, ako notpaxxuMo BrepoBy cdepy HOBOT KOMILIEKCA T0OUjaMo:

Bier(K U {A}) = (K U{A}) %a (K \ {A°})

= (K#xaK)\{BUA®| B € K, BNA° = 0}U{AUB | B € K,ANB = 0, B # A°}

Jaxne, kommieke Bier(K U {A}) je mobujen on Bier(K) nzbauuBameM
damunuje cummnekca Ly = {B U A° | B C A} a notoMm nonaBameM hamuiuje
Ly ={AUB | B C A°}. Taga, MUHUMAJTHUA IOTKOMIUTEKC Komrutekca Bier(K)
xoju cagpxu Ly je K1 = (24\ {A}) x 24° = A 4 * A 4c. Taxole, MUHUMATHN
notkomiuiekc buepode chepe Bier( KU{A}) koju canpku paMuimjy cCHMILIEKCA
L2 je K2 == 2A * (2Ac \ {AC}> = AA * 8AAC.

ITo ITpumepy 1.2, komrutekcu Ky u K5 npeacraBibajy TpUaHryianmje JUcKa
numensuje |A| —2+]A°| = |A|—2+n—|A| = n—2. ThuxoB npecek je KOMIUIEKC
24\ {A}) * (247 \ {A°}) = OA4 x OA 4c xoju o TTpumepy 1.3 npencrasiba
TpUaHTyIanujy chepe anumesnje n — 3.

Jaxne, komrteke Bier(K U {A}) je nobujen ox komiekca Bier(K) ckna-
hatbeM YHYTPAIIOCTH JUcKa K1 U momgaBameM Jucka Ko Mo MCTOj TPaHuIIM.
Kako je mo npernocrasuu Bier(K) Tpuanrynauuja chepe aumeHsuje n — 2,
cumrunimjaman komrieke Bier(K U {A}) je Takole Tpuanrynanuja chepe au-
MeH3Hje n — 2.

OBoO KOMILIETHPA TOKA3. ]

V nokazy Teopeme 2.1, mpuMeTHIIN CMO J1a 10/IaBAHhEe CUMITIIEKCA KOMILIEKCY
K wHnykyje pe-TpuaHrynanujy jeaHor aucka Ha chepu Bier(K). V nuramy
Cy MPUMEPH T3B. OucilierapHux ofiepayuja KOjUMa ce BPIIU pe-TpHAHTyJaIuja
YVHYTPAIIIOCTHU JIBa cycenHa cumIuiekca. [Ipumep buepose chepe cuMruim-
janmHor komruiekca je qat Ha durypu 5.
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4
K K Bier(K)

®durypa 5: Bueposa chepa KomIiekca ([?]) y amOujenty [4].

2.2 KoMOuHaTopHa AJjieKCaHAepOBa TYaJTHOCT

V 0BOM MOTNIaBIbY 1ajeMO TJIABHY TEOPEMY KOja ONpPABIaBa TEPMUH ,,AJIEK-
canzepoB myan . Y TBphemHrMa ce KOPUCTE KOHLETITH PEAyKOBAHE XOMOJIOTH]E
1 KO-XOMOJIOTH]e 3a LIeT00pojHIM KeduirjeHTMa. Paan KoMImieTHOT yBUaA Y
MaTepHjy AnreGapcke TOMOIOTHje, YUTAOILY ce Ipernopyuyjy [13] umu [24].

Knacuuna AnekcaHmepoBa JIyalTHOCT TIPEJCTaBIba Be3y pelyKoBaHe KOXO-
MOJIOTH]j€ KOMIIAKTHOT, JIOKAJIHO KOHTPAKTUOHMITHOT TOIOJIOHIKOT IpocTopa X
KOjU je cagpxan y chepu S™ 1 peyKOBaHe XOMOIIOTHjE HerOBOT KOMIUIEMEHTA
S™\ X (Buzmeru [13], ITornasme 3.3).

Kao mro cmo Bunmenu y Teopemu 2.1, CUMIUTHIIMjaTHA KOMIUICKC y aMOU-
JEHTY KapAMHAIHOCTH N U HheTOB AJIEKCaHIEepOB Iyall MOTY 3TOJTHO JIa Ce CMecTe
y BuepoBy chepy numensuje n — 2. Heka je I’ TOMOJIOMIKK TPOCTOP KOJU MIPEJI-
CTaBJba KOMILUIEMEHT reoMeTpujcke peanusanuje buepose chepe Bier(K) nnot-
MpOCOTOpa Koju ojarosapa notkomrekcy K C Bier(K). Kako je cBaku cum-
mmunpjanan kommieke K C 217 omHocHO meros momuenap, mokamHo KOHTpak-
TUOMITAH IIPOCTOP, KIIacuuHa AJlEKCaHIepoBa yalHoCT obe3Oehyje pemauujy
H;(T) ~ H"37(K). Kao mro hemo yckopo 1a Buaumo, mpoctop 7'y mpeTxo1-
HOJ peJaifju MOXe Ja Ce 3aMEHU CUMIUTUIIUjATHUM KOMIIJIEKCOM K.

Heka je K cummmnumjanau komrieke y ambujenty V' e je |V| = n koju
casipu cBHX 1 TeMeHa. OH Moke 1a ce 1o6uje ox kommiekca Ag = {0} noma-

BameM cuMIniekca Ay, ..., A; ypehenux pacryhe o qumensuju. Tako 1o6ujamo
HU3 CUMIUTUIIM]AITHUX KOMILIEKCA:
(21) A@:K()CKlC"'CKk_lCKk:K

takBux ma je K; \ K;—1 = {A;} 3acBe i € [k]. AKo caja IpUMEHUMO OTIEPATOP
nyanHoctu Ha Hu3 (2.1), kopucrehu Jlemy 2.1 u Jebununmjy 2.1 nobujamo Hu3
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AnexcaHIepOBUX JTyasa:
(2.2) N=Koo>K > >K oKy =K

ca ocobunom na je K; \ K;_1 = {A¢} 3a cee i € [k]. akne, kommueke K Moxe
na ce mobuje on xommmekca Ay = 2V \ {V} omysumamem penom cumiekca
A, AL

k.

IMouerax Huza (2.1) je cuMmmmMnujaTHu KOMIUIEKC Ay, 10K HU3 (2.2) MoUnbe
tpuanrynanujom chepe 2V \ {V} = 0Ay numensuje n — 2.

[MpumeTtnmo n1a 360r nedpuHUcaHOT ypehema cuMIuiekca KoMmIuiekca K, cum-
mekeu Ay, ..., A, IpecTaBsbajy BpXOBe a IBUXOBH KoMIUleMeHTH Af, ..., AS
cy cumruieken aumensuje n — 2. Tanma, komruieke K7 = {0, A;} je Tpuanry-
nanyja Tauke a komruieke K1 = 0Ay \ { AS} npezncrasiba TpuaHryaanujy chepe
JTUMEH3Hje 1 — 2 KOjOj je OAy3eTa YHYTPAIIOCT TUCKa TUMEH3Hje 1 — 2 OTHOCHO
K je TpuaHrynainyja KOHTPaKTHOUIHOT MPOCTOPA.

AHaJIOTHMM MOCTYITKOM MOXEMO JIa 3aKJbYUUMO JIa 34 CBE ¢ € [n], KOMIUIEKC
K; npeicTaBiba TpHaHTYIAIM]y CKyIa o1 ¢ Tadaka MoK K; = 0Ay \{A§, ..., A5}
MpeIcTaB/ba TPHAHTYIIAIN]Y 1 — 2-TUMEeH3HOHAITHE cepe KOjOj j€ OAY3ETO & TUC-
JYHKTHHX YHYTPAIIOCTH JIUCKOBA TUMEH3U]e 1 — 2 a OBA] TOIMOJIOMIKH TTPOCTOP
Jj€ XOMOTOIICKU €KBUBAJIEHTAH KJIMHACTO] cymu (Oykety) ¢ — 1 chepa numensuje
n—3.

Otyna, penykoBaHe XOMOJIOIIKE U KOXOMOJIOIIKe Trpyre mpocrtopa K n K,
Cy TPUBHjaTHE JIOK 3a ¢ = 2, ..., ©UMaMo J1a je

0, j>0,
i—1
Pz, j=0.
=1

Hy(K;) =~ H*9(K,) =

Ha oBaj HaunH 3aKJby4yjeMoO 1a Cy peayKoBaHe KOXOMOJIOIIKE TpyTe IPBUX
n yiaHoBa HU3a (2.2) u3oMopdHe PeyKOBAHUM KOXOMOJIOIIKUM I'pyIraMa Oro-
Bapajyhux mpocropa 71'. Jlokasyje ce Ia UCTO BaXXHM U 3a OCTajie WIAHOBE HU3a
(2.1) ogHOCHO 11a Baku TBpheme:

Teopema 2.2. (Komobunaitiopna Anexcangeposa gyannocii) Heka je K cumiinuyu-
Jannu komiinexc y ambujeniy V 2ge je |V| = n. Taga, 3a cée i = 0, ..., dim K
8adHCU:

H(K) = H"*(K).

OsBa TeopeMa ce y myHoj (opmu mpBu nyT mojasuiaa y [29]. Kommieran u
TpaHCIIapeHTaH JJOKa3 OBOT TBpherma Moske Jia ce morena y [3].
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Jlakie, MOXeMO J1a 3aKJbYYHUMO Ja TPOCTOPH KuT UMajy ,,MICTH XOMOJIOTITKH
THUIT OJHOCHO Ja AJleKCaHIEPOB Ayasl KoMIUTeKca K MoKe Y U3BECHOM CMHCITY 1a
ce IIoCMAaTpa Kao JI0BOJbHO 106ap KOMOMHATOPHH MOJIET IbeTOBOT KOMILTEMEHTA
yaytap buepose cepe Bier(K). Mehyrtum, K He mopa j1a 6yjie TpuaHrynanuja
npocropa 1.

2.3 Jlyanna knacudukanuja CAMIVIIMJATHUX KOMILIEKCA

CuMmnnujaniu KoMiueke Ky ambujeHty V' uma AJekcaHziepoB Jyan y
nctoM ambOujenty. Ortyma, komiuieken K u K, mocmaTtpaHu Kao daMuiInje
CKYIIOBA, MOTY JIa CE YIOPEIE Y OJHOCY HA pelalujy ,,0MTH MOACKYN  IITO HAM
omoryhaBa kaacuukamnyjy CUMIUIAIA]ATHUX KOMITUIEKcAa JaTor aMOujeTa Koja
he na Oyzae o/ BeMMKOT 3HA4Yaja y OCTATKY JUCEpTallje.

Nepunnuuja 2.3. Hexa je K C 2V cumiinuyujannu xominexc. Kascemo ga je
Komiinexkc K:

e ilog-gyanan y amoujeniny V axo je K C KV;
® nag-gyanan y amoujeniiiy V axo je KY C K;
o ayitio-gyanan y amoujenitiy V ako je K = K.

daMuIHjy oA-IyaTHUX CUMIUTHIIN]AJTHUX KOMIUIeKca y amOujeHTy V' hemo
na o3HaunMo ca SDY a GpaMUIHjy CBHX ayTO-IyaTHHX KOMILTEKCA y aMOUjeHTY
V osnauaBamo ca DV. Ha ocHoBy Jleme 2.1, Bumumo na je KOMILIEKC K wan-
JyanaH y ambujeHTy V akko je mero AnekcaHaepos ayan KV moi-myanaH y
ambujenty V. HanmommmeMo j1a mocToje CUMILTMIMjaiHi Komruieken K C 2V
takBu 1a K u KV Hucy yrepenuBu y OJHOCY HA peNalijy HHKITY3Hje.

IIpumep 2.2. Kao mro cmo Beh Buaenu y Ilpumepy 2.1, AnekcaHiepoB ayan

KOMIIJIEKCA ([Z]) y am0OujeHTty [n] je KOMIUIEKe (n_[z]_l). Ortyna, (y ambujeHty

[n]) kommteke ([Z]) je mox-myanan akko je 2k + 1 < n, Hag-IyanaH akko je
2k +1 > n,uayro-nmyanas akko je 2k + 1 = n. CrnenujanHo, 3a k = 2 gobujamo
CUMIIIMITH]AITHU KOMITIIEKC ([g]) = K5, xommuteran rpad ca 5 TeMeHa puUKa3aH
Ha Purypu 6.

AXO je n1aTh CUMIUTHIIMjAJTHU KOMITIEKC TIOJI-AyallaH y JaToM aOWjeHTy, Ha
ocHOBY Jleme 2.1, CBM HeTOBH MOTKOMITIICKCH MOpPajy Aa Oy1y TOJI-AyaTHH y UC-
ToM amOujeHTy. OBa, orcepBaruja, 3ajenqtHo ca [Ipumepom 2.2, Ham oMmoryhasa
na ¢popmynuiemo crenehe TBpheme.
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3 4

®durypa 6: Kommuteran rpad K.

Tephewe 2.1. Cumiinuyujarnu xomiinexe K gumensuje d je iiog-gyanan y amou-
Jeniniy V' 2qe je |V| = 2d + 3.

Jlokas: Heka je |V| = n. Tlo mpeTmnocTaBiiy, MAKCUMAJIHU CUMITJIEKCH KOM-

mnekca K cy kapauHanHoCTH d + 1 mTo 3HauM 1a je KoMIuieke K MOTKOMIUTEKC
1% : v

Komrekca (, +1). Tana, axo Ha nHKIy3Hyy K C (, +1) NPUMEHHUMO OIIEPaTOP

—V —~
JyaTHOCTH, T0OHjaMo ( dzl) C KY. Ha ocnosy IIpumepa 2.1, To UMILTHIIHpA

Ja je (n—(d‘j-l)—l) - KV, Kaxo je mo mpetnocrasiu 2d + 3 < n, qodujamo aa je

2d+3—-d—-2<n—-d—-2T1.majed+1<n—d—2 Takxo modbujamo HU3

HHKITy3Hja
Vv Vv ~
K C C C K.
= (1)< (atos) s
O

Cana HaBOIMMO BPJIO MPAKTUYHY TEOPEMY 3a MPOBEPY MO, HAl M ayTO-
JIyaJTHOCTU CUMIUTUIIA]ATHUX KOMIUIEKCA.

Teopema 2.3. (Kpuitiepujym gyaanociiiu) Hexa je K C 2V cumianuyujannu kom-
inexc. Taga, y amoujenitiy V, xomiinexc K je:

(1) @og-gyanan axxo ne wocimoju cumiinexc A C 'V iwmaxas ga cumiinexcu Au'V'\ A
dpuiiagajy Komiinexcy K;

(2) nag-gyanan axko ne wocitioju cumiinexc A C 'V itiakae ga 06a cumiinexca A u
V' \ A ne apuitagajy K;

(3) ayimo-gyanan axxo 3a ipouzsowan A C 'V, wiauno jegan og cumiinexca A wiu
V'\ A apuiiagajy komiinexcy K umu exeusaneniuno

VACV)Ae Ko V\AZK.

18



Jokas:

(1)(=) Hexka je K C K u Hexa je A C V rakaB na A,V \ A € K. Tana,
Kako je K TOTKOMIUIEKC KOMILTEKca K , mobujamo ma V \ A, A € K mrro 1o
Hebunuuumju 2.1 3Haun ga cumrieken A u V' \ A He npunazaajy kommiekcy K
mTo HUje moryhe.

(<) Heka ne nocroju cumrieke A C V rtakas ma A u V \ A He npunanajy
xkomiuiekey K. Tama, 3a mpousBosbad B € K, cummiekc V' \ B He mpumajia
koMmiuiekcy K 1ro ummmunupa ga Vo \ (V' \ B) = B npunana xyany K. Taxo
nmobujamo na je K C K. R

(2) Ha ocnosy Jleme 2.1, xommuiekc K he ma Oyme Hax-gyanaH akko je K mon-
nyanan a 1o tBphemy (1) Teopeme, oBo he na Oyze ciyuyaj akko He TMOCTOJU
cumrieke A C V takas na A u V' \ A npunanajy komrmiekcy K mro je mo
Hedununuju 2.1 eKBUBAJIEHTHO YCIIOBY J1a 004 CHMITIEKCca He TIPUIIAIajy KOM-
iekcy K.

(3) ITo dedunuiuju 2.3, CUMIITULIIM]AIHM KOMIUIEKC K je ayTo-ayaliaH akko je
HaJ-Iyanad u nog-ayanad. Otyma, 3a mpousBoban A C V, ako A € K na
6u Baxuno tephemwe (1), cumrieke V' \ A He cMe na mpunaga komruiekey K.
Taxobe, ako A ¢ K, tana 360r TBphema (2) 3akbyuyjeMo na cumiuieke V \ A
Mopa J1a TIpUTaa KOMIUTeKey K . [

Cnenehu mpumep WIycTpyje Kako TpoMeHa KOMOMHATOPHOT aMOHjeHTa yTUUe
Ha JyaJIHy KJIacU(PUKAIN]y CUMIUTUIIMJATHAX KOMITJIEKCA.

IMpumep 2.3. CUMIITUIHUjATHUA KOMITTEKC Af,) = 2["] je nag-myaman y aM6ujeHTy
[n], ayTo-nyanan y ambujenty [n + 1] u mog-nyanan y ambujenty [n + 2].

3aucra, npumenom Teopeme 2.3, 3a npousBosban A C [n], 006a cummuiekca
Awu [n]\ A npunagajy damumuju 2" mro notephyje TBpheme (2). Takohe, 3a
npousBosbad A C [n + 1], ckynm A He canpxu teme {n + 1} akko [n + 1]\ A
canpxu {n + 1} win exBuBanentHo, A € Ay, akko [n + 1]\ A & Ay, mro
notshyje TBpheme (3). Ha xpajy, Aj,) je moTKoMIIIeke Komriekca Af, ;1) I1a Ha

— [7L+2}

ocHoBY Jleme 2.1 mo6ujaMo 1a je CUMIUTHIMjaTHA KOMITTEKC A, 1) , kKoju je
. ~ [n+2]

IO TIPETXOMHOM 3aKJbYUKY jeTHAK A, 1], calpikaH y KOMIUIEKCY Al . Taxo
——[n+2]

3aKJbyuyjeMo 1a je Ay, C Apy )

Ogaj mpuMep MIIyCTpyje ocoOMHYy ma yBehameMm KOMOMHATOPHOT aMOMjeHTa
Kommiekca Ap,_1) yBehaBaMo 1 meroB AJeKcaH/IepoB Jyall IITO je Takohe Hc-
TUHHUTO U 3a OWJIO KOJU IPYTH CUMILTUIIU]ATHU KOMIIEKC.

Tepheme 2.2. Csaxu cumiinuyujarnu xomiinexe K C 2V je dog-gyanan y ambu-
jeuiiy W 2ge je V- C W.
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Hoxka3s: Kako je K C Ay C Ay, moctoju v € W tako 1a K C Ay (o). Ako
Ha IIPETXOMHY MHKIY3Hjy MPUMEHUMO OIEPATOp JyalHOCTH, IpuMeHOM Jleme

W ~
2.1 gobujamo na je Apyngyy C K" a na ocHoBy ITpumepa 2.3 3Hamo 1a je
—_— W

Awriey = Apn ). Tako gobujamo maje K C Apngy € K. O

ITpumep 2.4. JeauHu ayTo-ayaTHM CUMIUTMIMjATHA KOMIUIEKCH Y amOujeHTy V'
KOjH He caipske cBe BpXoBe ¢y Ay g,y Tne v € V.

3amucra, Ha ocHOBY [Ipumepa 2.3, 3HaMo a Cy KOMITJIEKCH 2V\{v} ayTO-TyaJTH!
y ambujenty V 3a cee v € V. Hexka je K C 2 ayro-myamaH cHMIIHIH-
jaJTHU KOMIUIEKC KOju He caapxu Bpx {v}. Tama, mo Teopemu 2.3 TBpheme (3),
cumruieke V' \ {v} Mopa ma npunana xommiekcy K. Kako cTpaHe cMMILIEKca
IIPUITAajy CUMILUTHIMjaTHOM KOMIUIEKCY, fobujamo ga je I = 2V v},

Taxo 3akbyuyjemMo ja y aM6ujenTy V' mocroju Tauno |V | ayTo-ayaiHux ciuM-
TUTUITHjaTHUX KOMIUTEKca KOJU He caJpike cBe BpXoBe ckyma V. OBH KOMIUIEKCH
he ma ogurpajy 3Ha4yajHy yJIOTy Y OCTATKy AUCEpTAIIH]e.

2.4 Ayro-ayanHe TpuaHryJauuje npojeKTHBHUX MPOCTOpa

Y 0BOM 0/1€JbKY HABOJIUMO HEKOIIUKO MpUMepa MUHUMAITHUX TPUAHTyIallH]ja
JI0OpO TO3HATHX TOIOJIOUMIKKUX TMPOCTOpa. AyTO-AyalTHOCT JTOOUjeHHX KOM-
IJIEKCA je BPJIO 3HAYajHa KOMIOHEHTA. Matepujan je mpeyseT u3 pajga [21] koju
caJipKu OOMMHY KaTaJIOTHU3aIlM]y TOIMOJIOIIKUX MPOCTOpa ca MO3HATUM MUHU-
MaJTHUM TPHAHTYIAIjaMa.

IMpumep 2.5. Peanna npojextreHa pasan RIP? moxe 1a ce mocMarpa kao pakTop
pocTop J00UjeH HAeHTU(UKAIIMjOM aHTHIOIATHUX Tadaka chepe S2. OTyna,
na 6 1oGwIH TpHaHTynamujy npoctpa RIP?, 10OBOJBHO je 1a MCKOPHUCTHMO
nkocaenap (Koju MpeacTaBiba aHTUIIOMATHY TPUAHTYIAIN]y chepe) U CIIOjUMO
AHTHUIIOJIAJTHO CUMETPUYHE cuMIUIeKce. Tako jobujamo komiuieke RFP; xoju
HA3MBAMO XeMu-ukocaeqgap, TpuaHryaauujy mpocropa RIP? ca 6 Temena mpuka-
3aHy Ha @urypm 7.

Jypreman u Punren cy y [17] u [27] nokaszanu na 1BOAMMEH3MOHAHE MHO-
rocrpykoct M (xoje HUCY XoMeoMOopdhHE OpUjaHTEOMTHIM ITOBPIIMMA poja 2,
KnajaoBoj 6011 mnm He-OpUjeHTa0UITHO] TOBPIIM pojia 3) MMajy TPUAHTyIallnje

ca . TeMEHa aKKo je:
n—3
( ) ) >3(2 — x(M))

rze je x OjnepoBa KapaKTepUCTHKA MHOTOCTPYKOCTH.
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®durypa 7: Tpuanrynanuja RFs pealHe MPOjeKTUBHE PABHHU.

Kaxko je OjnepoBa kapakTeprCTHKa MPOJEKTUBHE PaBHU 1, 3aKJbydyjeMoO 1a
je XeMH-MKOCaeap MIHIMAJIHA TPHAHTY Ianuja npocropa RIP2.

XeMmu-uKocaenap je u ayTo-ayaiaH CUMIUTAIN]aTHU KOMITTeKC. J{IoBOJBHO je
Jla IPUMETUMO JIa CY KOMIUIEMEHTH MAaKCUMAJTHUX CUMIUIEKCa XeMHU-UKOocaeIpa
MHMHHMAITHH He-cuMmiuiekcn hamvumje 209\ RPs u na je ([g}) C RF;.

Bpem u Kynen ¢y y [6] mokasanu ma 3a TpuaHryganuje d—IMMEH3MOHATHUX
MHOTOCTPYKOCTH ca 1 TeMeHa KOje HUCY cdepe BakKH HejeTHAKOCT

d
> —_

IIPH TOM, JeTHAKOCT BaXkM caMo y crmydajeBuMa d = 2,4, 8,16 xanma je M MHO-
rOCTPYKOCT KOja ,JIMYM HA MPOJeKTUBHY paBaH OJHOCHO TaKBa Ja MOCTOjU
Mopcosa ¢yukuuja f : M — R ca TauHO TpW KpUTUYHE BPEIHOCTH (OBAKBE
MHOTOCTPYKCOTH Cy JieTajbHO aHamusupane y [10]). 3a d = 2, no6ujamo yrnpaBo
XeMH-ukocaenap omucan y [Ipumepy 2.5. Canma HaBOAMMO TIpUMEp TPHAHTY-
Janyja OBUX MpocTopa 3a d = 4.

TTpumep 2.6. Kao mro je qokaszano y [2| omxHocHo [1], KOMIIekCHA TPOjEKTUBHA
paBan CP? uma jenuHcTBeHy MHHMMAanHy Tpuaurytaunjy CPy ca 9 TeMeHa.
Bamkap Barun u Bacyne6 Jlata cy y [2] omucanu MakcuMaHe CUMILIEKCE OBOT
KOMILIEKca Ha ciejiehu HauMH.

Heka je Max(C Py) ckyn cBUX MAKCUMAJIHUX cuMILIekca Tpuanryianuje C Py
W HeKka je Zis X Zi3 adpuHa paBaH pefa 3 npukazana Ha @urypu 8.

Hexe ocobune adpune pasBuu Ziz X Zs Cy:

® paBaH cajapxku 9 Tauaxa,
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® 1OCTOjU 12 pa3IMIUTHX MPABUX,

® CBaka Mpasa CaJPXKU TPH TAUKe,

® JIBE pa3TUYUTE Tauke MPUITAIAjy JeTMHCTBEHO] MPaBoj,
® KpO3 CBaKy Tayky Ipoase 4 mpase,

e TpH MmapaJeiHe npase GopMUpajy napTulinjy ckyna Zis X Z.3 Ha TUCjyHKTHE
MOJICKYTTOBE.

(07 0) (0;‘1),. ................ (O’ 2)
A
2.0) S {2\:1) (2,2)

durypa 8: AMOujeHT KomIutekca C Fy.

Ambujent V xomiiekca C' Py je apuna paBan Zs X Zi3. Heka je L ckym cBux
npaBux apuHe paBHU Zg3 X Zs. Heka je P C L ckynm ox 3 mapajieiHe MmpaBe
lo,l1,1o € Lrnejel; = {(i,0), (4, 1), (4, 2) } (oBe mpase hemo Ha3uBaTH BpcTama).
[IpumeTnMo 1a Kpo3 cBaKy Tauky v € V mpojas3u TayHoO jeJHa mpaBa ckyma P.

Heka je G; C 2V (dhamuuja maTa ca: 3a cBako ¢ = 0, 1,2 m cBako v € [; cKyn
(l; Uliyy) \ {v} npunaga pamunuju G (+3 je cabupame mo moayiy 3). Tama
|G1|=3-3=09.

Hexka je Go C 2V damunuja maTa ca: 3a pasiuuuTe mpase my, my € L \ P,
ako je my Nmy # () Tama my U mo npunana gamumuju Go. OBako cMo 1o6umm
HOBUX |Ga| = 9+ (3) = 27 cnmmexca.

Heka je Max(C'Py) = G1 U Gy. Kako cy ckynosu G u G JIUCjyHKTHH,
nobujamo na je |[Max(CPy)| = |G1| + |G2| = 36 1j. oBaj komIteke uMa 36
MAaKCUMAaJIHUX CUMILIEKCA.
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Joxaxumo n1a je CPy ayro-myaman y ambujenty V. Heka je A C 2
MIPOU3BOJbAH CHMILIEKC.

Axo je |A] < 3, u A npunana yHuju 1Be mapajende mpase [;, l1.,; € P, 1o he
na 6yne cnyuaj ako je A = [y ,;, wm cumruieke A mpumana ckymy (1;Uly44:) \ {v}
3a HeKO v € [; onHocHO A je caapkaH y HekoM cuMmriniekcy pamunuje (. Ako
A Huje caapkaH HU y jeqHOM cuMmiuiekcy pamunuje (G, OH cede CBe TPH BPCTE
ckyma V' 1j. on je oomuka A = {(0,4),(1,7),(2,k)}. Tanma mpase my u my
onpehemwe maposuma (0,1),(1,7) u (1,7), (2, k) He npunanajy bamunuju P u
ceky ce y TeMeHy (1, 7) mrro umrumunupa aa je A C my U my € Gh.

OBako cMoO J0Ka3allu J1a je (g) C CP,y. Kako je dim C'Py = 4, cumrtekcu
dbamunmje (;/5) = 2V \ (Z) He mpumanajy komrekcy C'Py. Otyma, na 6m
mokaszanu 1a Tepheme (3) Teopeme 2.3 Baxu 3a komruieke C' Py, Tpeba ga mpose-
puUMO Ja oj JBa JucjyHkTHa cuMiuiekca A, B C V rue je |A| = b u |B| = 4,
TAyHO jefaH OJT ’bUX Mpunaga kKoMiuiekcy C Fy.

Hexka je |A| = 4 (aHaTOTHUM ITOCTYIIKOM ce JIoKasyje ciayuaj |A| = 5).
Taua, cummeke A = {vy, vo, v3, v4} He npunaga kommnekcy C Py, y cneneha
TPpHU CIydaja:

e TpaBa M, = V1V, je MIUjaroHalla, mapayieiHa IMpaBoj My = U3y, TAKO J1a
V1, Vg, U3, U4 HE TIPUMAAjy TBEMa MapajelITHUM BpcTaMa,

e mpaBa M; = V1V je KOJOHA IMapayielHa MpaBOj Mo = U3Vy, TAKO J1a
U1, Vg, U3, U4 HE TIPUMAA]y IBEMa MapalieTHUM BpcTaMa.

® TeMeHa U, Vg, U3 TIPUIAIAjy UCTOj BPCTH [; a V4 IPUTTaia BPCTH 14 4;.

VY mpBom ciyuajy, A° campku aujaroHany mg, mapajeiaHy IpaBoj mi a
A\ my = {wy,we} tme w1 € my u wy € My (cBOjCTBO MapTUIMjE CKyma V
nmapajeHuM npaBum). Tana mpasa wywe He mpunaga P (jep 6u y ToMm ciyuajy
U3V1 U V9U4 OWIIE TIapaliellHe BPCTe) U HUje MapayenHa mg (jep Impuraga pa-
3THYUTUM IIPABUM KOje Cy joj mapalenHe) ma, wiwy U my = A° je MakcUMaiHu
cumruiekce hamuije Go.

V npyrom ciyuajy, A€ cagpKu KOJIOHY 1, Tapasendy npasoj my a A\ mgy =
{wy, we} e TeMena wy € My U Wy € My He MPUNALAjy UCTOj BPCTHU jep OU y
CYIIPOTHOM 7, Vs, U3, U4 TIPUTIAJANIA TapajelTHuM BpcTama. OTyma, wiws je
JUjaroHala Ia Mopa Jia ceue KOJIOHY 1M, INTO 3Ha4M Ja wiwy U my € Ga.

V tpehiem cnyuajy, A° je sampaBo ckym (1114 U lotyi) \ {v4} Koju mpumaga
bavumuju G.

Jaxkie, y cBa Tpu cinydaja A° mpumaga komrutekey C' Py.

Heka caga A npunana kommiekcy C'Py. To he ga Oyue ciyuaj ako:
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e A je crpana cumruiekca dpamunmje (G; 0OJTHOCHO, HAJBHUIIIE IBA TEMEHA CUM-
ieKca A Tpunaaajy BpeTH [; a octana TeMeHa MPHUIanajy BpCTH g ;.

e A jecrpana cumiuiekca pamunuje GGo Tj. IpUmaga Ipeceky MpaBux GhaMuI-
uje L\ P.

V npBoM criyuajy A° caapku BpCTY loi,; ¥ HajBUINE jellaH €IEMEHT BPCTe
l1+,; ma He MOXe 1a Oyne cumiuiekc pamuirje G a OBO Cy je/IMHU CUMIUIEKCH Ca
5 ememenaTa koju npunanajy komriekcy C' Py u caapike 1ieny BpCTYy.

V npyrom cnyuajy, ako je A npecek npaBux pamuinje L\ P, TeMeHa leroBor
KOMIUIEMEHTA Ce Hajase y cBuM Bpcrama. Otyna, ga 6u A 6uo CUMIUIEKC, OH
Mopa fa Oy/ie MOTCUMILIEKC MaKCUMaITHOT cuMiuiekca pamunuje Go. MehyTum,
A° je TakaB Ja HEroBa TEMEHA MPUMAIAjy JBEMa MapalieIHUM KOJIOHAMA WITH
JIBEMa Mapajie;THUM JujaroHanaMa (axo je A mpecek KOJIOHE U IUjaroHalle), UiIn
TeMeHa cuMIntekca A° hopMupajy YeTHpH Tauke TaKBe Ja Cy CBake 3 Of WHUX
He-KOJMHeapHe Kao IITO je mwiycTpoBaHo Ha Purypu 9. Otyna, A° Huje Mmoryhe
CMECTUTH Ha Tpecek npasux pamumje Go mro nokasyje ga A° ¢ C'Py.

®durypa 9: KommemeHTH MakcuManHux cumruiekca pamunuje Gs.

Haxne, u C'Py je ayTo-myanaH CUMITIHIU]jATHA KOMILUIEKC.

IMperxomHu mpumepu ykas3yjy Ha OCOOMHY J1a € ayTO-IyaJTHU CHUMILIAIIH-
JaITHU KOMTUIEKCH YeCTO jaBJba])y KA0 MUHUMAJTHE TPUAHTYIIAIINA]e TOTIOIOIITKUX
MpOCTOpa Te 3aCTYXKY]y J1a UM C€ TTOCBETH TaXIba.

Ciyuaj TpyuaHTyJamja OCMO-IUMEH3HOHATTHUX MHOTOCTPYKOCTH KOje ,,JTMYe
Ha ITPOJEKTUBHE PABHM ~ j€ MHTEH3UBHO UCTPAXMBaH y [5]. OTKPUBEHO j€ 1a 1moc-
TOJU HajMaFhe MMECT KOMOMHATOPHO PA3IMYUTUX TPUAHTYJIAIIN]ja MHOTOCTPYKOCTH
KOje MMajy HCTe XOMOJIOIIKEe U KOXOMOJIOIIKE TpyIe Kao KBAaTEPHUOHCKA IMPO-
jexTnBHa paBaH HP?. Tex je 2016. romune y [11] oTkpuBeHo ma Gap jenHa o
OBUX TPHAHTYJIAIMja 3aiCTa MPE/ICTAB/ba KBATEPHUOHCKY PaBaH.
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[Tpo6ieM KOHCTPYKIIMje MUHUMAITHE TPUAHTYJIAIN]e MHOTOCTPYKOCTH KOja
JUYU HAa OKTAHUOHCKY MIPOJEKTUBHY paBaH Y TPEHYTKY MUCaha OBE qUcepTaluje
Huje peied. Y Ilornasipy 4.6 he ma 6yie HaBeieH HOBU MPUCTYIT KOHCTPYKIIH]U
ayTO-AyaTHUX TPUAHTYJIAIM]a OBUX IIPOCTOPA.

2.5 TeoMeTpujcKM aMOMjeHT CUMINIMIMJAJTHUX KOMILIEKCA

Axo Tomnomiomku npoctop X (WM Mojueaap CUMILTHITHjaTHOT KOMITIEKca
K) Moxe na ce ynoxu y Eykmuacku npoctop aumensuje d, Taga R mazusamo
TE€OMETPHjCKH aMOUjeHT ipocTtopa X (mnu komruiekca K).

AyTO-IyaqTHU CUMIUTUIM]AJTHA KOMIUIEKCH Y KOMOMHATOPHUM aMOUjeHTUMa
KapJIWHAJTHOCTA N UMajy BPJIO 3HAUYajHy T€OMETPUjCKy ocoOmHy. Haume, mu-
XOBHU TOJIMEAPU HE MOTY J1a ce yioxke y Eykiamacku mpoctop nuMeHsuje n — 3
OJTHOCHO, TUMEH3Hja IbUXOBOT TeOMETPHjCKOT aMOujeHTa je Beha ox n — 3. OBnie
MPEJICTABJbaMO MATEMATUYKO ONPABIAE OBE UMHLEHUIIE MATEPUJATIOM TIpey3e-
TaM U3 [22]. Paau KOMIUIETHOT yBUIA Y TEOPUjy EKBUBAPUjAHTHE TEOPUjE UH-

JIEKCA YHjOM TPUMEHOM Cy TBpherba 10Ka3aHa, YNTaolly ce mpenopyuyjy [34] wim
33].

JTo6po mosHata Bypcyk-Yinamosa Teopema omucaHa y [22], 0JHOCHO eHa
TocTeIUIIA, TBPIH /12 He TIOCTOjU HelIpeKUIHO MpecukaBame f : S™ — S% e
jed < n, caocobunom na je f(—x) = — f(x). OBakBa npecaMKaBarmba HA3UBAMO
7.5 exBUBapujaHTHUM. MOTHBHCAH TIOCTIEIUIIAMA OBE TEOPEME, YBEICH je MojaM
7.5 MHAEKCA TTPOU3BOJHHOT CIIOOOTHOT Zio €KBUBAPUJAHTHOT CHUMIUIHIIH]jATHOT
KoMmiekca K kao MEHMManTHa quMeHsHja chepe S¢y xojy mommenap || K || moxe
a ce TpecnuKa Zsy eKBUBAPHjaHTHUM IPECTUKABALEM OHOCHO:

indz,(K) =min{n € 0,1,... | 3f : [|K|| = 5", f(v(z)) = — f(=)}.
Hekomko oco6uHa 0Bako JeUHUCAHOT HHIIEKCA CY
e indy,(S") =n3aceen=0,1,2...,

e axo je [ : ||K|| — ||L|| mpecnukaBame koje je Zsy eKBUBAapUjaHTHO, Taja
inZ2 K S iIle2 L,

° inZ2<K * L) < indZ2 (K) + inng<L) + 1.
HpBa je OUHrJIegHa ITocCaeauIa BypcyK—YnaMOBe TCOpEME. 3a Apyry OcC-

06MHY, TPUMETHMO caMo Ja ako || K || Mosxe na ce Zy eKBUBapUjaHTHO TPECTHKA
y ||L|| a || L|| moxe na ce Z exBuBapujantho mpeciuka y S¢, tana u || K || moxe
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na ce Zo eKBHBApHjAHTHO TIpeciuka y S¢ mMpocTOM KOMIO3HIIMjOM TIPECTHKa-
Bama. Tpeha ocoOMHA je MOCTENUNA YMIbEHHIIE Ja aKO UMaMo Zo €KBUBAp-
WjanTHa mpeciukaBama f @ ||K|| — ST u g : ||L|| — S%, Tana je cnajame
npecnukaBamwa f u g nato ca (f x g)(tx + (1 — t)y) = tf(z) + (1 — t)g(y)
HETIPeKUIHO, Zo eKBMBapujaHTHO, W mpecnukasa ||K|| = ||L|| ~ |[K = L|| y
npoctop S4 x S92 ~ Ghitdztl

JIMCJyHKTHO Cliajame MPOU3BOJFHOT CUMIUIMIIMjATHOT KoMIiekca K ca ca-
MHM COOOM je IPUMeED jeTHOT CIT000THOT, Zio €EKBUBAPHUjAaHTHOT CUMILTUIIA]AJTHOT
KomIuiekca. Ako je V' amOujeHT komruiekca K, ka0 aMOHWjeHT JUjCYHKTHOT
cnajama K *a K Moxe ma mocmyxu ckyn V =V x {—1,1}. Tana:

KxaK={Ax{1}UBx{-1}|A,B€ K,ANB = 0}.

HenoBame rpyne Zio Ha OBaj KOMIUIEKC ce JAePUHHUIIEC CUMITIMLIN]AIHUM Mpec-
makaBameM v : V — V matam ca v(v,i) = (v, —i). Ounrnemno vov = .
Kaxo 3a nmpoussosban F' € K #a K Baxu F Nv(F) = (), oBako nedunucano Zs
nenoBabe je cinoboaHo. Hapasho, Ha monuenpy || K xa K|| nenosame rpyme Zs
ce neurHuUILIE TTOMONY HHIYKOBAHOT IIPECIUKABAbLA f,).

V Iornasmy 5.5 MoHorpaduje [22] je MOKa3aHO 1a MPOU3BOJBHO yilarame
f : ||IK|]| — R? unpykyje nempexunso, Zs, €KBUBAPHjAHTHO MPECTUKABAILE
fxaf||K *a K|| — S¢ mro ummmmmpa 1a je indz, (K A K) < d. Tlpu
ToM, f %A [ je pecTpukiMja criajama npecnukaBarma [ * [ ca ckyna || K * K|| Ha
noycky || K A K||. Tako nobujamo 1a axo je

inZ2(K XA K) Z d,

CUMILTULIMjATTHU KOMIUTeKC K Hema reoMeTpujcKy peanusauujy y Eykmmackom
MIPOCTOPY TUMEH3HUje Mambe O d.

Caja, ako MOCMATPaMO MPOU3BOJbAH AyTO-AyallaH CUMIUTHIIM]ATHH KOM-
mwiekc K y amOujenty V' kapauHaaHOCTU N, ITUCJYHKTHO crajame [ *xa K je
Ha ocHOBY Teopeme 2.1 3ampaBo TpuaHrynamuja chepe mumensuje n — 2. Tako
3aksbydyjemo ga je indy, (K xa K) = n — 2 u na ||K|| HeMa reomerpujcky
peanuzanujy y Eykiaumckom mpoctopy TUMeH3Hje Matbe o1 1 — 2.

CnuyHO orpaHUYere TUMEH3Hje TEOMETPHjCKe pear3alnje MoXKe JIa ¢e JI0-
Ouje v 3a criajame ayTo-ayaaHux kommekca. ITosnara teopema [unna (Schild)
3 1993. roguHe nokasyje 11a ce crajameM ayTO-IyaTHUX CUMITIUIIN]aTHUX KOM-
riekca 1006ujajy ,,onTUMaIHN  MTPUMEPH KOMIUIEKCA KOjU HE MOTY Ja C€ yIIOKE
y Eyknuacku npoctop oaroeapajyhe mumensuje. Osae HaBogumo LlmnmoBy
TeopeMy ca JOKa30M ONTHUMAJTHE He-YIIOKHBOCTH KOju je nao Ceprej MenmuxoB y
[23].

26



Teopema 2.4. Axo je {K; C 2V | |Vi| = ny,i € [k]} dpamunuja ayimio-gyannux
CUMTTUYUJATTHUX KOMITEKCA Y qUCTYHKITHUM amoujenitiuma Vi, . . ., Vi, aga cum-
inuyujarnu komiineke K = Ky * --- x Ky nema Zeomettipujcky peanuzayujy y
Eyknugckom dpociiopy gumensuje ny + - - - +ny — k — 2 gox ceaxu ipasu iowKom-
fnexc kominexca K mooice ga ce ynoscu y apocizop R™+ k=2,

Hoxa3: Ha ocHoBy Jleme 1.1 u Teopeme 2.1, mucjyHKTHO crajambe K *a K je
CUMILTUITH]AJTHA KOMILICKC:

(Kl**Kk:)*A(Kl**Kk):(Kl*AKl)**(Kk*AKk)
= Bier(Ky) % --- % Bier(K) =~ 8™ 2 % - .. x S 2 g §uatbme—2kth=l

Jlaxie, TUCjyHKTHO criajarbe Komruiekca K x - - - % K ca camuM coboM mpei-
CTaBJba TPUAHTYIANM]Y chepe TUMeH3Hje ny + - - - +n, — k — 1 ma je

indZ2(K*AK):nl—{—---—l—nk—k‘—l

IIITO UMIUTHIIUPA da KOMIUIEKC /(| * - - - x K}, HeMa TeOMeTPUjCKY PeaTM3alnjy Yy
EyxmuackoM mpocTopy AMMEH3Uje Mame O 1 + -+ - + 1 — k — 1.

Hexa je cama L mpaBu moTKoMITIeKe KoMiiekca /. Tama mocTtoju Makcu-
MasTHHa cuMInieke F' € K *- - -x K}, Koju He mpuItaga KOMIUTeKcy L 1 oH je oOuKa
F=AU---UA,rnecy A; € K; Henpa3Hy MAKCUMAITHU CUMIUIEKCH KOMILIEKCA
K;. Kako je cBaku o1 komruiekca K; ayro-myanan, nooujamo ga V; \ A; € K;
IITO 3HAYM Jia cBU cumruieken V; \ A; He mpumnaajy uu komrekey L. Ha ocHoBy
IMpumepa 1.1, 3Hamo 1a je Ay, = Ay ai xAgiakakoje L C K C Ay *---xAy,
u cumruteken Vi \ Aq, ..., Vi \ Ax u F' He npunaiajy koMIuiekey L, nobujamo aa
je koMImieke L caapaH y KOMITIEKCYy S TJIe je:

S = (6AV1\A1 *AA1 X ooe *8Avk\,4k *AAlc) \ {F}

Kako cummnekc F' He ceue cummiekce Vi \ Aq, ..., Vi \ A, a cniajame KoM-
IJIeKca KOMyTaTUBHA M ACOLIMjaTUBHA Oorepanuja, Jo0ujaMo J1a je:

S = 8AV1\A1 koooee 3k 8Avk\Ak * ((AAl ko ooee 3k AAk> \ {F})
= aAV1\Al Koo X aAVk\Ak * (AA1U---UAk \ {Al u---u Ak})
= 8AV1\A1 E IR 3 8AVk\Ak x 8AA1U---UAk-

Ha ocnoBy Ilpumepa 1.3, koMmIiekc S mpeacTaB/ba TpHAHTYIanujy chepe
mamensuje Vi \ {A1}| =2+ +|Vi \ {4} -2+ A U---UA| —-2+k=
Vil + -+ Vi — k—2. O

Taxo 3aKkJpyuyjeMo J1a CrajambeM ayTo-IyaTHUX CUMIUTMIIM]ATHUX KOMIIIEKca
n001jaMo KaHOHCKe TIpuMepe KOMILIEKca KOjU He MOTY Ja ce YIIOXKe Y IPOCTOP
RY. Teopema 2.4 omoryhaBa U orpaHHUeRe IUMEH3Hje TeOMETPU]CKOT aMOH-
JEHTa TOIMOJIONIKUX MPOCTOPA KOJU UMAjy TPUAHTYIIAIH]Y.
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Mocaennua 2.1. Axo woiorowru ipociiop X uma wpuaneynayujy K xoja cagparcu
citajarve k ayimio-gyannux cumiinuyujannux kominexkca Ky, . . . | Ky y ambujenitiuma
KaApgUHATHOCTAU Ny, . . . , Ny, dHakeux ga je |V (K;)| = n; 3a cee i € [k, wmaga
Zeomettipujcku ambujenit ioioiowkos upocitopa X je qgumensuje eehe og d 2ge je
d=n;+---+n,—k—2.

Hoka3: Ako nmoTkoMmIuiekc L koMiuiekca K HeMa reOMeTpHUjCKY pealiu3aljy y
RY, tama uu K Hema reoMerpujcky peanmmsaunujy R?Y. Otyna, ma 61 mokazamu
TBplembe, JOBOJBHO je a MPUMETUMO aa ako ¢y K; C 2V moTKOMIUIEKCH KOM-
mikekca K taksu ma je Ky x - - - x K C K, taga mo Hedpununuju 1.6 amOujeHTH
WVi,. .., Vk Mopajy na O6yay OMjCyHKTHH jep je mo mpermoctasiu V (K;) = V.
O

3aHUMIBHUBO je []a Y IIPETXO/HO] MOCIEIHIIM, KOMILIEKCH Avy;\ (4}, KOJH CY IO
IMpumepy 2.4 ayro-ayainHu y amOujeHTy V;, He MOTY J1a YYECTBY]y y Clajamy.

IIpumep 2.7. I'pad K33 npukasan Ha Durypu 10 Moxe 1a ce MpeacTaBU Kao

crajambe KOMIUIeKca ([‘;’]) ca camuM coboM. Kako je Ha ocHoBy Ilpumepa 2.2

KOMILITEKC ([i’]) ayTo-lyanaH y aMOujeHTy (3], crajarbe ([f]) * ([i’]) = K33 Hema
TreOMETPH]jCKY peanuzanujy y EykauackoM nmpocropy nuMeHsuje 3+3—2—2 = 2
oaHocHO K3 3 HUje maHapaH rpad.

11 21 31

1o 29 32

®urypa 10: Tpad K3 kao cmajame (1) « (B1).

CBH jeTHOAMMEH3UOHAIHU CUMILTUIIMjATH KOMILUIEKCH Cy TpHAHTYyIalluje
rpadosa. V¥ [22], ITornasibe 1.6, je 10Ka3aHO Ja CBAKU CUMILTUIMjATHA KOM-
IUIeKC JUMeH3Hje d MMa TeOMEeTPHUjcKy peanusanujy y npocropy R, Oryna,
cBaxu rpad uma reomeTpujcku ambujent R3 ma, na 6u noxasamu aa rpad I’ Huje
mIaHapaH, Ha ocHOBY [locnemuiie 2.1 JOBOJBHO je Ja qoKaxemo na [ camgpku
Crajame ayTo-IyalTHUX CUMIUTULMjaTHUX KoMIuiekca. Kako je nuMmeHsuja cra-
jama komrutekca K u L jemHaka dim K + dim L + 1, jequau Moryhu KaHAUIATH
Cy Cllajame ayTO-AyaTHUX KOMIUIeKca JuMeH3uje O Ui ayTo-1yallHu KOMIUIEKC
nuMensuje 1 (mpu Tom, komruiekcu Hucy u3 Ilpumepa 2.4). Kao mro hemo na
Buanmo y IMpumepnma 3.3 u 3.4, rpadosu K33 u K5 cy jenuHu (10 HA U30MOp-
¢u3am) jenHOAMMEH3HMOHAIIHU MPUMEpPU Cliajarba ayTo-AyaTHUX KOMIUIEKca Y
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KOjHMa He YUECTBYjy ayTO-IyaTHH KOMITTIEKCH Ay () C 2V, Otyna, ako rpad I
canpxu K33 unu K5, Ha ocHoBy Ilocnenuiie 2.1 oH HUje utaHapad. Mehytuwm,
OBAaj YCIIOB j€ Y U3BECHOM CMUCIY U MOTPeOaH.

IMosnata Teopema KypaTtosckor mpencrasibeHa y [20] u3 1930. rogune TBpau
na rpad Koju HHje IUTaHapaH Mopa Ja caapxku rpad K33 nmu Ks nim \sUxoBe
pe-TpHaHTyJaluje OAHOCHO, MPOOJIEM MIIAHAPHOCTH Tpada je MOTIYHO PEIIeH
nmomMohy ayTo-IyaTHUX CUMIUTUIIN]aTHUX KOMIUIEKCA.

CnuyHM pe3yaTaTd MOCToje U 3a IBOJUMEH3MOHATHE CUMILTUIIMjATTHE KOM-
riekce koju Hucy miuanapau. [lo IMocneuim 2.1, ako MOKaxeMo J1a KOMIUTEKC
K canprku ayTo-yanaH CUMIUIMLM]ATHU KOMILIEKC ca 5 TeMeHa win rpad K 3,
JIaTH KOMIIIEKC He MOKe 14 UMa TeOMETPHjCKY peanusaiyjy y mpocropy R? (oc-
Tae MoryhHOCTH 3a ciajame He TTocToje jep cy o [Tpumepy 3.3 cBU ayTo-1yanHu
KOMIUTEKCH Y aMOUjeHTy [4] Koju caipiKe CBe BpXOBE j€IHOMMEH3MOHATIHH).

Xanus u Jysr ¢y 1964. rogune y [12] moxasanu 1a CAMIUTALIN] a7 THA KOMILTEKC
K nmaTeoMeTpujcKy peanmsanujy y mpoctopy R, akko K He cagpku KOMILIEKCe
n3oMopdHe KOMIUIEKCUMa

Ks3, K5, HJy = Ay, HJy = 0A U Agsy,

HJ; = (8A[3] U A{4}) * A{5}, HJ, = A[Q] * aA{3,4} U aA[Q} * A{g,} U A{3’4},

3 3
HJs = <1> * A{4’5}, HJg = A[g] @) (1) * 8A{4,5}

WU BUXOBUM pe-TpuaHrynanujama. Mehytum, kao mrto hemo ma BUANMO y
IIpumepy 3.4, CBaKM ayTo-AyalHH KOMIUIKEKC y aMOujeHTy [5] je mzomopdan
HEKOM of KoMIiekca K5, HJq, ..., HJg.

Jaxie, muTame MITaHAPHOCTH CUMILTHITHjaTHUX KOMITIIEKCa je YITOTITYHOCTH
penieHo momMohy ayTo-AyaTHUX CUMIUIMIMjaIHUX Komruiekca. [la Ou cnmyHa
TBphema morna aa ce hopmupajy y Behum muMmeH3ujama, moTpeoHo je OapeauTh
CBE ayTO-yaJIHe KOMIUIEKCE Y 3a]JaTOM aMOU]EHTY.
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3 KoHcTpyknuja, KoOMOMHATOPHA CTPYKTYpPA M KJIACH-
Ppuxanuja ayTo-1yaasHuX CUMILTUIMAJTHUX KOMILIEKCA

Y 0BOM MOTJIaBIbY /1ajeMO OIKC JBE YHHUBEP3ATHE TEXHUKE 32 KOHCTPYKIIU]Y
CBUX ayTO-JyaJHUX CHUMIUIMIUjATHUX KOMIUIEKCa y JaToM amOujeHTy V' Koje
00e30ehyjy HOBU yBUJ Y BbUXOBY KOMOMHATOPHY CTPYKTYypy. CBa TBphewa u
JI0Ka3u ¢y objaBibHa y [32].

3.1 PekoHCTpyKIMja ayTO-AyaTHUX KOMILJIEKCa

YV 0BOM 0/1€JbKY aHATIU3UPAMO MTOCEOHY TEXHUKY T3B. PEKOHCTPYKIIHjE ayTO-/1y-
aJTHUX CUMIUTMIMjATHUX KomIutekca Ky ¢ukcupanom amOujenty V. Meron
je 6asupan Ha oncepsauuju Cepreja Menuxosa Koju je paay y [23] npumerno
J1a pa3INuUTe ayTO-1yalHe KOMIUIEKCEe MOXKeMO Ja T001jeMo pa3MeHOM MapoBa
KOMITJIEMEHTAPHUX CUMILIEKCA.

IIpucerumo ce na je A C V MakcUMallHU CUMILIEKC CUMIUTHAIM]jAJTHOT KOM-
miexca K C 2V ako A Huje cTpaHa HY jeJHOT APYTroT CUMIUIEKca KoMIUIekca K
Tj.

(YBe K)A¢ B.

ExBuBanentHo, cumruiekc A € K je makcumanuu akko je K\ {A} cummmunm-
JaJTHU KOMILIEKC.

Ornepalifja peKOHCTPYKIIMje ayTO-1yaTHOTI CUMILTMLIM]ATHOT KoMIutiekca
IPECTPOjaBaK-EM MaKCUMAITHOT cuMmIniekca A, y o3Hamm rs 4 (K), je ycko mosezana
ca OucremapHUM omnepanujama onucannm y [Mornasspy 2.1.

Tepheme 3.1. Hexa je K C 2V ayiio-gyanan cuminuyujaniy Kominexc u nexd je
A € K makcumannu cumiinexc. Taga

rsa(K) = (K\{A}) U{V \ A}
Je twiakohe ayiwio-gyanan CUMIIUYUjaIHu KOMIIEKC.

Jokas: IIpso, K \ {A} je cuMrmuuuumjanau KoMIuieke jep je A MakCMMaJHU
cumruieke. Heka je B C V \ A npoussosan. To 3naun na je A C V \ B, a
KAKO je A MaKCUMaJIHU CUMILIEKC Komrutekca K, nobujamo na V' \ B Kao meros
HaJICUMILTEKC He Tpumnaaa komiwiekey K. Otyna, mo Teopemu 2.3, cumiuiekc B
Mopa Jia Tipumnaaa Komiuiekey K jep je K ayro-myanad. Tako cMo JoKa3and aa
komrutieke K\ {A} campxu cBe mpase ctpane cumiuiekca V' \ A ma, ¢pamunuja
ckynosa (K \ {A}) U{V \ A} je cummnumjannu KoMIUIeKc.
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Jpyro, xomruiekc 7s4(K) je ayro-ayanan. JIoOBOJBHO je Jla MPUMETUMO JIa
3a npomssoiban B € 2V \ {A,V \ A}, tauno jenan ox cummiekca B,V \ B
npumnana kommwiekcy K \ {A} (jep K je ayro-nyaman) u na A &€ rsa(K) mox
V\AersaK). O

Cnenehe TtBpheme mokasyje /a je TEXHMKA PEKOHCTPYKIMja JOBOJbHA 3a
onpehuBame CBUX ayTO-IyaJHUX CUMILIMAIM]ATHUX KOMIUIEKCA Y JaTOM aMOu-
JEHTY.

Tephewe 3.2. Hexa cy K u L dpoussonmnu ayitio-gyainu cuMianuyujaiiu Kom-
inexcu y amoujeniiiy V. Taga, komiinexc L mooice ga ce goouje og komiinekca K
HU30M PEKOHCTIpYKYuja gooujenux apecimpojasarsem cumitiexca ckyiia K\ L.

Jokaz: Heka je K \ L = {4, A,,..., A,} tne cy cummiexcn A; ypehenu
onanajyhe o gumensuju (oxHOCHO Heka je |A;| > |A;41| 3a cBe @ € [n]). Heka
je Ko = K nmeka je K; = (K;_1 \ {4;}) U{V \ A;}. [a 6u mokazamu
na je Ko, K1, ..., K, mobap HU3 y3acCTOTHUX PEKOHCTPYKIIUja, TOBOJHHO je Ja
MOKaXeMO J1a je A; MaKCUMAaJIHU CUMITIEKC KoMIutekca K q.

IIpBo, mpumetumo 1a je A; MakCHUMaaHU CUMIUTEKC Komruiekca Ky = K.
V cympotHOoM, TocTtojao 6u cumiuiekc B € K Takas ma je A1 C B a oBaj
CUMIUTEKC OM mpumanao u komiutekey L jep je |B| > |A;| 3a ce @ € [n]. Kako
je L cuMIuMIujanHu KOMIDIEKC, T00HjaMo 1a cuMIiuteke A; Takohe mpumama
KoMiutekcy L mro Huje moryhe. Otyma, A; Moxe qa Gyae MpecTpojeH Ia je o
Tephewy 3.1 K, ayTo-ayajaH CUMILTUIIUjATHH KOMIUIEKC.

IMpeTnocTaBUMO MHAYKTUBHO J1a je A;_; MAaKCUMAJIHA CUMIUIEKC KOMILIEKCA
K, 5 omHocHo na je u K; | ayTo-IyanaH CUMITUIHUIHAjATHA KOMIIIEKC.

Axo A; Huje rmaBHu cuMIUiekce Kommtekca K; 1 = (K \ {A41,..., A, 1} U
{V\A;...,V\ A;_1}, Tana 6u nmocrojao cummiekc B € K; ; TakaB na A; C B.
3uamo ga A; He mpumnaga Komiuiekcy L, ma cuMmiuieke B Takohe He MOXke na
npunajaa komrmiekey L. Otyna, B je cummeke pamunuje K \ L TakaB na je
|B| > |A;| mTo Ha ocHOBY KOHCTpYKIMje 3HUHM Ja je B jemaH oj cMMIUIeKca
Ay, ..., A;_1. MehyTuM, OBH CUMILIEKCH HE MIPHUIIAIa]y KOMIUIEKCy ;1.

Ha kpajy, kako cy K u L ayro-myanau, mo Teopemu 2.3 mobujamo a:

Ace K\LSAc KNAgLSV\NAEZKANV\NAe L V\AeL\K.

Orymaje L\ K = {V \ A; | i € [n]} mro ummmunupa 1a je:

K, = (K\{A1,..., A, HDU{V\A;...,V\A} = (K\(K\L))U(L\K) = L.
OBoO KOMILIETHpPA TOKA3. ]

Jaxie, mpou3BoJbaH ayTo-AyajlaH CUMIUTAIIN]ATHH KOMILUIEKC Y aMOUjeHTY
V Moxe ma ce ce mobuje o1 610 Kojer ayTo-AyalTHor Komiuiekca K C 2V Huzom
PEKOHCTPYKIIHja.
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IMpumep 3.1. Kommnekc Ay 2y je Ha ocHOBY I1pumepa 2.4 ayTo-1yanaH y aMmOu-
jenty [3]. OHMMa caMo jeqaH MaKCUMaJTHH cUMILTEKC { 1, 2} 1 BeroBUM IpecTpo-
jaBameM JT0OMjaMO KOMILIEKC ([:f]) KOjH je Takohe ayTo-IyanaH y aMmOujenty [3] u
nuMa 3 makcumanna cumiiekca {1}, {2} u {3}. Ako pekoHCTpyHIIIEMO KOMIIEKC
([?])’ npectpojaBateM cumruiekca {1} wim {2} umu {3}, nobujamo komruiekce
Aya 3y mmm Ay 3y mm Ay o) TakBe 1a TBUXOBOM PEKOHCTPYKIIN]OM TIOHOBO JI0-
O1jaMO KOMILIEKC ([i’}). Taxo 3aksbydyjeMo 1a 'y aMOujeHTy [3]| mocroje Tauno 4

ayTo-ayajiHa KOMIIJIEKCa A{1,2}7 A{2,3}a A{LS}’ ([i])'

Kao mto cmo Bunenu y [Tpumepy 3.1, y3aCTOIMHUM peKOHCTPYKITHjaMa JaTOT
ayTo-AyaJqHOT KOMIUIEKca Hekaja JOoOMjeMO MCTEe CUMIUIMIM]aIHE KOMILIEKCE.
3aTo, na OM aHAIM3UpaAd PEKOHCTPYKIMjE KOje€ MPOM3BOJIE PA3IUUNUTE KOM-
TIeKce, yBOIMMO mojaM rpada pexoncrpykuuja (D", N'G,,) (umm ykpatko rpada
cycenctBa N'G,). Usoposu oBor rpada Cy CBU ayTO-IyalHH CHUMILIULU]ATHH
KOMIUTEKCH y aMOUjeHTy [n]| a TpaHe oarosapajy maposuMa Komruiekca { K, L}
rie je cumerpuuHa pasiuka kommiekca K u L jennaka {A, [n] \ A}. Hpyrum
peunMa, KoMmIuiekcu K u L cy moBe3aHU IPaHOM aKKO KOMIUIEKC /X Moxke J1a ce
no0uje ox komIuiekca L mpecTtpojaBameM cuMiniekca A wim komruieke L Moxe
na ce nobuje ox Komiuiekca K mpectpojaBameM cumiiekca [n] \ A. I'padosu
NGz u NG, cy npukazanu Ha @urypu 11.

IN® A

Ag23.4y

()

A3y Az AVSIERY!
®urypa 11: I'padosu NGz u NG,.

IMpumetumMo na Ha ocHoBY TBphema 3.2, y rpady NG,,, ayTo-1yaTHu KOM-
mekcu K u L mory ja ce mosexy nytem myxune |K \ L| a kao mro hemo
YCKOPO 1a OKakeMo, He TTocToju kpahu myT koju moBesyje K u L. Takole, cte-
nen uBopa K rpada N'G,, jennax je 6pojy MAKCHMAITHUX CUMIUIEKCA KOMILTEKCA
K jep pexoHCTpyKIHje T0OHjeHe MPeCcTpOjaBambeM Pa3IMUUTHX MaKCUMAaTHUX
CUMILIIEKCA TTPOU3BO/IC PA3IMUUTE CUMILTUIIN]ATHE KOMILICKCE.
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Tephemwe 3.3. Hexa je n € IN apouszsomho.

(1) IHpoussoman iy { Ko, K1, ..., K}y 2pady NG, koju itosesyje komiinexce
K u L je maxae gajem > |K \ Llum = |K \ L| mod 2.

(2) Cse weitive 2papa N'G,, cy iiapue gyarcune..

Jlokas: Heka je { Ko, K1, ..., K,,} HU3 peKOHCTpYKIMja TOOMjEHHUX IIPECTPOja-
BameM cumiuiekca { Ay, ..., A} penom. Tama, K, = (Ko \ {A1,...,4An}) U
{In]\ A1...,[n]\ A}, a kako je K,, = L u Ky = K, pamunuja cumiuiekca

K \ L mopa na 6yne canpxana y ckyny {Aj,..., A, } wro nmorephyje na je
|K \ L| < m. Taxobe, ako moctoju i € [m] Tako na cumruiekc A; Huje jenan
on cumruiekca pasimuke K\ L, taga ckyn {Aq, ..., A, } Mopa 1a cagpxu u cum-
wiekc [n] \ A; jep 6u y cynpotnom K,,, = L caapxao [n] \ A; mto Huje Moryhe.
OBo noxkasyje TBpheme (1) a TBpheme (2) je ounriaeaHa mocaeauna. O]

Kaxko cy cBe netsbe y rpady N'G,, mapHe IyKuHe, Kao MOCIEIUIY T00H]jaMO
cnenehe TBpheme.

Iocaemuua 3.1. Ipag cycegcitisa N'G,, je buitapiuitian 3a cee n € N,

®urypa 12: I'pap NG5 ca 81 uBoposa.

Anammsa ocobuna rpada NG, Moxke Ia OTKpHje MHOTE OCOOMHE ayTo-
JyaJTHUX CUMILTUIIA]jATHUX KOMITIEKCa, ITOceOHO OPOj pa3TUUUTHX ayTO-TyaTHHX
KOMIIJIEKCA y IaTOM aMOU]jEHTY.
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Texnuka qo0OMjama ayTO-IyaTHUX KOMIUIEKCA METOOM PEKOHCTPYKIIN]jE HUje
MIPEBHUIIIEe TEXHUYIKH 3aXTEBHA U MOJXKE J1a Ce UCIIPOrpaMupa Ha BehMHU mporpaM-
CKUX je3nka. Pagyn popmupama 6a3e 3a UCTpaXUBaIbe, Y MPOTPAMCKOM TAKETy
Wolfram Mathematica koncTpyucan je anroputam nmomohy Kojer cy 1ooujeHu
CBU ayTO-AYaJIHU CUMIUTUIIMjaTHU KOMIUIEKCH y aMOUjeHTHMA JOBOJbHO Maje
kapauHanHoctd. ['pad cycencTBa ayTo-IyalHUX KOMIUIEKCA y amOujeHty |[5]
no6ujeHnXx moMohy padyHapa je mpukaszaH Ha durypu 12.

Ha oBaj HaunH noOujeHa je Bpo BemMKa 0as3a pa3IMYuTHX ayTO-AyaTHUX
KoMImIekca. MehyTum, METOIOM PEKOHCTPYKIIM]je HE MOTY J1a C€ TPETO3Hajy
M30MOp(HU CUMILTUIM]ATHU KOMIUTEKCU. Pau ontuMusanuje 1001jeHux pe3y-
TaTa, y HacTaBKy he /a Oyze omucaH HOBU METOJ KOHCTPYKIIHje ayTO-TyaTHUX
KOMITIeKca KOjU 3HAa4ajHO TI0jeTHOCTaBIbYje HbUXOBY KOMOWHATOPHY KJIacH-
¢dbuxanmjy.

3.2 Onepatop KopeHa

VY 0BOM 0/1€TbKY YBOAMMO oilepaitiop Kopena, TIABHU anaT 3a Jajby aHaIU3y
aAyTO-IyaJTHUX CUMIUIUIM]AJTHUX KOMITJIEKCA.

Kao mrro emo Bunenu y Tephemy 3.2, cBaku map ayTo-IyaTHUX KOMITIEKca Y
aM0ujenTy [n] Moxe na ce mosexe y rpady cycenctsa N G, HU30M ayTo-IyaTHUX
CUMIUIMIM]JAJTHUX KOMIUIEKCA. Y OBOM OJIeJbKy aHanu3upaheMo HU30Be KOju
TIOUHIbY AyTO-TyaTHUM KOMITIEKCOM Af,_1).

IMpBo yBOAMMO Ae)MHUIIN]y CTAHAAPIHOT ,, KOMIUIEMEHT  omepaTopa (GpaMu-
nuje ckymosa C" : 22" — 22 ca:

(3.1) C'(K)={[n]\A| A€ K}.

Axo 2" mocmartpamo kao pamunmjy mapuujanHo ypeheHy penaminjoM HHKITy3-
yje, onepatop C" MOKeMO IMPHUPOTHO Ja MHTEPIPETHPAMO Ka0 CHMETPH]Y Y
OJTHOCY Ha IIeHTap MoceTa Kao IITO je MpukazaHo Ha durypu 13.

Hekonuko enmeMeHTapHUX CBOjCTaBa KOMIUIEMEHT OIlepaTopa HABOJIUMO Y
cnenehoj nemu paau Oynyhux pedepeHuu.

Jema 3.1. Hexa cy K u L apoussomne amunuje cxyiiosa y ambujeniny [n.
Otiepaitiop C" uma caegeha ceojcimisa:

(1) Axoje K C Limaga je C"(K) C C"(L).
(2) 3a apoussomny oiiepayujy © € {U, N, \} saxncu C*"(KoL) = C*(K)oC"(L).

) Pamunuja K je cumiinuyujannu Kkomiiiexce akko

(VA e C"(K))(VB C [n])AC B= B e C"(K).
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@) C"(C"(K)) = K.
5) C*(2M\ K) = 2"\ C(K).

[m]

(6) 3a cee m > n, Anexcangepos gyan K cumiinuyujannoé komiinekca K je

jegnax C™ (2 \ K).

Hoxa3s: Cojctsa (1) 1o (3) cy eneMeHTapHe rocneauie AeGuHUIN]je KOMITIEMEHT
ormepaTtopa. 3a cBojcTBO (4), TOBOJBHO je ma mpumeTuMo aa je A C B akko je
[n|\ A C [n]\ B. Oryna, pamunuja K je uHBapujaHTHA y OJIHOCY Ha MTOJICKYIIOBE
axko je pamunuja C™(K) uHBaprjaHTHA y OHOCY HA HATCKYIIOBE.

3a cBojcTBO (5), MPUMETUMO Ja j€ Ha OCHOBY CBOjCTBA (2) pe3ynTaT KOM-
miement omepatopa C"(2M \ K) jemmax C"(2I") \ C*(K) a ounrnenso je
C"(2l") = 2l

3a cBojcTBO (6), mo Hedbununuju 2.1, 3HamMo 1a je AnekcaHaepoB ayan KOM-
nnexca Ky ambujenty [m] jemnax {{m]\ A | A € 2"\ K} a oo je mo (3.1)
ympaso C™(2M\ K). O

{1,2,3,4,5}

2,3}

(4.5}

durypa 13: Oneparop C° npumemeH Ha Ap).

IIpumetMo na je Ha ocHOBY cBojcTBa (5) Jleme 3.1 AnekcaHaepoB ayal
xommiekca K y ambujenty [m] takohe jenmak 2™\ C™(K),

Jlema 3.2. Heka cy K u L cumiinuyujannu komiinexcu y ambujeniy [n] um > n.
Taga:
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Ako je K C 2" cumiimuyujannu xomiinexe u L C 21 pamunuja cxyiosa marea
ga je K \ L cumitnuyujannu xomiinexc iwaga je:

——[m] ~
@) K\L =KMmMucm(L).

Hoxka3: Kopucrehu ocodune (2) u (5) JIeme 3.1 no6ujamo:

M KUL™ =2\ em(K U L) = 2\ (C™(K) U C™(L))

— (2l Cm(E)) A (2 O™ (L)) = Rl A D,
@ KnL™ =2\ Cn(K N L) =27\ (C™(K) n C™(L))

= (27\ Cm(K)) U (2)\ e (L)) = K A L,
(

@RI =2\ Cn(K\ L) = 2\ (C™(K)\ C™(L))
_ o\ (cm(m A (2 cm@)))

= 2"\ C™(K)) uC™(L) = K" u C™(L). O

Tepheme 3.2 HaM MOKa3yje 1a je CHMETpUYHA pa3IuKa MPOU3BOJbHHUX ayTO-
nyanHux Komiuiekca K u L'y am6ujenty [n]jennaka (L\ K)UC™(L\ K). YMecTto
KomIiekca L, kopuctuheMo CHMIITHIIMjaTHH KOMITTEKC Af,_j) = 201 koju je
ayTro-jyanaH y amOujenty [n|. V HacraBky hemo ja aHanusupamo damuimje
CHMIUIEKCA KOje e jaBibajy kao pasmuka 2 \ K 3a mpoussospan K € D,

Tephewe 3.4. Hexa je K ayimio-gyanan cuminuyujainu KoOMaNeKe y amoOujenidy
[n). Taga, pamunuja cumiinexca C*~(2"U\ K) je iog-gyanan cuminuyujaniu
Kominexkc y amoujeniy n — 1.

Jlokaz: Heka je A € 21\ K mpomssoman u B C [n — 1] takas na je
A C B. Tana, kako cuMIUiekc A He TpUMaga CUMILTHIIMJATHOM KOMILIEKCY
K, cummnekc B takohe He mpumnama koMmIuiekcy K mto 3Hauum na B mpumana
damummju 21\ K. Oso mo Jlemu 3.1, cBojctBa (3) u (4), nokasyje aa je
Cn~1 (2= K) cnvmmmmmjanmm kommzekc.

Jla Ou mokaszanm aa je oBaj KOMIUIEKC TIOJI-AyallaH, MpoBepruMo cBOjcTBO (1)
Teopeme 2.3. Heka je A C [n — 1] cuMmuiekc Takas ja A U HeroB KOMIUTEMEHT
[n—1]\ A npunanajy pamumju C™~1 (2~ 1\ K). Axo mpuMeHHMO KOMITTIEMEHT
omepatop Ha uHKIy3Hjy {A, [n—1]\ A} ¢ C"1(2"~1\ K), xopucrehu cojcTBa
(1) u (4) Jeme 3.1 gobujamo {[n — 1]\ A, A} c 21\ K, mro ummmmmmpa
na cumruieken A u [n — 1] \ A ve npunanajy K. Kako je K cummmnumjanan

komruieke, To 3Haun 1a AU {n} u [n — 1]\ A = [n] \ (A U {n}) Takohe ue
npunanajy komrmiekcy K mro mo Teopemu 2.3 MpoTUBYpedH MPETIIOCTABIH Ja
je komrutekc K ayTo-IyanaH y aMOUjeHTy [n]. O]

Otyza, cBaKOM ayTo-IyalHOM KOMIUIEKCY Y aMOHMjeHTy [n] MoxkeMo 1a 1o-
JETMMO TOJI-JlyallaH KOMIUIEKC y ambujenty [n — 1.
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JHedunnnnja 3.1. Odepainop kopena je dpeciuxasarve +/ pll — spln-1l Koje
gegunuwemo ca:

VK =cr et k).

ITpumerumo na, umajyhu y Buny cBojctBo (6) Jleme 3.1, KOpeHU KOMIUIEKC
ayTO-yaJIHOT CUMIUTUIMjAITHOT KOMILJIEKCA Y aMOUjeHTy [n] MOkeMo J1a mocMa-
TPAMO KA0 HeroB AJIEKCAHIEPOB Jyall y MambeM amOujenty [n— 1], Jlokazahemo
114 je oBaj orepaTop OHUjeKTUBAH TAKO INTO heMO a KOHCTPYMIIEMO HETOB HH-
BEP3HH OIIEPATOP.

Axo y3memo y 003up TBpheme 3.2, KOMITUIEMEHTapaH CKYM TOJ-IyaTHOM
KOMITTEKCy Y amMbujeHTy [n — 1] Tpeba ma Gyme obmmka 2"~1 \ K 3a Hexm
xommiekc KX € D, Opa omncepsaruja HaM omoryhaBa ma dopMyTHIIeMO
cnenehe TBpheme.

Tephemwe 3.5. Axo je K @ipoussoman iiog-gyanian CUMEIUYUJAIHU KOMIIEKC ) aM-
oujendiy [n — 1), maga, pamumgja L = (21 C"1(K)) U C"(C"(K)) je
ayimio-gyanan CUMIUYUATHU KOMIIEKC Y aMOUujeHiy [n]

Hoka3s: Kao y noxaszy Tephema 3.2, kako je Ap,_y) = 221 ayro-nyanan y

amMOujeHTy [n], IOBOJBHO je J1a MOKAKEMO Jia KOMIUIEKC L MOKe Ja ce 100uje o1
KoMmIutekca A, 1] TPECTPOjaBarbeM CMMILIEKCa Koju mpunazaajy ckymy C" (K.
pso, mpumernmo na je C" (C" 1 ({A})) = {[n]\([n—1]\A)} = {AU{n}}.
Heka je C"(K) = {[n— 1]\ A1,...,[n— 1]\ Ax} tme je |Air1| < |Ai] 3a cBe

Tana, komruiekeu K; cy obOnuka:
K, = (2[”*1] \{[n—=1]\ Ay,...,[n—1] \Al}) U {Alu{n},...,AiU{n}}.

[MTokaxuMo 1a je cuMIvieke [n — 1] \ A; MaKCUMAITHH CUMIUTEKC KOMIDIEKCA
K, 1 uanykuujom. Hapasno, cummiekce [n — 1]\ A; npunana kommnekey K; ;.
Kako je Ay = (), umamo na je [n — 1] \ Ay = [n — 1] a oBaj cummekc je
JEeMHI MaKCHMaJIHH CHUMITIEKC Kommekca Ko = Ap,_q). TIpermocraBumMo n1a
[n — 1] \ A; nuje makcumanuu y K;_; OIHOCHO Jia mocToju cuminieke B € K;;
takas 1a je [n — 1] \ A; C B. Kako je K cUMIUTMIUjaTHU KOMIUTEKC, 110 JleMu
3.1 cBojcTBO (3), cBu cumITekcH ckyma 2" koju camxpxe cummneke A; Mopajy
na mpunaznajy gpamumuju cumiviekca {[(n — 1]\ Ay, ..., [n — 1]\ A;_1} jep je
|B| > |[n] \ Ai] > |[n]\ Aj|3acsej € [i —1]. Oryna B ¢ 2"~ mro 3maun
na cumruieke B, ja 6u 6uo Haacumiuieke cumiiekca [n — 1]\ A;, mopa na Gyne
jelaH o1 cuMITIeKca haMuiInje {A1 U{n},..., 4,1 U {n}} AKO je, Ha IpuMep,
B = A; U{n} omnocuo [n] \ A; C A; U{n} 3a mexo j < i, mobujamo ma
A; D [n]\ (A; U{n}) a momrro n ¢ A; nobujamo ma A; O [n — 1] \ A;. Kako
A; € K nobujamo na [n— 1]\ A; npunama kommiekey K. Takine A; u [n—1]\ A,
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npunanajy komriekcy K amu 1o mo Teopemu 2.3 mpOTHBYpeUH MPETIOCTABIN
1A je KoMIuieke K Mmoj-ayasaH.

Otyna, A; je MaKCUMAITHU CUMIUTEKC KOMIUTeKca K; 1 mTo Ha ocHOBY TBpI-
jema 3.1 mokasyje n1a cy cBu Komiuiekcu K; ayTto-iyanHu y amOujeHTy [n,
ykbyuyjyhu u K = L. [

ITperxogno TBpheme Ham omoryhasa n1a neuHUIIIEMO HOBU OTIEPATOP.

HMedmnunnja 3.2. Oiepaitiop nagepagree je apeciuxasarve \ : Splr-t —, pll
Koje geghunuuemo ca

AK = (21 e (K)) u cr(C"TH(K)).

Cummmnujanau komruieke AK hemo 1a 30BeMO JyaiHa Haarpajmba KOM-
miekca K. Kacumje y ITornasspy 3.3 he ma Oyny maTte HOBe, BEpOBATHO €JIETAHT-
HHje BapMjaHTe omepaTopa / 1 A.

Hokaxumo caga 1a je A : SD" U — DI ynpapo unsepsun omnepatop
ormepaTopa /.

Hexa je K € D" npoussoman. Kopucrehu tBphema Jleme 3.1, 1o6ujamo
cnenehn HU3 JeTHAKOCTH

Ao /(K) = A(C" 21\ K))
= [2r\ e (et e K))Ju et e (e @i K))]
= (270 @I\ K)) U K)
= (K n2tyu et k).

Kaxko cy kommreker 20"~ u K ayro-nyannu y am6ujenty [n], Ha ocHoBy Teopeme
2.3 umamo 1a je:

AcCrr U\ K)o n]\Ae2r U\ K e (n]\Aec2rUAan]\ A¢K)

s AgINAcK) e Ac K\ 21,
Oryma C"(2"U\ K) = K \ 2" ma no6ujamo na je:

Ao /(K) = (Kn2r=hu(x\2r1) = K.

Jakne, kommosuiuja A o y/ je WIEHTUYKO MPECTUKABAHE.

Tpe HETO MITO UCTPAKUMO KOMITO3UIIU]Y /0, IOKaKMMO jOIII ap CBOjcTaBa
KomrieMeHT oriepatopa C”.
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Jema 3.3. Hexa je K C 2" apouseomna pamunuja cxyiiosa. Taga, 3a céaxo
m > N 6adHCU:

(1) C"oCMK) ={AU(m]\[n]) | A€ K}
(2) C"oC™ o C" = C".

Hoxa3: [Tomohy nedpunmmje (3.1) modujamo:

(1) C™(C(K)) = {[m]\([n]\4) | A € K} = {[m]\ ([m]\ [(AU([m]\[n])]) |
Ae K} ={AU(m]\[n]) | A€ K}.

(2) C"o (C™oC™(K)) = {[n]\ (AU(Im]\[n])) | A € K} = {([n]\ A)N ([n]\
gm]\[n])) | Ae K} ={([n\A)N[n] | Ae K} ={[n\A| A e K} = C"(K).

Cana, "eka je K € SD
jamo:

n—1] npousBosbaH. Kopucrehu Jleme 3.1 u 3.3 1o6u-

Vo AK)=Cr 2\ A(K)) =2\ e HA(K))
=2\ et (2 el (K)) u et (CMTH(K))]
=20\ [Cr (2 e (K)) u et (e (e H(K)) ]
= oln=1l\ 271 e (e (K)) u CT (K]
= 2=\ [(21\ K)u Cn T (K)]
= 2 @I K 0 2 (D)
=KnK" =K.

IMocneama jemHakocT Bax# jep je mo Jdedunuimju 2.3 komruieke K MOTKOM-
ieke komrurexca K1,

Cse y cBemy, noounu cMmo crienehe TBpheme.

Tephemwe 3.6. Oiepainop rkopena +/ : pinl — spl-1l Je oujeximiuean a roemy
uneep3nu je oilepaitiop nagepagree A : SpU — pnl,

Cneneha Teopema je HemocpeaHa MOCaeAnIa MPETXOIHOT TBphema.

Teopema 3.1. bpoj ayilio-gyanuux cUMituyujaIHux KomMiaieKca y amoujeHiny [n]
Jegnax je 6pojy og-gyaniux cumiiuyujanux Komiiexca y amoujeniay [n — 1].

Jlakie, CBAKU ayTo-/yalaH CUMILUTUIIN]a]IHA KOMIUIEKC y aMOujeHTy [n] Mo-
KEMO J1a TOOMjeEMO HaArpaIlkhoM IOJI-AyaTHUX KOMIUIEKca y aMbujeHTy [n — 1].
Jom jemHa xkomMOMHaTOpPHO 3aHUMJIbUBA TTpuMeHa Teopeme 3.1 he na Oynae nara y
IMTornasmy 3.
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3.3 Teomerpujcku onuc oneparopa / u A

VY 0BOM OJIeJbKY JIajeMO €eJIETAaHTHHjH OIHC orepaTopa +/ U A momohy KoH-
nernata yBenaeHux y I[lormasmby 1.2.

HpBO HaBOJHWMO HOBY KOM6I/IHaTOpHy TEXHUKY 34 HAJIAXKCILEC JIMHKA ITPOU3-
BOJbHOI' CUMILJICKCA Y 1daTOM CI/IMHJ'II/II_II/IjaJ'IHOM KOMILJICKCY.

Jema 3.4. 3a gaitu cuminuyujannu komineke K C 2V u apoussoman cuminexc
A € K, nomxominexc Lk(A) opmupajy ceu cumiinexcu B € K koju ne cagparce
cumiinexc A waxeu ga je AU B € K.

Hoxka3: Kopucrehu Hedbuaunujy 1.5 nobujamo caenehn HU3 ekBUBaIeHIN]a
B € 1Lk(A) & B € Nh(A) \st(A) & B € Nh(A) A B ¢ st(A)
SBCFAFest(ANALB< BCFNACFAFEKNAYCB
S BUACFAFeKNAYCB.
Orynma, Lk(A)={Be K |AZ B, BUA € K}. [

Tepheme 3.7. 3a ipouseoman ayimio-gyanan kominexc K y ambujenitiy [n) sasicu:

VE = Lk({n}).

Jloka3: Heka je K C 2" ayrto-gyaman cuMmmuujanHn KOMIUIEKC M HeKa je
A € /K npousBosban cumiuieke. Tana, mo edbununuju 3.1, cummieke A
npumaza kommexcy C* (2~ K) ma je o6muka [n— 1]\ Braeje B C [n—1]
u B ¢ K. Kaxko je xommiekc K ayTto-ayanan y ambujenty [n| u B ¢ K, mo
Teopemu 2.3 cumruiekc [n] \ B mpumaga CHMIUTMIIMjaTHOM KOMIUIEKCy K 1mTo
3HAYHM JIa M HeroB moTcumiuieke [n — 1]\ B = A takolhe npunamga K. Kaxko je
A C [n — 1], cummexe A He canpxu Bpx {n}. lakie, cumiuiekc A je Takas jaa
{n} Z Aun AUu{n} = (n—-1\ B)U{n} =[n]\ B € K wro no Jlemu 3.4
nmmarmpa 1a A € Lk({n}). Oryma /K C Lk({n}).

Heka je A € Lk({n}) npoussossan. Tana, Ha ocHoBy Jleme 3.4, A je cum-
mekc komiiekca K takasga {n} Z Au AU{n} € K. Kako je K ayro-nyanan
y ambujenry [n|, no Teopemu 2.3 cummieke [n] \ (AU {n}) = [n — 1] \ A ne
npunaga kommiaekey K. Oryma, [n — 1]\ A € 27U\ K a no jeqmaunnu (3.1)
nobujamo maje A € C* 12U\ K) = /K. laxne, Lk({n}) C /K. O

Cajta HAaBOJIMMO HOBHM OTIKC OTepaTopa Haarpaame A.

Tephemwe 3.8. Axo je K dipoussoman iiog-gyanian CUManuyujaiiu KOMiIeKc y am-
bujenitiy [n — 1], waga
AK = K1 U CK

ge je konyc CK gobujen ciiajarwem xominexca K u xomiinexca A,y .
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Jlokas: Hexka je K mpou3BoJbaH MoJI-IyallaH KOMITIEKC y ambujenty [n — 1]. TTo
Hedunuruju 3.2, cumiumunujanan koMmiuieke AK je ob6nuka:

(2 ¢ H(K))u Cr(CH(K)).

Ha ocHoBy Jleme 3.1 (cBojcTBO (6)), mpBu 1eo yauje 2"\ C"~1(K) je ynpaso
K1 , AnlekcaHepos ayan komiiekca K y ambujenty [n—1]. Ipyru neo yHuje,
C"(C" }(K)) je na ocnosy Jleme 3.3 zanpaso pamunuja {AU {n} | A € K}.
Ha kpajy, kako je K mox-nyanan y ambujenty [n — 1] ognocuo K C K (1]
ayTo-ayanan komrieke A K MOKeMo J1a TIpeaCcTaBUMO Ca:

AK = KrUu{Au{n} |Ae K}UK
=KrUu{Au{n} | Ac K}Uu{AUB|Ac K}
= KUK {0, {n}} = K" YUK * Agyy.

O

Haxkie, u onepatop A uma jemHocTaBHy Gopmy. IIpuMeTHMO 1a, Kako je

[A( C K, nyanHa Haarpajama KoMmiuiekca K OJHOCHO CUMILIULIM]ATHH KOMITJIEKC

K" 11U CK uma reomeTpuijcky peannsalijy Koja je XOMOTONCKH eKBHBAICHTHA
daxrop npocropy ||K||/||K]].

3.4 KomOunaTopHa CTPyKTYpa ayTo-IyaJHUX KOMILIeKca

Y 0BOM 0/1eJbKY TajeMO TeHepaTHHje Bep3uje PyHTaMEeHTATHUX penanuja 3.7
1 3.8 Koje cy MOTO/IHH]je 32 MPAKTUUHY ITPUMEHY.

IToacetumo ce ma mo Hepununuju 1.4, aMOUjeHTH U30MOPGHUX CHMILIHU-
LIUjaTHUX KOMIUIEKCa MOpajy aa Oyay ucre KapauHaaHOCTU. Pamu moromaHuje
aHaIIM3e, MPETIIOCTABIbA CE /14 Cy AMOUjEHTH MUHUMAITHH.

Hexka je K nmpou3BoJbaH CUMIUIMIIMjAJIHU KOMIUIEKC y amOujeHTy V' rie je
|V| = n. Tana, 3a mpousBosban Bpx {v} € V mocroju 6ujextmja 7 : V. — [n]
koja v mpecnukasa y n. Oryma, m(K) = {m(A) | A € K} je cummmunujanuu
KOMIUTEKC y aMOujeHTy [n| koju je uzomopdan komrutekey K. Tama, KoMIuieke
K je mon-nyanan (ayro-ayanan) y amoujenty V, akko je komruieke 7(K) mon-
AyanaH (ayTo-ayanan) y ambujenty [n]. Oa oncepsanuja Ham omoryhasa jia cBe
pesynrare ITornasma 3.2 u 3.3 koju Baxe 3a kommneke 7(K) C 2" mpenecemo
Ha xommreke K C 2V. Taxole, mpou3BosbaH BPX {v} C V wmoxe na omurpa
yJI0Ty UCTAKHYTOT BpXa 1.

IMocaemuua 3.2. Hexa je K ayitio-gyanan xomiinexc y amoujeniiy V. Taga,
sa ipouszsomno {v} C V, cumitnuyujannu xominexc Lk({v}) je idog-gyanan y
amoujeniuy V \ {v}.
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Jlakie, KOpeH! KOMITIIEKC ayTO-TyaTHOT CUMITIUIIN]aTHOT KOMIIJIEKCA MOXKE
na OyJie IMHK OMJI0 KOjeT HheroBOT TeMEHa.

Mocaenuua 3.3. Axo je K iiog-gyanan komiinexc y amoujeniuy V, iwiaga KVUCK
Je ayimio-gyanan cumiinuyujarnu komiinexc y amoujeniny VU {v}, dpu wom je
CK = K * Ay 3a dpoussonno v € V. Cieyujarno, axo je K ayimio-gyanan
y ambujeniiiy V- u v € V, maga cuminuyujarnu xomiinexe CK = K x Ay, je
ayimo-gyanan y ambujeniy VU {v}.

Hoxka3: Axo je K C 2V ayTo-IyanaH Tajla je IberoBa JyalaHa HaaATpalmba
CUMILUTALIA]AJTHUA KOMILIEKC:

[?VUK*A{W}:KUK*A{U}:K*A{v}.

[]

Cajia HaBOAMMO TeopeMy KOja HaM Jiaje HOBH YBHUJ Y Y KOMOMHATOPHY CTPYK-
Typy ayTO-TyaJIHUX CUMIUTHIHjATHUX KOMIUICKCA.

Teopema 3.2. Ako je cumiinuyujanru xomiinexc K y amoujenitiy V- ayiwo-gyanan,
wmaga, 3a céaxo {v} C V eaowcu:

K =1k({o}) " UCLK({o})

ege je CLk({v}) = Lk({v}) * Ag).

Jokas: Heka je K C V ayro-nyanan u Heka je |V| = n. Tana, 3a mpou3BOBHO
v € V mocroju 6ujekija ™ @ V. — [n] Taksa ma je m(v) = n. Kako cy mo
Tephewy 3.6 oneparopu +/ 1 A jeman qpyrom uHBep3uu a komruieke 7(K) ayto-
nyanan y am6ujenty [n], no6ujamo na je m(K) = Ao /(7(K)). Kopucrehn
Tephemwa 3.8 u 3.7 3akIbyuyjeMo J1a je

w(K) = LK([n)) " U (Lk({n}) * Agy).

AKO Ha MPETXO/IHY jeTHAKOCT MPUMEHUMO CUMIUTUIM]JATTHO MPECIUKABAHHE
— V\{v}
7!, nobujamo na je K = Lk({v}) U CLk({v}). O

Cnenehu nmpumep je noOpa unycrparyja Teopeme 3.2.

IMpumep 3.2. Kao mto cmo ce yBepunu y [Ipumepy 2.2, KoMIIieKc ([Qk,j 1]) je

ayTo-myanan y ambujenty [2k + 1]. Axo momohy Jleme 3.4 mMOTpakuMO JIMHK

TemeHa {2k + 1} y KomIuiekcy ([%,j 1]) To0HujaMo:

Lk({2k +1}) = {A C[2k] | AU{2k+1} € <[2k:k+ 1]) }
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= {AC K] | [AU{2k + 1} <k} = (kp-k]l)‘

2k

ITo Ipumepy 2.1, 3Hamo 1a je (,[f_k]l)[ | = (21@—(%1)—1) = (). Crajamenm
CUMILTULIA]ATTHOT KOMILTEKca (l[ff]l) ca xommekcoM A1y = {0, {2k + 1}}
n06ujaMo haMUIIjy Koja caJpiKu cBe IOICKYIOBe cKyIa [2k+ 1] kapIuHanHocTH
HajBuie k u kojuma enemeHT 2k + 1 mpunama. Tako qobujamo 1a je:

Lk((2E+ 1) U CLE({2k + 1})

_ ([2K] 2k +1 ~ ([2k+1]
= ( f UsAe ! |2k+1e€ Ay = i :
3.5 KomOunaTopHa kiacupukanmja ayro-1yajaHuX KOMILIeKca

Anamuzom Teopeme 3.2 MoxeMoO Ja 3aKJbyUYMMO /1 je CBAaKU ayTO-IyaTHU
CUMILIMIM]AJTHA KOMILIEKC y aMOujeHTy V moTtmyHo oapeheH TuHKoM OUi1o Kojer
TemeHa v € V. Y 0BOM 0JIeJbKY, JIMHK TeMeHa {v} y KomIuiekcy K o3HauaBamo

ca Lk ({v}).

®amummje S u DI moxkemo na mocmaTpamo kao kateropuje y Kojuma
cy Mop(hu3Mu KOMOUHATOPHE €KBUBAJIEHIIH]je OTHOCHO M30MOP(PU3MHU CUMILIH-
[UjaTHAX KOMIUIEKCA.

Hexa cy K, L C 2" mpomssomun xommiekcn pamunuje DM ur: K — L
momopduzam. Tama MmokemMo 1a AePUHUIIIEMO CUMIUIUIIA]ATHO TTPECITUKABAbe
V7 i /K — L kao mpocTy pecTpHUKIHNjy MPECIUKaBalkba T HA MOTKOMILIEKC
VK = Lkg(n). Mehytum, civka npeciukaBama /7T He Mopa 1a Oyme /L
OJIHOCHO JIUHK TeMeHa {n} y komiutekcy L. Otyna, 1a 61 nepunucam GyHKTOp
\/, MOpaMo J1a ce OrpaHMYMMO Ha TIPECTUKABaba KOJUMA je TeMe 1 (PUKCHA TauKa
aJu OBO HUje J0OPO 3a mpaKTU4HE mpuMeHe. Ha mpumep, TMHKOBHU TeMeHA 1y
KoMIiekeuMa Ap,_1] 1 A 1y ¢y pexom {0} 1 Ay, (1,0} K0ju HECY H30MOPGhHU
CUMILTALIA]AJTHU KOMITJICKCH.

Ortyna, omepatop 1/ He MOXe Jia TOCIYKH Kao jobap (GyHKTOp. 3a cana
MO3KEMO Jia TBpIMO j1a akoje 7 : K — LusoMopduzam, v € [n] mpou3BoJbHO,
TaJa je pecTpUKIMja pecnuKkaBama 7, : [n] \ {v} — [n]\ {7(v)} usomopdpuzam
cumrumijananx kommiekca Lk g ({v}) u Lk, ({7 (v)}).

ITpumeTMo J1a omepaTop KOpeHa MMa CIuYaH MpoOiieM Kao M KiIacHyaH
KOPEH Ha CKYMy KOMIUIEKCHUX OpoOjeéBa KOjU Cc€ KaTErOpHIIe Kao ,,BUIIe3HAYHA

dyHkuuja’.
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Heka cy cana K u L moa-myanHu CAMIUTMIMJAIIHA KOMIUIEKCH Y aMOMjeHTY
[n — 1] uueka je 7 : [n — 1] — [n — 1] usomopdpuszam komrekca K u L.
Jedunuinemo npecnukaBame Aw : [n] — [n] ca:

AW:{ m(v), veln—1],

n, v=n.

Tokaxumo aa je A msomopdusam kommmekca AK = KU U K « A,y

u AL = LU U L « Agny. TIpBo, Ha ocHOBY Jleme 2.2, mpeciuKaBame 7
je m3omMopduzaM KoMILTeKca Kn=1 y Ln-1], Otyma, ma Ou gokazanu jaa je
Am wzomopduzam komruiekca AK u AL, 10BO/bHO je 1a mokaxemo aa je Arm
momopdusam komrutekca K+ Ap,y u L x Ag,y. Heka je A C [n] nmpousBosbaH.
Axon ¢ A, cummiexe A npunana K axko Am(A) = m(A) npunama KOMIUIeKcy
L (jep m : K — L je usomopdusam) mro nokasyje 1a A € K * Ay, akko
Am(A) € K * Ag,y. Axo n € A, cummneke A nmpumaga komiutekey K Ay,
akko A = BU{n} 3a vexu B € K. Kaxko je 7 : K — L uzomopdusam,
MPETXO/IHO je eKBUBAJIEHTHO YCJIOBY aa 7(B) mpumnaga KoMruiekey L OHOCHO
na m(B) U {n} npunana xommiexcy L * Ag,y. Otyna, A = B U {n} npunana
K x Agyy axkko m(B) U {n} = An(B U {n}) = An(A) npumaga Komruekcy
L % A{n}.

OBUM cMO JTOKa3a7u J1a Jujarpam:

K = L
1 1
AK 2% AL

KOMyTHpa u 1a je A1 uzomopuzam.

Jakje, mpeciukaBambe A MOXEMO Ja MocMaTpaMo M Kao KOBapHjaHTaH
(yHKTOp M3 KaTeropuje MOJ-AyalTHHX CHUMIUTALHUjATHUX KOMILIEKca y aMOu-
jenty [n — 1] ca usoMopdusMHUMa y KaTerOpHjy ayTo-AyaTHUX CUMILTHIMjATHEX
KOMIUIEKca y ambujeHTy [n] ca uzomopdusmuma. OBUM CMO JJOKA3aJIM TTIABHY
TEOpEMy OBOT TOTJIaBJba:

Teopema 3.3. Ayiio-gyannuu cuminuyujannu xominexcu K C 2V u L C 2%, zge
je |V | = |W/|, ¢y kombunaitiopno exsusanenitinu axko iocitioje epxosu {v} € K u
{w} € L mareu ga cy Lk ({v}) u Lk ({w}) xombunaimopno exeusarenivnu.

IMpeTxogHa Teopema 3HAYAjHO TOjETHOCTABIbYje KOMOMHATOPHY KIIACH(H-
KaIljy ayTo-IyaTHUX CUMIUTUIIM]aTHUX KoMIutekca. CTaHaapIHa mpoBepa KOM-
OMHAaTOpPHE €KBUBAJICHTHOCTHU MOApa3yMeBa MpoHanaxeme O1jeKIrje aMOujeHT-
HUX CKYITOBa Koja 3a/10BosbaBa Jlepuunmjy 1.4. Ako je kapauHAIIHOCT aMOMjeHTa
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n, moctoju n! moteHnujanHux oujeknuja. Kako nuuk temena {v} ne caapxu {v},
Teopema 3.3 cMamyje 6poj moTeHIMjanHuX Oujeximja Ha (n — 1)!. HapasHo,
HajIIpaKTUYHH]e je Hahu BpX JaTOT ayTo-IyaTHOT KOMIUIEKCa YHjU JTUHK UMa
HajMamu OpOj TEMEHA M YIOPEIUTH ra ca JUHKOM BpXa JIPyror KOMIUIEKca ca
UCTUM OpOjeM TeMeHa.

Teopema 3.3 Ham Takohe omoryhaBa ga epuKacHO OIpPEeIUMO CBE HEW30-
Mop(dHe ayTo-myanHe KOMIUleKce y aMmOujeHTy [n]. Ilo TeopeMmH, TOBOJBHO
je Ia ofipenuMo Hen3oMopgHe MOoI-ayanHe KOMIUIEKce y aMOujenty [n — 1] a
HEU30MOP(HHU AyTO-AyaJHU KOMIUIeKcH he ma Oyny mel)y BUXOBUM JyaTHUM
Haarpagmama. [lpu Tom, Teopema 3.3 He rapaHTyje 1a ce AyallHUM HaJarpaj-
BaMa HeU30MOp(PHUX MOA-TyaTHUX KOMITIEKca J0OWjajy Hen3oMop(pHU ayTo-
ITyanmHu komIuiekcu. Ha mpumep, o TBphemy 2.1, koMmrekcn ([g]) ={0}n ([f])
Cy MOAIyalTHu y aMOujeHTy [3] u Hucy uzoMmopduu. MelhyTuMm, mUXOBE JyaiHe
HAJ['PAJIbe

A@) ) @) 3 y <[g}) ¢ Ay = @]) o),

—= Bl

RGN

— B — B

= ([i’]) \{{3}} U (?) * Dy = ((Ff]) U {{1,2}}> U (?) * Ay

— (E’]) U {{1,2},{4},{1,4},{2,4}} = <{1’§’4}) U {{3}}

Cy u30MOp(HU CUMIUTULUjATHU KoMIUlekcu. Otyna, KOMOMHATOpHUM (pu-
TpalujoM HeN30MOP(HHUX MOI-AyaTHUX KOMIUIEKCAa BPIIUMO CAMO JIETUMUUYHY
KOMOMHATOPHY QUITpALM]y BbUXOBUX IyaTHUX HAJITPATHH.

IMpumep 3.3. V Ipumepy 3.1 je moka3zaHo 11a Cy jeAMHU ayTO-AyaTHA KOMIUIEKCH
y ambujeHTy [3] koMmtekcnt A3 fi}, ¢ = 1,2,3 1 KOMIUTEKC ([i’}). Oryna,
TOJ-TyalTHA KOMIITEKCH Y aMOHjeHTy [3] cy MOTKOMIITEKCH KOMITTeKca (haMuTH-
je DB urto Ayrie A € ([g]) 3ajeJHO ca KOMILTIEKCUMA ([3]\1{2}) rnei = 1,2,3.
Mehy muma, Hem30MOpGhHHU CY:

Ko = {0}, Ky = Ay, Ko — (f]) ey = ([?)JQ ~ Aus.

Kao mto cmo Beh Buaenu, ayanmHe Haarpaame Komiuiekca Ko u Ky cy
n30MOpQHE KOMITIEKCY ([g]) U {{4}} Hame, myamHa HaATpaama KOMIDIEKca

K je cuMImmnujaTHu KOMIIEKC:
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— [

3
) U {1} U A{174}

B
My =28p UAm *Awy = (0

- B

— ((3) \{{2,3}}) UApgy = ((2) \ {{273}}) Ul

2,3,4
= A{LQ} U A{Lg} U A{174} = ({ 1 }) % A{l}

Kommieken K3 u Ky cy ayto-nyanuu y am6ujenty [3]. Tlo ITocmemuiu
3.3 BUXOBE TyallHe HaATPaIHhe CY PEIOM CUMIUTHIIU]ATHI KOMILIEKCH A([i’]) =
() * Ay mAA 2y = Ay * Ay = Apray.

Kaxko cy, AK; u A K3 u30MOphHM CUMIUTHIIN]aTHA KOMIUIEKCH, 3aKJbY4yjeMO
na y ambujeHTy [4] mocroje Tpu HeM3oMOp(hHa ayTo-JyanHa CUMILIUIUjaTHA
KOMIUIEKca KOjU ¢y TIprkazanu Ha durypu 14.

A L

Ap A5 U Ay * Agy

®durypa 14: HeusomophHU ayTo-IyaHi KOMIUIEKCH Y aMOujeHTy [4].

IMTpumep 3.4. HenzomopdHU MOI-AyaTHU CUMITIUIIA]ATHA KOMIUIEKCH Y aMOU-
jenTty [4] cy MOTKOMILIEKCH KOMILIEKCA ([g]) U {{4}}, ([i’]) * Ay 1 A 1 TO
cy:

o 015~ A= () (). = ()1 -

Ky = C?) * Mgy, Ky = ([2])  Ks = K5 U {{3}}, Ko = K5 U {{3}, {4} },

KlO - K6 U {{4}},K11 == K7 U {{4}},K12 - Kg * {4},K13 - A[3]

AHAIOTHO MPETXOAHOM ITpuMepy, kopuihemeM Jleme 3.2 MoKeMO J1a U3pauyHaAMO
IbUXOBE JyalTHe Haarpaame. Tako 1o061jaMo ayTo-/1yaliHe KOMIUIeKce:
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AKy ~ AK; =~ <[§]>U{{5}},AK1 ~ AKg ~ AK| ~ (<[2]>U{{4}}>*A{5},

3,4 2
Ay~ AKg &~ AK g~ A * <{ . }> U ([1]) * Ay U {{3,4}},

AK, ~ AKy ~ C?) } ({4’15}) U Ay, AK, = ([2])

[3]

AK5 %AKH = <1

) * A{475}, AK13 = A[4]
Jakne, y amOujenty [5] moctoju 7 HeM30MOPHHUX AyTO-TyaTHUX CUMILIUIIN-
JaTHUX KOMITJIeKca puKa3aHux Ha durypu 15.

3.6 f—BekTOpU AyaJTHUX HAATPATHU

CBakoM CUMIUTHIIMjaTHOM KoMIutekcy Ky aMOHMjeHTy [n] MoxkeMo 1a 1o/e-
mumo Bekrop f(K) € INJ xoju nasusamo f—sekrop (enr. face vector). Opaj
BEKTOP OPOjU CUMILIEKCE KOMIUIEKca /X UCTe TUMEH3H]je OJTHOCHO:

3.2 f(K)=(fo,fi,-- s fo), i={A€e K |dimA=i-1}|,i=0,1,...,n.

CBM CUMIUTMIIM]aJHU KOMILIEKCH OCMM Komiuiekca K = () campixe mpaszan
cuMILIEKC Te je kox mux fo = 1. Koopmunarta f; mpencrasma O6poj BpxoBa,
KOOp/IMHATA fo MpeICTaBiba Opoj jeTHOIUMEH3NOHATTHUX CUMITIekca UuTa. Tana,
OjnepoBa KapaKTepUCTHKa KoMIUTekca K ce padyHa rmomohy dgopmye:

n

(3.3) X(K) =Y (=1 ;.

=1

Hexonuko jenHocTaBHUX ocobuHa f—BekTopa U OjiepoBe KapaKTepUCTHKE
cy nate y crenehoj nemmu.

Jlema 3.5. 3aiipouseosmie cumitnuyujante kominexce K u L y ambujenimiy [n) eascu
gaje [(KUL) = f(K)+ f(L) — f(K N L), witio uminuyupa ga je Ojreposa
kapaxiiepuciiuka X (K U L) = x(K) 4+ x(L) — x(K N L).

Axo je K cumitnuyujannu komiinexc u L C K aipouzsomna pamunuja ckyiosa

maga je [(K\ L) = f(K) = f(L).
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A%

2] * aA{g, 4} U aA 2] * A{g,} U A{g 4} 2 K5

®urypa 15: HeusomophHU ayTo-IyaHi KOMIUIEKCH Y aMOujeHTy [5)].

Heka je K C 2Mnl CUMILTUIIN]a]THA KOMIUTEKC U Heka je (fo, f1,. .., fn) BeroB
f—sBextop. Ilpucerumo ce na je Ha ocHoBy Jleme 3.1, Anekcanmepos myain
CUMILIMLMjaTHOT KoMitekca Ky ambujenty [n] jemnak 2"\ C*(K). Otyna,
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aKko MoTpaxnumo f—BekTop komruiekca K nobujamo:

FIK) = f(2"\ Cv(E)) = f(2M) — F(C™(K)).

Mo Jedpunutmju (3.1) 3namo na je C*(K) = {[n]\ A | A € K} na, i—1a
koopmmuata sektopa f(C™(K)) (xojy osnauaamo ca f(C"(K )),) Jje jenHaxa
Opojy cumiutekca pamunmje C™(K) KapaMHAIHOCTH 7 a TO je yrupaBo f,_;. Tako
nobujamo neo (1) cneneher TBphema.

Tephemwe 3.9. 3a iipouszsoman cumiinuyujantu kominexce K C 20l cq f—seximopom
(fo, f1,- -+, fn) 6adicu ga je:

1) f(f()Z = (") = fa—izaceei=0,1,...,n.

@) x(K) = (~1)"" (x(K) — fo) — fu + 1.

X(K), n=1 mod 2,

- " maga je Y(K) =
(3) Axoje ) # K C 2", maga je x(K) {_X(K)—l—2, n=0 mod 2.

Hoka3: 3a TBpheme (2), ako uckopuctuMmo TBpheme (1), mobujamMo HU3 jen-

T - > st =0 () - )
SR I [SUES EITEIES o] (ISR IR

=1 i=1 =0

— 1+ (_1)n+2f0 + (_1)n+1 Z(_1>i+1fi _ (_1)2n+2fn
=0
= (=1)" (X(K) = fo) = fu +1
TBphemwe (3) cnequ u3 TBphema (2) jep f—BEKTOP CHUMIUTUIIHA]ATHOT KOM-

mekca () # K C 2" je rakaB maje fo=1u f, = 0. O

IMocaemuua 3.4. Ojneposa kapaxifiepuciiuka ayitio-gyianux Komiiexca y amou-
JeHinly tiapne kapguHanHociiu je 1.

VY HacraBky hemo a aHamu3upaMo f—BeKTOpe AyalTHUX Haarpaamu. [um
je ma omuineMo f BEKTOpP ayToO-IyalTHOT KOMIUIeKca MmoMohy f BekTopa JHHKa
HErOBOT TEMEHA.
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Tepheme 3.10. 3a ipoussonan iog-gyanan kominexe K C 2" gaycu:

1, i=0,
(1) f(AK)’L: (nzl)_fnflfi_'_fifla ?::1,...,71—1,
0, +=n.

1, n=0 mod 2,
(2) X(AK>—{ —2x(K)+3, n=1 mod 2.

éqeje f(K) = (f07f17 .. '7fn—1)-

Jlokas: Hexa je ) # K C 2"! mop-nyaman cuMmmuuujamHy KOMIIeKe
ueka je f(K) = (fo, f1,..., fa—1). Coajame xommiekca K 1 komruekca Ay,
Ha ocHOBY Hedunummje 1.6 uma f; + f;_1 cuMIuiekca KapAMHATTHOCTH © 3a CBE
1=20,...,n.

Kako je A(K) = KU UK « Apy u KN K« Ag,y = K, Ha ocHOBY
Tephewa 3.9 neo (1) nobujamo na jezacee i =0,1,...,n — 1:

FIAK); = FORP), 4 F(K % Agy)i — F(K)

= (n a 1) —foci—i+ it fiin—fi= <n ; 1> — frn—1-i + fi1.

1

Kako je xomrutekc AK ayro-ayanan y aMmOujeHTy [1], OH HE MOXKe J1a caapKu
cumruieke [n] jep 6u y cynporaom AK = Ay, a Ha ocnoBy ITpumepa 2.3 3Hamo 1a
A, HHEje ayTo-myanan y amOujenty [n]. Tako 3akibydyjemo na je f(AK), = 0.
Taxobe, f(AK)q = 1 jep no ITpumepy 2.4 He OCTOje AyTO-IyATHU KOMIUIEKCH
0e3 BpXOBa.

Kopucrehu Jlemy 3.5, Ojneposa kapakTeprcTuka komminekca AK jerHaka je
cymu (K1) + x (K * Agy) — x(K). Kaxo je f, = 0u fy = 1, na ocHosy
Tephema 3.9 3Hamo 1a je X([A(["*l]) = (=1)"(x(K) — 1) + 1. ITto ce Tnue
xommiekca K * Ap,, mwerosa OjiuepoBa KapakTepHcTHKa je 1 jep je y nuTamy
TPUAHTYJIAIMja KOHTPAKTUOUITHOT mpocTtopa. Tako nodujamo 1a je:

X(AK) = (=1)"(x(K) = 1) +2 = x(K).

O
IIperxomHo TBphewme HaMm omnakiaBa Hanaxeme OjIepoBe KapaKTepUCTUKE
ayTO-lyaJTHUX KOMIUIEKCA y HemapHuUM amOujeHTnma. Kako je cBaku ayTo-
JyaJTHU KOMITJIEKC JlyallHa Ha/irpajmha JIMHKA CBOjeT TPOU3BOJbHOT TEMEHA, aKO
3Hamo OjnepoBy KapaKTePUCTUKY JTUHKA, TAKO MOKeMO J1a u3pauyHamo Ojnepo-
BY KapaKTEepUCTUKY MOJa3HOT KoMIutekca. Takole, ako 3Hamo OjnepoBy Kapak-
TepUCTUKY ayTo-mTyanHor kommiekca K C 2P o mperxomnom TBphemy
3HaheMo u OjnepoBy KapaKTEPUCTUKY JIMHKA ITPO3BOJHHOT HETOBOT TEMEHA.
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Mocnennua 3.5. 3a ipoussoman ayimo-gyanan kominexe K C 225y apouseomio
v € [n] sancu: x (Lk({v})) = 1(3 — x(K)).

Cana hemo ma ce ocBpHeMoO Ha TexHuke ommcaHe y ITormasmpy 3.1. TIpuce-
THMO ce 1a TIPOM3BOIBHN ayTo-ayatrn kommieken K, L C 2 vory na ce mosesxy
y rpady cycencsa N'G,, myrem nyxune | K \ L|. OBy oncepsanujy hemo ma ucko-
PUCTUMO paju pauyHama OjiepoBe KapaKTepUCTUKE aAyTO-TyaTHUX KOMILIEKca
y aMOMjeHTUMA HEeMapHe KapAMHATIHOCTH.

Hexka je K C 2%t ayro-gyaman kommnekc ca f—BekTopoM (fo, fi, .. fn)
u Heka je A € K MakCUMaJlHU CUMIUIEKC KapAMHAIHOCTH . PeKOHCTpyKIuja

KoMIutekca K IpecTpojaBambeM MaKCUMATHOT CUMILTEKCa A je ayTo-myanan KoM-
mekc rs4(K) = (K \ {A}) U{[2k + 1] \ A} ca f—BekTOpOM:

fi, 7 en\{i2k+1—1i},
flrsa(K)); =4 fi=1 j=14
fi+1, 1=2k+1—1.

Axo norpaxumo OjepoBy KapakTepUCTHKY KoMIutekca 754 (K ) nobujamo:

X(rsa() = 3o(=17 4 f(raa(K)),

- Z<_1)j+1fj — (=1)H! 4 (=)l

= X(K) + (1) (=1 + (=1)*+) = x(K) + (-2)™!

Hakre, pa3nmuka OjIepoBUX KapaKTepUCTHUKA CYCEIHHMX YBOpoBa y Tpady
cycenctBa N'Gopy1 je 2. Kako caka asa usopa rpada NGopy1 Mory na
ce moBexy mytem (TBpheme 3.2), a OjnepoBa KapaKTepUCTUKA AyTO-TyaJTHOT
komriekca A1) jeIHaKa 1, 3aKJbyuyjeMo Ja CBH ayTO-IyaaHH KOMIUIEKCH y
ambujenty 2k + 1] umajy OjnepoBy KapaKTepucTHKY obnuka 1 4 2i 3a HeKo
ie{0,1,2,...}.

Ha 6u ce yrBpauo TauaH ormcer OjrepoBHX KapaKTepUCTHUKA ayTO-TyaTHIX
KoMIuiekca y ambujenty [2k + 1], 10BOJBHO je J1a ce opele Mmo-1yaHiu KOM-
ekcu y amOujenty [2k| ca najsehom u HajmamoMm OjIepOBOM KapaKTepHc-
tukoM. Tana he Ha ocHOBY TBphema 3.10 BUXOBe TyalTHe HAATPAIHLE 4 TTPE/I-
CTaBJbajy ayTO-IyaTHe KOMILUTEKCe ca MAKCUMaJTHOM M MUHUMaTHOM OjiiepoBoM
KapaKTEPUCTUKOM a ocTayie MoryhHoctu 3a OjnepoBe KapaKTepHUCTHUKE Cy CBU
HemapHu OpojeBH KOjU ce Hamase y qobujeHoM uHTepBamy. Ha mpumep, A
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u (I7) cy ayro-nyannu kommexcu y amGujenty [7] ca OjrepoBum KapakTepuc-
tukama 1 u 21. Otyna, y rpadgy N G7, Ha MPOU3BOBHOM IIyTY KOjU IIOBE3Yj€ KOM-
miekce Afg) U ([g]) Mopajy na ce Hal)y U ayTo-ayamHu KoMriekceu ca OjmepoBum
kapaktepuctukama 1 + 2irne? =0,1,...,10.

3.7 XoMoJ0rdja 1 KOXOMOJIOTHja TYAJTHUX HAATPAAbU

V oBOM ojieJbKy aHanMU3MpaMo Be3y u3Meh)y Xxomomoruje u KOXOMOJIOTH]e
JATOT CUMIUIMIIM]AJTHOT KOMIUIEKCA U HEeTOBE ayTO-/1yaJIHE HA/ITPA/IbEe ONUCAHE
y ITornasspy 3.3.

Hexka je K cummmunmjanau komiuieke y amOujenty V. Ilo Tephewmy 2.2,
MOEMO J1a PETIIOCTABUMO Ja je K moji-yanaH jep moj-ayaTHOCT MOXe Ja ce
nmocturHe mpoctuM yBehamem amoOujenta V. [locmaTpajmMo iyaliHy Haarpamamby
KoMmImiekca K OJTHOCHO KOMILUTEKC

AK = K UCK.
Ha ocnoBy Tsphema 3.5, 3HaMo 1a je myaaHa HaATPaamkba CUMIUTAITN]ATHOT

KOMITIIEKCA ayTO-/lyallaH KoMIuieke y ambujenty V U{v}. OTyna, kao mocneauiry
Teopeme 2.2 nobujamo cnenehe TBpheme.

Mocaenuna 3.6. Hexa je K wiog-gyanran cuminuyujaniu KOMiiekc y amoujeniny
V 2ge je |V| = n. Taga sa we2osy gyany nagepagiy ANK uceei=1,... ,n+1
8acu:

H(AMK)) =~ H"2(A(K)).

Awnanusupajmo cana nap cummmnmjanaux kommiekca (A(K), K). Hwb Ham
je ma ormiemo xomouorujy komriekca A K momohy xoMonoruje komriekca K.
Kopucrehu 1yru TayaH HU3 XOMOJIOIIKUX TPYIa JOOHjaMo:

(B4) - = Hy(K) =5 Hy(AK) 25 Hy(AK, K) -5 Hy 1 (K) — -

Kako cHMMIMIIMjaTHi KOMIUTEKC M HeTOB MOTKOMIUIEKC YMHE mobap map,
3Hamo 1a cy rpyne Hy,(AK, K ) nsomopere rpynama Hy (AK/K) rre je dax-
top npoctop AK/ K 3ampaBo (K UCK ) / K. [Mpucetumo ce na mo Tephewmy
3.8 paxu K NCK = K. Otyna, dakrop mpoctop AK /[? je xomeoMopdan
npoctopy CK /K Koju je XOMOTOIICKHM €KBHBAJIEHTaH CYCHEH3Hju SK CUMILIH-
nujamHor koMiuiekca K. IlosHaTo je ma cy rpyme H x(SK) uszomopdue rpy-
nmama Hy_1(K) ma, ako y Taunom Huzy (3.4) rpyme H, (A(K), IA() 3aMEHHUMO ca
ﬁk_l(K) n00ujamMo:

a/ ~ A~

(3.5 oo Hy(R) 25 Hy(AK) -5 By y(K) 25 By (K) > -+
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ITomohy Teopeme 2.2 u Teopeme O YHUBEP3AIHUM KOCPHUIIMjEHTUMA KOja
MOBE3yje XOMOJIOTH]Y U KOXOMOJIOTH]Y JATOT CUMILTUINjaTHOT KOMILIEKCa, JTAKO
MOEMO JIa OJIpeTUMO XOMOJIoIIKe rpyme [y, (K ) Hauwme, cBakoMm Z caOupky

rpyne Hy,(K) oxrosapa Z cabupax rpyne H,_;_;(K) a csakom Z, cabupky
rpyne Hy,(K) onrosapa Z, cabupak rpyne H,_4_x(K).

Ortyna, na 6u momohy Taunor Huza (3.5) onpenunu rpyme Hj (A(K )), 110~
BOJBHO je J1a onuieMo xomoMopdusme ¢, u 0'. 1o KOHCTPYKIIMjH, OBH XOMO-

MOPGhHU3MHE Cy YCKO TIOBE3aHH Ca CTAHIAPIHIM XOMOMOpU3MUMa ¢, ¥ O U3 HI3a
(3.4).

MehyTuM, OCTOj1 MHOTO jeIHOCTABHUjH omrc XoMoMopdusma ¢, u d'. Iloc-
MaTpajMo Iyru TadaH Hu3 3a map (K, K).

3.6) - — Ho(K) 25 Hy(K,K) 2 He y(K) = Hy 1(K) — -+

Osne, Hy, (IA(, K) je m3omopdHo rpymu Hy, (IA(/K) a kako je CK KoHTpak-
TUOWIAH MTPOCTOP, CUMILTUIN]ATHA KOMILIEKC K U CK, onnocro ynpaso AK,
je xomoTorcku ekBuBanieHTan paxktop npocropy K /K. Otyna, ako ynopeaumo
HU30B¢ (3.5) 1 (3.6), MOXKEMO J1a 3aKIby4MMO 1 je 0 HHIYKOBAHO MHKITY3UjOM

i' 1 K — K a ¢, je uHIyKoBaH MBUYHUM MpecTHKaBambeM 0°.

ITpumep 3.5. Heka je K neroyrao npukasan Ha @urypu 16. Kako je K jenHomu-
MeH3HuOHaNaH, o Tephewy 2.1 oH je moja-ayanan y amOujenty [5] ma, merosa
JyajiHa HaJarpaama he ma Oyae ayTo-IyalaH CUMIUTHIIM]aTHE KOMILIEKC Y aM-
oujenty [6]. Kako cy MMHMMAaTHM He-CUMIUTEKCH KOMIUIekca K IMjaroHane
NETOYIIA, MAKCUMATHU CUMILIEKCH KOMILIEKCA K he na Oyay KOMILUIEMEHTH
mujaronana. Otyna, K je TpuaHrynanuja MeOujycoBe Tpake 4Hja je TpaHMIIA
netoyrao K kao mro je npukazano Ha GOurypu 16.

1

3 4

®durypa 16: Tleroyrao n meroB AllekcaHIepoB ayall, MeOujycoBa Tpaka.
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ITo Teopemu 2.2, Tpyre f[i(K ) ¢y uzoMopdHe rpymama H 5,1-,3(?(\’ ) a oBe
rpyne cy TpuBHjanHe 3a k # 1 u jennaxe Z 3a k = 1. OTyna, ako MCKOPUCTUMO
tadaH HU3 (3.5), mobujamo na je Hy (A(K)) = 03acBe k # 1. Kako ce rpanuma
Mebujycose Tpaxe Ba myTa 0OMOTABA OKO LEHTPAIIHE KPYKHULIE KOja TeHEPHILIE
H,(K), saxbyayjemo zia je xomomopusam i° 3ampaBo MHOKeme ca 2. Tako
no6ujamo j1a je jenuuu HeTpuBHjaaHu neo Hu3a (3.5) 3a map (AK, K):

07257 H(AK)) =0

Kako je xomoMopdusam i, cupjekTuBan, rpyna H, (A(K)) je nsomopdua
rpymu Imi, /Keri, = Imi,/Imi¢ = 7. /27, = 7.

Haxne, AK je 1BO-IMMEH3MOHAIHA KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT ca Zio
XOMOIIOTHJOM y JUMeH3uju 1 ma 3akibyuyjemo na AK mpeacraBiba TpHAHTY-
Janyjy MpojeKTUBHE paBHU omucane y Ipumepy 2.5.

V npeTrxoaHOM TIpUMepy cMO BUJENH aa nmomohy Taunor Husa (3.5) Hekana
MOXEMO J1a KOHCTPYHIIIEMO ayTO-JyallHe KOMITEKCe ca YHATpel 3aIaTUM XO-
MOJIOIIKUM T'pynaMa. HapaBHO, XOMOIIOIIIKe TpyIie MOpajy Aa UMajy CTPYKTYpy
omnucany y Teopemu 2.2.

Cajna HAaBOJIMMO CIIelMjajiaH CTydaj Kaja XOMOJIOIIKE TPyIe JyaTHUX HaJl-
rpaJmu MOTY Aa ce oapene Oe3 mo3HaBama XOMOMopdU3aMa U3 TAYHOT HU3a
(3.9).

Teopema 3.4. Hera je K cumitnuyujannu komiinexe gumensuje k > 1 y ambujeniny
V 2ge je |V| > 2k + 3. Taga AK uma ucitie xomonouike u Koxomonrowxe pyiie
kao apocinop K NV SK 2ge je V knunaciua cyma apocitopa.

Hoxa3s: ITo Tephewy 2.1, kommuieke K je moa-myanan y amoujeHty V.

Kako je numensuja kommekca K jennaka k, cse rpyne H;(K') cy TpuBujamte
3a 1 > k. Takobe, ako je |V| = nun > 2k + 3 tana, kopucrehu Teopemy 2.2 u
Teopemy o yHuBepsanHuM KoeUIMjEHTUMA, 3aKIbY1YjeMO Jia CY jeiuHe Moryhe
HETPUBHjaTHE XOMOJIOIIKE IPYIe CUMILTHIIM}ATHOT KoMIUTekca Ky auMeH3ujama
n—3,n—4,...,n—k— 3 (upumerumo na je rpyna Hy(K) 6e3 Topsuje). Kako
jen—k—32>2k+3—k—3 =k, 3akbyuyjeMO 1a y JIYyrOM TA4HOM HHU3Y
(3.5) samap (AK, K), rpyne H;(K) u H;_ (K) cy tpusujanne wu cy H;(K)
" ]Tl,»_l(K ) TpuBHjande. Kako je Hu3 (3.5) TayaH, IPeTXOHO UMILIUIIU]pA J1a je
f[i(AK) usomopdHo rpymu H,_; (K) unu je lei(AK) usoMopdHo rpymu H; (l?)

OBO KOMITIETHPA JTIOKA3. ]
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3.8 KoHcTpykumja ayTo-AyaaHuX TPUAHTY/IALMjA NPOjEeKTUBHUX
npocropa

VY Ilornasspy 2.4 Cy 1aTu MPpUMEPH TpUATyIaIlMja TPOJeKTUBHUX MPOCTOPA
Kao MpUMEpH ayTO-AyaATHUX CUMIUTALUjATHUX KOMILIEKca. AyTO-TyalHOCT JI0-
OMjeHUX TpUAHTyJallMja je Oua BUIle TTOoCTeTUIla HEero MPeTIoCcTaBKa 3a JoOu-
je€He CUMIUTULIM]aTHE KOMITTEKCce. Y OBOM OJIeJbKy onucahemo jejaH HOBU HAUWH
3a J00OHjame ayTo-AyaTHUX TPUAHTYIAlMja OBUX KOMITIEKCA.

CuMIuuijaiaHe KoMmiuiekce K auMeH3Hje k TaKBe J1a je JIMHK CBaKoOT IbU-
xoBor cumiuiekca A € K tpuanrynanuja chepe numensuje k — |A| HasuBamo
KOMOMHATOPHE MHOTOCTPYKOCTH.

HMedmnunnja 3.3. Kasicemo ga kombunaiiopna muozociupyrocii K gumensuje 2k
JIUYYU Ha TPOJeKiiuGHy pasam ako je:

~ 0, ¢ {k, 2k},
Hi(K) :{ 7, ic{k 2k}.

apu iwiom je k = 2,4, 8.

Kao mTo je ounrnemHo u3 mpeTxoaHe nedwHUNM]E, ITWIb je Ja JT00HujeMo
TpHaHTyIanuje KoMmiuiekcHe (K = 2), kBaTepHUOHCKe (K = 4), 1 OKTaHHOHCKE
npojekTuBHe paBHH (k = 8).

Heka je X C 2" ayro-nyanan cummmmnmjanayn kommneke n3 Jedunnimje
3.3. Taza, ma 6u xoMooIIKe Tpyne Komriekca K 3amoBosbaBaine Teopemy 2.2,
Mopa na Baxu 1a je H;(K) = H"371(K). Kako je kommnekc K 6e3 Top3uje, Ha
ocHOBY TeopeMe 0 yHMBEP3aTHUM KOe(UIMjEHTUMA ITPETXOIHO j€ EKBUBAIIEHTHO
ycnosy naje H;(K) = H,_3_;(K) a jequna MoryhHOCT Jja IPETXOJIHA j€IHAKOCT
Oyne 3a10BoJbeHa3acBet = 1,...,2kje3an—3—k = 2k oqHocHo 3a n = 3k+3.
Tako 3akJbydyjeMo J1a je aMOUjeHT KoMITIekca K kapauHanHocTy 93a k = 2, 15
sak=4u273ak=_8.

Kommieke K je ayTto-myajaH CUMIUIMIIM]AIHU KOMIUIEKC Ta je Ha OCHOBY
Teopeme 3.2 ymornynoctu oapehen nmotkommiekcom Lk({v}) a momro je K
KOMOMHAaTOpHa MHOrocTpykocT, Lk({v}) je Tpuanrymauuja chepe aumensuje
2k —13acBev € V. Ako Lk({v}) ozmaunmo ca S**~!, tana je

K = S26-1 821,

Kako je mo npernoctaBiu K KOMOMHATOpHA MHOTOCTPYKOCT JTUMeH3Hje 2k,
CBY FbeTOBU MaKCUMAJTHU CUMIUIEKCH Takohe Mopajy na oyay mumensuje 2k. 13

yeroBa fa je S2F—1 N CS%*~1 = S26~1 3axspyuyjemo 1a je

(7 Maw($UCSHY) = Mar($) U Maa(CS*7).
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Axo 6u moctojao cumiiekc A € [3k + 2] kapauHATHOCTH k KOjU HE TpUIaia
cepu S~ Tama 6u cummmekce [3k + 2] \ A koju je kapmuHamHOCTH 2k + 2
MpHUITa1a0 AJIEKCaHIEPOBOM JIyaiy @\_1 IITO HHje MoTyhe jep CBU CUMILIEKCH
KOMIIJIeKCa @f\—l cy kapauHaigHocTH Hajeuine 2k + 1. Tako 3akibydyjeMo jaa
S%=1 canpsku cBe CHMITIEKce (haMuiHje ([3]? 2]).

SZk—l

Axo je (fo, f1,- -+, forrs) f—BeKTOp KOMILTEKCA , Ha ocHOBY TBphema
—_—

[3k-+2]
2k+1

miekca. MakcuMannu cuMimiekce konyca CS?*~! cy o6muka A U {3k + 2} re

3.9, 3aKkibyuyjeMo Ja KoMmiuieke S~ uma ( ) — fk+1 MaKCUMaTHUX CHUM-

A € Max(S%~1) u uma ux for. Kaxo HE jemaH cummiec kommaekca S2F—1 e
caapxu Teme 3k + 3, 3akibydyjemMo aa KoMmIuieke K uma (EZﬁ]) — fra1 + for
MaKCUMAJTHMX CUMILIEKCA.

Jakre, 1a 6M KOHCTPYHCATH ayTO-AyaTHy KOMOWHATOPHY MHOTOCTPYKOCT
KOja JIMYM Ha MPOjeKTUBHY pPaBaH, MOTPEOHO je Ja KOHCTPYHUIIIEMO JAyaHy Ha/l-
rpanmy chepe S ! koja uma cneneha cBojcTsa:

o 5?71 je mon-nyamna y am6ujenty [3k + 2],

o () c st c (42,

o 5?1 je KOMGHMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT.

Kommnekcn ormcanu y Ilornaempy 2.4 ka0 NMUHKOBE TeMeHa MMajy cdepe
ca HaBEIEHUM CBOjcTBUMA. Jla OW MOOWMIM TPHAHTYJIAIN]y MHOTOCTPYKOCTU
KOja JIMYM Ha OKTAaHUOHCKY MPOjeKTUBHY paBaH, MOXXEMO Ja KOHCTPYHILEMO
nyanHy Haarpaamy chepe S y ambujenty [26]. Tauan Hus (3.5) rapantyje aa
JIOOUjeHN CUMILIUIIM]aTH KOMIUIEKC MMa MCTY XOMOJIOTH]Y KaO0 OKTaHUOHCKA
MPOjeKTUBHA paBaH. MehyTum, 1a Ou MOTBPAWIN 1A j€ Y TUTarhy OKTAHMOHCKA
MPOjeKTUBHA paBaH, TTOTPEOHO je Ja JOKaXeMO Ja JOOWjeHW KOMIUIEKC UMa U
oaroBapajyhu TOMOIOMIKY THII.
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4 Hen3z0exHH CUMILTMIH|ATHI KOMILJIEKCH

Hens6exHu CUMIUTMIUjaTHA KOMIUIEKCH Cy TPBH IIyT yBeaeHu y [4] mox
Ha3MBOM ,, TBepOEpr HEM3OEKHU CHUMIUTUIMjATHA KOMIUIEKCH KAao TJaBHH ap-
TYMEHT 3a aHanuzy npooOiiema TBepOeproBor Tuma. Y OBOM IOTJIABJbY aHa-
JTU3UPAMO OBE€ KOMIUIEKCE Y KOHTEKCTY jeIHE MHBAPHU]jAHTE CUMILTHIIHjATHUX
KOMITJIEKCa KOjU MOTY JIa ce MPE/ICTaBe Kao Clajame ayTo-AyaTHUX KOMIIeKca
pamu eduxacHuje npumeHe Ilocneaune 2.1. Martepujan U3 OBOT IMOINIABIbA
je Gasupan Ha pany [15]. Paaum meTasbHUjer yBUIA Y OCOOMHE M IPUMEHY
HEN30EKHUX CUMILTMLM]aTHUX KOMIUIEKCA, YUTAOILLY Ce Ipernopyuyje [16].

4.1 TIlapTMuMoOHA MHBAPMjAaHTA T U 7" —HEU30EKHOCT

[MapTunyoHa MHBApUjaHTa CUMIUTMIMjATHOT KOMIUIEKCA je yBeleHa y [16]
paju ucTpaxxuBama mpobineMa Ban Kamnen-dmopecosor 1 TBepOeproBor TUIIA.
ITpumerumo na o Teopemu 2.3 TBpheme (2), HAI-TyaTHU CUMIUTALIMjATHA KOM-
TIeKCcH cajipke 6ap jenan cumruieke ceake naprunuje {A, A°} ckyna V Ha auc-
JYHKTHE CKyrmoBe. MOTHBHCAHU OBHM 3amaXxarmeM, yBoaumo creaehy nehuHu-
jy.

Hepunnumja 4.1. Ilapiwiuyuona unsapujanitia (unu m™—uH8APUJAHTHA) CUMILIUYU-
JannoZ komiinexca K y ambujeniay V', y osnayu w(K), je najmarou aipupogar 6poj p
marae ga kominexce K cagpotcu 6ap jegan cumiinexc ceaxe dapimuyuje A Ll - -UA,
ambujenitia V' na qucjykukigine dogeKyiiose.

IMapTunmrona uHBapujaHTa j€ OYUTIIETHO KOMOMHATOPHA MHBAPHjAHTA CUM-
TITUIM}aTHOT KOMTIekca. Y HacTaBky, pamumujy P, = {A;, ..., A} C 2V nuc-
JYHKTHHX CKYIOBA HAa3WBamo maptuijom ckymna V akkoje V = A; U--- U A,.
AKo je 6ap jemaH oJ CKyIoBa MmapTuije P mpa3aH CKyI, MapTUIH]y P, Ha3u-
BaMo TpuBHjaTHOM. Ako je P, N K # (), kaxkemo 1a komrieke K 3a10Bo/baBa
naptuuujy P,.

Nepunnuuja 4.2, Cuminuyujarnu komineke K C 2V je r—uneuzbeacan y ambu-
Jenitiy V' axo je 1(K) < r. Exeusanenitino, komiinexc K je r—neuszbescan axxo
sa ceaxy dapiwyujy P, = (A1, ..., A,) avbujenitia V eaxncu P, N K # .

IMpumetrumo na ako je maptuinja P amOujeHta V' TpuBHjaliHA, CBAKH CHM-
mmimjanan kommreke ) # K C 2V je takas ma {)} € P N K. Kaxo cy cBe
naptuimje ambujenta V wa |V| + 1 ckynosa TpuBHWjaiiHe, 3aKJbyuyjeMoO 1 je
xommiekc K ysek (|V| + 1)—nensbexan. Axo kommnexe K C 2V cangpxu 6ap
jemHo TeMe oH je | V| —HensbOexaH jep jenHa He-TpUBHjaTHA TAPTUIIMja CKyma V'
Ha |V| ckymosa je mapTuimja Ha BPXOBe.
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Tepheme 4.1. Axo je cuminuyujannu kominexe K C 2V r—ueusbescan, iwaga je
OH U S—Heusbexcan 3a cee s > T.

Jokas: Axo je Ps = {Ay,..., A} npoussospbHa mapTuimja ckyma V', Tana je
P, ={A1,..., A1, A, U--- U A} maptunumja ckyma V' 3a kojy je mo mper-
noctaBuy P, N K # (). Ako A; € K 3anekoi € [r — 1], tamajen A; € P,N K.
Axo A, U---UA; € K, kako je K CUMIUTHIIHjaTHA KOMIUTEKC, CBU CHUMILIEKCH
A, 1, npunayajy komruiekey K omnocuo, {A,, ..., As} C PsN K. O

Jenuuu 1—Hen30exaH CUMILTUIMjATHU KOMIUIEKC y ambujety V je Ay jep
caMo OH 3aj0BoJbaBa maptuimjy P; = {V'}. Tlo Teopemu 2.3, Haj-ayanHu
CUMILTULJaTTHU KOMIUIEKCH Cy 2—Hen30eXHU a MOJ-AyaTHU KOMIUIEKCH UMajy
HUBO HemsOexxHocTu Behu ox 2. Jlakie, HUBO HEM30EKHOCTU CUMILIUIN]ATHOT
xommekca K # () HMje orpaHMYeH OI03TO AU JeCTE OTPAHUYEH 00310 TE UMA
CBOJy MUHMMAJIHY BPEIHOCT.

Tephemwe 4.2. Axo cy K, L C V' cumitnuyujantu komiinexcu iwaxsu ga je L C K,
maga je m(K) < m(L).

Jlokas: Ako je m(L) = r, Tajza 3a cBaKy mapTuiujy P, am6ujenTa V' Baxu 1a je
() #P.N L CP,N K mro norephyje 1a je K KoMIUIeKC KOjH je 7 —Hen30eKaH
onnocHo 1a je m(K) <. O

V nokasy nperxogHoT TBphema cMO BUIENH J1a aKo je r—Heu30exaH KOM-
mieke L moTkomruieke koMmriekca K, Taga u K mopa ma Oyne r—Hen30ekaH.
3aTO YBOJMMO HOBH II0jaM KOMIUIEKCA KOJU Cy MHHHUMATHO 7—HEH30CKHHU Y
OJIHOCY Ha peNanujy ,,0UTH MOTKOMIUIEKC .

Nepunnuuja 4.3. Cumiinuyujannu xominexe K C 2V je munumanno r—ueusbesrcan
AKKO C6aKU He08 Tpasu TOTHKOMINEKC HUje T—Heu30eican.

ExBuBameHTHO, KOMIUIEKC [ je MUHMMAITHO T"—HEM30eKaH aKKO 3a CBAKH
MakcuManuu cuminieke A komruiekca K, motkomimteke K\ { A} Huje r—neus-
OexaH IMTO HaM omoryhaBa a ¢popmymuiemo cienehe TBpheme.

Jdema 4.1. Heka je K C 2V r-neuszbeacan cumiinuyujannu kominexc. Taga, K je
MUHUMATIHO T"—Heusbedcan akko 3a céaku maxcumannu cumiiiexe A € Max(K)
idocimioju bap jegna neimipusujanna dapimuyuja P, = {A, As, ..., A} ckyila V
waksa ga je P, N K = {A}.

Jloka3: Heka je r-Hens6exan cummuimjanau kommieke K C 2 Munumanan.
IpeTrocTaBUMO CYMPOTHO, Tj. Heka moctoju cumiuiekc A € Max(K) Takas
na 3a cBaky Herpusujandy mapruimjy P, = {A, As, ..., A} ckyna V' Baku
{A, A;,} € P.NK. Tana, npou3BoJbHA HETPUBHUjaIHA MAPTHIHjA P, aMOUjeHTa
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V' je TakBa ma: axo P, He cagpxku A, 360T r—HEU30EKHOCTH KomIuiekca K,
naptuimja P, je 3amoBobeHa HekuM cumiuiekcom B € K\ {A}, a ako P, caapxu
A, oHa je 360T MpeTIoCTaBKe 3aJ0BObEHA jOII HEKUM CHMITIEKCOM KOMILTEKCa
K\ {A}. Oryna, notkommneke K \ {A} kommnekca K 3a10BojbaBa CBaKy
napTuiujy P, Te je r— Hem30exkaH IMITO HapylIaBa MUHUMATHOCT KOMIUTeKkca /.

Hexa r-nHemzbexan koMmrieke K uMa O0coOMHY Ja CBAKOM MAaKCHUMAJTHOM
cummtekcy A € Maz(K) oarosapa mapturmja P/ ckyma V' ca ocobunoM 1a je
PANK = {A}. Tana, 3a nposzsombho A € Maz(A) Baxu PAN (K \{A}) =0
wito notephyje na K \ { A} nuje r—nHensbexan. O

IMocaemuua 4.1. Cseaku r—Heuzbexcan CUMATUYUJATHU KOMIIEKC CaAgpHCU MUHU-
MAnHO T —Heu30exican HomKOMIIeKC.

Jokas: Axoje K = {(} tana je on (|V|+ 1) —Hensbexan a KAKO IOCTOjH MAPTU-
wja {{v1}, {va}, ..., {vjv|}, 0} xojy 3amoBosbaBa caMo MaKCHMaTHH CHMILTEKC
(), ro mo Jlemu 4.1 ummummnupa na je K = {0} munumanuo |V| 4 1—nens6exan.

Hexa je K r—HeusbexaH. KOHCTpyHIIIMMO MUHUMAITHO 7 —HEU30eKaH MOT-
KOMIUIEKC Komrutekca /.

Hexka je Ky = K.

Axo moctojur cummiekc A € Maxz(K;) TakaB ma 3a cBaky mapTummjy P
koja campxku A Baxu na je |[PA N K| > 2, veka je Tama K; 11 = K; \ {A}.
Tana, komrieke ;11 je Takohe r—Heusz0exaH jep cBe mapTuiuje P, amOujeHTa
V' canpxe neku cummiexe B € K; \ {A}.

Wtepanujom MpeTXOAHOT Mpolieca J00UjaMo HU3 r—HEU30eKHUX MOTKOM-
TieKca KoMruiekca K

K=KyDKiDKyD---DK,

OBaj mporiec Mopa Ja ce 3ayCTaBU jep W30allMBaEkeM MAKCUMATHHX CHM-
IUIeKCa Y Kpajiboj TUHUjU go6ujamo MuHUMaHo (|V |+ 1) —Hens6exan cuMILIH-
uujanau komivieke Ky = {0}. Hakne, no6umu cmo notkommieke K C K koju
je r—Hen30ekaH Takas ja MakcuMamHuM cumiuiekcnma A € Max(K}) oxro-
Bapa 6ap jenna maprurnuja P, ckyma V taksa na je P, N Ky = { A} mro no Jlemun
4.1 mokasyje na je K MUHMMaTHO 7 —Hen30eXKaH. ]

IMpumep 4.1. CBaku Haja-AyajaH CUMIUIMIM]ATHA KOMIUIEKC y aMOujeHTy V'
caip>Ku MUHUMAJIHO 2—Hen30eKaH MOTKOMIUIEKC. AYTO-IyalHU CHUMILIUALIU-
jaman kommteken K C 2V cy MunnManHo 2—Hems6exHH jep mo Teopemu 2.3
cBakoM cumiuiekcy A € K oxrosapa maprunuja {A, A°} ckyma V' TakBa na je
K n{A, A} = {A} wiro notephyje Jlemy 4.1.

I'enepanuzanujom Ipumepa 2.2, MoxkeMo J1a OTIUIIEMO jeqHY (haMUITH]y MU-
HUMAJTHO 7" —HEU30€KHUX CUMIUTHIIN]aTHUX KOMIUICKCA 3a TPOU3BOJBHO 7 > 2.
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[rk—1]

o1 ) j€ MUHMMAITHO T —HEeU30eXaH.

IMpumep 4.2. 3a 7, k > 2, KOMITIEKC (

IIpBo, K jecte r-Hem3OexaH jep jemruHa MOTYhHOCT Ja KOMITIEKC ([rfjll]) HE

3ajioBosbaBa maptuuujy P, = { A1, ..., A, } ckyna [rk—1] je axo cBaku cumruiekc
A, € P 6yne xapmuHanHoctr Behe og k — 1. Tamajerk —1=|A;U---UA,| =
|Ay| + -+ -+ |A,| > rk mro Huje moryhe.

JIpyro, cuMInuiekc A je MaKCUMaJIHH CUMILIEKC KOMILUIEKCA ([Tk]:”) aKKo je

xapmaramHoctn k — 1. Tama, 3a mpomssomsio A € Max(("1)), mocroju
neTpusMjanua naprumuja PA = {A;, ..., A,_1, A} ckyna [rk — 1], tne je |A;| =
- = |A,_1| = k, Taxsa naje PA N (M) = {4}

Ilpumep 4.3. JenuHr MUHMMAITHM 3-HeWM30eXKaH CUMIUIUIIUJATHU KOMIUIEKC Y
amOujeHTy [D] KOjU caapXu CBUX 5 TeMeHa je ([f]) jep, Ha OCHOBY MPETXOJHOT
MpuMepa, OBa] KOMITIEKC jeCTeé MUHUMATHO 3—HENW30eXaH Ia jeé CBAaKU HErOB
MpaBu HAJKOMIUIEKC 3-Heu30eXaH alli He MOXKe Ja Oy/le MUHUMAITaH.

V Ipumepy 2.3, kao u 'y Tephemwy 2.2, cmo Bujenu 1a yBehameM amOujeHTa
CUMTUIUIIN]AJTHOT KOMIIJIEKCA MEHhaMO HeTOBY yaTHy KaTeropusanujy. Hemro
CIIMYHO Ce JIeNIaBa U y CIy4ajy 7 —HeU30eKHOCTHU IITO UiycTpyje cnenehe TBphe-
he.

Tephemwe 4.3. Hexa je K cumiinuyujannu kominekc Koju je r—neusbexicau y am-
bujenitiy [n|. Taga, komiinexc K y ambujenitiy [n + k| je (r + k)-neuszbesncan 3a
cee k € N. Ako je K C 2" yunumanno r-neuséescan, maga je K C 20+
munumanro (r + k)-neusbeoican.

Jlokas: Hexa je K C 2I" r—neusbexan u nexa je Py = {A1,..., A, A1}
napruiuja ckyna [n + 1]. Tana, Bpx {n + 1} je caapxaH y HEKOM CHMILIEKCY
naprunuje P, 1, Ha pumep y A, 1. To Ham omoryhasa ma momohy cumrmiekca
B=A,UA, 1\ {n+ 1} nobujemo maprunujy P, = {A1,..., A1, B} ckyna
[n] kojy 360r r—Henz6exHOCTH KoMIuteke K C 2Mnl Mopa J1a 3aJI0BoJbaBa. AKO
jeA=A, € Kzaunekoi € [r — 1], tanaje A; € P..1NK. Axoje A =B
taga, kako je K cummmnujanau komriekc 1 A, C B, umamo na A, € K ma
A, € Pry1NK. Jlakne, komrieke K 3a10BoJbaBa MPOU3BOJbHY MAPTULIH]Y P 1
ckyma V o nokasyje 1a je komruieke K (r+ 1)-nensbexan y ambujenty [n+ 1].

Axo je kommeke K C 2" u MunuManHo r-Hems6exaH, Ha ocHOBY Jleme 4.1,
cBakoM Makcumansom cummiekcy A € Maz(K) onrosapa maprumuja P/ ckyna
[n] Taxsa na je PN K = {A}. Tana, amunuja Pt U {{n + 1}} je maprummja
ckyna [n+ 1] raxsa maje (PAU{{n+1}})NK = {A}jep {n+1} ¢ K. Oryna,
1o Jlemu 4.1, xommneke K C 2"+ je munumanno (1 + 1)-Hems6exaH. U

IIpumep 4.4. Ilpucerumo ce na je mo Ilpumepy 2.3, CUMITTHIIAjAITHA KOMILTEKC
A1y ayTo-myanaH y ambujeHty [2|. Tama, Ha OCHOBY IIPeTXOIHOT TBphema, KOM-
mwieke Aqqy je MUHUMATHO n—Heusbexan y amOujenty [n]. Tako 3axibydyjemMo

60



1 ¢y jeIMHU MUHUMAJTHO |V | —Hen30exH! KoMIUIEKCH y aMOujeHTy V' TpuaHry-
nanuje Tagaka Ag,).

Tepheme 4.3 nam omoryhasa na momohy texnuka omucanux y Ilormaspy
3 KOHCTPYHIIIEMO MTPUMEPE MUHUMAITHO 7" —HEN30€KHUX CUMITTUALIA]ATHIX KOM-
TUIeKca y MPOU3BOJbHOM aMOMjEHTY.

Cajsra HaBOAMMO jOIII jefaH MPAaKTHUaH KPUTEPUjYM 3a MPOBEPY MUHUMAITHE
r—uenzbexnoctu. Ilpe Tora, yBoAMMO HOBY ONEpALU]y ,,IPECEKA  CUMILIEKCA
A C V u pavmnnje ckynosa K C 2V ca:

(4.1) KNA={ANB|BeK}

Ako je K cummmuiujaiHu KOMIUIEKE, Tajaa K T1A je MOTKOMIUTIEKC KOMIUTIEKCa
K xora umHe CBM CHMILIEKCH KOMITIeKca K Koju ¢y cagpxaHu y A OIHOCHO
KnA=KnNAy4.

Tepheme 4.4. Hexa je K C 2V cumiinuyjannu xominexc xoju je r—meusbexcan.
Taga, K je munumanno r—neusbedican akko 3a C6aKu MAKCUMATHU cumiliekc A
komiinexca K, domxominexc K M(V '\ A) nuje (r — 1)—neusbescan y ambujenity

VA

Hoka3s: JlokaxuMo Ja cy ucnymeHu yciaoBu Jleme 4.1.

(=) Heka je K C 2V mMunuManHo 7—Hen36exaH CUMILTHIIM]jaTHA KOMILIEKC.
Tana, 3a npoussosbHo A € Max(K) nocroju mapturmja P cyma V' Taksa 1a
je KN PA = {A}. To ummmuuupa na je P,y = P2\ {A} maprummja ckyna
V \ A rtaxsa na je K N P,_; = 0. Kakoje KM (V\ A) C K, nobujamo na
je (KM (V\ A) NP,y = 0 wro norephyje na K M (V \ A) C 2\* nuje
(r — 1)—Heus6exaH.

(<) Heka K M (V \ A) nuje (r — 1)—Heuszbexan y ambujenty V' \ A 3a cse
A € Max(K). Tana, 3a npousBosbo A € Max(K), mocroju maprunuja
Pro1 = {A1,..., A._ 1} ambujenta V\ A raxsa naje (KM(V\A))NP,_; = 0. To
3Hauu 1a je P, = P,_1U{ A} maprunuja am6ujenta V Taxksa na je KNP, = {A}.
0

Mocaenuna 4.2. Axo je K C 2V munumanno r—mneusbesrcan cuminuyujaniu kom-
inexc waga je w(K) = r.

Hoka3: 36or r—Heusbexcri kommuiekca K 3uamo na je m(K) < r. 36or
MUHHMAITHOCTH KOMIUIEKca K, 3a MPOU3BOJbaH MaKCUMaTHU cuMIieke A € K,
nocroju maptunmja P = {Ay,..., A1} ckyma V' \ A takBa na je P._1 N
(KN (V\A) =0. Tamaje {AU Ay, Ay, ..., A,_1} mapnmmja am6ujenra V
KO0jy KomIuieke K He 3a10BoJbaBa ITO fA0Ka3yje na je m(K) > r. O
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4.2 Heun30e:xHOCT cnajarba CUMIVIMUMJATHUX KOMILIEKCA

Y OBOM O/IeJbKY aHAIM3UPAMO MAPTUIIMOHY MHBAPUJAHTY CUMILTULIN]ATHIX
KOMILIeKca JOOWjeHHX ClajalbeM KOMITIEKca ca MO3HATOM MapTUIIMOHOM MHBA-
pujaHTOM. Y OMIITEM ClIy4ajy, mMOMohy 7 —HEeU30€KHOCTU KOMIIOHEHATA CIa-
jama MOXeMO J1a TIPOIIECHUMO HUBO HEM30SKHOCTH Pe3ynTyjyher KOMIUIeKca.

ITpBo moxaxumo jeqHo momohHo TBpheme.

Jlema 4.2. 3a ceaxu r—neusbexcan cumiinuyujarnu xominexe K C 2V u ceaxy
aapmuyujy Ps cxyiia V 2ge je s > r eagicu ga je:

PsNK|>s—r+1.

Jloka3: Heka je K C 2" xommiexc koju je 7—Henm3bexaH M Heka je s > .

IMpetnoctaBumo ja moctoju maprunrja Py = {A;, ..., As} ckyna V' Taksa j1a
jePsNK ={A;,..., A, } tneje k < s —r. Tama, momohy cKymoBa pasiuKe
Ps\{Ai,. .., A, } ={A;,..., A,,_,}, MOKeMO 1a KOHCTPYHUIIIEMO TIAPTULIH]Y

Pow ={A;,...,A;  UA, U...UA,;,}ckyna V taksy naje Ps_y N K = 0.
Kakoje s — k < s — (s —r) = r 3ak/byuyjemMo 1a r —HeuzbexaH KoMmruieke K He
3a0BOJbaBa MapTUIN]y Ps_j 1mTo HUje Moryhe. ]

Teopema4.1. Hexacy K; C 2Yi cuminuyujantu komiinexcu koju cy r;—HeuzoeicHu
3a1=1,...,n. Taga, cumiinuyujannu xominexc Kq * - - - x K, je r—neuszbescan
y ambujenity Vi LI - - - UV, 2ge je

r=ri+---+r,—n+1L

Hoxa3: be3 rybibema OMITOCTH MOKEMO J1a TIPETIOCTABUMO Ja Cy aMOWjeHTH
Vi,...,V, mucjyukTHU mTo HaM oMoryhasa nma y Jedununmju 1.6 crajama Ko-
PUCTUMO KJTACHYHY YHU]Y CUMITIEKCA.

Hoxka3z pagumo uHaykijom mo n € N,

Hexa je K; C 2" xommiekc Koju je r,—Hem3bexan a Ko C 22 xommmekce
Koju je ro—Heuszbexan. Heka je r = r; + 19 — 1 u veka je P, = {Aq,..., A}
Mpou3BoJbHA MapTuija ckyma Vi UV, Tana, 73,} = P, M'Vj je maptummja
ambujenta Vi a P> = P, MV, je maptuinuja am6ujenta Vs.

Hekaje P, NK, ={A,NVi|ie L}aP*NKy,={A;NVy|i€ ,}. Tana
no Jlemu 4.2 Baxku naje |[1| >r—ri+1=rou|lh] >r—ry+1=r. Kaxoje
\I1|+| 2| > ri+72 > r,a [[UI, C [r], 3akmbyuyjemo naje Iy NI # () onnocHo na
mocroju k € 11N 15, Tosnaun ga ANV € Ky u ANV € Ky mro uMiunupa
na cumruieke (Ax N Vi) U (A N V3) = Ay mpunana cnajamy K * Ko 0HOCHO,
OTKPHWIJIM CMO CUMIUIEKC MapTuiuje P, Koju nmpumnajga KoMmruiekcy K * K.
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IMpeTnocTaBUMO MHIYKTUBHO Aa je Kq*- - -* K, | CUMIUIHIIH]jaTHA KOMIUIEKC
kojuje (ry + -+ + r,_1 — n + 2)—HensOekKaH.

Tama, kako cy amoujeHTH V;, © = 1,...,n IUCJyHKTHHU, KOMIUTeKC K =
Ky % -+ x K, je 3anpaBo cnajame K = (Kj *---x K, 1) * K. Ako je K,
KOMITJIEKC KOjU je 7", —HEeM30eKaH U aKO KOMIUIEKC K mocMaTpaMo Kao Crajame
JIBa KOMIIJIEKCa, OH/A j€ Ha OCHOBY Beh JT0OKa3aHOT OH 7"—Hen30eXaH 3a

r=r+--+rmpag-—n+2+r,—1=r+---+r,—n+1
[

IMocaemuua 4.3. Axo cumiinuyujannu xomiinexe K moodice ga ce tpegcitiasu Kao
ciiajarve K1 x - - - x K,,, iiaga je:

m(K) <7m(Ky)+ -+ m(K,) —n+1

[IperxoaHa mocneauiia HaM oMoryhaBa a oJipeIUMO TOpbY TPAHULLY Tap-
TUILIMOHE UHBApHjaTe cliajara KoMIulekca. MelhyTum, mapTUIIMOHY UHBAPHJaAHTY
crajarba MOYKEMO TPELM3HO J1a OJPETUMO Y JeTHOM MOCeOHOM CIydajy.

Tephemwe 4.5. Axo cy cumiinuyujannu komiinexcu K; C 2V ymunumanno r;—meus-
besxcnuzat = 1...,n, Waga je cumiinuyujarru kominexc Ky x- - -x K,, munumanno
r—ueusbescan y amoujeniay Vo U --- U Vyzar=rm +---+r, —n+ 1

Hoxas3: 1o Teopemu 4.1, 3namo 1a je K = Ky * - - - ¥ K, CAMIUIMIIUjaTHA KOM-
wiekc koju je (11 + - - - + 1, —n+ 1)—Heusbexan. JIOKaKUMO J1a je MUHUMAJIaH.

OreT peTnocTaBhbaMo Aa cy ambujentu Vi, . .., V,, TUC]yHKTHH.
Hekaje A= A, U---U A, npou3Bo/baH MAKCUMAITHU CUMIUIEKC KOMILICKCA
K. Tana, 3a cBako ¢ = 1,...,n, cuMIuiekc A; je MAKCUMAJIHA CUMITIEKC MHHH-

HAJTHOT 7; —Hen30eXHOT KoMmIuTekca K; a, Ha ocHOBY Jleme 4.1, mocToju mapTu-
muja P, ambujenta V; Taksa na je P, NK; = {A;}. Kakoje K; C K a ambujentu
Vi mucjyHkTHH, 3aKkibydyjeMo na je P, N K C Ay, N K = K; omqHOCHO 1a je

Cana, 3a maprumjy PA = {A,U---UA L U(P,, U---UP, )\ {A41,..., A}
ambujenrta VU - - - U V), Baxu:

PAOK = ({A}NK)U (P, \{Ai}) N K) U+ U (P, \ {Au}) N )
={A}UbU---UD={A}.

Hakne, mpousBosbHoM cummiekcy A € Max(K) onrosapa maprumnuja P/

ambujenta Vi U --- UV, ma r + --- + 1, — n + 1 ckynoBa TakBa aa je
PAN K = {A} mro Ha ocHOBY Jleme 4.1 moTBphyje 1a je Kommneke K MUHH-
ManHo (r; + - -+ 1, — n + 1)—HensOexaH. Ol
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ITpumep 4.5. Jenna ox mocrmenua TBphema 3.8 je ma KOHCTPYKIIMjOM KOHYcCa
ayTO-IyaTHOT CHUMIUTHIIHjaTHOT KOMIUTeKca y aMmOujeHTy V' moOujamMo ayTo-
JyaJHU CUMIUTHIMjATHE KoMIuteke y ambujenty V' LI {v}. Hemro cauyno ce
Je1aBa U y Ciydajy MUHUMATHO 7 —HEU30eKHUX KoMmIuiekca. [1pBo, KOMILIeKe
Ay je muanManHo 1—Heusbexan y ambujenty {v}. Tanma, ako je K MuHHU-
MaJTHO 7" —Heu30ekaH CUMIUTMIIM]AITHA KOMITIeKC y amOujeHTy V, mo Tephemy
4.5, xommnekc CK = K * Ay, je MuanManso r + 1 — 2 + 1 = r—Hensbexan y
ambujenty V L {v}.

IMpumep 4.6. Axo je K cUMIIUIIUjaTHU KOMITIEKC KOJU je (MUHUMAITHO) 7 —He-
n30eXkaH, TaJa CUMIUTUIHM]aTHH KoMIuieke K™ = K % --- x K je (MUHMAJTHO)
(n(r—1)41)—neuszbexan. Ao je K ayro-ayanas, oH je o ITpumepy 4.1 MuHu-
MaJIHO 2—Hen30eXKaH, IITO UMILTUIUPA 1a je K ™" KOMIUICKC KOjU jeé MUHUMAJTHO
(n + 1)—neusbexan. VY omuiteM ciyuajy, ako je K1, ..., K, npousBo/baH HU3
ayTo AyaJIHUX KOMIUIEKCA, TaJa je ’bUXOBO crnajame K * - - - % K, KOMIIIEKC KOjU
je MuHMMaIHO (1 + 1) —HensOekaH.

ITperxomna orcepBaiyja HaM BUIIECTPYKO oytakmasa mpumeny [locrmemque
2.1 pamu onpehuBama reoMeTpHjCKOT aMOWjeHTa JATOT CUMIUTHIIA]AITHOT KOM-
IIeKca. AKO je Cliajambe 1 ayTo-TyaTHUX KOMITIEKca caapKaHo Y KOMIUTIEKCy K,
Tama KoMIuteke K Mopa na 6yzne (n + 1) —Heusbexan. Otyma, mo Tephemy 4.2,
MapTUIIMOHA MHBAPHUjaHTA CUMIUIMIIMjA]THOT KOMIUIEKca oapehyje Munumasian
Opoj ayTo-IyaaHUX KOMITOHEHTH KOje MOTY Jla YUeCTBY]y Yy Clajamby OJHOCHO
axo je m(K) = m, Taja y crnajamy MOKe Jla yYeCTBYje HajMarbe m — 1 ayTo-
JTyaJTHUX CUMILTHITHjaTHUX KOMIUICKCA.

3a pa3nuKy o HaJ-TyaTHOCTH KOMITIEKCca Koja MOJKe 1a ce TPOBEPH IIIMPOKUM
CIIEKTPOM arapaTta omucaHux y Ilormaespy 3, mpolleHa HHMBOA HEM30EKHOCTU
CUMIUTHMITM]ATHUX KOMITIEKCA y Kpajih0j TMHUJU MO Ipa3yMeBa MPOBEPY Ja JIU Cy
napTuImje aMOMjeHTOT CKyma 3a0BoJbeHe. AKO je |V'| = n Tamga mocroju

r—1 r
Z H > j=i 1Y
, 1
1<n1<ng<--<n, =1
nitnz+-+nr=n
HETPHUBHjATHUX TTAPTUIHja cKyma V' Ha 7 mojckymnoBa. AKo je n 3HauajHO Behe
o1 7, 0pOj pa3TMUUTUX TAPTUIIM]A je BETMKHU YaK U 32 pauyHApPCKY MpoBepy. 360T
TOTa, y HACTAaBKY he /1a Oy/ie onucaH jelaH MeTO/T MPOolleHe HUBOA HEM30EKHOCTH
CUMILTUIIM]ATHOT KOMILIEKCA TEXHUKAaMa JIMHEAPHOT IMpOorpaMupama.
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4.3 JluneapHo peau3a0WIHM 7 —HeU30€KHU KOMILIEKCH

Y 0BOM 0/1eJbKYy aHAJTU3UPaMO jeTHY ITOCeOHY KITacy CHMILTHITHjaTHUX KOM-
IUIeKca TOOUjeHUX OTpaHUYaBarbeM ITO3UTUBHE aINTUBHE Mepe AeuHUCaHe Ha
bXOBOM aMOMjEHTY.

IMosutuBHa Mepa je ¢yukumja 4 : [n] — Ry. Kao auckperna dyHknuja,
cBaka Mepa je oxpehena Bektopom p = (o, ..., a,) € R}, Mepa u uaaykyje
amumusHy mepy 4 2" — Ry maty ca pu(A) = >, pu(i). Axo je u([n]) =1
aIATUBHA Mepa je BepoBaTHOCHa Mepa. Tama, paMuinja CBMX BEPOBATHOCHHX
Mepa Ha aMOMjeHTy [n] je cKyI:

{(aq,...;on) ERY |y + -+ - -a, =1} = Conv{er,...,en} = Ofey,. 00

OJIHOCHO, BEPOBATHOCHE MEPE HA CKYIy [n| MpeacTaBibajy T€OMETPUJCKU CUM-
TIeKc auMensuje n — 1 xojer o3Hauasamo ca AL,

Caaxoj agutuBHOj Mepu /1 : 2" — R, 1 cBakoM peamHoM 6pojy 3 1oxesby-
JEMO CHUMIUTHITHjaTHU KOMILIEKC:

(4.2) Ku<s ={A €2 | u(A) <}
Koncranty 3 Ha3uBamo mpar xomruiekca K, <.

Tephemwe 4.6. Hera je p ilosuiiuena aquitiuséna mepa na ckyiy [n| u nexa je
p([n]) = cur € N. Taga je 7(K,<=) < r ognocro cuminuyujannu Kominexc
K <2 je r—neusbesxcan. Axo je | seposaminocna mepa, daga je K j< L KomilieKc
Koju je T —Heuz0esican.

Jlokas: Heka je P, = {A;,..., A.} npoussospbHa maptunuja ambujeHta [n.
Tama, P, N K,<e = 0 akko je p(A;) > ¢ 3a ce i € [r]. Kako je mepa
aIMTUBHA, TO UMILTULIMPA JIa je:

o

o= p(ln]) = p(Ay U+ UA) = plA) + -+ p(4) > 1% = a

mTo Huje Moryhe. L

Panu npenusHor ogpehuBama MapTUIIMOHE UHBapUjaHTe KoMILIekca K, <a,
-
MOTpeOHO je omHucaTu Mepe Koje MPOU3BOJe MUHUMATHO 7" —HEN30eKHEe KOM-
TJIEKCE.

Tepheme 4.7. Hexa je p iiosuitivena aquitiuena mepa u (i([n]) = «. Axo je
komiinexe K, <o munumanno r-neusbexcan iwiaga je K, <o = K, .
- _r ka
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Hoxa3: Heka je K <o MUHUMaIHO 7-Hem3bexaH. [lpeTmocTaBuMO CympoTHO,

Tj. Heka mocroju cumiuieke A € K Tako 1a je u(A) = %. Tana, mocroju
MaKCHMalHH cuMimieke B € Max(K) takaB 1a je u(B) = ¢ (axo je pu(i) > 0
3a cBe i € [n], Tana je B = A a axo je p(iy) = --- = u(ix) = 0, Tama je

B = AU{iy,...,ix}). Hexaje P2 = {B, Ay, -+ , A.} mpousBo/bHa mapTHImja
ckyma [n] xoja cagpxku cumruieke B. Tana, pu([n] \ B) = p(A2) + - -+ p(A,) =
a—% = (r—1)% Otyma, ako je P’ N K <o = {B}, tana je u(A;) > < 3a
cBe i = 2,...,r ma gobujamo 1a je ju(Az) + - + p(A,) > (r — 1)< mro Huje
moryhe. Jlakie, cBaky mapTUIIM]y KOja caJpxu cKynm B 3ajg0BosbaBa 0ap joli
jenaH cuMIuieke komriekca K mro Ha ocHOBY Jleme 4.1 ummuniupa ga K p<e

HUj€ MUHUMAITHO 7" —HEU30eXKaH. [

VY ommrteM ciy4ajy, ycrnoB ga je K p<e = Kj,co He MOpa J1a MMILTMIHMPA
MUHUMAJHOCT Komiuteca [, <o. Ha mpumep, Mepa (i onpehema BeKTOpoM
(0,1,1,1,1) uHAyKYje KOMIUTEKC KMS% = KIK% KOjH je 3—Heu30exaH U capKu
CBUX 5 TeMeHa anu U cumiuieke {1, 2} ma, Ha ocHoBy IIpuMepa 4.3, KOMILIEKC

KMS% HHUje MUHHUMAJIaH.

Mehytum, TBpheme 4.7 jecTe ekBUBaAJICHIIU]A Y JETHOM CITELIM]aTHOM CITy4ajy.

Tepheme 4.8. Axo je i iiosuitiuena aguitiuena mepa 3a kojy je p([n]) = «, waga
Kominerce Ky<s je munumanto 2—neusbesican axxo je K,<s = Kjco.

Jokas:(=) ITo Tephemwy 4.7 U3 ycioBa MUHUMAIHOCTHU crieqn K p<ge = Kyce.

(¢<)Hexa je Ky<s = K,ca. Tana, 3a ceaxu cummiexc A € 20" paxn na je
p(A) # 5. Otyna, 3a nponsBorban A C [n] Baxu u(A) < § akko je pu(A°) > 5
mro3Haun ga A € K ji<& AKKO A€ K p<e mro o Teopemn 2.3 uMnnuImpa na

je K <2 ayTo-JyanaH OHOCHO MUHUMAJIHO 2—HEU30exKaH. O]

Cana yBoumo aeuHUIIM]Y TToceOHe Kitace CUMILTUIIM]aTHUX KOMITIEKCa Ha
KOj€ MOXeMO J1a mpuMeHuMO TBpheme 4.6.

Hebunnnnja 4.4. Kasxcemo ga je r—neusdesican cuminuyujaiiu Komiiexe K y
ambujeniiy [n] iuneapro peausabunan axo je K = K, <= 3a nexy 6eposaiiHocHy
-_r

mepy [ Ha ckyity [n).

Kommnexken u3 Hedunuije 4.4 cy mpeacTaBbajy crienujanaH ciaydaj JIMH-
€apHO peann3abWIHUX KOMIUIEKCA J0OUjeHuX rnmoMohy Mpou3BOJbHE BEPOBAT-
HOCHE Mepe U MPOM3BOJbHE BpeaHocTH Tipara. Y pany [30] je mokasano na je
KoMIUteke K JTMHEapHO peanu3abUiaH aKKoO je ,,TPTOBUHCKH KPYT OJHOCHO
aKo TIpOM3BOJbaH HU3 Ai, ..., A cummekca dpammmje 21" \ K Huje moryhe
TpaHchOPMUCATH Y HU3 CUMITIEKca KOMITIekca K pa3MeHoM BpxoBa Mel)y cum-
mekcuma. [1ocToju joir HeKOMMKO KOMOMHATOPHUX KaTeropu3alirja JTMHeapHO
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peann3abmIHIX KOMITIeKca Meh)yTum, oHe HUCY TToToIHe 3a mpuMeHy TBphema
4.6 jep He 00e30el)yjy mpar.

[IpoBepa nuHeapHe peannu3aONIHOCTH CUMIUTHIIM]AIHOT KoMIUlekca K ce
CBOJIM Ha HaJlaXeme pellierha TpobdieMa IMHeapHOT MpoTrpaMupamba.

Hexka je x : 2" — {0, 1}" npecnukapame koje ceakom cummiekcy A C [n]
nonesbyje kapaktepuctuuru Bektop X (A) € {0,1}" nar ca:

0, i¢ A,
X(A)i:{1 @éA.

Tana, kommieke K je muHeapHO pealnu3abuiiaH aKKo IMOCTOjJU aIUTUBHA Mepa
— n 1 ai .
p=(o,...,a,) € R} nnpar § € R, xoju 3a10B0sbaBajy ycmose:

<:U'7<17"'71)> =1,
(4.3) (e, x(A)) < B 3acee A€K,
(u, x(A)) > B sacee A €2\ K.

Kao o je onucano y [31], ycinosu (4.3) umajy jierny reOMETpUjCKy UHTEP-
npetannjy. CuMminnujarHoMm Komriekcy K C olnl o KOMIIJIEMEHTY 2] \ K
noielbyjeMo mojicKymose Kyoa [0, 1]™:

X(K) = {x(4) [Ae K}, x2"\K)={x(4)[Ae2"\ K}
<

Axo je H (u, 8) = {z € R" | (i, z) < [} mony-mpocTop uuja je rpaHuIa
xuneppasal (u,x) = fa H"(u, ) = R"\ H (u, 8), Taga ycnosu (4.3) mory
J1a ce MHTEPIPETUPA]y Ca:

H c An—l
(4.4) Conv (X(K)) c H (u, B),
Conv (x(2"'\ K)) € H (i, B).

Haxne, komruieke K je nuneapHo peannzabunan akko nonueapu Conv (x(K))

u Conv (X(2["] \ K )) MOTYy Ja ce pas3aBoje MoMohy XHIeppaBHU YHjH BEK-
TOp HOopMase HpHmaga cumrekcy A" ', Vcrnosu (4.4) uMmmumupajy a je
Conv (X(K)) N Conv (X(Q[”] \ K)) = (). MelyTum, Baxxu u 0OOPHYTO Tj. aKO je
Conv (x(K)) N Conv (x (2" \ K)) = 0 Tana nocroju xuneppasan (y, z) = f3
KOja pasaBaja oBe MoNmHenpe a ycloB Aa g € A" ! ce mocTmke ckanapHUM
MHOXemeM. OBa jeqHOCTaBHA OTcepBallja HaM oMoryhaBa 1a 3aKJby4HMO
J1a IMHEApHA pean3a0MUIHOCT HE 3aBUCU OJ1 aMOUjEHTa CUMIUTUIIUjATHOT KOM-
ryiexca jep axo cy nomenpu Conv (x(K)) u Conv (y(20\ K)) mncjynxrau y
R™, onn Mmopajy na 6yay mucjyHkTHu u'y R™ 3a cBe m > n.
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Wnycrpanumja ycrnosa (4.4) u onrosapajyhux monuenapa 3a ayTo-ayaaaH KOM-
TUICKC ([i’]) C 2B je nata Ha ®urypu 17. Ca durype 17 je Takohe jacHo ma je
CBAKU CUMILUTUIIN]aTHU KOMIUTEKC y aMOHjeHTy [3| muHeapHOo peanu3abunan. Ha-
JMamM MMPUMEP CUMIUTAITUJATHOT KOMIUIEKCA KOjU HUje TMHEeapHO peann3adbuinaH
je A[2] U A{3’4} - 2l

®urypa 17: Pasnsajame npoctopa Conv (x(K)) n Conv (x(2" \ K)) 3a cum-

IUTULHjATHA KOMIUIeKe K = ([i’]).

V Ilpumepuma 3.3 u 3.4 cy KOHCTpYHUCAaHU CBH HE-U30MOPGHHU ayTO-TyaTHU
CUMILTUIIN]alTHA KOMIUTEKCH y aMOujenTy (4] u amOujenty [5]. ITomohy ain-
roputMa koju perraBa npobjem (4.3) koHcTpyucaHor y nmporpamy Wolfram
Mathematica nobujena je Tabena 1 U3 Koje ce BUAM Ja Cy CBU ayTO-AyallHU
KOMIUIEKCH Y aMOujeHTy [4] u amOujenty [5] nuHeapHO peann3aOuiHuy.

Tabena 1: Mepe U IparoBu TIMHEAPHO PeATTU3AOUITHIX ayTO-IYATHAX KOMILTEKCa
y ambujentuma [4] u [5].

K 1 5

Ap) (0,0,0,1) 0
A U Apy (1/5,1/5,1/5,2/5) | 2/5
() * Ay (1/3,1/3,1/3,0) | 1/3

A (0,0,0,0,1) 0
GA[4]UA{5} (1/7,1/7,1/7,1/7,3/7) 3/7
(0AE U Ay) * Agsy (1/5,1/5,1/5,2/5,0) | 2/5
() * 085 U AR (1/7,1/7,1/7,2/7,2/7) | 3/7
() * Aqusy (1/3,1/3,1/3,0,0) | 1/3
Ap x A gy UO0AR * Ay UA gy | (1/9,1/9,2/9,2/9,1/3) | 4/9
() (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) | 2/5
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ITpumep 4.7. Xemu wkocaenap mpencraBibeH y Ilpumepy 2.5 je MUHMMAIIHO
2—Hen30exaH CUMILUTUIUjATHH KOMILIEKC. AKO MPETIIOCTAaBUMO J1a je OH JIMH-
eapHO peanu3abuiiaH, cucteM (4.3) je oonmuka:

()41+"'+Oé(3:1,
((ou,...,06),x(A)) <3 sace A€ Max(RF;).

Kako je cBaku Bpx komriuiekca R Py caapkaH y TAUHO D MaKCUMATHUX CHM-
TJIeKca, CyMUpamheM TOPHUX HejeTHaYnHA To0WjaMo:

Oé1+"'+0é6:1
5(0&1+"'+046)<§.

IITO UMIUTHITApA 14 je 5 < % IITO HUje MoTyhe.

ITpumep 4.8. IIpeTmocTaBMMO 14 je TPHAHTYJIAIMja KOMIUIEKCHE ITPOjeKTHBHE
paBHn u3 Ilpumepa 2.6 KOMIUIEKC KOjH je JHMHeapHO peanusabwian. Tama
nocroju mepa i @ V. — Ry nmara ca pu(v;) = a4, @ = 1,...,9 1aksa na je
CPQ = K 1.

p<i

U3 cucrema (4.3) 3akibyuyjemo na 3a cumiuiekce A; € Max(K) Baxke He-

jemnaxoctu u(A;) < % 3a¢ = 1,...,36. Axo cymupamo OB€ HEjeTHAKOCTH

00HjaMO HejeTHAKOCT

36 36
(4.5) ; n(Ai) < 5
Hexa je h; 6poj MakKCUMAITHUX CHMILIEKCA KOJU cajapike Teme v; € V, 1 =
1,...,9. Tana, penanuja (4.5) MOXe J1a ce TIPEICTABH ca:
9
(4.6) > hiay < 18.
i=1

Onpenumo cajga Opojese h;. Heka je v € V mpou3BosbHO TEME.

Tana, ako je l; € P Bpcra Koja cagpXku TeMe v, MAaKCHMAaJIHU CUMILIEKCH
bavmmje G koju canpxke teme v cy: (I; U ljiig) \ {w} rne w € [; \ {v} n
(lj—;1 U ;) \ {w} tme w € [;_,;. OBakBHX cUMILUTEKca UMa 5.

Jlarbe, HeKa v IpUIafa cuMIuiekcy us pamunnje Go, Taga v € mq Umsg THE je
my Nmy = {w} umy,mg € L'\ P. OBlie pa3nukyjemo JBa ciyuaja:

e w = v. Tama, m; u my Mory 1a Oyay OWIO KOje IBe OJ1 TPH MpaBe CKyIa
L\ P koje npona3se kpo3 TeMe v. OBaKBUX MApOBA UMa 3.
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e w # v. TIpeTmocTaBuMO Ja je v € my a m; MOXe aa Oyae OUIIo Koja o1
Tpu mpaBe ckyma L \ P koja mponasu Kpo3 v a TayKa IpeceKa W MOXKE
na Oyme OMIIo Koja Tayka TpaBe 1y pa3IuuuTa o1 v. Tama, IMaMo TauyHO
nBa u3bopa mpase my € L\ P koja ceue npaBy mq y Tauku w. Otyna,
3aKJbYy4yj€MO Ja OBAKBHX MMapoBa uma 3 - 2 -2 = 12,

Haxne, cumriuiekca pamunnje Go KOju caapxe TeMe v uMma 15 mro 3Hauu 1a
MaKCHMAaJTHUX CHMILIeKca Koju caapixke TeMe v uma 20. Kako je teMe v € V' 6uio
MIPOU3BOJHHO, 3aKJbyUyjeMo J1a je hy = hy = - - - = hg = 20 mTo 3aMeHOM Y (4.6)

UMIUTHITApA 14 je
9 9
D 200; =20) ;=20 < 18.
i=1 i=1

[Iperxognu mpumepu WIyCTpyjy UnbeHUIly Aa TBphemwe 4.6 He MOXke 1a ce
MPUMEHU MHOTE cuMIUTHIjaite komruiekce. [ tasuine, y pany [26] je mokasano
Jla TUHEAPHO PeaTn3a0MTHA CUMITIUIINA]AJTHA KOMTIIEKCH Ma]jy XOMOTOTICKU THIT
JTUC]YHKTUHX yHHU]a OykeTa cepa. Kako komriekca Koju HUCY XOMOTOITHU OyKe-
TUMa cepa UMa 3HAYAJHO BHUIIE OJT KOMILIEKca KOjU TO jecy, TEXHUKE MpOlieHe
MAPTULIMOHE UHBAPHUjaHTE OMMCAHE Y OBOM OZIEJbKY CY JaKO OTpaHHYEHE.

C 003upoM Ja TeXHHKe JUHEeapHOT MporpaMupama UMajy BpJIO pas3BHjeH
MaTeMaTUYKH armapaT U CACTABHU Cy JIEO MHOTHX MPOTPAMCKHUX TAKETA, Y HAC-
TaBKy he ma Oyne omuicaHa MeToAa MPOIEHE MAPTHUIIMOHE WHBAPHU]JAHTE CHUM-
TUTUIAjAITHAX KOMIIIeKca moMohy TMHeapHOT MporpaMupama Koja MOXe J1a ce
MPUMEHU Ha OMJIO KOjU CUMIUTUIIM]ATHU KOMILIIEKC.

4.4 KapakrepucTHYHHU NPar CAMIVIMIMJATHUX KOMILIEKCA

CBaKy CUMIUTHITHjaJTHA KOMILUTEKC caJIp K IMHEAPHO peaTn3a0ouiaH TOTKOM-
IeKc (Ha mpuMep, MTOTKOMITIEKC ca HajBHUIIE 3 TeMeHa) a 1o Tephewy 4.2, map-
TUITMOHA MHBAPHjaHTA MMOTKOMITIEKCA MPEICTaBIba MajOPAHTY MAPTUITMOHE UH-
BapHjaHTe HAIKOMIUIEKcAa. MOTHBHUCAHU OBOM OTICEPBAIINjOM, YBOJIUMO cienehy

nepUHULIN]Y.

Nedunnunja 4.5. Heka je K C 2 cumiinuyujannu komiinexe u A" cumiinexc
CBUX BEPOBATHHOCHUX MepPA HA aAMOUJeHTIY [n] Kaparkitiepucitiuunu ijpaz xom-
inexca Ky osnayu p(K) gepunumemo ca:

p(K)=sup{f € Ry | Gu € A" 1)K, C K}.

[Mpaktuuno, pagu onapehuBama KapaKTepUCTUYHOT Tpara Komruiekca K,
HaJa3MMO HErOB JIMHEApHO-peann3abuiiad MOTKOMIUIEKC ca Hajsehum mparom.
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[TprmeTnMO 1a Mpar JIMHEAPHO peanTu3abuIHOT KoMmIiekca A, HHje OTpaHuYeH
0JI03TO Te Y TOM CIIy4ajy y3umamo aa je p(Ap,) = oo.

KapakTtepuctrunu mnpar je pacryha ¢yHkIMja y OTHOCY Ha pelanujy ,,0uTu
MOTKOMIUIEKC  jep, aKo je K| MoTKoMIUIEKC KoMIutekca Ko, Taga Basku MHKITy3H]ja
{BeRL | Bue A" VK, C K1} C{BER, | (Fp € A" K, <5 C K>}
mrto umrmuimpa 1a je p(Kp) < p(Ks).

Tephewe 4.9. Hexa je K C 2" cumimyujannu kominexe. Taga, kapaxiep-
uimuunu tipa komiiiekca K moorce ga ce uspauyna iomohy gopmyae:

p(K) = max{8 € Ry | (G € A" K5 € K.

Hokas: epunmmmmo ckynose Ry = {f € Ry | (Gu € A" NK,<s C K} n
Ry={B8€eRy | (Fue A" K,.s C K}. Ckyn Ry je orpanndeH o103ro jep
1o npetnocTaBi [n] € K ma je cBako [ € Ry Mame win jeqHako o 1. Taxobe,
caxoj Mepu 1 € A"~ onrosapa mpar m = min{u(C) | C € 2N\ K} = pu(Cp)
TakaB 1a je K., C K a3acBaxo € > 0 Baxu Cy € K<y IITO UMIUTUIMPA
1a K, cmie ¢ K . OBUM cMO OKa3aJIU 12 TOCTOjU Max [Ty = p.

IMpumetumo s1a 3a ceako i € A" ' u cako S € Ry Baxu K5 C K,<p
mTo umrnimpa 1a je Ry C Ry omHocHo aa je sup Ry < p. IpermoctaBumMo aa
je sup Ry < p. Tagma, 3a Mepy j KOja oiroBapa BpPeIHOCTH p, Kao mTo cMo Beh
npumetnmn p = min{p(C) | C € 2\ K} ma, 3a 0 < € < p — sup Ry, Baxu 1a
je K,<,— € K ogHocHO na je sup I?; < p — € < sup R, mro HHje Moryhe.

Haxie, sup Ry = p. ]

AHanmM30M JI0Ka3a MpeTXo/IHe TeopeMe, 3aKJbyuyjeMo Ja KapaKTepUCTUIHU
Mpar CUMIUIMIMJATHOT KOMILUIEKCAa MOKEMO JIa pauyHaMoO U Ha cieehn HauuH.

Tepheme 4.10. Axo je K C 2] CUMILTUYUJATIHU KOMILIEKC taga

K) = in 14(C).
p(K) Mgﬁ%lgy&gu( )

Cana HaBoguMO (pyHIaMeHTAIHY penanujy uMel)y mapTUiMOHE WHBAPU-
JaHTE CUMIUIMIIM]aTHOT KOMIUIEKCA U HETOBOT KAPAKTEPUCTUYHOT Mpara Koja
Ba)KU 32 CBE CUMITIUIMjaTHE KOMITJIEKCE.

Teopema 4.2. Axo je K cumiinuyujannu kominexc y ambujeniiiy (n| iaga je:

(K) < {ﬁJ 41

Joka3s: ITpuMeTHMo mpBo 1a 3a huKcHpaHy Mepy i € A" ! u nparose 31, Ba,
axo je 1 < [» Tama mo jennauunu (4.2) Baxu na je K,.3 C K,.3,. Heka
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je kapakTepucrnunn mpar komriekca K C 2 jennax p. To mo Tephemy 4.9

MMILTHIMpA 14 TocToju Mepa (1 € A™ ! taksa naje K<, C K. [IpeTnoctaBumMo

Jla je T MpUpOIaH Opoj Takas J1a je % < p OTHOCHO Iaje T > LLJ + 1. Taga, 3a

p(K)
r= Lﬁj +1 umamo n1a je KH<$ C K,<, € K mrono Tephewy 4.2 umMnnumupa
nma je 7(K) < 7(K,_1) ano Tephemy 4.6 3Hamo ma je 7(/K, 1) < 7. O

Cana hemo 1a ONUIIEMO TEXHHUKY padyHama KapaKTePUCTUYIHOT Tpara To-
mohy nmueapsor mporpamupama. Heka je ) # K C 2" cummmmmmjannn
xommnekc. Heka cy p € A" ' u € R, taxsu na je K,cs C K, Tana je
2\ K C 2"\ K, 5 = K,-p. TIpaxTuuno, u € R" u 8 € R, 3amoBosbasajy
CHCTEM:

(u, (1,...,1)) =1,
(4.7) (u, x(C)) > p sacee O €2\ K.

Hwsb je na momohy cuctema (4.7) u3pauyyHamMoO KAapaKTEPUCTUYHU Tpar KOM-
mekca K. V Tlpumepy 4.10 he ma ga Oyne nokasaHo jaa je y amOujenty [n,
p({0}) > 0 wro 3a xommieke K D {0} ummmmmpa na je p(K) > 0. 36or
TOra, MOXKEMO J1a IIPETIIOCTaBUMO Jia je [ > 0 0JTHOCHO jeTHaunHe cucteMa (4.7)
MO’KEMO [a TIOMHOKUMO ca 3~ 1. Tako mobujamo cucteM:

(B (1,... 1)) = 4,
(B,x(0)) 2 1

AXO KOHCTaHTY % obaexuMo ca m, o Tephemy 4.9, Hanmaxeme KapakTep-
HCTUYHOT TIpara ce CBOJAU Ha oJpehuBame MakCUMaTHe BPEIHOCTH MapaMeTpa
[ MK eKBUBAJIEHTHO MUHUMAJTHE BPeTHOCTH MapaMeTpa m. Jlakie, Kapakrep-
HMCTUYHU ITpar CUMILIMLH]AJTHOT KOMIUIeKca /X je peliMmpoyuHa BPEIHOCT pellicha
npo0OeMa JIMHEapHOT MpOoTrpaMupama;

(4.8) sacee C €2\ K.

min (x,(1,...,1))
(4.9) r € R
(x,x(0)) >1,C € 2"\ K.

[IpoGaem (4.9) uMa MO3HATY TeOMETPUjCKY HMHTepmpeTanujy. Heka je K
IPOU3BOJbAH CUMIUTUIIU]aTHA KOMIUTEKC Y aMOujeHTy [n]. CBaKoM CHMILIEKCY
C pavmmmje 2"\ K nonemyeMo momy-TpocTop:

Oc ={z e R" [ (x(C),z) = 1}.
Hedunnunuja 4.6. bnoxupajyhu, iioruegap cumiinuyujarnol kominexkca K je ckyii:
B(K)= (] Oc.

ce2ln\K
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broxupajyhu monuenap, kao moceOHa Kjaca Molaueaapa, je IpBo yBeIeH Y
[28] ITornasmbe 5.8. IIpumep Grokupajyher monuenpa 3a KOMIUIEKC ([i’]) je nat
Ha Purypu 18.

@urypa 18: brokupajyhu nonuenap komriekca ([i’])

Cana, pepopmymnamjom npodnema (4.9) nobujamo cnenehe TBpheme.

Tephemwe 4.11. Heka je K C 2" cuminuyujannu xomiinexe. Axo je m munumym
@yuxyuje ¢ : R" — R gaine ca ¢(x) = x1 + - - - + x,, na 6nokupajyhem ionueqgpy
B(K), maga je:
1
K)=—.
pK) = —
4.5 Pauyname KapakTepUCTHYHOI mpara

Pauyname xapaktepuctuunor npara nomohy Tephema 4.11 umu 4.10 ce y
Kpaji0j IMHUJU CBOJIM Ha pelllaBame mpobiema (4.9) kao 1mTo je WIyCTPOBAHO
crnenehum mpumepom.

IMpumep 4.9. OnpenuMo KapaKTEPUCTUUHU MPAT CUMIUTALIM]ATHOT KOMITJIEKCA
Ap,—1) y am6ujenty [n]. Kaxko je {n} MuHHMaIHN y CMHCITy MHKITy3Hje HE CHM-
TUTeKC KoMImTekca A, 1], a CBU CUMIUIEKCH (haMUITHje 2"\ K canpsxe n, mpo6nem
(4.9) 3a cuMmIUIEjaTHU KOMITIEKC Ap,_1] c€ CBOJIH Ha:

minz, + -+ p_1 + Ty,

T, > 1.
Otyna, MuauMyM GyHKIHje ¢ je 1 u moctuxke ce y Tauku (L1, ..., Ty 1, Tp) =
(0,...,0,1). daxie, kapaKTepUCHTUYHH Ipar KoMIutekca Ap,_j) ¥ aMOUjeHTy

[n] je 1.
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[MpeTxoHU MpUMeEp WITyCTPYje HEKOJTUKO OCOOMHA KapaKTePUCTUIHOT Mpara.
ITpBo, kao mTo cMo Beh BUIeNN, KapaKTePCTHYHU Ipar Komrekca Aj,_1) y aM-
6ujenty [n— 1] je oo ognHocHo, p( K) 3aBrcH o1 aMOujeHTa KoMIutekca K. JIpyro,
kaxo je mo ITpumepy 2.4 kommieke Ap,_q] ayTo-IyanaH y aMmOujeHTy [n], 106u-
jamo na je:

1

7(Ap_y) = LMJ +1.

IITO MIyCTpYyje UMEeHUITy fa HejenHakocT T(K) < Lﬁj + 1 Teopeme 4.2 He

MO3Ke /1a ce Mo0O0JbIIIa Y OMIITEM CIy4ajy.

Pauyname unBapujante p(K) xoMrekca K Moke 3HaYajHO Ja ce OJaKia
aKo KoMIUTeKc K MMa BelmuKH cTerneH cuMeTpuje. Kakemo na rpyma G nmenyje
ua xomruiexe KX C 2" ako cBakom enementy g € G oaroeapa Gujekuuja (Iep-
myTtanumja) g : [n] — [n] koja uanykyje uzomopduszam g : K — K (dedununuja
1.4). Tama xaxemo ma je K xomrmutekc koju je G mHBapujataH. Paau Kom-
IUIETHOT yBU/A Y MaTepujy G MHBAPHjaHTHUX TOIMOJOUIKUX MPOCTOPA YUTAOILY
ce mpernopyuyje [18]. Taxobhe, kaxemo na je 1 = («q,...,®,) Mepa koja je G
MHBAPHUjAHTHA aKo 3a cBako ¢ € G Baku ga je ft = g = (Qg(1), - - - , Qg(n)) WITO
je eKBUBAJICHTHO YCIIOBY [1d je (; = (rg() 3a cBe @ € [n]ucse g € G.

Tepheme 4.12. Heka je G 2pyiia ceux ilepmyiiayuja ckyia [n| koje genyjy na
cumituyujannu komitieke K C 2. Heka je Ag_l C A" pamunja ceux G
UHBADUJAHTTIHUX 6ePOBATUHOCHUX Mepa Ha cKyity [n]. Taga:

p(K) = max{f € Ra | (3u € A K,ucp € K.

Joka3: Heka je (i1, ..., ttm € A" ! Hu3 BepoBaTHOCHNX Mepa. Tama, 3a Mepy
H= %(Ml + -+ + ) v npoussosbHO 5 € R, Baxu 1a je

Kucp € KyycpU--- UKy, <p.
3ancra, axo je 1(A) = L (p1(A) + -+ + pn(A)) < B Tana, 3a Hexo iy € [m]
je p1ig(A) < f3 jep 6my cympotroM (1(A) = £ (11 (A) + -+ + pm(A)) > 22,
Cana, neka je p(K) = p. Tlo Tephemwy 4.9 TO 3HAUM Jga MOCTOjU Mepa
p € A" ! taksa na je K,<, C K. Tana, 3a cBako g € G xommnexc g(K,<,) =
K,.<, je notkommiekc kommiekca ¢(K) = K. Ortyna, 3a G MHBapHjaHTHY

BEPOBATHOCHY MEDY [ig = ﬁ Ygusaxunmaje K., C |J Kyu<, C K.

geG geqG
Haxne, makcumym p ckyna {8 € Ry | (3u € A" 1)K ,.5 C K} ce noctuxe
noMohy mMepe [ig IITO KOMIUIETUPA JOKA3. O
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IMocnenquna 4.4. Heka je K C 2¢ CUMMTUYUJATIHU KOMILIEKC KOju je umnsapujam-
wan y ognocy na epyiy depmyitiayuja G ckyiia [n] u Ag_l gamunuja ceux G
UHBAPUJAHITHUX 8EPOBATHHOCHUX MePA HA CKYiLY [n] Taga:

K) = max min u(C).
p(K) ueAg‘lch#( )

Casia HABOIMMO HA]jjeTHOCTaBHUjU ClTy4a] ojpehuBama KapaKTePUCTUUHOT
npara (G MHBapHjaHTHUX CHUMIUTMIIMjAIHUX KOMIUTekca. Kaxkemo ma rpyma
nepmytanuja G ckyma [n] nenyje TpPAaH3UTHUBHO HA CUMIUTHIIM]ATTHU KOMIIIEKC
K C 2" axo 3a cako i, j € [n] moctoju g € G Taxo ma je g(i) = j. Tama, G
MHBapHjaHTHa Mepa [t = (a7, . . ., Q) je TAKBA JIa 38 IPOU3BOJBHE (v;, (; TIOCTOJH
g € G Tako naje o; = ag) = a;. Oryna, AL = {(L,..., 1)} wro noxasyje
cnenehe TBpheme.

Mocnenuua 4.5, Axo je G 2pyia iepmyimiayuja cKyiia [n] koja mpansuimiuero genyje
Ha cumiinuyujanriu Kominexe K C ol imaga je:

1
p(K) = Emin{|C’| | C e 2"\ K}.

Jaxkie, y ciyyajy CUMIUIMITMjATHUX KOMITIEKCa KOjUMa je Tpyma ayToMop-
¢buzama TpaH3UTUBHA, KAPAKTEPUCTUYHU TIpar je MOTMYHO oapeheH He-cumrie-
KCOM HajMame KapIUHATHOCTH.

IIpumep 4.10. Heka je K = ([Z]) CUMILTUIIU]a]THA KOMIUIEKC Y aMOHjeHTy [n].
Tama, rpyma ayromopduszama komrmiekca K je rpyma .S, CBHUX IepMyTalldja
CKyma [n] Koja je TpansuTuBHA ma, Ha ocHOBY [locnenuue 4.5, no6ujamo ja je
p(K) = L. Cnenmjanno, 3a k = 0, no6ujamo na je p({0}) = p(([g])) =1

n

Otyna, MOXeMO Ja 3aKJbyUUMO J1a KAPAKTEPUCTUIHH MTPAT CUMILTUALIN]AJTHOT
xomrtekca () # K C 2" npunana unteprany (0, 1].

Kopucpehu I[Tocnenurry 4.5, MokeMo J1a U3pauyHaMo KapaKTepUCTUUHE TparoBe
CUMIUTHMITM]jATHUX KoMIUTekca orucanux y I[lormasmby 2.4.

Ilpumep 4.11. Xemu uxocaenap npukazaH Ha Purypu 7 je 100HjeH UJICHTH-
(burkanMjoM aHTUTIOMATHUX Tauaka UKocaeapa. 3HAMO J1a je Tpyma u30MeTpHja
ukocaenpa G tpansutusHa. Otyna, dakrop rpyma G/{1,r} rue je r pednek-
cHja y OJJHOCY Ha OapulieHTap MKocaelpa je Takole TpaH3UTUBHA U JIelyje Ha
cuMIHnpjanEn kommieke RPs;. Kaxo je min{|C| | C € 20\ RPs} = 3,
KapaKTepUCTHYHU Ipar koMruiekca RFg je p(RFPs) = % = %

ITpumep 4.12. KommmekcHa mpojekTuBHa paBaH C' Py omucana y Ilpumepy 2.6
uma rpymny ayromopduszama G KOja cajapKu CBE TpaHCIanuje (TpaHCIAldjoM
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ambujenta Z3z X Zi3 3a BeKTOD (1, j) € Zz X Zi3 mobujamo ckym (i, j)+37Zi3 X Zig =
Zi3 X 7Zi3). Otyna, rpyna G nenyje TpausutuBHo Ha C'Fy. Kako Hajmamu (y
OJTHOCY Ha KapAMHAITHOCT) He-cuMIuiekc koMrmiekca C Py canpxu 4 enemeHTa,
no6ujamo na je p(CPy) = 3.

V pany [5] je onMcaHO HEKOJNMKO MOTEHIMjATHUX TPUAHTYJIAlUja KBATEP-
HUOHCKE TPOjEKTUBHE paBHU y ambujenty [15]. Kacuwuje je y [11] morepheno
na Mehy muMa KoMOMHATOpHAa MHOTOCTpyKocT H Pj5 koja mMa HajBehu cre-
MIEH CUMETpHje 3aUcTa MPeJICTaBba TPUAHTYIIAIN]y KBATEpHUOHCKe paBHU. Ha
crpanuum 169 y pany [5] je mokaszano ja je rpymna ayroMmophusama KOMIUIEKCA
H Py5 TpaH3UTUBHA IITO JOKA3Yje [1a j¢ KAPAKTEPUCTUYHU ITpar komruiekca H Py

. 6 2
jemHak x = .

4.6 KapakTepucTHYHH Npar cnajamba CUMINVIMIMjAJTHIX KOMILIEKCa

Crajamem cumrmannujanaux kommnekca K; C 2V, i € [n| nubujamo cum-
IUTHIjaJTHA KomIutieke K = K - - - % K, y amOujenty Vi U --- U V. Ako 4.2
MIPUMEHUMO Ha KOMITOHeHTe KoMIutiekca /K, mpumeHoM Teopeme 4.1 nobujamo
Ja 3a MapTHIIMOHY UHBAPHjaHTy KOMITIeKca K Baku:

(4.10) r(K) < MLKQJ ft {@J .y

Ipumep 4.13. Heka je K = ([f]) ek ([f]) = 0<),, TPUAHTYNAIMja TPAHHIIE

kper nomurona <, = Conv{e;,—e; | ¢ € [n|}. To Ipumepy 4.10, 1o6u-

jamo na je p(()) = 1, mrro mpumenom mejermaxoctu (4.10) uMmTHIMpa 12 je

7(K) < n+ 1. MelyTum, Kako je Tpyna H30MeTpHja KPCT IMOIUTOINA OJHOCHO

rpymna ayromopdusama Komiuiekca K TpaH3UTHBHA, TpuMeHoM Ilocenutie 4.5
2 _ 1

nobujamo ja je p(K) = 5- = ~ jep KapIAMHAIHOCT HAJMAET CUMILIEKCA KOjU He

npunaja kommekey K je 2. Tana, no Teopemu 4.2 nobujamo na je m(K) < n+1.

ITperxognu mpumep mokasyje 1a KapaKTEPUCTUYHH TIpar Crajama CUMILIH-
[IMjaJTHUX KOMIUIEKCa MOXe Ja Cce almpOKCUMHpa MOMONY KapaKTepUCTUUHUX
MparoBa KOMIIOHEHATH Clajaba. MOTHUBUCAHU OBOM OIcepBaIijoM, hopmMyu-
memo cnenehe TBpheme.

Teopema 4.3. Heka cy ) = K; C 2% cuminuyujannu xomiinexcu y ambujeniauma
Vi, i € [n]. Taga, 3a cuminuyujannu komiinexe K = Ky * - - - x K, y ambujeniy
Viu---UV, eaorcu:
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Jlokas: Heka je K; C 2", i € [n] HU3 cUMTIIMIMjaTHUX KOMIIIEKCA Y JUC]yHK-
THUM amOujenTuma V;. Heka je K = Ky * -+ x K, u p(K) = p, p(K;) = p;,
i€ [njunekaje V=V U---UV,.

Kako je mo npernocrasiu K; C K 3a cBe i € [n], nobujamo na je p; < p 3a
cBe i € [n]. CymupameM, 106ujamo aa je p; + - - - + p, < np OJXHOCHO J1a je

1 n 1 1
- {— < — 4+ —.
P pittpn ;e Pn
Heka je 1 : V' — R, BepoBaTHOcHa Mepa TakBa jaa je min{u(C) | C €
2V'\ K} = u(Cy) = p. Hexka je u(V;) = o, 3a ce i € [n]. Ilpumetumo na
je a; > 03acBei € [n]jep a; = 0 ummumnupa na je u(V;) = 0 ogHOCHO
na Vi € K,., € K mro nuje moryhe. Tana, Ha amOujeHTuMa V; MoxeMoO 1a
KOHCTPYHIIIEMO BEPOBATHOCHE MEPE [i; = ai v, (1t]v, je pecTpuKIMja Mepe (L Ha
ckyn V;). Heka je C' € 2% \ K; npousBosbaH He-cumriiekc. Kako cummekc C
He IpuMnaia Kommwiekey K, mobujamo aa je 11(C') > p omHocHo na je 1;(C) > aﬁ

Otyma min{yu;(C) | C € 2¥ \ K;} = 2 mrTo MMM 14 je p; > £ oHOCHO

Jia je pil < %. CymupameM J00MjeHUX HejeTHAaKOCTH JOOHjaMo:

ot % _attan 1
P1 Pn P P P P
[
IMpumernumo na y Teopemu 4.3, komrmieken () u Ay, He MOTY 1 y4eCTBYjy y
crajamy. MebhyTiMm, ako je K; = () C 2V jemanH o KOMITOHEHTH cCrajamba, TO
3a KOMIUTeKC K MpakTUYHO 3HA4YM yBeharme amOujeHTa a mpo0ieM MapTUIIMOHE
WHBapHjaHTe OBUX KOMILTeKca je petiieH TBphemem 4.3. Taxobe, akoje K; = Ay,
TaJia CUMIUIMIMjaTHu KoMiieke K = K * - - - x K, je u3omopdaH KOMIUIEKCY
(Ky%-+- Kig % K %% K,)) x« Ay, ay llpumepy 1.2 cMo BUIENH J1a CE€ OBAKBO
Crajarbe CBOIU HA Y3aCTOMHU KOHYC Hax Ky x - -+ K; 1 % ;11 % - - - x K, 1TO MO
[Mpumepy 4.5 He yTH4e HAa TAPTULIMOHY UHBAPHU]AHTY.

Teopema 4.3 Ttakohe mokasyje aa je HejeqHaunHa (4.10) ekBUBaJIeHTHa He-
jemHaunHu Teopeme 4.2 MpUMemeHe Ha CTlajalkhe CUMIUTUIIjATHUX KOMITTEKCA.

IMocaennna 4.6. Axo je ) # K C 2V cumiinuyujannu xomiinexc maga je

p(K™) = S p(K).

IIpumep 4.14. Axo je K cummmunmjanau koMmiuieke RFPs wmu C Py win H Py,

. %1 1 4 2
Taga J€ KapaKTCPUCTUYHHU ITpAal KOMIIJICKCA K pe€aomM on 1503051 9n NN B
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4.7 Ekcuec KapaKTepucTHYHOI npara

ITocTaBiba ce MUTaE KOJTUKO je MPIMEeHa KapaKTepUCTHYHOT ITpara 1o0pa 3a
MPOIIEHY MapTUIIMOHE HHBAPHUJHAHTE JATOT CUMILTUIIM]ATHOT KOMITIeKca. 300T
TOTa, y OBOM OJIEJbKY YBOJIUMO I0OjaM €KCIIECa KaPAKTEPUCTUYHOT Mpara Koju
MPAaKTUYHO TIPEJICTABba TPEIIKY TTPOIIEHE MAPTUITMOHE NHBAPHjaHTe KopuIiithe-
meM Teopewme 4.2.

Nedunnunja 4.7. Hexa je K C 2" cumimmyujannu komiinexe. Excyec kapakiiep-
uctliuuHoZ fipaza (unu Kpamixo excyec) kominexca K gegunuwemo ca:

1
e(K) {p(K)J +1—7(K).

Kao mro cmo Beh Bupenu y Ilornasiby 4.5, kako cy kommiekeu REPs, CPy
u HP5 ayTo QyallHU M 3HAMO HHXOB KAaPAKTEPUCTUYHH Ipar, UMaMo Jia je
e(RPs) = €(CPy) = e(HP;5) = 1. Pamu TecTupama ekceca CHUMILTULIUjAII-
HUX KOMIIEKca, y mporpamy Wolfram Mathematica je koHcTpyncan anropu-
TaM KOjU payyHa KapaKTEepPUCTUYHHU Mpar AATOT CUMIUIUIMjATHOT KOMILIEKca
pemaBameM npobdieMa (4.9). Ilporpam je mpuMemeH Ha ayTO-AyaTHE CUMILIU-
[IMjaTHE KOMILIEKE TeHeprcaHe TexHukaMma ormrcanuMm y [lornaespy 3 u mobujeHa
je TabGema 2.

Tabena 2: KapaKTepUCTHYHYU IParoBH M €KCLECH ayTO-AyalHHX KOMIUIEKCA Y
ambujenTuMa [n| 3an = 3,4, 5, 6.

B pl1]2/3

n=3 el0] 1

[P T1T2/33/5

U s

. [p[12B T35 4/T]5/9

= clol 1 | 1 |11

_ ¢ [P11[2/3]3/5 [4/7]5/96/11[7/13[8/15 [ 9/17 | 1/2
= clol 1 [ 111 1 1 1 1 1

Kao mTo ce Buau u3 tabene, eKCIec ayTo-AyaTHUX CUMIUTHIHjATHUX KOM-
rJeKca je yrimaBHoM jemHak 1. OBo je moceOHo n3HeHalyjyhe 3a cummunujanHe
koMmruiekce y ambujentuma (3], [4] u [5] jep 3HaMO 14 cy CBM OHM JIMHEAPHO pe-
nu3zabunHu. BpenHocT ekcrieca 0 oAroBapa ayTo-AyaTHUM CHUMIUTHIIM]ATHUM
KoMIIIeKcuMa Ap,)\ (i} YHjH KapaKTepCUTUYHH TIpar je mo IIpumepy 4.9 jemHax
1. Otyna, namehe ce 3ax/bydak na ga 6m y yBehanuMm amOujeHTUMA BPEIHOCT

78



ekcreca Omna mama. Mehyrum, Tabena 3 goOujeHa pauyHameM KapakTep-
MICTUYHOT Mpara ayTo-IyadHux kommekca D amm y ypehannM amGujenTiMa
[n+ 1] y Kojuma cy oBH KOMILTEKCH 110 TBphemny 4.3 MUHUMATTHO 3 —HeU30eXKHH,
HATOBEIITaBa OCOOMHY J1a €KCIeC CUMILTUIIMJATTHOT KOMIUTeKca K He 3aBUCH Off
aMmOujeHTa.

TabGema 3: KapakTepuCTUUHU MTPATOBU U €KCIIECH MUHUMAITHO 3—HENU30eKHUX
CUMIUIUIIN]aTHUX KOMIUIEKCA Y aMOUjeHTY [n] KOju Cy ayTo-IyaiHu y aMOUjeHTy
[n—1]3an=4,56,7.

o lel1/2]2/5

n=4 0 1

_[pl1/272/5]3/8

n=5 ro 11

_ ¢ [p]12]2/5]3/8]4/11]5/14

"= cl o | 1|1 1 1

. [ 1/2]2/5]3/8[4/11 [ 5/14]6/17 [ 7/20 [ 8/23]9/26 [ 1/3
"= el o | 1|1 1 1 1 1 1 1 1

Jaxre, y BemukoM Opojy criyudajeBa, Teopema 4.2 He MOXe Ja OJIpe/lu Tpe-
LIIU3HO TIAPTULMOHY WHBAPU]JAHTY CUMIUTMIIMJAITHOT KOMIUIeKca Beh yriaBHOM
IEHY MajOPaHTYy.

Cnenehu mpumep MIyCcTpyje OCOOMHY Ja €KCIleC KapaKTePCTUYHOT Ipara
CUMITTAIIA]AJTHOT KOMIIJIEKCA MOXe J1a OyJie TPOU3BOJbHO BEITUKH.

ITpumep 4.15. Heka je K = ([?]) CUMIUIAITM]jAJTHK KOMIUIEKC KOjU je ayTo-

nyanan y ambujenty [3]. Tlo Tlpumepy 4.10, meroB KapakKTEPUCTHUHU MPAT
je p(K) = % Ortyna, no Ilocnemuiu 4.6, CUMIUTUIUjaTHA KoMmIuieke K™y
ambujenty [3] L - - - Ll [3] nma kapakTepucTiyHu mpar . Kako je no Ilpumepy
4.6 mapTUIIMOHA MHBapUjaHTa Komruiekca K ™" jemHaka n + 1, mobujamo 1a je

€KCLIEC CUMITIUIIM]aTHOT KoMIuiekca /™"

(K = {p(;m)J 1 () = 37” t1-(n+1)=—

[\

[Mo6ommame Teopeme 4.2 pagu cMamema TPEIIKEe alTPOKCUMAITH]E MapTH-
MoHe MHBapujanTe he ma Oyae mpeameT Oyayhux ucrpaxuBama.
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5 Honmarak: AJekcaHjaepoBa ayajaHocT u Jleqekun-
JI0BH OpojeBU

V oBoM mornasiby UcTpaxyjemo nipuMmeny Teopeme 3.1 panu nporene [ene-
KUHJIOBUX OpojeBa.

Henexunnonu 6pojesu D(n) cy yBeneHn y [8] kao 6pojeBH pasIMIUTHX MOHO-
toHux bynoBux ¢ynkuuja ca n € IN mpomensbuBux. Dopmysia 3a pauyyHame
spenroctu D(n) je otkpusena y [19] melyTum, ynpkoc oBoM oTkpuhy, TauHe
BpexHocTr O6pojeBa D(n) ce 3Hajy camo 3a n < 8 U MHOTO TPyIa je YIOKEHO
paau Hanaxema JlenekuHaI0BUX OpojeBa 3a Behe BpeTHOCTH mapaMeTpa 1.

®yuxmmjy f : {0,1}" — {0,1} nmasuBamo Bynosa ¢yukumja ca n € N
IpOMEHJbUBHX. Pasnor 3a TepmuH Bynosa je mro, ako ckyn {0, 1} untepmpe-
THpaMo JoruukuM cumbonuma { L, T}, dyukuujy f = f; MoxkeMo 1a mocma-
TpaMO Kao eBajyalyjy Tepma t y KojeM (UTypHINy MPOMEHJbUBE X1, ..., Ty.
Ha npumep, t je Tayromoruja akko 3a cse (Z1,...,x,) € {L, T}" Baxu na je
fi(zy, .. x,) =T.

Ha ckyny {0, 1}" nebunumemo ypeherme Ha crnenehn HauuH:

(5.1) (@1, 20) 2 (W, 90) & (Vi€ [n])2; <y

Tana, kaxemo Ja je Bynosa ¢pyHkuMja f MOHOTOHA aKKO U3 (Z1,...,T,) <
Y1y -+ yn) ciema f(z1, ..., 20) < f(y1,---,Yys). Ha ipuMep, ako y3mMeMo J1a je
1 < T, mpumep jense MonotoHe bynose pyukimjena { L, T}"je f(x1,...,z,) =
V- Va,.

Csaxoj MoHOTOHOj Bynosoj ¢pyukmmju f : {0,1}* — {0,1} moxemyjemo
dbamnmnjy ckynosa Ko = {A € [n] | f(x(A)) = 0}. Tama, Ko je cum-
IUIMIMjATHE KOMIUIEKC y ambujenty [n] jep, A C B akko je x(A) = x(B) ma,
ako B € K;_o to ummmumpa 1a je f(x(A4)) < f(x(B)) = 0 onnocHo na je
f(x(A)) = 0 mro 3Haum ja A € K.

Baxu 1 06GpHYTO Tj. cBakoM cuMITTHIHjanHoM kommiekey K C 2 oxro-
Bapa jemuHcTBeHa Bynosa dynkimja fx : {0,1}" — {0, 1} mara ca:

1, {ien]|z=0}ekK,
fK<fU1=--wxn>:{ 0, {i€n|z=0}¢K.

[Tpu TOM, YCIIOB MOHOTOHOCTH (YHKLHjE ff je uctyrbeH jep (1, ..., T,) <
(Y1, - --,Yn) je exkBuBanenTHO MHKNY3uju {i € [n] | x; = 0} C {i € [n] | y; = 0}.

Jlakine, cBakOj MOHOTOHO] Oy10BOj (QYHKIIM]H ca 7 TPOMEHJBUBHUX OJIrOBapa
JEMCHTBEHU CUMIUIMIMjATIHA KOMIUIEKC ca Hajsuine n Bpxosa. Otyma, D(n)
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MOXe J1a ce€ M3padyyHa Kao Opoj pa3IuYUTUX CUMILUTAIIM]ATHUX KOMIUIEKCA Y
aMOujeHTy [n).

Hexka je K" hammnuja cBUX cHMITTHITM]ATHIX KOMITTEKca y aMOHjeHTy [n)] a
nexka SPDM mpencrapba GaMuTHjy CBUX Ha/l-TyaTHIX KOMIUTEKCa Y aMOHjeHTY
[n]. Hexa je T pamunuja cummmunujamaux kommaekca K C 27 xoju Hucy
TOJI-yasHu HUTH Ha-gyamsau 1j. 717 = K\ (PDM U SPD[”]).

TabGena 4: JlenexkunioBu OpojeBr

[SDM] | [DM] [ 7] | D(n)

n
112 1 0 3
214 2 0 6
3112 4 0 20
4 | 81 12 18 168
5 | 2646 81 2370 | 7581

Kako je mo Jdeduammijn 2.3 cBaku xommiexec K € K™ nox-nyanan, naz-
nyanas win npunaga ammwmjn 7™, ro6ujamo gopmyny:

K| = 18D + |sPDM| — |SDM N SPDM| 4 |77,

Ha oconoBy Jleme 2.1, BUIuMO J1a je OmepaTop IyaTHOCTH ~ spll
SPDM cam cebu uuBepsan, ma je 6ujexumja, wro uMmMIHEpa 1a je |SDM)|
JeTHaKO |SPD[”]|. Taxobhe, mo Hebununmju 2.3 CUMIUTUIIAjATHA KOMIUICKC je
ayTo-TyajlaH aKKo je TOJ-TyallaH U HaJl-1yalaH. [IpeTxojHe omcepBalyje, 3a-
jemHo ca Teopemowm 3.1, mokasjyjy aa je:

(5.2) D(n) = 2[D*H] — DI + | 7]

TabGena 4, nobujena momohy pauyHapa, WIyCcTpyje mpuMeHy jenHauuxe (5.2)
3a MaJie BPETHOCTH ImapameTpa n.

Jennaunna (5.2) ykasyje Ha YMILEHUILY [1a TTO3HABAME OpoOja ayToO-AyaTHUX
KoMIiekca 06e30elyje momy rpanuity 3a D(n). Takobe, kako cy mo Tephemy
2.2 CBU KOMIUTEKCH Y aMOUjeHTy [n] momayanHu y am6ujenty [n + 1], 6poj ayTo-
AyaJHUX CUMIUTUIMjATHUX KOMIUTEKca y aMbujeHTy [n + 2] 06e36ehyje ropmy
rpanuity 3a 6poj D(n) oqHOCHO BaXu HEjeIHAKOCT:

(5.3) 2|D | — D) < D(n) < |DH).
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Uctpaxusamem ocobuna rpada cycencrtsa N'G,, momohy MeTo1a ONMCaHNX
y IlormaBmy 3 MoOXeMo /1a OTKpHjeMO Opoj ayTO-AyaTHUX CHMILTHIN]ATHUX
KOMIUTEKCa y aMOMjeHTy [n] 1mTo mpuMeHoM jenHauuHe (5.3) maje MpoleHy
opoja D(n). Ha 6u denekunagoBu 6pOjeBr MOIJIM MOTIIYHO Ja CE€ OJPEIE OBOM
METOJIOM, TTIOTPEOHO je& Ja Ce aHaIu3upajy KOMOMHATOPHA CBOJCTBA KOMILIEKCA
damummje 7™ mrro he ma Gyme npeamer 6yayhux HCTpaKuBama.
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buorpaduja ayropa

Mapunko TumotujeBuh je pohen 29. janyapa 1986. ronune y bujemom I[Mospy.
OcnoBny mkony Ceru CaBa 3aBpmuo je Ha bapama xao hak reHepanuje u
Hocunall BykoBe nuriome. TOKOM OCHOBHE HIKOJIE Y4eCTBOBAO je Ha Behem
Opojy TaKMHUUEHa U3 MaTeMaTHKe U (pU3nKe.

OcHoBHe cTynuje MaTemaTuke yrucao je 2007. ronune Ha [TpupomaHo-mare-
MaTH4IKOM (hakynrery YHuBep3uteTa y Kparyjesiy u 3aBpimo 2010. roguse ca
MpoceyHoM olieHoM 9,16. Macrep ctyauje MaTemaTke, cMep TEOpUjCKa MATEM-
aTtuka, 3apmmo je 2012. rogune ca mpoceunom onieHoM 10,00. Tokom crymuja,
610 je crunenucTa MUHICTAPCTBA OMITaIMHE U criopTa, 1ooutHuk je NOVUM
crunenauje komnanuje HUAWEI 2012. rogune. Ox 2013. roguHe 3amociieH je
Ha Ilpuponno matemaTuukoM Qakynrery YHusepsutera y Kparyjesuy Ha Ka-
Te/IpU 32 MaTEeMATUUKY aHATIU3Y ca pUMeHaMa.

Crcak 00jaB/beHUX pajsioBa:

e M. Muzika Dizdrevié¢, M. Timotijevié, R. Zivaljevié, Signed Polyomino
Tillings By n-in-Line Polyominos and Grobner Bases, Publ. Inst.
Math. (Beograd) (N.S.), 99(113), 31-42 (2016)

e M. Timotijevi¢, Note on combinatorial structure of self-dual simplicial
complexes, Mat. Vesnik 71, 104-122, (2019)

PamoBu Ha perieH3MjU:

e M. Jelié, D. Joji¢, M. Timotijevi¢, S.T. Vreéica, R.T. Zivaljevié. Com-
binatorics of unavoidable complexes, arXiv:1612.09487 [math.AT]

e F. D. Jevti¢, M. Timotijevi¢, R. T. Zivaljevi¢, Polytopal Bier spheres
and Kantorovich- Rubinstein polytopes of weighted cycles, arXiv:1812.00397
[math.MG]|
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Mpwunor 1.

U3jaBa o ayTopcTBY

Vme n npesume aytopa MapwuHko TumoTtujesuh

bpoj nHaekca 2012/2012

UsjaBrbyjem
Aa je OKTOpCKa ancepTaumja nog Hacrnosom

AyTO-ﬂ,yaJ'IHI/I CVIMI'IJ'IVILI,VIjaJ'IHVI KOMIMJTIEKCH, HHNXOBA reHepanM3au,v|ja n

npUMeHe y KoMBMHaTOpPULUN 1 reoMeTpuju

e peaynTaT COMCTBEHOr UCTPaXWUBaYKOr paaa;

e [a aucepTaumja y LenvHU HW y OenoBuMa Huje 6una npegnoxeHa 3a cTuLahe
apyre aunnome npema CTyaujCKMM nNporpaMmuma ApYrnx BUCOKOLLKOJCKMX
yCTaHOBa;

e [a Cy pe3yntat KOPEeKTHO HaBeaeHU U

e [a HUcaM KpLuMo/Na ayTopcka npaBa U KOPWUCTMO/MNAa WHTENEKTyarHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

MoTnuc aytopa

Y Beorpagay, 18.4.2019.

/Al O U AL AOAA fzhﬁflﬂﬂt»t




Mpwunor 2.

U3jaBa 0 NICTOBETHOCTU WUITaMMNaHe U efIeKTPOHCKe
Bep3nje OOKTOPCKOr paaa

Mme n npesmme aytopa ___MapuHko TumoTtmjesuh

Bbpoj nHaoekca 2012/2012
Cryavjckn nporpam MaTtematuka
Hacnos paga AyTo-AyanHv cuMmnavumjanHn KOMNIeKCu, rxosa reHepanvsauuja

W_NpUMEHE Y KOMOUHATOPULIN U TEOMETPUU

MeHTOp npodh. ap Pane XKuearbesuh

UsjaBrbyjem fa je witamnaHa Bepsvja MOr JOKTOPCKOr paja UCTOBETHA €neKTPOHCKO)
BEP3uju KOjy cam npefao/na pagu noxpaweHa y AuUrutanHom penosntopujymy
YHuBep3uteta y beorpapy.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjuU NUYHWM NMogaun Be3aHu 3a Jobuvjarbe akagemckor
Ha3nBa OOKTOpa Hayka, Kao LITO Cy UMe U npesume, roauHa n Mecto pofewa u gatym
ogbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaum Mory ce o06jaBUTM Ha MpPEXHUMM CTpaHuuama AurvtanHe
OmbnunoTeke, y enekTPOHCKOM KaTanory uny nybnukaumjama YHmeepauteta y beorpagy.

Motnuc aytopa

Y Bbeorpagy, 18.4.2019.

v | "l e .
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Mpwunor 3.

UsjaBa o kopuwhemrwy

Oenawhyjem YHuBepauTeTcky 6ubnunoteky ,CseTtozap Mapkosuh® ga y OurutantHu
penosutopujym YHusepauteTa y beorpagy yHece MoOjy OOKTOpPCKYy AucepTauujy nog
HacnoBomM:

AYTO-AYOAHU CUMMAMLM]AAHN KOMIMAEKCH, HMXOBA FTEHEPAAMIALM|A U

NPUMEHE Y KOMDUMHATOPULM 1M TEOMETPUU

Koja je Moje ayTopcKo gero.

HucepTaumnjy ca ceum npunosnma npegao/na cam y enekTpoHckoM oopmaTy NorogHoMm
3a TpajHO apxuBupar-e.

Mojy [OKTOpCKy Auceptauujy noxpaweHy Yy [durutanHom  penosvtopujymy
YHuBep3auTeTa y beorpagy n gocTynHy y OTBOPEHOM MPUCTYNy MOry Aa KOPUCTE CBWU
Koju mowTyjy ogpende cagpxaHe y ogabpaHom Tuny nuueHue KpeaTueHe 3ajegHuue
(Creative Commons) 3a Kojy cam ce oany4dmo/na.

1. AytopcTto (CC BY)

2. AytopcTtBo — HekomepumjanHo (CC BY-NC)

3. AytopcTBo — HekomepumjanHo — 6e3 npepaga (CC BY-NC-ND)

4. AyTopcTBO — HEKOMepUMjanHo — aenuTn nog uctum ycnosuma (CC BY-NC-SA)
5. AytopctBo — 6e3 npepaga (CC BY-ND)

6. AytopctBo — genutu nog nctum ycnosuma (CC BY-SA)

(Monumo fa 3aoKpyXnte camo jegHy of LWeCT NoHyhHeHnx nuueHumn.
KpaTak onuc nuueHum je cactaBHu €0 OBE M3jaBe).

MoTnuc aytopa

Y Bbeorpagy, 18.4.2019.
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1. AytopcTBoO. [lo3BOrbaBaTe yMHOXaBawe, OUCTPUOYLMjYy M jaBHO caomnliTaBake
Jena, n npepaje, ako ce HaBefe VMMe ayTopa Ha HaduvH ogpeheH of cTpaHe ayTopa
nUnu gaesaoua nuueHue, Yak n 'y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcrnobogHuja og cBux
nuueHuwn.

2. AytopcTBO — HekomepuujanHo. [Jo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AUCTPUbyuujy u
jaBHO caonwiTaBawe Aena, n npepage, ako ce HaBede nMe aytopa Ha HavvH ofpeneH
of cTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He J03BOrbasa KomepuujanHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTOopcTBO — HeKomepuujanHo — 6e3 npepapga. [Jo3BorbaBaTe yMHOXaBawe,
anctpubyumnjy u jaBHo caonwTaBawe pfena, 6e3 npomeHa, npeobnvkoBakwa wUnu
ynoTpebe dena y cCBOM ferny, ako Ce HaBede UMe ayTopa Ha HavvH ogpeheH of
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He 003BOSfbaBa KoMepuujanHy
ynoTpeby Aena. Y ogHocy Ha cBe ocTane nuueHue, OBOM FMUEHLIOM Ce orpaHuyaBsa
Hajsehun o6MM npaBa Kopuwhewa gena.

4. AyTOpCTBO — HEKOMepuMjanHo — AenuTy noa UCTUM ycroBuma. [lo3sorbaBaTe
yMHOXaBak€e, AUCTpubyumjy 1 jaBHO caonwiTaBake Aena, U npepane, ako ce HaBeae
MMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH oA cTpaHe ayTopa WUnu gaBaola NuueHLe M ako ce
npepaga auctpubyvpa nog MCTOM WUNM CNMYHOM nuueHuom. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa komepuujandy ynotpeby gena v npepaga.

5. AytopcTBO — 6e3 npepaga. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AUCTPUbyLMjy 1 jaBHO
caonwTaBawe gena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBara nunu ynotpebe gena y csom geny,
ako ce HaBege MMe ayTopa Ha HauvH ofgpefeH of CTpaHe ayTopa unu gasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BoSbaBa KoMepuuvjanHy ynotpeby aena.

6. AyTtopcTBO — penutu noa UCTUM ycnoBuma. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBake,
ANcTpubyuujy 1 jaBHO caonwiTaBawe Aena, u npepage, ako ce HaBege ume ayTopa Ha
HauuH oapefeH oA cTpaHe ayTopa WM [aBaoua IuueHue M ako ce rnpepaja
auctpubyupa nog UCTOM unM crivdHOM  nuueHuoMm. OBa nuueHua [A03BoSbasa
KomepuumjanHy ynotpeby gena u npepaga. CnnyHa je copTBEPCKMM InMLUeEHLama,
O[JHOCHO INuLeHuamMa OTBOPEeHOr Koaa.



