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Pesume

IIpeamer mucepramnuje jecre UCIUTUBAKE ACUMITOTCKUAX CBOjCTaBa
pemema jenmnaunna Emuaen-Paynepa u muxoBux yonmrema. OGnact Ko-
joj oBa mmcepramuja TpuUmanga jecre KBaauTaTuBHA aHAIN3A OOUYIHUX
midepeHnrjaTHuX jeTHaYNHA.

Jenmaunna Emmen-Paynepa jecte jennauumna obauka
(tP /(b)) £t*-u(t) =0,

rae cy p, o, o € R. OBa jemHauuHa ce CMEHOM IIPOMEHJLUBUX MOKE CBECTHU
Ha jemHauune obauka iy’ — 1%’ =0 u vy’ +2%° = 0. Y oBoj nucepranuju

mocMaTpaHa je IpBO AU(PepEeHINjalHa jeJHAUNHA
y" = 2%, rme cy a,0 € R.

Omnucanwn cy ycinoBu koju 06e36ebyjy ma mocmarpana mudepeHnujaHa
jenHaumHa MMa OECKOHAYHO MHOTO DeIlemha Y HEKOj OKOJIMHU HyJe, Kao
1 ycJI0BU Koju 00e36ehyjy eraucrenrujy 6€CKOHAYHO MHOIO PEIIeHmha Ca
onpebheHnM acUMNOTOTCKMM IMOHAmmameM. Tarkobhe, mpukaszaHa je KOMILIe-
THA CJVKA ACUMITOTCKOT MOHAIMAKA PEIleiha jeJHAUNHE YK MO3UTUBHUX
nemoBa oca. Ilokazano je monm kojum yciaoBuMa he Outu 006e3behena
€r3UCTEHNU]a U jeIUHCTBEHOCT pemema KRommjeBor mpobiema 3a jen-
vaunny Emnen-®aynepa y curyanujama Kaa MO3HATA TEOpUja HE Oaje
pesyarare. Y HEKHM CiydajeBuMa oapebheHe cy acuMITOTCKe (hOpMyJIe
pemema.

3artuM je mocMaTpaHa IUPEePEHINjaTHa je IHAYUMHA

y'= -2, rnea € Ruo <0.

Omnucanu cy ycmoBu Koju 006e36ebhyjy ersucrtennujy OGECKOHAYHO MHOTO

pelema rope HaBeNeHE jeHAYNHE KOja Texke kKa Hyau kana r — 0+.
IIpurazanu cy m ycaoBu koju o06e30ehyjy jemmHCTBEHOCT pemema

Komujesor mpobiema

y' = a(@)f(y(), lim y(z) =0, lim ¢'(z) = A,

e je mocMaTpaHa jeJHAYVHA yolmTeme jenHaunHe Evunen-®Payinepa, 3a
merko A > 0 m ¢ysrmuje f m ¢ kKoje 3amoBOosaBajy onpebene yciose.
PesynaraTtu, rkoju cy mobujenu, yommraBajy pe3yaTrare 3a cyOauHeapHy
jemnaunny Emunen-®aynepa (1j. ciyuaj kana je 0 < o < 1) u cayuaj kana

je o <0.



Y aureparypu ce peTko Bubha ma mocToje o0jeaumeHr pe3ysTaTh
3a pa3JNYNUTe BPENHOCTU NapaMeTpa ¢ KOju (Urypulle y jeqHadunHAMA
Emvnen-®aynepa. Y oBoj mucepraiuju cy IPUKA3aHU PE3yJITATU KOjU CYy
nobujenu 3a cybauHeapHy u cynepiauneapuy jemnaunny Emmen-Payiepa,
Kao u cayuaj kana je o < 0. Crora je mpuda 0 aCUMITOTCKOM IMOHAILIAY

pelrema OBe jemHadynHe ,,CKOPO 3a0Kpy:keHa .
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Abstract

The subject of this dissertation is the investigation of asymptotic properties of
solutions for differential equations of Emden-Fowler type and their generalizations.
The field to which this dissertation belongs is a Qualitative theory of ordinary diffe-

rential equations.

Emden-Fowler differential equation has the form
(t7 - (t) £t*-u”(t) =0,

where p, a, 0 € R. With some changes of the variables, this differential equation
can be reduced to the equations y” — x%y” = 0 and y” + 2%y = 0. Firstly, in this

dissertation, the differential equation

y" = 27, where a,0c € R

was observed. The conditions, which provide that this equation has infinitely many
solutions defined in some neighborhood of zero, were described here, both with the
conditions, which guarantee the existence of infinitely many solutions with certain
asymptotic behavior. Also, a complete picture of asymptotic behavior of solutions
of equation along the positive parts of both axes is given. The conditions, which
assure existence and unique solvability of solution of the Cauchy problem for this
equation, were shown in the cases when the familiar theory can’t be applied. In

some cases, asymptotic formulas for solutions were obtained.

The differential equation

y' = —2%°, wherea € Rio <0,
has also been taken into consideration. The conditions, which assure the existence
of infinitely many solutions of observed equation tending to zero as x — 0+, were

obtained.

The conditions, which assure the unique solvability of the Cauchy problem for

generalized Emden-Fowler equation

y"' = q(x)f(y(z)), lim y(z) =0, lim y'(x) = A,

z—0+ z—0+

were described, for any A > 0 and functions f and ¢ which satisfy certain conditions.

The given results generalize the results both for sublinear Emden-Fowler differential



equation (i.e. case when 0 < ¢ < 1) and the case when o < 0.

In literature, it is very rare to find the conditions for different values of the para-
metar ¢ which appears in the equations of Emden-Fowler type. In this dissertation,
the results for sublinear and superlinear differential equation Emden-Fowler, as well
as the case when o < 0, are presented. Therefore, the story of the asymptotic be-

havior of solutions of the observed equation is ”almost complited”.

Keywords: Emden-Fowler differential equation, superlinear equation, sublinear

equation, asymptotic behavior of solutions, Cauchy problem.
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Benuky 3axBaJsHOCT myryjeM cBOM MeHTODY, npodecopy Bopby Kpruam-
hy, ma mpey3etum obaBe3zaMa MEHTODPa, YyBODemY y HAYYHU DA, U3IABOjEHOM
BpeMeHy, nmocBeheHocTr, moAPIIIM, KOPUCHUM CABETUMA U CyrecTHjaMa. 3a-
xBaspyjeM ce npopecopuma Hebojmmu Jlaxxernhy n Muonpary Cnanesuhy =Ha
KOPUCHUM CyTrecTHhjaMa. 3axBajbyjeM ce MOPOIUIN, IPUjaTehUMa U APATUM
KoJleraMa Ha MOAPIINU M TOJIEPAHTHOCTU IpeMa MeHU, jep Cy UMaJu paly-
MeBaHla 3a CBE BpeMe Koje caM yJO:KWIa y oBaj pan. Takobe, xeaum nma ce
3aXBaJIMM HEKOME KO HUje BUIIE Ca HaMa, a JONPUHEO je, Ha onpeheH HaUuMH,
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1 YBonm

KBanurarvBHa anHamusza OOMUYHUX AU(EPEHIMjATHUX jeTHAYNHA, KOjO] IO
CBOM caapikajy ¥ pe3yiTaThUMa IpUNana OBa OUCEpTalyja, jecTe 0bJIacT y
KOJOj ce MO 3akKpbydaka OOJIa3W Ha OCHOBY aHaiM3a (YHKIUja Koje (ury-
pumy y camoj jemmaumau. OBa obiacTt je mocebHO OuUTHA y cuUTyanujama
KaJa jeqHAUYMHY He MOKeMO pemmTu nomohy kBanparypa. Kamnma cy ¢op-
MyJUCaHEe W NOKa3aHe OCHOBHE TeOPeMe O €r3UCTEHNUjU U je TUHCTBEHOCTU
peliema, CTBOPEHU Cy YCJIOBU 3a Pa3BOj oBe obsactu. KBamuraruBHa aHa-
ar3a OOMYHUX NU(EepeHIjaJHUX jefHAUYNHA Yy HajjeTHOCTABHUJjUM CJIydYaje-
BUMa OMOryhaBa HaM na CKAIMPaMO UHTErpaJiHe KPUBE pelnema, He 3Hajyhu
AHAJIUTUYKN m3pa3 pemema. OHa ce 0aBU UCIUTUBAMEM OTrPAHUYEHOCTU
pemema, OpojeM M MOJOKAjeM HyJa Pelema, OCIUJIATOPHOIINY pellena,
aCUMIITOTaMa, TMOHAIIakeM pellemha y OKOJWHU CUHTYJapHUX Tadaka u Oe-

CKOHAQUYHOCTU, UTMH.

Muoru npobieMu y U3UIKA MOIETUPAHU CY DU(EPEHINjATHUM jeTHaUN-
HaMa APYTOr pena. KBasumTaTuBHA aHAJIW3a TAKBUX jeTHAYMHA ITPUBJIAYUNIA
je m mpuBJlauu BEJUKY HMaKkHy MaTeMaTudyapa Koju cy ce OaBuim u Oase ce
TEeOpUjoM OOMYHUX AUPEePEHINjaTHUX jeTHaUnHA. JenHa o HajBUIIEe IPOyYa-
BaHUX OU(epeHnUjaJHIX jeqHaUYMHa APYTOr pena jecTe jeqHaumHa Ewmnen-
Paynepa. OBa jemuaumna ce npBuU IyT nojaBuiia kpajeMm XIX Beka y pamoBuma
acTpopusndapa EM;[eHaH. Pesynratu mo xojux je momao Empen Oumu cy
YTJIABHOM MHTYUTWBHU, NOK C€ HAKOH TOTa @ayﬂepﬂ 0aBUO peraBameM jeTHa-
yrHEe TOMONY KBaJIpaTypa 3a CBe BPEIHOCTHU IapaMeTapa 3a Koje je To OMIIo
Moryhe. OBa jemHaumHa I[OjaB/byje ce y IPOydaBarmy TEOPHUje AUHAMUKE
racoBa y acTpou3unu, IUCTPpUOyLUje eJIeKTPOHA Yy TEIIKOM aTOMY, MEXaHUKe
¢irynna, peslaTUBUCTUUKE MEXaHUKe, HyKJIeapHe (U3UKe, Ka0 U MPOYYaABABLY

XEMUjCKUX peaKIuja CUCTEMA.

Jennaumna Emaen-®aynepa jecre nudepeHnujasHa jenHadymHa 0OJIUKA
(0 () £t u(t) = 0, (1.1)

rae cy p, a, 0 € R. OBa jeqHaumua ce CMEHOM IMIPOMEHJ/BUBUX MOYKE CBECTU HA

KaHOHCKe obusmke jemuauuna Emupen-Paymnepa vy’ — 2% =0 u y” + 2% = 0.
—a—2

. -1 _pma=2_
Hamme, ako je p > 1, cmenom = = f:_l, u =2 (p—1)eDCD jenmauuna

! Jacob Robert Emden (1862-1940), mBajuapckn acTpopusmdap
2Ralph Howard Fowler (1889-1944), Gpurancku ¢puzugap



(1.1)) cBomu ce ma jemmaumme y” + 2% = 0, rae je a = ‘;%rf — (04 3). Axo je
1— —pta

p <1, cMeHOM ¥ = %, u=1y-(l—p) T»E-TD jemmaunna ((1.1)) cBomn ce Ha

jemmauune Y’ + 2% =0, roe je a = %. Crora, pe3ynararu Koju cy mo0ujeHu

3a KAHOHCKe jenHauumHe najy oarosapajyhe pesyarare 3a jemmauuny (|1.1[). Y
OBOj AMCEPTANUjU MOCMATPAHU CY YIPABO OBU KAHOHCKU OOJIUIU U Y TaJbEM

TEKCTY Mo jemHaumHaMa FEmmen-Paynepa mompa3dyMeBaMoO Te jeTHAUUHE.

Jennaunne Emnen-Paymnepa matemarnuku cy jako uHtepecantHe. One cy
HeJIMHEeapHe, MMa]y BeJUKYy KJacy pellemha M BUXOBA pellema Ce y ONIITeM
ciIydajy He MOry eKCnamnuTHO onpemutu. OBe jenHadywmHe mocMaTpaHe Cy y
mouorpadujama [2), B, 4, 5] u paxosuma [0, 7, 8, @, [T6], T7]. ¥ monorpadujama
2, B] u pamosuma [0, O] nobujeno je acuMOTOTCKO MOHAIIAKE DPeEIIEHA Y
6ecrkonaunoctu. Y panosuma [7), [§] nobujena cy Heka acMMITOTCKa CBOjCTBA
perema y OKOJIWHU HyJie. Y TpaBO TU PAAOBU Cy HAC MOTUBUCAJU 14 AAJHE
UCIUTAMO TOHAIIAIe pellema jeqHaunHa EmupeH-Payimepa y OKOJIMHU HYJE,

Yy 3aBUCHOCTH O]l BDEIHOCTHU IlapaMeTapa KOJU ce jaBibajy y jeIHaunHaMA.
Kparak nperJsen canpskaja mucepraliuje

Y mpyrom moriyiaBipy IpOydYaBaHA je OudepeHIujaHa jeTHAUYNHA
y" = 2%, rme cy a,0 € R.

[IpBo je mocmarpan ciyuaj kana je o < 0. lobujenu pesynraTu Cy OArOBOPU
Ha mpobieme Koju cy ocranu orBopenu y panosuma [7, 8]. Y oBom cayuajy
nobujeru cy ycaoBu koju 00e30ehyjy ma pememe mocMaTpaHe jeTHadnHe
Oyme medhuHICAHO Yy OKOJWHE HYJ€ U MOKA3aHO je a Ce OBaj Pe3yJITaT He MOKe
006e36equTu pu caadbujuMm npeTnocTaBrkaMa. lIpoydaBaHo je U aCHUMITOTCKO
IOHAIIAKE€ Pellelmha OBe jenHauwHe. Jloka3aHa je ersucTeHNrja OeCKOHAUHO
MHOTO pelemna OBe jeaHaunHe Koja 3a10BosbaBajy onpebene ycmose. Takobe,
MMOKa3aHa je jJeIMHCTBEHOCT pelewma npu onpehenum ycmaosuma. VcnuruBano
je moHaIlame pelema Oy:K MO3UTUBHOT Hejia y—oce. Y TUM CUTyalldjaMa, do-
bujenu cy yciaoBu koju ob6e3bebhyjy ma omrosapajyhm Komuje mpobiem numa
pememe (Uau HEMa pememe). Y CATyalnujaMa Kala je er3uCTeHIUja pere-
wa KomujeBor mpobaema mobujeHa, UCIUTUBAHA j€ je IMHCTBEHOCT pPeIleiba.
3aTuM, UCIUTUBAHO je MOHAIIAIE Pellemha My:K MO3UTUBHOL mesia r—oce. Y
TUM CUTYyalldjaMa IpoydaBaHa je er3uCTeHINja pelema Koja ce He MOTY IPO-
OyKATU O HyJ€e, KaO0 U €r3UCTEHIrja pelema KOjuMa je r—Ooca TaHTeHTa Y
Hekoj Tauku. JloOujeHm cy HEONXOMHW W HOBOJLHU YCJIOBU 38 €T3UCTEHIN]y U

jeIMHCTBEHOCT pemema oarosapajyher KomujeBor mpobaema.



Y cayuajy raga o € (0,1), mobujeHu cy HEOUXOAHU U NOBOJHHU YCJIOBU
koju 006e30ebhyjy ma ce pemema jenHadynHEe MOTY HEIPEKUIHO HPOILYKUTU Y
rauku (0,0). 3arum cy mocMarpaHa pellema Koja ce He MOrY HEeIPEeKUIHO
OPOOYKUTHU y TOj Tauku. /loOujeHn cy HEONXOIHU U JOBOJHHU YCJIOBU 3a MOC-
TOjale BEPTUKAJHE aCUMITOTE U ONUCAHU Cy YCJIOBU KOju 00e36ebhyjy erau-
CcTeHI]y pemema onrosapajyher KomwujeBor mpobisiema. Y oOBOM cayuyajy

pa3MaTpaHa je Takohe um je IMHCTBEHOCT pellema.

Y cayuajy rama je o > 1, nobOujeHe cy acUMITOTCKe (GOpMYyJe 3a IIO3W-

TUBHA pelleHa IIoCMaTpaHe jeHAYUHE Y OKOJIMHU HYyJIE.

Pesynratu xoju cy mpukazaHu y OBOM IOTJIABJbY 0a3mpajy ce Ha pe3yl-

raruma pamgosa [10), [T1], 13, [T4].

Y tpehem nmornaBmy mpoydyaBaHa je IU(epeHIUjaTHa jeTHAUNHA

y" = —x%°, rme cy a,0 € R.

[Ipukazano je mox kojuM ycioBuMa je obe3bebhena ersaucreniuja 6€CKOHAYHO
MHOTO pemema Koja Texke kKa 0 kama x — 0+. Tarobe, mokazano je ma ce
pe3yJaTaTu HEe MOTY MPOIMPUTHU 3a CBE BPEAHOCTU MapaMerpa a. Pe3yaraTtu
NIPUKA3aHU Y OBOM IIOTJIABJLY jeCy CIENUjaJIaH Ciydaj pe3yiaTaTa J00ujeHux

y pany [I7], anu je y 0BOM morsiasiby NpUKa3aHa HEMITO APyradurja TEXHUKA.

Y 4eTBPTOM IOIJaBJ/by IpOoydaBaHa je IudepeHrjaTHa jeTHaunHa

y' = aq(@)f(y(x))

rne cy f m ¢ ¢yHEIUje KOje 3amoBosbaBajy onpebene ycmose. OBa jen-
HAYVHA YOIIITABa jeIHAYWHE IMOCMaTpaHe y npyrom u tpehem mormasmy. Y
OBOM IIOIVIABJbY YOIINTAaBajy Ce pe3yiararu npukazanu y pany [§], amu nobu-
jEHM pe3yaTaTu ce MOTY NPUMEHUTHU Ha MUPY KIAcy jenHaumHa. Pe3yartaTtu

IPUKa3aHU y OBOM IOTJIaB/bY 6a3upajy ce Ha pesyararuma pama [12].



2 Ilomamame pemema jemaauuse 1y — r%y’ = 0

Y oBOM @moriaB/by IOCMaTpaHa je AudepeHIyrjaHa jenHaumHa EMueH-

Paynepa xoja je obauka
" a, o
y' —ax%y? =0, rme cy a,0 € R. (2.1)

AcrMnTOTCKO mOHAIIalke pelema OBe AuPepeHIujalHe jeIHAUNHEe Yy HEKUM
cuTyalujaMa ce OUTHO pa3juKyje MPU MaJioj MPOMEHU BPEAHOCTU IapaMeTa-
pa ¢ m o Koju ¢urypumy y camoj jemHaumnu. V3 Tor passora moHamame
pemema AUepeHIUjaHe jeTHAUYNHE NIPUKA3aHO je IO cillydyajeBuMa y
3aBUCHOCTH OJl BpPEOHOCTHU mapamMeTapa. & OBOM IOIJIaBJ/by IIOCMaTpaHA Cy
UCKJBYUYUBO PelIeHa KOoja Cy mo3uTuBHA. JloOujeHM pe3yaraTtu ce MpUupomgHO
IIPDEHOCE U Ha IPOLY:KEH€ pellelmha 3a OHEe BPEIHOCTH HapaMeTpa o 3a Koje

TO MMa CMUCIIA.

[locmaTpano je moHamame pemema Y OKOJMHM KOOPAMHATHOT ITOYETKA,
IIOCTOjal-€ BEPTUKAJHUX aCHUMITOTA, IOHAIIAH€ pellelma YK MO3UTUBHUX
IeJIOBa KOOPAMHATHUX OCa, €r3UCTEHIMja U JeIMHCTBEHOCT HEeKUX RomujeBux

npobiaema, uta. Pesynratu npuka3aHu y OBOM IIOIJIABJbY j€Cy OPUTUHAJIHMU.

2.1 Cayuaj o <0

Y oBoM meny mucepraiuje nocMarpana je jequaunsa (2.1]) y cayuajy rana
je 0 < 0, roju je maremaTuyku Haj3axTeBHuju. OBaj meo Gaszupan je Ha
pesyaratruma panosa [11, [13]. ¥ mamem TekcTy mon OKOJIMHOM HyJe HOApA-

symeBamo muTepsBad (0,a), 3a Hero a > 0.

2.1.1 Ilonamame pemiemba y OKOJIWHU HYJIE

Y o0BOj ceknuju nocMarpahemo audepeHIUjaIHy jeTHAYNHY u pas-
Mmarpahemo cayuaj rkaga je 0 < 0, a € Ru x > 0. Y tekcry, Koju cienu
y HaCTaBKy, HaBemINeMO HeKa CBOjCTBA pellema AU(PepeHIjalHe jeTHaunHe
(2.1) xoja he mam Gutu om 3HAUAjA y UCHUTUBAKY HUXOBOI ACUMITOTCKOT

IIOHAaIlIam a.

3a nmpousBoJbHO M3abpany Tadry (Tg,c, \) U3 CKyma

S={(z,y,y) eR’| x>0,y >0}



Ha OCHOBY HHHapﬂ-HMHﬂeneq)OBeﬂ TeopeMe cJeau Aa MOCTOjU jeIUHCTBEHO

no3UTKUBHO pememe y = y(x) Kommjesor npobiema

y// = xayau y(xO) =, y/(.on) = )\7

KOje je mepuHMCAHO Ha HEKOM mHTepBaty (g — o,z + ) C (0,400), 3a HEKO
a > 0. 3aTo ce Kao MpPUPOOHO MUTame HaMehe HaTaKeme yCIOBa KOju Ou
00e30enunu na pememe nocMarpaHor RommjeBor npobiema Oyne neduHMICA-

HO Ha HEKOM IIUpeM CKYILY.

I[IpumeTuMmo na m3 jeaHaUMHE canenu na je y'(x) > 0, crora je y'(x)
pacryha ¢yurumja. Kako je y(z) koHBekCHa (yHKIMja CIenn Ia je OHA MU
MOHOTOHa miu omanajyha ma pacrtyha. Crora, 6e3 ymamema OMIIITOCTH,
MOYKEeMO IIPETIOCTABUTHU a Cy Pellewma, Koja cy NepUHUCAaHa Y HEKOj OKOJIMHUI
HyJIe, MOHOTOHA jJep Ce Yy CUTYaIuju, y KOjOj MPBU M3BOJ MeHa 3HAK, CMAmU-

BamheM OKOJIMHE MOKE HOCTHMNY MOHOTOHOCT.

[IpumeTrmMmo ma 3a cBako HepacTyhe pelleme jenHauuHe HE MOsKe
ouTH z£?+ y'(r) = —o0, 3a Hero zg € (0,+00). IIpermocraBuMO CynpoTHO,
HEKa je yO: y(x) mepacryhe pememe jennauyumne ne(UHUCAHO HA HEKOM
uHTepBay (o, 21], 0 < 9 < 1, TAKBO ma je xggolJr y'(r) = —oo. Karo je y(x)

Hepacryha ¢yurnuja #a (zg, 2], caenn na je
y’(x) <y’ (x1)

3a & € (zg,21]. Crora ce u3 jennaxoctu (2.1) HakoH mHTErpamuje nobuja

V) @) = [ v@de= [y stds <o) [,
1 é é

3a 0 € (xg,71). Kako je meBa cTpana HejeIHAKOCTU TERU Ka OECKOHAUYHOCTH,
a MecHa CTpaHa Ka KOHAYHO] BPEIHOCTH, Kamda 0 — To+, AOJTa3UMO A0 KOH-

TpaauKInjeE.

[Ipuponuo ce namehe nurame: /la 1 he cBAKO MO3UTUBHO peNIEHE€ TOCMa-

TpaHe MudepeHIyjalHe jetHauYnHe OUTU Ne(pUHICAHO Yy HEKOj OKOJUHU HyJie?

Jlema 2.1. Ako je 0 < —1 u aKO TOCTOjU MO3UTUBHO MOHOTOHO PENIEHE
nudepennujanne jennauune (2.1)), omna je To pememe nedUHUCAHO HA HEKOM

uaTepBasy | takBoMm ma Baxku (0,x1] C I, 3a Heko x1 > 0.

3Charles Emile Picard (1856-1941), ¢ppangycku MareMaTryIap
YErnst Leonard Lindeldf (1870-1946), ¢puncku matemaTmaap



Zloxas. Axo je o < 0, jenuuo nmpasBa x = (0 MOsKe OUTU BEPTUKAJJIHA aCUMITOTA
perrema mocMaTrpaHne jemHaunHe (JOKa3 OBOT PE3YJTATA jé aHAJOTAH NOKA3Y
Teopeme ninu noraenatu pan [7]), crora je MOBOBHO MOCMATPATH CAMO
neonanajyha pemema. Ilocmarpajmo meonanajyhe pememe y(z) TakBo na je
y(x1) > 0wm y/(x1) > 0. IIpernocraBumo na je xo TakBo na je 0 < xo < 1 1 1a je
y(x) pememe medpmHUCAHO HA MHTEDPBAILY (X0, 21|, anu na y(r) Huje nepuHUCaAHO
Ha wHTepBaJy (7', %], 3a npomssBosmHO z’' 3a kKoje Basku 0 < z/ < zy. Kako je
y(x) meomamajyha ¢yuHkuuja, ciemu na aumec xggl+y(a:) IOCTOjU ¥ HA OCHOBY
IPETXOMHOT CJAeO Oa je xk£n+y(a:) = 0. Kako joe y'(z) pacryha ¢yurmuja,
cienn Ja MOCTOJU JIMMEC wggi y'(r) n ou je romauan. Crora je y(z) < y(ry)
u y'(zr) < y/(r1) 3a cBako x é (xo,21]. Pymrumja y(r) Moke ce HENPEKUITHO
IPOAY:KUTU Y TAYKM T( Tako xa je y(xy) = 0, crora 3a cBako x € (xg,x1) U
y(z)—0

nexo { € (zo, ) mejennaxoct L= = y'(§) < y'(z1) Baxkyu Ha OCHOBY Teopeme

Harpa}m«c. Kako je 0 < 0, cienu na je

y'(z) = 2(y(2))” = (¥ (1)) 2%(x — m)°,

3a cBako T € (g, 1), Tj. HAKOH MHTErpamuje noduja ce

V) =y @) —y@ = [ @) [ -,

3a r € (xg,71). Kako je 0 < —1, kama © — xo+, HeCHa CcTpaHa TEXRU Ka
OECKOHAYHOCTU, aJU JieBa CTpaHa He TeXKU Ka OeckoHauyHoctu. M3 mobujene
KOHTPAAUKIN]je 3aK/bydyje ce Oa TaKBO pelleme Mopa OWUTH Je(UHUCAHO Ha

uarepsaiy (0,z]. O

IIpumep 2.1. Heka je

u u

2 dv dv
po+1

NE
a(u) =xg-e " VIET yu) = /T u-e’ VIET 20 >0, u € (0, +00)

rae je —1 < 0 < 0. Ilpmmermmo ma cy z(u) m y(u) mobpo mepmHUCaHE
¢yurmmje Ha unrepsany (0,4+00). Tarobe, z(u) je uHjekTUBHA QyHKIUM]a KOja
npecivkasa uaTepBad (0,+00) y mHTEpBAJI (X0, +00), TAKO Aa MOKEMO MOC-

marpaTtu r(u) 1 y(u) Kao mapamerapcky penpeseHranujy ¢yuruuje y(r) Koja

®Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), ¢ppanmyckn matemMaTaap



je medumHUMCcana Ha WHTEPBAIY (To,+00). JemHocTaBHUM padyyHOM Hobuja ce

211?% ¢ dv
220 - e * v 48 o U- /T fﬁ

l’/(u) — To - € ’ y/(u) _ \/x_(] + 0 ) 60 v248. st 7

u2+8 uo+1 u L 8. wo+1

o+1 )
" 2.1'0 20} v2+i:va+1 U+4uo'
) = g e (2 -
}L¢
0 sty 41-0) o4l
To - € u

o < BT (e B

u2+8 1:;'6-:_1 u2+8‘% U+80_—+1
Kako je

d_Qy(u> — 1 (y//(u) . SL’/(U) . x”(u) y/<u>)

d.ﬁU2 (m’(u))?’

. _3f dv
e B S
H u
-3 ——dr
a o _ot3 p _3 g ot
()" ()" = (2() " - (y(w)” =g e AT
. o+3 _

rae je a = ————, cieam na je ca z(u) u y(u) mara mapamerapcka penpe-

senranuja QyHruuje y(r) Koja je pememe mupepennujanue jemuauuue (|2.1).
[IpumeTumo na

z(u) — xg, y(u) =0,

kazna u — 0+. Cunemu na pesyarar Jleme 2.1 me Baxu yrounuko je —1 < o < 0.

Jlema [2. 1| umnnunuraHO 06€306€ehyje ersucTeHmjy NO3UTUBHUX PeEIIeHha AU-
depeHnUjaIHe jeqHAUNHE y HEKO] okoJimHU HYyJe. Hamme, ako moctoje
MOHOTOHA Dellelna Te jefTHAYWHe, OHA CY Ae(UHUCAHA y OKOJMHU HyJe. Y KO-
JINKO HE IOCTOje MOHOTOHA pellewma, OHAa Cy CBa pellema Te jeJHaduuHe €0
IO €O MOHOTOHA, a TAKBa pellema jecy meduHucaHa y okoiauHu Hysne. Crora

je IpupoOoaOHO MCIIMTUBATU aCHMMIITOTCKO IIOHalakbe€ TaKBUX PEIICHA.

Teopema 2.1. Arxo je 0 < 0 m a+ 0+ 1 < 0, oHma He TOCTOje MO3UTUBHA
pemema y(r) mpepennujanne jennaunue ([2.1)) nedpurucana y Heroj okosuHU

li = 0.
HyJle TakBa Ia ml)r&y(x) 0



Jlokas. Ako mocToju mMO3UTHMBHO peliewme y(r) ca KapakKTepUCTUKAMa HaBe-
OEeHUM y TeopeMu, OHIa OHO Mopa butu Heonanajyhe. IIpony:kemem dyHukIMjE
y(x) Taro ma je y(0) = 0, mobuja ce ma je dpyHkrmMja y(xr) HENIpEKUIHA HA Cer-
menty [0, x;] u nudpepennumjabunna y uarepsany (0,x;), 3a Hero 1 > 0. Kako
je /() pacryha ¢yurmuja, caenu na 3a cako x € (0,r1) BaKU Heje THAKOCT
y(f—zgo = y'(§) < y'(x), 3a mero ¢ € (0,z). Crora je y(z) < zy/(z) < zy'(z1)
3a x € (0,21). U3 mudepenuujanne jennaumue U 13 IPETXOTHOT peja,
nobuja ce
y'(x) = 2% (y(@))” = 277 (y' (21))”,

3a 6uno roje = € (0,x1). Uurerpanujom ce mobuja
X1 " 1
y'(21) 2y (21) —y/(2) = / y'(t)dt > (y (1)) / 1o gt

Tj. (y’(xl))l_a > ["'tet7d¢t, mro je memoryhie jep 3a a + o < —1 mHTerpan
[Iretedt — +oo, kama  — 0+. O

Aro je o <0Oma+o+1 >0, ouna mocToju OECKOHAYHO MHOTO PEIIeHa
y(z) mpepennujanne jennaunne (2.1]), raxsux na :Cl_i}r&y(x) = 0, Tj. mocroju
OEeCKOHAYHO MHOI'O pellelma TAKBUX Oa HBUXOBU IpaduIiy , TeXe Ka TadKU
(0,0)”. To je pesynrar pana [8]. Ha oBaj HaumH KOMIUIETMpAHA je CIUKA
MOHAIIAKA pelewna jennaunae Emuaen-Paymnepa obauka Yy OKOJIMHU KO-

OPpANHATHOT IIOYETKA.

IIpumep 2.2. 3a a=—1u o =0 pemewa y(z) =xlnz+ C(x — xy) jennauune
y" = x%y° cy meomamnajyha ma mnaTepBaidy (zg,+00) 3a cBako xy = 0, C > 0.

Crnenujaauo 3a rg = 0 u cBako C' > 0, nobuja ce na je liron y(x) = 0.
x—0+

IIpumep umaycrpyje ma ce pesyaratu Jleme [2.1] u Teopeme [2.1] me mory

OpomumpuTH 3a cBako 0 < 0ma+ o < —1.

2.1.2 Ilonamame pemiema Oy MO3UTHUBHOTL eJjia y—0ce

Y curyamujama Kazna cy pemema qupepennujanue jennavuune (2.1]) medu-
HUCAHA y OKOJIVMHU HyJle, IPUPONHO ce HaMehe mmurame NOHAIIama pPeIIeHa
kana r — 04. Crora je on 3HAaUYaja ma IPBO MCOIUTAMO HOJ KOJUM YCJIIOBUMA

npaBa r = () Huje BepTUKAJIHA ACUMIITOTA MO3UTUBHUX pellemha NudepeHnn-

jamue jemmauune (2.1)).



Teopema 2.2. Axo je 0 <0, a > —2 u ako je y(x) HO3UTUBHO pelieme aude-
pennujanue jennauune ([2.1) nepunucano na uarepsamny (0, xo], 3a HEKO ¢ > 0

takBo na je y'(zg) < 0, onma je

li .
Jiap vla) < +o0

Jloxas. Kako je y'(z) pacryha ¢pyrrumja u kako je y'(xg) < 0, 3akpbydyje ce na
je y'(z) <0 3a x € (0,x0) my(x) > y(z) 3a z € (0,z0]. Hobujern pesynraru,
3ajenHo ca jemaaunaoM ([2.1f) mvnnunupajy zejemmaxoct

y"(x) = 2 (y(z))” < 2*(y(z0))” - (2.2)

[MTocmarpajmo mpBo cayuaj kana je a # —1. V3 mejennaroctu ([2.2]), Hakon

UHTErpaiuje nobuja ce

o o a g y(l‘O) 7 a a
y/(x(]) . y/(x) _ / y”(t) dt < / t (y(fo)) dt = u . (xo—i-l _ +1) 7
3a x € (0,7¢], Tj. HAKOH jomm jemHe MHTerpamuje nobuja ce

M( ot

Zl?8+2
1 i (g — x) +

—y(zo) +y(z) <

e )

Crora, BaKu

oo < L (a0 4 ) ) =)+ ot

3a a € (—2,—1)U(—1,+00) 3armpydyjemo na je lir&y(x) < 400.
T—

[Tocmarpajmo cana cayyaj xkana je a = —1. Cawmyno, mHTerpamnujom obe

crpane Hejemnarkoctu ([2.2)) mobuja ce
y'(z0) — y'(2) < (y(x0))” - (Inxo — Inz), z € (0,z0],
Tj. HAKOH ]OIN jenHe WMHTerpamuje mobuja ce

y(x) < (y(x0))” - (x0 — ) - (Inzg — InZ) — o/ (o) (o — ) + y(0) ,

3a HEKO T € (x,z9). Crora, 3akmbydyjeMo ma m y ciaydajy kana je a = —1,
caemu na je lim y(z) < +oo. d
z—0+



Y pany [7] mokasano je ma ako je a < —2, pe3yJaTaTu NPETXOIHE TeOpeMe
He Baske, TaUHMje, OHJA CBa IMO3UTUBHA peEIIema jeTHAaUYNHe , KOja Cy
neduHVCAHA Y OKOJWHU HyJle, mMajy BepTturasny acumnrory z = (. Takobe,
y TOM panay AOOWjeHO je aCUMIITOTCKO ITOHAIIaHe Pelema Y OKOJWHU HYyJe

3a CBAKO MO3UTWBHO pememne jenuaunte (2.1) rana je a < —2 u 0 < 0.

[Tocmarpajmo cana Kommujes mpobiem
y'—a"y” =0, y(0) =c, ¥'(0) = A, (2.3)

rae je 0 < 0,a,A € R uc>0. [Ipso Mmopamo npenusuparu 3Haveme Komu-
jeBor mpobJiema y OBakKBOj curyammju. JenmHaumna Emnen-Payinepa nedu-

HUCaHa je y ONIITEM ciydajy Kaza je x > 0, anm, Ha mpuMep, HOMd IPeT-

noctaBkama Jleme [2.1|u Teopewme 2.2 cnemu na lir(r)1+y(a:) = ¢ IOCTOJU y CKYIy
T—

[0,00), ma hemo to ckpaheno mucaru kao y(0) = c. Cnuuno, xaro je y”(x) >0
3a ¢ > 0, cremu na 111%1+ y'(x) = X mocroju y RU{—oc}. IIpBo hemo nmocma-
z—

TpaTtu ciay4aj kana A € R.

Teopema 2.3. Axko je 0 < 0 u a > —1, ouna Kommujes npobuem (2.3)) mma
jenuHCTBEHO pememe nedpuuucano Ha HekoM mHTepBatdy (0,h], h < 1 (peme-
we je nepunucano Ha (0,h] 1 OHO ce MOKE HENPEKUIHO IUepeHIrjabuITHO

npoxnysxutu y 0, Tako ga je y(0) =c¢ >0, y'(0) = \), 3a 10BOBHO MaJO h.

Joxas. Tlocmarpajmo npso cayuaj kana je A > 0. Komwujes npobaem ([2.3))

€KBUBAJICHTAH J€ MHTErPAJIHO] jeTHAUNHUI

y(x) = +c+ /;(I — )t (y(t))” dt, (2.4)

n 3aro hemo ymecro KommjeBor mpobiema (2.3 mocmarparu mHTErpaHy

jemHAYMHY . Hedbunnmumo HU3 QyHKIMja Ha ciaenehn HaYMH:
yo(z) = Ax + ¢, ypp1(x) =X +c+ /Om(x — 1)ty (t) dt. (2.5)
[Toka:xkuMmo na 3a cBe dyHKUUje y,(r) Baxke HejeTHAKOCTU
c+ e < yu(r) <c+ 2 \x, x€[0,h], ne€ Ny, (2.6)

3a HeKO h koje He 3aBucu onx n. JlOKaKMMO OBY IPETIOCTABKY WHIYKIVjOM.

Axo je n =0, onga je c+ Az = yo(x) < 2\x+c, 3a = € [0, h|. Heka nejennaxkoctn

10



(2.6 Ba:ke, Tanma je

(c+Ax)? Zyo(z) = (2Ax + ¢)7,
3a x € [0,h]. Onna je

Yni1(z) < Az 4c+ / (x — )t (c+ At)7 dt
0
h
< )\:p—i—c—i—x/ t%(c+ M) dt <2z + ¢,
0
3a MOBOJbHO MaJjio h. Kako je
At +c< Az +c+ / (x —t)t"y2 () dt = yni1 (),
0

3akpyuyjeMo na mejemnaxkoctu ([2.6]) Bake.

[TorasknMo caja paBHOMEPHY KOHBEPreHIujy Hu3a Y, (z) Ha cermenty [0, h.

[MocmaTpajmo ¢pyskmmonassu pen yo(z)+ > (Yn(z) —yn-1(z)). Huz nmapumja-
n=1

HUX CyMa TOr pefa je Sp(x) = yo(z) + (y1(2) — yo(@)) + ... + (Yn(®) — ya1(x)) =
yn(z). PaBHOMepHA KOHBepreHuuja (yHKIMOHAIHOT HU3A Y, (T) €KBUBAJIECHTHA

je paBHOMEPHO] KOHBEPTEHIN]U IOCMATPAHOT (YyHKIUOHAJIHOT pela.

Iloka:kuMo ma je
|Yn () — Yn—1(z)| < 2"\, € [0,h], neN, (2.7)

3a HEKO h kKoje He 3aBucu on n. OBy IPeTNOCTAaBKY AOoKazaheMo WHIYKIIjOM.

3a n =1, mobuja ce
T h
ly1(x) — yo(x)| < x/ t*(M+ )7 dt < x/ t*(M+¢)7dt < M\x,
0 0
3a m0BOJbHO Maso h. Heka mejemnaroct ([2.7) Basku, Tana je

Y (2) — @) < @ / ) — ()] de

= 2o / 1 gal) = yur (D) - € (1)

N

rae je min{y,1(z), yn(2)} < §(z) < max{y,1(2),yn(v)}, 3a = € [0,h], ma je

11



c+ A <&(x) <c+2\x, 3a x € [0,h], cnemn na je
(c+Ax)7 > ¢ Ha) > 2z +c)7 L.

Crora, 3a z € [0, h] nobuja ce

Yni1(x) —yu(z)] < - ]U|/ t*(c+ ATt A" dt
0

h
< x"+1)\"-|0|/ t"(c+ M) tdt,
0

n+1yn+1
< 2" ,

3a DOBOJRHO MaJio h. 3armpydyjeMo ma je
9 (2) — por (2)] < 2N < (A", 2 € [0,B], neN.

Ilakie, 3a HTOBOJHHO MaJIO h, ONIITH YIaH HOCMATPAHOT (YHKIMOHAJHOT Pena
MOKe Ce MajopupaTy ONIITUM YJAHOM OPOJHOr KOHBEPTEHTHOT pela, Ia Mpu-
MeHOM BajepmTpacoBor KpurepujyMa 3akbydyjeMo na IoCMaTPaHu (yHKIN-
OHAJHU pel PaBHOMEDHO KOHBeprupa Ha cermenry [0, h|, Tj. #u3 y, () paBHO-

MEPHO KOHBeprupa ka Hekoj ¢pyuruuju y(x) ma cermenty [0, h.

Heka je y(z) = lirf yn(z), = €[0,h]. Tana je y(0) = c. Kaxo je
n—-—+0o0

(@) =y (2)] €7 (@) - [o] - |yalz) — y(2)],

rae je c+Ax < &(z) < ¢+ 2 x 3a x € [0, h], Hu3 Y7 () paBHOMEPHO KOHBEPrUpa
ka ¢yuruuju y°(x) wa cermenty [0,h]. 3aro Baxku

im [ (x— 6ty () dt = /0 " lim (o — )y (1) dt = /0 C(o— )y (1) dt

n—-+00 0 n—-+00

Crora, MOKEMO 3aKbYYUTH I8 HU3 Yy, () PABHOMEDHO KOHBEPIrupa Ka (yHKIU-
ju y(z) roja je pememe jemuauwmue (2.4]). Omnmarme caemu ma je y'(0) = A.
Crora, y(x) jecre pememe Kommjesor npobuema ([2.3]).

[Toraskumo cana jemuucrBenoct. Heka cy y;(z) u yo(x) pemema Komujesor
npobuema ([2.3]). Tana je

1() — ()] < - Jo] / i) — ()] - € (1)

12



rae je min{y (), y2(z)} < {(z) < max{yi(z), y2(2)} 3a x € [0, h], ma xaxo Baxm

yi(x) = A +c¢, yolx) = Az +e¢, x€[0,h],
u kako je yy(z) >0 u y5(x) >0, 3a x € [0, h], moskemMO 3akmbyunTu na je
yi @) S Az 077 g (@) < (e + o) 2 €[04,
Tj.
) < M +0)7 7, ze0,h].

Kounauno, nobuja ce

h
(e) = ()] <2+ e (o) — (o) -Jo] [ 2O+,
x s 0

Tj.
1
[y1(2) = y2(2)] < 5 max |y (2) = y2(2)|, = € [0,h],
z€[0,h]

3a MOBOJLHO MaJjo h. 3akbydyjeMo na je y; = yo.

[Tocmarpajmo cana cayuaj rkana je A < 0. ¥Ymecro KommujeBor npobiaema

(2.3)) mocmarpahiemo muTerpanny jemmauuny (2.4), roe je x € [0,h], 3a mo-
BobHO Maso h (hA 4+ ¢ > 0). Huz ¢ymrmuja y,(xr) medunucan je rao (|2.5)).

[ToraskuMo na 3a cBe GyHKIUje Y, (T) Baske Heje THAKOCTU

c+ A <yp(z) <c+x, xe€]0,h], neNy,

(2.8)

3a HEKO h Koje He 3aBucHU 04 n. JIOKAKMMO MPETNOCTABKY MHIYKIUjOM. AKO

jen =0, ouma je c+ A x = yo(z) < x+c¢, 3a x € [0, h]. Hera nejennaroctu (|2.8|)

BayKe, Taa je
(c+Ax)” > y;(x) = (x+¢)7,

3a x € [0,h]. Crenn na je

T h
ynH(a:)gc—i—/ (x—t)t“(c+)\t)"dt<c+x/ tc+ M) dt <x+c,
0 0

3a MOBOJbHO MaJjio h. Kako je

Ar 4 < A+ c—l—/ (x — )ty () dt = ypia(x),
0

13



3akpyuyjemo na ([2.8)) Basku.

[Torazahemo paBHOMepHY KOHBepreHimjy Husa y,(r) mHa cermenty [0, h].
3a moka3 paBHOMEpDHE KOHBEpreHImje Hu3a Y, (x) Ha cermenty [0, h] moBosmHO

je ma moraskeMO pABHOMEDHY KOHBEDPIeHIU]y (YHKIMOHAJHOT pena Yo(z) +

i (yn(x) — yn_l(x)) Ha cermenty [0, hl.

n=1

[Toraxxkumo ma je
Yn(2) = Yna(2)| < 2", 2 €[0,h], n€N, (2.9)

3a HEKO h kKoje He 3aBucu ox n. llorkazahemo mpeTmocTaBKy MHAYKIXjOM. 3a

n =1, Baxku nga je

1(2) — gola)] < x/xta()\t Lot < x/ht“(/\t Lerdt<a,
0 0
3a HEKO MOBOJLHO MaJjo h. Heka HejemmakocT BayKU, Tada je
o) = @] < 2 [ 0~ 0l
= aelol [ 6 )~ a0 € )
rae je min{y,(z), yn—1(2)} < () < max{y,(z),yn—1(x)}, 3a = € [0, h], na Bakn
(c+d) P> o) > (v +0)7 .

Crora je

x h
\yn+1(x)—yn(x)|<x~|a\/ t“(c+)\t)"1:c”dt<:c"“~]a|/ £+ M) dt,
0 0

Tj.
|yn+1(:c) - yn<x>’ < anrl )

3a MOBOJbHO MaJjo h. 3akbydyjemMo na je
Y (%) = Yo1(2)] < 2" < B", z€[0,h], n€N.

3a MOBOJLHO MaJo h, M3 TOPHUX PenoBa CJeAUM PpaBHOMEPHa KOHBEPIEHIN)a

HU3a Y, (r) Ka Heroj ¢yHrmMju y(xr) Ha cermenty [0, hl.

Ha wmcTm maumn rao y ciaydajy kaza je A > 0, MOke ce MOKa3aTH 1a HU3
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y2(xz) paBHOMepHO KOHBeprupa ka ¢yuruuju y°(x) ma cermenty [0, h]. Crora
je
li — )ty (t) dt = li —t)t%y dt = — )ty (t) dt .
Jdm [ a—nega= [t (@ oega)i= [ @ oeya)
Crnemu na Hu3 y,(r) paBHOMEPHO KOHBEPrUpa Ka (YHKIUjU KOja je PelleHhe
jemuaumnue (2.4]). Jloka3 je AMHCTBEHOCTU PeEMIEHa Y OBOM CJIydajy aHAJOTaH

je moraly y caydajy kama je A > 0. 3akmyuyjemMo ma je y; = yo. 0

Y Teopemu [2.2], nokazano je na ako je 0 < 0 u a > —2, oHZa 3a CBa IO-
3UTUBHA pellelmha jeTHAUNHE Koja cy medunucana ua uarepsasy (0, zgl,
3a HeKO 7o > (, BasKkM a BHUXOB I'padUK , TeKU Ka HEKOj KOHAYHO] TadyKM Ha
y—ocu”, kana x — 0+. Y Teopemu u Ilocaenuum 1 y pany [7], norazauno je
na ako je 0 < 0wma < —2, ouna Je npaBa r = (0 BepTUKaJHA aCUMIOTOTA 34 CBa
MO3UTWBHA PeEllenha jeTHauYnHe KOja Cy me(UHHCAHA y OKOJIMHU HyJe. Y
Teopemn [2.3] mokazano je ma axo je 0<0,a>—-1u)éeR, ouna Komujen
npobuem (2.3)) uma jemuucTBeHO pememe. [Ipupomguo ce mamehy nBa nurama:
1. Koju ce 3akmydnu Mory u3BecTu y caydajy kana je 0 < 0wm —2 <a < —17
2. Moske nu pemneme jeqHauynHe , y cay4dajy kazna je o < 0 ma > —1,
TEKUTU KA KOHAYHO] TAUYKW Ca MO3UTWUBHOT nejaa y—oce kana r — 04, ca

,HAarmoom A = —o0””?

[Mperm3upajmMo m3pa3 U3 OPETXOMAHOr MUTAKA. 34 peleme y(r) KakeMo
na mma ,Harub \ = —oo” kama r — 04, ako je liI(I)l y'(z) = —o0, Tj. akro je
z—0+

y—0Ca TAaHTeHTa Ha MHTETPAaJIHy KPUBY pelIema.
Cneneha nema, TeopeMa m nmpuMep najy OANOBOP Ha MPBO MUTAIE.

Jlema 2.2. Arojeo <0, —2<a< -1, A€ Rwuc>0, onna Komujer npobiem
(2.3]) mHema pemema.

Jlokas. TIpernmocTaBuMO ma MOCTOjU pemene y(x) 1 IPEeTIOCTABUMO [a je OHO
nepuuucano Ha uarepsaay (0, h], 3a mexko h > 0. Wurerpamujom obe cTpane

jemnaxoctu ([2.1]), nobuja ce

wm—szaw%@m

Kako y — ¢, ¢ > 0, xama * — 0+, omma x%° ~ Cz° rme je C > 0, rana
r — 04+ (rme f ~ g kama © — a 3Haum lim gé;)) 1). Crora, 3akmydyjeMo
Tr—a

Ia je mecHa CTPaHAa jeIHAKOCTU OECKOHAUHA, a JeBa CTpaHa KOHAUHA, IITO

AOBOOU OO KOHTPAIUKIINjE. O
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Teopema 2.4. Axkojeo < 0u —2 < a < —1, oA 3a CBAKO MO3UTUBHO PEIICH€
mudepeHnnjalHe jeqHAYNHE Koje je medpunucano ua maTepBasy (0, ],
3a HEKO 1z > 0, TakBo ma je y'(xo) < 0, caenu na
a:li}r(l;lJr y(@) = —oo.

Zoxas. 1lo3uTuBHA pelewma jeTHAUNHE KOja Cy neUHUCAHA Y OKOJIMHU
HyJIe Teske Ka KOHAYHOj TAYKU Ca MO3UTUBHOT nesa y—oce kana r — 0+ (jep
ua ocHoBy Teopewme [2.1] 3uamo na ako je o <O0wma+o+1<0, ongay —» 0
kana r — 0+4), mox mexkum marubom A, rzae je A € RU{—oo}. IIpernocrasumo
na je A # —oco. Kako je y/(x) pacryha ¢pyuruuja 3a x € (0,20 crenn na numec
xli)r& y'(z) mocroju. Murerpanmjom obe cTpane je IHAKOCTU nobuja ce na
je

h
y'(h) — = /0 %y (z) dx .

Kako y — ¢,c¢ > 0, kana x — 04, omma %y’ ~ Cz®, rme je C' > 0, kama x — 0+.
Crora, jgeBa cTpaHa jeIHAKOCTU je KOHAUHA, a JeCHa CTpaHa je DecKoHAauJHA,

MITO JOBOOW O KOHTPAIUKIIN]E. U

N3 Jlewme u Teopeme [2.4] 3akmydyjeMo na CBa HNO3UTUBHA DPeEIIEHA
oudepeHnnjaTHe jetHaunHe Koja cy mepunucana Ha untepsBaiy (0, ),
3a HEeKO To > 0, kana je 0 < 0 m a € (—2,—1], mmajy ,marub A = —o0” Kana
r — 04, Tj. y—oca je TaHTeHTa WHTETPAJHUX KPUBUX pelIeHma IOoCMaTpaHe
jemnauwmue. Ilpupommno ce mamehe muTame jeAMHCTBEHOCTU pellema Kormmu-

jeBor mpobJiiema

y' =2 =0, y(0) =¢, y(0) = —o0, (2.10)
rae je 0 <0, —2<a < —1uc>0. Cnenehu npumep moralyje na Komwujes
npobiem (2.10]) HemMa yBeK je AMHCTBEHO pEIIeH€.
IIpumep 2.3. Hexka je

? 1
2 it +m(Vi+vi—1)+d’
c-t

VIE=1D) +In(Vi+vt—1)+d’

rae cy ¢ u d TpOM3BOJbHE MO3UTWBHE KOHCTaHTe. llpumermmo ma cy x(t) u

y(t) mobpo nepunucane ¢pyurnuje na uarepsany (1,00) u z(t) je unjekruBHA
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¢yurmmja Ha maTepBaty (1,00). Crora, mosxkemo nocmarparu x(t) u y(t) xkao

napaMeTapcky penpeseHranujy ¢yHrmumje y(r). JemgHoCTaBHUM PAYyHOM IO-

ouja ce
w = <. 1 NEn
= 2 (Vtt—D+In(vVt+vt—1)+d3? Vi-1’
, In(VE+vE—1)+d— \/:1
y(t) = c~( —t(t—1)+ln(ﬂ+M)+d>27
B 1+dtt té_l) c(In(vVt+Vt—=1)+d)
o 4 (t—1D)(Vtit — 1) +In(vVEt+VE—1) +d)3
, ¢ S+ (-4t /i (In(Vi+VE=T)+d)
A P N S Y R A
Kako je
d2y 1 " / " !
R O I ES TR e R

O) - (0) 7 = 5 - (VilE— D)+ (Vi + VE=T) +a),

3akmpydyjemMo na je ca x(t) u y(t) 3amara mapamerapcka pempe3eHTALN]a

¢yurnmje y(zr), Koja je pememe jennaunue y’ = E—;Q I[MTpumerumo ma

z(t) = 0, y(t) — c,

Z—z(t):%-\/;- (1n(ﬁ+\/t——1)+d— 11_1> 5 o0,

Kazga t — 00, 3a npomsBobHO d € (0,00). Cnemu na Komwmjes npobiem (|2.10))

HEeMa jeIMHCTBEHO peleme Kamga je 0 = —2 u a = —1, Tj. oBaj Komujen

npobJaeM nMa OECKOHAYHO MHOTO DeIlleiba.

Cneneha nema maje oaroBop Ha APYyro muTame ca crpaxe 15|

Jlema 2.3. Ako je 0 < 0, a > —1 u ¢ > 0, ouma Kommujes npobGaem (2.10)

HEMa pelnema.
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Jloxas. Ilpernocrasumo ma nocroju pememe y(x) Komujesor npobiema (2.10))
U IPETIOCTABUMO Ja je oHO neduaucano na uartepsady (0,h], 3a mexo h > 0.

WNurerpanujom o6e crpane jenuaxkoctu (2.1)) nobuja ce

y’(h)—y’(é)z/(S y”(x)dm:/(s 2%y’ (x)dx, 6 > 0.

Kako y — ¢, kama x — 0+, ouma z%y’ ~ Cx®, rme C' > 0, kama xr — 0+. Crora,
KaKO JeCHa CTPaHa jeTHAKOCTU TEKM Ka KOHAYHO] BPEIHOCTH, & JIeBa CTPAHA

ka OeckoHavyHOCTH, Kama 0 — 04, HOIa3uMO 10 KOHTPAAUKIIN]E. U

2.1.3 Ilomamame pemiema Oy IMO3UTUBHOT JeJjia I—O0Ce

[Tocmarpajmo KomujeB npobiaem
y' — 2% =0, y(xg) =0, ¢/ (z0) =\, 29 >0, (2.11)

rae je 0 < 0ua,\ € R. 3nauveme oBako popmynucanor KomujeBor npobiaema
MoOke ce objacHuTu camyuo kao y Omemky 2.1.2 m u3 Tor pasmaora mehemo

MTOHOBO OOjalrmHaBaTH.

Y Jlemu 2.1}, morazano je ma ako je 0 < —1 m ako HOCTOjU TO3UTUBHO
MOHOTOHO pelleme auepeHnyjaaie jeTHadnHe , OHJa je OHO medumHUCa-
HO Ha HekoM mHTepBausy I rakBoMm nma je (0,zg] C I, 3a Heko xy > 0. IIpumepom
HOKaBaHO je mazaa=—-"uo e (—1,0) mocroju pememe jeHAYMHE
TAKBO Ja IpaduK TOT pellema ,, TeRU Ka HeKOj Tauku ca r—oce” . [Ipuponso ce

namehe nurame: [la au 3a cBako a € R u 0 € (—1,0) TakBa pemema nocroje?

Teopema 2.5. Hexka je 0 € (—1,0) u a, A € R. Tana, nocroju pememe Komm-
jeBor mpobanema ([2.11]) xoje je mepummumcano ua (xg, o + h|, 32 HEKO h > 0 1

A > 0, omHocHO Ha [xg — h,x) 3a HeKo h >0 u A < 0.

Joxas. Tpurazahemo mokas y cayuajy kana je A > 0 (cayuaj raga je A <0
nobujamo kanga mocmarpamo GpyHruujy y(2xrg — x)). IHocmarpajmo dammaujy

pemema y,(r) Ha cerMeHtTy [Tg,To + h|] TakBy na je

Yu(wo) = 1 >0, y,(z0) = A

Raxo je y,(z) = 2% (), ctemn ma je y,(z) > 0 u y,(z) > 0 ma cermenty

[0, o + h]. IlpecaukaBame x — £ je HEIPEKUAHO U MO3UTUBHO HA CETMEHTY
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[0, o + h], cTora, mocroje koucranre m u M takse ma je 0 <m < 2% < M 3a

CBaKoO T € [xg,xo + hl.

Heka je 0 < o < h. 3a x € (v9,x0 + o, Basku na je
Yu(r) = 2%y (x) = m - yg(zo + ).

Cnemu na je

o) =X = yla) =y wo) = | oL

o

> m-yﬂ(xo—l—a)/ dt:m-yg(x0+oz)~(x—x0),

zo
3a CBAaKO T € [xg, To + «f. Cauuno, ciaequ na je

Uu(@) — i = y(a) — yulao) = /ggy;(t)dt

zo

m-yg(xg—i-oz)

> A(x_xo>+ 9 '($—$0)27
3a CBaKoO T € [g,xo + .
Crora j > myg(wota) o mygl@ote) o .
Jeyu($0+06)/u+>\oé+ 5 ot > 5 a, Tj.

_1
Yu(xo + ) > (%) =

u kako je o (0 < o < h) IpOU3BOJBHO, BAKMU 1A je

n(@ > (2) o= a0) (2.12)

3a CBaKO T € [Tg,To + h]. VI3 mperxomHux pemosa ciemu na je

el

m 20 20

Yil) =2yl (@) < M- (5) 7 (0 —20) 7% = o1 (2 —w0) T

3a cBako x € (xg,xo + h| (rme je ¢; kKoHcTaHTa KOja He 3aBuUCH OX fi). Hakon

IBe WHTEerpamuje, nobuja ce

y;(x) -\ = / yZ(t) dt < / (t — xo)% dt
T

zo

1 — 0 1+o0
- (1= 3) e 2.13
T, (@) (2.13)

= Cl
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yu () —p— MNa —xz9) = /xjy;(t)dt gcl.%.(gg—xo)lza

= cg-(x—xo)ﬁ, (2.14)

3a CBaKO ¥ € [xg,xo + h] (rme je ¢y roHcTaHTa KOja He 3aBucu ox ). W3
HEjeTHAKOCTHU crenn ma je dpamunuja y,(r) paBHOMEPHO OTpaHUYEHA
HAa CEIMEHTY [xg,To + h], a u3 HejemHakocTu ciaenu ma je ta pamuiauja
exsunenpernana (ckyn @ C Cla,b| je ekBuUHeNpeKumIaH ako 3a cBako € > 0,
nocroju 0 > 0 Tako na je |f(x1)— f(x2)| < € 3a cBako f € @ u cBako 1,3 € [a, b
3a KOje BakU |r7 — x2| < 0). W3 Teopeme Ap3enaﬁ~ACHonMja|Z] crenu ma
nocroju Hu3 i/ — 0 Takas ma Y, (r) PABHOMEDHO KOHBEDPIUpPA HA CEIMEHTY

[0, o + h| Ka HEKO] OyHEUMjU Y(x).

Ha ocroBy mperxomHor cuaemu na Y, (r) KOHBeprupa paBHOMEPHO Ka y(z)
HA CerMeHtTy [ro + a,zo + h] 3a cBako a € (0,h). W3 mejemmarkocTm
(orparmaerocT 010310) ciaenu Aa Y7, (r) KOHBEpPrupa paBHOMEpHO Ka Y7 (r) Ha
cermMenty [zo+a, zo+h]. Kako je y (r) = 2%y;,(z), ciem ma je y"(z) = 2%y ()
Ha (o + «,zo+ h] (1 KAKO je o IPOU3BOJLHO, OBO je 3a0BOJHEHO TaKOhe 1 Ha

uHTEpBaLy (Zo,Zo + h]). Ounrmenso je ma Bawku y(xrg) =0 u y'(xg) = A. O

TeopeMao6e36ebyje ersucTeHnujy pemema npobaema ([2.11)). Hamehe
ce IUTalke je IMHCTBEHOCTU PEIlelma OBOT mpobisema. Y ciaydajy kana je A > 0
(A <0), ogrosop je mobujen Ha crapgapiaH HauuH. TO je MPUKA3aHO y TEO-

pemMm Koja CJenIu.

Teopema 2.6. Axo je —1 <0 <0 u A € RY, onna Komujes npobuem ([2.11])

VMa je IMHCTBEHO pellene neUHUCAHO Ha HEeKOM nHTepBady (zo, xo+h|, h > 0.

Jloxas. KomujeB npobiem (2.11]) ekBuBaJsieHTaH je MHTErPAJIHO] jeTHAYMHI

y(x) = Mz — xo) + / (x — )ty (t) dt .
o
3aro hemo ymecto Komujesor npobiema ([2.11]) mocmarparu 0By MHTErpaHy
jemnauuny. Heka cy y1(z) u yz(x) pemema Komujesor npobaema (2.11]). Tana

je
(o)~ sale)| < (o= w0) [ ¢ WS s (2.15)

o

Kako je y/(z) pacryha ¢ymruuja, kopucrehu mouerne ycimose mobuja ce ma

6Cesare Arzeld (1847-1912), utamujanckm MaTeMaTudIap
"Giulio Ascoli (1843-1896), uTanujancku MaTeMaTHYAD
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Baskn A < ¥/ (z) < 2\ Ha cermeHry [z, T + h], 3a HeKO Maso h > 0. Cuemu
Mz — ) < yp(x) <20z —x0) 1 Az — x0) < ya(x) < 2Nz — ) (2.16)

HA CErMEHTY |[To,Zo + h|. Kopucrehn teopemy Jlarpamska u HejeaHarocT

, nobuja ce
() = (@) < (o = au) ol [ 4270 ln(8) = (0
3a x € (xo,xo + h], Tme je £(x) = Mo — x), 3a © € [2g, 29 + h|. Onmarae caenn
§77 o) S Nz —m) 7,

3a x € (xg,xo + h]. VI3 mejequaroctu (2.16|) caemu na 3a = € (xg, o + h| Bakn

[91(2) —ga(@)] _ y1(2) + 1po(2)

< <4\ < o0,
r — g r — g
CTOra, 3aKhbydyjeMo na je sup %ﬂf’j(m < 4o00. Komauno, nobuja ce
z€(zo, zo+h]
. ly1(x) — ya ()] a )7 d
[y1(2) = y2(2)] < (& —20) - [0 - A7"- sup t — 20)% dt,
z€(zo, zo+h] T — Zo
Tj. BaKU HEjeTHAKOCT
— _ Io+h
‘yl(x) yQ(x)‘ < |0_| . )\o‘—l . sup ’yl y2 ’ / t— 'TO v At
T —Zo z€(zo, zo+h] T —Zo
zo+h

3a x € (x9, 0 + h|. Kako je uarerpas / t*(t — x9)? dt koHauaH, 3a JOBOJLHO

o
MaJio h, mobujamo ma je

@ =@l ) = sl
x€(zo, zo+h] T — Zo x€(zo, xo+h] T — o
3akmpyuyjeMo ma je y; = ys. 0

Teopema MOMKe ce IPUMEHUTU U Yy ciaydajy kana je A < 0 u tama he
jeIMHCTBEHO pememe OUTH Ie(@UHICAHO HAa HeKOM UHTepBay [ro—h, To), h > 0.
Jloka3 y TOM CIy4ajy je aHaJoraH HPeTXOIHOM MOKAa3y U M3 TOT Pa3Jjora OH

he ©duTu msocrasbeH.
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Y cayuajy kama je A = (0, mpeTxoaHa TEXHUKA CE HE MOK€ NPUMEHUTH.
Cneneha teopema maje oAroBop Ha NUTAKE jeIUHCTBEHOCTU pemnrema Komm-

jeBor mpobGaema ([2.11)) y oBom ciyuajy.

Teopema 2.7. Axo je —1 < 0 < 0 u A = 0, ouna Komwujes npobaem ([2.11))

VMa je IMHCTBEHO pellemhe nerHUCAHO Ha HEKOM nHTepBauy (zo, xo+h|, h > 0.

Jlokas. Tlocmarpajmo npso ciayuaj kana je a > 0. IIpernocrasumo na je y(z)
pememe Kommjesor npobaema (2.11)) nepunncano na uarepsaay (xg, xo + hl,
h >0, 3a mHeko mausio h. U3 jemnauwmue (2.1]) cnemu na je

y'(x) = 2y’ (x) = a5 -y (x) (2.17)

3a x € (xg, xo + h]. Karo je y/(x) pacryha ¢yuruuja 3a x € [xg, zo + h] 1 Karo
je y'(zo) = 0, 3armyuyjemo na je y'(x) > 0 3a = € (xg, xo + h]. Muoxkemem 06e

crpane Hejennakoctu (2.17)) ca y'(z) u HakoH mHTerpamuje, nobuja ce

a
2x4

. o+1
i (),

Y (z) =

3a x € [xg, 2o + h]. Kako je y/(x) >0 3a x € (xg,x0 + h|, cnequ na je

Y(@) > ( 25 ) (),

D=
.

oc+1

o+1

3a x € [rg,x0 + h|. Hakon memema obe crpane Hejemnakoctu ca (y(x)) 2 um

HAKOH JOIN jenHe WHTerpamuje, nobuja ce

wle)'® > 157 (28) o),

N

2 c+1

Tj.

y(z) > (1;(7>1EG : ( 224 )lig-(x—:co)l—ga (2.18)

o+1
3a x € [zg, T + h).
Ywumecro Kommjesor npo6iema ([2.11)) mocmaTpajyMo nHTErpadiHy je tHaYnHY
) = [ o= veiear
o
3a A = 0, Kommjes npobGiuem (2.11]) jecre ekBMBaseHTaH rOPHOj MHTErPAJ-
Hoj jemnaumau. Heka cy y;(z) u yz(x) pemema Komwujesor npoGaema ([2.11]).
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Tana, 3a x € (xg,zo + h], mobuja ce

@) —w@) < [ @t - 0] d

zo

< @m+ma/7x—w-Wﬂw—yﬁwwt

Zo

Kopucrehu teopemy Jlarpamka n n3 vejenunarkoctu (2.18)), caenn ma je
Y1 () = y2(2)| < (20 + h)" - |0|/ (2 =) - €77Ht) [y (t) — o)t (2.19)
zo

3a x € (xg, o + h|, roe je

2

gu>>mmwmwwx@}>(1;”)ﬁ7(ffyy%-u—zwbm

3a x € [zg,29+ h] . Kako je o € (—=1,0), cremn na je

2(0+1)
(=0 o

(z — o) 72,

50—1@;) <
3a x € (xg,xo+ h|. VI3 mperxonuor pena u u3 Hejeanaroctu (2.19) mobuja ce
na je

2(0+1)
=0 o

/7x—w@—ma2waw—yJMdt

Zo

91(2) = y2(2)] < (w0 + h)* - |o] -

. <1+ £>a ol 2(0+1) sup y1(z) — ya(2)| -/x(gg—t)(t—l’o)_ﬂlz" dt

To (1 - 0)2 z€(zo,z0+h| (.T — Qfo)% Zo

3a x € (xg,79 + h|. CynpemyMm M3 IpeTXOIHOT pena jecTe KOHAYAH, jep U3

nejequakoctu (2.14]) Baku ma je

@) —p@)] n@+p@) o

5 XX
(x — )T (x — )T

3a © € (xg,20 + h|. 3a x € (xo,x0 + h], uaTerpan fgz)(x —)(t — xo)*”ﬁ dt

KOHBeprupa, jep —2+ 2= € (—1,0) n jensocraBHMM padyHOM H06Mja ce ma je

¢ —2+7% _(1_0)2 . =
/a:()(x_t)(t_%) * dt——2(0_+1)($ xo)
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Konauno, 3a = € (29, ¢ + h| Basku na je

N (I B
(l‘ — J"O)E Zo xe(xo,xo+h} (,I — .Qj[))E

Kako (1 + w—]z)a — 1, kaga h — 0+, u kako o € (—1,0), camenu na je

sup ly1 () — y2()| < sup [y1 () — ya()] 7

x€(xo,z0+h] r—Zo x€(xo,x0+h] T —Zo

3a MOBOJLHO MAJIO MO3UTUBHO h. 3arbydyjeMo ma je y; = Y.

[Tocmarpajmo cana cayuaj kana je a < 0. Jlokasz y oBOM ciiydajy aHaJIOTaH
je moka3y y ciydajy kamna je a > 0, tako ma he oBme OUTW mpPUKA3aHU CAMO
kpyurn koparmu. Hejemmakoct y”(z) = %7 (z) = (xo + h)® - y°(z) amamorua
je HejemHaKOCTU 3a x € (xg,z0 + h]. Ipumemyjyhu mctu meron kao
y cay4ajy kana je a > (0, mobujaMo HejeqHAKOCTU KOje peaoM OAroBapajy
nHejennaxoctrMma (12.18)), (2.19) u (2.20))

y(e) > (150)&'(2@6;—?)&-(:5—%)&,

0(0) — (@] < -lo] [ (2070 ln(t) ~ (o) d

I

|y1(2) — ya(2)] , A\ |y1(2) — ya(2)]
<|U| ( ) €(

> 14+ — sup
Zo

(ZE - xo)ﬁ z€(xo,z0+h] (ZL‘ — xo)ﬁ

3a x € (xg,xo+ h|. Konauno, 3akpydyjeMo na je y3 =y, 1y OBOM ciayuajy. [

Teopema MOe ce IPUMEHUTHA U y caydajy Kada je A = 0 aau Kama je
jenrHCTBEHO pemiewme qeGuHUCAHO HA [T9 — h, o), h > 0, 3a maso h. Iloka3s y
TOM CJIydajy aHAJIOTaH je IPeTXOJHO MpUKa3aHOM JOKa3y U M3 TOT pasJora

je M30CTaBJbEH.

2.2 Cuayuaj o € (0,1)

Y oBoM gmeny mucepranuje nmocMmarpamo jennauuny ([2.1), roe o € (0,1)
n a € R. Rako je 0 > 0, obnacTt mepuHNCAHOCTU jenHAUNHE MOYKE Ce
IPOIIUPUTU, CTOTa HE MOPAMO MOCMATPATU UCKJbYUUBO MO3UTUBHA PEIICHA.
Pesynratu koju cy mpukazanu y OBOM nesry Oa3upaHW Cy Ha Pe3yJITaTuMa

pana [10].
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2.2.1 Ilonamame peliemha Y OKOJMHY KOOPIWHATHOT IIOUYETKA

[Tocmarpajmo KomujeB mpobiaem
y' — 2% =0, y(0) =0, ¥ (0) = A, (2.21)

rae je 0 € (0,1) u A € [0,+00). T'maBum pesyarar jecre na uspas a + o

OUPEKTHO OJUIYYYyje O €r3UCTEHIUjU pellema TOr mMpodaeMa.

Teopema 2.8. Heka je 0 < o0 < 1, A >0 wu a+o0+1 <0, rana Komujen

npobiem (2.21)) HeMa TO3UTUBHUX peElIemha.

Jlokas. Tpernocrasumo na nocroju pemene y(x) Komujesor npobiema
u na je nepurucano Ha mHTepBatdy (0,z1], 3a Herko x; > 0. Onpma oHO MOpa
6utn Heomanmajyhe. Ilponyxkemem ¢ynrmuje y(z) tTako ma je y(0) = 0, mo-
6ujamo nma je ¢ymkrimmja y(r) HempermmHa Ha cermenty [0,z u mudepeHnn-

jabuana y wmatepsaay (0,x1). Kako je y/(x) pacryha ¢ymrmmja, caenu na

y(@)—0
x—0

Crnemn na je y(z) > Az, 1j. y’(r) > A\°27 3a cBako x € (0,z1]. Murerpamujom

3a cBako = € (0,z1) Hejemnaroct A < y/(§) = Basku 3a Heko & € (0, z).

obe crpane jemnakoctu ([2.1f) moGuja ce
1 1 1
y' (1) 21/’(961)—@/(96):/ y'(1) dt:/ ty (t) dt})\"/ tot dt
T z "

1
3a cBako x € (0, ], mro je memoryhe, jep je a+o < —1, ma / t*T7dt — +o0,

kama r — 0+. U

Hamomena 2.1. Axko je A = 0, ouna Komujes npobiem ([2.21)) uma pememe
nedUHUCAHO y HEKOj okoJuHM Hyne. Ha npumep, ¢pysrmuja y(x) = 0 jecre

peaiene KOje 3a40BOJbaBa 3aJaTE€ IIOYETHE YCJIOBE.

Teopema 2.9. Arko jea+o+1>0wuo € (0,1), onma 3a cako A > 0 Komwujes

npobiem (2.21)) nma jeIMHCTBEHO perieme neGUHUCAHO HA HEKOM WHTEPBAJY

(0,h], h > 0.

Joxas. Ymecro Komujesor mpobaema (2.21]) mocmarpajmo maTErpasny jes-

HAUVHY
y(r) = Az +/ (x — )ty (t) dt.
0

Kommjes npoGuem ([2.21]) jecte exkBuBaJsieHTaH rope HaABEIEHO] WHTErPAJHO]

jeTHAYMHA.
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Hwus ¢ysrnuja nepurmmemo Ha cienehm Hauwns:

yo(z) = Az, ypi(z) = Ao + /Ox(a: — t)t*yo (t)dt. (2.22)

[Toraskumo na 3a cBe (QyHKIMje Y, (T) Baske Heje THAKOCTU

A < yp(z) < 2X\x, z€[0,h], n €Ny, (2.23)
h1 l—0o
3a h; TakBO ma BasKu / trodt < TRt IloKasKMO MPETIOCTABKY WHIYKI-
0

jom. Axro je n = 0, oma je Az < Axz = yo(x) < 2\z, 3a = € [0,hy]. Axo
nHejennakoctu (2.23)) Baske, omma je (Ax)? < y2(x) < (2\x)7, 3a x € [0, hq].
Kaxko je

A < A+ / (x — )ty (t) dt = ypia(x),
0

ia(z) < Az / (z — D)2 (20)7 dt
0
h1
< Ar4 27Nz / (4 gt
0

< 2)\z,

3a x € [0, hy], 3akmyuyjemo na ([2.23) Baxn.
ha Ao
Hexra je hy TaxBo ma je ot dt <

u Heka je h = min{hy, ho}. Hera

0
‘e 5. — |yn($) - yn—l(x)‘
je 0, = sup .
z€(0,h] x
|yn<x> - yn—l(x)‘

Kako y,(x) € [\r,2X\z] 3a = € [0,h], n € Ny,

cremu ma je < A3az € (0,h], n € Ny, crora je 0, KOHAUHO.

x
U3 ycaosa o € (0,1) cremn na je (2Az)° ' < y2 Yz) < (A\x)7 !, 3a z € (0,h)].

N3 Tteopeme Jlarpamxa caenm nma je
Y1 (z) —yn(z)] < o x/ t - E7HE) - yn(t) — yna (8)] dE
0

< U-x/o 4 (AT yn(t) — Yoo ()| dt

Op

< l";,

jep je (2Az)77! < (&(x))° 7t < (Ax)°7t, 3a x € (0,h]. Barmyuyjemo ma je
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Opp1 < —, TITO UMILTUIPA PABHOMEPHY KOHBEPTeHIjy HU3a ¥, (T) Ka HEeKo]

¢yurumju y(z). Kako je

T h h
/ (a:—t)-t“-yﬁ(t)dté/ a:“-yZ(x)dxéQ")\"/ 2"t dr < o0,
0 0 0

Ha OCHOBY JIeGePOBeﬂ TeopeMe O JOMUHAHTHO] KOHBEPTEHIIUjU MOXKe ce Tpohu

auMecoM mon mHTerpas y penamuju (2.22)). Kao pesynrar mobujamo ma je

y(x) = Iz + /Ox(x — 1)ty (t)dt .

Omatne caemqu ma lim y(x) = 0, lim ¢/(z) = A, ¥’ = 2%° u oyurnuja y(zx)
z—0+4 z—0+

jecre mepunucana ma uarepsaiy (0, h.

Hoxraskumo cana jenuacrBenoct. Heka cy y;(z) u yo(z) pemema Komwujesor
npobaema ([2.21)). Hera je M = max{y;(h),y5(h)}. Karo y;(x) € [A\x, Mx] 3a
r € (0,h], i = 1,2, cnenn na je ““(x);—yQ(x)‘ < 400, 3a = € (0,h]. Kopucrehn

Teopemy Jlarpamka mobujamMo HejeTHAKOCTH
@) - @] < o [ el - K]
< a-x/;ta-sa*(w-|y1<t>—y2<t>|dt,
rae je (22 z)7 7! < (&(x))° 7t < (Az)°7 L, 3a 2 € (0,h]. Crora, 3a z € (0, h] Baxn

|y1(a;) —?Jz(l’)|

< U-X’_l/ Ty (8) — ya(t)| dt
0

T
h
z) —y2(x
< g - )\0’—1 Sup |y1( ) yQ( )l / ta+U dt,
z€(0,h)] z 0
cirenm ma je
yi(x) —ya(2)| 1 [91(2) — ya ()]
sup < = sup .
2€(0,h] xz 2 x€(0,h] x
3akmydyjeMo na je y; = ys. O

JemuucrBenoct pemema Komujesor mpobaema (2.21)) me Basku y ciuyuyajy

kana je A =0 u TO je mpukasaHo y cienehem mpumepy.

8Henri Léon Lebesgue (1875-1941), ¢panmyckun maTemMaTmyaap
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IIpumep 2.4. Ilocmarpajmo jemmauuny 3"’ = z%°, roe je a+ o0+ 1 > 0 n

o € (0,1). Ipumernmo na ¢ymrnuja y(r) = wr?, z € (0,+00) jecre pememe
1

mocMaTpaHe jeqHadyuHe, TOe je W = (%) r = % OBo pe-

meme 3a10BobaBa ycaose lim y(x) = 0 u lim ¢/(z) = 0. Aau u pyuruuja
z—0+ z—0+

y(x) = 0 rakobe jecte pememe nmocmarpane mupepeHnUjalHe jeqHAYNHE KOje

3a,00BOJbaBa MUCTE yCJIOBE.

2.2.2 TIlocrojame BEPTHUKAJIHUX ACUMIITOTA

Y OpeTxXomHOM nAeJly IOCMaTPaJVd CMO ACHUMITOTCKO IOHAIIAHE€ DEelleHa
In(epeHnnjalHe jenHaunHe y 6mumsuau tauke (0,0). Axo Kommjes
npobiem (2.21)) mema pemema, a oaroBapajyha pemema jenHadynte cy
neduHUCAaHA y HEKO] OKOJUHU HyJe, KaKO Cy OHA MOHOTOHA Yy HEKO] OKOJIMHU
HyJIe, TTOCTOjU ﬁlir&y(x) y ckymy (0,+o00)U{+o00}. IIpupomuo ce mamehe mu-
Tamke [OJ KOjuM yciaoBuMma he pemema jemnauwmbe ([2.1)) Texxmru ra kKoHa-
YHOj TAYKW, a IOJ KOJUM YCJIOBUMa he MMaTH BEPTUKAJIHY ACUMITOTY, KaIa

z — 0+.

Teopema 2.10. Hera je 0 € (0,1), a < —2 u Heka je y(r) MO3UTUBHO pelnemne
mupepenmujanne jeqaavunse ((2.1) nepunncano wa muTepBaty (0, o], 3a HEKO
zo > 0, TakBo ma je y'(xg) < 0, Tanma je

li = )

S yle) = oo
Jokas. W3 jemmauwnue (2.1)) caemm ma je y’(z) > 0 3a x € (0,2¢], g > 0,
1j. y(x) jecre KoHBekcHa ¢yuruumja. Kako je y'(rg) < 0, 3armydyjemo ma je

y'(x) < 03a x € (0,29) muy(x) = y(xg) 3a x € (0,x0]. Oso, 3ajenno ca (2.1,

UMIIATIAPA HEje THAKOCT
y'(@) = 27 () > 2"y (o). (2.24)

[Tocmarpajmo mpBo ciayuaj kama je a # —2. W3 wejemmakoctu (|2.24)),

HAaKOH MHTerpaluje, nobuja ce

xo o
“y(2) > ' (zo) — o/ (2) = / J' () dt > / toy7 (o) dt = L2 (gt — o),
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3a x € (0,x¢], Tj. HAKOH joIn jenHe mHTerpauuje nobuja ce

ya(xo) . Ia+2 - xa+2
Vi) > —ylan) +y() > L) (< R =L

Kana r — 0+, mecHa cTpaHa Heje THAKOCTU TEKU Ka OECKOHAYHOCTHU, CTOTA U

JIeBa CTpaHa TaI{Obe MOPpa TEEKNUTU Ka DECKOHAYHOCTHU.

Pasmarpajmo cana ciayuaj kana je a = —2. W3 wejennarkoctu ([2.24), mnakon

UHTErpaiuje, noouja ce

—y'(x) =y (z0) — Y (x) = /:O y'(t) dt > /:0 yoijfo) dt =y (zo) - (1 _ l>,

T ZTo

3a x € (0,x¢], Tj. HAKOH jomn jemHe MHTerpamuje nobuja ce

() > ~ylao) +y(a) > v (a0) - (Inzo ~Inw = - (2 — ).

Kana x — 04, mecHa cTpaHa HejeTHAKOCTU TE€KU Ka OECKOHAYHOCTU, CTOTA,

1 JIeBa CTpaHa Takohe Mopa TeKUTU Ka OECKOHAUYHOCTU. O

WNurepecyje vac ma au pemema jennaunue (2.1)) MOry mmMaTu BepTUKAIHY

ACUMIITOTY y Caydajy kKama je a > —2. Oarosop Ham maje ciaeneha Teopema.

Teopema 2.11. Axo je 0 € (0,1), a > —2 u ako je y(x) MO3UTUBHO peLICHE
mupepentujanne jeqnavune ([2.1) nepunucano ma murepsamy (0, o], 3a HEKO

xo > 0, TakBo na je y'(xg) < 0, onma je

xlg& y(x) < +oo.

Joxas. W3 jennauune crequ ma je y'(x) > 0 3a x € (0,z0), Tj. y(z)
jecte romBekcHa ¢(ynrmmja. OnmaBme m u3 ycaosa y'(r9) < 0, 3akmyuyje ce
na je y'(z) < 03az € (0,z0) my(r) = y(xg) 3a x € (0,20]. OBo, 3ajemno ca
jemHAUYMHOM , UMILIAIIAPA HEjeTHAKOCT

y'(t) =ty (1) <ty (x), (2.25)

3a cBakKo t € [x, o).

[Tocmarpajmo mpBo ciayuaj kana je a # —1. W3 wejemmarkoctu (|2.25)),
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ocJjie MHTerpaiuje, noouja ce

) , y) Y x0 x8+1 . l,a+1
Via) ~ e = [y < [ eyed =y T
- . a+1
3a cBako z € (0,xzg]. Crora, 3a cBako t € [x, x| cnenn na je
xa+l - ta+1 xa+l _ ta—l—l
"(z0) —y'(t) <y (t) - o <y (2) - v
(o) =y () <y () T <yl
Harown jow jemne maTerpamuje, 3a = € (0, x| mobuja ce
o a+2 _ _a+2
! . . < Y (I‘) . [ a+1 o - Lo z i|
o) — 2) — ylao) +y(x) < L2 [agt g — ) - ST
Sakmyuyjemo ma 3a csako z € (0,x0] Basku ma je
— - 1 xdt2 — got?
l1—0o < y(l'()) Yy (xo)(ﬂ?o .’L') . [ a+1 . %0 i| )
y @) S y°(x) a+1 % (w0 — ) a+ 2

[TpermocraBumo na je mpaBa z = 0 BepTumrasHa acumnrora (yHruuje y(r)
rana r — 04. Tama, meBa cTpaHa mpeTXOmHE HEjeTHAKOCTU TEXKU Ka OECKO-
HAUYHOCTU Kaja © — 0+, IOK JecHa CTpaHa He TEeXU Ka 0eCKOHAYHOCTU (HpBU
cabupak TeRU Ka HyJIH, a IPYru je orpannden). V3 mobujene KOHTpaIUKIM]je
3akmbydyjeMo na npaBa x = ( HUje BEpTUKAIHA acUMITOTa (yHEOUje Y(T).

Crora, 3a a € (—2,-1)U(—1,00) crenn na je lir(])rl+y(x) < 400.
T—

[Tocmarpajmo cama cayuaj rkana je a = —1. CuamuHO, U3 HEjeTHAKOCTHU

nobuja ce
y'(z0) = y'(x) <y (2) - (Inzg — Inx),
3a cBako z € (0,x0]. Crora, 3a cBako t € [z, x| caenu na je
y'(zo) — /() <y°(t) - (Inzo — Int) < y”(x) - (Inzo — Int).
Harown jow jemne maTerpamnuje, 3a = € (0, x| mobuja ce
v (x0)(zo — ) — y(xo) + y(z) <y’ (x)- [ln zo- (xg—2) —xo(Inzg— 1)+ z(lnx — 1)} .
Sakmyuayjemo ma 3a cBako z € (0,x0] Basku ma je

y(wo) — y'(z0) (20 — 7)

@) S Yo (z)

+ [ln:z:o (xo—2z) —xo(Inzg — 1) + z(lnx — 1)]
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[TpernocraBumo na je mpaBa x = 0 BeprukasgHa acuMmnrora (yHkuje y(z)
rana r — 04. Tama, meBa cTpana mpeTXoaHe HejeTHAKOCTU TEXKU Ka OECKO-
HAUYHOCTU Kaja © — 0+, IOK JecHa CTpaHa He TeRU Ka OeCKOHAUYHOCTU (OpBU
cabupak TEKU Ka HYJIU, a APYTU je OTPpAHUYEH, jep rli}r&:z:(ln:c —1)=0). U3
nobujeHe KOHTPAAUKIMje 3aKbydyjeMo Oa je xlg&y(as) < 400 M y Ciayuajy

Kaga je a = —1. O

2.2.3 Ilomamame pemema Oy MO3UTUBHOT neJjia y§—0ce

Ha ocuoBy mperxomuo nmobujeHux pesyiaraTta cienu na RommjeB nmpobiem
y' —2%y” =0, y(0) =c¢, ¥'(0) =\, (2.26)

rae je 0 € (0,1) u ¢ € [0,400) uma cmucaa ako je a > —2. Kako je y/'(z)
pacryha ¢ysrmuja va narepsaay (0, x|, 3a Hero 9 > 0, caemu na xlirgl+ y'(x)
nocrojuy ckymy RU{—oo0}, 3aTo hemo pazmarparu Takse BPEIHOCTH MapaMe-
tpa A. lobujenu pe3yaraTu MoOKa3yjy na ce MOHAIIAMmE pellema IudepeHIr-
jaJiHe je tHaYWHE IpaCTUYHO pa3iuKyje y ciaydajy kana je a € (—2, —1]
1 y ciy4dajy Kazna je a > —1.

Jlema 2.4. Axo je 0 < o <1, a < —1 u A\ ¢ > 0, ouna Komujes mpobGiem

(2.26]) Hema pemema.

Zloxas. AKO OM TOCTOjaJIO MO3UTUBHO PeEIIeHe Ca HABEIEeHMM OCcOobOmHaMa,
oHma Ou oHO MopaJo butu Heomamajyhe. IlpermoctaBuMo ma TakBO pelre-
mBe [MOCTOju U Ja je oHo nepunucano wa wunrepsany (0,h], 3a meko h > 0.

WNurerpanujom o6e crpane jennakoctu (2.1)) nobuja ce

y'(h) — X = /0 %y (x) dx .

Karo y — ¢, kama x — 04, omma z%y’ ~ Cz?, rme je C > 0, kana r — 0+. Kako
je mecHa cTpaHa jeIHAKOCTU DECKOHAUHA, a JieBa CTPaHa KOHAUHA, MOJIA3UMO

IO KOHTPAIUKIN]E. O

Teopema 2.12. Aroje0 <o <1wma < —1, oHZA 338 CBAKO TO3UTUBHO PEIICHE
y(x) mudepenmumjanue jennauune ([2.1) mepumucano ma muTepmaxy (0,7, 3a
HEeKO xo > 0, TakBo na je y'(xg) < 0, cnenn ma

. / _
15, ¥(6) = —oo.
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Joxas. Kako je y'(xy) < 0 m xaro je y'(x) je pacryha ¢yuruuja, caenn na je
y(z) = y(x) 3a = € (0,20]. Karo je 0 < o <1, cnenu na je y7(z) = y’(xy) 3a
z € (0,z9]. Murerpammjom obe crpane jemnarkoctu (2.1)) mobuja ce

(@) 2 a) @) = [ b= [ ez [

Kanma r — 0+, mecHa crpaHa jeZHAKOCTU TEXKU Ka OECKOHAUYHOCTHU, CTOTA U

JieBa CTpaHa TakKobhe Mopa TeXRUTU Ka OECKOHAUYHOCTU. 0

N3 Jleme 2.4 u Teopewme [2.12] 3akmydyjemMo na je y—oca TaHEHTa UHTE-
IpaJiHUX KPUBUX pemema nocmarpane jemnaunue (2.1]), koja cy mepunmcama

y HEKO] OKOJIMHU HyJe, Kana o € (0,1) u a € (—2, —1].

Teopema 2.13. Arkoo € (0,1),a > —1,¢c>0u X € R, ouna Kommjes npobiem

(2.26]) mma jemuucTBeHO pememe nedpunucano ma unrepsaay (0,h], h > 0.

Joxas. Ilocmarpajmo mpBo cayuaj kana je A > 0. Ywmecro KommjeBor npo-

6aema ([2.26)) mocmarpahemo uaTerpasny jennauuny
y(x) = x4+ c+ / (x — )ty (t)dt, (2.27)
0

jep je Kommujes npoGiuem (2.26|) ekBuBasenTan unrerpasnnoj jennauunm ((2.27)).

Hws ¢ysrnuja je nepuuucan Ha ciaenehn mavms:
Yo(z) =Ar + ¢, Ynp1(x) =Ax +c+ /Ox(a: — t)t%yo(t) dt . (2.28)
[Toraskumo na 3a cBe (GyHKIMje Y, (T) Baske Heje THAKOCTU
c+ A <yp(z) <c+2\z, x€[0,h], neNy, (2.29)

3a HEKO h Koje He 3aBucu on n. Jlokazahemo MHIYKIMjOM MPETIOCTABKY. AKO

jen =0, ouna c+ Az = yo(x) < 2A\x+¢, 3a x € [0, h]. Hera Baske HejennarocTu

[£:29), rana jo

(c+Ax)? <yl(x) < (2 \x + )7,

3a x € [0,h]. Crora je
Yns1(z) < Az +ce+ / (x — )t (c+ 2Xt)7dt
0
h
< )\:c—l—c—l—x/ t*(c+2Xt)7dt < 2z + ¢,
0
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3a MOBOJbHO MaJio h. Kako je
A+ c< Az +c+ / (x — )ty (t)dt = ypi1(x),
0

3akmyayjemo ma (2.29) Baxku.

[TorasknMo paBHOMEPHY KOHBEPIreHIM)y Hu3a Y, () Ha cermenty [0, h]. Ioc-

MaTpajMo ¢yHKIHOHAIHA pen Yo(x) + Y (Yn(x) — yp—1(z)). Hus napmujananx
n=1

cyma tor pena je S,(x) = yo(z)+ (yl(a:) —yo(a:)) +oo ot (Yn (@) —yn_1(2)) = yu(2).
Crora, paBHOMEpHA KOHBEPreHIuja (yHKIMOHATHOT HUA3A ¥, (T) eKBUBAJICHTHA

je PaBHOMEPHO] KOHBEPIEHIN]U TOCMATPAHOI (DYHKIIMOHAJIHOT pena.

[Toraxkumo ma je
|Yn () — Y1 (z)| < 2"\, € [0,h], neN, (2.30)

3a HEKO h kKoje He 3aBucu on n. OBy IpeTHoCcTaBKy AokazaheMo WMHIYKIMjOM.

3a n =1, nobuja ce

ly1(x) — yo(x)| < x/x t*(M+ )7 dt < x/hta()\t +0)7dt < M\x,

0 0

3a mOBOJLHO Maso h. Heka HejemHakocT BayKM, Taua je
@) =) < o [0 20 - 2 Ol

= oo [ ) = )]

rae je Ar + ¢ < &(x) < 2\x + ¢, 3a z € [0, h], crora je
(c+222) ' < o)< (Mo +0)7 H ze0,h].
Cnemn na je
[Yns1(x) —yn(x)] < o-x /w t*(c+ M)t A" dt
0

h
< a-A”-x”“/ t*(c+ \t)7dt
0

n+lyn+1
< 2"
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3a x € [0, h] u noBowHO Maso h. 3akmyuyjemo ma je
|Yn(2) — Y1 (z)] < 2"A" < (AL)", € [0,h], neN.

3a IOBOJBHO MaJIO h, M3 IPETXOMHUX PEIOBA 3aKbYUyjeMo na HU3 Y, (T) paBHO-

MEPHO KOHBeprupa ka Heko] ¢pyuruuju y(x) ma cermenty [0, h.

Heka je y(z) = lirf yn(z), © € [0,h]. Tama je y(0) = c¢. Huz yI(x)
n——+0oo

paBHOMEPHO KOHBeprupa ka ¢yurnuju y°(x) ma cermenty [0, h]. Crora

lim gc(m — )ty () dt = /Ox lim ((x— )ty (t))dt = /Ox(a: — )t (t) dt .

n—-+o0o 0 n—-+o0o

OpaBnre 3akmydyjeMo na HU3 Y,(T) PABHOMEPHO KOHBEPIUpa HA CEIMEHTY
[0,h] kKa GyHrmUju KOja je pememe jemmauumue (2.27)). Omarne ciaemu na je
y'(0) = 0. Crora, y(z) jecre pememe Kommujesor npobiema ([2.26]).

[Toraskumo cana jemuactBenoct. Heka cy y; () u yz(x) pemema Komujesor

npobuema ([2.26)). Tana je
(@) — o) <0 - / () — ga(6)] - € (1)
0

rae je c+ Ar < £(x) < ¢+ 2\x, 3a x € [0, h], crora je (77 (z) < (A\r +¢)77 !, 3a
z €0, h).

Komauno, 3akmyuyjemo na je

h
v1(2) = o(@)] < o - max [y (z) = 42(2)) x/ t9 N+ )7 dt
T y 0

Tj.
1
ly1(x) — y2(x)] < 5 nax ly1(x) — ya(x)], 2 €[0,h],
z€[0,h]

3a moBoJsbHO Majao h. Cuaemm ma je y; = yo.
Kana je A <0, moka3 ce cupoBoauM aHAJOTHO W 3aTO je M30CTaBJbEH. 0

[Ipuponuo ce mamehe murame: /[la au Mory pemema, y ciydajy Kana
o€ (0,1) ma> —1, na Teske Ka KOHAYHO] TAYKU Ca IMO3UTUBHOI Jeja y—0ce

kana r — 0+, ca marubom ,\ = —o0”?

Jlema 2.5. Ako je 0 < o <1 u a > —1, onna Komujes npobnem y’ = x%°,
lim y(z) = ¢ € (0,400), lim ¢/ () = —o0, HEMaA pemema Koja cy meduHHCAHA
z—0+ z—0+4

na unrepsany (0,x], 3a meko xy > 0.
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Jloxas. IlpernocTaBuUMO na TakBO pememe noctoju. [oBosbHO je mocMaTrpaTu
camo Hepacryha pemema, cTora MOKeMO npermoctaButu na je y'(zgp) < 0.
Kaxko je y/(x) pacryha ¢ymrmuja, ciemu na je y(z) < ¢ 3a = € (0,20]. Kako je
0<o <1, cnemn na je y’(z) < ¢, 3a z € (0,x9]. MuTerpamujom obe crpane
jemHaKOCTH nobuja ce

o o xo
Y (o) — () = / y' (1) dt / 17 (1) dt < ¢ / 9 dt

Kama x — 0+, mecHa crpana HejeTHAKOCTH HE TeKU Ka OECKOHAUYHOCTH, MOK

JleBa TEXU, MTO JOBOAW O KOHTPAAUKIIN]E. ([l

[Tpumerumo na ce pemema jennauumse ([2.1]) momamajy caumuno y ciyuajy
kana je 0 < 0 u kana o € (0,1) (mocrojame BEPTUKAIHUX ACUMIITOTA, [MOHA~
mame pememna y OKOJMHNA KOOPAUHATHOD IIOYETKA, KAO U IMOHAIIAKe Pellena

IysK TO3UTUBHOT [eJia y—oce).

2.3 Cayuaj o >1

Y oBOM meny mucepraiuje mocMarpaMmo audepennujanny jennaunuy ((2.1f),
rae 0 > 1 u a € R. Pe3dyaratu koju cy mpuUKazaHu y OBOM Jesly Oa3upaHu Cy

Ha pesyararuma pana [14].

2.3.1 Ilomohuu pe3ynaratu
[Tocmarpajmo mudepeHnUjaIHy jeTHAYNHY
u’ — Bu' 4 Au — |u/*"'u =0, (2.31)

roe je u = u(t), A € R, B > 0u k > 1. Pesyaratu koju npurasyjy
ACUMIITOTCKO MOHAmame pemena jequnaunue (2.31)) npukazanu cy caemehum

nemama. Jlokasu snema mpukaszanu cy y pamy [1].

Jlema 2.6. Hexka je A < 0. Tana 3a npou3BoJ/bHO HETPUBUjAIHO pemiemne u(t)
mudepennujanue jennauuse (2.31)), koje je mepuHMCAHO ¥ OKONMMHM OECKOHA-
YHOCTH, BAXKU 14 je

u(t) = (C+o(1) e ™

kana t — +oo, rme je C #0um = \/%2 —A-— % > (0. TakBo pememe ToCTOjU
3a mpown3BossHO C' # 0.
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Jlema 2.7. Herka je A = 0. Tama 3a mpow3BOJ/LHO HETPUBUjAJIHO PENICHE
u(t) mudepennmjanue jenuaunse ((2.31)), koje je mepuHUCAHO Yy HEKOj OKOJIUHUI

OECKOHAYHOCTU, Ba:KU 14 je

(NI

)=+ (" 5H) o).

kama t — 400, rae je = 2 > (0. TakBo pememe MOCTOjN.
) J T—1 p J

Jlema 2.8. Hera je A > 0. Tana 3a npon3BOBLHO HETPUBUJAIHO pemene u(t)
mupepennujanne jennauune (2.31)), koje je mepurMcano y OKONMHU GECKOHA-
YHOCTU, BaKU 14 je

u(t) = £A% +o(1),

kama t — 400, rae je f = — > (0. TakBo pememe MTOCTOjN.
) J 1 p J

[IocmaTpajmo cana mupepeHOUjadHy jeTHAUNHY
u’ + Biu' + Au — |u|*tu =0, (2.32)

rae jeu=u(t), A€ R, By >0uk > 1. Pesynraru, koju onucyjy aCUMOTOTCKO
noHamame pemena jennavuse (2.32)), npukazanu cy caenehum semama. Ilo-

Ka3u JeMa npukazanu cy y paxny [1.

JIlema 2.9. Hera je A < 0. Tana 3a npon3BOBHO HETPUBU]AJIHO pemene u(t)
nudepennujanue jennaunue (2.32)), koje je meduHrCcaHO Yy OKOJIUHU GECKOHA-
YHOCTH, BaKU 14 je

u(t) = (C 4 o(1)) e,

B}

Kana t — +oo, rae je C #0u M =/ — A—i—% > (0. TakBo pememe mocToju

3a mpousBossHO C # 0.

Jlema 2.10. Heka je A = 0. Tana 3a npou3BoJ/BHO HETPUBUJATHO perrenhe u(t)
mudepeHnujaHe jeTHaYnHe , KOje je mepuHMCAHO y OKOJUHU OecCKOHa-
YHOCTH, BAXKU 14 je

u(t) = (C + o(1)) e Pt

kana t — +oo, rae je C'# 0. TakBo pememe nocroju 3a mpousBobHo C # 0.

2
Jlema 2.11. Heka je 0 < A < %. Tama 3a TMpOU3BOBLHO HETPUBUJAJTHO peETIIe-
mwe u(t) mupepennujanne jenunaunue (2.32)), koje Tesxu Ka Hyau kana t — +00,
BaXKWU Ja je

u(t) = Ce ™ (14 0(1))
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nJjinm

u(t) = Ce ™ (1 +o(1)),

rnejeC’#OM0<m:%—\/BT%—A<M:\/BT%—A+%. TaxBo permeme

mocToju 3a npousBossHo C' # (.

2.3.2 IloHamame pemiema y OKOJIMHU HYJIE

Y oBoj cerknuju nocmarpahemo jemnaunny Emunen-Payaepa , y CIy-
yajy kana je 0 > 1 ua € R. IlocmarpahemMo acuMOTOTCKO MOHAIIAKE PEIIEHA
jemHaumHe rana r — 04+. Moske ce mpumeruru na BehwuHa JemMa U TeO-
peMa koje cMo popMmyaucann y ciaydajy kaga je o € (0,1) mory ce npumeHuTH
u y cayuajy kazxa je o > 1. Osme To mehe Gutu npukazano (1ako ce mpo-
Bepasa), Beh he 6utu nmpukaszana Besa usmeby jennauuna u
U jeHAYUHE . Haunme, nmonamame pemema jeqHauyrHa u

nahe mam 3HauajHe MHPOPMANMje O MOHAIAKY peliewma jennauwnue ([2.1]).

Kako 6u ce makme mpaTtuo mOKa3 TeopeMe Koja cjledu U Aa Ou ce mpume-

TUJIa KOMIIJIETHOCT IMMOCMATPaHUX CllydajeBa, mocMaTpajMo camky 2.1.

a>-2, ()

a=—2, (A)/% a<—-2,2a+0+3>0, (A)

a<-22a+0+3=0, (N

a<—-2,2a+0+3<0,a+0+1>0 (A)
2a+0+3<0

a<-2,2a+0+3<0,a+0+1=0 (b)

a<-2,2a+0+3<0,a+0+1<0 (B)

Cauga 2.1.

Teopema 2.14. Heka je 0 > 1. Heka je y(r) npon3BObHO TO3UTUBHO PEIICH €
jenHaYmHe Koje je me(pMHMCAHO y OKOJMHU HyJIe. Pasznukyjemo ciyda-
jeBe:

(A) Aro je 2a+0+4+3<0, a< -2, a+o+1>0mma<—2, 2a+0+3>0

i a = —2, OHIa je

y(x) = (C+o(1)) -z,
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kaga r — 0+, rme je C' > 0. TakBo pememe mocroju 3a npoussBomsuo C' > 0.
(B) Ako je a< —2una+o0+1=0, ouna je

y(@) = ((a+2)Inz)@2 -z (1+0(1)),

raga r — 0+. TakBo pememe mocroju.

(B) Ako je a<—2ma+o+1<0, ouzna je

Ja) - ((<a+fi<ﬁ)§+ ) +o<1>) ot

raga r — 0+. TakBo pememe mocroju.

(T') Axo je a > —2, ouma 3a npousBomuo C' > () mocTOje pelmema jeaHaunHe
(2.1) TaxBa ma je
y(z) = C(1+0(1)),

nJjinm

y(x) = C(L+o(1)) -2,

Kana xr — 0-+.

(1) Axo je 2a+0+3 =0, onma peueme jeqHaUNHE Y TapaMETapPCKOM OOJIUKY

jecte
_1
x(7) = m0262f<%+1ﬂ+1+72+01) *dr
= 2
8 —+1 2 7%
y(T) _ anTef(UTlT +T +C’1) dr
o—1
rue je (%) > =1 wurme cy C; u Cy roucranre, Takse na Cy > 0 u ma cy

n3pa3u 100pO mePUHUCAHU.

Zloxas. Y mora3y oBe TeopeMe KOpPUCTMNEeMO JieMe M3 MPEeTXOMHOT Iesa.

Cvenom x = e, y = ue ™, rae je A = 22 u u = u(t), jemmauuna (2.1))

l—0o

ceomu ce Ha jemmauwmue (2.31) u (2.32)), 1j. Ha jennauuny obGiuka

u =2 =D+ XA = 1Du—u” =0.

(a+2)(a+0o+1) .

OBo je cnenujanan ciayuaj jennauune ([2.32)), rue je A =

(1-0)?
2a +0+ 3 )
B = T [IpumeTnMO ma BakM jeTHAKOCT
B? 1
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(A) Ia 6ucmo mokazanu oBaj ciaydaj kopuctuhemo Jlemy , Jlemy u
Jlemy [2.10}

Axo je 2a+0+3<0, a<—-2, a+oc+1>0, oumaje A<Ou B >0. Ha

ocuoBy Jleme [2.6| nobuja ce
u(t) = (C +o(1)) e ™,

kana t — +oo, rme je C' > 0 m u3 jemmakoctu ([2.33) mobuja ce ma je

1-B ato+1
2 o—1 °

nobuja

m = > (0. Y oBoM cayuyajy 3akbydyjeMO Oa je m = Onasme ce

y(t) = u(t)e™ = (C +o(1)) e~ "V = (C + o(1)) e,
rama t — +oo, raoe je C' > 0, Tj.
y(@) = (C+o(1)) -z,

raga r — 0+, rme je C' > 0.

Arko jea < —2u2a+0c+3 >0, oama je B<0u A<O0. U3 Jleme [2.9

ciaenn
u(t) = (C+o(1)) e,

kaga t — 4oo, roe je C >0u M = BT%—A+%>O(B1:—B). Y oBoMm
ato+1

ciyuajy nobuja ce ma je M = “*2—. Crora, cieau
y(t) = u(t)e™ = (C +o(1)) e MV = (C +o(1)) e,
kama t — +oo, rae je C' > 0, 1j.

y(x) = (C+o(1)) -z,

kana r — 0+, rme je C' > 0.

Axo je a = —2, ouna je B=—1u A=0. U3 Jleme 2.10] cnenn
u(t) = (C'+o(1)) e Bt
kana t — +oo, rae je C' >0 u By = —B. Onasne ce nobuja

y(t) = u(t)e™ = (C +o(1)) e PV = (C+o(1)) e,
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kaga t — +oo, rme je C' > 0. Cuemu
y(x) = (C+0(1)) - z,

kana r — 0+, rme je C' > 0.

(B) Ako je a< —2ma+o0+1=0,onma je A=0u B=X=1. U3 Jleme
2.7 cnenn

[Nljey

u(t) = (e = 1)t))"

2
kama t — +oo, rae je = p—] > 0. OnmaBne ce mobuja
O' JR—

(1+0(1)),

y(t) = u(t)e™ = (—(a +2)t)77 (1 +o(1)) e,
Kaza t — +oo. Cuenn
y(@) = ((a+2)Inz)@ -z (1+0(1))

kKana r — 0-+.

(B) Axo je a< —2ma+o0+1<0, ouna je A>0wun B> 0. Ilomro mac

3aHMMAajy MCKJBYUMBO IIO3UTUBHA pemiema u3 Jleme nobuja ce
8
u(t) = A2 4+ o(1),

kana t — +oo, rae je = % > 0. OpnaBue, mobuja ce

y(t) = u(t)e ™ = (<<a + ?i(i ;r;— + 1>> T 0(1)) -

Kama t — 400, Tj.

mw:<(m+2@$§+”)“ﬁwuﬂxﬁ?

kKana r — 0-+.

(I') Ao je a > —2, onma je B<0mu0<A<Z Tagajem=2-1=_)

m M =B =1\ Us Jleme 38 CBAKO HETPUBUjAJHO pemieme u(t)
jemnnauwnne (2.32)), roje Teskm ka 0 Kama t — +00, BaKu

u(t) = CeM (14 o(1))
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nJjinm

u(t) = CeA =1t (1+0(1)),

rae je C' # 0. Onasne, nobuja ce

nJjinm

kana t — 400, Tj.

nJjan

y(r) = C(1+o(1))x,
kana r — 0+, roe je C' > 0.

(1) OBaj pe3yaTaT je MO3HAT U OBJLE je HABEIEH UCKILYUYUBO 3600 KOM-

IJIETHOCTU Ciydaja kazxa je o > 1 (3a Bume merasma noraenatu [15]). O

41



3 TIlomamame pemema jemaaumue y” + 2%’ = 0

Y oBom moriasmy nocMmarpahemo mudepennujanny jenHavmny Emuen-

Paynepa xoja je obauka
y' '+ 2%y =0, >0, (3.1)

roe je 0 < 0 u a € R. Jemmaunne Emnen-Paymepa u Ha TpPBU
morJie]] U3rJefajy jako CIWYHO, MeDHyTWM, aCUMITOTCKO IOHAIIAMKe PelleHha
OBUX jeIHAUWHA Ce NOoCTa pasiukyje. IIpBo mTo ce MoOke mMpUMETUTU jecTe
Ia Cy CBa MO3UTUBHA peElleHha jeTHAYNHEe KOHBEKCHE (yHKIUje, NOK Cy
CBa MO3UTUBHA peliema jennaunue (3.1)) koukasue pyukmuje. Crora, TeXHUKA
KOja ce mMpuMemYyje 3a UCTUTUBAE TOHAIIAKA PENIeHha OBUX jeTHAUYNHA OUTHO

ce pasiiiKyje.

Osze he Ourum npurazano noHamame pemema jenaavuse (3.1)) y okonnaM
KOOpIMHATHOr mouerka. Jemuauwmna (3.1) je mocra mpoyuaBana y smurepa-
typu (Bumetu ma npumep [9 [16], [I7]) u u3 Tor paszmora ona je mocra mMame

npoydJyaBaHa y OBOj Te3W.

Pesynratu npukaszanu y oBOM HOTJIaBJbY jeCy CIEIUjaJIaH CIydaj pe3yJ-
rara mobujerux y pamgy [17], amu je y oBOM moriaBiby NpPUKa3aHA HEIITO

opyrayuja TEeXHUKA.

3.1 IlIpupamraj pemema jemaaumae Emnen-Payiepa y

ciayuajy o < 0

Jlema 3.1. Aro je 0 < 0, a € R u 0 < 1 < 79, OHAa TOCTOjU MO3UTUBHA
KOHCTaHTa A} = Ai(a,0,x1,T9) TakBa Aa 3a CBAKO IO3UTUBHO pememe y(x)
jemuaunue (3.1)), koje je mepuHMCAHO HA CEIMEHTY [Ty, Ts] U 3a KOje Ba:KM Ia

je ¥'(x2) =0, cnienn ma je y(za) = Ap.

Joxas. N3 jemnaunne (3.1) cremu na je y"(z) < 0 3a x € [21,x9], xg > 1 > 0,
1j. y(x) jecre komraBHa ¢(yHruumja. OmnmaBme u m3 ycuaoBa ma je y'(zay) = 0,
3akmyuyje ce ma je y'(x) > 03a x € (v1,22) n y(z) < y(za) 3a x € [x1,x2]. OBoO,

3ajenno ca jemuaunaoM (3.1]), umnaunupa mejemmaroct

—y'(z) = 2"y (x) = 2%y (2). (3.2)
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[Mocmarpajmo mpBo cayuaj kana je a # —1. U3 mejennakoctu (3.2)) ciaenn
na je

/ ) _ i 1" - a, o _ ya(‘r?) a+l _ a+l
y'(@) =y (z2) = y'(tyde > |ty (z2) dt = (2T =)

3a x € [x1, 22], Tj.

vl =oton) = [y e > L oy — ) (ot =)

3a HEKO T € (x1,%2). Cuemu na je

y(z2) = Cla, z1,x2) - Y7 (x2),

rue je
1

a+1

3a HEKO T € (x1,75). OmaBme ce 3akmyuyje na je

Clovan ) = g+ (=) (a7 = a*1) > 0,

y(ws) = (Cla, 21, 22)) 77 = A > 0.

[Mocmarpajmo cana cayuaj kana je a = —1. U3 nejennaxoctu (3.2)) caenn
na je

x2
y(2) — o (e2) = — / Y8 dt > 47 (x2) - (Inxy —Ing), € [1,2],
Tj.

y(xg) —y(zy) = /Z2 v (x)dr >y (z2) - (9 — 1) - (Inwy — InZ) |

1

3a HEKO T € (x1,%2). Cuemu na je
y(zo) = Clz1,22) - Y7 (22)
rae je C(z1,29) = (xoa — 1) - (Inzy —InZ) > 0, T € (v1,25). 3armpyuyjemo na je
y(xe) > (C’(xl,xg))ﬁ =)\ >0.

Crora je mokazaHO Ja pe3yaTaT BasKUA 3a CBakKo a € R. [
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3.2 IloHamame pemiesma y OKOJIMHA KOOPOMHATHOT IIOUYETKA

Cneneha teopema maje HaM WMHOOPMANUjy O ACUMITOTCKOM IOHAIIAHY
pemema nudepennujanane jeqnaunse ([3.1)). 3a moka3 Teopeme Koja cienu Ko-
puctuhemo Jlemy 13 TPETXOMHE CEKIUje U FpOHBOHﬂ-BeHMaHOByE IeMy.
Crneneha mema jecte I'ponBom-BenmanoBa sema u Kako je oHa jegHA O OC-
HOBUX JIeMa Yy KBaJUTATUBHO] aHAJIU3U AU(PEPEHINjaJTHUX jelHAaUYnHa, HABO-

ouMo je 6e3 mokrasa.

Jlema 3.2. Heka cy ¢yurmuje u,v € Cla,b|, Heneratusue u ueka je k (k> 0)

IPOM3BOJbHA KOHCTAHTA. 1ala, ako BasKu
v(z) <k +/ v(t)u(t)dt, = € [a,b],

OHIA je

Teopema 3.1. Axo je 0 < 0, a > —2 u g > 0, oHZa TMOCTOju OECKOHAUHO
MHOTO pemema jennauuue (|3.1)) xkoja cy medpunucana ma unrepsany (0,zq] u

3a710BOJbABAjy YCJIIOB
li =0.
Jlokas. TlocmarpajMo GpaMunnjy MO3UTUBHUX pememha y(z, \) audepeHnn)jatne
jemnaunne (3.1)), TakBUX na BayKU:
dy
(20, A) =0, y(xg,A\)=A>0.
d.%'( 05 ) y( 0 )
Ha ocroy Ileanosd]| Teopeme smamo na moctoje pemema y(z,\) jemma-
ynre (3.1) nepunncana Ha urTEpBaNY (T)—J, To|, 38 HekO 0 > 0. U3 Jleme
3HaMO ma ako je y(z,\) pememe jennaumse ([3.1) mepunrcano ma mHTEpBATY

(xo — &, 20], 3a HEKO 0 > 0, oHzA je A = A(a,0,z9 — d,20).

[IpernocraBumo ma cy cBa pemema y(r,\) mepuHUCAHA HA WHTEPBAILY
(0,z0). Hera je y(z,\) jemno ox tux pemema. Kako je pememe y(z,\) nedu-
Hucano Ha mHTepsaixy (0,zg], cienu na je oHma meQUHUCAHO U HA CETMEHTY
[%0,3:0]. Axo je Z—z(xo, A)=0uy(zo, \) =A<\ (a,o, %,x()), MOJIA3UMMO y KOH-

rpaguknyjy ca Jlemom [3.1l Omatie 3akmpydyjeMo na OCTOje pelema jeaHa-

9Thomas Hakon Grénwall (1877-1932), mBeacku MatemaTmaap
9Richard Ernest Bellman (1920-1984), amepwuku MaTeMaTHuap
" Giuseppe Peano (1858-1932), uranujanckn MaTeMaTIIap
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ynhe ([3.1) koja cy medpuumcana ma muTepBawy (1,0 C (0,20], 2o > 21 > 0,

TakBa na ce He MOry mpomy:kutu Ha uaTepsad (0, zgl.

Heka je cama y(x,)\) pememe nudepeHnUjaHe jeTHAUNHE KOje je
neduHUCAHO Ha mHTEpBaJy (1,0 C (0,20], o > x; > 0, TakBO ma ce pemie-
we y(x, \) He Moxke mponysxkutu Ha unTtepBai (0,9 u Heka je (x1, ] Makcu-
MaJIaH J€BU UHTEPBAJ er3ucTeHnuje pemema y(z, ). Kako je y(x, \) pacryha
¢yurmmja, onga nocroju sumec L = lim y(z). Axo je L #0, 3a x € (x1, 2] 1

Tz—x1+

a# —1, ounma je

To xo o
y(z,\) =9 (20, \) = —/ y”(t,)\)dt:/ t“(y(t,A))”dtgL”/ o dt

o) a+l _ _a+l
< L”/ ot =Lo 0 T
- a+1

u 3a x € (r1,70] u a = —1, nobuja ce

g

TERERITES A

xr1

L7 (Inzg —Inxy) ,

caemu je y'(z,\) orpaHUYeHa M OHIA HE MOKE OUTH xlgcrllJr y'(x) = +o00. Ona-
Tiie, HA OCHOBY IleaHoBe Teopeme MOMKEMO 3aKbYUUTH Aa ce pememe y(x, \)
MOJKe IPOIYKUTH, & TO je y KOHTPAUKIUjU Ca IPETIOCTABKOM naa je (T, T
MaKCUMAaJIaH JIEBU UHTEPBAJ €r3UCTEHIje pememna. V3 nobujeHe KOHTpa IUK-

mje 3akmyuyjemo na je L = 0. Crora, mocroju T(A\) € (x1,z9) TakBO ma je

YENN) =

Ba z € [Z(\), 0] m a # —1, nobuja ce

y’(:v,)\)—/:Ot“(y(t,A))gdtg/ﬂcxot“(y(:ﬁ(}\),)\))odt (%)1 (g ).

Opmarie, Kako je a > —2, ciaenu na je

A\°
% = y(w0,}) = y(2(1), ) < 651) L

VRS
8

s

+
[\&]

a0
>
=

+

[N}

a0~ a() - B

Tj.
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a OBO HE MO:Ke OUTU TAYHO 34 AJOBOJLHO BEJIIMEKO A

3a x € [i’()\),xg} u a = —1, nobuja ce

y'(x,\) = /;OMCZTE < /;0 Mdt: (%)U ‘(Inzg —Inzx) .

Crora, caemu na je

2 = o)) @) N < (3) (300 - nz(3) ~ nwg) — 23) + )

Tj.

o< (3

a OBO He MO:Ke OUTM TAavyHO Oa MOBOJbHO Besmko A. Cienu ma cy pemema

jemuaunue (3.1)) nedpuuucana Ha naTepBasy (0, (], 38 TOBOJBHO BEIUKO .

Heka je A ckyn cBux A\ TakBux ma je y(x,\) HO3UTUBHO pemIene jemHa-
unre ([3.1) koje je medmuumcano ma wmuTepBamy (0,z¢]. Cryn A je mempaszan
u orpanudeH je omozmo. Hexa je A = inf A. IToxazahemo ma A € A. IIper-
nocraBuMo cynpotHo. Heka je y(z,\) = 0, 3a mexo x; € (0,z9). Hexa je
A\ € A TakBO ma A\; — A, Kazga i — +oo. Kako cy pemema y(x,\;) nepurucana

Ty
ua uaTepBasy (0, 2], OHIa Ccy OHA NeUHUCAHA U HA CEIMEHTY [?,xl]. N3

x _
Jleme [3.1| smamo ma je 0 < A; (a,a,é,m) < y(z, Ni) — y(x,A) = 0 rana
1 — +00 M HOoJIa3UMO 10 KOHTPAAUKIY]eE.

Axo je A < ), orma moctoju 7 € (0,70) Takso ma je y(T,\) = 0, rae je y(x, \)
pememe nepurucano Ha [T, 10]. Hexra je y(rs, N — ) =03a d >0, x5 € (0,z0),
rae je y(r, A — §) pememe mepuHMCAHO Ha CErMeHTY [vs,To]. IIpmvemyjyhn

<I>y6MHMjeByE| TeoOpeMy 3a ¥ > Iy, mobuja ce

y(zo, N) — y(z, A) = / (/t uaya(u,X)du) dt:/:o (/:uaya(u,mdt) du

_ /:(’(u_gc) Sy (u, N) du

12Guido Fubini (1879-1943), uramujancku MareMaTudap
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Amnasiorno, mobuja ce
y(zo, A — 6) — y(z, X —0) :/ (w—z) - u® -y (u, A —8) du.

W3 ropwmux jemnakocTu, 3a T > rs mobuja ce

ly(, X) — y(w, A — 6)] < 6+ / Wy (A — y (w A= 8)|du.  (3.3)

[Mpumerumo ma rpadunu GyHKIUja Koje 3an0BosbaBajy jemnauuny (3.1]) u 3a
KOje BayKU Ia je %(xo,)\) =0, y(zo,\) = XA > 0 ce He cery rana je v < ro. Ha

npuMep, HEKa je
dy;
dx

(.ZU(), AZ) - 07 yi(x(b )‘Z) = )‘Z > 07

3a i € {1,2} mu A\ > \y. Osmaummo ca y;(z) = yi(x, \;), 3a i € {1,2}. Axo
je y1(x*) = yo(z*) > 0 3a HEKO x* < x(, onma je y1(x) > yo(z) 3a = € (x*,x0).
Hepmummumo ¢pyuruujy f(z) = y1(x) —yo(z) 3a x € [z, 20]. Omma je f(z*) =0,
f(wo) = M =X > 0m () =y (x) —y5(x) = 2*(y5 (2) =47 (x)) = 0 (jep je o <0,
na u3 mejemuaxkoctu yi(r) = yo(x), cnemn yJ(r) < y§(x)) 3a x € [z*,x0]. Karo
je ¢pyurumja f’ mHeomanmajyha u kako Basu f'(xg) =0, cnemu na je f'(z) <0 3a
x € [x*,x0). 3armyuyjemo ma je 0 = f(z*) > f(zo) > 0, mTo je KOHTpaTUKIH]jA.
Crnemnu ma ako Cy TakBa pellemha AeUHUCAHA HA HEKOM MHTepBaly [r,xo] u

aKo je A1 > )9, OHZIA je
i (@ M) S ys (M)

Ha ocuoBy Teopeme Jlarpamxa, 3a cBako u > Ty nobuja ce ma Baku

Y7 (u, A) =y (u, A= 6)] = 47 (u, Xo) - o - [y(u, A) — y(u, A = 0)],

rae Ao € (A —4,\), cremu na je

Y7 (u, A) = 7 (u, A = 0)| <7 H(u, A= 0) o - [y(u, A) —y(u, A= 0)[. (3.4)

— lo] a o—
Sa ¢ € (0,\) mepunumemo 0(g) = P M (ysumajyhu ma je & maio

MOKEMO TIpeTmocTaBuTy na je 6(¢) < A — ¢, jep d(¢) — 0 Kama ¢ — 0) u Heka
je 1,5 = x1,5(:) TAKBO ma je y(r1,5,A — 8(¢)) = e. IlpumeTumo ma TAKBO T 4
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nocroju. U3 mejemuaroctu (3.3) u (3.4]), crenn na 3a cBako = > 11 5 Basku

ly(z, ) —y(z, \=d(e) /|a\ua+1 (u, A=0(€)) [y (u, \)—y(u, A—d(e)) |du..

Ha ocnosy I'ponson-Benmanose neme u kako je y° '(z, A — d(¢)) mepactyha
(GyHKIMja Ha CEIMEHTY [¥1 s, %o|, 3aKbydyjeMo ma 3a a € (—2,—1) U (—1,+00)

BaKH1

ly(2, ) — y(2, 3 — 6(c))| < O(e) - vzt v EnsA=0E)

lo] 0«+26 -1 lo] a+2, co—1

= 6(5) eat2 o — ¢ arz %o :w<5)7

a3a a=—1 Baxgu

9, )~ gl A= 0| < 8(e) - el et

(5(8) . €|0—‘.$0,50—1 _ e_lo—l.mo.ea—l _ w(é‘) .

OpnaBne 3akmpbydyjeMo Ia 3a CBAKO JOBOJLHO MaJo € moctoju w(e) > 0 TakBo
na je
[y(z, A) =y, A = 8(e))| < wle)

3a 7 > 11 5. Kako w(e) — 0 kama ¢ — 0, kaxo je y(x, \) Heonmanajyha dymrnuja
m y(x, ) > 0 3a cBaro = € (0,z¢], cremm na je lir[1)1+y(x,/_\) =0.
z—

Axo cy yi(x) u yz2(x) pemema mudpepennujanue jemmaumue (3.1) raksa na
BaiKN

I3 dys Iy
y1(z1, M) = A >0, %(Ila)\l) =0, lg&y(x >\) ;

_ B d _
Yo (1, Ag) = Ag > 0, %(:@,)\2) =0, lim y(z, X)) =0,

z—0+
re Cy &1 U T IPOU3BOJLHU 3a KOje BAKU Ty < Ty < Tg, Tana je y)(z1) < yh(z).
3akmyuyjemo na cy yi(x) u yo(zr) pasznuunra pemema. Ona cy medpunucana
ua uaTepBaty (0,z¢] m Bakm na lim y(x) =0, lim y(x) = 0. Kako cy x; u 3
. z—0+ . z—0+ .
IPOU3BOJBHU, 3aKBYUY]EMO Ja HOCTOJU HECKOHAYHO MHOTO PEIICha jeHAYNHE

(3.1) xoja cy medmuucana ma marepsamy (0,x¢] u 3a Koja Basku ma je
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ITpumep 3.1. Heka je a < —2 m 0 < 0. Axo je y(x) pememe mudepenunjanne
jemnnauuue ([3.1)) xoje sanoBomasa Jlemy [3.1], onna je

y(zo) > y(wo) — y(x) > 7 (o) / " < /t Y du> dt, e (0,10).

Ilobuja ce ma je

l—a( ) > 1 a+1( ) 18 ? z” § (0 )
X — | T To— ) — —+ xr &€ T
) 0 1 0 0 2 2 ) y£0)

u kaga r — 04 momazumo mo kouTpamuknuje. OmaBme 3armpydyjeMo Oa
HE MOCTOje MO3UTWBHa pemrema jenuaunse ([3.1) raksa ma lim y(x) = 0, y
z—0+4

caydajy Kazga je a < —2 u o < 0.

[Tocmarpajmo canma ciydaj kana je a = —2 u o < 0. Kako je

vtoo) > o) — ) > o) [ ([T ) e 0.,

cremu ma je

y' 7 (xg) > L +Inzg—Inz, x € (0,z)
o

u kana r© — 04 MOHOBO HOJIA3MMO IO KOHTPAIUKIIN]E.

[Ipumep |3.1) moka3yje ma pesynratu Teopewme 3.1 He Baske y caydajy kKaua
je a < —2.
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4 Ilomamiame penema YOIINITEHE jeTHAYTHE
Emnen-®aynepa

Y oBowMm morsaBsmy nmocmarpahemo yommreny jennauunny Emupen-®Paynepa

KOja je obJsmka

' =aq(@)f(y(x)), (4.1)

rne ¢yHEIUje f u ¢ 3amoBosbaBajy onpebene ycaose. [locmarpana jennaunaa

youmrasa jenuaunte (2.1) u (3.1)), koje cy mocmarpane y npyrom u tpehem
noraaBspy. Takobe, mobujeHn pe3ysaTaTy MOTY Ce MPUMEHUTU HA MUPY KIACY

jemHaumHa m TO je mpukazano y Omemky 4.2. Pe3yaratu oBor morsasiba

6a3upajy ce Ha pesyaratruma pana [12].

4.1 FEr3ucreHnuja m jeIMHCTBEHOCT pemnema KommujeBor

npooOJieMa 3a yonmiteny jemHauuny Emnen-®aysepa

Y oBoM mesy mucepTaluje mocMaTrpaheMo moHaIame penema jeTHaunHe

(4.1) y oxonuHM KOOpAMHATHOD OYETKA.

Teopema 4.1. Hera je A > 0. Heka je f : (0,+00) — (0,+00) mepacryha
KOHBEKCHa, Iudepennujabunna ¢yuruuja. Axo ¢ysrumja ¢(r) 3amoBosmasa

yCJIOBe

/Olf(%ac) Jg(z)| dz < +o0, /013:- (—f’(%x)) |g(2)| dz < +o0,

OHZIAa TOCTOjU jeMUMHCTBEHO pememe jennauuue (4.1) koje je medpmumcano Ha

< L _ () = )\
wexoM uaTepBaty (0,h], h < 1, TakBo na je xlir&y(x) 0m xliggry (x) = A
Joxas. IlocmaTpajMo MHTErpAJIHY jeTHAUNHY
va) = Aot [ (o= a0 w0 dt,
0

KOja je eKBUBaJIEHTHA mocMaTpaHoM KomwujeBoMm mpobiemy.

Iepurumymvo HU3 GyHKIMja Ha cienehm HauywH:

Uole) = Ay gors(x) = Az + / (= Dalt) () dt. (4.2)
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[Torazahemo na 3a cBe ¢yHEIUje Y, (T) Baske HEjeqHAKOCTH

A

3a h; TakBO ma je fohl ’q(t) |f(%t) < 4. IlorazalieMO IPETNOCTABKY MHIYKIMjOM.
Axo je n =0, onna je 3z < Az = yo(z) < 2Az, 3a x € [0, hy]. Ako HejenHarocTH
(4.3) Baske, cienu na je f(%:z:) > f(yn(a:)) > f(2)\as), 3a x € [0, hy]. Onna je

me) > o [ =0 (50) )] dr

> )\x—x/ohlf<gt>|q(t)‘dt
A

> —x.

2

[IpumeTrumo na h; ve 3aBUcu om n. Kako je
v A
Ynt1(z) < Ao+ | (- t)f(gt) |q(1)] dt
0

< Ax+x/0h1f<gt>\q(t)|dt

< 2M\r,

h A 1
nejenaakoctu ((4.3)) Baske. Hera je hy TarBo na / t- ‘q(t)| : <—f’<§t>) dt < 3
0

() — Y1 (x
u Heka je h = min{l, hy, ho}. Heka je §, = sup ‘y (2) = Yo )| W3 Treopeme

x€(0, ha] x

Jlarpamwxa cienu na je
|y (@) = yal@)| < m/OI\Q(t)I FED)] - [ya(t) = ynar(8)] dt

< a:-(Sn/Oh t-|q(t)] - (—f’(%t)) dt

On
rae je 3z < &(z) < 2\z 3a z € (0,hy]. Omapne, mobujamo ma je 6,11 < 5

IITO UMIUIMIUPA PABHOMEDHY KOHBEPTEeHIU]Y HU3a (QYHKIVja Y,(T) KA HEKO]

¢yurmuju y(r). Kako je

/Ow(m —t) - qt) - fya(t)) dt < /01|q(x)} . f(%x) dr < +00,
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Ha ocHOBY JleberoBe TeopemMe 0 MOMWHAHTHOj KOHBEPTEHIMjU MOKe ce mpohn

aumecoMm mon umHTerpasa y penanuju (4.2]). Kao pesynrar mobujamo na je

y(x) = Az + / " — Dat) Flu(t) dt.

o o ,
Onapze, cnemn na je lim y(z) =0, lim ' (z) = A u y" = q() f(y(1))-

Iokaxxumo cana jemuacTBeHocT. Heka cy yi(x) m yo(x) pemema Komm-
3 . "o . _ . / _
jesor mpobuaema: y" = q(t)f(y(t)), mli)r&y(x) =0m Ill)r&y () = A\. Kopucrehin

TeopeMmy Jlarpamxka mobujaMo HejeTHAKOCTU

1 (2) — ()] < :r/Oz\Q(t)|-\f’(f(t))\-Iyl(t)—yz(t)\dt
<o [la]- (<7(5)) - Int) - mlol .

rae je 3z < &(z) < 2z 3a 2 € (0,h]. Cnemu na je

=0l <l (< (3))-
< s PEOZBOL ) (p (D)) e,

z€(0, h] Z 0 2
Tj.
ly1(z) —ya(z)| 1 |y1(2) — 1a(2)|
sup < < sup
2€(0, h] T 2 2o, h) T
3arpbyuyjeMo na je y; = yo. O

Hamomena 4.1. IlpuMerumo na KOHBEpPreHIMja WHTErpaJia, KOjU Cy 3aaaTu
y popmymnamuju Teopeme 3a HEKO \g > 0, 06e36ehyje KoHBepreHmmjy Tmux

UHTErpaJia 3a IPOU3BOJLHO A\ > )\g, MITO IPEACTABbA MPAKTUUYHU]U PE3yATAT.

Hamomena 4.2. Ako je f(t) =17, 0 < 0 ycnoBu 3a mHTErpajie Koju Cy HaBe-
nenu y Teopemn ce onyapajy, cTora y TOM CJIyYajy MMaMO CaMoO jelaH

YCJIOB 3a IPOBEPY.

Cneneha mBa mpumepa TOKa3yjy [a y OIIITEM CJIydajy WHTErpau 3a-
natu y Teopemu Cy HeymopeIuBU, Tj. KOHBEPreHIMja jeIHOI MHTerpaJia
He MOBJIaYM KOHBEPIeHIU]y APYTror, CTOTa MOPAMO 3aXTeBATU KOHBEPIeHIU]Y

oba mHTEerpaJa, Tj. yCJIOBU TeOpeMe Ce He MOI'y Ha OBaj HAYMH OCJIAOUTH.

52



1
, ¢(x) ==, x>0, ouna

1 1 1 —=z
/Of(gx)-‘q(:v)‘davz/o eiéx-édx:/o ex dx ,

UHTETrpaJl AUBEPrupa, MIOK

1 A Y2 aa, 1 2 [t

MHTErpaJjl KOHBEPTUPA.

IIpumep 4.1. Axo je f(x) = e 3

2 1
IIpumep 4.2. Axo je f(x) = _IH(XOC)’ A> 2, q(x) = o 0<z<1, onma
nw

[ 1Ge) e = [ (3 32)) - (7 de= [ 0o

UHTETpaJjl KOHBEPrupa, 10K

/01<_f/(%x>) o |a(o)| de = /01 %“" (_ﬁ) de = /01 (—Cfix) !

VHTErpaJjl qUuBEpPrupa.

Teopema 4.2. Heka je A > 0. Hexra je f : (0,400) — (0,+00) meomanajyha
KOHKaBHa mudepeniujabunna ¢yurnuja. Ako ¢ysrmuja ¢(r) 3amoBosbaBa

yCJIOBe

/Olf(Z)\x) . ‘q(a:)| dr < 400, /Ola:-f’<%x) . |q(x)‘dx < +00,

OHZIa TOCTOjU jeqUHCTBEHO pememe jennauumue (4.1) koje je medmumcano na

< - _ () — )
wexoM maTepBaty (0,h], h < 1, TakBo na je Ilg&y(m) 0n xlg(l)ler (x) = A

Teopema MOKE Ce aHAJIOTHO nokasaru kao Teopema [4.1]

Hamomena 4.3. IlpuMerumMo na KOHBEpPreHIMja WMHTETrpaJia, KOjU Cy 3aaaTu
y ¢popmynanuju Teopeme 3a HEKO Ao > 0, 006e3bebhyje KOHBEpPreHImjy Tux

WHTErpaJia 3a IPOU3BOJLHO A\ > \g, MITO YMHUA PE3YJTAT TPAKTUYHU]UM.

Hamomena 4.4. Axo je f(t) =1t°, 0 > 0 ycioBu 3a MHTErpaJie KOju Cy HaBe-
neun y Teopemu [4.2] ce moxynapajy, crora y ToMm ciaydajy umMamo camo jenas

YCJIOB 3a IPOBEPY.
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4.2 IIpumene

Cnenehu npumepu npukasyjy npumeny Teopeme Ha HEKUM audepen-

IMjaJHIM jeqHaYnHaAMA.

IIpumep 4.3. [locmarpajmo nudepeHnuMjasHy jeqHadynHy OOJIUKA
y'=P(x)x"y’, a €R, 0 <0. (4.4)

Suamo na je f(t) = t° mepacryha kouBekcHa ¢ynrmmja. Arxo ¢pyuruuja P(z)
3a,10BOJLABA YCJIOB f[)l’P(x)|a:“+” dr < 400, ongma cy csu ycaosu Teopeme

3a10BOJbEHU, Tj. RomujeB npobiaem

7 a, o . - . / -
y' = Pla)aty”, lim y(z) =0, lim y'(z) = A,

Ma jeJUHCTBEHO pemerme 3a cBako A > 0. OBo je rmaBaHM pesyarar pazna [8].

Hamowmena 4.5. Axo je P(x) = 1, onna ce nobujajy jenuaunse (2.1)) u (3.1]),
nocMmaTpane y apyrom u tpehem mornasmy. Ako je a+o+1 > 0, onga cy cBu
yciaoBu Teopewme [4.1| 3amoBosbenu u oHOa oarosapajyhu KomujeB mpobaem

Ma jJeOIWHCTBEHO peIlleme 3a cBako A > (.

IIpumep 4.4. [locmarpajMo nudepeHIUjaTHy jeTHAYNHY
y' ' =q(x)e”, aeR, 0 <0.

3uamo ma je f(t) = e”" mepacryha komBekcHa ¢yHEmmja. Axo ¢pymrmuja q(z)

1
3a0BOJbaBa YCIOB [ ‘q(x)!e‘”” dr < 400, omma cy csBu ycaosu Teopeme |4.1

3a10BOJLeHU, Tj. RomujeB npobiaem

7 oy . o . / o
y' = q(x)e™, lim y(z) =0, lim y'(z) = A,

“Ma jeIMHCTBEHO peleme 3a c¢Bako A > (.

Cnenehu mpumepu npura3syjy npumeny Teopewme [4.2]
IIpumep 4.5. IlocmarpajMo nudepeHnnja Hy jeTHAUNHY

y'=Px)z’y’,aeR, 0<0o<1. (4.5)

Suamo na je f(t) =t? meomanmajyha ronkasHa ¢yurmuja. Ako gyukuuja P(z)
3a,10BOJbABA yCJIOB f01|P(ac)‘x“+"dx < 400, ouga cy cBu ycaoBu Teopeme
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3an0BosbeHU, Tj. RommujeB mpobiaem

"o a o . o . / o
y' = P(z)2%?, lim y(z) =0, lim y'(z) = A,

UMa je IMHCTBEHO peliewme 3a cBako A > 0.

Hamowmena 4.6. Axo je P(x) = +1, ouna ce nobujajy jensaunne u (3.1)),
nocMmarpane y apyrom u tpehem mornasmy. Ako je a+o+1 > 0, onga cy cBu
ycioBu Teopeme 3amoBobeHN M oarosapajyhu KommjeB mpobiem mma
jeqIMHCTBEHO pelreme 3a cBako A > (. OBaj pe3ysTaTr IpeacTaBiba yOIIITEHhe

pesyarara Teopeme [2.9| u3 gpyror noriasma.

IIpumep 4.6. [locmarpajMo nudepeHIUjaTHY jeTHAYNHY
y'=In(y+1), z>0.

Suamo na je f(t) = In(t + 1) meonanajyha konkasua ¢yuruuja. CBu yciaoBu

Teopeme cy 3am0BosbeHU, Tj. Komujes mpobiaem
"o : . . / .
Yy = ln(y + 1)7 xll)%l+y<m> - 07 xli}’(%_y ('r) — >‘7

“Ma jeIMHCTBEHO pellewme 3a cBako A > 0.
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Mpwunor 1.

MUsjaBa o ayTopcTBY

MoTnucaHu-a Mapwuja Mwukuh
6poj ynuca 2016 /2011
U3sjaBrbyjem

Aa je [OKTOpCKa AucepTauvja nog Hacnosom

AcvMNTOTCKa CBOjCTBA pellera jeaHaunHa Emagen-®aynepa u

HUX0BUX yonwTewa

* pPE3IYNTAT CONCTBEHOI NCTPpaXnBadvKor pana,

e [a npeanoxeHa guceprauuja y LUenuHW HY y Aenosuma Huje Buna npeanoxeHa
3a pobujae BUNO Koje AWnNnoMe npema CTYAWCKUM nporpammuma Apyrux
BMCOKOLLKONCKMX YCTaHOBa,

e [a Cy pe3yntaTtv KOPpeKTHO HaBeaeHn 1

* [a HWACaM Kplino/na ayTopcka npasa W KOPWUCTUO WHTENeKTyanHy CBOjUHY
APYrvx nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y beorpagy, 7.11.2017.

ULKQ){\,U‘}} g,\l'uul mJ‘R



Mpwunor 2.

M3jaBa 0 ICTOBETHOCTMU LWUITAMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje OOKTOPCKOr paaa

Wme v npeanme aytopa____Mapuja Mukuh
Bpoj ynuca __2016/2011

Cryamjcku nporpam _Martemartumka

HacnoB paga  AcvMNTOTCKa CBOJCTBA pelewa jeaHavnHa EmaeH-daynepa u
HMXOBUX YONWITEHA

MenTop _ap hophe KpTtuHuh

Motnucann Mapuja Mukuh

n3jaBrbyjem Aa je WwraMmnaHa Bepanja Mor A4OKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNEeKTPOHCKO)
BEpP3aWjU Kojy cam npepao/na 3a objasrbuBake Ha noptany JAdururanHor
penosuTopujyma YHuBep3uTeTa y beorpapay.

[os3sorbaBam aa ce objaBe Moju NUYHKW nodauv BesaHu 3a pobujarbe akapemckor
3Baka AOKTOpa Hayka, Kao WTOo Cy MMe W npe3ume, roauHa n Mecto pofera n aatym
oabpaxe paga.

OBn nu4yHM nopaum mory ce objaBUTM Ha MpPEeXHUM CcTpaHuuama aurutanHe
BubnuoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory u y nyénukaunjama YHueepauteTa y beorpagy.

MoTnuc AOKTOpaHaa

Y beorpagy, 7.11.2017.
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Mpunor 3.

MU3jaBa 0 kopuwhekwy

Osnawhyjem YHuBepsuteTcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® aa y [urutanHu
penoauTopujym YHueepsuteta y beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKYy AucepTauujy noa
HacrnoBoMm:

ACUMMNTOTCKA CBOjCTBa pellera jegHavymHa Emaen-daynepa n

HUXOBUX yOonwTEHA

KOja je Moje ayTopCcKo Aeno.

AuncepTauunjy ca cCBMM Npunos3vmMa npeaao/na cam y enekTpoHcKoM dopmMarty norogHom
3a TpajHO apxXuBUpare.

Mojy OOKTOpCKY AucepTtauunjy noxpaweHy y JurutanHn penosvtopujym YHueepsuTeTa
y Beorpagy mory fa kopucte CBW Koju nowuTyjy onpeabe cagpxaHe y onqabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtusHe 3ajegruue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4uo/na.

1. AyTOopCTBO

2. AyTOPCTBO - HEKOMEpLIMjanHo

@AyTopCTBo — HekomepuwujanHo — 6e3 npepaae

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPUMjarnHO — AENUTIA NOA UCTUM YCIOBUMa
5. AytopcTteo — 6e3 npepage

6. AyTOpCTBO — AEMUTW NoA UCTUM yCnosuma

(Monumo pa 3aoKpyxuTe camo jegHy of LecCT MoHyReHUX nuueHuW, KpaTtak onuc
NWUEHUM AaT je Ha nonefuHn nucra).

MoTtnuc poKropaHAaa

Y beorpapy, 7.11.2017.
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1. AytopcTBO - [lo3BOrbaBaTe yMHOXaBare, ANCTPUOYUMjy W jaBHO caonwiTaBake
Aena, v npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HayuH ogpefeH o cTpaHe ayTtopa
Unu gasaola nuueHue, Yak 1 y KkomepuwjanHe cepxe. OBo je HajcnobogHnja og cBux
NALEHLN.

2. AyTOpCTBO — HEKomepuujanHo. [lo3sorbaBaTe ymMHOXaBawe, AUCTPUBYLjy 1 jaBHO
caonwTaBare Aena, u npepage, ako ce HaBeAe MMe ayTopa Ha HaduH oapefheH o
CTpaHe ayTopa wunu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He A03BoSfbaBa KoMepuwjanHy
ynotpeby aena.

3. AyTtopctBO - HekomepuuwjanHo — 6e3 npepage. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBae,
avctpubyunjyy M jaBHo caonwTtaBamwe Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBawa wnu
ynoTpebe gena y CBOM Aefy, ako ce Hagede MUMe aytopa Ha HauvuH ogpefeH of
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He A03BOMbaBa KoMepuumjanHy
ynoTpeby aena. Y ogHocy Ha cBe OocTane nuueHue, OBOM NMWLEHLIOM Ce orpaHvudaea
Hajsehun obum npasa kopuwhera gena.

4. AyTOpPCTBO - HEKOMepuujanHo — AenuTU Noj UCTUM ycnosuma. [lo3Borbasate
yMHOXaBawe, gucTpubyuujy 1 jaBHO caonwTaBarwe Aena, U npepaje, ako ce Haeefge
VMe ayTopa Ha HauuH oapefeH of CTpaHe ayTopa wnu JaBaoua SMUEHUE M ako ce
npepaga AucTpubyvpa no4 WCTOM WMNW CMu4HOM nuvueHuom. OBa nuvueHua He
[03BOrbaBa KomepuwjanHy ynotpeby aena v npepaga.

5. AytopcTtBo — Ge3 npepage. [Jo3sorbasate ymHOXaBare, AUCTPUBYLMy U jaBHO
caonwTaeare gena, 6e3 npomeHa, npeobnukosamwa unv ynotpebe gena y ceom geny,
ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH of cTpaHe aytopa wnv gasaoua
nuueHue. Oa nuueHLa [03BOrbasa Komepuvjanyy ynotpeby gena.

6. AyTOpcTBO - [JenuTu noA WUCTWM ycnosBuma. [lo3BorbaBate YMHOXaBarbe,
AVNCTpUByLWjy 1 jaBHO caonwiTaBarwe Aena, U npepaje, ako ce HaBeae uMme aytopa Ha
HauuH oppefeH of cTpaHe ayTopa WNW Aasaoua nNuUUeHUe W ako ce npepaga
avnctpubyupa nog MCTOM wunuM cnudHoMm nuueHuom. Oea nuueHua [03BOMbasa
komepuujanHy ynotpeby pena u npepaga. CnuyHa je codTBEpCKUM nNuLEHLama,
OQHOCHO NLEeHLIaMma OTBOPEHOr koaa.
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