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Naslov disertacije: Nove kombinatorne konstrukcije u vezi sa problemi-
ma iz hromatske teorije grafova, ekstremalne teorije skupova i teorije Bulovih
matrica

Rezime: Disertacija prikazuje originalne rezultate iz narednih podoblasti
diskretne matematike: hromatske teorije grafova, ekstremalne teorije skupova
i teorije Bulovih matrica.

Iz hromatske teorije grafova razmatraju se bojenja grafova koja ukljuc¢uju
bojenje grana ili totalno bojenje, sa uslovom da susedni ¢vorovi grafa pose-
duju razli¢ite parametre indukovane datim bojenjem (multi-skup, skup ili
suma).

Multi-skup sused-razlikujuée bojenje grana grafa je dodela boja granama
grafa tako da se za svaku granu uv grafa razlikuju multi-skup boja grana
incidentnih sa ¢vorom u i multi-skup boja grana incidentnih sa ¢vorom v. Do
sada najbolji rezultat po pitanju ovakvog bojenja je da je za svaki graf bez
izolovanih grana mogucée dodeliti granama boje iz skupa od cetiri elementa,
tako da prethodno navedeno svojstvo bude zadovoljeno. Doprinos autora je
dokaz da je ovo moguée postiéi sa svega tri boje, Sto je u opstem slucaju i
optimalan broj boja.

Konstruisan je graf, za koji je zatim dokazano da je potreban razli¢it broj
boja da bi se izvrsilo multi-skup sused-razlikujuce i sused-razlikujuce bojenje
po sumi. Koliko je nama poznato, ovo je prvi graf sa datim svojstvom.

IzloZeno je viSe rezultata po pitanju prosirenog sused-razlikujuc¢eg bojenja
po sumama. Doprinos autora je dokaz da je za proizvoljan graf moguce izvesti
totalno bojenje elementima skupa {1,2,3}, tako da za svaka dva susedna
¢vora, vrednost sume boja susednih ¢vorova i incidentnih grana bude razlici-
ta. Takode, za odredene klase grafova je pokazano da postoji ovakvo bojenje
koriséenjem vrednosti iz skupa {1, 2}.

Sused-razlikujucée bojenje grana grafa zahteva da susednim granama grafa
budu dodeljene razli¢ite boje, pri ¢emu se razlikuju skupovi boja grana inci-
dentnih sa ¢vorovima u i v, za svaku granu uv grafa. Prikazan je postupak
dodele boja granama proizvoljnom grafu bez izolovanih grana, pri ¢emu se
koristi manji broj boja nego u do sada poznatim rezultatima.

Kod susednog ¢vor-razlikujuéeg totalnog bojenja grafa G neophodno je da
svaka dva susedna i incidentna elementa iz skupa V (G)UE(G) imaju razli¢itu
boju, kao i da za svaku granu wv grafa GG, skup boja dodeljenih granama
incidentnim sa u zajedno sa bojom ¢vora u, bude razli¢it od takvog skupa
boja za ¢vor v. Doprinos autora je popravljena gornja granica minimalnog
broja boja za proizvoljni graf G, u odnosu na maksimalan stepen grafa G.



Iz ekstremalne teorije skupova razmatrana je Franklova hipoteza koja
tvrdi da za svaku familiju skupova zatvorenu za uniju, postoji element koji
je sadrzan u barem polovini skupova te familije.

Dokazano je da je Franklova hipoteza zadovoljena za svaku familiju sa-
stavljenu od 12 elemenata, dok je od ranije poznato da ovo vazi za familije
sastavljene od 11 ili manje elemenata. Sam dokaz je zasnovan na efikasnom
algoritmu iscrpljivanja moguénosti, pri ¢emu se koriste rezultati o potfamili-
jama skupova koje su dobijene u vise koraka, a koje eventualni protiv-primer
familije ne sme da sadrzi.

Familija skupova G je FC-familija ukoliko za svaku familiju F koja je
sadrzi postoji element iz | JG koji se pojavljuje u barem polovini skupova
familije F. NonFC-familija je svaka familija koja nije FC. Doprinos autora
je potpuna podela svih familija sastavljenih od 6 ili manje elemenata, na FC
i NonFC-familije.

Iz teorije Bulovih matrica dati su rezultati po pitanju kardinalnosti pro-
stora vrsta Bulovih matrica. Bulove matrice su matrice kod kojih su sve
komponente iz skupa {0, 1}, dok je prostor vrsta matrice skup svih vektora
koji se mogu dobiti disjunkcijom vrsta te matrice.

Dobijen je skup svih vrednosti a iz intervala [2"72 4 2773 2"72] za koje
postoji matrica dimenzije n x n sa kardinalno$éu prostora vrsta jednakom a.

Neka je a, najmanja pozitivna celobrojna vrednost takva da ne postoji
matrica dimenzije n X n sa kardinalno$¢u prostora vrsta jednakom a,. Do-
bijena je veéa donja granica za vrednost a,, u odnosu na do sada poznate
rezultate.

Dokazi glavnih rezultata u disertaciji su konstruktivni, pri ¢emu neki
od njih zahtevaju pomo¢ ra¢unara u ispitivanju svih moguénosti. Za ostale
dokaze ovo nije neophodno, iako je mogucée implementirati algoritme za dobi-
janje bojenja grafova, odnosno za dobijanje matrica, sa trazenim svojstvima.

Kljuéne reci: bojenje grafova, Franklova hipoteza, kardinalnost prostora
vrsta Bulovih matrica

Nauc¢na oblast: Racunarstvo

UZa nauc¢na oblast: Diskretna matematika



Dissertation title: New combinatorial constructions related to prob-
lems from the chromatic graph theory, extremal set theory and Boolean ma-
trix theory

Abstract: We present original results from the following fields of discrete
mathematics: chromatic graph theory, extremal set theory and Boolean ma-
trix theory.

From the chromatic graph theory we investigate edge and total colorings
satisfying the condition that neighboring vertices of a graph possess different
values of multi-set, set or sum, induced by the giving coloring.

Multi-set neighbor-distinguishing edge coloring of a graph is an assign-
ment of colors to edges such that, for every edge uv of a graph, multi-set of
the edges incident with the vertex u differs from the multi-set of the edges
incident with the vertex v. The previous best result concerning the minimum
number of colors required for such a coloring of an arbitrary graph states that
four colors are sufficient. The author’s contribution is a proof that such a
coloring is always possible with only three colors, which is in general case the
optimal number of colors.

We construct a graph for which we subsequently prove that a different
number of colors is required to obtain a multi-set neighbor-distinguishing
coloring and neighbor-distinguishing coloring by sum. As far as we know,
this is the first example of such a graph.

A few results concerning the neighbor expended sum distinguishing col-
oring are given. The main contribution is a proof that for an arbitrary graph
there exists a total coloring from the set {1,2, 3}, such that every two adja-
cent vertices have different sums of its adjacent vertices and incident edges.
Also, for certain classes of graphs is proved that there exists such a coloring
using only the colors from the set {1,2}.

Neighbor-distinguishing edge coloring of a graph G requires that every two
adjacent edges receive different colors, while the sets of the edges incident
with the vertices v and v differ for every edge uv of G. The author presents
a procedure of edge coloring for an arbitrary graph without isolated edges,
where we a smaller number of colors is used compared to all known results.

For the adjacent vertex distinguishing total coloring of a graph G the
condition is that every two adjacent and incident elements of V(G) U E(G)
receive different colors, while for every edge uv of GG the set composed from
the colors assigned to the edges incident with u together with the color of
u, differs from such a set for v. The author improves the upper bound of
the minimum number of colors needed for such a coloring, relative to the



maximal degree of a graph.

Frankl’s conjecture from the extremal set theory states that for every
family closed under union there exists an element contained in at least half
of the sets of the family.

We give a proof that Frankl’s conjecture holds for every family contained
from 12 elements, while it is known that this is true for families contained
from 11 or less elements. Our proof is based on the efficient algorithm that
exhausts all the possibilities, while using the results for subfamilies that
eventual counter-example cannot contain, which we obtained in a number of
consecutive steps.

Family of sets G is an FC-family if for every family F containing G there
exists an element from |JG that appears in at least half of the sets of F.
NonFC-family is every family that is not FC. The author’s contribution is
the complete classification of all families consisting of 6 or less elements into
FC and NonFC-families.

From the Boolean matrices theory we present our results concerning the
row space cardinality. Boolean matrices are the matrices whose all compo-
nents are from the set {0, 1}, while the row space of a Boolean matrix is the
set of vectors that can be obtained by disjunction from the rows of a matrix.

We present the set consisted of all values a from the interval [2"72 +
2n=3 272 such that there exists a matrix of dimension n X n having the row
space cardinality equal to a.

For the least positive integer a,, for which there exists no matrix of di-
mension n X n having the row space cardinality equal to a,, the author gives
a lower bound that is an improvement over the previously known results.

All proofs for the main results in the dissertation are constructive. Proofs
of some of them require the use of computers where there is a calculation of a
great number of possibilities. For other proofs this was not necessity, though
algorithms following the steps of the proofs can be implemented to obtain a
graph coloring or a matrix with the desired properties.

Key words: graph colorings, Frankl’s conjecture, row space cardinality of
Boolean matrices

Scientific field: Computer science

Scientific sub-field: Discrete mathematics



Zahvalnica

Zeleo bih ovom prilikom da se zahvalim mentoru profesoru dr Miodragu
Zivkovicu na pomodi i usmeravanju u mom istrazivackom radu tokom celog
toka izrade ove disertacije. Zahvalan sam ¢lanovima komisije, profesoru dr
Predragu Janici¢u, profesoru dr Filipu Mari¢u i profesoru dr Slobodanu Si-
micu na korisnim sugestijama koje su doprinele unapredenju ovog rukopisa.

Veliku zahvalnost dugujem roditeljima, majci Vesni i pokojnom ocu Mio-
miru, koji su me uvek podsticali kada je u pitanju sticanje novih znanja.
Posebnu zahvalnost dugujem supruzi Ljiljani na velikom razumevanju i po-
drici, ¢ime mi je umnogome olakSala rad na ovoj tezi.



Sadrzaj]

0 Uvod

1 Rezultati iz hromatske teorije grafova

1.1 Pojmovi iz hromatske teorije grafova . . . . . . .. ... ...
1.1.1  Grafovi - osnovni pojmovi . . . .. .. ... ... ...
1.1.2  Osnovna bojenja grafova . . . . . . .. ... ... ...

1.2 Multi-skup sused-razlikujuée 3-bojenje grana . . . . . . . . ..
1.2.1 Dokaz glavne teoreme . . . . ... .. ... .. ... .

1.3 Graf sa razli¢itim vrednostima msde- i sde-indeksa . . . . . . .

1.4 Popravljena gornja granica za nesd-indeks . . . . . . .. ...
1.4.1 Dokazi teorema . . . . . .. . ... ... ...

1.5 Sused-razlikujuéi hromatski indeks grafa . . . . . . ... ...
1.5.1 Pomo¢na tvrdenja . . . . .. ... ..o
1.5.2  Dokazi glavnih teorema . . . . . . . . ... ... L.

1.6 Susedni ¢vor-razlikujuéi totalni hromatski broj grafa. . . . . .
1.6.1 Popravljena granica za avd-broj . . . . . . . .. .. ..
1.6.2 Dokaz gonje granice 2A(G) —1 . . . . ... ... ...
1.6.3 Dokaz druge glavne teoreme . . . . . . .. .. ... ..

Rezultati iz ektremalne teorije skupova

2.1 Franklova hipoteza - osnovni pojmovi . . . . . . .. ... ...

22 Rezultatiza | X|=12 . ... ... ... ... ... .. ...

2.3 Klasifikacija familija sastavljenih od 6 ili manje elemenata na
FCi NonFC-familije . . . ... ... ... ... ... .....

Kardinalnost prostora vrsta Bulovih matrica
3.1 Osnovni pojmovi i poznati rezultati . . . . ... ... ... ..
3.2 Kardinalnost prostora vrsta iznad 2772 +27=3 . . . .. ..



3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4

3.2.5

Poznati rezultati i tvrdenje glavne teoreme . . . . . . .
Guste i valjane matrice . . . . . . . ... ... ... ..
Karakterizacija gustih matrica . . . . . . . . .. . ...
Rezultati dobijeni primenom Algoritma 3.2.37 (Odre-

divanje_klasa Fi()) . . . . . ...
Dokaz jednakosti R, N (2" 24273 2" 1) =4, . . ..

3.3 Donja granica vrednostia, . . . . . . . ... ... ... .. ..

Literatura

A Tabele za FC i NonFC-familije

B Tabela za kardinalnost prostora vrsta matrice

i

124

129

199



Pregled tabela

2.1

2.3
24
2.5
2.6
2.7

2.8

3.1

3.2

3.3

3.4
3.5

Al
A2

12-FC-familije i njima odgovarajuce tezinske funkcije, korisé¢ene
u dokazu Leme 2.2.10. Svaka od familija implicitno sadrzi i

prazan skup. . . .. ... 55
Niz rekurzivnih poziva, za k = 0 u Primeru 2.2.8. . . . . . .. 61
Niz rekurzivnih poziva, za k = 1 u Primeru 2.2.8. . . . . . .. 62
Donje granice difk za ucesca hiperkocke u Lemi 2.2.10, 1 <7 <
3B, 0<k<12—|UZF,le{0o,1}. ... ... 63
Izracunavanja uz dokaz Leme 2.2.10. [ € {0, 1}, i je broj reda
u Tabeli 2.5 sa dj3 <0, m; € {3,4}, i =|UF|. .. ... ... 66
Popis svih minimalnih FC-familija sastavljenih od 6 ili manje
elemenata. . . . .. . ... 69
Popis svih maksimalnih NonFC-familija sastavljenih od 6 ili
manje elemenata. . . . . . ... Lo 75

Skup trojki (dim(A),r(A),w) za svaku matricu A iz skupa

skra¢enih matrica klase &. . . . . . . . ... ... ... 110
Skup ¢etvorki (dim(A),r(A’), ca, w) za svaku matricu A iz skupa
skraéenih matrica klase &. . . . . . ... ... 111
Skup Sestorki (dim(A),r(A’), ca, c3, 1, W) za svaku matricu A

iz skupa skracenih matrica klase &. . . . . . ... ... .. 112
Popis vrednosti k1, a1, by icy. . .. oo 121
Popis vrednosti ko, ag i bs. . . . . . ..o 121
Tezine dodeljene FC-familijama u dokazu teoreme. . . . . . . . 129

Popis familija G; zajedno sa koeficijentima c; koje se koriste u
dokazu da je familija F; NonFC-familija. . . . . . . .. .. .. 135

iii



B.1 Popis matrica A datih zajedno sa vrednostima f3; i ;. Vrste
matrice AT, kao i vektori 53 i a]T, prikazani su u decimalnom
ZAPISU. .« . v o o e e e

v



Glava O
Uvod

Disertacija je sastavljena od tri dela u kojima su obradeni problemi iz hro-
matske teorije grafova, ekstremalne teorije skupova i teorije Bulovih matrica.
Problemi iz istih oblasti su grupisani po glavama, gde su prikazani u zasebnim
poglavljima.

Glava 1, pored Poglavlja 1.1 u kome je dat prikaz osnovnih pojmova iz
teorije grafova kao i definicije bojenja ¢vorova i bojenja grana, sadrzi i pet
poglavlja u kojima se razmatraju razne vrste bojenja grafova. U Poglavlju 1.2
data je osnovna definicija multi-skup razlikujuéeg bojenja grana, sa do sada
poznatim rezultatima, nakon c¢ega je iznet prikaz rezultata autora po pitanju
ove vrste bojenja. U Poglavlju 1.3 prikazan je graf sa razli¢itim vredno-
stima multi-skup sused-razlikujué¢eg indeksa i sused-razlikujuc¢eg indeksa po
sumama. U Poglavlju 1.4 izloZen je pojam prosirenog sused-razlikujuéeg in-
deksa po sumama, i zatim su data autorova unapredenja rezultata po pitanju
ove vrste bojenja. U Poglavlju 1.5 se bavimo sused-razlikuju¢em hromatskim
indeksom grafa. Nakog uvodnog dela, dat je dokaz za popravljenu gornju
granicu ovog indeksa u odnosu na maksimalni stepen grafa. U Poglavlju 1.6
obradeno je susedno ¢vor-razlikujuce bojenje grafa, gde su date dve poprav-
ljene gornje granice po pitanju minimalnog broja boja potrebnog da bi se
izvelo ovakvo bojenje za proizvoljan graf.

Glava 2 se bavi Franklovom hipotezom iz ekstremalne teorije skupova.
Nakon Poglavlja 2.1 u kome su izneti osnovni pojmovi i poznati rezultati,
u Poglavlju 2.2 dat je dokaz da je Franklova hipoteza zadovoljena za svaku
familiju skupova zatvorenu za uniju sastavljenu od 12 ili manje elemenata. U
Poglavlju 2.3 data je potpuna klasifikacija na FC i NonFC-familije, familija
sastavljenih od 6 ili manje elemenata.



U Glavi 3 je dat prikaz rezultata po pitanju kardinalnosti prostora vrsta
Bulovih matrica. U Poglavlju 3.1 je dat opis osnovnih pojmova iz teorije
Bulovih matrica. Nakon toga, u Poglavlju 3.2 je prikazan podskup intervala
2772 + 2773 27] za koji je dokazano da pokriva sve vrednosti kardinalnosti
prostora vrsta matrica dimenzija n X n. U Poglavlju 3.3 je data popravljena
donja granica za minimalnu celobrojnu vrednost a, u odnosu na n, za koju
ne postoji Bulova matrica dimenzije n X n sa datom kardinalnoséu prostora
vrsta.

Dokazi svih glavnih rezultata iz hromatske teorije grafova, kao i donje
granice za a, kod kardinalnosti prostora vrsta Bulovih matrica, su konstruk-
tivni i zasnivaju se na algoritmima pomocu kojih se efektivno dobija bojenje
grafa, odnosno matrica, sa trazenim svojstvima. U dokazu Teoreme 1.2.2
opisan je postupak bojenja grana pomocu tri boje, koji za proizvoljan graf bez
izolovanih grana garantuje da se za svaka dva susedna ¢vora razlikuju multi-
skupovi sastavljeni od boja njima incidentnih grana. Dokaz Teoreme 1.3.3
je izveden analizom mogucéih bojenja grana datog grafa, a isto se moze do-
biti i implementacijom jednostavnog algoritma za ispitivanje svih moguéih
bojenja. Dokaz Teoreme 1.4.2 je u sustini opis algoritma koji granama i
¢vorovima proizvoljnog grafa dodeljuje vrednosti iz skupa {1, 2,3}, garantu-
juéi zadovoljenje tvrdenja teoreme. Dokazi Teorema 1.5.2 1 1.5.4 se oslanjaju
na nemogucnost konstrukcije grafa (G, minimalnog protiv-primera po broju
grana, koji zadovoljava tvrdenja ovih teorema. Drugim re¢ima, moze se for-
mulisati rekurzivni algoritam koji iz nekog od podgrafova grafa G izvodi
bojenje grafa G sa trazenim svojstvima. U dokazima Teorema 1.6.8 1 1.6.10
opisan je algoritam koji, koristeé¢i valjano bojenje ¢vorova i grana, a za Teo-
remu 1.6.10 i bojenje opisano u Teoremi 1.5.2, izvodi bojenje sa trazenim
svojstvima. U dokazu Teoreme 3.3.9 je prikazan postupak kojim se iz ma-
trice dimenzije n x n dobija matrica dimenzije (n + 5) X (n 4 5) sa zeljenom
kardinalnos¢éu prostora vrsta.

Rezultati po pitanju Franklove hipoteze i kardinalnosti prostora vrsta
iznad 2772 4 2773 dobijeni su uz pomo¢ racunara, primenom algoritama
¢ija je korektnost dokazana u disertaciji. Kod algoritama za proveru Fran-
klove hipoteze za familije sastavljene od 12 elemenata, metodom iscrpljivanja
moguénosti pokazano je da se ne moze konstruisati protiv-primer familije
skupova sa trazenim svojstvima.

Rezultati izlozeni u Poglavljima 2.2 i 3.2 su, u saradnji sa mentorom,
objavljeni redom u radovima:



1. B. Vuckovié, M. Zivkovi¢, The 12-Element Case of Frankl’s Conjec-
ture, The IPSI BgD Transactions on Internet Research, January 2017,
Volume 13, pp 65-71,

2. B. Vuckovié, M. Zivkovié, Row Space Cardinalities Above 272 4 2773,
The IPSI BgD Transactions on Internet Research, January 2017, Vol-
ume 13, pp 72-84.

Rezultati prikazani u Poglavlju 1.5 1 Poglavlju 1.6, objavljeni su, odnosno
prihvacéeni za Stampu, u radovima:

1. B. Vuckovi¢, Edge-partitions of graphs and their neighbor-distinguishing
index, Discrete Math. 340 (2017) pp. 3092-3096,

2. B. Vuckovié, An Improved Upper Bound on the Adjacent Vertex Dis-
tinguishing Total Chromatic Number of Graphs, Discrete Math. (rad
prihvacéen za Stampu).

Rezultati prikazani u Poglavljima 1.2 i 1.4 uobli¢eni su redom u radove:
1. B. Vuckovi¢, Multi-Set Neighbor Distinguishing 3-Edge Coloring,

2. B. Vuckovié, An Improved Upper Bound on Neighbor Expanded Sum
Distinguishing Indez,

i nalaze se na recenziji.

Rezultati prikazani u disertaciji, osim delova za koje su eksplicitno nave-
deni izvori, predstavljaju originalan doprinos autora disertacije. Rezultati
dati u Poglavlju 2.2 prezentovani su u master radu Racunarska analiza Fran-
klove hipoteze, takode radenom pod mentorstvom profesora Zivkovica. U
disertaciji je prikaz ovih rezultata dat u znatno izmenjenoj formi, pri ¢emu je
akcenat stavljen na analizu efikasnog algoritma pomoc¢u koga su ovi rezultati
dobijeni, kao i na dokaz korektnosti samog algoritma.



Glava 1

Rezultati iz hromatske teorije
grafova

Vrste bojenja obradivane u disertaciji podpadaju pod indukovana (eng. in-
duced) bojenja grafova. To znaci da se kod bojenja grana grafa i totalnog
bojenja grafa, koja su u nekim varijantama valjana a u nekim nisu, trazi da
susedni ¢vorovi imaju razlic¢ite vrednosti izvedene iz boja incidentnih grana,
odnosno incidentnih grana i susednih ¢vorova, prema nekom od slede¢ih
parametara: multi-skupa, skupa ili sume.

U Poglavlju 1.1 date su definicije osnovnih pojmova i poznatih teorema
potrebnih za izvodenje originalnih rezultata iz hromatske teorije grafova, koji
su dati u Poglavljima 1.2 do 1.6, i to:

e U Poglavlju 1.2 dat je dokaz da je za multi-skup sused-razlikujuée bo-
jenje proizvoljnog grafa bez izolovanih grana dovoljno 3 boje. To je
poboljsanje u odnosu na od ranije poznat rezultat da je za ovo bojenje
dovoljna jedna boja vise, dok je za mnoge grafove 3 i optimalan broj
boja da bi se ovo bojenje izvelo.

e U Poglavlju 1.3 dajemo prvi primer grafa koji poseduje razli¢ite vred-
nosti multi-skup razlikujuceg indeksa i sused-razlikuju¢eg hromatskog
indeksa po sumama.

e U Poglavlju 1.4 dokazujemo da je za proSireno sused-razlikujuc¢e bojenje
proizvoljnog grafa dovoljno 3 boje, §to znacajno popravlja do sada naj-
bolju gornju granicu za ovu vrednost. Takode, dokazujemo da je za
odredene klase grafova dovoljno 2 boje da bi se ovo bojenje izvelo.



e U Poglavlju 1.5 iznosimo dve popravljene gornje granice za sused-
razlikujuc¢i hromatski indeks grafa bez izolovanih grana - jedna granica
vazi za sve takve grafove, dok nesto bolja granica vazi za grafove sa
maksimalnim stepenom jednakim 2*, za celobrojno k > 1.

e U Poglavlju 1.6 takode su izneta dva poboljSanja gornje granice, u ovom
slucaju za ¢vor-razlikujuéi totalni hromatski broj grafa - jedna linearna,
a jedna za konstantu i koja je bolja za manje vrednosti maksimalnog
stepena grafa.

1.1 Pojmovi iz hromatske teorije grafova

1.1.1 Grafovi - osnovni pojmovi

U ovom odeljku dajemo definicije osnovnih pojmova iz teorije grafova. No-
tacija i pojmovi koriS¢eni u disertaciji za oblast teorije grafova najveéim
delom su standardni. Za pojedine pojmove kod kojih u literaturi postoje
razmimoilazenja u obelezavanju, koristimo konvencije iz knjige Cartanda i
Zangove [1].

Graf G je konacan neprazan skup V objekata koje nazivamo ¢vorovi
(eng. vertices), zajedno sa skupom FE sastavljenim od 2-elementnih pod-
skupova skupa V' koje nazivamo grane (eng. edges). Skup ¢vorova grafa G
oznacavamo sa V (G), dok skup grana grafa G ozna¢avamo sa E(G). Za ele-
mente {u,v} skupa E(G) koristimo skrac¢enu notaciju uv. Kod svih grafova
razmatranih u disertaciji nebitan je redosled ¢vorova u granama, odnosno uv
je isto §to 1 vu, za svako uv € E(Q).

Dve ili viSe grana koje spajaju isti par razli¢itih ¢vorova nazivamo para-
lelnim granama. Granu koja spaja ¢vor sa njim samim nazivamo petlja (eng.
loop). Za graf G koji nema paralelnih grana ni petlji kazemo da je prost
(eng. simple). Svi grafovi razmatani u disertaciji su prosti. Dva ¢vora u i
v su susedna u G ukoliko postoji grana uv € E(G). Dve grane su susedne
ukoliko imaju zajednicki ¢vor. Cvor u je incidentan sa granom e ukoliko je
e = uv za neki ¢vor v iz G. Za ¢vor koji ima k susednih ¢vorova kazemo da
ima stepen (eng. degree) k. Skup ¢vorova susednih sa ¢vorom v u grafu G
ozna¢avamo sa Ng(v). Stepen ¢vora v u grafu G oznacavamo sa degq(v),
odnosno vazi degq(v) = |Ng(v)|. Kada je jasno o kojem se grafu radi, radi
jednostavnosti ¢emo koristi oznake N (v) i deg(v). Najveéi stepen medu svim



¢vorovima grafa GG nazivamo maksimalni stepen, i ozna¢avamo ga sa A(G),
dok najmanji stepen grafa G oznacavamo sa §(G).

Za graf G kazemo da je potpun (eng. complete) ukoliko su svaka dva
razli¢ita ¢vora susedna u G. Ukoliko svi ¢vorovi grafa G imaju isti stepen,
tada za G kazemo da je regularan (eng. regular) graf. Ukoliko svaki ¢vor
grafa G ima stepen r, tada za G kazemo da je r-regularan graf.

Za skup S kazemo da je dominirajuéi skup (eng. dominating set) grafa
G ukoliko je svaki ¢vor iz V(G) ili element skupa S ili je u grafu G susedan
nekom ¢voru iz skupa S. Za skup ¢vorova kazemo da je nezavisan (eng.
independent) skup za graf G ukoliko ne sadrzi dva ¢vora koji su susedni
u G. Za graf H kazemo da je podgraf (eng. subgraph) grafa G ukoliko
V(H) C V(G) i E(H) C E(G). Ukoliko je H podgraf grafa G i V(H) je
pravi podskup skupa V(G) ili je E(H) pravi podskup skupa E(G), kazemo
da je H pravi podgraf grafa G. Za podskup S skupa V(G), podgraf G[S]
grafa G indukovan (eng. induced) skupom S ima S kao skup ¢vorova, i dva
¢vora iz S su susedni u G[S] ako i samo ako su susedni u G.

Za dva ¢vora u i v grafa G, u,v-put (eng. walk) W u G je niz ¢vorova iz
G koji pocinje u u i zavrSava u v takav da su uzastopni ¢vorovi iz W susedni
u G. Put u grafu G kod koga se nijedan ¢vor ne ponavlja nazivamo prosti
put (eng. path). Put kod koga su pocetni i krajni ¢vor razli¢iti nazivamo
otvorenim (eng. open) putem; inace ga nazivamo zatvorenim (eng. closed)
putem. Zatvoreni put u G sa tri ili vise grana kod koga se nijedna grana ne
ponavlja nazivamo kolo (eng. circuit). Kolo kod koga su svi ¢vorovi razliciti
nazivamo ciklus (eng. cycle). Ciklus duzine k, gde je k > 3, nazivamo k-
ciklusom. Ciklus parne duzine nazivamo parnim ciklusom, dok ciklus neparne
duzine nazivamo neparnim ciklusom.

Dva ¢vora u i v grafa G su povezana (eng. connected) ukoliko postoji
u,v-put u grafu G. Za graf G kazemo da je povezan ukoliko su povezana
svaka dva ¢vora u GG. Za graf G koji nije povezan kazemo da je nepovezan
(eng. disconnected) graf. Za povezani podgraf H grafa G kazemo da je
komponenta (eng. component) od G ukoliko H nije pravi podgraf povezanog
podgrafa grafa G. Povezani graf bez ciklusa nazivamo drvo (eng. tree). Drvo
kod koga svaki ¢vor ima najvise dva suseda nazivamo putanja (eng. path).
Za graf GG kazemo da je normalan ukoliko nema izolovanih grana.



1.1.2 Osnovna bojenja grafova
Bojenje ¢vorova

Bojenje ¢vorova grafa GG je dodela boja ¢vorovima grafa GG, tako da svaki
¢vor dobija jednu boju. Valjano bojenje ¢vorova grafa G je bojenje ¢vorova
grafa GG, kod kojeg svaki ¢vor ima boju koja se razlikuje od boja svih njemu
susednih ¢vorova. Za graf G kazemo da je k-obojiv ukoliko postoji valjano
bojenje ¢vorova grafa G iz skupa od k boja. Najmanji prirodan broj k za
koji je graf G k-obojiv nazivamo hromatski broj grafa GG, i ozna¢avamo ga sa
X(G). Pri bojenju grafova, za oznacavanje boja uobicajeno je da se koriste
pozitivne celobrojne vrednosti. Tako, za k-bojenje ¢vorova grafa GG ¢vorovima
dodeljujemo boje, odnosno brojeve, iz skupa {1,...,k}. Neka je ¢ valjano
bojenje ¢vorova grafa G pomocu boja iz skupa {1,...,k}. Ukoliko je V;
(1 <i < k) skup ¢évorova iz G obojenih ¢, pri ¢emu neki od ovih skupova mogu
biti prazni, tada svaki neprazan skup V; nazivamo klasom obojivosti (eng.
color class) dok neprazni elementi skupa {Vi,...,Vi} ¢ine podelu ¢vorova
(eng. partition) skupa V(G). Za graf G kazemo da je bipartitivan (eng.
bipartite) ukoliko je u gore definisanoj podeli k& = 2. Drugim recima, graf G
je bipartitivan ukoliko se skup V(G) moze podeliti na dva skupa U i W, tako
dva svaka grana iz F(G) spaja ¢vor iz U sa ¢vorom iz W.

Gornja granica hromatskog broja grafa G je x(G) < 1+A(G), $to se moze
dokazati jednostavnim pohlepnim algoritmom. Za vecinu grafova, naredna
Bruksova teorema [11| daje nesto bolju gornju granicu za x(G).

Teorema 1.1.1. (Bruksova teorema) Ukoliko je G graf razli¢it od neparnog
ciklusa 1 kompletnog grafa, tada

X(G) < A(G).

Bojenje grana

Bojenje grana grafa G je dodela boja granama grafa GG, tako da svaka grana
dobije jednu boju. Valjano bojenje grana grafa G je bojenje grana grafa,
kod kojeg svake dve susedne grane imaju razli¢itu boju. Valjano bojenje
grana koje koristi boje iz skupa od k boja nazivamo valjano k-bojenje grana
(eng. k-edge coloring). Najmanji prirodan broj k za koji postoji valjano k-
bojenje grana grafa G nazivamo hromatski indeks, i ozna¢avamo ga sa x'(G).
Kao i kod bojenja ¢vorova, za oznacavanje boja grana koristimo pozitivne
celobrojne vrednosti.



Posto kod valjanog bojenja grana svake dve susedne grane imaju razlic¢itu
boju, trivijalna donja granica vrednosti hromatskog indeksa data je sa

A(G) < X(G).
Naredna vazna teorema Vizinga [10] daje gornju granicu za x'(G).
Teorema 1.1.2. (Vizingova teorema) Za svaki neprazan graf G je

Y(G) < AG) + 1.

1.2 Multi-skup sused-razlikujuée 3-bojenje grana

Neka je G normalan graf, i neka je ¢ : E(G) — {1,...,k} bojenje grana,
gde susedne grane mogu biti obojene istom bojom. Ukoliko ¢ koristi k£ boja,
za ¢ kazemo da je k-bojenje grana. Kod boja ¢vora v je uredena k-torka,
u oznaci code(v) = (ay,aq,...,ax), gde a;, za svako i € {1,...,k}, pred-
stavlja broj grana incidentnih sa v obojenih i. Dakle, vazi Zf;l a; = deg(v).
Ukoliko svaka dva susedna ¢vora grafa G imaju razli¢ite kodove boja, takvo
bojenje nazivamo multi-skup (eng. multi-set) sused-razlikujuce, ili skraceno
msde-bojenje. Najmanji broj k za koji postoji k-msde bojenje grafa G' nazi-
vamo multi-skup sused-razlikujuéi indeks, ili msde-indeks, i ozna¢avamo ga
sa X (G)-

Neka je za neko bojenje grana ¢ definisano bojenje ¢vorova ¢ tako $to se
svakome ¢voru v € V(G) dodeljuje vrednost

¢)= > ouw).

ueN(v)

Ukoliko za svaki par susednih ¢vorova v i u vazi ¢'(v) # ¢'(u) tada bo-
jenje ¢ nazivamo sused-razlikujuée k-bojenje grana po sumi, ili skraceno
k-sde-bojenje. Najmanji broj k za koji graf G ima k-sde-bojenje, nazivamo
sused-razlikujuéi hromatski indeks po sumi, ili sde-indeks, i ozna¢avamo ga
sa x5 (G). Jasno je da ukoliko graf sadrzi izolovanu granu, ne postoji ni msde-
bojenje ni sde-bojenje ovakvog grafa. Zbog toga, u vezi sa msde-bojenem i
sde-bojenjem razmatramo samo normalne grafove.
Neka je dato bojenje ¢ : E(G) — {1,...,k}, inekaje code(v) = (a1, ...,ax)

dato u odnosu na bojenje ¢. Tada je

dw) = D olvu) = _ja

ueN (v)
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Odavde sledi da ukoliko za dva ¢vora u i v vazi code(u) = code(v) tada je i
¢ (v) = ¢'(u), odnosno imamo slede¢u posledicu.

Posledica 1.2.1. Za svaki normalan graf G vazi x¢,(G) < x&(G).

Karonski, Lucak, i Tomason [15] su dokazali da za normalan graf G za
koji je x(G) < 3 vazi x%(G) < 3; odatle imamo da za takav graf G vazi
i x5 (G) < 3. Sto se ti¢e gornje granice vrednosti X5, (G) za proizvoljan
normalan graf G, Adario-Beri i ostali [2| dokazali su da vazi x&,(G) < 4.
Rezultat autora, dat u sledecoj teoremi, je popravljena gornja granica za

Xim(G).
Teorema 1.2.2. Za svaki normalan graf G vazi x&,(G) < 3.

Primetimo da je, u opstem slucaju, tri boje neophodno. Postoje mnogi
grafovi koji ne dozvoljavaju msde-bojenje sa manje od 3 boje. Primeri takvih
grafova su K, zan > 3,1 C, zan>3in#%0 mod 4.

Ukoliko je prilikom bojenja grana grafa G nekoj od grana incidentnih
sa ¢vorom v iz V(G) boja ostala nedodeljena, k-torku koja ukljucuje broj
do tada obojenih grana incidentnih sa v nazivamo parcijalni kod boja, i
oznacavamo je sa code,(v).

Da bismo dokazali Teoremu 1.2.2, potrebno nam je tvrdenje naredne leme.

Lema 1.2.3. Neka je G neki indukovan podgraf grafa H, pri cemu je G
povezani bipartitni graf sa podelom c¢vorova {Vi,Va}. Dalje, neka je ¢ bojenje
grana iz E(H) \ E(G) proizvoljnim bojama. Tada, za proizvoljno v € V;
postoji prosirenje bojenja ¢ koje svakoj od grana iz E(G) dodeljuje boju iz
skupa {a,b} tako da svi ¢vorovi iz Vi\{v} imaju v H paran (neparan) broj
incidentnih grana obojenih a, dok svi cvorovi iz Vo imaju u H neparan (paran)
broj incidentnih grana obojenih a.

Dokaz. Prvo, svim granama grafa G' dodeljujemo boju a. Dok god postoji
dva ili vige ¢vora u Vj\{v} koji imaju neparan broj incidentnih grana obo-
jenih a, primenjujemo sledec¢i postupak. Neka su w; i we dva takva ¢vora.
Razmenjujemo boje a i b svakoj od grana na putu izmedu w, i wo u grafu G.
Na ovaj nac¢in se menja parnost broja grana incidentnih sa w; i ws obojenih a,
dok parnost broja grana obojenih a incidentnih sa bilo kojim ¢vorom iz G ra-
zlic¢itim od wy 1wy ostaje ista. Na kraju ovog postupka, postoji najvise jedan
¢vor u V1 \{v} koji ima neparan broj incidentnih grana obojenih a. Dalje, dok
god postoji dva ili vise ¢vora u V, koji imaju paran broj incidentnih grana



obojenih a, primenjujemo sledeé¢i postupak slican prethodnom. Neka su wu; i
us dva takva ¢vora. Razmenjujemo boje a i b svake od grana na putu izmedu
up 1 ug u grafu G. Na kraju ovog postupka, postoji najvise jedan ¢vor u V5
koji ima paran broj incidentnih grana obojenih a. Ukoliko postoje ¢vorovi
w € Vi\{v} sa neparnim brojem incidentnih grana obojenih a, i u € V3 sa
parnim brojem incidentnih grana obojenih a, tada razmenjujemo boje a i
b svakoj od grana na putu izmedu w i u u GG. Dakle, sada postoji najvise
jedan ¢vor y iz (V1\{v})UV; sa nezeljenom parnoséu broja incidentnih grana
obojenih a. Ukoliko takav ¢vor postoji, razmenjujemo boje a i b svakoj od
grana na putanji izmedu y i v u GG, ¢ime dobijamo Zeljeno bojenje grana.
Dokaz je analogan za slucaj kada Zelimo da svi ¢vorovi iz Vi\{v} imaju
neparan, a ¢vorovi iz V5 imaju paran broj incidentnih grana obojenih a. [

1.2.1 Dokaz glavne teoreme

Dokaz Teoreme 1.2.2. Ukoliko je tvrdenje teoreme zadovoljeno za sve povezane
grafove sa barem dve grane, tada je ocigledno da je zadovoljeno i za svaki
normalni graf. Zbog toga, mozemo pretpostaviti da je G povezani graf sa
dve ili viSe grana.

Neka je V=V (G) = V1 U--- UV, gde je V] nezavisni dominirajuéi skup
grafa GG, zatim neka je V; nezavisni dominirajuéi skup grafa

GV\(JV)]

j<i

za svako 1 < 7 < k, dok je Vi nezavisan skup. Dakle, za svako v iz skupa V;
sa 1 <1 <k, ¢vor v ima barem po jednog suseda u svakom od skupova V;
sa 1 <7 < i, anijednog u V;.

Neka je v ¢vor iz V; sa code(v) = (b1, be, b3). Ideja dokaza je da se grane
grafa GG oboje tako da su, osim u nekoliko posebnih slucajeva, zadovoljena
sledec¢a svojstva.

1. Ukoliko je 1 = 21+ 3 sa l > 1, tada by > 1, by = [ i b3 je neparan broj
vedi od 1.

2. Ukoliko jet =2]l+2sal > 1, tada by =1, by > 11 b3 je paran broj veéi
od 0.

3. Ukoliko je 1 = 3, tada by = 0, by > 11 b3 > 1.
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4. Ukoliko je ¢ = 21 v ima suseda u Vj; sa j > 2, tada by + by > 21 b3 = 0.

5. Ukoliko je ¢+ = 11 v ima suseda u V; sa j > 2 tada by > 0, by = 01
by > 1.

6. Ukoliko je v € V1 U V5, i v nema suseda van V3 U V5, tada samo gledamo
da v ima drugaciji kod boja od svih svojih suseda.

Prvo dodeljujemo boju 3 svim granama koje spajaju ¢vorove iz V; 1 V;, za
svako celobrojno ¢ razli¢ito od 2. Sledece, za svaki ¢vor iz Vi bojimo njemu
incidentne grane, zatim za svaki ¢vor iz V;,_; bojimo njemu incidentne grane,
i tako postepeno nastavljamo sve do skupa V5.

Pretpostavimo da smo obojili sve grane incidentne sa ¢vorovima iz Vj, za
svako [ sa i < | < k, gde je 1 <1 < k. Sada dodeljujemo boje granama
koje spajaju ¢vorove iz V; i V;, za svako j koje je manje od ¢. Za proizvoljan
redosled ¢vorova iz V;, za svako v € V; primenjujemo sledeé¢i postupak. Neka
je code,(v) = (a1, a2,as3). U zavisnosti od vrednosti ¢ grane incidentne sa v
bojimo na sledec¢i nacin.

1. Zai > b:
U zavisnosti od parnosti broja ¢, imamo dva slucaja.

(a) ¢ =2l + 3, za neko | > 2. Posto v ima barem jednog suseda u V7,
imamo da je a3 > 1. Za i = k imamo a; = a; = 0, aza i < k
imamo a; > 01 ag = 0. Granama izmedu v i ¢vorova iz V; i V; sa
j > 1 su ve¢ dodeljene boje. Sada bojimo grane koje spajaju v sa
¢vorovima iz Vj, za svako j za koje je 4 < j < i

i. za neparno j, sve takve grane bojimo 1,

ii. za parno j, granu izmedu v i jednog od ¢vorova iz V; bojimo
2, a sve ostale grane izmedu v i ¢vorova iz V; bojimo 3.
Dalje, granama koje spajaju v sa ¢vorovima iz V, dodeljujemo
boju 3. Neka jeuw € VoN N(v) i w € V3N N(v). Svim granama
koje spajaju v sa ¢vorovima iz Vo\{u} dodeljujemo boju 1, a svim
granama koje spajaju v sa ¢vorovima iz V3\{w} dodeljujemo boju
3. Dakle, code,(v) = (by,l —1,b3), gde by > 11 bg > 2, dok su vu

i vw jedine grane incidentne sa v koje jos nisu obojene.
i. Ukoliko je b3 parno, granu vu bojimo 2, a vw bojimo 3.
ii. Ukoliko je b3 neparno, granu vu bojimo 1, a vw bojimo 2.
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Konacno, imamo code(v) = (¢1,1,2c3+ 1), gdejecg > 1ic3 > 1.
Dakle, ¢vor v ima kdéd boja drugaciji od svakog u sa code(u) =
(21, 22, x3), gde je x9 # [ ili x3 parno.

(b) i =20+ 2, za neko [ > 2. Posto v ima barem jednog suseda u V,
imamo da je a3 > 1. Za ¢ = k imamo a; = as = 0, a za svako
1 < k imamo a; = 01 ay > 0. Granama izmedu v i ¢vorova iz V] i
Vj sa j > i su ve¢ dodeljene boje. Sada bojimo grane koje spajaju
v sa ¢vorovima iz Vj, za svako j za koje je 3 < j < i:

i. za parno j, sve takve grane bojimo 2.

ii. za neparno j, granu izmedu v i jednog od ¢vorova iz V; bojimo
1, a sve ostale grane izmedu v i ¢vorova iz V; bojimo 3.

Neka je w € VonNN(v) iw € V3NN (v). Grani vu dodeljujemo boju
1, granama koje spajaju v sa ¢vorovima iz Vo\{u} dodeljujemo
boju 2, a svim granama koje spajaju v sa ¢vorovima iz V3\{w}
dodeljujemo boju 3. Dakle, imamo code,(v) = (I, bq, b3), gde je
by > 1, b3 > 1, i preostalo nam je da obojimo granu vw. Ukoliko
je b3 neparno, granu vw bojimo 3, a ukoliko je b3 parno, granu vw
bojimo 2. Konac¢no, imamo code(v) = (I, ca, 2¢3), gde je co > 11
C3 Z 1.

Dakle, ¢vor v ima drugaciji kod boja od svih svojih suseda iz V}, za
svako j > 1.

. Zai=>5:

Imamo da je a; > 0, as = 01iazg > 1. Neka je u € Vo N N(v),
weV3NN(w)iye VyNN(v). Zasvako z € (Vi\{y}) N N(v), radimo
sledece. Ukoliko x ima incidentnu granu koja je ve¢ obojena 1, granu
vx bojimo 3; ina¢e vx bojimo 1. Dalje, sve grane izmedu v i ¢vorova
iz Vo\{u} bojimo 1; sve grane izmedu v i ¢vorova iz V3\{w} bojimo 3.
Dakle, imamo code,(v) = (b1, 0,bs), gde je by > 01 bs > 1, i preostalo
nam je da obojimo grane vu, vw i vy. Razmatramo dva slucaja.

(a) Nijedna grana incidentna sa y nije obojena 1. Grani vy dodelju-
jemo boju 1. Dalje, razmatramo tri slucaja.

i. b3 je parno. Granama vu i vw dodeljujemo boje 2 i 3, redom.

ii. b3 = 1. Obema granama vu i vw dodeljujemo boju 2.
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iii. b3 je neparno, pri ¢emu je by > 3. Granama vu i vw dodelju-
jemo boje 11 2, redom.

Dakle, imamo da je ili code(v) = (¢1,1,2¢3 + 1), gde je ¢ > 11
c3 > 1, ili code(v) = (c1,2,1) gde je ¢ > 1. Za svako u € V; gde je
[ > 5, sa code(u) = (21,22, r3), imamo da je x3 > 21ili je 9 > 2
ili je 23 paran. Zbog toga, imamo code(v) # code(u).

(b) Cvor y je incidentan sa granom obojenom 1. U zavisnosti od
vrednosti brojeva by i b3, razmatramo tri slucaja.

Slucaj 1. b3 je paran. Granama vu, vw i vy dodeljujemo boje 1, 21 3,
redom.

Slucaj 2. b3 je neparan, i by = 0. Primetimo da ovo zna¢i da v nema
susednih ¢vorova u Vj, za neparan broj j ve¢i od 5, posto
bi u tom slucaju postojala grana incidentna sa v obojena 1.
Granama vu, vw i vy dodeljujemo boje 1, 2 i 2, redom.

Slucaj 3. b3 je neparno, i by > 1. Granama vu, vw i vy dodeljujemo
boje 2, 31 3, redom.

Primetimo da u Slu¢aju 2 imamo da je code(v) = (1,2, 2¢3+1), gde
je cg > 0,1 v nema suseda ni u jednom od Vj, za j = 2l +311 > 2.
U svim ostalim slucajevima imamo code(v) = (¢1, 1,2¢5 + 1), gde
jeci,cs > 1.

Otuda, ¢vor v ima razlic¢it kod boja od svakog ¢vora iz (N(v) N'V;), za
j > 5.

. Lai=4:

Imamo da je a1 < 1, ap > 01iag > 1. Neka je u € Vo N N(v) i
w € V3N N(v). Granama izmedu v i ¢vorova iz Vo\{u} dodeljujemo
boju 2, dok granama izmedu v i ¢vorova iz V3\{w} dodeljujemo boju
3. Neka je code,(v) = (b1, be, b3). Imamo da je by <1, by > 0, by > 1.
U zavisnosti od vrednosti brojeva b; i by, razmatramo tri slucaja.

(a) by = by = 0. Zbog nacina kako su bojene grane izmedu Vj i Vj,
zakljucujemo da ¢vor v nema suseda iz V5. Granama vu i vw
dodeljujemo boje 1 i 2, redom. Sada, sve grane incidentne sa v
su obojene i code(v) = (1,1,b3). Znamo da svaki évor iz skupa
V;, gde je 7 > 6, ima barem dve incidentne grane obojene 1 (za
parno j), ili barem dve incidentne grane obojene 2 (za neparno j).

13



Posto v nema suseda u Vs, sledi da je code(v) # code(u) za svako
u e V;NN(v), gde je j > 4.

(b) b5 = 0, by > 1. Ukoliko je b3 parno, grane vu i vw bojimo 1
i 2, redom. Ukoliko je b3 neparno, grane vu i vw bojimo 1 i 3,
redom. U oba slu¢aja imamo code(v) = (1, ¢z, 2¢3), gde je ¢ > 1
i cg > 1. Posto je svaki ¢vor iz Vo9 sa [ > 2 incidentan sa barem
dve grane obojene 1, dok je svaki ¢vor iz Vo1 sa [ > 2 incidentan
sa neparnim brojem grana obojenih 3, ¢vor v ima drugadiji kod
boja od svih njih.

(¢) by = 1. Granu vu bojimo 2. Dalje, ukoliko je b3 parno, granu vw
bojimo 2, a ukoliko je b3 neparno, granu vw bojimo 3. Sada su
obojene sve grane incidentne sa v, i imamo code(v) = (1, ¢q, 2¢3),
gde je co > 11ic3 > 1. Kao i u prethodnom sluc¢aju, zaklju¢ujemo
da v ima drugaciji kod boja od svih svojih suseda iz Vj, gde je
j > .

4. Zai=3:
Imamo da je a; = 0, ap > 01 az > 1. Granama izmedu v i ¢vorova
iz V3 dodeljujemo boju 2. Sada, ¢vor v ima kéd boja (0, b, b3), gde su
by > 11b3 > 1. Posto su svi ¢vorovi iz V;, sa [ > 3, incidentni sa barem
jednom granom obojenom 1, sledi da v ima razli¢it kod boja od svih
njih.

5. Za1=2:
Za razliku od prethodnih slucajeva kada smo bojili grane incidentne
sa odredenim ¢vorom iz V;, sada istovremeno bojimo vise grana koje
spajaju ¢vorove iz Vi sa ¢vorovima iz V5.

Primetimo da za svako u € V, gde je [ > 4, samo u nekom od naredna
dva slucaja ¢vor u ima tacno jednu incidentnu granu obojenu 3:

(a) code(u) = (1,1,1) iu € Vy,

(b) code(u) = (¢1,2,1), gde jec; > 1iu€ V.
Neka je W, podskup skupa Vi ¢vorova koji imaju barem jednog suseda
u nekom od V; sa [ > 2. Dalje, neka je U; podskup skupa V5, ¢vorova
koji imaju barem jednog suseda u nekom V; sa | > 2. Neka je sada

Wy = ViI\W1 1 Uy = V3\U;. Prvo, svakoj grani izmedu ¢vorova iz Wy
i V5 dodeljujemo boju 1. Kasnije ¢emo menjati u 3 boju neke od ovih
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grana, posle ¢ega ¢vorovi iz skupa W; i dalje nece imati incidentnih
grana obojenih 2. Sada, dodeljujemo boje preostalim granama koje se
nalaze izmedu ¢vorova iz Wy i Vo, Neka je H = G[W, U V5] i neka su
Hj;, 1 < j <mn, komponente grafa . Grane grafa H; bojimo za svako
J tako da se kodovi susednih ¢vorova u H; razlikuju, dok ¢e za svako
u € Uy koje ima code(u) = (¢1, 2, ¢3) biti zadovoljeno jedno od slede¢ih
svojstava:

(a) c3 =0,
(b) ¢1 > 2, ¢y je neparan i c3 = 1,

(¢) e1>1,¢0=0, cg =1,1uima tatno jednog suseda w u Wi, dok
w ima barem dve incidentne grane obojene 3,

(d) ¢4 >1,¢3=0, c3 > 1,1 u nema suseda u Wj.

Dakle, ¢vor u € U; ¢e imati razlic¢it kdd boja od svakog svog suseda iz
Wi, kaoiiz Vysal > 2.

Sada, proizvoljnim redosledom za svako j, 1 < j < n, radimo slede¢i
postupak. Neka je L = H;. U zavisnosti od toga da li V(L) sadrzi ¢vor
iz Us, razmatramo dva slucaja.

(a) V(L) sadrzi ¢vor u € Uy. Razmatramo dva slucaja, u zavisnosti
od toga da li v ima suseda u Wj.

i. u ima suseda w € Wj. Prema Lemi 1.2.3 bojimo grane grafa
L bojama 11 2 tako da svi ¢vorovi iz V(L) N (Va\{u}) imaju
paran broj incidentnih grana obojenih 2, a ¢vorovi iz V(L) N
W5 imaju neparan broj incidentnih grana obojenih 2. Ukoliko
i ¢vor u ima paran broj incidentnih grana obojenih 2, zavrsili
smo, posto u tom slucaju svaki od ¢vorova grafa L ima razli¢it
kod boja od svih svojih suseda. Ukoliko u ima neparan broj
incidentnih grana obojenih 2, menjamo boju grane uw iz 1 u 3.
Sada, za svaki ¢vor iz N (u)NW; nijedna od njemu incidentnih
grana nije obojena 2, dok za svaki ¢vor iz N(u) N Wy nijedna
od njemu incidentnih grana nije obojena 3. Kako v ima barem
po jednu incidentnu granu obojenu 2 i 3, ¢vor u ima razli¢it
kod boja od svih svojih suseda. Odatle, zakljuc¢ujemo da svaki
od ¢vorova grafa L ima razli¢it kod boja od svih svojih suseda.
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ii. © nema susednih ¢vorova u W;. Prema Lemi 1.2.3 bojimo
grane grafa L bojama 1 i 2 tako da svi ¢évorovi iz V(L) N
(Vo\{u}) imaju neparan broj incidentnih grana obojenih 2,
dok ¢vorovi iz V(L) N W5 imaju paran broj incidentnih grana
obojenih 2. Ukoliko ¢vor u ima neparan broj incidentnih
grana obojenih 2, zavr§ili smo, posto u ovom sluc¢aju svaki od
¢vorova grafa L ima razlic¢it kod boja od svih svojih suseda.
Ukoliko v ima paran broj incindentnih grana obojenih 2, me-
njamo u 3 boju svake od grana incidentnih sa u. Ukoliko u
ima samo jednog suseda w, tada, posto je G povezan graf za
barem dve grane, sledi da w osim u ima barem joS jednog
suseda. Zbog toga, w i v imaju razli¢it kod boja. Ukoliko u
ima viSe od jednog suseda, i u ovom slucaju ima razli¢it kod
boja od svih svojih suseda, posto nijedan od njih nema vise
od jedne incidentne grane obojene 3. Za svako w € N(u),
nijedan od suseda od w razli¢it od u nema incidentnih grana
obojenih 3. Dakle, ¢vor w, kao i bilo koji drugi ¢vor grafa L,
ima razlicit kod boja od svih svojih suseda.

(b) V(L) ne sadrzi ¢évor iz skupa U,. Ozna¢imo sa X podskup skupa
U, ¢vorova ¢ije su sve grane, kojima su povezani sa ¢vorovima
iz V; sa |l > 2, obojene 1. Dalje, neka je X, poskup skupa X
¢vorova koji nemaju suseda u Wi, i neka je X; podskup ¢vorova
iz X koji imaju tac¢no jednog suseda u W;. Pored toga, neka je
Xo=X\(XoUX;)1Y =U;\X. U zavisnosti od toga da li V(L)

sadrzi ¢vor iz skupa X,, razmatramo dva slucaja.

i. V(L) sadrzi évor u € Xy. Dakle, imamo code,(u) = (b1,0,0),
gde je by > 3. Prema Lemi 1.2.3 bojimo grane grafa L bojama
112 tako da svi évorovi iz V(L) N Wy imaju neparan broj
incidentnih grana obojenih 2, a ¢vorovi is V(L) N (Va\{u})
imaju paran broj incident grana obojenih 2. Ukoliko ¢vor u
ima paran broj incidentnih grana obojenih 2, svi ¢vorovi iz
V(L) imaju razli¢it kod boja od svih svojih suseda, i zavrsili
smo. Ukoliko v ima neparan broj incidentnih grana obojenih
2, neka je w jedan od suseda ¢vora w iz skupa Wj;. Menjamo
boju grane uw iz 1 u 3. Sada, imamo code(u) = (¢, ¢, 1),
¢1 > 21 ¢ je neparan. Za svako w € N(u) N Wj ne postoji
grana incidentna sa w obojena 2. Osim toga, za svako w €
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11.

N(u)NVysal>31icode(w) = (z1,x2,x3), ukoliko je x3 =1,
tada x; < 21ili je x5 paran. Dakle, ¢vor u, kao i bilo koji drugi
¢vor iz L, ima razli¢it kod boja od svih svojih suseda.

V(L)N X, = (. Sada bojimo grane iz L. Neka je W’ podskup

skupa W5 ¢vorova koji imaju suseda u Xy. Dalje, neka je

X' podskup skupa X; ¢évorova koji imaju suseda u W’. Za

svako u € XoN V(L) isvako v € W' N N(u) granu uv bojimo

3. Za svako u € W/ NV(L) isvako v € (Y UX')N N(u)

granu uv bojimo 2. Za svako u € X;\X’ radimo sledece.

Neka je N(u) N W; = {w}. Boju grane uw menjamo iz 1

u 3. Primetimo da sada ¢vor w ima barem dve incidentne

grane obojene 3, dok u ima tacno jednu incidentnu granu

obojenu 3. Konacno, preostalim granama iz L dodeljujemo

boju 1. Nakon opisanog postupka bojenja, za u € V(L) N W,

i code(u) = (by, b, b3) imamo:

A. ukoliko u € W', tada by =0, by > 0, b3 > 1,

B. ukoliko u € Wo\W’, tada by > 1, by = 01 b3 = 0.

Zav € V(L)NVzicode(v) = (¢, ¢z, c3) imamo:

A. ukolikov € Y, tadac; >0, >11c3 =0,

B. ukoliko v € X', tadac; > 1,0 >11¢3=0,

C. ukoliko v € Xj\X', tada ¢; > 1, co =0, c3 = 1, i v
ima samo jednog suseda w u Wi, dok w ima barem dve
incidentne grane obojene 3,

D. ukoliko v € Xy, tada cg > 1, co =01c3 > 1,1 v nema
nijednog suseda u Wi.

Zbog toga imamo da je code(u) # code(v) za svako uv €
E(L), ¢ime je dokaz teoreme kompletiran.

]
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1.3 Graf sa razli¢itim vrednostima msde- 1 sde-
indeksa

U narednoj teoremi Kalkovskog, Karonskog i Pfendera [14] data je do sada
najbolja poznata granica po pitanju vrednosti x§(G) za proizvoljan normalan

graf G.
Teorema 1.3.1. Za svaki normalan graf G vazi x5(G) < 5.

Karonski, Lucak i Tomason [15] su predlozili slede¢u hipotezu.
Hipoteza 1.3.2. (1-2-3 hipoteza) Za svaki normalan graf G vazi x%&(G) < 3.

Zang [16], kao i Paramguru i Sampatkumar [17], postavili su pitanje da li
postoji normalan graf G za koji je x¢,(G) < x%(G). Jasno je daje x5, (G) =1
samo u sluc¢aju kada svaka dva susedna ¢vora grafa G imaju razli¢it stepen,
a tada je i x5(G) = 1. To znadi da, ukoliko stoji 1-2-3 hipoteza, za graf G
sa X5, (G) < x%(G) mora biti x¢,(G) = 21 x%(G) = 3. U narednoj teoremi
dajemo, koliko je nama poznato, prvi primer grafa sa ovim svojstvima.

Teorema 1.3.3. Za graf G prikazan na Slici 1.1 je x¢,(G) =2 i x%(G) = 3.

Dokaz teoreme je dat na kraju ovog poglavlja. Pre toga, izvodimo za-
kljucke o bojenjima nekoliko pomoé¢nih grafova, koja kasnije koristimo u
dokazu da za graf G sa Slike 1.1 postoji 2-msde-bojenje, i ne postoji 2-sde
bojenje.

Neka je H neki indukovan podgraf grafa G. Za prikazivanje ¢vora v
grafa H za koji je Ng(v) = Ny (v) koristimo punu liniju, dok za prikazivanje
¢vorova koji mogu imati joS susednih ¢vorova u G koji nisu u H koristimo
isprekidanu liniju. To znad¢i da ¢vor vy grafa H; prikazanog na Slici 1.2 koji
je podgraf grafa GG, od susednih ¢vorova ima samo vy i v3, dok ¢vor v; moze
imati, pored ¢vora wvs, jo$ susednih ¢vorova u G. Pre nego Sto predemo na
slede¢u lemu uvodimo neke oznake koje nam olakSavaju zapisivanje iskaza.
Za graf G i prirodan broj k£ definiSemo skupove

O, (G) = {¢: ¢ je k-msde-bojenje grafa G}
O (G) = {¢: ¢ je k-sde-bojenje grafa G}

Posto je za svako ¢ € @, (G) takode i ¢ € P (G), imamo slede¢u posledicu.
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Slika 1.1: Graf G

Posledica 1.3.4. Za svaki graf G i svaki prirodan broj k vazi
®L(G) C D(G).

Lema 1.3.5. Na Slici 1.2 je prikazan graf Hy koji je indukovan podgraf
proizvoljnog grafa G. Za svako ¢ € Oo(G) vazi p(er) # ¢(es).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji ¢ € ®o(G), takvo da je
d(e1) = ¢(es). Cvor vy je u grafu G, osim sa ey, incidentan sa granom e, a
¢vor v3 je u G, osim sa eg, takode incidentan sa es. Posto je ¢(er) = ¢(e3),
imamo code(vg) = code(vs), a posto su évorovi vy 1 v3 susedni u G, znaci da
¢ ¢ Po(G), 8to je kontradikeija. ]
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Slika, 1.2: Graf H;

e e
. LN 2~ &
U3

Lema 1.3.6. Na Slici 1.3 je prikazan graf Ho koji je indukovan podgraf
proizvoljnog grafa G. Za svako ¢ € ®o(G) vazi Pp(er) = d(er), d(ea) # ¢(es3)
i d(e5) # ¢les).

Slika, 1.3: Graf H,

Dokaz. Neka je ¢ € ®o(G). Pretpostavimo, bez gubitka opstosti, da je
¢(e1) = 1. Razmatramo moguc¢nosti za boje grana es i e3.

o ¢(ey) = p(e3) = 1. Tada mora biti ¢(e5) # ¢(eg), inace Evorovi v i vy
imaju isti kod boja. Mozemo uzeti da je ¢(es5) = 11 ¢(eg) = 2. Ukoliko
je ¢(es) = 1 tada code(vy) = code(vs) = (3,0), 8to ne sme biti slucaj,
posto su ve 1 vg susedni ¢vorovi. Dakle, mora biti ¢(e;) = 2. Tada
je code(vs) = (2,1), code(vy) = (1,2). Koju god boju od 1 ili 2 da
odaberemo za ¢(e7), kod ¢vora vy ¢e biti jednak ili kodu ¢vora vs ili vy,
Sto pokazuje da ovakvo bojenje nije moguce.

o ¢(ey) = ¢(ez) = 2. Kao i u prethodnom slucaju, mora biti ¢(e5) #
¢(eg). Mozemo pretpostaviti da je ¢(es) = 11 ¢(eg) = 2. Ako od-
aberemo da je ¢(es) = 1 tada code(vs) = (1,2) = code(vq), a ako
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odaberemo da je ¢(es) = 2 tada code(vs) = (1,2) = code(vy), Sto je
ponovo kontradikcija.

o O(ez) # ¢P(e3). Mozemo pretpostaviti da je ¢(es) = 11 ¢(e3) = 2.
Imamo dve moguénosti:

1. ¢(eq) = 1. Posto je code(vy) = (2, 1) mora biti ¢(e5) = 11 ¢(eg) =
2. Ukoliko je sada ¢(e7) = 2 tada je code(vs) = (1,2) = code(vy),
Sto znadi da mora biti ¢(e;) = 1. Ovako dobijeno bojenje je 2-
msde-bojenje i za njega vaze uslovi dati u tvrdenju teoreme.

2. ¢(eq) = 2. Da bi se razlikovali code(vq) i code(vs), mora biti
¢(es) = 2. Dalje, zbog code(vs) # code(vs) mora biti ¢(eg) = 2.
Posto je code(vs) = (2,1) a code(vs) = (3,0), dok je ¢(e5) =
¢(eg) = 2, koju god boju da dodelimo grani e7, kdd ¢vora vy ée
biti jednak kodu ¢vora vs ili vy, Sto je kontradikcija.

]

Lema 1.3.7. Za svako ¢ € ®o(G), grafa G prikazanog na Slici 1.1, je
code(vy) € {(3,0),(0,3)}, code(v12) € {(3,0),(0,3)}, code(vy) # code(vya) i
code(vgz) = (1,1).

Dokaz. Na osnovu Leme 1.3.5 mora biti ¢(e;) # ¢(ez). 1z Leme 1.3.6 za-
kljucujemo da je ¢(ez) = d(e1) 1 dles) = P(e2), kao i da je ¢(es) # ¢(es)
i per) # Ples). Iz toga sledi da je ¢(e3) # ¢(eq), zatim da je code(vy) €
{(2,1),(1,2)}, code(vi1) € {(2,1),(1,2)} i code(vy) # code(vy1). Na isti
nacin zakljucujemo da ¢(eg) # ¢(e10), code(v13) € {(2,1),(1,2)}, code(vqy) €
{(2,1),(1,2)} i code(v13) # code(vyz). Dalje, imamo dve moguénosti:

1. ¢(e3) # d(eg). Mozemo uzeti da je ¢(ez) = 11 ¢(eg) = 2. Tada je
code(vy) = (2,1) i code(vyz) = (1,2). Za ¢(e11) = 1 imamo code(vy) =
code(vy), dok za ¢(e1;) = 2 imamo code(v;) = code(v3), $to je u
suprotnosti sa tvrdenjem da je ¢ msde-bojenje.

2. ¢(e3) = ¢(eg). Mozemo uzeti da je ¢(e3) = 11 ¢(eg) = 1. Kako je
ode(vi3) = (2,1), mora biti ¢(e1;) = 1. Dalje, mora biti
2, ¢(ern) = 21 P(e12) = 2. Zakljuujemo da je code(vy) =

(3,0), code(viz) = (0,3) i code(vez) = (1,1). U slucaju da smo bi-
rali da je ¢(e3) = 2 1 ¢(eg) = 2 tada bismo dobili code(vy) = (0, 3),
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code(vig) = (3,0) i code(veg) = (1,1). To su jedine mogucénosti dozvol-
jenog bojenja iz skupa ®3(G) i obe su saglasne tvrdenju teoreme, ¢ime
je dokaz kompletiran.

]

Slika 1.4: Graf G

Dokaz Teoreme 1.3.3. Jasno je da x&,(G) > 2, dok je na Slici 1.4 prikazano
2-msde-bojenje grafa G, $to znaci da je x&,(G) = 2. Iz Leme 1.3.7 imamo da
za svako ¢ € $o(G) vazi code(veg) = (1,1), i jedan od évorova vy i va3, recimo
v; ima kod jednak (3,0). Posto je ®,.(G) C @,(G), za svako ¢’ € OL(G) vazi
@' (v1) = ¢ (ve3) = 3, $to je kontradikcija. Dakle, mora biti x&(G) > 3. Jedno
od mogucih bojenja ¢’ € ®4(G) dobijamo kada u bojenju ¢ grafa G svim
granama sem e3 dodelimo boje kao na Slici 1.4, i stavimo ¢'(e3) = 3. Time
je dokaz ove teoreme kompletiran. ]
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1.4 Popravljena gornja granica za nesd-indeks

Totalno k-bojenje grafa G je mapiranje koje ¢vorovima i granama grafa G
dodeljuje boje iz skupa {1, ...k}, pri ¢emu susednim i incidentnim elemen-
tima iz V' (G)UE(G) mogu biti dodeljene iste boje. Za dato totalno k-bojenje
w grafa G definiSemo funkciju o preko o(v) = >, ¢y, (w(wv) + w(w)), za
svako v € V(G). Bojenje w nazivamo prosireno sused-razlikujuée bojenje po
sumama, ili nesd-bojenje, ukoliko je o(v) # o(u) za svaka dva susedna ¢vora
v i u grafa G. Najmanji prirodan broj k za koji postoji nesd-bojenje grafa
G nazivamo proSireni sused-razlikujué¢i indeks po sumama, ili nesd-indeks,
i oznacavamo ga sa egndiy~(G). Flandrin i ostali [18] su uveli i ispitivali
nesd-bojenje, gde su i predlozili slede¢u hipotezu.

Hipoteza 1.4.1. Za svaki graf G, egndix-(G) < 2.

U istom radu proucavano je nesd-bojenje raznih klasa grafova, ukljucujuéi
putanje, cikluse, kompletne grafove i drvece, dok je dokazana opsta gornja
granica egndiy~(G) < x(G) + 1. Nasa naredna teorema daje poboljSanje ove
granice.

Teorema 1.4.2. Za svaki graf G, egndis~(G) < 3.

Dokaz ove teoreme je izmesten u Poglavlje 1.4.1. Flandrin i ostali [18] su
takode dokazali slede¢u teoremu.

Teorema 1.4.3. Neka je G povezani bipartitni graf sa podelom V(G) =
{X, Y}, Ukoliko bilo koji od skupova X Y ima paran broj c¢vorova, ili
postoji cvor neparnog stepena u G, tada egndiZ(G) < 2.

U narednoj teoremi proSirujemo tvrdenje iz prethodne teoreme na sve
bipartitne grafove.

Teorema 1.4.4. Ukoliko je G bipartitni graf, tada egndis~(G) < 2

Pored toga, pokazujemo da za svaki 3-regularan i svaki 4-regularan graf
postoji nesd-bojenje pomoc¢u boja 1 i 2.

Teorema 1.4.5. Ukoliko je graf G' 3-regularan ili 4-reqularan, tada egndis~(G) <
2.

U dokazima teorema koristimo narednu konvenciju. Za ¢vor v kazemo
da ima parnu sumu ukoliko je o(v) paran broj, dok kazemo da ima neparnu
sumu ukoliko je o(v) neparan broj.
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1.4.1 Dokazi teorema

Dokaz Teoreme 1.4.2. U dokazu teoreme primenjujemo slican pristup kao i
Kalkovski i ostali [14| u dokazu Teoreme 1.3.1.

Ukoliko je tvrdenje teoreme zadovoljeno za svaki povezani graf, tada je
zadovoljeno i za svaki graf sa vise komponenti. Zbog toga, mozemo pret-
postaviti da je graf G povezan.

Dokazujemo nesto jace tvrdenje, odnosno, postoji totalno 3-bojenje w
takvo da L@J # L#j za svaka dva susedna ¢vora uw i v u G. Neka je
V =V(G) = {v1,...,v} skup &vorova grafa GG, poredanih u proizvoljnom
redosledu. Neka je E = E(G) skup grana grafa G iw: EUV — {1,2,3}.
Ozna¢imo sa S1(V, E,w, j) i So(V, E,w, 7) sledeca tvrdenja:

S1(V,E,w,j): Zasvako v;,u €V, gdejevy € Eii<l<j,
i |51 % |22

So(V,E,w,j): Zasvako v; € V, gde je j < i <k, vazi w(v;) = 2,
i w(v;u) = 2 za svako v;u € F.

Poc¢injemo dodelom boje 2 svakom od ¢vorova iz V i svakoj grani iz E.
Dakle, tvrdenja Sy (V, E,w, 1)1 S3(V, E, w, 1) su o¢igledno zadovoljena. Pret-
postavimo da S;(V, E,w, j) 1 So(V, E,w, j) vaze zaneko wi j, gdeje 1 < j <
k. Neka je d oznaka za vrednost o(v;j41) u trenutnom bojenju w. Oznac¢imo
sa U = {w,...,u,} podskup skupa {vy,...,v;} ¢vorova susednih sa v;41 u
G. Dalje, ozna¢imo sa n; broj ¢vorova skupa U koji imaju neparnu sumu, a
sa no broj ¢vorova skupa U koji imaju parnu sumu, odakle n; +ns = n. Sada
razmatramo moguca podeSavanja boja ¢vora v;q; 1 grana wv;4; za u; € U,
pri kojima oba S;(V, E,w,j) 1 So(V, E,w, j + 1) ostaju zadovoljena.

1. Grane wvj4; imaju boju 2 za svako [ € {1,...,n}. Dakle, mozemo
promeniti sa 2 na 3 boju bilo koje od n, grana koje spajaju v,y sa
¢vorovima iz U koji imaju parnu sumu, pri ¢emu S;(V, E, w, j) ostaje
zadovoljeno. Takode, mozemo promeniti sa 2 na 1 boju bilo koje od n
grana koje spajaju vj;1 sa ¢vorovima iz U koji imaju neparnu sumu.
Odavde zakljucujemo da mozemo podesiti boje ovih grana tako da
dobijemo da o(v;41) bude jednako bilo kojoj vrednosti iz skupa {d —
ni,...,d+no}, pri cemu S;(V, E,w, j) ostaje zadovoljeno.

2. Promenom boje w(vj41) sa 2 na 11 boje w(wv;41) sa 2 na 3, za svako
le{l,...,n}, vrednost o(v,41) se povecava za n, dok o(v;) ostaje isto
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za svako [ € {1,...,n}. Sada, mozemo promeniti sa 3 na 2 boju bilo
koje od n; grana koje spajaju v, sa ¢vorovima iz U koji imaju neparnu
sumu, tako da S1(V, E, w, j) ostane zadovoljeno. Dakle, mozemo postici
da o(vj41) bude jednako bilo kojoj vrednosti iz skupa {d+ns, . .., d+n}.

3. Promenom boje w(v;;1) sa 2 na 3 i boje w(wv;11) sa 2 na 1, za svako
le{l,...,n}, vrednost o(v,4+1) se smanjuje za n, dok o(u;) ostaje isto
za svako [ € {1,...,n}. Sli¢no prethodnom slu¢aju, moZemo postici da
o(v;4+1) bude jednako bilo kojoj vrednosti iz skupa {d —n,...,d+n1},
pri ¢emu S1(V, E,w, j) ostaje zadovoljeno.

Sve ukupno, mozemo podesiti da vrednost o(v;41) bude jednaka bilo kojoj
vrednosti iz {d—n, ...,d+n}, dok tvrdenje S (V, E, w, j) ostaje zadovoljeno.
Posto v;;1 ima n suseda koja joj prethode u V', dok postoji 2n + 1 dostiznih
vrednosti za o (v;41), mozemo podesiti boje évora v;1q 1 grana w1, w € U,
tako da vazi S1(V, E,w,j+1). U gore opisanom postupku ne menjamo boje
niti jednog ¢vora v; € V, niti boje grana incidentnih sa v;, za [ > j + 1.
Dakle, vazi So(V, E,w, j+1). Nastavljajuéi sa ovim postupkom do j+1 = k,
dobijamo Zeljeno bojenje. O]

U dokazu Teoreme 1.4.4 pratimo ideju koju su koristili Kalkovski i os-
tali [15], i kasnije Flandrin i ostali [18] u dokazu Teoreme 1.4.3.

Dokaz Teoreme 1.4.4. Kaoiu dokazu Teoreme 1.4.2, dovoljno je da pokazemo
da teorema vazi za sve povezane grafove. Dakle, pretpostavimo da je G
povezan graf. Ukoliko neki od skupova X i Y ima paran broj ¢vorova, ili
ukoliko postoji ¢vor neparnog stepena u G, tvrdenje je zadovoljeno, po Teo-
remi 1.4.3. Zbog toga, mozemo pretpostaviti da i X i Y imaju neparan
broj ¢vorova, kao i da svi ¢vorovi iz G imaju paran stepen. Neka je X =
{1,...,Toxs1}. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da skup X sadrzi
¢vor Ciji je stepen jednak 6(G), i da je xory1 takav ¢vor. Prvo, dodeljujemo
boju 2 svakoj grani grafa G i svakom ¢voru iz X, dok svim ¢vorovima iz Y
dodeljujemo boju 1. Posto svaki ¢vor iz GG ima paran stepen, vrednost o(v)
je u pocetku parna za svako v € X UY. Sada menjamo boju nekih grana iz
G tako da o(z;) postane neparno, za svako 1 < i < 2k dok o(y) ostaje parno
za svako y € Y. Na kraju podesavanja, dokazujemo da vazi o(xei1) < o(y)
za svako y € N(xgry1), odakle sledi tvrdenje teoreme. Neka je P; oznaka
za neki put izmedu xo; 1 1 x9;, za 1 < ¢ < k. Proizvoljnim redosledom za
svako ¢ € {1,...,k} radimo sledece. Svakoj grani na putanji P; menjamo
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boju, odnosno, umesto boje 1 dodeljujemo joj boju 2, a umesto boje 2 do-
deljujemo joj boju 1. Na ovaj nacin, posle izmena boja za P;, parnost broja
o(u) ostaje ista za svako u na putanji P;, gde je u ¢ {x;, z;11}, dok se menja
parnost brojeva o(x;) i o(x;11). Po zavrSetku gore opisane procedure, imamo
da je o(x;) neparno za svako 1 <[ < 2k, dok je o(y) parno za svako y € Y.
Dalje, neka je y € Y proizvoljni sused ¢vora xoyy1, 1 neka je d = deg(xopy1).
Posto je d = §(G), imamo d < deg(y). Svakom susednom ¢voru od zog;
dodeljena je boja 1, odakle imamo o(zor1) < 3(d — 1) + w(wokr1y) + 1.
Sa druge strane, svakom susednom ¢voru od y je dodeljena boja 2, odakle
imamo o(y) > 3(d — 1) + w(xek1y) + 2 > o(xex+1). Najzad, posto je ¢vor
y proizvoljno odabran iz skupa N(xox41), imamo o(zoxt1) < o(y) za svako
y € N(xk11), Cije dokaz kompletiran. O

Dokaz naredne teoreme je ogranizovan na sledeé¢i nacin. Pocinjemo sa
nekim valjanim bojenjem ¢vorova c grafa G. Zatim, definiSemo bojenje w
pomocu boja 11 2, tako §to svakom v € V(G) dodeljujemo boju u zavisnosti
od ¢(v), dok svakom vu € F(G) dodeljujemo boju u zavisnosti od ¢(v) i c(u).
Konacno, podesavamo neke od ovih boja i dokazujemo da je dobijeno bojenje
nesd-bojenje.

Dokaz Teoreme 1.4.5. Neka je G k-regularan graf, gde je k € {3,4}. Flandrin
i ostali [18] su dokazali da vazi egndis~(G) = 2 za svaki kompletan graf
G. 7Zbog toga, mozemo pretpostaviti da, za obe vrednosti k, graf G nije
kompletan. Dakle, prema Bruksovoj teoremi vazi x(G) < k. Neka je ¢
valjano bojenje ¢vorova grafa G pomocu boja iz skupa {1,...,k}. Dalje,
neka su V;, 1 < i < k, klase obojivosti grafa G, prema bojenju ¢, odnosno
v € V; za svako v € V(G) za koje je ¢(v) = i. Mozemo pretpostaviti da svaki
¢vor v iz V;, za svako j € {2,...,k}, ima barem jednog suseda u svakom
Vi, gde je @ < j. Inace, dok god postoji v € V; takav da nema suseda u V;,
za neko i € {1,...,j — 1}, premestamo v u V;. Na ovaj na¢in, skupovi V;
ostaju nezavisni za svako ¢ € {1,...,k}, dok bojenje ¢ ostaje valjano bojenje
pomocu k boja.

Neka je w neko totalno bojenje grafa G pomocu boja iz skupa {1,2}.
Sada, u odnosu na bojenje w, definiSemo funkciju s: V(G) — N preko izraza

s(v) = 3degg(v) — o(v),

gde je o(v) = 3, cnw)(w(ww) + w(u)) i v € V(G). Za bilo koja dva susedna
¢vora v 1 u regularnog grafa G vazi s(v) = s(u) ako i samo ako o(v) = o(u).
Dakle, dovoljno je da dokazemo da vazi s(v) # s(u), za svako vu € E(G).
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Prvo, dokazujemo slucaj kada je G 3-regularan graf. Kao sto je ukazano
ranije, moZemo pretpostaviti da vazi y(G) < 3. Neka je ¢ valjano bojenje
¢vorova grafa G pomocu boja iz skupa {1,2,3}, i neka su Vi, V5 1 V3 klase
obojivosti prema bojenju c. MoZemo pretpostaviti da svaki ¢vor iz Vj, gde
je 1 < j < 3, ima suseda u V;, za svako ¢ € {1,...,j — 1}. Sada definiSemo
bojenje w na sledeéi na¢in. Za svako v € V;, gde i € {1,3}, dodeljujemo
w(v) = 1, dok za svako v € V3, dodeljujemo w(v) = 2. Dalje, za svako
uv € E(G), ukoliko je c(u) ili ¢(v) jednako 3, dodeljujemo w(uv) = 2; inace,
dodeljujemo w(uv) = 1. Za svako v € V;, vazi sledece.

1. s(v)=0zai=1.
2. s(v) <0 zai=2, poSto v ima barem jednog suseda u V;.
3. s(v) > 0 za i =3, posto v ima barem jednog suseda u V5.

Posto je V; nezavisan skup za svako i € {1,2, 3}, sledi o(v) # o(u) za svaka
dva susedna ¢vora v i u grafa G. Time je zavrSen dokaz slucaja k = 3.

Sada dokazujemo tvrdenje teoreme za proizvoljan 4-regularan graf G.
Kao i pre, mozemo pretpostaviti da vazi x(G) < 4. Neka je ¢ valjano bojenje
¢vorova grafa G pomocu boja iz skupa {1,2,3,4}, i neka su Vi, Vo, V31 V}
klase obojivosti prema bojenju c¢. Ponovo mozemo pretpostaviti da svaki
¢vor iz Vj, gde je 1 < j < 4, ima barem jednog suseda u V;, za svako
ie{l,...,j—1}. Bojenje w definiSemo da sledeé¢i nacin. Svakom ¢évoru iz V;
dodeljujemo boju 1 za ¢ € {1,3}, dok mu dodeljujemo boju 2 za i € {2,4}.
Svakoj grani koja spaja ¢vor iz Vj sa ¢vorom iz Vs, kao i svakoj grani koja
je incidentna sa ¢vorom iz Vj, dodeljujemo boju 1; svim ostalim granama
dodeljujemo boju 2. Za svako v € V;, imamo sledece.

s(v)
2. s(v) <0 zai=2, poSto v ima barem jednog suseda u V;.
s(v)

(

4. s(v) € {—2,—3} za i = 4, posto v ima barem jednog suseda u Vj, kao
iu Vs,

1. =0za1=1

3. > 0 za ¢ = 3, posto v ima barem jednog suseda u V5.

Dakle, za susedne ¢vorove v i u moze biti s(v) = s(u) samo u sluc¢aju kada
v € Vyiu eV, Sada, da bismo dobili da w bude nesd-bojenje, podesavamo
boje nekih ¢vorova i njima incidentnih grana.
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1. Dok god postoji v € V} za koji je s(v) = —2, radimo sledec¢e. Vrednost
s(v) jednaka je —2 samo kada v ima tacno jednog suseda u Vi i u Vj,
a dva suseda u V5. Ozna¢imo sa {v, v, v, v3} susede ¢vora v, pri
cemu vy € Vi, vh,vh € Vo iwvg € V3. U zavisnosti od vrednosti s(vs),
razmatramo dva slucaja.

(a) s(v3) = 2. Tezine menjamo na sledeéi nacin: w(v) = 1, w(vv) =
2. Posle primene ovih izmena, imamo s(v;) = 0, s(vy) < —2,

s(vy) < =2, s(vs3) =1, dok je s(v) = —1.

(b) s(v3) = 1. Primenjujemo sledece izmene: w(v) = 1, w(viv) = 2,
w(vhv) = 2, w(viv) = 2, w(vsv) = 2. Posle ovih izmena, vrednosti
s(vy), s(vh), s(vl) i s(vs) ostaju iste kao i pre, dok je sada s(v) = 2.
Dakle, s(v) se sada razlikuje od s(u) za svako u € N(v).

2. Dok god postoji v € V} za koji je s(v) = —3, radimo sledece. 1z s(v) =
—3 sledi da v ima samo jednog suseda u iz V5. Ukoliko s(u) # —3,
tada je s(v) razlicito od s(x), za svako z € N(v) i nema potrebe za
izmenom boja. Inace, iz s(u) = —3 sledi da u nema suseda u Vi, a
takode svaka grana incidentna sa v ima boju 1. Sada, menjamo boju
¢vora u u 1, dok boje grana incidentnih sa u menjamo u 2. Ovako,
vrednost s(y) ostaje ista za svako y € N(u), dok vrednost s(u) postaje
1. Cvor u nema suseda u Vi dok s(y) # 1, za svako y € V;. Dakle,
vrednost s(u) se razlikuje od s(y), za svako y € N(u). Takode, sada
imamo s(v) # s(x) za svako x € N(v).

Po zavrSetku gore opisanog postupka, imamo s(v) # s(u) za svako uv €
E(G), ¢ime je dokaz teoreme kompletiran. O

28



1.5 Sused-razlikujuéi hromatski indeks grafa

Za graf G i bilo koje S C E(G), podgraf indukovan granama G|S] je podgraf
grafa G kod koga je skup grana jednak S dok se skup ¢vorova sastoji od
krajnjih ¢vorova grana iz S. Podela grana (eng. edge-partition) grafa G na
podgrafove Gy, ..., G, je dekomporzicija grafa G koja zadovoljava V(G) =
UL, V(Gy), E(G) =%, E(G;) 1 E(G;) N E(G;) = 0 za svaki par i # j.

Neka je dato valjano bojenje grana ¢ : E(G) — {1,...,k} normalnog
grafa G, i neka je C,(v) skup boja dodeljenih granama incidentnim sa ¢vorom
v. Bojenje ¢ nazivamo sused-razlikujuce bojenje grana (ili kratko nde-bojenje)
ukoliko je Cy(v) # Cy(u) za bilo koji par susednih ¢vorova v i w. Sused-
razlikujuci indeks grafa G, u oznaci x/(G), je najmanji broj k za koji G ima
k-nde-bojenje. Jasno je da graf ima nde-bojenje samo ukoliko je normalan,
tako da ¢emo ispitivati samo nde-bojenje normalnih grafova.

Zang, Liu i Vang [3| su uveli i ispitivali sused-razlikujuée bojenje grana
grafa. Od njih potice i naredna hipoteza.

Hipoteza 1.5.1. Za svaki normalan graf G razli¢it od 5-ciklusa vazi x,(G) <
A(G) + 2.

Akbari, Bidhori i Nosrati [4] su dokazali da za svaki normalan graf G vazi
X, (G) < 3A(G). Zang, Vang i Lih [5] su popravili gornju granicu dokazavsi
da vazi x},(G) < 2A(G) + 5. Vang, Vang i Huo [12] su dalje pomerili gornju
granicu, i njihov rezultat y,(G) < gA(G) je do sada najbolji po pitanju
ove vrednosti. Glavni doprinos autora po pitanju nde-bojenja je naredna
popravljena gornja granica za X/, (G).

Teorema 1.5.2. Za svaki normalan graf G vazi x,(G) < 2X/'(G).

Prema Vizingovoj teoremi je x'(G) < A(G) + 1, odakle proizilazi sledeca
posledica.

Posledica 1.5.3. Za svaki normalan graf G vazi X' (G) < 2A(G) + 2.

Osim toga, za normalan graf G kod koga je A(G) = 2*, gde je k prirodan
broj veéi od 1, vrednost X/ (G) ne prelazi 2A(G), sto dokazujemo u narednoj
teoremi.

Teorema 1.5.4. Za svaki normalan graf G sa A(G) < 2%, gde je k prirodan
broj veéi od 1, vazi ¥, (G) < 2FF1,

Dokazi Teorema 1.5.2 i 1.5.4 su izmesteni u Poglavlje 1.5.2, a pre toga
dajemo tvrdenja koja koristimo u dokazima ovih teorema.
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1.5.1 Pomoéna tvrdenja

Balister i ostali [6] su dokazali prvi deo, dok su Vang i ostali [12| dokazali
drugi i treéi deo naredne teoreme.

Teorema 1.5.5. Neka je G normalan graf.
1. Ukoliko A(G) < 3, tada X, (G) < 5.
2. Ukoliko A(G) < 4, tada X, (G) < 8.
3. Ukoliko A(G) <5, tada X, (G) < 10.

Naredna lema i teorema, koju su dokazali Zang i ostali [5], glavno su
orude koris¢eno za dobijanje do sada najboljih gornjih granica za x/,(G).

Lema 1.5.6. Ukoliko normalan graf G ima podelu grana na dva normalna
grafa Gy i G, tada X, (G) < X.(G1) + XL (Ga).

Teorema 1.5.7. Neka je G normalan graf sa A(G) > 6. Tada postoji podela
grana grafa G na normalne grafove Hy i Ho, tako da vazi:

1. A(H) < 3,
2. A(Hy) < A(G) — 2.

Vang i ostali [12] su dobili granicu x/,(G) < 2A(G) uéestalom primenom
prethodne teoreme, i oslanjanjem na vrednosti y,(H) za grafove kod kojih
je A(H) < 5.

Mi predlazemo postupak koji je takode zasnovan na podeli grana na nor-
malne grafove, i zatim koristimo tvrdenje Leme 1.5.6. Razlika je u tome Sto
mi izvodimo podelu grana grafa G sa x/(G) = k na normalne grafove H; i
Hj, za koje vazi x,,(Hy) < 41 x'(Hy) < k — 2. Kao posledicu, koris¢éenjem
granica iz Teoreme 1.5.5 dobijamo da x,(G) < 2x'(G) vazi za svaki normalan
graf G.

Neka je wg: E(G) — N funkcija definisana sa:

we(uw) = deg(u) + deg(v),

za svako uv € E(Q).
Tvrdenje naredne teoreme koristimo u dokazima Teorema 1.5.2 i 1.5.4,
kako bismo dokazali da minimalni protiv-primer grafa na sadrzi granu uv za

koju je wg(uv) < A(G) + 2.
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Teorema 1.5.8. Pretpostavimo da postoji povezan graf G sa A(G) > 4,
i Xo(G) > 2k, gde je A(G) < k. Ukoliko wg(uwv) < A(G) + 2 za neku
granu wv € E(Q), tada postoji normalan graf H za koji je A(H) < A(G),
|E(H)| < |E(G)|, i xo(H) > 2k.

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdenje nije tacno. Neka je uv grana grafa G
za koju je wg(uwv) < A(G) + 2, i neka je H = G — uv. Jasno je da vazi
A(H) < A(G)i|E(H)| < |E(G)|. Prema tome, ukoliko je H normalan graf,
tada x/ (H) < 2k. Neka je L skup boja {1,...,2k}.

Pretpostavimo prvo da H nije normalan graf. Posto je G normalan graf,
sledi da jedan od ¢vorova u i v, recimo v, ima samo jedan susedan ¢vor w u
H, pri ¢emu je degy (w) = 1. Neka je sada H' = G —vw. Tada degy/(v) =1
i degy (w) = 0. Posto je G povezani graf sa A(G) > 4, sledi degy (u) > 1.
Dakle, graf H' je normalan, i stoga postoji nde-bojenje o grafa H' pomoc¢u
boja iz skupa L. Dalje, neka je ¢ bojenje grana grafa G sa ¢(e) = o(e) za
svako e € E(H'). Grani vw dodeljujemo bilo koju boju iz L koja se razlikuje
od ¢(uv), i ukoliko degq(u) = degs(v) = 2, boju koja nije u Cy(u). Posto
je |L| > 2, ovo uvek mozemo izvesti. Dakle, ¢ je nde-bojenje sa 2k ili manje
boja, sto je kontradikcija.

Dakle, mozemo pretpostaviti da je H normalan graf, zbog ¢ega imamo
X.(H) < 2k. U zavisnosti od toga da li v i v imaju zajednickog suseda,
razmatramo dva slucaja.

1. NG(U) N N(;(’U) = @
Neka je H' graf dobijen ukljanjanjem ¢évorova u i v i njima incidentnih
grana iz (G, i zatim dodavanjem ¢vora w i grana ww’ za svako w' €
(Ng(u)—v)U(Ng(v)—u). Posto je degy, (w) = degq(u)+degy(v)—2 <
A(G), sledi A(H') < A(G). Dakle, imamo |E(H')| < |E(G)| i zbog
toga x.,(H') < 2k. Neka je o’ nde-bojenje grafa H' bojama iz skupa L.
Sada definiSemo bojenje grana o grafa H, na slede¢i nacin:

e za svako x € Ny(u) — v dodelimo o(ux) = o' (wz),

e za svako y € Ny(v) — u dodelimo o(vy) = o' (wy),

e svim ostalim granama iz H, dodeljujemo boju koju toj grani do-
deljuje o.

Bojenje grana o je valjano, ali nije obavezno i nde-bojenje grafa H.
Posto su bojenjem ¢’ svim granama u H’ incidentnim sa ¢vorom w
dodeljene razli¢ite boje, imamo C,(u) N C,(v) = (). Sada definisemo
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nde-bojenje ¢ grafa G bojama iz L, §to proizvodi kontradikciju. Svakoj
grani iz E(G) — uv dodeljujemo istu boju kao i o. Ostalo nam je jo$
da obojimo granu uv. Pretpostavimo prvo da je wg(uv) < k+2. Tada
je |Cy(u) U C,(v)| < k — 1. Takode, postoji najvise k — 1 boja koje
izbegavamo da bismo dobili da Cy(u) bude razli¢ito od Cy(u') za svako
u' € Ng(u) — v, kao 1 da Cy(v) bude razlicito od Cy(v') za svako v' €
Ng(v) —u. Stoga, bojimo uv bilo kojom od preostalih boja iz L. Posto
je Cy(u) # Cy(v), ¢ je nde-bojenje grafa G pomocu 2k boja, §to je
kontradikcija. Dakle, mozemo pretpostaviti da je wg(uv) = k+2. Neka
je d =degy(u) = deggo(u) — 1, Ly = {1,...,d} i Ly ={1,...,k — d}.
Neka su u;, gde je i € Ly, ¢vorovi iz Ng(u) — v, i neka su vj, gde je j €
Ly, ¢vorovi iz Ng(v) — u. Mozemo pretpostaviti da ¢(uu;) = i za svako
i€ Ly, ¢p(vv;) =d+jzasvako j € Ly, id < g Ukoliko postoji boja,
recimo [, iz K = {k+1,...,2k} takva da C,(u)U{l} # Cy(u;) za svako
i€ L11C,(v)U{l} # Cy(v;) zasvako j € Lo, grani uv dodeljujemo boju
[. Dobijeno bojenje ¢ je nde-bojenje bojama iz L, Sto je kontradikcija.
Dakle, mozemo pretpostaviti da je Cy(u;) = {1,...,d} U {k + i} za
svako i € Ly, kao i da je Cy(vj) ={d+1,...,k} U{k+d+j} za svako
J € Ls. Dalje, menjamo boju grane uwu;, ¢uvajuéi bojenje valjanim, i
Cy(ur) # Cy(x) za svako © € Ng(uy) —u. Znamo da C,(u) C Cy(uy) i
|Cy(u1)| = d+ 1. Takode |Ng(u1) —u| = d, dok je d < &. Prema tome,
da bismo posle izmene boje grane uu; sacuvali bojenje grana valjanim,
i Cy(ur) # Cy(x) za svako © € Ng(uy) — u, izbegavamo ne vise od
2d+1 < k+1 boja. Boju grane uu; menjamo u bilo koju od preostalih
k — 1 boja. Najzad, dodeljujemo boju 1 grani uv. Ovako definisano
bojenje ¢ je nde-bojenje grafa G pomocu 2k boja, sto je kontradikcija.

. Ng(u) N Neg(v) # 0.

Neka je w jedan od zajednickih suseda ¢vorova v i v u H. Neka je o
nde-bojenje grafa H bojama iz L. Dalje, neka je ¢ bojenje grana grafa
G koje dodeljuje iste boje kao o svim granama iz G — wv. Posto je
wg(uv) < k+21 Ny(u) N Ny(v) # 0, imamo |Ngy(u) U Ng(v)| < k.
Dakle, postoji najvise k—1 ¢vorova u H koji su susedni barem sa jednim
od ¢vorova iz {u,v}. Takode, postoji najvise k grana susednih sa uv u
GG. Stoga, mozemo odabrati za uv barem jednu boju iz L, nazovimo je
[, tako da bojenje bude valjano, kao i da Cy(u) # Cy(u’) za svako u' €
Ne(u) —v, i Cy(v) # Cp(v') za svako v' € Ng(v) —u. Ukoliko C,(u) #
C,(v), dodelimo boju [ grani uv, i dobijamo nde-bojenje ¢. U opisanom
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bojenju je koriséeno 2k ili manje boja, Sto protivreci pretpostavci da
je x4 (G) > 2k. Prema tome, mozemo pretpostaviti da C,(u) = C,(v),
odakle sledi degy(u) = degy(v) = s i k > 2s. Sada menjamo u ¢
boje grana ww i vw, dok zadrzavamo bojenje valjanim i pazimo da
Cy(w) ostane razlicito od Cy(x) za svako z € Ng(w) \ {u,v}. Neka je
n = |Ng(w) \ {u,v}|. Posto A(G) < k, imamo n < k — 2. Neka je
Ly = {o(uw) }UL\ (Cy(u)UCy(w)) i Ly = {o(vw) }UL\(Cy(v)UC,(w)).
Imamo da je

k
Lo 2 26— (k=2+s) + 1=k —s+3>[J]+3

i |Ly| > [£] 4 3. Dalje, biramo za uw boju iz L; i za vw boju iz Lo,
tako da ¢(uw) # ¢(vw) i Cy(w) # Cy(x) za svako € Ng(w) \ {u, v}
Oznacimo sa A skup {{l1,lo}: [y € Ly, Iy € La, |1 # I3}, odnosno, A je
familija svih mogucih skupova {p(uw), p(vw)} gde vazi ¢p(uw) # ¢(vw),
dok je ¢(uw) € Ly i ¢(vw) € Lo. Neka je m = | A]. Imamo

. (f%W; 3)7

i stoga 8m > k% + 10k + 24. Posto je 8n < 8k — 16, imamo 8(m —n) >
k% + 2k 4 40, i odatle m —n > 5. Dakle, postoje I} € L; i ly € Ly takvi

(a) &1 # Lo,

(b) o(uw) # 1y ili o(vw) # ls,

(¢) h & (Co(u) U Cy(w)) = o(uw),

(d) la & (Cy(v) U Co(w)) = o (vw),
)

Cy(z) # (Co(w) \{o(uvw), o(vw)})U{ly, 2}, za svako x € Ng(w)\

Sada, dodeljujemo boju l; grani uw, a boju ly grani vw. Posto su
skupovi C,(u) i C,(v) u pocetku bili jednaki, posle promene boja uw
i vw oni se razlikuju. Konacno, kao Sto je ranije pokazano, postoji
barem jedna boja koja moze biti koris¢ena za uv tako da se dobije nde-
bojenje pomoéu 2k boja. Ovo je kontradikcija, ¢ime je dokaz teoreme
kompletiran.
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Tvrdenje naredne teoreme nam je potrebno u osnovnom koraku indukcije
dokaza Teoreme 1.5.2.

Lema 1.5.9. Za svaki normalan graf G sa 2 < x'(G) < 5 vazi x,(G) <
2X'(G).

Dokaz. Za x'(G) = 2 svaka od komponenti grafa G je ili parni ciklus ili
putanja duZine 2 ili viSe. Zang i ostali [3] su dokazali da x.(C}) < 4 za
svako k # 5, kao i da je x,(P,) < 3 za svako n > 2. Dakle, teorema je
zadovoljena za x'(G) = 2. Iz Teoreme 1.5.5 imamo da je x,(G) < 2A(G)
kada je 3 < A(G) < 5. Posto za svaki graf vazi A(G) < x/(G), imamo
XL (G) <2} (G) za 3 < X'(G) < 5. O

U dokazu Teoreme 1.5.2 nam je neophodno i tvrdenje naredne teoreme.

Teorema 1.5.10. Neka su G i F' normalni grafovi takvi da G C F i ' (G) =
2. Dalje, neka je H = F[E(F) \ E(G)], i neka su H;, j € {1,...,1},
komponente grafa H. Ukoliko je H; = (x;,,x;,,xj,) putanja duZine 2 za
svako j € {1,...,1l}, sa degu(xj,) = 2 i degg(xj,) = degq(zj,) = 0, tada
XL (F) < A4.

Dokaz. Posto vazi A(G) < x'(G), imamo da je A(G) = 2, dok je x,(G) <
4, prema Lemi 1.5.9. Neka je o nde-bojenje grafa G bojama iz skupa
L = {1,2,3,4}. Sada definisemo nde-bojenje ¢ grafa F' bojama iz L, kao
prosirenje bojenja . Neka je ¢(e) = o(e) za svako e € E(G). Dalje, neka
je U skup ¢vorova iz F koji imaju tacno tri incidente grane u F. Prema
tome, deg,(u) = 2 1 degy(u) = 1 za svako u € U. Neka je J podgraf grafa
G indukovan skupom U, i neka su Ji, ..., J, komponente grafa .J. Posto je
A(G) =2, svaka od J;, za i € {1,...,m}, je ili putanja ili ciklus. Sada, za
svako i € {1,...,m} dodeljujemo boje granama koje su u H incidentne sa
¢vorovima iz J;. Neka je I = J;. U zavisnosti od toga da li je I putanja ili
ciklus, razmatramo dva slucaja.

1. I je putanja (vq,...,v,), n > 1.

Neka je v;v}, za 1 < i < n, oznaka za granu grafa H koja je incidentna
sa v;. Prema definiciji je degg(v;) = 2 za svako i € {1,...,n}. Stoga,
dodeljujemo grani v;v] bilo koju od dve boje koje nisu koriséene bo-
jenjem ¢ za grane incidentne sa v;. Pretpostavimo sada da je v;_1vj_,,
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sa j < n, poslednja grana kojoj smo dodelili boju. Dalje, dodeljujemo
grani v;v} boju iz L razli¢itu od boja dve grane incidentne sa v; u G,
tako da vazi Cy(v;) # Cy(vj_1). Posto na raspolaganju imamo Cetiri
boje, dok izbegavamo najvise tri, ovakvo bojenje uvek postoji. Nas-
tavljamo sa ovom procedurom sve do 7 = n, i na taj nac¢in bojimo sve
grane v;v}, za 1 <i < mn.

2. I je ciklus (vy,...,v,,v1).

Neka je v;v}, za 1 < i < n, oznaka za granu grafa H koja je incidentna sa
v;. Posto je o nde-bojenje grafa G, imamo da je C,(v1) # C,(v,). Neka
je S = Cy(v1) UCy(vy). Posto a(viv,) € Cy(v1) N Cy(ve) 1 Cy(vy) #
Cy(vy,), imamo |S| = 3. Dalje, dodeljujemo grani v,v} preostalu boju
iz L\ S. Pretpostavimo sada da je vj1V;_q, za j < n, poslednja grana
kojoj smo dodelili boju. Sledeca grana kojoj dodeljujemo boju je v;vj.
Kao i pre, da bismo dobili Cy(v;) # Cy(vj_1) izbegavamo najvise tri
boje, dok raspolazemo sa ¢etiri. Nastavljamo sa ovom procedurom sve
do j = n, i na taj na¢in bojimo se grane v;v}, za 1 < i < n. U slucaju
kada je j = n, imamo da je Cy(v,) # Cy(v1), poSto smo odabrali boju
za v1v] tako da Cy(v1) sadrzi dve boje koje se ne nalaze u C,(v,).

Gore opisanom procedurom su obojene grane xj, ;, iz E(H;), sa degs(x;,)
2 idegg(z;,) =0, za svako j € {1,...,l}. Preostaje nam da obojimo grane
x,xj, iz E(H;), sa degg(xj,) = degq () = 0, zasvako j € {1,...,{}. Grani
zj,%j, dodelimo bilo koju boju iz L razli¢itu od boje grane z; z;,. Posto je
grana ,%;, susedna u F' samo sa z;,x;,, dok je degp(z;,) = 3, degp(z;,) = 2
idegp(xj,) =1, imamo da je Cy(z;,) # Cyp(z),) 1 Cp(z;,) # Cyu(z),). Posto
obojimo ove grane za svako H;, 1 < j <[, dobijamo nde-bojenje ¢ grafa F'
bojama iz skupa L, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. O]

Narednu Petersenovu lemu [7], koristimo u dokazu teoreme 1.5.4.

Lema 1.5.11. Svaki 2k-reqularan graf G, za koji je k > 1, je 2-rasclanujuci
(eng. factorable) graf, odnosno postoji podela grana grafa G' na podgrafove
Gi, 1 <i <k, takva da je za svako i € {1,...,k} graf G; 2-regularan.

1.5.2 Dokazi glavnih teorema

Dokaz Teoreme 1.5.2. Dokaz izvodimo indukcijom po x'(G) = k. Posto je
G normalan graf, sledi da je k > 2. Za A(G) < 5 ili k& < 5, tvrdenje je
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zadovoljeno prema Teoremi 1.5.5 1 Lemi 1.5.9. Dakle, osnovni korak indukcije
je zadovoljen. Pretpostavimo da je tvrdenje teoreme netacno. Medu svim
normalnim grafovima kod kojih je X'(G) = k i xL(G) > 2k, neka je G graf
sa najmanjim brojem grana. Jasno je da je graf G povezan, i A(G) > 6,
kao i k > 6. Dakle, moZzemo pretpostaviti da vazi x,(H) < 2x'(H) za svaki
graf H sa x'(H) = k — 2. Ukoliko je |E(G)| < 2X'(G), tada je jasno da
vazi x5 (G) < 2x'(G). Dakle, mora biti |E(G)| > 2x'(G). Neka je ¢ valjano
bojenje grana grafa G pomocu boja iz skupa K = {1,...,k}, i neka je K| =
{1,2} i Ky = {3,...,k}. Mozemo pretpostaviti da svaka od grana obojena
J, 1 < j <k, ima barem jednu susednu granu obojenu i, za svako 1 <17 < j.
Inace, dok god postoji grana e € E(G) obojena j koja nema susednih grana
obojenih 7, za neko 1 <7 < j, menjamo boju grane e iz 7 u i. Pretpostavimo
prvo da postoji wv € E(G) takva da wg(uv) < A(G) + 2. Tada, prema
Teoremi 1.5.8, postoji normalan graf H sa A(H) < A(G), |[E(H)| < |E(G)|
i X' (H) > 2k, §to je suprotno pretpostavci da je G minimalan protiv-primer
takvog grafa. Stoga, mozemo pretpostaviti da wg(uv) > A(G) +2 > 8, za
svako uv € E(G). Otuda, imamo da je barem jedan od ova dva ¢vora, recimo
u, incidentan sa 5 ili viSe grana. Posto u ima najvise dve incidentne grane
obojene iz K7, to znaci da ima barem tri incidentne grane obojene iz K.

Granu obojenu 1 koja nema susednih grana obojenih 2 nazovimo vise¢om
granom. Dok god postoji viseca grana uv € E(G), radimo sledece.

e Ukoliko uv nema susednih grana obojenih k, menjamo boju grane wv
u k.

e Ukoliko uv ima susednu granu, recimo uw, obojenu k, razmatramo dva
slucaja.

— Ukoliko w ima incidentnu granu obojenu 1, menjamo boju grane
uw u k + 1, a boju grane uv u k + 2.

— Ukoliko nijedna od grana incidentnih sa w nije obojena 1, menja-
mo boju grane uw u 1, a boju grane uv u 2.

Primetimo da, posto je svaka grana e iz E(G) koja je u pocetku bojena k
bila susedna sa granom bojenom ¢ za svako 1 < ¢ < k, grana e je susedna
sa barem jednom granom obojemo 2. Dakle, e ima najvise jednu susednu
vise¢u granu. Zbog toga, nakon gore opisanog postupka, svaka grana obojena
k+ 1 ima ta¢no jednu susednu granu obojenu k + 2. Takode, opisano bojenje
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je valjano bojenje grana pomocu k + 2 boje. Uz to, sledeéa tvrdenja su
zadovoljena.

e Svaka grana obojena iz skupa K; ima barem jednu susednu granu obo-
jenu iz skupa Kj.

e Svaka grana obojena iz skupa K5 ima barem jednu susednu granu obo-
jenu iz skupa K.

e Svaka grana obojena k + 1 ima tacno jednu susednu granu obojenu
k + 2, dok svaka grana obojena k 4+ 2 ima barem jednu susednu granu
obojenu k + 1.

e Za svaku granu ww iz E(G) obojenu k + 1, jedan od njenih krajnih
¢vorova, recimo w, je incidentan sa granama obojenim 1 i 2, dok w nije
incidentan ni sa jednom granom obojenom 1 ili 2. Nijedna od grana
obojenih k£ 4 2 nema susednih grana obojenih iz ;.

Neka je £ = E(G) i neka:
e ) oznacava podskup skupa F grana koje su obojene iz K.
e [; oznacava podskup skupa F grana koje su obojene iz Kj.
e S oznacava podskup skupa E grana koje su obojene iz {k + 1,k + 2}.

Neka je G1 = G[E,|, G2 = G[E,y|, H = G[S] 1 F = G[E; U S]. Primetimo da
su G, G, i F normalni grafovi, pri ¢emu je x'(G1) = 21 x/(Gs) < k — 2.
Dakle, prema induktivnoj hipotezi je x,(G2) < 2k — 4. Graf H se sastoji od
komponenti H;, j € {1,...,l}, gde je svaka od H; = (z;,,z;,,%j,) putanja
duzine 3, a takode je degq, (x;,) = 21 degg, (v;,) = degq, (z;,) = 0. Prema
Teoremi 1.5.10, x, (F') < 4. Grafovi F'i G5 ¢ine podelu grana grafa G. Otuda,
prema Teoremi 1.5.6, x,(G) < x,(F) + x,(G2), odakle x/(G) < 4+2k—4 =
2X'(G), sto je kontradikcija. ]

Dokaz Teoreme 1.5.4. Dokaz izvodimo indukcijom po k. Iz druge nejed-
nakosti Teoreme 1.5.5 sledi da je tvrdenje zadovoljeno za k = 2. Dakle,
osnovni korak indukcije je zadovoljen. Pretpostavimo da je ' (H) < 25!
za svaki graf H sa A(H) < 2°, 2 < s < k. Neka je m = |E(G)|. Tvrdenje
je otigledno zadovoljeno za m < 2F*!. Dakle, moZemo pretpostaviti da je
m > 281 Pretpostavimo da tvrdenje teoreme nije tacno. Neka je tada G
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protiv-primer grafa sa najmanjim brojem évorova za koji je A(G) = 2F i
Y, (G) > 281 Graf G je ocigledno povezan. Pretpostavimo prvo da postoji
wv € E(G) takav da vazi wg(uv) < 28 + 2. Tada, iz Teoreme 1.5.8 sledi da
postoji normalan graf H sa A(H) <2 |E(H)| < m i, (H) > 2k §to je u
suprotnosti sa pretpostavkom da je G minimalan protiv-primer grafa sa ovim
svojstvima. Zbog toga, moZemo pretpostaviti da je wg(uv) > 2% +2 za svako
wv € E(G), odakle sledi da vazi deg,(u) > 271 + 2 ili deg,(v) > 281 + 2.
Dobro je poznato da za bilo koji graf G, postoji A(G)-regularan graf F' takav
da G C F. Neka je F' takav graf. Prema Lemi 1.5.11, F’ je 2-ras¢lanujuéi graf.
Neka je {F1,..., Fye—1} 2-raclanjivanje grafa F'| i neka je H; = Uf:z F;, i
Hy = U?i;;,zﬂ F;. Dakle, H, i Hy su 2¥~regularni grafovi bez zajednickih
grana, i E(F) = E(H,)UE(Hs). Neka je Gy = HING, 1 Gy = HyNG. Posto
A(H;) =21 za 1 <i <2, imamo da je A(G;) < 2871 za 1 <4 < 2. Dalje,
posto za svaku granu grafa G barem jedan od njenih kranjih ¢vorova ima
stepen barem 27! 4+ 2, stepen takvog ¢vora u G;, za 1 < i < 2, je barem 2.
Zbog toga, svaka grana iz GG; ima barem jednu susednu granu u Gj;, za svako
i € {1,2}. Dakle, oba grafa G i Gy su normalni, zatim E(G;) N E(Gz) = 0,
E(Gy) U E(Gy) = E(G), i A(G;) <281 za 1 <i < 2. Takode, x,(H) < 2*
za svaki graf H sa A(H) < 2!, Odatle, prema Lemi 1.5.6, dobijamo
Y4 (G) < 2F 4 2F = 2k+1 5to je kontradikcija. O
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1.6 Susedni ¢vor-razlikujuéi totalni hromatski
broj grafa

Valjano totalno k-bojenje grafa G je mapiranje ¢: V(G)UE(G) — {1,...,k}
takvo da vazi ¢(z) # ¢(y) za svaki par susednih ili incidentnih elemenata
z,y € V(G)UE(G). Za ¢vor v € V(@) i valjano totalno bojenje ¢, definisemo
skup Cy(v) kao {p(uv): wv € E(G)} U {¢p(v)}. Bojenje ¢ je susedno cvor-
razlikujuce totalno bojenje ili avd-totalno bojenje ukoliko Cy(v) # Cy(u) za
svaki par susednih ¢vorova v i u. Susedni cvor-razlikujuci totalni hromatsk:
broj (ili avd-broj) grafa G, u oznaci x”(G), je najmanja celobrojna vrednost
k takva da G ima k-avd totalno bojenje.

Za graf G koji ima dva susedna ¢vora v i u stepena A(G), oba Cy(v) i
Cy(u) imaju A(G)+1 elemenata. Posto je Cy(v)\Cy(u) # 0 neophodan uslov
da ovi skupovi budu razliciti, takav graf G ima vrednost x(G) vedi ili jednak
A(G) + 2. Sta vise, postoji mnogo grafova kod kojih je XH(G) > A(G) + 2,
na primer, svaki kompletan graf ima to svojstvo. Zang i ostali [8] su uveli
avd-totalno bojenje, gde su i predlozili narednu hipotezu.

Hipoteza 1.6.1. Za svaki graf G vazi X"(G) < A(G) + 3.

Pre nego $to prikazemo glavne rezultate za x”(G), dokazujemo gornju
granicu za X7 (G) koja je u vezi sa hromatskim brojem x(G) i maksimalnim
stepenom A(G).

Lema 1.6.2. Za svaki graf G vazi X)(G) < x(G) + A(G).

Dokaz. Nekaje k= x(G), 1 =A(G), K={1,...,k—=1}iL=A{k,...,k+1}.
Prema Vizingovoj teoremi je x'(G) < A(G)+1 za svaki graf G. Dakle, postoji
valjano bojenje grana grafa G pomocu boja iz skupa L. Dalje, neka je V =
V(G), i neka su Vi, ..., Vi klase obojivosti grafa G. Posto valjano bojenje
dodeljuje razli¢itu boju svakom paru susednih ¢vorova, svaka neprazna klasa
obojivosti V;, 1 < i < k, je nezavisan skup ¢vorova u G. Za svako j € K,
bojimo svaki ¢vor iz V; bojom j. Posto K N L = ), imamo ¢(v) # ¢(vu) za
svako v € (V' \ Vi) iu € N(v). Sa druge strane, i € (Cy(v) \ Cy(u)) za svako
veViueV;,1<i<j<k—1,istoga Cy(v) # Cs(u). Sada bojimo
preostale ¢vorove, odnosno, ¢vorove iz V. Za svaki ¢vor v iz Vj, biramo boju
na slede¢i nac¢in. Posto A(G) = [, ¢vor v ima [ ili manje incidentnih grana,
i postoji barem jedna boja iz L, recimo [y, koja nije koriS¢ena za bojenje
grana incidentnih sa v. Cvoru v dodeljujemo boju ;. Nijedan od ¢vorova
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susednih sa v nije obojen bojom iz L. Dakle, ovako definisano totalno bojenje
je valjano. Znamo da j € Cy(u) za svako 1 < j <k —11isvakou €V}, a
posto Cy(v) N K = 0, imamo Cy(v) # Cy(u). Zbog toga, opisano bojenje
¢ je avd-totalno bojenje pomocu k + 1 = x(G) + A(G) boja, ¢ime je dokaz
zavrsen. [

Zang i ostali [8] su dokazali narednu lemu za kompletne grafove.
Lema 1.6.3.

"(K ) = n+ 1, wukoliko je n paran,
XdBn) =\ 2, wholiko je n meparan.

Sto se tice gornje granice hromatskog broja grafa, poznato nam je da
X(C;) = 3 za svaki neparan [, dok je x(K,) = n+ 1 za svako n, gde su l,n >
3. Kao neposredu posledicu Leme 1.6.2, Leme 1.6.3 i Bruksove teoreme,
dobijamo jednostavniji dokaz naredne granice za x”(G), koju su dali Huang,
Vang i Jan [9].

Posledica 1.6.4. Za svaki graf G sa A(G) > 3 vazi X!(G) < 2A(G).

1.6.1 Popravljena granica za avd-broj

Naredna definicija i lema date su u nesto drugacijoj formi u radu Huanga i
ostalih [9].

Definicija 1.6.5. Neka je G graf za koji je x(G) = k, i neka su Vi, ...,V
klase obojivosti grafa G. KaZemo da su Vi,..., Vi dominirajuce klase obo-
Jivosti ukoliko N(v)NV; # 0 za svakov € V;, 1 <i <k, i svako j, 1 < j <.
Za takvu podelu P = {Vi,...,Vi} skupa V(G) kaZemo da je dominirajuca
podela.

Neka su Vi, ..., V; klase obojivosti grafa G. Dominiraju¢u podelu mozemo
uvek dobiti primenom sledec¢eg jednostavnog algoritma.

Algoritam 1.6.6 (Dobijanje dominirajuc¢e podele).
Ulaz: klase obojivosti Uy, ..., Uy
Izlaz: dominiraju¢a podela P = {Vy,...,Vi}
Pocetak
za svako 1 < i <k podesi V; < {}
141
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dok god i < k
za svako u € U;
Neka je j, j <1, najmanja celobrojna vrednost za koju N(u) N'V; =)
Uklju¢i u u skup V
1 1+1
vrati {V1,...,Vi}
Krajy

Lema 1.6.7. Za svaki graf G sa x(G) = k, postoji dominirajuca podela
P={W,...,Vi} skupa V(G).

Dokaz. Prethodni algoritam obezbeduje da svaki ¢vor iz V;, 1 < i < k, ima
barem jednog suseda u svakom V;, 1 < j < ¢. Ukoliko ¢vor u iz U; ima
susedan ¢vor u svakom Vj, 1 < j < ¢, tada je ukljucen u V;. PosSto je U;
nezavisan skup, nijedan ¢vor uklju¢en u V; nije susedan sa u. Dakle, svi
skupovi iz P su nezavisni, dok je |P| = k, ¢ime je dokaz kompletiran. O

Naredna teorema poboljSava gornju granicu u odnosu na Posledicu 1.6.4,
za svaki graf G sa A(G) > 5.

Teorema 1.6.8. Za svaki graf G sa A(G) > 5,
Xo(G) <2A(G) —1

Dokaz ove teoreme izmesten je u Poglavlje 1.6.2. Lu i ostali [13]| su
dokazali da za svaki graf G sa A(G) < 4 vazi xI(G) < 7. Iz ovog rezul-
tata, zajedno sa Teoremom 1.6.8, zakljuc¢ujemo:

Posledica 1.6.9. Za svaki graf G sa A(G) > 4 vazi X!(G) < 2A(G) — 1.

Naredna teorema nam koristi za dobijanje gornje granice za x”(G), po-
mocu rezultata dobijenih u Poglavlju 1.5.

Teorema 1.6.10. Neka je X' (H) < m zadovoljeno za svaki normalan graf
H za koji A(H) <, gde sum il prirodni brojevi veéi od 1. Tada je x!/(G) <
2A(G) — 1+ 2 za svaki graf G sa A(G) > m + 1.

Dokaz Teoreme 1.6.10 dajemo u Poglavlju 1.6.3. Narednu lemu izvodimo
iz Posledice 1.5.3 i tvrdenja Teorema 1.5.5 1 1.6.10.

Lema 1.6.11. Za svaki graf G,
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1. wkoliko A(G) > 12, tada X"(G) < 2A(G) — 2,
2. ukoliko A(G) > 15, tada x!(G) < 2A(G) — 3,
5 x(G) < [PREEE.

3

Dokaz. 1. Zal=4, m=81A(G) >m+I1=8+4 =12, imamo [ -2 = 2,
odakle x”(G) < 2A(G) — 2.

2. Zal=5 m=10i A(G) >m+1=10+5 = 15, imamo | — 2 = 3,
odakle x”(G) < 2A(G) — 3.

3. Neka je m = 20 + 2, odakle x/(H) < m za svaki normalan graf H za
koji je A(H) < I. Neka je G graf sa A(G) > m+1 = 3l+2. Ova
nejednacina je zadovoljena za

A(G) —2
EC
Posto je x(G) < 2A(G) —1+2, imamo X1 (G) < 2A(G) — L_A(C;)—QJ 19,
odnosno,
" 5A(G) +8
Xa(G) < f%}

Ova nejednakost je za A(G) < 20 zadovoljena i prema Teoremi 1.6.8, i
prva dva dela ove teoreme, dok nam daje bolju gornju granicu za x”(G)
kada je A(G) > 20.

O

1.6.2 Dokaz gonje granice 2A(G) — 1

Dokaz Teoreme 1.6.8. Ukoliko je x(G) = A(G) + 1, posto vazi A(G) > 5,
graf G je kompletan prema Bruksovoj teoremi. Dakle, nejednakost x7(G) <
2A(G) — 1 sledi iz Leme 1.6.3. Ukoliko je x(G) < A(G), nejednakost sledi iz
Leme 1.6.2. Zbog toga, mozemo pretpostaviti da je x(G) = A(G). Neka je
| = A(G), odakle imamo [ = x(G). Dalje, neka je K = {1,...,l —2}i L =
{l—-1,...,2[—1}. Otudaje |[K| =1-2, |L| = [+1,iposto ! > 5, imamo |K| >
3. Prema Vizingovoj teoremi postoji valjano bojenje grana o grafa G pomocu
boja iz L. Neka su Vi, ...,V klase obojivosti grafa G. MoZemo pretpostaviti
da je {V1,...,V;} dominirajuca podela skupa V(G). Sada definisemo totalno

42



bojenje ¢ koje zadovoljava tvrdenje teoreme. Granama grafa G dodeljujemo
boje dodeljene bojenjem o. Dalje, ¢vorovima iz V; dodeljujemo boju j, za
svako 7 € K. Neka je U; podskup ¢vorova iz V;_; koji nemaju suseda u V}, i
neka je Uy = Vi1 \ Uy. Za svaki od ¢vorova v iz U; biramo boju na sledeci
nacin. Posto v ima najvise [ incidentnih grana, postoji barem jedna boja [; iz
skupa L koja nije koriS¢ena za bojenje tih grana. Cvoru v dodeljujemo boju
ly. Svaki sused ¢vora v je iz (J,cx Vi, a svaki ¢vor u € V; obojen je bojom
i, gde je i € K. Posto K N L = (), imamo ¢(v) # ¢(u). Otuda, bojenje
¢ je valjano. Neka Cff (v) oznacava presek skupova Cy(v) i K, odnosno,
Cif(v) = Cy(v) N K. Znamo da Cf(u) # 0, i Cff(v) = 0, odakle sledi
Cy(v) # Cy(u) za svako u € N(v).

Preostalo nam je da obojimo ¢vorove iz skupova Us i V;. Dok bojimo ove
¢vorove, menjacemo boje nekih grana koje spajaju ¢vorove iz U, sa ¢vorovima
iz V}, kao i boje nekih grana koje spajaju ¢vorove iz V) sa ¢vorovima iz U, i
V;. Neka je S(v) = Cff(v). Na kraju ovog bojenja, imacemo:

1. zav e Vi: S(v) € {{1},{1,2},{1,3}}.

2 zaveV,ie{2...,1—2} Sw)={i,

3. zaveU;: S) =10,

4. zave (U UV): S(v) € {0, {1},{1,2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Na ovaj nacin znamo da vazi Cf (v) # Cf(u) za svako v € UZv,ul, i
u € N(v); dakle Cy(v) # Cy(u). Tokom sledec¢eg postupka pazimo da bude
Cy(v) # Cy(u) za svako v,u € (V; UU; UV)), gde je u € N(v). Posto je
{V1,...,V;} dominirajuca podela, svaki ¢vor v € V;, 1 < i < k, ima barem
jedan susedan ¢vor u svakom od skupova V;, 1 < j < ¢. Takode, imamo da
je I = A(G), odakle sledi da svaki ¢vor iz V; U Vj_; ima barem A(G) — 2
susednih évorova u [JIZ2V; = V(G) \ (Vi1 UV}). Stoga, svaki évor iz Vi_,
ima najvise dva suseda u Vj, i svaki ¢vor iz V; ima najvise dva suseda u V;_;.
Sada, neka je H podgraf grafa G indukovan skupom U, U V. Iz prethodnog
iskaza mozemo zaklju¢iti da A(H) < 2. Neka je n broj komponenti grafa H,
i neka su H;, 1 < i < n, komponente grafa H. Dakle A(H;) < 2 za svako
1 <1 < n. Posto svaki od ¢vorova iz U; ima barem jednog suseda u Vj i svaki
¢vor iz V) ima barem jednog suseda u Uy, imamo da 6(H;) > 1. Zbog toga,
svaki od H;, 1 <17 < n, je ili paran ciklus Cs,,, m > 2, ili putanja P;, s > 2.
Za svako i € {1,...,n}, proizvoljnim redosledom za ¢, primenjujemo sledeci
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postupak. Neka je J = H;. U zavisnosti od toga da li je J paran ciklus ili
putanja, razmatramo dva slucaja.

1. J=Csy,, m > 2. Neka suv;, 1 < j < 2m, ¢vorovi iz G koji pri-
padaju J. Ovi ¢vorovi sa¢injavaju ciklus Cy,, = (v1, v, ..., Vg, v1) U
G, i svake dve susedne grane iz Cy,, su obojene razli¢itom bojom iz L.
Sada, svakom od ¢vorova v;, 1 <1 < 2m dodeljujemo boju njemu inci-
dentne grane v;v;,1, a ¢voru vy, dodeljujemo boju grane vy,,v;. Dalje,
granama iz J dodeljujemo boje na slede¢i nacin:

e 7za svako neparno 7, 1 <14 < 2m, grani v;v;41 dodeljujemo boju 2,
e za svako parno ¢, 1 <1 < 2m, grani v;v;,1 dodeljujemo boju 3,

e grani vy,,v; dodeljujemo boju 3.

Imamo da je ¢(v;) # é(u) i ¢(v;) # ¢(viu) za svako v;, 1 < i < 2m
i svako u € N(v;). Dalje, za svako i, 1 < i < 2m, skup Cy(v;41) ne
sadrzi boju ¢vora v;. Takode, skup Cy(v1) ne sadrzi boju ¢vora vyy,.
Iz toga zakljuéujemo da Cy(vam) # Cyu(v1) 1 Cp(vi) # Cylvitr), za
svako 1 < i < 2m. Posto Cff(v;) = {2,3} za svako 1 < ¢ < 2m, dok
Cif (u) # {2,3} za svako u € V4, svaki od évorova iz J ima razlicit skup
boja od svih svojih suseda.

2. J=P;,, s > 2. Neka je Py = (vq,v2,...,0s) prosti put u G koja odgovara
grafu J, i neka je t = [5]. Prvo, menjamo u 1 boju svake od grana
Ugj_1V25, za 1 < j < t. Svaki ¢vor v;, 1 < j < s, ima dva suseda u
U, UV, odnosno ima ta¢no jednog suseda u Vi, dok ¢vorovi vy i v imaju
jednog ili dva suseda u V. Za neparno s, odnosno za s = 2t+ 1, bojimo
¢vor v bojom iz L koja nije koriS¢ena ni za jednu od grana incidentnih
sa vs. Ovo je uvek moguée poSto v, ima najvise [ incidentnih grana,
dok je |L| =1 + 1. Sada menjamo boju nekih od grana koje povezuju
¢vorove iz J sa ¢vorovima iz Vj. Naredni postupak primenjujemo za
svako v; € J, j € {1,...,2t}, u proizvoljnom redosledu.

Neka je W = N(v;) N V4. U zavisnosti od broja évorova u W, razma-
tramo dva slucaja.

(A) W = {uy,u}. Ovaj slucaj je mogu¢ samo kada je j € {1,s}.
Cvorovi iz W imaju jedno od narednih svojstava.
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(B)

(A1) Nijedan od ¢&évorova u; i us nema incidentih grana obojenih
2 ili 3. Boju grane w;v; menjamo u 2, a boju grane ugv;
menjamo u 3.

(A2) Tac¢no jedan od ¢vorova u i us ima incidentu granu obojenu
iz skupa {2,3}. Mozemo pretpostaviti da ¢vor uy ima takvu
granu. Boju grane u;v; menjamo u boju iz skupa {2, 3} koja
se ne nalazi u Cy(uz).

(A3) Oba u; i uy imaju incidentu granu obojenu iz skupa {2,3}. U
ovom slucaju ne menjamo boju nijedne od grana incidentnih
sa ;.

W = {u}. Razmatramo dva slucaja.

(B1) w nema incidentnu granu obojenu iz skupa {2,3}. Tada boju
grane uv; menjamo u 2.

(B2) w ima incidentnu granu obojenu 2 ili 3. Tada ne menjamo
trenutnu boju grane uv;.

Primetimo da je u prethodno opisanom postupku, za svaki ¢vor u € Vy,
menjana boja najvise jedne grane incidentne sa u, ¢ak i u sluc¢aju kada u

1ma
u e

viSe od jednog suseda u V(H). Dakle |Cy(u) N{2,3}| < 1 za svako
V4. Ostalo nam je da obojimo évorove v;, za j € {1,...,2t}. Prvo

bojimo ¢vor vy;. Ukoliko je s neparan broj, odnosno, s = 2t 41, tada je
v, jedini sused ¢vora vy obojen iz skupa L. Sada, u zavisnosti od toga
da li vy ima incidentnih grana obojenih iz skupa {2,3}, razmatramo
tri slucaja.

(a)

v9; nema incidentnih grana obojenih 2 ili 3. Cvor v ima jednu
incidentnu granu, wve;_1v9;, obojenu 1, i najvise [ — 1 incidentnih
grana obojenih iz skupa L. To znadi da postoje barem dve boje,
ly il iz L, koje nisu koris¢ene za bojenje grana incidentnih sa vy;.
Cvoru vy dodeljujemo boju [; ili l5, a u slucaju kada je s = 2t 41
biramo boju koja se razlikuje od boje ¢vora vs. Prema (A3) i (B2),
svaki ¢vor u € (N(vg) NV}) ima jednu incidentnu granu obojenu

2 ili 3, i stoga Cyg(va) # Cy(u).

vg; ima jednu incidentnu granu obojenu 2 ili 3. Mozemo pret-
postaviti da je ova grana obojena 2. Dakle, ¢vor vy ima jednu
incidentnu granu, ve;_1v9;, obojenu 1, jednu incidentnu granu obo-
jenu 2, i najvise [ — 2 incidentne grane obojene iz skupa L. To
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znaci da imamo barem tri boje iz skupa L, nazovimo ih I, l5 i I3,
koje nisu koris¢ene za bojenje grana incidentnih sa v9,. Takode,
nijedan ¢vor susedan sa v9; nije obojen iz skupa L, osim kada je
s = 2t+1, u kom slu¢aju je neka od ove tri boje, recimo [3, mozda
iskorigéena za bojenje vs. Prema (A2) i (B1), najvise jedan ¢vor
u iz skupa (N(vy) N'V}) ima incidentnu granu obojenu 2. Za vy
biramo jednu od boja [y i l; tako da vazi Cy(va) # Cy(u).

V9 ima incidentnu granu obojenu 2, kao i incidentnu granu obo-
jenu 3, odnosno, ove grane su bojene prema (Al). Posto vy ima
dva suseda u Vi, sledi da je s = 2t. Dakle, vy, nema susednih
¢vorova bojenih iz skupa L. Takode, vy, ima jednu incidentnu
granu bojenu 1, $to znaci da ima najvise [ — 3 incidentnih grana
obojenih iz L. Cvoru vy dodeljujemo bilo koju od preostale cetiri
boje iz L. Posto |Cy(u)N{2,3}| < 1 za svaki é¢vor u € ViNN (vy),
imamo Cy(vy) # Cy(u).

Pretpostavimo da je ¢vor vj4q, gde je 1 < j < 2t — 1, poslednji ¢vor
iz J kome smo dodelili boju u G. Sledeéi ¢vor koji bojimo je v;. U
zavisnosti od toga koliko ima suseda v; iz skupa Vi, razmatramo dva
slucaja.

(a)

v; ima jednog suseda u iz skupa V. U zavisnosti od boje grane
vju, imamo dva slucaja.

i. vju je obojena iz skupa L. Ovo znaci da je, prema (B2),
Cy(u)N{2,3} # 0. Posto v; ima jednu incidentnu granu obo-
jenu 1, a najviSe [ incidentnih grana, postoje barem dve boje,
[y 11y iz L, koje nisu koriS¢ene za bojenje grana incidentnih
sa v;. Ponovo razmatramo dve moguc¢nosti.

e Ukoliko v;41 ima incidentnu granu obojenu 2 ili 3, tada je
barem jedna od boja l; i [y razlicita of boje ¢vora v, i
dodeljujemo je ¢voru v;. Posto Cy(v;)N{2,3} = 0, imamo
Co(vs) # Co(vjt1).

e Ukoliko v;1; nema incidentnih grana obojenih 2 ili 3, tada
ukoliko neka od boja [; i Iy, recimo [y, nije u Cy(vj11),
¢vor v; bojimo [;. Ukoliko su i [y i [y elementi skupa
Cs(vj41), za bojenje v; koristimo neku od boja [y iy, koja
se razlikuje of boje ¢vora v;;. U oba slucaja Cy(v;) #

C¢(Uj+1)-
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11.

vju je obojena 2 ili 3. Dakle, postoje barem tri boje Iy, l5
il3 iz L, koje nisu koriSéene za bojenje grana incidentnih
sa v;. Barem dve od ove tri boje, recimo [; i l, moZemo
koristiti tako da bude Cy(v;) # Cy(u). Ponovo razmatramo
dve moguénosti.
e Boja ¢vora v;; nije ni [y ni ly. Za v; biramo jednu od ove
dve boje tako da bude Cy(v;) # Cp(vjt1)-
e Boja ¢vora vj;q je [y ili Iy, recimo /5. Cvoru v; dodeljujemo
boju ly. Odatle, i1 ¢ Cy(v;) ily € Cy(vj41), 1 zbog toga
Co(vs) # Co(vjt1).

(b) v; ima dva suseda u; i us iz skupa V4. Ovo znaéi da v; ima samo
jednog suseda u Uy UV}, dakle j = 1. Sada, u zavisnosti od broja
grana incidentnih sa v; bojenih iz skupa {2,3}, razmatramo tri
slucaja.

i.

ii.

v7 ima incidentnu granu obojenu 2, kao i incidentnu granu
obojenu 3. Odavde sledi da v; ima najvise [ — 3 incidentnih
grana obojenih iz L. Dakle, postoje barem cetiri boje iz L koje
nisu koriS¢ene za bojenje grana incidentnih sa v;. Takode,
znamo da |Cy(u;)N{2,3}| < 1, zaobai € {1,2}. Cvor v, moze
imati incidentnu granu obojenu 2 i 3 samo u sluc¢aju kada je
J = P,. Sada, biramo za v; jednu od preostalih boja iz L koja
se razlikuje od boje ¢vora vy, dok gledamo da bude Cy(vy) #
Cy(v2). Posto imamo barem Cetiri boje na raspolaganju, ovo
je uvek moguce. Takode, znamo da |Cy(v1) N {2,3}] = 2,
dakle Cy(v1) # Cyl(ur) 1 Cp(v1) # Cyluz).
vy ima jednu incidentnu granu obojenu 2 ili 3. Mozemo pret-
postaviti da je to boja 2. 1z (A2) zaklju¢ujemo da samo jedan
od ¢vorova u; i uy ima incidentnu granu obojenu 2. MoZemo
pretpostaviti da 2 € Cy(uy), odakle i 2 ¢ Cy(us). Posto vy
ima najviSe [ — 2 incidentnih grana obojenih iz L, postoje
barem tri boje [y, lo, i I3 iz L, koje nisu koriséene za bojenje
grana incidentnih sa v;. Barem dve od ove tri boje, recimo
[y i ls, mozemo odabrati za bojenje ¢vora vy tako da bude
Cy(v1) # Cy(uq). Dalje, imamo dva slucaja.

e Ukoliko se boja ¢vora vq razlikuje od [y i od 5, tada za vy

biramo jednu od ove dve boje za koju Cy(v1) # Cy(v2).
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e Ukoliko je vo obojeno nekom od ove dve boje, recimo [y,
tada ¢voru v; dodeljujemo boju ly. Dakle, imamo [ ¢
Cy(v1) 1 11 € Cy(vg), odakle sledi Cy(vy) # Cy(va).

Takode, posto 2 € Cy(v1), dok 2 ¢ Cy(uz), imamo Cy(vy) #
C¢(U,2).

iii. v; nema incidentnih grana obojenih 2 ili 3. Posto v; ima
najvise [ — 1 incidentnih grana obojenih iz L, postoje barem
dve boje, I i ls iz L, koje nisu koriS¢ene za bojenje grana
incidentnih sa v;. Ponovo imamo dva slucaja.

e Ukoliko se boja ¢vora v, razlikuje od obe boje [y i Iy, za
¢vor vy koristimo jednu od ove dve boje, tako da bude
Co(v1) # Cy(v2).

e Ukoliko je boja ¢vora vy jednaka jednoj od ove dve boje,
recimo [y, za vy koristimo boju l5. Tada imamo Cy(vy) #
C¢(U2).

Iz (A3), zakljucujemo Cy(u1)N{2,3} # 01 Cy(uz2)N{2,3} # 0.
Dakle, imamo Cy(vy) # Cy(u1) 1 Cy(v1) # Cy(us).

Gore opisano bojenje je valjano totalno (2A(G)—1)-bojenje, i Cy(v) # Cy(u)
za svako v € Uy UV}, i svako u € N(v), ¢ime je dokaz kompletiran. O

1.6.3 Dokaz druge glavne teoreme

Dokaz Teoreme 1.6.10. Neka je G graf za koji je A(G) = k, k > m+1, i neka
je x4, (H) < m za svaki normalan graf H sa A(H) <[, gde sum il celobrojne
vrednosti veée od 1. Prema Lemi 1.6.3, nejednakost x”(G) < 2A(G) — [ + 2
je zadovoljena za kompletne grafove. Dakle, mozemo pretpostaviti da G
nije kompletan graf, odnosno, imamo x(G) < A(G), po Bruksovoj teoremi.
Ukoliko x(G) < k — 1 + 2, nejednakost x7(G) < 2A(G) — 1 + 2 sledi iz
Leme 1.6.2. Zbog toga, mozemo pretpostaviti da vazi k — [+ 3 < x(G) < k.

Neka je s = x(G), V = V(G), i neka je {Vi, ..., V,} dominirajuc¢a podela
skupa V', gde je V; prazan skup za svako 7, s < i < k. Neka je:

k
L V' =Uizi—iis Ve
2. U; podskup skupa Vi_; 4o ¢vorova koji nemaju suseda u V’,

3. Uy = V142 \ Uy,
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4. W=V"UUs,,

5. Wi podskup skupa Vj_;,1 ¢vorova koji nemaju suseda u W/,
6. Wo = Viisa \ W,

7 W=V'UUyUWy =W UW,.

Posto je {Vi,...,V;} dominirajuc¢a podela skupa V, svaki ¢vor iz W ima
barem k —1[ suseda u V'\ W. Posto je A(G) = k, ¢vorovi iz W imaju najvise
suseda u W. Znamo da ¢vorovi iz W1UU; nemaju susede u W’. Dakle, ¢vorovi
iz V', kao ni évorovi Us, nemaju susede u W1UU;. Takode, ¢vorovi iz U, imaju
barem jednog suseda u V', dok ¢vorovi iz V' imaju barem jednog suseda u
Us. Osim toga, ¢vorovi iz V' U Us imaju barem jednog suseda u Ws. Zbog
toga, ¢vorovi iz W’ imaju barem dva suseda u W. Neka je H podgraf grafa G
indukovan skupom W. Posto H nema dva susedna ¢vora stepena jedan (takvi
¢vorovi su samo u W, koji je nezavisan skup), H je normalan graf; osim
toga A(H) <. Dalje, neka je H' podgraf grafa G za koji je V(H') = V(G) i
E(H') = E(G)\ E(H). Posto je E(H') C E(G), imamo A(H') < A(G) = k.
Neka su K = {1,....k -1+ 1} i L ={k—-1+2,...,2k — [ + 2}. Dakle
K| =k—-1+1,|L| =k+11i KNL = 0. Neka je ¢ valjano bojenje
grana grafa H' bojama iz skupa L (prema Vizingovoj teoremi, takvo bojenje
postoji). Granama iz skupa E(H') dodeljujemo u G iste boje kao i ¢’. Neka je
¢" m-nde-bojenje grafa H bojama iz skupa K; = {1,...,m}, gdejem < k—I,
odnosno K; C K. Dalje, granama iz skupa E(H) dodeljujemo u G iste boje
kao i ¢". Posto je E(G) = E(H') U E(H) i oba bojenja ¢’ i ¢" su valjana,
dok je L N K; = (), takvo bojenje grana grafa G je valjano.

Sada bojimo ¢vorove grafa GG tako da se boja svakog od ¢vorova iz V raz-
likuje od boja dodeljenim njemu susednim ¢vorovima i incidentnim granama.

1. Svakom v € V;; 1 <i < k — [+ 1 dodeljujemo boju .

2. Za v € Uy, postoji najvise k grana incidentnih sa v i one su obojene iz
skupa L. Posto je |L| = k + 1, postoji boja [; iz L koja nije koriséena
ni za jednu od ovih grana. Dakle, ¢voru v dodeljujemo boju [;. Svaki
od suseda ¢vora v je iz nekog od skupova V;, 1 <i < k—1[+ 11 obojen
je iz skupa K. Posto je Iy € L i LN K = (), ovakvo bojenje je valjano.

3. Zawv € W' imamo da je za svako u € N(v)NW grana vu obojena iz K,
dok je za svako u € N(v)N(V\W) évor u obojen iz K. Odavde sledi da
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postoji barem jedna boja l; € L koja nije koriséena za grane incidentne
sa v, niti za ¢vorove susedne sa v. Dakle, ¢voru v dodeljujemo boju [;.

Neka ¢ predstavlja prethodno opisano totalno bojenje. Dokazali smo da je
¢ valjano (2k — [ + 2)-totalno bojenje, i preostaje nam da dokazemo da vazi
Cy(v) # Cy(u) za svako vu € E(G). Imamo da je V = (U V) )uu,uw”.
Takode, vazi:

1. Cf(v):{i}zasvakovevi,1§7j§k—l,

2. (k—1+1) e Cf(v) za svako v € Vp_i41,

3. Cff (v) = 0 za svako v € Uy,

4. 1CF(W)| > 21 (k—1+1) ¢ Cf(v) za svako v € W'

Jasno je da za svako v € V\W'iu € N(v) vazi Cy(v) # Cp(u). Treba jos da
dokazemo da isto vazi i za svako v € W' iu € W'NN(v). Boje grana izmedu
¢vorova skupa W ¢ine nde-bojenje na G[W], bojama iz K. Cvorovi iz W' su
obojeni iz L, a takode su i grane koje spajaju ¢vorove iz W’ sa ¢vorovima iz
V' \ W obojene iz L. Dakle C§(v) # Cf(u) za svaka dva susedna ¢vora v i
u iz W'; zbog toga imamo Cy(v) # Cy(u), Sto kompletira dokaz. O
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Glava 2

Rezultati 1z ektremalne teorije
skupova

U ovoj glavi dat je prikaz rezultata u vezi sa Franklovom hipotezom iz ekstre-
malne teorije skupova. Nakon Poglavlja 2.1, u kome su izneti osnovni pojmovi
i od ranije poznati rezultati, ostala dva poglavlja izlazu naSe rezultate, i to:
u Poglavlju 2.2 je dat dokaz da je Franklova hipoteza zadovoljena za svaku
familiju skupova zatvorenu za uniju sastavljenu od 12 ili manje elemenata,
dok je u Poglavlju 2.3 data potpuna klasifikacija na FC i NonFC-familije,
familija sastavljenih od 6 ili manje elemenata.

Rezultati dati u Poglavlju 2.2 prezentovani su u master radu Racunarska
analiza Franklove hipoteze, takode radenom pod mentorstvom profesora Ziv-
kovica, pri ¢emu je ovde prikaz rezultata dat u znatno izmenjenoj formi, sa
akcentom na analizu efikasnog algoritma i dokaz njegove korektnosti.

2.1 Franklova hipoteza - osnovni pojmovi

Oznac¢imo sa 24 familiju svih podskupova skupa A4, i sa [n] skup {1,...,n}
Za familiju F kazemo da je uniformna ukoliko svi skupovi unutar F imaju
jednak broj elemenata. Oznacimo sa (‘2) uniformnu familiju svih podskupova
skupa A sa k elemenata. Neprazna kolekcija skupova F je zatvorena za uniju
ukoliko za svaka dva skupa A, B € F vazi AUB € F. Za proizvoljnu familiju
A C 2" izraz A oznacava zatvorenje familije A, odnosno, minimalnu familiju
zatvorenu za uniju koja sadrzi sve skupove iz A. Neka je F proizvoljna

familija i neka je « element iz skupa | J F. Tada, sa F, oznac¢avamo familiju
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{S € F: a € S}. Neka su F i G proizvoljne familije skupova. Tada sa F WG
ozna¢avamo familiju {SUT: S € F, T € G}.

Franklova hipoteza iz 1979. godine tvrdi da za svaku familiju F zatvorenu
za uniju postoji element iz skupa |JF koji je sadrzan barem u polovini
skupova familije . Prema terminologiji koju je uveo Markovi¢ [19], za
familiju F zatvorenu za uniju kazemo da je Franklova, ukoliko je za nju
zadovoljeno tvrdenje Franklove hipoteze. Neka je n = ||JF|. Gao i Ju [29],
Moris [22]|, Markovi¢ [19], i zatim Bos$njak and Markovi¢ [20], dokazali su da
je hipoteza zadovoljena za n manje ili jednako 8, 9, 10 i 11, redom. Vise
podataka o rezultatima vezanim za Franklovu hipotezu se mogu naéi u pre-
glednom radu Bruna i Sauta [21]. U svim ispitivanjima da li je familija
Franklova podrazumevac¢emo da je prazan skup ¢lan familije. Razlog za to
je ocigledan - ovaj skup povecava broju skupova u familiji, dok ne uti¢e na
broj pojavljivanja bilo kog od elemenata.

Glavno sredstvo u naSem pristupu su naredna definicija i lema date u
radovima Markovica [19] i Bo$njaka i Markovica [20)].

Definicija 2.1.1. Neka je X = |JF. Funkcija w koja dodeljuje realne nene-
gativne vrednosti elementima iz X, tako da postoji element x € X za koji je
w(z) > 0, nazivamo tezinskom funkcijom. TeZinu skupa S C X definiSemo
kao w(S) = Y cqw(a). Vrednost t(w) = w(X) nazivamo ciljanom teZi-
nom.

Lema 2.1.2. Familija F je Franklova ako i samo ako postoji teZinska funkcija
w: X = R, definisana na skupu X = JF, takva da vaZi

> w(S) = t(w)|F.

SeF

U postupku koji u daljem izlaganju prikazujemo, vrednosti dodeljene
funkcijom w su uvek racionalni, a Cesto i celi brojevi. Kako bismo pojedno-
stavili primenu prethodne leme, slede¢om definicijom uvodimo pojam ucesca
skupa, odnosno familije.

Definicija 2.1.3. Neka je F familija skupova zatvorena za uniju, i neka je
w tezinska funkcija definisana na X, gde je X = |JF. Ucesée s(L) skupa
L C X definisemo kao s(L) = w(L)—t(w). Ucesée familije A, gde je A C F,
definisemo kao s(A) = 4. 4 5(A).

Sada mozemo prikazati Lemu 2.1.2 u nesto drugacijem obliku.
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Posledica 2.1.4. Familija F je Franklova, ako i samo ako postoji tezinska
funkcija w takva da vazi s(F) > 0.

Dokaz. Tvrdenje sledi direktno iz sledece jednakosti.

S(F) = Y _s(8) =) (w(S) —t{w))

SeF SeF
= Y w(S) —t(w)|F|
SeF

]

Oznacimo sa S,, skup svih permutacija elemenata skupa [n|, a za per-
mutaciju ¢ iz S, skup ¢(A) kao {¢(z): ©z € A}. Za familije A i B, gde su
A,B C 2" kazemo da su ekvivalentne, u oznaci A ~ B, ukoliko postoji

¢ €S, takav da B = {¢p(A): A e A}

Primer 2.1.5.
A={{4,5,6},{2,4,6},{3,4,5,6}},

B=1{{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,5}}
Za permutaciju ¢ : {2,3,4,5,6} — [5] datu sa

b (23450
“\4 513 2)°
imamo da je B jednako sa {¢(A): A € A}, i stoga A~ B.

Neka je K NS = (. Bosnjak i Markovié¢ [20] su uveli oznaku Ck g za
hiperkocku sa baznim skupom K i gornjim skupom S, odnosno C = K 1 2°.
Iz Posledice 2.1.4 direktno dobijamo naredno tvrdenje za hiperkocke.

Posledica 2.1.6. Neka je F familija zatvorena za uniju, i neka za skupove S
i K wvazi S CJF, odnosno K =|JF \ S. Ukoliko postoji tezinska funkcija
w, takva da vazi ) ;- 8(Crs N F) >0, tada je F Franklova familija.

Vagan [24] je uvela pojam Frankl-kompletnih, ili FC-familija.

Definicija 2.1.7. Za familiju G kaZemo da je FC-familija ukoliko za bilo koju
familiju F zatvorenu za uniju koja sadrzi kao potfamiliju G', gde je G' ~ G,
postoji element x € | JG' koji se pojavijuje u barem polovini skupova familije

F.
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Prva dva tvrdenja naredne teoreme dokazana su u radu Sarvata i Re-
naua [27], treci i éetvrti u radu Morisa [22], dok je poslednji deo dokazan u
radu Marica, Zivkovic¢a i Vuckovica [25].

Teorema 2.1.8. Naredne familije cine FC-familije:
1. {1},
2. {1,2},

Qo

. bilo koja tri skupa 1z ([g]),
4. bilo koja cetiri skupa iz ([g}),
5. bilo koja cetiri skupa iz ([?).

Definicija 2.1.9. Za familiju G kaZemo da je NonFC-familija ukoliko postoji
familija F zatvorena za uniju, za koju je G C F, u kojoj se svaki element iz
UG pojavljuje v mange od polovine skupova.

Iz definicija FC i NonFC-familija slede naredna dva tvrdenja.

1. Svaka familija koja sadrzi kao potfamiliju neku FC-familiju je takode
FC-familija.

2. Svaka familija koja je sadrzana kao potfamilija u nekoj NonFC-familiji
je takode NonFC-familija.

2.2 Rezultati za | X| =12

Definicija 2.2.1. Neka je G familija takva da je svaka familija F zatvorena
za unigu, za koju je |\JF| < k, a koja sadrzi kao potfamiliju neko G', gde je
G' ~ G, Franklova. Za familiju G, koja zadovoljava prethodni uslov, kaZemo
da je k-FC-familija.

Ozna¢imo sa Q(F) i R(F,i) naredna tvrdenja.

Q(F): F ne sadrzi kao potfamiliju familiju ekvivalentnu
sa nekom FC-familijom iz Teoreme 2.1.8,

R(F,i): F ne sadrzi kao potfamiliju familiju ekvivalentnu
sa nekom familijom F;, iz Tabele 2.1, gde je 1 <1 < 33, j < 1.
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Tabela 2.1: 12-FC-familije i njima odgovarajuce tezinske funkcije, koriséene
u dokazu Leme 2.2.10. Svaka od familija implicitno sadrzi i prazan skup.

| F 1 2 3 4 5 67| 8—-12 t(w)
1 {1,2,35,{1,2,4,{1,2,3,5] 21 |24 |18 | 18 | 12 2 2 55
11,2,31.{1,4,5,6],
2| 1)l 0113 4 5.6} 24 |24 (24| 10|10 10] 2 2| 57
{1,2,3},{1,2,374}7
3 2t a5 6l 6| 6| 6| 9] 9] 61 1| 24
1] {1,2,30,11,4,5! ol 7| 7] 7] 7] 11 1] 23
5 {1,2,3V.11,4,5,61,{2,4,5,6] 61 6] 4] 4] 4] 4|1 T 17
11,2,31.{1,2,3,41,11,2,3,51,
6| 02561237 8| 8| 8] 8| 8| 8|8 2| 33
1a27374 5 1727375 7{172a475}7
Tl L2s.60{1.2.460{12506 | O P44 AT o
12.34V{1.2.3.57.
8| 1125 61412 5.7) 8| 8| 8| 6| 6| 6|6 2| 29
1a273}7{ 727374}7
9 1.2.3, },{1,2,3,6 10 | 10 | 10 8 8 8| 2 2 33
1,2,37.{1,2,3,47,
10| 58 s 6.1} 3| 3] 3| 3| 3| 3|3 1] 13
11 [ {1,2,30,11,2,3,4),{4,5,6] 8| 8| 814] 6] 62 2 31
12| {1,2,3,41,{1,2,3,5}.{1,2,3,6] |10 10|10 8| 8| 82 2 33
13 [{1,2,30,11,2,4,50,11,3,4,5] 21212 8| 8] 22 2 33
{172’3}7{1’4757677}7
M 2,4,5,6,71,{3.4,5,6,7} il I R N I o
15 | {1,2,3].{1,4,5,6},{1,2,4,5, 6] T 7] 4] 4] 4] 41 T 18
16 [{1,2,3,41,{1,2,3.50.11,2,4,5] | 9] 9] 8] 8| 8] 22 2 23
17 | {1,2,31,{4,5,6) 30 30 3] 3] 3] 3|1 1] 12
18 [ {1,2,31,{1,2,4] A 4 4] 4] 1] 1]1 11 12
19| {1,2,31,11,2,4,5,6].{1,3,4,5,6] | 8| 8| 8| 6] 6] 62 2 27
20 [ {1,2,31,{1,4,5,6] 6| 6] 6] 4] 4] 412 2 21
91 | {1,2,3},11,2,3,41,{1,2,3,5] 30 3] 3] 3] 3] 11 T 11
22 [ {1,2,31,11,2,4,5] 010 8] 6] 6] 22 2 27
23 [ {L,2,3),{1.2,4,5,6] i 4] 4] 2] 2| 21 1] 12
24 | {1,2,3),{4,5,6,7} 31 3 3 2] 2| 22 1] 11
95 | {1,2,3] 37 3] 3] 1] 1] 11 N
26 [ {1,2.3,41.{1,2,3,51.{1,2,3,4,6] | 6] 6| 6] 6| 6] 42 2 23
{1,2,3,4},{1,273,4,5},
27 {1,2,3,4,6} 2 2 2 2 2 211 1 9
28 [ {1,2,3,41,{1,2,3,5] 31 3] 3] 2] 2| 11 11 10
29 [ {1,2,3,4,5},{1,2,3.4,6] 30 31 3] 3] 3] 3|1 1] 12
30 [ {1,2,3,41,(1,2,3,4,5) 3 31 3 3] 3] 11 T 11
31 [ {1,2,3,4),{1,2,5,6] 31 3 3] 3] 3] 3|1 1] 12
32 [ {1,2,3,4) 51 51 51 5] 2] 22 2 18
33 [ {1,2,3,4,5] A 4] 4] 4] 4] 22 3 17
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Definicija 2.2.2. Neka su za i € {1,...,33} familije F; date u Tabeli 2.1.
Za familiju F kaZemo da je F;-korektna familija, ukoliko zadovoljava sledece
uslove:

1. F je zatvorena za uniju,
2. UF =[12],
3. Fi CF,

4. Q(F),
5. R(F,q).

Neka je S; = UFi, i neka je r; = |S;], za i € {1,...,33}. Mozemo
pretpostaviti da je S; = [r;]. Skup hiperkocki Cc s, = KW2%, za K C [12]\S;,
deli familiju 21'2. Neka je Cg s, proizvoljna hiperkocka, koja odgovara bazi
K C [12]\ S;. Za familiju G kazemo da je (F;, k)-korektna ukoliko G =
Cks, NF, gde je k = |K]| i familija F je F;-korektna. Ocigledno je da za
(Fi, k)-korektnu familiju G vaze sledeca tvrdenja:

1. G je zatvorena za uniju,
2. GUF =G,

3. Q(9),

4. R(G,1).

Za familiju G kazemo da je (F;, k)-zatvorena ukoliko zadovoljava prva dva od
ova Cetiri uslova.

Oznacimo sa 1 4(z) karakteristi¢nu funkciju skupa A, odnosno vazi 14(z) =
lzaxz e A alas(x)=0zax ¢ A Dalje,zai e {1,...,33}, ke {1,...,r},

I € {0,1}, uvodimo oznaku d;’, na sledeci nacin:

d;t, = min{s(G): G je (F;, k)-korektna familija,
K| =k, 16(K) =1}

Primetimo da za svako i € {1,...,33} teZzine svih elemenata iz [ F \ S;

datih u redu ¢ Tabele 2.1, imaju istu vrednost. Dakle, difk ima istu vrednost
za sve baze K koje zadovoljavaju |K| = k. Umesto da razmatramo svih
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21277 hiperkocki, dovoljno je razmotriti samo 2(13 — r;) slucajeva, za koje
vazi 0 < |K| <12 —r;, 11 € {0,1}.

Dalje, prikazujemo pseudo-kodd koji se moze koristiti za dobijanje najma-
nje vrednosti za difk zasvakoi € {1,...,33}, k€ {0,...,12—nr;} il € {0, 1},
gde su tezine elemenata skupa |JF dodeljene prema funkciji w datoj u i-
tom redu Tabele 2.1. Kasnije dokazujemo korektnost algoritma, iz kojeg kao
posledicu dobijamo glavni rezultat, odnosno tvrdenje Teoreme 2.2.11.

Naredni jednostavni algoritam grube sile bi u teoriji trebalo da obavi
zeljena izraCunavanja za difk.

Algoritam 2.2.3.
Ulaz: Familije F;, 1 <1 < 33.
Izlaz: Vrednosti dy,, idy,.
Pocetak
za svako i € {1,...,33}
za svako k € {0,...,12 —r;}
podesi d§, < 00, d;3. < 00
podesi K < {r;+1,...,r; + k}
za svaku familiju G € {K} w 2["]
ukoliko je G (F;, k)-korektna
a§" e min {5(9), dig"}
vrati dy, i d;,
Krajy

Problem sa gornjim algoritmom je $to najdublja petlja ispituje 22" fami-
lija. Cak i za male vrednosti r;, na primer za r; = 6, broj familija koje treba
proveriti je 204, §to je previSe i za jake racunare. Ipak, moguée je znatno
smanjiti broj slucajeva razmatranjem samo (F;, k)-korektnih familija dobi-
jenih iz familija koje sadrze samo skupove sa negativnom vrednoséu uceséa.
Obelezimo sa N, narednu familiju

M,k = {A € CK,SZ-: |K| = k‘, S(A) < O}
- {Nl,...7Np},

gde s(N;) < s(Ny) < -+ < s(N,). Posto K C N za svako N € Ny,
imamo da je Ny = K, kada je p > 1. Takode, posto su tezine svih elemenata
prikazanih u Tabeli 2.1 veée od 0, imamo da za svako A C B vazi s(A) <
s(B). Pored toga, ni za jedno ¢ > 1 ne postoji j, ¢ < j < p za kojije N; C N;.
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U slucaju kada je N prazan skup (jedini takav slucaj je za i = 25 i
k =9), donja granica je veca ili jednaka 0, 1 moze se lako dobiti preko:

di,l|K| = s{K}uF)

Neka je p = |N/|. Potfamilije od N se mogu indeksirati vektorima
a=(ay,...,a,) € {0,1}* (2.1)

gde za j € {1,...,p} skup N; pripada familiji A ako i samo ako je a; = 1.
Uvedimo oznaku

Noin ={N;: N; € Nip, 1 <j<p, aj =1}
i neka je G, minimalna (F;, k)-zatvorena familija koja sadrzi N, ; x, odnosno,
Go=NaipWFi (2.2)
Dakle, efikasniji algoritam bi ispitivao samo (F;, k)-zatvorene familije G,,.

Algoritam 2.2.4.
Ulaz: Familije F;, 1 <1 < 33.
Izlaz: Vrednosti dy, i dj,
Pocetak
za svako i € {1,...,33} uradi
za svako k € {0,...,12 — r;} uradi
podesi d§, < 00, d;3 < 00
podesi K < {r;+1,...,r; + k}
za svako a € {0,1}? uradi
podesi G, + ./T/'Mk W F;
ukoliko Q(G,) i R(G,,i) tada
dil’i“ ")« min {s(ga), d;i‘l(K)}
vrati dj, i d},
Krajy

Ovaj algoritam je, iako efikasniji od prethodnog, takode previse zahte-
van. Broj izra¢unavanja moguée je dalje smanjiti primenom rekurzivnog al-
goritma. Sada uvodimo notaciju koja nam Kkoristi u opisu koraka algoritma.
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Neka je a vektor dat preko (2.1) i neka je
b:(ala"wat)?lgtgp (2?))

Ozna¢imo sa v(b) vrednost

v(b) = s(Gy) + Y s(Ny). (2.4)
t<i<p
N;i¢Gp
Neka su a i b vektori dati sa (2.1) i (2.3), redom. Sada prikazujemo rekurzivni
algoritam koji odbacuje veliku koli¢inu familija koje nisu od znacaja, odnosno
familije koje imaju ucesée veée od dﬁk

Algoritam 2.2.5 (rekurzivnaPretraga()).
Ulaz: Familije F; i N, ceo broj k, vektor b = (aq, ..., a;)
Pocetak
podesi G, <+ N, & F;
ukoliko Q(Gy) © R(Gs, 1) tada
ukoliko v(b) < " tada

podesi diib(K) < min {S(Qb)a diib(K)}

ukoliko t < |N;x| tada
rekurzionaPretraga(F;, Nig, k, (a1, ..., a4 1))
ukoliko N1 ¢ G, tada
rekurzivnaPretraga(Fi, Nig, k, (ai,...,a:,0))
Kraj

Naredni algoritam se moze koristiti za pozivanje Algoritma 2.2.5 za svako
i € {1,...,33}, za izraCunavanje vrednosti dik

Algoritam 2.2.6.
Ulaz: Familije F;, 1 <1 < 33.
Izlaz: Vrednosti dy,, i d},, za svako
ie{l,2,...,33} i ke{0,1,...,12 —r;}.
Pocetak
za svako i € {1,...,33} uradi
za svako k € {0,...,12 —r;} uradi
podesi d§, < 00, d;} < 00
podesi K < {r;+1,...,r; + k}
izracunaj N i

59



rekurzivnaPretraga(F;, Nig, k, b = (1))
ukoliko k > 0 tada
rekurzivnaPretraga(F;, Nig, k, b = (0))
vrati dy, i dj,
Krajy

Lema 2.2.7. Pomocu Algoritma 2.2.6 dobijamo vrednosti d, i d;,, za svako
ic{l,2,...33} i k€ {0,1,...12 — r;}.

Dokaz. Neka su a i b vektori dati sa (2.1) i (2.3), redom. Dalje, neka su G, i
Gy familije date sa (2.2), dobijene od vektora a i b, redom. Iz gore navedenog
izvlac¢imo sledeca jednostavna zapazanja.

1. Gy C G,

2. ukoliko Q(G,) tada Q(Gy),

3. ukoliko R(G,, i) tada R(G, i),

4. v(b) < 5(Ga), dakle za v(b) > d;}, vazi s(G.) > d;},.

Zbog toga, kada G, sadrzi kao potfamiliju neku FC-familiju ili F;, za neko
Jj < i, ili kada v(b) > di,lm tada se mogu preskociti izra¢unavanja za svaki
vektor a sa prefiksom b. Neka je i € {1,...,33} i neka F sadrzi F; kao
potfamiliju. Neka je G (F;, k)-korektna familija takva da s(G) = d;Z(K), gde
je k €{0,...,r;}. Dalje, neka je a € {0, 1}? vektor koji odgovara skupovima
iz N;x koji se nalaze u G, i neka je | = |N, k|- Sada dokazujemo da se
vrednost dil, Z(K) dobija primenom Algoritma 2.2.5.

Dokaz izvodimo indukcijom po [. Za [ = 0 se vrSe odsecanja samo za
familije koje sadrze neku FC-familiju ili 12-FC-familiju, ¢ime je zadovoljen
osnovni korak indukcije. Dalje, pretpostavimo da je [ > 1 i da se za familije
koje imaju ucesce jednako dzli K , 1 sadrze neki od skupova Ni, sa k > [, ni za
jedno j € {0,...,l — 1} ne vr8e odsecanja, primenom Algoritma 2.2.5. Neka
je H =G NN, ineka je m najvedi ceo broj za koji je N,, € H, 1 <m <1
iG— N,, # G. Pored toga, neka je n najveéi ceo broj za koji je 1 < n < m,
N, € G, a u slucaju kada N, ne postoji neka je n = 0. Po indukcijskoj
hipotezi se dostize familija G, = Ny,x W F;, sa b = (a1,...,a,). Posto
je vrednost v(b), data sa (2.4), manja od ili jednaka dii(K), Algoritam 2.2.5
nastavlja sa rekurzivnim pozivima sve do a = (ay, .. ., a,,), odakle se dobijaju
vrednosti d}, za 0 <1< 1. O
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Primer 2.2.8. Neka je i = 32. Tada imamo Fz» = {{1,2,3,4}}, S; =
UFse = [4], i = |Si| = 4. TezZinska funkcija w definisana je sa w(l) =
w(2) = w(3) =w(4) =5, i w(x) =2 za svako x > 4. Odavde imamo da je
t(w) = 18. U sluc¢aju k = 0 baza hiperkocke je K =0, a u sluéaju k = 1 baza
hiprekocke je K = {b}. U oba slucaja, skupovi sa negativnim uceséem su:

N = {0, {1} {2}, {3}, {4}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 4},
(2,4}, {3,4},{1,2,4},{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4}} .

Vrednosti d3§,0 = —16 ¢ d3871 = 4 se dobijaju posle niza rekurzivnih poziva
wzlistanth w Tabelama 2.3 1 2.4, redom.

Tabela 2.3: Niz rekurzivnih poziva, za k = 0 u Primeru 2.2.8.

a | Na | Da li vaZe Q(Ga) i R(Ga,32)?

K €.

1 {0} da

11 {0,{1}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{1}}

101 {0,{2}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{2}}

1001 {0,{3}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{3}}

10001 {0,{4}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{4}}

100001 {0,{1,3}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{1,3}}

1000001 {0,{2,3}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{2,3}}

10000001 {0,{1,2}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{1,2}}
100000001 {0,{1,4}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{1,4}}
1000000001 {0,{2,4}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{2,4}}
10000000001 {0,{3,4}} ne, G, sadrzi FC-familiju {{3,4}}
100000000001 {0,{1,2,4}} | ne, G, sadrzi {{1,2,4}} ekvivalentnu sa Fas
1000000000001 {0,{1,2,3}} | ne, G, sadrzi {{1,2,3}} ekvivalentnu sa Faj
10000000000001 | {0,{1,3,4}} | ne, G, sadrzi {{1,3,4}} ekvivalentnu sa Fo5
100000000000001 | {0,{2,3,4}} | ne, G, sadrzi {{2,3,4}} ekvivalentnu sa Fo5
100000000000000 | {0} da, t = [N, dib o = 5(Ga) = —16

Vrednosti di,lm date u Tabeli 2.5, dobijene su programom napisanim u
programskom jeziku Java, primenom Algoritama 2.2.6. Potrebno je oko pet
minuta da se obave izraCunavanja svih ovih vrednosti, na 64-bitnom Acer
laptopu sa Intelovim i7 procesorom, na 2.4 GHz, sa 16 GB RAM-a. Najveci
broj rekurzivnih poziva u nekom od sluc¢ajeva je 34437982 za (i, k) = (14, 2).
Vrednosti (i, k, 1) nisu ukljué¢ene u Tabelu 2.5 u slede¢im sluc¢ajevima.

61



Tabela 2.4: Niz rekurzivnih poziva, za £k = 1 u Primeru 2.2.8.

a | Nair | Dalivaze Q(Ga) i R(G,,32)?

K € G

1 [{{5}} |ne, G, sadrzi FC-familiju {{5}}
K ¢ ga

01 | {{1,5}} | ne, G, sadrzi FC-familiju {{1,5}}

e 1<i<33,k=0,1=0.
Kao sto je ranije ukazano, prazan skup je implicitno ukljuc¢en u svaku
od razmatranih familija.

e 1<i<33 ke{l,2},1=1.
Prema Teoremi 2.1.8, svaka familija koja sadrzi jednoclan ili dvoclan
skup je Franklova.

e i >18 k=3,1=1.
G. sadrzi familiju ekvivalentnu sa Fy; = {{1,2,3},{4,5,6}}, gde je K
jedan 3-elementni skup, dok je drugi 3-elementni skup iz F;, 18 < j <
24.

¢ i>25 k=3 1=1
G. 2 K ~ Fo5 = {{1,2,3}}.

o i=25k=41=1.
Go 2 Fos U{K} = {{1,2,3},{4,5,6, 7} } ~ Fou.

e i =33 k=4,1=1.
ga 2 K = {{1,2,3,4}} ~ Fgg.
Lema 2.2.9. Neka su A, B i C tri razlicita 3-elementna skupa. Tada je
zadovoljeno barem jedno od sledeca tri turdenja.
1. Unija neka dva od skupova A, B i C je 5-elementni skup.

2. Postoje dva para skupova bez zajednickih elemenata.

3. {A, B,C} je FC-familija.
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Tabela 2.5: Donje granice difk za ucesca hiperkocke u Lemi 2.2.10, 1 < ¢ < 33,

0<k<12—|UZF| 1 €{0,1}.

K] 0 [1]2] l
i\l 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 T;
1 60 38 | 15 | =36 | 13 | 0 | 43 30 51 | 58 | 53 | 86 | 55 5
2 30 47 | 45 | —40 | 11 8 53 56 55 | 96 | 57 6
3 6 19 | 12 | -15 | 6 0 20 15 23 | 30 | 24 6
4 -3 12 3 —6 1 0 19 6 21 | 12 | 22 | 18 | 23 5
5 2 12 9 -2 4 5 15 20 16 | 29 | 17 6
6 60 25 1 —-18 | 9 52 | 31 | 140 | 33 7
7 22 11 8 7 4 | 26| 14 | 53 15 | 80 | 16 6
8 58 18 7 15 6 7T | 27 | 1585 | 29 7
9 30 14 | 3 —-23 1 8 28 56 31 | 96 | 33 6
10 -9 6 0 —4 1 9 12 24 13 7
11 —-17 | 8 16 -5 9 8 27 | 26 29 | 38 | 31 6
12 27 14 | 12 -7 1 3 28 | 49 31 | 87 | 33 6
13 3 19 | 18 -1 20 1 26 23 29 | 45 | 31 | 64 | 33 5
14 6 3 6 -9 1 9 12 32 13 7
15 3 8 11 -5 7 0 13 14 17 | 24 | 18 6
16 -2 10 | 4 -10 [ 12 | O 20 24 | 24 | 48 | 26 | 64 | 28 5
17 —-12 2 6 0 0 0 8 8 11 | 12 | 12 6
18 -8 4 4 1 0 8 6 9 14 | 10 | 19 | 11 | 24 | 12 4
19 -1 16 | 13 14 ] 0 19 19 25 | 41 | 27 6
20 —18 2 1 0 3 16 17 19 | 27 | 21 6
21 -7 5 3 0 0 7 9 9 20 | 10 | 27 | 11 5
22 —8 15 | 12 2 1 17 14 | 23 | 31 | 25 | 43 | 27 5
23 —4 3 4 2 2 10 10 11 | 18 | 12 6
24 —-10 | 4 3 0 3 10 10 11 7
25 -9 1 2 3 1 0 4 3 6 5 7 7 8 3
26 0 8 5 2 8 19 | 43 21 | 65 | 23 6
27 -7 0 0 0 1 6 16 8 24 | 9 6
28 -5 1 0 1 4 3 8 7 15 9 22 | 10 5
29 0 5 3 6 6 0 7 10 | 18 | 12 6
30 —6 3 3 0 1 3 3 6 9 8 14 | 10 5
31 —6 7 2 6 6 10 5 11 | 12 | 12 6
32 —-16 | 4 6 1 0 5 0 8 7 13 | 12 | 16 | 16 | 18 4
33 —14 | 5 5 6 5 1 8 9 14 | 14 | 17 5
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Dokaz. Posto je veli¢ina preseka dva razlic¢ita 3-elementna skupa 0, 1 ili 2,
razmatramo sledece slucajeve.

1. Presek neka dva od ova 3 skupova je 1-elementni skup. Tada unija ta
dva skupa ima veli¢inu 5, i zadovoljeno je prvo tvrdenje.

2. Niti jedan od preseka dva skupa od skupova A, B i C' nije 1-elementni
skup. Sada razmatramo dva slucaja.

(a) Neka dva od ovih skupova, recimo A i B, nemaju zajednickih
elemenata. Tada |[C'N A| = 01ili |[C N B| =0, jer bi u suprotnom
bilo |C N A| = |C N B| = 2, odakle je |C| > 4. Dakle, drugo
tvrdenje je zadovoljeno.

(b) Presek svaka dva od skupova A, B i C' je neprazan skup. Dakle
|JANB|=]|ANC|=|BNC|=2. Neka je |[ANBNC| = q. Slucaj
kada je ¢ = 0 nije mogu¢. Za ¢ = 1 imamo |[AU B U C| = 4,
dok za ¢ = 2 imamo |AU BUC| = 5. U oba slucaja, {4, B,C}
je FC-familija, prema Teoremi 2.1.8, dakle, zadovoljeno je trece
tvrdenje.

O

Lema 2.2.10. Familije F;, 1 < i < 33, prikazane u Tabeli 2.1, su 12-FC-
familije.

Dokaz. Neka su vrednosti d ,, 0 < k <12 —r;, [ € {0,1}, date u Tabeli 2.5,
najmanje vrednosti ucesca svih familija koje kao potfamiliju sadrze familiju
ekvivalentnu sa JF;, a ne sadrze neku familiju ekvivalentnu sa FC-familijom
iz Teoreme 2.1.8, niti F; za bilo koje j € {1,...,i — 1}. Dalje, neka je
Ki = {K: K C UF\ S, |K| = k}, odakle imamo |Ky| = ('*."). Za
|K| =01 |K|=12—r; imamo da je Cxs, N F # 0, posto S; € F, UF = [12]
i JF € F. Takode, u oba ova slucaja vazi || = 1. Neka je W; oznaka za
najmanju od dve vrednosti u¢eséa gornje hiperkocke (kada F sadrzi, i kada
ne sadrzi skup K), odnosno W; = min{d,9,_,.d;},_, }. Sada, analiziramo
sluc¢ajeve za vrednost i.

Slucaj i € {7,8} U{17,...,33}.
Iz Tabele 2.1 se vidi da je difk < 0, odnosno s(Ck,s, N F) < 0, moguce
samo za k = 0. Tada, za svako od 7, negativno uc¢esée najnize hiperkocke
je kompenzovano uceséem najvise hiperkocke, odakle imamo s(F) >

d; o+ Wi > 0.
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Slucaj i € {1,...6} U{9,...16}.
Vrednost difk je manja od nule samo kada je k € {0,3}. Imamo da je
12 —r; € {5,6,7}. Neka je

— 3, zal2—r;=5
1 4, zal2—r; €{6,7}.

Ukoliko je |KC3] > m;, tada je K3 FC-familija, prema Teoremi 2.1.8.
Inace, ukoliko je |KCs| < m; —2, tada s(F) > dio+ Wi+ (m; —2)d} 3 > 0
(videti Table 2.6). U preostalom slu¢aju, odnosno kada je |[K3] = m;—1,
nejednakost s(F) > 0 je takode zadovoljena, posto iz Leme 2.2.9 i
Tabele 2.6 sledi:

® Zal2—r; =T: s(F) > d;u+(m; —1)d; 5 +min{d;}, 2d, s} + W; > 0
(mi = 1)d;s +dis +dig > 0
(m; —1)d

1
ml - 73

)

]

Teorema 2.2.11. Neka je F familija zatvorena za uniju, za koju je ||J F| =
12. Tada je F Franklova familija.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da F nije Franklova familija. Tada
F ne sadrzi 1-elementni skup niti 2-elementni skup. Iz Leme 2.2.10 sledi da
F ne sadrzi

e potfamiliju ekvivalentnu sa Fas = [3],
e potfamiliju ekvivalentnu sa Fzo = [4],
e potfamiliju ekvivalentnu sa Fs3 = [5].

Dakle, svi skupovi iz F (osim praznog skupa) imaju 6 ili vise elemenata.
Neka je w tezinska funkcija takva da w(z) = 1 za svako z € X, gde je
X = JF. Tada je t(w) = 6, zatim s(@) + s(X) = 0, dok za bilo koji
neprazan skup A € F imamo s(A) > 0. Zbog toga, imamo s(F) > 0, odakle
sledi da je familija F Franklova, Sto je kontradikcija, ¢ime je dokaz teoreme
kompletiran. O
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Tabela 2.6: Izra¢unavanja uz dokaz Leme 2.2.10. [ € {0, 1}, ¢ je broj reda u
Tabeli 2.5 sa !, < 0, m; € {3,4}, r; = | Fil.

K[ o] 3] 5] 6] 7
N1 T L 1] 1| O0|my|mr|s(F)>
1] 60(-36| 30|58 |8 |d5| 4] 5 37
2|1 30[-40| 56 |96 416 62
3 6-15| 15| 30 416 6
41 -3 | -6 611218 23| 4| 5 3
) 20 -2 20|29 41 6 45
6| 60 |-18 | 140 317 164
91 30|-23| 56|96 416 113
10 9| 4] 24 317 7
11 (-17] -5 | 26| 38 416 32
12| 27| -7 | 49|87 41 6 142
13 3| -1 234564 |33| 4|5 56
14 6| -9 32 317 20
15 3| -5 14|24 41 6 26
16| -2|-10] 24 48|64 28| 4] 5 20
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Ukoliko postoji protiv-primer Franklovoj hipotezi familije F, za koju je
UF < 12, tada je, kao Sto su pokazali Bosnjak i Markovi¢ [20], moguée
konstruisati protiv-primer F', za |JF = 12. Iz toga sledi da ne postoji
protiv-primer Franklovoj hipotezi familije ¢iji su skupovi sastavljeni od 12 ili
manje elemenata.

Lo Faro [26] i kasnije Roberts i Simpson [28] dokazali su da ukoliko min-
imalan protiv-primer u pogledu broja elemenata sadrzi m elemenata, tada
protiv-primer familije, ukoliko postoji, ima barem 4m — 1 skupova. Odatle
imamo slede¢u posledicu.

Posledica 2.2.12. Franklova hipoteza je zadovoljena za svaku familiju zatvorenu
za uniju sa 50 ili manje skupova.

Primena gore prikazane tehnike na familije sastavljene od 13 i vise ele-
menata, je tesko izvodljiva. Glavni problem je u tome $to kada se broj | J F
poveca samo za jedan, eksponencijalno raste broj familija koje razmatra al-
goritam. Tada, i veoma efikasan algoritam zahteva previse izrac¢unavanja.

2.3 Klasifikacija familija sastavljenih od 6 ili
manje elemenata na FC i NonFC-familije

Moris [22] je dao pun popis svih FC-familija sastavljenih od 5 ili manje eleme-
nata. Doprinos autora je potpuna karakterizacija svih familija sastavljenih
od 6 ili manje elemenata, pri ¢emu su sve takve familije implicitno svrstane
medu FC ili NonFC-familije.

Neka je F7 oznaka za familiju sastavljenu od svih skupova familije F koji
sadrze element j. Punen [23] je u narednoj teoremi dokazao koje uslove mora
da zadovoljava FC-familija.

Teorema 2.3.1. Neka je G familija zatvorena za uniju za koju je ||JG| =
k. Familija G je FC-familija ako i samo ako postoje nenegativne celobrojne
vrednosti ¢y, . .., ck, tako da za svaku familiju F zatvorenu za uniju, za koju

je FWg=F, vazi
k

: F
> elF) = L

Jj=1

: k
gde je c =35, ¢j.
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Za dokaz da je neka familija NonFC koristimo narednu teoremu.

Teorema 2.3.2. Neka je F familija zatvorena za uniju i neka je S = |J F,

|S| = k. Obelezimo sa x, ...,z elemente skupa S. Ukoliko postoje familije
G; zatvorene za uniju, za koje F C Gj;, © celobrojne vrednosti c;, za j €
{1,...,n}, takve da za svako x; € S vazi

> (2165~ 1650 <0,

j=1

tada je F NonFC-Familija.

Dokaz. Dokaz izvodimo konstrukcijom familije G zatvorene za uniju za koju
je F C G, izakojuvazi 2|G*| < |G| za svako = € S. Neka je p = max{2|F*|—
|F|+1: x € S}, odakle sledi da je p > 1. Dalje, neka je [ = 37, pc;, i neka
je Y bilo koji skup za koji je |Y] = I, pri cemu Y NS = (). Obelezimo sa
{y1,...,y} elemente skupa Y, a sa [; vrednosti 23;11 pcj, za i € {1,...,n},
pri ¢emu je lp = 0. Dalje, obelezimo sa Y} skup Y —y;,4;. Neka je Cyji’gj =
Y} W §;. Sada, neka je

k by
g — f U CY72[S] U U U Cyjz7gj

j=1i=1
Dokazimo prvo da je familija G zatvorena za uniju. Familija F, hiperkocka
Cy 151, kao i hiperkocke Cyji’gj, zasvako j € {1,..., k}isvakoi e {1,...,pc},
su zatvorene za uniju. Za bilo koja dva skupa A i B, za koje A € Cy s,
B € Cyig,, zaneko j € {1,...,k}, i € {1,...,pc;} skup AU B pripada

J b
hiperkocki Cy 5151, dakle nalazi se u G. Takode, za bilo koja dva skupa A i
B, za koje A € Cymg,, B € C}/ji’gj, za neko j,l € {1,... k}, i e {1,...,pc;},
m € {1,...,pc}, j # I skup AU B se nalazi u hiperkocki Cyys), a samim
tim i u G. Dalje, imamo za svako A i B, za koje A € F, B € Cygqs,
vazi AU B € Cygs). Posto je F C G; za svako j € {1,...,n}, imamo
da za svako A i B, za koje A € F, B € Cyig,, vazi AUB = B. Time
]7

smo dokazali da je G zatvorena za uniju. Svaki od elemenata iz S se u
hiperkocki Cy o5 pojavljuje u tacno s*=1 skupova, §to je ta¢no polovina od
2% skupova ove hiperkocke. Iz tvrdenja teoreme sledi da za svako z; € S vazi
2G| 1G] < p— p Xy (1G] — 2067 ]) = p(1L+ T, 62067 ~ 1G,)).

Kako je 77, ¢;(2|G}"| — |G,|) celobrojna vrednost manja od 0, dok je p vece
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od 0, dobijamo da vazi 2|G*| — |G| < 0. Dakle, svaki od elemenata is S se
pojavljuje u manje od polovine skupova familije G. O

U Tabeli 2.7 dat je popis svih 197 minimalnih FC-familija sastavljenih
od 6 ili manje elemenata. Elementi skupova su oznaceni brojevima od 1 do
6, dok su skupovi razdvojeni zarezom. Radi sazetijeg prikaza, izostavljen je
prikaz skupova koji se dobijaju unijom dva ili vise skupova iz F.

U Prilogu A, Tabeli A.1 date su tezine dodeljene elementima ovih familija,
koje zajedno sa Teoremom 2.3.1 ¢ine dokaz da su navedene familije FC.

Za ispitivanje svih familija sastavljenih od 6 ili manje elemenata koje
sadrze familiju F; datu u Tabeli A.1, za neko ¢ € {1,...,197}, koristimo
algoritam slican Algoritmu 2.2.5. Posto takva familija sadrzi samo skupove
sa 6 ili manje elemenata, dok su familije koje sadrze 1- ili 2-elementne skupove
FC-familije, ovde postoji mnogo manje izra¢unavanja nego u Poglavlju 2.2.

Tabela 2.7: Popis svih minimalnih FC-familija sastavlje-
nih od 6 ili manje elemenata.

i 7

1 [ {1}

2 | {12}

3| {123, 124, 134}

4 {123, 124, 125}

5 | {123, 124, 135}

6 | {123, 124, 345}

7 | {123, 124, 156}

8 | {123, 145, 246}

9 | {1234, 1235, 1236, 1245, 1246, 1345}

10 | {1234, 1235, 1236, 1245, 1246, 3456}

11 | {1234, 1235, 1236, 1245, 1345, 1456}

12 | {1234, 1235, 1236, 1245, 1346, 2356}

13| {12345, 1236, 1246, 1256, 1346, 1356, 1456}
14 | {12345, 1235, 1236, 1246, 1256, 1346, 1456}
15 | {1234, 1235, 1245, 1345, 2345}

16 | {12345, 12346, 12356, 1245, 1456, 2456, 3456
17 | {1234, 1235, 1245, 1345, 2346}

18 | {12345, 1236, 1246, 1256, 1346, 2356}

19 | {12345, 1236, 1246, 1346, 2356, 2456}
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20

{12345, 1236, 1246, 1256, 1346, 3456}

21

{12345, 1235, 1236, 1246, 1346, 2356}

22

{12345, 1235, 1236, 1246, 1346, 2456}

23

{12345, 1235, 1236, 1246, 1456, 2456}

24

{12345, 1235, 1236, 1246, 1456, 3456}

25

{12345, 1235, 1236, 1246, 1356, 2456}

26

{12345, 1235, 1236, 1456, 2456, 3456}

27

{12345, 1235, 1246, 1346, 2456, 3456}

28

{12345, 1236, 1246, 1356, 2456, 3456}

29

{12345, 1235, 12356, 1246, 1346, 1456, 2346}

30

{12345, 12346, 1235, 1246, 1356, 2356, 3456}

31

{12345, 12346, 1235, 1256, 1356, 2356}

32

{1234, 124, 135, 356}

33

{12345, 12346, 124, 125, 356}

34

{12345, 124, 1246, 125, 346}

35

{12345, 1236, 126, 145, 345}

36

{12345, 1236, 126, 345, 456}

37

{12345, 124, 136, 356}

38

{1234, 1235, 1236, 1245, 125, 1256, 1346}

39

(12345, 12346, 12356, 12456, 13456, 2345, 2346, 235}

40

{12345, 12346, 1256, 1356, 456}

41

{12345, 12346, 12356, 124, 1456, 3456}

42

{1234, 1235, 1456, 245}

43

{1234, 1256, 135, 3456}

44

{1234, 1235, 1245, 345}

45

{1234, 1235, 1456, 246}

46

{12345, 12346, 12356, 1245, 1346, 1456, 146, 2356}

47

{12345, 12346, 12356, 1245, 1246, 1356, 3456, 356}

48

{12345, 12346, 12356, 1245, 1346, 1456, 245}

49

{12345, 12346, 12356, 1245, 1346, 2456, 346}

50

{12345, 12346, 12356, 1236, 1456, 245, 2456}

51

{12345, 12346, 12356, 12456, 1345, 135, 1356, 3456}

52

{12345, 12346, 12356, 12456, 1345, 1346, 3456, 346}

23

{12345, 12346, 12356, 1236, 12456, 1345, 1456, 345}

o4

{12345, 12346, 12356, 1236, 12456, 1345, 2456, 345}

25

{12345, 12346, 12356, 1236, 12456, 145, 3456}
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26

{12345,

12346, 1235, 1456, 256}

57

{12345,

12346, 1256, 135, 3456}

o8

{12345,

12346, 1256, 1356, 235}

59

{12345,

1236, 1246,

1346, 236}

60

{12345,

1235, 1246,

1346, 156}

61

{12345,

1236, 1246,

134, 2356}

62

{12345,

1235, 1236,

1246, 346}

63

{12345,

1236, 1246,

1256, 346}

64

{12345,

1236, 1246,

125, 3456}

65

{12345,

1235, 1246,

1346, 456}

66

{12345,

1236, 1246,

1346, 156}

67

{12345,

1236, 1246,

3456, 346}

68

{12345,

1236, 1246,

1356, 236}

69

{12345,

1236, 1246,

136, 3456}

70

{12345,

1236, 1246, 125, 1356}

71

{12345,

1236, 1246, 1346, 256}

72

{12345,

12346, 1235, 1256, 1356, 1456, 146}

73

{12345,

12346, 1235, 1246, 1256, 1356, 146}

74

{12345,

12346, 124, 1245, 1356, 2356, 3456}

75

{12345,

1235, 12356, 1246, 1346, 146, 2346}

76

{12345,

1235, 12356, 1246, 1346, 146, 2456}

7

{12345,

12346, 12356, 12456, 125, 13456, 2346, 3456}

78

{12345,

12346, 1256, 126, 1356, 3456}

79

{12345,

12346, 124, 1256, 1356, 3456}

80

{12345,

12346, 124, 1256, 1356, 2356}

81

{12345,

12346, 1235, 1256, 1356, 246}

82

{12345,

12346, 1235, 1256, 1456, 346}

83

{12345,

1235, 1236, 1246, 1456, 156}

84

{12345,

1236, 1246, 126, 1346, 3456}

85

{12345,

1236, 1246, 1256, 134, 1346}

86

{12345,

1235, 1236, 1246, 1356, 246}

87

{12345,

1235, 1246, 125, 1346, 2346}

88

{12345,

1235, 1236, 1256, 3456, 346}

89

{12345,

1235, 1236, 1246, 1346, 235}

90

{12345,

1236, 1246, 1346, 235, 2356}

91

{12345,

1235, 1236, 1246, 135, 2456}
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92

{12345, 1236, 1246, 1356, 245, 2456}

93

{12345, 1235, 1236, 1246, 1456, 456}

94

{12345, 1235, 1246, 125, 1346, 3456}

95

{12345, 1235, 1236, 1246, 3456, 456}

96

{1234, 1235, 1236, 1245, 134}

97

{1234, 1235, 1245, 1346, 135}

98

{1234, 1235, 1246, 1256, 136}

99

{1234, 1235, 1245, 126, 1345}

100

{1234, 1235, 1236, 1245, 146}

101

{1234, 1235, 1245, 1346, 235}

102

{1234, 1235, 1246, 3456, 346}

103

{1234, 1235, 1245, 1345, 236}

104

{1234, 1235, 1236, 1245, 346}

105

{1234, 1235, 1245, 125, 1356, 1456}

106

{1234, 1235, 1236, 1245, 125, 1456}

107

{1234, 1235, 1236, 1245, 1345, 145}

108

{1234, 1235, 1246, 1356, 1456, 146}

109

{1234, 1235, 1236, 1245, 125, 3456}

110

{1234, 1235, 1245, 125, 1346, 2346}

111

{1234, 1235, 1245, 125, 1346, 3456}

112

{1234, 1235, 1236, 1456, 2456, 456}

113

{12345, 1235, 1236, 1246, 1256, 1346, 146}

114

{12345, 1235, 1236, 1246, 135, 1356, 1456}

115

{12345, 1235, 1246, 1346, 1456, 146, 2346}

116

{12345, 12346, 12356, 12456, 1345, 1346, 1356, 136, 2456}

117

{12345, 12346, 124, 1245, 126, 3456}

118

{1234, 125, 135}

119

{1234, 1235, 124, 125, 3456}

120

{12345, 1236, 1246, 135, 136}

121

{1234, 1235, 145, 146}

122

{12345, 1236, 124, 145, 1456}

123

{12345, 1235, 1246, 135, 136}

124

{12345, 1235, 1246, 136, 146}

125

{1234, 1235, 145, 456}

126

{1234, 1256, 345, 356}

127

{1234, 1256, 345, 346}
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128 | {12345, 1236, 146, 156}

129 | {1234, 1235, 1245, 125, 156}

130 | {1234, 1235, 1246, 134, 135}

131 | {1234, 124, 1256, 126, 3456}

132 | {12345, 12346, 12356, 1245, 126, 136}

133 | {12345, 1236, 146, 456}

134 | {12345, 1235, 146, 246}

135 | {12345, 12346, 1235, 146, 156}

136 | {12345, 12346, 124, 12456, 125, 1356}

137 | {12345, 1235, 1236, 126, 146}

138 | {12345, 12346, 156, 256}

139 | {12345, 12346, 12356, 124, 125, 3456}

140 | {12345, 1236, 124, 126, 3456}

141 | {12345, 1235, 12356, 1246, 125, 1346, 1456, 146}

142 | {1234, 1235, 1246, 125, 146}

143 | {1234, 124, 1356, 235}

144 | {1234, 1235, 1245, 125, 136}

145 | {1234, 1235, 1245, 125, 134, 1345}

146 | {1234, 1235, 124, 3456, 346}

147 | {1234, 124, 1256, 156, 3456}

148 | {1234, 1235, 124, 3456, 456}

149 | {12345, 1236, 124, 3456, 456}

150 | {12345, 1235, 1246, 146, 356}

151 | {1234, 1235, 1236, 124, 135}

152 | {1234, 124, 1256, 135}

153 | {12345, 1236, 124, 1246, 456}

154 | {12345, 1235, 1246, 125, 356}

155 | {1234, 1235, 124, 1246, 346}

156 | {12345, 1235, 1236, 125, 456}

157 | {12345, 1235, 1236, 126, 456}

158 | {1234, 1235, 1245, 125, 356}

159 | {12345, 1236, 145, 246}

160 | {12345, 12346, 1235, 126, 456}

161 | {1234, 125, 345}

162 | {12345, 12346, 12356, 12456, 134, 356}

163 | {12345, 12346, 1256, 126, 356}
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164 | {12345, 12346, 1256, 135, 256}

165 | {12345, 1236, 1246, 126, 134, 1346}

166 | {12345, 1236, 1246, 126, 346}

167 | {12345, 12346, 12356, 1245, 145, 346}

168 | {12345, 12346, 12356, 124, 3456, 456}

160 | {12345, 12346, 12356, 12456, 1345, 1346, 135, 146}
170 | {12345, 1236, 1246, 136, 246}

171 | {12345, 12346, 1235, 125, 1256, 1456, 146}

172 | {12345, 1236, 124, 156}

173 | {12345, 1236, 146, 256}

174 | {12345, 1236, 1246, 126, 3456, 356}

175 | {1234, 1235, 1246, 135, 1356, 246}

176 | {12345, 12346, 1235, 1246, 1356, 146, 235}

177 | {12345, 1236, 124, 1246, 3456, 356}

178 | {12345, 12346, 124, 1256, 3456, 356}

179 | {12345, 12346, 12356, 12456, 125, 13456, 23456, 346}
180 | {12345, 12346, 12356, 12456, 125, 1346, 3456, 346}
181 | {12345, 12346, 12356, 124, 1456, 356}

182 | {12345, 12346, 1256, 126, 1356, 345}

183 | {12345, 12346, 124, 1256, 1356, 356}

184 | {12345, 1236, 1246, 126, 1356, 345}

185 | {12345, 1236, 1246, 125, 346}

186 | {12345, 1236, 1246, 134, 256}

187 | {1234, 1235, 1246, 125, 346}

188 | {1234, 1235, 1245, 134, 256}

189 | {1234, 1235, 126, 345, 3456}

190 | {1234, 1256, 135, 246}

101 | {12345, 12346, 12356, 1236, 12456, 126, 13456, 2345, 345}
102 | {12345, 1236, 1246, 135, 1356, 246}

103 | {1234, 1235, 1245, 125, 3456, 346}

104 | {12345, 12346, 1235, 1246, 135, 246, 3456}

105 | {1234, 1235, 124, 1246, 3456, 356}

106 | {12345, 12346, 124, 1245, 1246, 1356, 2356, 356}
107 | {12345, 12346, 1235, 1246, 135, 1356, 2456, 246}

U Tabeli 2.8 dat je popis svih 115 maksimalnih NonFC-familija sastavl-
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jenih od 6 ili manje elemenata. Svakoj od ovih familija implicitno pripada
i prazan skup. Kao i kod FC-familija, radi sazetijeg prikaza, izostavljeni
su skupovi koji se dobijaju unijom dva ili vise skupova unutar familije. U
Prilogu A, Tabeli A.2 date su familije G;, kao i koeficijenti c;, koji uz Teo-
remu 2.3.2 ¢ine dokaz da su ove familije NonFC.

Tabela 2.8: Popis svih maksimalnih NonFC-familija sa-
stavljenih od 6 ili manje elemenata.

J 7

1 {1234,1235,1236,3245,1246,1356}

2 {1234, 1235, 1236, 1245, 1346, 1456}

3 {1234, 1235, 1245, 1346, 1356, 1456}

1 {1234, 12345, 12356, 1236, 12456, 13456, 2346, 2456}
5 | {1234, 12345, 12346, 12356, 12456, 13456, 2356, 2456, 3456}
6 {1234, 1235, 12456, 13456, 2346, 2356}

7 {1234, 12345, 12356, 12456, 1346, 2356, 3456}

8 {1234, 12345, 12346, 12356, 12456, 1356, 2456, 3456}
9 {1234, 12345, 12356, 1236, 12456, 13456, 2456, 3456}
10 {1234, 1235, 1245, 1346, 2346}

11 {1234, 1235, 1245, 1346, 3456}

12 {1234, 1235, 1246, 1356, 2456}

13 {1234, 1235, 1246, 1256, 3456}

14 {1234, 12345, 1236, 1246, 1356, 2456}

15 {1234, 12345, 1256, 1356, 1456, 2356}

16 {1234, 1235, 1236, 1245, 13456, 23456}

17 {1234, 1235, 1245, 1345, 23456}

18 {123, 1234, 125, 346}

19 {123, 1234, 156, 456}

20 {123, 1234, 125, 456}

21 {123, 12345, 12346, 124, 356}

22 {123, 1234, 12345, 12346, 12456, 1256, 13456, 23456}
23 {123, 1234, 12356, 1245, 12456, 13456, 23456}

24 {123, 1245, 12456, 1345, 13456, 23456}

25 {123, 12345, 12456, 13456, 2346, 2456}

26 {123, 1234, 1235, 1236, 12456, 13456, 1456, 23456}
27 {123, 1234, 12345, 1236, 12456, 1246, 13456, 3456}
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28 {123, 1234, 12345, 12356, 1236, 12456, 1346, 2456}
29 {123, 1234, 12345, 12356, 1236, 12456, 1456, 3456}
30 {123, 1234, 12345, 1236, 12456, 13456, 2356}
31 {123, 1234, 1235, 12456, 1246, 13456, 23456}
32 {123, 1234, 1235, 1245, 12456, 13456, 23456}
33 {123, 1234, 12345, 1236, 12456, 13456, 2346}
34 {123, 1234, 12345, 12456, 13456, 1456, 2356}
35 {123, 1234, 12456, 1256, 13456, 23456, 3456}
36 {123, 1234, 12345, 12456, 13456, 1456, 2346}
37 {123, 1234, 1245, 12456, 13456, 23456, 3456}
38 {123, 1234, 12345, 12356, 12456, 1246, 13456, 3456}
39 {123, 1234, 12345, 12346, 12456, 1256, 13456, 3456}
40 {123, 1234, 12345, 12356, 12456, 13456, 2456, 3456}
A1 {123, 1245, 13456, 2346}

42 {123, 1245, 12456, 1345, 3456}

43 {123, 1245, 12456, 1345, 1346}

44 {123, 12345, 1246, 1456, 3456}

15 {123, 1234, 12345, 1236, 12456, 1356, 2456}

16 {123, 1234, 1235, 12456, 1246, 13456, 3456}

A7 {123, 1234, 1235, 12456, 13456, 2456, 3456}

43 {123, 1234, 12345, 12346, 1256, 1356, 1456}

49 {123, 12345, 12456, 1246, 13456, 23456, 3456}
50 {123, 1234, 1245, 13456, 1456, 23456}

51 {123, 1234, 12456, 13456, 2356, 2456}

52 {123, 12345, 12456, 1346, 1356, 1456}

53 {123, 1234, 1235, 12456, 1346, 3456}

54 {123, 1234, 1245, 1246, 13456, 1456}

55 {123, 1234, 1245, 1256, 13456, 1456}

56 {123, 1234, 12356, 1245, 1346, 1456}

57 {123, 1234, 12345, 1246, 1356, 1456}

58 {123, 1234, 1245, 1256, 1356}

59 {123, 1234, 1245, 1256, 1346}

60 {123, 1234, 1245, 1246, 1356}

61 {123, 1234, 1256, 1456, 2456}

62 {123, 1234, 1245, 1456, 3456}

63 {123, 1234, 1245, 1246, 3456}
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64 {123, 1234, 1245, 1256, 3456}

65 {123, 1234, 1256, 1456, 3456}

66 {123, 1234, 1235, 1246, 1256, 1456}

67 {123, 1234, 1235, 1245, 1346, 1456}

68 {123, 1234, 1235, 1236, 1456, 2456}

69 {123, 1234, 1235, 1236, 1245, 13456, 1456}

70 {123, 1234, 12345, 1236, 1246, 1256, 1456}

71 {123, 1234, 1235, 1236, 1245, 12456, 3456}

72 {123, 1234, 1235, 1236, 1245, 12456, 1345, 13456}
73 {123, 1234, 1235, 1236, 1245, 12456, 13456, 1346}
74 {123, 1234, 1235, 1245, 1246, 1256, 126}

75 {123, 12345, 12346, 12356, 124, 3456}

76 {123, 1234, 12356, 125, 3456}

77 {123, 1234, 12356, 1245, 136}

78 {123, 1234, 125, 1456}

79 {123, 12345, 12346, 125, 1456}

80 {123, 12345, 124, 13456, 1356}

81 {123, 1234, 1235, 12456, 1346, 1356, 136}

82 {123, 1234, 12345, 126, 3456}

83 {123, 1234, 1235, 1236, 1245, 145, 1456}

84 {123, 1234, 1245, 146}

85 {123, 1234, 1456, 256}

86 {123, 1234, 1245, 12456, 346}

87 {123, 1234, 1256, 345}

88 {123, 12345, 1246, 356}

89 {123, 12345, 12456, 13456, 246}

00 | {123, 1234, 12345, 12346, 12456, 1256, 13456, 1356, 156
01 {123, 1234, 12345, 12346, 12456, 356}

092 {123, 1234, 1235, 12456, 346}

03 {123, 1234, 1235, 1236, 12456, 13456, 145}

04 {123, 1234, 12345, 12356, 12456, 1346, 146}
05 {123, 1234, 12345, 12456, 3456, 346}

96 {123, 1234, 12345, 12456, 3456, 356}

97 {123, 1234, 12345, 12346, 12456, 1356, 1456, 156}
8 {123, 1234, 1245, 1456, 156}

99 {123, 1234, 12345, 1256, 1456, 456}
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100 {123, 1234, 1235, 1245, 1456, 456}

101 {123, 1234, 12345, 12346, 1456, 2456, 3456, 456}
102 {123, 1234, 12345, 12346, 12356, 1456, 2456, 456}
103 {123, 1234, 12345, 12356, 12456, 1456, 3456, 456}
104 {123, 1234, 12345, 12456, 1356, 456}

105 {123, 1234, 12345, 12356, 12456, 13456, 23456, 456
106 {123, 1234, 1235, 1245, 13456, 456}

107 {123, 1234, 1235, 1236, 1245, 456}

108 {123, 1234, 1245, 1246, 456}

109 {123, 1234, 1235, 1236, 12456, 3456, 456}
110 {123, 1234, 12345, 1246, 3456, 456}

111 {123, 1234, 12345, 12456, 1346, 1456, 456}
112 {123, 1234, 12345, 1256, 3456, 456}

113 {123, 1234, 12345, 1236, 1456, 2456, 456}
114 {123, 12345, 126, 456}

115 {123, 12345, 12456, 126, 3456}

Da bismo utrvdili da je u Tabelama 2.7 i 2.8 dat potpun popis svih
minimalnih FC, odnosno svih maksimalnih NonFC-familija, koristimo sledec¢i
algoritam.

Algoritam 2.3.3.
Ulaz: FC-familije F;, 1 <1 < 197 iz Tabele 2.7
NonFC-familije .7-"3’-, 1 <j <115 iz Tabele 2.8
Niz N od svih 64 podskupova skupa {1,...,6}.
Izlaz: Familije sastavijene od 6 ili manje elemenata
koje ne sadrze nijednu FC-familiju iz Tabele 2.7,
niti su sadrZane u nekoj NonFC-familiji iz Tabele 2.8.
Pocetak
podesi H < {}
podesi ¢ < 0
vrati FC-6-Rekurzija (H, c+1, N)
Krajy

Gornji algoritam poziva rekurzivnu funkciju datu narednim pseudo-kodom,
koja kao rezultat vrac¢a prazan skup familija, odakle sledi da je dati popis
FC i NonFC-familija potpun.
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Algoritam 2.3.4 (FC-6-Rekurzija()).
Ulaz: Familija H, brojac c.
Niz N od svih 64 podskupova skupa {1,...,6}.
Izlaz: Spisak familija sastavljenih od 6 ili manje elemenata
koje ne sadrze nijednu FC-familiju,
nite su sadrZane u nekoj NonF'C-familiji.
Pocetak
ukoliko ¢ > 64
vrati {}
podesi spisakFamilija < {}
ukoliko H ne sadrzi N
Dodaj FC-6-Rekurzija (H, ¢+ 1, N') u spisakFamilija
podesi H' <+ N[c]WH
ukoliko H' sadrzi G za koju je G ~ F; za nekoi € {1,...,197}
vraty spisakFamilija
ukoliko H' nije sadrzan u G, za koju je G ~ F; ni za jedno j € {1,
Dodaj H' u spisakFamilija
Dodaj FC-6-Rekurzija (H', ¢+ 1, N') u spisakFamilija
vrati spisakFamilija
Krajy

79

..., 115}



Glava 3

Kardinalnost prostora vrsta
Bulovih matrica

U ovoj glavi dat je prikaz rezultata po pitanju kardinalnosti prostora vrsta
Bulovih matrica. U Poglavlju 3.1 dat je opis osnovnih pojmova iz teorije
Bulovih matrica, dok su u ostala dva poglavlja izloZeni nasi rezultati. U
Poglavlju 3.2 prikazan je podskup intervala [2"72 + 2773 27| nakon cega
je dokazano da taj skup pokriva sve vrednosti kardinalnosti prostora vrsta
matrica dimenzija nxn. U Poglavlju 3.3 data je popravljena donja granica za
minimalnu celobrojnu vrednost a,, u odnosu na n, za koju ne postoji Bulova
matrica dimenzije n X n sa datom kardinalnosSéu prostora vrsta.

3.1 Osnovni pojmovi i poznati rezultati

Neka su a, b vrednosti iz domena {0,1}. Operatorom V definiSemo binarnu
operaciju nad elementima a i b, kod koje je aVb =1akoa =11l b =1,
dok je u suprotnom a Vb = 0. Nekasu a = (a; -+ a,) i =(by - by)
vektori duzine n kod kojih su vrednosti a; i b; iz domena {0, 1}, za svako
i € {1,...,n}. Binarna operacija aV  nad vektorima « i 5 daje kao rezultat
vektor v = (¢; -+ ¢,), kod koga je ¢; = a; V b;, za svako i € {1,...,n}.
Bulova matrica je matrica ¢iji su svi elementi iz domena {0,1}. Skup
svih Bulovih matrica dimenzija n X m oznacavamo sa B, ,,,. Za matrice kod
kojih je n = m koristimo skra¢enu notaciju B,, = B,,,. Ozna¢imo sa A(i, j)
element koji se nalazi u i-toj vrstii j-toj koloni matrice A. Neka je A € B,, .,
i neka je a;; = A(4,7), za 1 <i <n, 1 <j < m. i-ta vrsta matrice 4, u
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oznaci A(i, *), je (@ -+ aim), a j-ta kolona matrice A, u oznaci A(x,j), je
(a1 -+ ang)".
Definicija 3.1.1. Neka je A matrica iz skupa B, ., © neka je 01, vektor

duzine m cije su sve komponente nule. Prostor vrsta matrice A, u oznaci
R(A), predstavlja skup vektora definisan sa

R(A) = {y: 7=\ A(i,%), SC{1,...,n}},
€S

pri cemu je \/,cy A(7, %) = O1,. Prostor kolona matrice A, u oznaci C(A),
definisemo sa C(A) = R(AT).

Definicija 3.1.2. Neka je A matrica iz skupa B, . Kardinalnost prostora
vrsta matrice A, u oznaci r(A), definiSemo kao broj elemenata skupa R(A),
odnosno r(A) = |R(A)|. Slicno tome, kardinalnost prostora kolona matrice
A, u oznaci c(A), definisemo kao broj elemenata skupa C(A), odnosno c¢(A) =

| C(A)]-
Kim [30] je dao dokaz sledece znacajne teoreme.

Teorema 3.1.3. Za svaku matricu A € By, ,,, 1 svaka dva prirodna broja n ¢
m vazi r(A) = c(A).

Primer 3.1.4. Za datu matricu

A:

)

0
0
1

o O =
O = =

imamo da je A € Bs4, R(A)={(0000),(1100),(0110),
0011),(1110),(0111),(1111)},

C(A) ={(000),(001),(011),(110),(100),(101),(111)},
r(A) =c(4) =T.

Sada uvodimo dodatnu notaciju. Za kvadratnu matricu A € B,, gustina p
matrice A je vrednost p(A) =r(A)/2". Oznac¢imo sa I, jedini¢nu matricu, a
sa 0,, nula matricu dimenzija n x n, n > 1. Tada je p(I,,) = 11 p(0,) =27".
Posto 1 < r(A) < 2™ vazi za svako A € B,,, imamo da je 27" < p(A) < 1.
Oznacimo sa 0,, ,, 1 1,, ,, matrice iz B,, ,,, ¢iji su svi elementi jednaki 0, odnosno
1.
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Za matricu P kazemo da je permutacijska matrica ukoliko u svakoj vrsti
i koloni ima ta¢no jedan element jednak 1, dok su svi ostali elementi matrice
P jednaki 0. Neka su A i B matrice iz skupa B, ,,. Za matrice A i B
kazemo da su ekvivalentne, u oznaci A = B, ukoliko postoje permutacij-
ske matrice P i ) takve da vazi A = PB(Q. Za matricu A kaZemo da
je leksikografski manja ili jednaka matrici B, u oznaci A < B, ukoliko je
niska dobijena nadovezivanjem svih vrsta matrice A leksikografski manja ili
jednaka niski dobijenoj nadovezivanjem svih vrsta matrice B. Kanonski oblik
matrice A € B, ,, oznaci can(A), je leksikografski najmanja matrica medu
svim matricama ekvivalentnim sa A.

Neka je A € B,,,, i neka su p i ¢ prirodni brojevi. Tada sa A™P* oz-
nacavamo matricu iz B,,_; ,, dobijenu uklanjanjem p-te vrste iz matrice A.
Slicno tome, sa A™*? oznac¢avamo matricu iz B, ,,,—1 dobijenu uklanjanjem
g-te kolone iz matrice A. Sa A7P*~%* oznaCavamo matricu iz B,,_s,, dobi-
jenu uklanjanjem p-te i g-te vrste iz A, dok sa A7*P"~*1 oznaCavamo matricu
iz B, m—2, dobijenu dobijenu uklanjanjem p-te i ¢g-te kolone iz A. Neka je
A € B, 1 neka je p pozitivan ceo broj. Oznacimo

R77(A) = R(A™),

R™(A) = {aV A(p,*): « € R7P(A)},
i r7P(A) = [R7P(A)], r7(A) = [R™(A)].

Za matricu A € B, , kazemo da je podmatrica matrice B, gde je B € B,, ,,
p <m, q<n,ipiSemo A C B, ukoliko postoji matrica B’ = B takva da
vazi A(i,j) = B'(i,j) za svako 1 < i < p, 1 < j < ¢q. Ukoliko je p < m ili
q < n, tada kazemo da je A prava podmatrica matrice B, u oznaci A C B.

Za matricu « iz skupa B, ili B, definiSemo tezinu matrice, u oznaci
w(a), kao broj elemenata u « jednakih 1.

Definicija 3.1.5. Neka je A € By, i neka je (i1, ..., i,) permutacija niza
(1,...,n), a (J1,...,Jm) permutacija niza (1,...,m), tako da vazi

w(A(iy, %)) > w(A(ig, *))

v

-2 W(A(in, %)),

w(A(x, J1)) = W(A(x, 72)) = -+ = WA, Jm))-

Oznacimo tada sa

rws(A, k) = w(A(ig, %)), k=1,2,....n
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spektar tezina vrsta, ¢ sa
cws(A, k) = w(A(x, k), k=1,2,....m
spektar tezina kolona matrice A.

Dokazi narednih tvrdenja se mogu naci u raznim radovima, na primer u
radu Honga [35].

Tvrdenje 3.1.6. Neka je A € By, @ neka sup,q € {1,...,n} i p # q.
Tada

~

Ukoliko je A= B tada t(A) = 1(B).
r(A) < min{2", 27},

Ukoliko je w(A(p, ¥)) = k tada r*P(A) < 27F.
R(A) = R*?(A) URP(A).

r(A) < rP(4) +177(A).

RP(A) = R™PH(A) URP7(A).

R(A) = R*?(A) URP*(A) UR P 9(A).

ST S N e R

r(A) <rtP(A) 4+ PH(A) 4 P71 A).

Neka je R, = {r:r = r(A),A € B,}, i neka je a, = min{q: ¢ >
1,q ¢ R,}. Gore definisanu vrednost a,, u daljem radu nazivamo najmanjim
prekidom niza kardinalnosti prostora vrsta matrice.

3.2 Kardinalnost prostora vrsta iznad 2" % +
2n—3

3.2.1 Poznati rezultati i tvrdenje glavne teoreme

Za skup R, o¢igledno vazi R, C [1,2"]. Konje¢ni [31] je dokazao da vazi
R,N (212" = {271 +2%: 0 <k < n—1}, i pretpostavio da je [1,2"] C
R,. LiiZang [32] su opovrgli ovu pretpostavku, dokazavsi da 2" 1 —1 ¢ R,
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za n > 6. Hong [33] je dokazao da R,, N (2" 1 —4,2"1) = () za n > 8, dok
je Ju [34] pokazao da

Rnﬂ[Q”_l—n+6,2n_1—1]:@> zan>"7
Dalje, Hong [35] je dokazao da

Rn N ((271—1 o 2n—5’ 2n—1 o 2n—6)
U@t —2"%2")) =0, zan>7
odnosno skup R? = R, N [1,2""!] ima barem dva prekida u kontinuitetu.
Hong je takode dokazao da su gn=t _gn=5 § 9n=l _ 9776 elementi skupa
R,. Zang, Hong i Kan [36] su ispitivali matrice A € B,,_;,, i pokazali su za
njih da ukoliko je r(A) € (2772 4+ 2773, 2"71] tada r(A) = 272 + 2" 4+ 2%
0 < s <n— 3. Brin [37] je potvrdio da vazi RS = [1,64] \ {61,63} i dobio
RY = [1,128] \ {109, 111,117,119,
121,122,123, 125,126, 127},
Zivkovié [38] je, koristeéi pomo¢ kompjutera, dobio
Ry = [1,190] U[192,204] U {206} U [208,212]
U{214, 216,220} U [224, 228]
U{230, 232, 236, 240, 248, 256 } .
Neka je
An = ./47%3 U ./47%4 U ./4;,175 U ;,;75, (31)
gde su

Ans ={2"2 42" 3 420 0<i<n—4, n>4},
Apag ={2"2 4273 420 4+ 27
0<j<i<n-—4, n>5}
/n75 :{Qn—2+2n—3+2i+2k+1+2k:
0<k k+2<i<n-—4, n>6},
n s ={2"7 2" 4 20 4 2 4 28
1<k, k+2<j<i,i+j<n+k—>5 n>11}.

Zivkovié [38] je tvrdenje naredne teoreme izneo kao hipotezu, dok je nas
doprinos njen dokaz, dat u poglavlju 3.2.5.
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Teorema 3.2.1. Neka je skup A, definisan u (3.1). Tada

R,N (27242773 271 = A,

3.2.2 GGuste i valjane matrice

Za matricu A € B,, kazemo da je:
1. gusta, ukoliko vazi p(A4) > 2,

2. valjana, ukoliko postoji par (i,j), gde su i,j € {1,...,n}, takav da je
p(A™"7) = p(A).

U narednom delu rada, poSto ustanovimo neke korisne ¢injenice, dokazujemo
Teoremu 3.2.19, koja tvrdi da je svaka gusta matrica valjana.

Lema 3.2.2. Neka su k,l,m prirodni brojevi veci od 0, 4

1 1 0
b= {0 A A} ’

gde je A € B, A€ By i B € Bgigti+1- Tada v(B) [ A} +r(A).
Dokaz. Svi elementi skupa R*!(B) poéinju sa 1,4, tako da r*!(B) = 1(A),
Dalje, svi elementi iz R™!(B) pocinju sa 0. Dakle, imamo da je R™*(B) N

R™(B) = (), i prema Tvrdenju 3.1.6.6 imamo

r(B) =1r'(B)+1"(B) =1 [A" A] +1(A).

[l

Oznac¢imo sa \,, w, i 0,, n > 1, matrice definisane sa

1, j=i, 1<i<n-—1
An(i, §) = j=i+1, 1<i<n-1

0, inace

1, j=i, 1<i<n
wa(i, j) = j=i+1, 1<i<n-1

0, inace
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1, j=i, 1<i<n
. j=it+1l, 1<i<n—1
0,(i,5) = =1 i=n

0, inace

U narednoj tabeli prikazane se vrednosti r(\,), r(w,) i r(6,) za n < 12,

n 1121345678 9 10 | 11 | 12
r(A,) |1 ]2 4] 7 | 12|21 |37]65| 114 | 200 | 351 | 616
r(w,) [2|3[5] 9 |16[28]49 |86 | 151 | 265 | 465 | 816
r(6,) |2[2]5]10| 17|29 |51 |90 | 158|277 | 486 | 853

Ovi nizovi se u Onlajn enciklopediji celobrojnih nizova [39] nalaze kao nizovi

sa oznakama A005251, A005314 i A259967, redom.
Neka E oznacava Sift operator, Ef(n) = f(n+1). Na primer, za f(n) =
r(wy) je (E? — E 4 1) r(wyp) = r(wnpy2) — 1(Wni1) + 1(wp).

Lema 3.2.3. Neka je
g(E)=E3—2E? + FE —1.
Tada

g(E)r(A\,) = g(E)r(wy,) = g(E)1(0,) =0, zan >0 (3.2)
r(0,) <rt(An) +r(N1) <4r(wn—2), zan > 2 (3.3)

Dokaz. 1z Leme 3.2.2 dobijamo r(\,) =r(A\,_1) + 1(w,_2), zan >3, i

r(wy) =r(wp-1) +r(Ay—1), zan >3 (3.4)
(ovo je ocigledno ta¢no i za n = 2), odnosno

r(wp) = (E* — E)r(\,), zan > 1, (3.5)

r(A\,) = (E —1)r(wn), zan > 1. (3.6)
Zamenom r(w,) (3.5) u (3.6), dobijamo

r(\,) = (E —1)(E? — E)r(\,), zan > 1,
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odnosno,

g(E)r(A\,) =0, zan > 1. (3.7)
Iz (3.5) sledi

9(E)r(wa) = (E* = E)g(E)r(A) =0, zan > 1, (3.8)
Pomoc¢u Tvrdenja 3.1.6.7 dobijamo slededi izraz:
R(en) — <R+n*(6n) U R—n*,—i—(n—l)*,—i—l* (9n>)

U R—n*,—(n—l)*,—l—l*(gn) U R—n*,—(n—l)*,—l*(en)
U }{fm«,Jr(nfl)*,flak((971)7 n > 4.

Parovi na pozicijama 1 i n, elemenata ova ¢etiri skupa, imaju vrednosti (1, 1),
(1,0), (0,0), (0,1), redom. Dakle, ovi skupovi su disjunktni. Dalje, imamo
R Hn=Datle gy C RT™(0,,), za n > 4. Zbog toga,

r(0n) = |RT"™(6,)] + | R~ (07D F (g,
+ |R—n*,—(n—1)*,—l*(9n)| + |R—n*,+(n—1)*,—l*(6n)|
=1(A—1) + r(wn—3) + r(A—2) + r(wn—3)

Zamenom r(w,) = r(Ag2) — r(Any1) (3.5) u r(0ngs3) = r(Ante) + r(w,) +
r(Ant1) + r(wy), dobijamo

(On+3) = r(Ants) + r(Ans2) — 1(An)
=(EB*+ E*—~1)r(\,), zan > 1.

Mnozenjem sa g(F) dobijamo g(E)r(6,) =0, za n > 4. Lako je proveriti da
ovo takode vazi i za svako n € {1,2,3}, odakle

g(E)r(0,) =0, zan>1,
Sto zajedno sa (3.7) i (3.8), povlaci (3.2). Posto vazi
(E% 4 2E +2)g(E) = (E° — E* — 3E° — 2)
sledi

(E° — E* —3E* — 2)r(w,) = (E* + 2E + 2)g9(E) r(w,) =0, zan > 1.
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Takode
(B° — B*) r(wa) = (B* + E*)(E — 1)1(wn)
= (E"+ E*) (M),
odakle imamo
r(Anta) +1(Angs) = 3r(wpyo) + 21(wy), zan > 1, (3.9)

Iz (3.4) sledi r(w, — 1) > r(wp—2) 1 posto r(wy,) = r(wp—1) +r(wp—2) + 1r(Wn—4)

imamo r(w,) > 2r(w,—2). Kombinujuéi poslednji izraz i (3.9) dobijamo

r(Anta) + 1(Ang3) < 4r(wpie), Sto predstavlja drugu nejednakost iz (3.3).
Prvu nejednakost iz (3.3) dobijamo iz

r(0,) =r(A\n) +r(Ano1) —r(A3) <t(An) + (A1),
¢ime je dokaz leme kompletiran. m

Definicija 3.2.4. Neka je B € B,, AC B ¢ A € By;. Za matricu A kaZemo
da je blok u B ukoliko za neko B' = B, imamo

A 0
I __
o-o el
pri cemu je ili A = I ili
1. za svaku vrstu i, 1 < i < k postoje j i p, za koje je 1 < j < k, i # 7,
1 <p<l, tako da vazi A(i,p) = A(j,p) = 1;
2. za svaku kolonu i, 1 < i <, postoje j i q za koje je 1 < j <1, 1 # 7,
1 <gq <k, tako da vazi A(q,1) = A(q,7) = 1.

Definicija 3.2.5. Neka je A € B, ,, matrica bez nula vrsta i nula kolona.
Za matricu A kaZemo da je u blok dijagonalnoj formi ukoliko

A 0 0 -+ 0
0 A4 0 -+ 0
0O -~ 0 A1 O
o - 0 0 A

gde su A; € By, blokovi, Y k; = n, > l; = m, gde je k;,l; > 1, za svako
1 <i < p. Ukoliko je p = 1 tada kaZemo da je A blok matrica. Ukoliko
postoji k takvo da je Ay = I, kaZemo da A sadrzi 1-blok.

88



Lema 3.2.6. Neka je B proizvoljna matrica bez nula vrsta i nula kolona.
Tada postoji matrica A = B takva da je A u blok dijagonalnoj formi.

Dokaz. Neka je B € B, n,m > 1. Dokaz izvodimo indukcijom po n i
m. Zan=11im =1 je B = I, i tvrdenje je oc¢igledno zadovoljeno, sto je
osnovni korak indukcije. Pretpostavimo da je tvrdenje zadovoljeno za svaku
matricu iz By, k,, gde je k1 < n, ko < m, gde je n > 2, m > 1. Sada
dokazujemo da tvrdenje vazi za svako B € B, ,,. Pretpostavimo prvo da
matrica B sadrzi 1-blok i da je B(q,7) = 1, w(B(¢, %)) = 1 i w(B(x,7)) = 1.
Neka je matrica C' = B~97*" u blok dijagonalnoj formi. Tada je matrica
D= {g (1)] takode u blok dijagonalnoj formi, pri ¢emu je D = B, i zavrsili
smo. Sada pretpostavimo da B ne sadrzi 1-blok. MoZemo pretpostaviti da je
rws(B,n) < cws(B,m), dok je dokaz analogan u slu¢aju kada je rws(B,n) >
cws(B,m). Neka je 1 € {1,...,n} vrsta za koju je w(B(i,*)) = rws(B,n).
Posto B ne sadrzi 1-blok, w(B(i,*)) > 2 i w(B(x,7)) > 1 za svako j €
{1,...,m}, matrica C = B™" je bez O-vrsta i 0-kolona. Prema induktivno]
hipotezi, postoji matrica D, za koju je D = C, i koja je u blok dijagonalnoj

formi, sa blokovima D1, ..., D,. Neka je sada B’ = B gde je B’ = [g} . Neka

je {Dy,...,D;,} podskup od blokova {Dy,...,Ds}, gde za D,,, za svako
i € {1,...,t}, postoji j € {1,...,m} takvo da B’(n,j) = 1 i u koloni j
matrice B’ se nalazi neka od kolona bloka D;,. Neka je sada B matrica koja
se dobija kada iz matrice B uklonimo n-tu vrstu, kao i sve vrste i kolone
u kojima se nalaze blokovi Dy, za i € {1,...,t}. Neka je B} matrica koja
se dobija kada iz B uklonimo vrste i kolone koje su uklju¢ene u B]. Neka
: "no_ Bi 0
je sada B" = {O B,
B" = B. Posto se matrica B, nalazi u blok dijagonalnoj formi, dok je Bj
blok, sledi da je matrica B” u blok dijagonalnoj formi, ¢ime je dokaz teoreme
zavrsen. [

]. Za matricu B” imamo da je B” = B’, odnosno

Lema 3.2.7. Ukoliko su A;, 1 < i < m, blokovi matrice B, tada

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po m. Za m = 1 tvrdenje je trivijalno za-
dovoljeno. Pretpostavimo zato da je m > 11 da je tvrdenje leme zadovoljeno
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za k = m — 1. Neka je C' matrica dobijena kada iz B isklju¢imo vrste i
kolone u kojima se nalazi blok A,,. Dalje, neka je P = R(C) i Q@ = R(A).
Tada za svako a € Pib € @ vazi (a,b) € R(B). Takode R(B) sadrzi samo
vrste ¢ za koje je ¢ = (a,b), gde je a € P ib € Q. Dakle, imamo da je
1(B) = r(C)r(4,,). Po induktivnoj hipotezi je r(C') = [[/;" r(4,), iz Cega
sledi tvrdenje leme. O

Lema 3.2.8. Neka je A € By jedan od blokova matrice B € B,,. Ukoliko je
A wvaljana matrica, tada je i B valjana.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je A prvi od blokova matrice B. Za A = I,
je 2r(B~ 1) = r(B), dakle B je valjana. Pretpostavimo zato da je A # I.
Posto je A valjana matrica, moZemo pretpostaviti da za C' = A~*7* vazi
r(A) < 2r(C). Iz Leme 3.2.7 dobijamo da je r(B) = a r(A), gde je a proizvod
kardinalnosti prostora vrsta svih blokova iz B sem A. Neka je D = B~1*7*L,
Tada imamo r(D) = a r(C) ir(B) =ar(A) <2ar(C) =2r(D), dakle B je

valjana matrica. O]
Lema 3.2.9. Matrica 0,, je valjana za svako n > 2.

Dokaz. Neka je B = 6,2*1 € B, ;. Ukoliko je n = 2 tada p(B) = 1 >
p(02) = 1/2. Za n > 2 imamo r(B) = 2r(w,_2), posto se B sastoji od dva
bloka, I i w, 2. Iz Leme 3.2.3 sledi r(6,) < 4r(w,_2) = 2r(B), odnosno
p(B) > p(bn). o

Lema 3.2.10. Neka je A € B, gde je n > 2, matrica za koju su teZine svih
vrsta kao i teZine svih kolona jednake 2, odnosno rws(A,1) = rws(A4,n) =
cws(A, 1) = cws(A,n) = 2. Tada je A valjana matrica.

Dokaz. Prema Lemi 3.2.6, postoji matrica A’, takva da je A= A1 A" jeu
blok dijagonalnoj formi. PoSto sve vrste i kolone matrice A" imaju teZine 2,
svi blokovi matrice A’ su ekvivalentni sa nekom od 6,,, za m; > 1. Prema
Lemi 3.2.9 ovi blokovi ¢ine valjane matrice, pa iz Leme 3.2.8 sledi da je A
valjana matrica. O

Lema 3.2.11. Neka je A = (\,"*)' € B,,_1. Dalje, neka je a € By,
w(a) =3, a(l) =1, a(n) =1, ia(j) =1 za neko 1 < 7 < n. Tada je
matrica [04 A] valjana.
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Dokaz. Neka je B = [oz A} i C = A" = p=(n=1x=+ Doyoljno je da
dokazemo da vazi p(C) > p(B). Neka je

On
P= o] =B

Iz D=%~(+Dx — B=i* gledi R™7*~("*D*(D) = R7*(B). Takode, imamo
R P+ D*(D) = RY*(B). Zbog toga R™*(B) UR™*(B) = R(B) C R(D)
ir(B) <r(D). Primenom Leme 3.2.2 na transponovanu matricu D dobijamo
r(D) =r(\,) +1r(A-1), odakle sledi r(B) < r(A,) +1r(Ap_1)-

Matrica C' ima dva dijagonalna bloka, tako da vazi r(C') = 21r(wy,—2). 1z
Leme 3.2.3 sledi

21(C) = 4r(wp—2) > r(A\y) +r(Ao1) > 1(B),
sto dokazuje da vazi p(C) > p(B). O

Lema 3.2.12. Neka je A € B,, p+ q=n, i neka

”

1, g=1,1=12,....n
j=1+1 :=12...,.n—1

A, j) = 1=p, j=1

1=mn, j=p+1

0, inace
\

odnosno,

Tada je A valjana matrica.

Dokaz. Neka je O = A-(=Ds=+p+1) - Dokazujemo da vazi p(C) > p(A).
Neka je

]
D=|0] 0 ’
0/; O
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D € By, Tada iz D75~ (40 = A=P* gledi R7P%~("FD*(D) = R7P*(A).
Dalje, imamo RTP*T("**(D) = R*P*(A4), i kao posledicu R™7*(A)UR*P*(A) =
R(A) C R(D) i stoga r(A) <r(D). Prema Lemi 3.2.2 imamo

r(D) = 1(6,)(t(Ag) +1(Ag-1)),

odakle je
J r(A) < 1(bp)(r(Ag) +1(Ag-1))-

Takode je r(C) =r(6,) - 2r(w,—2), odakle, pomocu Leme 3.2.3, dobijamo
21r(C) =4r(6,) r(wy—2) > r(A4)
odnosno p(C) > p(A). O

Lema 3.2.13. Neka jea € {0,1}, o € By o1, 5 € By11, A" € B,,—1, i neka

je
a «
=5 &
Ukoliko vazi w(B) > 3 i w(a)+a >3, iliw(B) > 2 iw(a)+a >4, tada je:

a) r(A) < r(A)) + 273 4 2n4,

b) Ukoliko je A gusta matrica, tada je i A" gusta matrica, a A je valjana.

Dokaz. a) Neka je £ = w(f), | = w(a) + a. Posto je A" € B,_1, iz
Tvrdenja 3.1.6.3 sledi

r [5 A,} S I"(A/) + 2n—1—k

r(A) <r(A) + 2R gon

Posto je k > 31l > 3,ilije k > 2 il > 4, u oba slucaja imamo
r(A) <r(A) +2n73 4 2n74,

b) Ukoliko je p(A) > 2, odnosno r(A) > 2"72 + 23 tada r(4') > r(A) —
2n=3 _gn=4 5 9n=3 4 9n=1 Zhog toga je r(A) < r(A’) 42773 4271 <
21(A’), odnosno p(A') > p(A) > 2.

O
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Lema 3.2.14. Neka je A € B,,,,. Dalje, neka je « = A(n,*) i w(a) = k.
Pretpostavimo da postoji € R™"(A), takvo da w(B) > k iaV p = 0,
odnosno, za svako 1 < i < m za koji je a(i) = 1 vaZi ﬁ( ) = 1. Neka je
w(B) =1, dakle | > k. Tada imamo t(A) < 17" (A) + 2" % — 2", Analogna
nejednakost vazi 1 za kardinalnost prostora kolona.

Dokaz. Ukoliko je | = k, tada o € R7™(A) i r(A) = r™™*(A) iz Cega sledi
tvrdenje leme. Zato, moZemo pretpostaviti da je | > k. Nekajey € RT™™(A)\
R™™(A). Tada imamo « V vy = 7, odnosno, za svako i € {1,...,m} za koje
je a(i) = 1, vazi (i) = 1, Dalje, imamo da 7 ne moze sadrzatl sve jedinice
sadrzane u B a koje nisu sadrzane u «, posto je u tom slucaju v € R™"*(A).
Broj razlic¢itih vektora 7 koji zadovoljavaju ova dva uslova je 2" (2/-% —1) =
2n=k — on=l 1z Tyvrdenja 3.1.6.5 sledi r(A) < 1 ™ (A) 4 27~F — 2n-L, O

Primetimo da je ovo nesto bolja gornja granica za r(A), nego jednostavna
granica r(A) < 17" (A) + 2"7*, koja sledi iz Tvrdenja 3.1.6.3.

Lema 3.2.15. Neka je A € B,, gusta matrica, pri cemu jen > 3, 1

1 |1 Oppy O] 1

A= On_471 A’ 0n—4,1

1 [0 Oppy 1| 1

gde je w(A(i, %)) =2, zal <i<n, iw(A(%,j)) =2, za 1l <j<n. Tada je
A wvaljana matrica.

Dokaz. Neka je B = A7 D = A i a = D(n,*). Imamo da je
w(a) = 21 a(l) = a(n—1) = 1. Posto je w(A(x,n — 1)) = 2, imamo
w(B(*,n—1)) = 1, odakle sledi da je B(j,n—1) = 1zaneko j € {2,...,n—
1}. Neka je v = B(1,*) V B(j, *). U zavisnosti od vrednosti j, razmatramo
dva slucaja.

1. 5 €{2,n—1}. Tada je w(vy) = 3.

2. j € {3,...,n—2}. Tada je w(B(j,* 2,
iE{2,..., — 1} iw(y) < w(D(1,%)) +w(D(j,

Iz Leme 3.2.14 sledi
r(D) <r(B)+ 9(n=1)=2 _ 9(n-1)—4 _ r(B) + on—4 4 gn=5.
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Posto je w(A(n — 1,%)) = 2, imamo w(D(n — 1,%)) = 1. Odavde sledi
D(n—1,j) = 1zaneko j € {2,...,n—1}. Dalje, neka je vy = D(x, 1)V D(x, ),
v € C(D). U zavisnosti od vrednosti j, razmatramo dva slucaja.

1. j€{2,n—1}. Tada je w(y) = 4.

2. j € {3,....,n—2}. Tada je w(D(x,5)) =
i€{2,...,n—1} iw(y) <w(D(x,1))

Iz Leme 3.2.14 sledi
c(A) <c(D)+2"3 —2"% =¢(D) + 2" 4 277,

Kombinujuéi ovu nejednakost sa gornjom granicom za r(D), dobijamo

r(A) <r(B)+2"* 4275 424 12" = p(B) 4273 4274,
Posto je matrica A gusta, odnosno r(A4) > 272 + 2773 imamo da je

2" 42" < p(B) 2 4 2n
Dakle, r(B) > 2773 + 2"~ i stoga
r(A) <r(B)+2"° +2"* < 21(B),

odakle sledi da je A valjana matrica. O

Lema 3.2.16. Neka je A € B,,. Ukoliko je

A — B 0n—l,l
o) a |’
tada vazi p(B) > p(A),
Dokaz. Izt [B 0,-11] = r(B) sledi r(A) < 21(B) O

Definicija 3.2.17. Za matricu A kaZemo da je zasicena ukoliko postoji vrsta

(kolona) j takva da vazi r(A) = r(A™7*) (odnosno r(A) =r(A™)).
Lema 3.2.18. Svaka zasicena matrica je valjana.

Dokaz. Neka je A zasi¢ena matrica, A € B,, za koju je r(A) = r(A™™),
i € {1,...,n}, i neka je j proizvoljni broj iz skupa {1,...,n}. Tada je
r(A) < 2r(A=*7*), odnosno p(A) < p(A~™74). 0
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Teorema 3.2.19. Neka je A € B, n > 2. Ukoliko je matrica A gusta, tada
je ona 1 valjana.

Dokaz. Neka je
m = min{rws(A4, n),cws(A,n)},

M = max{rws(A,1),cws(4,1)}.
U zavisnosti od vrednosti m i M razmatramo Cetiri slucaja.

Slucaj m < 1. Matrica A sadrzi vrstu ili kolonu tezine 0 ili 1, i tvrdenje
sledi iz Leme 3.2.16.

Slucéaj m = M = 2. Matrica A je valjana prema Lemi 3.2.10.

Slu¢aj m > 2 i M > 4. Dakle, postoji k, k € {1,...,n}, takvo da vaz
w(A(k, %)) >4 (ili w(A(x,k)) > 4). Posto je suma tezina vrsta matrice
jednaka sumi tezina kolona matrice, postoji [ takav da w(A(x,1)) > 3
(odnosno w(A(l,*)) > 3). Iz Leme 3.2.13 sledi da je A valjana matrica.

Sluc¢aj m € {2,3} i M = 3. Mozemo pretpostaviti da je w(A(l,x)) = 3.
Posto je suma tezina vrsta matrice jednaka sumi tezina kolona ma-
trice, dok je rws(A,n) > 2, postoji k, takav da je w(A(x,k)) = 3,
Ukoliko je u matrici A element 0 na preseku bilo koje vrste tezine 3
sa kolonom tezine 3, tada iz Leme 3.2.13 sledi p(B) > p(A), gde B
predstavlja matricu dobijenu uklanjanjem odgovarajuée vrste i kolone
tezine 3 iz A. Zbog toga mozemo pretpostaviti da je 1 u preseku svake
kolone tezine 3 i vrste tezine 3, unutar matrice A. Neka je t broj vrsta
matrice A ¢ija je tezina jednaka 3, pri ¢emu znamo da je ¢ > 1. Dalje,
u zavisnosti od toga da li je t veée od ili jednako 1, razmatramo dva
slucaja.

Slucaj t = 1. Samo prva vrsta i k-ta kolona matrice A imaju tezinu
jednaku 3, i na osnovu prethodne pretpostavke imamo da je A(1, k)
1. Ukoliko A sadrzi kao podmatricu blok jednak 6;, tada, prema
Lemi 3.2.9, postoji C' € B;_4, takav da je p(C) > p(6,), dakle
tvrdenje je istinito. U suprotnom, A je blok matrica, i stoga mora
biti jednaka nekoj od matrica iz Leme 3.2.11 ili Leme 3.2.12, dakle
A je valjana matrica.

95



Slucaj t > 2. Mozemo pretpostaviti da A ne sadrzi dve identi¢ne vrste
ili kolone, posto bi u suprotnom A bila zasi¢ena matrica, a samim
tim i valjana. Ukoliko je t = 2, poSto imamo M = 3, postoje tacno
dve vrste i dve kolone tezine 3. Cetiri elementa na njihovim prese-
cima imaju 1, jer u suprotnom bi tvrdenje sledilo iz Leme 3.2.13.
Stoga, iz Leme 3.2.15 sledi da je tvrdenje ta¢no. Ukoliko je t > 2,
tada matrica A sadrzi dve identi¢ne vrste ili kolone, ili sadrzi vrstu
i i kolonu j, sa tezinama 3, tako da je A(i,j) = 0. U bilo kom
slucaju, sledi da je matrica A valjana.

]

Posledica 3.2.20. Neka je A, € B, gde je n > 2, i A, je gusta matrica.
Tada postoji niz Ay, ..., An_q takav da A; € By, Aiq C A; i p(Ai_1) > p(4))
za svako i € {2,...,n}.

Lema 3.2.21. Neka je A matrica iz B,, koja ima dve vrste (kolone) sa teZi-
nom 4 ili vise, odnosno rws(A,2) > 4 ili cws(A,2) > 4. Tada je p(A) < 2.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je w(A(1,%)) > 41 w(A(2,%)) > 4. Tada
je rT1(A) < 2n71 7 LH+2(A4) < 277* (prema Tvrdenju 3.1.6.3), i imamo
r b72(A) < 2772, Tada, iz Tvrdenja 3.1.6.8 sledi

I'(A) S 2n74 4 2n74 + 2n72 — 2n72 + 2n737

odakle dobijamo p(A) < g. Dokaz je analogan u slucaju kada dve kolone

imaju tezine barem 4. O

Definicija 3.2.22. Neka je A € B,,. Operator type(A) definisemo na sledeci
nacin.
(0 wkoliko je rws(A,1) <4, rws(A4,2) < 3,
cws(A, 1) <3,
ili cws(A,1) <4, cws(A,2) <3,
rws(A4, 1) < 3,
1 wkoliko je cws(A,1) >4, cws(A,2) <3,
type(A4) = rws(A, 1) < 3,
ili rws(A, 1) >4, rws(A,2) < 3,
cws(A, 1) <3,
2 wkoliko je rws(A,1) > 3, cws(A,1) > 3,
rws(A4,2) <3, i cws(A,2) <3,
3 inace
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Lema 3.2.23. Neka je A € B,,. Ukoliko je matrica A gusta, tada je type(A) €

{0,1,2}.

Dokaz. Posto je matrica A gusta, iz Leme 3.2.21 sledi rws(A,2) < 3 i
cws(A, 2) < 3, odakle dobijamo type(A) € {0, 1, 2}.

Neka D oznacava klasu gustih matrica, odnosno D = {A € B,: n >
1, A je gusta matrica}. Dalje, ozna¢imo

D, ={A e D: type(A) =i}, zai € {0,1,2}.
Prema prethodnoj lemi je
D =Dy UD;UD,,
dok D;ND; =0 zasvakoi #j,0<i<2 0<j<2

Definicija 3.2.24. Neka je A € B, i neka vazi i,j,k,1 € {0,...,n}, pri
cemu je i # k, j # 1. Dalje, neka su x,y € {0,1}. Za matricu A kaZemo da
ima krst IC, (A, 1,7, k, 1) ukoliko vaZi:

1. A(k,j) ==,
A(i,l) =y,

k1) =

> e

(
(i
A(
w(A(k, %) =z +1,
(

5. w(A(x, 1)) =y + 1.

Za x = 0, u izrazu IC; (A, 4, J, k, [) stavljamo * umesto j, odnosno pisemo
Koy(A,i,%, k1), posto vazi A(k,p) = 0 za svako p # [. Sli¢no za y = 0,
stavljamo * umesto i, odnosno pisemo K, o(A, *, 7, k, ). Element A(k,[) =
je 1-blok ako i samo ako A ima krst Ko (A4, *, *, k, ).

Definicija 3.2.25. Neka je B € B, N'D. Za matricu A kaZemo da je bazna
matrica matrice B, u oznaci A = Base(B), ukoliko se A dobija iz B pri-
menom narednog algoritma.

Algoritam 3.2.26. [zracunavanje matrice Base(B) za dato B € D.
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Ulaz: Matrica B
Izlaz: Matrica Base(B)
Pocetak
sve dok B ima 1-blok Koo(x,*,k,1) i B € B,,, m > 1
ukloni 1z B vrstu k 1 kolonu [
ukoliko type(B) =1 tada
Neka je C matrica za koju C = B, w(C(*,1)) > 4
B+ C
sve dok w(B(x,1)) > 5 4 B ima krst Kio(B, *, 1, k,)
ukloni iz B vrstu k 1 kolonu [.
inace ukoliko type(B) =2 tada
Neka je C' matrica za koju C = B, w(C(1,%)) > 3, w(C(x,1)) > 3
B+ C
sve dok w(B(x,1)) >4 @ B ima krst K1o(B,*,1,k,1)
ukloni iz B vrstu k 1 kolonu [.
sve dok w(B(1,%)) >4 i B ima krst Ko1(B,1,*,k,1)
ukloni iz B vrstu k i kolonu [
sve dok w(B(x,1)) >4 i w(B(1,%)) >4
1 B ima krst ’Cl,l(B7 1, 1, k'l, ll) ) ’Cl,l(B7 1, 1, k'Q, 12), kl 7é kg 1 ll # 12
uklont 1z B vrstu ko 1 kolonu ls
vrati matricu B
Kraj

Primetimo da se primenom gornjeg algoritma ne menja tip matrice, odnosno

vazi type(B) = type(Base(B)).
a B
A=la 4]

Neka je
matrica iz skupa By, za neko k > 1, pri ¢emu je A" € By_;. Neka je
z,y € {0,1}, i neka je X, ,(A) oznaka za matricu

a By
Xey(A)=|la A 0
r 0 1

Za Xy, (X s (A)) cemo koristiti kraci zapis Xy, o, Xey 4 (A), dok je XF  (A)

Z1,Y1
-, k_l v . ~ .
kraca oznaka za A, ,, X, (A). Ocigledno je da vazi

Xy KXo o (4) = Xy o Xy (A).
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Dokaz naredne leme nalazi se u radu Zivkovica [38].

Lema 3.2.27. Neka je A € B,,, gde je n > 1, matrica bez nula vrsta i nula
kolona. Tada vazi

A0 1 110 1
r| 0|C D |=(xA)-2)r(C)+r|0/C D
1| E F 11E F
Lema 3.2.28. Neka je
a B 1 1
2 |la B o A0 0
A_Xl’l[oz A’}_ 1 0 1 0’
1 0 0 1

gde je A € B,, A" € B3, a € B,_31, B € Bins, a € {0,1}. Neka je
B =A""""_ Tada vaZi p(B) > p(A), odnosno, matrica A je valjana.

Dokaz. Prema Lemi 3.2.27 imamo
r(A) = (r(fy) —2) 1(A) +1(B) = 2 1(A) +1(B)

A0

Neka je C' = {O 1}; tada r(C') = 2r(A’). Posto je C' C B imamo 21(A) =

r(C) < r(B), odakle sledi r(A) = 2r(A") + r(B) < 2r(B), ¢ime je dokaz
kompletiran. O

Lema 3.2.29. Za svako B € D;, i svako i € {0,1,2}, vaZi Base(B) € D;,
gde su D; definisane sa (3.2.2).

Dokaz. Neka je A = Base(B). Posto je matrica A dobijena iz B primenom
Algoritma 3.2.26, imamo da je type(B) = type(A). U zavisnosti od vrednosti
1, razmatramo tri slucaja.

Slucaj i = 0. Tada je p(A) = p(B) > 2.
Slucaj i = 1. Iz Leme 3.2.16 sledi p(A) > p(B) > 2.

>
Slucaj i = 2. Iz Lema 3.2.16 i 3.2.28 sledi p(A) > p(B) > 2.
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Definicija 3.2.30. Za svako i € {0, 1,2} definisSemo familiju skupova &; kao
& = {can(Base(B)): B € D;}. (3.10)
Definicija 3.2.31.
Co={AX5o(A):p>0, AcB,N&, n>1}.
Definicija 3.2.32. Neka je A = [a A’}, A € B,N&;, pri cemu je w(a) > 4.

Tada
C1(A) = {1 X20(A): p.q > 0}, (3.11)

Definicija 3.2.33. Neka je A = B j,
je A€ By 1,1, it vaZi w(a) +a > 3, kao i w(B) + a > 3. Tada

matrica iz skupa B, NEy, pri cemu

Co(A) = {7 X5 X0 AEo(A): p,g, 7,5 > 0} (3.12)

Tvrdenje 3.2.34. Za svako i € {0,1,2}, i svako D € D;, gde su D; defini-
sane sa (3.2.2), vazi D € C;(Base(D)).

Dokaz. Tvrdenje sledi iz postupka Algoritma 3.2.26 i definicija klasa D;. [

Neka je A = B ﬁ, . Sada pokazujemo kako se izra¢unava r(B) za bilo

koje B € C;(A), i € {0,1,2}. Prvo, za AF,(A) imamo da je

g 0
r(X5o(A)) =1 A = 2P1(A), za svako p > 0.
0

oL e

0
I,
Koris¢enjem Leme 3.2.27 i Leme 3.2.2, za &Y ;(A) dobijamo

a B 0
r(X7(A) =(27-2)r Lf,} +rla A 0
1 0 1

= (29— 1)r Lf,} +r Z f{,} , za svako q > 0. (3.13)
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Primetimo da je ova jednakost trivijalno zadovoljena za ¢ = 0. Analogno, za

X5, (A) dobijamo

a (B 1
r(X,(A4) =2 —2)r[a Al+rja 4 0
0 0 1

=2 —Drfa A]+r a B za svako r > 0. (3.14)

Teorema 3.2.35. Neka je A = [a A'], gde su A" € Byj—1, o € By1, i neka

je
a A0 0
B = XX y(A) =11 0 I, 0],
00 0 I,
gde je Be B,, n=k+p+q. Tada je
r(B) = 2""Fr(A) + 27 (v A'] —1(A))). (3.15)
Dokaz. Neka je
,  |la A" O
7=[i % )

Pomoc¢u jednakosti (3.13), dobijamo r(B’) = 27r(A’) +r[a A’ —r(A"). Otuda
r(B) = 2PT9r(A)+2°(r[a A']—1(A")) i posto jen = k+p+q, sledi (3.15). [
Teorema 3.2.36. Neka je A = {Z 5,] matrica iz skupa By, pri cemu je
A" € By_14-1. Neka sup,q,r,s >0, B € B, i neka je

a p 1 1 0 0
a A0 0 0 0
r s 1 0 I, 0 0 0O
B = X({OXﬁOXO,l‘XLl(A) = 0 0 0 Ir 0 0
1 0 0 0 1, 0
0 0 0 0 0 I,
pri cemu jen =k +p+q+1r+s. Uvedimo sledece oznake
3 a [ 1
AQZ[Oé A/], A3: |:A,:|, A4: a A 0] .
1 0 1
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Tada vazi
r(B) = 2" P r(A) 4 2PHey 4 274y + 2Py, (3.16)

gde je
Co = 1“(142) - I"(A/), C3 = r(A3) - I“(A/),

¢ = { r(A)+1(A") —r(Ay) —r(A3), s=0 (3.17)

r(Ag) — 1(As) — x(As), 5> 0.
Dokaz. Neka je

a f 1 1 0
a A0 0 O
B'=|1 0 I, 0 0
0 0 0 [ O
1 00 0 I,

i pretpostavimo, za pocetak, da je s = 0. Koris¢enjem jednakosti (3.13)

dobijamo
6 1 a [ 1
r(BY=27—1)r [A" 0| +r|a A" 0].
0 I 1 0 I

Primenom jednakosti (3.14) dobijamo

3 1
r [A’ 0] = (2" —=1)r(A") +r(A3)
0 I,

a p
rla A = (2" = 1)r(A42) +1(A).
1 0

~SNoo

Otuda imamo

r(BY) = (21 = (2" = ) r(A) +r(A3))
+ (27— 1) 1(A) + 1(A),

odnosno
r(B') = 207" r(A') + 27y + 2%c3 + ¢y (3.18)
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MnozZenjem ove jednakosti sa 2P i zamenom p 4+ q¢ + r sa n — k dobijamo
jednakost (3.16) za slucaj s = 0. Za izra¢unavanje vrednosti r(B’) za s > 0 i
p = 0, koristimo jednakost (3.18) menjajuci

e )[4

redom sa
A 0] a4 0] |91 o B 1
o .I' 11 o Ll A0, [« A O
s s 0 I 1 0 I
Zamenom
/ -AI 0 s /
r(A)sar_O ]J—Z r(A'),
, (o A" 0 s ,
rla A]sar L 0 IJ =(2°=1)r(A) 4+ r(As),
I
r [A/ sar|A 0 =(2"=1)r(4) +1(Az),
oo,
8] [« B 1
r [a Jdsarfa A 0 =(2°-2)r(4) +1(Ay),
a A
| 1 0 I,
dobijamo

r(B') = 2077 1(A') + 277 (x(A3) — 1(A)) +
+ 275 (1(Ay) — 1(A')) + (£(As) — £(Ay) — 1(Ay))
= QT L (AT) 4 2y 2y

MnozZenjem ove jednakosti sa 2P i zamenom p + g+ r + s sa n — k, dobijamo
jednakost (3.16) za slucaj kada je s > 0. O

3.2.3 Karakterizacija gustih matrica

Primetimo da klase C;(A) imaju beskona¢no mnogo elemenata. Medutim,
broj matrica u skupovima &;, datim sa (3.10) je konacan za svako i € {0, 1, 2}.
U Teoremi 3.2.41 dokazujemo da za klase F;, i € {0, 1,2}, dobijene narednim
algoritmom, vazi & = F;.
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Algoritam 3.2.37 (Odredivanje klasa F;()).

Izlaz: Klase F;, za 0 <1 <2
Pocetak
n<1
Gi < {1}
sve dok |G,| >0
Ont1 0
za svako A € G,
ukoliko type(A) € {1,
dodaj can(Base(A)) u
inace
ukoliko type(A) =0 i A sadrzi 4 ili vise 1-blokova tada
dodaj can(Base(A)) u Foy
inace
za svako B € B, za koje je
B(i,j)=A(i,j), 1<i<n, 1<j<n
ukoliko p(B) > 2 tada
dodaj can(B) u G, 41
zameni n san + 1
Krajy

2} tada

Maksimalna dimenzija matrice koja se dostize izvrsavanjem gornjeg algo-
ritma je 12, odnosno G5 = 0.

Definicija 3.2.38. Za matricu A kaZemo da je prosiriva ukoliko je gusta,
ima 3 ili mange 1-bloka, i vazi type(A) = 0.

Teorema 3.2.39. Neka je A € B,, prosiriva matrica, za neko n > 1. Tada
postoji matrica C' € B,,_1, C C A, takva da je C' proSiriva matrica.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je n = 2. Iz p(A) > 2 sledi da je r(A) > 1.
Dakle, postoje k i m, takvi da A(k,m) = 1, k > 1im < 2. Mozemo
pretpostaviti da je A(1,1) = 1. Tada za C = A=2**2 vazi p(C) = 1,1 C je
prosiriva matrica, ¢ime je dokaz zavrSen. Pretpostavimo zato da je n > 2.
Ukoliko A sadrzi 1-blok, neka je C' matrica koja se dobija uklanjanjem jednog
1-bloka is matrice A. Tada je p(C) = p(A) > 2, type(C) =01 C sadrzi 2 ili
manje 1-bloka. Dakle, C je proSiriva matrica, i zavrsili smo. Pretpostavimo
sada da A ne sadrzi 1-blok. Razmatramo naredne slucajeve.
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Slucaj rws(A,n) = 0. Posto je type(A) = 0, matrica A sadrzi najvise jednu
kolonu tezine 4, odnosno A sadrzi kolonu tezine manje od 4. Mozemo
pretpostaviti da je w(A(1,%)) = 01 w(A(x,1)) < 3. Neka je C' =
A~1*7*1 Tada matrica C sadrzi 3 ili manje 1-bloka. Takode, p(C') >
p(A) i type(C) = 0; dakle C' je prosiriva matrica.

Slucéaj cws(A,n) = 0. Dokaz je analogan dokazu za prethodni sluc¢aj.

Slucaj rws(A,n) = 1. Mozemo pretpostaviti da vazi A(1,1) = 1, kaoi w(A(1, %)) =
1. Neka je D = A7 i neka je C = A~ ~*1. Tmamo da je r(C) =
r(D) > r(;) odakle sledi p(C) > 2. Neka je E = A7, stoga je
C = E~*!. Posto C sadrzi 3 ili manje 1-bloka, dok je w(E(1,x)) < 3,

sledi da E ne sadrzi 1-blok. Prema tome, C' je proSiriva matrica.

Slucéaj cws(A,n) = 1. Dokaz je analogan dokazu za prethodni slu¢aj.

Slucéaj rws(A,n),cws(A,n) > 2. Iz Teoreme 3.2.19 sledi da postoji C' €
B, takav da C' C A i p(C) > p(A). Mozemo pretpostaviti da je
C = A1 1z type(A) = 0 sledi da je type(C') = 0, odnosno ma-
trica C' ne sadrzi vrstu i kolonu takve da i jedna i druga imaju tezinu
veéu od 3. Posto matrica A ne sadrzi vrstu ili kolonu tezine manje od 2,
jedini 1-blok u C' moze biti za k i [ takve da A(1,k) =11 A(m,1) = 1.
Posto vazi w(A(1,*)) < 4 ili w(A(%, 1)) < 4, ili oba, matrica C' ne moze
imati vise od 3 1-bloka. Time je dokaz teoreme kompletiran.

]

Lema 3.2.40. Neka je A € B, gde je n > 1, proizvoljna prosiriva matrica.
Tada se matrica B = can(Base(A)) dobija primenom Algoritma 3.2.37.

Dokaz. Neka su F;, sa 0 < ¢ < 2, klase matrica dobijene primenom Algo-
ritma 3.2.37. Ukoliko je n = 1, tada A = B = I, i stoga B € Fy. Dakle,
mozemo pretpostaviti da je n > 2. Iz prethodne teoreme sledi da postoji
matrica C,_; C A, takva da je C,_; € B,_1 i C,_1 je prosiriva matrica.
Takode, postoje Ci,...,C,_1 takve da [, = C; C ---C,_1 C A 1isve C}
su prosirive matrice. Odavde zakljucujemo da se matrica A moze dobiti
primenom Algoritma 3.2.37. m

Primetimo da je ovo tvrdenje slicno onom u Teoremi 3.2.19. Postoji
beskona¢no mnogo gustih matrica, ali klasa F; je konacna za svako ¢ €
{0,1,2}. Ovo tvrdenje nam obezbeduje efikasno pronalaZenje svih gustih
matrica.
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Teorema 3.2.41. Neka su F;, za i € {0,1,2}, klase matrica dobijene pri-
menom Algoritma 3.2.37. Tada

& = Fi, za svako i € {0,1,2}

2
pclJ U a. (3.19)
i=0 AeF;
gde su klase &;, zai € {0,1,2}, date sa (3.10), zatim klase C;, za i € {0,1,2},
date sa (3.2.31), (3.11) i (3.12), dok je D klasa svih gustih matrica.

Dokaz. 1z ¢injenice da su klase F; dobijene primenom Algoritma 3.2.37, sledi
da je F; C & za svako i € {0,1,2}. Ostaje nam da dokaZemo da vazi i
& C F;, za svako i € {0,1,2}, odnosno da se primenom Algoritma 3.2.37
dobijaju sve guste matrice. Prema Lemi 3.2.40, dovoljno je da dokazemo je
svaka matrica A, za kojuvazi A € B,,, A€ & 10 <1 < 2, proSiriva ili postoji
matrica C € B,,_1, C C A, takva de je C prosiriva matrica. Time dobijamo
da se svaka od matrica iz &;, 0 < ¢ < 2, dobija primenom Algoritma 3.2.37.
U zavisnosti od vrednosti ¢, razmatramo tri slucaja.

Slu¢aj i = 0. Posto je matrica A gusta, type(A) = 01 A ne sadrzi 1-blok,
sledi da je A prosiriva matrica. Iz Leme 3.2.40 sledi da je A € Fy.

Slu¢aj i = 1. MoZemo pretpostaviti da je cws(A,1) > 4 irws(A,1) <3. U
suprotnom, za rws(A,1) > 4 i cws(4,1) < 3, razmatramo matricu AT
umesto A. Dalje, moZemo pretpostaviti da je w(A(x, 1)) > 5.

Slu¢aj cws(A,n) = 0. Mozemo pretpostaviti da je w(A(x,2)) = 0.
Neka je C' = A7 i neka je D = A~*17*2. Posto r(C) = r(D) i
D € B,,,,_2, imamo da je r(C) < 2" 2 ir(A) < 2"242"75. Dakle,
matrica A nije gusta, i A ¢ &, §to protivreci nasoj pretpostavci.
Slucaj cws(A,n) = 1. Mozemo pretpostaviti da je w(A(x,2)) = 11
A(1,2) = 1. Posto je A bazna matrica, ona ne sadrzi 1-blok,
odakle sledi da je w(A(1,%)) > 1. Sada razmatramo dva slucaja.

1. w(A(1,*)) = 2. Ponovo imamo dva slucaja.
(a) A(1,1) = 1. Tada A sadrzi krst K o(A4,*,1,1,2), a posto
je A bazna matrica, sledi da je A(x,1) = 5. Neka je
D = A" ineka je C = A2 Posto je r(C) = r(D),
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imamo da je 2r(C) > r(A), dakle matrica C' je gusta.
Posto rws(C,1) < 4 1 cws(C,1) < 4, a matrica C' ne
sadrzi 1-blok, znaci da je C' proSiriva matrica.

(b) A(1,1) = 0. Nekaje D = A~ i (¢ = A~1=1, I
Leme 3.2.13 sledi da je p(C') > p(A). Ukoliko matrica
C sadrzi 3 ili manje 1-bloka, tada je C prosiriva matrica,
i zavr$ili smo. U suprotnom, matrica D sadrzi barem 2
1-bloka, odnosno, matrica A sadrzi krst Ky o(A4, *,1,1,7),
zaneko i € {2,...,n}ij € {3,...,n}. Posto je A bazna
matrica, mora biti w(A(x,1)) = 5. Dalje, neka je E =
A7 Prema Lemi 3.2.16 matrica E je gusta, a posto
je A(i,1) = 1, sledi da je cws(FE, 1) = 4. Takode, imamo
da je rws(E,1) < 3, i poSto E ne sadrzi 1-blok, F je
prosiriva matrica, i zavrsili smo.

2. w(A(1,%)) = 3. Neka je C = A~'*!. Prema Lemi 3.2.13
imamo p(C) > p(A), odnosno C' je gusta matrica. Dalje,
imamo da je cws(C') < 4 i rws(C) < 4. Ukoliko C' sadrzi 3
ili manje 1-bloka, C' je prosiriva matrica. U suprotnom, A
mora sadrzati krst /Cy o(A, , 1,4, j). Medutim, tada je prema
Lemi 3.2.16 za £ = A~ ~* matrica E gusta, a posto je
A(i,1) = 1, imamo da je cws(E, 1) = 4. Takode, imamo da
je rws(E,1) < 3, i posto E ne sadrzi 1-blok, matrica E je
prosiriva, i zavrsili smo.

Slucéaj cws(A,n) > 2. Suma tezina vrsta jednaka je sumi tezina kolona,
za koju znamo da je vec¢a od 2n, odakle sledi da matrica A sadrzi
vrstu koja ima tezinu veéu od 2. Posto je rws(A, 1) < 3, sledi da
je rws(A,1) = 3. Mozemo pretpostaviti da je w(A(1,x*)) = 3.
Neka je C = A7*7*1 Iz Leme 3.2.13 sledi da je matrica C
gusta. PoSto A ne sadrzi 1-blok, i posto je w(A(x,i)) > 2 za
svako 7 € {1,...,n}, matrica C' ima 3 ili manje 1-bloka. Dakle,
matrica C' je a prosiriva.

Sluc¢aj ¢ = 2. Razmatramo sledece slucajeve.

Slu¢aj rws(A,1) > 5, i cws(A, 1) > 5. Mozemo pretpostaviti da vazi
w(A(L, %)) > 41 w(A(*,1)) > 4. Neka je C = A" Posto
je A bazna matrica, ne moze sadrzati krst Ky o(A, 1,1, k,1) niti
Ko1(A, 1,1, k,1). Takode, ne moze sadrzati krstove ICy 1 (A, 1,1, ky, 1)
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i K171<A,1,1,k2,l2), takve da vazi k’l,ll,kg,lg > 1, k1 7é ll,k’g 7&
l5. Sledi da matrica C' sadrzi najvise jedan 1-blok. Osim toga,
type(C) = 0, posto je rws(C,1) < 31 cws(C, 1) < 3, i matrica C
je gusta, prema Lemi 3.2.13. Dakle, matrica C' je proSiriva.

Slu¢aj cws(A,1) > 5 i rws(A, 1) = 4. Mozemo pretpostaviti da vazi
w(A(1,%)) = 41 w(A(x,1)) > 4. Posto je matrica A bazna, ona
ne sadrzi krst Ky 0(A,1,1,k,1). Neka je C = A~'**1. Prema
Lemi 3.2.13, matrica C' gusta. Sada razmatramo dve moguénosti.

1. C sadrzi 3 ili manje 1-bloka. Posto je rws(C,1) < 3icws(C,1) <
3, sledi da je type(C') = 0, iz ¢ega sledi da je C prosiriva ma-
trica.

2. (' sadrzi 4 1-bloka. Ponovo razmatramo dva slucaja.

(a) rws(C, 1) = 1. Ukoliko je rws(C,n—1) = 0, mozemo pret-
postaviti da je w(C'(1,%)) = 0, stogar(A™*!) = r(A~27*1)
i matrica A=2*~*! je prosiriva. Zato moZemo pretpostaviti
da je rws(C,n—1) > 0, odnosno rws(C,n—1) = 1. Posto
matrica C' sadrzi 4 1-bloka, dok je w(A(l,x)) = 4, za
svako i za koje je A(1,1) = 1 vazi w(A(x,4)) = 2. Ukoliko
je ews(C,n — 1) =0, tada cws(A,n) = 0, 1 mozemo pret-
postaviti da je w(A(x,2)) = 0. Stoga r(A) < 272 42775
i matrica A nije gusta, Sto je kontradikcija. Ukoliko je
rws(C,n — 1) > 0, poSto imamo da je w(C(i,*)) = 1 za
svako i € {1,...,n — 1}, tada sledi da je C = I,, 4. Ovo
povlac¢i da matrica A nije bazna, $to je u suprotnosti sa
pretpostavkom.

(b) rws(C, 1) > 2. Mozemo pretpostaviti da je w(C(1, %)) >
2. Neka je sada D = A=?*7*L_ Posto je type(D) = 0,
matrica D je gusta, prema Lemi 3.2.13. Matrica D sadrzi
3 ili manje 1-bloka, dakle D je proSiriva matrica.

Slucaj rws(A,1) > 5, cws(A, 1) = 4. Dokaz ovog slucaja je analogan
dokazu prethodnog slucaja.

Slucaj rws(A,1) =4 i cws(A, 1) = 4. MoZemo pretpostaviti da vazi
w(A(1, %)) =41 w(A(*,1)) = 4. Neka je C = A~ Posto je
type(C) = 0, matrica C' je gusta, prema Lemi 3.2.13. Ukoliko C
sadrzi 3 ili manje 1-bloka, matrica C' je prosiriva, i dokaz je za-
vrien. Dakle, mozemo pretpostaviti da C' ima 4 1-bloka. Matrica
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C sadrzi 1-blokove samo u slede¢im slucajevima.

1. Asadrzi krst K1 (A, 1,1, k,1). Neka je D = A=%=* Matrica
D je gusta, type(D) = 0 i D ne sadrzi 1-blok, §to znadi da je
D prosiriva matrica.

2. Asadrzi krst Ko1(A, 1,1, k,1). Analogno prethodnom slucaju,
za D = A=%~* matrica D je progiriva.

3. A sadrzi dva krsta ’Cl,l(Aa ]_, 17 kh ll), ’Cl,l(Aa ]_, ]_, k?g, lg) takva
daje k’l, ll, k’Q, Iy > 1, k1 7é ll, ko 7é ls. Nekaje D = A ksl
Iz Leme 3.2.28 sledi da je p(D) > p(A). Osim toga, type(D) =
0, i posto je A(1,{1) = 11 A(ky,1) = 1, dok D ne sadrzi 1-
blokove; dakle D je prosiriva matrica.

Tvrdenje (3.19) sledi iz & = F;, Leme 3.2.29, i Algoritma 3.2.26. O

3.2.4 Rezultati dobijeni primenom Algoritma 3.2.37 (Od-
redivanje klasa F;())

Primenom Algoritma 3.2.37, dobijamo klase &;, i € {0, 1,2}. Bitni parametri
matrica iz ovih klasa dati su u Tabelama 3.1, 3.2 i 3.3. Radi konciznijeg
zapisa, dobijene matrice A € &;, 1 <1 < 2, su dalje kracene na sledeé¢i nacin:
dok god matrica A € By, za koju je k > 1, ima krst /C; (A, 1,1, k,1), gde je
x4y > 0, iz matrice A ukljanjamo k-tu vrstu i [-tu kolonu.

Neka je w(m) oznaka za broj jedinica u binarnom obliku celoga broja m,
i neka je A matrica iz &;, i € {0,1,2}. U Tabelama 3.1, 3.2 1 3.3, su prikazane
naredne vrednosti.

Tabela 3.1. dim(A), r(A) i w = w(r(A)).

Tabela 3.2. Za A = [a A'] su date dim(A), ¢; = r(A4) — r(A’), koje se
koriste za izra¢unavanja u jednacini (3.15), kao i w = w(r(A)).

Tabela 3.3. Za A = B j,} su date vrednosti dim(A), r(A4’), ¢, cs, c1,

koje se koriste za izra¢unavanja u jednacini (3.16), kao i w = w(r(4)).
Svaki red Tabele 3.3 sadrzi primer matrice, napisane kao niz celobrojnih
vrednosti, ¢ije binarne reprezentacije su vrste matrice.

Koris¢enjem ovih rezultata dokazujemo da vazi R, N (2" 2+2"73 2" 1) =

Anp.
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Tabela 3.1: Skup trojki (dim(A),r(A),w) za svaku matricu A iz skupa
skracenih matrica klase &,.

| [ dim(A) [r(A) [w] [dim(A) [r(4) | w |
1 1 111126 7 50 | 3
2 1 2111 27 7 ol | 4
3 2 21| 28 7 52 | 3
4 2 312129 7 53 | 4
5 3 4111 30 7 54 | 4
6 3 51231 7 26 | 3
7 4 713 32 7 b7 | 4
8 4 81 1|33 7 a8 | 4
9 4 91234 7 64 | 1
10 4 10| 2 || 35 7 65 | 2
11 5 13 3 | 36 8 97 1 3
12 5 141 3 || 37 8 98 | 3
13 5 154 | 38 8 99 | 4
14 5 16| 1 |39 8 100 | 3
15 5 1712 || 40 8 101 | 4
16 6 25| 3 | 41 8 102 | 4
17 6 26 | 3 || 42 8 104 | 3
18 6 27 | 4 || 43 8 105 | 4
19 6 28 | 3 | 44 8 106 | 4
20 6 29 | 4 | 45 8 108 | 4
21 6 30| 4 | 46 8 112 | 3
22 6 31| 5 | 47 8 128 | 1
23 6 32 |1 || 48 9 195 | 4
24 6 33 (2|49 9 200 | 3
25 7 49 | 3 | 50 9 208 | 3
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Tabela 3.2: Skup ¢etvorki (dim(A),r(A’), ca, W) za svaku matricu A iz skupa
skracenih matrica klase &;.

’ ‘ dim(A) ‘ r(A") ‘ Co ‘ w ‘
1 1 11112
2 1 110 |1
3 2 21112
4 2 21011
5 3 313 |4
6 3 41112
7 3 31213
8 3 410 |1
9 3 31113

10 4 713 |5
11 4 81112
12 4 712 |4
13 4 6|3 |4
14 4 81011
15 4 71114
16 4 6|23
17 4 7103
18 4 6113
19 5 1314 | 4
20 5 12| 5 | 4
21 5 131 3|5
22 5 121 4 | 3
23 5 13|12 | 4
24 5 12| 3 | 4
25 5 1311 1|4
26 5 121 2 | 3
27 5 13|10 |3
28 5 121 1] 3
29 6 241 8 | 3
30 6 241 6 | 4
31 6 241 4 | 3
32 6 24| 3 | 4
33 6 241 2 | 3
34 6 231 3|6
35 6 24111 3
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3.2.5 Dokaz jednakosti R, N (2772 4 2"73 2n71) = A,

Dokaz. Prvo dokazujemo da za svako a € A, postoji matrica A € B,, takva

A/

zavisnosti od toga kom skupu sa desne strane jednakosti pripada vrednost a.

da vazi a = r(A). Neka je A = {Z B} Razmatramo cetiri slucaja, u

Sluc¢aj a € A, 3. Neka je
1 00
A=1|1 0 1

111
matrica iz & N Bs ¢iji su parametri dati u 13. redu Tabele 3.3. Imamo
dajer(A’) =3, co =c3 =0, ¢; = 1, §to odgovara slucaju datom u (3.17)
Teoreme 3.2.36 za s = 0. Otuda, postoji ¢, gde je i € {0,...,n — 4},
tako da

P (AT () = 272 427 4 9 =,

odakle sledi R(C2(A) N B,) 2 A, 3.

Sluc¢aj a € A, 4. Neka je

1 00
A=1|1 0 1
0 1

—_

matrica iz £ N B ¢iji su parametri dati u 7. redu Tabele 3.3. Imamo
da je r(A’) = 3, ca = 0, c3 = ¢4 = 1, §to odgovara slu¢aju datom
u (3.17) Teoreme 3.2.36, za s = 0. Otuda, postoje i i j takvi da
i,j€{0,...,n—3}1i

r (Xﬂ()_g_ZX(;,_lj‘Xg,O(A>) — 2n—2 + 2n—3

+2'+2 =aq,
odakle sledi R(C2(A) N B,,) 2 A, 4.
Slu¢aj a € A, 5. Neka je
0 0 1
A=1(0 1 1
1 10
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matrica iz &N Bs ¢iji su parametri dati u 4. redu Tabele 3.3. Imamo da
jer(A) =3, co =c3 =1, ¢; = 2, §to odgovara slucéaju datom u (3.17)
Teoreme 3.2.36, za s > 0. Otuda, postoje 7, j, i k takvi da 0 < k,
E+1<i<n—4,i
(X X (A) =202 4 20
+2i+2k+1+2k:a

odakle sledi R(C2(A) N B,) 2 A; 5.

Slu¢aj a € A}, 5. Za matricu A datu u prethodnom slu¢aju biramo vrednosti
zat, j, k,takodavazi 1 < k, zatim k+2 < j <1, kaoit+j < n+k—>5,
i dobijamo
(A, XA (A) = 27 S b
+ 28 4 2F = q,
odakle sledi R(C2(A) N B,) 2 Aj 5.

Neka je R/ oznaka za skup R, N (2" 2 + 2773 2"~1). Dakle, dokazali smo da
vazi R, O A,. Sada dokazujemo

R, ={x(B):Be |J |JcC(A)nB,}

i=1,2,3 A€E;
N2 +2"3 2" C A,.
Primetimo da
Ai={aec (224273 2" N w(a) =i}, =zaic {34}
Takode, primetimo da skup

A s ={ae(2"?42"22"1): w(a) =5, (3.20)
a=2""242"3 4 ot 4 okl 4 oF (3.21)
0<k k+2<i<n-—4}
sadrzi sve celobrojne vrednosti iz intervala (2772 4 2773 27~1)| ¢iji binarni

zapis ima 5 jedinica i dve najnize jedinice su u binarnom zapisu jedna pored
druge. Zbog toga, dovoljno je da proverimo samo matrice ¢iji su parametri
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dati u Tabelama 3.1, 3.2, 1 3.3, pri ¢emu je w(r(A)) > 5, zatim w(r(A)) = 5,
i dve najnize jedinice binarnog zapisa r(A) nisu jedna pored druge.
Tabela 3.1. Vrednost w = w(r(A)) je veca ili jednaka 5 samo u 22. redu.
Tada je B = X{';°(A) i r(B) = 31, odnosno r(A) = 31-2"% odakle sledi
r(A) € A, 5.
Tabela 3.2. Neka je d = dim(A) i neka je A" € By4-1 1 € By, i parametri
matrice A = [a A'], A € B, odgovaraju nekom redu Tabele 3.2. Dalje, neka
je
B = X5oX(A) € B,NCi(A), p+q+k=n.

Tada, primenom jednakosti (3.18) dobijamo r(B) = 2" *r(A4’) 4+ 2Pc,. U
Tabeli 3.2 postoje dva reda, 10 i 21, kod kojih je w = 5, dok je red 34 jedini
kod koga je w = 6.

U redovima 10 i 21 je ¢y = 3, odakle sledi da za w(r(B)) = 5 dve najnize

jedinice u binarnom zapisu broja r(B) su jedna pored druge, i vazi r(B) €
/
n,5"

Neka je sada B matrica dobijena iz matrice ¢iji su parametri dati u redu 34
Tabele 3.2. Ukoliko je B gusta matrica, tada r(B) = 23-2"7643.2F > 27.3/8,
odakle sledi da je p > n—7. Dalje, iz p4+q = n— 6 dobijamo da je p < n —6,
odnosno p € {n — 7,n — 6}. Iz toga dobijamo r(B) € {49 - 2"~7 13- 2"},
odnosno w(r(B)) = 3, a odakle r(B) € A, 3 za obe vrednosti r(B).

Tabela 3.3. Neka je d = dim(A), A’ € By_14-1, i neka je A = B ﬂ

matrica ¢iji parametri odgovaraju nekom redu Tabele 3.3. Dalje, neka je
B = X&OXfOX&lXﬁl(A), p+q+r+s+k=n.
Tada iz Teoreme 3.2.36 sledi

I‘(B) = 2n—k’ I‘(A/> + 2p+qc2 + 2p+r03 + 2p01,
p+qg+r+s=n.

Sada razmatramo redove kod kojih je w > 5.

4. red, za s > 0. U prvom delu dokaza smo ve¢ razmatrali 4. red, i dokazali
da pokriva A 51 A} 5. Za odgovarajuéu matricu A vazi

I‘(B) —3. 21173 + 2p+q + 2p+r 4 2p+1’
p+qg+r<n-—23.
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Ocigledno je r(B) > 3/8 - 2", odnosno B je gusta matrica. Za ¢ =
imamo r(B) = 3. 2773 4 2rtetl 4 9Pl gdakle sledi w(r(B)) < 4
r(B) € A,. Zato, mozemo da pretpostavimo da je r > q. Za q =
imamo

r
i
0

r(B) :3'2n73+2p+r+2p+1+2p’
p+r<n-—3,

odnosno r(B) € A;, 5. Zag=1vaziw(r(B)) <4. Zag=2iw(r(B)) =
5 imamo 1(B) € A}, 5. Za g > 2imamodajep+q+r < n—3
ekvivalentno sa (p+7)+(p+¢q) < n—5+(p+1), odakle sledi r(B) € A’

n,o*

17. red, za s = 0. Za matricu B vazi

r(B) =524 4 optatl 4 optrtl 4 op
ptqt+r=n—4

Ukoliko je ¢ = r, tada w(r(B)) < 4. Dakle, mozemo pretpostaviti da je
q > r. Uslov r(B) > 3/8 - 2" je ekvivalentan sa 2PT9F1 4 optrtl 4 op >
274 odakle imamo p+¢q > n — 5. Takode, imamo p+q=n—4—1r <
n—4, odnosno p+q € {n—>5,n—4}. Za p+q =n—>5 dobijamo r = 1,
r(B)=3-2""3 42072 4 20 | w(r(B)) < 4. Za p+ ¢ =n — 4 dobijamo
r=0ir(B)=3-2""%42""* 4+ 2/"1 + 2P odakle sledi r(B) € A], ;.

18. red, za s > 0. Za matricu B vazi
r(B) =5-2"""1+3.20F1 4 optr
gdejep+qg+r<n-—4.
Slu¢aj r = ¢. Tadajer(B) = 52" *42PT1+2 odakle imamo w(r(B)) <

3.

Sluc¢aj r = ¢ — 1. Tada je r(B) = 5. 2"4 4 2prtatl 4 opta=1" gdakle
imamo w(r(B)) < 4.

Slucaj r < g — 1. Tadajer(B) > 3/8-2" ekvivalentno sa p+¢q > n—5.
Iz p+q+r < n—4sledi p+¢ < n—4, odnosno p+q € {n—4,n—5}.
Za p+q = n — 4 imamo da je r(B) = 2"t + 2P > 2771 7Za
p+q =n—>5 imamo da je r(B) = 13- 2" + 2PT" odakle je
w(r(B)) < 4.
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Slucaj r > g + 1. Tada jer(B) > 3/8-2" ekvivalentno sa p+r > n—4.
Izp+g+r<n—4sledip+r=n—4iqg=0. Dakle r(B) =
3-2"3 4+ 3. 2P odnosno w(r(B)) < 4.
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3.3 Donja granica vrednosti a,

Neka je a, najmanji prekid niza kardinalnosti prostora vrsta Bulovih matrica
dlmenmJe n x n. Zivkovi¢ [38] je dokazao da je a, > 5%/336 , odnosno

n > 5+ 1.697" za svako n > 31, §to je do sada najbolja donja granica po
pitanju vrednosti a,. Doprinos autora je popravljena donja granica za ovu
vrednost, iskazana u Teoremi 3.3.11. Iz ove teoreme dobijamo da je a,, > 2§”,
odnosno a,, > 1.741" za svako n > 1.

Lema 3.3.1. Neka je A € By, B € Bjya, & € Bi1, B € By, @ neka je

5 1 8 1
A=la 4], A= , B=la A 0
A 1 0 1

Tada vaZi v(B) = r(A’) + r(A").

Dokaz. Svaki vektor iz R(B) kod koga je poslednji element 0 dobija se iz
B~ (k420 Qyaki vektor iz R(B) koji se zavr3ava sa 1 takode i pocinje sa 1,
dok se elementi na pozicijama od 2 do k + 1 dobijaju iz B~*1~**+2) Dakle,
imamo 1(B) = r(B~ 1= *+2) 4 p(B7r LRy = ¢ (A') + 1(A4") O

Teorema 3.3.2. Neka je A, = fl

A€ By. Neka suqg>0,r>0,s>0,1ineka je

} matrica 1z skupa Byi1, pri cemu je

1 B 0 1
a A0 0 0
B=|0 01 0 0
10 01, 0
1.0 0 0 I,

pri cemu je ¢ + 1+ s =4, odnosno B € By5. Neka jea =r [a A] —1(A),

b=r Lﬁ} —1(A). Tada vazi

Dokaz. Neka je



Iz Teoreme 3.2.36 imamo 1r(B) = 2'r(A) + 2"a + 297"b + ¢, gde je ¢ =
r(C) —r(A") —r(A”). Iz prethodne teoreme imamo r(C) = r(A’) + r(A"),
odakle sledi tvrdenje teoreme. O]

Neka je V, oznaka za skup svih vektora duzine n sa vrednostima iz {0, 1},
odnosno V,, = {x: z € {0,1}"}.

Definicija 3.3.3. Neka su 2/ = (a} --- al) i 2" = (af --- a) vektori
iz Vp. Za x' kaZemo da je unutar x”, u oznaci ¥’ < x”, ukoliko za svako
i€ {l,...,n} za koje je a, =1 vazi o] = 1. Ukoliko je ' < " i postoji j iz

skupa {1,...,n} za koji je a’; = 0 i a} =1 tada koristimo oznaku z' < x".

Drugim rec¢ima, za x’' i " za koje je 2’ < 2", vazi 2’ vV 2" = 2.

Lema 3.3.4. Neka je C = [i}, r(C) =r(A) +a, A = [13 g} i neka je
8 1

Cy = |A DJ, pri éemu matrica B € B, ne sadrZi 0 kolone. Tada vaZi
0 B

r(C) =r(4)) + a.

Dokaz. Neka je R = R(C) \ R(A), i neka je R” = R(C4) \ R(A;). Potrebno
je da dokazemo da vazi |R'| = |R"|. Neka je 4/ proizvoljan vektor iz R'.
Tada 7' ¢ R(A) i postoji vektor o' € R(A) takav da vazi §V ¢ = +'. Posto
v ¢ R(A), imamo da (7' 1) ¢ R(A;). Dalje, imamo da (6’ =) € R(4;) za
neko x € {0,1}*, i stoga (7' 1) € R(A;). Posto je v proizvoljan vektor iz
R, sledi da je |R'| < |R"|. Sada dokazujemo da vazii|R'| > |R"|. Neka je v"
proizvoljan vektor iz R”. Tada 7" ¢ R(A;) i postoji vektor §” € R(A;) takav
da vazi (f 1x) V" = ~". Dakle, vazi v = (7' 1;) za neko 7. Pretpostavimo
sada da (7 €) € R(A1), € # 1. Posto je matrica B bez 0 kolona, to znadi
da (7' 1) € R(A1), 8to je kontradikcija. Dakle, (7' €) ¢ R(A;) za bilo koje
€ € Vi, za koje je € # 1y, i stogay’ ¢ R(A). Odatlesledi v € R'i|R'| > |R"|,
odnosno |R'| = |R"|, ¢ime je dokaz kompletiran. O
Definicija 3.3.5. Neka je A € B,,, v € V,,, pri cemu vy ¢ R(A). Ukoliko za
g] =1(A) + 1, tada za B kaZemo da je

1-doprinos u odnosu na matricu A i vektor v, u oznaci 8 € A'ly'

B € V,, za koje je v X f3, vaiir[

Lema 3.3.6. Neka je A € B, v € V,, pri cemu v ¢ R(A). Tada postoji
vektor B €V, za koji je B € AL
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Dokaz. Neka je R = R {iﬂ \ R(A). Pretpostavimo suprotno tvrdenju leme

da za svako § € R’ vazir [12] =1(A) + j, gde je j > 1. Neka je 3 vektor iz
R’ za koji je vrednost j u prethodnom izrazu najmanja moguca. Dalje, neka
je " =R [g] \ R(A). Posto je doprinos vektora 3 prostoru vrsta matrice A
vec¢a od 1, postoji vektor B’ takav da ' € R” i B < f'. Dakle, imamo da je
r {?,} =1(A) +1, pri ¢emu je j >1i > 0. Posto §' € R, ovo je kontradikcija,
¢ime je dokaz zavrsSen. O

Definicija 3.3.7. Za matricu A € B,, kaZemo da ima 2, 3-konfiguraciju uko-

/

liko postoje ' € By, " € Biy i € By, takvi da vaZi v [i] =1(A) +3,
r {i] =r(A)+2ira A] =r(A)+3.

Teorema 3.3.8. Nekaje A € By, f € Biy, a € By, gde f ¢ R(A), B € A}
il ¢ R(AT), (/)T € (AT)L. Dalje, neka je

!
_160011_ 161a1b101
1 800 1 1
a A 0 0 00
£ 01000 o A0 0 00
C = . D=1|z 010 0 0],
1 0 01 0O
1 0 01 0 0
1 0 00 10
1 0 00 01 Lo 00 10
. . 1000 0 1]
(1 1 8 00 1 1T
o a A 0 000
E:1x01000’
1 1 0 01 00
aa 1 0 0 0 1 O
b, 1.0 00 0 1]

pri éemu su x, ai, by, ¢1, as i by vrednosti iz skupa {0,1}.

Tada, za vrednosti ay, by i ¢y date u istom redu gde i ki u Tabeli 3.4
vazi v(D) = 1(C) + k1, dok za vrednosti as i by date u istom redu gde i ko u
Tabeli 3.5 vazi v(E) = r(C) + ko.
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Tabela 3.4: Popis vrednosti ki, aq, by i c;.

o
=
Q
i
=
iy
)
R

WIN| =] D
—| ol =
| | =] =
OO D~

Tabela 3.5: Popis vrednosti ks, as i bs.

ky | as | by
0111
1 110
31010

Dokaz. Prvo, razmotrimo vrednost r(D) u odnosu na r(C'), ay, by i ¢;. Jasno
je da vazi R(C) € R(D). Neka je R'=R(D)\R(C). Posto § ¢ R(A) i € A}
imamoda (1 8/0011) € R(C), odnosno (1 /001 1) ¢ R'. Takode, imamo
(1 v ) € R(C) za svako v € V, za koje je 5/ < v, i za svako § € V. Dakle,
svi vektori u R’ su oblika (1 8’ 1 ¢), gdejee € V3, ¢ # (y 1 1), y € {0,1}.
Zbog toga:

e za k; = 0 imamo R = 0,

e zaky =1imamo R ={(1 5 1110)},

o zak =2imamo R = {(1 3 1010),(15 1110},

o zak; =3imamo R = {(1 8 1100),(181110),(131101)}

Odavde sledi tvrdenje teoreme za matricu D.

Razmotrimo sada vrednost r(£) u odnosu na r(C), ag, by i x. Posto je
r(C) = r(CT) i r(E) = r(ET) imamo da je r(E) — r(C) = r(ET) — r(CT).
Neka je R” = R(ET) \ R(CT). Posto o ¢ R(AT) i (/)T € (AT)!, analogno
slu¢aju za R(D) dobijamo:

e za ky = 0 imamo R’ = (),

e za ky =1 imamo R = {(1 (/)T 111 0)},
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e zaky =3imamo R = {(1 (/)7 1100),(1(«/)T1110),(1 ()T 1101)}.
Odavde sledi tvrdenje za matricu £, ¢ime je kompletiran dokaz teoreme. [

Teorema 3.3.9. Neka je A € B,, matrica koja ima 2, 3-konfiguraciju. Tada
za svako k € {0,...,15} postoji matrica By € B,ys, takva da By ima 2, 3-
kofiguraciju, i v(By) = 161(A) + k.

Dokaz. Za svako k € {0,...,15}, vrednost k& mozemo predstaviti kao k =
c1 + 4eg, gde su cq, ¢ € {0,1,2,3}. Neka je matrica C' € B, ;5 data sa

(1 8 00 1 1]
a A 0000
z 01000
“=11 00100
100010
1000 0 1]

gde je v € {0,1}, a € By1, f € By, inekajea =r [a A} —1(A), b =
r [ﬁ} —1(A). Iz Teoreme 3.3.2 imamo da je r(C') = 16 r(A) + 2"a + 4b. Posto
matrica A ima 2, 3-konfiguraciju, postoji a takvo da vrednost a bude bilo
koja vrednost iz skupa {1,3}, i postoji § takvo da vrednost b bude bilo koja
vrednost iz skupa {1,2,3}. Da bismo dobili ¢; = 0 za « biramo bilo koji
vektor iz C(A) a za z biramo 1. Da bismo dobili ¢; = 2 stavljamo da je
x = 0, dok za a biramo vektor za koji je a = 1. Za ¢; € {1,3} stavljamo
da je x = 1, a za a biramo vektor za koji je a = ¢;. Da bismo dobili ¢co = 0
za [ biramo bilo koji vektor iz R(A). Za ostale vrednosti ¢y, odnosno za
e € {1,2,3} za ( biramo vektor za koji je b = ¢o. Na taj nac¢in dobijamo da
jer(C) =161(A) + k.

Potrebno je jo§s da dokazemo da, bez obzira na odabrane vektore « i f3,
postoje v € Byis1,10; € Binss, J € {2,3}, takvi dar [fy C’} —r(C) =3,

r {%} —1(C) =j.
Prvu vrstu matrice D date u Teoremi 3.3.8 biramo na sledeéi nac¢in. U

zavisnosti da li smo za [ odabrali vrednost tako da je b veée od ili jednako
nuli, imamo dva slucaja:

1. b>0. Za ' € By, biramo vektor za koji je 3’ € Aj (prema Lemi 3.3.6
takav vektor uvek postoji), dok za aj, by i ¢; biramo vrednosti za koje
je ki jednako j. Prema Teoremi 3.3.8 imamo da je r(D) =r(A4) + j.
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/
2. b=0. Za p' € By, biramo vektor za koji je r [i} —1(A) = 7, dok

svakom od aq, by i ¢; dodeljujemo 1. Prema Lemi 3.3.4 imamo da je
r(D) =r(A) + j, ¢ime je dokaz ovog slu¢aja kompletiran.

Prvu kolonu matrice I/ date u Teoremi 3.3.8 biramo na slede¢i nacin. U
zavisnosti da li smo za « odabrali vrednost tako da je a veée od ili jednako
nuli, imamo dva slucaja:

1. a > 0. Za o € B, biramo vektor za koji je (/)" € (A")} (prema
Lemi 3.3.6 takav vektor uvek postoji), dok stavljamo ay; = 01 by = 0
tako da je ke = 3. Prema Teoremi 3.3.8 imamo da je r(E) = r(A) + 3.

2. a =0. Za o € B,; biramo vektor za koji je r [a’ A] —1(A) = 3,
dok svakom od as i by dodeljujemo 1. Prema Lemi 3.3.4 imamo da je
r(ET) = r(AT) + 3, odakle sledi da je r(E) = r(A) + 3.

Dakle, matrica By ima 2, 3-kofiguraciju, ¢ime je dokaz teoreme kompletiran.
O

Teorema 3.3.10. Pretpostavimo da postoji pozitivna celobrojna vrednost k
i matrice A;, k <1 < 16k, gde za svako i vazi:

1. I'(Al) = /i,
2. dim(A;) < 2log, 1,
3. matrica A; ima 2, 3-konfiguraciju.

Tada za svako n > k postoji matrica A, za koju r(A,) = n, dim(4,) <
glog2 n, © matrica A, ima 2, 3-konfiguraciju.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Baznislucaj kadajen € {k, ..., 16k—
1} je zadovoljen, prema pretpostavci teoreme. Pretpostavimo sada da je
n > 16k i da je tvrdenje zadovoljeno za svaki prirodan broj m manji od n.
Broj n se moze predstaviti kaon = 16m+s gdejem > ki 0 < s < 15. Tada,
prema induktivnoj pretpostavci, postoji matrica A,,, takva da je r(A,,) = m,
dim(A4,,) < 2logym, i matrica A,, ima 2,3-konfiguraciju. Prema Teo-
remi 3.3.9 postoji matrica A, takva da jer(A,) = n, dim(A,) = dim(A,,)+5,
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i matrica A,, ima 2, 3-konfiguraciju. Sada, imamo
dim(A4,) =dim(A,,) +5 < Z log,m +5 =
g(log2 m+4) = Z(log2 m + log, 16) =
Z(log2 16m) < Zlog2 n

Time je kompletiran dokaz teoreme. ]

Teorema 3.3.11. Neka je A, skup celobrojnih vrednosti k za koje postoji
matrica Ay € B, takva da vazi v(Ay) = k. Neka je | = %n. Tada za svaku
celobrojnu vrednost k iz intervala [1,2'] postoji matrica Ay, € B, za koju je

Dokaz. U Prilogu B, Tabeli B.1 nalazi se spisak matrica A; za 11 <17 < 175,
za koje je data 2, 3-konfiguracija, i za koje vazi r(4;) = i, dim(4;) < 2 log, 1.
Dakle, prema prethodnoj teoremi, za svako ¢ > 11 postoji matrica A; za
koju je r(A;) =i i dim(A;) < 2log,i. Prema tome, za svaku dimenziju n i
za svako m za koje je n < 2log,m, postoji matrica r(A,,), dim(A,) < n.
Odavde imamo da je 2" < 2%1°g2m, odnosno 25" < m. Dakle, za celobroju
vrednost a,, > 10 za koju ne postoji matrica A € B, za koju je r(A) = n
mora biti a, > 25", Lako je utvrditi da je ova nejednakost zadovoljena i
kada je vrednost a,, < 10, i time je dokaz teoreme kompletiran. n
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Prilog A
Tabele za FC 1 NonFC-familije

Tabela A.1: Tezine dodeljene FC-familijama u dokazu

teoreme.

) W1 Wo W3 Wy Wx Wg
1 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 1 1 1 0 0
4 3 3 2 2 2 0
) 6 ) ) 3 3 0
6 2 2 2 2 1 0
7 25 21 15 15 10 10
8 28 28 12 30 19 19
9 45 38 35 35 32 24
10 1 1 1 1 1 1
11 25 20 20 20 20 16
12 3 3 3 2 2 2
13 10 9 7 7 7 7
14 92 78 70 67 66 66
15 1 1 1 1 1 0
16 112 112 104 96 96 88
17 11 11 11 11 9 4
18 123 115 115 105 70 85
19 115 100 105 100 100 70
20 113 106 76 100 100 86
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21 111 111 112 112 67 82
22 1062 1070 1058 853 998 770
23 118 112 115 115 109 70
24 118 120 96 113 109 112
25 1178 963 1171 1171 1088 870
26 120 120 98 113 113 110
27 | 1104 972 1035 1035 1035 1035
28 1 1 1 1 1 1
29 115 115 117 110 110 85
30 118 104 117 109 110 100
31 1150 1055 1055 1055 1055 400
32 16 14 14 9 7 7
33 126 126 168 84 134 118
34 1334 1334 1779 889 1398 1272
35 147 147 166 145 112 92
36 147 147 164 150 100 100
37 207 190 195 135 97 97
38 1345 1145 830 1063 966 966
39 147 147 137 123 112 102
40 150 150 136 116 90 90
41 | 141540 | 134079 | 109721 | 111905 | 111905 | 102326
42 12 13 13 10 7 )
43 12 12 12 ) 7 7
44 13 13 13 8 8 0
45 119 116 101 94 63 74
46 1410 1247 1400 1290 1180 1180
47 131 131 124 116 116 91
48 124 119 108 104 81 73
49 122 117 109 94 92 79
20 108 109 105 95 85 92
51 107 107 99 90 90 62
52 107 107 99 90 90 60
53 1120 1120 1084 974 752 679
o4 94 94 92 76 5 63
25 115 115 110 91 91 71
o6 126 119 120 93 60 73

130




o7 127 120 120 93 65 65
o8 135 125 125 100 85 40
29 138 131 129 104 38 30
60 122 105 98 7 7 7
61 100 97 84 72 66 45
62 102 97 95 63 63 31
63 100 93 91 65 65 42
64 1001 1001 1063 966 902 902
65 118 105 107 95 5 75
66 115 101 85 73 73 73
67 121 114 114 61 5 75
68 121 114 114 93 58 o7
69 121 114 114 75 88 o7
70 133 114 105 91 84 62
71 128 120 95 93 74 65
72 156 134 111 121 100 100
73 1542 1332 1146 1093 1082 985
74 125 125 125 113 93 86
75 123 125 120 110 110 48
76 123 123 122 109 86 85
7 120 120 114 98 98 98
78 1183 1122 914 1018 931 710
79 93 79 87 I6) 5 60
80 114 114 73 100 91 91
81 114 114 90 93 80 73
82 100 92 92 80 69 62
83 1298 1125 1038 845 888 670
84 1022 970 780 880 880 200
85 122 98 98 94 85 26
86 108 108 85 97 76 95
87 120 120 80 95 103 90
88 125 125 99 105 88 88
89 122 122 81 113 91 81
90 122 122 81 114 93 81
91 127 105 118 115 92 84
92 127 105 118 115 92 82

131




93 127 125 118 115 90 66
94 125 105 118 105 100 90
95 129 118 123 108 89 89
96 150 130 120 115 80 95
97 152 131 120 110 105 35
98 154 130 123 102 78 78
99 121 108 76 70 70 70
100 118 98 82 81 65 92
101 98 95 82 81 65 33
102 | 950 943 800 630 650 650
103 120 120 80 96 80 77
104 118 110 86 82 82 o4
105 170 139 146 121 120 90
106 172 148 139 98 121 108
107 | 150 120 120 118 118 95
108 | 13011 | 10431 | 10431 9240 9240 9153
109 30 30 83 83 7 61
110 80 80 50 76 76 45
111 80 70 75 73 ) 45
112 80 80 80 73 74 48
113 173 150 128 133 122 91
114 169 136 135 131 121 108
115 149 132 146 136 136 107
116 125 110 124 113 113 95
117 | 140 140 140 140 100 87
118 130 115 100 100 40 0
119 | 1453 1453 1454 1454 1343 607
120 | 1688 1488 1326 1050 1000 722
121 | 1688 1488 1300 1050 770 770
122 167 147 104 131 100 70
123 168 148 104 132 100 70
124 168 149 110 131 100 o7
125 160 140 140 100 65 65
126 160 150 110 120 65 65
127 | 135 135 120 110 65 65
128 150 136 110 110 60 60

132




129 140 123 110 86 72 72
130 142 125 111 88 98 20
131 110 110 110 110 70 78
132 150 134 115 110 65 65
133 150 140 130 110 60 60
134 178 165 147 147 49 49
135 181 163 140 132 73 73
136 181 159 142 113 93 93
137 | 184 163 141 134 92 59
138 180 180 150 150 48 48
139 158 158 158 158 120 100
140 160 160 160 160 132 82
141 | 1630 1144 1144 1301 1301 1040
142 185 133 105 150 110 95
143 165 135 100 155 117 o8
144 166 119 95 135 69 100
145 165 130 120 130 120 0
146 151 110 110 140 95 72
147 | 149 110 110 102 125 88
148 110 110 145 107 125 90
149 145 125 90 107 110 110
150 146 126 100 90 109 109
151 150 115 86 121 90 95
152 146 103 83 107 109 ol
153 124 88 88 114 85 33
154 130 88 88 105 110 51
155 131 86 86 122 106 42
156 100 100 140 65 118 102
157 | 10210 | 10210 | 14207 | 6728 12001 | 10200
158 101 101 140 130 67 90
159 155 137 122 130 94 72
160 170 121 121 144 142 72
161 16 12 12 12 12 0
162 153 125 109 125 125 79
163 | 1814 1162 1162 1632 1510 510
164 175 135 115 155 127 23

133




165 185 140 129 148 148 40
166 10 6 6 9 9 2
167 193 155 136 108 156 137
168 192 160 160 128 128 128
169 196 154 140 154 140 100
170 | 202 165 140 165 140 40
171 | 2181 1713 1560 1713 1003 1560
172 215 154 123 161 149 96
173 | 213 155 124 162 144 92
174 64 43 43 o8 48 48
175 | 18196 | 14552 | 10916 | 19504 | 18353 | 16844
176 187 166 184 187 152 132
177 150 150 174 195 183 149
178 145 145 131 134 115 115
179 1 1 1 1 1 1
180 130 130 130 140 140 114
181 137 119 109 152 152 137
182 | 1392 1212 1102 1610 1531 1250
183 150 150 139 147 118 88
184 143 124 114 168 157 143
185 174 162 162 124 124 82
186 162 135 135 146 126 82
187 126 126 84 172 174 148
188 148 118 98 168 144 104
189 138 110 106 134 130 130
190 137 111 111 141 115 115
191 131 121 104 136 128 128
192 143 115 86 153 145 117
193 | 1090 1090 1260 1402 1402 932
194 115 105 123 128 127 112
195 102 102 121 136 128 113
196 113 113 75 121 121 113
197 120 120 97 121 121 98

134




Tabela A.2: Popis familija G; zajedno sa koeficijentima c;
koje se koriste u dokazu da je familija F; NonFC-familija.

&

g

Fi

1384

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456, 1246,
13456, 1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

1013

{0, 1, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

721

{0, 1, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

466

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15,
2,23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

466

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

495

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 12306, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

F

352062

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 1346, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

189265

{0, 1, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456
13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15,
156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

189265

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

184189

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156,
16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

135




123548

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 1456, 15,
2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

123548

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

3

2187

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 13456,
1346, 1356, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

1148

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 1356, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1148

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456
146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

1148

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156,
16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

796

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15,
2,23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

796

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 13, 134,
1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fy

1078

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124506, 13, 134, 1345,
13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 23456,
2346, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

858

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
2346, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

866

{0, 1, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456,
2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

136




858

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 2346, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

622

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 12456, 13456, 2, 23, 234,
2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

377

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

Fs

111

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 123506, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 2356, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

105

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

105

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 124, 1245, 12456, 1246,
125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456, 2356,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

105

10, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 13, 134, 1345, 13456,
1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 23456, 2356,
2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

111

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345,
23456, 235, 2356, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

47

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 13456, 2, 23, 234, 2345,
23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34,
345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fe

611

{0, 1, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456,
2346, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

611

{0, 1, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 12456, 13, 134, 1345,
13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 23456,
2346, 2356, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

356

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345,
23456, 2346, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

137




356

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

356

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

356

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 12456, 13456, 2, 23, 234,
2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fr

58415

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 124, 1245, 12456, 1246,
125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456,
2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

47546

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

47546

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

34980

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 13456, 1346, 2, 23, 234,
2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

34980

{0,771, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

33285

{0, 1, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 13, 134, 1345, 13456,
1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 23456, 2356, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fs

75

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

I6)

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

I6)

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

138




5

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 124, 1245, 12456, 1246,
125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

o6

{0, 1, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 13, 134, 1345, 13456,
1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 23456, 2456, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

26

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 13456, 1356, 2, 23, 234,
2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fo9

111

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

111

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

111

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

111

{0, 1, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 12456, 13, 134, 1345,
13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 23456,
2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

81

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

81

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 12456, 13456, 2, 23, 234,
2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fio

132

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 13, 134,
1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16,
23456, 2346, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56,
G}

132

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 13450,
1346, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

139




132

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

132

{0,771, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

61

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 125, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456,
2346, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

61

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

fll

7265

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 13456,
1346, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

7182

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

7182

{0, 1, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

4976

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

5255

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 13, 134,
1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

3357

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 125, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235,
24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

-FIQ

49

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 12456, 1246, 13, 134,
1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16,
23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56,
6}

140




49

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 12456, 1246, 13456,
1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

34

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

34

10, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

35

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

35

{0, 1, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fis

138

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 124, 1245
12456, 1246, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

138

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

138

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

138

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

395

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 12456, 1246, 1256, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

f14

1108

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15,
2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45,

5}

141




1197

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 12456, 1246, 13, 134,
1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16,
23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56,
6}

1197

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 12456, 1246, 13456,
1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

527

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

854

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

854

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fis

2434

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 16, 2,
23, 234, 23456, 2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

2259

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 1256, 13456, 1356,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6

1594

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 12456, 1250, 13, 134, 1345,
13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 23456,
2356, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1594

{0, 1,12, 1234, 12345, 123456, 12346, 123506, 124, 1245, 12456, 1240,
125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2, 23456,
2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2265

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 1235, 123506, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

1040

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

Fie

142




792

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456
13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15,
156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

792

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

639

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

448

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

448

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

266

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

Fir

372

{0, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 1345,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

292

{0, T, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1245, 12456, 13, 134,
1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16,
23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

292

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16,
2, 23, 234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

292

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1230, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 1345, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

292

{0, T, 12, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 1345, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

143




39

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 125, 13, 134,
1345, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3,
34, 345, 35, 4, 45, 5}

Fis

1405

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 346,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1945

{0, 1, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

267

(0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 125
1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 346, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1945

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
125, 1256, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

791

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 125, 13,
134, 1346, 14, 2, 23, 234, 2346, 24, 3, 34, 346, 4}

155

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2,
23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

Fig

430

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 1356, 1456, 156, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

490

{0, 1, 12, 123, 1234, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456, 1246
1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 156, 16, 2,
23, 234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4,
456, 46, 6}

490

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15, 156, 2,
23, 234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4,
45, 456, 5}

144




187

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

202

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

202

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 13, 134,
1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 3,
34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fa

322

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456,
146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456,
346, 36, 4, 456, 46, 6}

142

{0, I, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

945

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
125, 1256, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

o1

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

199

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 14,
145, 1456, 15, 2, 24, 245, 2456, 25, 4, 45, 456, 5}

Fa1

252

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 356,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

672

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124, 1245,
12456, 1246, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56,
G}

102

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 356, 4, 45, 5}

145




102

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 356, 36, 4, 46, 6}

121

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

]:22

230

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

230

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

186

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

57

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

97

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

97

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

F23

3460

{0, 1, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

3460

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

146




2772

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1496

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1441

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

733

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456,
235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

f24

298

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1345, 13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

242

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

242

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 1345, 13456, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

307

{0, 1,12, 123, 12345, 123456, 1236, 1245, 12456, 126, 13, 1345, 13450,
136, 16, 2, 23, 23456, 236, 26, 3, 36, 6}

29

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

]:25

223

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2346, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

147




189

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

145

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

123

{0, 1, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 125,
1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456, 2346,
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

113

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456,
2346, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

68

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346,
236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

Fag

176

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

151

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

151

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

71

10,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

71

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

71

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

For

148




3493

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

3089

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1744

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1677

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

3273

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

888

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346,
236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

Fos

2404

{0, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1346, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2169

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1152

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1152

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

2253

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

149




609

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346
236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

Fag

1320

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1398

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

752

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

752

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

699

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

1086

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

FSD

4100

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

4100

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2356, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

3388

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1717

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

150




1608

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

895

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 235,
2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

F31

642

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

642

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

514

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

283

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

135

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

248

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

F3o

2759

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

2759

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

151




2224

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1155

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1155

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

521

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

f33

1167

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1167

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2346, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

959

{0,123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

488

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

472

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 2346, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

221

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24,
246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

F34

25

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

152




95

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2356, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

o4

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

32

(0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

20

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

30

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

f35

66

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

70

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

70

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6

25

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

30

{0, T, 12, 123, 1234, 123456, 12356, 124, 12456, 1256, 13, 134, 13450,
14, 2, 23, 234, 23456, 24, 3, 34, 3456, 4}

FSG

153




545

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

545

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2346, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

524

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

333

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

281

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 2346, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

167

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234, 2346
236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

-F37

1064

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1064

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

995

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

656

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

154




574

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

327

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

]:38

1346

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1196

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

697

(0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1261

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

652

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

387

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

F39

134

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

119

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

155




126

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

44

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

67

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

67

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

Fao

3297

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

3297

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6

2645

{0,123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2031

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

2021

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

1895

10, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456,
235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

]:41

21233

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 2346, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

156




18040

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

18040

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

10580

10,1, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

6074

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235,
24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

6074

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346
236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

]:42

131

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1345, 13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

118

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 1345, 13456, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

96

0,1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

162

{0, T, 12, 123, 12345, 123456, 1236, 1245, 12456, 126, 13, 1345, 13450,
136, 16, 2, 23, 23456, 236, 26, 3, 3456, 36, 6}

21

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

F43

157




531

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1345, 13456, 1346, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

380

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 1345, 13456, 1346, 14, 145, 1456,
146, 15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

292

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

229

{0, T, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
125, 1256, 126, 13, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

139

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

o1

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

-F44

382

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

269

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

298

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

288

{0, T, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

260

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

158




177

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46, 6}

Fus

267

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

240

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

130

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

249

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

122

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

I6)

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456, 235,
2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

F46

2709

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1240,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

2370

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1440

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

2521

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

159




745

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

1242

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

Far

446

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

446

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

359

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
2,23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

275

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

275

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

237

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24,
245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

Fus

2294

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 1356, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

1307

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1307

{0,717, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

160




980

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15,
2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

980

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 16, 2,
23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

249

(0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

Fag

275

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

275

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1240,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

259

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

171

{0, T, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

154

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345,
23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

98

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346,
236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

-FSO

771

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

161




653

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46,
5, 56, 6}

504

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

421

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

368

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

207

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235,
24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

Fs1

47

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2356, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

40

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

31

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

15

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

48

{0, T, 12, 123, 1234, 123456, 12356, 124, 12456, 13, 134, 13456, 14, 2,
23, 234, 23456, 2356, 24, 2456, 3, 34, 4}

Fs52

4977

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1346, 1356, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

162




3614

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 1356, 14, 145, 1456,
146, 15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

1990

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2158

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15,
2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

1402

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

1402

{0, 1, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 125,
1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

f53

18450

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

16562

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1346, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

9206

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

4897

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

12258

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

8056

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

Fs4

163




310

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1246, 13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

224

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

145

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 12306, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156,
16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

123

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

79

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

79

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

-F55

161

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1256, 13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

119

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

65

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

44

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

69

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

164




40

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

]:56

24179

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
13456, 1346, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

14108

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

14108

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

10328

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156,
16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

6020

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

6020

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

Fsr

176

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450, 1240,
13456, 1356, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

102

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

101

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

49

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

165




72

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15,
2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

45

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

]:58

1839

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1256, 13456, 1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

1331

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

1017

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

772

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

184

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 235,
2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

463

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 1235, 123506, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

F59

14571

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1256, 13456, 1346, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

10831

{0, 1, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

166




8236

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

3691

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

3425

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

3613

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

f60

3025

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1246, 13456, 1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

2258

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

1706

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

707

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 124, 1245
12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

707

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

805

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

Fo1

42

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

167




42

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

17

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

23

{0, T, 12, 123, 1234, 123456, 123506, 124, 12456, 1256, 13, 134, 13450,
14, 1456, 2, 23, 234, 23456, 24, 2456, 3, 34, 4}

48

{0, 1, 12,123, 1234, 123456, 12356, 124, 12456, 1256, 14, 1456, 150,
2, 24, 2456, 256, 4, 456, 56}

Fe2

3531

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

2544

10,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

2321

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

2724

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2046

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

1246

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235,
24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

»F63

25

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

168




21

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

74

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
1246, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

11

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

11

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

f64

8061

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

23931

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1256, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

3921

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

6210

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

3668

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

f65

215

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

154

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

169




101

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

170

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

304

(0,1, 12, 123, 1234, 123456, 12356, 124, 12456, 1256, 13, 134, 13456,
14, 1456, 2, 23, 234, 23456, 24, 3, 34, 3456, 4}

-F66

78

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
1256, 13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

29

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1246, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456,
146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

30

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 1246, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15,
2,23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

19

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

19

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

32

{0,771, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

]:67

903

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 1346, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

925

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

170




526

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

386

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156,
16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

223

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

207

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

f68

40

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

40

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

19

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

19

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

19

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

31

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

»F69

149

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

171




106

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

81

{0,717, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

60

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

60

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

25

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

Fro

1794

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
1256, 13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24,
245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45,
456, 46, 5, 56, 6}

1375

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456,
146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

734

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456,
15, 2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

425

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

394

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

743

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fr1

172




38

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

19

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

19

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

11

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

88

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fro

307

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1345, 13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

219

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

219

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 1345, 13456, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

109

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 1345, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

109

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16,
2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

f73

173




1381

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 1346, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

1018

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1018

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

252

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

463

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

252

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

Fa

455

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1246, 1256, 126, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

65

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 1345, 135, 14, 145, 15, 2,
23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

65

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

19

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

19

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

f75

174




1128

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124, 1245,
12456, 1246, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56,

291

G}

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156,
16, 2, 23, 23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5,
56, 6}

305

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

84

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 124, 1245
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456,
235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

84

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346,
236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

]:76

942

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
125, 1256, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

241

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146,
16, 2, 23, 234, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4,
46, 6}

253

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

67

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 125,
1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456, 235,
2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

64

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 5}

F77

175




1150

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 1346, 1356, 136, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

902

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

549

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

348

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 15, 2,
23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

147

{0,771, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 235,
2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

137

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346
236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

-FYS

1240

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
125, 1256, 13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

973

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

567

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456,
146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

391

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

172

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

176




151

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

]:79

6109

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
125, 1256, 13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

4788

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

2797

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456,
146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

1922

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

840

{0, 1, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 125,
1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23, 235
2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

787

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345
235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

fSO

6228

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124, 1245,
12456, 1246, 13456, 1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356
236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356
36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

4740

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124, 1245,
12456, 1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456,
146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

2999

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

177




1946

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156,
16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

878

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346,
236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

823

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

Fs1

526

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1346, 1356, 136, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

461

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

215

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
15, 2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

215

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

41

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

41

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

]:82

1250

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
1256, 126, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

313

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145,
15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4,
45, 5}

178




338

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

96

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 125
1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456, 235,
2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

86

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1246, 126, 13,
134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346, 236, 24,
246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

]:83

337

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1345, 13456, 145, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

151

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 1345, 13456, 135, 1356, 136, 145, 1456, 15,
156, 16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

151

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 136, 14, 145, 1456,
146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

177

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

154

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

]:84

69366

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1246, 13456, 1346, 1456, 146, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356,
236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356
36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

179




36332

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456,
146, 15, 156, 16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5,
56, 6}

37435

{0, 1, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

22026

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 1456, 146, 15, 2,
23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

25335

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

6449

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24,
246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

f85

1914

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 2356, 2456, 256, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1297

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2784

{0, T, 12, 123, 1234, 123456, 12356, 124, 12456, 1256, 13, 134, 13450,
14, 1456, 2, 23, 234, 23456, 2356, 24, 2456, 256, 3, 34, 4}

379

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1819

{0, T, 12, 123, 1234, 123456, 12356, 124, 12456, 1256, 14, 1456, 156,
2, 24, 2456, 256, 4, 456, 56}

f86

2694

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 346,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

180




1543

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16,
2, 23, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 346, 35, 356,
36, 5, 56, 6}

1110

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 2346, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 4, 45, 5}

7076

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
125, 1256, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1161

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24,
246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

f87

3558

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 1345, 13456, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 2345, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 345, 3456,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1739

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 1256, 126, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23,
234, 2345, 23456, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 36, 4,
46, 6}

1524

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 125
1256, 126, 13, 1345, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 2345,
23456, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 345, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

4565

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450, 1240,
1256, 126, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

4565

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 1256, 126, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

1491

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 1235, 123506, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345, 235, 24,
245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

FSS

181




4040

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 356,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2488

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 356, 4,
45, 5}

1847

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 12356, 1236, 124, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 356, 36, 4, 46, 6}

3154

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

3154

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

813

{0, T, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 235, 2356, 236,
25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

-FSQ

241

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 23456, 2346, 2456, 246, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

148

{0, 1, 12, 123, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
2346, 235, 2356, 236, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

148

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

136

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

136

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 2346, 235, 24, 245, 2456, 246, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

182




31

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24,
246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

]:90

20851

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 1356, 1456, 156, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

9303

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

9303

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

10251

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 156,
16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

10251

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 124, 1245
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15,
156, 2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

789

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 235,
2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

Fo1

180

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 356,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

97

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 356, 4, 45,
5}

97

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 356, 36, 4, 46,
6}

183




114

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 2, 23,
234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256,
26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

114

(0,1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

23

{0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 235, 2356, 236,
25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

Fo2

209

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 346,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

288

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 346, 35, 356, 36, 5,
56, 6}

252

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 2346, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 4, 45, 5}

329

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 12456, 2, 23,
234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256,
26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

329

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

45

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346
236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

]:93

3794

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1345, 13456, 145, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

1677

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 1345, 13456, 135, 1356, 136, 145, 1456, 15,
156, 16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

184




1677

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 136, 14, 145, 1456,
146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

1882

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1882

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

145

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234,
2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

Fou

5570

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
13456, 1346, 1456, 146, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

2699

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456, 146, 15,
156, 16, 2, 23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

2703

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2535

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2519

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 124, 1245
12456, 1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 1456, 146,
15, 2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

181

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24,
246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

f95

166

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2346, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 346,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

185




99

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 2346, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 346, 35, 356, 36, 5,
56, 6}

85

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 2346, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 4, 45, 5}

102

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 2, 23,
234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256,
26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

102

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

15

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346,
236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}

f96

170

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 23456, 2356, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 356,
4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

99

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 123506, 1236, 124, 12450,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 2356, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 356, 36, 4, 46,
G}

21

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

92

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 1235, 123506, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 15, 2, 23, 234, 2345,
23456, 235, 2356, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 356, 4, 45, 5}

105

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

105

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 2, 23,
234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256,
26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

]:97

186




169

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 1356, 1456, 156, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4,
45, 456, 46, 5, 56, 6}

79

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

74

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

83

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 156,
16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46, 6}

83

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15,
156, 2, 23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

10

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

f98

2880

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
1256, 13456, 1356, 1456, 156, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356,
236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356
36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1491

0,1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1491

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 1245
12456, 1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456
146, 156, 16, 2, 23, 234, 2346, 236, 24, 246, 26, 3, 34, 346, 36, 4, 46,
6}

369

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 235, 2356, 236, 25, 256, 26, 3, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

1010

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15, 156, 2,
23, 234, 2345, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 35, 4, 45, 5}

187




1010

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

]:99

104

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1256,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

93

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456,
46, 6}

66

(0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

87

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456,
5}

90

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

61

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

F100

20992

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16,
2, 23, 23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36,
456, 5, 56, 6}

20992

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36,
4, 456, 46, 6}

188




26128

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245,
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

22861

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

3073

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

20278

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 14,
145, 1456, 15, 2, 24, 245, 2456, 25, 4, 45, 456, 5}

flOl

168

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

168

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

168

{0,123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

247

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

203

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456, 5}

203

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46, 6}

f102

189




48

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

45

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46,
6}

47

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

47

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

45

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 124, 1245
12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456,
5}

41

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fios

468

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

438

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

486

(0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

484

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46,
6}

190




414

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

453

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456, 5}

~F'104

307

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

442

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 1356, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456,
46, 6}

526

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1356, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

409

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 1356, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456,
5}

469

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1356, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

347

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

-F105

776

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

832

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

191




832

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

832

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13450,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

775

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12456,
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46,
6}

723

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345
23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456, 5}

Fio6

16266

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16,
2, 23, 23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36,
456, 5, 56, 6}

16266

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36,
4, 456, 46, 6}

21609

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
13456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456,
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

19355

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

14455

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

9636

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 124, 1245, 12456, 125, 13,
134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235,
24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456, 5}

flO?

192




98

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16,
2, 23, 23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36,
456, 5, 56, 6}

98

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16,
2, 23, 234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36,
4, 456, 46, 6}

57

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45,
456, 5}

155

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12456,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

155

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

102

{0,717, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fios

294

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156,
16, 2, 23, 23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356,
36, 456, 5, 56, 6}

355

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456,
5}

355

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 1245, 12456
1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234,
23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46,
G}

696

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245, 12450,
1246, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456
246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

193




696

{0, 1, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 1245,
12456, 1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145,
1456, 146, 15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

315

10,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fio9

99

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45,
456, 5}

99

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
12456, 1246, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456,
46, 6}

99

(0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

136

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

140

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

140

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 2, 23,
234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25, 256,
26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fi10

179

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 12450,
1246, 125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456,
5, 56, 6}

194




122

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

146

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
1246, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456,
5}

175

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 1246,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

175

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1246, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

101

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46, 6}

]:111

1213

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2,
23, 23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456,
5, 56, 6}

1213

{0, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1346, 1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245
2456, 246, 25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456,
46, 5, 56, 6}

1018

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 1346, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 2, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

1018

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 124, 1245, 12456
125, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456,
5}

719

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46, 6}

195




719

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

f112

1588

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

2219

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 12356, 1236, 124, 12450,
1246, 1256, 126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23,
234, 23456, 2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456,
46, 6}

1701

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

2082

{0, 1,12, 123, 1234, 12345, 123456, 1235, 12356, 124, 1245, 12456
125, 1256, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23, 234,
2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45, 456,
5}

2386

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
1256, 13, 134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146,
15, 156, 16, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

2386

{0,123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12450, 1250,
2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246, 25,
256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

Fii3

23

{0, T, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13,
134, 1345, 13456, 1346, 135, 1356, 136, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 23456, 2456, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

22

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 125, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145, 1456, 15, 2, 23,
234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4, 45,
456, 5}
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23

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456,
125, 1256, 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 1456, 15, 156, 16, 2, 23,
23456, 235, 2356, 236, 2456, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 456, 5,
56, 6}

23

10, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 12456, 13456,
1456, 2, 23, 234, 2345, 23456, 2346, 235, 2356, 236, 24, 245, 2456, 246,
25, 256, 26, 3, 34, 345, 3456, 346, 35, 356, 36, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

20

0,1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 1456, 146, 16, 2, 23, 234, 23456,
2346, 236, 24, 2456, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 456, 46, 6}

20

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 14, 145, 1456, 146, 15, 156, 16, 2,
24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 4, 45, 456, 46, 5, 56, 6}

]:114

25

{0, T, 12, 123, 1234, 12345, 1234506, 12346, 1235, 123506, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145,
1456, 15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 2456, 25, 3, 34, 345,
3456, 35, 4, 45, 456, 5}

22

{0, 1, 12, 123, 12345, 123456, 1236, 12456, 126, 13, 13456, 136, 1456,
16, 2, 23, 23456, 236, 2456, 26, 3, 3456, 36, 456, 6}

26

{0, 1, 12, 123, 12345, 123456, 1236, 1245, 12456, 126, 145, 1456, 16,
2, 245, 2456, 26, 45, 456, 6}

143

{0, 123, 12345, 123456, 1236, 12456, 126, 3, 345, 3456, 36, 45, 456,

G}
Fi1s

o6

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13, 134, 1345, 13456, 135, 14, 145,
15, 2, 23, 234, 2345, 23456, 235, 24, 245, 25, 3, 34, 345, 3456, 35, 4,
45, 5}

o6

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1235, 12356, 1236, 124,
1245, 12456, 1246, 125, 1256, 126, 13456, 14, 145, 1456, 146, 15, 156,
16, 2, 23456, 24, 245, 2456, 246, 25, 256, 26, 3456, 4, 45, 456, 46, 5,
56, 6}

17

{0, 1, 12, 123, 1234, 12345, 123456, 12346, 1236, 124, 12456, 1246
126, 13, 134, 13456, 1346, 136, 14, 146, 16, 2, 23, 234, 23456, 2346,
236, 24, 246, 26, 3, 34, 3456, 346, 36, 4, 46, 6}
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{0, 1, 12, 123, 12345, 123456, 1235, 12356, 1236, 12456, 125, 1256
17 | 126, 13, 13456, 135, 1356, 136, 15, 156, 16, 2, 23, 23456, 235, 2356,
236, 25, 256, 26, 3, 3456, 35, 356, 36, 5, 56, 6}

{0, 123, 12345, 123456, 1236, 12456, 126, 3, 345, 3456, 36, 45, 456,

431 61
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Prilog B

Tabela za kardinalnost prostora

vrsta matrice

Tabela B.1: Popis matrica A datih zajedno sa vrednos-
tima f(; i o;. Vrste matrice A", kao i vektori f; i o,

prikazani su u decimalnom zapisu.

AT

T

r | Dim Bi | B | Bs | o | a3
11 5 371326 28 23 119 | 16 | 23 | 16
12 5 35102229 27 1 26 | 24 | 30 | 8
13 5 [359 19 30] 29 | 25 | 24 | 29 | 24
14 5 [1 610 21 26| 29 1 9 8 | 29 | 16
15 5 [125 14 24] 23 | 19 | 18 | 27 | 17
16 5 [136 12 24] 23 | 19 | 17 | 23 | 17
17 5 [1610 13 18] 29 | 17 | 16 | 29 | 16
18 5 [125 12 24] 23 | 19 | 18 | 27 | 24
19 6 [16 15 25 42 50| 61 | 53 | 52 | 55 | 52
20 6 [12 13 23 52 56| 47 | 35 | 34 | 59 | 56
21 6 [12 13 22 44 56| 55 | 35 | 33 | 55 | 52
22 6 (1212 21 25 52| 59 | 51 | 50 | 61 | 52
23 6 [1 610 20 44 59| 55 | 53 | 49 | 62 | 44
24 6 [1 610 20 44 58| 55 | 53 | 49 | 62 | 40
25 6 [35917 35 62] 61 | 57 | 56 | 61 | 56
26 6 [16 10 18 38 60| 59 | 51 | 49 | 61 | 56
27 6 [1 610 18 36 45| 61 | 53 | 52 | 62 | 34
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28 | 6 [12 1220 41 52] 59 [ 19 | 18 | 61 | 48
29 | 6 [16 10 19 36 48| 61 | 57 | 25 | 59 | 56
30 | 6 [16 10 18 36 41 61 | 53 | 52 | 62 | 44
31 | 7 [16 25 26 44 106 112] 05 | 91 | 89 | 111 | 71
32 | 6 [125 12 24 48] A7 [739 | 35 | 55 | 49
33 | 6 [16 10 18 29 34] 61 | 33 | 32 | 61 | 32
34 | 6 [12 1220 25 36] 59 | 35 | 34 | 61 | 48
35 | 7 [16 11 48 82 99 104] 125 | 117 | 85 | 125 | 108
36 | 6 [124924 48] A7 [ 39 | 38 | 59 | 56
37 | 7 [16 24 42 55 74 97] 125 | 20 | 28 | 126 | 122
38 7 [16 10 23 49 82 98| 125 | 109 | 108 | 119 | 116
39 | 7 [12 1249 52 82 100] 123 91 | 90 | 119 | 114
0 | 7 [16 11 28 50 56 96] 05 | 79 | 75 | 111 | 71
i1 | 7 [12 12 21 50 84 100] 123 | 107 | 105 | 119 | 116
2] 7 [16 26 42 53 82 O8] 125 | 105 | 104 | 123 | 88
37 [16 24 42 53 76 104] 119 | 71 | 70 | 123 ] 104
a7 [1212 21 52 56 96] 05 | 79 | 78 | 119 | 114
5| 7 [12 1220 40 88 119] 111 | 107 | 99 | 126 | 108
6 | 7 [1 2 12 20 40 88 117] 111 | 107 | 99 | 126 | 108
7| 7 [16 10 18 34 69 90] 125 | 57 | 56 | 126 | 60
8 7 [12 12 20 40 88 116] 111 | 107 | 99 | 126 | 104
9 7 [359 17 33 67 126] 125 | 121 | 120 | 125 | 120
50 | 7 [16 10 18 34 70 124] 123 | 115 | 113 | 125 | 120
51 | 7 [16 10 18 34 68 93] 125 | 101 | 100 | 126 | 66
52 | 7 [12 1220 36 76 120] 119 [ 103 | 99 | 125 | 120
53 | 7 [12 1220 39 72 96] 123 | 115 | 51 | 123 ] 120
54 | 7 [T 21220 36 72 89 123 [ 107 | 106 | 126 | 98
55 | 8 [3 12 21 42 82 116 102 233] | 191 | 175 | 174 | 254 | 154
56 | 7 [124 24 40 81 104] 119 | 39 | 38 | 125 | 112
57 | 8 [16 11488590 152 196] | 239 | 231 | 230 | 247 | 244
58 | 8 [16 264388100 172 176] | 223 | 219 | 217 | 239 | 206
59 | 8 [1624 42 74 162 221 225] | 247 | 183 | 182 | 254 | 252
60 | 7 [12 1220 36 72 81] 123 | 107 | 106 | 126 | 108
61 | 8 [16 26 42 74 146 160 241] | 253 | 93 | 92 | 254 | 252
62 | 8 [12 12 49 52 88 212 224] 101 | 183 | 179 | 239 | 199
63 | 8 [16 10 43 82 100 200 226] | 253 | 125 | 124 | 253 | 233
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64 7 [124924 48 96] 95 | 79 | 71 | 119 | 113
65 7 [16 10 18 34 61 66] 125 65 | 64 | 125 | 64
66 7 [12 1220 36 57 68| 123 | 67 | 66 | 125 | 96
67 8 [16 10 48 82 93 148 193] 239 | 47 | 46 | 254 | 250
68 7 [12 4 24 40 49 72 119 | 71 | 70 | 125 | 112
69 8 [1 610 48 82 101 107 146] 253 | 185 | 184 | 253 | 228
70 8 [1 21221 96 164 197 208] 251 | 235 | 171 | 253 | 236
71 8 [1 610 48 82 125 146 193] 239 | 47 | 46 | 254 | 250
72 7 [124 81748 96| 95 | 79 | 78 | 123 | 120
73 8 [16 10 48 82 100 107 146] 253 | 185 | 153 | 253 | 228
74 8 [16 10 18 47 97 162 194| 253 | 221 | 220 | 247 | 244
75 8 [1 21220 97 164 170 196] 251 | 187 | 186 | 253 | 216
76 8 [12 1220 56 96 111 176| 223 | 215 | 211 | 253 | 244
7 8 [1 610 48 82 162 196 209] 253 1249 | 57 | 254 | 188
78 8 [1 242497 104 162 200] 247 | 183 | 182 | 247 | 242
79 8 [12 12 48 84 91 148 200| 239 | 175 | 167 | 251 | 241
80 8 [1 21221 56 100 112 192] 191 | 159 | 151 | 239 | 199
81 8 [1 6 10 50 82 125 162 194] 253 | 193 | 192 | 251 | 128
82 8 [1 212 52 84 121 164 196] 251 | 195 | 194 | 251 | 192
83 8 [1 610 48 82 162 192 245| 253 | 249 | 248 | 254 | 242
84 8 [1 212 52 84 105 164 196] 251 | 211 | 210 | 251 | 216
85 8 [1 212 31 48 84 104 192] 191 | 159 | 143 | 239 | 234
86 8 [12 12 48 84 105 152 208| 239 | 143 | 142 | 251 | 232
87 8 [16 10 18 34 66 141 178§| 253 | 113 | 112 | 254 | 124
88 8 [124 2441104 112 192] 191 | 159 | 158 | 247 | 242
89 8 [12 4 2440 80 176 239| 223 | 215 | 199 | 254 | 236
90 8 [124 2440 80 176 235| 223 | 215 | 199 | 254 | 236
91 8 [12 12 20 37 70 160 192] 251 | 219 | 91 | 251 | 248
92 8 [12 4 24 40 80 176 233| 223 | 215 | 199 | 254 | 236
93 8 [12 122036 72 119 136| 247 | 183 | 182 | 253 | 216
94 8 [12 12 20 36 68 137 180| 251 | 115 | 114 | 254 | 124
95 8 [12 12 20 36 72 147 192] 251 | 235 | 234 | 253 | 248
96 8 [124 2440 80 176 232] 223 1 215 | 199 | 254 | 232
97 8 [3 5917 33 65 131 254| 253 | 249 | 248 | 253 | 248
98 8 1610 18 34 66 134 252 251 | 243 | 241 | 253 | 248
99 8 1610 18 34 66 132 189 253 | 197 | 196 | 254 | 130
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100 | 8 [12 12 20 36 68 140 248| 247 | 231 | 227 | 253 | 248
101 | 8 [12 12 20 36 68 136 187| 251 | 203 | 202 | 254 | 194
102 | 8 [12 12 20 36 68 136 185| 251 | 203 | 202 | 254 | 194
103 | 9 [3 52541 83 176 212 328 385] | 510 | 506 | 362 | 495 | 429
104 | 8 [12 4 2440 72 152 240| 239 | 207 | 199 | 253 | 248
1051 9 |[162442100 196 211 330 392] | 503 | 487 | 486 | 507 | 440
106 | 8 [124 2440 75 144 192] 247 | 231 | 103 | 251 | 248
107 | 9 [1 626 42 87 176 208 328 386] | 509 | 245 | 181 | 495 | 490
108 | 8 [12 42440 72 144 177| 247 | 215 | 214 | 254 | 226
109 9 |[16 2498109 162 208 304 340] | 495 | 487 | 486 | 495 | 428
110 | 9 [16 24 42 84 164 232 384 466] | 383 | 351 | 349 | 510 | 410
1111 9 [16 24 42 77 196 224 330 392] | 503 | 501 | 497 | 495 | 486
112 | 8 [12 484880 161 208| 239 | 79 | 78 | 253 | 240
113 | 8 [124 83148 80 160] 223 | 159 | 143 | 247 | 242
1141 9 [1 2122196 169 180 304 392| | 479 | 463 | 462 | 503 | 500
115 9 [12 12 48 84 152 225 338 404] | 495 | 399 | 398 | 509 | 492
116 | 9 [12 1252 85 176 200 344 352| | 447 | 439 | 435 | 495 | 462
1171 9 [12 1220 96 164 201 418 452| | 507 | 499 | 498 | 507 | 442
118 | 9 [1 212 48 84 148 324 441 449| | 495 | 367 | 366 | 510 | 508
119 | 9 [12 12 20 96 168 300 331 388] | 507 | 251 | 250 | 509 | 444
120 | 8 [124 2440 72 144 161| 247 | 215 | 214 | 254 | 236
1211 9 [124 2497 168 182 200 448] | 383 | 351 | 350 | 507 | 465
1221 9 [12 12 52 84 148 292 337 481] | 507 | 187 | 186 | 510 | 508
1231 9 [16 10 48 84 109 164 200 384] | 383 | 319 | 315 | 503 | 496
1241 9 [1242497 104 176 424 448] | 383 | 367 | 359 | 495 | 455
1251 9 [1 212 20 36 195 324 389 392| | 507 | 443 | 442 | 509 | 501
126 | 9 [12 1220 96 164 200 417 452] | 507 | 251 | 250 | 509 | 489
1271 9 [1 6 10 48 80 146 189 276 385| | 495 | 111 | 110 | 510 | 506
128 | 8 [12481848 96 192] 191 | 159 | 143 | 247 | 241
129 | 8 [16 10 18 34 66 125 130| 253 | 129 | 128 | 253 | 128
130 | 8 [12 12 20 36 68 121 132] 251 | 131 | 130 | 253 | 192
131 9 [124 848 127 207 336 400] 495 | 431 | 430 | 503 | 500
132 | 8 [124 2440 72 113 136| 247 1 135 | 134 | 253 | 224
1331 9 [1 6 10 48 80 146 173 221 274] | 509 | 369 | 368 | 509 | 308
1341 9 121220 96 164 185 296 385| | 479 | 95 | 94 | 510 | 506
1351 9 16 10 48 80 146 165 221 274| | 509 | 377 | 376 | 509 | 308
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136 | 8 [12 484880 97 144| 239 | 143 | 142 | 253 | 240
1371 9 [12 1220 96 164 207 292 387] | 507 | 123 | 122 | 510 | 506
1381 9 [12 1220 96 164 201 213 292] | 507 | 371 | 370 | 509 | 484
1391 9 [16 10 18 96 162 253 290 385] | 479 | 95 | 94 | 510 | 506
140 | 9 [12 42441 192 328 393 416] | 503 | 471 | 343 | 509 | 492
141 9 [1 610 18 96 162 196 219 290| | 509 | 377 | 313 | 509 | 484
1421 9 [12 1220 96 164 249 292 385| | 479 | 95 | 94 | 510 | 506
1431 9 [12 1220 96 164 169 292 450| | 507 | 499 | 498 | 510 | 484
144 | 8 1248163396 192 191 | 159 | 158 | 251 | 248
145 9 [16 10 18 34 127 193 322 386] | 509 | 445 | 444 | 503 | 500
146 | 9 [16 10 18 34 95 193 322 386] | 509 | 445 | 444 | 503 | 500
1471 9 [12 1220 36 193 324 346 388] | 507 | 379 | 378 | 509 | 408
148 | 9 [12 1220 56 96 160 239 304| | 479 | 471 | 467 | 509 | 492
149 | 9 [1 6 10 18 34 192 322 388 477| | 509 | 485 | 484 | 510 | 266
150 | 9 [124 2440 193 328 338 392 | 503 | 375 | 374 | 509 | 472
151 | 9 [16 10 18 96 160 320 387 396] | 509 | 497 | 369 | 509 | 489
152 9 (1242440 112 192 223 352| | 447 | 431 | 423 | 509 | 500
153 9 [12 1220 96 164 199 292 448| | 507 | 379 | 315 | 507 | 497
1541 9 [12 1220 96 164 324 392 417| | 507 | 499 | 115 | 510 | 444
155 9 [124 2496 168 183 296 400| | 479 | 351 | 335 | 507 | 497
156 | 9 [124 848 193 208 322 400] 495 | 367 | 366 | 503 | 498
157 | 9 [12 1220 96 163 200 208 384] | 383 | 375 | 371 | 503 | 485
158 1 9 [12 42496 168 179 296 400] | 479 | 351 | 335 | 507 | 497
159 | 9 [16 10 18 34 66 130 269 370 | 509 | 241 | 240 | 510 | 252
160 | 9 [1242441 112 200 224 384] | 383 | 319 | 303 | 495 | 455
161 9 [1 610 18 98 162 253 322 386] | 509 | 385 | 384 | 507 | 256
162 | 9 |[121220 100 164 249 324 388] | 507 | 387 | 386 | 507 | 384
163 | 9 1610 18 96 162 322 384 493| | 509 | 497 | 496 | 510 | 498
164 | 9 12424104 168 241 328 392| | 503 | 391 | 390 | 507 | 448
165 | 9 [12 1220 96 164 324 384 491] | 507 | 499 | 498 | 510 | 498
166 | 9 [12 1220 96 164 324 384 489] | 507 | 499 | 498 | 510 | 498
167 | 9 [16 10 18 34 66 130 270 369] | 509 | 141 | 140 | 509 | 252
168 | 9 [124 24104 168 209 328 392| | 503 | 423 | 422 | 507 | 472
169 | 9 [124 246396 168 208 384] 383 | 319 | 287 | 495 | 490
170 | 9 1242459 96 168 208 384 383 | 319 | 287 | 495 | 490
1711 9 1242440 80 160 320 423 479 | 471 | 455 | 510 | 500
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1721 9 [124 2496 168 209 304 416] | 479 | 287 | 286 | 507 | 488
1731 9 [12 1220 36 68 136 264 443] | 507 | 459 | 458 | 510 | 390
174 | 9 [12 1220 36 68 132 281 356] | 507 | 227 | 226 | 510 | 252
1751 9 [12 1220 36 68 136 307 384] | 507 | 459 | 458 | 509 | 504
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Mpwnor 1.

M3jaBa o0 ayTopcTBy

MNoTnucaHu-a Bojan By4koeuh

6poj ynuca 2016/2010

UsjaBmbyjem
[a je AOKTOpCKa AucepTaumnja nog HacnoBoOM

Hoee kombuHaTopHe KOHCTPYKUM|E YV Be3n ca npobneMumMa M3 xpoMmaTcke Teopuje

rpacoBa, ekcTpemManHe Teopuje ckynoea v Teopuwje Bynoeux matpuua

e pe3ynTtaT CONCTBEHOr UCTPAXWBAYKOr paja,

e [a npeanoXeHa Aucepraumja y LENWHK HKU Yy AenoBUMa Huje Buna npeanoxeHa
3a pobwjake 6uno koje gunnome npema CTyAWjCKAM nporpamuma  Apyrux
BUCOKOLLIKONCKUX YCTaHOBA,

e [a Cy pesyntaTh KOPeKTHO HaBeOeHU U

e [la HMUCAM Kpluuo/na ayTopcka npaBa W KOPUCTUO WHTENEeKTyanHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc gokTopaHaa

Y Beorpagy, 03.11.2017.
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Mpunor 2.

U3jaBa 0 UICTOBETHOCTMU WITAMMNAHE U ENIEKTPOHCKe
Bep3uje OOKTOPCKOr paaa

Mme n npesume aytopa Bojan Byuykosuh
bpoj ynuca 2016/2010
CTyavjcku nporpam WHdopmaTuka

Hacnoe paga _ Hoee koMbuHaTopHE KOHCTPYKUU|E Y Be3n ca npobnemuma

N3 xpomaTtcke Teopuje rpadoBa. EKCTPEMANHE Teopuje cKynoea

1 Teopuje Bynoeux maTtpuua

MeHTOp ap Muwoapar Xuekosuh

MoTnucaHu BojaH By4ykosuh

W3jaBrbyjem aa je wramnaHa Bepavja MOr JOKTOPCKOr paja WCTOBETHA ereKTPOHCKO)
BEpP3Wju Kojy caM npepao/na 3a objaBreuBake Ha noptany ururanHor
peno3utopujyma YHuBRep3uterta y beorpaay.

NossorbaBam aa ce objaBe MojU NUYHM nopaun Be3aHW 3a Aobujake akagemckor
3Baka [JOKTOpAa Hayka, Kao LWTO Cy UMe W Npesume, roavHa v mecTo pohera v aatym
onbpaHe paga.

Osn nNW4HW nojaun Mory ce o06jaBUTM Ha MpPEeXHWM CTpaHuuama aurutanHe
BGubnuoTeke, y eneKTPOHCKOM KaTanory v y nybnukauvjama YHusepauteTta y beorpaay.

MoTnuc pokTopaHaa

Y Beorpaagy, 03.11.2017.




Mpunor 3.

U3sjaBa o kopuwhemwy

Osnawhyjem YHueepsutetcky Bubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh ga y Jurutanyu
peno3uTopujym YHueepsuteta y Beorpagy yHece Mojy AOKTOpPCKY gucepTauujy nog
Hacnosom:

Hoee kombuHaTopHe KOHCTPYKUM|E Y Be3X ca npobneMuma M3 XxpoMaTcKe Teopuje

rpachoBa, eKCTpEManHe Teopuje ckynosa n Teopuje Bynosux maTtpuua

KOja je MOoje ayTOpCKO Aeno.

HucepTauwmjy ca cBMM Nnpunosnma npegao/na cam y enekTpoHCKOM hopMaTy NorogHoOM
3a TpajHO apxuBMpaHE.

Mojy nokTopcky auceprauuvjy noxpakeHy y [urutanHu penosvtopujym YHuBepsuTeTa
y Beorpaay mory na kopucrte cBu koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y onabpaHom tuny
nuueHue KpeatueHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyduo/na.

@AyTOpCTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMepLUujanHo
3. AyTopCcTBO — HEKOMepuwjanHo — 6e3 npepage
4. AYyTOpPCTBO — HEKOMepUWjanHo — AeNUTU NO4 UCTUM YCnoBuMa
5. AytopcTteo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — AEnuTy No4 UCTUM YyCnoBUMa

(Monumo aa 3aokpyxute camo jeaHy oA LWeCT NOoHyhHeHWx nuueHUW, KpaTtak onuc
nuueHUM gat je Ha nonefuHn nucta).

MoTtnuc gokrTopaHaa

Y beorpapay, 03.11.2017.
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1. AytopctBo - [lo3Borbasate ymHOXaBakwe, AucTpubyuunjy W jaBHO caonwiTaBame
Aena, v npepage, ako ce HaBene WUMe ayTopa Ha HauuH ofpefeH o cTpaHe ayTopa
Wnu fdaBaoua nuueHuUe, Yak v y komepuuvjanHe cepxe. Oeo je HajcnoboaHwja o ceux
NUUEHUM.

2. AyTOpCcTBO — HekoMmepuujanHo. [o3sorbaBarte yMHOXaBawe, gucTpubyuunjy v jaBHo
caonwtasakwe gena, U nNpepage, ako ce HaBeae UMe ayTopa Ha HauumH ofpefeH of
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. Oa nuueHUa He [03BOrbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekomepuwjanHo — 6e3 npepafe. [lo3Borbaeate yMHOXaBatbe,
anctpubyuurjy v jaBHo caonwTtaBake fena, 6e3 npomena, npeobnuvkoBaka WM
ynotpebe pgena y cBoM fdeny, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauuvH ogpefleH og
CTpaHe ayTopa unu faeaoua nuueHue. OBa nuueHUa He [O3BOSbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby Aena. ¥ ofHOCY Ha cBe ocTane nuueHue, OBOM NULEHLIOM Ce orpaHu4asa
Hajsehu oBuMm npaea kopuwhewa gena.

4. AYTOpPCTBO - HEKOMEPUMjanHO — OENUTM No4 UCTUM ycnoeuma. [lossorbasare
yMHOXaBake, anctpubyumjy 1 jaBHO caonwTaBamwe fena, u npepage, ako ce Hasege
WMme ayTopa Ha HauvH ofpefeH of cTpaHe ayTopa unv gasaola NuueHUe 1M axko ce
npepaga Avctpubyupa nog WMCTOM wnu cnvdHoM nuueHuom. Osa nuueHua He
fAo3Borbasa komepuumjanHy ynotpeby aena v npepaga.

5. AytopcTteo — 6e3 npepage. [osBorbaeare ymMHOXaBawe, AMcTpubyuujy U jaBHO
caonwTaBawe gena, 6e3 npomeHa, npeobnukoeara unu ynotpebe gena y csom aeny,
ako ce Hasene wMme ayTopa Ha HadvH oapefeH op crpaHe aytopa WNu aasaoua
nuueHue. Oea nyueHUa A03B0fbaBa kKoMepuujanHy ynotpedy aena.

6. AyYTOpPCTBO - [QenWTU noA WCTUM ycnoeBuma. [lo3BorbaBare YMHOXaBawe,
aucTpubyumjy v jaBHO caonwiTaBarke Oena, v Npepage, ako ce HaBeje UMe ayTopa Ha
HaunH ogpeheH o cTpaHe ayTopa MNU Aaeaoua NWUEHUe W ako ce npepaja
auctpubyupa noa WCTOM WMNWM CNMMHOM  nuueHuom. Oea nuueHua [o3Borbasa
KoMmepuujanHy ynoTtpeby pena v npepaga. CnudHa je codTBEPCKMM NUUeHuama,
OL4HOCHO nUUeHLlaMa 0TBOPEHOT Koaa.



