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N3jaBe 3axBajiHOCTHU

OsBa JIoKTOpCKA Jucepralyja peJcTaB/ba Je0 Pe3yJIraTa BULIIerO/UIIber HCTPa-
JKUBamba, 1101 MeHTOPCcTBOM 1pocdecopa [Ipeapara Tanosuha u y capaamu ca CiiaBkom
Momnomom.

Crom menTopy, [Ipeapary Tanosuhy, ayryjem memsmepry 3axBajnoct: CBe mMITO
3HaM U3 TeOpHje Mojiesia WIH Me je OH Hay4Ino WU Me je MOTHBUCAO Jla HAYIUM WU

CaM OTKpPHO Yy CapadibHd Ca IbHM.

Canaky Momomu caMm 3axBajlaH Ha CyrecrujaMa d HOMONHW y u3paju OBe JIu-
cepranuje. OcuMm TOra, pe3y/aTaT MOCAeIHEr MOIJIaB/ha CYy HACTAIN y CAPAJHbH Ca

CiraBkom Mormomom u [Ipenparom Tanosuhewm.

3axBaJIHOCT AyTyjeM U YJIaHOBHMA KOMHCHje Ha KOPUCHUM CaBeTHMa U KOMEeHTa-
puma. Anexcauapy [lepouhy cam HapounTOo 3aXBajiaH Ha Y TOTOIUINEGO0] TTOIPIIIITH.
Bopany I[lerpuhy n Bopumu Ky3zemesuhy Takohe myryjem 3axBaJHOCT Ha CaBeTUMA
U KOMEHTApUMa. 3axBajiaH CaM U KoJieraMa ca Karejpe u npujarebuma ca Mare-

MATUYKOI' UHCTUTYTa Ha IIOAPIIIHN.

[Topoaumu cam 3axBajiaH Ha BEJIWKO] TOJAPIIIIN KOjy CY MU MPYIKaJIH TOKOM T'O-
JuHa. Dpankm caMm 3axBajaH Ha HOJPIINU U CTPIUbemY. be3 me oBe auceprarmje

He 6u 6uo.

ejan Mauh



Ananunza npedbpojuBux MojeJia MOTIIYHUX Teopuja JUHeapHOo
ypebennx cTtpykrypa

Pe3ume: V 0B0j Te3u uszydaBamMo JimHeapHO ypehene cTpyKType u lUXOBe TOTIYHE
Teopuje. [TaBHM TeXHWYKHN ajaT KOjU KOPUCTHMO y HAIO] aHAJIU3U Cy KOH/IeH3a-
nuje, Tj. pa3jarame ypehema y KOHBEKCHE JIeJIOBE W M3yUaBahe KOJTMIHIIKE CTPY-
KType W CTPYKType JIeJoBa. YBOAUMO YHUMDOPMHO AehuHAOUTHY KOHIEH3AIU]Y Cs
Koja passiaxke ypebheme y HajBehe KOHBEKCHE JIeJIOBE 4uje Cy Teopuje HpBOI pejia
jeJIHOCTaBHEe: OHU Cy WJIM IycTa wid Jiuckperna ypehema. 3yuaBamo cs KoJiM4uHU-
4Ke CTPYKTYpe KOje €y eKclian3uje ojpeheHux npocTux npeOdpOjuBUX JIMCKPETHUX
ypebema u jajemo Jerasban onuc oHux Koje mMmajy Kanrop-Benaukconos paunr 1.
Takohe kKopucTHMO KOHJIEH3AIN]Y Cs Ja JOKarKeMO Ja je CBaKo JimHeapHO ypeheme
IPOIIMPEHO ca KOHAYHO MHOI'O YHADHHUX IpeJuKaTa W pesalija eKBUBAJEHIIHja Ca

KOHBEKCHUM KJIacaMa MHTEePIPETaOUIHO ¥ YUCTOM JIMHEApHOM ypehemy.

YBOJIMMO CBOjCTBa JIMHEApHE U jaKe JIMHeapHe OMHAPHOCTHU 3a JIMHeapHO ypehene
CTPYKTYPe U IbUXOBe MOTIIYHE Teopuje. ¥ Caydajy Teopuje, nedWHUIIja OMUCYje 0CO-
ouny rpyme ayromopdusama meHor 3acuhenor mojaena. Jlokazyjemo na je cBaka mor-
nyHa Teopuja JUHeapHor ypehema ca yHapHUM MpeInKATHMa W pesalujaMa eKBU-
BaJIEHIIMje Ca KOHBEKCHUM KJjlacaMa jaKo JiIMHeapHo OunapHa. [iaBHu pesysirar TBp-
JIM Jla je JaKo JIMHeapHO OMHapHA CTPYKTypa Jie(DUHUIIMOHO €KBUBAJIEHTHA JIMHEa-
pHOM ypebhemy ca JIOJaTUM YHApPHUM TPEIUKATUMa, U pejialfjaMa eKBUBAJICHII]e
ca KOHBEKCHUM KjiacaMa. ¥ J0Ka3y JiajeMo oruc jie(puHabUIHIX CKYIIOBa, TTPOU3BO-
JBHOT JINHEeApHOT ypehema ca yHApHUM IpeJuKaTHMa U peJaljaMa eKBUBaJIeHIIje

Ca KOHBEKCHHUM KJlaCaMa.

Kipyune peun: Jluneapua ypebhema, ekcriansuje jiuneapuux ypehemwa, jepunabu-
JIHEe KOHJIeH3alluje, MPOCT THIl, OMHApHE Teopuje, JIMHeapHa OMHAPHOCT, jaKa JIMHe-
apHa OMHApPHOCT, KOHBEKCHE €KBHBaJIeHIUje, JIe(DUHUIIMOHA €KBUBAJIEHTHOCT, €J1H-
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An analysis of countable models of complete theories of
linearly ordered structures

Abstract: We study linearly ordered structures and their complete theories. The
main technical tools used in the analysis are condensations, i.e. partitioning the
ordering into convex parts and then studying the quotient structure and that of the
parts. We introduce a uniformly definable condensation relation cs that decomposes
the ordering into largest convex pieces whose first order theory is simple: they are
either dense or discrete orderings. We study cs quotient structures that are expan-
sions of certain simple countable discrete orderings and give a precise description of
those having Cantor Bendixson rank 1. We also use the condensation cs to prove
that any linear ordering expanded by finitely many unary predicates and equivalence

relations with convex classes is interpretable in a pure linear ordering.

We introduce notions of linear and strong linear binarity for linearly ordered
structures and their complete theories. In the case of a theory, the defining condition
expresses a property of the automorphism group of its saturated model. We prove
that any complete theory of a linear ordering with unary predicates and equivalence
relations with convex classes is strongly linearly binary. The main result states that a
strongly linearly binary structure is definitionally equivalent to a linear ordering with
unary predicates and equivalence relation with convex classes added. In the proof
we give a description of definable sets in any linear ordering with unary predicates

and equivalence relations with convex classes.

Key words: Linear orderings, expansions of linear orderings, definable condensa-
tions, simple type, binary theories, linear binarity, strong linear binarity, convex
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YBoa

Y 0BOj Te31 n3yv4aBaMo JUHEAPHO ypeheHe CTPYKTYpPe U (bUXOBE MOTIYyHe TeOPHje.
[Tox uHeapHO ypeheHOM CTPYKTYpOM IOApa3yMeBaMo CTPYKTYpY IpBor pema A =
(A, <,...) rakBy j1a je (A, <) muneapno ypeleme koje y ctpykrypu A Moxke uMaTn
Jojare penamnuje u omepanuje Ha ckymy A. OCHOBHA MHUTamba TEOPHje MOIeIa Koja
ce Npupo/iHO HaMehy 3a CTPYKTYpe UCTOT je3uKa Cy:

1. Kaga cy crpykrype nzomopdue?

2. Kama cy cTpyKType eieMeHTapHO eKBUBaJeHTHE

3. Kaxko u3riemajy ned>nHaOUIHN CKYTIOBH § TAKBAM CTPYKTYypama?

OBa nuTama cy BeoMa ONIINTA U He MOYKe ce OUeKMBATHU /1eTa/baH OJTOBOD V CJIYUajy
reHepaJHUX JUHEAPHO ypeheHuX cTpyKTypa, Beh ce Bashba OrpaHUYNTH HA HEKE MOT-
kiaace. Xaysaopd ce y cBoMm wyBeHoM pajy u3 1908. romune ([4]) 6aBuo nuTamem
n3oMopdusmMa JuHeapHux ypehema u onucom ypehajuux tumosa, Tj. Kaaca eKBUBa-
JieHIje y ojiHocy Ha uzoMmopduzam. Jlokazao je jia je cBako JimHeapHo ypeheme uin
pacyTo (He caapzxu noaypeleme nzomopdno ypehemy pannonannux 6pojesa) uim je
rycTa CyMa pacyTuX KOHBEKCHUX Tojypehema, a 3atum je ommcao op/iuHAIHY XUje-
papxujy pacytux ypehema. Jejana oj Kbyunux Xay3jaopdoBux ujieja y aHaJ U3 TH-
na n3oMopdusma ypehema je naeja KOHIeH3aIHje: MOr0AHO pacTaB/bamhe JaTOT ype-
hema Ha KOHBEKCHE J1eJI0BE KOjU Cy Y HEKOM CMUCIY jeaHocTaBHH. OBaKBUM pacTa-
BJhAILEM C€ AHAN3a CJOYKEHOCTH ypehema NpeHocn Ha aHAIN3Y CI0XKEHOCTH JTUHea-
pHOT ypehema THX Jie/ioBa HacaeljeHOT TPUPOIHO U3 Tota3HoT ypehema. Cam mojam
KOH/IeH3aIlje TUHeapHuX ypehema, Kao M OMuc HEKUX OCHOBHUX TUTOBA KOH/IEH3a-
nuja, gaam ¢y dymauk u Musaep 1940. roqune y pauy [2].

Mogesicko Teopujcka aHa/m3a JuHEApHUX ypeherma 3amodera je mO9IeTKOM I1e/ie-
ceTux rojuHa MPOoILIora Beka y pajoBuma Tapckor, Mocrosckor, Bera nu ®pecea.
Hajsnauajuuju pesyarat u3 tor nepuosga jgoommu cy @edepman u Bor 1959. ro-
qube y paay [3]. dokasamu cy ma cy cyme jmueapuux ypehema ©zA; u &785;,
rae je 7 snmHeapHOo ypeheme, eleMeHTapHO eKBUBAJEHTHE YKOJIHKO CY CBH OJIO-
Bapajyhu maposu cymanana A; u 3; eleMeHTapHO eKBUBAJIEHTHH. TuMe je akTye -
30BaH MPoOIeM eeMeHTapHe eKBUBAJIeHIje TUHeapHuX ypehema u mpobieM ogpe-
bhuBama Opoja mpedpojuBux MoJe/1a Jare MOTIyHe Teopuje JuHeapHuX ypehema. Y
HepUoJy HAKOH TOra OpOjHM MaTeMaTwudapH Cy Jiajid JeJUMUYHE pe3yJiTare Ha Ty

TeMy, a Haj3HavajHUju jonpuHoc je nao Pyoun 1974. rommme y pany [15] y kome



je u3ydaBao Kjacy JuHeapHux ypehema ca npujogaTuM YHAPHUM IpeJIUKATHMA U
MOTIIYHE TeopHje TaKBUX CTPyKTypa. Hamomennmo ja Ta Kjaca HUje CYNMITHHCKU
mupa oJ Kjace JUHEApHHUX ypebhema, jep je cBaKo JuHeapHO ypeheme ca yHapHUM
npeuKaTOM WHTepPHpeTabuIHO Y HEKOM 4YnucToM JuHeapHoM ypehemy. Uako Py-
ouH HUje ycmeo ga mponabhe omnuc nednHAOMITHIX CKYIIOBA Y TAKBUM CTPYKTYpaMa,
TOKA3a0 je Ja CBaKa TAKBA TEOPHja HMa MM KOHAMHO MHOIO MiH 2%° Hem3oMopdHHIX
1pedpojuBUX MO/IEIA.

[TpBu npubanzkan onuc jebuHAONIHUX CKYIIOBa y JJuHeapHuM ypehemuma j1ao je
Cumon 2011. roaune y pamy [16]. OH je youno 3Hav1aj MOHOTOHHX OHHADHUX DeJIaln-
ja y nuneapuuMm ypehemunma; oOuHapHa pesanuja R je MOHOTOHA YKOJINKO U3 T < T,
rRywuy <y cieqn 1 Ry;. Jlokazao je j1a yKOJIMKO JaTo JuHeapHO ypeheme ca
YHApHUM TIPeINKATAMa TPOIMTUPUMO JT0aBabeM CBUX J1e(bUHAOMTHIX YHAPHUX IIpe-
JIMKaTa ¥ MOHOTOHUX OMHAPHUX peJiallfja, JoOMjaMo CTPYKTYPY 4Hja TeopHuja esu-
MUHHIITEe KBAaHTH(MUKATOPE, Tj. V KOjoj je cBaku aeduHaOUIaH CKYII N-TOPKU JOMEHa
sepunucan BysoBom kombunaimjom dpopmylia ca jeJHOM CJ1000HOM ITPOMEH/bUBOM
u (opmya koje pedunuIry MOHOTOHE OuHapue pesanuje. CuMoHOB omuc jeduHa-
OMJTHUX CKYIIOBA C€ MOYKe CMaTpaTH MPUOJIMKHUM, jep JuHeapHo ypeheme j1o1aBa-
eM MOHOTOHE OWHApHE pesialuje MOKe MOCTaTH CYIITUHCKH CJA0XKEHHja CTPYKTYPa
oz Ma Kor (wmcror) suHeapHor ypehema.

Y pucepTanmju u3ydaBaMo MOJEJICKO TEOPHjCKe OCOONHE JIMHeapHux ypehema. Y
IPBOM IOIJIABJBY J1ajeMO TPeryie]] CBIX OCHOBHUX MOjMOBA M TBphema Teopuje Moiesia
KOje KOPUCTUMO. ¥ JIPYTOM TOIJIaB/by M3ydaBaMo YHUMOPMHO meduHAOUTHE KOH-
JieH3aigje, Tj. xomoMopdusme JinHeapuux ypehema, u ocHOBHe onepaluje ca mbuMa:
KOMIIO3UIIMje U uTeparmje. YBOIMMO KOHJIEH3AIU]y C5 (OPUTHHAIHO yBEJEHY Y Koay-
Topckom pasy [7]) koja je nedunabuina dpopmysiom npsor pega d(z,y) y jesuky {<},
a Juje cy KJjiace y cBakoM ypehemy MakcuMajHU KOHBEKCHU JIMCKPETHO ypeheHu u
MaKCHMaJIHN KOHBEKCHU T'ycTo ypehenu nogckymnosu. /lobujene kiace pasinkyjemMo
[0 bUXOBUM eJIeMeHTapHUM CBOjCTBHMA, OJTHOCHO FHbUXOBHM IMOTIYHUM TEOpPHjaMa
npBor pega. Ty mmamo mpedPOjuBO MHOTO MOIYNHOCTH M Y CBHM, OCHM Yy jeJIHO],
paju ce 0 KOHAYHO aKCHOMATU3AOUIHUM MOTIIYHUM TeopHjaMa, Tj. O TeopHujaMa Koje
MOZKEMO aKCHOMAaTH30BAaTH jeTHOM peUdeHHIIOM IpBOT peja. Teopuja ryctux ypehema
0e3 Kpajesa je HOTILyHA, JOK TeOpujy JAUCKpeTHux ypehema KoMIiierupamo J10/1aBa-
beM nH(OpMaIlija O TOCTOjalby UM HEIOCTOjamby CBAKOT OJ] Kpajesa, Kao U Jia JIk ce
paji 0 KOHAYHOM ypeDhermy y KoM ciiydajy npenusupamo u Opoj leroBux ejieMeHaTa.
Jeqnna mehy muMa Koja HUje KOHAYHO aKCHOMAaTH3a0MJIHA je Teopuja DeCKOHATHUX
JHUCKpeTHHX ypehema ca mHajmMamuM u ca Hajpehmm enemenTom. Konadno akcuo-

MaTu3abmIHUM J10/le/byjeMo yHaphe npeaukare {W, W* Z G, C,}ncw; npeaukar G



reopuju Th(Q, <) rycrux ypehema 6e3 kpajesa, W oarosapa reopuju Th(w, <) au-
ckpernux ypehema ca jsesuM aan 6e3 jgecuor kpaja, W* reopuju Th(w,>), Z Te-
opuju Th(Z, <) u C,, Teopuju ypehewa ca n enemenara. Ananmsa paror ypehema
A ce cacroju y caegehiem: daxropucamem pesanuje cs gobujamo daxrop ypele-
mwe c;(A) kome mogajemo ynapue peaamuje XA 3a X € {W, W*, Z, G, Cp, }new Taxo
na X([r]e;) osnauasa ga reopuja Th([r]e;, <4) oarosapa npemukary X. Ha raj

HAYUH JIOOMjaMO CTPYKTYPY c}#(A) JImHeapHOr ypebhema ca nmpedpojuBo MHOTO JIH-

CJYHKTHUX YHapHHUX penanmja. Vcra cTpykTypa c§#(¢4) ce OOMYHO MOZKe TOOUTH
OBHM TIOCTYNIKOM He camo u3 ypehema A Hero u3 Buiie JuHeapHux ypehema; ¢cBa OHa
cy MmehycoOHO efleMeHTapHO eKBUBAJIEHTHA U IbHUXOBe ypehajHe THIIOBe MOXKEeMO JIaKO
ouucaru. Takobe, pokazahemo ja ejemenTapHo ekBupajieHTHUM ypehemwuma A = B
O/IrOBApajy eJIEeMEHTAPHO €KBUBAJEHTHE CTPYKTYPe c?(.A) u c?&([)’), Kao 1 OOPHYTO
TBpheme. Tume cmo mpobiiem omnuca Tuia ndomopdu3Ma, JJuHeapHor ypehema cBesn
Ha 1pobJieM omrca Tta n3oMopdu3Ma jeJHOCTaBHUjer JuHeapHor ypehema, aiu ca
NPUI0ATHM YHAPHUM TPEIUKATHMA.

MoruBanuja 3a pesyarare jgobujeHe y TpeheM IOIVIaB/bY je H3ydaBaibe jeTHO-
CTaBHUX MPeOPOjUBUX TUCKPETHO ypeheHuX C; Kaaca ca J0JaTOM CTPYKTYpoM. 1o
cy ekcnansuje ypehema (w, <), (wW*, <) 1 (w+ w*, <). VY ommreM ciaydajy Takse
CTPYKTYpe MOTYy OMTH BeoMa KOMILTHKOBaHEe, Ma YBOJUMO JIOJATHY ITPETHOCTABKY,
konaunoct Kanrop Benjinkconosor panra. Tume cj102KeHOCT CBAKOr TUla u JiepruHa-
OuIHOT CKylla MepUMO npupoaauM Opojem. [lurame Ha Koje KeJIMMO Jjia 0JI'OBOPUMO
je:r Jla Jim ce TakBe eKCIlaH3uje, JI0 Ha JeUHUIMOHY eKBUBAJIEHTHOCT, MOTY JOOUTH
JofaBameM yHapHux npeankara’ [loTBpman oaroBop gajemMo y caydajy eKcraH3uja
panra 1. Pesynrarn oBor moriasiba cy 06jaB/beHH Y ayTOpoBOM pajy [6]. Pasma-
tpaliemo ekcnausuje nuckperHo ypehennx crpykrypa obimka (w+ L, <,...) rue je
(L, <) nuueapuo ypebherme. YBOAUMO MOjaM TPOCTOT THIA Yy OBAKBUM ypehemuma u
JIOKa3YjeMO CTPYKTYPHY TeOpeMy 3a TaKBe THIIOBE. 3aTHM IMOCMATPAMO €KCIIaH3Uje
crpykrypa (w, <) u (w + w*, <) Kanrop Benaukconosor panra 1, a To cy ome y
KOjuMa He 1ocToju OeckoHauHa damusinja MehycobHO JUCJYHKTHUX, OECKOHAYHUX
JiecbuHabUITHUX TOJCKYNOBA JioMeHa. lIpumepn TakBUX eKClIaH3Hja Cy CTPYKType
(w, <, Py), tae je Py(x) npennkar ,,d gemn 2”7 n (w + w*, <, Byy), vae je By, ckyn
(Py+1)(w)UPy(w)* xoju je yamja TpanciaaTa ckyna Py(w) 3a [ MecTa yecHO 1 cKyma
cBUX N* € w* 3a Koje je n nmespuBo ca d. [lokazyjeMo Ja y TaKBUM eKCHAH3MjaMa

IIOCTOjU TPOCT THUII U 3aTUM JI0OKa3yjeMo cieaehy Teopemy.

Teopema 1. (1) Csaka ekcnansuja cTpykType (w, <) koja 3agoBosbasa CB(z =) =1
je aedpmHunumoHo ekBuBaneHTHa cTpykTypu (w, <, P;) rpe je d = deg(z = x).

(2) Ceaka ekcnaHanja cTpykType (w + w*, <) y k0joj w Huje aecbnHabunan ckyn je ge-
(PUHULINOHO eKBNBANEHTHA CTPYKTYpu (w+w*, <, By;) npn vemy je d = deg(z = z)

a [ je Hekn yeo Opoj.



Kao mociemauity oBe TeopeMe jgobujaMo ciegelly TeopeMy Koja YOIIITaBa pe-

syarar [unaja u lrajaxopra u3 pajga [12].

Teopema 2. He noctoju npaBa ekcnausmja ctpykType (w,<) nmnm (w + w*, <) koja
3agoBosbaBa CB(zx = z) = deg(x = z) = 1.

YerBpTO TOTIaB/he CAAPKU TIJaBHE pe3ynTare Te3de. CBH pe3yaTaTH y mHeMYy
cy mobujenn y capaamu ca [Ipeaparom Tanosuhem u CrnaBkom Momomom. Ilocma-
TpamMo JinHeapHa ypehema ca npuaogaTUM yHAPHUM HPEJIUKATAMA M KOHBEKCHUM
peJjlanmjamMa eKBUBAJIEHIIMje. JejlaH O/l TVIABHUX pe3yJiTata OBOI' MOIJIaB/ba j€ OIUC

JiecbnHaOUITHUX CKYIIOBA Y OBAKBUM CTPYKTYpaMa.

Teopema 3. (Mmuh, Monoma, Tanosuh) Heka je A = (A, <, P;, Ej, 57 )icr, jes nune-
apHo ypeljerse ca npugogaTum yHapHum npegukatuma (P | i € 1), koHBekcHUM penayu-
jama eksuBanenuyuje (E; | j € J) y kome cy penaunje cneabernka 3a knace gedpunncane
ca: ,,S}(r,y) ako n camo ako usmely knaca z/E; n y/E; uma Tadno n—1 Ej- knaca”.
VYkonuko (P;|i € I) n (E;|j € J) cappxe CBe yHapHe npeanKaTe U KOHBEKCHE pe-
naumje eksuBaneHuuje Koje cy gedpunabunne y crpyktypu A, taga Th(A) enumunnnwe

KBaHTUUKATOpE.

[Toceban ciyuaj Teopeme je onuc AedpUHAOUIHAX CKYIIOBA Y IIPOU3BOJHHOM JIH-
HeapHoM ypeljemy koju je nperusauju ox Cumonosor omuca u3 paja [16]. Teopema
3 cieju U3 peru3Hor onuca JiepuHaOUIHUX CKYIIOBA Y jJaKO JIMHEAPHO OMHAPHUM
CTPYKTypama, KOje YBOJUMO 1 U3y4aBamMo y OBOM HorjiaB/by. JlojlaTHa CKyIIOBHO T€O-
pHjcKa MPeTnocTaBKa KOjy KOPUCTUMO je TIOCTOjambe JaKO HeJIOCTUKHUX KapAuHasla
Kojom 00e30elyjemo mocTojame 3acnheHnx cTpykTypa. ¥3 OBY HPETHOCTABKY CBOj-
CTBO jake JiMHeapHe OMHAPHOCTHU Ce MOKe jeJIHOCTABHO ONUCATU Ha cejgehn Hadmm:
TeopHuja 3acuhene JIMHEApHO ypeheHe CTPYKType uMa TO CBOjJCTBO aKO U CaMO aKO O/1
CBaKa JiBa WheHa ayToMopdu3Ma KOju ce MOKJIalajy Ha KOHBEKCHOM CKYIY MOXKEeMO
HAITPABUTH ayToMOpdU3aM TaKO IITO HA YOUEHOM KOHBEKCHOM CKYIY HpUMembYje-
MO jejian ayToMopduzam, a Ha octarky jpyru. [lokaszyjemo ja Teopuje JimHeapHOD
ypebemwa ca npujgo/laTuM yHapHUM IpeJMKATHMa ¥ KOHBEKCHUM peJlallijaMa, €KBH-
BaJIEHIMje UMa]y TO CBOjCTBO, Ka0 M Jia CY TO eCeHIINjaHO je/InHe JTMHeapHo ypehene
CTPYKTYDe 4Hje Teopuje uMajy To cBojcrBo. Hamomennmo na cy aBe crpykType (pa-
3JIMYUTUX je3uKa) AeUHUIMOHO eKBUBATEHTHE YKOJIUKO UMAjy MCTH JOMEH U HCTe

JecbunabuIHE MOJACKYIIOBE.

Teopema 4. (WUuuh, Monomwa, Tanosuh) Heka je A = (A <,...) nuHeapHo ypeljeHa
CTPYKTYpa KOja MMa CBOJCTBO jaKe JinHeapHe buHapHocTu. Taga je ctpyktypa A aecdounn-
umono ekeusaneHtHa ctpyktypn A’ = (A, <, P;, E})icr, jes y k0joj cy (P;|i € I) cen
yHapHu npeaukaTtn n (E; | j € J) cBe KOHBEKCHE penaumje ekBuBaneHymnje aecbnHabunte
y ctpykTypn A.



I[TOTJTABJBE 1
IIpersnen mojMoBa 1 HOTAIja

1. Horamnuja u oOCHOBHU MOjMOBU

3a menpaszan ckyn X ca X< osmauasamo ckyn |J _ X", Csaxo npecin-

new
kaBatbe ' : X — Y oapebyje npeciukasamwe u3z P(X) y P(Y) mako mro ckyiy
A C X nonemyje ckyn meropux canka F(A) = {F(a)|la € A}. Yobuuajeno je
Ja ce kopuctu o3uaka F[A], meljyrum, mu hiemo kopucturu o3maky F'(A), jep e
nocroju 6ojasan ga he to uzassaru 3a6yny. Takobe, ca F'((a;)ier) = (F(ai))ier je
onpeheno mpecrukasame m3 X'y Y. Heka je X mempazan u A = (A;)ier Komexmmja
nogckynosa ckyna X <“. Tana je F(A) = (F(4)))ier-

Crpyxrype obesexasamo ciaosuma M, N, A, B wurj., upun demy 4ecTo KOpH-

CTHMO W MHJEKCe U creneHe. Tako ce, Ha IpUMep, MOXKe I0jaBUTH ./\/lo* Kao O3HaKa

crpykrype. Konaune uu3ose (aq, ..., a,) 9ecto obenekasamo ca @ u ymecto a € A"
win a € A< nexay numemo a € A. Hekay ymecro {ay, ..., a,} numemo a, kao u Ba
ymecto B U {ay,...,a,} u ab ymecro (ay,...,an,b1,...,b;). OBakBe 3m0ynorpebe

HOTAaIlMje Cy CTaHJap/IHe V JUTePaTypHu U3 Teopuje Mojiesa. Je3nKe 03HaIaBaMO CUM-
Gomama L, L', Ly, Ly, L, L(M) u ci. Tlocrenma o3HaKa y HU3Y je pe3epBHCAHA
3a jesuk cTpykrype M. O3nakom L4 obese:kaBaMo je3uk Koju ce jo0uja Kajl CKyT
A ancopbyjemo y jesuk L. @opmy/ie 03HAYABAMO MAJUM IPUKUM CIOBUMA @, ¢(T),
¢, ¥, 0 wrn. 3anuc ¢(T) 3HauM Ja je CKyn CJI0GOJAHUX NPOMEH/bUBUX HMOJACKYI CKY-
na Z. Ckynose ¢dhopmysa 03HAIaABAMO BEJIMKUM Ipukum ciaosuma 3, 11, X(T) nr.
Usyserak cy teopmje Koje oznadaamo ca 1, Ty, 1o, T m nornynm Tunosm Koje
o3HaYaBaMo ca p, q, T, Po, pgp UTA. lloTmyHnm THO elemMeHTa a ca MapamMeTpuMa u3
E obenexasamo ca tp(a/F). Ciuvno BaxKu 3a KOHaYHe HU30BE (A, ..., 0Ay), C TAM
mrro me mumemo tp((ay, . . ., a,)/E), mero tp(ay, ..., a,/E). Osnaka a = b(E) 3naun
tp(a/F) = tp(b/E). 3a ymapue mpeamkaTe decTo KazKeMo 1a cy (oje: 3a eTeMeHT a

Takas j1a Baxu P(a) kaxemo jga je 06ojen 60jom P.

2. JluneapHa ypebema

Heka je A penamujom < smueapuo ypehen ckyn. Tana 3a (A, <), kao u 3a camy

pejaiujy <, Ka)kemo Jia je JIMHeapHo ypeheme. VY Jla/beM TEKCTY, KaJla KarxKeMO

ypebheme, mMuciumo Ha JuHeapHo ypeheme. CranjapiHa je o3Haka: T < Y aKo U

caMo ako je xr =y wim x < Y.



2. JIMHEAPHA VPEDHEWA

CKkyn je KOHBEKCAH aKoO je HeIpa3aH M aKo 3a CBAKO a M b Koje My IpHUIaajy ca-
JIp2KHA U cBe Tauke n3Mely Tadaka a u b. Y qurepaTypu ce HaJIa3d JBOjaKka yImoTpeda
repMuHa uHTepBaia. Ha npumep y [14] ce Tepmunn nHTEpBaIa 1 KOHBEKCHUX CKY-
noBa nokJjaiajy. Mehyrum, y MojiepHujoj iuTeparypu je TepMUH MHTEPBaJIa pe3ep-
BHCAH 32 CKymoBe jemHor oj cienehux geser obsnka (3a a u b eqemenrte ckyna A

takse Ja je a < b):

e (a,b) 3aCKyH{:U€A|a<x<b}
[a,b] 3a ckyn {z € A|la <z < b}

(a, b 3aCKyn{acEA|a<x b};
[a,b) 3a ckyn {z € A|a <z < b};

e [a,—)3ackyn {z € A|la < z};

e (a,—)3a ckyn {z € Ala < z};

(
(—,b] 3a ckyn {x € A|z < b};
(—,b) 3a ckyn {z € A|x < b};
(—,—) 3a ckyn A

u mu hemo ciiejiuTu oBaj npumep. Y TakBO] TEPMHUHOJIOTH]U, 3a ypeheme KaxKemo J1a
je KOMILJIETHO aKO je CBaKM KOHBEKCAH CKYyIl MHTepBaJ. EKBUBajeHTHA JedUHUIL]a
6u Guta 1a je ypeherme KOMILIETHO aKO M CAMO aKO CBAKH 010310 (0103/10) OrPaHNYeH
ckym nMa cynpemym (nabuMy™m). Ypeheme (A, <) je nonypeheme ypehema (B, <p)
ako je A C B u aKo 3a CBaKo a1, as € A BaxKm a1 < s aKKO a1 <pg do. Taja KazkeMo

u 1a je (B, <p) naxypeheme ypehema (A, <). Ypeheme (B, <p) je KOMIUIETHDAE

ypebema (A, <), ako my je Hajypeleme, ako je KOMILTIETHO U AKO CBAKO JPYTO KOM-
wierno naaypeheme ypehema (A, <) nma nogypeheme uzomopduo ypehemwy (B, <pg).
Kiacuyuan npumep n uncnupaiyja 3a yBoheme 1ojMa KOMILIETHPabha Cy JIMHEAPHO

ypehenu ckynoBu panyoHaJHUX U PeajHux OpojeBa:
(R, <) je kommierupatme ypehema (Q, <).

VY crangapinoj gureparypu, Ha npumep y [14], moxe ce nahn jgokas caeneher rsp-
bema:

Tspheme 1.1. Ceako ypeherbe nMa jeANHCTBEHO KOMMAETUPAHSE.

[Tocmarpajmo cienehy curyanumjy. Heka je (B, <p) komiierupame ypehema
(A, <) n meka cy I} u Iy 0103r0 orpannvenu nojackynosu ckyna A. Ckymnosu I;
nMajy cynpemyM y ypebemy (B, <p), aju He MOpajy UMaTH CynpemyMm y ypehemy
(A, <). Mehyruwm, uak u 'y cayuajy kaj [ u I y ypehemy (A, <) Hemajy cympemywm,
ga sm y (B,<p) Baxu supl; <p suply, supl; = suply wim suply >p sup s
nornyno je oapeheno y ypehemwy (A, <). Hauwme, Baxu:

e sup/; =suplyy (B, <p)akko [y u Iy y (A, <) umajy uctu cKyn MajopanTu;
6



2. JIMHEAPHA VPEDHEWA

e sup/; <p suply y (B,<p) akko je cBaka majopanta y (A, <) ckyma Io
VjeIHO U MajopaHTa cKyma [q;

e sup Iy <p sup Iy akko je sup [y <p sup Is u uuje sup Iy = sup Is.

Hapaguo, sup I; <p sup [ je morjio ja ce okapakrepuiine u opako: Ilocroju a € A
TaKBO JIa je MajopaHTa cKyma [, W HUje MajopaHTa cKyrma ;.
3a (kouBekcan) ckyn K kowme je (—, k] mogckyn 3a ceaku k € K hemo pehu na

je mouernn KomaJ, 1ok 3a ckyn K = |J, [k, —) Kaxemo na je 3aBpuiHm Koma.

Uurepsanu obauka (—,a), (—,al] cy nouernu uurepsanu. CaudHO, 3a HHTEPBaJIE

l[a, —) u (a, —) KazkeMoO Jja Cy 3aBPIIHA UHTEPBAJIN.

Vpehemwe je JUCKPETHO aKO CBaKH €JIEMEHT CEeM HajMamer, ako IOCTOju, uMa
HEIOCPETHOT TPETXO/IHMKA M CBAKU €JIeMEHT, ceM HajBeher, ako 1ocroju, uma Hero-
cpeanor cienbennka. Ypeheme je rycro ako usmely cpaka JBa eqemMeHTa mocToju
jorr Hekw ejiemenT ypehema. OdaurieaHo, TO je eKBUBAJIEHTO YCJIOBY J1a n3Mehy cBaka
JIBa eJeMeHTa MOCTOji DeCKOHAYHO MHOTIO JApPYTuX ejnemMeHara ypehema. Ypeheme je
pPacyTo ako He CcaJp:KH I'yCTOo ODECKOHAYHO 101y peheme.

3a ypeheme (A, <) o6puyTo ypeheme o3nauaBamo ca (A, <*):

a1 <* a9 aKO M caMo aKo Ay < a7.

Ba smaeapro ypebhene ckymnose Ly u Lo, ca Ly + Lo o3HagaBamo JimHeapHo ypehen
cKyn y Kome je Lo Hajemnsben Ha kpaj ypehemwa Li. 3a A u B, nojckynose ypehema,
osnaka A < B 3naunm: a < b 3a cBaku a € A u caku b € B. Ciauuno Baxku 3a
a< B, A<b a< BuA<b Hekaje K= {K;|i € I} naprunuja ypehenor
ckyna A KOHBEKCHHM CKYIIOBHMA, Tj. HeKa je 3a cBako ¢ € I ckyn K; KOHBEKCaH
MOJCKYT CKyma A, Heka je 3a i # j ucnymeno K; N K; = 0 u |J,.; K; = A. Tana je
(K, <k) nuneapuo ypeheme npu uemy je <y Hacieheno ypeljeme onucano panuje
ca K; <g Kj akko a < b kazx rox jea € K; ub € K;. C ob3upom na cy K; n K;
KOHBEKCHHU, MeljycOOHO JIMCjYHKTHU CKYIIOBH, YCJIOB Ja je a < b kajx rox je a € K;
u b € K; ekBuBajientan ycjoBy jga je a < b 3a 6Gap jesan nap (a,b) raxkas ja je
a € K;unbe K;. OBo jerHocTaBHO pa3MaTparme je OCHOB 3a KacHHje yBoheme mojma
KoHJIeH3amnuje. [IpuMeTnmo ja cMO Ha OBaj HAYWH 3aIPABO YPEAWIN CKYIT WHIEKCA,
I: i <7 jako je K; <g Kj. [lyaaHo oBoM pasmaTpamy, MOzKe ce gedHHUCATH CyMa
ypebema na ciaenehn maunu: Heka je (I, <;) (nuneapuo) ypehen ckynm u Heka je

(A;, <;) nuneapuo ypelheme 3a cBako i € I. Taza je cyma ypehema (A4;, <;) ypeheme

Koje ce m0o0HMja TaKo IITO CBAKM eaeMeHT cKyma I 3ameHnmo ypehemem A;. Taunwmje
cyma @1« (A;, <i) je ypeheme (A, <) koje ce gedunume na ciaenehn nadun:
L A= {i} x A
2. (i,a) < (j,b) ako m camo axo je @ <;jwmmjei=jua <;b.
Jlexcuxorpadexu npomsson (I, <p) x (A, <) je @y <p(Ai, <i) rae je (Ai, <) =
(A, <) 3a cBako i. YobuuajeHo je ja M30CTaB/baMO UHJEKCE Y 3aluCy pejaiuja u
7



3. CTPYKTVYPE

Ja ymecto <j, <;, <p <k HHUIIEMO caMO <, jep je U3 KOHTeKCTa jaCHO Ha TITa Ce
O3HAaKa OJTHOCH.
Nszomopdusam je pesianuja eKBuBaJIeHIMje HA KJIACU CBUX JiMHeapHUX ypehema.

3a kJrace Te pesaiuje Kaxkemo Ja cy ypehajHu TUIIOBH.

3. CTpyKType

Y oBoM norsapsby fiemMo yBecTu HOTALM]Yy M JaTH KPATKHM HPErIej OCHOBHHMX
10jMOBa, ¥ TBphema.

CrpyKrypa je HempasaH CKyIl (3a KOju Kazkemo Jia je CKyIll HOocad WU Ja je Jio-
MeH CTPYKType) cHab/ieBeH NCTaKHYTHM KOHCTaHTama 1 (buHuTapHIM) pestanujama
u bynkunjava: (M, ¢;, R;, fi)icl jeskex TPH 9eMy HeKH (MM CBaKM) O CKymoBa I,
J u K moxe 6utn npasan. CTpykType obesexkasamo ciaosuma M, N, A, B ur.,
IpU 4eMy 4YecTO KOPUCTHMO M HHJEKce H creleHe. Tako ce, Ha IpuUMep, MOKe
nojasurn MY Kao 03HAKA CTPYKType. 3a KADIMHAIHH GDOj CTPYKTYDE y3HMAMO
KapIuHAJHE Opoj CKyma Hocada. Kaja MCTOBpeMeHO PajuMoO ca BHIIE CTPYKTYpa,
4eCTO MCTAKHYTE KOHCTaHTe, penanuje n GpyHknuje obesekaBaMo ca crenenom M,
1j. Kopucrumo 3amuc M = (M, M, R]M, TMier jesrex

[Tocmarpajmo crpykrypy M = (M, c{‘/‘,Rj\/‘,f,é\")iELjeJ’keK. Heka cy Iy C I,
Jo C Ju Ko C K TtakBu na je IoU Jy U Ky npaBu noackymn ckyna [ U J U K un Heka
je My = (M, cj\’l,Rj\/‘, T iery e ker, Kazkemo na je M ekcuamsuja cTpyKType
M u na je My peaykr crpykrype M.

Hexa je N C M. Ako je ¢ € N 3a cBaxo i € I u axo je 3a caxo k € K ucrmy-
meno f{*(N™) C N, raga sa crpykrypy N = (N, &, RM O N™, fil)icrjesnex

KazKeMo JIa, je LHOJACTPYKTypa cTpyKrype M, upu demy je f,?'/}v pecTpUuKInja Npec/iu-

kapama f{* ma ckyn N™. YV tom ciayuajy mamemo N C M.

3a gary crpykrypy M = (M, cM, R;Vl, et jesrex, mpeciukaBame F @ M —
N onpebyje crpyxrypy F(M) = (F(M), F(c;), F'(R;), F(fi))icr,jesrer, npu demy
je F(fr) upecnukaBame onpeheno ca: Graf(F(fy)) = F(Graf(fy)). Ilocmarpaj-
Mo cTpyKType M = (M, CZM>R§Ma fiéw)ief,jeJ,keK uN = (N>C}N’R§v, f]';\/)iel,jej,keK-
Ako mocroju uHjeKTUBHO npecankaBame F' 1 M — N, takso na je F'(M) mogcrpy-
KTypa cTpyKType N, onma 3a F KaxkeMo Ja je yTalame. DHjeKTHBHO yTamambe je

uzomopduszam. 3omopduszam crpykrype y iy camy je ayromopduszam. Ca Aut(M)

O3HAYABAMO CKyIl CBUX ayTomopdmuszama crpykrype M. 3a A C M, ca Auts(M)
O3HAYaBaMO CKyII CBUX ayTomopdusama cTpykrype M koju dpukcupajy cBaku ee-

MeHT ckyma A.

YobuuajeHo y Teopuju Mojesna je moueTu mojMoM je3mka u curHatype. llocma-
rpajmo crpykrypy M = (M, M, RM, fiM)icr jesrex. 3a cBaky ncrakuyry KonCTan-
Ty M yBeanMo cuMGoII ¢; TaKo [a Cy CUMOOJIM C;, ¥ C;, PA3IMUUTH 33 PA3IMIHTE i
u 5. CauvHO, 32 CBaKy peJialujy R]M yseanmo cumbos Rj Tako ma cy cumbosn R,

8



3. CTPYKTVYPE

u [7j, pa3auuuTH 3a Pa3aHIUTe ji U jo U 33 CBaKy (DYHKIHjY M yBemuvo cumbo
fr Tako ma cy cumbonu fy, u fg, pasauuuTu 3a paznauuuate ki u k. Ilopem Tora,
youasamo upecsukasawe ar @ {R; | j € J}U{fy | k € K} — N koje cakom R;
Jl0/iesbyje nj, Iy?KUHy peJialnje RJM u cBakoM fi Opoj ny, Opoj aprymenara yHKImje

fM. Cxyn S = {c;,Rj, fili € I,j € J,k € K} ca upecimkaBsamem ar je curHaTypa
M

7

crpykType M, anu decto kaxkemo u ja je M crpykrypa curnarype S. Tana 3a ¢

R]M u fM kaxemo ja cy unrepnperanuje cumbosia c¢;, R u fi.

Mor/io ce KpeHyTH U OOPHYTHM CMEpOM: 3a 33JilaTy CUTHATYpy S U Helpas3aH
ckyn M, ako cBaKOM CUMOOJIY ¢; JIOJEIUMO jeJlaH ejeMeHT cKyna M u 03HAYUMO

ra ca ¢

, cBaKOM cuMbosy R; momemumo jenmy penanujy na M ngyxune ar(R;) n
03HAYMMO je ca Rj\/l ¥ CBAKOM cnMb0y fj oesbyjemo jeany dbyukmujy n3z M) y
M u oznauumo je ca fM, onga je M = (M, CZM,ij, fi)ier jeskex cTpyKTYpa cu-
raarype S. Hamomennmo 1a y 0BOM HpUIpyKUBAY PA3THIUTAM CHMOOTNMA CUTHA~
Type He MOpaMo 00aBe3HO JO/IJUTH PA3JINYNTe KOHCTAHTE, pejalnje u PyHKIHje.

Kaza ce curnarypu goga ckyn {—, A, V, =, <= 3.V, =} u npebpojus cKym mpo-
MeH/BUBHX, J00MjaMo jesuK. Jesuke obenexxkasamo ca L, L1, L', uta. C ob3upom na
je curaarypa ojpehena jesmkom, decto ,,3aMarsbyjeMo”’ pasiuky usMely jesuka u
CHUTHATYpPe U Ka/JI 33/1ajeMO WK HCTUIEMO je3UK, HAaBOJIUMO IbUMe ofpeheHy curHarTy-
Py, a Jormake cuMbore —, A, V, =>, <= 3.V, = ! moapasymeBaMo u 3a CTPYKTYpy
Te CUrHaType 4enihe Ka)keMo J1a je CTPYKTypPa je3uKa. 3a Kap/AMHAJIHOCT CUIHATYPE
KazkeMo J1a je Kap/JIMHAJHOCT je3uKa Koju je ojapehen Tom curnarypom. [ledununmja
dopmye, pedenure, c1000He U Be3aHe MPOMEH/bUBE, pPejaliije 3310BO/berha, JI0-
rudKe (CeMaHTHYKe) W CHHTAKCHE TOCJIeIIe, Kao  OCHOBHA TBphema ce mory nahu
y 6UI0 KOM yBOTHOM YIOEHUKY W3 Teopuje Mojena, Ha npumep [10, 11, 5]. Osgue
hemo HaBecTn camo Heke.

Kapaunaiauu 6poj ckyna csux dopmyra jesnka L o3nadasamo ca ||L||. Baxun
|L|| = |L|+Xo. Teopuja jesuka L je cKyn (HEKHUX) BETOBUX PEUCHUIA. 33 CTPYKTYDY

M kaxxemo na je moges reopuje T u numemo M = T ako 3a cBaky peuenniy ¢ € T

Baxku M = ¢. 3a Teopujy Kazkemo Ja je 3aJ0BO/bUBa aKOo uma mogesa. OCHOBHO

MOJIA3UIINTE V TEOPHUjH MO/jieJIa je cjejgeha Teopema.

Teopema 1.2. KommakTHOCT: Teopuja muma mMogen ako M CamMoO aKO CBaka Hb€Ha

KOHa4yHa NOATEOpnja MMA MOAe.

Ha name, ako Huje apyravnje pedeHo, KaJ Ka>XeMO Teopuja, MUCINMO
Ha 3a0BOJbUBY TEOPH]Y.

Teopuja je e yKTHUBHO 3aTBOPEHA AKO CAJIPXKHU CBAKY CBOJY JIOTUYKY IOCJIEJIUILY.

Teopuja je mormnyHa ako 3a CBaKy pevYeHHUILy ¢ BarKW TAIHO jeIHO O]

Ly npakcu wemhe kopucrumo ,, =" u 3a ,,=” u 3a ,,=", a U3 KOHTEKCTA j¢ jACHO HA IITA CE MUCJIL.

Taxo Ha mpuMep, yMecTo ¢(x) = x = x vemhe KaxkeMo ,,o(z) je dopmyna x = z”



3. CTPYKTVYPE

TkE¢ wm T o

Heka je M crpykrypa jesuka L. 3a cKym cBUX pedeHHIa jesuka L Koje Baxke y

M xaxkemo ja je mormyna reopuja crpykrype M u obenexasamo je ca Th(M).

Omna je mormnyHa, JejJlyKTUBHO 3arTBopeHa Teopuja. Heka je A C M, neka je Cy =
{ca|la € A} ckyn cumbosta KoHCTaRTH KOje ce He nojassbyjy v jesuky L. Ako jesuxy L
nogamo ckyt C'y u obujenn je3nk obe1e:knMo ca L 4, OHIa, Y3 OTPaHUYEhe /1a CBAKN
cuMO0J1 KOHCTaHTe ¢, HHTepIperupamo y M Kao a, kaxkemo ja cmo A amncopboBasim
y jesuk, a Tako jo0ujeHy CTpyKTypy obesnexaBamo ca M. Ymecro ¢(z,¢,) de-
uthe mamenmo ¢(7,a). Taxobe, M4 | ¢(b,a) gemhe mumemo M | ¢(b,a). Kan
He JOBOIH 70 3a0yHe, YMEeCTO ¢, KOPUCTUMO @, Tj. W CUMOOJE KOHCTAHTH U CaMe
ejemMenTe obejieskaBamMo uCTuUM cjioBuMa. Hajuemnrhe He mupumMo je3uk eKCHJIUIUTHO
Beh ocrajemo y jesuky L a 3a dopmyiie jesuka Ly kaxemo ga cy A dopmyise wim

dbopmyiie ca napamerpuma u3 A. Axo je ¢(Z) dopmyna (ca mam Ge3 napamerapa),

ougma 3a ckyn {m € M|M | ¢(m)} kaxemo ma je ckyn pememma dhopmyme ¢ y

crpykrypu M u obesexaamo ra ca ¢(M). Takohe kaxemo u jga ¢ nedunure
(M) u na je ¢p(M) nedunucan dopmynom ¢. Ckyn je nedbunabunan ca mapa-

merpuMa u3 A (6e3 mapamerapa) ako je pemieme dopmysie ca napamerpuma u3 A
(dbopmye 6e3 napamerapa). 3a ckyn jgedbunadbunan hopMyJIOM ca HapaMeTpuMa u3

A jom kaxkemo za je A pedpunabusian. Tpeba HAllOMEHYTH JIBe CTBAPU:

-Uctu ckyn moxke ce gedunucaru pazauanrum popmynama: ¢ u ¢ jgedpuHUNLy
MCTH CKYII aKO U caMo ako je M =V (¢(z) <= ¢(7));

-TTomrro je dbopmyna ca 1060 HUM MPOMEHIBUBAM U3 CKYIA, {1, ..., T, } UCTO-
BPEMEHO U U3 CBAKOI HAaJACKyna {T1,...,Tn, Y1, .., Yk}, OHJA TaKBa (HOPMYJIA UCTO-
BpeMeHO JedHHAIIe U MOJACKyN ckyma M"™ u moackyn ckyma M™TF. Pemumo, dop-
mysna ¢(xy, ..., x,) gedunume u ckyu {(ms,...,m,) | ME ¢(mq,...,m,)} u ckyn
{(my,...;mp, Mpst, oy Mpig) | ME @(ma, ..., my)}. AKo U3 KOHTEKCTa HEjE jacHO,

eKCILTUIIUTHO heMO HAaBeCTH Ha KOju cTemeH ckyma M MucImMmo.

Gamunjy ckynosa JgeduHaObWIHEX (hopMysaMa ca mapaMeTrpuMma u3 ckyma A
obenexasamo ca DM (A), a bavmmmjy DM(A) NP(M™) ca DM(A). Cxynose nedu-
nabunne (opumyrama 6e3 mapaMerapa wemhe obesneskasamo ca DM 1 DM ymecto
ca DM(0) u DM((). 3a M nedunabumnu ckyn Kazkemo ja je gedpunabuman mapa-

MeTpimMa. Emement b je nedbunabmran max A axo je {b} € DM(A). Ckyn csux eie-

Menara nedunabuannx nag A obesexxasamo ca dcl™(A). @opmya je aarebapeka

aKo joj je CKyl pellera Helpa3aH U KoHadaH. EJjeMent je ajrebapcku Haia A ako

je pememe anredapcke Lj-dopmyne. Ckyn cBux enemenara ajarebapckux naj A
oznaganamo ca acl™(A).
10



3. CTPYKTVYPE

Axo je M, ekcnamsmja cTpykType M; u axo je DM = DMz omna 3a M,

KazkeMo J1a je J1e(bUHHUIIIOHO pallupeme Wil JeUHAINOHA eKCIAH3Hja CTPYKTYpe

M. Axko je My ekcuansuja crpykrype My, ouurjiesHo je ja je ycjios

o {cM2} € DM 3a cBaxo ¢; Koje HEje y je3nky crpykType My;

o R;Vl? € DM! 3a caxo R; xoje nuje y jesuxy crpysrype My;

e ['pad dyuknuje f,?/l? npunaga gavmwinju DM 3a cBako f, koje muje y
jesuky crpykrype My

norpedaH u A0BoJbaH j1a My Oyae geduHUIMOHA eKclaH3uja crpykTrype Mi. Axo
cy My u My nBe crpykType (pa3jMduTHX) CHTHATYPA Ca UCTHM CKYTIOM HOCAYEM H
aKo mMajy ucre aeduHaAOWIHE CKYTIOBE, OH/1a KaykeMo j1a cy My nu My neduaumono
ekBHBaJIeHTHE CTPYKType. O JepuHUNMOHO eKBUBAJIEHTHUM CTPYKTypaMa he 6utu

BUIIE PeYN KacHUje.

Heka je T mormyHna 3a70BOJbUBa Teopuja jesuka L um meka je L(r1,...,T,) CKyn
nekux L dopmyna obmuka ¢(r1,...,x,). Heka je {c1,...,c,} ckyn cumbona KoH-
CTAHTH KOju ce He jaBiba y jesuky L, veka je Ly = LU{cy,...,¢,} nnekaje Ty = TU
Y(c1, ..., ¢). Axo je T} 3a0BosbEBa T€OpHja, OHJA 38 L(T1, ..., T,) KaKeMO JIa je
n-run (teopuje T). Kao mocseauiyy Teopeme KOMIIAKTHOCTH KMAMO Jia je TPeTX0/THa
JeduHANIja TAIA eKBUBaJIeHTHA ceaehoj:

3a Y KaxkeMo Ja je n-Tum Teopuje 1, aKO je KOHAYHO 3aJ0BOJHHUB: 3a CBAKH

koHauyaln I' C ¥ Baxku
T =3z ... 3z, /\ Oz, ..., xp).
¢el’

Dopwmyaa () je 3amoBospuBa y Teopuju 1, ako je {¢(Z)} n-tun reopuje 7T

[Tocmarpajmo crpykrypy M, A C M u X(z1,...,x,), ckyn vekux A dopmyna
obmuka ¢(xq,...,2,). Axo je X(xy,...,x,) n-tun teopuje Th(M ), onga Kaxemo

Ja je n-run Haj A wim n-tui ca napamerpuma u3 A. Kao u y nperxogHoM ciydajy

UMaMO €KBUBaJIEHTHY jepunuiiujy:

Ba X(Z) kaxeMmo ja je m-tun Haj A win n-tun ca napamerpuma uz A ako je

KOHAYHO 3aI0BOJbMB: 3a cBaku KoHayan I' C X Baxku
ME 3z .. T3z, /\ O(x1,. .., xp).
pel

Kaxkemo na je X(z) mornyn n-tun Hag A ako 3a cBaky dopmyrny ¢(Z) ca napa-

merpuma u3 A Baxu ¢(T) € X(T) nim Baxu —¢(z) € X(Z). U3 ose pedbuunnuuje
HEIOCPeIHO cJieu aa 3a nornynu tun 1 (z) saxu Th(My) C (7).

Yobuuajeno je ja moTmyne TUIoBe 00es1ekaBamMo ca p, ¢, r, p(Z) nta. Hekan hemo
(HerormyHe) TunoBe Kao u (Moryhe mporuBpedne) ckymnose (opmysa obesrerKaBaT
ca X, I') II ur.

11



3. CTPYKTVYPE

CpakoMm n-tumy Y ca mapamerpuma u3 A oarosapa T(X)4! = {p(M)|¢ € T},
noadavuamja davmanje DM (A) koja mMa cBOjcTBO KOHa4HOT Ipeceka: CBaKa KO-
nauna nogadavuinja To C T(X)4" uma nenpasan npecex. Axo je ¥ normyn, onja
je T(X)Y! makcumanan (y cvucay unkiaysuje): 3a ceaku D € DM(A) paxu Tauno
jemno on D € T(X)Y' mw M™ . D € T(D)4

Basxu u o6puyTo: Heka je T4 dbavmmmja cxynosa uz DM (A) xoja nma cBojeTso

KOHAIHOT Ipeceka. Hboj oaroBopa tum ca napamerpumMa u3 A:
Sy = (J {6(@)o(M) = D}
DeT/!

Axo je TX' makcnvaman, omma je ET% MOTTYH, JeJIYKTUBHO 3aTBOPEH THII.

Kopecnogennuja uamelhy tunosa n dpavmuiinja gedpuHabuaiHuX CKyIoBa je TaKBa
aa sazn: T(Spa)i' = TH u Bpgyp = {UIT | (¥ <= ¢).6 € T}

Ckyn peammsanpja tuna ¥y M je ckyn (T(X)Y!. Osmauasamo ra ca X(M).
Kazkemo na m peasmsyje ¥ n munremo m = X ako je m € X(M). Ipyrum peunma,

M peanausyje Y ako je perrerme cBake ¢popMyse Koja mputaga Tumy Y. AKo mocToju

m € M xkoju peanusyje Y, oHma Kaxkemo ja M peanusyje X, a y CyIpOTHOM /12

ra ucmymra. Y je m3ojosai ako je L(M) € DM(A) \ {0} u Tama 3a 6uno Kojy

dbopmyy koja medunumre (M) kaxkemo ga uzonyje tan L. Axo ¢(Z) uszonyje Tui

Y(T), onga 3a csaky dbopmyiy ¥(T) € X(T) Baxku
M = Vi (p(T) = ¢(T).
Ouurmenno, M peanusyje CBe U30JI0BaHE THIIOBE.

CronoBa Teopema cBako] BynoBoj anrebpu mpuapyzKyje TOIOIOMKH ITPOCTOP
yaTpaduiTepa Koju je KOMIIaKTaH, TOTAJTHO HelmoBe3aH Xay3a0pdoB mpocTop.

V cayuajy Bysose anrebpe DM(A), oarosapajyhu Cronos npocrop ojrosapa
IIPOCTOPY CBUX MOTIYHHX N-TuIoBa Haj A koju ozmagasamo ca SV(A) n y kome je

TOMOJIOTHja 3a/1aTa 6a30M OTBOPEHO-3aTBOPEHUX CKYTIOBA

{[¢(2)] | 6(%) je La popmynral},
npu gemy je [¢p(Z)] = {p € SM(A) | ¢ € p}. dupexrna nocreauna CroHoBe Teopeme
je caeneha Teopema.

Teopema 1.3. KomnakTaocT mpocropa tunosa: lNpoctop SM(A) je komnakTaH,

TOTa/IHO HenoBe3aH Xaysgopdos npocTop.

Yecro hemo ce y cATyamuju Ka/fa IOKpHjeMo HeKn 3aTBopeH ckyn y S™V(A) mosu-
BATH HA OBY TeopeMy Ja OMCMO M3BYK/IM KOHAYAH NMOTHOKPHBAY. JeJIMHU OTBODE-
no-3aTBOpenu ckynosn y SM(A) cy obmuka [¢] 3a L-dbopuyre ¢. Tumosm (Z)
onpelyjy 3atBopene ckymose y SM(A) ma cremehnm maumH: CKYN CBEX MOTIYHHX
THIOBA KOju casipke (npoayxyjy) X je (\yex[0]-

12



3. CTPYKTVYPE

W3 nedunumje n30/10BaHOr THIA KOJY CMO HaBeJH CACIN Ja je MOTHYH THUI P
M30JI0BAH aKO M CcaMo aKo je [¢] = {p} 3a HeKo ¢ € p u Tama ¢ (Ko U CBAKa WHOj €KBU-
sasienTHa (Mojys10 Th(My)) dopmysa) usonyje p. ITonoBumo, ckyn peasnsanmja
M30JI0BAHOI THIIA Ce IOKJAla ca CKylnoM perrema dhopmyse Koja uzosyje tun. Tu
je airebapcku ako je HeKa KOHa4dHa KOHjyHKIHja dopmysia Tuia ajiredbapcka. Ilor-
MyHW TUI KOjU He caAp:Ku ajaredapcky dbopmyiy je mHeaarebapcku. 3a m € M ca
tpM(m/A) obenexxasamo normyn n-tun {G(7)|H(T) je La dopmyna u M | ¢(m)}.

Y cBakOM TOIOJIOIMIKOM HpocTOpy ce moxke jedpunucarn Kanrop-benmkconon
panr ejementa. Crenujaano 3a romoJomku npoctop S,(A) Baxu cienehe:
(1) CB'A\(p) = 0 Baxku 3a cBako p € S, (A);
(2) CB%(p) > a+1 akko je p rauka marommiaaBama ckyna {q|CB’%(q) > a};
(3) 3a rpanuunu oppunan o CBY(p) > o akko CB'j(p) > [ 3a cBako f < .
Axo nocroju opannan a takas ga je CB%(p) = o n CB%(p) 2 o+ 1 onza 3a «

KkazkeMo Ja je Kanrop-Bengukconos panr tuna p u numemo CB'y (p) = «; Ako rakas

Op/IMHAJI He MOCTOjH, OHJ/Ia KazkeMo Ja p HeMa opaunaiauun CBYy paunr (y sureparypu

ce y Caydajy Jia He TOCTOju opuHaTHu paHr Moxke nahu 3amuc CB’(p) = 00). Ako
je Sn(A) npebpojus, Taja cBaku HEroB exemenT uMa opanuaauau CBY panr. ¥V kom-
nakTHUM Xaycaopdosum npocropuma jedununuja CB’) panra ce npupoHo nposy-
xKapa Ha 3arBopene ckynose: CB'(F) = max{CBj(p) |p € F} (no komnakrHocTu
makcumyM nocroju). C obsupom na je S,(A) kommakran Xaysmopdos mpocTop a
3aTBOPEHN CKYIOBHU TIPEJICTaB/bajy HEMOTIYHe THIOBE, 3a MOCAeIUIy nMamMo aedu-
nnmujy CB', panra 3a cBe HemoTHyHe THIOBe, a THMe U 3a 3aJ0B0o/bHBe dopmye,”
Kao crenujanan caydaj (majuemhe nenornyrux) tunosa. CB'y crenen (3am0Bosbuse)
dbopmyne ¢(Z) ca mapamerpuma u3 A je 6poj Tunosa u3 S,(A) Koju cajpxke ¢ u
MMajy MCTH paHr Kao cama dopmyna; obenexasamo ra ca deg’y (). Kax rox je
CB"i(¢) opaunan, deg’i(p) je upupogan 6poj. Ako je CB’(p) = a onga nocroju

©(Z), dopmyna ca napamerpuma n3 A taksa ga je CB(¢) = au

{al¢() € ¢,CBY(q) = a} = {p}.

Ba rakBy bopmysty KazxKemo jia u30Jyje TUIll pesaruBHo y mweropom CB panry.

CB panr dopmyise cmo geduHAICAIT KA0 PAHT 3aTBOpeHor cKyna y S,(A):

CBi(¢) = max{CB}(p) [p € »}.

Anrepunarusna nedununnja CB'} panra dopmyra, ogrocHo HedbrHAOMIHIX CKYTOBA

je caeneha:

(1) CB%(D) >0 akko je D menpazan A nedunabuian CKyl;

2BHX.Hep y [1] 3a dopmyne Koje HUCY 3aI0BOBUBE YBOAM Ja Cy paHTa —1

13



3. CTPYKTVYPE

(2) CB%A(D) > a+1 akko nocroju 6ecKOHAYHO MHOTO MeljycOOHO JINC]yHKTHUX
A nedunabunnnx ckynosa D; C D raksux na je CBY(D;) = «;
3) 3a rpanuunu opaunan «: CB%(D) > a akko CB"(D) >  3a cBako
A A
B < a.

CB}(D) = a ako je CB(D) > a u nuje CB(D) > a + 1.

Hake, ako je A nedunabuinu ckyn D paHra «, oHJa MOxKe OMTH HajBUIIE KO-
HaYHA JINCJyHKTHA yHUja A jeduHabuIHUX CKynoBa panra «. Ako ce D He Moxke
pacmapuaru Ha aBa A neduHabUIHA CKyTla HCTOT paHTa, OHIA Kaxkemo ja je Kan-
tTop-Benqukconos crenen ckyna D jegan u numemo deg’y (D) = 1. Ako ce D moxke
HANUCATU Kao AUCjyHKTHA yHuja bamunnje A nedunabunnux ckynosa { Dy, ..., Dy}
ucror panra kao D, ouja je deg’y (D) > k. deg’y(D) = k ako je deg’y (D) > k u uuje
deg’y (D) = k + 1.

[Ipmverumo ma ako je CB% (D) = o u degi(D) = k u 10 cBemoun dbammmmja
{Dy,...,Dg}, onna je CBY(D;) = a u deg’y(D;) = 1.

Ako je CB (D) = a 3a A nedunabunnn ckyn D, onja:

(1) deg’y(D) > k axko nocroje A nedbunabusnu ckyuosu Dy, ... Dy, Taksu jia
(a) D2 DyU---UDy;
(6) CB(D; N D;) < o, 3a 1 # j;
(w) CBA(D)) = a.
(2) deg’y(D) = k akko nocroje A nedunabuanu ckynosu Dy, ... Dy, TakBu ga
(a) D=D;U---UDy;
(6) CB%(D; N D;) < a, 3a 1 # j;
(m) CBL(D:) = o
() degly(Dy) = 1.
Axko nocroje A pedunadbusinu ckynosu Dy, ... Dy u Ey, ..., E,,, TakBu ja Baxu
(1) DyU---UDy=E U---U E;
(2) CB%(D; N D;) < a, 3a 1 # j;
(3) CBY(E;NE;) < a,3ai# j;
(4) CBL(Dy) = a = CB}(E,);
(5) degli(Di) = 1 = degi(E}),
oHza je k = m u nocroju o, nepmyranuja ckyma {1,..., k} Taksa na je
CBY(D; N Eyp)) < o
[Tpumernmo na CBy (D) = 0 Bazku TavHO 33 KOHAYHE HENPA3He CKYNMOBEe W TaJIa
je deg,; (D) = k ako u camo axo je |D| = k. Ba M pedunabunan ckyn D 3a koju je
CBu(D) =1 u degy, (D) = 1 kaxemo na je munumanan. Jakme, D C M je munn-
MaJlaH aKo je beckoHadaH JepruHaOn/IaH CKyl U He MOZKe Ce MOJeJUTH Ha JiBa 6eCKo-
HadHa gedpuHabuana ckymna. Ako cy Dy u Dy 1Ba MUHMMAJIHA CKyIa, OHIA 38 FHUX
OCTOje TavHo JiBe MoryhuocTu:
14



4. BACUREHE CTPYKTVYPE, VHUBEP3YM TEOPUJE

1) Dy N Dy je KoHAYaH CKYI;

2) D1AD; je koHAYAH CKYII.

CBy(D) = 1 un deg,, (D) = k ako u camMo ako 10CTOje MUHUMAJHHU CKYNOBU
{D1,..., Dy} raxsu jgaje D;,ND; konauau ckyn kagrogjes # ju D = J{D1,..., Dy}

Heka je M moxcrpykrypa crpykrype N. Kaxemo na je M enreMenTapHa moj-
crpykrypa crpykrype N u numemo M < N axko 3a cBaky L dbopmyny ¢(T) u cBako
m € M Baxu:

N = ¢(m) akko M = ¢(m).
Tspheme 1.4. Boros TecT: Ako je M noactpyktypa cTpyktype N, oHga je M <X N
akko 3a cBaky dopmyny ¢(t,x) jeauka L n ceako m € M Baxn:
Ako je N = Fzg(m, ), onga noctoju a € M Takso ga je N = ¢(m,a).

Heka cy M u N crpykrype jesuka L, neka je AC M u F : A — N Takso ja

3a cBaky dopmyiy ¢(Z) jesuka L u cBako a € A Koje je ucre JayKuHe Kao T BayKu
M = ¢(a) ako u camo ako N |= ¢(F'(a)),

oHJa 3a F' KaxkeMo 7a je eJleMeHTapHO IpecaukaBame. HaBoauMo HEKOJHKO UHHbe-

HUlla BE€3aHUX 3a eJlIeMEHTapHa IpeC/IMKaBalba:

e Hexka je M C N. Tauna je M < N akko je mjeHrurera ejeMeHTapPHO
[PEC/INKABATHE.

e Heka je AC M u F: A — N. Tazga je I' eleMeHTapHO TIPECINKABAHE
akko je tp(a) = tp(F'(a)) 3a ceaku KOHaYaH HU3 ejieMeHaTa G u3 A.

e llzoMopdu3aM je eleMeHTapHO IPECIUKaABAE.

e Heka je A C M u neka je F': A — N eneMeHTapHO Ipec/HKaBame. laja
nocroje N1 u G : M — N, taksu na je N < N u na je G enemenTapHo
yTamname Koje mpoay:kasa F.

e Heka je A C M u neka je F': A — M enementapHo npeciukaamwe. Taja
nocroje My u G € Aut(M;) taksu ga je M < M; u na G uponyxasa
F. Cuenujasino, axo je tp(a) = tp(b) 3a mexa jpa KOHauHA HHU3A ejeMe-
Harta n3 M, onga mocroju My emeMeHTapHO pammuperme cTpykrype M u

ayromopduzam cTpykrype My TakaB Ja a ciauka y b.

4. 3acuhene CTPyKType, YHUBEP3YM TEOpPUje

Tepheme 1.5. Heka je Ny < £ < | M|. Cnegefin nckasm cy ekensaneHtHum.
(1) Ceakm 1-tun Hag A je peannsosan y M kag rog je A C M Takso ga je |A| < k;
(2) 3a ceakn npupopaH 6poj n, cBakm n-Tun Hag A je peanusosan y M kag rog
je A C M Takso pa je |A| < k.

Hedununuja 1.6. Heka je k 6eckoHavaH kapgnHan.
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4. BACUREHE CTPYKTVYPE, VHUBEP3YM TEOPUJE

(1) Crpyktypa M je k 3acufieHa ako peanusyje csakm Tun Hag A, kag rog je
A C M Takeo pa je |A| < k. Ona je 3acuhieHa ako je | M| 3acufiena.

(2) Crpyktypa M je K xOMOreHa ako Ce CBaKO €JIeMEHTApHO npecaunkasare F' :
A — M, 3aceako m € M moxe npogyxutn go enementaptor Fj : AU{m} —
M, kap rog je A C M Takeo ga je |A| < k. Ona je xomoreHa ako je |M|
XOMOreHa.

(3) Crpyktypa M je jako K XOMOreHa ako Ce CBAaKO €/1eMEHTApHO NPeC/IMKaBatbe

f A — M moxe npogyxutun go aytomopcpusma kag rog je A C M Takeo ga
je |A] < k.
(4) Crpyktypa M je r yHueep3sanna ako ce ceakn N = Th(M) kapauHanHoctu

Marbe of K enemeHTapHo ytana y M. Owa je yHusepsanva ako je |[M|*t
yHUBEp3aHa.

Hamomena 1.7. Ctpykrypa M je k 3acuhena ako 3a ceako A C M TakBo jJa je
|A| < k u cBako TY!, bammmujy cxynosa us DM(A) koja uma cBOjcrBO KOHAUHOT

IIpecCeKka BazKu Ja UMa HEIIpa3aH IIPeECeK.

Tepheme 1.8. Heka je T notnyHa Teopuja jesuka L n k = 2<% > ||L||. TMoctoju

3acuhieH mogen Teopuje 1" KapAWHANHOCTU K.
Tepheme 1.9. Ako je ctpykTypa M xomoreHa, oHga je jako | M| xomoreHa.
Tepheme 1.10. Ctpyktypa M je k 3acuhieHa akko je k xomoreHna u k' yHuBep3anHa.

Tspheme 1.11. Heka je M 3acuhiena ctpyktypa, D C M™ ckyn gecduHabunan napa-
metpuma sz M n A C M Takae ga je |A| < |M]. Ckyn D je pecbunabunan copmysom
ca napametpuma n3 A ako n camo ako cBaku aytomopdusam cTpyktype M koju cu-

Kcupa cee eniemenTe ckyna A dukcmpa ckyn D.

Heka je M 3aculiena crpykrypa mohu x u T’ meHa moTmyHa Teopuja. 300r yHH-
BEP3ATHOCTHU Ce CBaKW MOJIesT Teopuje 1’ KapAnHATIHOCTH He Behie of Kk eJleMeHTapHO
yranay M. JIpyrum peunma, ako je N = T u |N| < K, onja nocroju merosa Konuja
N’ < M. 3aro je cBako €BOjCTBO HPBOI peja Koje je MHBAPUjAHTHO 0] U30MOP-
dusmuMa 1 Koje uMajy mojiesin Teopuje 1’ KapJAMHAJIHOCTH He Behe 0 K cadyBaHO y
HEKOj eJleMeHTapHO] MoACTPYKTypu crpykType M. [lpu Tom je craka eqemeHTapHa
HOJCTPYKTYpa cTpyKType M onpehena cBojum ckymom nocadeMm. JIpyra BaxKua oco-
ouna 3acmhennx crpykrypa je xomorenoct. Ako je N Mu A C M, onza ce cBako
e/leMeHTapHO mpecankasame 3 A y N mpomyzkasa 10 ayroMopdusma CTpyKType
M. Cnenmjanno axko cy N; < M, u F enemenrapuo yraname n3 N y Na, onga ce

F nponyzxasa 10 yranama u3 Ny y M.

[Tocmarpajmo caenehy curyamujy: penuMo J1a YKeJIuMO J1a TOKayKeMO Ja CBaKn
MOJIeJT ToTIyHe Teopuje 1" uma Heko cBojcTBO. I[lpernocraBumo mga 1" mma 3acuhene
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4. BACUREHE CTPYKTVYPE, VHUBEP3YM TEOPUJE

MOJIeJIe TIPO3BOJHHO BeJMKe KAPIAUHATHOCTH (Y ONINTEM CJIydajy, 33 TO Cy moTpebHe
JIOJaTHE CKYIIOBHO TEOPHjCKe MPETIOCTaBKe; YV CBETJIY TBphema 1.8, JOBOBHO je
IPETIIOCTABUTH JIa 34 CBAKH KapJuHaI A nocroju £ = 2<% > X). Ako duxcupamo
M 3acuhen momesr Teopuje T KapAMHAJTHOCTH K U JIOKAyKeMO TBpPhEme 3a CBe eJle-
MEHTapHe TMOJACTPYKTYPe CTPYKType M umja KapauHAIHOCT je Mama on | M|, onma
cMO JT0Ka3an TBpheme 3a c¢Be Mozese Teopuje 1’ Koju Cy KapAWHAJIHOCTH Marhe O]
k. AKo Hamr J0Ka3 He 3aBHCH OJ Kk, OHJA je TO 3alpaBO J0Ka3 TBphema 3a CBe
mozeste Teopuje 1. Ta He3aBHCHOCT O Kk ce mocTuzke Ha cienehnm maumu: AKo ce
HAIIl JOKa3 peJaTuBu3aiuje TBphema ,,3a cBe Mojese teopuje 1”7 Ha ,,3a CBe ee-
MeHTapHe MOJCTPYKType CTpyKType M” mpocroMm 3amenom M ca N mpesoau Ha
JIOKa3 peJiaTuBU3aligje H0YeTHOr TBphema Ha JI0Ka3 pejiaTuBU3alije ucTor TBphema
Ha apyry 3acuheny crpykrypy N, oHjia He 3aBUCH OJl K, Tj. TO je JOKa3 OPUIaHOr
TBphema. M3 Tor passiora ce decto 3acuhen mojen teopuje 1’ ,, Besiuke” KapaAnHAJI-
HOCTHU MO2Ke€ CMaTpaT YHUBEP3aJIHUM (y 3aBHCHOCTH O/JI TOI'a IIITa je InpeamMeT Haler
ncTpaXkKnBarma) 3a Mojesie Teopuje T Koje BUANMO Kao eJleMeHTapHe TMoMO/IesIe n3a-

Oopanor 3acuheHor MojeJa.

Hedbunaunmuja 1.12. Heka je T noTnyHa Teopuja n U reH 3acufien Mmogen npon3BosbHO

Be/MKe KapauHanHocTu. 3a U kaxemo aa je yHuBep3asHu gomeH Teopuje 1" nnn pa je

yHuBep3ym Teopuje 1.

Y nurepatrypu ce MoxKe Hahu u HA3WB ,, MOHCTPYM MOJe]T 3a yHuUBep3yMm. Kaja
ce pajau y yHUBep3yMy, oHja 3a ckynose A C U™ rakse ja je |A| < [U| kaxemo ga
Cy MaJid, 3a CTPYKTYpe Ydju je CKyI HOCAad MaJd KaxkeMo Jla Cy MaJie U KaJ KazKeMO
,, M je momen teopuje T” mucaumo wa ,,M < U”, rae je M mana cTpykTypa.
YecTo M30CTAB/HAMO NPHUAEB MaJId M CAMO KarxKeMO CKYI WM MOjes. UuibeHura
Jla PaJUMO Ca eJEeMEeHTAPHUM MHOJACTPYKTypama yHUBEp3yMa J0Boau Jj0 cieehe
cuTyanuje: KaJa KaxkeMoO JIa je @ eJIEeMEeHT, MUCJIMMO Ha €JeMeHT CTpyKrype U,
ako je M wmogen Teopuje T = Th(U), koju caapxku enrement a u ¢ dopmya, Taga
Baxk M |= ¢(a) ako u camo ako U = ¢(a). 3aro numemo = ¢(a) ymecro U = ¢(a)
win M = ¢(a). Tomro je Tepmusn ,,Mmozes reopuje 17 pesepBucan 3a ejieMeHTap-
He IOJCTPYKTYpe CTPYKType U, OHja, ako ammcopbyjeMo ejeMeHTe CTpyKrype M
y je3HK MMaMo jeIuHCTBEHO oapeheny mHTepIpeTanujy cum00/a HOBUX KOHCTAHTH.
Ka kazKeMo THII, MUCJIUMO Ha THUII ¢a HapaMeTpUMa U3 HEeKOTI MaJIor CKyIa. 3a CKYII
peammsannja p(U) kazxemo ga je okyce Tuna p. 3a tun uz SY(U) je pesepsucan Tep-
MUH [JI0DaJIHK THII. 3a 4, HU3 ejieMeHnaTa u3 U u masu ckyu A, Baxu ciaezgehe: Kaj
ron je AUa C M, onna je tp™(a/A) = tp(a/A). 3aro xopucrnmo osnaxy tp(a/A)
vcaehn wa tpY(a/A) m na tpM(a/A) xax rox je AUa C M. Takobe, ymecto
dc*(A) mimmemo del(A).
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5. JE@UMHUIINOHA EKBUBAJIEHTHOCT

Hedunnuuja 1.13. Heka je 7' notnyHa Teopuja u I1(Z) Hekn ckyn cpopmyna reHor

je3uka.

a) Kaxewmo pa II(Z) cpopcupa dopmyny o(z), y osnauym II(Z) Fr o(Z), ako je cBaka

peanu3aumnja ckyna II(Z) y ceakom mogeny Teopuje 1" yjeaHo n pewerse opmyne
o(x).
6) Kaxemo ga II(Z) cdopcupa ckyn dopmyna X(z), y o3nauym 11(Z) F7 X(Z) ako 3a

ceaky copmyny o(z) € 3(Z) saxn II(Z) Fr (7).

360r KOMIIAKTHOCTH, J1aKOo je Bujgeru ga 11(Z) Fr ¢(Z) Bayku ako u camo ako 3a

neku kKoHaudaH nojackymn 1lg(Z) C II(Z) Baxku

T (va) (/\ o(z) = ¢(2)) .

Jom jenan exsuBasientan ycios je ga II(U) C ¢(U) Baxku y Gap jeaHoM (eKBUBa-
7eHTHO cBakoM) 3acuhienom moneny U teopuje T. Chamano je u 11(Z) Fr X(Z) exsu-
BastentHo ca I[({U) C X(U). Yromuko je p(T) HOTIYHH THUI, OH CAJPIKH MOTIYHY
reopujy T, ma je taga p(z) br ¢(z) ucro mro u p(z) F ¢(z). pumerumo na dbop-
MyJia ¢ € p M30J1yje THIL P aKO B camMo ako ¢ dopcupa p. Ouuriaegno je jga je Frp

TPAH3UTUBHA peJialnuja. YKOJIMKO je T’ jacHa U3 KOHTEKCTa M30CTaB/baMO MHJIEKC.

5. ledunuiimona eKkBUBaJIE€HTHOCT

[Tojam jedpunnnmoHe eKBUBAJIEHTHOCTH C€ MOYKE yBECTH HA JIBa HAYUHA: CEMaH-

TUYKHN U1 CUHTAKCHH.

CemaHTuKa: AKO /IBe CTPYKType Ca HCTUM CKYIIOM HOCadeM HMajy ucre geduHa-

OMTHEe CKYIIOBe, OHJIA 3a BUX KaxKeMo Jia ¢y JehUHUIINOHO eKBUBAICHTHE.

Kaxemo na je M nedunnimona ekcnansuja crpykrype M’ ako je ekcnansuja (Ho-

BUM peJiaiiijama, (byHKIMjaMa i KOHCTaAHTaMa) i aKo ¢y cTpyKrype M u M’ nedbunu-
IIIOHO eKBUBAJIEHTE.

To npakTuaHo 3HaYM Ja ce nedUHUAINOHE eKcnan3uje crpykrype M’ mobujajy Tako
IITO Cce HEeHOM je3UKy JI0/ajy mMeHa HeKuX aeUHAOWTHHX eleMeHaTa, (hbyHKIIH-
ja u pesanuja (1 oHa ce HOBU cUMOOJIM MHTEPHPETUPajy Kao jeduHabUIHE CKY-
noBu uuja cy uvena). CraHmapjian npumep je CTPYKTypa HOJba PeajHuX OGpojeBa
M' = (R,+,-,0,1) y x0joj ce moxke nedunucaru quneapuo ypeheme ,, je mame o
y” dopmynom It # 0(y = x+1t-t). Jonasamem nmena < 3a HOBY peJIaIy]jy, IPOIITH-
pHJIE CMO je3uK 1 7100u1u ypeheHo mnosbe peannux 6pojesa M = (R, +,-,0,1, <), anu
HUCMO J1oaJii HOBe JeduHadbuine ckymope. Ca Japyre crpaHe, ako ,,3a00paBUMO”
KOHCTaHTe y CTpyKTypu M u Ha Taj Haunn pobujemo crpykrypy M” = (R, +, -, <)

1 Ja/he UMaMo ucrte aedpuHabUIHE CKYIIOBE jep
Mz =0<+= ¢(z), reje ¢(x) popuyna Vy(z+y=y) u

Mz =1+ ¥(z), raeje¢(r) bopuyra Vy(z-y=y).
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5. JE@UMHUIINOHA EKBUBAJIEHTHOCT

13 tor pasmora dopmyie 0(z,0,1) y M nedbununty ucre ckymose Koje dopmy.ie
By, 2)(0(z, y, 2)Ad(y) AP(2)) medmmmmy”® y M”. [lakne, crpykrypa M” je nedumm-
IMOHO eKBUBaJIeHTHa CTpyKTypu M, a tume n crpykrypu M’. Huje remxo 3a-
K/bYYUTH J1a BaxKu cjaejelie TBpheme, Kao 1ITo je To mIycTpoBaHo 3a crpykrype M’

n M” nperxogHum npumepom.

Tspheme 1.14. (1) dBe cTpykType ca NCTUM CKYMOM HOCa4YeM Cy AedUHULNOHO
€KBMBAJIEHTHE aKO N CaMO akKo je MHTepnpeTaumnja cumbona jesnka jeaHe CTpy-

KType gecbuHabunaH ckyn y apyroj CTpyKTypu.
(2) Hse cTpykType ca uCTuM CKynom HOCayem cy AepUHNLNOHO EKBMBAJIEHTHE aKO

N CAMO aKO MMajy 3ajeHNYKY AePUHULNOHY eKCMNaH3Mjy.

Hoka3z. (1) C 063upom Ha TO Kako ce nedbuHaAGHIHE CKYTOBA Y CTPYKTYpHu M rpa-
ae on ckynosa {cM}, RM u rpacdosa dbynxuuja fM, ro hie ceaku gedunabuinu ckyn
y M 6uru u gedunabunan y N (rge je M = N) ako cy gedbuHabuaIH NOMEHYTH
ckynosu {cM}, RM u rpadosn dynxuuja fM.

(2) Axo My u My umajy 3ajennndky JgeduHUIMOHY ekcrnansujy M, jacHo je
na cy aedpuHAINOHe eKBUBAJICHTHE.
3a apyru cmep, ako cy M, = (M, C;A:n,R;-\:n,f];/\:n)inejaneJn’kneKn nedpUHATIIOHO

eKBHUBAJIEHTHe CTPYKTYype, OHJIA je

My M2 M1 Mo
M = (Mv Civ 5 Ciy R R f ko )2161171'2612\11,jl€J17j2€J2\J1J€1€K1,k2€K2\K1
3ajeIHUYIKa JIe(DUHUITNOHA eKCIIaH3H1]a. [

Cunrakca: Heka je L1 C Ly u T; nornyna Tteopuja jesuka L;. Kaxemo na je Th
JiebuHUTIMOHA, eKclian3uja Teopuje 1) ako:

(1) Th C Ty;

(2) 3a cBaky Lo-dopmyny ¢(z) nocroju Li-dbopmyna ¢(Z) TakBa Ja BayKu

Ty = V2(0(7) <= (7).

3a nornyne Teopuje 17 u Th KaxKeMo Ja cy JepUHUIUOHO €KBUBAJECHTHE aKO

nMajy 3ajeHUUKY JeUHUNNORY ekcnan3ujy v Hekom jesuky L O L(T7) U L(T3).

Hanmomena 1.15. Ao je T gecpunununona ekcnansuja teopuje 7', jacHo je ga ce oHga
csakun mogen M teopuje T moxe npownputu go mogena M’ teopuje T n tapa je M’
fedrHuymoHa ekcnaHsuja cTpyktype M. Ako cy Teopuje 17 n T necbrHULNOHO eKBIBA-
JIeHTHe, OHAA, No AecbuHULMU UMajy 3ajefHNYKY AebrHULNOHY ekcnaH3unjy. O3Haunmo
jecaT'. Ako je M’ |= T’ ekcnanauja mogena M; = T1 n My pegykt ctpyktype M’
Ha je3uk Teopuje 15, oHga cy M; n Mo gebnHNLNOHO eKBMBANEHTHE CTPYKTYpe.

30B1e cmo Maio 3oynoTpebunu Hotanmjy: 3amucoM 0(T,0,1) ¢MO MCTAK/IM CBa €BEHTYaJHa, MOja-
BJpbUBama KoHcTaunTu 0 m 1.
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5. JE@UMHUIINOHA EKBUBAJIEHTHOCT

Tspheme 1.16. Ako je cTpyktypa M pgeduHuumona ekcnansuja ctpyktype N, oHga
je Teopuja Th(M) gedunuumnona ekcnansnja teopuje Th(N).

Hoxkas. Hexka je p(Z) dopmyia 6e3 napamerapa jesuka L(M) carnacua ca Th(M).
Tana je ckyn ¢(M) nedunabunan y crpykrypu N (jep je M nedununmona exc-
nansuja crpykrype A'). Hexka je 1 (Z) dbopmyna 6e3 mapamerapa jesuka L(N') taksa
na je (M) = Y(N). Taga p(M) = (M), na Baxu

Th(M) = Vi(p(7) <= (1)),

Haxme, Th(M) je nebununuona excnansuja reopuje Th(N). O

Axko je M’ nedunnnmona ekcnamsuja cTpykType M, oHIAa CBAKH N-TUI CTPY-
krype M’ (3anpaso cBaku ckyn dopmysa jesuka L(M')) uma jeJMHCTBEHO CyzKerbe
na tun crpykrype M: Cyxeme tuuna je npocro ckyn L(M)-bopmyna koje my
npumnaiajy. Kaja cy y nuramy HOTIYHU TUIOBU, OHJIA je Ta KOPECIOJEeHIUja y3a-
jaMuO jemHo3HauHa, ma ejgemente npoctopa SM(A) u SM(A) moxkenmo y u3BecHOM
cvucsy noucroperntu. Illtapuime, y nuramy je m3oMopdusaM TOMOJIONKHX MPO-
cropa SM(A) u SM(A). OBy ummenuny He HCTHYEMO y HCKa3y TBphema jep je e

KOPHUCTHMO Yy OCTAaTKy pa/a.

Tepheme 1.17. Heka cy M n N pedmHMLMOHO eKBMBaNeHTHe CTPYKTYpe, OHAa:

(1) Ceaku aytomopduszam ctpyktype M je yjeaHo u ayTomopdmsam CTPyKType
N;
(2) Ako je M 3acuhena cTpykTypa oHga cy u N un wuxosa 3ajegHnqka gecpunn-

LMOHA eKcnaH3mja 3acuhieHe CTPyKType.

Hoka3z. (1) Heka je F' ayromopduszam crpykrype M. la 6ucmo mokasaan 1a je
F ayromopdusam crpykrype N, 10BOJBHO je moKazaTu j1a 3a cBaky dopmymny ¥(T)
jesuka L(N) u ceako @ € N = M Baxu

N | ¢(a) akko N = ¢ (F(a)).

C o6zupom na cy M u N gedununmono eksupaaenTne, 3a cBaky dbopmyiy ¢ (z) je-
suka L(N), mocroju dbopmyna ¢(z) jesuka L(M) Taksa na je (N) = ¢(M). 3aro

BAKH HI3 CKBHBATCHI]A
N = (a) akxo a € Y(N) akko a € ¢(M) akko M |= ¢(a).
C o63upoMm jga je F' ayromopduszam crpykrype M Baxkuhe
M E 6(a) axxo M = 6(F(a)).

[ToHOBO 360T JebUHANMOHE €KBUBAJCHTHOCTH U unibenune aa je Y(N) = ¢p(M)

Bazkuhe

M = ¢(F(a)) akko F(a) € (M) axko F(a) € P(N) akko N |= 1)(a).
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Cmajajyhu ucrakuyTe eKBUBAJIEHIIHje 3aK/bYIyjeMO J1a BayKn

N = ¢(a) axxo N = ¢ (F(a)),

mTo je TpebaJsio MOKa3aTH.

(2) okas oBor jesia cjaeu IUPEKTHO U3 HamoMene 1.7. O

Creneha nema j1aje KpurepujyM 3a yTBphuBame J1euHUNIOHE eKBUBAJIEHTHOCTH.

Jlema 1.18. Heka cy 7" C T pepom notnyHe Teopuje jeauka L' m L, npu yemy je
L' C L. Teopuja T je pedpmHnumona eknansmja teopuje 7’ ako m camo ako cneaehn

YCJIOB BaXKi 3a CBako n u cBaky L dopmyny ¢(xq, ..., T,):

3a ceakn Tun p € S, (T') koju cagpxn ¢ noctoju L'-popmyna ¢, (x1,...,2,) €p
TakBa ga I = p(x1, ..., 2) = p(T1, ..., Ty).

Hoxka3. /lokazahemo merpupmujaian cmep. IIpermocraBuMo Jia je ycaoB U3 HCKa3a
neme ucnymer. Ckyn [p(Z)] je orBopeHo-3aTBOpeHH MOCKyM mpoctopa Sy, (1) Koju
Ce CacTOju O CBUX THIOBA Koju cajapzxe dbopmyny ¢(Z). Kako ce 3a cBako p € [¢(T)]
mozke Hahm L'-dbopmyna 1,(Z) TakBa 1a je 3a10BObEH YCIOB U3 UCKA3a JeMe, Taja
p € [¥p(T)] C [¢(Z)]. U3 unmenune ja je 3a cako p € [p(Z)] ncuymweno {p} C
[V,(Z)] coeu na je
v@l= U e U @)
PE[p(2)] PE[p(2)]

Haxae, {[¢,(Z)]|p € [¢(Z)]} je nokpusau ckyna [¢(Z)] Koju je 3aTBOPeHN MOACKY I
npocropa S, (T). C ob63upom 1a je S, (1) komnakran Xay3aopdos npoctop, u3 youe-
HOI MOKpHBada MoOXKe ce u3Byhu KoHauaH mormokpusad ckyna [¢(z)]. Heka je To
{[tp; (Z)] | i < m}. dakse BaxKu

(@) < ()]
Ca upyre crpane, u3 [, ()] C [¢(Z)] ciaean ga Baxkn
U [¢p.(T)] € [(7)],

ma Mopa OuTu

@] = J [ (@)].

<m

To ynpaso snaun na je T' = ¢(T) <= \/,.,,, ¥y, (Z), 1j. mocroju L'-popmyna koja je
T-exBuBajenTHa dhopmyan O(T). O
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6. JIuneapno ypebhen yuuBep3ym

Heka je U = (U, <, ...) yauBep3ym teopuje T = Th(U) Benuke KapauHaiHocTu
u HeKa pesanuja < jguHeapHo ypehyje yausepsym. /la sacuhena nenpedpojuna june-
apHo ypeheHna cTpyKTypa HUje KOMILJIeTHA BU/U ce u3 cjejieher peonosarma. Heka je
A ={a, | n € N} orpanuuen u crporo pacryhn un3 ejsemenara. Ako 6u (U, <) 6uio
KOMILIETHO ypeheme, onga 6u ckyn A umao cynpemym y U. Taga je ckyn dpopmy.ia
Y(z) ={a, < x <a|n e N}, raeje a = sup A, KOHAYHO 33/I0BOJHUB (32 CBAKH KOHA~
"qaH MOJACKyN Yo(x) ckyma X(z), nalje ce k - najelin unjekc eqemenara (a,)nen KOju
yuecTBy]y v bOPMYJIH U3 CKyTa Y U OHJA (y41 338JI0BOJbAaBA CBAKY (hOpMyIy U3 o),
aJli HUje 3a/I0BOJbUB, jep O cBaKa FHeroBa peajn3alija OnIa MajopaHTa, a eJIeMeHT
a je Hajmama MajopaHTa ckyua A, Oyayhu na je mweros cyupemym. To je y Konrpa-
JUKIUju ca unbenunom jaa je U 3acuhen. Takne, (U, <) me Moxke 6UTH KOMILIETHO
ypeheme. 3aTo HEKU 003r0 OrpaHUYEHN CKYTIOBH HeMajy cynpemywm y U, aiu ce, Kao
mTo je HaBeneHo y noriasby 1.2 (,,Jluneapua ypehema”), sup B < sup A MoxKe Ko-
pekTHO jiecbunHucaTH, jep y Komiierupamby ypehema (U, <) Bazku sup B < sup A ako
1 caMo ako cy c¢Be Majopanre ckymna A (y ypehemwy (U, <)) yjeano u majopanre cKyra
B, na hemo mMu Ty 03HAKY KOPUCTUTH ¥ 3a pajy yHuBep3ymy. Axo je (U, <) ypeheme
6e3 kpajeBa u ako KoMIuieTupamwy ypehema (U, <) momamo najMamn u Hajsehu ese-
MEHT U Y HheMy IIOCMaTpaMo cylpeMyM, ouja je sup B < sup A 106po jgedunucano 3a
cBaku (He 00aBE3HO 01030 OrPaHUYEH) CKyIl. [IpuMeTHMO j1a YKOJIMKO Cy CKYHOBH
Dy u D, nojickynoBu yuuBep3yMa JeduHabuinu (popMyJioM ca napaMerpuMa u3
ckyna A, onjga je cBojcrBo sup Di < sup Dy onucuBo (OpMYJIOM MPBOT peja ca
napamerpuma u3 ckyna A. Hanwme, nedpunabuino je ¢cBojcTso ,,d je MajopaHTa CKyIa
D;” (3a koje Mu KopucTumo o3uaky ,,D; < d”), na je neduHaOUIHO U CBOJCTBO ,,32
cBako d Baxkm: ako je d majopaHTa cKyma Do, oHja je d majopanta ckymna [D;”.

CAuvaHO PE30HOBAME KOPUCTUMO 3a HHMDUMYM. 3a dhopmyrny ¢(x), Heka je

cvx ¢(z) = (Jy, 2)(y <z < 2 A P(Y) A o(2)).
Axko je ¢(U) = D, ouna je

cvxo(U) = cvx D = U [dy, ds].
d1,d2€D, d1<d2
Dopmyiia cvx ¢(z) pedunuie KOHBEKCHO 3aTBOPEE CKyla Koju jgedunuiie ¢hopmy-

na o).

3a nuueapuo ypeheny crpykrypy M = (M, <,...) KaxkeMo Ja je JUCKDeTHA,
rycTa Win pacyTa ako je (M, <) IUCKPeTHO, TYCTO WK pacyTo ypeleme.
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[TOTVIABJBE 2

edunHabuiHe KOHaeH3AIje

Niaeja rexnuka KoHjen3aiuja je ciejeha: Jluneapuo ypeheme ce paciapyda 1moro-
JIHUM HAQYMHOM Ha KOHBEKCHE JIeJI0Be, TaKO Ja je ypehajuu tun opurunasuor ypehe-
wa oznpehen (y Bpsio cirabom cmumciy) ypehajuum tunom jesoBa n ypehajaum tumnom
KOJIMIHUYIKOT ypehema. Ako Ha auHeapHO ypeleme riegamo Kao Ha aaredpy ca je-
JTHOM OWHAPHOM OTlepaliijoM min, OHJIa KOH/IEeH3allfje 0/roBapajy pejalunjaMa KOH-
rpyeHIgje, ma ce ypeheme MOzKe IpoydaBaTH TaKO IITO MPOYyYaBAMO KOJHIHUUKY
anredpy M Kjaace KOHIpyeHIHje. AKO HAC MHTEpecyjy KJace eJeMeHTapHO eKBH-
BaJIEHTHUX JIMHEAPDHUX ypehema, Ha MpUMep KJaaca CBHX MOJesa MOTIYHEe TeopHje
JimHeapHux ypebhema, oH/la KOHIpyeHija Mopa Outu jedunadbuina. YC/a0B Ja KOH-
Jien3aiuja Oy/ie jiecpbunabuiina je OuraH jep ejeMeHTapHO eKBUBAaJIEHTHE CTPYKTYype
nMajy eJeMeHTapHO eKBUBAJIEHTHE KOJUIHUYIKe CTPYKType. Vmeaino okpyxeme 3a
n3ydaBame CTPYKTypa MPBOT pejia U BUXOBe KojudHudke crpykrype je [llemaxon
(Shelah) Bumecopran “? yHUBEpP3yM y KOMe ce Haja3e CBe KOJIWIHUYKE CTPYKType

Kao 3acebHe copre.

['naBHE 1B OBOT TOIJIAB/bA je Jla MOTHBUIIEMO YIIOTpeOy MOJEJICKO TeOPHjCKUX
MeTO/Ia Y U3y9aBamy CBOjCTaBa MPBOT pejla JHHeAPHUX ypehema, HAPOIUTO ejieMe-
HTapHY eKBUBAJEHTHOCT. Y Jieay 1 yBOAMMO HOTAIN]y W HABOIUMO MMO3HATE YNHHEHU-
ne. 3aTUM YKPATKO YBOJIUMO MOjaM UTepUParba KOH/IEH3AIIN]a U3 yTJIa TeOpUje MO/Ie-
ja. [Torom yBojaumo HOBY jiebuHaOUIIHY KOHJ/IEH3AIU]Y C5 U IIOKA3yjeMO KAaKO Ce O/1
smneapror ypehemwa A no6uja ¢ (A), imneapro ypeljeme ca yHapHIM IDeIHKATHMA

TaKBO Jla Ce U3 c(;#(A) MoxKe ,,upountaru”’ Teopuja ypehema A. To nocruzkemo 3a-

XBaJby]yhu 9u-eHUIN 13, Cj;éﬁ (A) 106ujaMo Tako mITo CBaKu MaKCHMaJIHI! KOHBEKCHN
komal ypehema A enementapuo eksusajentan ypehemy (Q, <) 3amenumo taukom
obojeroM 6ojom (G, cBaKM MaKCHMaJIHH KOHBEKCHH KoMaJl ypehema A esieMeHTapHO
ekBuBasienTal ypehemy (w, <) 3amennmo taukom obojenom Gojom W u camdHo 3a
MaKCUMAaJIHe KOHBEKCHE KOMAJle eJIEMEHTAPHO eKBUBATeHTHUM ypehemuma (w*, <),
(Z,<) u 3a MakcHMaJaH KOHBEKCAH KOMAJI KOjU MMa KOHAYHO MHOTO eJeMeHATA.
Kao npumeny meroma oBe anaju3e jokazahemo ja je moTmyHa Teopuja JIMHE-
apuux ypehema ca najBuie npedpojuBo MHOIO Mel)ycoOHO JIMCJyHKTHUX YHApPHUX

npeJInKaTa, Kao U MOTIIYHA TeOpuja JUHeapHUuX ypeherba ca KOHAYHO MHOT'O YHAPHUX

1y CMUCJIY /I3 HHj€e IIPaBU IMOJICKYI HUJETHOr JPYIOr KOHBEKCHOT KOMaJa KOjU MY je eJIeMEHTAPHO
€KBUBAJIEHTAH
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1. O3HAKE 1 YBOJHU ITIOJMOBU

npeuKaTa 1 KOHAYHO MHOTO KOHBEKCHUX Peslallija eKBUBAJIEHIINje NHTePIpeTabuIHa
y KOMILTeTHOj Teopuju (uuctor) ypehema, 0JHOCHO J1a je Kaaca JuHeapHux ypeherma
je/lHaKe CJIOYKeHOCTH Kao KJ/laca JimHeapHux ypehema K0joj je 1pujo/aro HajBUile
npebdpPOojuBO MHOI'O YHAPHUX IIpejuKaTa WM KJjaca JuHeapHux ypehema kojuma je

npnaogaTo KOHAYHO MHOT'O KOHBEKCHUX eKBI/IBaJ'[eHHI/Ija U YHapHUX IpeJuKaTa.

1. O3HakKe U yBOAHU MOjMOBU

Ilo xpaja oBOTr MOTJIaB/ba, KaJl KaXkXeMo ypeherve MUCIUMO HA JIUHEAPHO
ypebeme.
[Toxcernmo ce ja je 3arBopenu uutepsas y ypehewy A = (A, <) ckyn [a,b] =

rla<x<blrmecyan,b € AKpajeBu Win Kpajibe TauKe HHTEPBAJIa a CBe OCTaJIe
) Y

TadyKe WHTepBaja cy yHyTpalnmhe. CIHYHO BaxKH 3a OTBOpeHH MHTepBaJ. Karkemo

Ja je b € A menocpeaun ciaenbennk tauke a € A ako je a < b u ako unrepsan [a, b

HEeMa yHYTpaliibe Tadke. Taja KaykeMo U Jia je a HemOCPeHHU MPETXOIHUK Tadke b.

Henocpeanu ciei0eHUK 1 HEITOCPEIHU ITPETXOAHNUK TadKe @ Cy FheHe CyCejHe TadKe.

Teopwuja rycrux ypebema uuje normnyna. Jeana moryhuoct 3a KoMmIieTupame je jia
nocMaTrpamo rycra ypehema 6e3 KpajeBa. Pajau kpaher 3ammca n jakirer npahema
ycBajamo ciesehy konpeniujy (a Tume u HecTaHAApHY JebUHUIH]Y ).
o kpaja oBor morJiaBJjba, IIOJ, I'yCTUM ypehemeM 1mmopa3symMeBamMo ype-
beme 6e3 KpajeBa y KOMe HHUjeJIaH €JIEMEHT HeMa CyCeaHe eJIEMEHTe.
Nszomopduszam jiuneapuux ypehema je pesiaiija eKBUBaJjIeHIUje: 33 HbeHe KJace
KaxkeMo Jia cy ypehajuu tun wim ja cy tun ypehewa. Heku oy ypehajuux tuiosa

Cy O3HAYEHM KapaKTepUCTHIHUM ejeMenTuMa. Ha nmpumep:

e o u a* ¢y ypehajuu Tunosu ypehema (o, <) u («, >) Tum pegom, 3a cBaKn
OPJMHAI (;

e ( je ypehajuu tun ypehemwa (Z, <);

e 1) je ypehajuu Tun ypehema (Q, <).

[Toxcernmo ce ocnoBHEX orepaluja ca ypehemuma: cyme u npoussoja ypehema.

Heka je (I, <;) (muneapuo) ypehen ckyn u Heka je (A;, <;) unHeapHo ypeherme
3a cBako ¢ € I. Tama je cyma ypehema (A;, <;) ypeleme koje ce go6uja Tako mro
cBakH eseMeHT ckyma [ 3amennmo ypehemem A;. Taummje cyma @©(r«,)(A4;, <) je
ypeheme (A, <) koje ce nedunuire Ha ciaegehn HaduH:

L A= {i} x 4

2. (i,a) < (j,b) axo m camo ako je i <;jummmjei=jua<;b.

Jlexcukorpadekn npousson (1, <j) x (A, <) je @&,<,)(Ai, <;) rae je (A, <) =
(A, <) 3a cBako i. YobuuajeHo je Jia n30CTaB/baMO HHJEKCE Y 3alKCY Pesaluja u Ja
yMecTo <j, <; MUTIEMO caMo <, jep je W3 KOHTEeKCTa jaCHO Ha, TTa ce 03HaKa OIHOCH.
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1. O3HAKE 1 YBOJHU ITIOJMOBU

A je nuneapHo ypeheHa cTpyKTypa ca YHAPHUM HpeJIUKATHMA aKo Cy ypehemy

JioJlaTe caMO YHapHe peJanmje.

Jluneapuo ypeheme (A, <) je IMCKPETHO aKO CBAKHU €JIEMEHT KOjU HUje MUHUMYM
nMa HEeTMOCPEeHOr CJIeJ0EHNKA U aKO CBAKHM €JeMEeHT KOjU HUje MAaKCUMyM HMa, He-
MOCpeIHOT TpeTxXoaHnKa. [Ipumepn auckpernux ypehajumx tumosa cy w,w™* u (,
JIOK w + 1 HHje JUCKPEeTHO 3aTO INTO MAKCHMyM HeMa HEIOCPEIHOT MPEeTXOTHUKA.
Cranuno, 1 + w™* Huje guckperHo. YumeHuna ja je JmHeapHo ypeheme JTUCKPeTHO
ce JIaKO M3pazkaBa PeueHuIoM IIPBOT pejia 1A je Kjaaca JUCKPEeTHUX JMHEAPHUX ype-
hema KoHAYHO aKcHOMATH3AaOMIHA. TeopHujy AMCKpeTHHX JMHeapHuX ypehema obe-
jgexkaBamo ca dLO. To Huje mornyHa reopuja, aau € KOMILIETHDaHkha MOTY JIAKO
onmcatu. ITomTo je cBako KoHAYHO ypeheme quCKpPeTHO, 3a CBAKO N je Teopuja JImHe-
apHOTr ypehema ca TadHO N ejemMeHara jegHo Komierupame Teopuje dLO. 1lTo ce
TH4Ye DECKOHAYHWX IMCKPETHUX JIMHEAPHUX ypelhera, pa3rpaHuderse je MoCTOojarhe
WM HEIOCTOjakhe MAKCUMAJHOT ¥/UTH MUHUMAJIHOT eJIeMEHTa. 3aTO IMOCTOje TAIHO
JeTHPHU KOMILTIEeTHpaba Teopuje OeCKOHAUHUX JUCKPETHUX JuHeapHuX ypehema. /le-
taspu ce Mory Hahu y [10]. Ha npumep, Teopuja Th(w, <, S,0), tae je S dyuknuja
crenbennka, je osnadena ca dLO™T. Tlokazaje ce na dLO™ nma enuMuHannjy KBAHTH-
¢ukarTopa u J1a Cy BeHU MO/IE/IM TAYHO HEOIPDAHUYEHA JIMCKPETHA, JinHeapHa ypehema
Koja uMajy MUHUMYM U PYHKIM]Y caegdenuka. Ypehajuu tun mosesa reopuje dLO™

je w+ ¢ x L 3a jequncrsen ypehajun tun L (nwm L = ().
[locToje cnenehe knace ypehajHux TUIOBA JUCKPETHHUX ypehemba:
(W) w+ ¢ xL
W*)  (xL+4+w*

(

(Z)  ¢xL

(Cx) wH+¢xL+w*
(Ch) n.

Hexa je dLO; ;) 3a i,j € {0,1} Teopuja dLO ca aBe gopare aKCHOME; jejiHa Koja
Kazke Jia 1MOCTOju MUHUMAJIHU €JIEMEHT aKO M CaMO akKo je ¢ = 1 u Jpyra Koja Kaxke
Jla TIOCTOjU MaKCHUMAaJIHU eJIEeMEeHT ako u caMo ako je j = 1. Ilpumerumo ja cBaka

ox teopuja dLO; j) WMa KOHaYaH CKYT aKCHOMA.
Hanomena 2.1. (1) dLOg ) je noTnyHa un akcuomatusyje tun ypehera (W).
(2) dLO,1) je notnyHa u akcnomatusyje tun ypehera (V).

(3) dLO( je notnyHa u akcnomatusyje tun ypehera (2).

(4) dLO(1,1) je HenoTnyHa 1 aKkCUoMaTu3yje uHeapHa ypehera 4nju je Tun ypehersa
y vekom (C¢) 3a £ € NU {oo}.
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1. O3HAKE 1 YBOJHU ITIOJMOBU

Heka je A = (A, <) nuneapno ypeheme. Kazkemo j1a je pesianuja eKBUBaJICHITI]je
Ha A KOHBEKCHA aKo Cy eHe Kaace KOHBeKCHH MOACKymoBum ckyma A. 3a cBaky
kouBekcHy pesanujy € na A neka je e(A) = {[a].|a € A} wen kKonmuHMIKN CKyll
na kome jebunnmemo: [al, <. [b]. axko u camo ako je a’ < b 3a meko a' € [al.
ub € [bl.. Tanma je e(A) = (e(A), <.) muneapno ypeheme 3a Koje Kaxkemo jga je
KoHeH3anuja ypelema A KOHBEKCHOM ekBHBa/IeHIMjoM e. Takohe, 3a € KaykemMo J1a

je penamuja konaen3auje na A. Horanuja e(A) Huje ciyuajHa; 03HaKy € KOPHCTUMO

1 3a KAHOHMYKO mpeciukaBame Koje A ciuka Ha e(A). [akie, e hie o3HauaBatu u
peanmjy eKBUBAJEHIMje W MpecanKaBambe. Kajl roj 3Hademe O3HaKe e Huje jacHO
13 KOHTEKCa, eKCITUIIMTHO leMo HaBeCTH Ja JIU Ce O3HAKA, OJMHOCH Ha PesIaln]y I
upecjukaBate e. [Ipeciukasame e je enumopdusam (CypjeKTuBHU XOMOMOPdHU3aM)
JuHeapuux ypehema; nojacerumo ce jga je f: A — B xomomopdusam u3 A y Jiu-
neapuo ypeheme B = (B, <’) ako a < o nosmaun f(a) < f(d') 3a cBe a,d’ € A.
Ca apyre crpane, cBaku xoMomopduszam g : A — B unjyKyje pejanujy eKBuBa-
nennuje e na A oxpeheny ca g(xr) = ¢g(y). Konujy ypehema A pekorcrpyuiiemo
u3 mherope Koujensamuje e(.4) Tako MITO CBAKH €JIEMEHT [T]. 3aMEHHMO KOIIHjOM
ypebema ([x]., <):
A= Bpalce(a([7]e, <)-

Kao mro je croMeHyTO y yBOLY, HI€AJHO OKPYZKeHhe 33 aHAIn3y CTPYKYType
IPBOT pejia ¥y K0joj mocmarpamo u jedpunaburae xomomopdusme cy Illeraxose eq-
-eKCIIaH31je OpUTHHAJHE CTPYKTYpe, ¥ KOjOj ce Hajaa3e KOIHUje CBUX XOMOMOPQHUIX
ciMka. 3a M, crpykrypy upsor peaa jesuka L, crpykrypa M€ je BuimecoprHa
cTpyKTypa Koja mupu ctpykrypy M. Jesuk crpykrype M uma umena copru Sg
3a cBaky JeduHabuany pesaiujy eksuBasennuje £ na ckymy M"™ (mogcerumo ce jga
oze 1oz pedunabunnonthy nogpasymesamo L, ,-medunabunocr). Ilogcernmo ce
JIa Y je3UKy BHITECOPTHE CTPYKTYpPe CBaKa MPOMEH/bIBA NMa HazHaueHo nme (cBoje)
copTe, Ka0 U MECTO Y PesallijcKoM U (pYHKIUjCKOM cUMOOJTy; HUjeIHa IPOMEH/bUBA
ce He HMHTEpIpeTHpa BaH copre umje mMme Hocu. CIMYHO BaykKd 3a peJialijcKe u
dyHKIHIjcKe cumbo.Te.

3a cBako F moctoju GYHKIUjCKA CUMOOT 7T r TaKaB J1a Cy TPOMEHBUBE X1, . . ., Ty,
y me(Z1,...,2,) =Y u3 copre S— n'Y je uz copre Sg. CBu ocranu cumb0n jesuxa
Cy OHM KOju ce mHTepuperupajy y M u ognoce ce camo Ha copry S—.

M ce nedpunume na ciaegehu nauun. Copra S—(M) je M u 3a wy KaxkeMo
Ja je opurnaanna copra. Ckyn wHocad copre Sgp(M) je M"™/E u 3a E pasauaunrto
OJ1 peJsialyje =, HUjeJTaH CUMOOJT je3nKa ce He WHTepIpeTupa y moj. CBa CTPYKTypa
Kojy copra Sgp(M) uma ce maciehyje u3 opurnnaane copre (KAHOHHYKOM) MpPOje-
kuujom 7 w3 M"™ wa M"/E. UcnocraBmba ce aa je jeduHAGHIHE CKYI Y COPTH
Sg (C (M/E)™) upojekunja npu mp HeKOr jedUHAGUIHOT MOACKYyNa cKymna M:;
crenujasno, y copru S— (1j. M) nema noux jebunabuanux ckynosa. [Tocebuo,
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2. KOMITO3UIINIE I UTEPAITUIE Lo, 0o- IEGMMHABU/THUX KOHIEH3AIINIA

ako je M anrebpa u F nedunabuina KOHIPYyeHIMja, TaIa je KOTHIHIIKA agredpa
pernpesenToBaHa y coptu Sg. Ilocedbno, ako je M nuneapuo ypeheme, Tama xomnujy
cBake mwerope jeduHabuiHe KOHJIeH3amuje MoxKemMo npoHahu y Hekoj copru M.
Crpykrypa M caap:u u copTy Koja oaroBapa cKyiry M™: y3MuMO jeIHAKOCT Kao
pesnanujy ekpuBasiennuje Ha ckymy M™. OBy copry 0O3HaAYaBAMO U €& S—_n, WK CAMO
ca Sy,. Herame o M anranan moxke nahn y [9] u [11]. Oszxe hemo nasectn Heke

OCHOBHC YHILCHUIIC.

Yumenuna 2.2. (a) Ceaku y M gecbmnabunnn nogckyn ckyna M" je gecomnabunan
y M.

(6) Ceako enemenTapHo yTanare u3 M y N npogyxasa ce jefMHCTBEHO [0 ene-
MEeHTapHOr yTanara ns M y N,

(8) M = N noenaun M = N,

(r) MotnyHa Teopuja npeor pega 7' uma NpUpPOZHO BULLECOPTHO npomperse 17
TakBo ga M = T ako n camo ako M |= T,

(8) Heka je E pedunabunnva eksupanedyuja va M™ v 7 : S,(M) — Sg(M)
npupogHa npojekunja. Ako je N enementapHa nogctpyktypa copte Sp(M), Taga je n

7N enemenTapHa noacTpykTypa cTpykType copte S, (M).

Heka je M = (M,...) crpykrypa jesuka L u Heka je My = (M1, R,...,f...)

crpykTypa je3uka Li. Kaxkemo 1a je crpykrypa M nntepnperabuina y CTPYKTYPH

M axo nocroju n, nedpuHabmIHa ekBuBaennuja £ na M"™, nedbunadbunan ckyn D C
M™ u 6ujekuumja F': D/E — M, TakBa jJa je 3a cBaky ocHOBHY pesanujy R C M{"
ckyn F~Y(R) C M™" nedbunabunan y M u caim4Ho 3a cBaky ocHoBHY dbynknujy. Ha
npuMep, KaJ roj UMeHyjeMo Heke aeduHaOWIHEe MOACKYIOBe y (DUKCHPAHO] COPTU
u3 M Taza je Tako Jobujena crpykrypa (4Hju je CKyI HOCad cOpTa) MHTEplpera-
owaHa y M.

2. Komnosunuje n nrepanuje L. o-AedpnHAONIHNX KOHIEH3ANIja

[Moacerumo ga je L, dbopmyna (oBme cy k n A GeCKOHAYHH KapAWHAJI) OHA
4Ygje Cy KOHjyHKIHje BeJuduHe < K JIOK JOo] ce KBAaHTU(MDHUKATOPU IPUMEHY]y Ha
< A mpomenspuBuX. Kan 3a ¢ kaxeMmo 1a je Lo oo bopmyma MucauMo 1a je ¢ L,y
dbopmyna 3a HEKO K, A\. Lo o PEUEHHIE Ce TyBajy H30MOpQpU3MHIMA.

Y nuneapHuM ypehemnma cy oOMIHO MHTEpecaHTHE KOHBEKCHE eKBHBAJIEHIIH]je
Koje cy pedunucane Lo o dopmysiama jesuka {<} rakse ja mwuxosa gedUHUIMOHA
dopmyia jedpuHuIIe eKBUBAJICHINA]Y €A KOHBEKCHUM KJjacaMma y OO0 KOM JimHeap-
HoM ypehemy. Y oBom cayuajy Tun mzomopdusma crpykrype e(A) sasucu camo
o Tura u3oMopdusma crpykrype A, ma Takse (opmyie MOry OGUTH TOCMaTpaHe
Kao ¢opmyie Koje neduanTTy Konaensannje Ha ypehajanm tunosnma. 3ato 3a L )
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dbopmyny jesuka {<} kaxemo na je koumgensyjyha dopmyna ako nedunuire KoH-

nensyjyhe penanuje Ha 6mI0 KoM JuHeapHoM ypehemy. 3a konjensyjyhe pemnaruje

JiecbuHncate UM, KaxKeMo Jja ¢y yHu(OpMHO jeduHabusine; ako je jgeduHUInoHa

dbopmyna Ly », onja 3a pesanujy kazkeMo ja je yuugopmuo L, y jedbunaduina. 3a
KOH/IeH3auony (opmyay €(x,y), oarosapajyhy konjensanujy cxsalieHy Kao Impe-
cankaBarme ypehajuux tunoBa heMo o3HavaBaTH Cca C., KOHJEH3AIU]y JIMHEAPHOT
ypehema A = (A, <) hemo osnauasaru ca c.(A), men ckyn Hocad ca c(A)
Hymauk u Mustep cy y [2] yBesn mojam KOHIeH3alija i HABEJN BAXOBE OCHOBHE

ocobune. Hajmosnaruju npumepn yHUGOPMHO JedUHAOUTHAX KOH/IEH3AIja CY:

e cp rie je F(x,y) ,,[x,y] je konauno”;
e cw r7e je W(z,y) ,,[z,y] je 106po ypehero”;
® Cg rae je S(Zﬂ,y) b3 [.’E, y] je paCyTO”'

Dopmyne W u S cy Ly, », dopmyie, nok je F' Ly, , dopmyrna. Bume o npuvenama
KOH/IeH3allija Ha aHaJIM3y JuHeapHuX ypehema ce moxke nHahu y kibusu Posentrajua

([14]), a oBae HaBOAMMO CaMO HeKe WHTEPECAHTHEe MPHMepPe NTePHPAHUX KOH/eH3a-

nuja.

ITpumep 2.3. TTocmarpajmo (W, <) n KongeH3anujy Cr. 3a 100po ypeheme (A, <)
neka je ['(A) C A ckyn cBux enemenara ckyna A Koju HeMajy HEIOCPEHUX MPETXO-
JIHUKA; TAKBE eJleMeHTe Ha30BuMo rpanuunuM. Taja je I'(A) u cam 106po ypeben, na
ce mozxke jedpunucaru ['(T'(A)). TIpupoano je obeseskuru ra ca I?(A) u uHIyKTHBHO
nactaputu ca [PTH(A) = T(I'P(A)).

Heka je a € w* u b najsehn enement ckyna I'(w*) koju je mamu ox a. Taza je
a Ha KOHAYHOM pacTojamy on ejgeMenTa b, na je cp(a) = cp(b). 3aro 3a mpeacra-
BHuKa Kytace {b+m|m € w} moxkemo y3eru Gamr rpanndnu b. lakie, cBaka Kaaca
eKBUBAJICHIIUjE CaJIPKU TAIHO jeJIaH TPAHUYHU OPJMHAJ, TAKO Ja ce Cp(w*) mMoxe
npentudpuxosaTu ca ['(w*), CKynoMm CBUX IPaHUYHUX OPAMHAJIA UCHOA W* KOju je
takohe 106po ypehen n nzomopdan nmouernom ypehemy (w¥,<): w* = cp(w?).
VY 1pBOj UTEPAILHUjH Ce eJIEMEHT @ CJIMKAO Y TIPBU TPAHUYHU Maku OJ1 Bhera cr(a) = b.
C/IMYHO IPETXOJHOM pa3MaTpaby, 3a cBaku ejgemeHT b € I'(w®), enement cp(b) je
najselin enement u3 I'?(w*) xoju je mamu of b. Jlakne, cp®(a) = cp(b) je najsehn
efqeMenT ckyna [?(w”) koju je mMamu on a. Baxm: w® = ci(w®). Caumunum
PE30HOBaIEM Ce 3aKJbyuyje ja he 3a cBaku n € w BaxKuTH Ja je cp”(a) je najsehu

enement ckyna ['"(w®) koju je mamwu o1 a. [Jakie 3a cBako n € w hie Baxurn: w® =

cp(w®), amu ne n w* = cp(w®). Haume, 3a ceaku n € w axu: cp(w™) = w™ 1,
cZ(w") =cp(w™ ) =wn 2 ... cp Hw") = cp(w?) = wn cB(w") = cp(w) = 1.

To 3anpaBo 3Ha4m ja ce ejleMeHT W', Ka0 U CBU Marbu OJI Iera, y n-Toj nTepaiujun
cinkao y 0. Kako 3a cBakm a € w® mocrtoju n TakaB ja je a < w", oHga he 3a
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TakBo a u n 6utu cp(a) < cp(w™) = 0. /lakie, CBAKH €J€eMEHT Ce Yy KOHAYHO MHOIO

ntepanuja cauka y 0. To ympaBo 3Ha4YM a Ha HUBOY W MMAMO CaMoO jeTHy KJacy:

[IpernocTaBuMo J1a je ¢ yaudgopMHO jiecbunaburHa Koujaen3yjyha penamnuja ype-
hajuux Tunosa. Kao npecinkaBame, IPpUPOIHO Ce UTEpUpa n MyTa, Tj. ¢’ ce jgedunn-
e Kao ojiroBapajyha KoMmosuiigja. ¥ HalleM OKpyzKemy ojaroBapajyha aedununuja
je y TepMHHHIMa pesanuja eKBHBaleHNHja. 3a L, JeduHabHIHE penaryje, cBaKo
KOHAYHO UTE€pUPaAbe MOZKE Ce I/I,[LeHTI/I(i)I/IKOBaTI/I KaO CopTa y eq YHUBEP3YMY.

Heka je €(x, y) xounensyjyha L, \ dbopmyra u neka je ¢ 6uno koja L, y dopmymna
(K0ja MOZKe IMaTH MHOTO CJIOOOJHUX TPOMEH/bUBHX). Y jiemu 2.4 hemo mokazaTu ja
je ,,o([x]e, [y]e) Baku y xomuunmyakoj crpykTypu” uzpazkeHo dbopmyaom ¢ o €(z,y)
nedbunncanom ua caejgehin nauun: Popmyna ¢poe(x,y) ce nodbuja uz dopmyie ¢(z,y)
TaKO HITO:

- CBaKoO IojaB/buBambe 1moadopmysae u < v 3aMeHUMO M0 1POPMYIOM
Vu'Vu' (e(u, u') A e(v,v) = u' <),

(rme ce mpomensbuse u', v’ He 10jaBibYjy V €, ¢); HA 0Ba] HAYMH TPAHCHOPMHIIEMO

z<yy [zl <[yl
- CBAKO T0jaB/buBambe 1oAdGopMyie u = v 3aMeHuMo nodopmyaom €(u, v).

[Tpumernmo na je ¢poe(x,y) Ly dopmymna. Kako cmo 03HaKy T pesepsucasin 3a
KOHAYAH HU3 (T;)ic{1,..,n}, 38 MOTEHIMjATHO OECKOHAYAH HU3 (T;)icq (32 HEKH Opu-

nast ) ieMo KOpHCTHTH 03HAKY .

Jlema 2.4. Heka je A = (A, <) nuneapHo ypeliere n €(x,y) koHaeH3dyjyfia Lo ~
%

copmyna.Taga 3a cBaky Lo popmyny ¢(?) n cBakn HMU3 b enemenarta ns A saxu:
_>
A= ¢oe(b) akon camo ako c.(A) = ¢([ﬁ6).

Hoxka3z. NuayKimjoM Mo OpauHATHO] KOMILTEKCHOCTH (hopMmyie ¢. AKo je ¢ aTomcka
3aK/by4dak cjiejin u3 jiepunuimje; Kpynuujaaito je jia je €. KoupekcHa. Mujyknuonu
KOpakK je jgupeKTaH, pa3marpaheMo camo ersucreniujajaun KBantudukarop. IIpso
npernocrasumo 1a A = 37 ¢ o e(Y/, ?) u nzabepnmo ¢ y A takso na A = ¢ o
e(?,?) Unaykmuona xunore3a nosiadn jaa je c.(A) = ¢(ﬁ€,[a€), a THMe U
c(A) =37 (7T, [ﬁe) 3a apyrn cMep npernocTasnyo ga ¢ (A) = 37 (7, [b].) u
uzabepumo ¢ Takso ja c.(A) = Qﬁ([?ﬁe, [ﬁe) nayKiuoHa Xunoresa 1oBJIadn jia je

AEdoe(?, ?), a omare caemu na je A= 3T o (T, ?) O

Yumenunna 2.5. Ako cy €(z,y) n 6(z,y) KoHgeHsauyuone L, x dopmyne, Taga je u
d o €(x,y) konpensaymona L, \ dopmyna. LLtaenwe, ako je L ypehajun tun, oHga je
Csoc (L) = c5(c(L)). O
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

Heka je €(x,y) L, dopmymna. @opmyna €*(z,y) ce nedunuire peKyp3uBHO 32
opauHAT (v Ha caenehn mauwmm:

(1) E(z,y) jex =y, €(z,y)je e(z,y).

(2) M (z,y) = coe’(z,y)

(3) 3Ba rpammunn opmman « gedunmmmvo: € (z,y) =V, (2, y).
Ounrsieno, csaka dopmymna €(x,y) je Liija/+ atjal+ dopMyta. VY cienehem zana-

JKarby HaBOJIMMO OCHOBHE OCcOOMHE mTepalldja KoHJIeH3yjyhux dbopmy.ia.

Sanaxkame 2.6. Heka je €(x,y) kongensyjyha L, \ dopmyna n Heka je A = (A, <)

JIMHeapHo ypehetbe.

a) Ceako c% je KOHBEKCHa ekBuBaneHunja Ha A.
6) c® C c® e (c(A)) 2t (A).

€

a+1

B) AKo je o rpaHudHN opanHan, onpa je ¢ =, ct.
) %

r) {c¢|& > 0} je nus neonagajyhinx nogckynosa ckyna A% Ako je c® = c®*1, onpa je

a_ b
cd = c! 3a ceako 8 > a. O

[To meny (r) uperxomuor 3anaxama, nus {ct |0 < £} (nogckynosa cxyna A?)

je Heomagajyhu, ma je HEeMHHOBHO KOHCTAHTAH MOYEBINN O HeKor . 3a HajMambu
a+1

€

OpJAMHAJ (¢ 33 Koje je ¢ = ¢ KaxkeMo jia je c. panr ypehema A. 3a smHeapra
ypebema 3a koja je c.(A) = idy KaxkeMo 1a €y €, nHePTHA. Lo oo AepuHAOHITHOCT
IpeciuKaBamba ¢ TapaHTyje da C. paHT 3aBHCH caMo 0/ ypehajHOT THIIa JHHeAPHOT
ypebema, mma je c. panr ypehajuux Tumosa jg06po gedunucan. [Ipormec urepanuja ce
KOPHCTH 3a aHAIu3y CTPyKType A U mpejcraB/ba HU3 KOHIEH3AIMCKUX pesaluja

KOjH pacTe JI0 jeJHOT TPeHyTKa KaJ je XoMoMOopHA CIUKa C. WHEpTHA.

Oy nmapouuror unrepeca cy yuudopmue L, Jedunabuine Konjensanuje. 3a
snaro jmHeapHo ypebeme A paszmarpamo oxrosapajyhu jieo crpykrype A rie cy
cBu JiepnHAOU/IHE XOMOMOP(U3MU UMEHOBAHU HPOJEKIIUJCKUM PECTUKABAHLUMA.

c(A),c*(A),... mory 6urtu ugenrtudguxosanu ca A coprama.

3. JduckperHe/rycre KOHaeH3amuje Cg

3a KOHBEKCaH MOJCKYIH JuHeapHOTr ypehema (A, <) KazkeMmo Ja je:
- JIUCKPETHO ypeheH ako je AUCKpeTHO ypeheH pecTpUKIHjoM penanuje <;
- rycTto ypeheH ako HeMa HHM MaKCHMAJTHH HH MHHUMAJHU eJeMeHT U aKo je

pecTpukIujoM pejianuje < rycro ypebhen.

Hedununmmja 2.7. 3a 3aTBOpeHN NHTEPBAJS KAXKEMO Aa je:
- ryCTOr TWMa aKko je NpaBu MOACKYN rycto ypefjeHor KOHBeKCHOr nogckyna (ceTumo
Ce Aa Taj KOHBEKCHU MOACKYN HeMa Kpajese);

- UCKPETHOr TUMa aKo HUMje ryCTOr TUMa 1 aKo je ANCKPETHO ypeljeH (pecTprkumnjom

penayuje <).
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

UurepBan [a,a] uma oxpeljen Tum: ako Huje rycror TUma, ¢ 063UpOM Ja je
JucKpeTHo ypeheH, onaa je puckpernor tuma. To Ham omoryhasa jga aeduHHUIIIEMO

THUII €JIEMEHTA, (: KasKeMo JIa je @ IyCTOr (JMCKPETHOr) TUIA aKO je TAKaB MHTePBAJI

[a, a).
[TocToje muTepBanm KOju HUCY HH JIMCKPETHOI HU TycTor Tuma. [lpumep je ype-
hen jemunmunum warepsan peannnx Opojesa A = ([0,1],<). V oom ypehemy cam

unrepsas [0, 1] Huje Hu auckperHor HU rycTor ypeljenor Tuma.

JIema 2.8. Heka je (A, <) nuneapHo ypeljerse.

(a) 3aTBOpeH MHTEPBan je rycTor TUMNa ako 1 CaMo aKo je CBaKa Hherosa Tayka ryctor

Thna.
(6) Cee Tauke 3aTBOpPEHOr MHTEpPBana ANCKPETHOr TUMA WMajy ANCKPETaH Tum.

(8) Ako je 3aTBOpeHn MHTepBan ryctor (AWCKPETHOr) TWMa, OHAA CBAKU HErOB

3aTBOPEHN MOAMHTEPBAN UM rycTu (JUCKPETHM) Tun.
(r) 3aTBOpeHM MHTEpBaAM PA3IMHUTOr TUMA CY AUC]YHKTHU.

(8) Ako gBa 3aTBOpeHa MHTepBasa WCTOr TWUMA WMajy HenpasaH MNpecek, OHAa je

HNXOBa yHmja 3aTBOPEHN UHTEPBanN KO_jVI MMa UCTWN TN Kao NOYETHN.

Hoxa3. (a) Jokaszahemo Herpusmjajgan cmep. IIpermocraBumo ja je cBaka Tavka
unTEpBaJa [, b] rycror tnna. 3a cBako ¢ € [a,b] meka je I. kouBekcaun rycro ypehen
MOJCKYI CKyna A Koju cajpyKu Tauky ¢ u Heka je I yHuja ceux taksux [.. Hujenan
eJeMeHT cKyna [ Huje Kpajiba TadKa jep HujegaH [. HeMa Kpajimby Tadky. /lupekTHo
ce mpoBepaBa Jia je I KoHBekcaH u jia je rycro ypehen. IlomTo [, mma Ttauke BaH
uHTepBaa [a,b] u momrro I caapxu 1eo [a, b], 3akmyuyjemo na I ceegoun jaa je [a, bl
IyCTOT THIIA.

(6) Heka je [a,b] muckpernor tuma u Heka je ¢ € [a,b]. Ako je a = b, 1m0
JebUHANINjH TUIA Tadke CJAeId Ja je ¢ JUCKpeTHOr Tuma. IlIpermocraBuMo ja je
a # b. Taga ¢ UMa HeMOCPEIHOT TPETXOAHUKA WM HEIIOCPEIHOr CeI0eHUKa, 1a He
MOZKe OUTH CaJp’KaH Yy KOHBEKCHOM I'yCTOM CKyly. Jlakie, ¢ je JUCKPeTHOr THIla.

(8B) Heka je [c,d] C [a,b]. Axo je [a,b] rycror tuna, onza je, no geny (a), caka
Tauka MHTEpBasa |a, b, a Tume n maTEpBaIa [C, d] rycror tuna. TlonoBo o geny (a)
crenn na je [e,d] rycror Tuna. Y caydajy kan je [a,b] quckpernor tumna, 10BOSBHO
je IPUMETHTH JIa je KOHBEKCHH IIOJCKYII JUCKPeTHOr ypehema auckperHo ypehen.

(r) Mo geny (a) je cBaka Tavka WHTEpBaJa IYCTOI THIIA M CaMa I'YCTOT THIA Ma,
110 genty (6), He MOXKe GUTH CaprKaHa y HHTEPBAJLY JUCKPETHOI TUIIA, OJAKJIE CJIEIH

3aKJbyvJaK.

(1) Heka cy [a,b] u [c,d] ucror tuna. AKo je jeJan oJ BbUX CAJAPKAH Y JIPYTOM,
OHJIa 3aKJ/byYaK TPUBUjAJHO CJIEJIM, 3aTO HPETIOCTABUMO Jla TO HHje cjIy4aj. be3
yMamhermha ONMITOCTH TMPEeTIoCTaBuMO j1a je a < ¢ < b < d.
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

[IpBo mpeTmocraBuMo Ja cy [a, b] u [¢, d] rycror Tuna. Tama cy, o (a), cBe Tauke
unrepsana [a,b| u [c,d] (a Tume u wuxose yuuje) rycror tTuna. Ilonoso 1o (a), wH-
TepBad [a,d] je rycror Tuia.

[Ipernocrasumo caj ga cy [a,b] u [c,d] warepsanu auckpernor tuna. Cpaka
YHYTPAIIha, TauKa HHTEPBAIA [, d] IMa HEMOCPETHOT MPETXOHUKA U HEIIOCPETHOT
cae0eHrKa, TauKa ( UMa, HEIIOCPEIHOT CIeI0eHnKa, TadKa d NMa HETOCPEIHOT Tpe-
TXOJHUKA, 1A je (mo meduHUIMjn) UHTepBa [a, d] AUCKpeTHOr THIIA. O

Penanuja ,, [z, y| je rycror tuna” je nedunadbuina: nocroju hopMmyna IpBOr peia

¢(z,y) TakBa Ja 3a cBako quHeapuo ypeheme A = (A, <) Baxku
A | ¢(a,b) ako u camo axo je [a, b] uaTEpBAT TYCTOr THIIA.

Cauano, nocroju dopMmysia Koja Kaxe Ja ,,[x,y|] wuje rycror tuna” u nga je ,, [z, y]
Juckperno ypehen” (cerumo ce Jia je Teopuja JucKperHor ypehema KOHAYHO aKCHO-

maru3abusina). 3aro nocroju dbopmyna 0(z,y) y jesuky {<} koja kaxe
,,uarepsaa [min{x, y}, max{x, y}] je nim rycror nam muckpernor runa”.

CuenujaJaHo, peaanuja ,.z je rycror tuna’ je nedpuHaOWIHA vV OWJIO KOM JAHEAPHOM
) )

ypebhemy.
Tepheme 2.9. Popmyna d(x,y) je KOHAEH3aLMOHA.

Joxa3z. Heka je (A, <) muneapno ypeheme u nexa je £ C A% necdbunncan dopmysiom
d(z,y). PediekcuBHOCT U CUMETPUYHOCT cJjiejie aupekTHo. J[la Gucmo jpokasasiu
TPAH3UTUBHOCT mpernocraBumo na je (a,b), (b,c) € E, Tj. cBaku 0J mHTEpBaIa
[min{a, b}, max{a, b}] u [min{b, ¢}, max{b, c}| je nuckpernor wmu rycror tumna. Oun
uMajy Tadky b Kao 3ajeJHUYKy TadKy, 1a, 10 jemMu 2.8, uMajy UCTH TUI U HUXOBA
yuuja je, oner no jemu 2.8, ucror tor tuna. Wuarepsan [min{a,c}, max{a,c}] je
noHTepBaJ (He 00aBe3HO TPABU MOJCKYI) Te yHHUje, Ma je, HOHOBO MO JeMu 2.8, u
oH cam ucror Tuna kao [min{a, b}, max{a,b}] u [min{b, ¢}, max{b, c}]. Osum je mo-
Ka3aHa TPAaH3WTHBHOCT pejalnuje F, ma 3aKk/pydyjeMo Ja je OHa peJsalfja eKBUBa-
nennuje. OcTaje j1a ce MpUMETH Jia Cy KJace eKBUBaJIeHIUje [/ KOHBeKcHe. 3amcTa,
l[a]p je yHHja cBUX MHTepBaja KOjUMa je jeJlaH Kpaj cama Tadka a, a JPYTU Kpaj
je y [a]g. Kako je yHHja KOHBEKCHHX CKYNOBa OJI KOjUX CBaKa JBA MMAajy HeIpas3aH
Ipecek Takolje KOHBeKcaH, ciean Ja je [a]p kouBekcan ckym. [lakie, F je KOHBeKCHA

peJianyja eKBUBaJICHIIU]e. 0

Tepheme 2.10. Heka je A = (A, <) nuneapHo ypeherse.
(a) CBakn nap HeTpMBMjaNHIX 3aTBOPEHUX NOAUHTEPBana UKCUPaHe Cs Kiace UMa
neTy TIn.
(6) Ceaka c; knaca je nnm JUCKPETHO uam rycto ypeheHra.
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

(8) Ako je a € A guckpetHor (ryctor) Twuna, oHaa je [a., Makcumym y cmuciy
NHKAY31Mje y CKYny CBUX KOHBEKCHMX AnckpeTHo (rycto) ypeheHnx nogckynosa ckyna A

KOJU Cagpike Tauky a.

Hoxka3s. (a) [IpernocraBumo Ja ¢y 1Ba HETPUBHjaHA 3aTBOPEHA WHTEPBAJIA CAJIP-
JKaHa y UCTOj C5 KNacu. KOHBEKCHO 3aTBOPEThe IhUXOBE YHU]E je 3aTBOPEHN HHTEePBaT
caJpyKaH y KJacH, Ma je Wi JUCKPETHOT Wiu ryctor tuma. llomTo cy mamm uH-
TepBaJIM CaJIp?KaHl Y KOHBEKCHOM 3aTBOPEY HBUXOBE YHHU]e, 110 JeMu 2.8, CBaKu 0O/l

HUX UMa UCTU THI KaO TO KOHBEKCHO 3aTBopeme. Jlakje, ucror cy Tuma.

(6) Tepheme je ounrsienno ako je Kjaca jeJHOUTAHA. 3aTO MPETIOCTABAMO Ja
je b € lale, ma < b. Ilpsu cay4aj je kaga je [a,b] nuckpernor Tuna. Heka ¢ € [a]c,

HUje MakcuMasal y [alc, u u3abepumo d € [alc, TakBo ma je ¢ < d. Ilo memy (a)

9
WHTEpBAJH [a, b] u [¢, d] nMmajy ucru tum, na je [¢, d] quckpernor tuna. To crenujaaHo
3HAYN JIa ¢ UMa HemocpeaHor ciaenbenuka. CIMYHO, aKO eJIeMeHT Kiace [ale, Huje
MUHHUMAJIAH, OHJIa OH UMA HELOCPEHOI PETXOJHUKA, 1A je [a]c, Auckperno ypehen
penanujom <.

VY cayuajy aa je [a, b] rycror Tuma, J0BOJBHO je OKA3aTH 14 jé CBaKa TavuKa CKyTIa
[a]es TycTor Tuna. Ako je ¢ € [a]es, ouga je ¢ < b wim a < ¢. Axo je ¢ < b, onja je
unrepsas [c,b] C [a]c,, m0 memy (a), rycror tuma jep cede [a, b, ma je ¢ rycror ruma.
Ako muje ¢ < b, onja je a < ¢ u Taja je unrepsa’ |a,c| C [alc,,rycror THoa jep cede

[a,b], ma je ¢ rycror Tumna.

(B) Ocraje na ce mokazke 1a [alc, He MOKe OHTH TpABH TOJCKYI KOHBEKCHOT
rycro (suckperno) ypehenor nogckyna ckyna A. Heka je K KOHBEKCaH 1OJCKYII
rycro (auckperno) ypebhenor ckyna A koju caapxku [alc, u Heka je ¢ € K. Taza
je [min{a, ¢}, max{a,c}] rycror (auckpernor) runa, na Baxu = d(c,a), a Tume n

¢ € [a]c;, na K He Mozke OUTH IPaBU HAJCKYI CKYIA [a]c,. O

ITpumep 2.11. (1) Kuace ¢s pasaaxy ([0, 1]g, <) y obiuk 1 +n+ 1.

(2) TTocmarpajmo n x 2. OBo ypeljeme ce qobuja n3 npedbpojuBOr rycror JnHe-
apror ypebhema (6e3 KpajeBa) Tako MITO My Ce CBAKH €JIeMEHT 3aMeHH JIBOYJIAHUM
ypehemem. V memy HeMa Tadaka I'ycTOr THIA jep CBAKW eJIeMeHT MMa WJIW Hero-
CPEIHOTr IIPETXOIHAKA MK HeIIOCpeaHor ciaendennka. CBaka Cs KJIaca Ce cacTOju O

TAYHO J[BA CyCeJHA ejeMeHTa u mocie dhakTopucama fie outn cs(n x 2) = n.

Heka je A = (A, <) qmuneapuo ypeheme. Ilo tephemy 2.10, cBaka cs Kiaca
eKBHUBaJICHIUje je WJIM I'ycTa WM JuckperHa. 1o jaje jeanoctaBHu omnuc hopmyie

Koja medWHUIITe THIT TadKe:

x je rycror (IMCKPETHOT) THMA aKO M CaMO aKo
,,Cs KJIaca Tavuke T je rycto (IuckperHo) ypehena”.
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

Jluckperno ypebheme Kiaace MOYKeMO PA3JUKOBATH TO IHUXOBAM TeOpHjaMa MPBOT
pesa, Kao mTo je uctakuyTo y Hamomenu 2.1. To MoxKeMO ypajuTu TaKo MITO TPO-
mupuMo je3uk jojgasajyhu norojgue yuapue npeaukare: W* W, Z u 3a cBako n €
N 1o jeman ywapau npemukar C,. Hamepno msocraspamo mpeaukar 3a Cy, ype-
bajue TumoBe 3arTo 1MITO, 3a pa3JIMKy OJ JAPYIHX, Yy OIIITEM JuHEapHOM ypehemy
KJlace Tor ypehajuor tuma Hucy jgeduHaOMIIHE, APYTUM pednMa KJjace JIMHeapHOT
ypebema anju je ypehajuu tun C,, HEHCY KOHAYHO akcmoMaru3abuiaHe (JaKa mpu-
MeHa KoMmakTHOCTH). Melyrum, Tauke koje mpunazajy ypehajuom tuny Cu cy
tun-jiedunabuine (mpebpojuBoM KOHjYHKIHjoM). MozKeMo J0JaTh MpeIuKaT U 3a
jeuuy mpeocTany cs Kiacy: G 3a rycro ypeljeny kiaacy n tako mpo6utn jesuk L7 =
{<, G, W W, Z}y U{C, |n € N}.

Hedbununmja 2.12. 3a 6uno koje nuneapHo ypeherwe A = (A, <), ca cé#(A) obene-
xasamo L# ctpyktypy (c5(A), <¢z, G WA WA ZA CA), cn, rae je ceaka yHapHa
penaunja X pedpunucana ca: a € X ako n camo ako je knaca [al., ypehajHor Tuna
XyA

Dedepvan u Bor ¢y 1959. roauue y pajiy [3] goKazann Beoma OIIINTY TEOPEMY
KOja OIUCYje eJIeMeHTapHe Teopuje JUPEKTHUX LZ-1Ipou3B0/ia U JIUC)YHKTHUX L-yHuja
L-cTtpykTrypa, e je Z crpykrypa npBor peja Hekor jesuka. Mwu hemo kopuctutun
CIeNMjaIHN CJIyUaj OBe TeopeMe y KOM Cy M CTPYKTypa Z u CTPYKType Koje YHUPaAMO

JinHeapHa ypehema.

®Pedepman BoroBa teopema. Heka je (I, <) nuneapHo ypeherse u {A;]i € i} n
{B;|i € i} pBe damunnje nuHeapHux ypeherba Takee ga je A; = B;, 3a ceako i € I.
Tana je DicrAi = Dic1 B

Jlema 2.13. Heka cy A n B nuneapha ypehersa.
(a) Crpyktypa c} (A) jesnka L# je untepnperabusnna y ypehersy A.
(6) Ako je A= B, Tapa je u ¢} (A) = ¢ (B).
(8) Ako je ¢ (A) = ¢ (B), Taga je A = B.

Hoka3s. (a) Uurepuperupajyha ekpuBanennuja je cs. Ocrano ciaeau u3 neduHuImje
CTPYKTYype c(;#(.A), uMajyhu y BUIy Ja cy CBH YHaApHU IpeauKaTh nedWHAOWTHE Y
jesuky {<}.

(6) Cneau memocpegHo U3 untbenure 2.2(B).

(B) Hokas je jupexrna npumena Pedepman Borose teopeme. Ilpermnocrasumo
naje foci(A) = cf
wa ([x]es, <a) 1 (f([7]e;), <p) mmajy ncrn auckpernu (W, W*, C,, Cy) uam rycru

(B) msomopdusam L# crpykrypa. 3a csaku x € A ypebe-

(G) tun ypehemwa 3aro mro [z]e; u f([z]c;]) ncropemeno 3ajoBospaBajy cBaku of
yHapHIX TpeamkaTa jesnka L7 . Kako cBaku o1 TmX THHOBa ojapehyje m mormymy
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

exeMeHTapHy teopujy ypebhema, mvamo na ([]e,, <a) = (f([z]es]), <) Baxknm 3a
cee x € A. Tlpema @edepman Boropoj Teopemnu u oarosapajyhe ypehene cyme cy

€JIEMEHTapHO €KBUBAJICHTHE, 1Ia BazKH:

A= B ces(a) ([Tless <a) = Bl ecs(a) (f([Tles)s <B) = Bpyleyees)([Yless <8) = B.
O

Teopema 2.14. Heka cy A n B nuneapna ypehera. Taga Baxu:
A =B ako u camo ako ¢! (A) = c?(B).

Hokaz. Jeman cmep je jpokasan y jemu 2.13. /lahemo camo ckwuity jgokasa japyror
cMepa, y HaMepH Jia m3bereraneMo KOMILTHKOBaHY Horanujy. lIpermocraBumo jga je
cf(A) = c¥(B). Usabepumo 3acuheno ypeheme U > A xapmumammoctn elie of
|A| u |B|. Taza je u ¢ (A) erementapra moactpykrypa L¥# crpykrype ¢ (U) umjn
cy nedbuHAOUTHE CKynoBH Takohe nedbuHAOWIHE W y CTPYKTypu copre S.,. 3060r
sacuhienocTu ypehema U u cTpyKTypa c?é(l/{) je 3acuhena (mpecexk cBake ,,Mase”
nenrpupane dbavuinje qebuHabuIHIX CKynoBa je Henpasan (namomena 1.7)). Caza
umamo ¢ (B) = ¢ (A) = ¢ (U) na je ¢ (B) usomopdna nekoj crpykrypu C' <
cé#(z/l). Osnaunmo ca C nomypebeme ypehema U ma cxymy c; ' [C’]. Kopucrehn
anmenniy 2.2(x) y U nokaxe ce na je C < U. Tana je C' = c}%(C), 1a, TPUMEHOM
neme 2.13(8) nobujamo B=C nu B=U. 3naun B = A. O

Ha ocnoBy sieme 2.13 u Teopeme 2.14 3akspydyjeMo Ja ce aHAJM3a MOJeNa MOT-
myHe Teopuje JuHeapHOr ypehema A MoxKe CBeCTH Ha aHAIU3Y MOJeNa IIOTIyHe

TeopHje CTPYKTYpe c?(.A). Ha mpumep, ako 3a HeKo a € A mwerosa cs kiaaca [a] y

CTPYKTYpU c?ﬁ(/l) sagoBo/baBa W (x), 1o 3naun ga je [a] KOHBEKCAH MOJACKYI ype-
hema A obimka (w + L X Z,<) npu uemy je L neko ypeheme mim npasan ckym.
Axko Taj komBekcuu nogckyn ypehema A 3amennmvo ypehemem (w + Ly X Z, <) n,
eBEHTYAJIHO, TO YPAJIMMO U 3a JIpyre ¢s Kaace ypehema A, nobujemo ypeheme A; koje
je, npema Pedepman BoroBoj Teopemu, eleMeHTApHO €KBHBAJIEHTHO mOoYeTHOM A.
Osaxko gobujena ypeljema cy jemnna 3a xoja Bazxu ¢ (A;) = ¢ (A). Baro ce 3a gary
crpykTypy B jesmka L# mako KoHcTpymmy csa Moryha umcra ypeljema B, Taksa
za je cf(B) = B#. Ypeheme B xonctpynmemo Kao cyMy Dpep#(Ly, <p), TpH Tenmy
je (Ly, <) ypebajuor tua X axko je b € XB* (3a X uz { G,W*W, Z,Cy, Cp}nen)-
JNakiie, anaausupajyhn crpykrypy B¥, anmasusupamo kKiacy JmHeapHux ypeherma

KojuMma ojarosapa B .

o kpaja norias/ba jjokazahemMo jour jBa TBphema duju cy J0Ka3u MOTUBUCAHU
HPeTXO/HOM aHa/in30M. ['pybo pedeHo oHa TBp/ie Jia Cy KJlaca CBUX JIMHEAPHUX Yype-
bema, Kjlaca cBUX JinHeapHUX ypehema ca npedpOojuBO MHOTO JIMCJYHKTHUX YHAPHUX
peJanyja u Kjaca JuHeapHux ypeherma ca KOHAYHO MHOT'O YHAPHHUX PeJsiallija U KOH-
BEKCHUX EKBHUBAJICHINja jeJIHAKO CJIOXKEHE.
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

Teopema 2.15. Ceako nuHeapHo ypeherse ca HajBuiie npebpojriBO MHOrO yHapHUX
npeankaTa 4umje Cy WHTepnpeTaumje No NapoBMMa AUCJYHKTHE je WHTEPNPETabunHo y
4yucTom nmnHeapHoMm ypehewy, LLITaBuwe, ako je opurnHanHo ypehere pacyTo, oHaa ce

4yncTo ypeherbe MoXe n3abpaTu Tako Aa Takohe Oyae pacyTo.

Hoka3z. Heka je L = {<} U{P,|n € N} rue je ceaku P, ynapan u Heka je
A = (A, <, PM),en crpykrypa jesuka L taxksa ga cy P2 mo naposuma jaucjyn-
KTHHU TOJACKyToBU ckyna A. Ako yHuja ckymnosa P;L“ Huje neao A, oHja MOKeMO
JIOJIATH YHAPHU TPeJInKaT 3a NOJACKYN ckyna A Koju je octao HenokpuseH. 3ato 0e3
yMamerba, OMIITOCTH MOYKEMO IIPETIOCTABATH 1a je yamja P meo cxym A.

Heka cy L, R u F,, muneapna ypehema penom ypehajuor tuna ¢, w* u n (3a cse
n € N). 3a caku a € A, ueka je B, = L+ F,, + R, rze je n, jenuncrseno oapehen
caa € P;i. Jakne, cBakn B, je ypehajuor tuna ¢ +n, +w*. Hekaje B=>_ _, B..
[Tokazahemo ga je A unrepuperabunno y B = (B, <').

[Tpso hemo nokaszatu ga cy {a} x L,{a} x F,, u {a} X R knace peranuje cs.
[Tocmarpajmo {a} x L koju je muckpernor ypehajuor tuna. ITo Tephemy 2.10(s),
JIOBOJBHO j€ MOKa3aTH JIa HKje TPaBH TMOJACKY JUCKPETHOT KOHBEKCHOT TTOJICKYTIa, CKY-
na B. Heka je C' quckperan Hajckyn ckyma {a} x L. On He Mozke caapzkaTu Tauke
jecuo ox {a} x L, jep 6u onja, ¢ 063upoM Jia je KOHBEKCaH, CaIp:Kao MEHAMYM CKYIIa
{a} x F,,, a Taj MUHUMYM HEMA HEIOCPETHOT IPETXOJHUKA, jep OU Taj MPETXOIHUK
ono Makcumasian exeMent ckyna {a} x L, mrro je nemoryhie jep je {a} x L ypehajuor
tuna ¢. Cimuno, C' e Mozke umaru ejemente jieso o4 {a} x L, jep 6u onga (¢ 063u-
pom Jia je kousekcat), cagpzxao u 0° € {a’'} x R 3a neko @’ < a. 0* ne moxke umaru
HEIOCPEIHOT CJIeJI0EHUKA, MITO je MPOTUBPEYHO ca duibeHunoMm ja je C' auckpe-
tHor ypehajuor tuma. lakne, C' = {a} x L je Makcuma an KOHBEKCAH JUCKPETHO
ypehen ckyn koju caapku a, 1ma je no TBphermy 2.10 oH cam KJiaca eKBUBaJIEHIN]e Cg.
Caumanum aprymenTuMa ce nokasyje jaa cy {a} X F,, u {a} x R k1ace ekBuasennuje
peJanmje Cs.

Heka je ¢(x) dopmyna koja kaxke na ,,[z]e, uma 0be Kpajme Tauke” (Tj. 3a710-
Bosbasa dLO(y 1y); ounrsenno, ¢(x) gebunnme |J, . {a} x F,, y B. Hexa je E(x,y)

dopmyiia Koja Kaxke Ja:

- KJIace [T]e, U [Y]e, MMAJY 3ajeAHUUKY CYCEeIHY KJIacy UhjH eJIeMEeHTH
3a/10BOJbaBajy GopMy/1y ¢ Win
- KJIACe [T]e, U [Y]es CY CYCENHE U eIeMEeHTH je[He O BUX 3a0BOhaBajy

dbopmyy ¢.

Tana je E kousekcHa pejanuja eksusajennuje na B amje cy knace {a} X B,. ITocma-
tpajmo dyakunjy f : B/E — A, nebunucany ca f({a} x B,) = a. Tlokazahemo na
je To unrepuperanuja crpykrype A y crpykrypu B. 3a T0 je J10BO/BHO IIOKA3aTH 2
cy < n P7t nedunadbmanm. Ounrieano je na je < mednnabuino jep je £ KOHBeKCHa.
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

Heka je ¥, (x) dopmyia koja kazxe ,,octoju eixemMenT kiace [z]p unja Cs knaca (y
B) mma Tauno n enemenaTa”. Taga je PA mpojexnuja cKyma cBHX permerba bopmyiie
Yn(x) y B. OBum je nokasano ga je A unrepuperabunno y B. | IItasune” neo

cJIe U3 KOHCTPYKIuje cTpykrype B. ([l

Hanomena 2.16. CBaku yHapaH npeaukar y JuHeapHoMm ypehemy nedununmre oape-
heny pesianujy ekBuBaJjIeHIIMje ca KOHBEKCHNM Kjiacama. Heka je (A, <, P) jiuneapHo
ypeheme ca ymapuum npeaukarom. /ledunumumo 6uHapHy pesanujy Ha cKymy A

YCJI0BOM

(a,b) € Ep ako u camo ako wuHTepBas (min(a,b), max(a, b)) je nam npasax,

WM je ToAcKyn ckytma P, wan je moackyn ckyna A\ P.

Jlako je Bugern jga je Ep nedunadbuiina, KOHBEKCHA peJialiija eKBUBAJEHIIMjE KOja
NMa JB€ BPCTE KJlaCa: MaKCHMaJIHE KOHBEKCHE IMOACKYIIOBE CKYIIa P 1 MaKCHUMaJIHE
KOHBEKCHE CKYIOBe JUCjYHKTHEe ca ckynom P. Pemanujy Ep hemo 3Batu xoueercHa

P-exeusanenyuja.

Onuimmmo MOCTYIaK KOjUM 33 CBaKO JIMHEAPHO ypeheme ca KOHBEKCHOM peJalli-
jOM eKBHBAJIEHIINje KOHCTPYHIIIEMO JTHHEeAPHO ypeheme y KoMe je MoYeTHa CTPYKTYpa
unrepnperabuina. [Tohumo ox takse crpykrype A = (A, <, F). 3amMenumo cBaku
esementT ypehema konujom ypehema (Z*, <) koje je mobujeno jpojaBameM Kpajesa
—00 n 00 ypehemy nennx 6pojesa. Y mobujenom ypehemy (Ap, <) dopmyna €(z,y)

KOja m3pazkaBa:
orBopenu unTepsan (min{x,y}, max{x,y}) je npazan win guckperno ypehen

JedbuHmITe KOHBEKCHY eKBUBATICHIIU]Y YHje ¢y Kiace Komuje ypehema (Z*, <) kojuma
cMo Memasn emeMenTe ckyma A. @akTopucameM Te penammje modmjamo ypehembe
u3zomopduo ypehewy (A, <). Heka je m. : Ay — A xomomopduzam ypehema nH-
JIYKOBaH TOM pejianujom. Pejanujy F npupojHOo HpeHocuMO Ha ckyn Ajp: Heka je
Ey; = 77 Y(F). Penaupja E| je KonBekcHa pefiallija eKBuBajeHnuje u crpykrypa A
je marepnperabunua y crpykrypu A; = (A, <, Ey) upu unrepnperanujn .
[Tpommpumo caga ckyn A; jpomaBamem kKomnuja ypehema panmonaanux Opojesa
Ha 1oueTak cBake Fi-xjace: @opmasno, mocmarpajmo ckyn As = AjU (A /Ey) x Q

TaKo Jia 3a cBe a,b € A; u ¢ € Q Baxknu
a < ([blg,,q) ako m camo ako a < b.

[Tocmarpajmo ypeheme As = (Ag, <) m gokaxumo ga je crpykrypa A unrepnpe-
TabuiHa y mwemy. [IpBo mpumMernMo 1a je ¢Baka Tadyka CKyna A IMCKPEeTHOI THIIA
y ypehemy Az, nok je cBaka Tauka ckyna (A;/E;) X Q rycror tnma. 3ak/byunmo
ga je ckyn A; pedpunadbumian y As. ITocmarpajMo konpekcHy Aj-eKBupajieHIujy
E4, C AZ Craxa meHa Kjaca Koja CajpyKu eleMeHT ckyma A; je mMakcuvaian
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

KOHBEKCAH TMOJICKYT CKyma Ay KOju cajJpzKu caMo Tadke ckyma A, ma u3 medunun-
muje ypehema ckyma A, cmean ma je To tauno Ei-knaca ckyma A;p. Ilpema Towme,
Ea, N A? = Ey n penangja By C Ay x A; je nebunadbumna y crpykrypu Ay. Cbe
6asue pesanuje crpykrype A; cy nedunadbuine y ypehemwy Ao, na je crpykrypa A;q
naTepnperabuana y crpykrypu As. Byayhu na je crpykrypa A unrepnperabusina

y Aj, oHa je unTepnperabuina u y ypehemwy As.

Teopema 2.17. CBako nuHeapHo ypehere Ca KOHa4YHO MHOMO YHApHUX MpeankaTa un
KOHBEKCHUX peNlalinja eKBMBaneHUMje je MHTEPNPETAbNIHO Y YNCTOM JIMHeapHOM ypehe-

kY.

Hoxkas. Tlocmarpajmo upso crpykrypy A = (A, <, P, E) ca 10 jeqnum yHapHUM
[PeJIMKATOM U KOHBEKCHOM eKBHBaJieHIjoM. KoHcTpyumumo crpykrypy A; u ype-
heme Ay Ha nperxojHO onucaH HaunH U o3HauuMo ca A} u Al muxose ekcnansuje
Jobujene pogaBameM npeankara Py. Jlako ce Buan aa je npeaukar P; nedunadbuian
y crpykTypu A} 1a, CIMYHO MpeTX0JHOM, 3aK/bydyjeMo ja je A uHrepiperabuina
y crpykrypu Ay = (A2, <, P;). Tlpema teopemn 2.15 Al je mnrepmnperabuina y
YUCTOM JIMHeApPHOM ypelemy, ma ucro BaxkKu u 3a cTpyKTypy A.

CxunupajMo cajna HaumH Ha Koju ce crpykrypa B = (B, <, P, E;)i—12, . n WH-
Tepruperupa y 9ucToM juHeapuom ypehemy. CJHYHO NPETXOIHOM, 3aMEHUMO CBAKU
esleMenT jioMena konujom ypehema (Z*, <) n ozmaunmo ca (B, <) nobujeno ypebe-
e U JIePUHUIINMO Y BheMy yHapHe npejukare P! u penanuje E. Kao y NpeTxXojaHOM
caydajy. O3naunmo ca By 100ujeHy CTPYKTYPY.

Heka je Q, = (Qn, <) ypebeme tuna n+n + 7 3a n > 3. IIpommpumo ypeheme
crpykType Bi nonaBameMm ypehema Q3 Ha jJ1eBH Kpaj cBake Fj-Kjaace; 3aTuM HOBOJIO-
bujeno ypeheme npommupumo goaaBameM ypehema Q4 Ha JieBH Kpaj cBake Fo-Kia-
ce,... W Ha Kpajy AoJaBameM Kommje ypehema Q, .o Ha JleBu Kpaj cBake FE,-Kiace.
Osnaunmo ca By = (Bg, <) Tako nobujeno ypeheme. Fberose konaune cs-kjace ca
k42 > 3 esemenra cy ,,cpeame” cs-Kiace ypehema Qp Koje cMo jmojaBasin (1a
6rcmo KoJupasn penanujy Ey); yHuja ¢BUX THX KJaca, o3HaduMo Taj ckyn ca C,
je nedunabdbunan y ypehemwy Ba, kao u konpekcna C-ekpuBasieniuja Fgo,. Ynraoy
HpEIyIITaMo Jia IpoBepHu Ja je u cKyn B; Takohe neduHabmiaH, Kao W peJiaiuja
E; = E¢,N B}. Onatne ciean na je crpykrypa (B, <, E;)i—12._, HATepIpeTabuIHA
y ypehemy Bs. Ilpommupumo oBo ypeheme nomaBameMm yHapuux npemukarta P.. Jlo-
OujeHa CTPYKTypa je HHTepIpeTabmIHa Y HEKOM JHCTOM ypehemy, Ima MCTO BayKu u
3a CTPYKTypy B. U

Y upumepy 2.3 cMO BuJIeJIM JIa HU 34 JEJIHO N HUje 33 CBAKO @ € W HCIIYHEHO
ci(a) = cp(a) n 1a je 3a cBako a € w* ucnymeno cp(a) = cat(a), mro yupaso
3HAUYM Jia je w Cp paHr ypehema w®. Ilpumernmo j1a ce KoHIAeH3allMje Cs U Cpg
MoHAaIajy ucTo Ha ypehemy w®, ma je cs panr ypehema w“ Ttakohe w.
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3. JIUCKPETHE/I'YCTE KOHIEH3AIINJE C;

Hexa je o'(x) dopmyna ,,x je cienbennk Hexkor enementa” u Heka je o°(z) dop-
MyJia ,,r HHje caeabeHuK HujegHor enementa’. U cama hemo, kao y mpumepy 2.3,
3a ejieMeHTe Koju Hucy ciaegbenunnu pehu ma cy rpanmanu. Obe dopmyne cy ca-
riacHe ca Teopujom ypehema M = (w¥,<). V crpykrypu (0/(M),<) cy nexu
eJleMeHTH cienbenunu, a nekn rpannyann. Hexa je o' (z) dopmyia ,,z je cienbennk
y crpykrypu (09(M), <)” u neka je 0(x) dpopmyna ,,z je caeabeHuK y CTPYKTypH

(6(M), <)”. Cse uerupu dbopmye cy caracie ca Teopujorm Th(M) u Baxku
Th(M) | Vo (¥ () = o'(x)).

Hacrasspajyhu nocrynak, 3a ceako n u ceaku 7 € 2", nedunucana je o’ (x). Taxobe,

cBaka (opmy.a je carsacHa ca Th(M) u Baxn
Th(M) & Vz(o™ (r) = 0" (7)).

Heka je 3a 7 € 2¥ ca 7(n) o3Ha4YeH HU3 WEHUX NPBUX 7N ejleMeHaTa W Heka je
pr = {0"™(z)|n € w}. Axo je {o7™)(z),...,07"™) ()} konauan mockKyn cKyma p;,

OHJIA je
k
Th(M) | V(o™ (z) <= N 07" (2)),
i=1
re je m = max{n,...,n}, ma je, ¢ o6zupom za je "™ (x) carmacua ca Th(M)
3a CBAKO M, CKym (opmy/aa p, KOHAYHO 33I0BOJBUB, a TuMe u Tuil. OYurjiemno je
JIa 32 T # UV UCIYHeHO P, # p,. 3akpyuyjemo ga Th(M) nuje masa reopuja.

Ca apyre crpane, Huje Temko puern jaa je Th(w”, <) mana, Kao u j1a je Cs panr

ypehema w” konauan (n). Oryx caenehe murarme.

IMTurame 1. [la nn je ycnoe aa je Teopuja nuHeapHo ypeheHe CTpyKType Masia AOBO/baH

[la CTPYKTYpa UMa KOHa4yaH Cs paHr?

3a 0/IroBOP HA OBO MHUTAHE U Ja/by aHAJIM3Y TOTPEOHO je Pa3BUTH JI0/IATHE ajiaTe.
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[TOT'JIABJBE 3

IIpocTn TuUMOBM M eKcnaH3uje JUCKpeTHuX ypehema

MunumaJsina cTpyKTypa je CrpyKTypa y Kojoj je cBaku ckyu jiepunadbuian ¢pop-

MyJIOM €a HapaMeTpuMa KOHAYaH MM KOKOHAYaH (KOMILIEMEHT My je KOHA4YaH).
Hajjennocrasauja nuckperna ypehema cy (w, <), (w*, <) n (w + w*, <), tae je w*
obpuyTo ypeheno w. To cy ecenmnmjasino jeanna juHeapHa ypehema koja dnne mu-
HUMAaJIHE CTPYKTYpPe. Y OBOM TOTJIAB/BY UCTPaYKyjeMO MOIEJICKO TEOPHjCKa CBOjCTBA,
ekcnansuja ypehema (w, <) n (w+w*, <) KOja UMIUIHIUPAjy U3BECHY jeTHOCTABHOCT
cTpykType. /la je MUHHUMATHOCT jeTHO TaKBO CBOJCTBO cjean m3 pesyatara [lmmaja

(Pillay) u IIIrajuxopua (Steinhorn). Teopema 3.1 u3 [12] kaxke:

Teopema 3.1. He noctojn ekcnansmnja M ctpyktype (w, <) penaunjama u dyHkumnjama

koje Hucy gedunabunHe Tako ga je Th(M) jako o-muHnmansa.

Y6p30 morom cy nokasauaun y [13] ma je o-muHuMasHOCT cTpyKTypa (cTpykTypa M
je o-muHUMaJ IHa ako je cBaku M neduHabuinu nojckyn ckymna M KoHadHa yHHUja
MHTEpBAJa W Ta4aKa) cadyBaHa y eJeMeHTAPHUM eKCTeH3HMjaMa, TaKo Ja ce ,,jako”
MozKe m3banutu u3 dhopMytanuje mperxoane TeopeMe. [Ipumernmo 1a cy y KOHTeK-
CTy TeopeMe O-MUHHMAJTHOCT U MHUHWMAJHOCT €KBUBAJEHTHU, Ma je aJTepHATUBHU

HAYUH FHEeHOT HCKA3A:
Munnmante ekcransuje cTpykrype (w, <) ¢y jeduHUInoHe.

Mu hemo youmrutu reopemy 3.1 y mupu KOHTEKCT: pa3MaTpaMoO eKCllaH3uje JIu-
ckperno ypehennx crpykrypa obsmka w + L rae je L = (L, <) nuueapuo ypeheme
(nmu 0), w je ypeheno na crangapian HaunH a + O3HAYABA yOOMUajeHy CyMy JIMHE-
apuux ypehema. Takse crpykrype o3nadaBamo ca (w + L, <,...). Heka je T mor-
IIyHa TEOpHUja TaKBe eKCIaH3uje. YMeCTO Ja mpernocraBumo fa je L = (), mu hemo
npernocraBuTu Ja Hujegan 0-aeduHabUIaH MOJCKYI He Iela w Ha JiBa OECKOHAYHA
gena. [locnenua oBe mpeTnocTaBke je jia MOCTOJU jeIMHCTBEH Heasrebapcku 1-Tui
p € S1(T') koju je KOHAYHO 330BOJBPHUB ¥ W (3a MOTILYH THUI KOHAYHA 33I0BOJHHBOCT
y W Ce CBOJAM Ha TO Jia cBaka (opmysia Tuna uMa peinieme y w). Fberos Jiokyc 1no-
nymwasa pacten y yuusepdymy U usmel)y w u csux 0-jepunabusinnx CKyI1oBa Koju
nexe n3nan w. Jlokyce p(U) moxe anm me Mopa Ja cede L: npumepu cy CTPYKType
(W+2Z,<)u (w+ w, <). o pedunnuuju 3.8 p je npoct tun u y tephemwy 3.11
hemo mokazaTu ja CBaKW MPOCT TUIT JIOKAJTHO YKUBH Yy OKPYZKEHY CJIMTHOM K0 HAII
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p. Ham rmaBuu pesynrar je ciaemeha teopema. ['pybo roBopehm, ona Kake ja Ha

JIOKyCy THTIa p HeMa JpyTe CTPYKTYpe OCHM OHe KOja je 3a/aTa pesanujoM <.

Teopema 3.2. Heka je T' notnyHa Teopuja jeauka L, p € Si(T), o(x) € p n Heka
je < 0-gedpnnabunto nuHeapHo ypeherse Ha o(U). Mpernoctasumo ga o(z) n (C, <)
ceegode fa je p npoct tun. Heka je L' jeauk koju cagpxu camo cumbon < u enemeHTe

n

ckyna C'. Taga je ceaku penatueHo 0-gecbmHabunHu nogckyn ckyna p(U)™ wnm ckyna

(CUpU))™ penatusHo 0-gecdpuHabunan dpopmynom jesuka L'

Huje Temxo uzsectn teopemy 3.1 kao cuenujasan ciaydaj teopeme 3.2 3a L = ().
Heraspu cy gaTu y moCJeimeM ey oBe 1yaBe. [Ipyru cnenujajan ciaydaj je Kaj je
L = w*. Tako hemo y mociieamem Jiely OBOI' MOIJIaB/ba 3aK/byYUTH J1a HE MOCTOjH
npaBa MUHMMAJIHA eKchaH3uja crpykrype (w + w*, <). Mako 10 HUje eKCILIUIUTHO
pedeno y [12], noka3 [Turaja u IlltajHxopHa ce MOZKe aJaNTHPATH TAKO A PAJU U Y
oBoM cary4ajy. Hamr mokas je HoB u Kopuctu Texauky C-HH30Ba Koje je yBeo Tamopuh
y [17, 18, 19].

[Topen oBora, pa3maTpamo 1 JIpYTH IpaBall y KoMe ce TeopeMa 3.1 MoKe YOUIITH-
ti. Beh cMo mpumeruin jga ¢y MUHUMAJHOCT U O-MHHHUMAJIHOCT €KBUBAaJEHTHHU Y
KOHTEKCTy TeopeMe 3.1. JoIr jeqaH eKBUBAJEHT Yy MCTOM KOHTEKCTY je TOIOJIOIIKe
npupoge: CB(z = z) = deg(z = z) = 1, onakie gobujamMo uckas teopeme 2 Kao
eKBHBAJIEHT MCKa3a Teopeme 3.1. 3aT0 je UpUPOIHO HUTATH CE KOje eKCIaH31je HMa-
jy opaunasau CB panr, Tj. masuay teopujy. Ilocrtoje jeanocraBHum npumepu Koju
sagoBosbaBajy CB(x =z) =1undeg(z =2) =d > 1.

Hamape y 0BOj r1aBu, akKo HHUje JApyradmje pedeHO, KaJ KayKeMO Ja je CKYII

jnecdunabunan Mmucaumo ja je 0-gedunadbuaan.

ITpumep 3.3. (1) lMNpumep npase yHapHe ekcnaH3uje cTpykType (w, <) CB panra 1
n ctenena d je ctpyktypa M = (w,<,Py), rge je d = 2 v Py(z) je ,,d penn z".
Hednnabunun ckynoen cagpxxavu y ckyny P, Cy Ta4HO HErOBN KOHAYHW U KOKOHAYHU
nogckynosu. 3ato je Py, kao n werosm Tpaucnatm Py+1, ..., Py+d— 1, MuHumanan
ckyn. C ob3upom pgaje {FPy, P;+1,..., Py+d— 1} naptuyuja ckyna M, 3aksbydyjemo
pa 3a M saxun CB(x =) =1 n deg(x =z) = d.

(2) CanyHo Kao Manonpe MOXXeMO KOHCTPYIUCATM NPBY YHAPHY eKCNaH3ujy CTPYKType
(w+ w*, <) unju je CB panr 1 n crenen d: (w + w*,<,Byy) rae cy d v | yenn
bpojesn Takem fa je d = 2 n By, je yunja (Py(w) + 1) U Pj(w), rae je Py peduHucaHo
Kao y npeTxofHom npumepy a FP; je pedunHUCAHO aHANOrHO Ha w*. Y oBOM npumepy
cBaku fecdunHabunaH ckyn je bynoea kombuHaumja KOHaYHKX CKYNOBA 1 TpaHCAaTa Ckyna

By(w Uw*) npn vyemy w Huje gecdpnnabunan nogckyn.

[Tokazahemo, y Teopemu 1, 1a OBU IpUMEPHU OMHUCY]Y, 10 HA JeHUHUITNOHY eKBU-
BaJIEHTHOCT, CBE eKCIaH3uje cCTpyKType (w+w*, <) Koje 3amoBosbasajy CB(x = x) = 1
41



Y K0joj w Huje nedunabmian (Kao MOJCKYI) U CBe eKCHaH3uje CTpYKType (w, <) Koje
3aji0BosbaBajy CB(x = z) = 1.

Cerumo ce j1a je T OunapHa Teopuja ako je cBaka pOpMYyJ/ia eKBUBAJIEHTHA, MOJLY-

Jjio T', BysioBoj komOunanuju dpopmyJia ca HajBuiie jaBe cjao0oaHe npoMensbuBe. Heka
je M = (M, <, P;);c; ekcnansuja quneapuor ypehema yHapHEM mpeaukaTuMa. 110
treopemu 13.37 u3 Pozenmrajuose kmwure [14], Th(M) je 6unapna reopuja. Teope-
Ma 1 mMmaunupa Ja cBaka ekcuausuja crpykrype (w, <) CB panra 1 uma 6unapay

teopujy. To MoruBuiie cienehe nurame.

ITurame 2. [la i noctoju npasa ekcnaHsmja cTpykType (w, <) 4mja je Teopmja mana

1 Hnje buHapHa?

Bepyjemo na 6m HeraTuBaH 0JIrOBOp OTKPUO MHTEPECAHTHE CTPYKTYPATHE TeOpeMe O
JIUCKPETHUM ypehemnMa duje ¢y TeopHuje Majie U Uuju je cKyn JedpuHAONTHAX efie-
MeHaTa BeJIMKW. BbunapHuMm reopujama Jimneapuux ypehema nocsehyjemo mociie gy

IJ1aBY.

Hamie pajsno okpyzxeme je U, yHuBep3ym 1peGpojuBe LOTIYHe T€OPUje IPBOr
peaa T. Tloacernmo ce ma 3a X C U™ kaxemo 1a je maau ckyn ako je | X| < [U|, y
CynpoTHOM je Besnku cky, ja je (M) = {m| M = ¢(m)} ckyn penrema dopmy.ie
©(Z)m naje D C M™ nedunabunan vax A (nam kpahe A nednnabuian) ako mocroju
dbopmyna ¢ ca napamerpuma u3 A umju je ckyn pemema tadno D, 1j. D = @(M).
Ba ¢(Z,a) u 6uno koje X C U (maso mam Benuko) ca (X, a) o3HAIaBAMO CKYII
pemema dopmyne ¢ Koje npunanajy ckyny X"; (X, a) = p(U) N X". Crnuno, 3a
(moryhe wenormyn) tun p(z) ca p(X) o3HaYaBAMO CKYI peau3aluja TUIA P Koje

upunaaajy ckyny X" p(U) je nokyc Tuna p.

Cxkyn X C U je O-unsapujanran ako F(X) = X Baxku 3a cBaku ayromopdusam

yausep3yma F. Cxymn D je pemnarusuo 0-gedunadbuian y O-wHBApUjaHTHOM CKYITy

X axo nmocroju 0-gedunadbumran ckyn D' rakas ga je D = D' N X. C o63upom 1a
je Jokyc cBakor Tura 6e3 napamerapa O-unBapujanTaH, cieau jga je D 0-pesaTuBHO
nebunadbunan 'y p € S(0)) ako u camo axo mocroju 0-nedunabmnan ckyn D’ Takas na
je D =D'NpU). Enemenr a je nepunabunan nax A (win kpahe A nedunadbuian)
ako je {a} ckyn nedunabunan mag A. Ckyn csux A jeduHaOHIHUX ejeMeHaTa
o3nauaBamo ca dcl(A).

Kopuctumo cranjap/iiay HoTtanujy 3a JJMCKpeTHa jimHeapHa ypehemwa. QyHKIuU]jy
(nenocpeuor) ciejbennka o3nadasamo ca S(r) a (HemocpesHor) MPeTXOJHUKA Cca
S~1(x). Tpumerumo na cy To jedunabuane dpynxuuje u jga cy napuujaane (S Kaj
ypeheme uma makcuvym, S~! kaj ypebheme nva munumym). 3a m € Z, o3Haxa
S™(x) cama cebe objarmaBa.
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1. JEOVMHUIINJA 1 OCHOBHA CBOJCTBA C-TUITA

1. Jdedununnuja nu ocHoBHa cBojcTBa C-THma

Hedununuja 3.4. Heka je C' C dcl()) 6eckoHauan ckyn. 3a tun p € Si(A) kaxemo
aa je C-tun Hag A ako je ¢(C) beckoHayaH CKyn 3a CBakO ¢ € p. 3a HenoTnyH Tun
Y(x) kaxemo pa je C-tun Hag A ako je noackyn Hekor notnyHor C-tuna Hag A un ako
ce He MoXe npoayXxutu go anrebapckor. Tun je C-tun ako je C-tun Hag A 3a Heko A.
3a Hu3 enemenarta (ag, ai, - . . , a,) kaxemo ga je C-uu3 Hag A ako je tp(a;/Aag ... a;_1)

C-Tnn 3a cBako i < n.

Sanaxkame 3.5. JacHo je ga C' Tun He moxe 6uTtm anrebapcku. LLTaBuwe, notnyHn
Tun je C-Tn ako 1 caMo ako je Heasnrebpacku n 3agoeosbuB y C', Tj. ako cBaka copmyna
Tuna nma pewerse y C'. To je jegHa anTepHaTumBHa gedpuHuMumMja 33 MOTMyHE TUMOBE.
Hpyrn antepHaTueHu Ha4uH yBohera nojma notnyHor C-tuna Hag A je ga je To Tauka

Haromunaeara ckyna {tp(c/A)|c € C'} npoctopa Si(A).

Jlema 3.6. Heka je C' C dcl(()) 6eckonauaH, Heka je A manu ckyn u Heka je
Y(z) = {p(z) | ¢ je ca napametpuma n3 A u C' ~\ ¢(C) je kKoHayaH}.

3a cBako p € S1(A) Baxu:
(a) p je C-tun nag A akko X C p;
(6) p je jeanncrteen C-tTun Hag A akko X = p.

Hoxa3. (a) [Ipernocrasumo aa je p C-tun. Axo ¢ € X, onja je —¢(C) KoHauas,
na "He Moxke o6utu @ € p jep je p C-tun. C 063upom ja je p MOTIyH, MOpa OUTH
Y € p. 3akspyayjemo ja je 2 C p.

Ba jo0ka3 apyror cMmepa mnpermoctaBuMo ja je p muje C-tumm. Taga caapku
dbopmyny ¢ TakBy ga je ¢(C) konauan. Taga je = € 3, na ne moxe 6utn X C p.

(6) Ako je ¥ = p, ¢ 063upom Ha JoKazaHo 1o/ (a), oHzga je p jeauncren C-Tui
nazg A.
Axko je Y mpaBu nojckyn Tuna p, nokazahemo jga p uuje jeauuacreen C-Tun HALT
A U3 X G p cremn ma mocroju ¢ € p\ X u taza cy u 9(C) u ~p(C) Geckonadnn
ckynoBu. Ako ¢y o1,...,0, € X, ouga cy C ~\ 0;(C) KoHAYHH CKYIOBH, T1a je U
C~ (o1(C)N---Noy,(C)) konauan. Taga je 7p(C) N\ (o1(C)N---No,(C)) KoHaUAH,
na je 7p(C)No(C)N---No,(C) Geckonauan, a Tume je =p(z) Aoy (z) A+ Ao, (z)
3as1080/buBa hopmyna. To 3naun ga je YU{ @} konauno 3a1080/6uB ckyn dhopmy.ia,
na je (memornys) Tun u uma Komiviernpame ¢ € Si(A). Csaka dbopmyia u3 ¢ uva
beckoHauaH ckyn pemrema y C' jep OM y CyIPOTHOM Hh€Ha Heraluja Ipuiagaia TUILY
Y, a tuMe u Ty ¢. 3ak/bydyjemo jga je ¢ C-tun vHag A w jga je ¢ # p, mro je
TpebaJIo MmoKa3aTH. O
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2. JE®@UMHUIINIJA 1 OCHOBHA CBOJCTBA ITPOCTOT TUITA

Tuny 3(z) = {¢(z) | ¢ je ca napamerpuma u3 A u C' \ ¢(C) je koHauan} oaro-
Bapa 3aTBOpeH MOJACKyH mpocropa Si(A) oapeben ca (,cxlo]. To je ckynm cBux

C-runosa naj A.

Hanomena 3.7. [leo neme 3.6 o3Hauen ca (6) ce morao nckasatu n osako: Heka je
C' 6eckonauan nogckyn ckyna dcl()). Hag A noctoju jeguHcTteen notnyH C-Tun ako u

camo ako je 3a ceaky dopmyny () ca napameTpuma n3 A TayHO jefaH o4 CKynoea

©(C) n C N p(C) koHauaH.

2. leduHuiuja 1 o0CHOBHA CBOjCTBA MPOCTOT THUTIA

Hedbunnnuja 3.8. Heka je 7' notnyHa Teopuja jeauka L, Heka je U yHnBep3ym Teopuje

T wn neka je p € Si(T). Kaxemo ga je p npoct (uim jegHOCTaBaH) TUM ako NOCTOjU

cdbopmyna o(x) € p, gedpuHabunro nuxeapHo ypehere <, Ha o(U) n C C dcl(D) Takso

[la & UCMYHEHO:

(1) Ckyn C je konBekcaH (y ogHocy Ha <,) nogckyn ckyna o(U);
(2) (€ <o) = (w, <)
(3) 3a cBaky dopmyny p(z) € p je konauan ckyn C N\ p(C).

Takohe kaxemo fa je p npocT C neBa y ogHocy Ha ypehewe (0, <,). Ako je p mpocT

C neBa y ogHocy Ha (0, <%), oHfja KaXeMo fja je NpOCT C JecHa y ogHoCy Ha ypelerse

(0,<s). 3a ckyn C' n popmyny 0 Kaxemo fga CBefo4e Aa je p npocT Tun.

Kana je w3 kouTekcra jacHo xoja je ¢gpopmyna o, ymecto ,,ckyn C' u ¢popmysia o
cBeove J1a je p mpocT i’ Kaykemo kpahe ,,ckyn C' cBejoun ja je p mpocT Tum’ .
Takobe, y ciay4ajy ga je 3 KOHTEKCTa jacHO Koja je dopmysa o u Koje je aedu-
HAaOUTHO ypeheme, yMecTo <, mUIEMO caMO < ¥ KaykKeMO Ja P MPOCT C JieBa WJIH
Jecua we ucrnayhu (o, <*). JleduHunujy mpocror TUIA CMO JATH HAJONIITH]E TITO
CMO MOTJIH, KaKo OU ce TeopeMa 3.2 MOTJIa TPUMEHUTH y TITO ONIITH)O] CUTYAIIHjH.
Hucmo 3axresanu nu jga ypelewe ua o(U) Gyae auckperno, anu hemo y TBphemmy
3.11 noka3zaru Jia OHO YBEK MOzKe OuTu n3adpaHo Tako ja oy/e auckperHo. Y TBphe-
wy 3.13 hemo nmokazarTu Jjia TPOCTH TUIIOBU MOTI'Y JIAKO Jjia ce Hal)y u y cTpyKTypama

qnje cy Teopuje MaJie u Koje umajy 6ap jeman jgeduHabusiaH eleMeHT.

Jlema 3.9. Heka je o(z) dopmyna jeauka L, Heka je <, (-pedpunabunHo anneapHo
ypehere Ha o(U) n neka je C' C dcl(()) konsekcan ckyn y (o(U), <,) Tuna ypehersa
w unn w*. Taga C ceegoun aa je p € S1(T') NpocT ako M camo aKo je P jeanHCTBEH
C-tuny Si(T).

Hoka3z. /TupektroM npumeHoMm Jedbunauimje mpoctor tuna u jeme 3.6 (6), Tj. Ha-

nmomMmene 3.7. O

ITpumep 3.10. V cBakom oj npumepa je o(x) dopmyna r = x.
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2. JE®@UMHUIINIJA 1 OCHOBHA CBOJCTBA ITPOCTOT TUITA

(1) Teopuja crpykrype (w, <) uma jeauucrBer Heaarebapeku tun p € S1(T). On
je mpoct ¢ sieBa, mrro cegoun C' = w. Jla 6u ce TO BUIETO, TPUMETHMO Ja Cy (w, <)
u (w,<,S,0) nedbuHUNMOHO eKBUBAJEHTHE CTPYKTYpe, rae je S dynknuja cieabe-
nuka. [To nornassmpy 2.2 u3z [10] reopuja dLO' = Th(w, <, S,0) numa esuvunanujy
kBanTudukaropa. Onarie caenn aa je (w, <) MUHEMAaJHA CTPYKTypa (cBaku jgedu-
HaOW/JIaH CKyIl je KOHAYaH WM KOKOHadaH). Jlako ce mpoBepaBa ja je p mpocT ca

JieBa M J1a TO CBEIOYH W.

(2) Cimuno kao y (1) moxke ce 3ak/byunrn ja je crpykrypa (w + w*, <) MuHH-
masaa. [loctoju jemmucTBen Heasnrebapcku mornyH 1-tun. OH je TPOCT ¢ JieBa MITo

CBeJOYIN W W MCTOBPEMEHO IMPOCT C JeCHa, IMTO CBEJO0YN w*.

(3) IIpumep npocror tuna CB panra 2. [Tocmarpajmo crpykrypy
M = (w +7Z X Z> < S7 07 Oz)zela

rae je Z x 7 ypebheno nexcukorpadekn u 0, je (z,0). Tlo pesysraruma norsasba 2.2
u3 [10] cBaku mozen teopuje dLOT je uzomopdan crpykrypu (w+ L X Z, <) 3a He-
KO JiuHeapHo ypebhemwe L, npu yemy je npousBo jiekcukorpadcku ypehen. Ipyrum
peunma, Mojes Teopuje dLOT nounme ypehemem w 1 HacTabba ce Kolkjama ypehe-
HUX TlesiuX OpojeBa. 3aro je peayKT crpykrype M Ha jesuk {<,.S,0} momen reopu-
je dLO™T. Cama crpykrypa M je ekcnamsuja KoHCTaHTaMa Mojena teopuje dLOT,
OJIaKJIe 3aKJ/bY4yjeMO J1a UMa eJUMHUHAIN]Y KBAHTH(DUKATODA.

Heka je p, kommiaernpame tuna {S™(0,) < z < S7™(0,41)|m,n € w}. Ko-
pucrehu equmunanujy ksanrudukaropa, uuje remko sugeru ga {S"(0,)|n € N}
cBesoun s1a je p, upocrt ¢ jgesa a0k {S"(0,41)|n € N} csegoun na je p, npocr ¢
necHa, kKao u ga je CB panr tuna p, jennax 1.

Heka je p xommierupamme tuia {n < r < 0,|n € w, z € Z}. Tun p je upocr ¢

JieBa 1mTO cBeaoun w. Fberos CB panr je 2 jep je oH Tauka HaroMmJaBarba THIIOBA
Dz-

(4) Cxunupahiemo npumep npocror Tuna Koju Hema opanuannun CB panr. Heka
jeM=(w+QxZ,<,S,FP,,0),eq, npu gemy je Q x Z ypeheno nekcukorpadcekn n

YHapHHU npegukatn P, cy nedunucann Ha cienehn madmm:
(r,m) € P, ako u camo ako ¢ <q .

Crmano kao y (3) 3aksmydyjemo ma je M momen teopuje dLOT kome Mo gomanm
yuapue upejuxare P,. Csaku upejuxar P, ce cacroju oj Kouuja Z Koje cy o3HaueHe
panuonajinuM 6pojesuma r > q. Kopucrehu cranap/ine MeTojie MOKe ce IPOBEPUTHU
jga T = Th(M) nma eqmmunanujy kantudukaropa. Popmyne {n < z|n € w} U
{—P,(z)|q € Q} onpebhyjy nornyu tun p € S1(T). Ennvunannja ksanruduraropa
UMIIJIATAPA /13 je P TPOCT C JieBa TTO CBEIOYN W.
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2. JE®@UMHUIINIJA 1 OCHOBHA CBOJCTBA ITPOCTOT TUITA

3a cBaku mpaluoHaaaH Opoj r HeKa je p, MOTHYyHH T ojpeheH dopmyrama

{Py(r)|qeQ, ¢ <r}U{-Fy(2)[¢eQ, r<q}.

Jacno je ma 3a ce mpanumonasue 6pojese r Baxu CB(p,) > a 3a cBaku opauna
a. Tlomro je p Tauka HArOMEIJIABala THIOBA P, 3aK/bydyjemo na je CB(p) > a 3a

CBaKHM OpJuHaJ (.

Tephewe 3.11. Heka je p € Si(T) npoct ¢ nesa. [Moctoje dopmyna o(x) € p,
pecbuHabunto ypehere < Ha o(U) n C' C dcl(()) Taken ga saxu:

(1) (¢(U), <) je pnckpeTHo nuHeapHo ypeherse;

(2) CUp(U) je noqeTHn komag ypehersa o(U);

(3) (€, <) = (w,<);

(4) 3a ceaky popmyny p(z) € p je ckyn C' \ ¢(C') KoHavaH.
Hoxkas. Heka o(z), < u C cBejoue jga je p upoct ¢ jeBa. Heka je ¢g MUHUMATHU
enement C-a. Ilomro je C' KOHBEKCAH MOXKEMO IIPETIIOCTABHTH Ja dopmymra o(r)
nMiaupa gopmyny ¢g <  (y cynporHom 3amerumo dopmyiy o(x) dopmyaom
o(z) N eo < z). Tlomro je C' KouBekcaH, oH je mouernn komas ypehema o(U). 3a
cBako ¢ € C' dopmyna ¢ < x 3a CKyl peaju3alyja UMa CBe CeM KOHAYHO MHOTO
enemenara ckyna C, na je (¢ < x) € p. Oparre caeau na je C < p(U).

[Tokazahemo ma je C'U p(U) nouernn xomaz ypehema o(U). TlpermocraBumo
Ja a peamusyje p u ga je C' < b < a 3a ueko b € o(U). JloBo/bHO je mokasaru
na b peamusyje p. Tlo semu 3.9 1o he Bakuru ako je tp(b) C-run. Jla Gucmo
Jokazanu ja je tp(b) konauno 3am0BospuB y O, npernocrasuMo jaa je ¢(z) € tp(b).
C ob3upom 1a je b € o(U), 1j. o(x) € tp(b), 6uhe u p(z) A o(z) € tp(b). Taza je
(Fy)(e(y) No(y) Ny < x) € tp(a) = p. Tlomro je p C-tum, 3a Heko ¢ € C' he Gutn
(Fy)(e(y)Ao(y) Ay < x) € tp(c). Tomrro je C nouernu Komas ypehema o(U), cBakn
cesiok dopmyie = (Jy)(p(y) Ao(y) Ay < ¢) je enement ckyna C' Koju 3a70BO/baBa
¢(x). OBum cmo nokasaau ja je tp(b) konauuno 3amo8ospuB y C. Tun tp(b) He moxe
outn ajsredbapcku jep 6u onga b 6uo 0-pedpunabuian u dpopmyia b < x € tp(a)
He 6u umasa peasmsanuje y ckyny C (jep ¢ < b Baxu 3a cBaku ¢ € C) mro je y
KOHTPAIUKIUju ca dntbenutioM ga C ceegoun ja je p = tp(a) upocr ¢ jgeBa. OBum
cMo nokaszasu jJa je tp(b) meanrebapcku. Ha ocHOBY 3amazkama 3.5 U3 YHEEHUIA
Ja je tp(b) meanrebapcku u 3a0B0spuB y C) 3akibydyjemo ma je C-tum. Ilomrro je
p jemuuctsen notmyn C-tun waz (), mopa 6utu tp(b) = p, 1j. b E p. Yupaso cmo
nokasamu ja je CUp(U) nouernn koman ckyna o(U). Oparie caean n ga je CUp(U)
JIMHeapHoO ypehen pesanujom <.

[Mokaxkumo ga je (C U p(U), <) muckperno ypeheme. Heka je 1(x) dopmyna
Ge3 mapamerapa Koja Kayke [a & UMa M HeloCPeIHOT MPeTXOJHUKA U HEeHOCPeJIHOr
ciendennka y o(U). @opmyay ¥ (x) peannsyjy csu eneventu ckyna C'\{cy}. TTomrro
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2. JE®@UMHUIINIJA 1 OCHOBHA CBOJCTBA ITPOCTOT TUITA

je p C-tun, mopa 6utn ¥(x) € p. Hakne, (C'UpU),<) je IUCKPETHO JUHEAPHO
ypebheme.

[Tpeocrano je jour na moguduxyjemo o raxko aa (o(U), <) Gyue iuneapuo ypele-
we. To ce j1ako mocruzxke Tume mrro ymecro o(x) yamemo dbopmyiy o(z) A 0(x) upu
qemy dopmyaa () kaxe ga je 3a cBako y < & MHTEPBAJ [Co, Y] AucKperno ypehen
pejanujom < ¥ Ja Y UMa HermocpeaHor ciaegdenuka. Ha taj nauun, (o(U), <) nocraje

JIUCKPETHO ypelheme. 0]

Hanomena 3.12. Hapasme, kaga kaxemo ga o(z) n (C, <) cBegoye aa je p npocT

neBa, MUC/IMMO Ja Cy 3aJ0BoJbeHU ycnosu Tepherba 3.11.

Tspheme 3.13. NpernoctaBnmo fa je Teopuja 1’ Mana n ga cagp>xu TeOpnjy ANCKPETHO
ypehenux cTpykTypa u ga uma gedpunabunnn enement. Taga y S1(7) noctoju npoct

TAN.

Hoxka3z. Hexka je ¢ nedpunadburan enement. C o63upom ja je ypeheme qucKperHO,
6ap jeman ox ckymnosa {S™(c)|n € N} u {S7"(c)|n € N} je 6eckonauan. Ilperto-
CTAaBUMO J1a je TO npBu u o3HaunMo ra ca C'. C o63upom ma je C' GeckoHadaH, OH/A
ckyn {tp(a)la € C} uma rauky marommiasama (y Tomosomnikom mpoctopy S1(7)),
1j. nocroju C-tun. Iomro je T mana reopuja cBaku Tun u3 S1(7") uMa opAuHATHHA
CB panr. Hexka je p € Si(T') C-tun najmamer CB panra. O3nauumo taj panr ca a.
Heka je o(z) dopmyaa koja uzonyje p penarusuo y oguocy mweros CB panr, 1j. Heka
je o(z) € p rakBa na CB(0) = o u ga je deg(o) = 1. To 3nauu na he cBaku apyru
HOTIYHYU TUI KOju caapzxku dopmysay o umartu mamun CB panr. C o63upom 1a je p
jenan C-tun, on cajgpxku (opmyny ¢ < z. 3aTo dopmyy o(T) MOKEMO 3aMEHUTH
dbopmynom (o(z) A e < x) u Tako u3Memena he u gabe u3osnoBat p y merosom CB
panry. Taga je C C o(U) u ¢ < o(U). Tlo maunny ua Koju cmo uzabpanu ckyn C u
¢ o63upoMm Ja 1’ caJp:Ku TeOpHUjy AUCKPETHO ypeheHuX cTpyKTypa, OH je KOHBEKCaH
u Baxu (C, <) = (w, <).

[IpBa jBa ycsoBa jiedpunuiimje npocTor ¢ jieBa Tuna cy 3ajioso/bene. [Ipernocra-
BUMO Ja tpehn ycios muje ucnymen, Tj. aa nocroju ¢(r) € p(x) Taksa ga je cKyu
C'\ ¢(C) beckonauan. C o63upom na je —p(C) Geckonauan ckyn u ga je C C o(U)
nocroju C-tun g € S1(T) xkoju caapxu —p(x) A o(x).

[lo mauuny Ha Koju cMO m3abpaJu (popMylry o, p je jeIMHCTBEH IMOTIYyHU 1-TUI
koju caapxu o(x) rakas jga je CB(p) = CB(0) = «, ogakie cieau ga je CB(q) < a.
Ca sipyre crpame, ¢ o63upom ga je p € S1(T") C-run munnmansor CB panra, Mmopa
saxkutn CB(q) > «a. Konrpagukuuja! 3akspyuyjemo ga u tpehn yeaos gedununuje

HPOCTOI' TUIIA MOpa OUTH HMCILYH-€H YUMe je JIOKa3aH UCKa3 TBphema. U

OBo moryiaB/be 3aBpIIABAMO OMUCOM THIOBA KOjU Cy TPOCTH W Ca JIeBa U Ca
JecHa y oaHocy Ha dukcupano ypeheme. I[lpumep oBakBor Tumna je jenHCTBEHU
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3. CTPYKTVYPA HA JIOKYCY IIPOCTOT TUITA

HearebapcKu moTnyHu 1-tun 6e3 mapaverapa cTpykrype (w + L X Z + w*, <), tae

je L om0 Koje uHEapHO ypeheme nim mpas3aH CKyII.

Tepheme 3.14. Heka je p € Si(T) ncroBpemeHo NpocT u C NIEBa 1 C Ae€CHA Y OJHOCY
Ha (o’ (U), <'). Tapa nocTtoju bopmyna o(z) € p, -aedomHabUNHO ANCKPETHO NTMHEAPHO
ypehere < Ha o(U) n Cp,Cr C dcl(D) Taken aa saxe cnegehn ycnosu

(1) (6(U), <) je pckpeTHO nuHeapHo ypeljerse kome je C', NOYETHN KOMAZ 1 KOME
je C'r 3aBpLUHN KOMAS;

(2) (OLv <) = (w’ <) n (CR’ <) = (W*’ <);

(3) Ceaky copmyny ¢(x) € p 3af0BO/baBajy CBN CEM KOHAYHO MHOMO €JeMeHaTa
ckyna Cp U Chg;

(4) CLUp(U)UCr = o(U); p je jeanncTeH Heanrebapcku notnyHn 1-tun koje
cagpxu o(x).

Hoka3z. Kao y tphewy 3.11 moxemo nalin o(z), Cp nu Cr koju 3a,10B0/baBajy Tpu
yeaoBa aedunnnumje npocror tuna takse jaa je CpUp(U) novernu koman u p(U)UCE
sasprran komag ypehema (o(U), <). Omarae caenn na je Cp U p(U) U Cr = o(U),

a THMe U JIa je P JeJJMHCTBEH MOTIYHHU 1-TUIl KOju cajapKu o(x). OJ

3. CTpyKTypa Ha JIOKyCy HPOCTOT THIA

['nmaBHM pesyaraT oBor ojiesbKa je caejeha Teopema. I'pybo pedeHo, oHA KazKe 1a Ha

JIOKYCY MPOCTOT TUIA HEMa JIpyre CTPYKTYpe OCUM OHe WHIYKOBaHe ypehemem <.

Teopema 3.2: [lpetnoctaeumo ga je 7' komnnetHa Teopuja jesuka L, p € Si(7T),
o(z) € pw pa je < (-gedpunabunno ypehere Ha o(Uf). Heka o(z) n (C, <) ceegoue
Aa je p npoct Tun n Heka je L' jesnk koju cagpxu camo cumbon 3a < u cumbone
enemenata ckyna C. Taga je ceakn penatueHo (-gedpunabunan nogckyn ckynosa p(U)"
n (C'UpU))™ penatusro (-gecbuHabunan cdopmynom jesuka L.

Jla 6ucMmo jiokazasim Teopemy 3.2 norpebHa cy Ham Heka rnomohHa TBphema. Y
nckasy Tephema je peueno ga o(x) u (C,<) csepoue ga je p € S1(T) npocr Tu.
®opmyaia o(z) u ckyn C ce Mory m3abparu jia 3a/10B0/baBajy yciaose TBphema 3.11.
Ha na/be hemo, 6e3 ymamema OIIITOCTH, HPETIOCTABATH Ja jé P IIPOCT C JieBa U
osnauasahemo ra ca py € S1(T), na je C caupzxkano y jesuky L u ja je ypeheno
tunioM ypehema w u ga je (o(U), <) mauckperno ypeheme. C o63upom ja hiemo
paguTu UCKBYunBo y o(U) we kopuctehu crno/bHe Mapamerpe, MoxKeMo, He Tybehu
HA OIIITOCTH, NPETIOCTABUTH Ja je 0(T) 3anpaBo dhopmyna & = .

Hakne, paguhemo y auckperno ypehenoj crpykrypu (w + L, <,...) u menom
yuusep3ymy U. Tana je py jemuucrsen w-tun u3 Si(7T) u 3a cBaky dopmyiy 6e3
napamerpa ¢(r) TadHo jegan oj ckynosa @(w) u —p(w) je KoHauaH. 3a OUI0 KOju
cKyn nmapamerapa E geduHUTIIMO
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pe(z) = {p(z) | ¢(x) nma napamerpe u3 F u w \ ¢(w) je KoHauan }.

VY siemu 3.6 cmo cuano gedbunucanu (Moryhe menornys) tun X (z). Tlpumerumo
na 3a E = () Baxxu py = po.

Kopucruhemo camo ckynose napamerapa E C po(Ud). Ckuna gokaza teopeme
3.2 je cneneha: npso hemo y Jjiemu 3.24 nokazartu ja je pp nornys tui. To he nam
JIO3BOJIUTH Ja IPUMEHUMO paHuje goKazany jgemy 3.20 u 3aK/byIuMo Ja cy PyHKIrje
obmuka S™(x) jenune E-nedbunabuane ¢pynkmmje Ha Jgokycy tuna pg. Ogparie he
CTeTUTHU Jla Cy TUMNOBU HU30BA peasn3alija THMA Py HOTIYHO OJpeheHu THIOBUMA
CBUX IbUXOBUX JMBOWIAHUX MOTHU30BA. 3a a < b KOju peaimsyjy pp cBe MOTYhHOCTH
3a tp(a,b) cy onmcane y nocaenunu 3.21: wim je S™(a) = b 3a wexo m (tj. Konuje Z
OKO esieMeHata a u b ce noknanajy) wim a = pp. To ce moxke onucaru (opmynama
Koje Kopucte camo < u KoHctante u3 C, Tj. w, OlaK/e CJIeu 3aK/by9aK.

[Toxacernmo ce seme 3.6 koja 3a C' = w m ckyn napamerapa E mocraje cieneha

JieMa.

Jlema 3.15. (1) pe(x) je w-Tun.
(2) p € S1(FE) je w-Tun ako un camo ako je pr(z) C p(z).
(3) Ako je pg NOTNYH TUN OHAA je jeAMHCTBEH NOTRYH w-Tun Hag E.

[IpumeTumo J1a je pp MOTHYH aKO U CaMO aKo je mpoct tun 'y 1p.

Jlema 3.16. Heka je E C po(U) 6uno koju ckyn napamertapa. Taga

(1) 3a cBako a = pg Baxn w < a.

(2) Ckynoeu pp(U) n w U pgr(U) cy KOHBEKCHN.

Hoka3z. (1) Ba cBako n € w dopmysa n < T UMa KOKOHAYAH CKYI pellerba, Ma

npunanga Tuny pg. Jdakme, n < a BaXKu 3a CBaKO @ € Pg M CBAKO N € w.

(2) Comano mokasy y ciay4ajy (w U po(U))™ Tephema 3.11, npermocraBumMo Ja je
w<b<amunajeal pp. Jokazahemo na je tp(b/FE) KoHAUHO 330BOBEH Y W.
Heka je ¢(x) € tp(b/E). Tama (Fy)(p(y) ANy < x) € tp(a/E). C o63upom aa je
tp(a/E) 2 pg, mo gemm 3.15 (2), on je w-rumn. 3ato je cBaka opmysa Koja My
NPUIIAIa 330BO/bEHA Y W. 3aK/bydyjeMo jaa 3a Heko n € w saxu (Jy)(p(y) Ay <
z) € tp(n/FE). Ceakn cBenok 3a = (Jy)(p(y) Ay < n) je eleMeHT w KOju 3a10BO-
wasa @(x). Hdaxme, tp(b/FE) je KonauHo 3a/10B0JbMB y w. IIpumerumo xa tp(b/F) ne
MOKe OUTH aJirebapcKu jep 6u oHja eemMeHT b 6uo jedbunadbunan u popmyna b < x
6u 6una dopmyna tuna tp(a/E) Koja Huje 3a10BobeHA ¥ W (jep je w < b), mTo je
y CYIPOTHOCTH Ca YHE-eHUNOM Ja je tp(a/E) w-tun. 3akmyuyjemo na je tp(b/E)
rakohe w-run. ITo nemu 3.15(2) Baxu prp C tp(b/E), na b = pp. Ounarie ciean ja

je wUpg(U) xousekcan ckym, a camum TuM je u pp(U) KOHBEKCAH CKYIL. O
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Jlema 3.17. Heka je D C U HenpasaH F-gedunHabunan ckyn.

(1) Axo je D opo3ro orpaHuyeH enemeHToMm ckyna po(U), onga D nma mMakcumym
n max D je E-pgedunHabunaH.
(2) Ako D ceue nokyc Tuna py, onga D uma munnmym n min D je F-pecduHabunan.

Hoxka3z. (1) Heka je a € po(U). Paau cBoherba Ha KOHTPAJAUKIN]Y TPETIOCTABUMO
aa D < a nema makcumym. Heka dopmyana ¢(t, €) peduunume D, npu uemy je € C E,
u neka 0(z,q) € tp(a, €) byne dopmyna koja kaxe

o(U,7) # 0 mema makcumym u (U, §) < z.

Tana (37)0(x,y) € tp(a). Homro je tp(a) = py w-Tu, NOCTOjU N € W TAKBO Ja
(39)0(z, 7) € tp(n). To 3uaun ga 3a nexo b € U vaxu = 0(n,b), ma (U, b) C [0,n]
Hema MakcumyM. Kourpaauknuja. OBuM cMo nokasaau ja D uMa MakCuMyM.
Makcumyw™m je medbunucan dopmynom ¢(x,e) A (Vz)(p(z,€) = z < x). Ounrieano
je 1a oBa (popMyJsia KOPHCTU UCTE IapaMeTpe KOju cy Kopulnhenu ja ce jiepuHuIe

ckyn D, a To cy nmapameTpu U3 ckyna F.

(2) Heka je a € D Npo(U). Ako je a munumy™m ckyma D 3appmmiu cmo. Y
cynporaom Heka je D' = { x|z < D}. Taga je 0 € D', na je D' # (). C o63upom na
je D' < a, mozkemo npumenutu jieo (1) oe jieme u 3akbyunTH Ja D' mMa MAKCHMYM.
Jlako je yBugern aa je max D' = min D, ogaxiie ciaean aa D uMa MEHUMYM Kao U J1a
je munumyMm Jedpunadbuian popMysioM Koja KOPUCTH UCTE IapaMerpe KOoje KOPUCTHU

dopmya koja gedunuiie ckym D. 0
Hedununuja 3.18. cl(F) je koHBekcHO 3aTBOperbe ckyna po(U) Ndcl(E).
Y caenehoj temu hemo nokasaru ja je cl(F) u3Haa ¢cBUX peannsaliija TUNA Pg.

Jlema 3.19. Heka a |= pg n Heka je cl(E) # (). Cnegehn nckasm cy ekeuBaneHTHN.

(1) tp(a/FE) je w-Tun; ekBUBaNeHTHoO a = pg.
(2) w<a<cl(p).

Hoka3z. (1)=(2) IIpernocrasumo 1a je tp(a/E) w-tun. Tana Baxn w < a (1ema
3.16(1)). IIpeocraje ma mokaxkemo ja je a < cl(F). IlpernocraBumo ga je b €
po(U)Ndcl(E) u pokazkumo j1a je a < b. Heka je f 0-nedunadburna dyHknuja raksa
na je f(e) = b 3a weko € € E™. Axo je f(€) < a, ouna je f(€) < z € tp(a/E)
u, nowro je tp(a/E) w-ruiu, 3a veko n € w 6uhe f(€) < n, a Tume n f(€) € w.

Konrpamukiuja! 3akspydyjemo jga mopa outu a < b.

(2)=(1) IIpernocrasumo na je w < a < cl(E). Ouurnenno je tp(a/E) neanre-
Gapcki, Ia je JOBOJBHO TMOKa3arTh (3amazkame 3.5) na je 3amoBo/buB y w. Heka je
o(x,€) € tp(a/E) n ueka je D = p(U, €). Tana D ceue po(U) nomro je a € D. 3aro
MozkeMo mpuMennTH JieMy 3.17(2) u 3akspyunTu 1a D uMa MUHUMYM, DEIIMO Ja je

20



3. CTPYKTVYPA HA JIOKYCY IIPOCTOT TUITA

to b. Tama b < a, b € del(E) u w < a < cl(F) moBrave ga je b € w. To ympaso

3HAUM J1a je ¢(x, €) 3a10B0JbeHO eneMenToM b € w. OBUM je JlemMa J0oKa3aHA. O

Jlema 3.20. Heka je pg noTnyHu Tun u Heka je f yHapHa E-pgedpuHabunHa gyHkumja
Ha U koja pp(U) cnnka Ha wera camor. Heka je fp = f[pe(U). Taga

(1) ®Pynkuymja fr je cTporo pactyha;
(2) TMocToju k € Z Takeo aa je (f(x) = S*(x)) € pp(x).

Hoka3z. (1) YV cBpxy cBohema HA KOHTPAIUKIH]y TPETIOCTABAMO CYIIPOTHO, Tj. Ja
fr nuje crporo pacryha. Tana nocroje a,b = pp taku na je a < b u na je f(b) <

f(a). Pasmarpamo asa cayuaja:

1. cayuaj: (z < f(z)) € pr(x).
Tana je b < f(b) amume n a <b < f(b) < f(a). Tdeduunmnmo

D(z,y) =z <y< f(y) < f(z).

Taga b € D(a,U), ua je D(a,U) nenpaszan ckyu u Bazu 3yD(x,y) € pg(z). Homro
je pe(U) xonsekcan (1ema 3.16), a < D(a,U) < f(a) u a, f(a) € pp(U), 3akmpyuy-
jemo nma je D(a,U) C pr(U). Bamnpaso, D(c,U) C pp(U) Baxku 3a cBaKoO ¢ Koje
peammsyje pgp. Ckyn D(a,U) je nempasan u orpanudeH, na, mo jemu 3.17(1), nma

MaKCHMyM, perumo Ja je To d. Baxku ciemnehe
a<d< f(d) < fla). (1)

C o63upom sa d peanusyje pg u jaa je JyD(x,y) € pr(zx), ckyn D(d,U) mopa 6urn

nenpasan. Heka je d' enement ckyna D(d,U). Baxu
d<d < f(d) < f(d). (2)

N3 (1) u (2) cienm na je a < d < d < f(d') < f(d) < f(a). Hakme, d je emevent
ckyna D(a,U) u d > d = max D(a,U). Kourpamukuuja! OBum je 3aBpiien JoKa3
y caydajy kazga je (z < f(x)) € pp(x).

2. cayuaj: (f(x) <z) € pp(x)

Y oBom cayuajy Baxku f(b) < f(a) < a <b. Hebunumumo D(x,y) = f(z) <
f(y) <y < x u HacraBuMoO caudYHO Kao y 1. ciy4dajy (Y 0BOM clIydajy KOPHCTHMO
neo (2) meme 3.17).

(2) Heka je a < b u veka cy a u b peanmsanuje tuna pg. Taga no gemy (1) ose
neme caean ga je f[la,b] crporo pacryha a Tume n ,,1-17.
Omna je rakohe u ,,na”: f cauka pp(U) y cebe camor na 3a cBako d Koje peanmsyje
pr Baxn d = f(d) € pg(U), a tume je (Jy)(f(y) = x) € tp(d'/E) = pr. 3aro Baxn

pe(z)Upe(y) U{z <y}t fllz,y] je Oujekunja na [f(x), f(y)]”.
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[To kommakTHOCTH TOCTOjU bopmya O(z) € pr(r) TakBa 1a je

0(z) NO(y) Ao <yt f1z,y] je Oujexnmja na [f(z), f(y)].

[Tomro je O(z) € pe(x), ckyn —0(w) je konauan, na nocroju ny Takas jaa = 6(n)
BaK! 3a CBe N > ng. Jlakje, 3a cBe mpupo/iHe Opojese m u n TaKBe Jia je m > n = ny
dbyuknuja f [ [n,m] je bujekiuja uz [n,m] wa [f(n), f(m)]. To cumenujanano 3uaqu
Ja uaTepBanu [ng,n| u [f(ng), f(n)] umajy uery nyxuny 3a cBako n > ng u Taja
n—ng = f(n) — f(no). 3aro f(n) —n = f(ng) — ng BazKu 3a cBaKO N = ng, Tj.
f(n) —n =k Baxu 3a k = f(ng) — ng u cBako n = ng. Ilomro je pp jeUHCTBEH
w-rut, 6uhe (f(z) = S*(x)) € pp(x). O

Kao nernocpeny nocjeauity 10061MjamMo HOTIIYHU OIUC CBUX MOI'yNHUX KOMILIETH-

pama Tiua po(z) U po(y).-

ITocaenuua 3.21. Heka Baxu a,b = py.
a) cl(a) = {S*(a) | k € Z}.
6) tp(b/a) je w-Tun ako u camo ako cl(b) < cl(a).
B) MocToje TauHo Tpu moryhHocTu:
1) cl(a) < cl(b) (xapa je (b,a) w-Hu3);
2) cl(b) < cl(a) (kaga je (a,b) w-Huz);
3) cl(a) = cl(b) (xapa je a = S™(b) 3a Heko m € Z).

Hoxkaz. a) Cuenn u3 geme 3.20(2);

6) Ilo siemu 3.19 tp(b/a) je w-tun ako u camo ako w < b < cl(a). Tocaenme
je ekBuBasenTHO ca w < S™(b) < cl(a) 3a Heko (cBako) m € Z. Ilo memy a ome

nocJie e oBo je ekpuBaieHTHO ca cl(b) < cl(a).

B) Axo je cl(a) < cl(b) mam cl(b) < cl(a), 3ak/byuak csegn Ha OCHOBY JeJa .

Jenuna npeocrasa moryhuoct je, no geny a, cl(a) = cl(b). O

Onuc 2-runosa 6e3 mapamerapa je nocjeauna Jjeme 3.20, yuja npumena je Ouia
moryha jep je po nornys tui. Pamu onuca n-runosa (3a n > 2), nokazahemo y Husy

JleMa JIa je pg NOTIYH THI 33 OUJIO KOjUu HU3 peasu3aliuja TUna po.

JIema 3.22. Heka je pr notnyH n Heka d = pr. Cnegelin ycnosu cy ekBnsaneHTHu:
(1) tp(a/dE) je w-tunm;
(2) tp(a/d) je w-Tun.

Hoka3z. (1) = (2) Baxu jep je pecrpuknuja w-tuna rakohe w-run. Ia 6ucmo poka-
sasu (2) = (1) npernocrasumo aa je tp(a/d) w-run. Tana no nocaeaunn 3.21 Baxkn
w < cl(a) < cl(d). Tlokazahemo na je w < a < cl(dE). IIpernocraBumo na 3a HEKY
E-nedunabunny byuknujy f Baxu ga f(d) peamusyje po. Axo f(d) e peanusyje
pE, Taga (mo gemu 3.19) wuje f(d) < cl(E), 1j. Baxn b < f(d) 3a neko b € cl(E).
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[Tomrro je tp(d/E) = pg w-tun, no gemu 3.19, mopa 6utn d < cl(E). To 3ajeano ca
a < cl(d) maje a < f(d). 3aro npernocraumo ma f(d) peamusyje pp. Taga f ciuka
JIOKYC THIIA Pp HA bera CaMor, Ia MOYKeMO Ja npumMenuMo jemy 3.20(2): 3a nexu
k €Zje f(d) = S*(d). Taga je f(d) € cl(d), na uz a < cl(d) cneau a < f(d). 3aro
a < f(d) Baxmu 3a 6mno xojy E-nedunabunny dynkuujy f raxsy ma je f(d) E po.
Baksbyuyjemo ja je w < a < cl(dE) na je, no jgemn 3.19, tp(a/dE) w-Tum. O

JIema 3.23. Ako je pp notnyH Tun, n d |= pg, OHAA je U pgr NOTNYH TuM.

oka3z. Pajau cBoljerba Ha KOHTPAAMKIIM]y NPETHOCTaBUMO ja ¢y tunosu tp(a’/dE)
u tp(a/dE) pazimanrn w-runosu. Tana tp(a’d/E) # tp(ad/E). Tunosu tp(d'/FE)
u tp(a/E) cy w-tunosn, na n a u ¢ peammusyjy pp(z). Hexa je H ayromopdusam
Koju pukcupa cBe ejiemente ckyna F u ciuka o' y a u Heka je b = H(d). Taxas
ayromopdusamM MocToju jep paanMo y yHuBepsymy (3acuhenoj crpykrypm). Tama
je H(d',d) = (a,b), na je tp(a’d/E) = tp(ab/E), a tume u tp(ad/E) # tp(ab/E).
Heka je o(z,y,€) € tp(ab/E) \ tp(ad/FE). Cana je curyamuja caemeha:

(1) Enemenru a, d u b = H(d) peanusyjy pg;

(2) Tunosn tp(a/d) u tp(a/b) cy w-tumosu, a < d u a < b;

(3) Baxu = ¢(a,b,e) A —p(a,d,e).

Bes ymamema ommrroctu npermnocrasumo jga je b < d. Taga je a < b < d. Hexka
je D ={z|a <z <dANyla,z,e)}. Tana je b € D, na je D menpasan u 010310
orpannden ejgementom d. Ilo semn 3.17(1) D mma makcumyMm; o3Ha4HMO ra ca b
Cana Baxku b < b < S(V') < d. Jlokyc tuna pg je xousekcan u b,d |= pg, na b’ u
S(V') peanusyjy pg. Haxne, Baxu:

o(z, b, e) A —p(x,S(),e) € tp(a/V'E).

[To nemu 3.19, ¢ 063upom ga je tp(a/bF) w-rtun, 3ak/bydyjemMo ja Baku w < a <
cl(be). Ilo nemn 3.20, cBaka E-nedunabunna dbyHkunuja f, Koja JOKyC TUIA pPg
cluKa Ha mhera camor je pacryha, ma u3 b < 0 u w < a < f(b,€) cienn na je
w<a< f(t,e). Baro u3 w < a < cl(be) crenn w < a < cl(b'e). Io aemn 3.19,

tp(a/V'e) je w-Tum, ma 3a HeKO (3ampaBo 3a CKOPO CBAKO) N € w BayKH

E o(n, b, e) A=p(n,S{),e) .

Haxkie, tp(b//E) # tp(S(b')/E). Ca apyre crpane, momto je pg(U) KOHBEKCAH
3aTBOPEH 3a MPeTXOHUKe U claenbennke, enementn b’ u S(V') peanusyjy pg, a TuMe
tp(b'/E) = tp(S(V')/E). Kourpaauknuja. Jlaxjie mocroju jeJMHCTBEH W-THUIL €2

napamerpuma dF, Tj. TUI pgp je HOTIYH. ([l

Jlema 3.24. Heka cy a, < --- < ay peanusayuje Tuna py. laga

(1) Pay..a, j& NOTNYH TUN; NOCTOjW jeauHCTBEH wW-TUn Yy Si(ay ... ay,).
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3. CTPYKTYPA HA JIOKYCY TTIPOCTOT THUITA
(2) Ako je b< a, nbecl(ay,...,a,), onga je b € cl(a,).

Hoxka3. /loka3z hemo cmpoBecTtu Kopucrtehm MHIYKINjy HCTOBpeMEHO Ha oba Jaesa
neme. TIpBo nocmarpajmo ciayuaj n = 1. Tlomro a; = po u nomro je pp noTmyH Tum,
upumemsyjyhu jgemy 3.23 na a1 u () kao d u E, 3ak/byuyjemMo Ja je p,, HOTIYH THIL

Hakie, neo (1) Bazku 3a n = 1. Ounrsenno je ma 3a n =1 neo (2) Baxu.

[TpernocTaBumMo na je Xumoresa TadyHa 3a n = k. Taja je pg,. .q, TOTIYH THIL

[Toncerumo ce ga je agpiq < ap < --- < ap. 3a agyq M0OCTOje JBe MOryhHOCTH:
IIpBu cay4aj: ag.i £ cl(ay,...,a).

Tana je apy1 € cl(ay,...,ax), a Tume je, no geny (2) xumorese, ayyq € cl(ag). To

nocsieannn 3.21(a) u3 agyq € cl(ag) ciaean ga je agyr = S~ (ag) 3a neko r € N.

[omrTo je a1 AeduHabUIAH HAJL G) U TOIITO j€ Pg, .. q, TOTIYH THII 3aKJbY1yjeMO

112 j€ Da;..apay,, TaKohe kommieran. OsuM je noxasan jeo (1) 3an =k + 1.

Ha 6ucmo jgokasanu eo (2), mpeTnocTaBuMo J1a HeKO b < apy1 3a70BOJbaBa

becl(ay,...,ax ap1). Tana mocroju -nedunabunna dyuxkuuja f raksa 1a BazKu:
w<f(a1>"'7ak‘7ak+1) gbga’k’—l—l <ak g <(11.
Tana Baxn w < f(ay,..., a5, S "(ap)) <b<ap <~ <ap,majedbeclay,...,a).

[To meny (2) xumorese ciaean ga je b € cl(ag), ma, no mociemum 3.21(a), caean na
je b= S""(ax). 3aro je b= S5"""(aks1), a Tume u b € cl(ags1)-
Hpyru cay4aj: apy < cl(ag,...,ax).
[To nemu 3.19 caemu na je tp(agsi/a) w-tum, rae je a = (aq,...,a;). o geny (1)
XUIOTE3€e CJIEIU JIa je P NOTIYH THIL, A j€ (ki1 = Da-

IIpuvermyjyhu nemy 3.23 Ha ag41 ¥ @ Kao d u E 3aK/bydyjyeMo J1a je THII Do, . agay
nornyn. OBum je gokasan neo (1).

a 6ucmo pokasanu geo (2) npernocraBumo 1a je b € cl(a, agy1). Taga mocroju

0-nedbunadbunua dbynknuja f raksa ga je w < f(a,arr1) < b. Heka f;(x) o3nauasa
f(a,z). Baxu:

w < falagsr) < b < appr < cl(a).

[To xunoresu p; je noriys u, no jgemu 3.19, fz(axs1) v ary1 peanusyjy pz. [pema
ToMe, fz CaMKa JIOKyC THna Pz y wera camor. Ilo jgemu 3.20 Baxu fz(apy1) =
S™"(ag41) 3a Heko m. Tanma Baxku S~ (ag1) < b < agr1, na je b € cl(agsr). OBum

je 70Ka3 3aBpIIeH. U
Jlema 3.25. [petnoctaBumo ga a, < --- < a; peanusyjy po. laga Baxu

U tpxi+1,xi (a’i+17 a“i) l_ tpazl,...,xn (al? DR an)'

1<i<n
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3. CTPYKTVYPA HA JIOKYCY IIPOCTOT TUITA

Hoxka3z. Nnayknujom. IlpernocraBumo j1a TBpheme BaxKu 3a n, Tj. Ja BaxKH
U tpxi“wi(aiﬂ, a;) Ftp(a, ..., a,)
1<i<n
n jokazahemo ma Baxku m 3a n + 1. Paawm jgakmnrer uurama y OCTaTKy TeKcTa hemo
M30CTAaBUTH UH/IEKCE KOjU YKa3yjy Ha IpoMeH/bUBe TuioBa. 1o Hehe omectn npaheme

jep he z;, x; yBek 6utn npomersbuse Tuna tp(a;, a;). Ilo xunoresu Bakn

U i a) b tp(anst, an) Utp(as, . . an),

1<i<nt1
na je morpebHO JOKa3aTH J1a THI Ha JIECHOj cTpanu dopcupa tp(ay, ..., a,). Pasm-
KyjeMo JIBa cJiydaja.

IIpBu cay4aj: Tun tp(a,y1/a,) je w-Tui.

I[To nemu 3.24(1) nocroju jeauncTBer w-Tuil y Si(aj ... ay,), Ha MOXKEMO MPUMEHUTH
nemy 3.22 u 3ak/byautu ga je tp(an.1/ai, ..., a,) jeuHcTBeH w-Tui. Jlakie, BaxKu

tp(anst, an) Ftplansi/ag, ... a,)
tp(ang1, an) Utp(ar, ..., a,) Ftplar, ..., an, Gni1).

Apyru cayqaj: Tun tp(a,,i/a,) Huje w-Tu.

I[To nocaeaunu 3.21 je a,11 = S~ ™(a,) 3a veko m € N. Tana je

tp(ans1, an) Utp(as,...,a,) Ftplas, ..., an, angr)

qUMe je TOKa3 3aBPIIeH. 0
Omnnce cBux mornyHux 2-TunoBa Koju mupe po(z) U po(y) je mat y nocaemumu 3.21.
Kombunyjyhu Ty nocieauiyy ca Jjiemom 3.25 j1o0ujamMo OHKUC CBUX HOTIIYHUX N-TH-
nosa. Crernujaano, UMaMoO OIMC TUIA wW-HU3a: AKO ay . ..a, peanusyjy po, OHIA je

(ay,...,a,) w-au3 ako u camo axo je cl(a,) < --- < cl(ay).

IMocaenuna 3.26. Heka a,, < -+ < a; peanusyjy po. Heka je W = {i < n|cl(a;11) <
cl(a;))} n V ={i < n|cl(a;y1) = cl(a;)}. 3a cBako i € V Heka je m; € N Takae ga

Baxu S (a;41) = a;. Tapa je
po(z1) Upo(x,) U{S™(z41) < a;|m €N, i € WHU{S™(x;41) =2;|i € V}E
Ftp(al,...,an).
Hokaz. Ciequ aupekTHO u3 Jjieme 3.25 u mocaemuie 3.21. [

Hoka3 teopeme 3.2: Heka je L' = {<} Uw. Taga saxu L' C L 3aro mro je
w ancopbosano y L. Tpeba nokazaru na ako (w,<) CBejo4M Ja je Py IPOCT THII,
oHJa je cBaku pesaTuBHO (-nedpunabusian noackyn ckymna po(Ud)™ wma (w U po(U))"”
penarusno gedpunadbuaan L'-popmynom. Kopucruhemo kpurepujym onucan y jsemu
1.18. /loka3 gejmMo Ha JIBa, JeJia.
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4. EKCITAH3UJE CB PAHTA 1 I CTEIIEHA K

n

Cayuaj po(U)": TlpernocraBumo na je D C po(U)™ penarusuo nedunucan L
dbopmynom ¢(z). IMokazahemo ma je D penarusno gedbunucan L'-popmynom. Heka
je K = {tp(a)|a € D}. Tana je K cKyu ¢BUX HOTILyHUX N-TUIIOBA KOjU CAJIPIKE
{0(@)}UU, <i<p, Po(w:), ma je K 3arsopen nojckyn npocropa Sy, (T'). Tpeba noxasaru

na 3a ceaku tun ¢(z) € K nocroju L'-dopmyia 0,(z) raksa ja

0y(r) cq m po(z1) U---Upo(n) U{b,(2)} - (T) - (1)

Tana, nomro je K 3arsopen y S, (T), L'-dopmyna ce mMoxke J1ako g00UTH 1O KOM-
nakTHocTH (Kao y Kpurepujymy ommcanom y Jjemu 1.18). Jla Gucmo mokazamu (1)
IPETHOCTaBUMO, He ymamyjyhiu ommroct, ga ¢(Z) uMmmaunupa o, < -+ < T 4 Ja
je a = q. Tana a, < -+ < ap peanusyjy po, IIa MOZKEMO JIa IPUMEHUMO MOCJIEUILY
3.26: 3a moBosbHO ofabpany maprurujy W,V ckyma {1,...,n} Baxku ma je Tum

tp(ay, ..., a,) = q(x) dopcupan Tumom

po(z1) Upo(x,) U{S™(2541) < i |m €N, 1 € WHU{S™ (x541) = x; |i € V} C q(Z),
[Tomro je p(z) € tp(ay, ..., a,) = q(T) Baxku

po(x1) Upo(2n) U{S™(i11) < zi|m €N, i € WHU{S™ (2511) = z;[i € V}F o(2).

I[To kommakrHOCTH TOCTOjI dhopmyra 6,(Z) Koja je Koujynkuuja dbopmyaa obauka
S™(xip1) < x; m S™(x41) = x; TakBa ma po(x1) U po(x,) U{0,(Z)} F ¢(Z). Dop-
mysa 0,(z) je L'-bopmyna (jep je S™(x) = y nedunucano L'-dpopmynom) koja je
3aJI0BOJbEHA HU30M @, Ta MpUMaja Tumy ¢ u 3aaoBosbaBa (1). OBum je jmokazau

IPBU CJIyda] TeOpeMe.

Cayuaj (wUpo(Ud))": IIpernocraumo ga je D C (w U po(U))" penaruBHO
nedbunucan L dopmynom ¢(z). Ta 6ucmo mokazamu jga je D penaTuBno JeduHUCAH
L'-dbopmynom moBosbHO je mokazaTu jga je w U po(U) Tun-nedbunabunan ckym, jep
fie Taj ocrarak joka3a Guru cimvaH JoKasy y upBoM ciayuajy (3a po(U)™). Ionrro
je po jemuncrsen noruynn w-tun y Si(0) raga je b ¢ w U po(d) ako u camo ako
nocroju ¢opmysa P(z) € tp(b) Kojy He 3aJ0BO/baBa HHUjEJIaH €JIEMEHT CKylla W.
Axo F o3HauaBa CKyl CBUX TakBux popmysia oHja je w U pg(U) pedunucan tumnom
{z <yYU) | Y(z) € F}. Haxae, (w U po(Ud))" je Tun-nedunabuian. O

4. Excnan3uje CB panra 1 u cremena k

VY oBOM 0O71e/bKY hieMO j10Ka3aTn KapakTepusalujy eKCnansuja cTpykTypa (w, <)

n (w+ w*, <) (v kojuma w Huje nedbunabmano) unju je CB panr jeanak 1, Koja je
nckasana y reopemu 1. IIpso hemo ce 6aBurtn ciyuajem deg(x = x) = 1.
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4. EKCITAH3UJE CB PAHTA 1 I CTEIIEHA K

Hoka3s reopeme 2: JIokazaliemo Ja He TIOCTOjU IpaBa eKCIaH3uja cTpyKType (w, <)
Koja 3aj0BosbaBa yciaos CB(z = x) = deg(x = z) = 1. TIpernocraBumo jia je cTpy-
krypa M = (w,<,...) jenna raksa ekcnausuja. Paauhiemo y U, yHusepsymy Teo-
puje Th(M). Yeaos CB(z = ) = deg(z = x) = 1 ummmuupa ga je csaku (-nedu-
HaOWJIaH MOJCKYI CKYIa W MM KOHAYaH WM KOKOHAYaH. 3aTO MOCTOjU jeJMHCTBEH
neasrebapckn normynu tar p € S1(0): To je Tun Koju cagpzKu cBe popMyJIe YUju je
CKYII pelema KokoHavas. Jlako je pugeru ja (C, <) = (w, <) cBej04H Ja je P IPOCT
caesa (oBze je o(x) 3anpaso x = x). Heka je D (-nedunabunnn nogackyn cxyma U™.
[Tomro je wUp(U) = U, cBaku perarusao (-nedbunabunnu ckyn je (-nedunabunam,
na npuMemyjyhn Teopemy 3.2 3akmbydyjemo na je D (-medunabunan y jesuky Koju
ce cacroju ox cumboa pesanuje < ¥ CMMOOJa KOHCTAHTH 3a €JIeMeHTe CKyla W.
Cuennjasino, D je (-pedunabunan y (U, <), na je M nedbununmona excnansuja
crpykrype (w, <). O

Teopema 3.27. He noctoju npaga ekcnansmja cTpykType (w-+w*, <) Koja 3agoBosbaBa
CB(xz = z) = deg(z = x) = 1.

Hoka3z. IIpernocrasumo ga je M = (w + w*, <,...) jesHa TakBa €KCIAH3MjA Y
jesuky L koju cajapku cumboJie KOHCTAaHTU CBUX eJieMeHaTa CKyla Hocada. Heka je
L’ jesuk xoju ce cacroju camo o1 cuMOoJ1a penanuje < u cuM00J1a KOHCTAHTU CBHX
eJleMeHaTa CKyIa Hocada. PaauMo y yHuBep3yMy U KOjH je eKCTeH3Hja CTPYKType
M. Tlocroju jenuucrBen neasnrebapeku tui p € S1(7T). Tun p je mpoct ¢ JeBa mTo
CBEJIOYN W M HCTOBPEMEHO TIPOCT C JeCHa IITO cBeaoun w*. 3aro je U = w—+p(U)+w*.
Heka je po(z) = {n < x Az < n*|n € w}. OuurmemHo je py MOATUN TUTA P U
cagapzxu camo L'-popmyate. Ilpernocraske o CB panry u creneny umoauuupajy aa
po(z) dopcupa p(x).

Heka je ¢(z) dopmyna jesuka L taksa na je D = o(U) wenpaszan ckym. IToka-
sahemo na je D nedbunabunan dhopmysnom jesuka L'. Heka je K := {tp(ai,...,a) |
(ay,...,a;) € D}. JoBosbHO je ma 3a cBako ¢ € K naljemo dbopmyny 0,(Z) € ¢
jesuxa L' taksy na wmmummnupa ¢(z). Heka je a = (aq,...,a;) = ¢. He ryGehn na

OTIITOCTU TPETIOCTABUMO /1A je
a ={ans1,...,a} = (WwWUwW)Na ugaje a, <--- < a.

Tana (aq,...,a,) € p(U)™ 3amoBosbasa L dbopmyny o(zy ..., x,,a"). [pumennmo
noceauity 3.26 HA p Kao Ha THUI TPOCT C JieBa: 3a MOTOJHO m3abpaHy HapTHI)y
W,V ckyna {1,...,n} Baxn

p(l‘l) Up(l’n) U {Sm(ZEH_l) < Z; | m e N, 1€ W} U {Sm’(l‘H_l) =Z; |l € V} F
tp(as, ..., a,),
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4. EKCITAH3UJE CB PAHTA 1 I CTEIIEHA K

IpU YeMy je JieBa cTpaHa MOJCKyH tuna tp(ag,...,a,). C o63upom aa je p(z,a’) €

tp(ai, ..., a,) BaXKn
p(ZEl)Up(ZEn)U{Sm(JZH_l) < Z; | m & N, 1€ W}U{Sm’<$z+1) = X; |Z € V} H QO(ZE,@/).

[To komnakTHOCTH, TOcTOju dhopmyna (Z) koja je kKoHjyHKumja dhopmyna obIuKa
S™(xi41) < w; w S™(w;41) = x; Taksa ga je p(xy) Up(z,) U{0(2)} - o(z,a). C
o63upom na po(z) F p(z) caenu

po(1) U po(xn) U{0(2)} b= (7, d).

JleBa cTpama caapzxku camo dopmyse jesuka L', ma, Mo KOMIAKTHOCTH, CJIEIH Ja
nocroju L'-bopmyna 0,(z) € tp(ay,...,a,) xoja ummmnupa ¢(z,a’). Popmyaa
04(T) A Nicichon Tnti = Gnyi je dopmyina jesuxa L' koja npunaja Tuiy ¢ u Koja
umunupa @(xy, ..., Tg), 0a je, 1m0 kpurepujymy us jeme 1.18, ¢ moayino T' eksu-
BasienTHa POpMY/IH jesuka L', auMe je 10Ka3 3aBpIICH. 0

Jloka3 nperxojiHe TeopemMe MOxke O6UTH MCKopuIiiheH ja 06jacHU JIOKAJIHY CTPY-
KTYpYy TUIOBA KOjH CYy UCTOBPEMEHO MPOCTH U € JIeBA U C JIeCHA Y OTHOCY HA UCTO ype-
beme. ['pybo rosopehm, ciemneha Teopema nckasyje jga cy JOKaJIHO, 0 Ha AeduHH-
IIIOHY €KBUBAJEHTHOCT, TAKBU TUMOBHU jeWHCTBEHU HeaarebapcKu MOTIYyHU 1-TH-
1oBu crpykrype (w+ w*, <). 3a dopmysy 6e3 napamerapa o(x) 10/ CTPYKTYpPOM
uHIYKOBaHOM Ha 0(U) moapasymeBaMo CTPYKTYpPY K0joj je ckyn Hocad o(U) u unje
cy 0-nedunabuine pesanuje Tauno onu y crpyKrypu U 0-gedpunabuinm noacKymnosn
ckyna o(U)" (3a cBako n).

Teopema 3.28. Heka je p € S1(T') nctospemeHo npocT ca seBa 1 Ca AeCHa y OfHOCY
Ha (o(U), <). Heka Cp,Cr C dcl()) 3agososmasajy ycnose Tephersa 3.14:
(1) (¢(U), <) je pnckpeTHo nuneapHo ypehierwe, C My je novetHn komag n Cg
MY je 3aBpLUHM KOMaf,.
(2) (CL,<) = (w, <) m (Cr, <) = (w*, <).
(3) 3a ceaky dopmyny p(z) € p je Cr, UCr ~\ ¢(Cr, U CR) je koHa4yaH.
(4) CLUpU)UCRr = o(U); p je jeamHcTBeH Heanrebapckm noTnyH 1-tun kojun
cagpxu o(x).
Taga je nnpykosaHa ctpyktypa (o(U),...) BePUHNLMOHO €KBMBANEHTHAa CTPYKTYpW
(oc(U),<). Cneunjanno, (c(U), <) = (w + w*, <).

Hoka3z. ['taBan meo mokasza TeopeMe 3.27 je UWIbeHUIA Ja je P jeIMHCTBEH HeaJre-
OapcKu MOTIYHU 1-THII 1 J1a je IeroB JIOKYC cMelnTen udMehy w u w*. Veru mocrynak
y kome Cp u Cg 3ay3My MeCcTO CKYNMOBa w U W* THM PEJIOM HTPUMEHHUB je ¥ OBOM

JIOKA3Y. 0

Ocrarak oBe riaBe je nmocBehen mokasy teopeme 1. Jlokas meHa aBa Jema je 1aT
y TocebHa JiBa TOT/IaB/ba KOja CJeje.
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4.1. Exkcnansuje crpykrype (w,<).

Y oBoM morsiaBby heMo pasmarparu ekciiansuje crpykrype (w, <) CB panra 1
u crernena k > 1 u mokazaTu npBH Jjieo Teopeme 1. 3aTo hemo mpeTmnocTaBuTH Ja je
M= (w,<,...)unaje CB(x =2)=1udeg(x =2x) =k > 1. Tlokasahemo na
je ctpykrypa M neduHUINOHO eKBUBATEHTHA CTPYKTYpu (w, <, P;). TloBosbHO je
yBecru caegehy voranujy: Kaxkemo jga je 6eckonadan M-gedunadbuian ckyn D C w

MuHEMaJIaH y M yKoJMKO ra Hujegan apyru M-aedunabuian CKyI He 1era Ha 1Ba

OeckoHa4Ha Jlesa. 3a MEHUMaJHe cKymnose Dq, Dy mocToje ase moryhuocru:

(1) Ckopo cy aucjyakrau:: Dy N Dy je KoHadaH.

(2) Cxkopo cy jeanaku (y ozuanu Dy =* Dy): D1ADy je konavaH.
[Tpernocraska deg(x = x) = k je exBuBajenTHa ¢ THM ja je k jeMHCTBEH IPUPO-

Jlan Opoj 3a KOju IMOCTOje MUHUMAJIHH, 10 HAPOBUMa CKOPO JUCJYHKTHU CKYIIOBH
. k
D1, Dy, ..., Dy taksu ga je w =" J;_; D;.

Hanomena 3.29. Ako cy {D1,Ds,...,D,} v {E1, Es, ..., E,} ase damunuje mu-

HUMaJHWX, NO NapOBMMa CKOPO AMCJYHKTHUX CKYNoBa TakKge Aa je U D; =" U E; Tapa
i=1 j=1
je m = n n noctoju nepmytayuja 7 ckyna {1,2,3,...,n} Taksa ga je D; =* E ;) 3a

CBakKo 7 < N.
JIema 3.30. Ckyn {z |z = 0(mod k)} je munumanan (gedumHabunan) ckyny M.

Hoxka3s. [IpernocraBumo aa je D munumasian ckyn. Tazxa je 3a cBako ¢ € Z TpaHc-
nat D + i takohe munumanan. Heka je S :={i € Z|D =* (D +1)}. Ilokazaliemo
aa je S noarpyna rpyue (Z,+). Heka cy i,j € S. Tagaje D =*D+iu D =D+
u, 110 TpaH3uTUBHOCTHU pejanuje =", 6uhe u D + 1 =* D + 5. Tpaunciupajyhu obda
ckyna 3a —i gobuja ce D =* D 4+ j — 1. Hakue, j — ¢ € S, na 3ak/py4ayjemo ja je S
noarpyna. [lokazahemo ga je S merpusujasna nmogrpymna. [lomro ckynmosu D + i He
Mory aa Oy/1y 1o TmapoBUMa JWCjYHKTHH 3a CBaKo ¢ € Z, mopa outu D +1 =D + j
3a HeKe MehycobHO pasmuunte ¢, ) € Z. tagaje D =" D+1—7,1—j#0ni—j € S.

Heka je n € N takso ga je S = nZ. U3 nedununuje ckymna S u ocobnHA TOAPYIIa
rpyne (Z,+) 3akbyuyjemo na je n wajsehu 6poj 3a koju cy ckynosu D, D + 1, D +
2,...,D+(n—1) no napoBuma ckopo aucjyukrau. [Tokazaliemo ja je muxoBa yHuja
CKOPO jesHaka ckymy w. Jeanakoct D =* (D + n) ummmnupa na 3a Heko a € D
BazK1

MEWVx>a)(reD&sx+neD). (1)

TBpaumo 3a b, c, 6mio Koju map ejnemenara ckyna ) koju cy Behm ox a, ma cy
kourpyenrnu moaysno n. Heka je B = {b+in|i € N} u nexa je C = {c+in|i € N}.
Tana, o (1), Bazku B C D u C C D. Tlomro je B = C + b — ¢ 3ak/byuyjemo jia
jeD+b—c2 B,naje DND+b— c 6eckoHauad u, 10 MUHAMAJTHOCTH CKYTIOBa
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DuD+b—c Baxu D ="D+b—c. 3aroBaxnb—c €S, aTume u 1a cy b, c
KOHTDYEHTHH MOJYJIO N, YUMe je JOKa3aHa TBPIEha.

Hexka je D’ ckyn cBux esiemenara ckyna D koju cy sehn on a. Tauna je D =* D/,
na je D' munumasnan. ITonrro cy cBaka apa esemena ckyna D' KorpyeHTHa MOILYJIO 1
ube D' saxu D' C B. Tana, no (1), cienn na je B =* D', na je B nedunabuian
u muaumasan. Jlakie, B — b= {x|x = 0(mod n)}. [Momro je w aucjyHkrHa yHUja
n TpaHcsaTa cKyna B — b u cBaku je MUHMMaJIaH, 3aKk/bydyjeMo ja je n = deg(x =

x) = k. Baro je {x|x = 0(mod k)} Munumanan, yuMe je jema JOKa3aHA. O

Hoka3 teopeme 1(1): ITo semu 3.30, Py(z) je nedunadburan y M, na je ekcrnan-
suja My = (w, <, Py(w),...) nedununuona ekcnanszuja crpykrype M. Hexka je U
yuusep3ym Teopuje Th(My).

Tepama: Ceaku (- gedunabunan ckyn y U uma gedunuumjy y jesuky L' koju ce
cactoju of cumbona <, P, n cnmbona KOHCTaHTN 3a eNeMeHTe CKyna w.

OuurjieHo je ma TBP/AHA UMILIHIEPA J1e(PUHUIMOHY €KBUBAJEHTHOCT CTPYKTYpa
My u (w, <, Pr(w)).

[IpBo hemo mokasatm Tepamy 3a (-nedunabuamm nogckyn D' C Py (U)". Heka
je p € Si(T) jeman Py(w)-tun. Ilomro je Py(w) munumanan ckyn y My, p je
jemuncren normnyuu Py (w)-tun u Py(x) n (Py(w), <) cBegoue ja je p mpoct ¢ Jiesa.
[Tpuverumo na Baxku Py(U) = Pr(w) U p(U). Tlpumenumo Teopemy 3.2 ua p: D’
je pestarusro gedunucan dbopmyiom jesuka L yuyrap (Py(w) U pU))" = Pp(U)".
[Towrro je Py,(U) L'-nedunabunan, mopa u D' 6urn L'-nepunabunan. Osum je qoka-
3aH CHenujajan CIydaj TBpame. [la GucMo J0Ka3a/au NOTIyHY TBP/bY TPETIIOCTABY-
Mo 1a je D C U™ (-nedunabunan ckyn. 3a ceakn U = (vq,...,0,) € {0,... k—1}"
ngebuanmmvo Dy = {a € D|a+ v € P,(U)"}. Tpumernmo ma je D aucjyHKTHA
yunja ckynosa Dy, Tazna je D; + v nedunabunan noackyn ckymna Py(U)™. Tlo mo-
Ka3aHOM CIIEIUjAJHOM Cay4ajy TBphema, ckyn Dy 4+ 0 je L'-nedpunabuian, ma je To
u Dy. C ob3upom na je D yumja ckynosa Dy, u cam D je L'-nedunabunan. Oum

je 3aBpien jmoka3 reopme 1(1). O

4.2. Exkcnanzuje cTpykrype (w + w*, <).

Hoka3 apyror jesna teopeme 1 je ciamuan jokazy npsor. Ckuma jokas3a je
caeneha: ITpernocrasumo ga je M ekcnansuja crpykrype (w 4 w*, <) taksa na je
CB(x =x)=1,deg(zr =) =k > 1 u na w uuje nedpunadbunuo y M. ITokazahemo

Ja je M neduHUIMOHO eKBUBAJIEHTHO CTPYKTYPH (w + w*, <, By)).
[IpermoctaBumo fa je D munumanian ckyn y M. Kao y mpoka3sy jeme 3.30 mobuja
ce naje {i € Z|D =* D+ i} = nZ. llomro w uuje gedbunadbunuo y M u Baku
D =* D + n, nocroju m € w TaKBO Jia BaxKu
ME Vz)im<z<m*= (xr€D<+= S"(x) e D)) .
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4. EKCITAH3UJE CB PAHTA 1 I CTEIIEHA K

Crnemn na je D N w cKOpO jeHAKO HEKOM TPaHCJAaTy CKyma n -w u ga je D N w*
CKOPO je/THAKO HEKOM TpaHCJATy cKyna n - w*. 3akpydyjemo ja je n = k, na je D
CKOPO jejHako HeKoM By, u ga je By nedunadbumian n munnmanan y M. Jloka3
jeduHuIMOne ekBUBaJEHTHOCTH CTPYKTYypa M n (w + w*, <, By;) je camvan oaro-

BapajyheMm JoKka3y HpBOT Jiejla TeopeMme.
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[TOTJIABJBE 4

JImHeapHa OMHAPHOCT, jaka JMHeapHa OMHAPHOCT

Y 0BOM 1OIaB/BY onucyjeMo JiepruHabuiine CKynose y JuHeapHuMm ypehemuma,
Moryhe ca npuioaTuM YHAPHUM IpPeJMKATUMA U KOHBEKCHUM €KBHUBAJICHIIAjaMa
U Kao pe3y/iTal UCIUTUBAIHA JIOKasyjemMo TeopeMy 3. BaBumo ce crenududannm
o0/unuMa OMHAPHOCTH KOjU Cy KapaKTEePUCTUYHU 3a Teopuje JimHeapHo ypehennx
CTPYKTypa. YBOJIUMO TI0jaM JIMHEapHe OMHAPHOCTH W jaKe JUHeapHe OMHAPHOCTU U
JIOKa3yjeMo TeopeMmy 4, OJHOCHO Jla CBOJCTBO jaKe JIMHeapHe OMHAPHOCTHU eCeHIn]ja-
JIHO KapaKTepwullle Teopuje JIHHeapHUX ypeherma ca TpuaoJaTuM YHAPHUM U KOHBEK-

CHUM pesarnnjamMa eKBUBaJICHIIje.

[Toryna Teopujy mpsor pena 1’ je bunapua ako je cBaka L dopmyna T-ekBuBa-
sienTHa ByoBoj koMmOunanuju L dopmyia Koje uMmajy HajBuime jBe cJa000He IPo-
MeH/bUBe. BUHADHOCT Ce HA eKBUBAJIEHTAH HAYUH MOZKE U3PA3UTH U HPEKO THUIIOBA

caejiehumM ycjaoBoMm:

Ba cBaku npupoan 6poj n U CBAKM MOTIYH THI P(T1, . . ., Ty) BAXKA
U pi,j(xi,xj)l_p(.fl'l,...,.flﬁn),
1<i<j<n

e je p; j(2;, *;) MOTIyHU 2-THUI KOJU Ce CAcToju O cBUX (hopMya
¢(xi> xj) cp.

[Ipumemyjyhu TeopeMy KOMIIAKTHOCTH, HUje TEIIKO JIOKA3aTH Ja je IPEeTXOTHU YCI0B
ekBUBaJieHTaH OunapHocTu teopuje 1. Posenmrraju y [14] waBoan na je @. Fansun
II0KA3a0 Jia ¢y Teopuje JuHeapHux ypehema ounapue, a Pyoun je y [15] nokaszao na
je cBaka ILOTIyHa TeOopHuja JIMHEAPHOr ypehema ca yHAPDHUM lIpeJiukaruMa OuHapHa
U TO Yy CMUCJIY jadeMm oJ1 obuuHe bunapuocTu. 10 je uctu 00/1MK OMHAPHOCTH JI0 KOTr'a
CMO MU JOULIN Y JPYTOM MHOTJIAB/BY: 3a G < --+ < a1 U3 JIOKYCa MPOCTOr THIIA

BaKN
U tpwi’xiﬂ(ai, aiy1) tpxh_'wn(al, cey Q).
1<i<n
Mu hemMo 0BO CBOjCTBO MMEHOBATH W JATH BUIIEC YCJIOBA KOJU CYy MYy eKBUBa-

JIBHTHU. 3a TaKBO CBOJCTBO CTPYKTYpa M TEeOPHUja KayKeMo Jia je CBOjCTBO JIMHEapHe
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1. JINHEAPHA BUHAPHOCT

bunapuocTu. Jegan o/ MHTEPECAHTHUX €KBUBAJIEHATA je onucan y jemu 4.8 Koja Ka-
JKe JIa y JIMHeApHO GUHAPHUM CTPYKTypama ckyn DN [b, —) nMa KOHAYHO MHOTO CJIH-
Ka 1npu ayromopdusmuma koju dukcupajy tadky b kaj roj cy napamerpu y ¢hop-
Mysn Koja jgedunumre ckyn D mamu ox b. Y reopemu 4.17 (3anmpaBo y BapujaHTH
OBe TeopeMe) ToKasyjemo Ja je a gedunabusian ckyn D(a) Koju nMa KOHAYHO MHOTO
KOHBEKCHHMX KOMIIOHEHTH jejHak Bysosoj komounanuju (-nedpunabujnux cKynosa,
ckynosa [a,—), (—,al, {a} n knaca enementa a (konauno muoro) (-nedunabumranx
KOHBEKCHUX €KBHUBAJEHINja U (KOHAYHO MHOIO) CJIeJIOCHUKA KJIACA eJIEMEHTA d.

3a masby aHaJqu3y JuHeapHe OMHAPHOCTH MPOOJIEM MPeICTaB/ha MOCTOjahe CKY-
OBa KOjU MMajy OECKOHAYHO MHOTO KOHBEKCHUX KOMIIOHEHTHU. 3aTO YBOJIUMO MOjaM
jako JimHeapHO OMHAPHUX CTPYKTypa; TO je HOTK/Iaca JUHeApHO OMHAPDHUX CTPY-
kTypa unja he ¢popmasna gedpununuja outn gara kacauje: Ako ce jaBa ayroMmopdu-
3Ma MOKJIAMNA]y HA KOHBEKCHOM CKYILY, OHJIa C€ O] IhiX MOZKe HaIlPABUTHU ay TOMOPQU-
3aM TaKO IITO C€ HA YOUYEHOM KOHBEKCHOM CKYIIy TIPUMeEmbyje jejlaH ayToMOpdu3aM,
a Ha OCTaTKy JPYTH.

WNucnmpanyja 3a ucTuname oBe 0coOnHe cy JIMHeapHa ypehema ca j1ogaTuM 00ja-
Ma (YHAPHUM IpeJMKATHMA) U PeJiallijaMa eKBUBAJICHIIje Yhje Cy KJIace KOHBEKCHE.
3aro ce namehe nuTame, MOTY JI U HEKe JIpyre CTPYKType OUTH jaKO JUHEAPHO Ou-
mapue. Ha kpajy mormassba ajeMo OJTOBOp Ha OBO MHTAIHE, a TO je Ja Cy yodeHe
CTPYKTYPE €CeHIMjaJIHO je/IMHe KOje MMajy TO CBOjcTBO. TadHwuje, mokasyjemo ja je
jaka iuHeapHa OMHAPHOCT, MAKO YBeJIeHa Ka0 CBOjCTBO 3acuheHe CTPYKTYpe, 3a1paBo
CBOjCTBO TEOpHje U Jjia je Teopuja Koja MMa TO CBOjCTBO JAeMUHUIIMOHO eKBUBAJIEHTHA,
Teopuju JImHeapHOT ypehema ca J01aTuM YHAPHUM MPEINKATAMA U KOHBEKCHUM pPe-

JlanimjaMa eKBUBaJIeHII]e.

1. JImneapua 6uHapHOCT

Y oBoM 0jiesbKy hemo yBecTHu mojam JjimHeapHe OMHAPHOCTH W NMPUKA3ATU HHEHE
ocHoBHe ocobuHe. [J1aBHU pesy/irar oBOT JieJia je Teopema 4.17 y K0joj JiajeMo onuc
a jepuHAOMIHUX CKYMOBA KOJH MMajy KOHAYHO MHOTO KOHBEKCHUX KOMIIOHEHTH Yy
JUHeapHO OWHADHUM CTPYKTypama: To cy DByrnose xombunamnmje 0-medpunabumanmx
CKYIOBa, CKyla [a, —) u Kjaca ejqeMenTa a (KoHa9HO MHOTO) (- nedunabuaanx KOH-

BEKCHUX €KBUBAJICHIHja U (KOHAYHO MHOIO) CJIeJ0CHUKA KJIaca eJIeMEeHTa d.

Jlema 4.1. Heka je T notnyHa Teopuja. Cnegehn nckasm cy eKBnBaneHTHN:

(1) 3a ceakmu npupogan 6poj n u ceakm notnyH TUn p(zi,...,T,) KOjU CagpXu
dopmyny /\ T; < Tiy1 BaXKN

1<i<n

U pz('xl; x’i+1) l_ p(x17 L 7xn)7

1<i<n
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1. JINHEAPHA BUHAPHOCT

rae je p;(x;, x;41) 2-Tun koju ce cactoju og ceux dopmyna ¢(x;, xir1) € p.
(2) 3a cBaku npupogan 6poj n u ceakm notnyH TUn p(Ti,...,T,) KOjU CagpXu
dopmyny /\ x; < XTipp M cBako i € {2,...,n — 1} Baxu
1<i<n

P<i(T1, .o x) Upsi(@y ooy mn) Fopla, .. ),

rae je p<i(T1,...,T;) TAN KOju ce cacToju og cBux ¢hopmyna Tuna p umje cy
cnobogHe npomersbuse meby {x1,...,z;} w rge je psi(x;,...,x,) TN Kojn
ce cactoju of cBux cpopmyna Tuna p 4Yuje cy ciobogHe npomeHsbue Mehy
{zi, ...,z }.

(3) 3aceaky L dopmyny ¢(z1, ..., 2,) carnacHy ca Teopujom T’ u koja umnauympa

dopmyny /\ x; < ;41 noctoje L copmyne ¢;(x1, ..., x;, ) m Oj(xi, ..., x,)
1<i<n
3a j € {l,...,k} Takee ga je wuxosa bynosa kombuHayuja T-ekBuBaneHTHa

dopmynn .
(4) 3aceaky L dopmyny ¢(z1, ..., x,) carnacHy ca Teopujom 1" u koja umnnuympa
dopmyny /\ z; < ;41 noctoje popmyne ¢; (v, xi01) 3a1 € {1,...,n—1}

1<i<n
nj € {l,...,k} Takee ga je wuxosa bynosa kombuHaymja T-ekBuBaneHTHa

dopmynn ¢.

Hoxkas. Kopucruhemo TpansuruBroct penanuje b, 1j. na w3z AF B u B+ C ciean
AFC.

(1) = (2): Hexka je p(z1,...,x,) IOTIYHN TUI KOjU CaapKu GHOPMYJLY

/\ x; < Tiyp v HEKa je i € {2,...,n — 1}. Baxn

1<i<n

U pi(wj,2541) C pei(@1, .. 2) 1 U pi(xj, wj401) € poi(@iy - .., 7). Haxme,
1<j<i i<j<n

p<i(@1, - @) Upsi(@i, ... @a) b U pi(@j Tja) Fp(@n, - @)

1<j<n
[IpBy pammy omnpaBaaBajy yodeHe peJaliuje MOJICKYyIa, JAPYTy MPeTIoCTaBKa ja je

ncrymen ycyios (1).

(2) = (3): Heka je ¢(z1,...,x,) dopmyna 6e3 napamerapa CarJacHa ¢a TeOPUjom

T TaxBa Ia BaxKu

TE (Vzi,...,x,) ((b(xl,...,:cn) — /\ Z; <xi+1> )

1<i<n

Heka je p(x1, ..., T,) TOTIYHI TUI KOju caap:ku (dopmyiy ¢. Tlomro je ncnymen

yciioB (1), Baxu

pgz‘(%, . ,%) UP>¢(% e ,fEn) k- P(%, e ,ﬂfn%
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1. JINHEAPHA BUHAPHOCT

a THMe 1
P<i(T1, .o x) Upsi(@y ooy xn) F o(x, .o, 2).
I[To kommakTHOCTH, TTIOCTOje bopMmyTTe Yy (L1, ..., T, ) € P<i(T1,...,2;) 1
Op(iy. .. ) € pi(Ty, ..., ,) TAKBe 12 j€
Up(xr, .o @) ANy ) P @(an,..., T0).
Hakie, 3a cBaku tat p(z1,...,%,) € [¢p(x1,. .., x,)], HAILIH MO

Up(z1, . @i ) A Op(zy, ... )

TaKBY Ja je
p(x1, .. Ty) € [Up(1, .oy ) A Op(Ts, .o, 20)] C [P0, ..., 20)],

maje {[Yp(x1, ..., 2 ) A Op(xs, ... x0)] | p(a1,...,2,) € [@(21,. .., 2,)]} oTBOpEH TO-
KpUBad KOMIIAKTHOT mpocTopa [¢(xy,...,2,)]. [Io KOMOAKTHOCTH, MOCTOjU HEroB

KOHa4aH IIOTIIOKpHUBa4

{lWpy (21, sy ) A Opy (s o0y [Up (1, - oy ) AN O (s )]}

Ymecro Py (21, ..., 24, )AOp, (i, - . ., Tp) mHCAREMO Vi (X1, . . ., 24, )N Oj (24, ..., 7).
Hakme, [y (z1,. .., x5 ) A O1(ziy . xn)] U Uz, .o 2, ) A Ok, .. x,)] =
[p(z1, ..., x,)] Tj.

(Vr(xe, o yxiy ) AN OL(Tgy ooy xn)) VooV (U2, ey ) A Oy .o x)) <=
(1, ..., x,), MTO je Tpebaso moKa3aTu.

Nvnmukanuje (3) = (4) u (4) = (1) ce jegHOCTABHO JOKA3Y]y. UJ

Hedunumuja 4.2. 3a noTnyHy Teopujy JnHeapHo ypeheHe CTpyKType koja ucnyraga

ycnoee neme 4.1 kaxxemo Aa je finHeapHo buHapHa.

[Ipumep Teopuje Koja je JimHeapHO OMHAPHA U IPUMED CTPYKTYpe Koja je OmHap-

Ha, a HUje JuHeapHO OMHApHA HHUje TellKo Hahwu, ImTo mokasyje ciejgehu mpumep.

ITpumep 4.3. (1) Heka je M,, = (Q, <, E,,) npn yemy je E,, penaunja ekeneaneHyuje
KOja MMa Ta4yHO N rycTux knaca eksusaneHnuymje. CanyHo gokasy ga je Teopmja ype-
hetba paumoHanHux bpojeBa Ny kaTeropmyHa W Mma ennMUHaLMjy KBaAHTUUKATOPA,
MOXe Ce nokasatu ga ucto Baxu u 3a teopujy Th(M,,). [pernocraeumo pa Huzo-
BU Q1,...,0, W by,... b, nmajy nctun 6eckBaHTOpHM TWN, OAHOCHO Aa 3a40BOJbaBa-
Jy ncte atomcke dopmyne. Jlako je Bugetn ga 3a ceakm enemeHtT a € Q noctoju
b € Q TakaB fa ” HU30BW Ay, ...,0dn,a N by, ... b, b umajy nctn GeckBaHTOpHW Tunm.
OBa uunrbeHMLa fJaje OCHOB 3a NPUMEHY Hanpef-Ha3afj MeTOAe KOJOM Mpec/nMKaBake
aecdutncaro ca f(a;) = b; (3a 1 < i < n) npogyxaeamo fo ayTomopmama CTpyKTy-
pe M, opakne cnegm tp(as,...,a,) = tp(by,...,b,). C gpyre cTpaHe, Hanpea-Hasag
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1. JINHEAPHA BUHAPHOCT

METOAOM MoKa3syje Ce W Aa Cy cBaka Aga npebpojusa mogena teopuje Th(M,,) nzo-
mMopdHa, ogHOCHO Aa je Ta Teopuja N kaTeropuyHa. [locebHo, M, je 3acuhien mogen
OBe TeOpuje 1 CBAKN HEH N-TUM je peasn3oBaH y heMy. 3aK/byyyjeMO [a CBaka fBa
KOHa4Ha Hu3a enemeHata mogena teopuje Th(M,,) koja umajy nctm 6ecksaHTopHu TUM,
MOpajy MMaTKh N UCTU TWMN, OAaKJe eNMMUHALM]A KBAaHTMMKATOpa Cregn.

MNMoTnyHa Teopuja cTpykType My je nuHeapHo GuHapHa. To ce BuAn M3 YnmeHuue
ga cy notnyHu 2-tunosm (y npomensbueuma = n y) ogpehenn (opcupanu) noperkom
n cpopmynom Es(z,y) n ga cy notnyHn 3-tunoen ogpefjenn Bynosom kombunaumjom
cdopmyna u3 ckyna {z < y,y < z,x < z, Ey(z,y), Fa(x, 2), E5(y, 2)}. Taga 3a a <
b < ¢ n3 YnreHunue ga 3Hamo ga M cy a n by penauynjn Fs n ga nn cy b un ¢y penaynjn

E5, 3Hamo n ga nn cy a n ¢y penauynjn Fs, na Baxn
tp(a,b) Utp(b,c) - tp(a, b, c).

Ca pgpyre ctpaHe, noTtnyHa Teopuja CTpyktype M, 3a n > 2 je buHapHa, anm Huje
NnHeapHo buHapHa. [la Ta Teopuja Huje AnMHeapHO GuHapHa Buaun ce us cnepeher pe-
30HoBarba: tp(a,b) je notnyHo ogpeleH (y3 ycnos a < b) nncopmaumjom o Tome Aa
A cy a n by nucToj uanm pasnmnynToj Knacu ekeueaneHumje F,. Ako Baxu a < b < ¢
M aKo MMamMo mHcpopMaumnjy fa a n b Hucy y penauynju E, n b n ¢ Hucy y penauujun
E,,, nemamo nHdopmaymjy o ToMme ga nm a u ¢ jecy unm Hucy y penauymjun E,. [akne,
n3 tp(a,b) n tp(b,c), He moxemo 3akmyuntn ga au je E,(z,y) € tp(a,c) nan je
-FE,(z,y) € tp(a,c), a TAMe He 3HamoO Hn kako u3rnega tp(a,b,c). Y oBoj cTpykTypu

je moryfie ga (3a a < b < ¢) Baxu

tp(b, ) = tp(b,¢) u tp(a,b,¢) # tp(a,b, ),

[IOK KOA CTPYKTYypa KOje Cy JIMHeapHO OMHapHE TO He MOXE fa ce Aecw.

(2) Epenxdojt je 1959. rognHe npoHallao nNpen Npumep TEOpMje KOja MMa TayvHo 3
npebpojuea mogena fo Ha nsomopdusam. To je Teopuja T = Th(Q, <,n)pen. Cnnuno
Kao y NPETXOAHOM MpUMeEpPY MOXE Ce A0Ka3aTu [a OHA AOoNyLTa eNMMMHALN]Y KBAHTU-
crkaTopa u ga je nuHeapHo buHapHa. Hanomenumo jow ga cy npeoctana gga (8o Ha
n3omopcusam) npebpojusa mMogena oBe Teopuje (Q,<,—%)HGN n (Q, <, W#)%N,
OAHOCHO pAa cy oapeheHn nHgopmaLnjom 0 TOME 4a I HA3 KOHCTAHTU KOHBEPIpa wn
He. 3aHMMJBMBO je Aa Cy CBW MO3HATW MPUMEPN Teopuja Ca KOHA4YHO MHOrO a BULLE Of
jeaHor npebpojueor mogena BapujaHTe oBor npumepa; Ha npumep, ymecto koHCTaHTK
MOXEMO Y3€TW yHapHe npeaukaTte P, Koje YMHW CKyn CBUX pauMoHanHux bpojeBa Ma-
tbux of nw. JluHeapHa buHapHocT EpenxdojToBe Teopuje cnegm m U3 MHOro onwiTuje
yurbeHnue kojy fiemo gokasatu y 4.18: Caka ekcnaHsmja mMa Kor nmHeapHor ypehera
YHAapHUM NpeankaTuMa je nnHeapHo buHapHa. KoHcTaTyjMo jow fa Heke of BapujaHTh
Epenxdojrose Teopuje He mopajy 6utn nuHeapvo bunapre. Y pagy [8] koHcTpymcana
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1. JINHEAPHA BUHAPHOCT

je notnyHa Teopuja OeckoHadHe JIMHEApPHO ypeheHe CTPyKType Koja MMa u CTPYKTYpy
Abenose rpyne n csera 3 npebpojusa mogena.

OBu mpuMepH WIYCTPYjy Ja CTPYKType JUHEeApHO OMHADHE TeopHje UMajy, y
M3BECHOM CMUCJTY, HE3aBUCHE MOJACTPYKTYPE UHjU Cy CKYNOBH Hocaun (—,al u [a, —)
(3a 6uJI0 KOje a), JIOK CTPYKTYpPe TeopHje Koje HUCY JMHeapHO OMHADHE TO HeMajy.

Ty ,,ne3aBucHoct” omucyje ciejeha jema.

Jlema 4.4. Heka je T notnyHa Teopuja nuneapHor ypeherwa. Cnepehn uckasm cy eksu-

BaJIEHTHU:

(1) Teopmja T je nuHeapHo BuHapHa.
(2) MocTojn U, 3acufien mogen Teopuje 1" Takae aa kag rog je F' € Auty 3a koju
je F(a) = a 3a Heko a € U, npecnukasarbe H oppeheHo ca

H(ZL‘):{ F(z), 3a z>a

=
x, 3a T <a

je Takohe ayTomopcusam cTpykType U.
(3) 3a cBaku U, 3acuhien mogen Teopuje T' Baxu ga 3a cako F' € Auty TakBo aa

je F(a) = a 3a neko a € U, npecnukasarwse H oppehero ca

H(x):{F<x)’ 3a 1:>Z

=
x, 38 T <

je Takohe ayTomopdusam cTpykType .

Hoxkaz. (1) = (3): TIpernocraBumo ja je ucnywen yciaos (1) u na je U 6usio koju
sacihen mozen teopnje T. Tazma ce 3a cBaka aa pactyha vmsa b u d crpykrype U n3
tp(by, ..., 0;) =tp(dy,...,d;) utp(b;,...,bx) =tp(d,, ..., dy) Moxke 3aK/byanTH 2 je
tp(by, ..., biy...,br) =tp(dy,...,d;, ... ,d;). Heka je F' ayromopdusam yHuBep3yma
U rakaB 1a je F'(a) = a 3a weko a € U n ueka je H onpeleno ca

H(x) F(z), 3a z>a
€T) =
T, 3a T < a.

[Tokakumo ma je H ayromopduszam yausepsyma. C ob3upom ja je H oumro ayro-
Mopdusam JmHeapHor ypehema JOBO/BHO je MoKa3aTH [a 3a CBakd pacTyhm Hus
¢ = (c1,...,¢,) Baku tp(¢) = tp(H(¢)). Be3 ymarmema ONIITOCTH MOYKEMO MpeT-
IOCTAaBUTH Ja je a jeJlaH OJ ejleMeHaTa Cj, jep aKo HHje, MOXKeMO ra JOoJaTH U aKo
JIOKazkeMo Jia Baxku tp(ca) = tp(H (ca)), oHma ce ofaTiie MOKe 3aK/byUYUTH J1a BAKH
tp(¢) = tp(H(¢)). CnyuajeBu a = ¢; U G = ¢, Cy TPUBUJATHU: Y TPBOM CJIyUajy
je H(¢) = F(¢), ma, ¢ o63upom 1a je F' ayromopduszam, Baxu tp(c) = tp(H(c)); y

apyrom je H(¢) = ¢. Tpeocrao je cayuaj ¢ < a = ¢; < ¢,. Baxu

(0) tp(ey, ..., cio1,a) = tp(H(er), ..., H(cioq), H(a)),
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1. JIMHEAPHA BUHAPHOCT
jepje (H(cy),...,H(ci—1),H(a)) = (¢1,...,¢i—1,a). Takobhe, Bazku
(‘) tp(a7 Cit1y--- ,Cn) = tp(H(a’)7 H(Ci+1)7 s )H(Cn))a

jep je (H(a),H(ci+1),..., H(cy)) = (F(a), F(¢iy1), ..., F(cy)) u jep je F ayromop-
dbuzam. 13 () u (#), momro je ucnyrmen ycaos (1), 3akbydyjemMo ja BaxKu

tp(c1, .-, Cio1,a,Cinty .-y Cn) = tp(H (1), ..., H(eioq), H(a), H(¢iy1), ..., H(cy)),

IITO je TpebaJio MOKa3aTH.

(3) = (2): Ouwnrnezno.

(2) = (1): IIpernocraBumo caj jaa je uciyrben ycaos (2). Heka je p(z1,...,xx)

HNOTIYHU THUI KOjU CaIpxKu (HOopMyTy /\ x; < x;41. Heka je a € U peanuzanuja
1<i<k

tuna p. IlpernocraBumo aa je (by,...,b;) € U peanusanuja tuna p<;(ry,...,T;) n

aa je (by,...,by) € U peanusanuja tuna ps;(z;,...,x;) 3a Heko ¢ € {2,...,k — 1}.

[Tokazahemo ma je tp(b) = p a Tume u ja je ucnyrmen yciaos (2). 3a 10 je J0BOBHO

Ja KOHCTpyHImeMo ayToMopdusaM Koju ciuka mm3 by mms a. U3 tp(by,...,b;) =
tp(aq, - .., a;) ciean ga nocroju ayromopdusam G koju cauka (by, ..., b))y (a1, ..., a;).
Osunauumo ca (¢, ...,c;) vu3 (G(b;),...,G(b)). Caga umamo jaa

tp(ciy ..., cx) =tp(by, ..., bg) = tp(ai, ..., ax).

[IpBa jegnakocr Bazku 300r Tora mrro je G ayromopdusam, Apyra je mo4eTHa Hperio-
craBka, ma nocroju ayromopdusam F koju ciuka uus (¢, ..., cx) y nu3 (a;, ..., ag).

Heka je H npeciiukasame ojpeheno ca

C;
C

[Tomrro je ucnymen yciaos (2) u nomro je ¢; = G(b;) = a;, 3akmyuyjemo na je H

ayromopdusam. Tazma je u H o G ayromopduzam koju cauka (by,...,b;, ..., b))y
(a1,... a4 ... ,a;). Jaxne, Baxu tp(by,...,b;,...,b) = tp(ay,...,a;,...,a), mro
je TpebdaJio oKa3aTH. [l

[IperxoHo TBpheme ompasasa ciejehy aeduHAIn]y

Hedunumnmja 4.5. 3a CTPYKTYpYy KaXXeMO fa Ma CBOJCTBO JiMHeapHe OBUHApPHOCTY Uan

[a je NnHeapHo BuHapHa ako je 3acuheH mMoaen nuHeapHO buHapHe Teopuje.

Sanakame 4.6. lNpumetyMo fa 3a cBaky (eKBUBANEHTHO Heky) 3acufieHy SiMHeapHo
ypeheHy CTpyKTypy YCnOB nuHeapHe GuHapHOCTW nckasav y semun 4.4 (2) je ekBuBa-
JIEHTAH, HAN3rJie[ ja4em YCJIOBY:
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Kag rog cy F' n G aytomopcuamu ctpyktype U Taken ga je F'(a) = G(a) 3a Heko
a € U, onpa je H pedpuHuncaro ca

Takohe ayTomopdursam cTpykType U.

Y npumepy 4.3 Mo IIOKa3ajm Ja je jeauHo 3a n = 2 crpykrypa M, = (Q, <, E,,)
JINHeapHO OWHapHa. Y cjejeheM mpuMepy HABOIUMO jOII HEKe JIMHeapHO OMHApHEe
CTPYKTYPe, O/T KOJUX je MpBa MoceOHO BayKHA, IMTO he ce MoKa3aTn y 3amazkamwy 4.18:
HamMe, Ta CTPYKTYpa UMa CBOJCTBO KOje je jaue OJ CBOjCTBa JuHeapHe OMHAPHOCTH.
To cBojcTBO hemo umenoBaTu y 0Jie/bKYy 2 OBOI' HOIVIaB/ba M OHO j€ IVIABHU IUJb

n3y4daBalba TOI' O/I€/bKa.

ITpumep 4.7. Cnegehe cTpykType Cy nprMepu CTPYKTypa ca CBOJCTBOM JinHeapHe bu-
HApHOCTN.

1. (L,<,P,,Ej)ijcw rae je (L, <) nuHeapHo ypehetbe u rae cy P, yHapHu npean-
KaTu, a F; penauyuje ekBuBasieHLmje Ca KOHBEKCHUM KJlacama.

2. Hekaje M= (Q,<,P,...,P,E,R), rae je k > 2 n rge cy P, 6oje Takse aa
cy enemeHTn obojenn 6ojom P; ryctm y Q n ga je ceakm enemeHT 0b6OjeH Ta4yHO jefHOM

6ojom. Heka je
k

E(z,y) <= \/(B(:r) & Py) n

R(z,y) <= (Py(x) & Pi(y)) v \/ (Pi(x) & Pia(y)).
i=1
Heka je My peaykT cTpyktype M Ha jesuk {<, E/, R}. Hbena Teopuja je nuxeapHo 6u-
HapHa. OBo crneamn 13 YnurbeHnue ga penaumja R genyje kKao nokasuead, Koju 13 jegHe
knace penauunje I rnepa y cnegehy, Tako ga cy knace y N3BeECHOM CMUCY HYMepUCaHe,
TayHuje Knacu je goaesbeH b6poj boje kojom je buna obojeHa y cTpyktypu M. [akne,
3a a < b < ¢, N3 YnrbeHnLUe fa 3HAMO KOMMKO nyTa Tpeba npumenntn R ga bucmo us
E-knace enemenTa a gownu o knace F-enementa b n konuko nyta Tpeba npuMeHUTH
R 6ucmo n3 E-knace enemeHTa b gownn o knace E-enemeHTa ¢, oHAA 3HaMO 1 KOJIMKO
nyTa Tpeba npumenntn R bucmo us E-knace enemenTa a gownu go - knace enemeHTa
¢, na cee uxdopmaumnje o Tpojun (a, b, c) Hoce nHdopmaunje naposa (a,b) u (a,c) un

pacnopeg enemeHata a, b n c.

JeJIHO 0/ OCHOBHX CBOjCTaBa KOje MMajy CTPYKTYpe Ca CBOJCTBOM JIMHeapHe Ou-

HAPHOCTH je npaTo y ciaenehoj memvu.
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1. JINHEAPHA BUHAPHOCT

JIema 4.8. Heka U nma cBojcTBO nuHeapHe buHapHocTn u Heka je ¢(z,y) dopmyna
6e3 napametapa. Taga noctoje cpopmyne 6e3 napamertapa ¥ (z,y), ..., Yx(z,y) Takse

Aa 3a cBako a n b Takee ga je a < b noctoju i € {1,...,k} TakBo ga Baxu
(Vo = b)(d(x, a) & i(z,b)).

Hoxka3z. Hexka je a < b. Kopucrehun tBpheme 1.11, mokazahemo npBo ga dopmyia
o(z,a) Nb < z nedunurre ckyn kKoju je b-nedbunabunan. O3naunmo ca D ckyn Koju
ngedbunumre Gopmyaa ¢(x,a) Ab < x. Kako je 1o dopmyia ca mapamerpuMa a u b,
o TBphemy 1.11, cBaku ayromopduszam koju dhukcupa a u b, pukcupahe ckyn D.
Jla 6ucmo mokazasu aa je D 3aucra b-meduHabuian cKyi, T0BOJBHO je, OIeT MO TBP-
bemy 1.11, nokazaru jga npou3Bo/ban ayromopduszam koju ¢pukcupa b pukcupa 1meo
ckyn D. Hexka je F' ayromopduzam yauepsyma koju ¢dpukcupa b. 3 pedpununmje

CBOjCTBA JIMHEApHe OMHAPHOCTH CJIeIN J1a je

[IpBa jeagnakocT cieam u3 dnmbeHuie jaa je D > b u koHcTpykiuje H-a, a apyra u3
rBphema 1.11 jep je H ayromopduszam koju dukcupa napamerpe a u b koju aedu-
uumty ckyn D. Jlaxne, D je b-nedunabunan ckyn. Taga je D = ¢(U,b) 3a nexy
dbopmyy 6e3 napamerapa (x, y). Axo ozaaaumo tp(a, b) ca ¢, onga 360r IPETXOHO

nokasaHor, kaJ roj je tp(a’,b’) = ¢, Baxkuhe
Va(od(x,a') ANV < o <= (z,b)).
3aro hemo tncaru ,(x,y) ymecro camo (x,y). Takobe, dopmyiry

(Vo > ta)(P(x, t1) < Y,z t2))

hiemo o3nauntu ca 0,(t1,t). IMomro 3a cBako q € [t; < to] Bazku ¢ € [0,(t1,t2)] cenu
na je {[0,(t1,t2)] | ¢ € [t1 < 2]} nokpusad komnakTHOr npocropa [t < o] (orBOpe-
Ho-3aTBOpeH mojackyn npocropa Sz(0)). C 063upom 1a je TO MOKPUBa4 KOMITAKTHOT
IIPOCTOPA, 3aKJbydyjeMO Ja MOCTOju KoHadaH nornokpusad {0 (t1,t2), ..., 0k(t1,t2)},
Tj.

{(Va 2 12)(d(x, 1) & Vi(x,12)), ..., (Vo > b2)(d(2, 1) < Yu(w,12))}
JIATOr TOKpHBada mpoctopa [t < tz]. YIpaBo ¢MO HOKa3aiu Ja BayKu

(th,tg)(tl Lty = \/(Vl’ Z t2)(¢(xat1) — %(1‘7@))),

i=1
mTo je TpebaJso MmoKa3aTu. 0]
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Osznaka: 3amuc A, je o3naka 3a ANp(U). Axo je ckyn D nedunabuian dbopmyaom
KOja KOPHCTH HapaMeTap @, OHJa leMO HeKaJ MCTAKHYTH Ty YHEGCHHIY TAKO IITO

hiemo nucarn D(a) ymecro D. Tagna he Dy(a) o3nauasaru ckyu D(a) N p(U).

Hedbunnmnuja 4.9. [NonynHtepsan je KOHBEKCAH CKyn KOju uma bap jegaH kpaj, 4ECHU

je OHaj Koju uma MHGpUMYM, a IEBM OHAj KOjU UMa CynpeMyM. 3a MONYMHTEPBA KOju je
nedpuHabunaH napaMeTpoMm a KOju je YjeAHO 1 jeflaH Of HEroBMUX KpajeBa KaXkeMo Aa je

gecdunHabunaH CBOjUM Kpajem.

HapaBHo, cBakm mHTepBaJ OTPaHUYEH W OJI03T0 W OJI03/I0 je YjeIHO U JIEBH |
JecHn noayuntepsana. Mu hemo TBphema dopmyanucaru um JOKa3WBATH yIJIABHOM
3a JiecHe mosayuHTepBase. Kaa y TakBuMm TBphemuma ypeheme < 3aMEeHHMO ype-
bewem >, 3ak/pyuyjemo jia JiyasiHa TBphema Bazke 3a Jiese nosiyunrepsajie. [lojam
HOJIYUHTEPBaJIa je K/by4aH 3a JI0Ka3 IJIaBHOT pe3yJirara OBOI' Jeja Teopeme 4.17.
Jokazahemo y Jiemu 4.13 jia je cBaku JieCHM NOJIyuHTepBaJ Jedunadbuian cBOjuM
KpajeMm a 'y JIuHeapHo OMHAPHO] CTPYKTYPH CaJpIKaH y JUCjyHKTHO] YHUJH KJace [a] g
neke 0-medpwHabuirHe Kiiace eKBUBaJIeHINje F 1 KOHATHO MHOTO 0] CJIeI0eHUIKIX
knaca s'([a] E;), a 3aTuM y ctaBy 4.15 1a ce mosyuHTepBa J00Hja Kaaa MpBy KIacy
npecedeMo CKyIoMm [a, —) a mocsemwy 0-neduHabuiHuM CKymnoM, ofak/e nehie 6uru
TeIKO U3BecTH TBpheme Teopeme 4.17.

[Mojcerumo ce o3nake Koje cMo yBesn y ogesbuuma 1.2 (,,JIuneapua ypehema”)
u 1.6 (,,/Inneapro ypehen yuupepsym”). 3a gedunabuine ckynose Dy u Dy je
sup D1 < sup Dy o3naka 3a GopMmyiLy ,,3a ¢cBako d Bayku: ako je d MajopaHTa CKYyIIa
D5, ouna je d majopanrta ckyna Di”. Axo je ckyn D; nedunucan dopmyaom Koja
KopucTu napamerpe u3 ckyna A;, onga je sup Dy < sup Dy dpopMysia Koja KOPUCTH

napamerpe u3 ckymna A; U As.

Jlema 4.10. lNpetnoctasumo ga ckyn ¢(U, ag) cagpxm 6ap jefaH €1eMeHT 3aBpLUHOT

nHTepBana [ap, —). Taga 3a cee a; < ag Takee ga je tp(ag) = tp(ay) Baxu
sup (U, ar) < sup SU. ao).

Hoxkas. Be3 ymamema onmroctu MoxKeMo npermnocraButi jia je ¢(U, ag) KoHBekcan
IOJICKYII CKYIa [ag, —), jep 3a cBaku ckyn D Baxku ja D U BeroBO KOHBEKCHO 3aTBO-
peme cvx (D) umajy et ckyn MajopanTu. IIpermocraBuMo jia, CynpoTHO TBphemy,
IOCTOjU a1 = Gp TakaB Ja je a; < ag u sup ¢(U,ag) < sup ¢(U,a;). To 3nauu
Ja nocroju by, MajopanTa ckyna ¢(U, ap) Koja Huje Majopanta ckyna ¢(U,ay), Tj.
Baxku by € ¢(U,a1) n ¢(U,a9) < by. C 063upom na o u a; peanusyjy UCTU THUIL
6e3 napamerapa, nocroju ayromopdusam F rakas jga je F(ag) = a;. 3a cBako
n € w, exement F(a,) o3naummo ca a,.1 u exement F(b,) ozmaunmo ca b,,i. U3
any1 < a, u unwbenune jga je ' ayromopdusam ciaean na je F(a,y1) < F(ay),
Tj.  pio < Apy1. Comano, u3 b, € (U, an1) u ¢(U,a,) < b, cregu na je
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bont1 € O(U,ans2) 1 ¢(U,an41) < byi1, Ka0 u ga je cBaku of ckymnoa ¢(U, ay)
kouBekcan. Cuenujanno, u3 unbenure na je b, € ¢(U, a,+1) \ ¢(U, a,) 3a cBaKo
n, 3akspyayjemo gaa je {o(U,a,) Nlag,—) | n € w} Geckonauna dbamunnja CKynosa.
Mebyrnum, mo nemn 4.8, mocroje ¥1(z,y), ..., Yr(x,y) TakBe ma 3a cBako a < ag

nocroju ¢ € {1,...,k} Takso na je

dU,a) N lag, —) = (U, ag),
na je
{oU,an) Nlag,—) | n € w} CH{1U, ap), ..., U, a0)},

ckyn kKapauaaanoct He Behe ox k. Konrpamukiuja. /lakse, npermocraBka ja 1mo-

croju a; = ag Takas ga je a; < ag u sup ¢(U, ag) < sup ¢(U, ay) je neonpxusa. [

Hedunumuja 4.11. [Tox mornoronom damuinjom aeduHabUIHIX CKYTOBA CMATPa-

Mo davusujy obsuka {p(U,a)|a € U} Taksy na Baxu Gap jeano o ciaejgeha jasa
(1) a <b mosmauu sup ¢(U,a) < sup ¢(U, b);
(2) a <b mosnaun inf ¢(U,a) < inf ¢p(U, D).

Y mpBOM cIydajy KaxKeMo J1a ce paJu 0 MOHOTOHO pacTtyhoj damunuju, a y Apyrom

Jla ce pajad 0 MOHOTOHO omajajyhoj damuinju.

Ako je {op(U,b) |b € U} monorona damumuja u D = ¢(U, a), onjga kaxemo ja je

¢(x,a) monorona medununuja ckyna D.

Hac he 3anumaru MoHOTOHE HebuHHITje TOTYHHTEpPBAJIA.

Jlema 4.12. Ceakun nonyuHTepsan koju je gecpnHabunaH cBojuM Kpajem nMa MOHOTOHY

aeduHnymjy.

Hoxkas. Be3 ymamema onnrroctu npernocrasumo ga je D(a) = ¢(U,a) nonyns-
TepBajl KoMme je jieBu kpaj esement a € D(a). Tlo semu 4.10 cienn jga kaj roj je

Yy =y = a oHja BaxKu:
s y <y cremn ma je sup D(y) < sup D(y').

ZKennvo ma oBa ocobrHA BazKu KaJl roji je y < 4/, a He camo 3a peasm3anuje tp(a).
YKOJIMKO TO He BaxKu, MOKe ce MOCTUhm MaJjioM ,, monpaBkoM” ¢opMmye Koja aedu-
aurre ckyn D(y).

Heka je tp(a) = p u ueka je D(a) = ¢(U,a). Heka je ¢*'P(t1, 1) dopmyra koja
Kazke Jia je cBaka MajopanTa ckyna ¢(U,ts) yjeano u majopanta ckyna ¢(U,t).
Heka je ¢°* (1) dopmyra koja kaxe ga je ckyn ¢(U,t) pecau mosyuaTepsa jedu-
HHUCAH CBOJUM KpajeM t, Tj. Ja je KOHBEKCaH, Ja CaJAp:KW ¢ W Ja je MOACKYI CKyIa
[t, +00). Tana

p(t1) Up(te) B (t <ta = ¢™P(t1,t2) ) A ™™ (t1) A ¢ (t2).
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[To kommakTHOCTH Ccyenn ga nocroju dbopmyra 6(z) € p(x) Taksa 1a je
9<t1) AN Q(tg) + ( t1 <ty = qbsup(tl, tg) ) A ¢CVX (tl) VAN ¢CVX (tg)

Osuaunmo ca ¢y (z,t) bopmyay t < zA(Jy < t)( 0(y) Ao(z,y) ) u ca Di(t) ckyn
o1 (U, t). Tana je

Di(t) = {t} U (It =) N\ HDW) |y € @) 0 (=, 11})

Huje Temko Bugern ga Baxu sup Dq(y) < sup Di(z) xag rox je y < z, jga je
D1 (y) mecuun nosyunTepBas gedbuHUCaH CBOjUM KpajeM Y, Kao u ja je Di(a) = D(a).

Haxne, ¢1(x,y) je MoHoTOHA jMeduHUIM]a JeBOr noayuHTepBaia D(a). O

Monorona damumnja F = {p(U,a)|a € U} ungykyje npupogHOo KOHBEKCHY
penanujy ekKBUBaJIeHIIH]e:

Hexa je Ej(r,y) osmaka 3a dbopmymry sup D(z) = sup D(y) (tj. 3a dopmyry
O™ (x,y) NO*™P(y, x), re ecmo ¢™P (1, to) medbuHECAIN KAO ,,CBAKA MAjOPAHTa CKYTa
¢(U, t2) yjemno u majopanta ckyna ¢(U,t;)”). Oumrreano je ma je Ej(w,y) 0-me-
dunabuHa exkBupasiennuja. I[lo mperxomHoM J0Ka3y je 3a * < Yy < 2 HUCIOYIEHO
sup D(x) < sup D(y) < sup D(2), onaxie ciieju jia cy Kiace exsusajiennuje F3(z, y)
KOHBEKCHE.

3a KOHBEKCHY pesianujy ekBuBajieHnuje £ ca sp o3HadaBaMo (Tapiujasimy)
dbyuxnujy menocpeHor cienbennka y coptu Sg; urepanuje sy cy JeduHHCaAHE HA
oJiroBapajyhu HauuH. Y KOJHUKO je pesaluja ¥ jacHa U3 KOHTEKCTa, IUIIEeMO S YMECTO

SE.

Heka je E' KkonBekcHa pesanuja eKBuBajeHnuje, [ yHuja HEKOJHUKO Y3aCTOMHUX
E-knaca mouesmu ox [a]gp u D, = [a,—) N D. Taza je D, noayunrepsas jneduHa-
owran KpajeM a. Y HapeIHUM JeMaMma heMo J0Ka3aTH Jia je CBAKU MOJYHHTEPBAJ
JneduHabUIaH CBOJUM KpajeM a Ha JIOKYCY (hUKCHPAHOT HOTIYHOT TUIA CAApPXKAH Y
yHUjU KOHAYHOI' Opoja y3acTonHux kKijaca Heke (-jedunabuiine KOHBEKCHE peJialuje

expuBaJsiennuje (y jemu 4.13), a 3arum ra (y craBy 4.15) normyHo onmcar.

Jlema 4.13. lNpetnoctasumo fa je ¢(x,a) MOHOTOHA AedurHNLMja AECHOT 3aTBOPEHOT

nonyuHtepeana D(a) unjn je kpaj a. Taga je 3a HeKO N € W UCNYHEHO

okas. [lokasyjemo na je D cajp:kan y yHU]H HEKOJIMKO y3acTonnux Ej-kaaca. ¥
cymnpoTHoM, Heka je b, pactyhm Hu3 egemenara ckyna [ Koju cy w3 pa3JindauTHX
Ej-xknaca n xoju cy sehn ox a. Heka cy 41,..., ¢, dopmyne koje 3an0Bo/baBajy
ycioB jeme 4.8 3a dbopmyny ¢. Osmnaunmo byyq ca d. Ha ocnoBy sieme 4.8 cien
nacy i;3aj € {1,...,k} ompehenn ca (Vx > d)(¢(x,b;) < 1y, (z,d)), mehycobuo
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PasIMIuTH jep Cy by, ..., by NpeJCTaBHUIIN DA3/IMIATHX Kaaca penanuje L7 (ako Gu

oumno ¢; = 1;, oHga 6u, 360r geme 4.8, 6uI0

¢(U7 bj) N [d7 _> = ¢ij($7 d) = (:L“, d) = ¢(U> bl) n [d7 _)7

na 6u mopano saxutn sup (U, b;) = sup ¢(U, by), a tume n E5(b;, b)). Ha ocnoBy
tephema 4.8 je u (Vz > d)(¢(z,a) < Yn(z,d)), 3a veko m € {1,...,k}, na je Tume
u (Vo > d)(¢(x,a) < ¢(x,b;)), 3a ono j 3a koje je i; = m. akie, 3a 10 j cy a u
b; IpeJCTaBHUIM NCTEe & HE PA3/INYUTe KJace Pesaluje E3. Bak/pydyjeMo 1a Kjaca

penamuje EJ Koje mmajy npecex ca D(a) nva najsume k.

OBuM cMO moKa3au aa nocroju n rakso aa je D(a) C [a,—) N, si([a]E;).

U3 nedbwununmje penamuje £, caeqn aa je [a,—) N [a]E; C D(a). O

Hedbunumuja 4.14. 3a nosyunrepas D gedunncan cBojuM JIeBUM Kpajem a, ca

Np obenexasamo Hajmaru O6poj n rakas aa je D canpxan y yuuju |, s'([d] E;)

Jlemom 4.13 c¢mo mokaszasu ja je moayuarepsan D(a) caap:kKaH y KOHAYHO] YHU]U
y3acTomHux Kaaca (-medunabuine eKBUBATCHIM]E, Al HACMO HCIOHTATH Ja JIH Ce
nokJana ca Tom yaujom. Jacuo je, no gedbununuju 6poja Np, na ckyn D(a) nma
HermpasaH mpecek ca kiaacom sV ([a] E3) M Jla CAJpIKu CBe NpeTxojHe Kiace Gyyhn
Ja je KOHBEKCaH, Kao W Jila HeMa 3aje/IHNYKUX ejleMeHaTa HU ca jeJHOM KJacoM
nocte Np-tor cienbennka kiace enementa a. Cava xmaca s'VP ([a] E3) MOxKe Gurn
nosesbera ckynoMm D(a). Y ToM ciry4dajy, 1eo Kiaace SND([a]Ez) Koju je y ckyiy D(a)

ce Mmoxke ojicehn 0-1epuHAOUITHEM CKYIIOM, O YeMy T'OBOPHU cJjejiehu cTas.

CrasB 4.15. Heka je D(a) gecHn 3aTBOpeHN nonyuHTepean AedruHMCaH CBOjUM KpajeM
a. Axko je Np > 0, onga noctoju popmyna 6e3 napamerapa ¢ (x) Takea ga je D(a)
YHMN]JA ANCJYHKTHUX KOHBEKCHUX CKYMOBA
o [a,—) N a]p;
Np—1

o |_| si([a]Ei), ykonuko je Np > 1
=1

o V() N5V ([a] )

Hoxa3z. V3 o3unaky u3 gedunuiuje 4.14, jema 4.13 tBpan:
Np
[a,—) N [alg; € D(a) € [a,—) N s'([a]y)-
i=0

[Tocroju moryhHOCT na Huje meja KJaca sND([a]E;) cagpxkana y D(a). Heka je
¢(z,a) monorona nedununuja noayuarepsana D(a) u Heka je E(‘Zi(:c,y) dopmyna
Ges mapaMeTapa Koja Kaze Jia je i-TH cie0eHuk Knace [y]ps xnaca [z]ps.
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Hexa je 1(z) dopmyma Jy(z € D(y) N sV ([y]g: ) Tj.

o(x) = y(d(z,y) A ESNP(x,y)).

Jlake, BazKu
D(a) N s"P([a]gs) = s™7([a]my) NP (U).
Ckyn D(a) je koHBeKCaH u cagpzxu [al B3N [a,—) u sNp ([a]E;)ﬂl/J(U), OHJIA CAJPIKU U
cBe ES-kiace usmely kiace enementa a u 5™ ([al E3)- Sakspyuyjemo aa je D(a) ckyn

CacTaB/beH O] YHUje KOHBEKCHUX CKYIIOBa Kao IITO je OMHMCAHO y UCKa3y cTaBa. [J

Hedunumnuja 4.16. Pefin fiemo ga je K koHBekcHa komnoHeHTa ckyna A ako je K

KOHBEKCaAH noAacCKyn CKyna A 1 aKO CBaKMN H-€ros NpaBn KOHBEKCAH HaACKyn Cajpxwu

efleMeHTe KOju He npunagajy ckyny A.

Teopema 4.17. Heka je M = (M, <, ...) nuneapHo buHapHa cTpykTypa, a € M u
Heka je a fedmHabunan ckyn D(a) noackyn ckyna [a, —). Ako D(a) uMa KOHaYHO MHO-
rO KOHBEKCHUX KOMMOHEHTW, oHAa je jeaHak Bynoeoj kombBunaumjn (-gedunabunnmx
CKynoBa, ckyna [a, —) n knaca enemenTa a (koHa4yHo mHoro) (-gedprHabunHnx koHBek-

CHNX ekBnBasneHumnja n (KOHa4YHO MHOro) cnegbeHmka Kiaca enemeHTa a.

Hoka3z. Ckyn D(a) je jenmak BysioBoj KOMOMHAIMJU JECHUX MOJYHHTEPBAJIA Jie-
dunabunnux cBojum Kpajem a. I[lo craBy 4.15 cBakum o THX TMOJYWHTEpPBaIa je
Bysosa kombunanuja (-pedunabuinor ckyna, ckyua [a, —) U Kjaca ejleMeHra a
neke (-nedunabuine KOHBEKCHE eKBUBAJICHIMjE U (KOHAYHO MHOTO) CJIe0eHUKA Te

KJiace. O

2. Jaka jquHeapHa OMHAPHOCT

Y oBOM 07lesbKy hiemo yBecTu mojaMm jake jmHeapHe OmHapHOcTH. ledpmrunmja
OBOT TI0jMa je MOTHBHCAHA jeTHOM OCOOMHOM I'pyIie ayToMopdu3aMa OUI0 KOT JTHHe-
apHOT ypebhema ca eBeHTYaJTHO NPUIOJIATUM YHAPHUM TPEIUKATAMA ¥ KOHBEKCHUM
penamujaMa eKBUBaJeHIje KOjy jgajeMmo v ciaegehem zamazkamy. Ta ocobuna oBux
CTpyKTypa je usjBojena y Jokropckoj aucepranuju Ciaska Monome [20] u noBe3ana
ca IpaBUJIHONINY 1UI00AJHUX TUIOBA Yy TaKBUM cTpyKTypama. Mwu hemo ce GaButu
JIPYTUM TIUTameM KOje ce ITPUPO/IHO 1ojaBsbyje: [la jim jeiuHo cTpyKType oBor 00.J11-

Ka mMajy youeHo cBojctBo? IloTBpman oxrosop jgajemo y Teopemn 4.

Sanaxkame 4.18. [Tocmarpajmo crpykrypy M = (M, <, P, E;), 3acuheno npo-
mupeme JuneapHor ypehema 0ojamMa 1 KOHBEKCHUM eKBUBaJjeHInjama. Heka je K

I6)



2. JAKA JINHEAPHA BUHAPHOCT

KOHBeKCaH cKyn y M, Heka je F' ayromopdusam crpykrype M koju dpurcupa K u

Heka je H mpecaukaBame J1eUHECAHO Ca

H(z) = F(z), 3a ze€ K
= r, 3a €K

[Tokazahemo ma je H Takobhe ayromopdusam crpykrype M. Jacuo je ma je H ayro-
mopduzam ypehemwa (M, <). Ako je a € K ongna je H(a) = F(a), ma xako je F

ayToMopduzam ouhe
a € P(M) akko F(a) € P(M) akxko H(a) € P(M).
Ako je a € M ~\ K ouna je H(a) = a, na je TpUBUjATHO UCIIYEHEHO
a € P(M) akko H(a) € P(M).

[IITo ce KOHBEKCHUX peJialiija eKBUBAJIEHIIM]je THYe, MOZKe ce Pe30HOBaTH Ha cJiejiehn
HA4YUH:

- Axo ¢y a,b € K, onga u3 unmenurie ga je F ayromopdusam ciaenn ga je
E(a,b) akko E(F(a),F (b)) akko FE(H(a),H(D)).
-Ako je a,b € M \ K, ouza je (H(a), H(b)) = (a,b), na TpuBujagHo BaKu
E(a,b) akxo E(H(a),H(D)).
-Ako je a € K u K < b, ouna je F(a) < bua < F(b) jep je FI(K) = K.

YouaBamo JiBa CIydaja:

1. cayuaj [a] = [b]. Tana je [F(a)] = [a] = [F(b)] = [b]. To ciemu uz cuemnehier:

[Towrro je F ayromopdusam, onga je [F(a)] = [F(b)]. Hasme, axko je F(a) < a,
ouga je F(a) < a < F(b), na ¢ o63upom ja je xiaca [F(a)] (kao u cBe ocrase)
KOHBEKCHa, Mopa outu u a € [F(a)], a Tume je u b € [F(a)]. Axo je a < F(a), onna
je a < F(a) < b, na ¢ 063upom ga je kiaaca [a] kouBekcHa, mopa 6utu u F(a) € [a].

Saxmyyjevo xa je [F(a)] = (o], 1j. [H(a)] = [H(B)].

2. ciyuaj [a] # [b]. TlpmMernmo Ja c¢Be MITO CMO JI0 caJl MoKasaan 3a H Baxu
u 3a H™'. He moxe 6utu [H(a)] = [H ()], jep 61 oHja, 10 OPETXOIHO JOKA3aHOM,
6uno [H™(H(a))] = [H'(H(D))], 7j. [a] = [0].

Jlakne, 3a OO KOjy KOHBEKCHY €KBUBAJIEHIN]Y F BaxKn
E(a,b) akko FE(H(a),H(D)).

-Ako je b < K n a € K, oHJIa ce CJIMYHO MOKa3yje Jia je 3a CBaKy KOBEKCHY

eKBHUBAJICHIU]y [ UCIyHeHO
E(a,b) akko E(H(a),H(D)).
Hakne, H je bujekiuja carjacHa ca MOPETKOM, Ca CBUM yHapHHUM ITPECInKaBa-

HUMa 1 CBUM peJialifijaMa eKBUBAJIeHIHje, 1Ta je ayToMopdu3am.
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2. JAKA JIMHEAPHA BUHAPHOCT
Paau nape ananuse, mu hemMo youeHO CBOjCTBO HUMEHOBATH.

Hedbuannmja 4.19. (1) Kaxemo ga je U jako nnHeapHo GuHapHa CTpyKTypa ako je

3acuhieHa nuHeapHo ypeljeHa CTpykTypa koja ucnywaea cnegehin ycnos:
Kag roa je F' aytomopcuzam ctpyktype U Koju prkcmpa KOHBEKCAH

ckyn K, onpa je H ogpeheHo ca

F(z), 3a z€K

(%) H(z) = { r, 3a x¢K

Takohe ayTomopdurzam cTpykType U.

(2) 3a Teopmjy T kaxemo fa je jako nuHeapHo BMHapHa aKo je CBaku HeH 3acuhieH

MOZeN jako JIMHeapHoO brHapHa CTPyKTypa.

Huje Temko joka3aTu eKBUBaJjIeHTe jaKe JUHeapHe OMHAPHOCTU HaBeJIEeHE y CJIie-

sehem 3amakamy.

Samaxkame 4.20. Heka je U 3acuhena nuneapHo ypeheHa ctpyktypa. Cnegehu nckasm

CYy €KBUBAJIEHTHU!

(1) Crpyktypa U je jako nuHeapHo BuHapHa
(2) Kag rog je K konsekcan ckyn u ' u G ayromopcusmun ctpyktype U Taksu aa
je F(K) = G(K), onga je H ogpehjeHo ca

) F(x), 3a ze€ K
H(x)—{ G(z), 3a ¢ K

Takohe ayTomopdur3sam cTpykType U.

ITpumep 4.21. Oa cTpykTypa us npumepa 4.7 camo je npea jako JMHeapHO buHapHa.

Jlako je upumMeruTu Jia jaka JimHeapHa OMHAPHOCT CTPYKTYPe IOBJIAYU HeHY JIK-
Heapuy Ounapuoct. Axko ayromopdusam F' ¢ukcupa a, ouga Tpeda moka3aru ja je

npecjukaBame ojpeheHo ca

H(x):{F(a?), 3a i

a
r, 3a a

VoA

Takohe ayromopduzam ga 6ucmMo 3akbyunan jga U uMa CBOjCTBO CBOjCTBO JUHEADHE

ounapuoctu. Kako dukcupamem enemenrta a, ayromopdusam F uysa (—, a]. Tana

Hix) = { F(z), 3a z € (—,a

r, 3a z¢&(—,al.

BazKH

Bynyhu na U jako imneapro OunapHa, 3ak/bydyjemo jia je H ayromopdusam.
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2. JAKA JINHEAPHA BUHAPHOCT

Jlema 4.22. Heka je U/ jako nnHeapHo b6uHapHa cTpykTypa. AKO 3a HeKn eneMeHT
a n aytomopcdusam F' Baxu F'(a) < a, onga noctoju aytomopcpusam G Takas ga je
G(a) = F(a) n ga je G(z) < x 3a cBako .

Hoxkas. Heka je A ckyn cBux b TakBuX jia Ha MHTEpBaJy ca Kpajesuma {a, b} Baxku
F(z) < x. Ouurneno je 1a je ckyn A kouBekcan u ja je F'(A) = A, na ako uuje 1eo
U, onja jaka JTuHeapHa OMHAPHOCT CTPYKTYpe 00e30ehyje mocrojame ayroMopdusma
GG TakBO 1a ce mokJsama ca F Ha ckymy A m ga je maeHTHTeTa Ha OCTATKy. 10 je

TpaxKeHn ayToOMOpU3aM. 0

Hanomena: /lo xkpaja oBor morias/ba pajuMO IIOJ ITPETIIOCTABKOM Jja je U jako

JIMHEAPHO OMHAPHA CTPYKTypa.

Jlema 4.23. Heka je E penaumja ekBuBaneHuUmje 4nje Cy Kace KOHBEKCHe M Heka cy d

n d’ enemeHTM UCTe Knace n a eneMeHT BaH muxose knace. Ako d = d’, onpa ad = ad'.

Hokaz. I3 d = d' cnenu na nocroju ayromopduszam F koju d cauka y d'. Tanma
on dukcupa [d]. Heka je H(z) = F(x), 3a © € [d] u ugenrurera nunaue. 360r jake

muneapue ounapuocru, H je ayromopdusam u Baxu H(a,d) = (a,d'). O

Jlema 4.24. Axo je tp(ai, as) = tp(as, as), onga 3a cBako by € [a1, a2 TakBo ga je

tp(a1) = tp(b1) noctoju by € [az, az] Takae pa je tp(bi, ba) = tp(as, as).

Hoxka3. I[lpumernmo na aq,as,as u by umajy ncru tun. V3 qumennne ga a; = by
caenu Ja moctoju ayromopduzam F koju a; ciuka y by. CamdHO, OCTOjH ayTOMOP-
dbusam G takas ja je G(by) = ay. Mo semu 4.22, F'u G ce Mory uzabparu Tako ja
Baxu F(x) >z u G(z) > x 3a cBako z. Heka cy ¢ = F(ag) u d = G(c). Tazna je

a3 = G109 = asd.

[IpBa jemHaKOCT THIIOBA BaykKHU IO YCJIOBY JieMe, a Jpyra jep ayromopduszam G o F
cmuka (ag,az) y (ag,d). 3aro mocroju ayromopduszam Hy koju map (az,d) ciuka y

nap (ag,as). Heka je

r, 3a x€(—, a]

Hix) = { Hy(z), 3a x € [ag, —)

Tana Hy dbukcupa (KoHBeKCaH) CKyn [ag, —), 1A jaka JMHeApHA OMHAPHOCT UMILIU-

nupa Jia je npeciukapame H ayromopduszam. Kako H jejany n-Topky cjiauka y Jpyry,

BaKH:

a1brased = arbiasH(c)as.

Cnenujanno, ogarae Baxu ja je H(c) € [az, az] m na je by H(c) = bic. OBo nocnenme

y3 YnmbeHnIly ja ayromopduszam F obe3dehyje na je bic = aqaq, maje 3akbydak aa

je ajas = by H(c). 3aro 3a by 6upamo enement H(c). O
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2. JAKA JINHEAPHA BUHAPHOCT

[Toncerumo ce ma je Ap o3smaka 3a A N D. OBakBa 03HaKa je MOrogHa Kaza

dukcupamo ckyn D.

Hedbunnumja 4.25. K je koHsekcan penatmeHo y D ako je [a,b|p C K ncnyreHo 3a

ceako a,b € Kp. Hajmarsn konsekcan ckyn koju cagpxu K obenexasamo ca cvx (K)

N KXXEMO fa je KOHBEKCHO 3aTBOpere ckyna /.

Hamomena: Axo je K kousekcan penarusuo y D onga je K N D = cvx (K) N D.

Axko gedunabunan ckyn D nma Ha 1euHAOIITHOM CKYILy B KOHAYHO MHOT'O KOH-
BEKCHMX KOMIIOHEHTH, OH/IQ je CBaKa 0J1 TUX KoMIoHeHTH Jiepunabusina. [lociiema

KOMIIOHEHTa je Jiedpunadusina (popmyiom

O(z):=x€ BAVye B((r <yAy€ D)= [z,ylp C D).

Comano je u 3a ocrajie Komnonenre. Baxu Dp = U 0;(U).
i=1
JIema 4.26. Ako tun y Si(c) wmpn p € S1(0), oHAa je HEroB JIOKYC KOHBEKCAH pena-

TneHo y p(U).

Hoxkas. Heka cy a; < by < ap Tpu peajusanuje Tura p Takpe ja je a; = az(c).
Tana je ¢ BaH WHTEpBaJA [a1,as]. C 063UpoM ma a; W ag WMajy WCTH THIT HAJ C,
nocroju F € Aut.(U) Takap ga a; ciuka y as. 3a k € Z, neka je apy = F*(ap).
Tana je ¢ & |ak, agy1] 1 a1, as = ag, ax1(c) 3a cako k. Ilo nemu 4.24, 3a cBako k
nocroju by, € (ay, agy1) TakBO 14 je by, byy1 = ak, apy1. 3600 TuHEAPHE GUHAPHOCTH,

\
g, Qg1 = b_p, b_pp1

n3 ai,as = by, by Chean aa je  G_p,...,ar =b_g, ..., b

k-1, G = bp—1,b;,

Haxne, (ag)kez = (bg)rez- 3aro mocroju ayromopdusam G xoju cauka ai y by 3a
cBako k. Ayromopdusmom G ce [ay, api1] cimka wa [by, bri1] C [ag_1, axs1], na 3a-
kspyayjemo ga G buxcnpa ckyn J, o, [ak, ars1]. 3aTo ce G moryo mzabparu TaKo
Ja je mpenturera Ha octarky. Kako je ¢ Ban ckyna | J, o, [ax, arq1], Bazxn G(c) = c.

Tana je G(ay,c) = (b1, ¢), a Tume je a; = by(c), mro je Tpebaso mokasaTw. O

Jlema 4.27. Heka je ¢(x,t) dopmyna 6e3 napametpa u p € Si(0). Ckyn ¢(U,D)

NnMa KOHA@4YHO MHOI0 KOHBEKCHUX KOMMNOHEHTWU HA JIOKYCY TUNa P.

Hoxka3s. IIpernocraBumo cynporno. Tama je, 1o KOMIAKTHOCTH, CKYI (opMyIa

S Up(l‘z) U {ZL‘Z < Ti41, gb(l‘z, b) e _|QZ5(JZZ‘+1, b)|l < li}.
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2. JAKA JINHEAPHA BUHAPHOCT

3aJI0BOJBUB 3a CBakW Kapauuas k. Heka nus {a;|i < k} 3amoBospaBa taj ckym Gopmy-
na. Axo 6u 3a Heke ¢ U j TakBe 1a je i < j 6uno a; = a;(b), omnna 61 U CBU €JeMeHTH
uHTepBasa [a;, a;l, upunasanu jgokycy ruua tp(a;/b), ¢ 063upom Ja je, 110 semu 4.26,
Jjokyc tuna tp(a;/b) kousekcan y p(U) n na my u a; u a; upunagajy. Ogarie 6u cie-
JIAJIO JIa 4; U ;41 MMajy UCTH TUn Haj b, a Tume ja ce oba Hajaze y ¢(U,b) uau
Ja ce oba Hasaze y U \ ¢(U,b), mro je nemoryhe jep Hus a; 3a10B0/baBa popmy.ie
ckyna Y. Jlakie, kajq rox je ¢ # j, ouga je tp(a;/b) # tp(a;/b), omakmre crenu na
je |S1(b)] = k. OBo je KomTpasuKmHja jep je jesux mpebpojus, ma je |S1(b)| < 2%,

Hakie, ¢(U,b) Ha JTOKyCy THIA P IMa KOHAYHO MHOTO KOHBEKCHIUX KOMIOHeHTH. [

[To TeopemMu KOMIIAKTHOCTH, U3 JI0Ka3a IIPETXO/IHE JieMe, JTUPEKTHO CJie/iu ciejaeha

JieMa.

Jlema 4.28. Heka je ¢(z,t) dopmyna 6e3 napamerapa u p € S1(()). MocTtoju dopmyna
Y(x) € p TakBa ga ¢(U,b) Ha Y(U) n Ha nokycy Tuna p uma mctu 6poj KOHBEKCHUX

KOMMOHEHTN. O

CraB 4.29. Heka je ¢(x,t) cdopmyna 6e3 napamerapa. [loctoje (-pedbmHabunnnm

ckynosu Dy, ..., D, wn 3a cBako i € {1,...,n} nocroje b-gecdmHabunHn KOHBEKCHM
ckynosu B;1,..., B, ,, TakBu pa je
n n;
oU.b) = <Di n| | Bm-> .
i=1 j=1

IMokas. Ha ocuosy Jsieme 4.27 ciaequ ga 3a ceaku p € S1(0) cxkyn ¢(U,b) na p(U)
nMa KOHa4YaH OPOj KOHBEKCHUX KOMIOHeHTH. Ha ocHoBy JsieMe 4.28 ciean 1a mocToju
dbopmyaa ¢,(x) € p, Taksa ga ¢(U,b) na ¢, (U) uma ucTH 6POj KOHBEKCHUX KOM-
nonentn. Heka je 1o n,. Tama moctoje dbopmyre 6,1(x,b), ..., 0,,, (x,b) Takse 1a
neduHUITy peaTHBHO KOHBEKCHE CKyIoBe v ¥,(U) Koju cy MeljycoGHO aucjyHKTHNI

U JiuHeapHo ypeheHu u jia Baxku
Up(2) A b, b) = () A \/ 0,5(x, D).
j=1

Y cBery mHanomerne usa gebununuje 4.25, jacHo je ma cy ce dopmyse 6 morie
n3abpaTu TakKo Jia JiepUHUINTY KOHBEKCHE CKYIIOBE M Ja Cy TH CKyIoBH MelycoOHO
qucjyekTHA. (AKO 6, (2, b) He TeduHNUIIIe KOHBEKCAH CKYII, OHJIA C€ YMECTO e MOZKe

nocMarpari dbopmyna cvx (0), ;(z,b)).

Ckyn {[¢,] | p € S1(0)} je oropen mokpusau npocropa Si(0)), ma nocroju xo-

Hadan nOKpuBad {[Vp, ], ..., [Yp.]}. Ymecro 1y, n, u 6, ; nucaliemo ;, n; u 6, ;.

o(x,b) = \/ (%(m) A \Z/ei,j(x, b)> .

3aro BaxKu
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2. JAKA JIMHEAPHA BUHAPHOCT
To je oHo 1ITO je TpebaJIO MOKA3ATH. 0

IMocnemumna 4.30. Heka je ¢(x,t) dopmyna 6e3 napametapa u p € S1(0). Wnn je

ckyn ¢(U,b) ogosro orpaHnyeH y p(U) nan je TO HErOB KOMMIEMEHT.

IMocaequna 4.31. Heka je ¢(x,t) cdopmyna 6e3 napametapa u a € U, Taga je ckyn
®(U,a) jepnak Bynosoj kombuHaumjn (-gecdomHabuntux ckynoea, ckyna [a, —), ckyna

(—,a] n knaca enemenTa a Hekux (-gecbmHabUNHNX KOHBEKCHNX EKBUBaNEHUM]a.

Joxas. Tlo craBy 4.29, ckyn ¢(U,a),,—) WMa KOHAYHO MHOI'O KOHBEKCHUX KOMIIO-
nenTn. Tume cy ucnymenu yciosu teopeMed. 17, omakie ciaean aa je ckyn ¢(U, a)pq, -
jennak Bynosoj kombunanuju (-nedbunabuinux cKynosa, cKymna [a, —) 1 Kaaca eJe-
MeHTa a HeKuX (- nedpnHabnIHIX KOHBEKCHAX eKBHBAMEHIHja. JlyaHo BazK| 3a CKyII

o(U,a) N (—,a]. Bakmyuak crean. d

CraB 4.32. Heka cy M = {(a,b)la < b,a,b € U} v N = {(a,b)|la > b,a,b € U},
Heka je D C P(U) damunuja ceux (-gedmHabuniux nogckynosa yHueep3yma, Heka
je £ damunuja ceux nogckynosa us U? koje pecunnwy (-pecbmHabunHe KoHBeKCHe
€KBMBaNeHUN]e N HUXOBU CNegbeHnUn 1 HEKa je J HajMarbu CKyn 3aTBopeH 3a bynose
kombuHaumje koju cagpxmu D? € n {M,N}. Ceaku 0-gecbunabunun ckyn D C U?
npunaga ckyny J.

Hoka3z. Heka je ¢(x,y) dopmyna 6e3 mapamerapa koja medbununte D. Ha ocHOBY
noceuie 4.31 3akbyayjeMo ja 3a ¢cBako a € U mocroju popmyna 0(x, y) koja je By-
noBa kombunanuja (- 1edpunabuinux popmy.ia 1o 1poMenbusoj x, O-redpunabuinnx
KOHBEKCHUX €KBUBAJICHIIM]a M HhUXOBUX caejabennka u popmysar < yuy < T, TakBa

Jla, BAXK1
EVz(o(z,a) <= 0(x,a)).

Osnaunmo ca ¢ tuu tp(a) u youeny dbopmyiy 0 ca 6,. Taua

q(y) =V (o(z, y) <= 0y(z,y)).

I[To komuakraOCTH NOCTOjU hopMmyJia 0,(Y) € ¢ Taksa Ja je

0q(y) = Va(0(2,y) <= 04(,y)).

Cxyn {[0,(v)]|g € S1(0)} je orBOpeH MOKpHBAY KOMIAKTHOI TOMOJIOMIKOT POCTOPA
S1(0), na canpxn konadan nornokpusad {[0q, (y)],. .., [04, (¥)]}. Ymecro o4 (y) un-

caliemo 6;(y) u 0;(x,y) ymecro 8, (x,y). Caga umamo caegehy curyarnujy:

0i(y) = Va(o(z, y) <= 0y(z,y)),

ce MOYKe BHJIETH Kao

(U > 5,(U)) N SULU) = U x 5:00)) N 6,UU). (2)
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2. JAKA JINHEAPHA BUHAPHOCT

umenuna 1a je {[d,, (y)],- -, [0, (y)]} noxkpusau npocropa S;(0) Buammo Kao
U)U--- U U) =U (3)

3ajenno jeqnaunne 2 u 3 majy

D= O(U x 6;(U)) NoU,U) = O(U x 6;(U)) N6 (U, U),

=1 i=1

mro je TpebaJjio moKa3aTu. ([l

Horanmja 4.33. Heka je M juneapno ypehena crpykrypa u L men jesux. Ca L*¥
O3HAYaBaMO je3WK KOjU Ce CaCTOju OJI TAYHO cjejiehux cumOo./1a
e Py, 3a cBaky L dbopmyny ¢(x) 3a kojy je M = Jxyp(z);
e Iy, 3a cBaky L dopmyny 0(x,y) xoja y M nedunuine KOHBEKCHY €KBHBa-
JIEHTIA]JY
o <,

Ca M’ o3nauasamo npoummupeme crpykrype M o jesuka L U L* takso ja je:

o Pqﬁ\A/(M’) = (M), 3a csaxo Py € L*;
o EM(M”?) = 0(M?), 3a cBako Ey € L*.

Ca M™* ozmagaBamo peayKT cTpykType M’ na jesuk L*.

Konauno cmo y moryhuocTu j1a jjokazkemo Teopemy 4; 1o hemMo ypajuTu y mmpBoM

Jeny ciaeaehe Teopewme.

Teopema 4.34. Heka je U jako nuHeapHo 6uHapHa CTpyKTypa 1 Heka je U* cTpykTypa
O3HayeHa y cknagy ca Hotaumjom 4.33. Tapa:

(1) Cvpyktype U n U* cy nedpnHNLNOHO eKBMBANEHTHE.

(2) Teopuja T'= Th(U) je jako nuneapHo BGuHapHa.

Hoxka3z. (1) JososbHo je mokasarn fa je caku ckyn D C U™ koju je D-nedbunabunan
y crpykrypu U yjenno u 0-nedpunadunan y crpyxrypu UX.

Heka L dopmyna ¢(Z) nedpunume ckyn D. C o63upom na je Th(U) nuneapno
ounapra, dopMmysia ¢ je ekBuBajeHTHa Bynosoj komOmHamuju L dhopmysta obmka
O(x;, xi41). Obenexumo ca D; ckyn gedunucan dpopmyaom 0(z;, x;11). Tana je D
jennak Bynosoj kombmHanmuju ckynosa obmauka D; C U2, Ilo crasy 4.32, caku D;,
a TuMe # 1eo D, je nedpunabmran dpopMynama jesuka L*, a THMe U y CTPYKTYpH
u*.

(2) Oznauumo ca 1", T, T*pemom teopuje Th(U'), Th(U) u Th(U*). Uz npsor
nena teopeMe, mo Tephemy 1.16, caemu ma je T’ ned>MHUIMOHO TPONIMPEH-E TEO-
puja T w T*. Hexa je M = T 3acuhen u neka je M* memy oxrosapajyhm (y
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2. JAKA JINHEAPHA BUHAPHOCT

cvmeny 4.33) momen teopuje T*. Tama cy mogemun M u M* gedbuHIIHORO eKBH-
BaJleHTHH, Ta je M, 1o apyrom geny TBphema 1.17, takohje 3acmhen. Heka je F
ayromopduzam crpykrype M koju dbukcupa kousekcan ckyn K. Ilo npsom geny
tphema 1.17, F je ayromopdusam crpykrype M*. Tlomro je M* upomupeme
JinHeapHOr ypehema 60jaMa 1 KOHBEKCHUM €KBHUBaJIeHIIMjaMa, 110 3anakamwy 4.18, je

jako JimHeapHO OMHApHA CTPYKTypa, 1a je

H(z) = F(z), 3a ze K
= r, 3a x¢K

ayTomopdmuzam crpykrype M*. [Tonoso mo npsom aexy tBphema 1.17, H je ayro-

Mopduzam crpykrype M, mro je Tpebasio moka3aTu. 0

Caeneha aupekTHa nocseauna crapa 4.32 u Teopeme 4.34 je jaum oOJMK Teopeme 3.

Ilocnenuiia 4.35. Ako je Teopuja jako MHeapHO OMHApHA, OHAA MMa eIMMUHALVOHN
CKyn cacTae/beH of penauuje <, cdopmyna Py n Ly ysepennx y 4.33 n penaunja sp
yBefeHux y nornaesmy 4.1 kao ,, sy, (7,y) ako n camo ako usmelly Fjy-knaca enemeHata

2 N Y Hanasm ce Ta4yHo n — 1 knaca penaynje Ey".

Teopema 3 je mupekTHa mocaeanra 3anazxkama 4.18 n mocaeaute 4.35.
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3akJbyvaKk

Y JIpYyIOM 1OIVIAB/bY CMO OLUCAJIU jeJIaH KOPAK MOJIEJICKO TEOPUjCKe AaHAJIU3E JIK-
HeapHor ypebema: KOH/IEH3aIMjOM Cs JI00MjaMoO jeJiHOCTaBHUje ypeheme Koje uma u
npujojiare npejukare. Takohe cMo onmcam HAYUH HA KOjU MOYKEMO Mhu yHA3a/I.
[TocTasspa ce nutame: Kako jga/be aHaJIM3UPaT TAKBY CTPYKTYPY, OJIHOCHO KOje Cy
JiecbunabuIHe KOHJIEH3aIMje TOro/IHe 33 aHaJM3y JIMHeapHor ypeherma ca yHapHUM
npegukatuma’ Buio 6 3aHEMIBUBO 3HATH OJrOBOD HA OBO MUTAE, AJIM Ce OH He
MOZKe HACTYTUTH U3 OBE JTUCEPTAIIH]e.

JIuckpeTHe K1ace KOHJAeE3aldje C5 YBeIEeHe y JIPYTOM IMOTJIAB/BY CMO JIeTa bHUje
nzydapaJin y Tpehem norissby. Ilokazano je kako usriieajy jeduHaOU/IHU CKYIIOBU
excnansuje ypehema (w, <), Kanrop Benaukconosor panra 1. Taunuje, nokazano
je ma je TakBa ekcrnaH3uja gedUHUIINOHA aKO joj je cremnen 1, a ako je cremen d > 1,
OHJIa je TakBa eKclau3uja Jed>UHUIUOHO eKBUBAJEHTHA CTPYKTypu (w,<,P;) u3
npumepa 3.3. Ocrajo je OTBOpPEHO MHUTame KAaKo M3TJIe1ajy ekcran3nje panra Beher
on 1 u Ja Jin mocToju mpaBa eKcnaHsuja cTpykType (w, <) dnja Teopuja je Maja u
Huje OmHapHa?

JeJlaH 0 OCHOBHHUX 3ajlaTaKa TeopHje Mojesa je onuc AeduHaOUIHAX CKYIIOBa,
JlaTe CTPYKType. 3a CTPYKType jaKo JUHeapHO OMHApHE TeopHuje Taj 3aJaTak je
pellleH y 9eTBPTOj IJIABU OBE JUCepTaluje. 3a HENITO IMUPY KJACy, CTPYKTYpE Jiu-
HeapHO OMHApHE Teopuje, Taj 3a/[aTaK je JeJUMUIHO OJpaleH: olucanu cy KOHBEKCHU
CKYTOBU JiehMHAOUIHU je/ITHIM TTapaMeTPOM, OJIaKJIe CJIe/ I | OIUC CKYTIOBa JedruHa-
OWJTHUX jeJIHMM MapaMeTpoM KOjU MMajy KOHAYHO MHOTO KOHBEKCHUX KOMIIOHEHTH.
OcTaJsio je OTBOpEHO MUTae KAaKO U3IJIeNajy CKynoBU JedWHAOWIHH jeTHUM Hapa-

METPOM KOju MMajy OeCKOHAYHO MHOTO KOHBEKCHUX KOMIIOHEHTH.
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Mpunor 1.

UsjaBa 0 ayTopCcTBY

MNoTtnucaHun-a mp dejan Nnuh

6poj ynuca

WUsjaBrbyjem

[la je JOKTOpCKa AucepTaumja nog Hacrnosom

AHanusa npebpojusmx Moaena noTnyHux Teopuja nuHeapHo ypefleHnx CTpykTypa

°® pe3ynTaT CoNcTBeHOr UCTpaXXnea4dkor paga,

e [a npeanoXxeHa guceprauuja y LeNvHW HA Y JernoBuMa Huje buna npeanoxeHa
3a pobujake 6uno koje AgunroMe npema CTYAWCKUM MporpaMuma Apyrux
BMCOKOLLIKONCKMX YCTaHOBA,

° [fa cy pesynTaTi KOPEeKTHO HaBefeHN U

e [a HUCaM KpLuMo/na ayTopcka mpaBa M KOPUCTUO MHTENeKTyanHy CBOjuHY
ApYyrux nuua.

Motnuc gokTopaHaa

Q, . ,
Y Beorpagy, 1.6.2016. roguHe jg,,,( s u,u]é

S




Mpwunor 2.

M3jaBa 0 MICTOBETHOCTM LUITAMMNaHe U eJIeKTPOHCKe
Bep3uje OOKTOPCKOr paga

Mme n npesume aytopa: Mp [ejaH Nnuh
bpoj ynuca:
Cryaujcku nporpam:

Hacnos paga: AHanusa npebpojuBux Mogena noTrnyHUx Teopuja finHeapHo ypeheHnx
CTpyKTypa

MeHTop: npod. ap lMNMpegpar TaHoBWh, BaHpeAHu npodecop
MoTtnucanu: mp LejaH Unuh

u3jaBrbyjem Aa je TamnaHa Bepauja Mor JOKTOPCKOr paja WCTOBETHA eNIeKTPOHCKO]
BEp3Wju Kojy cam npegao/ma 3a oOjaBrbuBake Ha nopTtany OururanHor
penosuTopujyma YHuBep3uteta y beorpagy.

[ossorbaBam ga ce objaBe Moju NMYHKM nogauun BesaHu 3a AoOujare akagemMckor
3Ban-a [OKTOpa Hayka, Kao LUTO cy UMe U npe3uMe, roanHa 1 MecTo pofera 1 gatym
onbpaHe paga.

OBM nunyHM nopauuM mory ce 06jaBUTU Ha MPEeXHWM CTpaHuuama aurutanHe
6rubnuoTeke, y eneKTpOHCKOM kaTtarnory u 'y nybnvkaumjama YHusepsuteta y Beorpagy.

MoTnuc gokropaHaa

0, . / ,
Y Beorpaay, 1.6.2016. roguHe fd;/i AU ﬁ

~




Mpunor 3.
MU3sjaBa o kopuwherwy
Osnawhyjem YHuepauteTcky 6ubnuoteky ,CBetosap MapkoBuh® ga y AurutantHu

penosuTopujyM YHuBep3uTeTa y beorpagy yHece Mojy OOKTOpPCKy AucepTauuvjy nop
HacrnoBoM:

AHanusa npebpojuBux Mogena noTnyHUX Teopuja nnHeapHo ypefeHnx cTpykTypa

Koja je Moje ayTopcko Aeno.

JucepTauujy ca cBuM Npunosuma npegao/na cam y enekTpoHckom opmMaty norogHom
3a TpajHO apXuUBMpaH-E.

Mojy AoKkTopcky gucepTauujy noxpakeHy y Jurutanyu penosvtopujym YHuBepauTeTa
y Beorpagy Mory aa kopucte cBM Koju nowiTyjy ogpeabe cagpxaHe y ofabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyyuo/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTopCcTBO - HEKOMEpLMjarnHo
3. AyTopcTBO — HekomepuujanHo — 6e3 npepaae
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPLMjanHo — AenuTU nNog UCTUM YCroBUMa
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage
@AyTopCTBo — [enuTu nof UCTUM yCrnoBuma

(Monumo pa 3aokpyxuTte camo jegHy of LuecT noHyReHux nuueHuu, KpaTak onuvc
nULeHUM AaT je Ha nonefuHn nucra).

Motnuc AOKTopaHaa

Y Beorpagy, 1.6.2016. roguHe \24‘2‘7'3';& ﬂ/u/t\\



1. AytopctBo - [lo3aBorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTPUOYLM)Y U jaBHO caoriiTasawke
Jena, v npepafe, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH of CTpaHe ayTopa
unn gaeaoua nudeHle, Yak 1 y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnoboaHuja og ceux
NULEeRLM.

2. AYyTOpCTBO — HekomepuujanHo. [Jossorbapare ymMHOXaBare, AUCTpUbyLMjy 1 jaBHo
caonwtaBake Aena, u npepage, ako ce Haeele vMe ayTopa Ha HauduH ogpeheH of
CTpaHe aytopa wnu gasaoua nuieHue. OBa nuueHLa He [03BOfbaBa KoMepuujanHy
yrotpeby gena.

3. AyTopCcTBO - HekomepuumjanHo — 0e3 npepafe. [o3sosbaBare yMHOXaBaHe,
aveTpubyuujy v jaBHo caonwTaBarke- gena, 6es npomeHa, npeobrivkoBarka unm
ynotpebe gena y cBoM [ferny, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauuH oapeheH of
CTpaHe aytopa wnu gasaoua nuueHue. OBa NMUeHUa He [03BOrbaBa KoMepLUjasHy
ynoTpeby fgena. Y ogHOCY Ha CBe ocTarie nuLleHLle, OBOM JULIEHLIOM ce orpaHuyaBa
Hajsehu obum npasa kopulhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HeKOMepLUMjanHO — AenuTW Moj WUCTUM ycrosuma. [Jossorbasare
yMHOXaBawe, ANCTpubyuujy 1 jaBHO caonliTaBamwe fena, U npepaje, ako ce HaBege
“Me ayTopa Ha HauuH ofpeheH of cTpaHe ayTopa WMy [aBaola NULEHLE M aKo ce
npepaga Aguctpubyupa nog MCTOM UMM CIMYHOM nuueHuom. OBa nuueHua He
[03B0IbaBa KoMepumjandy ynoTpeby nena u npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepape. [lo3BorbaBate yMHOXaBawe, OUCTPUOYLM)Y U jaBHO
caonuTaBake gena, 6e3 npomeHa, npeobnukosara unu ynotpebe genay ceom geny,
ako ce HaBefe uMme aytopa Ha HayuH ogpefeH of cTpaHe ayTopa WnuU [aBaoua
nudeHdue. OBa nuueHLUa Ao3Borbasa koMmepuujanny ynotpeby gena.

6. AytopcTBO - [AenuTU noA WCTMM ycrioBuma. [losBorbaBaTe YMHOXaBame,
auctpubyuujy v jaBHo caonwiTaBake Aena, v npepaje, ako ce HaBefe ume aytopa Ha
HauMH ogpefeH of cTpaHe ayTopa WNM [aBaoua JiMueHle M ako ce npepaja
auctpubympa nong MCTOM MMM CAMYHOM nuueHuom. OBa nuueHua [03sorbasa
komepuujandy ynotpeby pena v npepaga. CnvuHa je CoTBEPCKUM nuLeHLama,
O[JHOCHO fNULIEHLLaMa OTBOPEHOT Koa.
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