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Naslov doktorske disertacije
Razvoj metoda za ispitivanje stabilnosti neravnoteznih stacionarnih stanja slozenih

reakcionih sistema

Rezime

U okviru ovog rada uradena je detaljna analiza, prilagodavanje i dopuna
razli¢itih metoda za ispitivanje stabilnosti stacionarnih stanja sa ciljem njihove
efikasnije primene u istrazivanju dinamickih stanja slozenih reakcionih sistema.
Klasicna analiza stabilnosti, analiza stehiometrijskin mreza, metode numericke
kontinuacije i analiza dinamickih stanja primenjene su na razli¢ite probleme koji se
sre¢u prilikom izvodenja analize stabilnosti, sa ciljem da se pokaze kako se dobijeni
rezultati Sto bolje mogu iskoristiti radi dobijanja korisnih informacije o dinamickim
stanjima i1 nac¢inu funkcionisanja pomenutih sistema. U zavisnosti od problema koji je
obradivan koris¢eni su model autokatalatora, modeli oscilatornih reakcija Belousov-

Zhabotinsky i Bray-Liebhafsky, kao i model HPA sistema.

Primenom klasi¢ne analize stabilnosti, pristupa koji se zasniva na odredivanju
analitickih izraza za svojstvene vrednosti nalazenjem nula karakteristicnog polinoma, na
modelu autokatalatora pokazano je da je primena ovog pristupa ograni¢ena na one

reakcione sisteme koji imaju najviSe dve intermedijerne vrste.

U slucaju analize stehiometrijskih mreza (SNA), obraden je niz problema koji se
javljaju pri primeni ove metode u ispitivanju stabilnosti neravnoteznih stacionarnih
stanja modela sloZenih reakcionih sistema i predloZzena su reSenja za njihovo
prevezilazenje. Za potrebe analize napisani su programi u MATLAB programskom
paketu, koji omogucavaju brzo izraCunavanje matrice ekstremnih struja E primenom
opisanih algoritama, kao i efikasno odredivanje negativnih dijagonalnih minora matrice
brzine struja V(j). Pored navedenog, objasnjeno je kako izabrati intermedijerne vrste
bitne za izvodenje analize stabilnosti, odrediti i pojednostaviti dobijene uslove
nestabilnosti. Pokazano je i kako odrediti funkcionalne delove modela odgovorne za
nastanak bifurkacija sedlasti-cvor i Andronov-Hopf, Sto je uradeno na modelima HPA

sistema i BL reakcije. Takode je ispitana i vaznost brzina reakcija Vs i brzina struja j za



izvodenje analize stabilnosti. Pokazano je da se za izvodenje efikasne analize stabilnosti
moraju koristiti oba tipa parametra, usled ¢injenice da brzine struja j obezbeduju tacno i
precizno odredivanje negativnih dijagonalnih minora ali se dobijeni uslovi ne mogu
uporediti sa eksperimentom, dok sa druge strane, brzine reakcija vss omogucavaju
uporedivanje sa eksperimentom, ali postojanje lazno negativnih minora ometa
utvrdivanje reakcija i vrsta bitnih za nastanak nestabilnosti. Predstavljen je i metod
izraGunavanja vrednosti konstanti brzina, ¢ijom se primenom mogu odrediti vrednosti
konstanti brzina neophodne da ispitivani model osciluje u Zeljenom koncentracionom

opsegu intermedijernih vrsta.

U sluCaju metoda numericke kontinuacije detaljno su obradene tehnike
numericke kontinuacije, problemi vezani za reSavanje sistema nelinearnih jednacina,
odredivanja pocetnih uslova kao i detekcije bifurkacija i konstrukcija periodi¢nih
reSenja, kao i praktiéni problemi vezani za pisanje programa. Za potrebe ovog rada
napisani su programi koji izvode numericku kontinuaciju na principu kontinuacije
pseudo-duzine luka, a koji mogu da detektuju lokalne bifurkacije stacionarnih stanja:
Andronov-Hopf, sedlasti ¢vor i tacku grananja. Takode je napisan i program za
racunanje periodi¢nih reSenja. Pored navedenog pokazano je kako se bifurkaciona
analiza slozZenih reakcionih sistema moZe izvesti kombinacijom metoda numericke
kontinuacije i1 analize dinamickih stanja, i zatim dobijeni rezultati povezati sa
rezultatima dobijenim primenom SNA, ¢ime se stiCe sveobuhvatana slika o nacinu

funkcionisanja ispitivanog modela.

Kljuéne reci: modeliranje slozenih reakcionih sistema, stabilnost neravnoteznih
stacionarnih stanja, analiza stehiometrijskih mreZza (SNA), numeri¢ka kontinuacija,
bifurkaciona analiza, bifurkacije, oscilatorne reakcije

Naucna oblast: fizicka hemija

UZa naucna oblast: Biofizicka hemija i dinamika neravnoteznih procesa

UDK:541.1



Title
Development of methods for stability examination of non-equilibrium steady

states of complex reaction systems

Abstract

In this doctoral thesis detailed analysis of the various methods for stability
examinations of stationary states was carried out with the main goal to improve their
efficiency in examination of the dynamical states of complex reaction systems.
Different approaches such as: classical stability analysis, a stoichiometric networks
analysis, methods of numerical continuation and analysis of dynamical states were
applied to the different problems encountered when performing stability analysis with
aim to show how obtained results can be utilized in the most useful way in order to
acquire informations about dynamical states and the way analyzed systems functioning.
Depending on the problem which was processed different models such as: autocatalator,
models of the Belousov-Zhabotinsky and Bray-Liebhafsky oscillating reactions and the
model of the hypothalamic-pituitary-adrenal (HPA) axis were analyzed.

Classical stability analysis, an approach that is based on the determination of the
analytical expression for the eigenvalues through finding the zeros of the characteristic
polynomial, was applied to the model of autocatalator and it was demonstrated that the
application of this approach is limited to those reaction systems that have at most two
intermediate species.

In the case of stoichiometric network analysis (SNA) a number of problems that
arise when this method is applied in examination of the stability of non-equilibrium
steady state of the models of complex reaction systems were analyzed and their
solutions were proposed. For the purpose of the analysis, programs which perform fast
calculation of the matrix of extreme current E by applying the algorithms described in
this thesis and also allow efficient determination of the negative diagonal minors of the
matrix V(j) were written in MATLAB program package. In addition, it was explained
how to choose the intermediate species essential for performing stability analysis,
determine and simplify obtained instability conditions. It was also shown on the models
of HPA system and BL reactions how to determine the functional parts of the analyzed



model which are responsible for the occurrence of saddle-node and Andronov-Hopf
bifurcations. Importance of the reaction rates v and the current rates j was examined. It
was shown that for efficient stability analysis both types of parameters must be used,
since current rates j provide accurate and precise detection of the negative diagonal
minors of matrix V(j) but the resulting instability conditions cannot be compared with
experiment, while on the other hand, reaction rates vy allow comparison with
experiment but the existence of the falsely negative minors interferes with the
determination of reactions and species important for the occurrence of instability. In
addition to the above it was presented the method for calculating those values of the rate
constants that allows system to oscillate in the given concentration range of intermediate

species

In the case of the methods of numerical continuation different problems related
to the techniques of numerical continuation, solving systems of nonlinear equations,
determination of initial conditions, construction of periodic solutions and practical
aspects related to the writing programs that perform such methods were discussed. For
the purposes of this thesis programs that perform numerical continuation based on the
pseudo arc-length algorithm and which are able to detect Andronov-Hopf, saddle-node
and branching point bifurcations were written in the MATLAB programming package.
The program that calculates periodic solutions was also written. In addition to the
above, it was demonstrated how to perform bifurcation analysis of complex reaction
systems by combining methods of numerical continuation and method of the analysis of
dynamical states and how obtained results can be related to the results obtained by
SNA, which provide comprehensive understanding of the way in which analyzed

systems operate.

Key words: modeling of compex reaction systems, stability of non-equilibrium steady-
states, stoichiometric network analysis, numerical continuation, bifurcation analysis,

bifurcations, oscillating reactions
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1. Uvod u problematiku doktor ske teze

Reakcioni sistemi opisuju procese razli¢itih nivoa kompleksnosti pri ¢emu se svi
mogu podeliti na linearne i nelinearne. U linearne sisteme spadaju oni sistemi Cija se
dinamika moze opisati linearnim diferencijalnim jednac¢inama. Tu spadaju reakcije
prvog reda. Za ove sisteme moguce je naci analiticka reSenja, a njihova neravnotezna
stacionarna stanja su uvek stabilna. Posledica stabilnosti jeste da ovakvi sistemi ne
mogu ispoljiti kompleksne oblike dinamike kao Sto su prosto oscilatorno dinamicko
stanje, oscilacije meSanih modova[l] i haos.[2-4] Sa druge strane, veéina reakcionih
sistema su nelinearni, jer tu spadaju sve ostale reakcije. Dinamika nelinearnih
reakcionih sistema se opisuje nelinearnim diferencijalnim jednac¢inama. Zbog prisustva
nelinearnosti u diferencijalnim jednac¢inama kod vecine nelinearnih reakcionih sistema
nije moguce naci analiticka reSenja zbog cega se za njihovu analizu moraju koristiti
razli¢ite metode analize koje su tema ove doktorske teze. Veoma je vazno da ovakvi
sistemi mogu imati neravnotezna stacionarna stanja koja mogu biti i nestabilna, zbog

¢ega oni mogu ispoljiti razli¢ite kompleksne oblike dinamike.

Posebnu klasu ovih sistema predstavljaju oni sistemi koji sadrze povratnu
spregu. Povratna sprega je opsti naziv za fenomen u kome produkt nekog procesa utice
na brzinu svoga nastajanja u pozitivnom ili negativnhom smislu. Povratna sprega je
prisutna skoro svuda; tako i u nekim hemijskim sistemima, uglavhom svim
biohemijskim sistemima, i u svim drustvenim sistemima. U ovim sistemima daleko od
ravnoteze dolazi do samoorganizacije, i pojave razlic¢itih dinamickih struktura, kao §to
su multistabilnost, prosto oscilatorno dinamicko stanje, oscilacije meSanih modova i
haos. [5,6]

Oscilatorne hemijske reakcije su primer pomenutih nelinearnih sistema, u
kojima se koncentracije reaktanata i produkata, pri oscilatornoj promeni koncentracije
intermedijera, kaskadno menjaju odrazavaju¢i periodicne promene brzina njihovih
nestajanja, odnosno nastajanja.[5,7] Najpoznatije oscilatorne reakcije su Bray-
Liebhafsky (BL)[8-11], Belousov-Zhabotinskii (BZ) [12,13] i Briggs-Rausher (BR)
[14] reakcija, koje pripadaju grupi oksihalogenidnih oscilatora, bakarni oscilatori

(Cu(In) katalizovani oscilatori) [15]. Modeliranje i poznavanje mehanizama kao i na¢ina



funkcionisanja ovih reakcija predstavlja dobru osnovu za objaSnjavanje znatno
slozenijih procesa u bioloskim sistemima, kao Sto su glikoliza [16,17] i hipotalamo-
hipofizno-adrenalni sistem (HPA)[18].

Modeliranje sloZenih reakcionih sistema je veoma komplikovan posao koji se
sastoji od nekoliko faza od kojih su neke karakteristicne za sve sisteme dok su neke
svojstvene samo sistemima sa samoorganizacijom u stanjima daleko od termodinamicke
ravnoteze.[5,6,19-21] Budu¢i da je glavna osobina sistema koji se mogu
samoorganizovati obrazuju¢i razli¢ita dinamicka stanja i prostorne strukture, moguénost
da u neravnoteznim stacionarnim stanjima postanu nestabilni, izvodenje analize
stabilnosti kao i bifurkacione analize[22-25] (odredivanje tipova bifurkacija tj. tataka u
kojima se menja dinamika) predstavlja najefikasnije i najvaznije korake u njihovom
modeliranju. U zavisnosti od slozenosti sistema i postavljenog modela mogu se
primeniti razli¢iti pristupi u analizi stabilnosti. U okviru ove doktorske teze primenjeno
je nekoliko metoda analize stabilnosti neravnoteznih stacionarnih stanja, sa ciljem
njihovog poboljSanja i prikaza najefikasnije upotrebe ovih metoda. Primenjene su
stehiometrijska mrezna analize (SNA)[26], metode numeri¢ke kontinuacije[27-31] i
ispitivanje dinamickih stanja[32,33]. Obradivani problemi su objasnjeni na razli¢itim
modelima oscilatornih reakcija, kao $to su oni dati za reakcije BL[34,35], BZ [36] i
HPA [37-39].

Klasi¢na analiza stabilnosti reakcionih sistema zasniva se na ispitivanju
kinetickih jednacina koje se za svaki proces izvode na osnovu zakona o dejstvu masa i u

opStem slucaju imaju oblik[5]

dx
o f (x,k) (1)

gde x predstavlja vektor nezavisnih intermedijernih vrsta, f je funkcija
koncentracija nezavisnih intermedijernih vrsta i konstanti brzina. Stabilnost dinamickih
stanja se utvrduje analizom infinitezimalno male promene vrednositi ¢ u okolini
posmatranog stacionarnog stanja i ispitivanjem kako se ova perturbacija menja tokom
vremena. Ako perturbacija sistema raste tokom vremena, sistem ¢e napustiti posmatrano
stacionaro stanje 1 preci u drugo, odnosno sistem je nestabilan. U suprotnom, sistem ¢e

se vratiti u pocetno stacionarno stanje i sistem je stabilan. Da bi se utvrdilo da li je



sistem stabilan ili ne, radi se linearizacija jednacine (1) u okolini stacionarnog stanja, a
zatim se ispituju svojstvene vrednosti jakobijana sistema.[5,23,33,40] Kada su kineti¢ki
parametri poznati, a reakcioni sistem ima najvise tri nezavisne promenljive, ovo je vrlo
jednostavno obaviti koriS¢enjem numerickih metoda izraCunavanja svojstvenih
vrednosti. Medutim, kineticki parametri najces¢e nisu poznati tako da je potrebno dobiti
kvalitativnu sliku stabilnosti ispitivanog modela, odnosno da li i pod kojim uslovima
stacionarno stanje moZe da postane nestabilno i time utvrditi valjanost modela i
optimizovati konstante brzina. Da bi se ovo izvelo neophodno je odrediti analiticke
izraze za svojstvene vrednosti, koje se dobijaju kao nule karakteristicnog polinoma, pri
¢emu je stepen polinoma odreden brojem nezavisnih intermedijernih vrsta. Kao §to se
zna iz matematike, polinomijalne jednaline je moguce analiti¢ki reStiti samo za
slu¢ajeve jednaCina prvog, drugog, treeg i Cetvrtog stepena, dok je polinomijalne
jednacine viseg stepena u opStem slucaju nemoguce analiticki reSiti. Problem ovakvog
pristupa lezi ba§ u nemoguénosti analitickog reSavanja svojstvenog problema za slucaj
kada u sistemu ima viSe od 3 nezavisne promenljive, zbog Cega se ne moze odrediti
stabilnost sistema u opStem slucaju, ve¢ samo za konkretne vrednosti parametara

sistema.

Pomenuti problem se uspeSno prevazilazi upotrebom metode analize
stehiometrijskih mreza. Ova metoda takode polazi od linearizovanih kinetickih
jednacina, ali uvodenjem novih parametara zaobilazi se direktno reSavanje svojstvenog
problema. Uvodenje novih parametara zasniva se na analizi reakcionih puteva, koja
omogucava izvodenje analitickih izraza za uslov nestabilnosti. Izvedeni uslovi
nestabilnosti predstavljaju jednostavan i efikasan alat u bifurkacionoj analizi, kojim se
mogu detektovati uslovi za pojavljivanje pojedinih bifurkacionih tacaka u ispitivanom
modelu. To se izvodi racunanjem Hurvicovih determinanti, koeficijenata
karakteristi¢nog polinoma ili dijagonalnih minora matrice brzine struja. Ovom metodom
uspesno se mogu detektovati dve bifurkacije: Andronov-Hopf (odgovorna za nastanak i
nestanak oscilatorne dinamike) i sedlasti ¢vor.[5,19,26,41-43]

Eksperimentalna analiza slozenih reakcionih sistema cesto podrazumeva
izvodenje bifurkacione analize. U nizu eksperimenata variraju se razli¢iti pocetni

paramteri sistema kao $to su pocetne koncentracije reaktanata, temperatura i druge i



belezi kako ove promene utiCu na ponasSanje sistema. Ispituje se kako se menjaju
stacionarne koncentracije reaktanata i intermedijera, dinamika sistema, zatim promene
perioda i amplituda ako je dinamika sistema oscilatorna i pri kojim vrednostima
variranog parametra dolazi do pojave bifurkacija. Na ovaj naéin se sti¢e slika o
karakteristikama sistema i neophodno je da predlozeni model Sto realnije simulira
eksperimentalno odredene pojave u vidu odgovarajuée dinamike sistema, stacionarnih
koncentracija i vrednosti parametara pri kojima dolazi do pojave detektovanih bifuracija.
Za ovu analizu matematickih modela ispitivanih sistema koriste se metode numericke
kontinuacije. Metode numeri¢ke kontinuacije se zasnivaju na postepenom variranju
jednog ili vise parametara i trazenju pribliznih reSenja sistema parametarski zadatih
nelinearnih jednacina.[27,44] Uvodenjem odgovaraju¢ih test funkcija ove motode
postaju efikasan alat u bifurkacionoj analizi. Test funkcije se definiSu za svaki tip
bifurkacije, ali im je zajedni¢ka osobina da imaju vrednost nula u posmatranoj
bifurkacionoj tacki.[22,28] Na osnovu promene znaka ovih funkcija detektuju se
bifurkacione taake i odreduju vrednosti parametara sistema pri kojima dolazi do datih

promena, $to je veoma vazno za uporedivanje modela sa eksperimentom.

Pored metoda numeric¢ke kontinuacije za odredivanje tipova bifukracije moze se
koristiti 1 metoda ispitivanja dinamickih stanja. Ova metoda se zasniva na izvodenju
numerickih simulacija za razne vrednosti parametara sistema u okolini posmatrane
bifurkacije i na osnovu dobijenih vremenskih serija intermedijernih vrsta odreduje se
zavisnost izmedu variranog parametra sistema i1 pojedinih karakteristika vremenskih
serija kao $to su period ili amplituda. Na osnovu dobijenih zavisnosti odreduje se tip
bifurkacije[32,33]. Ovaj pristup u odredivanju tipa bifurkacije se najcesce koristi u
eksprimentalnim analizama[45-47], ali je pozeljno koristiti ga i u numerickoj analizi
budu¢i da je komplementaran metodama numericke kontinuacije 1 povecava tacnost

analize.



2. Cilj rada

Cilj ovog rada jeste da se detaljnom analizom metoda koje se koriste za
ispitivanje stabilnosti stacionarnih stanja slozenih reakcionih sistema, pokaze na koji
nacin se ove metode mogu najefikasnije upotrebiti za dobijanje korisnih informacija o
dinamickim stanjima pomenutih sistema. Cilj je da se kroz primenu klasi¢ne analize
stabilnosti, analize stehiometrijskih mreza, metoda numericke kontinuacije i analize
dinamickih stanja obrade problemi specifi¢ni za svaku od navedenih metoda i pokaze
kako se rezultati dobijeni primenom svake od navedenih metoda mogu iskorisiti. U
zavisnosti od tipa problema koris¢eni su modeli autokatalatora, oscilatornih reakcija kao
Sto su BL, BZ i model HPA sistema.

Prikaz klasi¢ne analize stabilnosti prevashodno za cilj ima da pokaze kako se
izvodi analiza stabilnosti koris¢enjem ove metode, koja su njena ograni¢enja i zasto je

neophodno koristiti naprednije metode.

Sto se tite SNA cilj je dati odgovore na pitanja koji se ti¢u njene efikasne
primene. Tu se pre svega podrazumeva definisanje postupka izbora intermedijernih
vrsta bitnih za analizu stabilnosti, izra¢unavanje matrice ekstremnih struja E, izvodenje
I pojednostavljivanje uslova nestabilnosti kao i da se pokaze kako efikasno odrediti
funkcionalne delove modela koji su odgovorni za nastanak bifurkacija sedlasti-¢vor i
Andronov-Hopf . Pored navedenog cilj je i dati odgovor na pitanje koji je od dva tipa
parametara, brzina reakcija vs i brzina struja j, bitniji za analizu stabilnosti i da li se

efikasna analiza stabilnosti moZe izvesti upotrebom samo jednog tipa parametara.

Kod metoda numeri¢ke kontinuacije i analize dinamickih stanje postoje dva
osnovna cilja. Prvi cilj jeste da se objasne razli¢iti problemi karakteristi¢ni za tehnike
numericke kontinuacije i njihovu implementaciju u program. Drugi cilj jeste pokazati
kako se metode numeri¢ke kontinuacije mogu primeniti u kombinaciji sa analizom
dinamickih stanja i kako povezati dobijene rezultate sa rezultatima dobijenim primenom
SNA.



3. Analiza stabilnosti jednostavnih reakcionih sistema

Sistemi koji se mogu samoorganizovati obrazujuéi razli¢ita dinamicka stanja i
prostorne strukture, mogu posedovati neravnotezna stacionarna stanja koja pri promeni
kontrolnih parametara mogu menjati svoju stabilnost, odnosno prelaziti iz stabilnih u
nestabilna i obrnuto. Neki sistemi imaju samo jedno nestabilno stacionarno stanje. Kako
ne mogu biti u nestabilnim stanjima, oni moraju kruZiti oko njih, obrazujuéi razlicite
dinamicke strukture u faznom prostoru i vremenu, Sto predstavlja jednu od njihovih
najvaznijih osobina. Samim tim analiza stabilnosti predstavlja jedan od najvaznijih

koraka u njihovom ispitivanju i modeliranju.

Kako se ovi sistemi Cesto opisuju sistemima obi¢nih diferencijalnih jednacina,
analiza stabilnosti se zasniva na ispitivanju stabilnosti ovih jednacina. U analizi
stabilnosti se uvodi pojam stacionarnih stanja pri ¢emu se pod analizom stacionarnih
stanja podrazumeva ispitivanje asimptotskog ponasanja dinamickih sistema posle
dovoljno dugog vremenskog intervala, kada se dinamika sistema ustalila pri ¢emu ona
moze biti monotona, oscilatorna ili haoti¢na. Iako stacionarna stanja predstavljaju
matematicku idealizaciju, primeri se mogu sresti i u prirodi. Kao primeri, mogu se
navesti relativno ustaljena telesna temperatura kod ljudi i Zivotinja, koncentracija

glukoze u krvi, konstantna pH vrednost u ¢elijama i druge. [48]

Klasi¢na analiza podrazumeva nalazenje nula karakteristicnog polinoma gore
pomenutih diferencijalnih jednacina i odredivanje svojstvenih vrednosti na osnovu kojih
se ispituju tipovi stacionarnih stanja i bifurkacija koji se mogu javiti u ispitivanom

sistemu.

U okviru ovog poglavlja definisani su pojmovi stacionarnih stanja, lokalne
stabilnosti, kao i primeri lokalnih bifurkacija koji se mogu odrediti analizom
stacionarnih stanja. Takode je prikazan i postupak koji se moze primeniti u analizi

jednostavnih reakcionih sistema.



3.1. Stacionarnost hemijskih reakcija

Pojam stacionarnog stanja je od izuzetnog znaCaja u analizi stabilnosti
dinamickih sistema. Pod stacionarnim stanjem se podrazumeva stanje u kom su brzine
promene makroskopskih veli¢ina (Xj) koje opisuju dati sistem (u slucaju hemijskih
reakcija to su koncentracije intermedijernih vrsta) jednake nuli odnosno matematickim
jezikom re¢eno:[5]
oX;
—+=0 3.1

dt (1)

Poseban slucaj stacionarnih stanja predstavljaju ravnotezna stacionarna stanja

odnosno stanje termodinamicke ravnoteze. U ravnoteznom stacionarnom stanju sve

reakcije, direktne i povratne, su u ravnotezi

Medutim, dinamika reakcionih sistema koji su tema ovog rada se odvija u
stanjima daleko od termodinamicke ravnoteze, tako da su nama bitna neravnotezna
stacionarna stanja. Ovde je posebno potrebno naglasiti razliku izmedu neravnoteznih

stacionarnih stanja u otvorenim i zatvorenim reaktorima.

U neravnoteznim sistemima odigrava se sumarna reakcija u kojoj se reaktanti
stalno troSe a produkti nastaju i zato brzina promene koncentracija ovih eksternih
komponenti u zatvorenom reaktoru nikad nije jednaka nuli. Za razliku od njih, interne
vrste i nastaju i nestaju. Aproksimacija neravnoteznog stacionarnog stanja ili ustaljenog
stanja, odgovara sluCaju kada je brzina nastajanja intermedijera tokom odigravanja
sumarne reakcije uravnotezena sa njegovom potrosnjom. Pritom, brzine pojedinacnih
reakcija ne moraju biti u ravnotezi sa odgovaraju¢im povratnim reakcijama. Izrazi za
brzinu promene koncentracije intermedijernih vrsta mogu se u opStem slucaju napisati u
slede¢em obliku:[5,49]

%:Zn—Zr (3.2)

gde oznake r. i r_ predstavljaju brzine svih reakcija u kojima se vrsta 'i* stvara i trosi
redom. U tom slucaju relaciju stacionarnosti intermedijernih vrsta je moguce napisati u

formi



dr=r (3.3)

U slucaju zatvorenog reaktora, kada se u izrazima za brzine reakcija u kojima
intermedijeri nastaju ili nestaju, pojavljuju koncentracije reaktanata, koncentracije
intermedijera implicitno zavise od vremena, i U tom slucaju pojam stacionarnog stanja
treba zameniti pojmom kvazi-stacionarnosti ili pseudo-stacionarnosti. Preciznija
definicija kvazi-stacionarnog stanja, za razliku od stacionarnog stanja, uzima u obzir
¢injenicu da se koncentracija intermedijera menja Sa vremenom, ali je brzina promene
mnogo manja od brzina reakcija u kojima intermedijer nastaje kao i od brzina reakcija u
kojima se tro$i. U ovom sluc¢aju, brzina promene koncentracije intermedijera se samo

aproksimativno izjednacava sa nulom.[5]

dx

—=>r->r =0 3.4
NS @)
dx dx

— ) — > :

EIOANESS @9

Pojam pseudo-stacionarnosti u zatvorenom reaktoru se najlakSe moze shvatiti na

primeru hemijske reakcije koja se odvija preko jedne intermedijerne vrste:

Ak sx—k ,p (R3.)

Neravnotezno stacionarno stanje se uspostavlja kada je brzina promene

koncentracije intermedijera X

dx
—=ka-k,x 3.6
L =lake (36)

jednaka nuli. Koncentracija intermedijera X u tom stanju je data izrazom:

X = k_ a (3.7
2
Iz izraza (3.7) vidi se da stacionarna koncentracija zavisi od konstanti brzina ali i
od trenutne koncentracije reaktanta. Kako se u zatvorenom reaktoru koncentracije
reaktanata stalno menjaju odnosno smanjuju dok sistem ne ude u stanje termodinamicke

ravnoteze, sistem prolazi kroz Citav niz kvazi- ili pseudo-stacionarnih stanja.



Sa druge strane, u otvorenom reaktoru postoji stalni protok mase kroz reaktor,
pri ¢emu se brzine protoka mogu kontrolisano menjati. Procesi unutar reaktora sada
zavise, kako od hemijskih reakcija koje se u njemu deSavaju (hemizma), tako i od brzine
protoka mase, odnosno vremena koje supstance provode u reaktoru, pri emu se, i u

ovom slucaju, podrazumeva da je reaktor dobromesajuéi i termostatiran.

Brzina kojom supstance proticu kroz reaktor se izrazava veli¢inom koja se zove
specificna brzina protoka, obeleZava sa ks ili jo i izraZava u jedinicama (vreme)*[5]

K, = (3.8)

q
\%
gde je q zapreminska brzina protoka izrazena u mL s, dok je V zapremina suda u mL.

Zahvaljujué¢i stalnom unosu reaktanta u otvorenom reaktoru se uspostavljaju
prava neravnotezna stacionarna stanja, pri ¢emu se sada uslov stacionarnosti moze
primeniti i na reaktante i na produkte. Ovo je najlakse prikazati na rekaciji (R3.1), pri
¢emu je sada neophodno dodati i reakcije koje opisuju unos reaktanata i izlaz svih vrsta

koje se nalaze u datom modelu.

N (R3.2)
AKX (R3.3)
X—% p (R3.4)
A (R3.5)
X—Jo sy (R3.6)
p—h, (R3.7)

Kineticke jednacine za dati model su:

da

— = e —ka- j,a 3.9

at Jodg —ka- jg (3.9)
%= kia-k,x— jox (3.10)
dt

dp .

o kox— 3.11
at 2X—JoP ( )



gde ap predstavlja koncentraciju reaktanta A u rezervoaru iz koga se ovaj reaktant uvodi
u reakcioni sud i koja je sve vreme konstantna. Na osnovu uslova stacionarnosti (3.1)

dobijaju se izrazi za stacionarne koncentracije:

g

=) (3.12)
ki

= et o)+ 1o) G4
Kk

e oo o) (319

Iz dobijenih izraza se vidi da stacionarne koncentracije zavise od konstanti
brzina, specificne brzine protoka jo 1 ulazne koncentracije reaktanta ap, zbog Cega se
uspostavljaju prava neravnotezna stacionarna stanja. lako se u otvorenom reaktoru uslov
stacionarnosti moZe primeniti i na reaktante i na produkte, u analizi stabilnosti nije

potrebno koristiti ove vrste buduci da su za dinamiku odgovorne intermedijerne vrste.

3.2. Stabilnost stacionarnih stanja

Ispitivanje stabilnosti hemijskih reakcionih sistema se zasniva na analizi
stacionarnih stanja. Da bi se utvrdila stabilnost stacionarnog stanja potrebno je ispitati
kako sistem reaguje na beskonatno male perturbacije posmatranog stacionarnog
stanja.[5,6,33,40,48] Kao S§to je ve¢ reCeno dinamika sistema se opisuje kinetickim

jednacinama koje se u opstem slucaju mogu napisati kao:

dx
e f (x,k) (3.15)

gde x predstavlja vektor nezavisnih intermedijernih vrsta, f je funkcija koncentracija
nezavisnih intermedijernih vrsta i konstanti brzina. Pri ¢emu je stacionarnost sistema

definisana uslovom [5,40]

f (X, ko) =0 (3.16)
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gde ko predstavlja set konstanti brzina reakcija za koje Xss predstavlja stacionarne
koncentracije intermedijernih vrsta, i za koje je zadovoljena relacija (3.16).
Pretpostavimo da se u tacki (Xss, Ko) sistem nalazi u stacionarnom stanju odnosno
zadovoljena je relacija (3.16). Da bismo odredili stabilnost zanima nas kako ¢e se sistem
ponaSati tokom vremena nakon male perturbacije koncentracije x, Ax koju mozZemo

definisati jednac¢inom:[5]
X = Xg +AX (3.17)

Zamenom izraza (3.17) u izrazu (3.15) i razvojem f u Tejlorov red u okolini

stacionarnog stanja dobija se:

d(Xss +AX) _ dAX
dt dt

= f (X5, Ko) +IAX +... (3.18)

gde je J matrica parcijalnih izvoda funkcije f po svim promenljivima sistema odnosno

jakobijan sistema.

Oy (X, Kg)  Of (X, Ko) 0fy (X5, Ko) |
0%, X, X
afz(xss’ko) afZ()(ssvko) af2(Xss1k0)
_ of (X, Kp)
J= s 07 0% 0%y oX, (3.19)
aX . . : .
afn(xss’ko) afn(xsyko) afn(Xss1k0)
L X 0% ]

Zadrzavaju¢i samo prva dva Clana, jer se Clanovi viSeg reda mogu zanemariti
buduéi da su perturbacije male, i uzimaju¢i u obzir relaciju (3.16), dobija se sistem

linearnih diferencijalnih jednacina po AX

— =JAX 3.20
" (3.20)

¢ije reSenje je oblika

AX = CeM (3.21)
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gde C predstavlja integracione konstante dok A predstavlja svojstvene vrednosti

jakobijana sistema koje se dobijaju kao nule karakteristicnog polinoma jakobijana:
det(J—A1) = A" + A" + A" 2 + .+ A+, =0 (3.22)

Stabilnost stacionarnog stanja potpuno je odredena karakterom i znakom
svojstvenih vrednosti jakobijana. Stacionarno stanje je stabilno samo ako su realni
delovi svih svojstvenih vrednosti negativni, jer ¢e tada pertubacija AX tokom vremena
opadati i1 sistem ¢e se vratiti u pocetno stanje. Ukoliko je realni deo barem jedne
svojstvene vrednosti pozitivan stacionarno stanje ¢e biti nestabilno.[5,33,40,50]
Stacionarna stanja u kojima su vrednosti realnih delova svih svojstvenih vrednosti
razli¢ita od nule, bez obzira na vrednost imaginarnog dela, nazivaju se hiperbolicka, U
suprotnom ako je vrednost realnog dela barem jedne svojstvene vrednosti jednako nuli,

stacionarna stanja su nehiperbolicka.[40]

U zavisnosti od karaktera svojstvenih vrednosti moze se razlikovati nekoliko
slu¢ajeva hiperbolic¢kih stacionarnih stanja. Ako su sve svojstvene vrednosti realni
brojevi takvo stacionarno stanje se naziva ¢vor. AKo su sve svojstvene vrednosti
negativne ¢vor je stabilan, u suprotnom ako postoji barem jedna pozitivna svojstvena
vrednost ¢vor je nestabilan. U slucaju da su svojstvene vrednosti kompleksni brojevi,
stacionarno stanje se naziva fokus. Kao i u prethodnom slucaju fokus moze biti stabilan

i nestabilan u zavisnosti od znaka realnog dela. [40]

Analizom svojstvenih vrednosti za modele koji sadrze mali broj promenljivih
lako se moze utvrditi stabilnost stacionarnog stanja kao i to da li je dato stacionarno

stanje ¢vor, sedlo ili fokus.

U slucaju da u sistemu postoji samo jedna intermedijerna vrsta (n = 1), reSavanje
karakteristicnog polinoma (3.22) se svodi na reSavanje linearne jednacine i jedini
moguci slucaj jeste postojanje postojanje ¢vora. Stacionarno stanje ¢e biti stabilno ako
vazi:

of (XSS’ kO) <0

~ (3.23)
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U slucaju reakcionih sistema sa dve intermedijerne vrste (n = 2) jakobijan je

matricareda 2 x 2

o ofy
0% 0%

J= .
o, o 529
0% 0%

i reSavanje karakteristicnog polinoma se svodi na reSavanje kvadratne jednacine
A% —tr(3)A+det(3)=0 (3.25)

gde su

of, of, o, of,

tr(3)=T1, Mo gey(g)- T e M oy (3.26)

_& 0%y

pri ¢emu tr(J) predstavlja trag a det(J) determinantu jakobijana sistema. ReSenje

jednacine (3.25) je:

Az =%(tr(J)J_r\/tr(.])2 —4det(J)) (3.27)

U zavisnosti od znaka tr(J), det(J)i diskriminante mogu se dobiti razliciti

slu¢ajevi hiperbolickih stacionarnih stanja.[5]

a) tr(J) <0, det(J) >0, tr(J) — 4det(J) >0
A1 1 Ay su realni i negativni koreni jednacine (3.27), odnosno realne i negativne
svojstvene vrednosti jakobijana, zbog Cega Ce intezitet perturbacija stacionarnog stanja
tokom vremene monotono opadati. Ovo stanje odgovara stabilnom ¢voru.
b) tr(J) <0, det(J) > 0, tr(J)* - 4det(J) <0
A1 i Az su kompleksne svojstvene vrednosti jakobijana sa negativnim realnim

delovima.

Ao =Re(4) £ilm(4)

3.28
Re(4) = %tf(J) Im(2) = %\/4 det(J) —tr(J)? (3.28)
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ResSenje jednacine (3.21) u slucaju ovakvog konjugovano-kompleksnog para je
ekvivalentno proizvodu jedne eksponencijalno opadajuce i jedne periodicne funkcije.
Opadajuc¢i ¢lan obezbeduje povratak sistema u polazno stacionarno stanje, ali se zbog
periodi¢nog cClana radi o oscilatornom priblizavanju sa opadaju¢om amplitudom.

Ovakvo stanje odgovara stabilnom fokusu.
) tr(J) >0, det(J) > 0, tr(J)* — 4det(J) < 0

A1 1 A2 su kompleksne svojstvene vrednosti jakobijana sa pozitivnim realnim
delovima. Zbog pozitivnog realnog dela perturbacija stacionarnog stanja ¢e se tokom
vremena povecavati i sistem ¢e se udaljiti od neravnoteznog stacionarnog stanja, pritom

osciluju¢i. Ovaj slucaj odgovara nestabilnom fokusu.
d) tr(J) >0, det(J) > 0, tr(J)? — 4det(J) > 0

A1 i Az su realne i pozitivne svojstvene vrednosti jakobijana. Buduci da su
svojstvene vrednosti pozitivni brojevi intezitet perturbacije ¢e tokom vremena
eksponencijalno rasti i sistem ¢e napustiti neravnotezno stacionarno stanje. Ovaj slucaj

se naziva nestabilni ¢vor.
e) det(J) < 0, tr(J)* - 4det(J) > tr(J)

A1 1 Ay su realne svojstvene vrednosti jakobijana ali suprotnih znakova.
Posledica ovakvih svojstvenih vrednosti jeste da jedan od eksponencijalni ¢lan u
jednacini (3.21) koji odgovara negativnoj svojstvenoj vrednosti eksponencijalno opada,
dok ¢lan koji odgovara pozitivnoj svojstvenoj vrednosti eksponencijalno raste. Ovakvo

stacionarno stanje se naziva sedlasta tacka.

Pored navedenih slucajeva postoje joS dva karakteristicna slucaja. Prvi kada je
tr(J)=0 i det(J)>0 kada dolazi do nastanka Andronov-Hopf bifurkacije i drugi slucaj
kada je det(J)=0 kada se javlja bifurkacija sedlasti ¢vor. Navedene pojave objasnjene su

u nastavku ovog rada.
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3.3. Lokalne bifurkacije stacionarnih stanja

SloZeni reakcioni sistemi mogu da zavise od velikog broja parametara, i u
zavisnosti od vrednosti ovih parametara oni mogu pokazivati razli¢ite oblike dinamike 1
bifurkacija. Bifurkacija je francuska re¢ koju je u nelinearnu dinamiku uveo Poenkare, i
koja oznacava kvalitativne promene u karateristikama dinamickih sistema, kao Sto su
broj i karakter stacionarnih stanja, usled variranja jednog ili viSe parametara sistema.
Osnovna podela bifurkacija je na lokalne 1 globalne. Lokalne bifurkacije oznaCavaju
promene koje se deSavaju u okolini stacionarnog stanja, dok svaka druga promena

oznacava globalne bifurkacije.[40]

U bifurkacionoj analizi korisno je uvesti parametarski prostor, prostor koji se
sastoji od parametara sistema. U ovom prostoru tacka u kojoj dolazi do pojave
bifurkacije se naziva bifurkaciona tacka. Bifurkacija za C¢iji nastanak je neophodno

varirati m parametara predstavlja bifurkaciju kodimenzije m. [40]

U slucaju lokalnih bifurkacija stacionarnih stanja, ako se pocne od seta
parametara koji odgovaraju stabilnom neravnoteznom stacionarnom stanju, variranjem
jednog parametra, stacionarno stanje moze postati nestabilno kroz jednu od bifurkacija
sledecih tipova: sedlasti ¢vor, tacka grananja i Andronov-Hopf bifurkacija.[22,28,40] U
slu¢aju sedlastog ¢vora i tacke grananja sre¢u se samo grane Stacionarnih stanja
odnosno staticka reSenja, zbog ¢ega se ove bifurkacije nazivaju staticke. U slucaju
Andronov-Hopf bifurkacije u bifurkacionoj tacki se srecu stacionarna i periodi¢na stanja,

zbog Cega ova bifurkacija spada u dinamicke.

3.3.1. Stati¢ke bifurkacije

U stacionarnom stanju definisanom u tacki (Xo, Ko) dolazi do pojave staticke

bifurkacije ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:[40]

1) f(Xo,ko)=0
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2) Matrica J ima jednu svojstvenu vrednost koja je jednaka nuli, dok su sve
ostale svojstvene vrednosti razli¢ite od nule, $to je ekvivalentno uslovu

da je determinanta matrice J jednaka nuli

Prvi uslov podrazumeva da je zadovoljen uslov stacionarnosti, dok drugi uslov
podrazumeva da je stacionarno stanje nehiperboli¢ko. Ova dva uslova su neophodna ali
ne 1 dovoljna da bi doslo do pojave staticke bifurkacije. Da bi se utvrdilo da 1i je doslo

do pojave neke od statickih tipova bifurkacija mora se analizirati proSirena matrica

[J | f,] redanxn+1 gde je Fy definisano kao:

poo o (3.29)

i predstavlja vektor veli¢ine nx1. Analizom ranga proSirene matrice, mogu se
razlikovati tipovi statickih bifurkacija. U slucaju sedlastog ¢vora rang proSirene matrice
je n, dok je u slucaju tacke grananja rang n—1. Ovo se najlakSe moze proveriti na
jednostavnim primerima u kojima se javljaju ove bifurkacije kao $to su normalne forme.

Primer sedlastog ¢vora moze se ilustrovati na jednodimenzionalnom sistemu (N

=1):

% — (3.30)
Ovaj sistem ima dva stacionarna reSenja:

x=+u (3.31)
Jakobijan je matrica reda 1x1 i ima samo jednu svojstvenu vrednost

A =-2X (3.32)

dok je izvod funkcije f po parametru

fi =1 (3.33)
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Na osnovu izraza (3.31) vidi se da sistem ima dve grane reSenja, pri ¢emu je

stabilna grana koja odgovara reSenju x=\/; , dok nestabilna grana odgovara resenju

X =—4/ u , Sto se moze zaklju€iti na osnovu izraza (3.32).
1+
05F
=  OfeSN
osf el
-1k L e 2
0 0.5 1

Slika 1. Bifurkacioni dijagram za slu¢aj sedlastog ¢vora. U sedlastom ¢voru se spajaju
dve grane stabilna (puna linija) i nestabilna (isprekidana), pri ¢emu obe imaju
zajednicku tangentu. Na slici oznaka SN oznacava sedlasti ¢vor.

Sedlasti ¢vor postoji kada su zadovoljeni uslovi 1) i 2), Sto je zadovoljeno u

tacki (X, u) = (0, 0). U ovoj tacki, proSirena matrica je
[0 1 fJ=[0 | 1] (3.34)
I njen rang je jednak jedinici.

Slucaj tacke grananja takode se moze ilustrovati na jednodimenzionalnom

sistemu:

dx 2
— = uxX—X :
praats (3.35)

U ovom slucaju postoje dva reSenja od kojih je jedno trivijalno

=0 (3.36)

X = u (3.37)
Jakobijan sistema je:

J=pu—-2x (3.38)

Svojstvena vrednost za sistem (3.35) je:
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A=u ustanjux=0 (3.39)
——u u stanju x = (3.40)

U slucaju trivijalnog reSenja, sistem je stabilan kada je p < 0. U slucaju kada je
reSenje netrivijalno, sistem je stabilan kada je x> 0. Uslovi 1) i 2) su zadovoljeni za oba

reSenja u tacki (X, £)=(0, 0). U ovoj tacki proSirena matrica je:
[J | f]=[0 | O] (3.41)

i njen rang je nula, dakle n-2.

=
tn
T

-0.5F

-1kt M
-1 -05 0 0.5 1
[
Slika 2. Bifurkacioni dijagram za slucaj tacke grananja. U tacki grananja se spajaju dve
grane koje odgovaraju trivijalnom i netrivijalnom reSenju, pri ¢emu nemaju zajednicku
tangentu. Stabilna stanja su oznacena punom linijom, dok su nestabilna oznacena
isprekidanom linijom. Oznaka BP oznacava ta¢ku grananja.

3.3.2. Andronov-Hopf bifurkacija
Variranjem kontrolnog parametra u dinamickom sistemu do pojave Andronov-
Hopf bifurkacije dolazi ako su zadovoljenu uslovi:[40]
l) f(Xo,ko) =0

2) Matrica J ima par ¢isto imaginarnih svojstvenih vrednosti +i®p, dok su

realni delovi preostalih svojstvenih vrednosti razli¢iti od nule.

Ovi uslovi obezbeduju da je zadovoljen uslov stacionarnosti i da je stacionarno
stanje nehiperbolicko. Kada su zadovoljeni ovi uslovi dolazi do nastanka periodi¢nih

reSenja sa periodom oscilovanja 2m/wp,.
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Kao primer sistema u kom dolazi do pojave ove bifurkacije moze se iskoristiti

jednostavan dvodimenzionalni sistem

S px-oy+(@x-pY0e +y) (3.42)
%:a)x+yy+(ﬂx—ay)(x2 +y?) (3.43)

U ovom slucaju kao parametar koji se varira uzeCemo parametar g Tacka u
kojoj su zadovoljeni uslovi stacionarnosti jeste (x, y)=(0, 0) i svojstvene vrednosti

jakobijana su u tom slucaju
A=u—-iw, A=u+iw, (3.44)

Na osnovu izraza za svojstvene vrednosti, vidi se da se Andronov-Hopf

bifurkacija javlja u tacki (X, y,2)=(0, 0, 0).

""n.. '..,...

m m
Slika 3. Bifurkacioni dijagram za sluc¢aj Andronov-Hopf bifurkaciije. a) Bifurkacioni

dijagram za slucaj superkriticne Andronov-Hopf bifurkacije b) Bifurkacioni dijagram za
slu¢aj subkriticne Andronov-Hopf bifurkacije. Stabilna stacionarna stanja i periodi¢na
reSenja su predstavljena punim linijama, dok su nestabilna stanja predstavljena
isprekidanim linijama.

U zavisnosti od vrednosti parametra « u jednacinama (3.42-3.43) mogu se
razlikovati dva tipa Andronov-Hopf bifurkacije. Kada je a=-1 dolazi do pojave
superkriticne, dok u slu¢aju kada je a =1 dolazi do pojave subkriticne Andronov-Hopf
bifurkacije. Bifurkacioni dijagrami za oba slucaja su dati na slici 3. U slucaju
superkriticne Andronov-Hopf bifurkacije sa jedne strane postoji grana stabilnih
stacionarnih stanja, dok sa druge strane postoji grana nestabilnih stacionarnih stanja i

stabilnih periodi¢nih reSenja. U slucaju subkriticne Andronov-Hopf bifurkacije sa jedne
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strane postoji grana nestabilnih stacionarnih stanja, dok sa druge strane postoji grana

stabilnih stacionarnih stanja i nestabilnih periodi¢nih resenja.[40]

Na osnovu uslova da se Andronov-Hopf bifurkacija javlja u tacki u kojoj postoji
par Cisto imaginarnih svojstvenih vrednosti tion zakljuuje se da se ova bifurkacija
moze javiti samo u onim reakcionim sistemima koji imaju 2 ili viSe intermedijernih
vrsta (n > 2). Pored broja intermedijernih vrsta, posmatrani reakcioni sistem mora da
ispunjava i dodatne uslove. Detaljnom analizom reakcionih mehanizama i zakona
hemijske kinetike dokazano je da su u reakcionim sistemima koji sadrZze samo reakcije
prvog reda svojstvene vrednosti jakobijana sistema J uvek realne i negativne, zbog ¢ega
u ovim sistemima ne moze doc¢i da pojave oscilacija odnosno Andronov-Hopf
bifurkacije.[48,51] Dokazano je i da u sistemima cija se kinetika izvodi na osnovu
zakona o dejstvu masa, do pojave oscilacija moze do¢i samo ako mehanizmi sadrze
barem trimolekularnu reakciju, kao $to je kubna autokataliza, ili sadrZze viSe od dve

intermedijerne vrste.[48,52]

Kao primer hemijskog sistema sa dve promenljive moze se iskoristiti model
autokatalatora[6,53] koji ima direktni autokataliticki korak, dakle trimolekularnu

reakciju i dve intermedijerne vrste:

R—5 A (R3.8)
A—* 5B (R3.9)
A+2B—% 3B (R3.10)
B—% ,p (R3.11)

3.4. Klasi¢na analiza stabilnosti dvokomponentog sistema

Klasi¢na analiza stabilnosti se bazira na odredivanju svojstvenih vrednosti
jakobijana sistema, uslova pri kojima sistem postaje nestabilan kao i tipova bifurkacija
koje se javljaju. U ovom poglavlju da bi se pokazao nacin izvodenja ovakve analize,

iskoristi¢e se model autokatalatora definisan jednac¢inama (R3.8-R3.11).

20



Ovaj model sadrzi dve intermedijerne vrste A i B koje su bitne za analizu
stabilnosti. Ovaj model opisuje hemijsku reakciju u uslovima zatvorenog reaktora zbog
¢ega se mogu uspostaviti samo pseudo-stacionarna stanja. Kako se analiza stabilnosti
moze izvesti samo na otvorenim sistemima budu¢i da samo u njima dolazi do
uspostavljanja pravih stacionarnih stanja, neophodno je dati model transformisati tako
da Sto viSe oponasa uslove otvorenog reaktora. Ovo se postize odredivanjem vrsta koje
se ponaSaju kao rezervoari odnosno veoma sporo se trose tokom hemijske reakcije, tako
da su njihove koncentracije bliske pocetnim. U slucaju autokatalatora rezervoar
predstavlja vrsta R, koja je jedini reaktant tako da se njena koncentracija smatra
priblizno konstantnom, odnosno da odrzava pocetnu vrednost ro. Kineticke jednacine

za dve intermedijerne vrste su:

% = kI — kya—kqab? (3.45)
% = k,a+ksab? —k,b (3.46)
Uslov stacionarnosti je zadovoljen kada vazi
ko — kpa—ksab® =0 (3.47)
k,a+ ksab® —k,b=0 (3.48)
Iz jednacina (3. 47-3. 48) su odredene stacionarne koncentracije vrsta A i B
KZr,
A = % (3.49)
kK3l + Kok
Kyr,
b = % (3.50)
4
Jakobijan za autokatalator je
—k —koRZ -2k
J= kl 2bss Zassbss (3.51)

kg + k2bszs 2kyag by — kg

NalaZenje nule karakteristicnog polinoma autokatalatora svodi se na reSavanje

jednacine (3.25). Kao $to je ve¢ pokazano u poglavlju 3.2, da bi se ispitala stabilnost i
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odredili tipovi bifurkacija i uslovi pri kojima se one javljaju neophodno je analizirati
det(J) i tr(J).

k k2 2
det(J) = k4[k2+ 3k;r0J (3.52)
4

Iz izraza za determinantu vidi se da ona moze biti samo pozitivna buduci da su
konstante brzina i koncentracije pozitivni brojevi. Ovo iskljuuje mogucnost za

nastanak statickih tipova bifurkacija.

Slede¢i korak jeste izraCunavanje tr(J) kako bi se ispitale preostale moguénsti.

—k14k§r04 + k12k3k§ (k4 —2k2)r02 - kzkf (kz +k,)

tr(J) = :
K (k12 Kt + KokZ ) (353)
Trag jakobijana menja znak kada je
ki'k2ty —kkeky (ks =2k, )15 + KoKy (K, +K, ) =0 (3.54)

Ova jednaCina cCetvrtog stepena moZe biti reSena smenom r2=p, jer ima
iskljuéivo parne stepene. Zbog toga se uslov za promenu lokalne stabinosti, tr(J)=0,

dobija kao resenje kvadratne jednacine po r?. Koreni te jednacine su

_k§
2k’Kq

(r1,2 )2 = P2 [(k4 —2ky ) F/Ks (kg —8k2)} (3.55)

Ako je k4 > 8ky, poslednja jednacina ima dva realna korena po p. Kako je (kg — 2

ko) vete od potkorene veli¢ine koja u punom obliku ima vrednost

\/(k4—2k2)2—4k2(k2+k4) , oba korena su pozitivna. Dalje, u izrazu ry=+/p,, ,
negativna resenja nemaju fizickog smisla, pa ostaju samo dva korena po r, odnosno

o =+/Prs -

Na osnovu izraza (3.52) i (3.53) vidi se da autokatalator moze izgubiti
nestabilnost samo kroz nastanak Andronov-Hopf bifurkacije, dok je nastanak sedlastog

¢vora iskljucen. Da bi se odredili uslovi pri kojima moZze do¢i do nastanka Andronov-
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Hopf bifurkacije neophodno je uporediti izraze (3.52) i (3.53) i naci odgovarajuce

odnose izmedu konstanti brzina.

Iz izraza (3.52) i (3.53) vidi se da su ¢ak i kod jednostavnih modela koji imaju
samo dve intermedijerne vrste, kao Sto je autokatalator, izrazi za tr(J) i det(J)
komplikovane funkcije konstanti brzina, dok kod sloZenijih modela koje imaju vise
intermedijernih vrsta odredivanje nule karakteristicnog polinoma je nemoguce izvesti
analitickim putem zbog Cega je neophodno koristiti druge metode analize stabilnosti

koje omogucavaju pojednostavljenje ovog problema.
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4. Analiza stehiometrijskih mreza (SNA)

Analiza stabilnosti reakcionih sistema koji mogu ispoljiti razli¢ite oblike
dinamike predstavlja jedan od najvaznijih koraka u njthovom modeliranju, medutim ona
se susrece sa ve¢im brojem problema medu kojima se posebno isti¢u dva. Prvi je da su
to sloZeni sistemi u ¢ijim modelima je neophodno ukljuciti veéi broj intermedijernih
vrsta. Drugi, takode veliki problem jeste da su za ove sisteme po pravilu vrednosti
kinetickih parametara nedostupne. U glavi 3 pokazano je da je klasi¢an pristup analize
stabilnosti koji se zasniva na resavanju karakteristi¢ne jednacine, ograni¢en na sisteme
sa dve intermedijerne vrste. Navedeni problemi mogu se prevazi¢i upotrebom metode

analize stehiometrijskih mreza (SNA), koja se pokazala kao veoma efikasno sredstvo.

SNA omogucava efikasnu analizu stabilnosti visSedimenzionalnih sistema koji se
mogu predstaviti u obliku stehiometrijskih modela. Mada se i u SNA analiza stabilnosti
zasniva na ispitivanju stacionarnih stanja, uvodenjem novog tipa parametara postupak
analize se znatno upros¢ava. Primenom ove metode dobijaju se kvalitativne
karakteristike modela bez potrebe za poznavanjem vrednosti kinetickih parametara.
Upotrebom SNA mogu se izvesti analiticki izrazi za uslov nestabilnosti, koji se dalje
moze Kkorisiti za utvrdivanje uslova pri kojima dolazi do pojave Andronov-Hopf

bifurkacije i bifurkacije sedlasti ¢vor.

U okviru ovog poglavlja definisani su osnovni pojmovi SNA. Pored toga
pokazano je kako se SNA efikasno moze primeniti u analizi sloZenih reakcionih sistema,
kao i to kako dodatno pojednostaviti dobijene uslove nestabilnosti i odrediti vrednosti

kinetickih parametara neophodnih za optimizaciju modela.

4.1. Matri¢ni zapis Kkinetickih jednacina
SNA koristi matri¢ni zapis hemijskih reakcija. Posmatrajmo sistem koji se

sastoji od n vrsta i m reakcija i koji se moze predstaviti u stehiometrijskom zapisu u
slede¢em obliku:[5,19,48]
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s{lxl + Si“lxz +...+ sr';]lxn Lsﬁxl + szt?lx2 +...+ qfflxn
s_'jle + s'z"ZX2 +...+ s‘,';'zxn %sﬁ’le + SZE?ZX2 +...+ er’,ZXn 4.1)
St X1+ S mXp ot S Xy L)sfmxl + Xy Tt SomXp

gde su Sil_j iSiE)j stehiometrijski koeficjenti sa leve i desne strane jednacine. Ovde indeks i
oznacava hemijske vrste kojih ima ukupno n dok indeks j oznacava redni broj reakcije,
kojih ukupno ima m. Generalno, kada je stehiometrijski koeficjent jednak nuli sa jedne
ili obe strane jednacine, ta vrsta se ne pojavljuje u stehiometrijskom zapisu sa te ili obe
strane. U principu, ista vrsta se moZe pojaviti sa obe strane hemijske reakcije, i to sa
razli¢itim koeficijentima, Sto je slucaj kod direktnih autokatalitickih, odnosno
autoinhibicionih koraka. Povratne reakcije se u SNA metodi tretiraju kao nezavisni

procesi.[5]

Kineticke jednacine za pomenuti sistem se u matri¢noj formi mogu predstaviti
kao:

dx

e otV (4.2)

gde je x vektor koncentracija reda nx1, Sy je stehiometrijska matrica reda nxm i v
predstavlja vektor brzina reakcija reda mx1. Redovi matrice Sy odgovaraju hemijskim
vrstama koje ucestvuju u hemijskoj reakciji, dok kolone odgovaraju hemijskim
reakcijama. Elementi ove matrice predstavljaju razliku stehiometrijskih koeficjenata sa

desne i leve strane reakcije Sj= SiDj —SiLj. Za sistem predstavljen jednac¢inom (4.2) Sy

ima oblik:

R R ... Ry

S1 Sz - S | X
o _|S1 S o S X (4.3)
ot 7| .. : :

Ova matrica ilustruje povezanost hemijskih vrsta u okviru hemijskih reakcija

posmatranog modela. Matematicki gledano ova matrica predstavlja transformaciju

25



vektora brzina reakcija u vektor vremenskih izvoda koncentracija hemijskih vrsta u
modelu, $to se moze videti iz jednacine (4.2). Matrica S je veoma vazna za izvodenje
numeriCkih simulacija i1 analize stabilnosti budu¢i da se njenom analizom izracunava
matrica odrzanja C[19,48], pomocu koje se odreduje set linearno nezavisnih hemijskih
vrsta neophodnih za izvodenje numeric¢kih simulacija. Daljom analizom se bira set
linarno nezavisnih internih odnosno intermedijernih vrsta neophodnih za izraCunavanje

matrice struja E, koja je vazna za izvodenje analize stabilnosti.
Vektor brzina reakcija v u matri¢nom obliku se moze napisati kao:[5,19]
v =diag(k) - x= (4.4)

gde diag predstavlja dijagonalni matri¢ni operator, K vektor konstanti brzina, a K
matricu redova reakcija sa elementima koji odgovaraju stehiometrijskim koeficjentima

vrsta X; na levoj strani reakcije j, odnosno SiLj. U opstem slucaju ima oblik

R R .. R,

Si S - S| %
K | S s X (4.5)
ot = . o, : :

_Srlil Slw_,z ﬁl{,m_xn

K .. ..
Operator X" ' definisan je izrazom

X et = i (46)

i=1

Kao primer matricnog zapisa kinetickih jednacina iskoristicemo model
autokatalatora koji je definisan jednacinama (R3.8-R3.11). Matrica Sy za ovaj model
ima oblik
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-1 0 0 O0]R

1 -1 -1 0|A
S““_Oll—lB
0 0 0 1]P

dok je matrica K o

100 O|R
K. - 011 0A
©l0 0 2 1|B
0 00 0O|P
Jednacina (4.2) za model autokatalatora ima oblik
_d_r_
dt

da| |-1 0 0 0w

db| [0 1 1 -1y
at| |0 0 0 1y,

4.7)

(4.8)

(4.9)

dp
L dt |
Kada se matrice u jednacini (4.9) pomnoze, dobija se razvijeni oblik jednac¢ina
dr
P —1v; +0v, +0v; +0v,
% = 1lv-1v, —1v; +0v,
db (4.10)
—= 0v +1v, +1v; -1v,
dt
dp
I Ov; +0v, +0v3 +1v,
Zamenom izraza za matricu K (4.8) u izrazu (4.6) dobija se
1000
0110
rlo o 2 1] rt.a’.p’. p’ r
@l t O _r%atpp?| | a (4.11)
b ro.al.bz.po ab2
Y rO . ao .bl. po b
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Zamenom izraza (4.11) u izraz (4.4) dobijaju se izrazi za brzine reakcija

autokatalatora

vl [k 0 0 o] r Iyt
V. 0 k, 0 O a k,a
2 |= 2 =l (4.12)
Vy 0 0 ky Ofab k;ab
v,| [0 0 0 K b k,b

4.2. Jednacine odrzanja

Tokom odvijanja hemijskih reakcija ne dolazi do uniStavanja hemijskih vrsta,
ve¢ do transformacije jednih vrsta u druge, zbog Cega se javljaju takozvane sume
odrZzanja hemijskih vrsta. Kao jednostavan primer mozemo iskoristiti hipoteticku

reakciju

A—5B—* ,C (R4.1)
gde se suma koncentracija vrsta a, b i ¢ u svakom trenutku konstantna, tako da vaZzi
a+b+c=a,+h,+c, =CONST (4.13)

gde je vrednost koli¢ine odrzanja data kao CONST odredena vredno$¢u pocetnih

koncentracija ao, bo, Co. U opstem slucaju relacije odrzanja mogu biti napisane kao[48]
9" x(t) = g" x(ty) = CONST (4.14)

gde je x vektor koncentracija vrsta koje ucestvuju u reakcijama nx1, X(tp) vektor
pocetnih koncentracija nx1, dok g predstavlja vektor nx1 koji sadrzi konstantne

koeficjente i koji u sluc¢aju (R4.1) ima oblik
o' =[1 1 1] (4.15)

Elementi vektora g u opstem slu¢aju mogu imati vrednosti koje su razlicite od 1.
Postavlja se pitanje kako odrediti vrste izmedu kojih se javljaju uslovi odrZanja kao i

vektor g.
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Ovaj zadatak se moze uraditi analizom matrice Sy, pri ¢emu se treba podsetiti
da redovi matrice Sy predstavljaju hemijske vrste. Matematicki gledano uslovi odrzanja

su posledica linearne zavisnosti izmedu redova matrice S 5t0 Se moZe napisati kao

Sttd=0 (4.16)

gde superskript T oznaCava operaciju transponovanja matrice. Dakle, da bi se odredili
uslovi odrzanja moraju se odrediti svi vektori g koji zadovoljavaju uslov (4.16), pri
¢emu skup svih vektora g formira matricu odrzanja C, ¢ije kolone predstavljaju ovi
vektori. Za odredivanje matrice C mora se resiti jednacina (4.16) za Sta je potrebno
koristiti specifi¢ne algoritme koji su opisani u poglavljima 4.4.1 i 4.4.2. Iz izraCunate
matrice C uslovi odrzanja se dobijaju po formuli (4.14) koja sada koriS¢enjem matrice

C prelazi u oblik
CTx(t) = C"x(ty) = CONST (4.17)

Slede¢i korak jeste upotreba matrice C za pojednostavljivanje sistema
koris¢enjem dobijenih relacija odrzanja. Prvi korak jeste odredivanje ranga matrice S
koji daje broj linearno nezavisnih vrsta u sistemu i samim tim minimalan broj hemijskih
vrsta koji se mora koristiti u numerickim simulacijama. Koncentracije preostalih
m-rang(Sit) se odreduju iz relacija odrzanja. Ovde treba napomenuti da je broj relacija
odrzanja odnosno broj linearnih kombinacija koje zadovoljavaju uslov (4.17) Cesto veéi
od broja linearno zavisnih vrsta, ali je prilikom pojednostavljivanja pravilno koristiti
samo m-rang(Swt) relacija odrzanja. Ovde treba napomenuti da se koncentracije
linearno zavisnih vrsta u izrazima za brzine reakcija zamenjuju dobijenim relacijama
odrzanja i1 zatim koriste u numeric¢koj simulaciji. Na ovaj nacin se postize da se reSava
sistem sa manjim brojem diferencijalnih jednacina ali komplikovanijim izrazima za
koncentracije. Svodenje sistema diferencijalnih jednacina na minimalan broj je veoma
korisno prilikom resavanja kinetickih jednac¢ina za reakcione sisteme koji sadrze veliki
broj hemijskih vrsta i reakcija, budu¢i da je lakSe reSavati sistem algebarskih nego

diferencijalnih jednacina.

Kako se relacije odrZzanja mogu iskoristiti za pojednostavljivanje kineti¢kih

jednacina pokaza¢emo na modelu autokatalatora. Matrica Sy autokatalatora je data u
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Slika 4. Vremenska evolucija vrste P a) dobijena numerickim reSavanjem kinetickih
jednacina b) izracunata iz jednacine (4.21)

jednacini (4.7) i njen rang je 3, §to znaci da postoje 3 linearno nezavisne vrste i jedna
linearno zavisna. Da bi se odredila matrica odrzanja C reSava se jednacina (4.16) koja

za autokatalator ima oblik:

-1 1 0 0
0 -1 1 0 C=0 (4.18)
0 -1 1 0
0 0 -11

Resavanjem jednacine (4.18) dobija se matrica odrzanja:

1ir
lla
S
1ip

C (4.19)

Iz (4.19) relacije odrzanja se dobijaju koris¢enjem jednacine (4.17) koja u

slucaju autokatalatora ima oblik

r I

111 1] Z 11 (4.20)

p Po
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gde se posle mnozenja dobija relacija
r+a+b+p=ry+a,+hy+ p, (4.21)

Korisé¢enjem relacije (4.21) koncentracija vrste P se u svakom trenutku moze
odredititi na osnovu poznatih pocetnih i trenutnih koncentracija vrsta R, A i B (slika 4)

preko formule

p=rfy+3+hy+py—(r+a+b) (4.22)

4.3. 1zbor intermedijernih vrsta

Izvodenje analize stabilnosti u SNA sastoji se od nekoliko koraka, od kojih je
prvi i jedan od najvaznijih izbor internih vrsta, odnosno vrsta koje odreduju dinamiku
sistema. Hemijske vrste se mogu podeliti u dve grupe eksterne i interne (intermedijerne).
U ceksterne vrste spadaju reaktanti i produkti. Reaktanti su one vrste Cije se
koncentracije tokom odigravanja hemijske reakcija samo troSe, dok su produkti one
vrste koje u hemijskoj reakciji nastaju. Bitno je napomenuti da su koncentracije
reaktana i produkata mnogo vecée od koncentracija internih vrsta. Sa druge strane interne
vrste su one koje nastaju tokom hemijske reakcije ali se istovremeno i troSe, i one
odreduju dinamiku sistema. Dakle, interne vrste su one vrste na koje se moze primeniti

uslov staconarnosti koji se u matri¢noj formi moZze napisati kao
Sy, =0 (4.23)

gde sada matrica S predstavlja stehiometrjsku matricu ¢iji redovi odgovaraju samo
internim vrstama, dok je vss vektor stacionarnih brzina reakcija. 1z navedenog se vidi da
je za potrebe analize stabilnosti neophodno ukloniti sve eksterne vrste i ostaviti samo
bitne intermedijerne vrste koje formiraju stehiometrijsku matricu S. Izbor

intermedijernih vrsta sastoji se iz nekoliko koraka:

e Izracunavanje matrice C

e Definisanje procesa koji se ispituje u pogledu sumarne reakcije
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Odredivanje reaktanata i produkata reakcije 1 njihovo uklanjanje iz dalje

analize - eksterne vrste

Odredivanje onih intermedijernih vrsta ¢ije su koncentracije znatno vece

od koncentracija ostalih intermedijerniih vrsta i koje mogu imati ulogu

rezervoara

Postupak odabira internih vrsta neophodnih za izvodenje analize stabilnosti

pokaza¢emo na modelu BZ reakcije datom u dodatku A (RA.1-RA.12).

U ovom modelu postoji 16 hemijskih vrsta: Br~, HOBr, Br, HBrO,, Br,0,

BrOs~, BrO,, Ce**, Ce**, MA (CH»(COOH),), BrMA (BrCH(COOH),), H*, H,0, Py,

P, Bra(g). Medutim, kao $to smo ve¢ naveli u dodatku A koncentracije H,0 i H' su

znatno vece od koncentracija ostalih vrsta zbog ¢ega se Smatraju konstantnim i uneti su

u izraze za konstante brzine u reakcijama u kojima ucestvuju, $to je i inace uobicajeni

postupak tretiranja ovih vrsta. Posle uklanjanja H,O i H* ostaje 14 hemijskih vrsta. Prvi

korak je odredivanje ranga matrice Sy, koji iznosi 10. Dakle, u sistemu imamo 10

linearno nezavisnih vrsta i 4 linearno zavisne vrste. Sledeci korak jeste izraCunavanje

matrice C.

C.C, Gy Gy G

0

O O O OO kP kP OO O o o o

0

O P P P P OO O O o o o o

1

N O O Ok, O O F P NN FP N -

0

N Wk, O N PFP O OOl M B DNDN

6
4

[N

O N W N O P P O 0 DN

[N

Br-
HOBr
0 Br,
HBrO,
Br,O
BrO3
Bro,
Ce3+
Ce?+
BrMA
MA

Br,(9)

_0 PZ

(4.24)
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Matrica C za model BZ reakcije ima 5 kolona, tako da je ovo primer modela gde
postoji veci broj linearnih kombinacija koje zadovoljavaju uslov (4.16) od broja
linearno zavisnih vrsta. Medutim kako imamo 4 linearno zavisne vrste, neophodno je
koristiti samo 4 uslova odrZanja. Kori$¢enjem relacije (4.17) i koris¢enjem samo kolona

Ci1, Cy, C31 Cy4 iz matrice C dobijaju se sledece relacije odrzanja

[Ce* 1+[Ce**1=[Ce* ], +[Ce™ ], (4.25a)
[BrMA]+[MA] +[Br, (9)]+[P,] = [BrMA], +[MA], +[Br, (9)]o +[P.]o (4.25b)

[Br~]+[HOBr]+2[Br,]+[HBrO, ]+ 2[Br,0]+[BrO; ] +[BrO,] +[BrMA]

+2[P,]=[Br ], +[HOBI],+2[Br, ], +[HBrO,], + 2[Br,0],+[Bro; 1, (4.25¢)
+[BrO, ], +[BrMA], + 2[P,],
2[HOBr]+2[Br2]+4[HBr02]+4[Br20]+6[BrO§]+5[BrOZ]+[Ce4+]+2[BrMA]

+2[Br,(9)]+3[P,]+ 2[P,] = 2[HOBr], +2[Br,],+4[HBrO,], + 4[Br,0], + 6[BrO3 ], (4.25d)
+5[BrO, ], +[Ce* ], + 2[BrMA], +2Br,(g), + 3P.], + 2P, ],

Koriste¢i relacije (4.25a-4.25d) mozemo ukloniti 4 vrste, pri ¢emu prve vrste
koje se uklanjaju jesu produkti. Produkti ne ucestvuju u izrazima za brzine reakcija, pa
samim tim ne uti¢u na dinamiku sistema zbog Cega su nebitni u analizi stabilnosti. Za
njih je Karakteristicno da su im svi elementi u matrici Syt pozitivni. U slucaju
ispitivanog modela to su: Py, P,, Br,(g). Pored produkata na osnovu relacije (4.24) i
koncentracija Ce®" se moze odrediti u bilo kom trenutku, §to isto vaZi i za Ce** ako
izaberemo nju kao vrstu koju ¢emo ukloniti iz analize. Na osnovu navedenog linearno

nezavisne vrste su: Br~, HOBr, Br, HBrO,, Br,0, BrO3~, BrO,, Ce*', MA, BrMA.

Slede¢i korak u izboru intermedijernih vrsta jeste odredivanje sporih vrsta koje
se ponasaju kao rezervoari. Kao §to smo ve¢ naveli potreba za uvodenjem rezervoara se
javlja kod analize zatvorenih reaktora, ali je pozeljno ove vrste izbaciti i u slucaju
analize otvorenih reaktora buduc¢i da one sluze samo za nastanak intermedijernih vrsta
odgovornih za dinamiku sistema. Postoje dve kategorije hemijskih vrsta koje se mogu
smatrati rezervoarima: prva su reaktanti odnosno vrste koje imaju sve negativne
koeficjente u matrici Sy, dok u drugu kategoriju spadaju vrste koje su u modelu
definisane kao intermedijeri odnosno imaju i pozitivne i negativne koeficjente, ali su

njihove koncentracije znatno vece od koncentracija ostalih intermedijernih vrsta. Vazno
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je napomenuti da se takve vrste mogu ponaSati kao interne, odnosno kao eksterne u
razlicitim dinamickim stanjima sistema. Koje ¢e vrste biti izabrane u tu kategoriju,
odreduje se na osnovu karakteristika analiziranog modela kao i1 podataka dobijenih iz

eksperimenata.

U eksperimentalnoj analizi BZ reakcije, vrste koje se dodaju u reaktor radi
otpo¢injanja reakcija jesu MA, Ce®*, BrOs™ i Br, tako da su one glavni kandidati za
rezervoare. Jedina vrsta koja se u ispitivanom modelu ponasSa kao reaktant jeste MA, Sto
je u skladu i sa eksperimentom. Sa druge strane koncentracija BrOs;~ je veca od
koncentracija ostalih bromnih vrsta, pri ¢emu ona uz Br  predstavlja izvor ostalih

bromnih vrsta, tako da se i ona moze smatrati rezervoarom.

Da li ¢e se joS neka vrsta smatrati produktom ili rezervoarom zavisi od procesa
koji se zeli ispitati. Na primer, poznato je iz eksperimenata da se oscilatorna dinamika
BZ reakcije javlja u pocetnim stupnjevima reakcije kada je BrMA glavni produkt, dok
se finalni produkti oksidacije MA izdvajaju u malim koli¢inama. Ovo se najcesce

opisuje sumarnom reakcijom:
3MA + 2BrO3™ + 2H" — 2BrMA + 4H,0 + 3CO, (R4.2)

Kako je za analizu stabilnosti oscilatorna dinamika najbitnija, kao produkt moze
se smatrati i BrMA. Na osnovu navedenog sledi da skup nezavisnih intermedijernih
vrsta &ne: BF, HOBr, Br , HBrO,, Br,0, BrO,, Ce**. Ulogu rezervoara imaju vrste
MA i BrOs", dok ulogu produkta imaju vrste P;, P2, Bra(g) i BrMA. Dakle,

stehiometrijska matrica S za slu¢aj modela BZ reakcija je

R R R R R; R R R Rg R R; R RRy Ry Ry

<11 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 01 0 0} Br

-1 1 0 2 -2 1 1 0 0 0 0 0 O0O0 1 0| HOBr

1 10 0 0 0 0 0 O OO0 -100 0 -1/ B, (4.26)
Ss=|0 0 -1 0 0 1 -2 -1 1 1 -1 0 00 0 0 |HBO,

0 0 11 0 0 0 0 00O 0O 0O-10]BrR

0o 000O0OO0O0O 2 -2-1120000 O0BrO,

0 0 0 0 00O 0 0 0 -11 0110 0fce
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4.4. Matrica ekstremnih struja

Analiza stabilnosti u SNA se zasniva na analizi stacionarnih stanja, pri ¢emu se
uvodenjem novih parametara brzina ekstremnih struja ili brzina struja j dovodi do

pojednostavljivanja postupka analize. Uvodenje novih parametara se zasniva na relaciji
Vs =E-] (4.27)

gde je E matrica ekstremnih struja, dok je j vektor brzina struja. Svaka kolona matrice
E predstavlja jedan reakcioni put koji se ne moze dalje razloziti i obelezava se sa E;, pri
¢emu Su Svi njeni elementi nenegativni brojevi. Vektor brzina struja se sastoji od
komponenata j; koje su nenegativni brojevi i koji predstavljaju udeo i-te ekstremne

struje u odgovarajucoj brzini reakcije.[5]

Matrica ekstremnih struja se dobija reSavanjem sistema jednacina stacionarnosti
svih nezavisnih intermediijera posmatranog sistema (4.23), po vrednostima reakcionih

brzina, odnosno:

S;: S2 - Sm| | Vs

Nl A (4.28)

Sn,l Sn,Z Sn,m Vn,ss

Budu¢i da je matrica E neophodna za izvodenje analize stabilnosti, njeno
izraCunavanje je veoma vazno i ovde ¢e biti predstavljena dva algoritma za njeno
racunanje, zajedno sa primerima kako se koriste, pri ¢emu su za potrebe izrade ove teze,
za oba algoritma napisani programi u MATLAB programskom paketu. Bitno je
napomenuti da se ovi algoritmi takode koriste i za izra¢unavanje matrice C. Ono §to je
najvaznije prilikom izraCunavanja matrice E jeste da matrica S mora imati pun rang,
odnosno rang matrice mora biti jednak broju intermedijernih vrsta, Sto obezbeduje

njihovu linearnu nezavisnost.

35



4.4.1. Algoritam 1

Prvi algoritam u SNA analizi prvi je koristio Clark.[19] Ovaj algoritam polazi od
toga da sistem jednacina stacionarnosti predstavlja sistem homogenih linearnih
jednacina, koje nemaju jedinstveno reSenje. Zato se reSenja ovog sistema dobijaju u
obliku relativnog odnosa reakcionih brzina. Da bi se izbegli problemi vezani za
homogene sisteme jednacina, uvodi se uslov normiranja brzina reakcija kao dodatna
jednacina: suma brzina reakcija u stacionarnom stanju je jednaka jedinici. Takvo
normiranje se postize dodavanjem u stehiometrijsku matricu jo$ jednog reda ¢iji Su svi
elementi jedinice, tako da matri¢ni sistem jednacina za raCunanje ekstremnih struja

prelazi u oblik:[5]

i S;: S, ... Sn ] Vi (0]
S S, - S V'
N A (4.29)

St Se o S|y 0
1 1 1 1 nsslo|1

Ova jednacina u vektorsko-matri¢nom zapisu ima oblik
B-vg = b (4.30)

Posto stehiometrijska matrica S ima rang n, onda je n ujedno i broj linearno
nezavisnih kolona ove matrice. Kako je rang proSirene matrice B, n+1, onda je toliki i
broj linearno nezavisnih kolona. Zato se za izraCunavanje nezavisnih reakcionih puteva
u stacionarnom stanju, odnosno ekstremnih struja, uvek izabere n+1 kolona proSirene
matrice i reSava se sistem od n+1 jednacina i odgovaraju¢ih n+1 promenljivih. Da bi se
pronasSla sva reSenja sistema, neophodno je obaviti ovaj postupak sa svim
kombinacijama od n+1 kolona. Postupak biranja n+1 od ukupno m kolona matrice S je
ekvivalentno zadavanju dodatnog uslova da su brzine preostalih reakcija na trazenom

reakcionom putu jednake nuli.[5] Kao primer izraCuna¢emo matricu E za autokatalator.
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1 -1 -1 0 v 0
o1 1 -1} V2 =0 (4.31)
1 1 1 1 3 1

Va

Rang stehiometrijske matrice autokatalatora ima vrednost n = 2 i zato za
reSavanje trazimo sve kombinacije od n+1=3 kolone matrice B. To su kombinacije
kojima odgovaraju skupovi indeksa: (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4) . Za prvu
kombinaciju (1, 2, 3) dobija se sistem:

1 -1 1] [vg | [0
0 1 1| wng|=|0 (4.32)
11 1]|wne| |2

koji nema reSenje. Sledecoj kombinacija (1, 2, 4) odgovara sistem

1 -1 0w [0
0 1 -1|{vq|[=|0 (4.33)
11 1]|vel |2

Cije reSenje je
1

Viss = Voss =V3ss = g (4-34)

Uobicajeno je da se, umesto u obliku razlomljenih brojeva, ova resenja zapisuju
u obliku celih brojeva koji se dobijaju njihovim mnoZenjem sa zajednickim imeniocem.
Posto je imenilac u posmatranom primeru broj 3 reSenja se pisu u obliku:

Vigs =Voss = Viass = 1

(4.35)
V3ss = 0

Kada se provere sve moguc¢e kombinacije, uzima se samo skup razli¢itih resenja,
koja se zatim prikazuju kao kolone matrice E. Za slucaj autokatalatora matrica E ima
oblik:
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(4.36)

gde je E; pronadeno kao resenje kombinacije (1, 3, 4).

Ovaj algoritam se uspe$no moze primenjivati za raGunanje matrice E manjih
modela. Medutim sa porastom broja intermedijernih vrsta i broja reakcija, broj
kombinacija koje treba proveriti naglo raste kao i vreme izracunavanja. Ve¢ kod analize
modela BZ reakcije, koji se sastoji od 16 reakcija i 7 nezavisnih intermedijernih vrsta,

ovaj algoritam se ne mozZe primeniti i potrebno je koristiti naprednije algoritme.

4.4.2. Algoritam 2

U ovom algoritmu[54] za reSavanje jednacdine (4.27) polazi se od proSirene
matrice Y koja se moze napisati kao

Y = {f} (4.37)

pri ¢emu se serijom transformacija na kraju dobija matrica E. U po¢etnom koraku
izvrSavanja algoritma matrica U je jednaka matrici S, dok matrica L odgovara
jedini¢noj matrci | reda mxm. U svakom koraku izvrSavanja algoritma matrice U i L ¢e
uvek imati n odnosno m redova, dok ¢e se broj kolona menjati. U svakoj iteraciji
konstruiSe se nova matrica Y iz postojeCe matrice Y. Algoritam se moZe napisati
kao:[54]

Korak O: proveriti da li je zadovoljen kriterijum za prekid algoritma

(1) Ako barem jedan red matrice U sadrzi samo elemente jednake nuli ili samo
negativne elemente prekinuti algoritam. U suprotnom, preéi na Korak 0(2).
(2) Ako su svi elementi matrice U nenegativni, matrica L je matrica E, algoritam je

zavrsen. U suprotnom, preci na korak 1.
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Korak 1: (odabrati red koji ¢e biti obraden)

(1) Odabrati prvi red matrice U, recimo r, sa barem jednim negativnim elementom

Korak 2: (konstrukcija nove matriceY)

(1) Kao kolone nove matrice Y preneti sve kolone trenutne matrice Y za koje vazi

da je yrj> 0 (indeks j se kre¢e od 1 do broja kolona trenutne matrice Y). Pre¢i na
Korak 2(2).

(2) Neka je I skup indeksa svih nenegativnih redova matrice Y. Pronaci sve parove
(s t), takve da je zadovoljeno da je yrsy <O i1 s<t. Od tih parova obrazovati
skup S. Izabrati prvi element od Si preci na (a).

(@) Naci sve ie | za koje vazi da je y;s=0 i y;:=0. Neka je ovo skup I (s, t).
Pre¢i na (b).

(b) Ako je I 2(s, t) prazan preéi na (e). U suprotnom, preci na (c).

(c) Ako I,(s, t) nije prazan, proveriti da li postoji u, takvo da je zadovoljeno
dayiu=0 i u#si u#t. Ako postoji, preci na (e). U suprotnom preci na (d).

(d) Dodati kolonu u novu matricu Y koja je jednaka

Yit Yis
(NZD(yis, V) y'SH NZD(Yi, yi) y“j

gde je NZDS(yis, Yit) najveéi zajednicku delilac. Preci na (e).
(e) Pre¢i na(a) sa sled&im paom (s, t) iz skupa S. Ako su ispitani svi

elementi z skupa S pre¢i na Korak 3.
Korak 3: (sledeca iteracija)

(1) U ovom koraku nova matrica Y je izraCunata i ona postaje trenutna matrica Y.

Odavde pre¢i na Korak 0 i ponovo konstruisati novu matricu Y.

Ovaj algoritam se uspeSno moze primeniti na ve¢e modele medu kojima je i

model BZ reakcije koris¢en u ovom radu.

4.4.3. Reakcioni putevi
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Kao rezultat primene algoritama opisanih u poglavljima 4.4.1 i 4.4.2 dobija se
matrica E sa veoma vaznom karakteristikom, a to je da su svi njeni elementi nenegativni.
Rezultat nenegativnosti elemenata matrice E jeste da se primenom jednacine (4.27) sve
brzine reakcija u stacionarnim stanjima mogu predstaviti kao pozitivne linearne
kombinacije kolona matrice E. Jednostavan primer jeste model autokatalatora.

Primenom jednacine (4.27) brzine autokatatora se mogu predstaviti kao:

11 i+,
1 0] 1
V. = = ,
*“lo 1 M ! 5
11 i+,

Posledica nenegativnosti elemenata matrice E jeste da svaka kombinacija kolona

matrice E daje fizi¢ki moguca reSenja odnosno moguce reakcione puteve.

Druga bitna karakteristika matrice E, jeste da svaka njena kolona predstavlja
jedan reakcioni put koji se ne moze dalje razloziti. U slucaju autokatalatora postoje dva
reakciona puta i oba imaju istu sumarnu reakciju. Sumarna reakcija se moze dobiti kada

se pomnozi Sy sa E. U slucaju autokatalatora:

-1 1 0 01 1| (-1 -1|R

T 0 -1 1 0fj1 0 _ 0 0|A (4.39)
0 -1 1 0}/0 1 0 0B
0 0 -1 111 1 1|P

1z (4.39) se moze videti da se dobija ista sumarna reakcija za oba reakciona puta,

odnosno kolone matrice E

R— P (R4.3)

Medutim, kod kompleksnih modela kakav je model BZ reakcije, mogu se dobiti
razli¢ite matrice E, u zavisnosti od toga koji se proces zeli posmatrati odnosno zavisno

od izbora intermedijernih vrsta.
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Tako na primer, ako bismo uzeli da se razlaganje malonske kiseline odigrava po

reakciji (R4.2), dobija se matrica E koja ima 19 kolona:

BB B E B B B BBy BBy By By By Bs B By Big By

(4.40)

100011120017 7 70047 2|R
1000000O0O0OO0OO0OO0OUOOO0O0O0O0 0|R;
0000100110100 330331RKR
01 0000O01O0O0O0CO0O0CZ3000O0T3 31K
01 00000O0O11O0O0O0OT0 0470 0 0fR;4
0 0000O0O0OOOO0OO0O4 3 11410 0R
000001100103 400301 0K
0010122112125 22223751K
001000O0OO0OO0OO0COOTU OO OOODOO0 OfRg
00012 44224241064 4414102|KR
000100O0OO0OO0OO0COOTG OGO OOO0OO0O0 OfRy
000001020017 070040 1K
0000043114100 000000|R
00002011101 4104 4441 02|R
0000100021100 07730 0R
0 000101000O0O0C7 00007 1|R,

E-=

Medutim, mozemo ispitivati i proces u kome se malonska kiselina razlaze do

krajnjih produkata P; i P, Sto za posledicu ima da se kao intermedijerna vrsta mora

uzeti i BrMA. Matrica E u ovom slu¢aju ima 14 kolona:

B By BB By B By
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Ipak, izbor koja sumarna reakcija ¢e biti uzeta za opisivanje odgovarajuceg
procesa nece uticati na analizu stabilnosti datog modela, dokle god su izabrane vrste
koje su esencijalne za dinamiku sistema. Koje su to vrste i kako ih odrediti bice

objasnjeno u delu koji se odnosi na izvodenje analize stabilnosti.

4.5. Analiza stabilnosti

Analiza stabilnosti u SNA[19,34] se zasniva na analizi stacionarnih stanja tako
da je 1 ovde cilj ispitati kako ¢e sistem koji se nalazi u stacionarnom stanju reagovati na
malu perturbaciju, odnosno da li ¢e se vratiti u pocetno stacionarno stanje ili ¢e ga
napustiti. Vremenska evolucija male perturbacije stacionarnog stanja u matri¢noj formi

moze se napisati u obliku:[5]

dAx

222 _SAv 4.42
pn (4.42)

gde je

AV=V—V (4.43)

Za male perturbacije izraz SAv iz jednaéine (4.42) moZze biti linearizovan
razvojem u Tejlorov red pri ¢emu se zadrzavaju samo linearni ¢lanovi. Posmatrajmo

samo razvoj vrste i u Tejlorov red i odbacimo ¢lanove viseg reda:[5]

V.
(SAv). =D 5| AV +Z(a—’J (xq —quss)+... (4.44)
j a \ 9%

SS

Prvi sabirak je jednak nuli:

; §,jAVj 5 =0 (4.45)

Sada zelimo da uprostimo izraz (4.45), zato podimo od izraza za brzinu reakcije

(4.4) koja u slucaju i-te vrste i j-te reakcija ima oblik:
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vy = kX (4.46)
Logaritmovanjem (4.46) dobija se izraz:
log v = log k]- +Ki log X; (4.47)

koji se zatim diferencira po x;, ¢ime se dobija

dlogv; ov; olog x
- Ja_Jz g 69‘ (4.48)
i X %
Koriste¢i formulu za diferenciranje logaritamske funkcije dobija se
1 an 1
“doK
viinl0ox "' xIn10 (4.49)
gde se posle sredivanja dobija izraz
M, 4.50
ox (4.50)

Zamenom ovog izraza u jednacinu (4.44) dobija se:

(SAv), =2 s (Z :i’ss Kai (% = Xgss )J (4.51)
] q ,SS

Uvodi se oznaka za reciprocne stacionarne koncentracije h, ¢ime ovaj izraz

prelazi u oblik:

(SAv), = ;s,,— [%vj,squ,jm (% - Xq,ss)] (4.52)

Konac¢ni oblik za jednadinu vremenske evolucije pertubacije sistema koja

ukljucuje sve intermedijerne vrste piSe se u matricnom obliku:

dg%: Sdiag(v,,)K Tdiag(h)Av = M AV (4.53)
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gde superskript T oznaCava operaciju transponovanja matrice. Linearizovani operator M
predstavlja jakobijan dinamickog sistema u stacionarnom stanju. Koriste¢i relaciju

(4.27), jakobijan sistema moZe se predstaviti i kao funkcija brzina struja.

M = Sdiag(Ej)K "diag(h) (4.54)
Operator M se dalje moze predstaviti pomocu diag h i V(j):

M =-V(j)diag(h) (4.55)

gde V(j) predstavlja matricu brzina struja i data je izrazom

V(j) = -Sdiag(Ej)K T (4.56)

pri ¢emu gornji izraz moze biti napisan i u funkciji vss Koristec¢i relaciju (4.27)

V(j) = -Sdiag(vg)K T (4.57)

Stabilnost stacionarnih stanja je opet definisana svojstvenim vrednostima

linearizovanog operatora dinamike, pri ¢emu je za njihovo odredivanje neophodno resiti
detM — A1) = A" + A" + a, A" 2 + .+ oA+ a, =0 (4.58)

Medutim, prava vrednost koriS¢enja SNA metode moze se videti tek kada se

izraz za karakteristi¢ni polinom napise u malo izmenjenom obliku.
det(Al -M) = A" + A" + o, A" 4 @A+, =0 (4.59)

gde je redosled sabiraka u determinanti ( det(Al-M) ) promenjen u odnosu na
uobicajenu formu ( det(J—Al) ). Ovim se postize da koeficjenti karakteristicnog
polinoma «; mogu biti izrazeni kao jednostavne sume determinanti svih dijagonalnih
minora linearizovanog operatora (dimenzije i), bez potrebe da se zavisno od
kombinacije kolona 1 vrsta posebno izracunava predznak sabirka. Takva tehnicka
olaksica je od sustinskog znacaja za odredivanje stabilnosti sistema, koja zavisi upravo

od predznaka ovih koeficijenata.[5]
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4.6. Kriterijumi stabilnosti

Odredivanje nula karakteristicnog polinoma se veoma lako moze uraditi za
sisteme sa jednom ili dve promenljive. Medutim, za sisteme koji imaju veéi broj
intermedijernih vrsta analiticko reSavanje karakteristicnog polinoma sa ciljem dobijanja
kvalitativne predstave o stabilnosti ispitivanog sistema je ili veoma komplikovano ili
nemoguce. Zbog ovoga se moraju koristiti drugi nacini ispitivanja znaka i karaktera

svojstvenih vrednosti.

Umesto odredivanja nula karakteristicnog polinoma, stabilnost stacionarnog
stanja se moze priblizno odrediti i samo na osnovu analize koeficjenata karakteristicng
polinoma. Ovde se za odredivanje stabilnosti koristi Rut-Hurvicov kriterijum prema
kom je broj svojstvenih vrednosti sa pozitivnim delom odreden brojem promena znaka u

Rutovom nizu:

R:[l,Al,ﬁ,ﬁ,...,ij (4.60)
A Ay Ang
gde Aj, i = 1,...,n, predstavljaju Hurvicove determinante odgovaraju¢eg reda. Ove

determinante predstavljaju glavne minore Hurvicove matrice H, pri ¢emu je glavni
minor reda i definisan kao matrica koja se formira od prvih i redova i prvih i kolona

matrice H. U opstem slu¢aju matrica H se moZe napisati kao

o 03 Qs Q7 ... Qyg

1 o, a, o ... oyp9

0 o a3 ag ... ay_3
H=0 1 a o Olop_a (4.61)

0 o Q3 ... Oy

10 0 0 0 ... a |

gde je ai =02zai > n. Iz matrice H, Hurvicove determinante se izraCunavaju kao:
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A=y

[0/ (04
A, =det| * 3= -
’ L az} R (4.62)

A, =det(H)

Stacionarno stanje je stabilno ako su svi ¢lanovi Rutovog niza pozitivni, §to je
zadovoljeno kada su sve Hurvicove determinante pozitivne. Ako postoji jedna promena
znaka u Rutovom nizu, to znaci da samo jedna svojstvena vrednost ima pozitivan realni
deo. Ovo je moguée kada je Hurvicova determinanata najveceg reda A, negativna dok
su sve ostale pozitivne, i tacka u kojoj je ova determinanta jednaka nuli se naziva

sedlasti ¢vor. 1z Hurvicove matrice mozZe se videti da se A, moZe napisati kao:
A, =det(H)=a,A, 4 (4.63)

gde je ai=0 za i > n. Budu¢i da je znak A, odreden znakom najveceg koeficjenta

karakteristi¢énog polinoma «;, uslov za pojavu sedlastog ¢vora moze se napisati kao [50]
a,=0 (4.64)

Iz matrice H se takode moze izvesti i uslov za pojavu Andronov-Hopf bifurkacije,
koja je od velikog znacaja u ispitivanju modela oscilatornih reakcija, budu¢i da je ona
izvor oscilacija u pomenutim sistemima. Kao S§to je ve¢ receno do pojave ove
bifurkacije dolazi kada postoje dve kompleksno konjugovane svojstvene vrednosti kod
kojih su realni delovi jednaki nuli. Ova bifurkacija oznacava tacku u kojoj dolazi do
pojave ili gubitka periodi¢ne dinamike. Do pojave Andronow-Hopf bifurkacije dolazi

kada je zadovoljen uslov [50,55]
Ay =0 (4.65)

Kao primer moZemo uzeti sistem sa cetiri intermedijerne vrste u kome dolazi do

pojave Andronov-Hopf bifurkacije kada je zadovoljeno

o a3 O
0 o o
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Medjutim kod ovog kriterijuma javlja se problem primene na sisteme koji imaju
ve¢i broj intermedijernih vrsta. Tada koeficjenti karakteristicnog polinoma izrazeni
preko brzina struja j i recipro¢nih koncentracija intermedijernih vrsta h mogu imati
veliki broj ¢lanova. To za posledicu ima velike i komplikovane izraze za Hurvicove
determinante koji su neprakti¢ni za rad. Drugi problem lezi u tome da program koji
izvodi SNA analizu koristi simbolicku matematiku, tako da kod prevelikih izraza

program moZe da zablokira usled nedostatka memorije.

U svojim radovima vezanim za stabilnost hemijskih mreza Clark je pokazao da
se uslov nestabilnosti izrazen preko Hurvicovih determinanti moZe pojednostaviti. On je
pokazao da su kod Hurvicovih determinanti u hemijskim sistemima dominantni
elementi na dijagonali pa se tako izrazi za determinante mogu predstaviti samo kao

proizvod dijagonalnih elemenata.[50] U tom slucaju gore navedeni sistem (4.66) prelazi

u
o o3 O
0 o oy

Ovaj kriterijum predstavlja takozvanu alfa aproksimaciju[56], i kada se primeni
na Rutov niz za posledicu ima novi uslov koji kaze da je stacionarno stanje nestabilno
ako postoji barem jedan « koji je negativan. Tako je kao posledica ovog kriterijuma

pojednostavljen uslov za pojavu Hopfove bifurkacije:
a; =0 (4.68)

gde je i=1,2..n-1, ali je naje$¢e dovoljno ispitati on1. Medutim, u sloZzenim
reakcionim sistemima ¢ak i uvodenje alfa aproksimacije ne donosi zadovoljavajuca
pojednostavljivanja izraza, budu¢i da su i izrazi za alfa koeficjente Cesto veoma
komplikovani. Zbog toga se za ispitivanje i odredivanje uslova stabilnosti analizira

matrica brzine struja V(j) koja je definisana relacijom (4.56) i njeni dijagonalni minori.

47



4.7. Analiza dijagonalnih minora

Kao veoma efikasan metod ispitivanja 1 odredivanja uslova stabilnosti pokazala
se analiza dijagonalnih minora matrice V(j).[19] Ova analiza se bazira na Cinjenici da
koeficjenti karakteristicnog polinoma o; predstavljaju sume dijagonalnih minora

jakobijana sistema M.

oy =det(My)+det(M,)+det(M;)=tr(M)
a, =det(My,)+det(M,3)+det(M,3) (4.69)
ag =det(M)

gde su M dijagonalni minori matrice M.

Iz jednacine (4.55) vidi se da se M moze napisati kao proizvod matrice V(j) i
recipro¢nih stacionarnih koncentracija. Kako stacionarne koncentracije mogu biti samo
pozitivne, jedini negativni ¢lanovi se mogu nac¢i u matrici V(j), zbog ¢ega je neophodno
analizirati samo nju i njene dijagonalne minore. Dijagonalni minor dimenzije i se
definiSe kao matrica reda ixi koja se formira od kombinacija redova i kolona matrice

V().

Kao primer mozemo uzeti V(j) za model koji se sastoji od 3 intermedijerne vrste.

Matrica V(j) je reda 3x3 i moZe se napisati kao

V(L) VL2 V(L3)
V())=|V(21) V(2,2 V(23) (4.70)
V(31 V(32 V(33)

gde V(i, j) predstavljaju elemente matrice. Dijagonalnih minora dimenzije 1 ima ukupno

3, 1 oni odgovaraju elementima dijagonale:

Dijagonalnih minora dimenzija 2 takode ima 3, 1 oni se dobijaju kombinacijom

slede¢ih redova i kolona matrice V:

(4.72)

v | V@D va ], _[vey vad],, _[V(22) V(23
27Iven v BTived VeI 2TV(E2) V(EI)
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Sto se ti¢e broja dijagonalnih minora dimenzije 3, postoji samo jedan i on je

jednak matrici brzine struja.

Iz (4.69) moze se zakljuciti da koeficijent karakteristicnog polinoma moze
postati negativan samo ako je barem jedan dijagonalni minor negativan, Sto predstavlja
uslov nestabilnosti. Ono Sto je najvaznije, izrazi za minore su mnogo jednostavniji nego
izrazi za koeficjente karakteristicnog polinoma, tako da oni predstavljaju pogodan nacin
za odredivanje uslova nestabilnosti. Detekcija negativnih dijagonalnih minora
omogucava da se na jednostavan nacin odredi jezgro nestabilnosti odnosno da se odrede
oni intermedijeri ¢ije medusobne interakcije uzrokuju nestabilnosti u ispitivanim
modelima. Cak i kod analize sloZenijih modela uslov nestabilnosti je &esto lokalizovan
u minorima manjih dimenzija. lako je ovo aproksimacija, do sada se pokazala kao

veoma primenljiva u praksi.[34,39,57-59]

4.8. Parametri u analizi stabilnosti

U dosadasnjem tekstu pokazano je da se analiza stabilnosti u SNA zasniva na
predstavljanju brzine reakcija u vidu linearnih kombinacija brzina struja i daljim
odredivanjem uslova nestabilnosti njegovim predstavljanjem u funkciji brzina struja.
Medutim, problem ovakvog pristupa se javio kada je trebalo uporediti eksperimentalno
dobijene rezultate sa rezultatima SNA analize i time potvrditi validnost modela.
Problem lezi u ¢injenici da se numeri¢ke vrednosti brzina struja ne mogu odrediti iz
vrednosti brzina reakcija buduci da je njihov broj uglavnom ve¢i od broja jednacina iz
kojih se one mogu izracunati. Tek je nedavno pokazano [34,35] da se svaki dobijeni
uslov nestabilnosti moze predstaviti u funkciji brzine reakcija, veli¢ina koje su bliske
fizikohemicarima i1 koje se mogu eksperimentalno odrediti, i time je znatno unapredena

SNA metoda.

Ovo je otvorilo pitanje da li se za izvodenje analize stabilnosti moraju koristiti
brzine struja, ili je analizu moguce izvesti samo kori§¢enjem brzina reakcija. Da bi se
dao odgovor na ovo pitanje moraju se analizirati oba tipa parametara kao i karakteristike

rezultata koji se dobijaju njihovim kori§¢enjem.
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Poc¢nimo od brzina reakcija. Brzine reakcija moraju biti nenegativni brojevi kako
bi se dobilo fizicki prihvatljivo stanje. Medutim, u modelima hemijskih reakcija, broj
reakcija je uglavnom vec¢i od broja vrsta, zbog Cega su brzine reakcija medusobno
linearno zavisne odnosno mogu se predstaviti preko razlicitih linearnih kombinacija. U
opStem slucaju ako sistem ima n intermedijernih vrsta i m reakcija, tada se n brzina
reakcija mogu predstaviti kao linearne kombinacije preostalin m-n brzina reakcija.
Problem koji se javlja jeste da linearne kombinacije uglavnom sadrze negativne ¢lanove,
zbog Cega su vrednosti koje brzine reakcija mogu imati ograni¢ene uslovom da sve
moraju biti pozitivne. Zbog ovih ogranicenja izrazi za determinante dijagonalnih minora
matrice V (vs) Koji su dati u funkciji brzina reakcija i negativne ¢lanove, ne moraju uvek
biti negativni i istovremeno opisivati fizicki moguca reSenja. Sa druge strane iz relacije
(4.27) vidi se da se brzine reakcija uvek mogu predstaviti kao pozitivne linerne
kombinacije brzina struja. Buduc¢i da su brzine struja nenegativni brojevi, svaka njihova
kombinacija za rezultat ima set nenegativnih brzina reakcija. Zbog toga svaki izraz za
determinantu dijagonalnog minora matrice V(j) sa negativnim ¢lanovima izrazen preko

brzina struja moze postati negativan.

Budu¢i da smo pokazali osnovni problem u analizi stabilnosti u kojoj se
koriste Vs, neophodno je napomenuti da ipak postoje slucajevi kada se analiza
stabilnosti moze izvesti samo koris¢enjem Vg. Da bismo pokazali kada je to moguce a

kada ne 1 ilustrovali probleme koji se javljaju pokaza¢emo dva slucaja.

1. Sluéaj jednostavnih modela gde se n brzina reakcija mogu predstaviti
kao pozitivne linearne kombinacije preostalih m—n brzinareakcija

Kao primer koji pokazuje kada se mogu koristiti brzine reakcija posluzice
autokatalator. Uradimo prvo analizu koriS¢enjem brzina reakcija. Jednacina

stacionarnosti (4.23) tada glasi.

Vl,ss
1 -1 -1 0 ||Vog
Sv, = = 1=0 )
* {o 1 1 —J Vi g6 (4.73)
Vass

1z (4.73) mogu se izvesti sledec¢e linearne kombinacije:
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Viss = V55 T Vass

(4.74)
Vass =Vo,ss T V3
Kori$¢enjem ovih relacija vektor stacionarnih brzina reakcija prelazi u:
V2,ss + VS,ss
V.
Ves = V2155 (4-75)
3,58
V2,ss + V3,ss
i koriste¢i (4.75) u (4.57) dobija se matrica V (Vss):
V, o + V. 2V.
V(VSS) — 2,55 3,88 3,88 (476)

_(Vz,ss + V3,ss) V2,ss - V3,ss

Analizom dijagonalnih minora dobija se:

AVl (Vss) =Voss T V355

AV, (Vg) = V2,55 ~Vass 4.77)

2 2
AV12 (Vss) =Vos t 2V2,ssv3,ss +V3ss

odakle se vidi da samo dijagonalni minor V, moZe postati negativan.

Uradimo sada isto ovo ali koriste¢i brzine struja. Stacionarne brzine reakcija u

funkciji brzina struja za autokatalator date su u (4.38). Matrica V(j) za autokatalator je

(4.78)

V(j):[ it 2], }

—(h+12) h-1i
dijagonalni minori su
AVI(D) =11+ 1],

AVL()) =111 (4.79)

AV () = j12+2j1j2+ 122

Poredenjem (4.77) 1 (4.79) vidi se da je u oba slu¢aja negativan minor M,
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2. Sluc¢aj kada se n brzina reakcija ne moze predstaviti kao pozitivha

linearna kombinacija preostalih m-n brzinareakcija

Kod velikih modela najées¢e se ne mogu naci linearne kombinacije koje se
sastoje samo od pozitivnih ¢lanova. Kao posledica ovoga, analizom matrice V(Vss)
dobija se znatno veci broj dijagonalnih minora koji sadrZe negativne ¢lanove, nego Sto
bi se dobilo analizom matrice V(j). Ovi pseudo-negativni minori oteZavaju analizu
stabilnosti, buduc¢i da mogu da dovedu do zakljucka da nestabilnosti u modelu nastaju
kao posledica interakcije pogresnih vrsta. Ovaj problem je ¢est kod velikih modela i

ilustrovaéemo ga na primeru modela BZ reakcije definisanom u dodatku A.

Kada se analizira samo matrica V(vs) modela BZ reakcije dobija se 16
dijagonalnih minora koji sadrze negativne ¢lanove u izrazima za determinante. Ovaj
broj je duplo veci nego $to se dobija analizom matrice V(j). Kao primer posluzice
dijagonalni minor V1,. Kada se izratuna determinanta za V1, U funkciji brzina reakcija

dobija se:

AV12 (rss) = r+7,ss (r+2,ss + 4r+5,ss - r+6,ss ) + 2r—6,ss (2r+2,ss +8r+5,ss + r—?,ss) (4-80)

Iz dobijenog izraza se vidi da postoji negativan ¢lan. Medutim, kada se ovaj
izraz prevede u funkciju brzina struja svi negativni ¢lanovi bivaju neutralisani i dobija

se izraz koji sadrzi samo pozitivne ¢lanove:

AVR2()) = 4f10/u1 + 48f10/12 + 64/10/13 + 20/11/12 + 12/10/14 + 22/11/13 + 12/10/15
+ 2f1fis + 144f15513 + 48f10f16 + 2/11/15 + A4J12f1a + 12f10/17 + 20/11/16 +
4415 /15 + S4/13/14 + 28/10/18 + 2f11/17 + 80/12/16 + 54/13/15 + 4f10/10 + 4f11/18 +
441217 + 144)13/16 + 8f1afis + 108/12/18 + S4j13/17 + 44j14/16 + 20/12/10 +
130/13/18 + 8f1af17 + B4fi5f16 + 22/13/10 + 1814f18 + 8/15/17 + 2f14/10 + 18/15/18
+ 44f16/17 + 2f15/19 + 108/16/18 + 20/16/19 + 18/17/18 + 2/17/10 + 4f18/19 + 12/10/3 (4.81)
+2f11/3 + 44)12/3 + 54f13f3 + 8/14/3 + 8J1sf3 + 44/16/3 + 8f17/3 + 18/18/3 + 2/19/3
+ 2/10fa + 10/12/a + 11j13/a + frafa + fisfa + 10/16/a + frfa + 2/18/a + 4f10f5 +
20/12/5 + 22/13fs + 2f1afs + 2f15/5 + 20f16fs + 2175 + Afrgfs + fafa + 16/10f6 +
Afufe + 48J12fs + 64/13f6 + 12/14f6 + 12/15f6 + 48/16f6 + 12/17/6 + 28/18fs +
Af19f6 + 2f3/5 + 16/10f7 + 4j11f7 + 4812f7 + 64j13/7 + 12/14f7 + 1215 /7 + 48/16/7
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+12/17f7 + 28/18/7 + Afrof7 + 12/3f6 + 4f10fs +

20/12/8 + 22/13fs + 214/ + 2f15fs + 20/16/8 + 2/17/s + A/18fs + 12/3/7 + 2fafe +
Af10fo + 20/12/0 + 22/13f0 + 2f1af0 + 2f15/0 + 20/16f0 + 2/17/0 + Af18fo + 2f3fs +
2fafr + Afsfo + 2fafo + &fsjr + 16]cfr + Afsfs + Lfsjo + &frjs + Afrfo + 8ji0” +
40/15° + 11015° + 4j1s” + 4f1s° + 401" + 4fa7° + 20/18” + 8j6” + 8f,°

(4.81)

Na osnovu prikazanog moze se zakljuciti da je za funkcionalnu i1 efikasnu
analizu stabilnosti neophodno koristiti oba tipa parametara, buduci da koris¢enje samo
jednog tipa parametara u analizi ima znacajne mane. Ove mane su kod brzina struja
nemogucnost odredivanja njithove numericke vrednosti 1 uporedivanje sa
eksperimentima, dok kod brzina reakcija problem predstavlja postojanje lazno
negativnih minora. Medutim sve njihove mane koje se javljaju u analizi se neutraliSu
njihovom kombinovanjem, tako da je za uspeSnu analizu stabilnosti neophodno koristiti

sledeci postupak:[60]
1. IzraCunavanje matrice E, i zatim izraCunavanje matrica W) i Urss).

2. Analiza dijagonalnih minora matrice Wj) i detekcija onih koji sadrZze negativne

¢lanove.

3. Analizom negativnin minora odrediti jezgro nestabilnosti i minor Kkoji je

najdominantniji

4. Prevodenje dobijenog uslova nestabilnosti u funkciju brzine reakcija.

4.9. Pojednostavljivanjeizraza za uslov nestabilnosti

Uslov nestabilnosti u SNA analizi najée$ce se trazi preko analize matrica V(j) i
V(W) i njihovih dijagonalnih minora, buduc¢i da problem u koris¢enju Hurvicovih
determinanti i a koeficjenata lezi u kompleksnosti izraza koji se dobijaju bilo u funkciji
brzina struja ili brzina reakcija. Medutim, kod kompleksnih modela koji imaju veliki
broj ekstremnih struja usled kori$¢enja simbolicke matematike moze do¢i do problema
cak 1 kod raCunanja dijagonalnih minora. Zbog toga se moraju koristiti razlicita

pojednostavljivanja.
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Kao jednostavan i efikasan metod pokazao se pristup u kome se ispituju
pojedinacne ili kombinacije razli€itih ekstremnih struja sa ciljem da se odredi koje su
struje najbitnije za pojavu razli¢itih tipova bifurkacija pa samim tim i nestabilnosti. Na
ovaj naCin dobija se minimalan broj reakcija koje su neophodne za nastanak

odgovarajuceg tipa dinamike.

Primenom nize opisanog kombinatornog pristupa [56,61] u analizi stabilnosti u
nekim sluéajevima izrazi za a Koeficijente i Hurvicove determinte mogu se znatno
pojednostaviti i1 postati prakti¢ni za analizu. Ovde treba napomenuti da se na ovaj nacin
ne redukuje model ve¢ se samo trazi funkcionalni deo modela koji je odgovoran za
nastanak odgovaraju¢e dinamike i prema kome se mora podeSavati ostatak modela,

kako bi Sto bolje opisivao eksperimentalno dobijene rezultate.

Ovaj pristup ¢emo pokazati na primeru odredivanja reakcija koje su odgovorne
za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije u modelu BZ reakcije. Analiza dijagonalnih
minora modela BZ reakcije sa matricom E datoj u jednacini (4.40) pokazala je da ovaj
model ima 8 negativnih dijagonalnih minora, od kojih je najmanji dijagonalni minor
Vi, dimenzije 3x3. Medu negativnim dijagonalnim minorima ne nalazi se
determinanta matrice V(j), $to za posledicu ima da ovaj model moZe da simulira samo

Andronov-Hopf bifurkaciju.

Dijagonalni minor V46 ulazi u sastav svih ostalih negativnih dijagonalnih
Mminora, pa samim tim predstavlja i jezgro nestabilnosti. Medutim kada se koriste sve
struje, kojih ima 19, dobija se veoma komplikovan izraz za A Vig, iz Cije analize se
teSko moze zakljuciti koje struje, odnosno koje reakcije su najbitnije za nastanak
Andronov-Hopf bifurkacije. Da bismo ovo odredili, u analizi ¢emo umesto cele matrice
E date u jednacini (4.40), ispitati da li se koriS¢enjem samo pojedina¢nih kolona
odnosno struja mogu dobiti negativni dijagonalni minori. Sa tim ciljem, uradena je
analiza koja je pokazala da se negativni dijagonalni minori matrice V(j) mogu dobiti
ako se koriste pojedinacne struje: Es, Eg, Eg, E11, Eia, Eis, E17, Eis. lzrazi za
dijagonalne minore su sada prili¢no prosti, medutim kako je ve¢ navedeno u poglavlju
4.7, koriS¢enje dijagonalnih minora za odredivanje uslova nestabilnsoti predstavlja
aproksimaciju, zbog ¢ega je neophodno ispitati da li se javljaju negativni ¢lanovi u

izrazima za o i An_g.
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Kao primer uzmimo struju £g9. koja ukljucuje reakcije (RA.2), (RA.-3), (RA.6),
(RA.7), (RA.9), (RA.10), (RA.11) polaznog modela BZ reakcije, datog u dodatku A. 1z
analize navedenih reakcija, vidi se da je potpuno iskljuc¢ena vrsta Br,, Sto nam govori da
nije bitna za nastanak i da se analiza dalje izvodi sa preostalin 6 vrsta. lzraz za

dijagonalni minor V146 kada se koristi samo struja £9 ima oblik

AVige (1) =-2j5 (4.82)
dok dat u funkciji v ima oblik

AVy46(Vss ) = —VoVgVy (4.83)

Kada su izracunati dijagonalni minori slede¢i korak jeste proveriti da li se
negativni ¢lanovi javljaju i u izrazima za o koeficjenete ili Hurvicove matrice, buduci
da analiza na bazi dijagonalnih minora predstavlja aproksimaciju. lzraz za As je veoma
komplikovan ¢ak i kada se analiza izvodi samo samo jednom strujom, zbog ¢ega ¢emo

ovde dati izraz za as. U funkciji brzina struja izraz za a5 oblik

a5 (j) =8hih,hshy jg (h6 — o) (4.84)
dok dat u funkciji v ima oblik

a5 (Ves) = 2l sy vov Vs Vrvy (g — ) (4.85)

Iz izraza (4.84) i (4.85) vidi se da se koris¢enjem samo reakcija (RA.2),
(RA.-3), (RA.6), (RA.7), (RA.9), (RA.10), (RA.11) moze dobiti Andronov-Hopf
bifurkacija. Pokazani postupak heophodno je primenti i na preostale struje kako bi se
utvrdilo koja struja predstavlja najmanji funkcionalni deo modela koji moze da simulira
Andronov-Hopf bifurkaciju. Na koji nacin se odreduje koja struja ili kombinacija daje
najmanji funkcionalni deo modela odgovoran za nastanak odgovaraju¢e bifurkacije

pokazano je u poglavljima 4.11 i 4.12.

55



4.10. Metod za proveru valjanosti uslova nestabilnosti i izracunavanje

kinetickih parametara

Princip odredivanja kinetickih parametara zasniva se na ¢injenici da se analiza
stabilnnosti izvodi u prostoru brzina reakcija. Osnovna ideja jeste odrediti vrednosti
stacionarnih brzina reakcija takvih da je zadovoljen i uslov stacionarnosti (4.23) i uslov

nestabilnosti.
Postupak se sastoji iz slede¢ih koraka:

1. U sistemu koji ima n nezavisnih intermedijernih vrsta i m hemijskih
reakcija, bira se n stacionarnih brzina reakcija koje ¢e biti predstavljene
kao linearne kombinacije preostalin m—n stacionarnih brzina reakcija.
Prilikom izbora n stacionarnih brzina reakcija koje ¢e biti date kao
linearne kombinacije, najbolji kandidati su one stacionarne brzine
reakcija ¢ije su vrednosti eksperimentalno nepoznate i koje predstavljaju
pozitivne ¢lanove u uslovu nestabilnosti.

2. Slede¢i korak jeste postaviti stacionarne koncentracija na Zeljene
vrednosti i izraCunati vrednosti stacionarnih brzina reakcija pomocu
jednacine (4.4), ¢ije su konstante brzina poznate i neka je njihov broj @.
Vrednosti ovih stacionarnih brzina reakcija se zatim zamenjuju u
izrazima za linearne kombinacije.

3. lzabrati proizvoljne pocetne vrednosti preostalih m-n—q stacionarnih
brzina reakcija koje ucestvuju u linearnim kombinacijama.

4. lzraze za dijagonalne minore algebarski uprostiti i pronaci one
stacionarne brzine reakcija koje predstavljaju ili ulaze u sastav
negativnih ¢lanova. Te stacionarne brzine reakcija predstavljaju
destabiliSuce Clanove.

5. Slede¢i korak je postepeno povecavanje vrednosti destabiliSucih
stacionarnih brzina reakcija, dok se ostale drze na svojim pocetnim
vrednostima. Za svaku vrednost se mora proveriti da li se dobija
pozitivan set n stacionarnih brzina reakcija koje se izraCunavaju iz

linearnih kombinacija.
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6. Ako je barem jedna od n stacionarnih brzina reakcija negativna ta tacka
se preskace.

7. Ako su vrednosti svih n stacionarnih brzina reakcija pozitivne, proverava
se da li je Ap-1 proSla kroz nulu i postala negativna. Ako je Ap-1
negativna, izvodi se numericka simulacija kako bi se proverilo da li
sistem osciluje. Konstante brzina za numericku simulaciju se ra¢unaju po

formuli:
k = diag(vy)-h<= (4.86)

Bitno je napomenuti da se na ovaj naCin za svaki odabrani set vrednost brzina

reakcija sistem nalazi u istoj oblasti koncentracija.

Ovaj pristup ¢emo radi jednostavnosti ilustrovati na modelu autokatalatora.
Jednacina stacionarnosti za autokatalator data je u (4.73). Pretpostavimo da pocetna
koncentracija reaktanta R iznosi ro =0.5 M i da je poznata vrednost za brzinu njegovog
razlaganja i iznosi vies = 1 x 10° M s, kao i da su stacionarne koncentracije
intermedijernih vrsta A i B, redom 3 x 10 M i 7 x 10" M. Cilj nam je da odredimo
vrednosti konstanti brzina pri kojima dati model osciluje uz navedene koncentracije. 1z

(4.73) izvode se relacije (4.74) i zamenom vrednosti za vy ¢s dobija se:

Vig =Vpg =1x107° (4.87a)

Voss T V3s5 = 1x10°° (4.80Db)
uz uslov nestabilnosti
AV, (rs) = Vpss Va5 <0 (4.88)

Iz (4.88) vidi se da je destabiliSucéa brzina V3, tako da ¢e se ona menjati dok ¢e
Se V¢ izraGunavati. Menjanjem vrednosti brzine vz ¢ dobijena je kriti¢na vrednost pri
kojoj sistem prolazi kroz Andronov-Hopf bifurkaciju i za nju su izraCunate vrednosti
konstanti brzina primenom (4.86). Vrednosti stacionarnih brzina reakcija i konstanti
brzina su date u tabeli 1. Vazno je napomenuti da se mogu dobiti i druge vrednosti

konstanti brzina u zavisnosti od izbora pocetnih uslova .
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Tabela 1. Vrednosti stacionarnih brzina reakcija i konstanti brzina pri kojima dolazi do
pojave Andronov-Hopf bifurkcije za model autokatalatora

Indeks 1 2 3 4

Vs 1x10° 4.9830 x 10™ 5.0170 x 10 1x10°

k 2x10° 1.6610 3.4129 x 10 1.4286 x 10°
=

"= 2.98
;

2.97 1 1 [ ] 6 1 1 1 1 I ]
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
t /e tle

Slika 5. Vremenska evolucija vrsta A i B za model autokatalatora dobijene za vrednosti

konstanti brzina iz tabele 1. Pocetni uslovi integracije su: ro =0.5,a0 =0,bg =0

Ovaj nacin odredivanja konstanti brzina posebno je pogodan za primenu u
uslovima otvorenog reaktora iz dva razloga. Prvi je da se u uslovima otvorenog reaktora
uspostavljaju prava stacionarna stanja i sve vrste koje ucestvuju u reakciji su u
stacionarnim stanjima. Drugi mnogo vazniji razlog jeste da u uslovima otvorenog
reaktora uvek postoji odgovarajuci broj brzina koje se bez teSko¢a mogu odredititi. Tu
pre svega spadaju brzine kojima reaktanti iz rezervoara ulaze u reaktor kao i izlazne
brzine vrsta Cije se koncentracije mogu pratiti i odrediti. Ako su nam poznate
koncentracije svih vrsta koje se nalaze u modelu, pomoc¢u ovog metoda moze se ispitati
da li ispitivani model moZe da opiSe odgovaraju¢e tipove dinamika u zadatom
koncentracionom opsegu i na osnovu toga odrediti njegova valjanost. Sa druge strane,
ako nisu poznate sve koncentracije a zadati model moze zadovoljavaju¢e da opise
dinamiku vrsta koje se mogu eksperimentalno pratiti, moze se proceniti u kom opsegu

se mogu naci koncentracije vrsta koje se ne mogu pratiti.
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4.11. Primena SNA na model sa direktnim autokatalitickim korakom

U ovom poglavlju pokazacemo kako se SNA moze upotrebiti za analizu modela
koji sadrzi direktni autokataliticki korak i kako se rezultati te analize mogu iskoristiti da
se dobiju opste karakteristike modela. Ova analiza bi¢e izvedena na modelu HPA koji
sadrZi 4 intermedijerne vrste. Takode, ovaj model predstavlja primer pseudo-otvorenog
reaktora tako da se koncentracije svih vrsta koje ucestvuju u modelu mogu smatrati
dinamickim promenljivima. U daljoj analizi pokaza¢emo da iako se sve vrste smatraju
intermedijerima, nisu sve podjednako bitne za stabilnost sistema. Model HPA kao i

izrazi za brzine reakcija, kineti¢ke jednacine i matrice Si K date su u dodatku B.

Prvi korak u analizi ovog modela jeste izraCunavanje matrice E

El E2E3E4E5EGE7

111112 2R

0 00110 0|R

111112 2R

010101 0|R
(4.89)

E={0 0 0 00 1 1R

001010 1K

000111 1[R

1 00000 0|R

01100 0 0|R

Primenom jednacine (4.27) na (4.89) dobija se

Vi g = it tis s tis +2)6+2); (4.90)
Voss = Jatls (4.91)
Vs s = g tipHiatats 26 +2j; (4.92)
Viss = Jotiats (4.93)
Vsss = j6+j7 (4.94)
Voss = Jatis iz (4.95)
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Voss = JatistigH7 (4.96)
Vg,ss = jl (4.97)

Voss = 23 (4.98)

Slede¢i korak je izrac¢unavanje matrice V(j) pomocu jednacine (4.56)

CRH ALDO ACTH CORT
[Jl.‘l' lz+.13+1.4j 0 0 0 CRH
+)5+2j+2];
Jgtist] o .. . . |ALDO
0 [4 5 Gj ~(Jg+17) 2Ajg+ 5+ s+ 1)
v(i)- +; (4.99)
b+ o+t [ PR Y ACTH
_[hl I+l yj 0 (Jll Jo+ g pj Aot i )
+j5+2j+2]; +j5+2jg+2];
o o CORT
+ic+ Fiatis+
0 [’4 ; JG] —[“ o ‘5] I I+ 214+ 2lg
+); tletls i

Analizom dijagonalnih minora matrice V(j) dimenzije /x/ pronadeno je 8
dijagonalnih minora koji sadrze negativne Clanove. Ovi dijagonalni minori su dati u

tabeli 2, gde indeksi dijagonalnih minora odgovaraju redu i koloni matrice V(j).

Tabela 2. Indeksi negativnih dijagonalnih minora dimenzije ixi, dobijenih analizom
matrice V(j) modela HPA sistema

1x1 2x2 3x3 4x4
14 124

4 24 134 1234
34 234

“Indeksi 1, 2, 3, 4 odgovaraju redom vrstama CRH, ALDO, ACTH i CORT

Budu¢i da ispitivani model sadrZi 4 intermedijerne vrste, da bi doslo do pojave
Andronov-Hopf bifurkacije neophodno je prona¢i negativne dijagonalne minore
dimenzije 3x3, odnosno neophodno je da determinanta matrice V(j) bude negativna
kako bi doslo do pojave bifurkacije sedlasti ¢vor. 1z tabele 2 moZze se videti da u modelu
HPA moze do¢i do pojave obe navedene bifurkacije budu¢i da postoje 3 negativna
dijagonalna minora dimenzije 3x3, kao i da determinanta matrice V(j) takode moze
postati negativna uz odgovarajuéi izbor parametara. Izrazi za negativne dijagonalne
minore dimenzije 3x3 i determinantu matrice V(j) sadrze preveliki broj ¢lanova da bi

bili dati u ovom radu. Detaljnom analizom negativnih dijagonalnih minora mozemo
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videti da je najmanji negativni dijagonalni minor dimenzije 1x1 i on odgovara
dijagonalnom elementu matrice V(j). Ovaj minor u stvari opisuje autokataliticki korak u

kome ucestvuje CORT. Determinatna navedenog negativnog minora je

AV (1) =lo—is+2is+2] (4.100)
odnosno izrazen preko Vs

AV, (V) = 2v; — 2V + Vg (4.101)

Cinjenica da ovaj minor udestvuje u svim ostalim negativnim dijagonalnim
minorima, $to se moZe videti iz tabele 2, govori da je nestabilnost u modelu posledica
interakcije vrste CORT sa samom sobom kroz reakciju (RB.6), odnosno kroz

autokatalizu.

Slede¢i korak jeste utvrditi koje reakcije su odgovorne za nastanak detektovanih
bifurkacija. Kako je dijagonalni minor AV, najmanji i ucestvuje u svim ostalim

negativnim minorima, analizu po¢injemo od njega.

4.11.1. Detekcija reakcija odgovornih za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije

Prva stvar koju Zelimo da uradimo jeste da odredimo reakcije koje su odgovorne
za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije. Da bismo to uradili primeni¢emo kombinatorni
pristup koji je opisan u okviru poglavlja 4.9. Analizom pojedina¢nih ekstremnih struja
iz (4.89) odredene su one koje sadrze reakciju (RB.6) i to su struje Es, Es i E7. 1z izraza
(4.100) moze se videti da je jedini negativni ¢lan j3, odnosno struja E;. Medutim, ako
bismo koristili samo reakcije koje ucestvuju u struji Es, javlja se problem buduc¢i da ova
struje ne ukljucuje reakciju (RB.4), koja predstavlja transformaciju ACTH u CORT, i
time omoguc¢ava vrsti CORT da se ponaSa kao intermedijer. Dakle, neophodno je
ukljuciti dodatnu ekstremnu struju. Ekstremne struje koje sadrze reakciju (RB.4) su: E,
E., i Es. Analiza je pokazala da je najmanji model koji mozZe da simulira Andronov-

Hopf bifurkaciju moguce dobiti kombinacijom ekstremnih struja E; i E3 (tabela 3).
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Iz modela datog u tabeli 3 moze se videti da je vrsta ALDO potpuno uklonjena

iz modela i samim tim nije od znac¢aja za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije. Za ovaj

Tabela 3. Minimalni model koji moze da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen
kombinacijom ekstremnih struja E; i E3

Reakcije Brzine reakcija E, =
—% ,CRH v =k (RB.1) (RB.1)
CRH—% 5 ACTH Vs = K;[CRH] (RB.3) (RB.3)
ACTH—% 5CORT v, =k, [ACTH] (RB.4)
ACTH+2CORT—% 53CORT Vs = k[ACTH][CORTT’ (RB.6)
CORT —% P, Vg = |<9[CORT]2 (RB.9) (RB.9)

model odreden je uslov za nastanak Andronov-Hopf bifurkacije racunanjem o,

az(j):("'lhﬁhzhs)(jzﬁLj3)+|’h"§(j2—j3)<0 (4.102)

odnosno datog u funkciji vss
0ty (Ves) = Dy (Vi +Vg ) (s + hyVg) + v (Vg —2v5 ) < 0 (4.103)

Iz (4.102) i (4.103) mozemo videti da bi o, postao negativan mora biti

zadovoljeno da je barem

J2<ls (4.104)
odnosno

Vg < 2V (4.105)

Pored navedene kombinacije ekstremnih struja koja daje minimalni model,
Andronov-Hopf bifurkacije se takode moze dobiti i kombinacijom struja E3 i E4, kao i
kombinacijom E3 i Eg (tabele 4 i 5). Modeli dobijeni kombinacijama ovih struja ne daju
minimalni model, mada dovode do redukcije poc¢etnog modela. Redukovani model koji
je dat u tabeli 4 sadrzi sve 4 intermedijerne vrste poCetnog modela, ali i dve reakcije
viSe u odnosu na minimalni model (tabela 3). Redukovani model dat u tabeli 5 takode
sadrzi sve 4 intermedijerne vrste polaznog modela kao i dve reakcije viSe u odnosu na

minimalni model (tabela 3).
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Tabela 4. Redukovani model koji moze da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen
kombinacijom ekstremnih struja E; i E4

Reakcije Brzine reakcija E; E4
—% ,CRH v =k (RB.1) (RB.1)
—% JALDO Vv, =k, (RB.2)
CRH—% > ACTH V3 = K;[CRH] (RB.3) (RB.3)
ACTH—%_5CORT v, =k, [ACTH] (RB.4)
ACTH+2CORT —% 33CORT V5 = ks[ACTH][CORT]? (RB.6)
ALDO+2CORT —% 5CORT  V, =k;[ALDO][CORTY? (RB.7)
CORT—& P, v, = ky[CORT] (RB.9)

Tabela 5. Redukovani model koji moze da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen
kombinacijom ekstremnih struja E3 i Eg

Reakcije Brzine reakcija Es Ee

—% 5CRH v =k (RB.1) (RB.1)
CRH—% 5 ACTH V3 = K;[CRH] (RB.3) 2(RB.3)
ACTH—% 5CORT v =k, [ACTH] (RB.4)
ACTH—% > ALDO V5 = Ks[ACTH] (RB.5)
ACTH+2CORT —% 33CORT Vi = ks[ACTH][CORT]? (RB.6)
ALDO+2CORT—5 5CORT  V, =k [ALDO][CORT]? (RB.7)
CORT—&5P, vy = ky[CORT] (RB.9)

4.11.2. Detekcijareakcija odgovornih za nastanak bifurkacije sedlasti ¢vor

Slede¢i korak u analizi jeste detekcija reakcija odgovornih za nastanak
bifurkacije sedlasti ¢vor. Pre svega, model dobijen kombinacijom ekstremnih struja E; i
Es ne moze da simulira bifurkacije sedlasti ¢vor, buduéi da su svi ¢lanovi u izrazu za

determinantu matrice V(j) pozitivni
det(V (j)) = (jz + is)* (4.106)

Dakle, neophodno je pronac¢i drugu kombinaciju ekstremnih struja. Analiza je

pokazala da se minimalni model koji moZe da simulira bifurkaciju sedlasti ¢vor dobija
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kombinacijom ekstremnih struja E; i Es. Ali opet se javlja problem da nijedna od
navedenih struja ne sadrzi reakciju (RB.4). Dakle, kombinacijom ekstremnih struja E; i
E; dobija se model koji moze da simulira bifurkaciju sedlasti ¢vor, ali ne i oscilacije.
Zbog toga je neophodno dodati i ekstremnu struju E,. Dakle, za dobijanje minimalnog
modela koji moze da simulira bifurkaciju sedlasti ¢vor mora se koristiti kombinacija

ekstremnih struja E;, E; i E3 (tabela 6).

Tabala 6. Minimalni model koji mozZe da simulira bifurkaciju sedlasti ¢vor dobijen
kombinacijom ekstremnih struja E;, E; i Es.

Reakcije Brzine reakcija Ei, E, Es;
—% ,CRH v =k (RB.1) (RB.1) (RB.1)
CRH—% 5 ACTH V3 = K;3[CRH] (RB.3) (RB.3) (RB.3)
ACTH—%_5CORT v, =k, [ACTH] (RB.4)
ACTH+2CORT—% »3CORT Y = K[ACTH][CORTF (RB.6)
ACTH—% P, Vg = ks [ACTH] (RB.8)
CORT —P, Vo = ky[CORT] (RB.9) (RB.9)

Model dat u tabeli 6 pored sedlastog ¢vora moze da simulira i Andronov-Hopf
bifurkaciju, ali je sada izraz za o, malo komplikovaniji usled dodavanja ekstremne

struje E;

@5() =My (Js + Iz + o) + by ((lz + 1o)? + a2 — )

e (4.107)
+hg (J = J3)(Jy + J2 + J3) <O
odnosno dat u funkciji vss
0ty (Vss) = Py (Vg + V5 + g ) + hyhy (Vg (Va +Ve)+Vg (Vg _ZVG)) (4.108)

+h vy (Vg —2v5) <0

Opet je negativni ¢lan predstavljen preko j3. Uslov za pojavu bifurkacije sedlasti

¢vor dobijen je racunanjem determinante matrice V(j)
(a+ B2+ i) (U + 12)° + ia(J2 — 1)) =0 (4.109)

odnosno dat u funkciji vss
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Vg (Vy +Vg) + Vg (Vg —2v) =0 (4.110)

Iz tabele 6 moze se videti da model ne sadrzi vrstu ALDO, Sto ukazuje da je ova
vrsta nebitna za nastanak kako Andronov-Hopf tako i bifurkacije sedlasti ¢vor. lako je
pokazano da je sa matematicke tacke gledista ALDO vrsta koja je nebitna za nastanak
navedenih bifurkacija, nju je neophodno zadrzati u modelu, kako bi model mogao da

pravilno simulira dinamiku HPA sistema.

4.12. Primena SNA na model koji ne sadrZi direktni autokataliti¢ki kor ak

U okviru ovog poglavlja analiziracemo model BL reakcije definisan u dodatku
C. Cilj nam je da pokazemo kako se SNA mozZe upotrebiti za analizu modela koji ne

sadrze direktni autokataliticki korak.

Model BL reakcije definisan je reakcijama (RC.1) - (RC.8) u dodatku C . Ovaj
model ima 7 reakcija od kojih su 3 povratne. U modelu intereaguje ukupno 10
hemijskih vrsta: 17, HIO, HIO,, 1,0, I, 105, H*, H,0O, H,0, i O, ali kako su
koncentracije vrsta H i H,O znatno veée od ostalih, one se mogu smatrati konstantnim

i uracunate su u vrednosti konstanti brzina u relacijama (C.3a)-(C.3j).

Prvi korak u analizi je izbor intermedijernih vrsta koje ¢e se koristiti u analizi
stabilnosti, pri ¢emu sada treba voditi racuna da ovaj model opisuje uslove zatvorenog
reaktora. Zbog uslova zatvorenog reaktora, neophodno je prilikom izbora
reaktoru. Dakle, moramo odrediti vrste koje imaju ulogu reaktanata i rezervoara. Jedina
vrsta koja ima ulogu reaktanta u modelu je H,O,, §to se mozZe videti iz matrice S (C.1),
tako da se onda moZe izuzeti iz analize stabilnosti. Sa druge strane O, je jedina vrsta
koja ima ulogu produkta tako da i nju izuzimamo iz analize stabilnosti. Jedina vrsta koju
u ovom modelu moZemo smatrati rezervoarom jeste 103", buduéi da iz nje nastaju sve
druge jodne vrste a uz to je i njena koncentracija znatno vec¢a od koncentracija ostalih
intermedijernih vrsta. Kao posledica izuzimanja vrsta H,O; i 1037, konstante brzina u
kojima one ucestvuju se mnoze sa njihovim pocetnim koncentracijama. Dakle, u analizi

stabilnosti koristicemo 17, HIO, HIO,, 1,0 i |,. tako da su matrice Si K za ovaj model
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R Ry R R Ry R R, R R R

-1 1 -1 0 0 -1 1 1 0 0] I

1 -1 0 2 -2 -1 1 -1 1 O0O|HIO
S={1 -1 -1 0 0 0 O 0 1 1/HIO,

c 01 -11 0 0 O -10/1,0

0 0 0 0 01 -1 0 0 0],
|

R RRRBRR;RR,RR R

101001000 0|1

010021010 O|HIO
K=01 100000 0 O|HIO,

000100001 0O0|I10

000 0O0O01O00O0 0]

Prvi korak u analizi jeste izraCunavanje matrice E

EEEBEE

1 0 0 0 0|R

1 000 1R,

0 001 1R

01 000K
E- 01 00 0|R;4

0 01 0 O0|Ry

0 01 0 0|R,

0 001 0R

0 001 1R

0000 1R

Matrica V(j) ima oblik

V(i) =

- HIO HIO,
itotiatls —htia—a—is  —hitia
—jit ] Jitia sty ts Jitls
—l1+Jats Jitls Jitiat2s
= (st Js) —2js ~(Js+ Js)
—Iz P 0

0 I2
-3+ s+ 1s) s

I,

~(4+1s5) 0
Jatiatls 0
0

j2 |

(4.111)

(4.112)

(4.113)

-
HIO
HIO,

I,

(4.114)

66



odnosno u funkciji Vss

I~ HIO HIO, 1,0 1,
VALY, SV V-V VY, 0 v, | I
i+, Vg AV gV, v, —(2v3+V5) -V, | HIO (4.115)
V(Vg) =| —V+Y, v, V. +V, —V, 0 |HIO,
-V, —2V_4 -V, Vy + Vg 0 1,0
VY -V, 0 0 vy | 1y

Analiza dijagonalnih minora matrice V(j) iz (4.110) pokazala je da postoje tri

¢iji izrazi za determinantu sadrze negativne ¢lanove (Tabela 7)

Tabela 7. Indeksi negativnih dijagonalnih minora dimenzije ixi, matrice V(j) modela BL

reakcije
3%x3 4x4
1234
234 2345

Iz tabele 7 moze se videti da dijagonalni minor V34 ulazi u sastav svih ostalih
negativnih dijagonalnih minora. Za razliku od slucaja kada model sadrzi direktan
autokataliticki korak u ovom slucaju vidi se da je nestabilnost modela posledica
negativnosti dijagnonalnog minora dimenzije 3x3. Samim tim povratna sprega nastaje
usled interakcije tri vrste HIO, HIO, 1 1,0 $to je znatno komplikovaniji slu¢aj nego kod
modela sa direktnom autokatalizom gde je povratna sprega posledica interakcije jedne

intermedijerne vrste sa sobom.

Iz dimenzija negativnih dijagonalnih minora vidi se da model moze da simulira
nastanak Andronov-Hopf bifurkacije budu¢i da postoje dva dijagonalna minora
dimenzije 4x4. Medutim, osnova za oba negativna dijagonalna minora dimenzije 4x4
jeste dijagonalni minor V.3, koji istovremeno predstavlja i jezgro nestabilnosti.

Determinanta minora Vs je

AV () = j53+(j1+5jz+ j3+3j4)j52 +(2j, - j2+2j5)jf S CIPREE

O L L (4.116)
+3j1J5 + J2Js+5020s + Jsls) Ja +(Tigia + J1ls +2]203) Js + J1l2]s

ili u funkciji vss
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AV, 3(Yes) = (Vo5 + V3V + VoV + V5V + 4V gV + V) Vg + VsV )V_g + Vo VsV, (4.117)
FVoVaVe — 2V,V_ gV '
Ovaj model ne moze da simulira bifurkaciju sedlasti ¢vor budu¢i da

determinanta matrice V(j) ne sadrzi negativne ¢lanove

det(V () =21z lss +Blzlals +4ir21a)Is + Uz lsls + 21ii210) 1a 4.118)
+6J1J213ials

4.12.1. Odredivanje reakcija neophodnih za nastanak Andronov-Hopf

bifurkacije

Slede¢i korak u analizi jeste odredivanje minimalnog seta reakcija koje
omogucavaju simuliranje Andronov-Hopf bifurkacije. Kao i u slu¢aju HPA modela

primenjuje se kombinatorni pristup.

Analizom pojedinaénih struja utvrdeno je da nijedna struja ne moze sama da
obezbedi postojanje negativnih dijagonalnih minora. Najmanji model koji sadrzi
negativne dijagonalne minore dobija se kombinacijom ekstremnih struja E; i E4 (tabela
8).

U modelu datom u tabeli 8 od intermedijernih vrsta koje su koriS¢ene u analizi
stabilnosti polaznog modela (RC.1) - (RC.8) ostale su I, HIO, HIO,, 1,0. Medutim
matrica S koja sadrzi samo ove Cetiri vrste ima rang 3 Sto znaci da je jedna vrsta
linearno zavisna, tako da se za dalju analizu ovog modela koriste HIO, HIO,, 1,0. U
cilju utvrdivanja da 1i ovaj model moze da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju
izraCunato je ap. Utvrdeno je da dobijeni model moze imati nestabilna stacionarna
stanja, ali ne moze da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju, Sto se moze videti iz izraza

za o, koji nema negativnih ¢lanova

() =y j, (45 + Ja) + g ja(js +3J2) +ohg s g (4.119)
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Tabela 8. Minimalni model koji moZe biti nestabilan dobijen kombinovanjem
ekstremnih struja E, i E4 BL modela.

Reakcije Brzine reakcija = E4
HIO, + 1~ +H* —%1,0+H,0 v, = ko[HIO,][17] (RC.2)
1,0 +H,0—%52HIO v; = k[1,0] (RC.3)
2HI0O— 1,0+ H,0 V5 =k 5[HIOT? (RC.-3)
HIO+H,0, —— 1" +H"+0,+H,0 V5 = ks[HIO] (RC.5)
1,0+H,0, —>HIO +HIO, Ve = kg[1,0] (RC.6)

*u izrazima za brzine reakcija gde ucestvuju vrste H*, H,O i H,O,, konstante brzina su
pomnozene njihovim poéetnim koncentracijama

Medutim dobijeni model moze da simulira sedlasti ¢vor budu¢i da je oj

negativno

a3 =—hhhj, |7 (4.120)

Iz navedenog se vidi da se dodavanjem ili izbacivanjem odredenih reakcija iz

modela mogu dobiti razli¢ite bifurkacije koje se ne javljaju u celom modelu.

Dakle, za simulaciju Andronov-Hopf bifurkacije neophodno je dodati barem jos
jednu struju. Utvrdeno je da se Andronov-Hopf bifurkacije moze dobiti kombinovanjem
slede¢ih struja: E BBy, E;EsEs | E;E4Es (pogledati tabele 9, 10, 11).

Model u tabeli 9 ima dve reakcije manje (RC.4) i (RC.—4) u odnosu na polazni
model. Ovaj model takode iskljucuje vrstu I. Model u tabeli 10 ima dve reakcije manje
(RC.1) i (RC.—1) u odnosu na polazni model. U okviru ovog modela ukjucene su sve
intermedijerne vrste koje se nalaze i u polaznom modelu. Model u tabeli 11 ima tri
reakcije manje (RC.1), (RC.4) i (RC.—4) u odnosu na polazni model. U okviru ovog

modela ukjucene su sve intermedijerne vrste koje se nalaze i u polaznom modelu.

Svaka od ovih kombinacija daje model koji moze pod odgovaraju¢im uslovima
da ispolji oscilatornu dinamiku. Detaljana analiza podmodela koji se dobijaju navednim
kombinacijama struja izlazi van okvira ove doktorske disertacije, tako da ovde nece biti

data.
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Tabela 9. Minimalni model koji moZe da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen
kombinovanjem ekstremnih struja E;, E; i E4 BL modela.

Reakcije Brzine reakcija E; = E4
10; +1+2H* —S S HIO+HIO, v =Kk[I
sl e /= 2 M=kl (RC.1)
Ke S10- 41 + v, =k, [HIOJHIO
HIO+HIO, —4— 105 +1"+2H 1=Ky [HIOJHIO,] (RC_1)

HIO, + 1" + H* —% 5 1,0+H,0 V, = ko[HI0,][I7] (RC.2)
1,0+H,0—%52HIO V5 = ky[1,0] (RC.3)

2HI0O—* 51,0+ H,0 V5 =k 5[HIOT? (RC.-3)
HIO+H,0, —&— 1" +H"+0,+H,0  v5 = ks[HIO] (RC.5)
1,0 +H,0, —5HIO+HIO, Vs = kg[1,0] (RC.6)

*u izrazima za brzine reakcija gde ugestvuju vrste H*, H,0, H,O, i 105", konstante brzina su
pomnozene njihovim pocetnim koncentracijama

Tabela 10. Minimalni model koji moze da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen
kombinovanjem ekstremnih struja E,, E; i E4 BL modela.

Reakcije Brzine reakcija E, Es E4
HIO, +I' +H* —&% 5 1,O+H,0 v, =k,[HIO, ][I ] (RC.2)
1,0+H,0—%52HIO V5 = ky[1,0] (RC.3)
2HI0—+51,0+H,0 V3 =k,4[HIOF  (RC.-3)

HIO+ 1~ +H" —% 5 1,+H,0 v, = ky[HIO][I7] (RC.4)
l,+H,0—X+ 5 HIO+ 1~ +H* vV, =k, [1,] (RC.—4)
HIO+H,0, — 51" +H"+0,+H,0 v = k;[HIO] (RC.5)
1,0+ H,0, —< 5 HIO+HIO, Vg = kg[1,0] (RC.6)

*u izrazima za brzine reakcija gde ugestvuju vrste H*, H,0, H,0, i 105", konstante brzina su
pomnozene njihovim pocetnim koncentracijama

Iz navedenog se vidi da je u BL modelu povratna sprega posledica interakcije
izmedu HIO, HIO; i 1,0, ali da model koji sadrZi samo ove vrste kao inetermedijerne
(tabela 8) ne moze da ispolji oscilatornu dinamiku, Za oscilatornu dinamiku je
neophodno Koristiti kombinacije sa barem tri ekstremne struje, ali svaka kombinacija

mora da ukljuci struje E; E4.
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Tabela 11. Minimalni model koji mozZe da simulira Andronov-Hopf bifurkaciju dobijen
kombinovanjem ekstremnih struja E;, E,, Es BL modela.

Reakcije

HIO+HIO, —<—5105 + 1~ +2H"
HIO, + 1~ +H* —%1,0+H,0
1,0+H,0—%52HIO

2HI0— 51,0+ H,0

HIO + H,0, —% 5 1" +H* +0,+H,0
1,0+ H,0, —% 5 HIO+HIO,

105 +H* +H,0, — 5 HIO, +0, +H,0 Vg =Kkg

Brzine reakcija E, E4 Es

V. =k4[HIO]HIO, ] (RC.-1)

v, = K [HIO,][I7] (RC.2) (RC.2)

V3 = ks[1,0] (RC.3)

vy =k4[HIOP? (RC-3)

Vs = k5 [HIO] (RC.5)

Vs = kg[1,0] (RC.6) (RC.6)
(RC.8)

*u izrazima za brzine reakcija gde ugestvuju vrste H*, H,0, H,O, i 105", konstante brzina su
pomnozene njihovim pocetnim koncentracijama

71



5. Bifurkaciona analiza dozenih reakcionih sistema primenom

metoda numericke kontinuacije i ispitivanja dinamickih stanja

SloZeni reakcioni sistemi su sistemi ¢ije karakteristike kao $to su stacionarne
koncentracije i dinamika zavise od velikog broja parametara. Zbog toga je u procesu
njihovog ispitivanja i modeliranja, bifurkaciona analiza, odnosno ispitivanje uticaja
parametara sistema na navedene karakteristike, veoma vazna metoda za shvatanje

nacina funkcionisanja ovih sistema.

U okviru ove glave predstavljena su dva pristupa bifurkacionoj analizi: metod
numeric¢ke kontinuacije i bifurkaciona analiza ispitivanjem uticaja promena parametara
na karakteristike dinamickih stanja (ispitivanje dinamickih stanja). Numericka
kontinuacija predstavlja metod kojim se ispituje kako se reSenja parametarski zadatih
jednacina menjaju usled promene vrednosti parametara sistema, primenom
odgovarajuc¢ih tehnika za numeric¢ko reSavanje ovih jednacina. U prvom delu ove glave
detaljno su opisane tehnike numericke kontinuacije kao i prakticni aspekti njihovog

unoSenja u program koji je napisan u okviru MATLAB programskog paketa.

Sa druge strane, bifurkaciona analiza se moze izvesti pomoc¢u metoda koji se
zasniva na ispitivanju dinamickih stanja. Taj metod je nezamenjiv u eksperimentalnoj
analizi ali se veoma efikasno moze primeniti i za ispitivanje modela kompleksnih
reakcionih sistema. U okviru ove glave opisan je nacin primene pomenutog pristupa

bifurkacionoj analizi kao 1 nacini na koji se mogu detektovati bifurkacije.

Na kraju je pokazano kako se ova dva metoda mogu kombinovano primeniti u

cilju sto efikasnijeg izvodenja bifurkacione analize.

5.1. Numeri¢ka kontinuacija stacionarnih stanja

Dinamika slozenih reakcionih sistema, koji su tema ove doktorske teze,

matematicki se moze predstaviti u formi

dx
T f (x,k) (5.1)
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gde je x vektor koji se sastoji od koncentracija intermedijernih vrsta, dimenzije nx1, an

je broj vrsta u sistemu.

Kao §to je ve¢ re¢eno, u postupku modeliranja ovih sistema analiza stabilnosti
stacionaranih stanja predstavlja jedan od najbitnih koraka. Prilikom izvodenja analize
stabilnosti Cesto je potrebno uraditi bifurkacionu analizu radi utvrdivanja nac¢ina na koji
se stacionarne koncentracije intermedijernih vrsta menjaju sa promenom izabranog
(kontrolnog) parametra sistema, kao i koji se tipovi bifurkacija javljaju. Kao veoma

efikasno sredstvo u bifurkacionoj analizi pokazale su se metode numericke kontinuacije.

Metode numericke kontinuacije se primenjuju kada je potrebno utvrditi kako se
reSenja parametarski zadatih jednacCina, u naSem slucaju jednaCina stacionarnosti,
menjaju sa promenom parametara sistema.[27] U okviru ovog poglavlja bice prikazane
metode numeric¢ke kontinuacije u kojima se menja vrednost jednog parametra dok se
vrednosti preostalih parametara sistema drze konstantnim. Matematicki gledano

problem koji se reSava metodama numeric¢ke kontinuacije moze se predstaviti kao

f(x,)=0 f,xeR" BeR (5.2)
gde x predstavlja promenljive sistema dok je B kontinuacioni parametar.

Primenom metoda numeric¢ke kontinuacije izraGunavamo reSenja sistema (5.2)
za Citav niz vrednosti kontrolnog odnosno, u ovoj terminologiji, kontinuacionog
parametra. Vecina tehnika numericke kontinuacije se bazira na prediktor-korektor
shemi[27,44,62], koja je koris¢ena i u ovom radu. U okviru prediktora izvodi se
predvidanje reSenja (5.2) za trenutnu vrednost parametra koja se zatim koriguje u okviru

korektora.

Za predvidanje vrednosti reSenja sistema (5.2) koriste se metodi razlicitih nivoa
kompleksnosti, ali se svi baziraju na tome da se kao predvidena vrednost koristi ili
reSenje izraCunato za prethodnu vrednost parametra u kontinuaciji, ili reSenje koje se
dobija korisS¢enjem neke od tehnika za numericko reSavanje sistema diferencijalnih
jednacina kao $to su Ojlerov ili Runge-Kutta metod[62-64]. U korekcionom koraku
najéeS¢e se primenjuje Njutn-Rafson metod[62,64] reSavanja sistema nelineranih

jednacina.

73



Postoji  viSe tehnika numericke kontinuacije ali se najceS¢e Kkoriste:
sekvencijalna shema, Davidenko-Njutn-Rafson shema i kontinuacija pseudo-duzine
luka. Sve navedene tehnike se mogu koristiti u sluajevima u kojima se dobijaju
regularna reSenja, drugim re¢ima, reSenja u kojima je jakobijan sistema regularan,
odnosno ima pun rang n. Medutim, u slu¢aju neregularnih resenja koja se dobijaju kada
dolazi do pojave statickih bifurkacija sekvencijalna i Davidenko-Njutn-Rafson shema se
ne mogu primeniti zbog neregularnog jakobijana, ali se moze primeniti kontinuacija

pseudo-duzine luka koja je i koriS¢ena za potrebe izrade ove teze.

5.2. Predvidanje resenja

Za potrebe numericke kontinuacije koriste se razliCiti tipovi metoda za
predvidanje reSenja koji su razli¢itih nivoa kompleksnosti. Sve metode se ipak mogu

podeliti na one[40]

e koje koriste izraCunata reSenja za prethodnu vrednost kontinuacionog
parametra kao pocetne uslove u korekcionom koraku

e zasnovane na numerickim metodama reSavanja sistema obi¢nih
diferencijalnih jednacina

e zasnovane na ekstrapolaciji polinoma

Od navedenih metoda za predvidanje reSenja najceS¢e se koriste one koje su
zasnovane na numerickom reSavanju sistema obic¢nih diferencijalnih jednacina. Za
potrebe ove doktorske teze za predvidanje reSenja koris¢en je Ojlerov metod za

numericko resavanje obi¢nih diferencijalnih jednacina.

Ojlerov metod sluzi za reSavanje diferencijalnih jednacina ili sistema
diferencijalnih jednadina prvog reda koje se mogu predstaviti u obliku (5.1). Ojlerov

metod se zasniva na primeni iteracione formule [27,31,64]
Xis1 = X + Ahf (X, k) (5.3)

gde Ah predstavlja integracioni korak od ¢ije veli¢ine zavise tacnost i preciznost resenja.
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ResSenja koja se dobijaju u okviru koraka predvidanja reSenja moraju se dalje
korigovati u okviru korekcionog koraka buduc¢i da se primenom Ojlerovog metoda
javalja greska usled zaokruZivanja. Sta se de3ava u slu¢aju primene samo koraka
predvidanja reSenja mozZe se ilustrovati na primeru autokatalatora definisanog
reakcijama (R3.8)-(R3.11). Analiticki izrazi za stacionarne koncentracije autokatalatora
dati su izrazima

kir
s = Iizok 5.4
k2+ 123r02 (a)
4
L (5.4b)
K,

Razlika koja se javlja usled greSke zaokruzivanja moze se videti na slici 6, na
kojoj su date vrednosti za stacionarne koncentracije izraunate koriS¢enjem izraza

(5.4a)-(5.4b) 1 one izracunate koris¢enjem samo predikcionog koraka bez korekcije.

101 ou"'““

10

0 -

4

k,/ 103°
Slika 6. IzraCunavanje stacionarnih koncentracija autokatalatora primenom Ojlerovog
metoda bez korigovanja reSenja. Varirana je vrednost konstante brzine ks u opsegu
1x10° < Kk, < 1x10 sa korakom 2x10™. Puna linija oznadava analiticka reenja, dok

tackice oznacavaju reSenja dobijena primenom Ojlerovog metoda
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5.3. Korekcioni korak

U okviru korekcionog koraka neophodno je numericki resiti sistem nelinearnih
jednacina dat u obliku (5.2), za Sta se naj¢eSce koristi Njutn-Rafson metod.[64] Njutn-
Rafson metod sluzi za numericko reSavanje sistema nelinearnih jednacina i zasniva se
na razvoju funkcije f(x) u okolini nepoznatog reSenja x u Tejlorov red, sa zadatim

po&etnim uslovima x°. [27,31,64]

Razvojem f(x) u Tejlorov red u okolini x! i zadrzavanjem samo prva dva ¢lana

razvoja, vrednost funkcije se moze aproksimirati izrazom

f(x) = f (X +I(x)(x — x1) (5.5)

gde je J(x°) jakobijan sistema u x!%. Cilj nam je da nademo x'¥! koje obezbeduje da je

vrednost funkcije jednaka nuli. Dakle, moramo na¢i x!!! takvo da

f (XD + I (x™ — xIT) = f (x) =0 (5.6)
Jednacina (5.6) se posle sredivanja moze napisati u obliku

J(xINAx = — f (x1) (5.7)

gde je x™M—x% zamenjeno sa Ax. Budu¢i da je J(X”')) poznato kao i f(x!%)), jednacina
(5.7) predstavlja sistem linearnih jednacina u kome je nepoznata AX i koji se lako i
jednostavno reSava. Kada se izraCuna Ax dobija se nova korigovana vrednost X; po

formuli
xBH = x4 Ax (5.8)
Navedeni postupak koji podrazumeva

o redavanje J(xtAx = —f (x[M)

e izradunavanje x[" = xUl4 Ax

se sukcesivno ponavlja sve dok ne bude zadovoljeno

Hf (x“l)H < (5.9)

76



gde je € > 0 unapred zadata tolerancija. Za uspeSnu primenu korekcionog postupka u
toku numericke kontinuacije veoma je vazno imati dovoljno dobre pocetne uslove koji

se dobijaju u prethodnom koraku u kom pretpostavljamo resenje.

5.4. Prirodna (sekvencijalna) kontinuacija

Najjednostavniji metod numericke kontinuacije predstavlja sekvencijalna
shemal40] koja se drugacije naziva i prirodna parametarska kontinuacija[28]. U ovoj
shemi cilj je ispitati kako se menjaju reSenja sistema sa promenom kontinuacionog
parametra 3 u intervalu od Bo do Bn. Interval u kome se menja kontinuacioni parametar

deli se na niz podjedanko udaljenih tacaka

B =pFi + AL (5.10)
gde u zavisnosti od veli¢ine korakaA [ zavisi i da li ¢e se u korekcionom koraku dobiti
reSenje odnosno da li ¢e Njutn-Rafson metod konvergirati. Za svaku vrednost parametra
Bi cilj je resiti

f(xi,5)=0 (5.11)

gde se reSenja X; dobijena za vrednost kontinuacionog parametra u tacki o; koriste kao
predvidena reSenja odnosno pocetni uslovi u Njutn-Rafson metodi prilikom koraka
korekcije reSenja Xj+1 u tacki PBij+1. IzraCunavanje reSenja Xi+; u tacki Bi.1 postize se

primenom sheme

Xr = X5y + T AXS (5.12)

gde superskript k predstavlja broj iteracije, pri ¢emu je

Xlgl+1 =X (5.13)

pri ¢emu je r relaksacioni parametar koji moze imati vrednosti 0 < r < 1 dok se Ax

dobija kao resenje sistema linearnih algebarskih jednacina

I, Buax =— (x4, B.y) (5.14)
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koje se dobijaju primenom Njutn-Rafson sheme. Vrednost relaksacionog parametra se

postavlja tako da bude zadovoljen uslov

[ o

<[ e

| (5.15)

Ako je relacija (5.15) zadovoljena za r = 1, tada se vrednost r ne menja u suprotnom se
vrednost r duplo smanjuje. Ako su By, B2, B3 ... Bn dovoljno bliske uglavnom je dovoljno

nekoliko iteracija da Njutn-Rafson metod konvergira. Jakobijan sistema J se prilikom

......

Medutim, sekvencijalna shema ¢e puéi (izvrSavanje programa ¢e se prekinuti)
ako prilikom kontinuacije dode do pojave sedlastog ¢vora 1 tacke grananja buduci da je
u navedenim tackama jakobijan sistema J singularan Sto za posledicu ima da se ne moze

pronaci reSenje jednacina (5.14).[40]

5.5. Davidenko-Njutn-Rafson kontinuacija

Davidenko-Njutn-Rafson kontinuacija[25,40] je naprednija tehnika numericke
kontinuacije koja se zasniva na prevodenju problema numeri¢ke kontinuacije u

reSavanje sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina.

Osnovna ideja ove sheme lezi u tome da se ispita osetljivost reSenja sistema
(5.2) na promene vrednosti kontinuacionog parametra. Da bi se to postiglo polazi se od

jednacine (5.2) koja se diferencira po kontinuacionom parametru 3 ¢ime se dobija izraz

J(X,ﬂ)g—;+ f,(x, £) =0 (5.16)

gde fg predstavlja izvod funkcije f po kontinuacionom parametru. Posle sredivanja

izraza (5.16) dobija se

J(x,ﬂ)j—;=—fﬁ(x,ﬂ) (5.17)

Sto u stvari predstavlja sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina. Dalje, preuredivanjem

jednacine (5.17) dobija se izraz
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d _
£=—J Y(x, ) 5(x. B) (5.18)

Tada se uz poznate pocetne uslove

X(fo) = Xo (5.19)

moze resiti (5.18) uz koris¢enje pocetnih uslova (5.19) primenom nekog od metoda za
reSavanje sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina, kao $to su Runge-Kutta ili Ojlerov
metod. Resenja dobijena integracijom jednacine (5.18) kao §to smo ve¢ naveli odstupaju
od pravih vrednosti usled greSke zaokruZivanja tako da se moraju korigovati
koriS¢enjem Njutn-Rafson sheme. U ovom slucaju vrednosti dobijene integracijom

jednacine (5.18) koriste se kao pocetni uslovi u korekcionom koraku.

Kao i u slu€aju sekvencionalne sheme ovaj metod ¢e puci u sluc¢aju neregularnih

reSenja.

5.6. Kontinuacija pseudo-duzine luka

Kao sto se moze videti osnovni problem kori$é¢enja sekvencionalne i Davidenko-
Njutn-Rafson kontinuacije lezi u nemogucénosti odredivanja resenja u slucaju bifurkacija
za koje je karakteristicno da je jakobijan sistema singularan, tako da je neophodno
koristiti naprednije tehnike numeric¢ke kontinuacije. Zbog toga je za potrebe izrade ove
teze koriS¢ena shema zasnovana na kontinuaciji pseudo-duzine luka.[22,25,28,40] Da bi
se problem singularnog jakobijana resio mora se uvesti dodatni uslov koji obezbeduje
da jakobijan sistema ima pun rang tako da se sada problem (5.2) prevodi u reSavanje

sistema

f(x,8)=0 f,xeR" B,geR

5.20
9(x,5)=0 20

tako da je sada osnovni zadatak izabrati funkciju g(x,).

Kontinuacija pseudo-duzine luka zasniva se na uvodenju novog kontinuacionog

parametra s (duzina luka) i izraCunavaju
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X = X(9) (5.21)
B=p(9) (5.22)

pri ¢emu se sada mora resiti sistem jednacina

f(x(s), B(s))=0 (5.23)
Da bismo nasli x(s) i 3(s) diferencira se (5.23) po parametru s ¢ime se dobija

J(x(s), B(8)) x+ f 4 (x(5), B(5)) =0 (5.24)

gde X i B predstavljaju izvode x i B po parametru s. Jednacina (5.24) moZe se napisati

u matri¢nom obliku

91 fslz=0 (5.25)

gde je radi preglednosti uvedena smena

2' =[x p] (5.26)
odnosno
2T=[x B] (5.27)

Sistem (5.25) sastoji se od n linearnih jednaéina i n+1 promenljive. Dakle, da bi
se sistem mogao reSiti neophodno je dodati jo$ jednu jedna¢inu odnosno funkciju g(x(s),

B(s)). Kao dodatni uslov u okviru ove sheme koristi se jedna¢ina

2'z=1 (5.28)

ali se za potrebe korekcionog koraka u praksi pokazalo kao bolje reSenje malo izmenjen
oblik jednacine (5.28)[25,28,40]

(X_ Xpred)).("‘(ﬁ_ﬂpred)ﬁ = Asz (5-29)

gde Xpred 1 Bpred predstavljaju predvidena reSenja, dok je As integracioni korak. Jednacina

(5.29) dobija se iz formule za prvi izvod
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% = X(s+As) — x(S)

As
5.30
. f(s+49)- B9 (530

ﬂ =

As
Uvodenje jednacine (5.29) obezbeduje pun rang prosirenog jakobijana sistema

J fg
J prosireno — 5T (5.31)

u slucaju pojave statickih bifurkacija.

Citav postupak kontinuacije pseudo duZine luka se moZe predstaviti sledeCom
shemom. Neka je X; reSenje sistema u tacki S, tada se predvidene vrednosti reSenja

dobijaju primenom Ojlerovog metoda

Xpred,iv1 = X +ASX

. (5.32)
ﬂpred,i+1 = ﬂi +Asp

koje se zatim koriste kao pocetne vrednosti u korekcionom koraku, gde se reSenje X1

dobija reSavanjem sistema jednacina

f (Xi+1 7ﬁi+1) =0

. 5.33
(Xi+1 - Xpred,i+1)x + (,Bi+1 - :Bpred,i+1)ﬂ = ASZ ( )

5.7. Implementacija kontinuacije pseudo-duzine luka u programu

U okviru ovog poglavlja detaljno ¢e biti opisan postupak kontinuacije pseudo-
duZine luka koji je koriS¢en za potrebe pisanja programa. Osnovni zadatak jeste
konstruisati krivu reSenja x(s) 1 B(s) za vrednosti kontinuacionog parametra od 3o do B,

koja zadovoljava (5.23).

Prvi korak koji se mora uraditi jeste da se obezbedi jednostavna promena
vrednosti kontinuacionog parametra 3 od pocetne vrednosti o do krajnje vrednosti B,

uvodenjem novog parametra | takvog da vazi[64]
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B =0)=f,

AU =1) =, (539

pri ¢emu je | takode funkcija kontinuacionog parametra s. Najjednostavniji nacin da se

ovo uradi jeste izbor linearne zavisnosti izmedu | i B[64]

p=QA=-Dp+5 (5.35)

Da bismo nasli x(s) i I(s) diferenciramo (5.23) po s

J(x(9),a(s)) %+ f 5 (x(s), B(5)) Bl =0 (5.36)

gde B predstavlja izvod parametra o. po parametru |. 1z (5.35) sledi

B =55 (5.37)

Pretpostavimo da su odredena reSenja X(s) i B(S) za vrednost kontinuacionog
parametra s, kao i da je odredena vrednost tangente pravca z(s). Cilj je odrediti reSenja
sistema za slede¢u vrednost kontinuacionog parametra Si. Prvi korak koji se mora
uraditi jeste izraCunavanje tangente pravca Z(S+1). Da bi se to uradilo mora se resiti

sistem jednacina

(5.38)

[Mx@u@» _
1

[ Ox@IENAS)|, [0
ZT(S) ] (§+1) |:}

Iz jednacine (5.38) dobija se vrednost tangente pravca koja nam omogucava da

predvidimo reSenja primenom Ojlerovog metoda, ¢ime se dobija

Xpred (§+1) X(S )} ‘
= A . |
['pred(%)} L(ﬁ) +A(S) (5.39)

Slede¢i korak jeste korigovati reSenje dobijeno u (5.39) primenom Njutn-

Rafsonovog metoda.

f (X(§+1)’ I (§+1)) =0

. 40
(X(§02) = X(8)) X(82) + (1(502) 1 (5)) [ (S1) = AS (.40)

Jednacine za korekciju reSenja u Njutn-Rafson shemi imaju oblik

82



_fx[X []
{Jgkj (fa,@)gliqrx} f (Mgl Ms)
2(S) AT as- (M) - x()- (M -16)) | &4

gde supskript k oznacava k-tu iteraciju u Njutn-Rafson shemi. U jednacini (5.41) radi
preglednosti uveden je subskript si:; koji oznacava da se radi o vrednosti u tacki
xM(si41), 1M(s41). 1z (5.41) dobijaju seA x i Al pomocu kojih se dobija korigovana
vrednost reSenja preko formule

[k+1] UK
X +1) =X +1)TAX

» (S+1) k (S+1) (5.42)
Il(g.0) = 15,0+l
Iteracije u korekcionom koraku se ponavljaju sve dok ne bude zadovoljen uslov
SICHALICH) B (543

Opisana porcedura predvidanja i korigovanja reSenja se ponavlja sve dok ne

bude zadovoljeno da je I=1.
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5.8. Odredivanje vrednosti reSenja i tangente pravca u prvoj tacki

numericke kontinuacije

Iz postupka koji je opisan u okviru poglavlja 5.7 vidi se da je za odredivanje
reSenja u jednoj tacki neophodno poznavanje reSenja u prethodnoj tacki, zbog cega se
postavlja pitanje kako odrediti vrednosti reSenja i tangente pravca u prvoj tacki

kontinuacije.

5.8.1. Odredivanje reSenja u prvoj tacki kontinuacije

Odredivanje vrednosti reSenja u pocetnoj tacki kontinuacije moze predstavljati
problem u sluc¢aju kompleksnih sistema kod kojih se ne mogu nacdi analiti¢ka reSenja pa
se moraju koristiti numericke metode reSavanja jednacina. Osnovni problem
odredivanja reSenja u pocetnoj tacki kontinuacije predstavlja nepoznavanje dovoljno
dobrih pocetnih uslova, od cijeg kvaliteta zavisi da li ¢e primenjeni numericki metodi
konvergirati ili ne. Da bi se reSio problem pocetnih uslova u slu¢aju kompleksnih

sistema, mogu se Kkoristiti dva pristupa.

Prvi pristup podrazumeva izvodenje numericke simulacije 1 zatim odabir neke
tacke iz simulacije za pocetne uslove koji se koriste za reSavanje problema (5.2). Koja
¢e taCka biti izabrana zavisi od dinamike koja se javlja u sistemu za date vrednosti
parametara. U slucaju da za datu vrednost parametara imamo samo stabilna stacionarna
stanja, odnosno neoscilatornu dinamiku, moZemo izvesti dovoljno dugu numericku
simulaciju kako bi se stacionarno stanje ustalilo i izabrati vrednosti koncentracija koje
odgovaraju poslednjoj tacki numericke simulacije kao pocetni uslov. U slucaju da se za
datu vrednost parametara javljaju periodi¢na reSenja, kao pocetne uslove je najbolje
koristiti ili vrednosti u tatkama koje odgovaraju maksimumima oscilacija, Bez obzira na
dinamiku sistema, izabrane take se zatim koriste kao pocetni uslovi u Njutn-Rafson

shemi.

Drugi pristup podrazumeva upotrebu homotopskih  metoda.[25,40,65]
Pretpostavimo da za neku pocetnu vrednost kontinuacionog parametra 3 hemamo

dovoljno dobre pocetne uslove i program za reSavanje sistema nelinearnih jednacina ne
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moze da konvergira ili daje besmislene rezultate. Princip homotopije se sastoji u tome
da se za resavanje teSkog problema polazi od nekog lakog problema ¢ije se resenje lako
moze naci, koji se polako deformise u pocetni tezak problem za koji se sada dobijaju

dovoljno dobri pocetni uslovi tako da se moze resiti.
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Slika 7. Primer odredivanja stacionarnih koncentracija modela HPA sistema primenom
homotopskog pristupa gde je koris¢eno G(x,p)=x—x redavanja sistema nelinearnih
jednacina. Na slici a data je promena norme funkcije f(x,), dok je na slikama b-e data

promena stacionarnih koncentracija u funkciji homotopskog parametra m

Ovo se postize uvodenjem novog parametra m i funkcije G(X, Bo) Cije reSenje

znamo, tako da se (5.2) transformiSe u problem
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H (X, 5,,m)=mf (X,5,) + 1—-m)G(X,/,) 0<m<1 (5.44)

1z (5.44) je ocigledno da se za m = 0 problem svodi na reSavanje samo funkcije
G(X, Po) ¢ije resenje znamo, dok se za m = 1 problem svodi na reSavanje polaznog
problema za koji sada imamo dovoljno precizne pocetne uslove. Korak kojim se menja

parametar mje proizvoljan, ali je najcesce dovoljno 4-5 iteracija.

Dalje, ostaje pitanje kako izabrati funkciju G(X, Bo). U praksi se najcesce koriste

dva oblika funkcije G(X, Bo)

(1) Gkxfp)=x—x
) G (o) = f (<o)

gde X predstavlja pocetne uslove koji su nam dostupni. U oba sluc¢aja procedura
homotopskog resavanja jednaCina je ista, sa tim Sto se razlikuju sistemi jednacina u

okviru Njutn-Rafson sheme ¢ijim reSavanjem se dobijaju korigovane vrednosti resenja.
Kada se koristi G(x, Bo)=x—X , jednagina (5.44) prelazi u oblik

H (x50, m)=nf (x,5p) + (L~ m)(x —x") (5.45)
U ovom slucaju sistem jedna¢na koji se reSava u Njutn-Rafson shemi ima oblik

(MI(X, By, m)+(1—m)l ) Ax = —H (X,5,,m) (5.46)

gde je J jakobijan originalnog sistema, dok je | jedini¢na matrica nxn.
Kada se Kkoristi G(X,f,)=f (x,ﬂo)—f(x*,ﬁo), zamenom u (5.44), posle

sredivanja dobija se izraz
H (x.fo,m)=f (x5 +(M=-D f (x",/3) (5.47)
U ovom slucaju sistem jednac¢ina u Njutn-Rafson shemi ima oblik

J(XvﬂO)AX =-H (X!ﬁO!m) (548)

gde je J isto kao i u prethodnom slucaju.
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5.8.2 Tangenta u prvoj tacki kontinuacije

Posle odredivanja reSenja (5.2) u prvoj tacki kontinuacije, ostaje jo§ da se odredi
I tangenta pravca kako bi se mogao pokrenuti postupak numeri¢ke kontinuacije. Iz
poglavlja 5.7 videli smo da se vrednost tangente u nekoj tacki odreduje na osnovu
poznavanja vrednosti tangente u prethodnoj tacki, S§to se ne moze primeniti u ovom

slu¢aju. Za reSenje ovog problema mogu se primeniti dva pristupa.
U prvom slucaju, polazi se od jednacine (5.36) koju mozemo napisati u obliku

I(x(s), B(8)) x =—f 5 (X(s), B(5)) BI (5.49)

Iz (5.49), x mozemo izraziti kao
. -1 .
x=-(3(x(9). )" £5(x(8).5(9) Al (5.50)
Sledeci korak jeste da se izraz za X dobijen u (5.50) zameni u jednacini
X2 +12 =1 (5.51)
¢ime se posle sredivanja dobija izraz
-1 .
(1+(3(x@.56)) " 15(x(9.59) 5 Ji2 -1 (552)

1z (5.52) se zatim dobija izraz

. _ -1/2
| :i(l+(J(x(s),,B(s))) : f,li’(x(s),ﬂ(s))ﬂl) (5.53)

gde se znak + bira u zavisnosti od pravca kontinuacije. Koriste¢i formule (5.49) i (5.54)

moze se odrediti tangenta u prvoj tacki kontinuacije.

U drugom pristupu, polazi se od jednacine (5.28) pri ¢emu se sada zZmozZe

napisati kao[64]

.V
Z:M (5.54)

gde je v vektor (n+1)x1, dok |v| predstavlja normu vektora v, uz uslov da je
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c'v=1 (5.55)

gde c predstavlja vektor (n+1)x1 ¢ija vrednost se nasumi¢no izabere u prvoj tacki
kontinuacije i zatim koristi kroz ceo proces kontinuacije. Koris¢enjem jednacina (5.54) i

(5.55), jednacina (5.38) iz koje se odreduje z prelazi u oblik

(9), . (foon), (V)%{ﬂ (5.56)

Na ovaj nacin se u svakoj tacki kontinuacije izracunava vektor v, gde se zatim vrdnost

tangente pravca z odreduje preko formule (5.54).

5.9. Detekcija bifurkacija

Analiza kompleksnih reakcionih sistema podrazumeva izvodenje analize
stabilnosti i bifurkacione analiza sa ciljem da se odrede tipovi dinamike koji se mogu
javiti u datom sistemu. Primena metoda numericke kontinuacije omogucuje da se ispita
kako se stacionarne koncentracije intermedijernih vrsta menjaju sa variranjem
parametara sistema. Medutim, da bi se metode kontinuacije mogle koristiti za potrebe
bifurkacione analize moraju se uzeti u obzir odredene specificne karakteristike

bifurkacija koje se javljaju u ispitivanim sistemima.

Efikasan nacin detekcije bifurkacija omogucuje uvodenje test funkcije d(x,/) u
kontinuacione sheme. Za svaku bifurkaciju, funkcije ®(x,£) imaju razli¢it oblik ali bez
obzira na njihov oblik sve imaju jedno isto svojstvo, a to je da su u bifurkacionoj tacki
jednake nuli. Budu¢i da je veoma mala verovatnoca da ¢e se sistem naci tacno u
bifurkacionoj tacki tokom izvodenja kontinuacije (zato Sto se parametarski prostor
pretrazuje u malim ali ipak diskontinualnim koracima), kao uslov za detekciju
bifurkacije trazi se ne identi¢nost sa nulom, nego promena znaka funkcije ®(x,/). Dakle,

tokom izvodenja numericke kontinuacije bifurkacija je detektovana kada je

D(x(5).8(5)P(X(§41).8(8:1)) <0 (5.57)
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Da bi se konstruisale test funkcije mora se znati Sta je karakteristicno za svaku
od bifurkacija koje se detektuju. U poglavlju 3 navedeno je da se prilikom analize
stacionarnih stanja mogu pojaviti staticke bifurkacije sedlasti ¢vor i tacka grananja kao 1

Andronov-Hopf bifurkacija.

U okviru poglavlja 3 navedeno je da se staticke bifurkacije javljaju kada matrica
J ima jednu svojstvenu vrednost koja je jednaka nuli, dok su sve ostale svojstvene
vrednosti razli¢ite od nule, Sto je ekvivalentno uslovu da je determinanta matrice J
jednaka nuli. Dakle, za obe staticke bifurkacije, sedlasti ¢vor i tacku grananja, vazi da je
jakobijan sistema singularan, tako da se postavlja pitanje kako razlikovati ove
bifurkacije. Odgovor na ovo pitanje je dat u ovkiru poglavlja 3.3.1 ali ¢e to objasnjenje
biti ovde ponovo dato. Da bi se napravila razlika izmedu te dve bifurkacije mora se

analizirati rang matrice

(31 4] (5.58)

koja je reda nxn+l, gde je J jakobijan sistema dok je fg izvod funkcije f po
kontinuacionom parametru. U slucaju regularnih reSenja, odnosno reSenja kada
jakobijan ima pun rang, rang proSirene matrice je n. Medutim, rang proSirene matrice se
razlikuje u slucaju sedlastog ¢vora i tacke grananja. U slucaju sedlastog ¢vora rang
proSirene matrice je n, §to znaci da su J i fg linearno nezavisni. Medutim u slucaju tacke
grananja rang proSirene matrice je n-1. Radi lakSeg shvatanja setimo se

jednodimenzionalnog primera (3.30) iz poglavlja 3.3.1

dx 2
=X 5.59
el (5.59)

Prosirena matrica za ovaj sistema ima oblik
(31 fy]=[-2x | 1] (5.60)

gde se sedlasti ¢vor javlja u tacki (X, u)=(0, 0) u kojoj je proSirena matrica

(31 fz]=[0 | 1] (5.61)

pri ¢emu je njen rang 1, dakle n. U slucaju tacke grananja setimo se primera (3.35)
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dx 2
— = ux—X 5.62
praals (5.62)

¢ija proSirena matrica ima oblik

(31 fp]=[u-2x | x] (5.63)

Tacka grananja se javlja kada je (x, w)=(0, 0) u kojoj je proSirena matrica

[J | fy]=[0 | 0] (5.64)

pri ¢emu je njen rang 0, dakle n—1. Razlika u rangu proSirene matrice je nacin da se
razlikuju ove dve bifurkacije. Cinjenice da je rang proirene matrice u slu¢aju tatke
grananja n-1 za posledicu ima da je Jprosireno, definisan u jednacini (5.31), singularan,
odnosno determinanta Jyrosireno je 0, dok je u slucaju sedlastog ¢vora razli¢ita od nule.

Pored navedenih karakteristika za sedlasti ¢vor je karakteristino da je

40 (5.65)

zbog Cega se jos naziva i1 prevojna tacka.

2 -
1k Ww
SN ™.,
R 0 =~ .'....
“% SN

! M

(
-2 1 1 J
-1 0 1 2

Slika 8. Bifurkacioni dijagram za sistem x° - x - p, gde je variran parametar p u opsegu
-1 <p< 1. SN oznacava sedlasti ¢vor. Kruzi¢i oznac¢avaju nestabilna stacionarna stanja,

dok tackice oznacavaju stabilna.

Sa slike 8 se vidi da u sedlastom ¢voru dolazi do promene pravca kontinuacije
usled promene znaka £, i da moze doé¢i do pojave histerezisa. Pod histerezisom se

podrazumeva karakteristika sistema da reSenja ne zavise samo od ulaznih parametara

90



ve¢ 1 od istorije sistema, Sto znai da za iste vrednosti bifurkaciong parametra sa
razli¢itim pocetnim uslovima sistem moze ispoljiti razli¢ite oblike dinamike.[5] Kako se

u sistemu sa slike 8 javljaju dva sedlasta ¢vora bifurkacioni dijagram ima oblik S krive.

Sto se ti¢e Andronov-Hopf bifurkacije za nju je karakteristiéno da postoji par
Cisto imaginarnih svojstvenih vrednosti i, dok su realni delovi preostalih svojstvenih

vrednosti razli¢iti od nule.

Na osnovu navedenih karakteristika bifurkacija sedlasti ¢vor i1 tacke grananja
kao i Andronov-Hopf bifurkacije, prilikom izvodenja bifurkacione analize za njihovu
detekciju se mogu koristiti sledece test funkcije. Kao test funkcije za detekciju sedlastog

¢vora mogu se koristiti

[14
i=1
CD(X, ﬂ) = det(‘]) det(‘] pro§ireno) #0 (5-66)
i

gde A; predstavljaju svojstvene vrednosti jakobijana sistema J. Kao test funkcija za

tacku grananja koristi se

(D(X:IB) = det(J proéireno) (5.67)

gde je Jprosireno definisano u jednacini (5.31). Kao test funkcija za detekciju Andronov-

Hopf bifurkacije koristi se

O(x, ) =1£[(21 +4;) (5.68)

i<]j

koja u slu¢aju trodimenzionalnog sistema ima oblik

@(x,m:ﬁ@ #27)= (A4 ) (A + 2 ) (2 + 2) (5.69)

i<j
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5.10. Izracunavanje vrednosti stacionarnih koncentracija i kontinuacionog

parametra u bifurkacionoj tacki

Kao §to je ve¢ navedeno tokom numericke kontinuacije ne detektuje se tacka
gde dolazi do pojave odgovarajuce bifurkacije, ve¢ se prati promena znaka test funkcija
d(X,p) Sto za posledicu ima da se priblizno detektuje polozaj bifurkacione tacke, zbog
cega je neophodno posebnim postupkom precizno izracunati vrednosti stacionarnih
koncentracija i parametra u bifurkacionoj tacki. Da bi se ovo postiglo neophodno je

resiti sistem jednacina

{ F(x.0)=0 (5.70)

o(x, ) =0

Sistem (5.70) se moze reSavati ali najveci problem ovakvog pristupa predstavlja
izraGunavanje izvoda funkcije ®(X, ), Sto je neophodno za primenu Njutn-Rafson

sheme.

Zbog ovog problema razvijeni su metodi za izraCunavanje poloZzaja

bifurkacionih tac¢aka koje ¢e biti date u daljem tekstu.[25,64,66—74]

5.10.1. Izra¢unavanje poloZaj a sedlastog ¢vora

Pri izraCunavanju polozaja sedlastog ¢vora polazi se od Cinjenice da je jakobijan
sistema singularan tako da vazi[40,66]
J(x,Hu=0 (5.71)

gde u predstavlja svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrednosti koja je jednaka

nuli. Dakle, neophodno je resiti sistem jednacina

f(x,5)=0
J(x,A)u=0 (5.72)

ulu=1

Njutn-Rafson shema za sistem jednacina (5.72) ima oblik
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WER o0y ¢4

(8 gl M ag (=] oty (5.73)

gde fyx predstavlja Hesijan odnosno matricu drugih parcijalnih izvoda, dok je fyg izvod

funkcije f po X i B. Zatim se izra¢unavaju korigovane vrednosti po formuli

xtl = K Ax
ﬁ[kﬂ] - ﬂ[k] +AB (5.74)

k+1]

ult = oMy Ay

5.10.2. Izra¢unavanje Andronov-Hopf bifurkacije

Metod za ra¢unanje Andronov-Hopf bifurkacije[40,67] polazi od ¢injenice da je

za nju karakteristicno postojanje para Cisto imaginarnih svojstvenih vrednosti Sto se

matemati¢ki moze napisati kao

J(x,B)( ptig)=ie( ptig) (5.75)

gde p+iq predstavlja svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrednosti iwp.
Razdvajanjem realnog i imaginarnog dela, jednacina (5.75) se moZe napisati kao
Jp+wq=0 (5.76a)

pri ¢emu se dodaju uslovi normiranja koji obezbeduju da su p i g netrivijalni i linearno

nezavisni
w p=0 (5.77a)
wig=1 (5.65b)

gde je w vektor nx1, ¢ija se vrednost nasumic¢no izabere.

Dakle, za izracunavanje Andronov-Hopf bifurkacije mora se reSiti sistem

jednacina
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f (x,8)=0

Jp+wq=0

Jg-wp=0 (5.78)
w p=0

wig=1

Njutn-Rafson shema za sistem (5.78) ima oblik

B fM o 0 o | o[ —fK
s AX ]
(g Mgl gk G M| ag | | [~Ip+ed]
(Mg (kg G M M | AP =] [-dq+ep]" (5.79)
T Ag T pld
0 0 w 0 0 Ao W' p
0 0 o w o] [ 1-wiq¥ |

1z (5.79) korigovane vrednosti se dobijaju preko formule

skt = )[4 4 Ax

g Z gk ap

pltl = g 4 Ap (5.80)
gt = ol 4 Aq

o = oM 1 Aw

5.10.3. Upotreba metoda secica za izrac¢unavanje bifurkacionih tacaka

Metodi za izraunavanje sedlastog Cvora, tacke grananja i Andronov-Hopf
bifurkacije su veoma efikasni ali se javlja nekoliko problema. Prvi problem predstavlja
uvodenje novih promenljivih tako da se sistem za izraCunavanje sedlastog ¢vora i tacke
grananja sastoji od 2n+1 jednacine, dok se u sluc¢aju Andronov-Hopf bifurkacije sastoji
od 2n+2 jednacine, pa se samim tim sa pove¢anjem broja promenljivih povecava vreme
izraCunavanja. Drugi problem jeste Sto navedeni metodi zahtevaju izraCunavanje
matrice drugih parcijalnih izvoda odnosno Hesijana sistema, Sto moze predstavljati
problem pogotovo u slucaju viSedimenzionalnih sistema. Da bi se izbegli navedeni
problemi moZe se koristiti viSedimenzionalni metod secica za izraCunavanje navedenih
bifurkacionih tac¢aka.[22,28,64]
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ViSedimenzionalni metod secica se zasniva na rekurentnoj formuli[22,28]

gt _ g 292 g

PO (5.81)

gde je z definisano u (5.26). Ova formula se ponavlja sve dok ne bude zadovoljeno da je

H f [k]H <e (5.82)

Iz rekurentne formule (5.81) vidi se da primena ovog metoda ne zahteva nikakva
komplikovana izraCunavanja u vidu Hesijana sistema, ve¢ je dovoljno znati vrednosti
reSenja u taCkama izmedu kojih se javlja detektovana bifurkacija. Ovaj metod je
primenjivan za izraCunavanje bifurkacionih ta¢aka u programu koji je napisan za

potrebe ovog rada.

5.11. Konstrukcija periodi¢nih resenja

Za oscilatorne reakcije, kao Sto im 1 samo ime kaze, karakteristicna je
oscilatorna dinamika, zbog ¢ega je u nekim slucajevima neophodno ispitivati i kako
promena pojedinih parametara sistema utiCe na karakteristike oscilacija kao S§to su

period i amplituda.

Ovakva analiza se mozZe izvesti na viSe naCina. Najjednostavniji nain jeste
izvodenje numericke simulacije u dovoljno dugom vremenskom intervalu koji ¢e
obezbediti da se periodicno resenje ustali i zatim ocita period, amplitude i stacionarne
koncentracije. Medutim, ovo nije najefikasniji pristup kada je potrebno ispitati veliki

broj tacaka.

Zbog toga se primenjuje drugi pristup, koji polazi od toga da Se sistem obi¢nih
diferencijalnih jednacina (5.1) sa pocetnim uslovima, prevodi u problem reSavanja

diferencijalnih jednacina sa dva grani¢na uslova[40]
X(0)=x(T)=n (5.83)

gde m predstavlja vrednosti koncentracija u pocetnom vremenu integracije koje u

slu¢aju periodi¢nih reSenja u trenutku koje odgovara periodu T moraju biti iste. Dakle,
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prilikom re$avanja ovog problema cilj je odrediti pocetne uslove i i minimalni period T.

Buduci da je T nepoznato, prilikom reSavanja ovog problema uvodi se novi parametar t

takav da vazi

t=7T (5.84)

Iz (5.84) se vidi da je vreme integracije jednako periodu kada je t jednako 1.

Zamenom (5.84) u (5.1) dobijamo sistem diferencijalnih jednacina sa dva grani¢na

uslova

j—x =Tf (x,k) (5.85a)
T

X(Lim,T)=n (5.85h)

gde x(1; n, 7) oznacava reSenje u tacki koja odgovara periodu 7’kada je t=1 .

Za reSavanje ovog problema moze se koristiti viSe metoda[22,25,29,63,75,76] ali
je za potrebe ovog rada koriS¢en "shooting method"[40] koji ¢e biti i opisan u daljem
tekstu. Osnovna ideja ovog metoda jeste da se reSava sistem (5.85a) za neke pocetne
uslove (To,no) u intervalu od 0 do 1 i zatim ispita da li je zadovoljen uslov (5.85b),
drugim reCima proveri da li su koncentracije jednake u prvoj i poslednjoj tacki
integracije §to je zadovoljeno u slucaju periodi¢nih resenja. Ukoliko je razlika
koncentracija u prvoj i poslednjoj tacki integracije manja od neke zadate tolerancije
odredeni su period i1 koncentracije u suprotnom se koriguju njihove vrednosti 1 zatim
ponavlja precedura sa novim vrednostima za Tp i o Sve dok se ne odrede reSenja.

Princip izvodenja ovog metoda je opisan u nastavku teksta.

Pretpostavimo da imamo neke pocetne uslove (To,mo), koji nisu dovoljno tac¢ni,

tako da moramo da nademo prave vrednosti (T,n). Dakle, moramo naci

M=n-Ng (5.86a)
ST=T-T, (5.86h)

takve da bude zadovoljena relacija

X@+ To fo¥ n —(f+ R)= (5.87)

Razvojem (5.87) u Tejlorov red i zadrzavanjem samo linearnih ¢lanova dobija se
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0
[ﬁ(ﬁﬁno)—lg rH% Tone T=morxTymy (5.88)

. . T . . OX .
gde je 6_X matrica nxn, | jedini¢na matrica nxn i — vektor nx1. 1z (5.1) moZe se
n

videti da je

%(To,no) = F (X(To 1):K)=F (o:K) (5.89)

. . L . . OX . . . .
Sledeci korak jeste izra¢unavanje matrice — . Da bi se to izvelo diferenciramo

jednacinu (5.1) po m ¢ime se dobija

d( ox OX
a(&nj:\](x,k)a (590

Sto predstavlja sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina sa pocetnim uslovima

X 0)=1

on (5.91)

Budu¢i da se najceS¢e ne moze naci analiticko reSenje za X, za izraCunavanje se

mora koristiti numericki pristup. Postupak se sastoji u izvodenju numericke integracije
(5.85a) za pocetne uslove

x(0) =17, (5.92)
X(0) =n, + o6y (5.93)
u intervalu od 0 do 1, gde dex oznacava da je promenjena pocetna vrednost k-te vrste

prilikom integracije. Zatim se izraCunava trazena matrica primenom formule

o0X _ Xk($§’ﬁo+ (k — X To Mo
o, (9, To) = s (5.94)

gde ey predstavlja k-tu kolonu jedini¢ne matrice, dok je & mali broj. Matrica 8—Xse jos

naziva i monodromna matrica[77]. Svojstvene vrednosti monodromne matrice
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predstavljaju Floketove multiplikatore koji su neophodni za odredivanje stabilnosti

periodi¢nih resenja.[22,40,78]

L . OX . v . L
Kada je izraCunata matrica — , ostaje da se reSi sistem jednacina (5.88).

Medutim tu se javlja problem budué¢i da imamo n jednaéina i n+1 promenljivu, zbog

¢ega je neophodno dodati jos jednu jednacinu oblika

g(x=n)=0 (5.95)

Prilikom izbora funkcija g(x=mo) moze se iskoristiti nekoliko opcija[29,40]

(1) Fiksiranje vrednosti jedne od komponenti pocetnog vektora ny.

(2) Izjednacavanje k-te komponente, fi(x,k), funkcije f(x, k) sa nulom, Sto
obezbeduje da pocetna i krajnja tacka integracije odgovaraju ekstremnim
vrednostima

(3) Upotreba uslova ortogonalnosti koja obezbeduje da je f'(x, k) dn=0

(4) Integralni oblik uslova ortogonalnosti

Slede¢i korak jeste primena Njutn-Rafson metoda na sistem jednacina

X(T,n)-n=0

g(x=15) =0 (5.96)

gde oblik jednacina koje je potrebno resavati u Njutn-Rafson shemi zavisi od oblika
funkcije g(x=n). Konkretno prilikom pisanja programa koris¢en je uslov (2), ali ¢emo

ovde dati oblik jednacina i1 za uslov (3). U slucaju uslova (2) jednacine imaju oblik

OX

—(Tg:mg)=! f(ne;k

an( 0 0) ( 0 ) AT] _ T]O—X(To,no) (597)
ﬂ(ﬂo'k) 0 AT 0 '
on

dok u slucaju uslova (3) imaju oblik

OX .

—(Tomo) =1 T (Mo:K) [ Ay _[Mo—x(Toimo)

on = (5.98)

(T 0 AT 0
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Korigovanje reSenja se izvodi sve dok se ne pronadu dovoljno precizna resenja.
Prilikom primene ovog metoda za izraCunavanje periodi¢nih reSenja mnogo paznje se
mora posvetiti izboru pocetnih uslova, budu¢i da za loSe pocetne uslove ovaj metod ne

moZe da konvergira.

3r 34r
a b
3351 %
25¢ Pl e,
- ..
= 33t *,
: 2F = ..o.
w - ..
o 32.5 ....
L .
1.5 32F *ee.,
e
I ) 3].5 L L L ]
0 4 7 7.05 7.1 7.15
kl /107

Slika 9. Periodi¢na reSenja autokatalatora konstruisana primenom shooting metoda . Na
slici a) fazni dijagram koji pokazuje kako se menjaju periodi¢na reSenja sa promenom
vrednosti konstante brzine k; b) promena perioda sa sa promenom vrednosti konstante

brzine k. Vrednost konstante k; menjana je u opsegu 7.00x1072 < k; <7.15x107.

5.12. Bifurkaciona analiza ispitivanjem dinamickih stanja

Bifurkaciona analiza matematickih modela kompleksnih reakcionih sistema
moze se izvesti koriS¢enjem metoda numericke kontinuacije, ali postoji i drugi pristup
koji se bazira na analizi karakteristika dinamickih stanja[45-47,79,80]. U
eksperimentalnoj analizi kompleksnih rekacionih sistema, pogotovo oscilatornih
reakcija, ovaj pristup je nezamenjiv, budu¢i da je za primenu metoda numericke
kontinuacije neophodno poznavanje koncentracija svih vrsta koje ulaze u predlozeni
matematicki model. Ovo u najveéem broju slucajeva nije moguce, jer se koncentracije
nekih vrsta ne mogu eksperimentalno pratiti. Sa druge strane, za ispitivanje

karakteristika dinamickih stanja dovoljno je pratiti jednu vrstu.

Izvodenje bifurkacione analize na osnovu ispitivanja karakteristika dinamickih
stanja podrazumeva izvodenje niza numerickih simulacija za razli¢ite vrednosti

bifurkacionog parametra i beleZenja karakteristika dobijenih dinamickih stanja. Na
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osnovu numerickih simulacija detektuju se vrednosti bifurkacionog parametra u kojima
dolazi do promena u dinamici koje su karakteristicne za odgovarajuce tipove bifurkacija,
kao Sto je na primer prelazak iz stacionarnog stanja u oscilacije. Karakteristike koje su
od znacaja u ovom pristupu bifurkacionoj analizi jesu period i amplitude oscilacija kao 1
postojanje histerezisa. Kada se detektuje odgovarajuc¢a promena u dinamici sistema,
slede¢i korak je utvrdivanje kako se navedene karakteristike sistema menjaju sa malim
promenama bifurkacionog parametra u okolini date bifurkacione tacke. Na osnovu
dobijenih podataka konstruiSu se grafici zavisnosti perioda i amplitude oscilacija u
funkciji promene bifurkacionog parametra u odnosu na kriti€nu vrednost u kojoj je
doslo do promene dinamike sistema. Na osnovu dobijenih grafika utvrduje se o kom
tipu bifurkacija se radi. Primenom ovog metoda moze se detektovati veéi broj
bifurkacija. Bifurkacije koje se mogu detektovati na ovaj nacin su date u tabeli 12

zajedno sa kriterijumima diskriminacije.

Iz tabele 12 se moZe videti da se bifurkacije mogu jednostavno detektovati
koris¢enjem ovog pristupa, Sto ne mora uvek biti slucaj kod koriSéenja razli¢itih

numerickih tehnika koje ¢esto podrazumevaju komplikovane racune.

Tabela 12. Karakteristike razli¢itih tipova bifurkacija [6,47,80]

Tip bifurkacije Zavisnosti od bifurkacionog parametra

T A Histerezis
Superkriti¢na Andronov- 2
Hopf bifurkacija T «jo—ad A" Jool B
Subrkriticna Andronov-
Hopf bifurkacija T~ const A const *
Bifurkacija sedlasta petlja T « Injo—o | A= const +
Bifurkacija sa sedlastom 2 12
&vornom tackom (SNIPER) T > lo—ael A~ const *
Bifurkacija dvostruka petlja Teo/|o—og | A~ const -

Jednostavnost ovog pristupa bifurkacionoj analizi dolazi do izrazaja kada je
potrebno odrediti da 1i se radi o superkriti¢noj ili subkriticnoj Andronov-Hopf
bifurkaciji. Da bi se utvrdilo da li se radi o superkriti¢noj ili subkriti¢noj bifurkaciji
ispitivanjem karakteristika dinamickih stanja, dovoljno je izvesti numeri¢ke simulacije i
utvrditi kako se amplituda menja sa promenom bifurkacionog parametra, $to je prilicno

jednostavan postupak. Sa druge strane, primena metoda numeri¢ke kontinuacije za
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utvrdivanje tipa Andronov-Hopf bifurkacije podrazumeva izraCunavanje prvog
Ljapunovljevog koeficijenta[22], za §ta je neophodno izraCunavanje svojstvenih vektora
i matrice parcijalnih izvoda tre¢eg reda, §to je poprili¢no zahtevan zadatak u slucaju

viSedimenzionalnih sistema.

Osnovni problem ove metode jeste taj Sto bifurkacije cesto imaju slicno
ponasanje u okolini bifurkacione tacke, pa je potrebno raditi detaljne analize kako bi se
utvrdilo o kojoj bifurkaciji je re¢. Pored navedenog, precizna i ta¢na identifikacija
bifurkacija zahteva znatno angaZovanje i znanje eksperimentatora, pri ¢emu nije
automatizovana kao kontinuacija. Bitan nedostatak jeste taj da se dobijaju samo stabilna
stanja 1 prelazi medu njima, odnosno stabilna stanja i1 krugovi. Ipak, najveca prednost
ove metode jeste Sto se moze primeniti kako u eksperimentalnoj analizi tako i u
teorijskom ispitivanju matematickih modela, $to nije slucaj sa metodama numericke

kontinuacije.

I oo a
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Slika 10. Primer odredivanja superkriti¢cne Andronov-Hopf bifurkacije u modelu
BL reakcije, gde je odredivana promena amplitude vrste I". Kao bifurkacioni parameter
je korid¢ena pocetna koncentracija H,O, u opsegu 5.80x102 M < [H,0,]o < 5.70x107
M.

Kao primer primene ove metode iskoristicemo model BL reakcije koji je dat u
dodatku C. Prilikom analize uzeto je da je koncentracija H,O, konstantna tokom
vremena 1 jednaka pocetnoj vrednosti. Zbog toga su u izrazima za brzine reakcija
definisanim relacijama (C.3h)-(C.3j) konstantne brzina pomnoZene sa pocéetnom

koncentracijom H,0,. Pocetna koncentracija H,O, menjana je u opsegu od 5,80x102 M
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do 5,70x10% M sa korakom 1x10™ i praéeno je kako se menja amplituda. Na osnovu
grafika je utvrdeno da izmedu kvadrata amplitude i vrednosti bifurkacionog parametra
postoji linearna zavisnost, $to govori da se radi o superkritiénoj Andronov-Hopf
bifurkaciji. Zavisnost izmedu kvadrata vrednosti amplituda 1 promene bifurkacionog

parametra data je na slici 10.

5.13. Primena metoda numeri¢ke kontinuacije i ispitivanja dinamickih

stanja na model HPA sistema

Za potrebe izrade ovog rada uradena je bifurkaciona analiza na modelu (RB.1)-
(RB.9) HPA sistema, definisanom u dodatku B pomocu metoda numericke kontinuacije

1 metode ispitivanja dinamickih stanja.

5.13.1. Analiza polaznog modela HPA sistema (RB.1)-(RB.9)

Prvi korak u ispitivanju ovog modela jeste primena numericke kontinuacije na
bazi kontinuacije pseudo-duzine luka sa ciljem da se odredi oblast oscilatornosti za
svaku konstantu brzine posebno, kako bi se utvrdio znacaj svake od njih na osilatornu
dinamiku i pojavu Andronov-Hopf bifurkacije, ¢ije je postojanje za modele oscilatornih
reakcija od sustinske vaznosti. Prilikom izvodenja numeri¢ke kontinuacije reSavane su
jednacine stacionarnosti modela HPA sistema, koje se dobijaju izjednacavanjem
jednacina (B4a—B4d) sa nulom. Na osnovu ove analize odredene su vrednosti konstanti
brzina pri kojima dolazi do pojave i nestanka oscilatorne dinamike. Vrednosti su date u
tabeli 13. Vrednosti konstanti brzina koje nisu koriS¢ene kao kontinuacioni parametar
su prilikom izvodenja kontinuacije bile fiksirane na vrednostima koje su date u dodatku

B.

Iz tabele 13 se moze videti da za nastanak oscilatorne evolucije konstante brzina
ko, Ks, k7 1 kg nisu od presudne vaznosti, buduci da se mogu potpuno iskljuciti a da model
i dalje simulira oscilatornu dinamiku. Konstante brzina bitne za oscilatornu dinamiku
modela HPA sistema su ki, ks, K4, Ks i kg, budu¢i da svaka od navedenih konstanti

brzina ima donju granicu do koje se moze smanjiti vrednosti uz zadrzavanje oscilatorne
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dinamike, i sve izuzev konstante brzine ks imaju i gornju granicu. Ovaj rezultat je
veoma znacajan, jer se u potpunosti slaze sa rezultatima koji su dobijeni primenom SNA,
pomoc¢u koje je dobijen minimalni model sposoban da simulira Andronov-Hopf
bifurkaciju (Tabela 3 u poglavlju 4.11.1) i koji sadrzi samo reakcije (RB.1), (RB.3),
(RB.4), (RB.6) i (RB.9) polaznog modela (RB.1)-(RB.9).

Tabela 13. Vrednosti konstanti brzina u modelu HPA za koje dolazi do pojave i
nestanka oscilatorne diamike

Konstanta brzine Vrednost pri kojoj pocinje ~ Vrednost pri kojoj nestaje

oscilatorna dinamika oscilatorna dinamika

ki 1.6136x10° 1.9703x10®

ky 0 7.4645x107°

ks 1.00x1073* ©

Ka 3.88x103%* 3.8292x10%2

ks 0 4.8357x10°3

Ke 0.7843x10% 1.4263x10"

k7 0 o0

ke 0 6.4285x10

ko 0.3994 0.5112

*kod ovih konstanti brzina algoritam je naiSao na problem rac¢unanja tako da su vrednosti konstanti brzina

odredeni izvodenjem numeri¢kih simulacija

Variranjem vrednosti svake od konstanti brzina bitnih za oscilatornu dinamiku
posebno su utvrdeni tipovi bifurkacija koji se javljaju u modelu HPA sistema. Utvrdeno
je da se variranje vrednosti konstanti brzina ki, ks, ks 1 ks moZe dobiti samo superkriti¢na
Andronov-Hopf bifurkacija. Slede¢i korak je bio odrediti tip Andronov-Hopf bifurkacije,
za $ta je koriS¢ena analiza dinamickih stanja. Ovom analizom potvrdeno je da se pri
variranju navedenih konstanti javlja samo superkritiéna Andronov-Hopf bifurkacija. Na
slici 11 dati su bifurkacioni dijagrami za konstantu k; dobijeni primenom numericke
kontinuacije i ponasanje amplituda u okolini Andronov-Hopf bifurkacije. Sa slike 11 se
moze videti da postoji linearna zavisnost izmedu kvadrata amplitude i bifurkacionog
parametra, $to je jasna potvrda da je u pitanju superkriticna Andronov-Hopf bifurkaciji.
Sli¢na situacija se deSava kod svih gore navedenih konstanti brzina, zbog ¢ega su ovde

dati samo rezultati za k;.
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Slika 11. Bifurkacioni dijagrami za model (RB.1)-(RB.9) sa konstantom brzine
ki kao bifurkacionim parametrom. Na slici a) bifurkacioni dijagram dobijen koris¢enjem
numericke kontinuacije. Oznaka H i kvadrati¢ na slici a) oznacavaju tacku u kojoj je
detektovana Andronov-Hopf bifurkacija b) na slikama b; i b, prikazane su promene
amplitude i kvadrata amplitude sa promenom konstante brzine k; u intervalu 1,5733x10°
® min? < ks< 1,6500%10°® min™ c) na slikama c; i ¢, prikazane su promene amplitude i
kvadrata amplitude sa promenom konstante brzine k; u intervalu 1,94x10® min™ < k,; <
1,99x10°® min™

Medutim, u slucaju konstante brzine K4 Situacija je malo sloZenija. Prvi korak u
ispitivanju uticaja ove konstante jeste primena metoda numericke kontinuacije. Kad se
krene od vrednosti 1,00x10°° min™ pa navise u okolini tadke k,;=3,88x10 min™ dolazi
do naglog skoka u vrednosti stacionarnih koncentracija pri ¢emu sistem postaje
nestabilan, Sto se moze videti sa bifurkacionog dijagrama na slici 12. Nagli skok u

vrednosti stacionarnih koncentracija ukazuje na postojanje sedlastog ¢vora. Ali u
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okolini ove dolazi do pojave i oscilacija Sto sa druge strane ukazuje da dolazi do pojave
I Andronov-Hopf bifurkacije. Istovremeno javljanje obe navedene bifurkacije govori da
ovde dolazi do pojave neke slozenije bifurkacije u kojoj se sudaraju sedlasti ¢vor i
Andronov-Hopf bifurkacija. Daljim povecavanjem vrednosti ks sistem ostaje nestabilan
sve do vrednosti ks = 3,8292x10% min™, u kojoj se gubi oscilatorna dinamika, usled
prolaska kroz Andronov-Hopf bifurkaciju, sto se moze videti sa slike 12.
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Slika 12. Bifurkacioni dijagram modela (RB.1)-(RB.9) dobijen koris¢enjem
numericke kontinuacije sa variranjem vrednosti konstante brzine k; u intervalu 1,00x10
* min'< k, < 5,00x10% min?. Slovo H i kvadrati¢ oznaGavaju tacku u kojoj je

detektovana Andronov-Hopf bifurkacija.

Sledeci korak jeste ispitati koja se bifurkacija javlja u okolini tacke ks= 3,88x10

* min™ kao i odrediti tip Andronov-Hopf bifurkacije koja se javlja u ks = 3,8292x107

min™.

U cilju odredivanja tipa Andronov-Hopf bifurkacije izvedena je analiza
dinamickih stanja u okolini ks = 3,8292x10 min™ i ispitano kako se menja amplituda
sa promenom ki. Sa slike 13. moze se videti da postoji linearna zavisnost izmedu
kvadrata amplitude i vrednosti ks, Sto potvrduje da se radi o superkriti¢cnoj Andronov-

Hopf bifurkaciji.

Utvrdivanje tipa bifurkacije koja se javlja u okolini tacke ks= 3,88x10°° min™
izvedeno je iz nekoliko koraka. Prvi korak je ispitivanje da li postoji histerezis, zbog
Cega je opet izvedena numericka kontinuacija ali sada sa suprotnim smerom

kontinuacije od vrednosti 5,00x10% min™ do 1,00x10® min™. Ovog puta nije doslo do
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nagle promene u vrednosti stacionarnih koncentracija u okolini tacke ks=3,88x 1073 min'l,
kao $to je to bilo u prethodnom slucaju §to se moze videti sa slike 14, pri c¢emu sistem
ostaje nestabilan ¢ak i za vrednosti k4 u kojima je u prethodnom slucaju bio stabilan. Na

osnovu navedenog zakljucuje se da postoji histerezis.

4.5 3F
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= 35 o 8oo =
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k s / min k 7 / min

Slika 13. Odredivanje superkriticne Andronov-Hopf bifurkacije u modelu
(RB.1)-(RB.9), ispitivanjem promena amplitude oscilacija vrste CORT sa kontrolnim
parametrom. Kao bifurkacioni parameter varirana je vrednost konstante brzine ks u
opsegu 3,70x10 min™ < k, < 3,82x102 min™

Sledeci korak jeste primena analize dinamickih stanja u cilju utvrdivanja o Kojoj
bifurkaciji je rec¢. Usled ¢injenice da postoji histerezis iz tabele 12 se moze videti da su
moguce sledece bifurkacije: subkriti¢cna Andronov-Hopf bifurkacija, bifurkacija sedlaste
petlje i bifurkacija sa sedlastom ¢vornom tackom. Da bi se utvrdilo koja od navedenih
bifurkacija se javlja ispitano je kako se amplitude i period menjaju sa promenom k4. Na
osnovu ove analize utvrdeno je da su amplitude oscilacija priblizno konstantne dok je
zavisnost izmedu perioda oscilacija i In|ks-ks,c| linearna, Sto se moze videti sa slike 15.

Sve ovo potvrduje da se radi o bifurkaciji sedlaste petlje.
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Slika 14. Pojava histerezisa u modelu (RB.1)-(RB.9) usled variranja vrednosti

ks. Na slici a) vrednost ks, je smanjivana od 5,00x102 min™® do 1,00x10° min™ b)

vrednost k; je menjana od 1,00x10° min? do 5,00x10% Na slici je dat samo deo
bifurkacionog dijagrama u opsegu od 1,00x10° - 5,00x10° min™ radi jasnije slike o
ponasanju sistema u okolini tatke k;=3,88x10° min™. Na slikama a) i b) tagkice

predstavljaju stabilna dok kruzi¢i predstavljaju nestabilna stacionarna stanja.
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Slika 15. Odredivanje bifurkacije sedlaste petlje u modelu (RB.1)-(RB.9). Na
slici a) linearna zavisnost izmedu perioda oscilacija i In|ks-ks,c| b) zavisnost amplitude
oscilacija od vrednosti k,. Konstanta brzine k, menjana je u opsegu 3,90x10° min™ < k,

< 4,20x107° min sa korakom 1,00x10° min™, vrednost ks,c = 3,88x10° min™
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5.13.2. Analiza minimalnog modela koji moZe da simulira sedlasti ¢vor

dobijenog redukcijom polaznog modela HPA sistema (RB.1)-(RB.9)

Kako su na osnovu bifurkacione analize potvrdeni rezultati dobijeni primenom
SNA koji se ticu minimalnog modela sposobnog da simulira Andronov-Hopf
bifurkaciju (tabela 3 u poglavlju 4.11.1), slede¢i logi¢an korak jeste potvrditi validnost
rezultata SNA koji se ticu minimalnog modela sposobnog da simulira sedlasti ¢vor
(tabela 6 u poglavlju 4.11.2). U tu svrhu ponovo je ispitan uticaj konstante kg, ali sada

na modelu datom u tabeli 6 u poglavlju 4.11.2.

/108 M
88
[ %] L8]

[CORT]

0.' 1 1 1
0 1 2 3 4 5

k4 / 10'2 min”!

Slika 16. Bifurkacioni dijagram za minimalni model sposoban da simulira
sedlasti ¢vor (tabela 6 u poglavlju 4.11.2) dobijen redukcijom polaznog modela (RB.1)-
(RB.9). Bifurkacioni dijagram je dobijen primenom numericke kontinuacije sa

variranjem konstante brzine ks u opsegu 1,00x10 min™< k, < 5,00x102 min™

I u ovom slucaju izvedena je numeric¢ka kontinuacija gde je ks menjana u opsegu
od 1,00x10°° min™ do 5,00x10% min™. 1z dobijenog bifurkacionog dijagrama slika 16

moze se videti da je situacija identi¢na kao i u slu¢aju polaznog modela (RB.1)-(RB.9).

Opet dolazi do naglog skoka vrednosti stacionarnih koncentracija ali sada u tacki
ks = 3,775x10° min® koja je malo pomerena u odnosu na polazni model. Daljim
poveéanjem vrednosti Kk, sistem prolazi kroz Andronov-Hopf bifurkaciju. Primenom
analize dinamickih stanja utvrdeno je da je opet re¢ o superkriticnoj Andronov-Hopf

bifurkacija (slika 17).
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Slika 17. Odredivanje superkriticne Andronov-Hopf bifurkacije u u minimalnom
modelu sposobnom da simulira sedlasti ¢vor dobijenog redukcijom modela (RB.1)-
(RB.9), ispitivanjem promena amplitude oscilacija vrste CORT sa kontrolnim
parametrom. Kao bifurkacioni parameter varirana je vrednost konstante brzine ks u
opsegu 3,70x107 min™ < ks < 3,82x10% min™*

Da bi se utvrdilo da li se i ovde javlja bifurkacija sedlaste petlje ponovljen je
postupak izveden prilikom analize polaznog modela. Prvo je uradena numericka
kontinuacija od vrednosti ks = 5,00x102 do k, = 1,00x10° pri ¢emu je situacija
identi¢na kao 1 u slucaju analize polaznog modela (slika 18). Na ovaj nacin je potvrdeno

postojanje histerezisa.

Kako je potvrdeno postojanje histerezisa, slede¢i korak je ispitati kako se
menjaju amplitude i period sa promenom k;. Opet je nadeno da su amplitude priblizno
konstantne i da postoji linearna zavisnost izmedu perioda oscilacija i In|ks-ky,c|, Sto se

moze videti sa slike 19.

Na ovaj nacin su potrvdeni rezultati dobijeni primenom SNA, pri ¢emu je
utvrdeno da se sedlasti ¢vor u okviru ovog modela ne javlja sam ve¢ zajedno sa
Andronov-Hopf bifurkacijom, Sto za posledicu ima nastanak globalne bifurkacije sa
sedlastom petljom.
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Slika 18. Pojava histerezisa u minimalnom modelu sposobnom da simulira
sedlasti ¢vor dobijenom redukcijom modela (RB.1)-(RB.9). Na slici a) vrednost k; je
smanjivana od 5,00x10% min™ do 1,00x10° min™ b) vrednost k; je povecéavana od
1,00x10° min® do 5,00x10% Na slici je dat samo deo bifurkacionog dijagrama u
opsegu od 1,00x10° - 5,00x10° min™ radi jasnije slike o ponasanju sistema u okolini
tatke k;=3,775%10 min™’. Na slikama a) i b) tackice predstavljaju stabilna dok kruzi¢i

predstavljaju nestabilna stacionarna stanja.
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Slika 19. Odredivanje bifurkacije sedlaste petlje u minimalnom modelu koji
moze da simulira sedlasti ¢vor dobijenom redukcijom modela (RB.1)-(RB.9). Konstanta
brzine ks menjana je u opsegu 3,780x10° min™ < k, < 3,790x10° min™ sa korakom
1,00x10°® min™. Na slici In|ks-ks ¢|, gde je ks,c = 3,775x10 min™
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6. Zakljucak

U okviru ovog rada detaljno su obradeni razli¢iti pristupi u analizi stabilnosti
neravnoteznih stacionarnih stanja sloZzenih reakcionih sistema. Oni su primenjeni na
autokatalatoru, modelima oscilatornih reakcija BZ i BL kao i na modelu HPA sistema sa
ciljem da se obrade razliciti problemi koji se srecu prilikom izvodenja analize stabilnosti

1 tako dobiju korisne informacije o dinamickim stanjima pomenutih sistema.

U okviru glave 3 obraden je klasi¢an pristup analizi stabilnosti koji se zasniva na
odredivanju analitickih izraza za svojstvene vrednosti nalazenjem nula karakteristicnog
polinoma. Detaljnom analizom modela autokatalatora pokazano je da je primena ovog
pristupa ogranicena na one reakcione sisteme koji imaju najvisSe dve intermedijerne
vrste. Pokazano je da ¢ak i u sluCaju autokatalatora, relativno jednostavnog modela
oscilatorne reakcije koji sadrzi dve intermedijerne vrste i Cetri reakcije, izrazi za

svojstvene vrednosti predstavljaju komplikovane funkcije konstanti brzina.

U okviru glave 4 data je metoda koja se zove analiza stehiometrijskih mreza
(SNA), podvuceni problemi koji se javljaju pri primeni ove metode u ispitivanju
stabilnosti neravnoteznih stacionarnih stanja modela slozenih reakcionih sistema i
predloZena reSenja za njihovo prevezilazenje. U tom cilju, napisani su programi u
MATLAB programskom paketu, koji omogucavaju brzo izraCunavanje matrice
ekstremnih struja E primenom algoritama opisanih u poglavljiima 4.4.1 1 4.4.2, kao i
efikasno odredivanje negativnih dijagonalnih minora matrice brzine struja V(j). Pored
navedenog, detaljno je objasnjeno kako izabrati intermedijerne vrste bitne za izvodenje
analize stabilnosti, pojednostaviti dobijene uslove nestabilnosti i ono Sto je najbitnije dat
je odgovor na pitanje koji je od dva tipa parametara, brzina reakcija vs i brzina struja j,
bitniji za analizu stabilnosti. Pokazano je da efikasna primena SNA u analizi stabilnosti
zahteva kori$¢enje oba tipa parametara buduci da koris¢enje brzina struja j omogucéava
tac¢no 1 precizno odredivanje negativnih dijagonalnih minora ali dobijeni rezultati se ne
mogu uporediti sa eksperimentom. Sa druge strane, analiza zasnovana samo na
brzinama reakcija v omogucéava poredenje rezultata sa eksperimentima, ali postojanje

lazno negativnih minora uvodi teSkoce u odredivanju vrsta i reakcija bitnih za nastanak
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nestabilnosti i bifurkacija. Sve to je primenjeno na modelima HPA sistema i BL reakcije
pri ¢emu je pokazano kako se jednostavno i efikasno mogu odrediti funkcionalni delovi

modela odgovorni za nastanak bifurkacija sedlasti-¢vor i Andronov-Hopf .

U okviru glave 5 obradeni su problemi vezani za bifurkacionu analizu
kompleksnih reakcionih sistema primenom tehnika numericke kontinuacije 1 analize
dinamickih stanja. Detaljno su obradene tehnike numeri¢ke kontinuacije, problemi
vezani za reSavanje sistema nelinearnih jednacina, odredivanja pocetnih uslova kao i
detekcije bifurkacija i konstrukcija periodi¢nih reSenja. Za potrebe ovog rada napisani
su programi koji izvode numeri¢ku kontinuaciju na principu kontinuacije pseudo-duzine
luka, a koji mogu da detektuju lokalne bifurkacije stacionarnih stanja: Andronov-Hopf,
sedlasti ¢vor 1 tacku grananja. Takode je napisan i program za dobijanje periodi¢nih
reSenja. Navedene metode su primenjene na model HPA sistema u cilju potvrdivanja
rezultata dobijenih primenom SNA. Na ovaj na¢in je pokazano kako se kombinovanjem

razli¢itih tehnika na jednostavan i efikasan nacin mogu analizirati sloZeni modeli.

Medu navedenim rezultatima kao posebno bitan isti¢e se rezultat vezan za
znacaj brzina reakcija i brzina struja u analizi stabilnosti koji znacajno unapreduje
efikasnost SNA analize, a do sada u literaturi ovaj problem nije obradivan. Programi
napisani za potrebe ove teze znacajno su unapredili i ubrzali izvodenje SNA analize,
kao i metod koji omogucava odredivanje vrednosti konstanti brzina reakcija za koje
sistem osciluje u unapred zadatom koncentracionom opsegu intermedijernih vrsta. lako
je kombinatorni pristup i ranije koris¢en, sada je pokazano kako se on moze efikasno
iskoristiti za detektovanje funkcionalnih delova ispitivanih modela koji su odgovorni za
nastanak odgovorajuc¢ih tipova bifurkacija. Takode, mora se ista¢i da je u okviru ove
teze prvi put pokazano kako se metode numeri¢ke kontinuacije i analiza dinamickih
stanja zajedno mogu primeniti sa ciljem izvodenja bifukracione analize i kako se

dobijeni rezultati mogu povezati sa rezultatima dobijenim izvodenjem SNA analize.
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Dodatak A: Belousov-Zhabotinsky reakcija

Belousov-Zhabotinsky (BZ)[12] reakcija predstavlja proces razlaganja organske
kiseline (najceS¢e malonske) u prisustvu bromata i metalnog katalizatora (najcesce
cerijum). lako se malonska kiselina moZe totalno razloZiti na vodu i ugljen dioksid, u

literaturi se ovaj proces najéesée opisuje reakcijom:
MA + 2BrO; + 2H* — 2BrMA + 4H,0 + 3CO, (1)
gde MA predstavlja malonsku kiselinu (CH,(COOH),), dok BrMA predstavlja

brommalonsku kiselinu (BrCH(COOH),) i predstavlja produkt reakcije.

U ovoj reakciji su dobijeni razliciti oblici dinamike kao $to su proste oscilacije,
oscilacije meSanih modova i haos i svi oni imaju vaznu ulogu u modeliranju BZ

reakcije.

Tabela A.1 BG model BZ reakcije[36]

_ k
Br~+ HOBr + H" ——=Br, + H,0
K, 2 2 (RA.1), (RA.-1)

HBrO, + Br + H" —%»Br,0 + H,0 (RA2)
K,
Br,O + H,O——2HOBr
2 270G (RA.3), (RA.-3)
Br+ BrO, + 2H*—% »HOBr + HBrO, (RA.4)
2HBrO, — »BrO,” + HOBr + H* (RA.5)
_ ks .
BrO,” + HBrO, + H" &——=2Br0O," + H,0
3 2 K, 2 2 (RA.6), (RA.—6)
k.
Ce* + Bro,"+ H" ——=Ce*" + HBrO
2 I 2 (RA.7), (RA.=7)
MA+ Br,—<>BrMA+ Br + H* (RA8)
MA+ Ce* —X 5Ce* + P+ H* (RA.9)
BrMA + Ce* —Xs 5Ce* + Br + P, (RA.10)
Br,0 + MA—% 5 BrMA+ HOBr (RA11)
Br,——Br,(g) (RA.12)

*U modelu oznake MA i BrMa predstavljaju redom skradenice za malonsku
CH,(COOH), i brom malonsku CHBr(COOH) kiselinu.
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Do sada je objavljen veliki broj modela BZ reakcije koju su sa manjim ili ve¢im
uspehom opisivali eksperimentalno dobijene rezultate. Za potrebe ove disrtacije
koris¢en je BG model[36]. Ovaj model simulira dinamiku BZ reakcije u uslovima
zatvorenog reaktora i sadrzi dvanaest reakcija od kojih su Cetiri povratne, tako da je

ukupan broj reakcija Sesnaest.

U ovom modelu reaguje Sesnaest vrsta: BrHOBr, Br , HBrO,, Br,O, BrOs,
BrO,, Ce3+, Ce‘“, MA, BrMA, H", H,0, Py, P, i Bry(g). Medutim, koncentracije vrsta
H" i HO su znatno vece od koncentracija ostalih vrsta zbog ¢ega se mogu smatrati
konstantnim i njihove koncntracije su unete u izraze za konstante brzina u reakcijama u

kojima ucestvuju. Matrice Syt | Ko za 0vaj model su:

RR: R R R; R, R R Rg R R; R Ry Ry Ry Ry
11 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0] 8Br
11 0 2 -2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 o/ HOBr
1 -1 0 0 0 0 0 0 O 0 O -10 0 0 -1/ Bn
00 100 1 —=2-111-10 0 0 0 o]|HBO,;
001 -11 0 00 00 0 0 0 0 -1 0]BrO
0o 0 00 0 -11 -11 00 00 0 0 0]|Brog
oo 00 000 2 -2-1100 0 0 0|BO, (A1)
Stot‘ooooooooo-11011ooCes+
000000000 1 -10 -1-10 0fcua
0 0000000 0 0 0 -1-120 -1 0|,
000000000 00 1 0 -1 1 0fgy,
0 00 00O0O0O0OO0O0O0OO0 1100 O0f,
0000000000000100Pz
(0000 00 00 00 00 00 0 0 1]g,
RRIRRR;R RRRRR;RRRRyRIR,
101 0010000000O0GO0TGO0O0]Br
1000200000O0GO0TO0GO 0 ofHOBr
0100000O0O0O0OOTZ100O0TCO0 1| B
0010002100100 0 0 0|HBO,
00010000O0O0GO0GO0GO0GO0T1o0]|DBrRO
00000101000O0O0TO0O0 0|Brog
K -/000000002100000 0BO, (A.2)
©“710 0 0000000100000 0] e
0000000000 10110 0|
00000000000 11010[
0000000000000 10 0|gya
0000000000000O00O00O0|
ooooooooooooooooF,1
00000O0O0O0OOOOOOOGO0 0|, >

r
L
o8}
N
—~
«
~
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Rang matrice St je 10, $to znaci da su Cetiri vrste linearno zavisne i da se mogu

predstaviti preko linearnih kombinacija preostalih deset vrsta. Matrica C za ovaj model

je

@)

2 G G G

1 0 6] Br-
4 | HOBr
0 Br,
HBro,
Br,O
BrO3;
BrO,
Ce3+
Ces+
BrMA
MA
Br,(9)

I31
0P,

[ERN

OOOOOI—‘I—‘OOOOOOOp
O N W NO P P O N

O P P P P OO O O O O O o o

N O O O Fk O O F F NN FP N PP
N WO P O DN PFP O OO DS B DD

(BN

(A.3)

Kako je ve¢ navedeno matrica C moze imati veéi broj kolona nego Sto ima

linearno zavisnih vrsta ali je potrebno iskoristiti samo onoliko kolona koliko je i

linearno zavisnih vrsta, u naSem slucaju 4, Koristec¢i prve 4 kolone u jednacini (4.17)

dobijaju se sledece relacije odrzanja

[Ce**]+[Ce*]=[Ce*], +[Ce™],

[BrMA]+[MA] +[Br, (9)]+[P,] = [BIMA], +[MA], +[Br,(9)], +[P]o
[Br]+[HOBr]+2[Br,]+[HBrO, ]+ 2[Br,0]+[BrO; ]+ [BrO, ] +[BrMA]
+2[P,]=[Br ], +[HOBr],+2[Br,], +[HBrO, ], + 2[Br,0],+[BrOs ],
+[BrO, ], +[BrMA], + 2[R, ],
2[HOBr]+2[Br2]+4[HBr02]+4[BrZO]+6[BrO§]+5[BrOZ]+[Ce4+]+2[BrMA]
+2[Br, (9)]+ 3[P,]+ 2[P,] = 2[HOBr], +2[Br,], +4[HBrO, ], + 4[Br,0], + 6[BrO; 1,
+5[BrO, ], + [Ce‘”]0 +2[BrMA], +2Br,(9), +3[P.]y + 2P, ]

(A.4a)

(A.4b)

(A.4c)

(A.4d)
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Iz relacija (A.4a-d) mogu se odrediti koncentracije vrsta Ce**, Py, P, i Bry(g),

tako da je za izvodenje numerickih simulacija potrebno koristiti preostalih deset vrsta.

Brzine reakcija za ovaj model date su slede¢im izrazima:

v, = k[Br~][HOBI] k, =2.55x10°M %5 (A.33)
V1 =k4[Br] ky=318s7" (A.3b)
v, = ky[HBIO, ][Br ] k, =5.93x10°M?s™" (A.30)
v, = ks[Br,0] ks =3.21x10°s* (A.3d)
V_; = k_5[HOBI]? Ky =3.22x10°M7%s7? (A.3¢)
v, = k,[Br ][BrO3] k, =2.86M3s7? (A.3f)
Vs = ks[HBro,1? ks =3.49x10°M’s ™ (A.3g)
v; = ks[BrO3][HBrO, ] ks = 44.70M %57 (A.3h)
Vs =k [Bro,"1? ks=6.70x10"Ms* (A.3i)
v, =k, [Ce*][BrO,’] k, =3.20x10*M s} (A.3))
vy =K ([Ce§ 1+[Ceg 1-[Ce* 1)[HBrO,] i, =1.12x10*M s (A3K)
Vg = ks[MA][Br, ] kg =4.24M s (A.31)
vy = ks[MA][Ce*] ky =0.36M s (A.3m)
Vyo = kio[BIMA][Ce*] ky, =47.17M st (A.3n)
vi; = k;[Br,O][MA] ky, =4.23x10°M s (A.30)
Vi =Ky, [Br] kip = 1.10x107%s™ (A.3p)

Za izvodenje numerickih simulacije neophodno je reSiti sistem kineti¢kih

jednacina
m——v +V =V, =V, + Vg +
dt 1T V1TV T Vg T Vg T Vo (A.4a)
d[HOBTr]
———— =V +V  + 2V +V, + Vs + V)
dt (A.4b)
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M:Vl—v_l_VS _Vl

g (A.4c)
AHBrO,] _ Vo V=2V — Vg + Vg +V7 —V g
] (A.4d)
" (A.de)
d[BrO,] _ =V, + V5 + Vg +V g
: (A.4f)
d[BrO,*
% v 2,y v (A.4g)
4+
dice™] =V; —V_7; —Vy — Vg
- (A.4h)
0 (A.4i)
d[MA]
= —V8 - Vg - Vll -
" (A.4))
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Dodatak B: Hipotalamo-hipofizo-adrenalni (HPA) sistem

Neuroendokrini sistem obuhvata delove endokrinog sistema koji se aktiviraju
pod djestvom signala iz nervnog sistema, mozga ili nervnih ¢elija. Neuroendokrina
regulacija koja se ostvaruje uzajamnim delovanjem hipotalamusa, hipofize i
nadbubreZzne (adrenalne) Zlezde zove se Hipotalamo-hipofizo-adrenalni (HPA) sistem.
Dakle, ovaj sistema predstavlja spregu izmedu nervnog i endokrinog sistema. U
najkra¢im crtama, ovaj oblik regulacije se uspostavlja tako S$to hipotalamus luci
kortikotropin-oslobadaju¢i hormon (CRH), koji kada dospe do hipofize, stimuliSe
lucenje adrenokortikotropnog hormoa (ACTH). Ovaj hormon deluje na sve periferne
endokrine zezde, a u kori preko slozenog mehanizma aktivira lu¢enje glukokortikoidnog

hormona kortizola (CORT) i mineralkortikoidnog hormona aldosterona (ALDO)[5,18]

Do sada je objavljeno viSe modela mehanizma ovog procesa, ali se skoro svi
baziraju na skupu diferencijalnih jednacina sa naknadno dodatim nelinearnim ¢lanovima,
koji na prilicno vestacki naCin uvode nelinearnost u model. Za potrebe izrade ove
doktorske teze koriS¢en je model koji na bazi stehiometrije opisuje rekacije izmedu svih

navedenih hormona, uzimajuc¢i u obzir poznate eksperimentalne informacije

Tabela B.1 Model HPA sistema[37-39]

% SCRH (RB.1)
— % JALDO (RB.2)
CRH—% 5 ACTH (RB.3)
ACTH—% > CORT (RB.4)
ACTH—% 5 ALDO (RB.5)
ACTH+2CORT —% 33CORT (RB.6)
ALDO+2CORT —* 5 CORT (RB.7)
ACTH— 5P, (RB.8)
CORT—&P, (RB.9)

Ovaj model se sastoji od devet reakcija i1 Cetri vrste CRH, ALDO, ACTH 1
CORT. U ovom modelu su ukljuéeni direktni autokataliticki koraka (RB.6) i direktni
autoinhibicioni korak (RB.7). Budu¢i da model opisuje bioloski sistem koji je po
pravilu otvoren sistem, ovaj model HPA predstavlja pseudo-otvoreni reaktor. Pod

pseudo-otvorenim reaktorom se podrazumeva rektor u kome vrste mogu da uti¢u u
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sistem razli¢itim ulaznim brzinama, $to nije slucaj u otvorenom hemijskom reaktoru u

kome sve vrste uti¢i istom brzinom. Matrice Sy | Kot Za 0vaj model su:

R R RR RR R R R
1 0 -1 0 0 0 0 0O O]CRH
|01 0 0 1 0 -1 0 O0]|ALDO
St"‘_o 0 1 -1 -1 -1 0 -1 0|ACTH
0 0 01 0 1 -1 0 -1|CORT
RRRRRRRRR
00100000 O]CRH
« /00000010 0ALDO
710001110 1 0|ACTH
000O0O0U22 0 1|CORT

(C.1)

(C.2)

Rang matrice Sy je Cetiri, Sto znaci da su sve vrste linearno nezavisne. Brzine

reakcija date su slede¢im izrazima:

v, =k

v, =k,

V3 = ks [CRH]

v, =k, [ACTH]

Vs = ks [ACTH]

Vs = ks [ACTH][CORT]?
V; = k; [ALDO][CORT]*
Vg = ks [ACTH]

Vg =k [CORT]

k, =1.83x10 M min~!
k, =6.09x10 ™ M min™
ks =1.83min!

k, =3.60x102 min!

ks = 2.88x107* min~!

ks =1.26x10*M? min*
k, = 7.05x10”*M~? min!
ks =5.35x107% min™*

ko =4.10x10  min~!

(B.3a)
(B.3b)
(B.3c)
(B.3d)

(B.3e)

(B.3f)

(B.39)
(B.3h)

(B.3i)
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Za izvodenje numerickih simulacije neophodno je reSiti sistem Kkinetickih
jednacina

dferRH]
dt -1 3

d[ALDO]
dt

d[ACTH]
dat

d[CORT]
dt

(B.4a)
=V, +V5 —Vy (B.4b)
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Dodatak C: Bray-Liebhafsky reakcija

Bray-Liebhafsky (BL) reakcija[8] je najstarija poznata oscilatorna reakcija koja
predstavlja razlaganje vodonik peroksida na vodu i kiseonik u prisustvu jodatnih i

vodonic¢nih jona.
H,0, —%" 5 2H,0+0, (D)

Globalni mehanizam reakcije (D) zasnovan je na Cinjenici da se
vodonikperoksid moze ponaSati i kao oksidaciono i kao redukciono sredstvo, Tako da
se proces u reakciji (D) moze predstaviti preko dva procesa, gde u prvom

vodonikperoksid moZe redukovati jodat do joda po reakciji

2105 +2H" +5H,0, — 5 I, + 6H,0+50, (R)
a i nastali jod oksidovati do jodata po reakciji

|, +5H,0, —© 2103 + 2H* +4H,0 (0)
Suma reakcija (R) i (O) daje reakciju (D).

Bray-Liebhafsky reakcija se odvija preko ¢itavog niza intermedijera kao $to su
I, I, HIO, HIO2 i drugi, i predstavlja veoma sloZen proces koji poseduje veoma bogat
spektar dinamickih stanja koja su eksperimentalno zapazene. lako nisu pouzdano
utvrdene sve intermedijerne vrste koje ucestvuju u BL reakciji postavljeno je nekoliko
modela, medu kojima se smatra da je model koji je postavio Schimitz najblizi realnom
mehanizmu. Ovaj model je prvi koji je uspeSno opisao neku oscilatornu reakciju ne
koriste¢i direktni autokataliticki korak. Za potrebe izrade ove teze koriS¢ena je varijanta
modela (M1-8), koja ne ukljucuje sedmu reakciju budué¢i da je detaljnom analizom

pokazano da ona nije bitna za simuliranje eksperimentalnih pojava.
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Tabela C1l. Model BL reakcije (M 1-8) bez sedmereakcije[34,35]

|og+r+2H+k<£>H|O+H|o2

HIO, + 1" +H* —%1,0+H,0
|20+H20k£2mo
H|0+|‘+H+:<ﬁ|2+Hzo

HIO +H,0, —— 1" +H*+0,+H,0
1,0 +H,0, —5>HIO+HIO,
105 +H* +H,0, —%>HIO, + O, +H,0

(RC.1),(RC
(RC.2)
(RC.3),(RC

(RC.4),(RC

(RC.5)
(RC.6)
(RC.8)

~1)

—-3)

—4)

Ovaj model se sastoji od sedam reakcija ukljucujuci tri povratne tako da ukupno

ima deset reakcija. U modelu ucestvuje deset vrsta: I, HIO, HIO,, 1,0, I, 105 ,H",H,0,

H,0, i O, Medutim vrste H" i H,O imaju znatno veée koncentacije zbog &ega se

smatraju konstantnim i uraCunate su u vrednosti konstanti brzina, tako da u sistemu

ostaje osam vrsta. Matrice Syt i Kot za 0vaj model su:

RRi RR R; R,Ry R R R

<11 -1 0 0 -1 1 1 0 07 I
1 -1 0 2 -2 -1 1 -1 1 0]HIO
1 -1 -1 0 0 0 0 0 1 1]HIO,

o [0 0 1 11 0 0 0 -1 010

“lo0 0 0 0 0 1 -1 0 0 Of I
-1 1.0 0 0 0 0 0 0 -1 0o
0 00 0 0 0 0 -1-1-1/H,0,
0 00 0 0 0 0 1 0 1]o,
R RRRR;RRRRR
101001000 0] I
010021010 0f[HIO
01100000 0 0|HIO,

« _|000 100001010

“710 00000100 0L
100000000 1|0
000000011 1|0,
000000000 0] o0,

(C.1)

(C.2)
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Rang matrice Sy je Sest, sto znaci da postoje dve vrste koje su linearno zavisne.

Brzine reakcija date su slede¢im izrazima:(popraviti matrice S i K i uneti Oy)

v, =k [103][17] k, =1.375%x10° min~* (C.3a)
v_, =k 4[HIO][HIO,] k,=7.91x10"Mtmin™* (C.3b)
v, = k,[HIO,][17] k, =4.79%x10°M * min~! (C.3¢)
vy = ks[1,0] ks =5.00%x10" min™* (C.3d)
V_3 =k 5[HIOT? k 5 =3.15x10°M " min™* (C.3¢)
v, = k,[HIO][I"] k, =3.00x10"M* min! (C.3f)
V., =k [1,] k_, =46.97min* (C.39)
Vi = ks[HIO][H,0,] ks =1.487x10*M *min~! (C.3h)
Vg = ks[1,01[H,0,] ks =5.00x10°M " min~* (C.3i)
Vg = ks[1031[H,0,] ks = 2.2303x10™* min ™ (C.3))

Izuzimajuéi vrste H* i H,O odnosno redove u matrici Sy koji odgovaraju ovim

vrstama, izracunata je matrica odrzanja C

C G

1 0] I

HIO

HIO,

1,0 (C.4)
I2

103

|_|202

O2

O O P NN PP -
N P W P, N DN P

Koristec¢i jednacinu (4.17) dobijaju se sledece relacije odrzanja

[I" J+[HIO]+[HI0,]+2[1,0]+2[1,]+[104 ]=[1" ], +[H10]o +[HIO, ], +2[1,0];

(C.53)
+2[1,]o+[1041
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[HI0]+2[HI0,]+2[1,0]+[1,]+3[105 ]+[H,0,1+2[O,]=[HIO], +2[HIO, ],
+2[1,0]+[1,]5+3[103 ], +[H,0,], +2[O]50

(C.5b)

Iz relacija (C.5a) i (C.5b),mogu se izracunati koncentracije O, i 103 . Za

izvodenje numerickih simulacija neophodno je reSiti sistem od Sest kinetickih jednacina

% =V HV | =V, =V, +V (C.6a)
%:vl—v_l—vgrvejtvg (C.6c)
dt
d[l,]
H
d[H,0,] dztOZ] =V — Vg — Vg (C.6f)
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Npunor 1.

N3jaBa 0 ayTOpCTBY

[NotnucanHu-a CrtesaH Mahewuh

Opoj Haekca 317/10

U3jaBibyjem
[a je OOKTopcKa gucepTauuja nog HacnoBOMm

Pa3Boj meToaa 3a ncnutueame ctabunHoCTn HEPABHOTEXKHUX CTaALMOHAPHUX CTakba

CITOXEeHUX peaKLuMOHNX CNCTEMA

e pe3ynTaT CONCTBEHOr UCTPaXXusaudkor paja,

e [a nNpeanoxeHa gucepTaunja y LenmHn H1 y AenosuMa Huje duna npegnoxeHa
3a gobujarbe OMNO Koje AunNoMe npema CTYAU|CKUM nporpammma  gpyrunx
BUCOKOLLIKOSICKMUX YCTAHOBA,

e [a Ccy pe3ynTaTy KOPEeKTHO HaBeaeHU U

e [a HUcaM KpLUMo/na aytopcka npasa W KOPUCTUO MHTENEeKTyanHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

[loTnuc fgokTopaHaa

(M C«{ - it?,u-&uﬁ (q&ﬁﬁé}u

Y Beorpaay, 12 o9 20



Npunor 2.

3jaBa 0 UICTOBETHOCTU WITaMMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paga

Nme n npesnme aytopa Ctesan Mahewwuh

bpoj nHaekca 317/10

CTyaunjcku nporpam

Hacnoe pana Pa3Boj MeTona 3a ucnutmeawe cTabunHOCTU HEPaBHOTEXHUX

CTAaLNOHAPHUX CTaka CNoOXeHUuX peakLiMoHUX CUCTeEMa

MeHTop ap. JburbaHa Konap AHuh, peqosHv npodecop. ap. Xemko Yynuh, HaydYHu
CaBETHUK

[ToTnncanwn/a CtesaH Mahewuh

U3jasrbyjem aa je wrtamnaHa Bepsunja Mor [OKTOPCKOr paga UCTOBETHA €rneKTPOHCKO]
BEp3Mju Kojy cam npepao/na 3a ofjaBrbMBakbe Ha noprtany [Aurutansor
peno3uTopujyma YHuBep3uteta y beorpapy.

[losBorbaBam aa ce objaBe MoOju NMUYHW Nogaun BesaHW 3a nodujare akagemckor
3Bakba AOKTOpa Hayka, Kao LWTOo Cy UMe 1 npesnumMe, rognuHa u Mecto poflewa 1 gaTym
onbpaHe papaa.

OB nuuHn nogaunm Mory ce o06jaBUTU Ha MPEXHUM CTpaHWLUaMa aurutanHe
bubnuoteke, y enekTpoHCcKOM kaTanory v y nyénukaunjama YHusepauTteTa y beorpagy.

[MloTnuc gokropaHaa

Ju aﬁ&uuﬁ o QéOHl

Y beorpaay,




[Mpunor 3.

U3jaBa 0 kKopuwhekwy

OenawhyjeM YHusepauTeTcky Gubnuoteky ,CseTtosap Mapkosuh®™ aa y HurutanHu
peno3uTopujym YHusepauteTa y beorpagy yHece MojJy AOKTOPCKY ancepTtauunly noa
HaCNOBOM:

PQ3B0O] METOAQ 3Q UCTINTUBAHE CTAODUAHOCTM HEPABHOTEXHMX CTALIMOHAPDHMX

CTAOHA CAOXKEHUX PEAKLIMOHUX CUCTEMA

KOja je Moje ayTOPCKO AENO.

[ncepTauumjy ca cBUM npunosuma npegao/na cam y enekTpoHCKOM popmaTy norogHoM
3a TpajHO apxXuBupaHe.

Mojy AOKTOPCKY AucepTauujy noxpaweHy y [urntanHu penos3vTopujyM YHusepsuteTa
y Beorpaay mory fja Kopucte CBM Koju nowTyjy oapeade cagpxaHe y oaabpaHoM Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajeaHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4uo/na.

1. AyTOpCTBO

2. AyTOPCTBO - HEKOMEpPLWjanHo

yTOpCTBO — HekomepuujanHo — 6es3 npepage
4. AyTOPCTBO — HEKOMEpPLUjanHo — AenuT no4a UCTUM ycrnosuma
5. AytopcTtBo — 0e3 npepane
6. AyTopcTBO — LEenuUTK noa NCTUM yCnosuma

(MonuMO [Oa 3a0KpyXutTe camo jeAHy oA LecT NoHyhHeHux nuueHuun, Kpatak onuc
nuueHUn aart je Ha nonehuHn nucra).

[ToTnNUc AOKTOpaHAaa

0 AN~

Y beorpagy,



1. AyTopcTBo - [lo3BorbaBaTte yMHOXaBake, AUCTPUBYLMY U jaBHO CaoniTaBarke
Aena, n npepage, ako ce HaBeae ume aytopa Ha Haund ogpeheH oa cTpaHe ayTopa
Mnu Qasaoua nNuueHue, Yak v y komepumjanye cepxe. OBo je HajcnobogHuja oa CBUX
nuueHUn.

2. AyTOpPCTBO — HekomepuujanHo. [losBorbaBaTe yMHOXaBake, ANCTPUOYLMjY 1 jasHO
caonwrasakwe fena, n npepane, ako ce HaBede UMe ayTopa Ha HaduH oapeheH o
CTpaHe ayTopa vwnn gaeaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOSbaBa KOMepLvjanHy
ynoTtpedy gena.

3. AyTOpCTBO - HekomepuujanHo — 60e3 npepage. [Jo3BorbaBaTe YMHOXaBaH-€,
AMCTpUOyUMjy 1 jaBHO caonwTaBawe gena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBara wnu
ynotpebe gena y CBOM f[eny, akO Ce HaBeae Mme ayTopa Ha HauuH oapeheH of
CTpaHe ayTtopa wnu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOoSbaBa KoOMepLjanHy
ynoTpeby aena. Y ofHOCY Ha CBe OcTane nuiueHue, OBOM NULEHLIOM Ce OrpaHn4aBa
Hajsehu 0bum npasa kopuwhewa gena.

4. AYTOpCTBO - HEKOMepuujanHo — AenuTy noa WUCTUM ycnoeuma. [osBorbasare
yMHOXaBare, ANCTpudyLujy v jaBHO caonwiTaBakwe Aena, v npepane, ako ce HaBeae
MMe ayTopa Ha HauuH ofpeneH o4 cTpaHe ayTopa unu Aasaola NUUEHUE U ako ce
npepaga A[ucTtpubyupa nog w“cToM wUnu cndHOM nuvueHuom. OBa nuueHWUa He
A03BOSbaBa KoMepuujanHy ynotpeby gena v npepapna.

5. AytopctBo — Oe3 npepape. [JossorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTPUBYLM)Y U jaBHO
caonwTasawe Aena, bes npomeHa, npeobnukosara unu ynotpebe aena y csom aeny,
aKo Cce€ HaBee vMe ayTopa Ha HaudwH ogpeheH op crpaHe aytopa unu gasaoua
nuueHue. Oa nuueHLa Ao3BorbaBa komepuujansy ynotpeby aena.

6. AyTopcTBO - AenuTu noa MCTUM  ycnoBuma. [l03BOrbaBaTe YMHOXAaBaHLE,
ANCTPMOYLIM]Y 1 jaBHO caonwiTaBakwe Aena, u npepage, ako ce Hasede vMe ayTopa Ha
HauuH ofdpeheH of cTpaHe ayTopa wWnv f[aBaola NULEHLE W ako ce npepaga
aucTpubynpa nog UCTOM wnM cnMyHoM nudeduom. OBa nuueHua O03BOMbasa
KomepuujanHy ynotpeby pnena u npepapa. CnuvyHa je COMTBEPCKMM NUUEHUama,
OQHOCHO InunLieHLiamMa OTBOPEHOr Koaa.



	Naslov-MentoriKomisija-Zahvalnica-Rezime-Sadrzaj-DoktoratSt-Biografija
	Naslov-MentoriKomisija-Zahvalnica-Rezime-Sadrzaj-DoktoratSt
	Naslov-MentoriKomisija-Zahvalnica-Rezime-Sadrzaj
	Naslov-MentoriKomisija-Zahvalnica-Rezime
	Naslov - rezime-St
	Mentori-Komisija
	Zahvalnica

	Sadrzaj

	Doktorat-St
	Pored navedene kombinacije ekstremnih struja koja daje minimalni model, Andronov-Hopf bifurkacije se takođe može dobiti i kombinacijom struja  ER3R i ER4R, kao i kombinacijom ER3R i ER6R (tabele 4 i 5). Modeli dobijeni kombinacijama ovih struja ne daj...
	Model dat u tabeli 6 pored sedlastog čvora može da simulira i Andronov-Hopf bifurkaciju, ali je sada izraz za R2R malo komplikovaniji usled dodavanja ekstremne struje ER1
	odnosno dat u funkciji vss
	Opet je negativni član predstavljen preko j3. Uslov za pojavu bifurkacije sedlasti čvor dobijen je računanjem determinante matrice V(j)
	odnosno dat u funkciji vss
	Iz tabele 6 može se videti da model ne sadrži vrstu ALDO, što ukazuje da je ova vrsta nebitna za nastanak kako  Andronov-Hopf  tako i bifurkacije sedlasti čvor. Iako je pokazano da je sa matematičke tačke gledišta ALDO vrsta koja je nebitna za nastana...


	Biografija

	Prilozi123
	Prilozi
	prilog30001


