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PRORACUN PODZEMNOG TOKA
METODOM KONACNIH ZAPREMINA

Rezime

U disertaciji su razmatrane numericke metode za reSavanje problema podzemnog
strujanja, transporta mase i energije u anizotropnoj i deo po deo neprekidnoj sre-
dini. Ovakvi problemi sre¢u se u hidrologiji, naftnoj industriji, ekologiji i drugim
oblastima.

Podzemno strujanje u zasi¢enoj sredini opisano je linearnom parcijalnom dife-
rencijalnom jednac¢inom, dok je u nezasi¢enoj sredini opisano Ricardsovom neline-
arnom parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom. Transport mase i energije opisan je
advektivno-difuznim jednac¢inama.

U tezi je razmatrano nekoliko metoda konac¢nih zapremina za diskretizaciju difu-
znog i advektivnog terma. Predstavljena je interpolaciona metoda za diskretizaciju
difuzije kroz diskontinualnu sredinu. Ova metoda je primenljiva u vise nelinearnih
shema konac¢nih zapremina.

Prisustvo bunara u podzemnoj sredini moze imati veliki uticaj na podzemni tok.
Standardne numericke metode daju pogresan proticaj i distribuciju hidraulickog po-
tencijala u bunaru i okolini. U tezi su predlozene dve metode za popravku proticaja
u bunaru od kojih je jedna drugog red tacnosti za hidrauli¢ki potencijal i prvog reda
tacnosti za proticaj.

U radu su predstavljene eksplicitna i implicitna vremenska diskretizacija. Ana-
lizirano je o¢uvanje principa maksimuma i minimuma svih razmatranih shema.

Sve razmatrane sheme testirane su na numeri¢kim primerima koji potvrduju
izlozene teorijske rezultate.

Kljucne reci: metoda konacnih zapremina, parcijalne diferencijalne jednacine,
Ricardsova jednacina, transport mase, transport energije, princip minimuma i mak-
simuma, nestrukturna mreza.

Naucéna oblast: numericka matematika.



UzZa naucna oblast: numericke metode resavanja parcijalnih diferencijalnih
jednacina.

UDK broj: 519.63:556.3(043.3)
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COMPUTATION OF SUBSURFACE FLOW
USING FINITE VOLUME METHOD

Abstract

The thesis considers numerical methods for the computation of subsurface flow and
transport of mass and energy in an anisotropic piecewise continuous medium. This
kind of problems arises in hidrology, petroleum engineering, ecology and other fields.

Subsurface flow in a saturated medium is described by a linear partial differential
equation, while in an unsaturated medium it is described by the Richards nonlinear
partial differential equation. Transport of mass and energy is described by advection-
diffusion equations.

The thesis considers several finite volume methods for the discretization of dif-
fusive and advective terms. An interpolation method for discretization of diffusion
through discontinuous media is presented. This method is applicable to several
nonlinear finite volume schemes.

The presence of a well in the reservoir determines the subsurface flow to a large
extent. Standard numerical methods produce a completely wrong flux and an inac-
curate hydraulic head distribution in the well viscinity. Two methods for the well
flux correction are introduced in this thesis. One of these methods gives second-order
accuracy for the hydraulic head and first-order accuracy for the flux.

Explicit and implicit time discretizations are presented. Preservation of the
maximum and minimum principles in all considered schemes is analyzed.

All considered schemes are tested using numerical examples that confirm teore-
tical results.

Keywords: finite volume methods, partial differential equations, Richards equa-
tion, mass transport, energy transport, maximum and minimum principle, unstruc-
tured mesh.

Scientific field: numerical mathematics.

Scientific subfield: numerical methods for solving partial differential equations.
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1.1. Znacaj podzemnog strujanja fluida

Glava 1

Uvod

1.1 Znacaj podzemnog strujanja fluida

Podzemne vode podmiruju najveéi deo potreba za pijacom vodom u Evropi, kao
i petinu svih svetskih potreba za vodom [11]. Pod podzemnim vodama podrazume-
vaju se sve vode ispod povrsine tla i one predstavljaju 97% ukupne koli¢ine sveze
vode (ne racunajudi trajno zaledene povrsine) [20]. Potreba za pija¢om vodom raste
sa povecanjem broja stanovnika, sa druge strane promena klime dovodi do pojava
poplava i susa koje uticu na kvalitet pijate vode. Stoga ¢e u narednom periodu
upravljanje vodnim resursima predstavljati veliki izazov.

Geoloska formacija koja sadrzi vodu i dozvoljava njeno kretanje naziva se izdan.
Podaci o nivou i kretanju vode kroz izdan dobijaju se putem merenja. Ovi podaci se
sistematizuju u jednu opstu predstavu o podzemnom strujanju koja se naziva model
i koja se moze koristiti za predvidanje podzemnog strujanja.

Neke od primena modeliranja podzemnih voda su:

e Planiranje eksploatacije vode. Eksploatacija podzemne vode vrsi se bu-
narima i kaptazama. Na osnovu rezultata modeliranja moguce je predvideti

izdasnost bunara, npr. kao sto je uradeno u [58].

e Remedijacija tla. Remedijacija predstavlja sanaciju tla posle zagadenja.
Podrazumeva preduzimanje mera za zaustavljanje zagadenja i dovodenja sre-

dine u stanje pogodno za ponovno koris¢enje. Zagadenje moze nastati iz
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razli¢itih razloga, kao Sto su ekoloske nezgode, kontakt podzemnih voda sa
bioloskim, hemijskim ili nuklearnim otpadom, itd. Informacije o Sirenju i in-
terakciji zagadenja u podzemnoj sredini neophodne u planiranju remedijacije

mogu se dobiti modeliranjem.

e Intruzija slane vode. Crpljenje pija¢e vode iz priobalnih izdani dovodi do
pada pritiska u njima, Sto moze dovesti do prodiranja morske vode i zaslanjiva-
nja izdani. Kako bi se ovo izbeglo potrebno je pazljivo isplanirati eksploataciju

priobalnih izdani za Sta se koristi modeliranje.

e Koris¢enje geotermalne energije. Modeliranje se izmedu ostalog koristi
za procenu gubitaka energije pri transportu, kao i za procenu obnavljanja

geotermalnih izvora.

e U rudarstvu. U kopove rudnika dospevaju podzemne vode, pa je neophodno
vrsiti odvodnjavanje. Modeliranjem je moguce dobiti informacije o optimal-
nom postavljanju i rezimu rada pumpi kako bi nivo podzemne vode bio ispod

odredene kote [68].

e U zastiti od plavljenja. Snizavanjem nivoa podzemnih voda nekad je
moguce izbeci poplave. Npr. drenaza na prostoru Kovin-Dubovac predstavlja
primer snizavanja nivoa podzemnih voda radi zastite od poplava. Modelira-
njem se mogu dobiti podaci o tome koliko je potrebno sniziti nivo podzemne

vode da ne bi doslo do poplave.

e U geotehnici. Dugotrajna i intenzivna eksploatacija podzemnih voda moze
dovesti do sleganja tla i do pojave klizista. Npr. delovi Meksiko Sitija potonuli
suido 8.5 m usled prevelike eksploatacije podzemnih voda [33]. Modeliranjem

se moze predvideti zavisnost sleganja tla od eksploatacije podzemnih voda.

e U navodnjavanju. Skoro 90% globalne potrosnje vode se koristi za navod-

njavanje [25]. Modeliranje moze pomoc¢i da se ova voda efikasnije iskoristi.

Modeliranje podzemnog strujanja se koristi i u eksploataciji nafte i prirodnog

gasa.
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1.2 Modeliranje

Modeli podzemnog strujanja vode se generalno mogu podeliti na fizicke i ap-
straktne. Pod fizickim modelom se podrazumeva konstrukcija, obi¢no manjih di-
menzija, izradena da imitira realnu podzemnu sredinu u nekom smislu. Pravljenje
fizickih modela je ¢esto skupo i neprakti¢no, pa se stoga koriste apstraktni modeli.

Proces apstraktnog modeliranja se sastoji od nekoliko koraka. Prvo je potrebno
osmisliti konceptualni model, odnosno opisati relevantne fizicke procese koji se mo-
deliraju. U ovom osmisljavanju moraju se zanemariti odredeni fizicki procesi koji
znacajno komplikuju model a imaju minimalan uticaj na njegovo resenje. Primera
radi u simulaciji podzemnog strujanja vode najcesce se pretpostavlja da je voda ne-
stisljiva, sto umnogome pojednostavljuje model. Ovakva pretpostavka je ispravna
jer je stisljivost vode vrlo mala (voda u okeanu na dubini od 4 km pri pritisku od
400 atmosfera je kompresovana za manje od 2%).

U slede¢em koraku potrebno je matematicki opisati konceptualni model. Ovaj
proces se naziva matematicko modeliranje i u njemu se fizicki procesi opisuju ma-
tematickim relacijama. U ovom koraku treba ispitati da li je matematicki model
korektno postavljen, odnosno ispitati pod kojim uslovima postoji jedinstveno i sta-
bilno resenje.

U modeliranju podzemnog strujanja matematicki model je ¢esto predstavljen
parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama. Tada je resenje postavljenog matematickog
modela mogucée naci analiticki samo u retkim slucajevima ili nakon velikih pojed-
nostavljenja. Stoga se u opstem slucaju pristupa numerickom resavanju. Primenom
neke od metoda diskretizacije dolazi se do sistema algebarskih jednacina. Ukoliko
je dobijeni sistem jednacina nelinearan potrebno je izvrsiti linearizaciju. Potom se
resavaju sistemi linearnih jednacina.

Pri numerickom resavanju treba odgovoriti na pitanje da li se primenjenom
metodom dobija resenje koje konvergira ka tacnom resenju matematickog modela.
Takode, potrebno je proveriti da li dobijeno numericko resenje krsi neki od fizickih

principa koji su od znacaja za postavljeni problem. Konkretno, od velike vaznosti
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je da resenje zadovoljava princip maksimuma i minimuma u modeliranju zagadenja
kada se modeliraju i hemijske reakcije.

Slede¢i korak u modeliranju predstavlja kalibracija modela, koja podrazumeva
usaglasavanje rezultata dobijenih modeliranjem sa stvarno izmerenim vrednostima.
Izvodi se podesavanjem parametara modela, koje je moguce izvrSiti reSavanjem in-
verznog problema [51].

Konac¢no, poslednji korak predstavlja verifikacija rezultata u realnim okolno-

stima.

1.3 Struktura i cilj disertacije

Cilj disertacije je razvijanje numerickog aparata za simulacije podzemnog stru-
janja, transporta mase i transporta energije.

Disertacija je podeljena u sedam glava, racunajuci i ovu u kojoj je data motivacija
i predstavljena struktura.

U Glavi 2 su na osnovu osnovnih fizickih postulata i konstitutivnih relacija iz-
vedene parcijalne diferencijalne jednacine koje opisuju razmatrane probleme. Na
osnovu Darsijevog zakona i zakona o odrzanju mase dobija se jednacina podze-
mnog strujanja u zasi¢enom i nezasi¢enom slucaju. Na slican nacin izvedene su i
jednacine transporta mase i transporta energije. U ovom poglavlju je takode posta-
vljen grani¢ni problem i razmotreno je pod kojim uslovima je on dobro postavljen.

U Glavi 3 izvedene su metode za diskretizaciju difuznog terma na primeru sta-
cionarne jednacine podzemnog strujanja. Na isti nacin se izvodi diskretizacija difu-
znog terma i u jednac¢inama transporta mase i energije. Predstavljene su linearne
i nelinerane metode konac¢nih zapremina i analizirana su njihova svojstva. Koordi-
natna transformacija iskoris¢ena je za uklanjanje diskontinuiteta u domenu. Posebna
paznja posvecena je problemima koji nastaju u slu¢aju prisustva bunara u modelu.
IzloZene su dve sheme za diskretizaciju u okolini bunara. U ovoj glavi su takode
predstavljeni nac¢ini za usrednjavanje relativne propusnosti u slu¢aju nezasi¢enog

strujanja.
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Diskretizacija advektivnog terma izvedena je u Glavi 4. Uzvodna aproksimacija
zadovoljava princip maksimuma i minimuma ali je prvog reda tacnosti. Linearnom
popravkom uzvodne sheme dobija se drugi red tac¢nosti ali se pojavljuju oscilacije
u regionima gde se gradijent brzo menja. Uvodenjem limitera dobijamo nelinearnu
popravku uzvodne sheme koja zadovoljava princip makismuma i minimuma. Ovako
dobijena shema je drugog reda tac¢nosti osim u oblastima gde se gradijent brzo menja
gde je tacnost prvog reda.

Glava 5 bavi se metodama za reSavanje sistema nelinearnih jednacina. Sistem
algebarskih jednacina koji se dobija diskretizacijom razmatranog sistema parcijalnih
diferencijalnih jednacina moze biti nelinearan iz vise razloga. Prvo, u nezasi¢enom
slucaju zasi¢enost i tenzor filtracije zavise od pritiska na nelinearan nacin. Drugo,
advektivni term u jednacinama transporta je nelinearan. Trece, ¢ak i kada su parci-
jalne diferencijalne jednacine od kojih se polazi linearne, nelinearne metode diskre-
tizacije predstavljene u disertaciji dace sistem nelinearnih algebarskih jednacina.

Vremenska diskretizacija predstavljena je u Glavi 6. Najjednostavnije je vre-
mensku diskretizaciju izvesti eksplicitnom shemom, medutim u ovakav pristup je
u praksi ¢esto neprimenljiv zbog toga Sto zahteva veoma kratak vremenski korak.
Stoga se pristupa implicitnoj diskretizaciji.

Na kraju, u Glavi 7 su dati numericki primeri koji potvrduju razmatranja iz
prethodnih glava.

Sve predstavljene metode implementirane su u projektu otvorenog koda
W.0.D.A. [67] koji sluzi za simulaciju podzemnog strujanja uz transport mase i

energije.
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Glava 2

Teorijske osnove

2.1 Osnovni geoloski pojmovi

U modeliranju podzemnog strujanja podzemna sredina se Sematizuje pod pret-
postavkom da je moguce identifikovati njenu slojevitu strukturu. Sloj predstavlja
deo podzemne sredine sastavljen od manje ili vise istovetnog materijala. To moze
biti na primer pesak, sljunak, glina, prasina, itd. éupljine u sloju ispunjene su ne-
kim fluidima (najcesée voda, nafta ili gas). Nije neophodno da se sloj podudara sa
geoloskim slojevima u podzemnoj sredini.

Sloj je porozna sredina, odnosno sastoji se od pora i ¢vrste materije, tj. pro-
pusnog i nepropusnog dela. Kretanje fluida u poroznoj sredini moze se modelirati
Navije-Stoksovim jednac¢inama pri ¢emu je domen sastavljen od pora. Ovakav pri-
stup nazivamo mikroskopskim modelom i on je prakticno neupotrebljiv u modeli-
ranju podzemnog strujanja, jer je geometrija porozne sredine retko kada poznata.
Takode, mikroskopski pristup je neprimenljiv jer dimenzije pora mogu biti reda
veli¢ine nekoliko mikrometara, dok je dimenzija modela najc¢es¢e od nekoliko me-
tara do vise kilometara, te bi stoga resavanje ovakvog problema daleko premasilo
mogucnosti postojec¢ih racunara.

Alternativa mikroskopskom modelu je makroskopski model, gde poroznu sredinu
shvatamo kao kontinuum u kome se svaki proizvoljno mali deo sastoji i od ¢vrste

materije i od pora. U tom smislu definiSemo i poroznost (¢) kao deo jedini¢ne
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zapremine koji sadrzi pore. Poroznost u podzemnoj sredini varira od 0 do 1 i moze
biti nula kod granitnih stena, dok kod treseta i nekih tipova zemljista moze biti ¢ak
i0.9 [50].

Kada su pore ispunjene jednim fluidom (npr. voda) ili sa vise uzajamno mesljivih
fluida (npr. slana i slatka voda) onda strujanje nazivamo jednofaznim, dok u sluc¢aju
vise nemesljivih fluida (npr. voda, nafta i gas) tok nazivamo visefaznim. Svi gasovi
u modelu uvek predstavljaju jednu fazu, jer su svi gasovi medusobno mesljivi.

Zasic¢enost faze predstavlja kolicnik zapremine pornog prostora ispunjenog tom
fazom i celokupne zapremine pornog prostora. U tom smislu za poroznu sredinu

kazemo da je zasi¢ena jednom fazom ako su sve pore ispunjene samo tom fazom.

2.2 Darsijev zakon u zasi¢enoj sredini

Darsijev zakon je konstitutivna relacija! koja opisuje tok fluida kroz poroznu
sredinu na makroskopskom nivou.

Posmatrajmo kruzni cilindar popreénog preseka A i duzine [, ispunjen poroznim
materijalom. Darsijev zakon kaze da je proticaj ) kroz cilindar proporcionalan
razlici hidraulickih potencijala na ulazu h, i na izlazu h;, kao i povrsini poprecnog
preseka, a obrnuto proporcionalan rastojanju [ (slika 2.1):

Q= —AK=—

. (2.1)

Koeficijent proporcionalnosti K se naziva koeficijentom filtracije i predstavlja in-

==

Slika 2.1: Darsijev zakon.

Konstitutivne relacije opisuju odnos dve fizicke veli¢ine. Konstitutivne relacije su aproksima-

tivne, za razliku od zakona odrzanja.
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verznu vrednost otpora na koji fluid nailazi prilikom prolaska kroz poroznu sredinu.
Ovaj otpor je posledica viskoznih sila. U principu, u granularnoj sredini koeficijent
filtracije raste sa veli¢cinom cestica. Primera radi, koeficijent filtracije ima vece vred-
nosti za pesak i sljunak nego za glinu, jer ovi prvi pruzaju manji otpor kretanju
fluida.

Proticaj po jedinici povrsine u = ()/A naziva se Darsijeva brzina i ova brzina je
manja od stvarne brzine kojom se fluid krec¢e kroz pore.

Relacija izmedu hidraulickog potencijala i pritiska je

h=z4 2P (2.2)
pg

gde je z visina u odnosu na proizvoljnu ali fiksiranu kotu (npr. nadmorska visina),
p je pritisak u fluidu, p, je referentni atmosferski pritisak, p je gustina fluida i g je
intenzitet gravitacionog ubrzanja.

U grani¢nom slucaju kada [ — 0 dobijamo diferencijalni oblik Darsijevog zakona

dh
=-—-K— 2.3
=K (23)
odnosno u n-dimenzionalnom slucaju
u = —-KVh, (2.4)

pri ¢emu je K = K(x) tenzor dimenzije n x n, vektor u je Darsijeva brzina, dok je

Vh gradijent hidraulickog potencijala

T
o [Oh oh on]"

e — 2.
o0x1 Oxs ox,, (2.5)

Darsijev zakon je formulisan sredinom XIX veka na osnovu rezultata eksperime-
nata. Moguce ga je izvesti i iz stacionarne Navije-Stoksove jednacine za nestisljive

Njutnovske fluide konstantne gustine i viskoznosti
pu-Vu=—Vp+uViu + pg, (2.6)

gde je p dinamicka viskoznost fluida i g vektor gravitacionog ubrzanja (npr. u

trodimenzionalnom sluc¢aju g = (0,0, —g)). Brzine podzemnog strujanja su obi¢no



2.2. Darsijev zakon u zasi¢enoj sredini

male (do nekoliko metara na dan), pa je inercioni term (term na levoj strani) moguce

zanemariti jer je kvadratan. Tok se u tom slucaju svodi na Stoksovo strujanje
—Vp + uV*u + pg = 0. (2.7)

U izvodenju Darsijevog zakona neophodna je pretpostavka da je viskozni otpor pro-
porcionalan brzini [3§]
pVia = —pk'u (2.8)
pri cemu se tenzor k naziva koeficijent propusnosti. Pregled izvodenja ove pretpo-
stavke je moguce pronadi u [6, 8]. Zamenom (2.8) u (2.7) dobija se Darsijev zakon
formulisan preko pritiska
u= (Vo e) (2.9)
Ako pretpostavimo da je gustina konstantna onda iz definicije hidraulickog poten-

cijala (2.2) sledi

Vp — pg = pgVh, (2.10)
pa je
A (2.11)
1
Ako definiSemo tenzor filtracije K kao
k
K = -9, (2.12)
1

dolazi se do Darsijevog zakona u obliku (2.4). Primetimo da smo u izvodenju Darsije-
vog zakona formulisanog preko hidraulickog potencijala morali da pretpostavimo da
je gustina konstantna. Kada gustina nije konstantna neophodno je koristiti Darsijev
zakon formulisan preko pritiska (2.9).

Koeficijent propusnosti k je iskljucivo karakteristika poroznog materijala. Odre-
duje se laboratorijskim eksperimentima ili na osnovu empirijski izvedenih formula
[50]. Koeficijent propusnosti sloja zavisi pre svega od veli¢ine pora. Na primer glina,
iako ima veliku poroznost (0.5), je vise od 10000 puta slabije propusna od peska koji
ima manju poroznost (0.3), jer su pore u glini mnogo manje nego u pesku.

Na osnovu jednacine (2.12) vidi se da tenzor filtracije K zavisi od karakteristika
poroznog materijala ali i od karakteristika fluida, preko gustine fluida p i dinamicke

viskoznosti .



2.3. Teorema o divergenciji

Pretpostavlja se da se tenzor filtracije moze neprekidno menjati unutar sloja, a
izmedu dva sloja moze biti prekidan. Prema tome, sloj mozemo formalno definisati
kao zonu u kojoj je tenzor filtracije neprekidan.

Tenzor filtracije K je simetri¢an na osnovu Onsagerove reciprocne relacije [6].
Ovaj tenzor je pozitivno definitan, sto garantuje da su svi elementi vektora KVh
pozitivni ako su pozitivni svi elementi vektora Vh. Ako ovo ne bi vazilo onda bi se
fluid kretao od nizeg hidraulickog potencijala ka visem, sto je fizicki nemoguce.

Poroznu sredinu nazivamo izotropnom ukoliko tenzor filtracije ne zavisi od prav-
ca. Tada je K = KT, pri ¢emu je K skalarna veli¢ina (slika 2.2 levo), a I jedini¢na
matrica. U suprotnom poroznu sredinu nazivamo anizotropnom (slika 2.2 desno).
U primeru na slici 2.2 desno porozna sredina pruza ve¢i otpor kretanju fluida duz
vertikalne ose nego duz horizontalne ose, zato sto fluid u prvom sluc¢aju mora da

prede duzi put da bi presao isto rastojanje.

Slika 2.2: Tlustracija porozne sredine na mikroskopskom nivou u izotropnom (levo)

i anizotropnom (desno) slucaju

Sopstveni vektori tenzora K predstavljaju ose anizotropije, tj. pravce duz kojih
je tok paralelelan gradijentu hidraulickog potencijala. Sopstvene vrednosti predsta-

vljaju koeficijente filtracije duz osa anizotropije.

2.3 Teorema o divergenciji

Za izvodenje jednacine podzemnog toka se koristi Teorema o divergenciji, po-
znata i kao teorema Gausa-Ostrogradskog.

U Dekartovim koordinatama divergencija funkcije F = (F, ..., F,), F; : R" - R

10



2.4. Odrzanje mase

moze se predstaviti kao

8F1 8F2 aFn
F=—4+—+... .
v 81:1 81’2 * + 895”

Ukoliko F predstavlja vektorsko polje brzine fluida, divergencija brzine fluida se

(2.13)

moze posmatrati kao mera Sirenja fluida.

Teorema 1. Neka je Q) kompaktan podskup od R™, c¢ija je granica 02 deo po deo
glatka. Za neprekidno diferencijalno vektorsko polje ¥ definisano u okolini skupa €2
vazi

/V-FdQ: F - nds. (2.14)
Q o0

Dokaz teoreme prvi je predstavio Ostrogradski 1826. godine i danas je uobic¢ajeno
ukljuc¢en u standardne udzbenike matematicke analize.

Teorema o divergenciji predstavlja specijalan slu¢aj Stoksove teoreme, pri cemu
je u dve dimenzije nazivamo Grinova teorema, a u jednoj dimenziji fundamentalna
teorema integralnog racuna (Njutn-Lajbnicova formula). Vise o teoremi moguée je

pronaéi u [41].

2.4 Odrzanje mase

Jedan od osnovnih fizickih postulata je zakon odrzanja mase. Ovaj zakon je u
ovom poglavlju formulisan za fluid u poroznoj sredini.

Posmatrajmo tok fluida kroz porozni domen w C R3. Neka m°* oznacava razliku
mase koja je istekla i mase koja je utekla u domen kroz njegovu granicu dw tokom
vremena [tg, t1]. Neka je m8®" razlika mase koja je generisana (izvor) i mase koja je
unistena (ponor) unutar domena. Prema zakonu odrzanja mase, ukupna masa fluida
u domenu u trenutku ¢; mora biti jednaka masi fluida u trenutku ¢, umanjenoj za

m°" i uvecanoj za me":
m(ty) = m(ty) — m™ + ms™", (2.15)

Masa fluida se izrazava kao proizvod zapremine i gustine. Stoga je ukupna masa

fluida prisutnog u domenu

m(t) :/Wdew, (2.16)

11



2.4. Odrzanje mase

gde je 0 kolicina fluida, odnosno koli¢nik zapremine fluida u domenu i zapremine
domena.

Neka je sa n oznacena spoljasnja jedini¢na normala na granicu dw. Zapremina
fluida koji istekne iz domena kroz povrsinu malog dela granice S tokom vremenskog
intervala [to,t1] je

V = (t; —tp)u-nés. (2.17)
Prema tome masa fluida koji istekne kroz §.5 tokom vremenskog intervala [to, 1] je

m® = (t; — to)pu - ndS. (2.18)

Prelaskom na integral dobija se ukupna razlika mase fluida koja je istekla iz domena

i mase fluida koja je utekla u domen

Mot = (t, — to)f pu - ndS. (2.19)
ow

! negativnog znaka ako je masa fluida koji izade iz domena

Primetimo da je m°"
manja od mase fluida koji ude u domen. Primenom Teoreme o divergenciji (2.14)

na poslednju jednacinu dolazimo do

m" = (1, — to)/ V- (pu)dw. (2.20)

w

Razlika mase generisane i unistene u domenu tokom vremena (t; — o) je

mE™ = (1, — o) / pgdw, (2.21)

gde je ¢ = q(x,t) razlika intenziteta izvora i ponora mase u svakoj tacki.
Zamenom (2.16), (2.20) i (2.21) u jednacini (2.15) i deljenjem cele jednacine sa

zapreminom domena w i sa (t; — ty) dobija se
1 0(t t1) — 0(t t 1 1
]w[ w t1 —to \w\ w ]w[ w

Prelaskom na graniénu vrednost kada |w| — 01 (t; — t9) — 0 dobija se parcijalna

diferencijalna jednacina koja izrazava odrzanje mase u poroznoj sredini

9(6p)

V- = nq. 2.23
5 TV (ha) = pa (2.23)
Primenom Busineskove aproksimacije? jednacina (2.23) postaje

00

—+V-u=gq 2.24

5 TV u=a (2.24)

2Varijaciju gustine je moguée zanemariti svuda osim tamo gde ona mnozi gravitaciono ubrzianje

g. Ovakva aproksimacija je validna ukoliko su varijacije gustine male.

12



2.5. Jednacina podzemnog strujanja u zasi¢enoj sredini

2.5 Jednacina podzemnog strujanja

u zasi¢enoj sredini

U zasi¢enoj sredini pretpostavlja se jednofazni tok. Pretpostavimo da je pro-
pusni deo porozne sredine ispunjen samo jednim fluidom, odnosno da vazi € = 6.

Vremenski izvod je moguce napisati na slede¢i nacin

06 _ 0= _0=0h _  Oh
ot ot Ohot ot

gde je S5 = 0g/0h koeficijent koji se u hidrologiji naziva specifi¢na izdasnost izdani

(2.25)

pod pritiskom.
Zamenom Darsijevog zakona (2.4) u jednacini odrzanja (2.24) i na osnovu pret-

hodne relacije se dobija evolutivna® jednaé¢ina podzemnog strujanja

oh

SSE

— V- (KVh) =g, (2.26)
pri ¢emu je ¢ = q(x,t). Stacionarna jednacina podzemnog strujanja
-V - (KVh) =g, (2.27)

sledi iz evolutivne (2.26) kada se hidraulicki potencijal h ne menja sa vremenom.
Kada gustina nije konstantna ne vazi jednac¢ina (2.4), te je stoga neophodno
koristiti Darsijev zakon u obliku (2.9). Evolutivna jedna¢ina podzemnog strujanja
u obliku zadatom preko pritiska glasi
gf -V (i{(vp - pg)) =q. (2.28)
Stacionarna jednacina podzemnog strujanja u obliku zadatom preko pritiska je data

kao

V. (i‘(vp _ pg)> —q (2.29)

3Vremenski promenljiva jednadina se u literaturi naziva i prelazna ili nestacionarna. U engle-

skom jeziku uobicajeni termin je transient equation.
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2.6. Kapilarne sile

2.6 Kapilarne sile

Kapilarne sile se javljaju pri dodiru ¢vrstih tela i tecnosti kao posledica povrsin-
skog napona. Nastaju usled dejstva sila kohezije i adhezije na molekule te¢nosti.
Adhezione sile deluju izmedu tecnosti i ¢vrstog tela, dok kohezione sile deluju izmedu
molekula tec¢nosti. Kohezione sile su usmerene ka unutrasnjosti tecnosti, dok su
adhezione sile usmerene ka ¢vrstoj sredini. Slobodna povrsina tecnosti se uvek
postavlja normalno na rezultantu svih sila koje deluju na molekule tecnosti (adhezija,
kohezija i gravitacija). Ugao ¢ koji povrsina tec¢nosti gradi sa ¢vrstim telom se naziva
uglom kvasenja (slika 2.3). Kada je ovaj ugao ostar tecnost se penje uz zid Cvrste

sredine, a kada je tup onda dolazi do kapilarne depresije.

a
a
K
w
w

Slika 2.3: Kapilarne sile.

Kapilarni pritisak p. se moze izraziti formulom

2
p, = L8P (2.30)

r
gde je o je povrsinski napon koji ne zavisi od velicine pore, ¢ je specificni kontaktni
ugao koji slobodna povrsina zaklapa sa ¢vrstim telom, a r je poluprec¢nik pore. 1z
ove formule se vidi da za ostar ugao ¢ kapilarni pritisak neograniceno raste kako se
smanjuje poluprecnik pore.
faze: vodaivazduh. Kapilarni pritisak p. tada predstavlja razliku pritiska u vazduhu
Pa 1 pritiska u vodi py,:

Pc = Pa — Pw- (231)

14



2.7. Jednacina podzemnog strujanja u nezasi¢enoj sredini

Kada je u modelu prisutno vise od dve faze onda izmedu svake dve faze postoji

kapilarni pritisak.

2.7 Jednacina podzemnog strujanja

u nezasi¢enoj sredini

U slucaju visefaznog toka u porama je prisutno vise nemesljivih fluida. Oznac¢imo
sa sg zasicenost porozne sredine fluidom 3, pri ¢emu se sz definiSe kao koli¢nik
zapremine tog fluida i zapremine koju zauzimaju svi fluidi zajedno (slika 2.4). Prema

tome deo jedini¢ne zapremine koji zauzima fluid 3 je
95 = 8¢, (2.32)

gde je € poroznost, a 6 koli¢ina fluida 3 u jedini¢noj zapremini. U zasi¢enoj sredini
za jedini fluid koji je prisutan vazi da je s = 1, dok u nezasi¢enoj sredini za zasi¢enost

svakog fluida vazi da je 0 < sg < 1, pri ¢emu je

ZSB = 1, 295 =¢&. (233)
B B

00 -

S,

S9SN

TSN
$55559!
S
S50

Y

Slika 2.4: Podela jedini¢ne zapremine na nepropusnu sredinu (gore), fluid 1 (dole

levo) i fluid 2 (dole desno)
Tenzor filtracije zavisi od zasi¢enosti sredine i manji je u nezasi¢enoj sredini.
Darsijev zakon se moze formulisati u obliku
u = —kKVh, (2.34)
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2.7. Jednacina podzemnog strujanja u nezasi¢enoj sredini

gde je K tenzor filtracije u zasi¢enom slucaju, a k, = k,(¢) je relativna propusnost.
Pri tome je ¢ veli¢ina koja se naziva visina pritiska®. Ona se preko hidraulickog
potencijala definise kao

v="h-—z (2.35)

Kada gustina nije konstantna Darsijev zakon se moze formulisati u obliku
k
u= —kr;(Vp — rg). (2.36)

U zasi¢enom slucaju relativna propusnost k, jednaka je 1, pa se jednacina (2.34)
svodi na (2.4). Predstavljanje tenzora filtracije kao proizvoda skalarne funkcije k;,
i konstantnog tenzora K je opravdano u izotropnom slucaju, ali u anizotropnom
slucaju postoje dokazi da ovakav pristup nije adekvatan [7]. Medutim, ovakav pri-
stup je uobicajen, dok su alternativni pristupi jos u povoju.

Zamenom (2.34) u jednacini odrzanja (2.24) za svaku fazu J se dobija jednacina
— =V (l{:@rKﬁVhﬁ) = q3- (237)

Veza izmedju razli¢itih faza se ostvaruje preko kapilarnog pritiska, tj. preko
jednacine (2.31) u slucaju kada su u modelu prisutne dve faze (voda i vazduh).

Uobic¢ajeni pristup proracunu podzemnog strujanja vode pretpostavlja da je pri-
tisak vazduha konstantan i jednak atmosferskom pritisku. Na taj nacin eliminise se
jednacina koja opisuje strujanje vazduha i resava se samo jednacina

00
o~V (kKVR) =g (2.38)

Ovu jednacinu nazivamo Ric¢ardsova jednac¢ina u mesovitoj formi.
Vremenski izvod je moguce napisati preko hidraulickog potencijala na slede¢i
ety 200 900
5t = onat =W
gde je C(h) = 00/0h specificni kapacitet vlage koji se odreduje iz jednacina (2.32),
(2.44) i jedne od jednacina (2.46) ili (2.48). Zamenom u (2.38) dobijamo Ricardsovu

(2.39)

jednacinu izrazenu iskljucivo preko hidraulickog potencijala

C(h)g]; — V- (lKVh) = q. (2.40)

40U engleskoj literaturi naziv je pressure head
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2.7. Jednacina podzemnog strujanja u nezasi¢enoj sredini

Ova jednacina predstavlja alternativu Ricardsovoj jednacini u mesovitoj formi
(2.38).

Stacionarna Ricardsova jednacina se dobija kada ne postoji promena hidraulickog
potencijala u vremenu

~V - (kKVh) =q. (2.41)

Jedan od nedostataka Ricardsove jednacine je Sto ovako nije moguée modelirati

dzepove gasa ili vode (slika 2.5).

Slika 2.5: Dzepove vazduha (levo) i vode (sredina) nije moguée modelirati
Ricardsovom jednacinom, jer se zasi¢enost vodom izracunava iz pritiska, odnosno

uvek se modelira situacija prikazana sa desne strane.

Kada gustina nije konstantna onda se resava Ricardsova jednacina oblika

00

5 = V- (krﬁ(Vp — pg)) +q. (2.42)

U daljem tekstu se pod nezasi¢enim tokom podrazumeva tok vode i vazduha, pri

¢emu se sa s obelezava zasi¢enost vodom.

2.7.1 Odredivanje relativne propusnosti

Visina pritiska (2.35) igra veliku ulogu u odredivanju relativne propusnosti.

Mozemo je izraziti i preko pritiska

P = . (2.43)

Za odredivanje relativne propusnosti potrebna je efektivna zasi¢enost s, koju je

moguce predstaviti preko zasi¢enosti formulom

S — S;
.= , 2.44
K — (2.44)
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2.7. Jednacina podzemnog strujanja u nezasi¢enoj sredini

pri ¢emu su parametri s, i s; respektivno rezidualna zasi¢enost (koja odgovara bes-
kona¢nom pornom pritisku) i maksimalna moguca zasi¢enost (prakticno uvek 1).
Postoji vise razli¢itih nacina za odredivanje relativne propusnosti k, u jednacini

(2.37). Neki od najkoriséenijih su

e Model Mualema i van Genuhtena [52, 62]. Relativna propusnost se dobija

formulom
b= /5o [L— (1 sg/m)mf, (2.45)

pri cemu je efektivnu zasi¢enost s, moguce odrediti preko visine pritiska

1 m
_ ako je 1) <0,

1 ako je ¢ > 0,

(2.46)

gde su a i n parametri modela, dok je m = 1 — 1/n. Parametar a je u vezi
sa inverzom pre¢nika pora, dok je n indeks distribucije veli¢ina pora. Na slici
2.6 prikazani su primeri grafika efektivne zasi¢enosti i relativne propusnosti u

zavisnosti od visine pritiska 1.

U [65] je predstavljen algoritam za efikasnu evaluaciju relativne propusnosti u

Mualem—van Genuhtenovom modelu na osnovu visine pritiska.

1f 1f
0.8
0.8f
0.6
0.6
0.4(
0.4
0.2
02, -2 0 2 s % -2 0 2 4

Slika 2.6: Efektivna zasi¢enost s, (levo) i relativna propusnost &, (desno) u zavisnosti

od visine pritiska, za parametre a =1in = 2

e Model Bruksa i Koreja [12]. Relativna propusnost se dobija formulom

243X\
kr = Se A

(2.47)
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2.8. Pocetni i grani¢ni uslovi

pri ¢emu se efektivna zasi¢enost racuna kao

” A
<b> ako je ¥ < iy,
se=4{ \¥ (2.48)
1 ako je ¢ Z 1/1b7
gde su ¢y, i A parametri modela.
e Gardner-ov model [35]. Relativna propusnost se dobija formulom
ky = e (2.49)

gde je A parametar modela koji zavisi od distribucije veli¢ine pora.

2.8 Pocetni i grani¢ni uslovi

Da bi resenje jednacine (2.38) bilo jedinstveno moramo zadati pocetne i grani¢ne
uslove. Oni se zadaju na osnovu podataka utvrdenih eksperimentalno (terenskim
merenjima) ili na osnovu inZenjerskih pretpostavki.

Pocetni uslov se zadaje formulom
hl,g =ho mna Q. (2.50)

Razmatramo tri tipa granic¢nih uslova: Dirihleov, Nojmanov i Robinov. Nojma-

novim grani¢nim uslovom modelira se deo granice kroz koji je poznat proticaj
u-n=gy na ['yCOo, (2.51)

pri ¢emu je n spoljasnja jedini¢na normala na I'y. Izmedju ostalog, Nojmanovim
grani¢nim uslovom modeliraju se padavine (gn < 0), isparavanje (g > 0), deo
granice gde nema toka (gy = 0), kao i bunari ako je poznata njihova izdasnost.

Dirihleovim grani¢nim uslovom modelira se deo granice gde je poznata vrednost
hidraulickog potencijala

h=gp mna I'pC 0. (2.52)

Dirihleovim grani¢nim uslovom modeliraju se bunari kada je poznat hidraulicki po-
tencijal u njima, kao i granice koje predstavljaju vodene tokove (kanali, reke, jezera,

itd.).
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2.9. Postavka grani¢nog problema

Polupropusne granice se modeliraju Robinovim grani¢nim uslovom
u-n=V¥Yh-gg) na I'r C0Q, (2.53)

pri ¢emu je koeficijent transfera zadat formulom VU = Ky /d, gde je Ky koeficijent
filtracije kolmiranog polupropusnog sloja i d njegova debljina. Robinov grani¢ni
uslov daje relaciju izmedu normalne brzine i hidraulickog potencijala i moguce ga je
zapisati i kao linearnu kombinaciju Dirihleovog i Nojmanovog grani¢nog uslova

1
h — 6u ‘n=gg na ['gr CoN. (2.54)

Primer polupropusne granice predstavlja kolmirano re¢no dno. Kolmiranje pred-
stavlja delimi¢no zapusavanje re¢nog dna usled razli¢itih mehanickih, hemijskih i
bioloskih procesa.

U evolutivnom slucaju grani¢ni uslovi moraju biti zadati tako da vazi I'n UT'g =
TpUTR, I'pUlNUTR = 09 i da su I'p, I'y i 'y medusobno disjunktni skupovi. U

stacionarnom slucaju potrebno je da vazi jos i I'p UT'g # )

2.9 Postavka granicnog problema

Stacionarno podzemno strujanje unutar otvorenog domena €2 opisano je jednaci-
nom (2.27) u zasic¢enoj sredini, odnosno jednacinom (2.41) u nezasi¢enoj sredini.
Evolutivno podzemno strujanje u oblasti £ x (0, %] opisano je jednac¢inom (2.26) u
zasi¢enom slucaju, odnosno jednacinom (2.38) u nezasi¢enom slucaju. U svakoj tacki
na granici domena 0f) vazi jedan od uslova (2.51), (2.52) ili (2.53). U evolutivnom
slucaju za t = 0 vazi pocetni uslov (2.50).

Matematicki problem je dobro postavljen u smislu Hadamarda [55] ako:
e resenje postoji (egzistencija),
e reSenje je jedinstveno (jedinstvenost),

e reSenje neprekidno zavisi od ulaznih podataka (stabilnost).
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2.10. Transport mase

Uslov stabilnosti znaci da dovoljno male promene u grani¢nim ili pocetnim uslovima
dovode do proizvoljno malih promena u resenju.

Stacionarna jednacina podzemnog strujanja (2.27) u zasi¢enoj sredini je elipticka
parcijalna diferencijalna jednacina jer je K pozitivno definitna matrica. Dokazi
egzistencije, jedinstvenosti i stabilnosti eliptickih grani¢nih problema prikazani su u
[40].

Evolutivna jedna¢ina podzemnog strujanja (2.26) u zasi¢enoj sredini je para-
bolicka parcijalna diferencijalna jednacina. Dokaz egzistencije resenja parabolickog
grani¢nog problema prikazan je u [40, 44|, dok je dokaze jedinstvenosti i stabilnosti
moguée naci u [39].

Pregled dokaza postojanja jedinstvenog stabilnog resenja Ricardsove jednacine

(2.38) moguce je pronaéi u [31].

2.10 Transport mase

Pod transportom mase u podzemnoj sredini podrazumeva se prenos izvesne ras-
tvorene materije kroz podzemnu vodu. Koli¢ina materije u vodi opisana je njenom
koncentracijom C u svakoj tacki domena. Koncentracija je masa posmatrane ma-
terije po jedini¢noj zapremini vode. Transport mase je od znacaja u modeliranju
sirenja zagadenja u podzemnim vodama, modeliranju intruzije slane vode u prio-
balne izdani itd.

Transport mase se odvija putem molekularne advekcije, difuzije i disperzije.
Advekcija predstavlja prenos mase osnovnim tokom, koji se dobija iz jednacine
podzemnog strujanja. Molekularna difuzija nastaje usled haoti¢nog kretanja po-
jedina¢nih molekula. Do ovog kretanja rastvorene materije dolazi ¢ak i kada je Dar-
sijeva brzina nula. Predstavivsi podzemnu sredinu kontinuumom zanemarili smo
kretanje vode na sitnijim skalama ukljucujuci i pornu skalu. Ovo kretanje izaziva
dodatno mesanje vode, npr. zbog toga Sto voda prolazi razli¢itim brzinama kroz
pore u razliCitim pravcima. Ovo dodatno mesanje vode nazivamo disperzija. U

podzemnom strujanju vode disperzija je obi¢no mnogo intenzivnija od difuzije.
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2.10. Transport mase

Jednacina odrzanja mase (2.15) vazi i za rastvorenu materiju. Pri tome je masa
rastvorene materije jednaka proizvodu zapremine vode i koncentracije materije, od-

nosno ukupna masa rastvorene materije je
m(t) = / 0Cdw. (2.55)

Razlika mase materije koja napusta domen w i mase materije koja ulazi u domen

tokom vremenskog intervala [tg, ] je
mo = (t; — to)/ V- vedw, (2.56)

pri ¢emu je intenzitet brzine v¢ jednak proticaju materije kroz jedini¢nu povrs
normalnu na pravac toka materije. Analogno postupku opisanom u Poglavlju 2.4

dolazimo do jednacine odrzanja mase rastvorene materije

o(0C
(8t ) +V-ve =qc, (2.57)

gde go = qo(x,t) predstavlja izvore i ponore materije.
Brzinu v mozemo prikazati kao zbir advektivne brzine i brzine usled difuzije i
disperzije

ve = vilv o yai (2.58)

pri ¢emu je advektivna brzina data formulom
valy = uC, (2.59)
dok se brzina usled difuzije i disperzije aproksimira Fikovim zakonom
vl — _DVC. (2.60)

Pozitivno definitan simetrican tenzor D predstavlja zdruzeni efekat molekularne di-

fuzije i disperzije i moze se zapisati kao
D = DU 4 pdis, (2.61)

gde je
DY = 9Dy, (2.62)
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2.10. Transport mase

pri ¢emu je Dy difuzivnost materije u fluidu, a I jedini¢na matrica. Difuzivnost
materije u fluidu Dy je skalarna veli¢ina koju je moguée pronaéi u literaturi (npr.
[17]) za razli¢ite vrste fluida i rastvorene materije. Uobicajeno je da se tenzor di-

sperzivnosti racuna pomocu relacije (videti [6, 8])
DY = apllul|l + (ar, — ap)uu’/||ul| (2.63)

gde su ay, i ar respektivno longitudalna i transferzalna disperzivnost, u je brzina
toka, dok je |lu|| intenzitet brzine toka. U inzZenjerskoj praksi se obitno uzima
da je longitudalna disperzivnost 1/10 skale posmatranja (veli¢ine domena), dok je
transferzalna disperzivnost 1/10 longitudalne [8], mada greska uvedena na ovaj na¢in
moze biti i viSe redova veli¢ine [60].

Zamenom jednacina (2.62) i (2.63) u jednacini (2.61) dobijamo izraz

D= (0Dd+aTHu’|)H+(aL_aT)TH7 (264)

uu’
|
pomocu kog se racuna tenzor .
Zamenom (2.58), (2.59) i (2.60) u jednacini odrzanja mase (2.57) dobijamo rela-
ciju
2(6C)
ot

koju nazivamo advektivno difuzna jednacina® ili jedna&ina advekcije i difuzije.

+V - (uC) - V- (DVC) = g, (2.65)

Sabirak V-(uC') se naziva advektivni term, dok se term V-(DV (') najéesée naziva
difuzni term iako se pomocu njega modeliraju i difuzija i disperzija. Primetimo da
se pored zdruzenog efekta difuzije i disperzije istom formom modelira i prostiranje
hidraulickog potencijala u jednac¢ini podzemnog strujanja, iako su ovo razlic¢ite fizicke
pojave.

Kao i u slucaju jednacine podzemnog strujanja, potrebno je zadati pocetne i

granicne uslove da bi resenje bilo jedinstveno odredeno. Pocetni uslov zadaje se kao
Cl.o=Co na Q. (2.66)

Obicno se koriste grani¢ni uslovi zadati na sledeé¢i nacin:

5Ponegde u literaturi naziva se i konvektivno difuzna jednagina. Advekcija predstavlja trans-
port mase samo tokom fluida, dok konvekcija predstavlja zdruzeni efekat advektivnog i difuznog

transporta
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2.10. Transport mase

e Dirihleov granic¢ni uslov

C=g5 na T§CoQ, (2.67)
e Nojmanov grani¢ni uslov
(-DVC)-n=g{ na T§ C0Q, (2.68)
e Robinov granic¢ni uslov
(-DVC) -n=9°C -g¢{) na T§ CoQ, (2.69)

gde je n spoljagnja jedini¢na normala na granicu domena, a ¢ koeficijent transfera
za koncentraciju po analogiji sa Robinovim uslovom (2.53) za jedna¢inu podzemnog
strujanja.

Grani¢ni uslovi u evolutivnom slu¢aju moraju biti zadati tako da vazi I'§ UT§ =
FSUTE, TSUTSUTS =00 i da suTE, TS i IS uzajamno disjunktni skupovi. U
stacionarnom slu¢aju neophodno je da vazi i I'§ U T # (.

Prisustvo rastvorene materije moze promeniti gustinu vode, tada je neophodno
Darsijevu brzinu predstaviti preko pritiska. Promena u gustini utice na jednacinu
strujanja preko terma pg. Stoga su jednacine podzemnog strujanja i transporta mase
spregnute preko gustine i fluksa, Sto znac¢i da ih je potrebno resavati istovremeno.
Uticaj koncentracije na viskoznost se obi¢no zanemaruje.

Kada prisustvo rastvorene materije tek neznatno menja gustinu vode moguce
je zanemariti promene u gustini vode. U ovom slucaju koncentracija ne utice na
strujnu sliku te govorimo o pasivnom transportu®. Jedna¢ina podzemnog strujanja
vise ne zavisi od transporta mase, ali transport zavisi od strujne slike. Ponekad u
primenama strujna slika moze biti unapred poznata i tada se resava samo jednacina

transporta mase.

2.10.1 Sorpcija i degradacija

U slucaju kada se modeliraju sorpcija, degradacija ili hemijske reakcije, u jednaci-

ni transporta (2.65) postoje dodatni termi.

6Rastvorena materija se u tom slucaju naziva traser.
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2.10. Transport mase

Sorpcija predstavlja zadrzavanje rastvorene materije iz vode u ¢vrstoj fazi i njeno
postepeno oslobadanje nazad u vodu. Sorpcijom rastvorene materije u poroznoj
sredini usporava se brzina njenog napradovanja u odnosu na tok.

Koncentracija materije u évrstoj fazi C opisuje se jednacinom

9¢ _ a(C —bC), (2.70)
ot
pri ¢emu parametar a definisSe brzinu razmene materije izmedu vode i ¢vrste faze,
a parametar b opisuje odnos koncentracije u ¢vrstoj i teénoj fazi u ravnoteznom
stanju. Da bi ova jednac¢ina imala jedinstveno reSenje potrebno je zadati pocetni
uslov za koncentraciju u ¢vrstoj fazi.

Kada postoji sorpcija, jednacina koja opisuje koncentraciju u vodi glasi

M) 47 (aC) ¥ (V) {1 al€ 1) =g, T

pri ¢emu poslednji term na levoj strani predstavlja materiju koja je presla iz te¢ne
u ¢vrstu fazu. Jednacine (2.70) i (2.71) su spregnute i potrebno ih je resavati isto-
vremeno.

Usled hemijskih ili nuklearnih reakcija, kao i prisustva bakterija, moze doé¢i do
raspadanja molekula rastvorene materije. Ovaj proces se naziva degradacijom ili
razgradnjom i u odsustvu transporta moze se modelirati jednac¢inom

aaf = —EZC, (2.72)
pri Cemu je t1/, period poluraspada materije u vodi.

Ukoliko u modelu postoji i sorpcija i degradacija, transportna jednacina koja
opisuje koncentraciju u vodi glasi

a(gtc) + V- (uC) -V - (DVC) + (1 —¢)a(C —bC) + ?/290 = qc- (2.73)

Degradacija moze postojati i u ¢vrstoj fazi. Tada je koncentracija u ¢vrstoj fazi
umesto jednacinom (2.70) opisana formulom

aC - In2 -

gde je t; /2 period poluraspada materije u ¢vrstoj fazi. Ukoliko se radi o nuklearnom

raspadanju, periodi poluraspada ;5 i t /2 suisti, u suprotnom to ne mora biti slucaj.

25



2.11. Transport toplotne energije

Degradacija u ¢vrstoj fazi utice preko jednacine (2.74) na koncentraciju materije u
vodi.

Cesto se pretpostavlja da je kretanje vode veoma sporo u odnosu na brzinu reak-
cije a, tako da su u svakom trenutku koncentracija u vodi i u ¢vrstoj fazi u ravnotezi.
Ovo je ekvivalentno pretpostavci da je brzina razmene a beskonacna. Deljenjem
jednacine (2.74) sa a dobijamo da mora biti C' = bC'. Mnozenjem jednacine (2.74)
sa (1 —¢) i dodavanjem jednadini (2.73) uz eliminaciju C' dobija se jednaéina

a0C) 1—e0C In 2 l—eln2
o T E+V~(u0)—V-(D0)+tU29(J+ ; 51/20_%’ (2.75)

koja izrazava odrzanje mase istovremeno i u vodi i u ¢vrstoj fazi.

2.11 Transport toplotne energije

Toplotna energija se prenosi i kroz fluid i kroz ¢vrstu fazu. Mehanizmi transporta
energije u fluidu su: advekcija, disperzija i kondukcija’. Transport kroz évrstu
fazu se odvija isklju¢ivo putem kondukcije. Pretpostavlja se da je u svakoj tacki
temperatura ¢vrste materije jednaka temperaturi fluida jer je tok spor.

Toplotna energija po jedinici zapremine se moze izraziti kao
E = pcT, (2.76)

gde je ¢ specificna toplota, a T temperatura. Sli¢no kao i u slucaju transporta mase
(Poglavlje 2.10), odrzanje toplotne energije u vodi se moze izraziti formulom

d(0pcyT)

En +V v, =gqr,, (2.77)

gde je ¢y specificna toplota vode, v, predstavlja brzinu prenosenja toplotne energije
kroz vodu, a qr, = qr, (x,t) predstavlja izvore i ponore toplotne energije u vodi.
Brzina prenosenja toplotne energije kroz vodu moze se predstaviti kao zbir advek-

tivne brzine i brzine usled kondukcije i disperzije

vy, = Vil 4+ vl (2.78)

w

"Kondukcija je u transportu toplotne energije matematic¢ki analogna difuziji u transportu mase.
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2.11. Transport toplotne energije

pri cemu je advektivna brzina

Vil = uE,, (2.79)

dok je brzina usled kondukcije i disperzije aproksimirana Furijeovim zakonom
Vil = A\ VT. (2.80)

Tenzor A, opisuje zdruzeni efekat kondukcije i termalne disperzije. Ovaj tenzor se

racuna slicno kao i tenzor difuzije i disperzije mase (2.64)

uu’

Aw = (022 + pewryr|a|)I+ pew(n — ’YT)wa (2.81)

gde je A" termalna provodljivost vode, a 7y, i 41 su respektivno longitudalna i
transferzalna termalna disperzivnost. Termalna provodljivost je skalar koji se moze
pronadi tabeliran u literaturi, a longitudalna i transferzalna termalna disperzivnost
se ocenjuju slicno kao u slucaju transporta mase.

U poroznoj sredini ¢vrsta materija zauzima (1 —¢) od jedini¢ne zapremine (slika
2.4). Stoga, jednacina odrzanja toplotne energije u ¢vrstom materijalu glasi

I((1 —g)pscsT)
ot

+V-vr, =qn, (2.82)

pri ¢emu je ps gustina ¢vrstog materijala, cq je specificna toplota ¢vrstog materijala,
vy, je proticaj toplotne energije po jedinici povrsine kroz ¢vrsti materijal, a gz,
predstavlja izvore i ponore toplotne energije u ¢vrstom materijalu.

U ¢vrstom materijalu nema advekcije i disperzije, pa proticaj vy, zavisi samo od

termalne provodljivosti ¢vrstog materijala A" i racuna se iz Furijeovog zakona

vy, = —(1 — )AMVT. (2.83)

s

Termalna provodljivost A" je u opstem slu¢aju anizotropni tenzor. Neki materijali
(recimo safir) sa kristalnom strukturom zaista imaju anizotropan tenzor termalne
provodljivosti.

Sabiranjem jednac¢ina odrzanja energije u fluidu (2.77) i u ¢vrstom telu (2.82) i
zamenom relacija za proticaje (2.78) i (2.83) dobija se jednacina odrzanja toplotne

energije u poroznoj sredini

gt [(Opcy + (1 — &) pscs) T + V - (upey, T) = V - (AVT) = qr, (2.84)
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2.11. Transport toplotne energije

gde je
A=Ay + (1 —e)rcomd, (2.85)

qr = qr, + q1,- (2.86)

Takode, i u sluc¢aju transporta energije neophodno je zadati pocetne i grani¢ne

uslove da bi resenje bilo jedinstveno odredeno. Pocetni uslov se zadaje formulom
T|,_o=To na Q. (2.87)
Najcesce se koriste slede¢i grani¢ni uslovi:

e Dirihleov grani¢ni uslov

T=gh na TE Co9, (2.88)
e Nojmanov grani¢ni uslov
(=AVT)-n=gL na I'}CoQ, (2.89)
e Robinov grani¢ni uslov
(—AVT) -n=U"(T —gf) na I} C0Q, (2.90)

gde je n spoljasnja jedinicna normala na granicu domena. Grani¢ni uslovi i u evo-
lutivnom slucaju transporta energije moraju biti zadati tako da vazi I'h UTE =
ITUTE, TLUTLUTE = 0Q i da suI'S, TL i IR medusobno disjunktni skupovi. U
stacionarnom sluéaju mora biti ispunjen i uslov I't UTE # 0.

Promena temperature dovodi do promene viskoznosti i gustine vode, pa prema
tome preko terma k/p i terma pg utice na jednac¢inu podzemnog strujanja. Zbog
toga je potrebno istovremeno resavati jednac¢inu podzemnog strujanja i transporta
energije, pri ¢emu je relacije zavisnosti koeficijenta viskoznosti od temperature mogu-
¢e pronaci u literaturi.

Kada se modelira i transport mase, gustina zavisi i od koncentracije i od tem-
perature. Tada je potrebno istovremeno resavati jednacinu podzemnog strujanja,

jednac¢inu transporta mase i jednacinu transporta energije.
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2.12 Princip maksimuma i minimuma

Neka je u unutrasnjosti domena €2 problem zadat eliptickom parcijalnom diferen-
cijalnom jedna¢inom (npr. stacionarno podzemno strujanje (2.27)) i neka u svakoj
tacki granice domena 0f2 vazi Dirihleov (2.52), Robinov (2.53) ili Nojmanov (2.51)
grani¢ni uslov.

Globalni princip maksimuma je svojstvo da reSenje ovog granicnog problema h
dostize maksimum na 02 ako je ¢ < 0 svuda u Q. Ako pritom vazi i gy > 0 (granica
odliva) onda h dostize maksimum na I'p U 'g. U ovom slu¢aju resenje ne moze
da dostigne maksimum na I'y, jer je tok usmeren od viseg hidraulickog potencijala
ka nizem pa bi to bila granica priliva. To znac¢i da je gornje ogranic¢enje resenja
unapred poznato i odredeno Dirihleovim i Robinovim uslovom. Ukoliko je ¢ < 0
svuda i gy < 0 negde na I'y onda gornje ogranic¢enje nije poznato unapred, iako se
zna da se maksimum i dalje dostize na granici 0f).

Globalni princip minimuma je svojstvo da h dostize minimum na 0€2 ako je ¢ > 0
svuda u €. Ako je pritom i gy < 0 (granica priliva) onda se minimum hidraulickog
potencijala dostize na I'p U I'g. U ovom slu¢aju minimum ne moze biti na ['y, jer
bi tada to bila granica odliva. Kada je ¢ > 0 svuda i gy > 0 negde na I'y onda se
minimum i dalje dostize na granici, ali donje ogranic¢enje nije poznato unapred.

Na isti nac¢in se formuliSe globalni princip maksimuma (minimuma) za para-
bolicku parcijalnu diferencijalnu njednacinu ako pocetno reSenje nema maksimum
(minimum) u unutrasnjosti domena.

Primetimo da globalni princip maksimuma (minimuma) dozvoljava da se lokalni
maksimum (minimum) dostize i unutar domena, ako je maksimum dostignut na
granici (Slika 2.7).

Ukoliko za svaki podskup domena 2 resenje zadovoljava globalni princip mak-
simuma (minimuma), kazemo da je zadovoljen lokalni princip maksimuma (mini-
muma,).

U analogiji sa principom maksimuma (minimuma) koji je formulisan za resenje

grani¢nog problema, uvodi se pojam diskretnog principa maksimuma (minimuma)
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! >

Slika 2.7: Primer gde je zadovoljen globalni princip maksimuma i minimuma na

[a, b], ali ne i lokalni.

za numericko resenje, odnosno za resenje diferencijske sheme.

[ako analiticko resenje zadovoljava lokalni princip maksimuma i minimuma, veci-
na numerickih shema moze da da resenje koje ne zadovoljava ¢ak ni globalni diskretni
princip maksimuma i minimuma. Stoga se pristupa konstrukeiji numerickih shema

koje ¢e zadovoljavati globalni ili lokalni diskretni princip maksimuma i minimuma.
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Glava 3

Diskretizacija stacionarne

jednacine podzemnog strujanja

Analiticko resenje parcijalnih diferencijalnih jednacina je mogucée naci samo u
odredenim sluc¢ajevima. Stoga se pristupa aproksimativnom resavanju koris¢enjem
numerickih metoda. Prvi korak u numerickom resavanju predstavlja diskretizacija.

Neka je domen €2 otvoren i povezan skup i neka je M mreza koja se sastoji od
poliedarskih, odnosno poligonalnih ¢elija (kontrolnih zapremina) 7 takvih da vazi

Q= U T, (3.1)
KeM
pri ¢emu su celije 7 disjunktni otvoreni skupovi. Pretpostavljamo da je svaka
¢elija T € M zvezdolik skup® u odnosu na svoje teziste. Temena éelija nazivaju se
¢vorovima mreze. Mrezu je potrebno konstruisati tako da se moguci diskuntinuiteti
u tenzoru konstitutivne relacije poklapaju sa stranama mreze.

Za svaku ¢eliju T definiSemo tacku kolokacije x7 u njenom tezistu i pridruzujemo
joj diskretnu vrednost fizicke velicine. Pomoéne tacke kolokacije definisatemo u
zavisnosti od metode.

Mrezu nazivamo strukturnom ako svi unutrasnji ¢vorovi pripadaju istom broju
ivica i ako svaka Celija ima isti broj strana (slika 3.1), u suprotnom mrezu nazivamo

nestrukturnom. Specijalna vrsta strukturnih mreza su pravougaone mreze (slika 3.1

1Skup S C R™ je zvezdolik u odnosu na tacku zo € S, ako za svaku tacku z € S vazi da duz

[0, z] pripada skupu S.
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desno).

Izbor mreze zavisi od konkretnog problema koji se resava. Prednost struktur-
nih mreza je usteda racunarske memorije, obizrom da kod strukturnih mreza nije
potrebno skladistiti informaciju o povezanosti celija. Pored toga u sluc¢aju pravo-
ugaonih mreza prednost je jednostavnija diskretizacija. Medutim, granicu domena

najcesce nije moguce tacno predstaviti pravougaonim mrezama.

\ " \N"V

A 1

Slika 3.1: Strukturne mreze u dve dimenzije.

Ukoliko je geometrija modela komplikovana, generisanje strukturne mreze moze
da bude mukotrpan posao koji nije moguce sasvim automatizovati. Sa druge strane,
postoje algoritmi koji automatski generisu kvalitetne nestrukturne mreze i u najkom-
plikovanijim sluc¢ajevima. Stoga, nestrukturne mreze predstavljaju najcesc¢i izbor u
primenama sa kompleksnom geometrijom. U ovom radu akcenat je stavljen na ne-
strukturne mreze, s obzirom da je potrebno modelirati bunare sa vise drenova (Reni
bunari?) koji kao i sama podzemna sredina mogu imati kompleksnu geometriju.

Metode konac¢nih razlika je mogucée primeniti samo na one jednacine kod kojih
je term koji opisuje fluks predstavljen pomocu divergencije. Za ovakve jednacine
kazemo da su zadate u konzervativnom obliku.

Razmotrimo za pocetak stacionarnu varijantu jednacine odrzanja (2.24). Inte-

gracijom po svakoj ¢eliji T € M dobijamo

/F V- udQ = /T ¢dQ, (3.2)

2Na engleskom jeziku Ranney wells, ime su dobili po inZenjeru Leu Reniju
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GLAVA 3. Diskretizacija stacionarne jednacine podzemnog strujanja

sto primenom Teoreme o divrgenciji (2.14) postaje

J u-nds = [ qao. (3.3)

Posto je svaka celija 7 poliedar (poligon u dvodimenzionalnom slu¢aju) njena gra-
nica 07 se sastoji od kona¢nog broja strana f, pa prethodnu jednac¢inu mozemo

zapisati

3 U;Z/qug, (3.4)

fcoT

pri ¢emu je fluks kroz stranu f
u]T = / u- n;dS, (3.5)
!

gde je nfT jedinicni vektor normalan na stranu f usmeren van c¢elije T .

Na osnovu prethodne jednacine za fluks kroz stranu f = 97T+ NOT ~ vazi

uf = —uj. (3.6)

Ova osobina se naziva lokalno odrazanje. Razlika u znaku se pojavljuje jer je n;? =

—n;. Da bismo izbegli komplikovanu notaciju uvodimo jedinstvenu normalu ny koja
je usmerena od ¢elije sa manjim indeksom (npr. 71) ka ¢eliji sa veéim indeksom
(npr. 77)

up = uj = —uj. (3.7)

Razlic¢ite varijante metode konac¢nih zapremina se razlikuju u nac¢inu na koji se
aproksimiraju fluksevi u;.

Mi ¢emo ovde podeliti metode konac¢nih zapremina za diskretizaciju fluksa na
one koje koriste diskretne vrednosti u dve ¢elije kojima pripada strana f (TPFA?)
i na one koje koriste diskretne vrednosti u vise od dve ¢elije (MPFA*). Diskretiza-
cija fluksa TPFA shemama je predstavljena u Poglavlju 3.1, dok je MPFA shema
predstavljena u Poglavlju 3.2. Opsiran pregled metoda konac¢nih zapremina je dat
u [28].

Uklanjanje diskontinuiteta u tenzoru konstitutivne relacije predstavljeno u Po-

glavlju 3.3 moguce je primeniti i na TPFA sheme i na MPFA sheme. Takode,

3TPFA - skr. od termina na engleskom jeziku two-point flux approzimation
4MPFA - skr. od termina na engleskom jeziku multipoint fluz approzimation
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3.1. TPFA sheme

diskretizaciju bunara prestavljenu u Poglavlju 3.4 moguce je primeniti i na TPFA i
na MPFA sheme.

Zbog jednostavnije notacije i lakseg razumevanja u poglavljima 3.1-3.4 je pret-
postavljeno da je gustina konstantna. To znaci da je brzina dobijena iz Darsijevog

zakona preko hidraulickog potencijala, pa je Darsijev fluks kroz stranu f
Ty — / (KVA) -nTdS = — / (Kn7) - VhdS. (3.8)
! !
Kada gustina nije konstantna Darsijev fluks se racuna pomocu sledece formule

k
T=— [ =(Vp—pg) ndS. 3.9
R R (39

Razlike koje se pojavlju u poglavljima 3.1-3.4 kada gustina nije konstantna objasnje-
ne su u Poglavlju 3.5.

Diskretizacija Darsijevog fluksa u nezasi¢enoj sredini je opisana u poglavlju 3.6.

3.1 TPFA sheme

U ovom poglavlju predstavljena je aproksimacija fluksa koris¢enjem diskret-
nih vrednosti u dve celije. Linearna aproksimacija fluksa na stranama na kojima
nema diskontinuiteta predstavljena je u Odeljku 3.1.1, dok je nelinearna aproksi-
macija fluksa predstavljena u Odeljku 3.1.2. Aproksimacija fluksa TPFA shemama
uvodenjem pomoc¢nih tacaka kolokacije na stranama gde postoji materijalni diskon-

tinuitet predstavljena je u Odeljku 3.1.3.

3.1.1 Linearna TPFA shema

Najjednostavnija aproksimacija fluksa se dobija tako sto se izvod u pravcu aprok-
simira kona¢nom razlikom. U slucaju jednacine podzemnog strujanja, fluks (3.8)
kroz stranu f = 07T T N JT ~ mozemo aproksimirati formulom

_—h,

- = x|

h
ug == [ (&) hdS ~ | Kyl (3.10)
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3.1. TPFA sheme

pri cemu je Ky = K(xf) gde je xs teziSte strane f, ns jedini¢ni vektor normalan
na stranu f usmeren od 7 ka 7, dok |f| predstavlja povrsinu strane f u tro-
dimenzionalnom sluc¢aju, odnosno duzinu strane f u dvodimenzionalnom slucaju.
Diskretne vrednosti hidraulickog potencijala u ¢elijama 7 i T~ obeleZene su sa h
i h_, dok su tacke kolokacije u tim ¢elijama oznacene sa x; ix_. Sa || | :R" = R
obelezavamo standardnu Euklidsku normu.

Na ovaj nacin dobijena je aproksimacija fluksa uz pomo¢ dve tacke u obliku

up = Mfhy — M;h_, (3.11)
pri cemu je
K
Mfi — M (3.12)
% = x4 ]

Kada je na strani f € I'y zadat Nojmanov granic¢ni uslov f € I'y, fluks aprok-

simiramo formulom:
up = /f gndS & [flgn(x)), (3.13)

gde je x; teziste strane f.

Granicne strane na kojima je zadat Dirihleov ili Robinov grani¢ni uslov mozemo
posmatrati kao Celije sa zapreminom nula. DefiniSimo pomo¢nu tacku kolokacije x¢
u tezistu strane f. Ukoliko u izvodenju koje je dovelo do jednacdine (3.11) umesto

T+ 17 imamo T i f, dolazimo do aproksimacije preko dve tacke
Uy =~ M]ThT — M]{hf, (314)

pri cemu je hy diskretna vrednost hidraulickog potencijala u pomocnoj tacki kolo-
kacije x;.

Kada je na strani f zadat Dirihleov granicni uslov diskretna vrednost hidra-
ulickog potencijala hy = gp(xy) je poznata iz grani¢nog uslova (2.52). Stoga fluks

u jednacini (3.5) mozemo predstaviti kao:
up & M] hy — M{gp(xy). (3.15)

Kada je na strani f zadat Robinov grani¢ni uslov, na osnovu (2.53) fluks je

moguce aproksimirati kao:

Uy ~ ’f|\11(hf - gR(Xf)>. (316)
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3.1. TPFA sheme

Eliminacijom hy iz jednacina (3.14) i (3.16) dobijamo aproksimaciju fluksa

T f
up & |f|\I/Mf th . |f|\I/Mf ng(Xf)~ (3.17)
|fIV + M; |fIV + M;

Obelezimo sa D, ; pravu koja prolazi kroz tacku x; u pravcu Kyny. Za mrezu

kazemo da zadovoljava uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor K ukoliko:

e Za svaku stranu f izmedu dve ¢elije 7 1 T~ vazi

D.sNf=D_;Nf+0, (3.18)

e Za svaku stranu f koja pripada granici samo jedne celije T (takva strana se

nalazi na granici domena €2) vazi

Drynf#0. (3.19)

Xy

D”h f
T
X_

T-

Slika 3.2: Primer mreze gde nije ispunjen princip ortogonalnosti za izotropni tenzor

K.

Napomena. Za linearnu TPFA shemu pomoéne tacke kolokacije, kada god je
to moguce, treba da budu definisane tako da je zadovoljen uslov ortogonalnosti u
odnosu na tenzor konstitutivne relacije. Na primer u izotropnom slucaju za pomocne
tacke kolokacije x; treba uzeti ortogonalnu projekciju tezista x; na stranu f.

U slucaju strukturne pravougaone mreze sa izotropnim tenzorom, diskretizacija
dobijena linearnom TPFA shemom je identi¢na diskretizaciji dobijenoj metodom

konac¢nih razlika sa tackama kolokacije u centrima celija.
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3.1. TPFA sheme

Kada mreza zadovoljava uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor konstitutivne
relacije, shema dobijena aproksimacijom fluksa (3.10) je prvog reda ta¢nosti za fluks
i drugog reda tacnosti za hidraulicki potencijal [30], $to je i pokazano u Primeru 1.

Zamenom aproksimiranih vrednosti fluksa (3.11), (3.13), (3.15) i (3.17) u
jednacini (3.4) i evaluacijom ponora dobijamo za svaku ¢éeliju T € M

> M]hr— > Mfhy = Tler+ Y. &y, (3.20)

fcoT fCoT f=0TNaQ
f=8TNOL,LeM

pri cemu je

qr = q(x7), (3.21)
—[flgn(xy), akoje f C Ty,
§r=1{ Mfgo(xs), akoje fC T, (3.22)

|f|w ] :
ng(Xf) akO Je f g FR.

Na ovaj nacin dobija se sistem linearnih jednacina
Ah = b, (3.23)

gde je A matrica sistema dimenzije card(M)xcard(M) i h vektor nepoznatih dis-

kretnih vrednosti hidraulickog potencijala u ¢elijama.

Definicija 1. Matrica je nesvodljiva ako se ne moZe permutacijama redova i vrsta

svesti na gornje-trougaony matricu.

Definicija 2. Nesvodljivu matricu A nazivamo M-matricom ukoliko za njene ele-

mente a;; vazi:
e sui elementi na glavnoj dijagonali su pozitivni, tj. a; > 0 za svako 1,
e svi elementi van glavne dijagonale su nepozitivni, tj. a;; < 0 za svako i # 7,

e suma svake kolone matrice je nenegativna i postoji bar jedna kolona cija je

suma pozitivna.
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3.1. TPFA sheme

Definicija 3. Matrica A se naziva dijagonalno dominantnom ako za njene elemente
a;j vazi
lai] > layl, 2a svako i. (3.24)
J#

Matrica je nesvodljiva ako je njen graf jako povezan (videti [32]). Za povezanu
mrezu M graf matrice A je jako povezan [18], pa je matrica A nesvodljiva.

Na osnovu (3.12), (3.15) i (3.17) koeficijenti M}t i M] su uvek nenegativni, pa
se u matrici sistema (3.20) na glavnoj dijagonali nalaze pozitivni elementi a van nje
negativni. Primetimo da je doprinos fluksa kroz stranu f = 97 T NOT ~ elementima
matrice a, 4+ jednak :I:M;“, dok je doprinos elementima matrice a4 jednak FM; .
Sa druge strane fluks kroz stranu f = 07 N 0$2 doprinosi samo elementu ar7 i taj
doprinos je jednak M]T Stoga je suma kolone pozitivna ukoliko ta kolona odgovara
¢eliji koja ima grani¢nu stranu, a u suprotnom je jednaka nuli. Prema tome matrica
sistema dobijena TPFA shemom (3.11) je M-matrica. Na osnovu dobro poznate
teoreme da svaka M-matrica ima inverz [9] postoji jedinstveno resenje sistema (3.23).

Linearna TPFA shema zadovoljava lokalni diskretni princip maksimuma i mini-

muma na osnovu sledece teoreme koja je formulisana i dokazana u [15].

Teorema 2. Shema diskretizacije zadovoljava lokalni diskretni princip maksimuma

1 minimuma ako je matrica sistema dijagonalno dominantna M-matrica.

Problem sa linearnom TPFA shemom je $to profinjavanje mreze [2] ne dovodi do
smanjenja greske aproksimacija (3.10) kada mreZa ne zadovoljava princip ortogonal-
nosti u odnosu na tenzor (v. Primer 2). Prema tome, shema je nekonzistentna sto
znac¢i da dobijeno resenje ne tezi tacnom resenju kada velicina svake Celije tezi nuli.
U praksi je tesko zadovoljiti princip ortogonalnosti, a nekada je to cak i nemoguce.
Stoga se pristupa izradi robusnijih shema koje ¢e biti drugog reda tacnosti i kada

princip ortogonalnosti ne vazi.

3.1.2 Nelinearna TPFA shema

U nelinearnoj TPFA shemi, sli¢no kao i u linearnoj TPFA shemi cilj je predstaviti

fluks (3.8) u obliku (3.11), ali tako da shema bude drugog reda tac¢nosti i kada ne
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3.1. TPFA sheme

vazi uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor konstitutivne relacije.

Shema ovog tipa je prvi put formulisana na trougaonim mrezama u [45]. Ge-
neralizacija u slu¢aju anizotropnog i heterogenog tenzora je razvijena u [47]. U
[48, 70] predstavljena je nelinearna TPFA shema za nestrukturnu mrezu sa zvezdo-
likim poligonalnim ¢elijama. Ovaj pristup je prosiren na trodimenzionalne poliedar-
ske nestrukturne mreze u [18, 54]. Ubrzanje konvergencije kao i drugadiji tretman
flukseva na Nojmanovoj granici dati su u [64]. U radovima [66, 69] shema je dodatno
unapredena o ¢emu Ce vise reci biti u Odeljku 3.3.

Numericki testovi pokazuju da su nelinearne TPFA sheme drugog reda tac¢nosti
cak i za izrazito anizotropne tenzore i deformisane mreze, iako ne postoji formalni
dokaz konvergencije [28]. Ove sheme ne zadovoljavaju diskretni princip maksimuma i
minimuma, ali garantuju pozitivnost reSenja sto ¢e biti i pokazano u ovom poglavlju.

Za pomocne tacke kolokacije uzimamo ¢vorove mreze u kojima je zadat Dirihleov
grani¢ni uslov, kao i tezista strana na kojima je zadat Dirihleov grani¢ni uslov.

Hidraulicki potencijal u okolini strane f = 7N 7T~ mozemo aproksimirati line-

arnom funkcijom na dva nacina
h(x)~hy + Gy (x—x4), (3.25)
h(x)~h_+Gy_ - (x—x_). (3.26)
Zamenom relacije (3.25) u (3.8) dobijamo aproksimaciju fluksa
uf 2 upe = —|fInfK;Gy . (3.27)

Nepoznati vektor G4 nalazimo resavanjem linearnog sistema koji se sastoji od

tri jednacine (dve u dvodimenzionalnom slucaju) oblika:

G’f’+ . (XT — X+) = hT — h+, gde je T c M, (328)
Giy - (x—x4)=gp(x) — hy, gdejexeTlp, (3.29)
n; Kp Gy = —gn(xp,), gdeje fy €Ty, (3.30)

1 .
<(fo — X+)T + an}RKfR> Gs+ = gr(xp,) —hy, gdeje fr C Iy, (3.31)
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3.1. TPFA sheme

pri ¢emu je poslednja jednacina dobijena iz Robinovog grani¢nog uslova (2.53) i
(3.25)
—np K Gy = U(hy + Gy (X — X4) = gr(Xf)- (3.32)

Na ovaj nac¢in dolazimo do sistema
MGy = (3.33)
Stoga, aproksimacija fluksa (3.27) postaje
Uy = —|f|n}FKf9ﬁ_1t =—a’ -, (3.34)

gde je
at =|finfKm . (3.35)
Jednacine koje Cine sistem (3.33) treba izabrati tako da su elementi vektora ™
nenegativni, tj. o;F > 0.

Aproksimaciju (3.34) mozemo zapisati u obliku

Upy = — Z of (hi —hy) + Z a;rgN(Xf)- (3.36)
i J
Istim postupkom izvodimo aproksimaciju fluksa kroz stranu f u odnosu na ¢eliju
7—_
up— == o (hy —ho) + > aggn(x)). (3.37)
k 1
Ideja je da se fluks predstavi konveksnom kombinacijom® ove dve aproksimacije
up R pritig g+ (=g ) = —pg 3o (B = he) 4 e Yo7 gx (X))
' ! (3.38)
e ag (hy —ho) = p e gn(x))
k 1
gde je

Uy + = 1, Pt > 0. (339)

Koeficijente p4 trazimo tako da se potru sve diskretne vrednosti hidraulickog po-
tencijala osim onih u éelijama 7+ 1 7~ isvi Nojmanovi grani¢ni uslovi koji su manji

od nule (granica priliva). Drugim re¢ima zahtevamo da je

—pipdy + p_d_ =0, (3.40)

5Konveksna kombinacija vektora v; predstavlja linearnu kombinaciju Z?zl A;v; pri cemu vazi

daje Y ;A =11); >0 za svako i.
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gde je
dy = Z aFhE — Z ozjgN(Xj[). (3.41)
i;zé%':F gN(xjj)<0
Resavanjem sistema sainjenog od jednacina (3.39) i (3.40) dobijamo

d d,

— - s 3.42
d_+d;’ a d_+d, (342)

K

ako je d_ 4+ d. # 0, a u suprotnom postavljamo pu+ = 0.5. Na ovaj nacin dobi-

jena je aproksimacija fluksa koja koristi samo dve diskretne vrednosti hidraulickog

potencijala
up R Mj'fh+ — M;h_ +ry, (3.43)
Mp =ped af +pe Y, of, (3.44)
i e,
rp=ge Yo argn(xf) —pe D o an(xy). (3.45)
()50 x>0

J

Primetimo da koeficijenti M }t zavise od diskretnih vrednosti hidraulickih potencijala
preko koeficijenata fi.

Fluks kroz stranu f C I'y aproksimiramo koriste¢i Nojmanov grani¢ni uslov:

up = | flgn(xp). (3.46)

Kada je na strani f zadat Dirihleov granicni uslov, tu stranu mozemo posmatrati

kao ¢eliju zapremine nula. Stoga fluks aproksimiramo formulom
~ MT hr — Mgp(xy) (3.47)
Uf ~ f T ng Xf . .

Slicno i stranu f na kojoj je zadat Robinov grani¢ni uslov mozemo posmatrati kao
¢eliju zapremine nula. Kao i u linearnoj TPFA shemi fluks kroz stranu f aproksi-

miramo pomocu

|fleMf v f
ug ! L gr(x/). (3.48)

~ T —
|10+ M |f|V + M|
Zamenom aproksimiranih vrednosti fluksa (3.43), (3.46), (3.47) i (3.48) u jednadini
(3.4) dobijamo za svaku ¢eliju T € M
> MIhr— > Mih=|Tlar+ >, Fr— >y, (3.49)

fcoT ; a7f§a<9LTL ™ f=0TNoN fcoT
= ,Le
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pri cemu
—|flgn(xs), akoje f €I,

§r=1{ Mfgn(xs), akoje fCTp, (3.50)

|f1w ] :
|f‘\II+M;gR(Xf) ako je f C I'r.

Za razliku od linearne TPFA sheme, gde su vrednosti M;[ iste i zavise samo od
mreze i tenzora K, u nelinearnoj TPFA shemi M }t zavise od koeficijenata u4 koji
preko d. zavise od hidraulickog potencijala u okolnim ¢elijama (ne obavezno ¢elijama
koje su susedne ¢elijama 7717 ). Prema tome, za razliku od linearne TPFA sheme,
u nelinearnoj TPFA shemi vrednosti Mfi zavise od diskretnih vrednosti hidraulickog

potencijala. Stoga se ovakvom diskretizacijom dobija sistem nelinearnih jednacina

A(h)h = b(h). (3.51)
Ovakav sistem moguce je resiti na razlicite nacine, recimo Pikarovim metodom:
A(h™)h™*! = b(h"). (3.52)

Pocevsi od nekog pocetnog reSenja h®, reSavanjem sistema linearnih jednacina do-
lazi se do sledece iteracije. Ovaj postupak se nastavlja sve dok ne bude ispunjen

kriterijum konvergencije
[A(h")h" — b(h")]]
[

za zadato e, ili dok se ne dostigne zadati maksimalan broj iteracija.

<e (3.53)

Vazi da je h > 0, ako za svaki element vektora vazi h; > 0. Na isti nacin
se definisu i relacije <, <,> za vektor kolone. Kada je h™ > 0, na osnovu (3.41)
koeficijenti di su nenegativni. Iz (3.42) dalje sledi py > 0, pa su i koeficijenti
M;—L > 0, Sto implicira da matrica A(h") ispunjava uslove Definicije 2. Egzistencija
i jedinstvenost resenja linearnog sistema (3.52) sledi iz Cinjenice da postoji inverz
M-matrice.

Ne postoji formalni dokaz konvergencije nelinearne TPFA sheme, iako numericki
primeri (v. Primeri 11 2) pokazuju da je shema prvog reda tacnosti za fluks i drugog

reda za hidraulicki potencijal.
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Kada je g > 01 gn < 0 na osnovu diskretnog principa minimuma (Poglavlje 2.12)
sledi da se minimum tac¢nog reSenja dostize na I'p U I'g. Neka je gp > 01 gg > 0.
Potrebno je dokazati da je dobijeno numericko reSenje nenegativno (h"*! > 0).
Na desnoj strani jednacine (3.49) imamo da je ry = 0, jer je g < 0. Kako su
i koeficijenti M J]: u nenegativni sledi da je i § nenegativno. Iz ovoga sledi da su
svi elementi vektora b(h") nenegativni. Sa druge strane, matrica sistema A(h") je
M-matrica, pa su svi elementi njenog inverza nenegativni [9]. Prema tome, ako je
pocetno resenje h® > 0 onda i za svaku slede¢u Pikarovu iteraciju vazi h"™ > 0.

Na osnovu razmatranja u prethodnom pasusu, reSenje dobijeno nelinearnom
TPFA shemom je nenegativno. Ovu osobinu mozemo posmatrati kao globalni dis-
kretni princip minimuma kada je ta¢no resenje nenegativno i dostize nulu na gra-
nici. Matrica sistema (3.52) nije dijagonalno dominantna pa ne zadovoljava uslove
Teoreme 2. Stoga nelinearna TPFA shema ne postuje lokalni diskretni princip mak-
simuma i minimuma (v. 3).

Prednost nelinearne TPFA sheme u odnosu na linearnu je da je ona drugog reda
tacnosti ¢ak i za vrlo anizotropne tenzore i deformisane mreze. Ovakva robusnost
nelinearne TPFA sheme je dobijena po cenu resavanja nelinearnog sistema jednacina,

cak i ako je polazni problem linearan.

3.1.3 TPFA shema za fluks kroz materijalni diskontinuitet

Slicno kao i u slu¢aju strana na kojima je zadat Dirihleov ili Robinov graniéni
uslov, stranu na materijalnom diskontinuitetu mozemo tretirati kao ¢eliju zapremine
nula.

Istim izvodenjem koje je u sluc¢aju linearne TPFA sheme dovelo do jednacine
(3.11), odnosno u slucaju nelinearne TPFA sheme do (3.43), dolazimo do aproksi-
macija

up =~ NThy = Nfhy+7rf, uy~—-N"h_+N;hs—rj, (3.54)

pri Cemu je rjf = 0 u linearnoj TPFA shemi. Kombinujuéi ove dve aproksimacije,
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3.2. Nelinearna MPFA shema

hidraulicki potencijal h; u strani f moZemo izraziti formulom

) Nthy+ N-h_+7rf +r}
f: — .
Nf + N;

(3.55)

Eliminacijom hy iz (3.54) dolazimo ponovo do aproksimacije uz pomoé¢ dve tacke u
obliku (3.43) pri cemu su:

Mt NENT . :NJ?T}T—N]TT;
' Nf+N; Nf+N;

(3.56)

Na osnovu razmatranja iz prethodnog odeljka, koeficijenti N* i N}t su pozitivni
ako je h™ > 0. Stoga su u tom slucaju i koeficijenti M}t > 0. Prema tome ova-
kva aproksimacija fluksa na materijalnom diskontinuitetu ne narusava pozitivnost
resenja.

Kada se diskontinuitet nalazi u blizini granice, da bi uopste mogla da se nade
aproksimacija fluksa potrebno je uvesti dodatne pomo¢ne tacke kolokacije (na primer
u srediStima ivica). Tada ¢ée koeficijenti M }t zavisiti od diskretnih vrednosti hidra-
ulickog potencijala u ovim pomoé¢nim tackama kolokacije. Vrednost hidraulickog
potencijala u pomoc¢noj tacki kolokacije moguce je naéi interpolacijom iz okolnih
tacaka. U [64] interpolacija je izvrSena metodom najmanjih kvadrata. Nazalost u
blizini diskontinuiteta tacnost ovakve metode je prvog reda.

U [66] je predstavljen algoritam koji ne narusava lokalni diskretni princip mak-
simuma i zadrzava drugi red tacnosti. Ovaj pristup aproksimaciji fluksa preko ma-
terijalnog diskontinuiteta podrazumeva da se primeni lokalna deo po deo linearna
koordinatna transformacija koja uklanja diskontinuitet. Ovakav metod je opisan u

Odeljku 3.3.

3.2 Nelinearna MPFA shema

U MPFA shemama za aproksimaciju fluksa u strani koristi se vise od dve tacke.
Postoje razli¢ite linearne MPFA sheme, npr. O-metod [1], L-metod [2], itd. Medu-
tim, u [42] je pokazano da na Cetvorougaonim mrezama nije moguée napraviti kon-
zistentnu linearnu shemu uz pomo¢ devet tacaka koja zadovoljava diskretni princip

maksimuma i minimuma za svaki tenzor.
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3.2. Nelinearna MPFA shema

Nelinearna MPFA shema za trougaone mreze koja postuje lokalni diskretni prin-
cip maksimuma i minimuma opisana je u radu [46]. U radu [29] ova nelinearna
MPFA shema je prosirena na poligonalne, odnosno poliedarske ¢elije u dve, odno-
sno tri dimenzije. Dalje je razvijana u radovima [34, 49].

Kao i u nelinearnoj TPFA shemi, ovde za pomoc¢ne tacke kolokacije uzimamo
¢vorove mreze u kojima je zadat Dirihleov grani¢ni uslov i teziSta strana na kojima
je zadat Dirihleov ili Robinov grani¢ni uslov.

Da bi shema zadovoljavala lokalni diskretni princip maksimuma i minimuma,
dovoljno je da zadovoljava uslove Teoreme 2. Konstruisimo aproksimaciju fluksa
kroz stranu f C 07 u obliku

uf = vilhy —hi) + 3 ojlflon(xy), (3.57)

i J
pri ¢emu je h; vrednost hidraulickog potencijala u tackama kolokacije, odnosno
hi = gp(x;) ako x; € I'p ili h; = gr(x;) ako je x; pomoéna tacka kolokacije na strani

u kojoj je zadat Robinov grani¢ni uslov. Ako vazi
v; >0, kadaje f=90T;NIT, inace v; >0, (3.58)

i ako je p; > 0 aproksimacija (3.57) zadovoljava uslove Teoreme 2.
Neka je strana f = 9T N7 ~. Jednostrane aproksimacije (3.36) i (3.37) kroz

stranu f =7 T N T~ moZemo zapisati kao
Up i = Za )+ af(hy —h_)+rf, rf =) afgn(x]) (3.59)
J

Za hi) +ai(h-—hy)+ry, 1, = zl:al_gN(xl_) (3.60)
pri ¢emu zahtevamo da je 0@ > (. Ove aproksimacije mozemo dalje zapisati u obliku
upr =G+ Bi(hy —h), upo =G+ B (ho — hy) (3.61)
pri cemu je
= Z@j(m —hi) + (af = By)(hy —ho) + 7,
' (3.62)

G™ =3 a5 (he = hi) + (af = B)(h- = hy) + 717,
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3.2. Nelinearna MPFA shema

Konstante f1 > 0 bi¢e razmatrane nesto kasnije u ovom poglavlju.
Za aproksimaciju fluksa kroz stranu f uzimamo konveksnu kombinaciju aproksi-
macija (3.61)
Up A pptig g+ p- (=), (3.63)
pp +p— =1, pgp > 0. (3.64)

Koeficijenti p+ u nelinearnoj TPFA shemi birani su tako da se doprinosi svih
¢elija osim T+ poniste. Sa druge strane, u nelinearnoj MPFA shemi koeficijenti
p+ biraju se tako da se fluks moze predstaviti u obliku (3.57) pri ¢emu vazi (3.58).
Doprinosi G* mogu da naruse ovaj zahtev, pa ako bismo njih uspeli da elimini$emo

onda bi vazilo (3.58). Stoga, neka je
Gt —u_G= =0. (3.65)

Resavanjem sistema jednacina (3.64) i (3.65) dobijamo

GT
= GG

Ukoliko je GT + G~ = 0, moZemo postaviti u, = p_ = 1/2. Nazalost, GT i G~

(3.66)

mogu biti razli¢itog znaka, pa stoga nije zadovoljen uslov py > 0. Prema tome,

potrebno je koeficijente p4 pronaéi na drugi nac¢in. Neka su:

G7
= 3.67
ST 200
odnosno py = u_ = 1/2, ako je |G*| = |G~| = 0.
Na osnovu (3.61) i (3.67) fluks (3.63) je moguce napisati u obliku
up = (g By + p-B-)(hy = ho) + p.G* — p G~
G718 IGT B 161G 166 (3.68)
GG T T GG
U zavisnosti od znaka GTG~ imamo dva slucaja.
e Kada je G*G~ > 0 aproksimacija fluksa se svodi na
G718+ +1GT1B-
~ hy —h_). 3.69
uy |G+| + |G_’ ( + ) ( )
U jednacini (3.4) na osnovu (3.7) vazi u} = uy za ¢eliju 7T, odnosno u; = —uy

za Celiju T—. Formula (3.69) je oblika (3.57), pa kako je S+ > 0 ispunjen je
zahtev (3.58).
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3.2. Nelinearna MPFA shema

e Kada je GTG™ < 0 onda vazi |G~ |Gt — |GT|G™ =2|G7|GT = —2G~|GT|, pa

je aproksimacija fluksa (3.68) u strani f za Celiju T+

G~ |B. + |G| p- 21G—IGT
i =~ \|G++\+=G: (h*‘h‘)+rG|+r+|rG|
G Gt
= e e i)
26| F(hy —h) + (ot hy —h )41t
+m Z%( + = hi) + (@ = By )(hy —ho) + 17 (3.70)
(hs — )

e (|G (20 = B4) + |G+|ﬁ—>

2|G
e (e e =+,
odnosno za ¢eliju T~
B P S i <
GH+ |G GH + |G
_ |G~ 1B+ +1G™|B-

GG T
+ﬁ S oa;(he —hy) + (o = Bo)(he — hy) + 15
G+l \& AL ! (3.71)
(h- —hy)

- G (1671207 = B-) + G784

2|GT
+|G+|’+|‘G |(Za +rf)
Aproksimacije (3.70) i (3.71) zadovoljavaju lokalno odrzanje, tj. vazi da je
u;{ = —uy . Ukoliko je ispunjeno 0 < 8} < 20710 < f_ < 2a, aproksimacije
(3.70) i (3.71) su u zahtevanom obliku (3.58).

Fluks neprekidno zavisi od hidraulickog potencijala. U radovima [28, 29| je
pokazano da je ovo svojstvo garantovano ako se uzme jedinstveno f = f_ = g, =
2min(at, al).

Kada je Nojmanov grani¢ni uslov zadat na strani f onda fluks aproksimiramo

kao
ug ~ | flgn(xyp). (3.72)
Stranu na kojoj je zadat Dirihleov grani¢ni uslov mozemo posmatrati kao celiju

zapremine nula. Aproksimacija fluksa je tada
up ~ M] hy — M{gp(xy). (3.73)
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3.2. Nelinearna MPFA shema

Sli¢no, strane f gde je zadat Robinov grani¢ni uslov mozemo posmatrati kao
¢elije zapremine nula. Kao i u linearnoj TPFA shemi, aproksimaciju fluksa je data

kao

T f
up & |f|\1’Mfth— 'fWMfng(xf). (3.74)
|f1¥ + M| |f|W + M|

Diskretizacija fluksa u stranama gde postoji diskontinuitet izvedena je na nacin
opisan u Odeljku 3.3.
Velicine |G*| 1 |G| zavise od vrednosti hidraulickog potencijala. Stoga se dis-

kretizacijom opisanom u ovom poglavlju dolazi do sistema nelinearnih jednacina
A(h)h = b(h). (3.75)

Matrica A(h) ispunjava uslove Definicija 2. i 3. pa je to dijagonalno dominantna M-
matrica. Stoga, na osnovu Teoreme 2. nelinearna MPFA shema zadovoljava lokalni
diskretni princip maksimuma i minimuma.

Nelinearna MPFA shema je prvog reda tacnosti za fluks, a drugog za hidraulicki
potencijal (v. Primer 1). Pod odredenim uslovima postoji dokaz konvergencije
ovakve sheme [29].

Kao i nelinearna TPFA shema, nelinearna MPFA shema je takode drugog reda
tacnosti cak i za vrlo anizotropne tenzore i deformisane mreze (v. Primer 2). Ovo
svojstvo je dobijeno po ceni reSavanja nelinearnog sistema c¢ak i ako je problem
linearan. Prednost ove sheme u odnosu na nelinearnu TPFA shemu je u tome da
ona postuje lokalni diskretni princip maksimuma (v. Primer 3). Matrica sistema
(3.75) je retka, najCesée sa nesto vise ne-nula vrednosti nego u nelinearnoj TPFA
shemi. Ako mreza zadovoljava odredene uslove [49] onda broj ne-nula vrednosti
moze biti isti kao i u nelinearnoj TPFA shemi.

Jednu varijantu linearne MPFA sheme je mogucée dobiti tako sto ¢emo uzeti
i+ = 0.5. Ovakva shema je prvog reda tac¢nosti za fluks i drugog reda za hidraulicki
potencijal (v. Primer 11 2), ali ne daje M-matricu i ne zadovoljava diskretni princip

minimuma i maksimuma (v. Primer 3).
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3.3. Uklanjanje diskontinuiteta na stranama

3.3 Uklanjanje diskontinuiteta na stranama

lokalnom koordinatnom transformacijom

Ta¢nu diskretizaciju fluksa na stranama gde postoji diskontinuitet u tenzoru
konstitutivne relacije ponekad nije moguée konstruisati koris¢enjem samo vrednosti
hidraulickog potencijala u primarnim tackama kolokacije (tezista ¢elija) i pomoénim
u stranama. Tada je potrebno na neki nacin izra¢unati vrednost hidraulickog po-
tencijala u pojedinim ivicama ili ¢vorovima. Primera radi, u [18] vrednost u ivicama
interpolirana je aritmetickom sredinom. Resenje dobijeno na ovaj nacin je pozitivno,
ali je prvog reda tacnosti. Sli¢no, u [64] je vrednost u ¢vorovima dobijena metodom
najmanjih kvadrata, garantovana je pozitivnost resenja, ali je ta¢nost prvog reda na
diskontinuitetu.

U radu [66] vrednosti hidraulickog potencijala u ¢vorovima mreze dobijaju se
interpolacijom koriste¢i deo po deo linernu transformaciju. Ovakav pristup ne
narusava lokalni diskretni princip maksimuma i ne smanjuje red tacnosti metode.
Ista lokalna transformacija je u [69] iskoriS¢ena za direktnu aproksimaciju fluksa,
¢ime je izbegnuto koris¢enje pomoc¢nih tacaka kolokacije i interpoliranje vrednosti u
njima.

Obelezimo sa U(xg) okolinu neke tacke xo € €2. Neka se ona sastoji od slojeva
U_p,..., Uy, m>0,n >0, pri éemu je materijalni diskontinuitet U; N U, glatka

povrs koju aproksimiramo pomocu ravni (slika 3.3).

Uy 12

n_os U—2

Slika 3.3: Lokalna slojevitost okoline tacke x.
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3.3. Uklanjanje diskontinuiteta na stranama

Pretpostavimo da je tenzor K neprekidan unutar svakog sloja, dok izmedu slojeva
moze da ima prekide. Uvedimo lokalnu aproksimaciju K(x) = K; kada je x € U,.

Potrazimo deo po deo linearnu aproksimaciju hidraulickog potencijala u obliku
h(x)=h;+ G, (x —%xq), x€U. (3.76)

Kako imamo m +n + 1 slojeva, prethodna jednacina ima 4 - (m +n+ 1) stepena
slobode u trodimenzionalnom slucaju.
Hidraulicki potencijal je neprekidna funkcija. Stoga na materijalnom diskonti-

nuitetu za prethodnu aproksimaciju mora da vazi
hi1+Gi1-(x—x%9)=hi + G- (x—xg), zasvakoxeU;,NU,_;. (3.77)
Na osnovu zakona odrzanja na materijalnom diskontinuitetu mora da vazi
—n. | Ki1G;io1 = —n) | K,G;. (3.78)

gde je n;_1; jedini¢ni vektor normalan na U; N U;;; usmeren od sloja sa manjim
apsolutnim indeksom ka sloju sa ve¢im apsolutnim indeksom. Zbog lakSe notacije
obelezimo n; = n,;_;; za pozitivne indekse ¢, odnosno n; = n; ;4 za negativne ¢
(slika 3.3).

Materijalnih diskontinuiteta ima (n 4 m) i na njima su definisani uslovi (3.77) i
(3.78). Uslov (3.77) eliminise tri stepena slobode, dok uslov (3.78) eliminiSe jedan
stepen slobode. Stoga, ovi uslovi eliminiSu sve osim ¢etiri stepena slobode funkcije
(3.76)

h(x) = ho + Go - F(x), (3.79)

pri ¢emu je F : R? — R? deo po deo linearna transformacija izvedena u Dodatku
A. Transformacija F'(x) ne zavisi od hidraulickog potencijala, ve¢ samo od tenzora
K i geometrije modela.

Formula (3.79) je u [66] iskoris¢ena za interpoliranje vednosti hidraulickog poten-
cijala u tackama. U [69] formula (3.79) se koristi direktno za aproksimaciju fluksa
kroz neku stranu f i taj pristup je opisan u nastavku.

Neka strana f sa tezistem x; pripada celiji 7 i neka je njena normala n; usme-

rena van ¢elije 7. Za tacku xq u jednadini (3.76) uzimamo teziste x7, pa je hg = hr.
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3.4. Diskretizacija bunara

Komponente vektora Gg pronalazimo resavanjem linearnog sistema
MGy =, (3.80)

koji se sastoji od tri jednacine (dve u dvodimenzionalnom slucaju) sledeéeg tipa:

F(xk)-Go=hg —hr akoje K € M (3.81)
F(xy) - Go = gn(x,) — hr ako je x, € I'p, (3.82)
n}Kf(xf)VF(xf)Go = —gn(xy) akoje f C Ty, (3.83)

(F(xf)T + in}mxf)w(xf)) Go = gu(x;) — hy akoje f CTr.  (3.84)

Poslednju jedna¢inu dobijamo iz Robinovog grani¢nog uslova (2.53)
—n}FKf<Xf)VF(Xf)G0 =V (h']' + G() : F(Xf) - gR(Xf)) . (385)

Kada ovakav sistem ima jedinstveno resenje, fluks kroz stranu f je moguce pred-
staviti kao

up ~ =] (Ky ()M 'e) np = —|flex -, (3.86)

jer je f C Uy i VF =1 na U,. Vektor koeficijenata o je
a=n;K(xp)m . (3.87)

Jednacine koje Cine sistem (3.80) je potrebno izabrati tako da su sve koordinate
vektora a nenegativne.
U Primerima 4 i 5 pokazano je da ovakav pristup ne narusava lokalni diskretni

princip maksimuma i ne smanjuje red ta¢nosti metode.

3.4 Diskretizacija bunara

Podzemno strujanje koje je od interesa u inzenjerskoj praksi ¢esto je prouzro-
kovano radom bunara. Hidrogeoloski gledano, namena bunara je eksploatacija ili
osmatranje podzemnih voda.

Perforirani deo zida bunara koji omogucava dotok vode iz podzemne sredine u

unutrasnjost bunara nazivamo filter. Duz filtera usled razli¢itih uticaja (mehanickih,
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3.4. Diskretizacija bunara

hemijskih i biologkih) dolazi do delimi¢nog zapusavanja (kolmiranja)®. Ovo uzrokuje

dodatan hidraulicki otpor, pa je intenzitet Darsijeve brzine kroz filter
u=W(h, — hy), (3.88)

pri ¢emu je hy hidraulicki potencijal unutar bunara, h, hidraulicki potencijal u
podzemnoj sredini tik do filtra bunara (slika 3.4), ¥ = K\ /dy koeficijent transfera,

a K i dy koeficijent filtracije i debljina kolmiranog sloja, respektivno.

kolmirani

sloj ?\

Slika 3.4: Dodatni hidrauli¢ki otpor duz zida bunara.

Hidraulicki potencijal se menja logaritamski sa udaljenoséu od bunara (slika 3.4),
Sto ¢e biti objasnjeno u Odeljku 3.4.1. Gradijent hidraulickog potencijala se u okolini
bunara brzo menja, pa tu klasicne sheme na grubim mrezama rezultuju velikim
gubitkom tacnosti. U situacijama kada strujanje u podzemnoj sredini uglavnom
zavisi od prisustva bunara, netacno modeliranje u okolini bunara ima za posledicu
gubitak ta¢nosti u celom domenu.

Lokalno profinjenje mreze moze pomoci, ali je problem u tome da je u praksi

precnik bunara naj¢es¢e mnogo manji od okolnih ¢elija. Stoga je potrebno dosta

6U literaturi na engleskom jeziku ovakva pojava se obi¢no opisuje terminom skin effect
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profiniti mrezu da bi se dobilo zadovoljavajuce resenje, Sto ima za posledicu vece
koris¢enje racunarskih resursa.

Metode za modeliranje i diskretizaciju bunara razmatrane su u vise radova
[14, 23, 24, 27, 26, 53, 56, 57]. Najceste upotrebljavani nacin za diskretizaciju bunara
je Pismanova korekcija [56, 57]. Ovakav pristup, prvobitno formulisan za konac¢ne
razlike sa bunarom u centru celije, kasnije je prosiren i na druge metode diskreti-
zacije (pregled videti u radu [14]). Ovaj metod daje korektan proticaj kroz bunar
i smanjuje gresku u hidraulickom potencijalu, ali hidrauli¢ki potencijal i dalje nije
¢ak ni prvog reda tac¢nosti na grubljim mrezama.

U radu [27] predstavljene su dve metode za diskretizaciju kada je bunar mo-
deliran zasebnim ¢elijama. U radu [26] predstavljeno je prosirenje ovih metoda
na neizotropnu sredinu. Aproksimacija fluksa WFC” metodom (dvodimenzionalni
slucaj predstavljen u Odeljku 3.4.2) je slicna Pismanovom modelu i koriguje aproksi-
maciju fluksa na bunarskim stranama. Ona daje mnogo tacniji proticaj kroz bunar,
ali nije ¢ak ni prvog reda tacnosti na grubim mreZama. Aproksimacija fluksa NWC8
metodom (dvodimenzionalni sluc¢aj predstavljen u Odeljku 3.4.3) koriguje aproksi-
macije fluksa u nekoj okolini bunara, sto daje drugi red ta¢nosti. U Odeljku 3.4.4

predstavljeno je prosirenje na trodimenzionalni slucaj.

Slika 3.5: Diskretizacija bunara u dve (levo) i tri (desno) dimenzije.

Bunar je predstavljen nizom cilindricnih celija u trodimenzionalnom slucaju,

odnosno jednom kruznom ¢elijom u dve dimenzije (slika 3.5). U trodimenzionalnom

"WEFC - skraéenica od termina na engleskom jeziku well face correction
8NWC - skracenica od termina na engleskom jeziku near well correction

93



3.4. Diskretizacija bunara

sluc¢aju granicni uslov u bunaru se postavlja na najnizoj strani najnize ¢elije, zato sto
ta strana presusuje tek kada presusi i ceo bunar. Tok unutar bunara je modeliran
Hagen-Poisilovim zakonom, sto znaci da je koeficijent filtracije duz bunara zadat

relacijom
r’pg
K, = 3.89
b 8,LL ) ( )

pri ¢emu je r poluprecnik bunara, p je gustina vode unutar bunara, g je gravitaci-

ona konstanta i p je dinamicka viskoznost vode. Fluks kroz stranu f izmedu dve

bunarske ¢éelije (T*) aproksimiramo linearnom TPFA shemom
hy —h_
% — x|l

Ovakva aproksimacija je drugug reda tacnosti i zadovoljava lokalni diskretni princip

up = [ f] 15| (3.90)

maksimuma i minimuma ako je bunar prav, jer je na stranama izmedu dve bunarske
¢elije zadovoljen uslov ortogonalnosti.

Strane koje se nalaze izmedu cCelija bunara i ¢elija porozne sredine nazivamo
bunarskim stranama (slika 3.5).

U dvodimenzionalnom sluc¢aju kada je zadat bunarski proticaj, bunar se modelira
kao term izvora i ponora, dok je u slucaju kada je zadat nivo bunar predstavljen

kao kruzna rupa na ¢ijoj granici je zadat Robinov grani¢ni uslov.

3.4.1 Analiticko resenje

Posmatrajmo problem u dve dimenzije. Neka se bunar poluprecnika r nalazi u
centru kruznog domena polupreénika R. Neka je domen homogen i izotropan sa

tenzorom filtracije K = K. Prelaskom na polarne koordinate
T — Xy = psint, y—y, = pcost, (3.91)
mozemo dobiti opste resenje jednacine (2.27) metodom razdvajanja promenljivih
h=(Colnp+ Cy)(Dyd+1)+ i (Anp” + Bnp_”) (D,, cosnt +sinnd), (3.92)
n=1

pri ¢emu su A,, B,, Cy,Cy i D,, konstante, dok je p = p(x) udaljenost tacke x od
centra bunara X.:

p(x) =[x = x|- (3.93)
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Iz uslova da resenje ne zavisi od ¥ dobijamo

Ako su h, i hg vrednosti hidraulickog potencijala u poroznoj sredini na rastojanjima

r i R od centra bunara onda je reSenje

hr — h, h,InR — hgrlnr
h = i Inp+ R : (3.95)
dok je ukupni proticaj kroz bunar
hgr — h,
Q = 2K Flf = (3.96)
n -

Razmotrimo sta se desava u anizotropnom slucaju. Tenzor filtracije K je sime-

tricna pozitivno definitna matrica te stoga vazi
K = ADAT, (3.97)

gde je A matrica sopstvenih vektora matrice K i D = diag(dy, d2) dijagonalna ma-
trica Ciji su elementi sopstvene vrednosti matrice K. Zbog pozitivne definitnosti

matrice K sve njene sopstvene vrednosti su pozitivne. Prema tome

K = AVDVDAT, VD = diag(y/dy, \/db) (3.98)

odnosno
~1/o—1\T : S Sip -1
K=848NHT, gdejeS= = (AVD)™. (3.99)
Sa1 Sz
Definisimo koordinatnu transformaciju
X =S8(x —Xy). (3.100)

Gradijent hidraulickog potencijala je moguce predstaviti kao

oh Oh 9T | Oh OY oh oh
Vh= | o || mor Tame | _ | S NG | _grgy (30
d Oh O | Oh Oy P d ’ '
CTZ ;7287, + (7%3% Sm% +5223*Z
gde je
— o 0
V=|—— 3.102
<8x’8y> (8102)
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3.4. Diskretizacija bunara

nabla operator u novom koordinatnom sistemu. Divergenciju proizvoljnog vektora

v=[v; w7 je mogucée predstaviti kao

_On O g O g Qv O g O G (sy). (3.103)

Vo= Ty oz By oz 7

Prema tome, stacionarna jedna¢ina podzemnog strujanja u zasi¢enoj sredini (2.27)

u novim koordinatama glasi
V- (KVh) =V (SKS"Vh). (3.104)

Zamenom (3.99) u poslednjoj jednacini dobijamo da je jednacina podzemnog stru-
janja

V- (Vh)=q. (3.105)
Stoga je resenje oblika

h=Cylnp+ Cy. (3.106)

Na ovaj nacin koordinatnom transformacijom problem je postao izotropan. Ako
je u novim koordinatama domen kruzan sa konstantnim hidraulickim potencijalom
hr na udaljenosti (u novim koordinatama) R od centra bunara, odnosno h, na

udaljenosti r, sli¢no kao i u izotropnom slucaju resenje je

hgr — h, . _ h,InR— hgrlnr
h= In 2 Inp(x) + I E , (3.107)
pri cemu je
p(x) = [|S(x — x| = [IX]]. (3.108)
Ukupni proticaj kroz bunar je
hgr — h,
Q = 2r|det(S™Y)] ff . (3.109)
nE

Primetimo da se ova formula svodi na (3.96) kada je u izotropnom sluc¢aju K = KT,
gde je K porzitivna skalarna vrednost. Dekompoziciju (3.98) u tom slu¢aju mozemo

zapisati kao

K = IVKVKI, (3.110)

dok je S~' = IVK, pa je |det(S7Y)| = K.

26



3.4. Diskretizacija bunara

3.4.2 WPFC korekcija

Na osnovu proticaja (3.109) u [26] je predlozeno da se fluks na bunarskim stra-

nama aproksimira kao

hr — hy

px71)’
rin G

up & [Pr(f)]s|det(S )] (3.111)

gde je hy vrednost hidraulickog potencijala u pomoc¢noj tacki kolokacije xy, a Pr(f)
je centralna projekcija strane f na skup ||X|| = r iz centra bunara X,. Sa |Pr(f)|s je
oznacena duzina projekcije u novom koordinatnom sistemu. Ovakva aproksimacija

se u izotropnom slucaju svodi na aproksimaciju razmatranu u [27]

hy — hy
p(x)
Na osnovu (3.88) imamo da je fluks na bunarskim stranama
up = [f|V(hs = hy), (3.113)

pri ¢emu je h,, vrednost hidraulickog potencijala u bunarskoj celiji. Iz prethodne
jednacine i jednacine (3.111) dobijamo
P det(S71)|w
[Pr(f)]sldet(S=H)| + | f[¥rn 55

p(xy)

Vrednost In % je uvek pozitivna jer je bez obzira na koordinatnu transfor-
maciju uvek ispunjeno p(xr) > p(xy) > 0, te je zbog toga ceo razlomak u (3.114)
pozitivan. Ovakva korekcija ne narusava dobijanje M-matrice pa je primenjiva i
na linearnu TPFA i linearnu MPFA shemu. Takode, koris¢enjem ovakve aproksi-
macije na bunarskim stranama uz nelinearnu TPFA shemu dobija se M-matrica i
postuje se pozitivnost resenja (Odeljak 3.1.2). Osim $to su koeficijenti ovakve aprok-
simacije pozitivni oni su i jednaki, pa zadovoljavaju uslov (3.58). Stoga se ovakva
aproksimacija moze primeniti u nelinearnoj MPFA shemi i lokalni diskretni princip
maksimuma i minimuma ¢e i dalje biti zadovoljen.

Ovakva aproksimacija fluksa na bunarskim stranama daje korektan proticaj u
bunaru, ali u okolini bunara hidraulicki potencijal i dalje nije cak ni prvog reda

tacnosti na grubim mrezama, iako je mnogo tacniji nego bez korekcije (v. Primere

6i7).
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3.4. Diskretizacija bunara

3.4.3 NWC korekcija

Ideja NWC korekcije [26, 27] je da se hidraulicki potencijal u okolini bunara
predstavi kao

h~L+h, (3.115)

gde je L linearna funkcija, dok je h bunarska funkcija oblika (3.106)
h = Cylnp(x) + Cy. (3.116)

Stoga se gradijent hidraulickog potencijala moze predstaviti kao zbir linearnog i

singularnog dela

Vh~ G+ CyV (Inp(x)) . (3.117)

Integracijom jednacine podzemnog strujanja (2.27) po svakoj ¢eliji T € M do-

bijamo
/v _KVh)d z—[rV-(KG)dQ—C’O/TV-(KV(lnp(x)))dQ. (3.118)

Kako je L linearna funkcija, G je konstanta. Primenom Teoreme o divergenciji na
prvi integral dobijamo
/ V- (KG)AQ = / (KG) ndS ~ 3 |f|(K;G;) - ny. (3.119)
Primetimo da je ova aproksimacija dobra ¢ak i za bunarsku stranu, jer integral ne
zavisi od putanje.
Koordinatnom transformacijom (3.100) i primenom Teoreme o divrgenciji drugi

integral postaje

CO/TV-(KV(lnp(x)))dQ:Co\det |/ V- (Y p( ))) a0 =

B (3.120)
= Cpldet(SY)] / V(np(x))) - 1ds.
Deljenjem granice celije T na strane, dobijamo da je fluks kroz stranu f
~ —f10,Gy) - my — Coldet( )] [ (V(Inp(x))) - 1. (3.121)

Kao i u prethodnom poglavlju, obelezimo sa Pr(f) centralnu projekciju strane

f na skup ||Z||? = r? iz tacke x,, (slika 3.6). Komponenta toka opisana bunarskom
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3.4. Diskretizacija bunara

bunar

(S

Slika 3.6: Radijalna projekcija na bunar.

funkcijom je usmerena ka centru bunara. Stoga je singularni deo fluksa isti kroz

strane f i f; kao i kroz stranu Pr(f) (slika 3.6)
Col det(S™)| [ V(Inp(x)) - 1ydS

! B (3.122)

— (| det(S \af/ V(Inp(Pr(x))) - fi;dS,

gde je fiy spoljasnja normala na skup [|X|| = r u tacki Pr(X;) u novom koordinatnom

sistemu, dok je oy = —1 ako je m; usmeren unutar trougla definisanog sa f i Xy,

inac¢e oy = 1. Primetimo da je

_ 1
V (Inp(Pr(xs))) -y = (3.123)
jer ako je Pr(X;) = (7,7) onda
V(npPr(xp)=| =7 |, np=| VI | (3.124)
) Yy

Z2 47> /7272

pa kako je Pr(Xy) tacka na krugu polupre¢nika r u novom koordinatnom sistemu

sledi da vazi jednacina (3.123). Stoga, jednacinu (3.122) mozemo predstaviti kao
_ — P
Co| det(S™1)| / V(np(x)) - npdS = Cyoy| det(Sl)]’r(rf)Ls, (3.125)
f

gde je |Pr(f)|s kao i u prethodnom poglavlju duzina projekcije u novom kooordi-

natnom sistemu.
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3.4. Diskretizacija bunara

Zamenjujuéi (3.125) u (3.121) dobijamo aproksimaciju fluksa kroz stranu f =

oTTNoT~
Pr
ug ~ g = |10 Gp) -y — Cooy|det(s ) TH)ls (3.126)

U ovakvoj aproksimaciji fluksa nepoznate vrednosti su G i Cy. Njih odredujemo

resavanjem linearnog sistema koji se sastoji od tri jednacine oblika

Gro (i—x)+Com 2 edeje T e M, (3.127)
p(x+)
Gri-(x,—x4)+Coln f(Xn) = gp(x,) — hy, gdejex, € I'p, (3.128)
p(x4)
i |Pr(f
50 K, G s+ oo det(s7) D) ls
r (3.129)
= —[fnlgn(xsy), gdeje fix C Iy,
Ky ) ( 1y [Pr(fr)ls | P(xy ))
G- [ B~ x5 —x. | +Cy |04, | det(S +In ="
ft ( U Ir + 0 fR| ( )’ T|fR|\I/ p(X+) (3130)
= gr(Xfz) — hs, gdeje fr CI'r.
Na ovaj nac¢in dolazimo do sistema jednacina
AC =b, (3.131)
gde je
e wes mER
A=|29—2, ypo—ys In pﬁ((;‘i)) , (3.132)
T3—x4  Ys—ys In g((::i))
oL L *
X; = [2; yi]T C= [ o Co} )
dr Oy (3.133)

b=1[hi—hy hy—hy hs—h]".

Jednacine koje Cine sistem treba izabrati tako da je matrica A invertibilna.
Obelezimo elemente matrice A~ sa a;;. Neka indeks k odgovara jednac¢inama oblika

(3.127), (3.128) ili (3.130), a neka indeks k odgovara jedna¢inama oblika (3.129).
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3.4. Diskretizacija bunara

Koordinate nepoznatog vektora C mozemo zapisati

oL

o > an(hy = hy) =D agpgn(xp)| fl,
e P

oL

By = 2o el = i) =3 anon(eg) Il (3.134)
e P

Co = Zazsk(hk —hy)— Za:s;;gN(Xf,;”fﬂ'
k E

Zamenjujuéi (3.134) u (3.126) dobijamo aproksimaciju fluksa u obliku

ups = =Y af (= he) + Y af g (s i) (3.135)
k k
gde je
Pr
af = |fllawr  ak]Kmy + agpoy| det(8_1)|’(7{t)Ls, (3.136)
| P
of = Iflla alKpmy +agoy de(s ™IS (g 7)

Zahtevamo da su koeficijenti oy, az > 0 za svako k, k. Ukoliko to nije slu¢aj po-
trebno je izabrati druge jednacine za sistem (3.131). Na isti nac¢in dobijamo i drugu

jednostranu aproksimaciju

up— == oy (= ho) + 3 apgx(xp)l il (3.138)

l

Ako napravimo konveksnu kombinaciju jednostranih flukseva oblika (3.135) i
(3.138) na isti nacin kao u nelinearnoj TPFA shemi (Odeljak 3.1.2) dobijamo aprok-

simaciju uz pomo¢ dve tacke
us %Z\/[f*th—Mf*h,quf, (3.139)

pri ¢emu su koeficijenti nesto drugaciji nego u Odeljku 3.1.2:

Mf=ped o +pm Y o, (3.140)
’ _—
My =p_ o +pp Y, af, (3.141)
! in)(,
rp=pe D oganGp)Ifil e X apan(xp)lfil- (3.142)
k l
gN(XfE)>0 gN(Xf[)>0
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3.4. Diskretizacija bunara

Koeficijenti M;E su nenegativni jer vazi oy, oz, aq, o > 0. Stoga se ovakvom dis-
kretizacijom dobija M-matrica, pa shema dobijena na ovaj na¢in postuje pozitivnost
resenja.

Korekciju mozemo definisati i za linearnu i za nelinearnu MPFA shemu. Zahte-
vamo da u aproksimaciji (3.135) ucestvuje h_ i da u aproksimaciji (3.138) ucestvuje
hy, pri ¢emu je neophodno da vazi oz > 0. Tada umesto (3.59) koristimo (3.135),
a umesto (3.60) koristimo (3.138). Ostatak izvodenja je identican kao u Poglavlju
3.2. Razmatranja za nelinearnu MPFA shemu vaze i za ovako izvedenu shemu, pa
ona zadovoljava lokalni diskretni princip maksimuma i minimuma.

Predstavljena shema se koristi u okolini bunara. Ovakva okolina moze biti bilo
kakvog oblika dokle god ukljuc¢uje barem c¢elije najblize bunaru. Okolina jednog
bunara ne sme da se preklapa sa okolinom nekog drugog bunara. Van okoline bunara
se koristi nelinearna TPFA shema (Odeljak 3.1) ili MPFA shema (Poglavlje 3.2).

Dvodimenzionalna verzija NWC sheme je testirana u Primerima 6 i 7.

3.4.4 Korekcije u trodimenzionalnom slucaju

WFC korekcija (Odeljak 3.4.2) je direktno primenljiva u trodimenzionalnom
slucaju, pri ¢emu Pr(f) ozna¢ava Lambertovu cilindriénu projekciju (videti dodatak
B) strane f na cilindar (zid bunara).

U trodimenzionalnom slucaju sistem (3.131) se sastoji od ¢etiri umesto tri jedna-
¢ine tipa (3.127), (3.128), (3.129) i (3.130). Fukncija p(x) predstavlja udaljenost
tacke x od centralne ose bunara. Vektor nepoznatih je

T

L 0L 0L
_|9F oL oL (3.143)

o oy 0z
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3.5. Diskretizacija Darsijevog fluksa izrazenog preko pritiska

Njegove koordinate su

oL

P Y awk(he = hy) =D arzgn (x5l £l
k k
oL
(97/ = Za%(hk —hy) = Z%EQN(Xf,;)‘fE»L
oL F k (3.144)
5. = Y ase(he — hy) = D agign (x50 £l
k k
Co = Za4k(hk —hy) — ZG4E9N(Xf,;)|fE|~
k k
Prema tome jednacine (3.136) i (3.137) postaju
Pr
af = |fllair  asx  aze](Kpmy) + agoy] det(Sl)\|g)|S, (3.145)
oy 1Pr(f
of = Ifllos oz asel(Epmy) + agoylders ™) T (5 46)

pri ¢emu je |Pr(f)|s povrsina Lambertove projekcije u novom koordinatnom sistemu.

Korekcije u trodimenzionalnom slucaju testirane su u Primeru 8.

3.5 Diskretizacija Darsijevog fluksa

izrazenog preko pritiska

Darsijev fluks (3.9) mozemo zapisati kao

k k

ul = — (v)-nds+ ()-ndS. 3.147
; /f L)y /f P8 ns ( )

Neka je f = 0T, N T_. Drugi integral aproksimiramo kao

k kmy) -
/(pg)nﬂSzumﬁff”g (3.145)

s\ iy
gde je ky = k(xy) i
p(x)| T | + p(x)| T (x| To| + plx4) [T

_ , _ . 3.149
TIvml T T 318

Ukoliko primenimo sheme iz prethodnih poglavlja na prvi integral diskretni princip
maksimuma, odnosno pozitivnost vazice za pritisak. Medutim, u tom slucaju poten-
cijal ne bi bio konstantan u hidrostatickim uslovima (kada nema toka). Diskretni

princip maksimuma ne vazi istovremeno i za hidrauli¢ki potencijal i za pritisak.
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3.5. Diskretizacija Darsijevog fluksa izrazenog preko pritiska

Ukoliko zelimo da diskretni princip maksimuma vazi za hidraulicki potencijal
kada se primeni linearna TPFA shema (Odeljak 3.1.1) za aproksimaciju fluksa (3.9),
potrebno je uvesti diskretizaciju fluksa kroz stranu f = 97, N T_ koja se u slucaju

konstantne gustine svodi na (3.10):

% — x4 ||

Ovakvu aproksimaciju mozemo zapisati u obliku
up = M;p.,_ — Myp_ + 1y, (3.151)
pri cemu je

1

lx- = x|’

kyny kyny

ME = |f] H (3.152)

-y ||

| prg(zy —2-)
|x_ — X+H

Shemu koja garantuje pozitivnost hidraulickog potencijala kada gustina nije kon-
stantna izvodimo na slican na¢in kao u Odeljku 3.1.2. U okolini strane f uvedimo
aproksimaciju

Pt P+

_|_
e+ 2P 4 Gl (- xy). (3.153)

p(x) + zg
Zamenom ove aproksimacije u (3.9) dobijamo
T iy
up ~upy = |fIx; /Tfo,Jm (3.154)

pri cemu nepoznati vektor G 4 nalazimo resavanjem linearnog sistema koji se sastoji

od tri jednacine (dve u dvodimenzionalnom slucaju) oblika:
Gy (x7 —x4) =pr —p+ + (27 — 24 )p719, gdeje T € M, (3.155)

Gf,+ ’ (Xn - X+) = ED(Xn) —p+t (Zn - Z+)pn,+g> gde je X, € FDa (3156)

r k .
an MfN Grt = —gn(xyp), gdejexp, €Iy, (3.157)
N

1 k
T T Bf _
((fo—X+) +\IlnfRIuR>Gf’+_

R

(3.158)
?R(XfR) — P+ + (ZfR - Z+)pr,+g> gde je Xfr € I'g,

pri cemu su gp i gy funkcije kojima su zadati respektivno Dirihleov i Robinov
grani¢ni uslovi za pritisak, dok je

Pij = 5
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3.6. Nezasiceni slucaj

Na ovaj nac¢in dolazimo do aproksimacija
upy == o (pf —py +Za gn(x +Za pit g (3.160)

Istim postupkom kao u Odeljku 3.1.2 dolazimo do aproksimacije fluksa

up = Mfpy — Myp_ +ry, (3.161)
MF = Miza;t +ur Y o, (3.162)
’ Xk
rp=pe Y, aygn(x) F g Y (2 - 24)ping
i )
x)>0
b )> (3.163)
—po > g gn(xp) = pe Z )pm.-9-
!
9N (x5)>0

Na isti na¢in kao u Poglavlju 3.2, koristeéi aproksimaciju (3.160) dolazimo do
sheme koja je drugog reda tacnosti i postuje lokalni diskretni princip maksimuma i
minimuma za hidrauli¢ki potencijal. Po analogiji u Poglavlju 3.3, odnosno Odeljku
3.4.3 dobijamo aproksimaciju fluksa na materijalnim diskontinuitetima, odnosno u
okolini bunara, koja je drugog reda tac¢nosti i postuje diskretni princip maksimuma

i minimuma za hidraulicki potencijal.

3.6 Nezasic¢eni slucaj

Razmotrimo sada stacionarnu jedna¢inu podzemnog strujanja u nezasi¢enoj sre-

dini (2.41). Integracijom po svakoj ¢eliji T € M dolazimo do jednacine

S ] _/ ¢dQ, (3.164)

fcoT

pri ¢emu je Darsijev fluks u nezasi¢enom slucaju
uf = / u-n’ds, (3.165)
f f ! :

gde je u Darsijeva brzina zadata jednac¢inom (2.34) ili (2.36).
Relativna propusnost k, se racuna iz vrednosti hidraulickog potencijala na nacin

opisan u Odeljku 2.7.1. Da bi se izracunao fluks potrebno je aproksimirati relativnu
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3.6. Nezasiceni slucaj

propusnost u strani f = 07" N JT . Standardni pristup je da se ova vrednost
dobije na osnovu vrednosti relativne propusnosti u ¢éelijama 7+ i 7. Ovaj pristup
je predstavljen u Odeljku 3.6.1. Drugi nac¢in je da se nekako dobije vrednost hi-
draulickog potencijala u strani f, pa da se potom na osnovu te vrednosti, formule

(2.35) i jednog od modela iz Odeljka 2.7.1 izracuna relativna propusnost u strani f.

3.6.1 Aproksimacija relativne propusnosti

Ukoliko se za aproksimaciju fluksa koristi shema koja postuje lokalni diskretni
princip maksimuma i minimuma (ili pozitivnost) onda ¢e biti zadovoljen lokalni
diskretni princip maksimuma (pozitivnost) za hidraulicki potencijal. Medutim, dis-
kretni princip maksimuma ne mora biti zadovoljen za visinu pritiska. Kako se re-
lativna propusnost odreduje na osnovu visine pritiska, ovo moze dovesti do velikih
odstupanja u fluksu.

Razmotrimo aproksimaciju relativne propusnosti na jednodimenzionalnom pri-
meru. Darsijev zakon u nezasi¢enom jednodimenzionalnom sluc¢aju mozemo formu-

lisati preko visine pritiska (na osnovu (2.35)) formulom

d
u=—kK (df + ’y) ; (3.166)

gde je K koeficijent filtracije, z prostorna promenljiva i v kosinus ugla izmedu ose
prostorne promenljive i vektora suprotne orjentacije od usmerenja gravitacione sile.
U slucaju horizontalnog toka v = 0, dok je u sluc¢aju vertikalnog toka v = 1.

Darsijevu brzinu kroz ta¢ku koja se nalazi izmedu tacaka 2% i 2V = 2+ Az > 2
mozemo aproksimirati formulom

_ A

pri ¢emu je k, na neki nacin usrednjena vrednost relativne propusnosti, dok su ¥ i

PV = ¥ + Ay vrednosti visine pritiska u tackama z¥ i zV.
Najcesce se za racunanje usrednjene vrednosti relativne propusnosti k, koristi

jedna od sledec¢ih sredina:
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3.6. Nezasiceni slucaj

e aritmeticka sredina
L U
parrr _ Kb R
: —

5 (3.168)
e geometrijska sredina
KCEOM — | JELEU. (3.169)
e harmonijska sredina
2
RHARM — = (3.170)
kU T kL

Svaka od ovih sredina postuje diskretni princip maksimuma za 1 ako je mreza
dovoljno fina. Nazalost, na grubim mrezama mogu se pojaviti nefizicke oscilacije
[3, 4, 61], $to je i pokazano u Primerima 9 i 10.

Uzimajuéi relativnu propusnost u gornjoj tacki
EUPG = gV 2V > b (3.171)

dobijamo resenje koje postuje diskretni princip maksimuma [4], ali je prvog reda
tacnosti.

Kada je v = 0 (horizontalni tok) iz Darsijevog zakona (3.166) metodom razdva-
janja promenljivih dobijamo

K v
Azr=——[ ldi. (3.172)
u Jyb

Zamenjivanjem ovog izraza u (3.167) i zahtevajuéi da u (3.167) vazi jednakost do-
bijamo da je

k= Alw /d) fu k() dip = KINT, (3.173)

Sto znadi da integralna sredina kN7 daje tacan fluks u horizontalnom slu¢aju. Po
istom principu zakljuc¢ujemo da je integralna sredina dobra aproksimacija kada
|AvY/Az| > ~. Medutim, u Primeru 10 je pokazano da ako primenimo integralnu
sredinu za aproksimaciju relativne propusnosti imac¢emo oscilacije resenja u nekim
drugim slu¢ajevima.

Strujanje mozemo podeliti u tri kategorije:

e Infiltracija je slucaj kada zasi¢enost raste sa visinom i tok je orjentisan na dole,

tj. dip/dz > 0.
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3.6. Nezasiceni slucaj

e Drenaza je slucaj kada zasi¢enost opada sa visinom i tok je orjentisan na dole,

tj. —y < d¢p/dz < 0.

e Kapilarno izdizanje je slucaj kada zasi¢enost opada sa visinom i tok je orjen-

tisan na gore, tj. di/dz < —.

Postoji jos jedna fizicka moguénost, a to je da zasi¢enost raste sa visinom i da je tok
orjentisan na gore. To bi znacilo da je gas ispod vode i da pritisak u gasu gura vodu
na gore. Da bi tok bio usmeren na gore, hidraulicki potencijal u donjoj tacki z" mora
da bude veéi od hidrauli¢kog potencijala u gornjoj tacki 2V, tj. hA* > kY. Na osnovu
(2.35) imamo da je 2% + ¢ > 2Y + Y, a odavde sledi da mora biti & > ¥V jer je
2 < 2V, Zasiéenost je monotono neopadajué¢a funkcija u odnosu na visinu pritiska
(Odeljak 2.7.1), §to znaci da zasi¢enost s(1") ne moze biti veéa od zasi¢enosti s(yY).
Prema tome ovaj slucaj se ne moze opisati Ricardsovom jednacinom.

U grani¢nom sluc¢aju di¢/dz = 0 zasi¢enost se ne menja sa visinom, pa je stoga
svejedno koji metod usrednjavanja koristimo. Kada je di)/dz = —+ onda ne postoji
tok bez obzira na vrednost k.

Na osnovu ove klasifikacije u [61] je predlozeno usrednjavanje u zavisnosti od

vrste strujanja koje zadovoljava diskretni princip maksimuma

max (/{:%NT, %) , kada je Avy/Az >0,

T
w0
Il

. U 2 )
r i (ﬁ ke (08— B25)), kadaje —y < Ap/Az <0, (3.174)

AzkREINT .
(Azféz)k}NT+5zk§7 kada je Ay/Az < —7,

pri cemu je Y = ¥ — Az, kR = k. (yR) i

— A+ /AP + AKR/EINT — 1)y (pR — pU)Az
0z = o (R JRNT ) : (3.175)

Ovakvom aproksimacijom relativne propusnosti za infiltraciju vazi k, — kY kada
A /Az — 0, dok za kapilarno izdizanje vazi k, — kU kada Ay/Az — —v. Ako
pustimo da se ¥* menja od slucaja Ay /Az = 0 do slu¢aja Ay /Az = —, funkcija

k.(¥") ima istu vrednost na pocetku i na kraju ovog intervala a nije konstantna,
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3.6. Nezasiceni slucaj

sto znaci da nije monotona jer je neprekidna. Ovo moze izazvati numericke teskoce.

Ispravka ovog usrednjavanja je

max (kENT, W%jmz) ., kadaje AyY/Az >0,

k= kY, kadaje —n~ < Ap/Az <0, (3.176)

AzkREINT

(Az—82)kINT +52ER kada je AQ/J/AZ <=7

U [61] je pokazano da 1 postuje diskretni princip maksimuma. Koliko je autoru
poznato u trodimenzionalnom slu¢aju na nestrukturnim mrezama ne postoji shema
koja garantuje da je diskretni princip maksimuma zadovoljen, bez obzira koji metod

se koristi za racunanje k.
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GLAVA 4. Diskretizacija stacionarnih jedna¢ina transporta mase i
energije

Glava 4

Diskretizacija stacionarnih
jednacina transporta mase i

energije

Stacionarna jednacina transporta mase sledi iz evolutivne (2.65) kada se koncen-

tracija C' ne menja sa vremenom:
V:(uC)—-V-(DVC)=qc. (4.1)

Integracijom ove jednacine po svakoj od ¢elija 7 mreze M i primenom Teoreme

o divergenciji na advektivni i difuzni term dobija se
/ Cu-ndS— [ (DVC) - ndS = / gods. (4.2)
aT aT T

Kako se 0T sastoji od kona¢nog broja strana, integral difuznog terma se moze
prikazati u obliku

/8 _(DVC)-ndS = 3

/ (DVO) - nydS. (4.3)
fcor’t
Diskretizacija difuznog terma jednacine transporta se izvodi na isti nacin kao i dis-
kretizacija prostornog terma u jednacini podzemnog strujanja (Glava 3).

Integral advektivnog terma moze se prikazati kao

/aTCu-ndS: Z

; T/fCu ndS ~ Y usCy, (4.4)
c

fcT
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4.1. Linearna diskretizacija advektivnog terma

gde je uy Darsijev fluks dat jednac¢inom (3.8). Njegove vrednosti su izracunate iz
jednac¢ine podzemnog strujanja ili su poznate kada je strujna slika unapred zadata.
Sa C} je oznacena vrednost koncentracije u strani f. S obzirom da su vrednosti
koncentracije vezane za tacke kolokacije (tezista celija), vrednost koncentracije u
strani f je potrebno izraziti preko diskretnih vrednosti koncentracije u celijama.
Diskretizacija advektivnog terma je predstavljena u Poglavljima 4.1 i 4.2.
Stacionarnu jednac¢inu transporta toplotne energije dobijamo iz jednacine (2.84)

kada se temperatura ne menja sa vremenom
V- (upe, T) — V- (AVT) = gr. (4.5)

Diskretizacija konduktivnog terma u jednac¢ini transporta toplotne energije izvodi
se na isti nac¢in kao u Glavi 3. Advektivni term jednacine transporta energije dis-

kretizuje se na isti nacin kao i advektivni term u jednacini transporta mase.

4.1 Linearna diskretizacija advektivnog terma

Najlogi¢nije izgleda da se koncentracija u strani f = 97 ™ N JT ~ predstavi kao

aritmeticka sredina koncentracije u ¢elijama 7+ 17 :
1
Cy ~ §(C+ +C). (4.6)

Ovo zovemo centralna shema. Ovakva aproksimacija razvija oscilacije kada advek-
cija dominira u odnosu na difuziju i disperziju [59]. Razlog je taj Sto centralna
diskretizacija advektivnog fluksa u;Cy dodaje 1/2us na glavnu dijagonalu matrice
sistema na pozicijama (7, 71), (T—,7 ), kao i van glavne dijagonale na pozi-
cijama (T, T"), (TT,7 ). Da bi se dobila M-matrica elementi glavne dijagonale
moraju biti pozitivni, a svi ostali nenegativni. Kako to ovde ne mora da bude slucaj,
ovakva diskretizacija ne postuje diskretni princip maksimuma (Teorema 2).
Upravo zahtev da matrica sistema bude M-matrica dovodi nas do uzvodne

sheme®. Neka je normala ny usmerena od ¢elije T+ ka ¢eliji 7. Koncentraciju

U literaturi na engleskom jeziku upwind scheme
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4.1. Linearna diskretizacija advektivnog terma

u strani aproksimiramo kao

O~ Cy akojeus >0, (47
C_ ako jeus <0.

Ovakvom diskretizacijom dolazimo do dijagonalno dominantne M-matrice, jer
ako je uy pozitivnho onda se na glavnu dijagonalu dodaje pozitivna vrednost uy,
a u suprotnom se van glavne dijagonale dodaje negativna vrednost us. Stoga na
osnovu Teoreme 2 ovako definisana shema zadovoljava diskretni princip maksimuma
(v. Primer 13).

Advektivni fluks diskretizovan uzvodnom shemom (4.7) moguée je zapisati u

obliku
1 1
usCy m g (Cy 4 O2) + g3 (C — ), (45)

odnosno kao zbir centralne sheme (4.6) i terma |uy|3(C'y —C_). Ovaj term odgovara
linearnoj diskretizaciji difuznog terma (3.11) sa koeficijentima 1/2|uy|. Stoga ga na-
zivamo vestacka difuzija. Dakle, cena zadovoljenja diskretnog principa maksimuma
je da uzvodna shema daje resenje koje odgovara situaciji sa intenzivnijom difuzijom
nego sto je zadata.

Kada advekcija znacajno dominira nad difuzijom (npr. u aerodinamici), vestacka
difuzija moze da bude mnogo snaznija od fizicke difuzije i disperzije. U takvoj
situaciji ne treba koristiti uzvodnu shemu. Kod simuliranja podzemnog strujanja
uzvodna shema moze dati zadovoljavajuce rezultate u nekim slucajevima.

Tacniju diskretizaciju advektivnog terma dobijamo popravkom uzvodne sheme

Ci4+gy-(xr—x ako je uy > 0,

O ~ -t 8y (xy +) jeuyr (4.9)
C_+g_-(xy—x_) akojeus<0.

Nepoznati gradijent g, nalazimo resSavanjem sistema linearnih jednacina, koji je

sastavljen tako da svakoj strani f C 7 odgovara jedna od jednadina

g.(xi—x,)=C;—C, kadaje f=0TNIT", (4.10)
g+ (x; —x3) = g5 (x7) = C4  kada je f CTF, (4.11)
niDg; = —gx(x;) kadaje f CTY, (4.12)
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4.2. Nelinearna diskretizacija advektivnog terma

((xf - X+)T + \IllCn}jD> g, = gg(xf) —C, kadaje f CTE, (4.13)
gde je C; koncentracija u ¢eliji 7°. Na isti na¢in pronalazimo i nepoznati gradijent
g .

Na ovaj nac¢in dobijen je preodreden sistem linearnih jednacina koji resavamo
metodom najmanjih kvadrata.

Shema dobijena na ovaj nac¢in je drugog reda tacnosti (v. Primer 12), ali razvija
oscilacije u regionima gde se gradijent koncentracije brzo menja (odnosno krsi princip

maksimuma i minimuma v. Primer 13).

4.2 Nelinearna diskretizacija advektivnog

terma

Godunov je u [37] dokazao da su linearne neoscilatorne sheme najvise prvog reda
ta¢nosti?. Prema tome neophodno je da shema bude nelinearna da bi postovala
diskretni princip maksimuma i bila drugog reda tac¢nosti.

Jedan od nacina da resenje postuje diskretni princip maksimuma je ograni¢avanje

fluksa®. Koncentraciju u strani f = 97 ™ N JT ~ aproksimiramo kao
Cy + C(xp—x ako je uy > 0,
O~ bt 0484 - (xf +) jeur (4.14)
C_+¢_g_ - (x;—x_) akojeur <0,

gde su ¢4 limiteri fluksa, koji treba da zadovoljavaju

mjin (Oj, O:t) é C:t + ¢:I:g:t . (Xf — Xi) é mjax (Cj, C:t) (415)
ATENTI£D ATENTI#D
Neka je
@if =g+ - (Xf — Xi). (416)

20vo tvrdenje se u literaturi na engleskom jeziku &esto naziva order barrier theorem

3U literaturi na engleskom jeziku fluz limiting
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4.2. Nelinearna diskretizacija advektivnog terma

Limiter Barta i Dzaspersena ¢ se u [5] izrac¢unava kao

min (1, M) ako je Oy >0,

Ch
¢+,f =4 min (1, %Cfi)fci) ako je Oy <0, (4.17)
1 ako je ©4 =0,

dok za jedinstveni limiter po ¢eliji uzimamo
(bi = m]cin(gbtf). (418)

U regionima gde se gradijent koncentracije brzo menja ili u kojima postoji lokalni
ekstremum, vrednost limitera je bliska nuli. Sa druge strane u ostalim regionima
vrednost limitera je bliska jedinici. Na ovaj nacin limiterom se prebacujemo na
shemu prvog reda kada je shema drugog reda oscilatorna.

Limiter Barta i Dzaspersena ponekad sprecava konvergenciju do pravog stacio-
narnog stanja. Alternativa je limiter VenkatakriSnana predstavljen u radu [63], gde
je ipokazano da ovakav limiter moze poboljsati konvergenciju ali po ceni narusavanja
diskretnog principa maksimuma.

Istorijska modifikacija [19] reSava problem konvergencije tako $to se posle odrede-
nog broja nelinearnih iteracija limiter izracunava kao minimum limitera iz prethodne
iteracije i onoga sto bi trebalo da se dobije u toj iteraciji. Istorijskom modifikacijom

izbegavaju se problemi u konvergenciji ali po ceni izvesnog smanjenja tac¢nosti.
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GLAVA 5. Resavanje sistema nelinearnih jednacina

Glava 5

Resavanje sistema nelinearnih

jednacina

Kada strujna slika nije unapred poznata onda je potrebno resiti diskretizovane
jednacine podzemnog strujanja i transporta. Ove jednacine ¢ine nelinearni sistem,
jer su jednacine transporta nelinearne. Dodatnu nelinearnost unosi relativna pro-
pusnost ako je podzemna sredina nezasi¢ena, kao i sam numericki postupak ako je
fluks aproksimiran nelinearnom shemom.

Koncentracija i temperatura zavise od pritiska (tj. od hidraulickog potencijala)
koji treba izracunati. Sa druge strane, pritisak preko gustine zavisi od koncentracije
i temperature (jednacina 2.42). Dakle, potrebno je istovremeno izra¢unati koncen-
traciju, temperaturu i pritisak. Postoje dve osnovne klase metoda kojima se resava

jedan ovakav spregnut sistem jednacina:

e Kod razdvojenih metoda jednacine se resavaju naizmenic¢no. Prvo se resava dis-
kretizovana jednacina podzemnog strujanja i zatim se koristi dobijeni Darsijev
fluks da se formiraju diskretizovane jednacine transporta. Potom se resavaju
ove jednacine i iz dobijene koncentracije i temperature izracunava se gustina
koja se koristi u jednacini podzemnog strujanja u sledecoj iteraciji. Ovakav
pristup je moguce koristiti kada je medusobna zavisnost jednacina slaba tj.
kada se gustina ne menja mnogo sa koncentracijom i temperaturom. U su-

protnom bi bilo neophodno koristiti veoma mali vremenski korak. Ova pretpo-
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5.1. Pikarov metod

stavka obi¢no vazi u slu¢aju podzemne vode imajuéi u vidu tipi¢ne varijacije
koncentracije i temperature. Uostalom, ova pretpostavka je neophodna da bi

Busineskova aproksimacija bila validna.

e Kod spregnutih metoda od diskretizovanih jednacina podzemnog strujanja i
transporta formira se jedan veliki sistem algebarskih jednacina koji se zatim
linearizuje i resava odjednom. Spregnute metode su jedina opcija kada je

sprega izmedu jednacina snazna.

Bez obzira da li koristimo razdvojene ili spregnute metode, potrebno je resiti

sisteme nelinearnih jednacina.

5.1 Pikarov metod

Sistem nelinearnih jednacina
A(X)X = b(X), (5.1)

pri ¢emu je X vektor nepoznatih fizickih veli¢ina (hidraulicki potencijal, koncentra-
cija, temperatura) u tackama kolokacije, linearizujemo Pikarovim metodom (meto-
dom fiksne tacke)

AX™MX™H = b(X™), (5.2)

pri ¢emu za pocetnu iteraciju m = 0 u evolutivnim jednac¢inama uzimamo resenje
iz prethodnog vremenskog trenutka. Iterativni postupak nastavljamo dokle god
dobijeno resenje ne zadovolji nejednakost

[AX™)X™ = b(X™)]|
< €,
1]

(5.3)

pri cemu je € zahtevana tacnost.

Pikarov metod se moze koristiti i kao razdvojeni i kao spregnuti metod.
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5.2. Njutnov metod

5.2 Njutnov metod

Zapisimo sistem nelinearnih jednacina u obliku
F(X)=0. (5.4)

Krenuvsi od resenja iz prethodnog vremenskog trenutka, Njutnovom metodom se

naredne iteracije izracunavaju formulom
X = X™ — (VE(X™) ' F(X™), (5.5)

pri cemu je VF' Jakobijan vektorske funkcije F'. Parcijalni izvodi u Jakobijanu se
aproksimiraju konac¢nim razlikama.

Njutnov metod konvergira ako je pocetno resenje dovoljno blisko ta¢nom. Kako
bi se omoguéila konvergencija i kada to nije slucaj, umesto (5.5) za dobijanje naredne

iteracije koristi se
XM = XM — o™ (VF(X™) ™ F(X™), (5.6)
pri éemu se o™ bira algoritmom linijske pretrage! tako da zadovoljava
[FX™H] < (1= pa™)|FX™)], (5.7)

pri ¢emu se 0 < [ < 1 fiksira. Za pocetak se uzima o™ = 1, pa se potom prepo-
lovljuje ako prethodna nejednakost nije zadovoljena. Takav postupak ponavljamo
sve dok (5.7) ne bude zadovoljeno ili dok @™ ne postane suvise malo. Tako, ustvari,
dobijamo ogranicenje 0 < o™ < 1 koje garantuje da je 0 < 1 — fa™ < 1.

Kada bismo sistem (5.6) mogli tatno da resimo, nejednakost (5.7) bi garanto-
vano bila zadovoljena za dovoljno malo a™. Medutim, ako je vremenski korak suvise
velik, moze se dogoditi da Jakobijan VF(X™) bude slabo uslovljena matrica. Sma-
njivanjem vremenskog koraka uvek se moze dobiti dovoljno dobra matrica tako da
Njutnova metod (i obi¢na i sa linijskom pretragom) konvergira. Takode, isti ovi
zakljuci vaze i za Pikarovu metodu: Sto je vremenski korak manji, matrica A(X™)

sistema (5.2) je bolje uslovljena i konvergencija je bolja.

INa engleskom jeziku line search algorithm
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5.2. Njutnov metod

Matrica VF(X™) u opstem slucaju ne mora da bude invertibilna, te moze da se
desi da ne mozemo naéi sledecu iteraciju Njutnovim metodom. Kada je VF(X™)
invertibilna, ona nije obavezno i dijagonalno dominantna M-matrica, pa prema tome
resenje dobijeno u Njutnovoj iteracija ne mora da zadovoljava diskretni princip mak-
simuma. Ukoliko Njutnov metod iskonvergira dobijeno resenje je isto kao i reSenje
dobijeno sa Pikarovim metodom do na trazenu tacnost, te stoga zadovoljava dis-
kretni princip maksimuma ako ga postuje i shema za diskretizaciju.

Obi¢no Njutnov metod sa linijskom pretragom dozvoljava vece vremenske korake
od Pikarove metode.

Kvadratna konvergencija Njutnovog metoda se gubi ukoliko se on koristi kao
razdvojen metod, te je stoga opravdano potrositi dodato vreme na izracunavanje

Jakobijana jedino ako se Njutnov metod primenjuje na spregnut sistem jednacina.
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GLAVA 6. Diskretizacija evolutivnih jednacina

Glava 6

Diskretizacija evolutivnih

jednacina

Posmatrajmo za pocetak evolutivnu jednac¢inu podzemnog strujanja u zasi¢enoj
sredini (2.26). Integracijom po svim ¢elijama mreze M i primenom Teoreme o

divergenciji na difuzni term dobijamo
Oh
SS/ a0~ [ (KVA)-nds = / ¢dQ, T eM, (6.1)
T Ot T T

pod pretpostavkom da je specificna izdasnost izdani pod pritiskom Sy konstantna u
¢eliji 7. Integracija prethodne jednacine po vremenskoj promenljivoj od ¢* do "+
((t", "1 C (0,%]) daje
tn+1 ah tn+1 tn+1
S, / / P10t — / (KVh) - ndSdt = / / ¢dQdt, T e M. (6.2)
mnJT Ot tn oT o JT
Prema Fubinijevoj teoremi mozemo promeniti redosled integracije u prvom termu,
pa primenom Njutn-Lajbnicove formule dobijamo

thrl tn+1
ST (- my) + [ f%ufdt: TI[, erdt. TeM. (63

pri ¢emu gornji indeks predstavlja vremenski korak, fluksevi u; dati su jednac¢inom
(3.5), dok je

qr = q(x7). (6.4)

Da bi ova jednacina bila potpuno diskretizovana potrebno je aproksimirati vre-

menske integrale i aproksimirati flukseve uy na neki od nacina opisanih u Glavi

3.
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GLAVA 6. Diskretizacija evolutivnih jednacina

Najjednostavnije bi bilo koristiti eksplicitnu shemu koja podrazumeva da se vre-

menski integrali aproksimiraju pomocu vrednosti u n-tom vremenskom trenutku

t"+1
/tn updt & AR, AL = ¢ g (6.5)
pri cemu su fluksevi u} aproksimirani preko poznatih hidraulickih potencijala u

vremenskom trenutku " (Glava 3). Aproksimacijom
tn+l
[, ardt~ArgE gf = e ) (6.6)
dobijamo eksplicitnu diskretizaciju jednacine (6.3)
SUTT (R = b)) + A Y = [T]Atg, T eM (6.7)
fcoT
i sada se odavde eksplicitno dobija h?“. Medutim, ovakav pristup zahteva da je
ispunjen CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) uslov da bi resenje bilo stabilno [16]. Ovaj

uslov zahteva da je vremenski korak proporcionalan kvadratu najmanjeg rastojanja

izmedju tezista dve ¢elija mreze M

At < Col?, 1= }Ielﬁ/l |1x: — x| (6.8)

1,
gde je Cy konstanta. Ovo je strogo ogranic¢enje na veli¢inu vremenskog koraka, te je
stoga ovakav pristup ¢esto neupotrebljiv u praksi jer bi proracun predugo trajao.

Drugi nac¢in je da za aproksimaciju vremenskih integrala koristimo

tn+1 tn+1

/t” updt &~ At"u?“, /t” qrdt ~ At gyt (6.9)

Ovako dolazimo do implicitne diskretizacije
ST (R = hy) + A 3wt = [T|Agy™, T e M. (6.10)

fcoT
Prednost implicitnog metoda je da je on stabilan za proizvoljno veliki vremenski ko-
rak. Za integraciju u vremenu moguce je koristiti ¢itav niz metoda za diskretizaciju
sistema obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina (Runge-Kuta, Adams, itd.) koje dopustaju
razlic¢ite velicine vremenskog koraka.

Na osnovu hidraulickog potencijala u trenutku t", resavanjem sistema linearnih
jednacina (6.10) dolazimo do hidraulickog potencijala u trenutku ¢t"*!. Raspored

hidrauli¢kog potencijala u trenutku t° je poznat iz potetnog uslova (2.50).

80



GLAVA 6. Diskretizacija evolutivnih jednacina

Na isti nacin dolazimo i do implicitne diskretizacije jedna¢ine podzemnog stru-
janja u nezasi¢enoj sredini (2.38)
IT(0F = 0 ) + A" - uftt = [ T|Ae gy, (6.11)
fcoT

U nezasi¢enom slucaju fluksevi u}”“l se diskretizuju na osnovu Poglavlja (3.6).

Kako relativna propusnost zavisi od hidraulickog potencijala na nelinearan nacin,
diskretizacija evolutivne jednacine (6.11) je nelinearna. Stoga ga je potrebno na
neki nac¢in linearizovati, sto je predstavljeno u Poglavljima 6.1 i 6.2.

[stim postupkom dobija se i diskretizovana evolutivna jednacina transporta mase
(2.65)

ka (0%1_-1—10;1_4—1 _ 9T0T> + A Z u?—f—lc«n—l—l
fcoT

(6.12)
+AE" > v”“ |'T|At ¢, T € M.
fcoT
pri cemu je
¢ = qo(xr, "), (6.13)

Diskretizacija jednacine transporta energije izvodi se na isti nacin kao i diskre-
tizacija jednacine transporta mase.
Ukoliko su u modelu prisutne sorpcija i degradacija onda je potrebno istovremeno
resavati diskretizovanu jedna¢inu transporta mase kroz vodu (2.73)
7] <9$+101}+1 - QTCT) LA Z un-‘rlcn-i-l + AP Z vn-l—l

fcT fcT

1n29n+10n+1 — |7'|Atn n+1
12

(6.14)
FAE(1 — e)a(Cm — bCmH) +

kao i diskretizovanu jednac¢inu koja opisuje koncentraciju u ¢vrstoj fazi (2.74)

In2

12

Cm+1 C;Z-— Atn (C«n+1 banrl) —FAtn Cm+1 (615)

Uticaj sorpcije i degradacije na koncentraciju rastvorene materije razmatran je

u Primeru 14.
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6.1 Pikarov metod

Fluksevi «}™" u jednacini (6.11) su na osnovu Glave 3 predstavljeni kao kombi-

nacija hidraulickih potencijala na vremenskom nivou n+ 1 plus eventualno slobodni

¢lan, pa njihovu sumu mozemo predstaviti kao
Youftt =3 G (6.16)
! J
Stoga, jednacinu (6.11) mozemo zapisati kao

7] (0;“ — 02) + At" (Z Cany s +r7> = |T|At"¢H, T eM, (6.17)
J

gde su (7' neki koeficijenti.
Gresku
Lo = I (03 = 0) + At (Z CrHpmH 4 TT) _TIARET (6.18)
J

nazivamo greskom u balansu u ¢eliji 7. Sabiranjem gresaka u balansu po svim
¢elijama dobijamo gresku u balansu celog modela u vremenu od (¢, t"1).
Pikarovim metodom ne mozemo direktno resiti sistem jer 7+ zavisi od nepo-

znatog resenja na nelinearan nacin. Stoga, uvodimo aproksimaciju
o5t — 05 ~ C(h") (hrt = h7). (6.19)

pri ¢emu se specificni kapacitet vlage C(h) = 90/0h izracunava iz jednacina (2.32),
(2.44) i jedne od jednacina (2.46) ili (2.48).
Zamenom (6.19) u jednacini (6.17) dobijamo

TIe) (R — i) + At (Z G 4 rT) = |T|A g (6.20)

j
Sistem ovakvih jednacina je moguce resiti Pikarovim metodom na nacin opisan u
Poglavlju 5.1. Primetimo da ovakvom diskretizacijom ustvari resavamo jednacinu
podzemnog strujanja u obliku zavisnom samo od hidraulickog potencijala (2.40).
Medutim, greska koju uvodi aproksimacija (6.19) moze biti vrlo velika. Ovo je

narocito izrazeno kada zasi¢eni front nadire u suvu sredinu (v. Primer 15), zato Sto
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tu postoji skok u koli¢ini vode i velika je razlika da li ¢e se 90/0h racunati u h"*1,
h™ ili negde izmedu. Jedan od nacina da se ovaj problem prevazide je modifikovan

Pikarov metod (Celia metod) [13] koji je prikazana u nastavku.

6.2 Modifikovani Pikarov metod

Predstavimo hidraulicki potencijal kao korigovanu vrednost iz prethodne neline-
arne iteracije

pothmEl — gt 5 (6.21)
Promenu koli¢ine vode na osnovu aproksimacije (6.19) mozemo predstaviti kao

0,771‘+1,m+1 . 9%1_ — di—l-l,m—l-l . H;L_+l,m + 0,77L_+1,m - 0:{;_
(6.22)
~ C(thrl’m)(ST + 9,771’+1,m . 9’7’
Zamenom prethodne jednacine i jednacine (6.21) u (6.17) dobijamo modifikovanu

Pikarovu metodu

’T‘C(hn+1,m)67_ T Atn Z C;L_j;l,m(sj _
J

(6.23)
— A" (Z C;l—;l’mh?Jrl’m _|_r7_> . ‘7-’ (ngl,m . (9771—) + \T!At"q?“.

J

Nepoznate u ovom sistemu su korekcije d7, na osnovu kojih se iz jednacine (6.21)
dobija novi potencijal. Ovaj postupak se ponavlja dok ne bude uspunjen uslov (5.3).

Prednost ovakvog metoda u odnosu na standardni Pikarov metod je Sto kada
iterativni proces konvergira korekcija tezi nuli, pa cela leva strana jednacine (6.23)
iS¢ezava. Na ovaj nac¢in nestaje greska koju unosimo ra¢unanjem C(h). Kada leva
strana iS¢ezne dobijeno reSenje je ujedno i resenje sistema (6.17).

Ukoliko nelinearni sistem (6.17) resavamo Njutnovom metodom situacija je ista
kao sa modifikovanim Pikarovim metodom, tj. nemamo problem zbog aproksimacije

C(h), jer direktno resavamo sistem (6.17).

83



GLAVA 7. Numericki primeri

Glava 7
Numericki primeri

Za ocenu gresaka u primerima koris¢ene su Ls i L, norme:

> (h(x7) — hr)2T|]"?
M

h__ | Te
= |7 s BT | (7.1
TeM

max |h(x7) — hr|

6}I;ax = 1/27 (72)
5, 0T/ 5 |
TeM TeM
. o h\2 1/2
o [Zf(u<xf) n; Zf) \f’] (73)
> r(u(xy) -ng)?|f]
b= ulxy) 2y — v 2 (7.4)
s (ulxp) ng)( £/ 5r 1£1]
Relativna greska ukupnog proticaja kroz bunar je definisana kao
Q — Qa
=X x4 7.5
GQ QA ? ( )

gde je @ ukupni proticaj dobijen numericki, dok je QA proticaj izrac¢unat iz ana-
litickog resenja.

Parametar mreze h u strukturnim mrezama oznacava najveéu duzinu ivice celije.
Za generisanje nestrukturnih mreza kada je u modelu prisutan bunar iskoris¢en je
softver Lizza [10] [21], dok je za sve ostale modele iskoris¢en softver Gmsh [36].
Parametar h u nestrukturnim mrezama oznacava ulazni parametar za generator
mreze, koji je proporcionalan veli¢ini najvece ¢elije. Mreze su nezavisno generisane

tj. nisu hijerarhijski povezane.
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Maksimalne i minimalne izracunate vrednosti hidraulickog potencijala su
hmax = max h,  hApyn = min hr. 7.6
R = v Tem' T (7.6)

c

max’

odnosno u temperaturi €2 i €L definiSemo na

max’

Greske u koncentraciji €5 i e
isti na¢in kao i za hidraulicki potencijal (7.1) i (7.2). Takode, maksimalne i mini-

malne izracunate vrednosti koncentracije su definisane kao i za hidraulicki potencijal
Cruax = max Cr, Cupn= 71%1/\111 Cr. (7.7)

Sve vrednosti u primerima date su bez mernih jedinica. Rezultati su isti dokle
god se konzistentno upotrebljavaju merne jedinice, tj. ako je recimo koeficijent
filtracije zadat u metrima u sekundi onda i hidraulicki potencijal mora biti izrazen

u metrima, itd.

Primer 1. Neka je u domenu 2 = (0, 1)? reSenje stacionarne jednac¢ine podzemnog

h = sin (?) sin (772y> sin <7T2Z> : (7.8)

pri ¢emu je tenzor filtracije K = 0.1, dok je term izvora i ponora

=D ot () i () ()
7= 0.1 7TSID<2>SID<2 sin {5 ) - (7.9)

Nojmanov granic¢ni uslov zadat je na ravni z = 1 ta¢nom Darsijevom brzinom.

strujanja (2.27) dato sa

Robinov grani¢ni uslov zadat je na ravni y = 1, a na svim ostalim delovima granice
zadat je Dirihleov grani¢ni uslov ta¢nim hidraulickim potencijalom (7.8). Na stra-
nama koje pripadaju I'g zadato je gr(x) = 2, dok je koeficijent transfera W izra¢unat
tako da za tacan hidraulicki potencijal vazi (2.53).

U Tabeli 7.1 prikazane su greske dobijene linearnom TPFA shemom na struktur-
nim mrezama. Rezultati pokazuju da je linearna TPFA shema prvog reda tac¢nosti
za fluks i drugog reda tacnosti za hidraulicki potencijal.

U Tabeli 7.2 pokazano je da je u ovom primeru linearna TPFA shema na nestruk-
turnim tetraedarskim mrezama prvog reda tacnosti za potencijal i ne konvergira za
proticaj. Uopsteno, linearna TPFA shema nije konzistentna ukoliko mreza ne za-

dovoljava princip ortogonalnosti za tenzor. Prema tome, ne mozemo ocekivati da
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Tabela 7.1: Greske dobijene linearnom TPFA shemom na strukturnim mrezama u

Primeru 1.

€

€

max

€

Emax

1/10
1/20
1/40
1/80

2.69e-03
6.73e-04
1.56e-04
2.79e-05

8.32e-03
2.13e-03
5.37e-04
1.34e-04

1.74e-03
4.34e-04
1.03e-04
3.19e-05

5.47e-02
2.13e-03
3.99e-04
2.56e-04

Tabela 7.2: Greske dobijene linearnom TPFA shemom na nestrukturnim tetraedar-

skim mrezama u Primeru 1.

b

€

€

max

u
€

u
max

€

1/10
1/20
1/40
1/80

2.98e-02
1.77e-02
8.90e-03
4.74e-03

1.16e-02
7.65e-02
4.83e-02
2.65e-02

2.23e-01
2.29e-01
2.21e-01
2.20e-01

1.30e-00
1.80e-00
1.96e-00
1.84e-00

Tabela 7.3: Greske dobijene linearnom MPFA shemom na nestrukturnim tetraedar-

skim mrezama u Primeru 1.

b

)

€

max

u
€y

u
max

€

1/10
1/20
1/40
1/80

1.48e-03
4.28e-04
9.61e-05
2.44e-05

9.88e-03
3.74e-03
7.98e-04
2.23e-03

1.78e-02
8.46e-03
3.90e-03
1.92¢-03

1.46e-01
1.27e-01
7.39e-02
5.14e-02
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Slika 7.1: Primer strukturne mreze h = 1/10.

Slika 7.2: Primer nestrukturne mreze h = 1/10.

resenje uopste konvergira s profinjavanjem mreze, sto je i pokazano u slede¢em pri-
meru.

Linearna MPFA shema (dobijena kada se u jednaéini (3.63) uzmu koeficijenti
p+ = 0.5) je prvog reda tacnosti za fluks i drugog reda tacnosti za hidraulicki
potencijal i na nestrukturnim mrezama (Tabela 7.3).

Rezultati dati u Tabelama 7.4 i 7.5 pokazuju da su nelinearne sheme prvog reda
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tacnosti za fluks i drugog reda tacnosti za hidraulicki potencijal.

Tabela 7.4: Greske dobijene nelinearnom TPFA shemom na nestrukturnim tetrae-

darskim mrezama u Primeru 1.

h h h u u

€ €max €9 €max

1/10 1.91e-03 7.17e-03 1.35e-02 8.97e-02
1/20 4.87e-04 2.39e-03  6.62e-03 7.61e-02
1/40 1.17e-04 6.94e-04 3.09e-03 4.43e-02
1/80 3.05e-05 2.02e-04 1.55e-03 1.74e-02

Tabela 7.5: Greske dobijene nelinearnom MPFA shemom na nestrukturnim tetrae-

darskim mreZzama u Primeru 1.

u
max

b € Emax € €
1/10 1.91e-03 1.23e-02 2.18e-02 1.77e-01
1/20 4.37e-04 3.71e-03 9.38e-03 1.22e-01
1/40  9.93e¢-05 1.17e-03 4.14e-03 1.03e-01

1/80 2.42e-05 2.93e-04 1.98e-03  5.79e-02

Primer 2. U ovom primeru resavana je stacionarna jedna¢ina podzemnog strujanja

(2.27) na domenu Q = (0,1)?. Neka je resenje
h = sin (gb) sin (?) ) (7.10)

pri cemu je tenzor filtracije
5 3
K= . (7.11)
3 10
Term izvora i ponora izabran je tako da je za reSenje (7.10) i tenzor filtracije
(7.11) zadovoljena jednacina (2.27).

Tacan hidraulicki potencijal zadat je na granici. Primer je reSavan na struktur-

nim kvadratnim mrezama.
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U ovom slucaju mreze ne zadovoljavaju uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor.

Stoga linearna TPFA shema nije konzistentna sto se vidi u Tabeli 7.6.

Tabela 7.6: Greske dobijene linearnom TPFA shemom u Primeru 2.

u

h h u
h € €max € €max

1/10 6.86e-02 1.38e-01 2.42e-01 7.52e-01
1/20 7.65e-02 1.50e-01 2.52e-01 7.15e-01
1/40 8.12e-02 1.57e-01 2.58e-01 6.82¢-01
1/80 8.38¢-02 1.59e¢-01 2.60e-01 6.60e-00

Tabela 7.7: Greske dobijene linearnom MPFA shemom u Primeru 2.

h h h u u

€ €max € €max

1/10  5.10e-03 1.22e-02 7.89e-03 5.25e-02
1/20 1.01e-03  3.31e-03 3.09e-03 2.39e-02
1/40 1.83e-04 4.84e-04 3.20e-04 4.05e-03
1/80 4.57e-05 1.22e-04 9.28e¢-04 1.92e-03

Tabela 7.8:

Greske dobijene nelinearnom TPFA shemom u Primeru 2.

h h h u u

€9 €max €9 €max

1/10 8.48e-03 2.43e-02 1.48e-02 1.27e-01
1/20 1.94e-03 3.89e-03 6.30e-03 5.84e-02
1/40 4.47e-04 6.64e-04 1.97e-03 1.97e-02
1/80 1.29¢-04 2.11e-04 7.24e-04 9.49e-03

Iako je tenzor filtracije anizotropan, linearna MPFA shema, nelinearna TPFA

shema i nelinearna MPFA shema su drugog reda tacnosti za hidraulicki potencijal i

prvog reda za fluks (v. Tabele 7.7, 7.8 1 7.9).
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Tabela 7.9: Greske dobijene nelinearnom MPFA shemom u Primeru 2.

h h u
h ) €max €2

u

6l'l’la.X

1/10  3.52e-03 8.33e-03 1.14e-02 7.05e-02
1/20 8.11e-04 2.57e-03 4.59e-03 3.54e-02
1/40 1.94e-04 6.81e-04 1.34e-03 8.80e-03
1/80 4.86e-05 1.86e-04 4.82e-04 4.16e-03

Primer 3. U ovom primeru resavana je stacionarna jednacina transporta mase
(4.1) kada je u = (0,0,0) i g¢ = 0. Neka je domen jedini¢na kocka sa dve rupe
Sy =1[3/11,4/11] x [5/11,6/11] x [0,1] i Sy = [7/11,8/11] x [5/11,6/11] x [0, 1] (Slika

7.3). Dirihleovi graniéni uslovi su zadati unutar rupa, i to g5 = 0 na 95 i ¢§ = 1

Slika 7.3: Domen u Primeru 3.

na 95,. Na ostalim delovima granice je zadato da je difuzna brzina nula (g5 = 0).

Tenzor difuzije je dat formulom
D = R,(¥,)diag(dy, dy, d3) R.(—1,), (7.12)

gde je d; = d3 =1, dy = 0.001 i 9, = 67.5°, dok je R.(9),) matrica rotacije oko ose

Z za ugao v,.
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Prethodni primer je pokazao da su linearna MPFA shema i nelinearne MPFA i
TPFA sheme drugog reda tacnosti za hidraulicki potencijal. Na osnovu grani¢nih
vrednosti i principa maksimuma i minimuma znamo da je tacno resenje izmedu
minC' =0 i maxC = 1. U ovom primeru ispitacemo da li ove sheme zadovoljavaju

xeN xeN
diskretni princip maksimuma.

Tabela 7.10: Minimalne i maksimalne vrednosti koncentracije u Primeru 3.

lin. MPFA nelin. TPFA nelin. MPFA

h  Cumin  Cmax Cmin Chax Crnin Crnax
1/10 -0.55 1.50 3.92e-03  1.95 3.66e-03  0.99658
1/20 -0.20 1.20 8.55e-04  1.42 6.95e-04  0.99937
1/40 -0.02 1.03 1.23e-04 1.05 8.37e-05 0.99991

Primer je resavan na nestrukturnim tetraedarskim mrezama. Rezultati prikazani
u drugoj i treoj koloni u Tabeli 7.10 pokazuju da je za linearnu MPFA shemu
narusen diskretni princip maksimuma i minimuma. Nelinearna TPFA shema ne
zadovoljava diskretni princip maksimuma, ali zadovoljava pozitivnost resenja, sto i
pokazuju rezultati u ¢etvrtoj i petoj koloni Tabele 7.10. Nelinearna MPFA shema
zadovoljava princip maksimuma Sto i pokazuju rezultati u Sestoj i sedmoj koloni u

Tabeli 7.10.

Primer 4. Neka se domen € = (0,1)? stacionarne jednacine podzemnog strujanja

sastoji od dve materijalne zone u kojima je tenzor filtracije:

310 10 3 0
Ky, ako je z < 0.5,
K= Ki={13 0|, Ke=|3 1 0]. (713
Ky, inace,
0 01 0 01

Neka je tacno resenje dato formulom

1 —2y? + 4oy + 2y + 6, r<0.5
h(z,y,z) = Y ey : (7.14)
3.5 — 2y% + 22y + x + 3y, x > 0.5.
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Tada je term izvora i ponora:

4, r < 0.5,
q= (7.15)
8 x>05

Na granici y = 0 zadat je tacan Darsijev fluks. Robinov grani¢ni uslov je zadat
na z = 0, tako da je gg = 0 a ¥ je izracunato tako da za tacan hidraulicki potencijal
vazi (2.53). Na ostalim delovima granice zadat je tacan hidraulicki potencijal.

Ovaj primer je resavan na nestrukturnim tetraedarskim mrezama (Slika 7.2).

Tabela 7.11: Greske dobijene nelinearnom TPFA shemom u Primeru 4.

u

h h u
h € € € Emax

max

1/10 3.15e-04 1.45e-03 5.43e-03 4.37e-02
1/20 6.54e-05 4.63e-04 2.46e-03  2.22e-02
1/40 1.43e-05 9.76e-05 1.17e-03 1.37e-02
1/80 3.50e-05 3.32e-05 5.64e-04 8.46e-03

Tabela 7.12: Greske dobijene nelinearnom MPFA shemom u Primeru 4.

h h u u
h 62 € 62 Emax

1/10 4.68e-04 2.44e-03 6.85e-03  9.92e-02
1/20 9.34e-05 5.07e-04 2.80e-03 3.52e-02
1/40 2.39e-05 1.38¢-04 1.28e-03 1.91e-02
1/80 6.16e-06 4.10e-05 6.00e-04 1.00e-02

Rezultati prikazani u tabelama 7.11 i 7.12 dobijeni su koris¢enjem lokalne koor-
dinatne transformacije (Poglavlje 3.3) na stranama na kojima postoji diskontinuitet
u tenzoru filtracije. Ovi rezultati pokazuju da su nelinearna TPFA i nelinearna
MPFA sheme prvog reda tacnosti za fluks i drugog reda tac¢nosti za hidraulicki po-
tencijal, bez obzira na prisustvo diskontinuiteta u modelu. Stoga zaklju¢ujemo da se
uklanjanjem diskontinuiteta na stranama lokalnom koordinatnom transformacijom

(Poglavlje 3.3) ne smanjuje red tacnosti nelinearne TPFA i nelinearne MPFA sheme.
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Primer 5. U ovom primeru resavana je stacionarna jednac¢ina trasporta mase (4.1)
kada je u = (0,0,0) i g¢ = 0. Neka je domen = (0,1)3\(S; U Sy), pri ¢emu je
S1=10.2,0.4] x [0.4,0.6] x [0,1] i S =[0.6,0.8] x [0.4,0.6] x [0,1]. Tenzor difuzije

i disperzije je dat formulom:

Dy, akoje (r <0.5Ay <05V (x>05Ay>0.5
p_) D je ( y )V ( y ) | (7.16)
D, inace
]D)i = Rz(ﬁi>diag(d1,dg,dg)Rz(—ﬂi), (717)

gde jedy =ds =1, dy = 0.001, ¥y = 22.5°,99 = 67.5°, dok je R,(¥;) matrica rotacije
oko ose z za ugao v;.

Na delu granice 95, zadat je Dirihleov grani¢ni uslov g5 = 0, dok je na delu
granice 05, zadato ¢g§ = 1. Na ostalim delovima granice je zadato da je difuzni
proticaj jednak nuli (¢§ = 0). Na osnovu principa maksimuma i minimuma imamo
da je 2161802011){1628(02 1.

Ovaj primer je resavan na nestrukturnim prizmatiénim mrezama (Slika 7.4).

Slika 7.4: Nestrukturna prizmatiéna mreza b = 1/10 koriS¢ena u Primeru 5.

Rezultati prikazani u Tabeli 7.13 dobijeni su uklanjanjem diskontinuiteta na
stranama lokalnom koordinatnom transformacijom (Poglavlje 3.3).
Rezultati prikazani u drugoj i trec¢oj koloni u Tabeli 7.13 pokazuju da nelinearna

TPFA shema sa lokalnom koordinatnom transformacijom na stranama na kojima
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Tabela 7.13: Minimalne i maksimalne vrednosti koncentracije u Primeru 5.

nelin. TPFA nelin. MPFA

b Cmin~ Chax Crnin Crnax
1/10 2.80e-05 1.26 4.23e-03  0.998749
1/20 6.91e-04 1.50 2.56e-04  0.999495
1/40 5.51e-05 1.68 7.90e-06  0.999991

postoji diskontinuitet zadrzava pozitivnost. Cetvrta i peta kolona u Tabeli 7.13
pokazuju da lokalna koordinatna transformacija ne narusava princip maksimuma i

minimuma nelinearne MPFA sheme.

Primer 6. Neka je krug 22 +3? = R? domen stacionarne jedna¢ine podzemnog stru-
janja (2.27) sa izotropnim tenzorom filtracije K = KT. Neka se bunar polupre¢nika
r nalazi u centru kruznog domena. Na osnovu Odeljka 3.4.1 resenje stacionarne
jednacine podzemnog strujanja (2.27) je dato jednacinom (3.95), Sto mozemo zapi-

sati kao

hylIn & 4+ hpln 2
= L ) (7.18)

h’l?

h(p)

U ovom primeru postavljamo da je » = 0.05, R = 200, hy, = 55, hg = 100 i
K = 1le — 04. Vrednost koeficijenta transfera u jednacini (3.88) je postavljena tako
da je h, = 60.

U Tabeli 7.14 predstavljene su greske dobijene nelinearnom TPFA shemom. Ova
shema bez korekcije nije drugog reda tacnosti i daje potpuno pogreSan proticaj kroz
bunar. Cak i na najfinijoj mrezi razmatranoj u ovom primeru proticaj kroz bunar je
za 50% veéi od analitickog resenja. Greska hidraulickog potencijala je veé¢a u okolini
bunara (Slika 7.5 levo), sto je i ocekivano jer se gradijent hidraulickog potencijala
tu najbrze menja.

Koriséenjem WFEFC sheme dobijamo da je greska u proticaju kroz bunar oko 1%
a greske u hidraulickom potencijalu su znacajno manje. Nazalost u WFC shemi sa
profinjavanjem mreze ne dolazi do poboljsanja rezultata. Greska je i dalje veca u

okolini bunara (Slika 7.5 sredina).
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Tabela 7.14: Greske dobijene nelinearnom TPFA shemom u primeru 6.

h 322 16v2 8v2 44/2 22 V2
shema bez korekcije

e 8.46e-02 6.65e-02 4.61e-02 3.61e-02 2.67e-02  1.93e-02
el 2.25e-01  2.20e-01  2.05e-01  1.87e-01  1.65e-01  1.37e-01

max

€g 2.33e+00 1.78e+00 1.22e+00 9.59e-01  7.12e-01  5.17e-01

WEFC shema
63 1.37¢-03  8.46e-04  6.36e-04  4.54e-04  4.29¢-04  4.86e-04
eh 2.02e-02  7.64e-03  7.12e-03  6.41e-03  6.33e-03  6.65¢-03

max

e  9.60e-03 1.17e-02 1.01e-02 1.18e-02 1.12e-02  1.32¢-02

NWC shema
6’2‘ 7.65e-04  2.04e-04 4.98e-05 R.30e-06 1.86e-06 4.92e-07
el 3.37e-03  1.22e-03 6.43e-04 8.16e-05 1.91e-06 5.81e-06

max

eg -4.42¢-03 2.60e-04 8.13e-05 -1.44e-05 -1.16e-06 -4.97e-07

Head error Head error Head error

4 8 12 16 0.2 0.4 0.004

B ] B ] B ]
0 17 0 0.6 0 0.008

Slika 7.5: Apsolutna greska hidraulickog potencijala dobijena nelinearnom TPFA
shemom na mrezi b = 4/2 u Primeru 6 bez popravke (levo), WFC shemom (sredina)

i NWC shemom (desno).
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Za oblast u kojoj je koriséena NWC shema je uzeta kruzna okolina bunara po-
lupre¢nika 50. Rezultati predstavljeni u Tabeli 7.14 pokazuju da je shema drugog
reda tacnosti za hidraulicki potencijal i da se greska proticaja u bunaru smanjuje
sa profinjavanjem mreze. U ovom slucaju greska hidraulickog potencijala je data na
Slici 7.5 desno.

Isti zakljucci vaze i za nelinearnu MPFA shemu. Greske nelinearne MPFA sheme

su date u Tabeli 7.15.

Tabela 7.15: Greske dobijene nelinearnom MPFA shemom u primeru 6.

h 32v/2 16v/2 8v/2 44/2 22 V2

shema bez korekcije

el 3.35e-02  3.37e-02  3.17e-02  2.90e-02  2.35e-02  1.53e-02
el 9.76e-02  1.24e-01  1.55e-01 1.63e-01  1.57e-01 1.21e-01

max

eg -9.71e-01 -9.48e-01 -8.85e-01 -8.04e-01 -6.50e-01 -4.21e-01

WFC shema
el 1.63e-03  9.08¢-04 6.95-04 5.0le-04 4.58¢-04 5.88e-04
el . T.72e-03  9.18¢-03  7.90e-03 7.41e-03  6.90e-03  6.77e-03
e 1.02e-02  1.26e-02 1.08e-02  1.34e-02 1.21e-02  1.60e-02

NWC shema
eg 8.19¢-04 2.09¢-04 5.60e-05 1.01e-05 2.27¢-06  5.92¢-07
el 3.74e-03 1.31e-03 6.25e-04 9.68e-05 2.29e¢-05 5.81e-06

max

eg  6.33e-03  4.74e-04 1.41e-04 2.52e-05 8.74e-06 2.14e-06

Primer 7. Neka je domen stacionarne jednacine podzemnog strujanja pravougaonik
sa temenima (£300,£150). U modelu su prisutna dva bunara sa centrima u x; =
(—=150,0) i x, = (150,0), precnika r, = 0.5 1 7. = 0.6, respektivno. Tenzor filtracije

u modelu je

R
K = 10 . (7.19)
2 8
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Analiticko resenje dobijeno je superpozicijom dva analiticka resenja oblika (3.95)

hR - hr hr IDRl - hR 1117“1
h = lln’fll L [|S(x — x) || + — lnflll

hr — h, h...ln R, — hg, Inr,
+%1n||5(x—xr)”+ m&R . (7.20)

U ovom primeru postavljamo da je hp, = hr, = 20, Ry = R, = 1200, h,, =51
h.. = 10. Vrednost koeficijenta transfera ¥ je izabrana posebno za svaku bunarsku
stranu tako da je hidraulicki potencijal 23 u levom bunaru i 27 u desnom bunaru.

Na spoljasnjem delu granice je zadat Dirihleov grani¢ni uslov tacnom vrednoséu

hidraulickog potencijala.

Tabela 7.16: Greske dobijene nelinearnom TPFA shemom u primeru 7.

f 32 16 8 4 2

shema bez korekcije
el 3.09-02 1.06e-02 6.25¢-03 2.50e-03 1.67e-03
el 1.3le-01  1.26e-01 1.05e-01 3.47e-02 4.03e-02

€g, 2.90e-01  2.31e-01 1.88e-01 1.97e-01 1.21e-01
€g, (.37e-02  2.57e-01 7.82e-02 1.35e-01 9.16e-02

WEC shema
6}2‘ 2.02e-02  6.01e-03  3.30e-03 1.18e-03 7.64e-04
eﬁlax 8.85¢-02 8.00e-02 7.47¢-02 3.27e-02 3.07¢-02

€g, -7.91e-02 -9.54e-02 -7.38e-02 3.22e-02 2.48e-02
€g, -9.61le-02 3.11e-02 -3.05e-02 2.88e-02 3.33e-02

NWC shema
eg 7.62e-04 2.33e-04  7.13e-05 2.30e-05 5.53e-06
eﬁlax 4.95¢-03 2.08e-03 6.11e-04 3.24e-04 7.03e-05

eg, -4.83e-04 -2.75e-04 9.91e-05 3.85e-05 6.90e-06
€g, -1.19e-04 4.36e-04 6.55e-05 2.40e-05 8.43e-06
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Tabela 7.17: Greske dobijene nelinearnom MPFA shemom u primeru 7.

b 32 16 8 4 2
shema bez korekcije

eh 5.92e-03 3.27e-03 2.83e-03 1.99¢-03 1.58e-03
el 4.64e-02 3.04e-02 2.60e-02 2.01e-02 2.91e-02
€g, -2.53e-01 1.89e-01 2.73e-01 1.69e-01 1.28e-01
€Q, 9.72e-02  2.64e-01 1.18e-01 1.02e-01 9.33e-02
WEFC shema

el 4.25e-03 3.42e-03 1.88¢-03 1.22e-03  9.69e-04
et o 3.33e-02  3.40e-02 4.20e-02 2.81e-02 3.64e-02
€g, 9.41e-02 6.73e-02 7.48e-02 5.96e-02 6.77e-02
€g, 4.06e-02  4.88e-02 3.29e-02 4.59e-02 5.39e-02
NWC shema

el 1.32e-03 5.17e-04 1.67e-04 6.23e-05 1.47e-05
el 6.92e-03 3.48¢-03 1.48e-03 9.61e-04 2.06e-04
eg, 1.35e-03 9.21e-04 6.32¢-04 1.41e-04 3.47e-05
€g, 4.69e-03  2.42e-03 4.45e-04 7.91e-05 3.42e-05
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Slicno kao i u prethodnom primeru nelinearna TPFA shema i nelinearna MPFA
shema bez korekcije daju netacan proticaj (tabele 7.16 1 7.17). Sa popravkom fluksa
na bunarskim stranama (WFC shema) dobija se ta¢niji proticaj, ali sa profinjava-
njem mreze ne dolazi do povetanja tacnosti. Za oblast u kojoj je koris¢ena NWC
shema uzete su kruzne okoline bunara poluprecnika p = 100. Rezultati prikazani u
tabelama 7.16 i 7.17 pokazuju da su i nelinearna TPFA i nelinearna MPFA shema
sa NWC shemom u okolini bunara drugog reda tac¢nosti za hidraulicki potencijal.

Sa NWC shemom greske u proticaju bunara su najmanje.

Head error Head error
1.37| 2.1359
1 ¢
5 $
ﬂ : i : 1
0 0
f ; Head error
: 0.0725
|0.04

i / 0

Slika 7.6: Apsolutna greska hidraulickog potencijala dobijena nelinearnom MPFA
shemom na mrezi h = 8 u Primeru 7 bez popravke (levo), WFC shemom (sredina),

NWC shemom (desno).

Na Slici 7.6 je predstavljena distribucija apsolutne greske hidraulickog potencijala

dobijena nelinearnom MPFA shemom.

Primer 8. Neka je domen stacionarne jednacine podzemnog strujanja kvadar sa te-

menima (£100, £50, £50). Neka se u domenu nalazi horizontalni bunar

od (=50, —50,0) do (=50, 50,0) i vertikalni bunar od (50,0 — 50) do (50,0, 50).
Analiticko reSenje je dobijeno superpozicijom dva analiticka resenja oblika (7.18)

R Ry v
iy, In Jb 4 hp, In 22 hy In %+ hpg, In 22

h(x) = h 7.21
(x) Y T (7.21)
pri cemu su
Ph = \/(.I - xh)Q + (Z - Zh)2> Pv = \/(33‘ - -Iv)z + (y - yv)v (722)
gde su x, = —50, z, =0, , =50 iy, = 0. U ovom primeru uzimamo da je Ry =

R, = 1000, hg, = 50, hg, =53, r, = 0.1, r, = 0.15, hj, = 40 i h, = 45. Transfer
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koeficijent je izabran u skladu sa Hagen-Poisilovim zakonom tako da je hidraulicki
potencijal na pumpi u horizontalnom bunaru 90, odnosno 92 na pumpi u vertikalnom
bunaru. Pumpa je u horizontalnom bunaru locirana u tacki (—50, —50,0), odnosno

u tacki (50,0, —50) u vertikalnom bunaru.

Tabela 7.18: Greske dobijene nelinearnom TPFA shemom u primeru 8.

b 16 8 4 2

shema bez korekcije
el 1.01e-02  7.31e-03 4.66e-03  3.05e-03
el 3.03e-02 3.28¢-02 2.94e-02 2.44e-02

€g, 2.38¢-00 1.69e-00 1.13e-00 7.41e-01
€g, 2.73¢-00 1.93e-00 1.14e-00 7.24e-01

WEFC shema

el 4.88¢-04 1.99e-04 8.38¢-05 5.63e-05
el 291e-03 3.03e-03 1.62e-03 1.04e-03
€, 1.66e-02 3.89e-03 1.93e-03 -2.29e-03
€9, 1.69e-02 1.70e-02 1.61e-02 1.67e-02

NWC shema
63 6.94e-05 1.75e-05 4.44e-06 1.15e-06
e’r;ax 2.46e-04 6.24e-05 2.50e-05 7.27e-06

€g, 1.29e-03  9.09e-05 5.55e-05  2.41-05
€g, -4.40e-04 2.70e-05 1.82e-05 1.01e-05

U tabelama 7.16 i 7.17 date su greske u primeru 8. Oblasti u kojima je primenjena
NWC shema su cilindri¢ne okoline bunara sa polupreénikom p = 30. Povrsine
Lambertovih cilindricnih projekcija dobijaju se Gaus-Lezandrovom kvadraturnom
formulom sa Sest ¢vorova sa masinskom tac¢noscéu.

Rezultati pokazuju da i u trodimenzionalnom sluc¢aju vazi isti zakljucci kao i

u dvodimenzionalnom slucaju, tj. vazi da: nelinearna TPFA shema i nelinearna
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MPFA shema bez korekcije daju netacan proticaj; sa popravkom fluksa na bunarskim
stranama (WFC shema) dobija se tacniji proticaj, ali se profinjavanjem mreze ne
dobija povecanje tac¢nosti; hidrauli¢ki potencijal dobijen koris¢enjem NWC sheme u

okolini bunara je drugog reda tacnosti.

Tabela 7.19: Greske dobijene nelinearnom MPFA shemom u primeru 8.

b 16 8 4 2

shema bez korekcije
el 3.84e-03  3.63e-03  2.78e-03  1.70e-03
el . 1.82e-02 1.83e-02 2.01le-02 1.68e-02

€g, -8.94e-01 -8.22¢-01 -6.75e-01 -4.52e-01
€g, -8.33e-01 -7.30e-01 -4.84e-01 -2.20e-01

WFC shema
6}2‘ 4.86e-04 1.86e-04  9.09e-05 6.13e-05
eﬁlax 3.38e-03 2.41e-03  2.02e¢-03  1.25e-02

€g, 1.96e-02 4.8le-03 3.86e-04 -9.42e-04
€g, 1.95e-02 1.90e-02 1.78e-02 1.84e-02

NWC shema
e’g 6.39¢-05  1.77e-05 4.71e-06  1.25e-06
el . 2.20e-04 6.88¢-05 2.58¢-05 6.26e-06

€g, 1.32e-03 8.36e-05 -2.02e-05 -1.70-05
€Q, -2.36e-04 2.17e-04 2.69e-05 2.37e-05

Primetimo da su u ovom primeru rezultati WFC sheme tac¢niji nego u prethod-
nom primeru. Kako WFC shema predstavlja kona¢nu razliku u pravcu normalnom
na bunar, aproksimacija unosi manju gresku u izotropnom sluc¢aju nego u anizotrop-

nom slucaju.

Primer 9. U ovom primeru razmatrana je jednodimeziona evolutivna Ricardsova
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jednacina (2.38) u prostornom domenu z € [0, 1]. Neka je koeficijent filtracije K =
7-107°%, poroznost € = 0.44 i neka su parametri Mualem-van Genuhtenovog modela
a="T7n=4.51, sg =0.44, s, = 0.19. U tacki z = 1 zadat je hidraulicki potencijal
hY = 0.9 (¢V = —0.1), dok je u tacki z = 0 zadat hidrauli¢ki potencijal h* = —1
(* = —1). Pocetno resenje je dato sa hy = z — 1 (9 = —1). Buduéi da je
AY/Az > 01 hY > b ovaj slucaj predstavlja infiltraciju (v. Poglavlje 3.6.1).

1

0.9

0.8

0.7

0.6

z 05

0.4

0.3

0.2

0.1

Slika 7.7: Visina pritiska u trenutku ¢ = 1200 dobijena za razli¢ite metode usred-

njavanja relativne propusnosti.

Koris¢enjem razlicitih metoda za usrednjavanje relativne propusnosti na mrezi
h = 0.1 dobijeni su rezultati prikazani na Slici 7.7. Sa ove slike vidi se da usrednja-

kfIARM )

vanje harmonijskom ( kFEOM)

ili geometrijskom sredinom ( dovodi do velikog
precenjivanja vrednosti visine pritiska. Profinjavanjem mreze usrednjavanje kSEOM
daje tacnije vrednosti visine pritiska. Medutim, za usrednjavanje kMM profinjava-
nje mreze ne dovodi do tacnijeg resenja.

Na slici 7.7 je takode moguée uociti da aritmeticka (K2RT) i integralna (KINT)

sredina krse princip maksimuma.
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Primer 10. Prethodni primer je predstavio tok u rezimu infiltracije, dok se u ovom
primeru razmatra tok u rezimu drenaze. ResSavana je jednodimeziona evolutivna
Ric¢ardsova jednac¢ina (2.38) u prostornom domenu z € (0,5). Neka je koeficijent
filtracije K = 1072, poroznost € = 0.44 i neka su parametri Mualem-van Genuh-
tenovog modela a = 6, n = 2.51, s = 0.44, s, = 0.19. U tacki z = 5 zadat je
Nojmanov grani¢ni uslov gy = 0, dok je u tacki z = 0 zadat hidraulicki potencijal
ht = —0.1 (% = —0.1). Potetno resenje je hg = z — 0.1 (o = —0.1).

5_

kr
4.5rF _;k-_kNS
r
ARIT
4+ —E—kr
HARM
351 _+_kr
- _krGEOM
3r _ o _jNT
T
z 2.5)
2_
L.5r
1_
0.5r
0 1

0.7 0.6 05 0.4 03 02 0.1

Slika 7.8: Visina pritiska u trenutku ¢ = 2000 dobijena za razli¢ite metode usred-

njavanja relativne propusnosti u Primeru 10.

kYPC su identitna u

Problem je resavan na mrezi h = 0.5. Usrednjavanja kNS i

slu¢aju drenaze. Na Slici 7.8 moZemo videti da usrednjavanja kARIT LGEOM j pINT

proizvode oscilacije u visini pritiska.

Na osnovu ovog i prethodnog primera mozemo zakljuéiti da sredina kHARM do-
vodi do velikog precenjivanja vrednosti visine pritiska u sluc¢aju infiltracije, a da
JpARIT L GEOM j LINT

sredine u slucaju drenaze dovode do oscilacija u visini pritiska.

kYPS ne dovodi do oscilacija u visini pritiska.

Koris¢enje sredina k5 i
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Primer 11. U ovom primeru resavana je stacionarna Ricardsova jednacina (2.41).
Neka je domen kocka © = (0, 1) sa izotropnim tenzorom filtracije K = KI. Diri-
hleovi grani¢ni uslovi su zadati na ravnima z = 1 i z = 0 konstantnim hidraulickim
potencijalima AV i h. Na ostalim delovima granice zadat je Nojmanov grani¢ni
uslov gy = 0. Problem je resavan na tetraedarskim nestrukturnim mrezama.

Za odredivanje relativne propusnosti iskoriséen je Gardnerov model (2.49), sa
parametrom A = 2.38. Za koeficijent filtracije u ovom primeru uzeto je K = 6.9 -
1073, U zavisnosti od rezima strujanja izabrana je vrednost Dirihleovog grani¢nog

uslova za
e infiltraciju AV = 0.9 (¥ = —0.1) i Al = -1 (YL = -1),
e drenazu hV =0 (Y = —1) i A = —0.1 (¢ = —0.1),

e kapilarno izdizanje hY = —0.2 (¥ = —1.2) i b = —0.1 (" = —0.1).

Tabela 7.20: Greske u Primeru 11 sa usrednjavanjem kN

f 1/5 1/10 1/20 1/40

infiltracija

el 1.18e-04 3.87e-05 1.07e-05 2.98¢-06
el 3.49e-04 9.77e-05 2.86e-05 7.92e-06
drenaza

el 3.14e-05 1.29¢-05 4.19¢-06 2.14e-06
el . 8.84e-05 3.22e-05 1.05e-05 4.89e-06
kapilarno izdizanje

el 3.29e-05 1.31e-05 4.16e-06 2.10e-06
el 9.60e-05 3.39e-05 1.21e-05 5.23e-06

max

Za aproksimaciju fluksa je iskoris¢ena nelinearna TPFA shema, dok je usred-

njavanje relativne propusnosti izvedeno sa kN5 i kVF9. Dobijene greske prikazane u
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Tabeli 7.20 pokazuju da kada se za usrednjavanje koristi kN° ta¢nost varira od prvog
do drugog reda u zavisnosti od rezima strujanja. Ovo je posledica usrednjavanja kN°

jer je nelinearna TPFA shema drugog reda ta¢nosti (v. Primer 1).

Tabela 7.21: Greske u Primeru 11 sa usrednjavanjem kPG,
b 1/5 /10 1/20  1/40
infiltracija

el 3.41e-03 2.11e-03 1.17e-03 6.43e-04
el 7.51e-03 4.33e-03 2.65e-03 1.46e-03
drenaza

e 3.14e-05 1.29e-05 4.19e-06 2.14e-06
el . 8.84e-05 3.22e-05 1.05e-05 4.89e-06
kapilarno izdizanje

e 2.07e-05 9.04e-06 5.71e-06 2.84e-06
el 7.27e-05 2.61e-05 1.58e-05 6.96e-06

max

Primetimo da za drenazu vazi kNS = kUPG pa su stoga greske u Tabelama 7.20 i
7.21 za drenazu identi¢ne. Za razliku od usrednjavanja kX°, u sluéaju usrednjavanja

kYFPC regenje je uvek prvog reda taénosti.

Primer 12. U ovom primeru razmatrana je stacionarna jednacina transporta ener-

gije (4.5) u domenu Q = (0,1)3. Neka je tatno reSenje

T = 2%y, (7.23)
i neka je
ucyp = (1,0,0) i A=IL (7.24)
Term izvora i ponora je
qr = 222 (v — 1) — 2l2%2* — 2lz%y°. (7.25)
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Na granici x = 1 zadat je Nojmanov grani¢ni uslov
gk = —2lwy?2? — 20xPy2? — 202y’ z, (7.26)

dok je na ostalim delovima granice zadat Dirihleov grani¢ni uslov tatnom vrednoscéu
koncentracije (7.23).

U ovom primeru zelimo da proverimo tacnost metoda za diskretizaciju advek-
tivnog terma. Ukoliko uzmemo da je [ = 0.01 u problemu dominira advekcija. Za
diskretizaciju difuznog terma koris¢ena je nelinearna TPFA shema. Rezultati su

dobijeni na nestrukturnim tetraedardskim mrezama.

Tabela 7.22: Greske dobijene uzvodnom shemom u Primeru 12.

b 1/10 1/20 1/40 1/80
el 520e-02 2.68¢-02 1.27¢-02 6.39¢-03
el . 5.33e-01 4.23e-01 1.28e-01 6.90e-02

max

Rezultati prikazani u Tabeli 7.22 pokazuju da je uzvodna diskretizacija advek-

tivnog terma (4.7) prvog reda tac¢nosti.

Tabela 7.23: Greske dobijene linearnom popravkom uzvodne sheme u Primeru 12.

b 1/10 1/20 1/40 1/80
el 574e-03 1.17¢-03 2.41e-04 6.13e-05
el . 5460-02 2.14e-02 5.57¢-03 1.30e-03

max

Rezultati prikazani u Tabeli 7.23 pokazuju da linearnom popravkom uzvodne
sheme (4.9) dobijamo shemu drugog reda tacnosti.

Limiter Barta i Dzaspersena (4.18) sprecava konvergenciju do stacionarnog rese-
nja. Rezultati prikazani u Tabeli 7.24 dobijeni su limiterom Barta i Dzaspersena
uz istorijsku modifikaciju tako da limiteru posle desete iteracije nije dozvoljeno da

raste. Rezultati pokazuju da je ovako dobijena shema malo manje tacna od sheme

(4.9).
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Tabela 7.24: Greske dobijene limiterom Barta i Dzaspersena sa istorijskom modifi-

kacijom u Primeru 12.

b 1/10 1/20 1/40 1/80
eI 757e-03 1.65¢-03 4.27e-04 1.13e-04
el 12201 5.06e-02 1.77¢-02 7.81e-03

max

Primer 13. U domenu 2 = (0,1)® resavana je stacionarna jednacina transporta
mase (4.1) za

D=10"°T, qc=0 (7.27)

1 konstantnu brzinu

u=(2-10"7,0,0) (7.28)

Na delu granice * = 0 zada je Dirihleov grani¢ni uslov g§ = 1. Na ostalim
delovima granice zadat je Nojmanov grani¢ni uslov g§ = 0. Ovo znaéi da je na tom
delu difuzni fluks jednak nuli (v. (2.68)), dok rastvorena materija moze napustati
domen advekcijom.

Primetimo da na osnovu grani¢nih vrednosti i principa maksimuma i minimuma
vazi da je ta¢no reSenje izmedu I)Zlelgrzlc =01 I)I(lea(}z(o =1

U Tabeli 7.25 prikazani su rezultati dobijeni na nestrukturnoj mrezi h = 1/10
(Slika 7.2). Rezultati potvrduju da uzvodna shema zadovoljava princip maksimuma
i minimuma (prva i druga kolona u Tabeli 7.25). Popravka uzvodne sheme bez li-
mitera (4.9) krsi princip maksimuma i minimuma (treca i ¢etvrta kolona u Tabeli
7.25). Da bi popravka linearne sheme uz pomo¢ limitera Barta i Dzaspersena kon-

vergirala uzimamo istorijsku modifikaciju tako da limiteru posle deset iteracija nije

dozvoljeno da raste. Ovakva shema zadovoljava princip maksimuma i minimuma

Primer 14. U ovom primeru razmatran je uticaj sorpcije i degradacije na transport
zagadenja. Vise o uticaju sorpcije i degradacije na zagadenje u zonama sanitarne
zastite Beogradskog izvorista mogudée je pronaéi u radu [22].

Prostorni domen modela je 2 = (0,800 m) x (0,500 m) (Slika 7.9), posmatrani

vremenski interval je od 0 do 300 dana.
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Tabela 7.25: Minimalne i maksimalne vrednosti koncentracije u Primeru 13.

uzvodna shema shema bez limitera shema sa limiterom
C'min Cmax Cmin Cmax C’min C’max
8.53e-11 1 -0.06 1.03 1.27e-10 1

Duz granice y = 0 m nalazi se reka u kojoj je nivo 71 m dok je koeficijent propu-
snosti reénog dna 107° s~!. Stoga na ovom delu granice zadajemo Robinov grani¢ni

—1 Neka se tri bunara nalaze

uslov (2.53) pri ¢emu su gg = 71 mi ¥ = 107" s
na pozicijama (0,100 m), (400 m,100 m) i (800 m, 100 m). Kapacitet centralnog
bunara je 80 litara u sekundi, a kapaciteti druga dva su po 40 1/s. Bunare mode-
liramo preko terma izvora i ponora q. Poznato je da 90% vode u bunare dolazi iz
reke dok ostatak vode dolazi iz zaleda, pa prema tome na delu granice y = 500 m

postavljamo Nojmanov grani¢ni uslov (2.51) pri ¢emu je gy = —0.016/800 m/s. Na

delu granice x = 0 i x = 800 m zadat je Nojmanov granicni uslov gy = 0.

800

O lokacija unosa

00v

Slika 7.9: Skica modela u Primeru 13.

Na lokaciji (400 m, 460 m) brzinom 5 1/s izliva se voda sa koncentracijom zagadi-
vaca 1 g/s tokom prvih 10 dana, nakon Cega izlivanje prestaje. Zbog moguce nesta-
bilnosti numerickog resenja advektivno-difuzne jednacine [59] potrebno je na granici
prilivanja vode u model postaviti Dirihleov ili Robinov grani¢ni uslov, a na granici

odlivanja vode iz modela Nojmanov granicni uslov.
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Budud¢i da je disperzija posledica advekcije na zanemarenim skalama njome se
rastvorena materija moze prostirati samo u smeru od viseg hidrauli¢ckog potencijala
ka nizem (u smeru osnovnog toka). Medutim, buduéi da je disperzija modelirana
difuznim termom, jednacina (4.1) dopusta da se rastvorena materija prostire u su-
protnom smeru c¢ak i kada je difuzivnost jednaka nuli Sto je nefizicko ponasanje.
Da rastvorena materija koja se na ovaj nacin (suprotno fizici) kreée uzvodno ne bi
izlazila iz domena, na granicama priliva vode u model y = 0 i y = 500 m zada-
jemo Robinov uslov sa ¢ = 1071 m/s i g = 0. Na ostalim granicama zadajemo
Nojmanov graniéni uslov g§ = 0. Rastvorena materija napusta model kroz bunar.

Neka je tenzor filtracije K = 6 - 10741 m/s, difuzivnost Dq = 1072 m?/s, longitu-
dalna disperzivnost aj, = 36 m, transferzalna disperzivnost ar = 3.6 m, poroznost
e = 0.2. Pretpostavlja se da su u svakom trenutku koncentracije u vodi i u ¢vrstoj
fazi u ravnotezi. Odnos koncentracije u ¢vrstoj i tecnoj fazi opisan je parametrom
b = 10. Period poluraspada zagadivaca u obe faze jednak je ;o = 60 dana.

-3

x 10
4
bez sorpcije i1 degradacije
"""" sa sorpcijom i bez degradacije
3510 == bez sorpcije i sa degradacijom
— — -sasorpcijom i degradacijom
3 -
25 e
C L
L.5F
1 [
o5 /S S e T T =a
0 TR T = -
0 50 100 150 200 250 300

Slika 7.10: Koncentracija u srediSnjem bunaru u odnosu na vremensku osu u danima

u Primeru 13.
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Na Slici 7.10 prikazana je koncentracija izmerena u sredisnjem bunaru. Sa ove

slike vidimo da sorpcija usporava kretanje zagadenja.

Primer 15. Ovaj primer je predstavljen u radu [43]. Resavana je jednodimenzio-
nalna jednacina (2.38) u prostornom domenu z € (0,0.6) i vremenu ¢ € (0, 302.76].
Diskretizacija prostornog domena je izvrsena sa 180 tacaka kolokacije. Na delu gra-
nice z = 0 zadat je Nojmanov granicni uslov gy = 0, dok je na delu granice z = 0.6
zadat Dirihleov granicni uslov gp = 1. Pocetno resenje je dato sa hy = —10.

Neka je koeficijent filtracije K = 9.2 - 107, poroznost ¢ = 0.368 i neka su
parametri Mualem—van Genuhtenovog modela a = 3.55, n = 2, s, = 1, s, = 0.27717.
Za usrednjavanje realativne propusnosti je iskoris¢en metod (3.176).

Sabiranjem gresaka u balansu (6.18) u svim ¢elijama i svim vremenskim tre-
nucima dobijamo ukupnu gresku u balansu. Relativnu gresku u balansu dobijamo
kada ukupnu gresku podelimo sa ve¢om od vrednosti ukupnog uticaja ili ukupnog

isticaja iz modela.

Tabela 7.26: Relativna greska u balansu u zavisnosti od na¢ina resavanja nelinearnog

sistema u Primeru 15 (jednodimenzionalni slucaj).

Pikarova metoda Modifikovana Pikarova metoda Njutnova metoda

0.52 3.99e-11 1.78e-10

Rezultati predstavljeni u Tabeli 7.26 pokazuju da Pikarova metoda ima veliku
relativnu gresku u balansu, dok je kod modifikovane Pikarove metode i Njutnove
metode ta greska zanemarljivo mala.

Ovakav problem resavan je i u trodimenzionalnom slu¢aju kada je domen kocka
stranice 0.6. U ovom slucaju iako je diskretizacija znatno grublja nego u [43] dobijeno

je sliéno prostiranje fronta koli¢ine vode 6 (Slika 7.11).
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0.3;
0.2°F

0.109

t=5.76 t=29.16 ¢t=7056 t=129.96 ¢t=207.36 ¢t = 302.76
Slika 7.11: Koli¢ina vode u Primeru 15.
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Zakljucak

Klasitna metoda kona¢nih zapremina (linearna TPFA shema) za diskretizaciju
difuznog terma je drugog reda tacnosti samo ukoliko mreza postuje princip ortogo-
nalnosti u odnosu na tenzor, sto je uslov koji je tesko a ponekad ¢ak i nemoguce
ispuniti. Pored ove sheme, u disertaciji su predstavljene i linearna MPFA shema,
nelinearna TPFA shema i nelinearna MPFA shema koje su drugog reda tac¢nosti u
anizotropnim poroznim sredinama i na nestrukturnim mrezama. Pri tome linearna
MPFA shema ne zadovoljava princip maksimuma i minimuma, nelinearna TPFA
shema postuje pozitivnost resenja (Sto mozemo posmatrati kao globalni princip mi-
nimuma) i nelinearna MPFA shema zadovoljava princip maksimuma i minimuma.

Diskretizaciju fluksa na stranama gde postoji diskontinuitet u tenzoru filtracije
je u opstrem slucaju nemoguce konstruisati koris¢enjem samo vrednosti hidraulickog
potencijala u primarnim tackama kolokacije (tezista celija) i u stranama. Tada je
potrebno rekonstruisati vrednost hidraulickog potencijala u ivicama ili ¢vorovima.
U radu [66] ove vrednsoti se dobijaju interpolacijom koristeéi lokalnu koordinatnu
transformaciju. Direktna aproksimacija fluksa koja koristi istu ovu koordinatnu
transformaciju uvedena je u [69] i izloZzena ovde u poglavlju 3.3. Ovakav pristup ne
narusava red tacnosti metode kao ni princip maksimuma i minimuma.

Hidrauli¢ki potencijal se u okolini bunara ponasa logaritamski i njegov gradijent
se brzo menja. Stoga, numericke metode zasnovane na linearnoj aproksimaciji daju
netacan proticaj u bunaru i netacan hidrauli¢ki potencijal u okolini bunara. Kada

strujanje u modelu uglavnom zavisi od prisustva bunara, neta¢nost u okolini bunara
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ima za posledicu gubljenje tacnosti u celom domenu. U poglavlju 3.4 izloZene su
sheme koje su prethodno predstavljene u radovima [26, 27]. Prva shema je slitna
Pismanovoj korekciji i daje tacniji proticaj u bunaru, ali nije cak ni prvog reda
tacnosti za hidraulicki potencijal. Drugom shemom dobija se hidraulicki potencijal
drugog reda tacnosti.

Pored toga u tezi su predstavljene metode za diskretizaciju advektivnog terma,
resavanje sistema nelinearnih jednacina i diskretizaciju evolutivnih jednacina. Ove
klasicne numericke metode neophodne su za simulaciju podzemnog toka i transporta
mase 1 energije.

U projektu otvorenog koda W.0O.D.A. u ovom trenutku parametri Mualem —
van Genuhtenovog modela su konstantni za ceo model. U nastavku istrazivanja
na modeliranju podzemnog strujanja trebalo bi razviti numericke metode koje ce
omoguciti da se ovi parametri menjaju glatko unutar sloja odnosno diskontinualno
izmedu slojeva. Takode je planirana ekstenzija predlozenih shema za diskretizaciju

u okolini bunara na sluc¢aj heterogene podzemne sredine.
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Dodatak A

Ravan materijalnog diskontinuiteta sa normalom n; (Slika 3.3) se dovodi u hori-

zontalni polozaj koordinatnom tranformacijom
v v w' = Ri(x —xg), (A.1)
gde je R; = R(n;) matrica rotacije takva da je

z for n* >0,
R(n)n = (A.2)
—z for n* <0,

® n¥ n*T jedini¢ni vektor normalan na ravan materijalnog

pri ¢emu je n = [n
diskontinuiteta i z = [0 0 1]7. Matricu rotacije izratunavamo Rodrigesovom

rotacionom formulom sa osom rotacije n x z:

0 0 0 0 -n* Y —n'nY 0
R(n) = 77 —Y Y mERE A3
(n) 0O m»# 0 |+] 0 O n +1 e n'n n'n 01, (A3)
0 0 m nt Y 0 0 0 0
gde je m = n ako je n* > 0, odnosno n = —n ako je n* < 0.

Ovakvom transformacijom svaka tacka na materijalnom diskontinuitetu x € U;N
U,_, ¢e imati istu treéu koordinatu w = w;. Posmatrajmo za pocéetak samo pozitivno
i (Slika 3.3).

Neka je

[[L 14 S]T = RiGi—l i [[Ll 1%} gl]T = Rle (A4)

Uslov (3.77) mozemo zapisati kao

u u
hii+p v &l v |=hi+[m v & v |, zasvakowiw. (A.5)
W; Wy
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Da bi prethodni uslov vazio za svako u i v neophodno je da bude p = pq, v = 14, pa
se uslov (3.77) svodi na

hi1 + §w; = hi + §w;. (A.6)
Matrica rotacije R(b) je ortogonalna, pa je
n-u=-n"KG=-n"K(Rn))" R(n)G = —7 - (R(n)G), (A.7)

gde je
T=Rm)Kn=[r" 7v 77" (A.8)

Ako oznac¢imo T; ; = R;K;n;, uslov (3.78) mozemo zapisati

M M
_[Ti:?i—l Tﬁi—l 7':@‘—1] v = [sz Tig{i Tzzz] v (A.9)
3 &1
Resavanjem po &; dobijamo
7',$._1 B 7—.y._1 _— 7'.2._1
51 _ 4 p z,zu+ 0,0 p- Ml/—l— z,zZ f (AlO)

Poslednja jednacina nam daje R;G; preko R;G;_1, Sto mozemo matri¢no zapisati

kao
1 0 0
RG; =V,RG;_y, V¥, = 0 1 0 ) (A-H)
—of —p 1—¢f
gde je

1
pi=lor ¢ ' = ;(Tm‘ — Tii 1), (A.12)

Zapisimo (A.11) u obliku
G; = M;G;_,, gdeje M;=R;'"U;R,;. (A.13)
Vrednost G; u bilo kom sloju §2;,7 > 0, mozemo predstaviti preko Gy:
G, = N,Gy, gdeje N, =M;N;1 i Noy=1L (A.14)
Uslov (A.6) na osnovu (A.10) i (A.12) mozemo zapisati
hi = hici +wi(€ = &) = hio +wip; - [w v €7, (A.15)

115



GLAVA A.

odnosno

hi=hi-1+a;-Gi_1, gdeje a; =w;R; ¢, (A.16)

Na osnovu (A.14) ovu formulu moZemo napisati kao
hi = ho + n,;: Go, gde je n, = Z Nj,laj. (Al?)
j=1

Sli¢no, kada je ¢ negativno (Slika 3.3) svaka tacka na materijalnom diskontinui-
tetux € U;NU,;4; ima istu treéu koordinatom u novom sistemu w = w;. Ponavljajuéi

isti postupak kao i za pozitivno i umesto (A.11) dobijamo

pri ¢emu umesto (A.12) imamo

1
;= —(Tii = Tiin1)- (A.19)

0,0

Nastavljajuci proces izvodenja kao za pozitivno ¢ dobijamo

G; = M;Gi.,, M;=R;'U,R;, (A.20)
Gi = NiGo, Nz == MiNi+17 NO == H, (A21)
hi=hiy1+a;- G, a; = wiR; e, (A.22)

—1
hi = ho + n,;: Go, n, = ZNj+1aj. <A23)
j=i

Ako tatka x € U, primenom (A.17), (A.23) i (A.14) u jednacini (3.76) dobijamo
(3.79), pri ¢emu je
F(x) = (n, + N (x — x0)) (A.24)
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Dodatak B

Neka je prav kruzni cilindar dat svojom osom p i poluprecnikom r. Lambertova

cilindri¢na projekcija neke tacke x na cilindar je definisana kao

Pr(x) =x, +r X% (B.1)

I =% [|”

gde je x, ortogonalna projekcija tacke x na osu cilindra p.

Slika B.1: Lambertova cilindri¢na projekcija.

Ovako definisana projekcija prave u opstem slucaju nije kriva drugog reda (slika
B.1). Povrsinu |Pr(f)| je moguée nac¢i primenom neke od metoda numericke inte-

gracije.
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Mpwnor 1.

MUsjaBa o ayTopcTBy

Motnucanu: Munax [otnuh
Bpoj ynuca: 2008/2009

U3sjaBrbyjem

[a je foKTopcka avcepTauuja nog Hacrnosom

[NpopayyH NoA3eMHOr Toka METOLAOM KOHAYHWUX 3arpeMuHa

® pesynTtaTt CoOnCTBEHOr UCTpaXmBadkor pana,

* [a NpeanoXeHa aucepraumja y UENWHW HU Yy AenoBuma Huje Buna npeanoxeHa 3a
nobuvjake 6Guno koje AunnomMe npeMa  CTyAWCKUM  mporpamumMa  Apyrux
BMCOKOLLIKOFICKMX YCTaHOBA,

® [a Cy pes3ynTaT KOPEKTHO HaBEAEHU U1

* [a HMCaM KpLUMO/na ayTopcka mpaBa ¥ KOPUCTUO WHTENEKTyanHy CBOjUHY Apyrux
nuua.

Momuc gokropaHga

/Z/ué{cqa‘ ‘2’1/;\ U\.\/:Zr

Y beorpagy, 11.03.2015.




Mpwnor 2.

U3jaBa 0 ICTOBETHOCTU LUTaMNaHe U erieKTPOHCKe Bep3uje
AOKTOPCKOr paga

Wme n npesume aytopa: Munax Jotnuh

Bpoj ynuca: 2008/2009
Cryawjcku nporpam: Matematuka

Hacnoe paga: [lpopadyH NoA3eMHOr Toka METOAO0M KOHaYHUX 3arnpemMuHa

MeHTop: npod. ap bouwko JoBaHoBuh

MoTtnucanu: Munax Jotnuh

“3jaBrbyjemM Ja je WwraMnaHa sepanja Mor 4OKTOPCKOr pafa UCTOBETHA ENIEKTPOHCKO] BEP3Mj!
Kojy cam npegao/na 3a objaBrbuBake Ha noprany [urutanHor penosutopujyma
YHuBep3auteTa y beorpaay.

[NossorbaBam fda ce objaBe Moju NUYHU NoJaLy BesaHn 3a fobujare akafeMCKor 3Batba
AOKTOpa Hayka, kao LTO Cy MMe U npesvume, roguHa v Mecto pofewa v fatym opbpaHe

paga.

OBV NUYHKM NoJauy Mory ce 0BjaBUTU Ha MPEXHWM CTpaHuuama agurutanHe Gubnuoreke, y
eneKkTPOHCKOM KaTanory vy nybnukauujama YHusepsnteta y Beorpaay.

Motnuc pokTopaHaa

Y Beorpagy, 11.03.2015.

Vb Ul ey D/C"C\; \Mj




Mpwnor 3.

U3jasa o kopuherwy

Oenawhyjem YHusepautetcky 6ubrmoteky ,CseTosap Mapkosuh® pAa y [urutantu
penosuTopujyMm YHuBep3auTeta y bBeorpagy yHece MOjy AOKTOPCKY avceprauunjy nog
HacnoBoM:

[MpopayvyH NOA3EMHOr TOKa METOAO0M KOHa4YHUX 3anpemMmHa

Koja je Moje ayTopCcKo Aerlo.

[JucepTtauumjy ca CBMM npurosuma rpepao/na cam y eneKkTpoHCKOM dopmaTy norogHom 3a
TpajHO apxuBnpame.

Mojy AOKTOpPCKY AucepTaumjy noxpareHy y [OurutantHu penosuTopujym YHusepsuteta y
Beorpagy Mory ga KOpUcTe CBM KOjWU MOWTYjy oapenbe cappxaHe y opabpaHom Tuny
mueHue KpeaTueHe 3ajearuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce opnyyuo/na.

AN
U/.)AyTopCTBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMepLWjanHo
3. AyTopCTBO — HekomepLwmjanHo — 6e3 npepane
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPLMjanHo — AEnUTK Noj UCTUM yCnosuva
5. AytopcTeo — 6es npepage
6. AyTOopCcTBO — [€1TK Nnog UCTM ycrnosuma

(MonmmMo Aa 3a0KPYXXUTE CaMo jefHy Of WECT NoHYAeHMX NUUEHLM, KpaTtak onmc nnueHUn
par je Ha nonefuHn nucTa).

Motnuc gokTopaHaa

Y Beorpaay, 11.03.2015.

(/h Wk Loy .QC‘E W’?‘




1. AyTOpCTBO - [l03BOrbaBaTe yMHOXaBare, AUCTpubyumjy 1 jaBHO caoniTasare Aena, u
npepaje, ako Ce HaBefe VMe ayTopa Ha HauvH ofpeNeH of CTpaHe aytopa win Aasaoua
nULeHLe, YaKk 1 y komepumjanye cepxe. OBo je HajcnobofHuja of, CBUX NULIEHLI.

2. AyTopCcTBO — HekomepuujanHo. [losBosrbaBate ymHOXapawe, ANCTpuByumnjy u jaBHO
caonwiTasare Aena, v npepaje, ako ce HaBefe nMe aytopa Ha HauuH ofpefheH of cTpaHe
ayTopa unv gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He [o03Borbasa Komepuujandy ynotpeby aena.

3. AyTOpCTBO - HekoMepLmjanHo — 6e3 npepage. [lossorbasaTe yMHOXaBawe, AUcTpubyuujy
1 jaBHO caonwTaBare fAerna, 6es npomeHa, npeobrmkosara wnu ynoTtpede gena y cBOM
Jeny, ako ce HasBege MMe aytopa Ha HauuH ofpeReH of cTpaHe ayTopa unu pasaoua
mvueHue. Oea nuueHUa He [o03BoSbasa komepumjandy yrnotpely gena. Y ogHOCY Ha cse
ocTane NuUeHLe, OBOM NULIEHLIOM ce orpaHundasa Hajsehu obum npasa kopuilhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMEepuujanHo - AenuTu noj WCTUM ycnosuma. [Jossorbasate
yMHOXaBawe, AncTpubyLunjy 1 jaBHO caoniwiTaBawe Aena, U npepaje, ako ce Haseae ume
ayTopa Ha HauvH ofpefeH of cTpaHe aytopa wiu fasaoua JMLEeHLe W ako ce npepaja
avctpubympa nog MCToM  wnm cnuueom  nnueHuom. OBa nuueHua He 03BOrbaba
komepuujanny ynotpeby fena v npepaga.

5. AytopcTBo — 0e3 npepape. [o3BorbaBaTe yMHOXaBake, AWCTPUOYUW)y W jaBHO
caonwiTaBare fgena, 6es npomeHa, npeobnukosara vnu ynotpebe gena y cBOM Aeny, ako
ce Haee[e MMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH o cTpaHe ayTtopa wnu Aasaoua nuueHue. Osa
nvLeHLa 403BOSbaBa kKoMepuvjanHy ynoTtpeby aena.

6. AyTOpPCTBO - AenuTu Nof UCTM ycrosuma. [lo3sorbasarte yMHOXaBare, AUCTpudyumnjy u
jaBHO caonwTaBake Aena, v npepage, ako ce HaeeAe Mme ayTopa Ha HauuH ofpeheH of
cTpaHe ayTopa wnv AaBaola nuleHUe W ako ce npepaja auctpubyupa nog vcTom wnu
cnvyHom nuueHuom. OBa nuUeHLa fo3Borbasa koMmepumjanHy ynotpeby aena v npepaja.
CnuyHa je cobTBEpCKMM NULEHLAMa, OAHOCHO NULEHL|aMa OTBOPEHOT Koda.



