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rather general conditions, general relativity yields cosmological solutions with zero
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order to solve this problem we consider nonlocal modification of general relativity.
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YBOI

Ommra peaaTUBHOCT je AJHIITajHOBA TeopHja TpaBUTalHje Oa3upaHa Ha

jeJHAYMHE KpeTamba 33 IPABHTAINOHO (METPHTIKO) IOJBE (-

1

RW—2

Rg,, = 81GT,,,

rae je R, Puuanjes Tensop, R je cKagapHa KpUBUHA, g, Jé METPHYKH TEH30D, KOJH je
yjellHO 1 TeH30DP IPaBUTAIMOHOI Hosba, (G je TpaBUTAIIMOHA KOHCTAaHTa, T}, je TeH30p
eHepTuje-uMIrysica, u Op3uHa cBewioctu je ¢ = 1. Opa AjHIITajHOBA jeHAYMHA Ce

Mozke uzBectu u3 Ajuinraja-XujabeproBor jejcrsa

1
S = —/R\/—gd%—i—/ﬁm\/—gd‘lx,
167G
rie je g = det(guw), a L, je narpamxkujan marepuje. bBes o63mpa Ha cBOjy

TEOPUJCKY JICTIOTY ¥ MHOTe (DEHOMEHOJIOINIKE YCIIeXe, OIINTa TeOpUuja peIaTUBHOCTU
HUje KOMILIETHA Teopuja u noTpebHo jy je MoJAuduKOBaTH.

MoruBanuja 3a MoauduKanujy AjHIITAjHOBE TeopHje IpaBUTAIMje je OOHIHO
noBe3aHa ca HEKMM TpobjeMuMa y KBAHTHO] T'paBUTAIUjH, TEOPUjU CTPYHA,
acrpodusunu u rocmonoruju (Bugern [19, 52, 54]). Hac yriasHoMm 3aHuMajy
KOCMOJIOIITKH Pa3JIo3u 3a MOAMMUKANUjy AJHINITajHOBEe Teopuje rpaBurTamnmje. AKo
je AjHmTajHOBa TeopHja I'paBHTAIldje MPUMEH/bUBA HA IEJOKYIIHY BACHOHY M aKO
Bacuona nMa Ppuamvan-Pobeprcon-Bokepoy (FRW) wmerpuky, taga mocroje npa
HOBa BHUJa MaTepHuje: TaMHa MaTepHja 1 TaMHa eHepruja. [Ipema oBakBoM mpuctymy
OCTOje TPU BHJA MaTepuje y cBeMHDPY ca ciegehuM NpuUOIMKHUM TPONEHTHHM
omHocoM: TamHa enepruja (68%), Tamua marepuja (27%) w BHIBMBA MaTepuja
(5%) [1]. Tamna enepruja mma HeraruBaH IPUTHCAK M THME y3DOKyje yOp3aHO
mupeme Bacuone. Meljytum, tamua crpana Bacuone (95% TtaMHe Marepuje u
eHepruje) je jorr yBeK XHIOTETHYKA IOIITO MOCTOjae TaMHe MaTepuhje W TaMHe
eHepruje Huje eKCIEePUMEHTAJIHO MOTBpheHo. Jonn jejan KOCMOJIONIKH IpobJemM
OTINTe peJaTHBHOCTH je ToBe3aH ca CHHTyJapuTeToM Benamkor mpacka. Hamwe,

o4 IIPUJIMYHO OIIIMTUM YCJIOBHMa, OIINTa PEJTaTUBHOCT gLaje KOCMOJIOHIKa pelIeiba
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MpU KOjuUMa je BaCHOHA Ha CBOM I[OYETKY BeJWYWHE HYyJa, IMTO 3HA4YW Ja je
rycruHa Martepuje OeckKoHadHa. OIIITa PeJaTUBHOCT MOopa OUTH MOAUMUKOBAHA,
Ha o/iroBapajyhiyt HAYWH Y OKOJMHE OBOT TOYETHOT CHHTYJIAPUTETA.

Momndukanuja AjamrrajaoBe Teopuje rpaBuTaiuje Tpeda A  IPeICTaB/ba
TEOPUJCKO VOIIITEIHe OIIINTe TeOPHje peJJaTUBHOCTHA U Tpeba jga Oyae BepuduKoBaHa
H6apem y CynueBom cuctemy. MomudukoBana AjHIITajHOBA TEOpHja I'DABUTAIH]E
Tpeba Jia je TeOpPHjCKM CaBpINeHHja TeopHja TIpaBUTaIlMje, Jda perrd 1IpobJem
KOCMUYKOI' CUHIYJIAPUTETA, Ja IIPABUJIHO OIMIIE JIMHAMUKY TaJakcuja u yop3aHo
IUpebe BacuoHe ca WiId 0e3 TaMHe MaTepuje W TaMHe eHepruje. Y
MOCJIe/IIbUX MeTHACCTAK TOAWHA WHTEH3WBHO C€ PaJii Ha Pa3HUM MOIAU(UKAIAjaMa
AjumrrajuoBe Teopuje rpasurtanuje. OBa npobeMaTHKA je MOTOTHO MOJBE TPUMEHE
nceyno-Pumanose reomerpuje. Ilceymo-PumanoBa reomerpuja 103BO/haBa pa3Ha
yomirTaBama AjHIITajHOBE TeOpHje IpaBHTAIMje TAaKO Ja IbeHa Moryha Teopujcka
Mo uKanuja Huje jeITHO3HAYHA.

Y oBoM Dpaay ce 0OaBUMO HEJTOKATHOM MOAUMUKANAJOM AJHIITAjHOBE
teopuje rpautangje (Bumeru [35]). Ona obmdyno cagpxu OeckoHavan O6pOj
MPOCTOPHO-BPEMEHCKNX H3BOJA y OOJMKY cTeneHux pejgoBa 1o /JlasambepoBom
oneparopy [ = \/%—gau\/—_gg‘“’@y Wi merosoM uuHBep3y U7, mim xomGunanmje
oba. YTJIaBHOM HAC 3aHMMa HEJIOKATHOCT W3parkeHa MPeKO aHAJUTHYKe (DYHKIIH]je

FO) = Z f,0". Mebyruwm, nocroje Takohe mogenu ca 7' R (Bugeru aureparypy

n=0
[21, 20, 56, 51, 41, 57, 36, 37, 42, 43]). 3a nejokainy rpasurauujy ca (17! Bujern

jour [5, 48]. 3a Heke Apyre acmekTe Mojesa HeJOKAJTHe TpABUTAIAje HOTIeIaTH
[11, 15, 49, 16, 30].

MotruBanuja 3a MoiaudUKalK]y TpaBUTAIMje HA HEJOKAJHU HAYUH 01434
VIJIABHOM W3 TeOpHje CTPYHA, CIIeIUjaJaHO O]l JJarpaHXKHUjaHa 3a p-aJudHe cKaJapHe
crpyne (Bugeru [34, 32, 4]). Hawmme, crpyHe cy BeoMa Majd jeJHOAMMEH3HOHU

00jeKTH W HUXOB ONUC CAJIPZKHU IPOCTOPHO-BPEMEHCKY HE/IOKAJIHOCT.

Y I'maBu 1 yBOAMMO OCHOBHY HOTAIW]Y W TEPMUHOJOTH]Y, 3aTHM JePUHUITEMO
nceypo-PuManoBy MHOTOCTPYKOCT, PudmjeBy m cKajapHy KpUBHHY W WHTeTDAIH]y
Ha MHOTrOCTpyKocTuMa. ¥ [maBm 2 ommcana je AjHITTajHOBa TeOpHja TPABUTAIH]E,
OTBOPEHU HPOOJIEMH y KOCMOJIOIHjH, MOTHBaIMja 3a Moaudpuranujy AjHIITAjHOBE
TeOpHje TIpaBHTaIje Kao U IpaBou Moaudukanmje AjHIITajHOBE TeopHje
rpaBuTtanuje. [y1aBa 3 caap:Ku OPUTHHAJIHE PE3YJITATE W y Fh0O] M3ydaBaMO MOJES

HeJIOKaJIHe T'paBuTaluje 0e3 Marepuje KOju je Jlar JAejcTBOM 00JIuKa

2A

S = /M (% +OH(R)F(O)G(R)) Vg d's.



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

N3Bose ce jepqnaumHe KpeTama 3a OBO jejcrBo. llomiro cy jejHadune Kperarmbha
BeOMa CJIOYKeHe, HCTUTHBADE jeTHAUNHA KPeTamha U MPOHAJTAKehe IbUXOBUX Pelllerha
je Beoma Texkak 3ajatak. Y lutaBum 4 ce Hasla3e OPUTIMHAJIHHU De3yJATATU U Y
0] AHAJM3UPAMO JIBa HEJOKATHA MOJEIA: MOJEJ Ca HEJOKAJTHUM YIaHOM ODJIHKA
RF(O)R u momen ca menokamaum wianom obauka R F(O)R. Batum majemo meka

IbUXO0Ba KOCMOJIOIIKa pelieiba.
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Tnasa 1

IIceyno-PumanoBa reomerpuja

Y 0BOj TJIaBH yBOJAMMO OCHOBHE O0jekTe jupepeHIujajine reoMerpuje, Kao u
HOoTanujy Kojy hemo xopuctutm Kpo3 uuras paj. Cajprkaj oBe TJiaBe U O3HAKE
cy yrmauoMm 3acHoBane mo O'Hwury [53]. Oko Hekux geduHUIMja je TOCTYKUIA
kmura Jlo Kapwma [31].

Youmreno ropopehu, MHOMOCTPYKOCT je TOIIOJIOIIKK IIPOCTOP KOjU JIOKAJIHO
JIMYU Ha eYKJUJICKH TPOCTOP. [J1aTka MHOTOCTPYKOCT jé MHOTOCTPYKOCT 3a KOjy
je 0Ba CJAMYHOCT Ca €yKJIUJICKUM IIPOCTOPOM JOBOJHHO jaKa Jla oMoryhu ysobherme

HapHI/IjaIIHOF n3Boda, y CTBapH IEJIOT MaTeMAaTHYIKOI' allapaTa Ha MHOTOCTPYKOCTH.

1.1 TI'staTka MHOTOCTPYKOCT

3a peaano-spennocHy dbysknujy f : U — R, rae je U orBopen mojckyn oa R”
KazKeMo J1a je TiaaTKa (MECIIMO Ha TpecianKaBama Kiaace C'°) ako mMa HempPeKH/IaH
HapIUjAJTHA U3BOJ, OMJIO KOT peJia.

a0 < i <n—1, mexa je v’ : R® — R pynKnuja Koja IPHAPYKYje CBAKO]
TauKu p = (Po, . . . , Pp_1) BEHY i—Ty KOOPAUHATY P, OAHOCHO u'((Do, . .., Pn_1)) = Di-

"=l ce 30By npupo/He KoopJunaTHe dbyHkiuuje ox R”.

Oynxmmje u’, ..., u
Ba byukmujy ¢ : U — R", tae je U orBopenu mojackyn on R™ kaxkemo 1a je
IJIaTKa aKo je CBaKa peaqHO-BpeaHocHa gpyHkuuja u’ o ¢ rmatka (0 <i<n—1).
KoopauHaThu cucteM y TOMOJIOMKOM IpocTopy S je xomeomopduzam & : U — U
ca orBopeHor nojckyna U C S Ha OTBOpPEH MOJCKYII U = E(U) C R™. Kaxemo na
je & numensuje n. Moxemo zamucatu &(p) = (2%(p),..., 2" 1(p)) 3a cBako p € U.

"1 ce 30By koopmunarue gpynxnuje ox &. Tamna

®Oynkunpje 2°, ...,z
E=(...,2" .U = R"

12



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

[IpuMeTnMO Aa BaxKu maeHTHTeT U’ 0 £ = a'.

3a naBa n-auMeH3WOHa KoopamHaTHa cuctema & : U — R"un : V = Ry
TOTIOJIONIKOM TPOCTOPY S KazkeMo Ja Ce TJIATKO IPeKJanajy ako Cy IpecJauKaBarba
Con~tunoft rnarka wm je UNV = @. Jacno, y cayuajy UNV # & komnosumuja
no&~! je nedunucana na orsopenom ckymy £(UNV) u camka ra ma ckyn n(UNV),
Jok je Eon ™ in(UNV) — £&UNV) wena uusepsua dynkiuja. Kako cy u jomen
1 KOJIOMEH OBUX IIPeC/INKaBarba OTBOPEHN MOACKYHIOoBH o1 R™ 08B0 3Ha4n 1a ¢y nof
u £ on~! rnarka mpecamkapama y OOMYHOM €YKJIUICKOM CMECIY (Tj. TaaTka Kao

NPEeCTUKABAA N-TUMEH3HOHUX PEATHUX IPOCTOPA).

Hedbunuumuja 1.1. Atnac A aumensuje n Ha npoctopy S je damunuja n -
JVMEH3NOHUX KOODAMHATHUX CHCTeMa y S TaKO Ja Bayke aKCHOMeE:
(A1) cBaka Tauka u3 S cajgprKaHa je y JOMEHY HEKOI KOODJMHATHOI CHCTEMa W3
arnaca A, un

(A2) craka mBa KOOpJIWHATHA cucTeMa n3 A ce TJIATKO TMpeKIanajy.

3a atinac C' ma S Kaxkemo Jia je KomineTan ako C' caJIpKu ¢BaKd KOOPIUHATHU

cucreM y S KOju ce IVIATKO HMpeKJala ¢a CBaKUM KoopaumHaTHUM cucremom u3 C.

Jlema 1.1. Csaku amaac A na S cadpocan je y jedunHcmeeHom KOMIAETHOM

amaacy.

Hedbunumnuja 1.2. Tmarka muoroctpykoct M je Xaycmopdor mpocTop ca

npebpojuBoM 6a30M KOju je CHADAEBEH KOMILJICTHUM aT/IaCOM.

Hunwmensuja n = dimM rnarke muorocrpykoctu M (y nasbem Tekcry kpahe camo
?MHOTOCTPYKOCT” ) je JMMEH3Hja HeHOI aTjIaca, IIPU Y€MYy €€ 4eCTO KOPUCTH O3HAKA
M™.

Ka xkazkemo 1a je £ koopauHaTHu cucTeM MHOTOCTpyKocT M noapasymeBahemo
Jla je vy OUTamy KOOPAWHATHH CHUCTEM U3 KOMILTeTHOT atmitaca. Axo gomen U of
& cagpxku Tauky p € M, Ttaja ce £ 30Be KOODJAWHATHWU CHCTEM y Taduku p, a U

KOOpAUHaTHa OKOJIMHA Ta4dKe P.

1.2 TI'naTka nmpecJjukKaBamba

Heka je f peamno-spennocHa dyukiuja Ha muHOTocTpykoctu M u & : U — R”
KOOpAuHATHU cucTeM MHorocrpykoctu M. Taja ce komnosumuja foé™1: E(U) — R
30Be KOOpDJWHATHA pelpe3eHTallnja mpecanKaBama f y oaHocy Ha £. 3a dyHKujy

f + M — R kaxkemo jga je riaTka ako je 3a CBaKH KOODJAMHATHH cCHCTeM &

13



Jesiena ['pyjuh

MuorocTpykoctn M koopaunaTHa penpesentammja f o 7! rmarka ¢ymkmmja y
OOMIHOM eYKJIHICKOM CMHCIY.

Heka je F(M) ckyn ¢BAX DJIATKHX peajHO-BpenHOCHHX dyHKImja Ha M. Ako
cy f m g rarke dyukmuje na M onga cy m wmuxos 30up f + g m mpoussox fg
riatke dbyuknmje. [Ipumerumo ma je F(M) y omHoCy HA TPETXOIHE JIBE OTEPAIH]je

KOMYyTaTUBaH IIPCTEH.

Hedbunumnuja 1.3. Hexka cy M™ mw N" wmuoroctpykoctu. Kaxkemo ga je
npecaukaBame ¢ : M — N TJIaTKO ako je 3a CBaKW KoopJAuHaTHH cucteMm & y M
W CBAKH KOODJMHATHH chcTeM 1 y N, mpeciamkaBambe 1) 0 ¢ o £ ! eyKIHICKH IJIATKO
npu gemy je £(UN @~ H(V)) orsopen ckym, riae cy U u V' jomenu npecinkasamba & u

n.

[TomTo ce cBaka /Ba KOODJAMHATHA CUCTEMa W3 aTjaca IJAaTKO MPeKJanajy
JIOBOJPHO je TPOBEPUTH TJIATKONy caMo 3a OHe KOODJAWHATHe cucTeMe Koju he
upekputu M u N.

Eyxkimacku riaTko npeciaukaBambe ¢ u3 orsopeHor ckyna U C R™ y R" je ritaTko
y CMUCJIY TIpeTxojiHe jaeduHUInje jep ¢ je caMo ceOu KOOPJAMHATHA PelPe3eHTallN]ja
y OJHOCY Ha uieHTHYKe Koopamuathe cucrteme Ha U u R". Cawuno, nedpuaummja
[JIATKOT IIPEeCcInKaBamba je eKBUBaJIeHTHA AeduHuIuju 3a cay4daj f : M — R.

NnenTndKO mpecanKaBalkbe Ha MHOTOCTPYKOCTH je TVIaTKo.  Kommosumumja
JIATKUX TPECAnKaBarma je riarka. KoopauwHatau cucreMu § U KOOPJAHHATHE
dbyHKImje ¢ ¢y TIaTKa IpecauKaBaiba Ha JOMeHY o1 &.

3a npecaukaBame ¢ : M — N KaxkeMmo Ja je r1arko y Tadku p € M ako je
PECTPUKIHja IPECNKABaha ¢ HA HEKY OKOJIMHY Tadyke p riarka. Moxke ce mokazaTu
JIa je ¢ IJIaTKO aKoO M CaMO aKoO je ¢ IJIATKO Y CBaKOo] Tauku MHOrocrpykocru M.
Buaumo na je rirarkoha JIOKaJIHO CBOjCTBO, Ia BaxKu cjeleha Jiema Koja ce 4ecTo

KOPHUCTH.

Jlema 1.2. Hexa cy U, omsopen nodckyn mnozocmpyrocmu M u ¢, : Uy — N
2AAMKO NPECAURABAIE 30 c6aKy undekc o € A. Axo sasrcu ¢o = ¢g na U, NUp 3a
cearo o, 5 € A, mada nocmoju jeduncmeeno 2aamro npecaurasarve ¢ @ | JU, — N

maxeo da je ¢ | Uy = ¢o 3a ceako o € A.
Jlema 1.3. [hwamxka npecauxasara usmehy mHo2ocmpyrkocmu cy Henpekuona.

Hedbunumnuja 1.4. Hudeomopdbuzam ¢ : M — N je Iarko HHBEPTHOUIHO

Npec/IMKaBame YMji je MHBEP3 TakKohe IIaTKO MPeCUKaBAIbe.

Nnentnuaka MpecanKaBambha Ha MHOTOCTPYKOCTHMA, KOMITIO3UIIH]e

gudeomopduzama, Kao u uHBep3u Jaudeomopduzama cy audeomMopdusMu.
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Axo nocroju aucdeomopduzam ¢ : M — N kaxkemo ga cy muorocrpykocta M u N
nudeomopdue npeko ¢. Ha mpumep, 6mio koju orBopenu untepsas (a,b) y R je

qudeomopdan ca (—1,1) mpeko MoAecHOr JHHEAPHOD MpecjuKaBama, a (—1,1) je

audeomopdan ca R npexo ¢(t) = 1.

3a Teopujy MHOTOCTPYKOCTH MOyKeMO pehimr 1a mpoyduaBa o0jeKkTe KOju ce IyBajy

gudeomopdusmuma. Ca Te Tauke riaeaumTa jgudeoMopdHe MHOTOCTPYKOCTH CY
CYINTUHCKHA HCTE.

AKo je ¢ OujeKTHMBHO IpecJauKaBame CKyla i y MHorocrpykocr M, rTaja
IIOCTOJU jeIMHCTBEH HAYMH JIa OJ] CKYyTIa Y HAPABUMO MHOTOCTPYKOCT (jeJIMHCTBEHA
TOMOJIOTHja M KOMIUIETAH aTJac Ha Y) Tako Ja je ¢ mudeomopdunsam.

[Tomrro cy ryarka npecjinkKaBamba HelpeKuHa, jgudeomopdusam je crerujajHu
xoMeoMopduzaM. MehyruMm, raaTkm xomeomopduszaM Yy OIIITEM CIydajy HUje
nudeomopduzaM jep meroB nHBEp3 He MOpa OUTH IVIATKO IPEC/JHKABAIbE.

Cpaku koopauHaTHE cucTeM & je nudeomopdusam u3z csor gomena U wa {(U) C
R™. Baxku u oOpHyTO, cBaku aucdeomopdusam ¢ u3 orsopenor ckymna V C M nHa
»(V) C R™ je KOOpAUHATHU CHCTEM MHOTOCTpYKOCTH M.

Hocau supp f on f € F(M) je 3arBopeme ckyna {p € M : f(p) # 0}. TIpema

tome M \ supp f je Hajsehu orBOpeH cKynm Ha KojeM je f MICHTUYIKH jeTHAKA HYJIH.

1.3 TaHreHTHHU BEKTOPU

Hedunaumnuja 1.5. Tanrentanu BeKTop Ha MHOrocTpykoctu M y Tauku p € M je
peanno-spennocHa dbyukmuja X : F(M) — R koja 3amoBosbaba
(1) muueapuoct: X(af +bg) = aX(f)+bX(g), n

(2) Jlajoruuoso npasuio: X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g)
3a cBako a,b € R u cBaxo f,g € F(M).

Hedbunumnuja 1.6. Ckyn cBUX TAHN€HTHHUX BEKTOPa Ha MHOTocTpykoctu M y
TadkKu p € M 30BeMO TaHTEHTHH HPOCTOP MHOTOCTpYKocTH M y Tadykm p u

obenexasamo ca 1, M.

Ha TaHreHTHOM IPOCTOPY MOXKEMO Aa JAehHUHHUIIEMO cabUpame W MHOXKEIhe Ha

cragmapaan nadul. Ako cy X,Y € T,M Tana Baxu

(X +Y)(f) = X(f) +Y(f),
(@X)(f) = aX (),

3a ceako f € F(M) u cBako a € R. Huje remko Buneru na je 1,M BekTOpcKH

IPOCTOP YV OJIHOCY Ha OBe Olepallfje.
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Jla 6u neduHurcann mapiUjaJHM W3BOJ HA MHOTOCTPYKOCTH, HOTPEOHO je ja
npecankKaBame f npebaluMo y eyKJIUJICKH IIPOCTOp KopucTtehu HeKM KOOpaIumHATHU

CHCTEM, a 3aTHM Ja IVIeJaMO yoOrdajeH MapIifjaJHu U3BOI.

Hedunnmnuja 1.7. Heka je & = (2°...,2"') xoopaumathu cucrem
muOrocrpykoctu My rauku p. 3a npecaukaBame f € F(M)ucsakoi =0,...,n—1
neduHAIIIeMO

AN CIS At S V)
oxt out ’
rae cy u’, ..., u" ! mpupoaHa KOOpAMHATHA TpecanKaBama o1 R™.

Mozke ce mokasaTu NpaBOJUHUJCKUM PAIyHOM JIa j€ TPECTUKABAIHE

@ = () FOD >R,

of

koje f € F(M) ciukay 52

p.

(p) jenan TAHTEHTHU BEKTOP MHOTOCTPYKOCTH M y Tauku

Jlema 1.4. Hexa je X € T,M. Tada easicu
(1) Axo cy dynryuje f,g € F(M) jednare na nexoj okosunu mauke p, owda je
X(f) = X(9)-

(2) Axo je pynruuja h € F(M) Koncmanmua na HexKoj oKOAUHY mauke p, mada je

X(h) = 0.

Ha ocoBy mpeTxomne jleMe BUIUMO J1a Cy TAHT€HTHUA BEKTOPHU JIOKAJHU O0jE€KTH.

Crenn jemHa jako BazKHa TeopeMa

Teopema 1.1. Hexa je & = (2°,..., 2" ) koopdunamnu cucmem mmozocmpyrocmu,
M y mawsu p. Tada npecauxasaroa (0p)p, ..., (Op_1), wure 6a3y marzermmoz
npocmopa T,M, u eascu
n—1
X =) X(@)(0)y,
=0

3a ceaxo X € T, M.

akJe, TaurenTau opoctop 1, M je BeKTOpPCKHU HpocTOop auMensuje n = dimM
’ P ’

anjy jeany 6a3y uume npecauxaBama (Jp)p, - - -, (On—1)p-

1.4 U3Boja npecjukKaBamba

OcHoBHa uaeja audepeHNHjaJTHOT pAadyHA je ampOKCHMHUPATH TJIaTKe o0jeKkTe

JIMHEADHUM O00jeKTHMA. Y mOpeTxomHOj ceKnuju MHOTOCTpykocT M cmo
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AIIPOKCHMHUPAJIN Y OKOJINHH CBAaKe HeHe Tadke p TaHreHTHUM 1npocropoM 1, M. Caza
AITPOKCUMHPAMO TJIATKO TTpecanKaBame ¢ : M — N y oKoJIuHHM cBake Taduke p € M
JUHEAPHOM TPaHC(OPMAIM]OM TAHTEHTHUX IPOCTOPA.

[Tpumernmo Hajupe na ako je X € T,M rana je dbyukmuja X, @ F(N) — R
nedunncana ca X4(g9) = X(g o ¢) TanreHTHH BeKTOp MHOrocTpyKocTd N y TadKu

o(p). Tokazxkumo ja Bazku Jlajouunos ycios. Heka cy f,g € F(N), taga Baxu:

Xyo(fg) = X((fg)od) = X((fod)(god)) = X(fod)g(e(p)) + f(d(p)X (g0 ¢)
= Xy(f)g(o(p)) + f(o(p) Xs(9)-

Huje temxko nposeputn na je X, JnHeapHO HpecauKaBarbe.

Jedunaunuja 1.8. Heka je ¢ : M — N riaTko TpecaInKkaBame. 3a CBaKy TadKy

p € M nedunumemo upecnukasambe do, @ T, M — Ty, N na cnegehu naunn
dop(X) = Xp.

ITpecaukaBame d¢, ce 30Be N3BOJ, IpeCANKaBamba @ y TAYKH P.

Kako 3a npeciukabame dg, BaKi

dop(X)(g) = X(g o 9),

3a ceako X € T,M u g € F(N), Huje Temko npoBeputu jaa je d¢, JHHEAPHO

IIpec/inKaBalbe.

Jlema 1.5. Hexa je ¢ : M™ — N"™ aaamko npecaurasare. Heka je & =

(20, ..., 2" ) woopdunammnu cucmem mmuozocmpyrocmu My mauku p u Hexa je
n=(°...,y"Y) xoopdunammu cucmem mrozocmpyrkocrmu Ny mauxu ¢(p), mada
GaIICU:
n—1 a y O¢
W 557), = () o
o), =2 "o O 5)a
3a cearo 7 =0,...,m—1.

Marpuna npecinkasama d¢, y 0JHOCY Ha KOOpIUHaTHe Oasze je

(3(yi ° ¢)

oz’ )ogignL 0<j<m—1

3oBeMo je JakoOWjaH MATPHUIIA TTPECIUKABAA ¢ Y TAYKHU P Y OHOCY HA KOOPJIMHATHE

cucreme & 1 7).

17



Jesiena ['pyjuh

Jlema 1.6. Axo cy ¢ : M — N u 1 : N — P a2aamxa npecaukasaroa, maoda 3a

ceary mayry p € M sasrcu

d( o ¢), = dibg(p) © dpp.

Y Teopuju MHOTOCTPYKOCTH TeOpeMa O WHBEP3HO] (DYHKIUJH IIACH

Teopema 1.2. Heka je ¢ : M — N aaamxo npecaurasarve. HM3ze00 npecaurxasarsa
d¢, y mauku p € M je auneapru u3omopPusam axo u camo GKO NOCMOojU OKOAUHG

V mauwxe p € M maxea da je ¢ | V dudeomoppuzam us V na oxoauny (V') mauxe

¢(p) € N.

Nmajyhu y BUIy HPeTXOJHY TeOpeMy, IVIaTKO HpeciuKaBaime ¢ : M — N TakBo

Jia je cBaku d¢, MuHeapHu M30MOopdu3aM 30Be ce JoKaIHn andeoMopdnsam.

1.5 TanarenTHO pacJojeme

3a muorocrpykoct M, weka je T'(M) = |_| T,M. W3 dopmamnnx passora 3a
pEM
cBako p € M obenexnmo 0 € T,M ca 0,. Tanga ce ceaku X € T'(M) nanasu y

jemuucreenom T,M, a upojexnmja 7 : T (M) — M cauka X y p. IIpema Tome
7 p) =T,M.

[Mocroju upupogan Haumu ga T(M) mocrane MHOIOCTPYKOCT, KOja €€ 30Be
TAHTEHTHO pacjojere Ha MHOTocTpykKocTH M. Heka je & KoopiMHATHUW CcHCTEM Ha
U C M. Axo je X tanrentnu BektTop Ha M y Ttauku p € U, tana je X jeIMHCTBEHO
onapehen KooparHATAMA O, P U KOOpAnHATaMa 01, X y 0HOCY Ha Oy, . . ., O, 1 Y TAUKH
p. Hexka je ' peamno-spennocna dyukmmja na 7 (U) C M mara ca 2°(X) = X (z').
Cana gedbummmmmo € : 71(U) — R ca

E=@om,. .., a" oma® .. "),

Mozxe ce mokasaru ga je T (M) MHOTOCTPYKOCT YHju €y KOODJUHATHU CHCTEMHU CBe

dyHKIMje THIa E

1.6 BekTopcka moJba

Bekropcko mosse X wa M je jeana ceknuja npecankabawa m @ T'(M) — M,
OJIHOCHO HeMpeKuaHo mpeciaukaBame X @ M — T(M), yobuuajeno 3ammcano ca

p— X,, TakBo ma je m o X = idyy.
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Ako je X Bekrtopcko mobe wa M u f € F(M), onmpa Xf o3nauaba
peaHO-BpeJHOCHY (hYHKIM)Y Ha M aaTy ca

(X)p) = Xp(f),

3a cBako p € M.

Heka je x (M) ckyn ¢BUX DJIATKHX BEKTOPCKUX 0Jba Ha MHOrocTpykoctu M. Ha

X(M) mozxkemo nipuposro nedunucatu ciaenehe onepanuje:

(X+Y),=X,+Y,
(fX)(p) = f(p) X,

3a cBako f € F(M) upe M.

[Ipumernmo 1a ako cy X u Y riaTka BeKTOPCKa M0Jba, TaJla CY BEKTOPCKa MOJba
X +Y u fX rakohe rmarka. Y omHocy Ha oBe jBe onepanuje x (M) je momys Ha
upcrenom F(M).

Heka je & = (2°,..., 2" ') koopaunaruu cucrem na U C M. Taza ce 3a cBaxo
0 < i <n —1 Bekropcko noke 0; Ha U Koje cBakoj Tauku p npuapyxyje (0;), 30Be
1—TO0 KOOPJUHATHO BEKTOPCKO mosbe oi . OBa BEKTOPCKa I0Jba CYy IJaTKa jep je

0i(f) = %. N3 Teopeme 1.1 omMax caeam ma 3a CBAKO BEKTOPCKO IOJbe X BaKu
X => X(a")o,

na U.

Uzeon va F (M) je dynkiuja D @ F(M) — F(M) 3a kojy Bazxu:
(1) smueapuoct: D(af 4 bg) = aD(f) +bD(g), (a,b€R)u
(2) Jlajouuuos yeaos: D(fg) = D(f)g+ fD(g).

Ha ocuoBy nedwunuimje TaHreHTHOT BEKTOPA BUIMMO JIa je 33 BEKTOPCKO IOJbE
X € x(M) dbyuxmuja [ — X f jenan usson va F(M). O6puyro, cBaku u3Bog D
Ha JF (M) mormde o HEKOT BEKTOPCKOI TOJbA. 3alpaBo, 3a CBaKy Tadky p € M
nedunnmumo X, @ F(M) — R ca X,(f) = D(f)(p). Ilomro Bazke cBojcTBa 3a
13807 (1) 1 (2) MOXKeMO 3aK/bydUTH J1a je X, TAHT€HTHH BEKTOP Ha MHOTOCTPYKOCTH
M y rauku p. [lakne, X je mobpo nedunmucano Bekropcko nosbe na M. Kako je
Xf=D(f) e F(M) 3a cBako f € F(M) , ciesu 1a je BEKTOPCKO 10Jbe X IVIATKO
u onpebhyje uzBox D.

Kan rox nam 6yme 6mmo 3roano cMarpahemMo ja cy BEKTOPCKa MOJba U3BOIHM HA

F(M). Osa unTeprnperanuja HAC JOBOIH J0 BeOMa BayKHe OllepAIlije Ha BEKTOPCKUM
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nosbuma. 3a XY € x(M) mebunumemo [X,Y] = XY — YX. V nuramy je
oneparop Ha F (M) koju npeciukasawy f € F(M) nonemyje X (Y (f)) — Y(X(f)).
JeHoCTaBHOM IPOBEPOM MOZKe ce mokasaTh naa je [X, Y| usson na F (M), nakie y
HTAY je TIaTKo BeKTOpCKo mosbe Ha M. [X| Y] ce 3oBe komyrarop (wan Jlujesa
3arpajia) BEKTOPCKUX Moba X u Y.

VY TepMUHUMA OpUTHHAJIHEe JedHHUITje BEKTOPCKOT 1oba, [X, Y] cBakoj Tauku

p € M npugpyxyje tanrenrnu Bekrop [X, Y], Tako ga BaxKu

[X, Y]p(f) = Xp<Yf) - Y;)(Xf)

Jlako ce Mory mpoBepHTH CBOjCTBa KOMyTaTopa u3 cjiejehe jeme.

Jlema 1.7. Komymamop na x(M) uma caedeha ceojemsa:
(1) R-6ununeaprocm: [aX +bY, Z] = a|X, Z] + b]Y, Z],
[Z,aX +bY] =alZ, X]|+]Z,Y].
(2) anmucumempuunocm: [Y, X| = —[X,Y].
(3) Jaxobugjes udenmumem: [X,[Y, Z]| +[Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.

Naxko je komyTatop wa X (M) R-6unnneapan, on nuje F (M )-6ununeapas jep je
X, gY] = fg[X. Y]+ f(Xg)Y —g(Y [)X.

VY JBa crienujasHa caydaja KOMyTaTop je yBek Hysa. 3a cBako X € x(M) Baxu
[X, X] = 0. To je mocieauna aHTHCHMETPUYHOCTH U3 HPETXOJHE JIeMe. 3a CBaKa
JiBa KOODJIMHATHA BEKTOPCKA I10/ba O0; U 0; Y UCTOM KOODJUHATHOM CHUCTEMY, BazKu

02 f 2f

[0;,0;] = 0 mTO OiTOBapa M3PA3Y 7oA = 5.4~ 3a IJaTKa MpecinKapama f.

Hedbunumuja 1.9. Heka je ¢ : M — N riarko npeciankaBame. Kaxkemo ja cy

BeKTOpCcKa nosba X Ha M u Y na N ¢-nose3ana ako BaxKu

dp(Xp) = Yo,

3a cBako p € M.

JIema 1.8. Bexmopcra nowa X € x(M) u'Y € x(N) cy ¢-nosesana axo u camo
axo sancu X(go @) =Ygo ¢ 3a ceaxo g € F(N).

JIema 1.9. Axo je Xy € x(M) ¢-nosesano ca Yy € x(N), a Xo € x(M) ¢-nosesano
ca Yy € x(N), mada je [X1, Xs] € x(M) ¢-nosesano ca [Y1,Ys] € x(N).

Heka je ¢ : M — N audeomopduzam. Tama, 3a csako X € x(M) nocroju

jemuHcTBEHO BeKTOpCKO mosbe dp(X) € (V) Koje je ¢-moeesano ca X. Hemamo
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apyror uzbopa ocuMm jga pedunumemo (dpX), = dp(X,) 3a cBako ¢ = ¢(p) € N.
Kako 3a cako g € F(N) saxu (dpX)g = X(go @) o¢~' € F(N), BEKTOPCKO MObe
d¢(X) je rmarko.

1.7 1-dopme

1-cbopme Ha ri1aTKOj MHOTOCTPYKOCTH M €y 00jeKTH JIyaJJHU BEKTOPCKHUM ITOJHUMA.
Hyaman nipocrop T, M* TanrenTror mpocropa 1,M ce 30Be KOTAHTeHTHN ITPOCTOD
muorocrpykocru M y Taukm p. Enaementn npocropa T,M™* ce monexas 30BY

KOBEKTODH, OHH Cy JIMHeapHa npecaukapama 13 T,M y R.

Hedunumnuja 1.10. 1-popma 6 wa muorocrpykoctu M je dpyHKIHMja KOja CBAKO]

TaYKN P OIPHIPYIKYje eleMeHT ¢, KoTaHreHTHOT mpocTopa 1, M™.

Jlaxjte, f cBAKOM TAHTE€HTHOM BEKTOPY J0/e/byje peasiaH Opoj u JIMHEAPHO je Ha,
TAHTEHTHUM BEKTOPUMA Y CBAKO] TAYKH.

3a 1-popmy 6 Ha moorocrpykoct M u BeKTOPCKO 1osbe X Ha M, 03HAYUMO Ca
6X peanmo-spegnocny dbyukunjy na M nedunncany ca (6X)(p) = 0,(X,). 1-dopma
6 je rmarxa ako je 0.X riarko 3a csako X € x(M).

Heka je x*(M) ckyn cux (rrarkux) 1-cbopmu wa M. Kao u na x(M), u na

X* (M) moxkemo npupogno aedunucatu ciegehe oneparmuje:

(0 +w)p =0, +wp, (f0),=f(p)0y,

3a cBako f € F(M)up € M. Y onnocy na ose ase oneparuje x* (M) je Moy Ha
F(M).

Hedunuannnja 1.11. Ussox ox f € F(M) je 1-bopma df Taksa na Baxku (df )(X) =

X(f) 3a caku ranrentHu Bektop X Ha M.

Jacno, df je 1-¢opma momro je 3a cBaxky tauxy p dbyukuuja (df), : T,M — R
muueapna, u 3a X € x(M) dbyukugja (df )(X) = X f je rmarka.

Heka je 2°,...,2" ! xoopmmmaraum cuctem ma U C M. Tlocmarpajmo

n—1

koopaunarae 1-popme dx?, ..., dz" ! na U. One y cBakoj Tauxu u3 U unne myaany

Ha3y Dase Koja ce cacToju O KOOPIUHATHUX BEKTOPCKHUX 10Jba Oy, . . ., Op_1 J€P BaXKH

dz'(9;) = . _ d0ij. Cnean ma 3a cBaky 1-popmy 6 Bazkm

~ Oad
0=> 0(d)da’,
na U. Osa dopmyia oarosapa reopemu (1.1) Koja ce ofHOCH HA BEKTOPCKA MOJBA.
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Cuernjasno, 3a f € F(M) axu df (0;) = %, na cJjieu

df =) gl‘]:dxi,

na U.

Jlema 1.10. M3600 uma caedeha ceojecmea:

(1) d: F(M) — x*(M) je R-auneapro.

(2) IIpasuno 3a npouseod: Axo cy f,g € F(M), mada eascu d(fg) = g df + f dg.
(3) Axo je f € F(M) u h € F(RY), mada sascu d(h(f)) = W (f)df.

1.8 Tenzopu

Crenehe medununmje obyxsarajy aBa TJIaBHA Caydaja Koja HaM Tpebajy: MOy
X(M) nan npcrenom F (M) u Bektopcku npocrop 1, M man R.

Hexka cy Vg, ..., V,_1 Moxymm Haz mperenoMm K. Tama, ckyn Vo X ... X Vi1 =
{(vo, ... vs_1) | v; € Vi, 0 < i < s— 1} jecre jeman momyn Hag K (y ogHOCY Ha
yobuuajere omeparuje cabupama U MHOXKea eJeMeHTOM ckyna K'), Koju ce 30Be
JUPEKTAH MPOu3BOJ (MU TUPEKTaH 30Up, YKOJUKO O3HAKY X 3aMEHHMO ca P).

Heka je W takohe momyn wan K. 3a byHKIHjY
A Vox. ... xVi_1 —W

KazkeMo J1a je K-MyaTnanHeapHa ako je A mo cBakoj mpomMeH/buBoj K-nuHeapHa. To

3Ha4n jga je 3a cBako 0 <i < s—1uv; € V; (j # i), dyuxuuja
v ’—>A(UO,-..,Ui_l,U,Ui+1,...,U3_1)

K-nuneapsa.

Heka je V monyn wax K. Ca V* o3nauaBamo cKyn cBux K-nuHeapHUX (DyHKINja
3 V y K. ¥ oxnocy Ha yobOudajeHe omepaliuje cabupama PyHKIHAja U MHOXKEHha
ejeMeHTUMa cKyma I, V* je jeman Moy HaJ1 K, KOju ce 30Be JIyaJTHU MOJIYJI MOJIYJIa

V.

Arkoje V; =V 3a0<1i<s—1,o03naka Vj x ... x V,_; ce kpahe mume V.

Hedbunaummja 1.12. 3a meme 6pojese r > 0, s > 0, npu dyemy r u S HUCY
HcTOBpeMeHo jeauaku Hynu, K-mynrunamneapua dynknuja A @ (V)" x V¥ — K
ce 30Be TeHzop Tuna (r,s) wax V. (Opue mogpasymesamo A : V: — K ako je r = 0,
uA: (V)" — K ako je s = 0.)
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Ckyn T7 (V) cBux renzopa tuna (r, s) Haj V npencraBiba MOyl HaJ[ K, IOHOBO ¥
OJIHOCY Ha yoOu4ajeHe ornepalinje (pyHKIIMOHAJTHOD CADUPatha U MHOKEIha €/IEMEHTOM

ckyna K. Tenzop tuma (0,0) nag V je jeqnoctaBHO ejeMeHT ckyma K.

1.9 Ten3opcka noJspa

Tenszopcko nosbe A na muorocrpykoctu M je temsop man F(M)-momymom x(M).

Jakae, ako je A tuna (r, s) ovma on npeacrasba F (M )-mynruianneapuy yHKIHjy
A" (M) x x(M)? — F(M).

Hakme, 3a l-popme €°,...,0""! u Bexkropcka noma Xo,..., X, 1 J06ujamo

peaHO-BPeIHOCHY (PYHKIINA]Y
f=A0°...,0" Xo,...,X,_1) € F(M).

OBne, 0' ce 30Be i-Ta KOHTpABAPM]AHTHA NMPOMEHJbHBA, a4 X, j-Ta KOBADHjaHTHA
npomen/buBa o A.

Cxyn 17 (M) cBux Temsopckux mo/ba Ha M rtuma (r,s) je momyn max F(M).
Crenujatnao ako je r = s = 0, Terzopcko nosbe Ha M tuna (0, 0) je ynpaso dbyHKIHja
feFM), . TO(M) = F(M).

Ha 6ucmo nokazanu ga je mara dbymknuja A : x*(M)" x x(M)® — F(M) temsop
MOpaMo Jia oKazkeMo ja je J (M )-snreapHa Mo CBakOj MPOMEHJBUBO]. A TUTHBHOCT
0 CBAKO] MPOMEHJbUBO] je YeCTO OYHUIJeHA, TAaKO Ja je TJIaBHO NUTAme KaJja 10

CBAaKOj MPOMEHJ/bUBO] BayKu:
A(QO, o ,eTil,Xo, ceey sz ce. 7)(871) - fA(@O, oo 797’71’X07 ce 7Xi7 e ,Xsfl).
Pazmorpumo citesieha nasa npumepa.

IIpumep 1.1. Qyuknmja epaayaruje E : x*(M) x x(M) — F(M) npara ca
E6,X)=0X je F(M)-nuneapna mo cBakoj npomenspuBoj. Jlaxie, £ je TeH30pCKO

nospe Ha M tuma (1,1).

IMTpumep 1.2. Heka je w dpukcupana 1-popma taksa ma je w # 0. Jledunumumo F :
X(M)xx(M) — F(M)ca F(X,Y)=X(wY)3acsako X,Y. F je F(M)-1uneapua

mo X, aJiu je caMoO aauTUBHA 1o Y. Baxkm
F(X, fY) = Xw(fY) = X(fwY) = (Xf)wY + [F(X,Y).
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Jakse, F' Huje TEH30PCKO MOJbE.

MozkeMo cabupaTu jeIMHO TeH30Pe UCTOr TUIA. 3a Pa3jauKy O cabuparba, OUI0

Koja JiBa TeH3opa ce Mory moMuoxkuTH. 3a A € T7(M) u B € T (M) aedbunummemo
A® B (M) x x(M)** — F(M)
ca

(A ® B)(QO’ s 79T+T’_1a XOa s 7Xs+$’—1)
=AW, .0 X, X )BO, 0T X X e ).

Tana je A® B tensop tuna (r+1', s+ '), Koju ce 30Be TEH30PCKHU MPOU3BOJT TEH30PA
An B.
Ako je ' = s =0, tama je B dynknuja f € F(M), na nmamo

AR f=f®A=fA

Jacno ako je A takohe tuna (0,0), TeH30pCKH TPOU3BO HOCTaje MHOKeme y F (M).

Ouanrse a0 TeH30peKu npoussof je F (M )-OumuneapaH, Tj. Baxu
(fA+gA)Y® B=fA® B+ gA'® B,

pH YeMy Bayku cjaudaH wiaeHTurer 3a B. Henocpemno u3 nedununmje cieman jaa je
TEH30PCKH ITPOU3BOJI aconmjaruBai. AQ BRC' je mob6po AeduHuCcaH 38 TEH30pe OIIO
Kor Tuma. MehyTuMm, TeH30pCKH HIPOU3BOJ, Y OIIITEM CJIy4Yajy HUje KOMYTaTHBaH.

Ha npumep, Ha KOOP/IMHATHO] OKOJIUHU

(dz® @ dx')(0y, 01) = da®(9p)dz' (01)
(dz' @ dx®)(0y, 01) = da*(9p)dx’(01)

)

1
0,

na je dr’ ® da' # dax' @ dz°. Ca npyre crpane, 3a f € F(M) Baxn

fIA®B)= fA® B=A® fB.

1.10 MHMurepuperarnuje

Axo je w rmarka 1-dopma ma muoroctpykoctu M, tama je dynkmmja X — w(X)

F(M)-maueapna u3z x (M) y F(M), na npeacraspa (0,1) Tenzopceko mosbe. Mozxke

24



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

ce nokazaru Ja cBako (0, 1) TeH30pcKo moJbe morude of jeauHcrsene 1-bopme, Tako
na mozkemo mmcatu TP (M) = x*(M).
Cureniehie siBe wHTEpIIpETAIAje C& BEOMA Y€CTO KOPUCTE.

(1) 3a (rmarko) BekTOpcko mosbe X na M gedunummmo

3a cBako 0 € x*(M). Osa dyukumja X : x*(M) — F(M) je F(M)-nuneapua, te
npezactasba (1,0) Terzopcko mome. O6pHYTO, MOXKe ce mokasartu ga csako (1,0)

TEH30PCKO TMo/be Ha M moTmde O/ je TMHCTBEHOT BEKTOPCKOT M0Jba, a MUIITEMO
1 —
Ty (M) = x(M).

(2) Ba F(M)-mynrumuneapuy byukmujy A : x(M)* — x (M), nedbunumumo
A (M) x x(M)* = F(M) ca

A0, Xo, ..., Xs1) = 0(A(Xo, ..., Xs21)),

3a cpaxo 0 m X;. Ounraenno A je F(M)-mynruiuneapra GbyHKITja, Ta TPeICTaBba
(1, 8) TEH30PCKO 1OJbE.

3a rensope tuna (0,s) KaxkeMO Ja Cy KOBApHUjaHTHH, JOK 3a TEeH30pe THIIA
(r,0) mpu wemy je r > 1 kKaxkemMo Jda cy KOHTpaBapujanTHH. Ha mpumep,
peasno-spejHocHe dyskiuje u 1-popme cy KoOBapujaHTHH TEH30PU, JIOK CYy
BEKTOPCKA M0Jba KOHTPABApHjaHTHY TeH30pH. AKo ¢y r, s # 0 3a Tensope Tuma (r, )
KayKeMo J1a Cy MemoBuTH. llpuMerumo ga u3 JgeduHuImje TeH30pCKOr MPOU3BOIA

cJIe T 712 38 KOBapujaHTHU TeH30p A u koHTpaBapujanTHu TeH30p B Baxkn AR B =

B® A.

1.11 Ten3zopu y Tauku

Teopema 1.3. Hexa jep € M u A€ T (M). Hexa cy 6°,...,07 L u 0% ... 01

1-popme maxee da eascu 0|, = 6°),(0 < i < r —1) u nexa cy Xo,...,Xs 1 u

Xo, ..., Xs_1 6exmopcka nona makea da je X;|, = X;|,(0 < j < s—1). Tada sasrcu

A(éo, c. 7ér—17X'07 ce 7Xs—l)(p) = A(QO, c. 79T_17X0, ce 7Xs—l)(p)'
OBa TeopeMa ce MOKe jeJJHOCTaBHO JIoKa3aTu nomohy ciejehe jeme.

Jlema 1.11. Axo 6uno xoja 00 1-popmu 6°, ..., 071 uau 6uso xoje eexmopcko nosme
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Xo, R 7X5_1 UMA epeﬁHocm HYAG Y maMKu P, maoa 8asHcuy
A(QO, PN ,97"_1, Xo, ce ,Xs_l)(p) =0.

Henocpenno n3 Teopewme 1.3 cienn ga Tenzopceko nmosbe A € T7 (M) uma BpegHOCT

A, y cBakoj Taukn p € M. 3ampaso, GyHKIHTja
A, (T,M")" x (T,M)* - R

je nedunncana ma crenehn mauun. 3a o,... ot € T,M* u Xy,..., X, 1 € T,M

BaXKN
Ap(OéO, C. 70[7'71, Xo, C.e 7)(371) = A(QO, C. ,eTil,Xo, e ,Xsfl)<p),

e ¢y 0%, ..., 6" 6uno koje 1-popme na M rakse na Baxu 0], = o'(0 < i < r—1),

a Xo, ..., Xs_1 ¢y Om10 Koja BEKTOPCKA 10Jba 33 Koja BaxKu X;|, = 2;(0 < j < s—1).

Jlako ce mposepaBa ma je dynkmumja A, R-MyaTmimHeapHa, Ia IpemMa
Jedununnju 1.12 A, npeacrasspa (r, s) tenszop uajg T,M. Tpema tome A € T7 (M)
MOZKEMO BHJETH Kao I10Jb€ KOje IVIATKO IPHJIPYzKYyje cBakoj Tauku p € M tensop A,.
Kao mTo je BeKTOPCKO TI0/be TVIATKA CEKNnja TanrenTHor paciaojema 1'(M), Tako je

no/se p — A, riarka cexnuja (r, s) TEH30PCKOTD paciojemba Koje ce rpybo ropopehu

T

nobuja kaxa csaku 1,M y T(M) 3amenumo ca npocropom 1,(M),  (mpocropom

(r,s) rensopa nax T,M).

1.12 KomMmIoHeHTe TeH30pa

Koopaunarne dopmyse X = > X (2°)0; 3a Bekropcko nowe u 0 = Y 0(9;)dx" 3a

1-cbopMy MOTY ce MPONUPUTH HA TEH30PCKA MOJba ITPOU3BOHHOT THUIIA.

nfl)

Hebunnnmuja 1.13. Heka je £ = (2°,... KoopanHaTHE cucteM Ha U C M.

Ba A € T7 (M) peanno-BpenHocHe DYHKITHje

AiOu»iT—l — A(dl’lo’ e ,dl’ir*l, 6j07 L 78‘7‘571)

Jo---Js—1

na U, tae ceu naaekcen uay ox 0 g0 n— 1 (n = dimM), 30By ce kommoHeHTe o1 A 'y

oJ/iHOCY Ha &.

Ounrsenno 3a (0,1) Tenzop, koju je y crBapu 1-dopMma, oBe KOMIIOHEHTE CY

yipaso Komnonente us dpopmyne 0 = > 60(9;)dr’. Kopucrehu umTepmperanujy
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BEKTOPCKOT 10Jba X Kao (1,0) TeH30pCKOr 10Jba, HA OCHOBY ropbe jeduHuImje i-Ta
KoMmmonenTa o, X y ognocy Ha & je X(dz'), koja ce Tymaun kao dz'(X) = X (2).
Kana je (1,s) renzopcko mosme garo y obmuky A : x(M)® — x (M), merose

KOoMIIOHeHTe ¢y oapehene momohy jennaunne

A(aio, ... zé 1 Z A’Ll 'Ls

MomTO 3a Wherosy waTepnperamujy A € TH(M) Basn

A(dx? 8y, ..., 0, ) = da? (A(By, ..., 0;_,) ZA“ LA (0) = AL .

Esasnyanuja Ten3opckor mosba Ha l1-bopMaMa B BEKTOPCKHM IIOJBHMA MOYKE Ce
ommcatn Ha cienehu Haumn. Ha mpumep, Heka je A (1,2) menzop. Kako je A
F(M)-mynrummneapano, 3a npoussosbiy l-bopmy 0 = > Opdx® u npomssomna
BeKTOpCKa mosba X = > X'0; u Y =3 Y70, paxu

AB,X,Y) =) A(da*, 0;,0)0: XY =Y ALOLXTY.

1,5,k i,5,k

3a dukcupaHH KOOPJAMHATHU CHUCTEM, KOMIIOHEHTE CyMe TeH30pa jeIHakKe Cy
yIIpaBo CyMH KOMIIOHeHaTa. KoMIIOHEHTe TeH30pCKOT IPOU3BO/Ia CY JIaTe ca

(A@ B)lo gl 1 _ Ai'Om'L"rfl _B?T~~-?v»+r'71

J0-Joy s/ -1 JowJs—1 T dsedaqsl—17

riae csu majaercn uay of 0 no n — 1 (n = dimM). Ha mpumep, ueka je A Temsop
tuna (1,2) u B tuna (1, 1), taza je A ® B tensop Tuna (2,3) ca KOMIOHeHTaMA:
k k k k

(A ® B)zﬁp = (A &® B)(dlE ,dl’q, 81-, 8j, E)p) = A(dl’ ,&», 8]) : B(dl‘q, E)p) = AZJBg

Heka je £ koopgunaruu cucrem na U C M. Taja, bail Kao 1 BEKTOPCKO 110Jbe
unn 1-popma, OHI0 KOJU TEH30P UMa jeIMHCTBEHO IIpecTaB/bambe Ha U vy TepMHUHAMA,
IerOBUX KOMIOHeHaTa y ojHocy Ha . Heka je, na npumep, r =1 u s = 2. Taza je
O @dr' @ dz?  (1,2) rensop na U 3a cako 0 < 7,7,k <n—1. Axo je A 6uio koju

(1,2) Tensop, Taja je
A=Y Ao, @ da' @ dr?

na U, rae cakm mujgekc y cymu uae ox 0 mo n — 1. Ilomro cy obe crpane

F(U)-MmyaTwinHeapte JOBOJBHO je MPOBEPUTH Jia OHe WMAajy HCTY BPEJIHOCT Ha
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dxz™,0,,0, 3a cako 0 < m,p,q <n — 1. OBo ogmax cjaenn u3
(0 ® da’ @ da’ ) (da™, 0, 0,) = da"™ (O )dx'(8,)da’ (0,) = 6,6,

Osnie kopucTumo mporupern Kponekepos aenra cumM00.1
, - 1 akojei=j
0y = 6] =69 = T
0 axko jei # j.
Youmreno, Baxku ciaejeha jiemas:

n—1

Jlema 1.12. Hexa je 2°,... roopdunamnu cucmem Ha U C M. Axo je A

(r,s) menzopcro nowe, mada wa U sasicu
A= AP0, 0. ® 0, , ©di? @ .. ®da,

2de cearu undexc y cymu ude 0d 0 don — 1.

1.13 KouTrpakiiuja

Jlema 1.13. Ilocmoju  jeduncmeena — F(M)-auneapna  Pynruyuja
C:THM)— F(M), woja ce sose (1,1) xonwmpaxyuja, maxea da 6axrcu
C(X®0)=0X 3za cearxo X € x(M) u 6 € x*(M).

Ha koopuunaruoj okoyuau U (1,1) Tenzopcko nojbe A ce Mozxke 3anucaru Kao
> AL0; @ da?. Tlomrro C(9; ® da?) mopa Gutn jeanaxo da’(9;) = 6, Hemamo usGopa

ocuM J1a AeUHATIIEMO

C(A) =D Al =) Az’ ;).

3a oBako gedwnruncano C' Baxkuwhe 3axTeBana CBOjcTBa W3 mpeTxojaHe Jjieme Ha U.
Huje temko mokazaru jia oBa jeduWHUIM]ja HE 3aBUCH 07 M300pa KOODAMHATHOL

cucrema. Ha Taj HaumH cMmo J00mMIHM 3axTeBaHy r100aaHy (pyHKIH]jy.

Cazna xemumo ja mpormupumo (1,1) xkorrpakiujy C' Ha TeH30pe BHINEr THIIA.
ITpernoctasumvo qa je A € TP(M)n 0<i<r—1un0<j<s—1 ®uxkcnpajmo

1-dpopme 6%, ..., 072 u BexkTOpcKa mosba Xo, . .., Xe_o. Taga je bynkmmja

1-Ta IIPOMEHJbUBA

1
6, X) HA(eo,...,9,...,97“—2,)(0,...,)5,...,)(3_2)

Jj-Ta IPOMEHJBUBA

28



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

(1,1) TeH30p KOjU MOKEMO 3alUCATH KAO
0 r—2
A7, 0 Xy, X 9).

[Tpumemyjyhiu (1,1) KOHTpaKIHUjy HA 0Baj TEH30P JA00H]AMO PEATHO-BPEIHOCHY

¢dYHKIM]y KOjy 0O3HAYaBAMO ca
(CIA)(°,....0% Xo, ..., Xoa).

Ounriegno CYA je F(M)-mynrunnneapua o csakom aprymenty. Hakie, C1A
je Tensop tuna (r — 1,s — 1) Koju ce 30Be KOHTpaKIja TeH30pa A MPEKo i, j.
Ha upumep, ako je A (2,3) rensopcko noswe raga je C3(A) (1,2) rensopcko

0Jbe JIATO Ca
V oanocy Ha KoopAuHATHH cucTeM Kommonente of C3 A cy

(C3A);; = (C3A)(da*,0;,0;) = C(A(-, da*, ;, 0, -))
= A(da™, da*,0;,05,0,) = > AP

m

OBne cMmo kopucTuin KoopauHaTHy (Gopmyry 3a C.

IMocaeauua 1.1. Hexaje 0 <i <r—1u0<j < s—1. ¥ oduocy na xoopdunamnu

cucmem, axo A € Ty (M) uma xomnonenme A% 'r, mada CiA uma xomnonenme

i-mu underc

oo
z : Azo...m...zr_l
jO-n"lﬂn-js—l :
m

J-mu undexc

1.14 KoBapujaHTHIU TE€H30pU, N3BOJ T€H30pa

Hedunnmnuja 1.14. Heka je ¢ : M — N ruarko upeciukasame. 3a A € TO(N),

upu demy je s > 1, nedunurremo ¢* A ca
<¢*A)(X0, e ,Xsfl) - A(d¢X0, PPN ,dgﬁXS,l),

3a ceako X; € T,M,p € M.

Y cBakoj Tauku p € M, ¢*A naje R-mynruwnuneapny dyuxnujy us 1,(M)° y

R. Haxse, y nuramy je (0,s) reumsop nag 1T,M. Moxe ce mokasaru na je ¢*A
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IJIATKO KOBAPHUjAHTHO TEH30PCKO Tobe Ha M. VY cnenujasrom caydaajy (0, 0) renzopa
f € F(N), ¢*(f) ce mebunumnie ca ¢*(f) = fo¢ € F(M). Ilpumerumo na je
¢*(df) = d(¢" f).

Heka je A koBapujanTHu WM KOHTPaBapPHWjaHTHU TEH30p THIA OapeMm 2. 3a
TeH30p A KakKeMO Ja je CHMeTpHYaH aKO Ce 3aMeHOM OWI0 Koja [IBa FHeroBa
apryMeHTa BPeIHOCT TeH30pa He Mema. 3a A KaxKeMo Jia je KOCOo-CHUMeTpuIaH (MIu
anTepHupajyhin) ako cBaka TAKBA 3aMeHa HelOBHX apryMeHaTa JOBOAN J0 TPOMeHe
3HaKa Yy BpeaHoctn Tensopa. DyHknuje, 1-dpopme U BEKTOPCKA I0Oba CMATPAMO
U CUMETPUYHHM M KOCO-CUMETPHUYHUM TeHnsopuMma. [ludepennujaana s-popma je

KOCO-CHMETPHYHO KOBaPHjAHTHO TeH30pCKO mosbe Tuna (0, s).

Heka cy A u B penom k-dbopma u I-popma u X, ..., X1 € T,M,p € M. Tazna
je crospanimu mpon3Boj oBuxX dbopmu, v o3Hau A A B, jeana (k + [)-dbopma 3a kojy

BazK1
(AAB)(Xo, oo Xpyim1) = Y (—1)°A(XG,, o, X)) B(XG, o0 X)),

rie je z = 1 ako je mepmyrarwuja (iq, ..., i, j1, -.-, Ji) 6pojesa (0, ..., k+1—1) nenapua,
omHocHO z = () ako je oBa mepMmyTaiuja napaa. OBie ce joiur mogpasyMeBa ypeheme

1 < oo < g, g1 < ..o < )

Hedbunaunuja 1.15. V3Box tenzopa D Ha riaaTkoj MHorocrpykoctu M je ckyn

R-nuneapuux pyHKIHja
D=D.:T;(M)— T, (M) (r,s>0)

TaKBHUX JIa 3a OMJI0 Koja jaBa TeHzopa A u B Baxku:
(1) D(A® B)=DA® B+ A® DB,
(2) D(CA)=C(DA) 3a cBaky kourpakuujy C.

Haxse, D je R-nmuneapna, qyBa TUll T€H30Pa, 3a/10Bo/baBa J1ajoHuII0OBO IpaBmIO
3a MPOM3BOJ M KOMYTHPA Ca CBUM KOHTpakmujama. 3a byuknujy f € F (M) umamo
fA=f® A, nasaxu D(fA) = (Df)A+ fDA.

YV cnenujanuom cayuajy t = s = 0, DY je usson na T (M) = F(M). Tlpema

TOMe, MOCTOJU jeJIMHCTBEHO BEKTOPCKO mosbe X € x (M) Ttakso 1a

Df =Xf 3acsako f € F(M).
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Teopema 1.4. Heka je D uzeod menzopa na M. 3Ba A € TI (M) sasrcu

D(A6°,...,0" " Xo, ..., X 1)) = (DA)(@°,...,07 ' Xo,..., X._1)
r—1

+Y AWM, DO, 0 X, X )
+Y AWM. 077 Xo, .. DX, Xo).

3a (1, s) rensop 3azar kao F (M )-myarununeapna bynkmuja A : x(M)* — x(M)
BazK11
s—1

D(A(Xy, ..., Xo1)) = (DA)(Xo, ..., Xoo1) + > A(Xo,..., DX, ..., Xoq).

=0
1.15 HWuTerpammja Ha MHOTOCTPYKOCTHMA

Y oBoj cekmuju JgedunuaineMo uHrerpa judepennujasne Gopme 110
MHOTOCTPYKOCTH U dopMmyauieMo CTOKCOBY TeopeMy. 3a HeKe JeTabe BUIIETH
(14, 17].

OpujeHTabuaHOCT

13 kypca Jlunmeapme asrebpe 3HaMO jga jBe 0a3e €, ...,€,_1 T €),...,€n

BEKTOPCKOT mpocTopa V' nMajy UCTY OpPHUjeHTallu]y aKo BayKu
det A >0, rmeje €)= ZA{ej (0<i<n-—1).

Omne mmajy cynmporny opujentanujy ako je det A < 0. Jlako ce mpoBepaBa 1a je
"HMMaTH HMCTY OpHjeHTaIujy’ jeJHa peJalidja eKBUBAJCHIIMje Ha CKyIy CBHX 0a3a
BEKTOPCKOI' TIpocTopa V', M Jia mocToje jiBe Kjace eKBuBajeHnuje 6a3a, Koje ce
30By opwujenranuje ox V. OpujeHrarujy Koja CaiapzKh €, ..., €, 1 O3HAYUMO Ca
[€0y -y En_1]-

Heka je

)‘f(p) = [80|p7 ) an—1|p]7

rje je & koopaunatuu cucrem Ha U C M.
Opujenrarnuja A muOrocrpykoctu M upuapyxKyje csakoj tadkm p € M
opujentanujy A(p) ox T,M u A je rimaTka y cMHCIY Ja 3a cBaky p € M mnocroju

KOOD/IMHATHHU CUCTeM § y TaUKH D TakaB JIa je A = \¢ Ha HEKOj OKOJIUHH OJL P.
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MuorocTtpykocT je opujeHTabuaHa akKo 1ocToju  opujenHtanmja ox M.
Opujertucatu MHOrOCTpyKocT M 3Ha4YM m3abpaTH MmojeuHadYHy opujeHTanujy. Ha
npumep, R" je opujenrabusian y cMuciy cBoje yobudajeHe opHujeHTaluje ¢, LJe je
& NpUPOHUA KOOPJAUHATHU CUCTEM.

Kaxemo na je 6a3za vp,...,v,—1 3a T,M TO3UTHBHO OpHjeHTUCAHA AKO BayKH
[V0, -y Un_1] = A(p). Cnmuno, 3a koopaunathu cucreMm £ Ha U C M kaxemo ja
je Io3UTUBHO OPUjEeHTUCAH aKO BaxKu A\¢ = A Ha U.

Ako cy & u n koopaunarnu cucremu y M koju ce npeksianajy, gedpunumuamo
J(&,n) = det(dy’ /0z") ma U:NU,.
Tama Baxku

Ae(p) = M(p) = J(&n)(p) > 0.

dudepennujabunana naprumnuja (pa3bujame) jeauuuiie

Heka je M rimaTka MHOTOCTPYKOCT. 3a OTBOPEHHU MOKPUBAY MHOTOCTPYKocTH M,
1j. damuamjy orsopenux ckymnosa U, C M rtaksux na je | J, U, = M xaxewmo na je
JIOKAJTHO KOHaYHA aKo cBaka Ttadka p € M uma oxoyqmay W taksy na je WNU, # &
3a caMo KOHa4YaH Opoj MHIEKCA.

Kaxemo ma je davummmja {f,} mudepennujabunnux dbyukumja fo, : M — R

nudepennnjabuina napruimja (pa3bujame) jeAnHNATE aKo je:

1. 3a cBako «, f, > 0 u HOCAu on f, je cajapkaH y KoopamHATHO] OKOIHHEU U,

ataca {&,} o M (rme je &, : Uy — R"™ KOOpIAUHATHU CUCTEM ).
2. ®ammmja {U,} je 10KaIHO KOHAYHA.

3. >, falp) = 1, 3a cBako p € M (oBaj ycji0B mMMa CMHCIA jep 3a CBAKO p,

fa(p) # 0 3a camo KoHa4dan 6POj UHIEKCA).
Yobuuajeno ce kaxe 1a je mapruruja jenunute { f,} morunmena mokpusauy {U,}.

Teopema 1.5. 3a 6uao koju omseopenu noxpusau {U,} mmozocmpyrocmu M

nocmoju dudeperyujabusta napmMuyLia jedunuLe NOMYUUHERG MOM NOKPUBANY.
Nurerpan nudepennujaaae ¢popme

Heka je M opujenTrcana MHOIOCTPYKOCT AuMeH3uje n, Heka je {&,} jeqan arnac
Te opujentanuje (rue je &, : U, — R" koopaunaTHu cucreM) u w n-popma ca

KOMIIaKTHHM HOCa4€M.
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Hedununmuja 1.16. Nuarerpan dpopme w mo muorocrpykoctu M je

oSl

rae je [ paw = [pu(651) paw m THE {po} mpemcTaBma pazbujame jemHmIE

noruubeno nokpusaay {U,}.

Teopema 1.6. Bpeduocm unmezpana wa He 3asucu 00 usbopa amaaca sadame

opujenmanuje nu 00 pazbujara jeduruue.
MHoOrocTpykocT ca Kpajem

Osnaumvo ca H" = {z € R"|z,,_; > 0}.

Hedununuja 1.17. Ckyn M ce 30Be IIaTKa MHOTOCTPYKOCT Ca KpajeM akKo

nocroju takas atnac {&,}, &, 0 Uy — Vi, tae je V,, orBopen y H™, Tako nia

€508, Vap = Ea(Ua NUp) — Vo = E3(Ua N Up)

Oymay r myTa HempeKuJIHo audepeHIjabuIHa pecJuKaBamba OTBopeHux y H"

ckynoBa Vg, Vge. Jlumeapue xoopmumare (20 ..., z" 1)

koopaunate Ha U, : 2% (p) = 2%(&,(p)).

(e}

y R™ uaaykyjy Jiokajine
Ba Tauky p € M KaxkeMo Ja je YHYTpaIlba Tadka ako je 7 '(p) > 0, omHocHo
rpaamaHa ako je 7' (p) = 0.

Hedunnnnuja 1.18. Ckyn rpanndnux Tadaka y osuamnu OM ce 30Be kpaj (py6 win

IPAHNIA) MHOTOCTPYKOCTH.

Teopema 1.7. (Cmoxc) Axo je w (n — 1)-popma ca KomMnaxkmHuMm HOCGUEM HG
opujenmucanoj mmuozocmpyrocmu M dumensuje n u axo je xpaj OM crabdesen

UHOIYKOBAHOM OPUJEHMAUUIOM, OHOG BAHCU

/dw:/ w.
M oM

1.16 CxkajapHu IIpou3BO/,

[Mceyno-PumanoBa reomerpuja ykJbydyje mocebuy Bpery (0,2) TeHsopa Ha
TAaHTeHTHUM mpocTtopuMa. Heka je V' KOHA4YHO JUMEH3UMOHHM PEAJHH BEKTOPCKHU

npoctop. Cumerpuuna OuauHeapHa ¢gopma Ha V' je R-OmnnHeapHO HpecIuKaBarbe

B:V xV — R 3a koje Baxxku B(X,Y) = B(Y, X) 3a cBako X,Y € V.
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Hedbununmuja 1.19. Cumerpuana bununeapua dpopma B va V je

(1) nosurusHo (Herarupuo) medunurHa ako cako X # 0 mosraun B(X, X) > 0
(B(X, X) <0),

(2) mosuruBHO (HeraTusHO) ceMumedunnTHa ako Baxn B(X, X) >0

(B(X,X) <0)3acBako X €V,

(

3) mexerenepucana ako B(X,Y) =0 3a cBako Y € V mopraan X = 0.

Ounrse a0 je na ako je B mo3urTuBHO (MM HeraTuBHO) JedUHATHA OHJA je OHA
W TIO3UTUBHO (WJIM HETATHBHO) ceMUIeDUHUTHA U HeJIereHePUCAHA.

Heka je B cumerpuuna Oumiuneapna ¢gopma na V u W < V mormpoctop.
Pecrpuknuja B |w= B |wxw je Takobe cumerpuuna 6umuneapra dgopmva. Ako je B

MO3UTUBHO WM HETaTUBHO jebuHuTHA (ceMuebUHUTHA) OHJA je TakBa u B |y .

Hedbunumnuja 1.20. Ungexc cumerpuune ounmmreapue dpopve B Ha V' je Hajsehn
eo 6poj v koju je gumensuja nornpocropa W < V Ha kojem je B |y HeraruBHO

neduHUTHA.

IIpema Tome, 0 < v < dimV, uw v = 0 ako u camo ako je B NO3UTHBHO
cemuie(PUHUTHA.

Oyukmuja ¢ © V. — R mara ca ¢(X) = B(X,X) je mpuapyxena KBaJparTHa
dopma ox B. Cumerpuuna Oununeapua gopma B ce moJiapu3aiujoM MOzKe
pexoHcTpyncaTn 13 kaaparae dopme dopmynom B(X,Y) = 2 (¢(X +Y) —¢(X) —
a(Y)).

Heka je Ey,...,E,_1 6a3a 3a V. n x n marpuna (b;;) = B(E;, E;) 30Be ce
Matpuiia ox B y 6a3u Fy,...,FE, ;. llomro je B cumerpuuna, oBa Marpuna je

Takohe cumerpudHa.

Jlema 1.14. Cumempuuna busuneapra popma B na V' je nedezenepucana ako u
CaMO GKO je HeHa MAmpuya Yy 00HOCY Ha HeKY (a onda u Y 00HOCY Ha c8aky) 6asy

UHBEPMUOUAHA.

Heduuunuja 1.21. CkajgapHu TPOW3BOJ ¢ Ha BEKTOPCKOM mpoctopy V je

HeJlereHepucana cuMerpudHa OuimHeapHa popma ua V.

Og caga hemo mogpasymeBaTu Ja je V BeKTOPCKH HPOCTOP CHAOIEBEH CKAJIapPHUM
npoussojiom ¢g. Heka je Ey, ..., E, | jenna 6a3a 3a V. Marpuna on g y oanocy Ha
Ty 6a3y uma esemente ¢;; = ¢(E;, Ej). Iomro je g cumerpudna u mena Marpuia je
cumerprdHa ( g;; = gj;). llomTo je g GunnaeapHO BaKn

n—1 n—1
(Zal 1,2@ ) = Z ;3 9ij,

1,j=0

34



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

Tako ga Marpuna (g;;) v normynocru oapebyje g. Kako je g megeremepucana, ma
ocHoBy Jsieme (1.14) marpuna (g;;) je HHBepTHOMIHA.

Bektopu X,Y € V ¢y oproronanuu, numemo X 1 Y, ako Baxu g(X,Y) = 0.
Moackymoeu A C V u B C V cy oproronasan, mumevo A | B, ako je X 1 Y 3a
cBako X € AnY € B. 3a W <V gedunuiemo oprorona ca

Wt={XeV:X LW}

Optroronanx W+ He MozkeMO 3BaTH OPTOTOHATHE KoMmILieMenT o W jep W + W+

y omrmTeM ciay4ajy nuje jennako V. Mebhyrtuwm, Baxke cienehe crangap/me ocoOmHe:

Jlema 1.15. 3a nomnpocmop W <V saotcu
(1) dimW + dimW+ =n = dimV,
(2) (W)= =W.

[IpuMeTHMO Ja je HeJereHepHCAHOCT ¢ Ha V exBmBajenTHa ca V+: = 0.
[Mornpocrop W < V' je Hemerenepucan ako je g |w Hemerenepucana. Melyrnwm,
Kaja g Huje JebUHUTHO YBeK fie mocTojaT JereHepucany MOTIIPOCTOPH.

Kako o I'pacmanoBoj bopmyJin BazKu
dim(W + W) + dim(W N W) = dimW + dimW=,
TO je 1O TPeTXO/THO] JeMA
dim(W + W) + dim(W N W) = dimV.

Hakse, V =W + W+ ako u camo ako je W N W+ = 0, o1HOCHO aKo 1 caMo aKo je

normpoctop W <V nenerenepucan. Jlokazannm cmo cienehy jgemy

Jlema 1.16. ITomnpocmop W <V je nedezcenepucan axo u camo axo je V dupexman
36up 00 W u W+,

Kako je (W)t = W, Baxm W je meneremepucan ako u camo axo je W=
HeIereHEePUCaH.

[Tomro ¢(X) = g(X, X) moxke 6utu HeratusHO, HOpMa BekTopa X je || X|| =
\/W. Bekrop X je jemunmuan ako je vopme 1, 1j. g(X, X) = £1. 3a ckyn
MehyCcoGHO OPTOrOHATHEX JeMHUYHIX BEKTOPA KAsKEeMO JIa jeé OPTOHOPpMUpaH. Buro

Kojux n = dimV opTOHOPMHPAHHUX BEKTOpa obaBe3HO YnHH Oa3y 3a V.

Jlema 1.17. Csaxu sexmopcku npocmop V' # 0 ca ckaraprum npoudsodom g uma

opmonopmupany b6asiy.
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Marpuna ckajapHor TpPOM3BOAA ¢ Yy OJHOCY HA OpPTOHOPDMHpaHy 0a3y

Ey, ..., B, 3a V je nujaroHajiHa MaTpHUIIA jep
gij = g(El, EJ) = 5ij€j7 rae je Gj = g(Ej,Ej) = 41.

Opronopmupana 6a3a ce MOKe IOCTABUTH TaKO JIa HAajupe Uy HeraTHBHU

¢ =—1,3a0<i<v —1,as3arum nosurusau ¢; = 1,3a 1/ <i<n-—1.

Jlema 1.18. Hexa je Ey, ..., E,_1 opmonopmupana 6asza 3a V', ca €; = g(E;, E;).
Tada cearu X € V uma jeduncmeseno npedecmasnwarwe X =Y €,9(X, E;)E;.

Heka je W < V megmerenepucan normnpoctop oi V. OpToronajiHa Hnpojekinja
7 npocropa V ua W je numeapua tpancdopmannja koja WL ciauka y 0, a cBaku
Bektop u3 W dukcupa. Opronopmupana 6a3a Fy, ..., Fr_1 3a W ce yBek moxke
npormuputu 70 6aze 3a V. llpema tome Baxu 7(X) = Zf;é €;9(X, —E;)E;.

Yobuuajeno je ja 3a MHIAEKC V CKaJapHOT MPOU3BoOJIa g Ha V' KaykeMo Jia je WHIEKC

on V u nnmemo v = ind V.

Jlema 1.19. 3a 6uao xojy opmowopmupany 6asy Eq,...,E,_1 3a V 6poj

HE2AMUBHUL 3HAKO6A Y cuHamypu (€o, . .., €,_1) jednak je undexcy v 0d V.

Moxke ce mokazaru jia 3a Hejerenepucanu norupoctop W ox V Baxku ind V =
ind W + ind W+.
Heka cy V u V cHabieBeHH CKaJapHUM IPOM3BOIUMA ¢ U §. 3a JHHEAPHY

tpancdopmarmjy T : V — V kakeMo Ja 9yBa CKaJapHe IPOH3BOIE AKO BAKI
J(TrX,TY)=g¢9(X,Y) 3acBako X,Y € V.

Y oom cayuajy T je 1 — 1.
[Mpumernmo ma T dyBa ckajapHe MPOM3BOJE aKO W CAMO AKO 9UyBa HbUXOBE

NpHUIpYIKeHe KBagpaTHe dhopMme, Tj.
q(TX)=¢q(X) 3acBako X € V.

JIuneapuu uzomopduzam 1" : V. — W Koju dyBa ckaJlapHe IIPOHU3BOJIE 30BE Ce
JinHeapHa u3oMerpuja. /lakie, iuneapua Tpancgopmanuja T : V. — W je nuneapua
H30MeTpHja ako u camo ako je dim V = dim W u T gayBa ckajgaphe npousBoje (Hiu

eKBUBAJIEHTHO HUXOBE KBaJpaTHe (hopMe).

Jlema 1.20. Bexmopcrxu npocmopu V. u W cnabdesenu craraprum npouseoduma

UMy ucmy JUMEH3UJY U UHIEKC aKO U CaAMO aKO NOCMOJU AUHEAPHA U3OMEMPUIG

caV na W.
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1.17 Ilceymo-PumanoBa MHOTOCTPYKOCT

Hedbunaunuja 1.22. MeTpudyku TeH30p ¢ Ha IJIATKOj MHOTocTpykoctu M
je cumerpununo HegerenepucaHo (0,2) TeH30pcKO mosbe Ha M ca KOHCTAHTHHM

HHIEKCOM.

Jpyrum peunma, g € Ty (M) rnaTko npuapyxyje ceakoj rauku p € M ckanapuu
IIPOU3BOJL ¢, HAa TAHPeHTHOM 1poctopy 1, M, Ipu 4emy je HHIEKC O g, UCTH 33 CBAKO
pe M.

Hedunumnuja 1.23. [lceyno-Pumanoa MHOroOCTpyKOCT je T/IaTKa MHOTOCTPYKOCT

M cuabaeBeHa METPUUKUM TEH30POM (.

CrpukTHO roBopehn, mnceyno-Pumanosa muoroctpykoct je ypebhen map (M, g).
JIBa pazamumTa MeTpUYKa TEeH30pa Ha HCTOj MHOTOCTPYKOCTH YHHE Pa3TUIUTe
nceypo-PuManoBe MHOTOCTPYKOCTH. WNmak, 4wecto hemo 1ceyno-PumanoBy

MHOT'OCTPYKOCT O3HaYaBaTH Kao U oAroBapajyhy riarky muorocrpykoct M, N, ...

3ajeHUYKy BPEZHOCT V 3a HMHAEKC CKaJapHOI IIPOU3BOJA @, HA
nceyno-PumanoBoj muoroctpykoctm M 3oBemo muAekc om M. Unpgekc je 1eo
opoj 0 < v <n =dimM. Axo je v = 0 Taga M 30Bemo PumanoBa MHOTOCTPYKOCT
1 TaJa je CBAKO ¢, MO3UTHBHO AedbuHuTHO. AKO je v = 1 m n > 2 taga M 30BemMO
JlopeHIoBa MHOTOCTPYKOCT.

Kopucrumo (, ) Kao anrepuatusiy o3uaky 3a g. Jakie, g(X,,Y,) = (X,,Y,) € R
3a Tanrentie Bekrtope u ¢(X,Y) = (X,Y) € F(M) 3a BeKTOPCKa MOJbA.

=1 xoopmunarnu cucrem na U C M. Kommonente MeTpuukor

Heka je 2°,..., 2
tensopa g Ha U ¢y gi; = (0;,0;) (0 < 4,5 < n—1). Tako 3a BeKTOpCKa I0/ba
X=3X0nY => Y90 paxnu g(X,Y) = (X,Y) = g; X'Y".

[Momro je g memeremepmcana, y cBakoj tauku p u3 U wmarpuma (g;;(p)) je
MHBEPTUOMIHA U FheHA WHBEP3Ha MaTPHUIA ce o3HavaBa ca (¢¥(p)). 13 cranmapame
dbopmyJie 3a HHBep3 MaTpHIe BLAUMO Ja cy dyHKnuje g roarke na U.

T[Tomro je g cumerpuana Bazku g;; = gj; 1 g7 = ¢7* 320 < 4,7 < n—1. Merpuukn
Ten3op ¢ Ha U MoxkKe ce 3anucaru Kao g = » . g;jda’ @ d?.

Moxke ce mokaszaTu ma 3a cBako p € R" mocToju KaHOHCKW JUHEAPHU
nsomopduzam ca R” na T,(R") koju, y oxmHocy Ha mpUPOHE KOOPIHHATE, CINKA
Xy X, => X0, Tpema tome (X,,Y,) = XY =3 X'V npeacrasmba MeTpuIkn
Tersop Ha R”. O caga y cBakoM reomMeTpujckoM KOHTekcTy R™ he o3nauaBaTm

PumanOBY MHOTOCTPYKOCT KOja Ce 30Be eYKJHIACKH N-IIPOCTOP.
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Ba 1eo 6poj v Takap 1a 0 < v < n ca
v—1 n—1
(X, Yp) = = XV + 3 XV
i=0 j=v

je Jar MeTpwdKHM TeH30p MHJeKca v. Jlobujenn nceyno-Eykuanpackn npoctop R7 ce
ceomm Ha R™ 3a v = 0. 3an > 2, R} ce 30Be n-npoctop Munkosckor. 3a n = 4
JIOOMjaMo HajjeTHOCTAaBHUJU MPUMEDP PEJIATUBUCTUYKOT MPOCTOP-BPEMEHA.
Heka je
-1 za0<1<v—1,
€ — .
+1 zav<i:<n-—1.

Taga MeTpuakyn Ter3op Ha R Moxkemo 3amucatn g = » | €du’ ® du'.
['eomeTpujcko 3HaUEHmE UHJIEKCA Tcey10-PuMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH ITPOUCTHIE

u3 ciaegehe Tpuxoromuje.

Hedunumuja 1.24. 3a tanrenTan BeKTop X MHOrocTpykoctu M KaxkeMo na je
npocropan ako je (X, X) > 0 wm X =0,

u3orponan ako je (X, X) =0u X # 0,

Bpemenckn ako je (X, X) < 0.

Hedbunaunuja 1.25. Heka ¢y M u N nceymo-PumanoBe MHOTOCTPYKOCTH Ca
METPUYKUM TeH30puMa gy u gy. Mzomerpuja uz M y N je pucdeomopduzam

¢ : M — N xoju gyBa MeTpuuke Temsope: ¢*(gn) = gu-

Excmumurao, (do(X),do(Y)) = (X,Y) 3a cBako X,Y € T,M u p € M. Kaxo
je ¢ nndeomopdnzam, cBakn usBog d¢, je nuHeapHW M30MOpdU3aAM, TTa yCIOB 32
METPHKY 3Ha4# Ja je cBaku d¢, JuHeapHa H30MeTpHja.

Huje remko upumerutu Ja je HWIEHTUYKO IpecjrKaBambe Iceypo-Pumanose
MHOT'OCTPYKOCTH H30MeTpHja. Kommosuimja u3oMeTpHja je Takohe H3oMeTpHja.

VuBep3HO IpecInKaBame N30METpHUje je N30MeTpHja.

1.18 JleBu-HUuBurTa nmose3aHOCT

n—

HMedbunnmuja 1.26. Hexa cy u°, ..., u" ! npuponne koopaunare na R” u Heka cy

X uY =5 Y'0; BekTopcka nosma Ha R”. BeKTOpCcko mosbe
VY =Y XY,
ce 30Be IPUPOJIHU KOBapUjaHTHU W3BOM O Y y oJHOCY Ha X.
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Hedbunumnuja 1.27. Ilosezanoct V Ha riaarkoj muoroctpykoctu M je dyukiumja
V:ix(M)x x(M)— x(M) takBa 1a BaxKu

(D1) VxY je F(M)-nuueapua no X,

(D2) VxY je R-nuneapua no Y,

(D3) Vx(fY) = (Xf)Y + fVxY 3a f € F(M).

VxY ce 30Be KOBapujaHTHHN U3BOJ 071 Y y omHOCY Ha X 3a TOBE3aHOCT V.

[Ipema akcuomu (D1) Bugumo na je VxY tensop mo X. Jlakie, HA OCHOBY
teopeme (1.3) 3a ramrentau BekTop x € 1,M mmamo go0po AedUHECAH TAHTCHTHH
BekTop V.Y € T,M, (VxY), rae je X 6mwio Koje BEKTOPCKO HOJbe TAaKBO Ja je

X, = x. Ca apyre crpane, (D3) nokasyje ma VxY Huje Tenzop no Y.

Teopema 1.8. Heka je M nceydo-Pumarosa mmozocmpyrocm. 3a V€ x(M),

nexa je V*  1-gpopma na M maxea da
V(X)) =(V,X) 3a ceaxo X € x(M).

Tada je npecaukasare V +— V* jedan F(M)-auneapru usomoppuszam uz x (M) y
X" (M).

Jlakae, y mceyno-PumMaHOBOj reoMeTpHju MOXKeMO JIaKo TpaHchopMUcaTh
BEKTOPCKO ToJbe Vv 1-popmy m obpuyTo. 3a oaropapajyhm map V <> V* kaxemo

Ja je MeTPUYKN eKBUBAJIEHTAH.

Teopema 1.9. Ha nceydo-Pumanosoj muozocmpyrocmu M nocmoju jeduncmeena
nosesanocm V makea 0a 6asicu

(D4) [X,)Y]=VxY —-VyX u

(D5) X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),

3a ceako X,Y,Z € x(M). V ce sose Jlesu-Hueuma nosezarnocm nwa M. 3a 1wy

saotcu Kosunrosa dopmyaa:

VXY, Z) = XY, Z) +Y(Z,X) — Z(X,Y)
- <X> [}/’ Z]> + <Y> [Z, X]> + <27 [X7 Y]>

0 n—1

Hedbunaunuja 1.28. Heka je z°,...,x KOOPJMHATHU CUCTEM Ha OKOJIMHU

U 3a mceymo-PumanoBy muoroctpykoct M. KpucrodenoBu cumboam 3a OBaj

KOOPJUHATHU CUCTEM Cy peaiHo-BpegaHocHe ¢gyukmuje [’ fj na U TakBe ja Baxu
n—1
Vod; = Thoe (0<ij<n-—1).
k=0
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Kaxo je [0;,0;] = 0, u3 (D4) caemu Vg,0; = Vj,0;, 0IHOCHO MMaMO CHMETDH]y
Tk =Tk
iJ Ji

Teopema 1.10. 3a xoopdunamnu cucmem x°, ..., 2" 1 na U eascu

va (X x0) = 3 (25 L Yok
J

k

2de cy Kpucmodgenosu cumboru damu ca

n—1

1 m (O9im | Ogim  0gij
M =5 2 0™ (G + o~ o)

m=0

[Tomohy mpee dopmyne u3 mnperxomse teopeme u kKopucrelin (D1) mozkemo
cpauyHaTH CcBako VY Ha KOOPAMHATHUM OKOJIMHAMA, /0K Jjpyra dopmya

KOODJMHATHO OLIUCYje KaKO MeTpuuku TeH3op ojapehyje Jlesu-Husura nosesanoct.

Jlema 1.21. Ilpupodna nosesanocm YV us Hedpunuyuje 1.26 je Jlesu- Hueuma
nosezanocm na nceydo-Eyrxaiudckom npocmopy R 3a ceaxo v = 0,1,...,n. ¥V
00Hocy Ha npupodre xoopdurame wa R! easrcu

-1 3a0<3<v—1

1) gi; = 0;5€;, ede je €; = T 7
()gj 7 7e & {+1 aav<j<n-—1.

(2) Ffj =0, 3saceako0<i,jk<n-—1.

BekTopcko nosbe V' je mapaJieiHO aKO Cy HeroBH KOBapHjaHTHH u3Boan V xV
jemnaku myau 3a cBako X € y(M). Ilpema Tome, monnmraBame KpucrodenoBux
cuM00JIa Y MPETXOIHO] JIEeMHU 3HAYH /I8 CY HPUPOIHA KOOPIUHATHA BEKTOPCKA I10Jba,
Ha R mapamenna. Kpucrodenosn cumOoin 3a HEKH KOODAMHATHH CHCTEM Mepe

OJICTYIIAIbe HEerOBUX KOOD/JMHATHUX BEKTOPCKUX 110/ba Ja Oy/ly IapaJiesita.

Hedunumnuja 1.29. Heka je X BekTOpcko mo/be Ha mceyao-Pumanoroj
muorocrpykoctu M. (Jlepu-Uusura) KoapujanTu u3Bod Vx je jeJMHCTBEH U3BOJL
renzopa Ha M rtakas na je Vxf = X f 3a ceako f € F(M) u xox kora je VxY

Jlepu-Unsnra KoBapujaHTHN M3BOM 32 cBako Y € x(M).

Hedunnunnmja 1.30. Kopapujantuu gudepentujas (r, s) reazopa A na M je (r, s+

1) rersop VA Takas 1a
VA@G,....07  Xo, ..., X1, V) = Vv AWB°, ..., 07" Xo, ..., X,1),
zacee V, X, ..., Xs 1 € x(M)u 0 ....07 € x*(M).
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Y cnenmjasaoM caydajy © = s = 0 koBapujanTHu audepeniujan Gyakmmje f je

el yobuuajen uzson df € x*(M) jep
VAX)=Vxf=Xf=df(X) sacsako X € x(M).

Bair kao 1 3a BEKTOPCKO 10JbE, 38 TEH30PCKO 10/be A KazKeMo JIa je mapaJsiesiHo
aKO je IeroB KOBapujaHTHU JAudepeHnujas jeHak Hyad, Tj. ako je VyA = 0 3a
ceako X € x(M). Kopucrehu mpapuio 3a mpousso, Tj. Teopemy (1.4) mobujamo
1a je (D5) eKBUBAJIEHTHO Ca TAapaJsieHoIny MeTPHIKOD TEH30DA .

3a A € T7 (M) kommonente o7 VA y 0JHOCY Ha KOOPAUHATHU CHCTEM O3HATHMO

Aio...iy‘_1 . . n
ca . vy cleoujaJJHOM CJiy4da)y INPpHPOJHUX KOOpAHWHaTa Ha Rlﬂ IIoITO Cy

Jo-.gs—1;k"
KOOPAMHATHA BEKTOPCKA M0Jba, a crora n audepennnjamm du’, . .., du™ ! mapasesnn
10 dr—1 k\ A%0--tr—1
Bazu AjOmjsfl;k - (a/au >Aj0~--jsf1'

3a (1,2) Tenzopcko mome A Baxku cremeha dbopmyna

% o i m i i m i m
] Al + E AL — ALl — A% T
m

1.19 KpuBuna

Jlema 1.22. Hekxa je M nceydo-Pumarnosa muozocmpyrxocm ca Jlesu-Husuma

nosesanowhy V. @ynxyuja R : x(M)?> — x(M) dama ca
RXYZ - [VX,VY]Z - V[va]Z
je (1,3) mensopcko nowe na M xoje ce soee Pumanos menszop xpusune 0d M.

Onepanuja JlujeBa 3arpajia Ha BEeKTOPCKHM II0/bMMa HHjE TEH30p, TakKohe
KOBapHjaHTHH HM3BOJ HUje TEH30p, AJH IbUXOBA KOMOMHAIMja U3 IPETXOIHE JeMe
naje rersop R. AnreprarubHa o3Haka R(X,Y)Z 3a Rxy Z je morosHa Kaaa yMeCTo
X n Y umaMo KOMILUIMKOBaHUje M3pase.

Ba X,Y € T,M jmneapuu oueparop Rxy : T,M — T,M xoju cakom Z

NpuapyKyje RxyZ ce 30Be olepaTop KPUBUHE.

Teopema 1.11. 3a X, Y, Z, VW € T, M sasicu:
(1) Rxy = —Ryx,

(2) (RxyV,W) = —(RxyW., V),

(3) RxyZ + RyzX + RzxY =0,

(4) (BxyV,W) = (Ryw X, Y).
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Jennaunna (3) ce 30Be npBu Bjankujes uiaeHTHTET (IPUMETHMO A CY TY BEKTOPU
IUKJIAIKA TePMYTOBAHH ).

Cumetpuje TeH30pa KpuUBHHe R 1ajy Mame OYUIVIETHY CUMETPH]Y HeroBOT
koBapujanTHor audepennujaia VR, Koja ce 3o0Be apyru bjankujeB maenTurer.
Ha ocumoBy nmedwunumuje VR je (1,4) TeH30p KOjU YeTBOPKH BEKTOPCKUX TMOJHA

upuapyxyje (Bekropceko nosme) speanoct (VzR)xyV = (VzR)(X,Y)V.
Teopema 1.12. 30 XY, Z € T,M sasrcu

(VzR)(X, Y) + (VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z, X) =0.

Y HpeTxoIHOM HIEHTHTeTy calbupIu cy JauHeapHu oneparopu Ha 1,M. On ce
30Be JIpYTH BjanknjeB uaeHTHUTET.

0 n—1

Jlema 1.23. Ha xoopdunammoj oKoAUHYU KOOPOUHGMHO2 CUCTEMG T', ..., T

8AIHCU
Rakal (aj) = Rjklaiﬂ
i
2de cy womnonenme 0d R dame ca
gkl — 85L’k lj 81’1 kj § km= 1j § Im=~ kj*
m m

Ba Kpaj cekImje yBOAMMO CeKIIMOHY KPUBHHY.

Pumanos Tenzop kpuune R je mpuindno koMmiiukoBaH. Cajga hemo pa3Marparu
JEeJIHOCTAaBHU]Y peajHO-BpeHOCHY (DYHKIN]Y Koja y mormyHoctu ojpehyje R.

Jsomnmvensnonn norupocrop 1l tanrentnor mpocropa 1,M ce 30Be TaHrenTHA

paBan ox M y Tauku p. 3a TanreHTHe BeKTOpe X, Y nedHHUIIIMO
Q(X, Y) = <X7X><Y7 Y> - <X7 Y>2'

[Tpema semu (1.14) tanrentHa pasa Il je HemereHepucana ako M CaMo akKo je
Q(X,Y) # 0 3a jenny, a onga u cBaky, 6asy X,Y 3a II. AncoayTHa BpemHOCT
|Q(X,Y)| je jernaka KBazpaTy HOBpIIHHE mapajesjorpama 4uje cy crpanune X u
Y. Q(X,Y) je nosutuBHo ako je g | Il mecdunutHo, a meratupuo axo je g | II

uH1ehUHATHO.

Jlema 1.24. Hexa je 11 nedezenepucana manzenmua pasar 0d M y mauku p. Bpoj
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ne zasucu 00 usbopa basze X,Y 3a pasan I u s06e ce cexyuona xpusuna K(II) od
IT.

[Ipema Tome, ceximona kpuBuna K ox M je peanno-spejnocHa pyHKIHja HA

CKYIy CBHUX HeJereHepHCAHUX TAHIeHTHHX paBHU o M.
Teopema 1.13. Axo je K =0 y mauwku p € M onda je u R =0 y mauxu p.

Excmmnnrao, ako je K(II) = 0 3a cBaxy nemerenepucany pasan ox 1,M onga
je RxyZ = 03a cBako X,Y,Z € T,,M.

3a nceyno-PumanoBy muorocrpykocr M 3a kojy je TeH3op kKpuBuHe R jegHax
HYJW Y CBaKOj TaYKW KakeMo 7a je paBHa. Ha ocmoBy mperxomme Teopeme, M je
paBHa aKO M CaMO aKoO je ceKIMoHa KpuBuHa K (pyHKIMja KOja je HICHTHIKH jeIHaKa,
Hyau. Ha npumep, cBaku nceyno-Eykannckn npoctop R] je pasan.

Heka je F : T,M* — R myarnnuneapra dbyHKIHja 3a KOjy BasKe CUMETPHje U3
Teopeme 1.11 3a byuxmujy (V, W, X,Y) — (RywX,Y). K onpebyje Ry caenehem
CMUCTY:

Axo Baxknu

F(X,Y,X,Y)
(X, X)WV, Y) — (X,Y)?

K(X)Y)=
npu geMy X u Y pasanumy HelereHepHCcaHy paBaH OHJIA je
(RxyV,W)=F(X,Y,V,W) 3acsako X,Y, VW € T,M.

ITceyno-Pumanosa muoroctpykoct M wmMa KOHCTAHTHY KPUBHUHY aKO je HheHa

CeKIIMOHA KPUBWHA KOHCTAHTHA (pyHKIH]A.
Baxku caeneha nociaenuma:

IMocaemumia 1.2. Axo M uma xoncmanmny xpusuny C' mada sascu
RyyZ = C<<Z, XY — (2, Y)X).

Y PumanoBom ciydajy, mnperxojHa hopmy/ia UMa jeJJHOCTABHO T€OMETPHjCKO
snademe: Ako X n Y umne oproHopMmupany 0a3y 3a papan Il Taga je Rxy jeanako
ny;u Ha 11+, a na II npeacTaB/ba KOMIOZUIN]Y CKaJIapHOT MHOXKemba ca C' 1 poTaruje

kojamame X y Y, aY y —X.
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1.20 MeTrpuuka KOHTpaKIIAja

Heka cy 0 <a<r—1u0<b<s—1 e 6pojesu. 3a A € T7 (M) Bpeauoct o
W A e T/ (M) na upoussospum 1-bopMamMa H BEKTOPCKUM MOJBHMA je

Jgedunncana ca

(JeA)O°,...,072 Xo,..., X,)
=A@, .. X5, 0 X, X1, Xty -5 X,

rae je Xy 1-bopma merpuukm exsmpasientna ca X,. Jlakie, Ha /1eCHO] CTpaHH
jeIHAKOCTH M30AIMUIN CMO b-TO BEKTOPCKO TOJbe, a YOAIMIN CMO HeMy MEeTPHIKI
ekBUBaJIeHTHY 1-dopmy Ha a-To Mecto u3Mehy 1-dpopmu.

Ha mpumep, meka je A (2,2) remsopcko mome. Tama je B =] A (1,3)
TEH30PCKO ToJbe Takeo Ja je B(6,X,Y,7Z) = A(Y*,0,X,Z) 3a cse 1-dopme 6 u
BekTOpCcKa nosba X,Y,Z. Y koopamnarama, 1-dopma ayamsa ca 0; je Y. gidal.

ITpema Tome Baxku
! = B(dat, 0;,0,,0)) = A(Z Gomda™, dzt, 0, al)

mi
m

. . r—1 .

Onepanuja |f: T7 (M) — T, (M) ce 30Be cuymrame nniexca. Omna je
F(M)-nuneapra u jecre jenan nzomopduzam, IMOIITO MOCTOJH WHBEP3HA OTeparuja
17 xoja m3barmyje a-ty 1-popmy n ybamyje m0j METPHUKHE €KBHBAJICHTHO BEKTOPCKO
noJbe Ha b-to MecTo u3Mely BeKTOpPCKHX mosba. Y KOOpJHHATAMa, BEKTOPCKO IOJbe

METDHYKN €KBHBATEHTHO ca dz' je Y ¢”d;. Ako je B (1, 3) Tensop Taza je
(13 B)y = Zgiqujcql‘
q

Omnepanuja 14 ce 30Be NOAU3aIbE UHIEKCA.

Bakan ciayuaj je kag nmamo (1,s) tenzop A nar kao F(M)-mynruinHeapHa
dbyurmuja A x(M)® — x(M). Tana je

(\L% A)(v7 X07 B 7Xs—1) = <Vv7 A(X07 s 7Xs—1)>'

JleBa crpana nperxonHe jeanadune je mo nedbununujn jegnaka AV Xo, ..., Xs_1)
umja  je  wmoTepmperanuja  yopaBo  jemmaka V7 (A(Xo,..., X 1) =
(V, A(Xo, ..., Xs 1))
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3a Tenzope go0ujeHe o1 JATOr TeH30pa IOMONY HEeKe 01 /1B MPETXOHE Olepaluje
KazkeMo J1a CY METPHUYKH eKBUBAJIEHTHH.

Kaga je tenszop xpusuue R : x(M)? — (M) samucan kao GyHKIHja o1 TpH
BeKTOpCKa nosba, uMamo R(Z, X,Y) = Rxy Z. Tana cy xomnonente (0,4) Tenzopa

U R nare ca

Riju = (1 R)(8;,8;,0k, 1) = (0i, Ra,a,(0 Zgzm ikl

320 <a<b< s—1unpousBobHO 7, AehUHHITIEMO METPUIKY KOHTPAKIIU]Y

Cap : TT(M) — TI_5(M) ca

’LO dp—1 pq 10--lp—1
(CapA) JooJs—3 Zg Jo-. Do 3“-.]'573 :

a-Tu nH,:LeKC b-Tu uHIEKC

Ha mpumep, ako je A (1,3) Tem3op Taja je
(ot = T

Crnwmano, y KOHTpaBapujaHTHOM ciay4ajy, 3a 0 < a < b < r — 1 u npou3BoOBHO S

JI00HjamMo
CTHM) — TI2(M),

y 4mjoj KoopamHaTHO] bOpMYTH g;; 3aMemyje ¢g¥. YKoamKo Huje BaxkHO ucTahm

UHJIeKce, cBe KOHTpaknuje hie outu oznadene ca C'.

Jlema 1.25. Kosapujarnmnuu useodu Vx u kosapujanmuy dugpepenyujar V
Komymupajy ca obe npemrodho yeedene onepayuje (cnywmarse u nodusaree underca)

U KOHMPAKYUUIOM.

1.21 PwuumjeBa u cKajlapHa KpUBHUHA

Opronopmupana 6a3a 3a TanrenTHu npoctop 1,M ce 30Be pemep Ha M y Tauku
p. Ako je n = dim M taga ce ckyn Ey, ..., E, 1 og n MmeljycobHO OpTOroHaJTHHX
JeTMTHUYHUX BEKTOPCKHUX MOJba 30Be TOJbe Pernepa, MOMITO MPUIPYIKYje CBAKO] TAUKH
penep. Ha mpumep, na R" mpupogna KoopJmHATHA BEKTOPCKA MOba YHHE MOJHE
penepa.

Y onmTeM cIydajy He MOCTOjU MOJbe pellepa Ha IeJI0] MHOTOCTpyKocTu M, 0K

JIOKAJTHO YBeK TOCTOjUu. DBuiio Koje BEKTOPCKO ToJbe V' ce MOYKe U3PA3UTH Y OJHOCY
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Ha 10Jbe perepa Ha cjejaehn HadmH
V=> e(V.E)E;, raeje e =/(E;E).

[Tpema Tome, (V, W) = > (V, E;))(W, E;).
Pasmarpajmo Merpuuky Kontpakiujy Cup o A € TO(M). Y omHocy Ha HOJbe

pernepa BaxKu

a-Ta HI)OMeHJ'bIlBa
(CanA)(Xo, . Xog) = > emA(Xo, ..., Enm, ... lem LX),

b-Ta npomenspuBa

Conuno, 3a (1, s) renszopceko nomwe A : x(M)® — (M) umamo

(CrA)(Xo, ... Xoa) = en(Bm, A(Xo, ..., Eim X))

m
b-Ta MpOMEHJbUBA

Cana hemo ga pedpunuinemo PudunjeBy u ckaiapHy KpUBHUHY.

Hedbunnmmja 1.31. Heka je R Pumanos ten3op kpusune og M. Puunjes rensop
kpusune Ric on M je kourpakuuja Ci(R) € T (M), unje cy KOMIOHEHTE Y OJHOCY

m

Ha KOODJMHATHU cucteM Ry = > R .

36or cumeTpuja on R jenune HeHys1a KOHTpakimje ox R cy =+ Ric.

Jlema 1.26. Puuujes mensop kpusune Ric je cumempuuan. YV oduocy wa nowe

penepa dam je ca

Ric(X,Y) = Z em(RxE, Y, En),

m

ede je €y = (B, En).

Ba M xaxemo ja je Puum paBHa ako je teH PutunjeB TeH30p WISHTHYKA jeTHAK
nysin. PaBHa MHOTOCTPYKOCT je cBakako Puuu paBHa, JIOK 0OpHYTO He Bazku. Baxku
Ric(X,Y) =Tr{V — RxyY}.

ITomro ceknmnona kpuBwHa oapehyje Tern3op kpuBuae R ona takobe oxapelhyje Ric
Ha [IPUJIMYHO jejHOCcTaBaH Ha4dwH. [lomohy mosapusanuje U ckajgapHOT MHOXKEHA,
Ric ce MOKe pEKOHCTPYHCATH Y CBAKO] TAYKH P U3 HETOBUX BpeaHocTH Ric(u, u) Ha

jeIMHUYHAM BEKTOPHMMA y TA4KH p. AKO je €g,...,€, 1 pernep y Ta4KHd p TaKaB Ja
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je u = ey, TaJla HA OCHOBY IIPETXO/HE JeMe BazxKu

Ric(u,u) = Z €m(Rue,, (1), em) = (u,u) Z K(u,en).

Hedunnnuja 1.32. Ckanapua kpusuaa R ox M je xourpakiuja C'(Ric) € F(M)

meHoT PrdanjeBor TeH30pa.

Y KoopjuHaTaMa UMaMO

R = Z ginij = Zginfjk.
Konrpaknuja y ojgnocy Ha 10J/be perepa jaje
R=Y K(E,E;)=2) K(E;E)).
i#] i<j

Hamomenumo jia neku ayropu oneparop KpuBune jedunuiny ca —Rxy,
MehyTum Ta pasjmka y 3HaKy CYNITHHCKH HUIITA HE Mema, aju uiak Tpeda Ouru

IMaKJbUB.
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TnaBa 2

AjHIIITajHOBaA Teopuja IpaBUTAIIN]eE

Teopujcky OCHOBY caBpeMeHe KOCMOJIOTHje TpeacTaB/ba AjHINTTAjHOBA OTIIITA
TeOpHja PpeJaTuBHOCTH, KOjy je ou dopmyucao 1915. TOJIMHE. To je
peJIaTUBUCTUYKA TeOpHja TpaBUTallje Koja ce cBoam Ha FbyTHOBY Teopujy
OpU  HePeJAaTHBUCTUIKAM Op3WHAMa Teja, CJIa0UM U CIOPO ITPOMEH/PUBHM
rpaBUTAMOHNM mo/buMa. ONITa TeopHja PeaTuBHOCTH HACTAJIA je MPOIIUPEHEM
cIenyjaaHe TeopHuje PeJaTHBHOCTU TaKO Ja je YKJ/byUeHa TpaBUTAIlAja W KpeTame
y HEWHepIjaJIHnM cucTreMuMa pedepertnuje. OHa caJp:Ku JBa NPUHIUINA: OMIITH
IMPpUHIOUII PEJIATUBHOCTHW U IIPUHITAII eKBI/IBaJIGHL[I/Ije. OHH_ITI/I IIPpUHOUII PEJIaTUBHOCTHU
rjacu: ¢ PU3NYKU 3aKOHU uMajy ucty popmy y Omjio kom cucremy pedepeniiuje,
1j. dopma PU3NYIKUX 3aKOHA je MHBAPHjaHTHA Y OJHOCY HA ONIITE KOOPJIUHATHE
tpanchopmanyje. [IpuHIUN eKBUBaJIeHIIMje je 3aCHOBAH HA EKCIEPUMEHTAJIHO]
YUIGEHUIN 1@ Cy WHEPTHA W I'PABUTANMOHA Maca jeaHake 3a csa teja. OH ce
dbopmyauie Ha ciaegenn HAUUH: YBEK ce MOXKe H3adpaTH TaKaB CUCTeM pedepeHIiyje
J1a y HBeMy TPABUTAIOHO MOJhe JIOKAJTHO HEecTaje, Tj. MPOCTOp Ce JIOKATHO MOZKe
VIUHUTH eYKJIUJACKAM, OJHOCHO mpocTopoM MuHKOBCKOT. AjHINTajH je Kperame y
IPABUTAIMOHOM TIOJBY CBEO Ha KPEeTame Yy MPOCTOP-BpeMeHy ca mceyno-PumanoBom
reOMeTPHjOM.

HajBarkuuju meo ommiTe TeopHje peJaTHBHOCTH Cy AJHINTAjHOBE jeIHAYHMHE 33

IPABUTAINOHO TTOJHE

R = 3 R = T, — Mg, (2.1)
rjae je R,, Puunjes renszop, R je ckajlapHa KPUBMHA, @, j€ METPUYKU TEH30D,
KOJH je VjeJlHO W TeH30D T'DABUTAIMOHOT Tosba, (G je TpaBHTAIlMOHA KOHCTAHTA,
¢ je 6psmua cBersoctu. Ha sieBoj crpanun jegnaunne (2.1) Hajsaze ce BeJnmdnHe
KOje KapaKTepHUIlly reoMeTpujcke ocobune rcey10-PumManoBor npocropa, a Ha J1ecHoj
CTPaHH Je pacHojeja MaTepuje JaTa TeH30pOM eHepruje-mMmmysca 1y, U I'yCTHHA

eHepruje BaKyyMa IMpecTaB/beHa KOCMOJIONIKOM KOHCTAHTOM A.
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Bazkno mecto y oBoj Teopuju uMa tensop G, Koju ce jgedunnme na ciaegehn
HAYUH

1
G“y = R#V - éRguy.

Tensop G, ce 30Be AjHIITajHOB TEH30D.

Bapujamujom AjuinTaju-Xua0epToBOr 1ejcTBa ¢a KOCMOJIOMIKAM TIAHOM

5= / e Sl / Nt o (2.2)
167G

y OIHOCY Ha METPHKY ¢, Ao0HjaMo AjJHINITajHOBe jelHAYHHE 32 IPABUTAIINOHO
no/be Koje ce jornr 30By u AjHmTajHOBe jeaHauwHe Kperama. One omucyjy
HPOCTOPHO-BPEMEHCKY IITPOMEHY TI'PDABUTAIMOHOT MOJbA. Kperame decrune y
IPABUTAIMOHOM IIOJBY C€ OIHKCYje jeTHAYMHOM 3a T'eoJe3UjcKy JIMHH]Y. lI3Boheme
AjHmTajHOBHX jenHAUNHA KpeTama Oulle mokasano y I'tasu 3. Osre je g = det(g,,),
a L,, je jarpaHkujaH Marepuje.

Ha BesmkuM KOCMHUYKHM pacTOjalbHMa BAaCHOHA je XOMOTE€HA U U30TPOITHA.
OBa npernocraBka 3HA4YM Jia C€ €BOJIYIMja BACHOHE MOZKE IIPEJCTABUTH Kao
damunuja TPOCTOPHUX XUIIEPIOBPIITN TapaMeTpPU30BaHA BpEMEHOM, TaKBa Ja Cy CBe
XHUIEPIIOBPIITN XOMOT'€eHE U U30TPOITHE.

Hanomena: ejcrBo rpyne G Ha MHOTOCTPYKOCT je mpeciaukaBambe u3 G X My

M, (g,p) — ¢ - p, KOje 3a70BOHABA

g1-(92-p) = (192) P, 91,92€ G, pE M,
e-p=p, peM

Kaxkemo na je 71ejcTBO TpaH3UTHBHO aKO 3a CBake JiBe Tadke p,q € M moctoju
g € G TaKko Ja BaXKu g - p = q.

AKO TOCTOjH TJIATKO M TPaH3UTUBHO JjejcTBo Jlujese rpyme (m3omerpujama)
Ha Ticeya0o-PuMaHOBY MHOTOCTPYKOCT OHJA KaxkeMo na je Tmceyno-Pumanosa
MHOI'OCTPYKOCT XOMOI'€HA.

Axo nogrpyna G, = {g € G : g-p = p} Aesyje TPAH3UTHBHO HA CKYI jeIHHIIHAX

BekTOpa y 1, M KaxKkeMmo Ja je nceyJo-PuManoBa MHOTOCTPYKOCT H30TPOIIHA.

XOMOIeHOCT 3Ha4u Ja cy (PHU3MYKA CBOJCTBA HCTA y CBAKO] TAYKH OUJIO KOje
jgare xuneprnospinu. 3orpomHoct 3Haum jga cy usmyuka cBOjcTBA UJICHTUYHA Y
CBHM IIpaBIIIMa KaJda C€ IIOCMaTpa U3 JaTe TavKe Ha XHIIePIIOBPIIH. I/ISOTpOHHOCT
Yy CBaKOj TAUKHM ayTOMATCKH Jiaje XoMoreHoct. MehyTum, XoMOreHOCT He MOBJAYN

00aBe3HO M30TPOIHOCT. MOXKEeMO 3aMUC/IUTH, Ha IPUMED, XOMOT'€HY, & HEU30TPOIHY
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BaCUOHY KOja ce CKYIJba y jeJHOM THpaBIly, a IMUPHU y JIPYTa /iBa MPaBIa.

[MTocToje caMoO TpW THIA XOMOT€HHX H M30TPOMHHX IPOCTOPA Ca jeJIHOCTABHOM
TONOJOTHjOM (OJHOCHO MPOCTO MOBE3AHUX MPOCTOPA):
(1) paBan mpocTop,
(2) TpoammensuoHa cdepa KOHCTAHTHE MO3UTHBHE KPUBUHE, U

(3) TpoamMen3nOHE XUIEPOOJUYKH IIPOCTOP KOHCTAHTHE HEIATHBHE KPHBUHE.

Pacrojarbe 'y XOMOreHOM H HM30TPOIMHOM TIPOCTOP-BPEMEHY Ce H3parKkaBa

merpukoMm Ppuamana-Pobeprcona-Bokepa (FRW ) (npu ¢ = 1)

dr?

m + 7’2<d92 + Sin2 0d¢2) ) (23)

ds? = —di? + a2(t)[
riae je a(t) kocmmuku ckaaupajyhu dakrTop Koju 3aBucH 0j BpeMeHa t W omucyje
eBosIyIMjy BacuoHe. KoHcraHnTa k KapakTepulle 3aKpHB/beHOCT mpocTopa. Oma
MOZKE JIa HMa BDPEJHOCTH:
(1) k=0 (rakaB mpocTop Cce 30Be paBaH IIPOCTOD),
(2) k=41 (3aTBOpeH MPOCTOP KOHCTAHTHE MO3UTUBHE KPUBUHE) U

(3) k= —1 (oTBOpEH NPOCTOP KOHCTAHTHE HEraTHBHE KPUBUHE).

Jlema 2.1. Kopucmehu esemenme mempuuroz mensopa us (2.3) dobujamo:

(1) Jedunu Kpucmodenrosu cumboru koju ce ne noHuwmasajy cy:

a a a
r2, == I, =—
o= 02 = 03 =
aa kr
M= Mh=1"4n P =D =7
Y, = r?aa Iy, = r(kr? — 1) IS, =ctgd
9, =raasin®@ T3 =r(kr* —1)sin’@ T3, = —sinfcosb,

. ._d_a
ede je a = .

(2) Jedune eenepuure (do wa cumempujy) KOMNOHEHME MEH30PA KPUBUHE

pazaunume 00 HYAE CY:

aa r2a2<d2 + k)
R = R _ _rrata”tr)
0110 = T 73 1221 T
r2a®sin® 0(a® + k)
0220 = T aa 1331 -
Roszo = rlaisin®@  Rogzo = —r'a®sin®0(a® + k).

20
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(3) Puuujes mensop je caedehee obauka:

—3% 90 0 0

0 0 0 i+ 2(a®+k
R, = tn , edeje u= aa -+ (g + )
0 0 ugex O a

0 0 0 Uugss

(4) Cranrapra xpusuna je

R= = .
(5) Ajrnwmagros mensop je
3(&22+k) 0 0 0
0 —vgnn 0 0 2ad + a* + k
G = : V=
0 0 —V(g22 0 a
0 0 0 —V(gs33

Y HEKHM KOCMOJIOITKHM pa3MaTpambuMa AJHIITAjHOBUX jeHAUNHA BACHOHA Ce
OCMaTpa HCIOYIbeHa MaTepujoM 06e3 KOoCMOJOIIKOr wiaHa. Mogenupajmo caja
MaTepujy y Bacuonu nomohy wmpeasnnor dbayuga. Maeannu dayun je diuryus koju je
HU30TPOTAH Y CUCTEMY KOju Mupyje. TeH30p eHepruje-mmmysica 3a UaeaTHH DIyUI

MOZKe ce 3alliCcaTH Ha C.HG,ZLehI/I Ha4dYMnH

p 0 0 0
0 0 0
T;w _ g11p ’
0 0 g22p 0
0 0 0 g33p

rje Cy p U p IYyCTHHA eHepruje W NPUTHCAK (DeCIeKTHBHO) MEPEHH y CHCTeMy KOju

MUpYje.

Ca jeIHMM TOAUTHYTHUM HWHIEKCOM JIOOMjaMO MOJAECHUjU OOINK
T, = diag(—p, p, p,p).
[Ipumernmo ma je Tpar jgat ca
T=T!=-p+3p. (2.4)

PazMorpumo Hy/ITY KOMIOHEHTY jeJlHAUMHE OUYyBamba, KOja je jeTHAYMHA OdyBamba
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eHepruje:
0= VTY = g9, = g (9,10 — T, T+ T4,T2) = dbp + 35 +). (25)

[Torpebno je uzabparu jeaHaduHy cTamba, OJHOC u3Mehy p u p. Y cCymruHu
CBH HAeaJHH (DJIYHIM PeJeBaHTHH 3a KOCMOJIOTH]Y 3a0BOHAaBAjy jEIHOCTABHY

jeTHAUYMHY CTama

p=wp,

re je w KOHCTaHTa He3aBHCHA OJ] BpeMeHa. JeaHadunHa OUyBamba eHepruje mocraje

ISESY

p
—=-3(14+w)
)

W3 nperxojiHe jeanadune J100MjaMo Ja je p HPOHOPIUOHAIHO Ca q—30+w)

3(1+w).

, TIHIIIEMO

po<a

JlBa majmoryaapHuja IpuEMepa KOCMOJIOMIKUX (DIYHIA Cy IO3HATA KAO IIPAIIUHA
n pajaujanuja. [Ipammba je HepeJlaTUBUCTUYKA MaTepuja, 0e3 Mmehycobnor cymapa,
3a kojy Baxku w = 0. Ilpumepu ykspyuyjy obuduHe 3Be3jie U rajakcuje, 3a Koje
je mpuTHCcaK 3aHeMap/buB y nopehemy ca rycrunom enepruje. [Ipammuna je takobhe
[O3HATa Kao ~“MaTepuja’, a BaCHOHE 4YHja Ce TYCTHHA eHepruje 0a3upa Ha IPAIITHU
MO3HATEe Cy KA0 BAaCHOHE y KOjuMa, JIOMUHUPa MaTepuja. ['ycTuHa eHepruje MaTepuje
je

p X a3

OBo ce jeiHOCTaBHO TyMad4h KaO CMarbehe TYCTHHE YeCTHIA JIOK Ce BacHOHA
mupu. 3a OpalMHy T'YCTUHA €HEpPruje JIOMUHUDA €HEPrujoM MHPOBaIba, KOja
je mporopuunoHaaHa Opojy dectuna. ~Pamuwjamuja’ ce MoxKe KOPHUCTHTH 33 OIHUC
WIN aKTye/JHe eJeKTpOMAarHeTHe pajujanuje WA MACHBHUX 4YeCTHNAa KOje ce
kpehy penatuBouM Op3uHama OJUCKUM OP3WHU CBETJIOCTH TaKO Jia €€ OHE He
MOTY pasjukoBatu oj ¢oroHa (6apem WITO ce THYE jeJHAYNHE CTarba). TeH30p

enepruje-uMiysca 1), ce MoxKe U3pa3uTu oMohy jauune 1mosba Kao

1 1
T = (F" FY = 1 ¢ FY Fy).

Tpar nperxoane jeHAYUHE je J1aT ca

1
T =1~ (F'"* Fyx — F F),) = 0.
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Kama nperxoany jegnaqunny usjeqaadumo ca (2.4) gobujaMo jeHAYMHY CTAba

3a BacWoOHY y K0joj je BehWHA T'YCTHHE eHepruje y OOJIUKY pajidjaruje KayKeMo 11a je
BaCHOHA y KOJO] IOMUHUPa pajujarnuja. ['ycTuHa eHepruje y paaujaruju je

p X a?t.

ITpema Tome, rycTuHa eHepruje y pajujalju Onajga Majgo Op:Ke OJi I'yCTHHe
marepuje. To je 30or Tora mTo ce ryctuHa (poTOHA CMarbyje Ha WCTH HAYMH
Ka0 W TYCTHHA HEPEeJaTUBHCTHYKWX YeCTHIA, aJTd HojeMHAYHU (HOTOHM Takobhe
rybe eHeprujy IPOIOPIMOHAIHO @~ ' IPH IpBeHOM HOMaky. Takobe, MacHBHe aJm
peJIATUBUCTHYKE 4YecTHlle he u3ryOuTu eneprujy JIOK Oyjy ycropaBaje y CHCTeMY
pedepentnuje koju ce Kpehe kao u Bacuona (comoving frame). Bepyjemo ma mamac
I'YCTUHA eHeprHje Y BaCHOHU JIOMHUHUDA KPO3 MaTepHjy, IpH YeMy je % ~ 10°.
MebhyTum, Bacuona je y HUpONLIOCTH OWJIa MHOIO Mama M TYCTHHA €HEpruje y

paJanjalyju je TOMUHUpaIa y BeOMa paHUM BpeMeHUMA.

ITocToju jenanm apyrm obOJIMK eHepruje-uMITyJIca KOJU Ce TIOHeKaJ pa3MaTrpa,
HamMe caMHU BaKyyM. YBoheme eHepruje BakyyMa je eKBHBAJEHTHO Ca yBoOhemeMm

KOCMOJIOIIKE KOHCTaHTe. AjJHINTAjHOBE jeJHAYMHE €A KOCMOJIOIIKOM KOHCTAHTOM CY

G =8mG T, — A gu.

OBe jennaumHe MMajy UCTH OOJMK Kao WM jeJHAUNHE KpeTama 0e3 KOCMOJIOIIKe

KOHCTAHTEe MPHU YeMy je TeH30p eHeprHje-uMITyJIca 3a BaKyyM jeTHaK

(vae) _ __A
o T g I
: _ _ A
Ogo je o0k casprienor diynia 3a p = —p = g .
Hakme, mmamo w = —1. ['yctuHa eHepruje je He3aBucHa o a. 1o je OHO

mTo OMCMO OYEeKHMBAJIN 33 T'YCTUHY eHepruje Bakyyma. [lomTo ce rycruna enepruje
MaTepHuje W pajujalnnje cMarbyje JOK ce BacHOHa IMWPH, aKO je eHeprhja BaKyyMa
pa3InyunTa O HyJe, OHJIA OHA TeXKH Ja MpeBJaJa y JAyKeM BPEMEHCKOM HePHUOY
(cBe JOK ce BAaCHOHA HE MOYHE CKYT/baTh ). AKO Ce TO eCH, BACHOHA TTOCTaje BACHOHA

Yy KO0jOj] JOMUHHUPA BAKYyM.

Bparumo ce caga AjumrajuoBum jegnadupama. (Ome ce MOTY 3aluCaTH Y
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caejieheM 00JIMKY:
1
R, =87G(T,, — =g, T).

2
3a pu = v =0 mobujamo 00-jerHavnny
a
—3— =4nG(p + 3p). (2.6)
a
Cnumano, 3a = v = i 100HjaMo jeTHAYUHY
a a\2 k
242(2) 4225 = 4nGlp - p). 2.7
Ct2(o) 25 =4AnGlp —p) (2.7)

[Tomohy jemmaunue (2.6) MOKeMO eJUMUHHCATH Ipyre u3Boje y jennadnnu (2.7).

Ha raj naunn umamo ciejehe jise jejnaqune

a e
= 2.
. 5 (P +3p), (2.8)
N 2
a 8rG k
) ==y - —. 2.
(a) 3 a? (2:9)

[Iperxoane nBe jepnaumne ce 30By Ppujamanone jegnaumne. Merpuke obska
(2.3) koje 3am0BOsBABAjY OBe jepHaqune nedununty Ppuaman-Pobeprcon-Bokepose
(FRW) Bacmome.

Jennaumne (2.8) u (2.9) cayxe 3a HCOUTHBAE JTHHAMHKE CBHUX CABPEMEHHX
KOCMOJIONTKUX MOJeJa €& XOMOT€HOM W HM30TPOINHOM DpAacIoJeJOM MaTepuje Ha
KOCMUYKO] CKaJIl Y OKBUPY AJHIITAjHOBE TEOPHUje IPABUTAIIN]E.

Cana hemo mpeIcTaBUTH HEKe KOPUCHE KOCMOJIONIKE ImapaMerpe.

Xabnop mapamerap H = ¢ Kkapakrepume OpsuHy mmpema u Moryher
cKyIbama. Bpeanoct XabjoBor mapaMerpa y CaJaallboCcTh je Xabja0Ba KOHCTAHTA
Hy. Bpeanocr XabsioBe KoHCTaHTe OmJia je yBEK HPEJAMET JIMCKYCHja M ITPUJIHUKOM
Mepema Jo0ujaHe cy pas3He BpeaHocTH. Bpeanoct mobujena momohy ILiankoBor
carenuta usHOCH OKO 67 km/s/Mpc. ("Mpc” o3HauaBa meramapcek, Koju je
upubmzkno 3,0857 x 10%2m.)

Takobhe mocToju u mapamerap ycrnopaBarmba

aa
q:_dz’

KOjU Mepu Op3uHy IIpOMeHe Op3uHe Iupema. DBeoMa je KOPHCTAaH U mapamerap

IyCTHHE

&G p
B 3H? P pcrit7

o4



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

rjie je KpUTUYHA I'YCTUHA JIe(PUHUCAHA Ca

_3H?
pcmt - 87TG

Opa Besin9MHA Ce 30Be KPUTHYHA TYCTHHA 3aT0 1T0 ce PpunmanoBa jeanaqunHa (2.9)

MOKe 3aIIICATH Ha, caedenn HaYuH

Nmamo caejiehe Tpu moryhuocru:

1) p < perit, Tamaje Q<1uk=—1 (orBOpeH cBemup),
2) p=perit, Tamaje Q=1uk=0 (paBan cBemup),
3) p> perie, Tamaje Q>1wuk=-+1(3arBOpEH CBeMUD).

Jaxe, napameTap I'yCTUHE HAM TOBOPH KOja o1 TpH
Opuaman-Pobeprcon-Bokepose reomerpuje omnucyje Hally BaCUOHY. Hberoso
OIICEPBAIIMOHO oApehuBame je 00JIaCT UHTEH3WBHOI HCTPAXKUBaIba W ODUYIHO ce
y3uma 1a je 2 = 1.

Moryhe je pemutn @PpuaMaHoBe jegHAUYMHE v  PAJIHIATHEM ITPOCTUM
caydajeBuma. Cajia XKeauMo Jla POaHATM3UPAMO HeKe MOTYNHOCTH.

Hanomena: Tpeba ummaru y Bujy Ja y HaCTaBKy CJeJH CaMO aHaJu3a
Pa3IMIUTHX MOIYNHOCTH KOje He OJroBapajy peaJHoOM CJIVYajy, jep je JOKa3aHo Ja
ce BacHOHa yOP3aHO IWPHU, & TOME OJIF0BAPa HEraTUBAH MTPUTHUCAK.

Heka je 3a tpemyrak A = (. PasmarpajMo monammame BACHOHA HUCIYH-EHUX
dbayuaumva osutusHe enepruje (p > 0) u HerweratusHOT npuTucka (p > 0). Taza, Ha
ocHoBy (2.8) Bumumo na Baxku d < 0. Ha ocHOBY mocMaTpama yIa/beHUX TaJakchja
3HaMO Ja ce Bacuona mupu (@ > 0), To 3Haum ja Bacuona ~ycmnopasa”. To je
OHO MTO Tpeba OYeKWBATH, MOMITO TPABUTAIIMOHO MPHUBJIAYEHe MaTeprje Y BACHOHN
Jiejiyje TPpOTUB TUperha. UWmheHUIA jJ1a BACHOHA MOYKE CaMO YCIOPaBaTH 3HAYM JIa
ce MopaJia IIHPUTH jOIl Op:ke y IPONLIOCTH. AKO IpPaTUMO €BOJIYIUjy YHA3ad y
BpeMeHy, o0aBe3HO jgocTuzkeMo cuHrynapureT y a = 0. I[lpumernmo ma ako je a
6uno TaunHo Hy/a, a(t) 6um Gua IpaBa JAMHEja, a CTApOCT BacmoHe om Omma H .
[TomTo je @ y oBOM cjiyuajy HEraTMBHO, BACMOHA MOpa Outu HemrTo Mmjaaha ox Tora.

OBaj cuarymaputer y a = (0 je Benukum mpacak. OH TpejcTaB/bha CTBapambe
BaCHMOHE W3 CTarba CUHTYJapUTeTa, a He eKCILIO3Ujy Marepuje y Beh mnocrojehem
npocrop-speMeny. MozkeMo ce HajaTH ja je capiieHa cumerpuja nHammx FRW
BacuMoOHa OWJIa OJrOBOPHA 3a OBaj CHHIYJIAPHTET, aJIU y CTBApU TO HHje TayHo. Ha

OCHOBY TeopeMa O CHUHTYJIapuTeTy OUI0 KOja BacumoHa Kom Koje je p > 0ump > 0

%)
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je 3amodera u3 cuHryjgapurera. HapaBHO rycTuHa €HEpruje mocraje mpou3BOJHHO
BeJquKa Kaa a — (0, U MW He odUeKyjeMO Ja KJIACHYHA ONIITa PeJATUBHOCT Oye
TavYaH OMUC MPUPOJie ¥ oBoM pexkuMy. Hamamo ce 1a hie mocsieina Teopuja KBaHTHE

rpaBurtanuje OutTu y MOryhHOCTH Jia TIONPaBH CTBapPH.

Byayhuocr eBostymuje je passmanta 3a pa3jaumdaure BpeaHocTu o k. 3a oTBOpeHe
u paBHe cayuajese, k < 0, u3 (2.9) mobujamo
, 8tG
a’ = TpCLQ + |&|. (2.11)
Kaxko je secHa cTpaHa NpeTXojHe jeJJHad4iHHEe CTPOro MO3UTHBHA (360T TpeTmocTaBKe
p > 0) umamo na je a # 0, tj. @ > 0. IIpema Tome, OTBOpEHE U PaBHE BACHOHE Ce

IMUpe 3ayBeK - OHe CY BPeMeHCKH Kao U IIPOCTOPHO OTBOPEHE.

Komuko Gp30 ce oBe BacmoHe gabe mupe? Pasmorpumo uspas pa’® (koju je
KOHCTAHTAH y BacHOHAMa y KOjuMa JOMHHHpa Marepuja). Ha ocHOBY jemHaduHe
odyBama enepruje (2.5) mobujamo

d

L) = a3+ 30"
i (pa’) =a’(p+3p-)

= —3pa’a.

Kaxo je mecna crpana mim jeiHaka HY/JIW WIW je HEraTHUBHA UMaMO

d 3
p < O.

OBo uMILIHIMpa J1a pa’ TeKU Hy/IH y cTaaHo-mupelioj Bacnonn Kajga a — co. Caja
u3 jegnaqune (2.11) caenn
a? — |k|.

(Oso Baxkn 3a k < 0.) Hakie, 3a k = —1 Baxkn @ — 1, 70Kk ce 3a k = 0 Bacuona u
Jia/be MIHPH, Al CBE CIHOPHje U CHOPHje.

VY caydajy 3arBopennx Bacuona (k = +1), jennaunna (2.9) nocraje

) 8tG
a* = —pa* — 1. (2.12)
3
Apryment na pa? — 0 Kaja a — 00 M Jasbe BayKH, caMo INTO Y TOM CJIydajy
a? mocTaje HeraTwBHO, MTO je Hemoryhe. Jlakie, BacmoHa ce He TMUPH CTAJHO, «

JIOCTHZKE TOPIbY TPAHUIY (par. KAJA @ TEKHU KA Uppgyr, jeAHaUnHA (2.8) MMIIHIEDA
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[Tpema Tome @ je KOHQYHO W HEraTHBAHO Y OBOj TAYKH, TAKO /A @ JOCTUKE Uyper U
nounmbe Jla onaja, rnocie dera hie (momro je d < 0) Hem3GeKHO HACTABUTH Ja Ce
CKYILba y HyJy- BeHKO caxuMmatbe (the Big Crunch) . /lakie, 3aTBopene BacuoHe
(omer, moj mpeTmoCTaBKaMa Ja je p MO3HTHBHO W P HEHETATHBHO) Cy 3aTBODEHe y
BpeMeHY Kao U IPOCTOPY.

Cana hemMo HaBecTH HeKa ersakTHa pelllerha KOja OJroBapajy caMo jeTHOM THILY
I'yCTHHE eHepruje. 3a BacHOHe y KojuMma je camo npammHa (p = 0), 3romHo je
jgedbunucaru eBoJlyuonun yrao ¢(t), 6o/be Hero Jia KOPUCTHUMO JUPEKTHO t Kao

napamerap. Taja uMaMo perierba, 3a OTBOpeHe Bacuone, (k= —1)

a=Stno-1). 1=S(sho-0)

3a pasne Bacuone, (k = 0)

Y

9ON1/3 . .
(25N s
¢ < 1 )

u 32 3aTBOpeHe BacuoHe, (k = +1)

a= %1 —cosg), t= §(¢ —sin¢),

rae je C' = %2%pa® = koncranra.
3a BACHOHE HCIYILCHE CAMO PAJWjALUjOM, P = 3p, UMAMO IIOHOBO OTBODEHE
BaCHOHe,

= @((H \/%/)2 . 1)1/2 (k= —1),

paBHe BaCHOHE,

a = (4CHY4Y2 (k= 0),

" 3aTBOpeHe BaCHUOHE,

= x/5<1 - (1 - L)2>1/2 (k = +1),

rae je C' = 22 pa* = koucranra.

3a BacmoHe KOje Cy Tpa3He, WIH je p WIH P HETaTUBHO, IITO je y CyMPOTHOCTH
ca TPeTHoCTaBKaMa Koje CMO paHhje KOPUCTUJIM JIa W3BEJIEMO OIIIITe MOHAIIAKE 32
a(t). Y oBoM ciaydajy u3ryOibeHa je Besa usMelly oTBOpeHUX/3aTBOPEHHX U 3ayBeK
mupehnx /ocrmayjyhnx Bacnona. 3a moderak Heka je A < 0. YV oBowm caydajy €2 je

HEraTUBHO, U HA OCHOBY (2.10) BuMMO J1a ce OBO MOYKe JeCUTH caMo Kaja je k = —1.
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Y oBOM cirydajy pelere je

a= \/?sin < _?At> (2.13)

Takolje moctoju oropeno (k = —1) pememe 3a A > 0, marto ca

a= \/%sh <\/§t) (2.14)

3a paBHy BakyyM™m-goMunupajyhy Bacumony umamo ma je A > 0, a perrerse je

a o exp ( + \/gt), (2.15)

JIOK je KOJI 3aTBopeHe Bacuone takohe A > 0, m Baxkn

a= \/gch (\/§t> (2.16)

Y crBapu cBa Tpu peremha 3a A > 0 - (2.14)-(2.16) mpeacraBibajy HCTO
LPOCTOP-BpEMe, caMoO y PazjmuuTuM Koopaunarama. OBO IIPOCTOp-BpeMe, Koje ce
3oBe Je CHTEePOB MPOCTOP, je 3alPABO MAKCUMAJIHO CHMETPUYIHO KA0 ITPOCTOP-BPEMeE.
Pememe (A < 0) (2.13) je Takolje MakcHMaJHO CHMETPHYHO, W IO3HATO je KAo
anTu-ye CUTEepoB mpocTop.

3a npeTxo/ny npudy 0 AjHINITAjHOBO] OMINTO] TEOPU)H PEJTATUBHOCTH MOCTY KIIe
cy kmure [18; 50, 55, 12].

2.1 IloTBpae omirnTe Teopuje pelaTUBHOCTU

Onmra TeopHja peJIaTHBHOCTH je mpoBepeHa y ciaeneha Tpm Kiacumana
eKCIIepUMEHTA!
1) Tpenecuja mepuxena Mepxypa,
2) Ckperame CBeTJIOCHOT 3paka y Oausnan CyHia,

3) 'paBUTAIIMOHU [[PBEHH TOMAK.

2.2 OrtBopeHu mpobjieMn y KOCMOJIOTH)H

V1pKOC CBOjOj TEOPH)CKO]j JIETIOTH ¥ MHOT'UM (DEHOMEHOJIONIKIM yCIIeCUMa, OIIITa,
Teoprja PeJaTUBHOCTU HHUje KOMILJIETHA TeopHja. Y KOCMOJIOTHUJH MPOIILIOT BeKa

HaIIpaB/beHa Cy TPH BeJIMKA eKCIePUMEHTA/IHA OTKpHNa, KOja 3a cajia HeMajy OIIIITe

28



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

npuxsaheno Teopujcko objammeme. Ta orkpuha cy:

1) Bestmke opburasHe Gp3uHe rajakcuja yayTap jata ranakcuja (Fritz Zwicky , 1933),
2) Besimke opbuTasHe Gp3uHe 3Be3ja y cnupannuM ragakcujama (Bepa Py6un, Kpaj
1960-Tux),

3) y6pzano mupeme Bacuone (1998. roamna).

[TocToje nBa MpuUCcTyna pelaBarma TPETXOTHUX MPOOIeMa:
1) TamMHa MaTepuja W TaMHA eHEpruja u

2) momudukanuja AjHIITajHOBE TEOPHUje TPaBUTAITH]E.

2.3 Tamnaa maTepuja m TaMHa eHepruja

Ako je AjumrajaoBa Teopuja rpaBATAaIje IPHMEH/PUBA HA IIEJOKYIIHY BACHOHY 1
aKo je BaCMOHA XOMOI'€Ha U H30TPOITHA, T a OCTOje IBA HOBA BUJIA MaTepHje: TaMHa
Marepuja u TaMHa eHepruja. [Ipema oBaKBOM HPUCTYILY 1HOCTOje TPU BUJIA MaTepuje
y cBeMupy ca ciejelinm nponenTHEM oHOCOM: BujbuBa (06mana) mMarepuja (5%),
ramua Marepuja (27%) n ramua enepruja (68%). To snaum na 95% ykynne marepuje,
OJITHOCHO €Hepruje, npejcTaB/ba TaMHY CTpPaHy BacHOHe, YHja MPUPOJA je 3a caja
Heno3Hara. TamMHa MaTepHja je oJAroBopHa 3a opburtajne Op3UHE y TaJaKCHjaMma, a

TaMHa eHepruja je 0JIrOBOpHA 3a yOp3aHO IUpee BacuOHe.

CrojcTBa TaMHEe MaTepuje W TaMHe eHepruje ce OMTHO Pa3/nuKyjy OJ CBOjCTaBa
obmune Mmarepmje. TamHa Marepmja ce Kaacrepusyje OKo rajgakcmja.  Omna
HHUje PpaBHOMEPHO pacmopeheHa y MPOCTOPY: YHYTap Tajakcuja pacTe O HEeHTpa
npeMa KpajeBuMa, a yHyTap jara rajakcuja omajga oj HeHtpa. TamHa marepuja
MMa CBOjCTBO TDABUTAIMOHOI ITIPWBJIAYEHba, MMa npemMa ToMme mMa u macy. Owna
He WHTeparyje ejaeKTpoMarHeTHO, IIa je HeBWI/bUBA. Hbeno moctojame je
npernocrasbeno Beh 1933. roaune, j1a Ou ce IbeHUM I'DABUTAIMOHUM IIPUBJIAYCIHEM

objacHMJIa OlCcepBaIllja BEJIUKNX OpP3WMHA KpeTama YHyTap jaTa rajakcuja.

Tamua enepruja je nOTIYHO HOBU BUJI MaTepHje, KOju uMa cjejiehe Xunorernyke
ocobHMHE: XOMOreHo je pacmopebena mo 1mesoMm cBeMupy, Jenayje oaO0JHO W HUMa,

HeraTHuBaH IPUTHUCAK, IITO je Y3pOK yOp3aHOr Iupemha CBEMEUPA.

Tamua marepuja U TaMHA €HEPruja joIl HUCY JeTEKTOBaHE y J1abOPaTOPUjCKUM
ekciepuMentuMa. I[lpupoga Tamue marepuje m TaMHE €HEpPruje, Kao U IPUPOJA
rpaBuUTallje HAa OTPOMHUM acTPOHOMCKHM pacTOjarbUMa, je BeTHKa KOCMHUYIKA

MHUCTepHUja ¥ BEJUKH HAYYHU U3a30B.
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2.4 MoruBanmja 3a MmoanduKaljy AjHIITajHOBE

Teopuje rpaBuTalije

[Tomrro mocrojarme TaMHe MaTepuje W TaMHE €Hepruje Huje eKCIIePUMeHTAJIHO
noTBpheHo, a u AJHIITajHOBA TeOpHja TpaBUTAIMje HHje HPOBEPEHa Ha BEJIHKHM
KOCMUYIKUM PACTOJalbUMa, Y IOCTeIIIX IeTHAeCTaK TOINHA MHTEH3UBHO Ce Pa/id Ha
pasunM moamdukanmjama AjHmTajEoBe Teopuje rpasutamnuje. OBa mpodaeMaTmKa
je morojiHo 1oJbe upuMene rceyno-Pumanose reomerpuje.

Besuku npacak upejcrab/ba KOCMUYKH CUHIYJIAPUTET OLIITE PeJATUBHOCTH.
Hawnme, mox npuamdHO OMIITUM YCJAOBHMA, OMNIITa PEJATHBHOCT Jaje KOCMOJIOIIKA
pertema TPU KOjuMa je BAaCHOHA Ha CBOM TOYETKY BeJWYWHe HYyJa, TMTO 3HAYN 1 je
rycTuHa Marepuje 6ecKOHAavHA.

[Tpumerumo ja Kaja pusmyka Teopuja CaJAp:KU CHHIYJIAPUTET, OHJIa OHA HHje
Bazkeha y OKOJIMHHM CHUHTYJIApUTETa U MOpa OUTH MOIU(pHUKOBaHA Ha OJAroBapajyhn

Ha4qMH.

2.5 Moandukamnuja A jurrajaose Teopuje

rpaBHUTallNje

Momundukanuja AjHIITajHOBE TeopHje TI'paBHTaluje Tpeda 1a IIPeIcTaB/ba
TEOPUJCKO YOIIIITEHE OIIINTE TeopHje peiaTuBHOCTH U Tpeba ja Oyae BepudukoBana
bapem y CynueBom cucremy. MomudukoBana AjHIITajHOBA TEOPHja IDABUTAIM]E
Tpeba J1a je TEOpHjCKH CaBpIICHHja TeOpHja TI'paBUTaldje, JTa peld mIpobieM
KOCMWYKOI CHHTYJIAPUTETA, Ja IMPABUIHO OINHWINE JTUHAMUKY TaJaKCchuja u yOp3aHO
IIAPee BaCHOHEe €a UM 0e3 TaMHe MaTepuje U TaMHe eHepruje.

[Tceymo-Pumanosa reomerpuja 103BO/baBa pa3Ha yomInTaBama AjHIITAjHOBE
TeopHuje TpaBHTAIlFje TaKo Ja IbeHa Moryha Teopujcka Moaudukanuja Huje
jennosnauna. Jlpa Haj3HadajHuja mpaBia Mojudukanumje AJHIITajHOBE TeopwHje
rpasutanyje cy: f(R) Teopuja n HesokaaHa MoaudbuKanuja.

Y f(R) reopuju aejcrro je caeneher obimka:

S:/\/—_g%d4x+/\/—_g£md4x. (2.17)

Jaxyte, y Ajumrraju-XuabeproBoM JejCcTBY CKaJlapHa KpuBuHa [ je 3aMemeHa ca
dbyukmujom f(R). Ako yamemo f(R) = R nobujamo Ajumraju-XuabepToBo 1ejeTBo,

na ce f(R) Teopuja CBOIM Ha OIINTY TEOPHU)Y PeJATUBHOCTH. BapujarujoM jejcrsa
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(2.17) mobujamo caenehe jennaqune:

F(R) By = 5 F(R)gu = ¥,V = L (R) = KT,

Osze je U = V,V* Janambepos onepaTop, V,, 03HadaBa KOBAPUjaHTHU U3BOJ, Kk =
887G, u' o3nauasa u3Boj o R. Ilpsu monen f(R) rpaButanuje Koju je HOKYIIA0 ja
objacHN aHaIThe KOCMIYKO yop3arme 6uo je obiuka f(R) = R— “—R4, e je p ~ Hy't.
Osaj Mozen je yop3o mamymren. 3asajajy ce kKopekmmje obnuka f(R) = R + aR?
Koje cy Beh Oujie mpucyTHe Y TPBOM HHMIAIMOHOM MOJIEJTY paHe BacHOHe. 3a JleTasbe
suzeTn [38], kKao n pedeperiie y OKBUPY TOI pajia.

Y HenokaaHo]  MoAupHKAIUjH  ce  IoJa3d  OJ HOBOI' Hu3pasa  3a
Ajumrraju-XuabepToBo J1eJCTBO KOjH CAJAPKU  HEJOKAJHOCT TPEKO AHAJTUTHYIKE
dyuknuje JlamambepoBor omeparopa. OBIe ce m3ABaja MOJET KOJU je ONUCAH

nomohy cieneher HesokaaHor jejerBa (Bugern [45])

A

/d4x\/_ ( PR + = (Rf1(D)R + Ry F(D)R;, + Cumf”]:‘l([])owaﬂ) B A) 7

e cy JF; anasuruuke dyunknuje lamambeposor omeparopa [, a C’éfyﬁ je Bejnos

tensop. [lakie,
Cche =R ! OMRG — 04 Ry + RMOG — RS i dhoG — 050y
vB — uﬁ_§(u 6_Bu+ vYB T ,Bzx)+€<yﬁ_,8y>‘
Takobe ce uzaBaja caenehfin momen (Bugeru [20]):

(1+ f(O'R)).

4
/d:’jV 16G

Hajuemthie je usyuasan cayuaj f(O'R) = foe®@ B e cy fo u o peannn

mapamerpu (Bujgeru [37)).

Mozxe ce pazmarparu ommrhje aejcrso ([51]):
S = /d4x\/—gF(R, OR,O?R,..,0"R,0 'R, 0°%R,...,0"R),

rJe Cy M U N NO3UTUBHU TeU OPOjeBH.

HejcrBo koje je Takohe maTepecantHo (Bugetu [30]) je

__2 2
167TG/ rV/=g(R — zm*RO’R),

e je m ~ 0,28 H,.
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VY pany [43] pasmarpana je ciaegeha Kiaca HEJTOKAJIHUX MO

B 1
T 2K2

S /d4sz:\/_—gR (1+ f(A'R)),
rae je A omepatop obnnka A = V,Q"'V,. Jegnocrasan npumep je lamambepos
omeparop O = V,V*. Kommiukosanuju npumep je A = O+ 'V, (aR* — fRg"™)V,.

Taxkobhe je pazmaTpaHo yOUIITEHE MPETXOIHOT MOJEIA

1
S —/d%\/—gR(l+f(A‘mR,...,A‘1R, AR, ..., A"R)).

T o2

VY caenehoj rmasu 6aBEMO ce HEJOKAJTHOM MOAUMUKAINA]OM AJHITTajHOBE TEOPH]e

rpaBUTAIHA]e.
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Tnasa S

Henokanna mogudukaimja

AjHIIITajHOBE Teopuje rpaBuUTallnje

3.1 Hemaokamaa moaguduKammja

Y oBoM paay mocMaTpaMO HEJOKAJIHY MOAUMUKAIu]y AjJHIITAjHOBE Teopuje
rpasuraiuje 6e3 marepuje, rje je nejokaanocr obsuka H(R)F(O)G(R). Jeanaunne
KpeTama cy OOMYHO BeoMa CJIOKeHe. Y HACTaBKYy H3BOJWMO J€TAa/bHO je/IHATNHE
KpeTampa.

ITox wHesokasHOM  MOJM(MUKAIKIOM I'PaBUTAIMjE 1IOJAPA3yMEBAMO 3aMeHy
ckasapue Kpupuie Ry Ajumraju-XugbepToBoM JejCTBY ca MOAeCHOM (bYHKIHjOM
F(R,0), tae je O = V,V* anambepos omeparop, a V, 03HaUaBa KOBAPHUjAHTHN
u3Box.  OBrie, HEJOKAJTHOCT 3HAYU JIa JIATPAHKUjaH CAAPKKU OecKOoHAYIaH OpOj
IPOCTOPHO-BPEMEHCKHX W3BOJA, Tj. CaJPyKU HU3BOJE CBe 70 OECKOHAYHOT pena y
001uky /lamambepoBor oneparopa [J Koju je apryMeHT aHAJIUTHYKE DYHKIH]E.

Heka je M caja derBopo-JuMeH3HMOHA Icey10-PuMaHoBa MHOIOCTPYKOCT Ca
MeTpukoM (g,,) curHarype (1,3). PasmarpaMo KJacy Mojesna HeJOKaJHe

rpaBuTaluje 6e3 Marepuje Koja je jgara caejaehuM JiejcTBOM

S = /N ] (316;20/\ + CH(R)]—"(D)Q(R)) v—g d'z, (3.1)

o

re je F(O) = Z f20% Hu G cy qudepennujabuiane GyHKITje CKaTapHe KPUBHHE
n=0

R, A je xocmomomka konctanTta n C je KoncranTa. Onprosapajyhe AjaImrajaose

jelHAYMHE KpeTama Cy HPHJIUYHO CJI0KeHe. Y HacTaBKy hemMo Nnpuka3aru HHXOBO
uspoheme. la 6mcmo 1001 jeJHaUnHEe KpeTamba 33 ¢, MOpaMo Halil BapHujarujy

nejerBa (3.1) y ogHOCY Ha MeTpuKy ghv.
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ITpBo jlokakumo ciiesehy jieMy u TeopeMy Koje cy HaMm HoTpeOHe 3a Ja/bi PaiyH.

Jlema 3.1. 3a nceydo-Pumarosy mrozocmpykocm M easrce caedehu udenmumemu:

5gulf = _guoagﬁudgaﬁa (32)
(Sgﬂl/ — _gﬂagﬁu(sga67 (33)
oRy., = V.o, — V0%, (3.4)
0R,, =V, oI, —V,ol7 (3.5)
1 dg dg dg 1 ddg ddg ddg
§[° — 2§ m( ol vy VH) 4 m( i vy Vu>' 36
v = 9% \gp T aun T oun + 29 oxr” ozt oxY (3.6)
Hoxas. Baxu ¢,,9"" = n, rie je n IUMeH3Hja IPOCTOP-BPEMEHA, OJHOCHO
uceyo-Pumanose muorocrpykocru M. Onasie cuaean
g‘m}(sg/u/ = _g,uyégwj- (37)
U3 nocaeame jeqHakocTu AUpeKTHO ciaege uuenrureru (3.2) u (3.3).
Pumvanos Tensop RY., je nar ca
y ory, ork, - -
Ru’yn = W - W + FWFW? — FUWI‘W, (38)
rae je I Kpucrodemnos cumbon
1 dg dg dg
M == W( oy 4 Zdov _ ”). 3.9
v = 99 g oxv  0x° (39)

U3 jearaunne (3.8) corenn

oort,  9TE, et e
— T 4 OT, TG, 4 T 6T, — 6Tk, 17, — T 617, (3.10)

yo vy onT v

ORY

v g oz

3a VoIt Baxn

QoI+
_ nv o o o
V.00, = —— — 7 oT%, — I7,6T%, + % 6T,

Can4HO BaxKu

00T+
_ id o o o
V0T, = =t 19,01, — 1,804, + T%,01%,.

Caza u3 (3.10) u oxy3uMarmeM Hocae/(be JBe jeHadnne godbujamo uaenrurer (3.4).
Us Ry, = R}, u xopucrehn njaenturer (3.4) cnemn (3.5).

Unenturer (3.6) caeau u3 (3.9). O
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Teopema 3.1. Hexa je M  4emsopo-dumensuona

nceydo- Pumarosa

MHozocmpyrocm  ca  mempurom (gu,) cuenamype (1,3), mada sasrce caedehiu

udenmumemau:

5g = ggwjégul/ = _gg/wéguya

1
5\/__ = _Eguu\/__g(sglwa

SR = R,,60" + g, 08g" — YV, V69",

gt
= —gHeTY  _ gYOTH
8370 g oo g o)’
T = 0 1 \/__
[ 72 n )

ox?

1
0= ——0,v/—89"0,,
Vg VT

ede je g = det(g,,).

oxas. /lerepMuHanTa g ce MOXKe U3PA3UTH Ha cJegehu HaYMH:

g = gqu(”’o) + gulG(”’l) 4o+ glm_lg(u,n—l)’

e je G#¥) onrosapajyhu anrebapcku KoakTop, an je JMMeH31ja MEOTOCTPYKOCTH

M. Ako 3aMeHUMO eJieMeHTe [-TOT Pe/ia Ca eJIEMEHTHMAa V-TOT PeJia J00ujaMo mia je

JeTepMUHAHTa g jeIHaKa HYJIH, Tj.

0= g,0G"Y + g ,GWY + . + g, G,

W3 oBor uspasa cjeju
GG = gy,

njin

Glawv)
g

QW = 557

rie je 6;“ Kponekepos mesita cumM0O0.JI.

MeTrpuuku Tenzop ¢* je nedpuHUCAH ca

Ha ocnosy (3.17) (oBzue y3umamo o = j1) 1006ujamo

og = G"g,,.

(3.17)

(3.18)
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U3 nocnenme jennaunue u Ha ocHOBY (3.18) mmamo

0g = 89" 0 G-

Baxku (3.7), unme cMo Kommzerupaan jJokas 3a (3.11).

HNmamo .
/—g = ———0g.
2y/-8

Konauno, kopucrehin jennaunny (3.11) mobujamo (3.12).

Ha ocnoBy jedunuiuje 3aamo jia je
R=g¢"R,,, (3.19)

rae je R, = R}, Puunjes tensop. U3 jenmauune (3.19) nobujamo sapujarujy
CKaJIapHe KPUBHHE

SR = 69" Ry + 9" 6 R,u,.

Kopucrehin jequaunny (3.5) u3 Jleme 3.1 gobujamo cienehe

IR = 3¢ Ry, + ¢ (V,0T}, — V,0I'7)
= 60" Ry, + Vo (9" 8T5, — ¢"70T7. ). (3.20)

OBzae cMo uckopuctuan V,g,, = 0 (MeTpuuKka KOMIATHOMIHOCT) M MPEO3HATHIN
HEeKe YHYTPAIIbe HHIEKCe.

Caza je HEONXOAHO Ja M3padyHamo wian gH oIy — g0l . Jlobujamo

969,

V09, = Oz

— Fﬁ'mégm, — ngéglw.

Kopucrehin nociaenmwy jeqnaunny, jennauuny (3.6) u3 Jleme 3.1 u cumerpujy

Kpucrodemnopor cumbona '), = I't | nobujamo

1 dg dg,,  0g, 1
o _ Z 5497 TH v M - oY
O 269 (8:10” * ozt OxV > + 29 (Vl,5gw + Vudgy

— V80 + T,00 + rgyagm)
1 dg 99, 0gy
— 254 2l W p
2 g ( oxv + oxH ox"
+ V0, — VwégW).

1
) + g”I‘ﬁ“égw\ + 59” (Vl,5gw
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Bamenom (3.2) u3 Jleme 3.1 y apyru cabupak moc/e/mhe jeHadnne 1001jaMo

1 dg dg dg
ST = 2§ a'y( YH W VN> Y af oy N F)\
2% oz " B~ Oan 979 Tradretvu

1
597 (vy(sgw +V,0g — Vyégw)
1
= 57 g, — 6905 gasT, + . g”(V 8o + V00, — Vvég,,u>

= 69 g)\ﬁryu - 69 g)\ﬂryp + g (V 597# +V 5gy1/ V'y(sgz/,u> .

2

Cajta 13 IPEeTXOAHOT CJIeIn

1
5Fgu - §ggw(v”§gu7 + V0u0guy — Vo 0Gup).

Cimmaso,

1 g
N 59 "V 110G+

Jla 6ucMo W3paswian MpeTXOAHU pe3yaTaTr Kao (bYHKIUjy Bapujanudja dgh” mOHOBO

kopuctuMo (3.2) u mobujamo

1
7, = 397 (Vu(=01a9509°7) + Vi =00a9:909°) = V2 (~9,a8u009™) )

1 (oa (0% o Q
=—359 ’Y(g,uag'yﬁvudg g + guangﬁg p_ gyag#gvyég *3)

2
1

= —5(5gngydgaﬁ + 5ggmvu(59°‘5 — gmgﬂgngvégo‘ﬁ)
1 g g ag o

= —§(gMV,,69 T+ guvv,uég T — guagpﬂv 59 5)’

rae je V2 = g7V,
Comaso,
1 (0%
oL, = _§gaﬁvu59 g

Konauno, jobujamo

g"ory, —g"?or,,
1

9" 9, V697 + g 9,V 1697 — 9" 90095V 09 — 9" GapV 109" )
04V,0977 + 05V 0977 — 5gguﬁvgéga5 — g“"gagvuégaﬁ)

V097 + V097" — gasV69%" — ga 5V”§g°‘5>

(
5 (®
Bl
Bl

wl»—wlr—lwlb—wl

OV 697" — 2ga 5V”5ga6>
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Tana caenn
g0, — 78T, = gas V70" — V5677,

Bamemyjyhu oo y (3.20) nobujamo Bapujaiujy cKajgapHe KpUBHHE

OR = 09" Ry + gapVo V709" =V, V697
= 0" Ry + g,/009" — V,V,09" .

Cajia kemMo Jia JoKazkeMo jeqnadnny (3.14).

Kopucrehn naenturer ¢"*g,, = 4, nodbujamo

8gﬂa i agya

-z = ) 21
Bz I T oge (3:21)

Kopucrehin pedununujy Kpucrodenopux cumbona (3.9) HUje Temko mokasaTh ja

BaxKHu

dg
e — g T8 e 3.22
oo — 90alve + 95 T00 (3.22)

3ameHOM HpeTxoaHor u3pasda y (3.21) umamo

- - Gva = _gua(gﬁarfa + gﬁVrga)'

KO MIOMHOYKAMO TIOCJIEILY jeTHAYNH u xKopucrehn — njaM
Axo nomHO 0 TI0CJIe e/lHa ca ¢”7 u kopucrehu ¢"7g,, = 6. nobujamo

dgH
0x°

= _guagﬁagu’ypga - guag,BVgV’YFga = _gV’YFleU - guarga'

Konauyno, ako y mociaeamoj jeJHAYMHH 3aMEHHMMO U ca « W 7y ca v JgobujaMo
jennaqnmy (3.14).

Ba goka3 jepnaunue (3.15) xopucrumo jegnaunmy (3.17)

g = gw(;(ma).
N3 nperxojHe jeHaYMHE 3aj€HO Ca w =0m ggﬂ = 0¥ caenn
uv uv
70{)
—ag = g,ua aG(M + G(M7a) —ag“a = G(M7V)7
Gy Gy Gy
%8 _ 08 0905 _ (e P90
Ozt 0gep OxH Oz
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(a,8) . .
Kopucrehn g% = GT TOC/Ae/IFha jeTHAYNHA TTOCTaje

98 _  a399ap

OxH oxH

Bametbyjyhn 2 S 13 (3.22) nobujamo

3g B o
ok gF + grﬂu = 2gl,

U3 osor caenu jegnaunna (3.15)
re = 0 1
= g 1V E
Ca mupem fa gokazxkemo (3.16) mumemo

Op =V, V¥ =V, (¢"V,p) =V
0 64,0 L, 0P
_(g ) + F.“ Pm’

- Ozt OxP v

(o 55)

rjie je ¢ 0uj10 Koja ckasiapHa (pyHKIMja.

Kopucrehu (3.15) pobujamo

0 0 0 —\ .y Op
D = ozt <g“ 3x”> + 8:1:” (In v'—g)g P%

9 )
:axu<gwaﬁ>+ oo 0V —€)g" a et (3.23)

Ca apyre crpaHe, IMaMo
1

\/_ Ot <\/_ . 8:1:”)

1 s, D ag“” 0?
_ v — N w/
\/—g<8$“(v 8)9" G TV 8 e TV &’c“@x”)

) Ao Og" Dy 82<p
- — 0 /_ n% nz
83:“( . g)g ox? + ox* dxv t9 oxrox”
0 , Op 0 , Op
= oV TRT T+ o (o axv>' (3.24)

13 (3.23) u (3.24) moxkemo 3ak/byanTH ga Baxku Lo = \/%fgaw/—gg“”a,,cp 3a OmIO
KOJy CKaJapHy OYHKII]Y ©. O
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3.2 WN3Boheme jeqHauymHa KpeTama

3a mouerak yBeaumo ciaegaeha momohHa mejcTBa

5= [ (R-2m)v=gdi,
51::Z;?M}D]%EDQ(EDVﬂfédﬁu

Tana ce Bapujamuja aejcrsa (3.1) moke u3pasutu Ha ciaenehn Haunn

1

Takobe Heka cy Bapujaiuje METPUYKUX KOeUIIMjeHATA U IbUXOBUX IIPBUX U3BOJIA
jeJHAKe HYJIH HA TPAHUIEN MHOTOCTPYKOCTH M, Tj. 8¢,ulonm = 0, 00rguw|onm = 0.
3.2.1 Bapujamuja aejcra S

Jlema 3.2. Ha mnozocmpyrocmu M sascu / g OR,—8 d*z = 0.
M

Hoxa3. Hajupe yBogumo (Bugern [13])
WY = —gh*éI7, , + g"" oL,

Bazn 10 oW
Nt (V—egW") =

Kopucrehn jegaaunny (3.15) nobujamo

.1 0y
Ox” W V—g Oxv

o, — 0 oerw D e B .
v —8 axl’( _gW ) - —%(9“ 6FM&) + %(gﬂ 5F,ua) + (gﬂ 51_‘“@ - g“ 51—‘W)Ffﬁ
—agua v @ _8F”a 89“1/ e v araa v ST a STV B

=—2 0l — 9" a;y o ors, +g" 58—;" + (g"oTe, — ghsTY )

Caya Ha ocHOBY jeqnaumue (3.14) Baxn

1 0

(V _gWV) = gaﬂrﬁﬁ(sFZQ + g'uﬁFIC/YBaFZa - gﬁyrgﬁ(srza - g'uﬁrlzjﬁérza

V/—g oz
pog iy 5Ol uaps spo | gueps spo

) or? + 9 oY ) vBY T po + g v o
are,  ore

_ v v e B « a B « a

= g (= 9+ OB 4 T, 0T, + T0T), — 1,075, — T5,017,
ore,  ore

MY v o 8 Pa a 7B Y

= g0 ( = S T, — D510 ) = 90 R,
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OBjie ¢MO PEO3HAYHIH HEKE YHYTPAIIHE HHIEKCE.

Konauno, mmamo

9

1 14
\/T_gaxv(\/__gw )
0

/g“”(;le /_—gd4fL‘:/ ( /_—gWV)d4ZE.
M v 0¥

g"oR,, =

Kopucrehu Teopemy Tayca-Crokca mobujamo

/ 0 (\/_—gW”)d‘l:U:/ Wdo,.
m Ox¥ oM

Oguv

IomTo je dg,, = 0 n §(F4) = 0 ma rpanunu OM, mmamo W¥|ay = 0. Tana Bazxkn

faM W¥do, = 0, aume cMO KOMILJIETUPAJHN JTOKA3.

Jlema 3.3. Bapujauuja 00 Sy je
0Sy = / G/ —gogh” dz + A/ G —80g" d*z,
M M

ede je Gy = Ry, — %Rg,w Ajnwmajnos mensop.

Aoxa3. Bapujanujy uspasa Sy Moxkemo HahW Kao MITO ciaean
35Sy = / S((R—2N)y/—g) d*z
M
= [ 6(Ry—g)d'z— 2A/ 5v/—g d*z
M M
= / (vV/—gdR + Ro\/—g) d*z + A/ 9/ —gdg" d'x
M M

M

:/ R/ —gdg" d4x+/ "'/ —gdR,, d'x
M M

1
— —/ Ry, —gog"” d4a:+A/ GV —80gH d*x
M M

2
1
— / (R — §Rguy)\/—g5g“” dx + A G/ —80g" d*x
M M

+ / 9" R,/ —g d*z = 0.
M

Osuie cMo KopucTHIn jennadnny (3.12).

]

(3.26)

1
= / (V=80(g" Ry) = 5 BV =890,09") d'z + A / g/ —80g" d'x
M

(3.27)

Konauno, kopucrehin Jlemy (3.2) u3 mociefme jeaHadune jTo0UjaMO BapHjaiujy

u3paza Sj.

]
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3.2.2 PauyHcke mpuiipeMe 3a Bapujanujy JejctBa S

Jlema 3.4. 3a 6uno xojy ckarapny dynxuujy h eascu

/ héR\/—g d'v = / (kR + g,,0h — V,V,h) g™ \/—g d*z. (3.28)
M M

Hoxas. Kopucrehu jennaunny (3.13), 3a 6uno kojy ckamapuy GbyHKujy h Baxkn

/ hoR\/—g d'z

M

= / (hR,, 69" + hg,,05g" — hV ,V, 8" ) /—g d*x. (3.29)
M

Jpyru u Tpehu 4nan y oBoj (popmysan Mory ce TpancdopMucaTu Ha cjaejehu HauuH:

/ hg,,309""\/—g d'r = / 9,/0hégh"\/—g d*z,

M M

/ hV, V09" \/—g d'z = / V.V.,h §g"\/—g d'z.
M M

3a Joka3 mpBe 0J OBe JBe jeJHaunHe KOpucTuMo CTOKCOBY TeOpeMy U J100MjaMo

/M hg,, 009" \/—g d'x = /M hgu Vo Vg™ /—g d'z
—— [ Valhgu )iy g die
= /M VVa(hgw)g"V/—g d'x
- /M GV Vah g /=g d'z

:/ guuljh 59MV\/__g d4ZL‘.
M

Osne cvo kopuctmm V,g,, = 01 VeV, = V,V* = [0 3a gobujame mocaemer

HHTErpaJia.

Ha ducmo j1006u/m APYyry jejiHaUYMHy Hajlpe YBOJIUMO BEKTOD
N" = hV,0g"" — V,hogh".
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N3 ropmer uszpaza umamo

V. N# =V, (hV,5g™ — V,hég"™)
= V,hV,5g"™ + hV, V69" — V,V,h 5g"™ — V,hV 59"
= WV, V,0g" — V,V,h dg"".

Kasa nnrerpaauvo V,N# nobujamo

/ V.Nt\/—g d'z = N*n,dOM =0,
M

oM

rae je n, jeqmHmdHE HOpMasHE BekTOp. Kako je N/|sy = 0 3akspydyjemo na je

MOCJIe/IFbY MHTErpaJl jeTHAK HYJIH, TTO KOMILJIeTHPa J0Ka3. [

Jlema 3.5. Heka cy 6 u v cxanapre dynryuje makse da eastcu 0|gp = 0. Tada

UMAMO
/ 9600y/—g d'z = % / 97040 0510 9,,69" /—g d'z
M M
_ / 0,0 0,06g" \/—¢g d'z + / 06 §v/—g d'x
M M

1
+ 5/ 9 0Wog \/—g d*z. (3.30)
M

Hoxas. Kako cy 0 u ¢ ckamapre dyHknuje Takse ga Baxku 09|sy = 0 numamo

/ 9600/ —g d'x = / 00,6(v/—gg*P0p1p) d*x
M M
1
+ [ 65 (—) Ou(/—8g*P0s00)/—g d*x
/M N (vV—89"0s¢)V—g
:/ 0a(05(\/~89*051)) d'x —/ a8 0(v/~89"" 051) d'x
M M
+1/ 09, 009" \/—g d*z.
2 Ju
Huje Temko npmverntu na Baxu [), 0a(00(\/—gg*?dsv)) d'z = 0. U3 osor
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pesyJrara cJjejiu

/ 9600\ /—g d*z
M
- /Mg‘w@aé’ s (y/—g) d*z — /Maae Dp6g*P\/—g d*x
— / g%\ /—g0.b 0oy d'z + %/ 0g,,0009"" \/—g d*z
M M
1
=5 /Mgaﬂaae 05v9,,09"" \/—8 d'z — /M@,ﬂ odgh/—g d'x
- /Maﬁ(gaﬁ\/—gaae §) dio + /M@g(g‘w\/—gﬁaé) s diz

1
+ 5/ G 000Yog"" \/—g d*z
M

1
= 5/ ¢*%0,0 05Yg,,09"" \/—8 d'z — / 0,0 0,009""'\/—g dz
M M

+ / 00 6¢p/—g d*z + % / 9 0o g \/—g d'x.
M M

Ha xpajy 3ak/bydyjemo

[ o0uvgdie = [ 40,0 9avgui Vg dta
M M
- / 0,0 0,109" /g d + / 06 51 /—g d'e
M M

1
+ 5/ G 0og"" \/—g d'z. m
M

3.2.3 Bapwujammja gejcrBa S;

Cajia, HAKOH OBHX PAYyHCKHUX HPHUIPEMA MOXKEMO OJIPEIUTH BaAPHUjAIUjy J1ejCTBA

Si.

Jlema 3.6. Bapujauyuja dejemesa Sy je
1
051 = —5/ 9uH(R)F(O)G(R)6g" /—g d'x —1—/ (RuW® — K,,®) 09" \/—g d'z
M M

+ % > fa 2_: /M (gm, (0°O'H(R)9,0"'G(R) + O'H(R)O"'G(R))

n=1 =0

- 28MDI7{(R)8,,D”’1’IQ(R))5g‘“’\/_—g d'z,

ede je K, =V, V, —g,0, ¢ =H(R)F(O)G(R)+ G (R)F(O)H(R), u’ osnavasa

useod no R.
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Jloxas. Bapujanmja nejcrBa S7 ce MoxKke u3pasuTu Ha ciaegehn HaunH

59, — / H(R)F(O)G(R)S(v/—g) d'x
/ S(H(R) FD)G(R) g d's
+ [ HESFOIGR) V= s

3a mpBa JBa WHTErpaJja u3 MOC/Ie/Ihe jeTHATNHE BaKN

I = / H(R)FO)G(R)S(V=g) d'z
/ GuH(R)F(O)G(R)6g™ /g d'z,
I = /5 \G(R )\/_d4m—/ H(R)SR F(O)G(R)y/=g d'z.

Bamewyjyhu h = H'(R) F(O)G(R) y jeanaunny (3.28) mobujamo

I Z/M <RMVH/(R).F(D)Q(R) - KW(HI(R)‘F(D)Q(R))>59W\/—_gd4a7.

Tpehu unTerpas ce MoxKe OPEJCTABUTH KAO JIMHeApHa KoMOMHammja ciegehux

HHTeTrpaJsa
Jp = / H(R)S(O"G(R))v/—g d'x.
[TomTo je maTerpan Jy ucror obJuKa Kao M HHTErpas [, BaxKu
To= [ (R (RIHAR) ~ Ko (G (RIH(R) )9y =g d'.
3a n > 0, moxkemo oapeuru J, kKopucrehn (3.30).

V npeom kopaky yzumamo 6 = H(R) u ¢p = 0" 'G(R) u pobujamo

1

J=3 / G50 H(R) 9507 G(R) 969" /g d'z
M

- / O, H(R) 0,0 'G(R)6g" /—g d*x —1—/ OH(R) 60" 'G(R)y/—g d*x
M M

1

+5 [ uMBIG (R d's
M

Y apyrom kopaky ysmmamo 0 = OH(R) u ¢ = 0" 2G(R) u nobujamo tpehm

)
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uHTerpas y oBoj dopmymm, uta. Kopucrehn (3.30) n nyra gobujamo
1 n—1
In =5 > / 99" P 0O H(R)0,0" 'G(R) 59" /—g d*w
1=0 /M
n—1
- / 0,0'H(R)9, 0" 'G(R)6g" \/—g d*x
1=0 /M

£33 [ D HEREGRIT ds
+ [ (RuGRICHR) ~ K (G (RIDH(R)) 39 V5 d'

Kopucrelin jeqaaunny (3.28) no6ujamMo mocselbu HHTEIPAT Y TOPEBO] (DOPMYIIH.

Konauno, yaumajyhu cBe nperxogne pauyne y ob63up j106mjamo

0Si=nL+L+> ful
n=0

1

=—3 /M 9w H(R)F(OD)G(R)dg"™ /—g d*zx

+ / (RW® — K, ®) 09" \/—g d'z
M

[e%) n—1
1
+§§ jfn§ j/ 9w 9P 0OH(R)0,O" G (R)5g" \/—g d*x
1=0 Y M

n=1

oo n—1
=Y £ | 9.0H(R)0,0G(R)Sg™ V=g d'x
=0 M /

n=1

0o n—1
1
+35 St / 9w OH(R)O"'G(R)6g" /=g d*z. 0
=1 1=0’M

3.2.4 Bapujamnuja gejcrBa S u jeJHAYNHE KpeTarbha
Teopema 3.2. Bapujayuja dejemsa (3.1) je jednaka Hysu aKo U camo GKO 84U

G/u/ + Ag/u/ 1
2 O = Sgu MR FO)G(R) + (B ® = K,u®)

1 0o n—1
+35 ST FD T (9ws™ 00 H(R)9;0G(R)
=0

n=1
— 20, 0H(R)O,0" 1 G(R) + g DHR)O™G(R)) =0, (331)
ede cy K, u ® uspazu damu y Jlemu (3.6).

Hoxas. Kako je 6S = —2-05, + C6S1, Ha ocHoBy Jema (3.3) u (3.6) omvax ciaenn
167G
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TeopeMa. O

Jennauune (3.31) ce 30By jeJHadYMHE KpeTama 3a I'PABATAIMOHO TI0Jbe 3aJIaHO
nejersoM (3.1).
Hanomena: Axo yamemo C' = 0 gejero (3.1) mocraje Ajuimrraju-XuabepToso

J1ejCTBO

R —2A
S = V—g d'z,
/M 167G

a jemHavmHe Kperama (3.31) ce cBofe Ha AJHINTajHOBE jeJHAUHHE KpeTamba
1
R, — §ng, =—Agu.

Teopema 3.3. IIpemnocmasumo da mmozocmpykocm M uma FRW  mempury.

Tada cucmem (3.31) uma dse auneapro nesasucne jednavure:

4N — R
167rG

+ anz (0,0'H(R)O*T"'G(R) +2D1H(R)D”*ZQ(R))> —0,

n (J( — 9H(R)F(O)G(R) + (R® + 300) (3.32)

Goo + A |
S0 (= SawHRIFD)G(R) + (Roo® — Koo)
1 00 n—1
+35 > 0> (909" 0.0H(R) 950" 'G(R)
n=1 =0
— 2800"H(R)8,0"'G(R) + gOODlH(R)D“—lg(R))) —0. (3.33)

oxas. Y ciaydajy FRW wmerpuke numamo

—1 0 0 0
0 25 0 0
G = 2.9
0 0 r‘a 0
0 0 0 r2a%sin’0

Kao mro cmo Beh Bugenn y naBu 2 xkopucrehu ejneMente METPUYKOT TEH30Da

nobujamo ja je Puunjes Tensop ciaeneher ob/mka:

3% 0 0 0

O Uugii 0 0 ad + 2(&2 + ]{7)
R, = , U= 5 )
0 0 wugx O a

0 0 0 Uugss
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CkasrapHa KpHBHHA, je
6(ad + a* + k)

R = > .
AjumrrajuoB TEH30p je
d2
Atk 0 0

0 —V4g11 0 0 2aa + Ci2 + k
G = , v=—p—.

0 0 —V(g22 0 a

0 0 0 —V(g33

Kako ckamapHa KpuBHHA R 3aBHCH caMO OJT BpeMeHa t W3 IMIPeTXOMHOT pavdyHa JaKo
ce Buan na cy jeanadmne (3.31) 3a g # v TPUBHjATHO 3a10BOJbeHE. Y HACTABKY

nokasyjemo na cy jeanaduse (3.31) ca numercuma 11, 22 u 33 suHEAPHO 3aBHCHE.

Ako nornegamo jennaunde Kperama (3.31) BuIuMo /1@ je mOTpeGHO W3padyHATH
K, ®, rue je
K, =V,V, —g,0L],

® = H (R)F(O)G(R) + G'(R)F(OYH(R).
IlomTo ® 3aBucu camo oI BpeMeHa t IMaMO
Kuw® =V, V,®— g, 00=0.,0-T,V,®—g,00.
3a u = v # 0 gobujamo

Kﬂll@ = 83#@ - Fi\tﬁiv)‘@ - g,uuqu) - _F?L,u,q) - gMND(D

Takobe, 3a 1 = v # 0 umamo

0,0H(R)9,0" 'G(R) = 0,

G = —VGupu;
Ry = ugpp,
rie je
2aad + a> + k
V= —
o2
_ai+2(a*+ k)
= - _

Caza, y3eBiiu y 063up TperxoinHe padyne, 3a 4 = v # 0 jenmauuna (3.31)
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nocraje

(—U+A

R0~ GHIRFOIGR) + (b + HE -+ 0)

0 n—1
+ % S > (97P0.0H(R)9,0'G(R)
=0

n=1

+ DZ”H(R)D""Q(R)))) G = 0.

N3 nocneame jeanaanne Bugaumo ja cy 11, 22 u 33 jeqnadunne JuHeapHo 3aBUCHE,
Ha OCHOBY 4era CJIe/IH Ja Cy jelHaunHe Kperame (3.31) eKBUBaJeHTHe ca HOMEHYTHM

cucreMoM jenuadnna (Tpar jeanadnaoM (3.32) u 00 jegmauunom (3.33)). O

3.3 3akipydak

Y 0B0Oj TVIaBU CMO pa3MaTpaId MOJIe] HeJTOKATHe rpaBuTaIyje 6e3 MaTepuje Koju

je nar nejcrBom obsmka (Bugeru [39))

S = /j1 4 (Rlﬁ;éA + CH(R)]—"(D)Q(R)) /=g d'z.

N3Benu cMo je/lHaUMHe KpeTama 3a OBO J€jCTBO. Y MHOTUM HAay9YHUM paJOBUMA
HaJa3e ce jeJHadrnHe KpeTama Koje Cy CIelujaJHu CIydaj HaIluX je/THa9YnHa.
Je/HaunHe Kperama 3a OBe CJIydajeBe HEJOKATHHUX MOJIeJa CYy BEOMa CJA0ZKEHe.
HcnutuBame jeIHAUMHA KpeTamba | MPOHATaXKeHhe IbUXOBUX pelllerha je BeoMa TezKakK
3ajarak. ¥ cjaenehoj riaBu aHaJIU3UpPaMoO JIBa HEJIOKAIHA MOJEsa U JIajeMO IhUXOBA

KOCMOJIOIIIKa peliciba.
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KocmoJromka pelema 'y MmodeJinMa

HeJIOKaJIHe Moaundukarluije

Y nperxoHoj TJIaBU CMO pa3MaTpaJsn KJIacy Mojesa HeJloKaJHe rpaBuTalije 6e3

Marepuje jary ciaejaehum jejcTBom

- /M (E22 s onmF@e(m) Vg ', (11)

(o]

rie je F(O) = Z fn0", H u G cy nudepennujabuine pyHKIMje CKaIAPHE KPUBUHE
n=0

R, A je xocmosomka koncraaTa u C' je KOHCTAHTA.

Bapujamujom gejersa (4.1) y omHOCY HA METPUKY ¢, AOOHIM CMO jeqHAUMHE

KpeTaiba
G,LLV + Ag#l/ 1
T C< — 59w H(BR)F(L)G(R) + (Ru® — K )
o n—1
1
T 5 Z Jn Z (g,uugaﬁaaDIH(R)aﬁmn—l—lg(R>
n=1 1=0
— 20,0H(R)0,0" G (R) + gu,,DlH(R)D"*ZQ(RD) =0, (4.2)
rje cy

Kuu = Vuvu - guulj)
O = H'(R)F(DG(R) + G'(R)F(O)H(R).
4.1 Mogean 1 BUXOBAa KOCMOJIOIIIKA peliemha

Y macraBky hemMo pasMaTpard IBa DPEJATHBHO jeJHOCTABHA HEJOKATHA MOJIETA
obmuka (4.1):
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1) H(R) = G(R) = R,
2) H(R) = R™' u G(R) = R.
Kopuctumo @puaman-Pobeprcon-Bokepoy (FRW) wmerpuky

2

1 — kr?

ds® = —dt* + a*(t) ( + r?df® + r® sin’ 9d¢2>
" UCHUTyjeMo cBe Tpu MoryhuocTu 3a mapamerap kpusune k = 0, 1.

Beh cmo Bumenu panumje ma je y cayuajy FRW  Merpuke ckamaprHa KpuBUHA
jennaka R = 6 (g + Z—z + a—kz) [TomTo ckasapna KpuBuHa [ 3aBHCH caMoO Of
Bpenmena ¢ 3a JamamGepos oneparop Baxkn R = —R — 3HR, tne je H = % XabsoB

napamMerap. l'enepano Baxku ciejeha jgema
Jlema 4.1. V cayuajy FRW mempuke sasrcu
Oh = —h — 3H,

ede je h = h(t) 6uno xoja Pynryuja koja 3asucu camo 0d spemena t, a H je Xabaos

napamemap.

loxa3. Baxu

1

Oh = —0,v/—gg""0,h.
/_g M

[Tomro je y nurawy FRW Merpuka, uuja je Marpuna ujaroHaJiHa, [OCJIEIHHA

jenHavyuna ce cBoju Ha [Jh = ﬁaﬂ\/—ggﬂuﬁuh. Onapae cienn

1 %

Uh =
2g Oxt

HQ, B+ D, (gD h). (4.4)

Kaxko dyukuumja h = h(t) 3aBucu camo ox Bpemena t jenHaunua (4.4) mocraje

Oh=——=—h—h. 4.5

2g Ot (45)

Jerepyvunanra merpuke je jennaka g = det(g,,) = % Cana onmasje
HEHOCPEJHUM PAdyHOM J00MjaMo

1 0g a

—— =3- =3H. 4.6

2g Ot a (4.6)

Konauno, samemyjyhu (4.6) y (4.5) gobujaso Oh = —h — 3Hh. O
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4.2 Henokaaau moaes ca uianoMm RF ()R

Mopnen nenokasre rpaputanyje ca aianom RF(L)R nar je caenehum nejerBom

S = /M ( R16;Z,A + CR]—“(D)R) Vg d'z. (4.7)
Momesn (4.7) je npeaozxen y [10], a meros gapu passoj ce moxke Halin y [9, 44, 46,
6, 8, 7, 28, 24, 25, 45]. OBaj MoJies1 je aTpaKTHBAH 3aTO TTO TTOMONY Fhera HaJIa3nuMo
KOCMOJIOIIKA PelIerba KOja He CaJIpzKe CHUHIYJIAPUTET Y MOYeTHOM TpeHyTky ¢ = 0.

Bamenom H(R) = G(R) = Ry jeanaquny (4.2) nobujamo jeHaYMHE KPeTamha 3a
nejerso (4.7)

C(QRW}“(D)R —2V,V, — g, O)(F(O)R) — %gwR]—"(D)R

n—

—_

[M]¢
Y e

+ (9 (9°70,0' RO R + O'RO"'R)
n=1 =0
1
. l n—1-—1 —
20,0 RO, 'R) ) = (G + Agu). (4.8)

Y cayuajy FRW wmerpuke camo jiBe jeiHa4dnHe Cy JJUHEAPHO HE3aBUCHE, BUJIETH KPaj
Lnase (3). [IpakTuano je ysern tpar u 00 kommonenty jennaunne (4.8). Tpar u 00

jeTHAYMHA TJTace

o] n—1
60(F(OD)R) + Y fo Y (9,0'RO"O" 'R + 20'RO"'R)
n=1 =0
1 A

O<2ROO]:(D R— 2(Vovo - gOOD)(‘F(D)R) - %QOOR]:(D)R

00 n—1
+> % 3 (900 (¢°70.0'RO;0" 'R + O'RO"'R)
n=1 =0
~1
_ QQODlRaODn—lflR)) — W<GOO + AQOO)- (4.10)

4.2.1 JImHeapHu aH3al "W HECHUHIYyJJApHA KOCMOJIOIIIKA

pelniemha ca IMPeCcKOKOM

3a KOCMOJIOIIKO Pellerhe KayKeMO J1a je pelllelbe ca MPecKOKOM aKo je cKaaupajyhn

dakrop a(t) nedunucan u 3a HeratupHe BpeaHocTu Bpemena t u a(0) je pazimauTo
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OJ1 HY.JIE.

[Tpurano je Tentko mponahn permerma jeaaadnna (4.9) u (4.10). Y cayaajy FRW
pasue metpuke (k = 0) u xopucrehn suneapun aunszarn (R = rR + s nponalena cy
JIBa HECHHTYJapHA KOCMOJIONIKA pellerba €& MPecKOKOM 3a ckajaupajyhu daxtop:
a(t) = apch <\/§t), suzern [10, 9], u a(t) = aoe%\/gtz, BuzeTn [46].

Jla 6ucMo n0o0mjiMm HeKa HOBA pellliemha MU TaKohe KOPUCTUMO aH3all 00JIKa
(Buseru [24])

OR=rR+s, (4.11)

re cy r U S peaJHu napaMmerpu koju he kacuuje outn dbukcupanu. Creneha mema

CcaJIpKH IIPBe JBe IOCJEeINIle OBOI aH3aIla.

Jlema 4.2. Bascu:

s s
D"R:T”(R—l—;), n>1, ]—"(D)R:}"(T)R—I—;(]—"(T) — fo)- (4.12)
Cajla MOKEMO 1IOTPAXKUTH PEIlee TaKBO Ja cKajaupajyhu dakrop a(t) Oyue y
00JIMKy JuHeapHe KoMmouHanmje ox e u e M, 1j.
a(t) = ag(oe™ + e M), (4.13)

rie je ag > 0, 10K cy A\, 0,7 € R.

Jlema 4.3. Axo je ckaaupajyhiu daxmop obaura (4.13) mada cy uspasu 3a Xabaos
napamemap H(t) = %, cranrapny kpusuny R(t) = a%(ad +a*+ k) u OR caedehu:
Moer — re™M)
geMt + e~
6 2&2)\2 0.264t)\ + 7_2 + k€2t>\
R(t) = (2as (2 - )2 ) (4.14)
ai (oe?r + 1)
120262 (4aZNoT — k)

at (oe? + 7)2

H(t) =

)

UR =

Teopema 4.1. Crasupajyhu daxmop obauxa (4.13) je pewerve jednauuna kpemaroa
(4.8) y caedeha mpu cayuaja:
Cayuaj 1.

1

2\ _ 4 2\ = —
F(2X) =0, F(2))=0, fo= TeTelR

(4.15)

Cayuaj 2.
3k = 4aiAoT. (4.16)
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Cayuaj 3.

1 2
“fo. F(20*) =0, k=—4aiAoT. (4.17)

2\ __
F X)) = 1927GCA + 3

~ _ A
Y cea mpu cayuaja sascu A = j:\/;.

Hoxa3s. Tocaenmwy jennaqauny u3 (4.14) moxkemo 3anucaru Ha ciegehn HaduH, Tj.

3a LR Baxku:
OR =2\2R — 24\, r=2)\2,  s=—-24\" (4.18)

OpaBae BHANMO Ja CKaJapHa KpuBHHA R 3a10Bo/baBa JuHeapun amzam (4.11).

Bamemyjyhin mapamerpe r u s u3 (4.18) y (4.12) mobujamo

O"R = (20%)"(R—12)%), n > 1, (4.19)
. .

F(O)R = F(2X*)R — 12)*(F(2)*) — fo).
Kopucrehn oo u3 jennaanna (4.9) u (4.10) nobujamo

36A2F(2)2)(R — 12)2) + F'(2)?) <4>\2(R _12)2)2 RQ>
R—4A

— 24)\? — 12)\?
Jo(R )= 167GC’

(4.20)

(2R + 5R) (F@N)R —120(FN) — f)) — 5 F(20) (2 4 20%(R — 1227
1
167GC

— 6A2(F(202) — fo)(R—12X2) + 6HF(2A\*)R = — (Goo — A). (4.21)

Bamemyjyhu a(t) uz (4.13) y jennaunue (4.20) u (4.21) 1o6ujaMo peceKTUBHO

caenehie aBe jeHavnHe y OOJUKY TIOJHHOMA 110 €At

(IOT

4G
+ 3a004Q elOM +

(3)\2 A) + 30274 Q1e*M + 66203 Qo™ — 207Q3e%M 4 6aZoPTQee®N

= G(3A2 A) e =0, (4.22)

(3)\2 A) + 374a3R162’\t + 372 Roe™t 4 207 R3e% + 302 Rye®M

6
TCLO

TG
+ 304a3R1610)‘t + —

6
aao

2 120t __
e (3N = A) "M =0, (4.23)
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e je

A2 A
_ 2 2 4 _
Qi = T2ONKF(2X) + af(—192C X' + = — 5 =)o
3

4 24—
+48C fok A +87TG,

Qo = H4ACN KF(2)\?) + aj(—384C foA* +
k

2 [
+96CfokN + =,

Qs = —648Cai N’ o K F(2)\%) + 288C N2 K2 F'(2)0?)

% B 5A) i
rG 871G 4

32 N 5A S
G ' 217G

— alk(432C fo\* + i)m + ag(1728C foA* — 2

8rG

3N —A
By = Qi - 4dn G

Ry = —12C (k — 12a5\’07) KF(2)%) — T2CNK*F'(2)?)

azk ag
2 e (3847rGC’f0/\2 ) oT — % (61447rGC’f0/\4 + A%+ 5A) o?r?

Ry = —36C (k — 6agA\’07) KF(2X*) + 120N K> F'(2)%)
9ak
8¢

2
oTag,

4
(3847GC fo)2 + 1) 07 — —L (69127GC fo* + 3X% + 5A) 072

+ 47 G

u K =4ai)\?o1 — k.
Jennaumne (4.22) u (4.23) cy 3amoBosbeHe Kaja je A = +4/%, kKao n Q1 = Qg =
@3 = 0u R = Ry, = Ry = 0. Ilpumerumo ja ce oBaj npucTyn 3a ojapehunarbe

YCJIOBA TIOJ] KOjJHMa TIOCTOJU PeIllerhe Pa3InKyje oj TPUCTYNa KOju ce KOpucTH y [9]

u [46].
Onarosapajyha perrema ce MOTy pa3BOjUTH Ha ciefeha Tpu ciaydaja:
Cayuag 1.
1
2\ _ 1 (9)\2) — - =
F@2X)=0, F(2N\)=0, fo= 58 GOR"
Cayuag 2.
3k = 4aiAoT.
Cayuag 3.
F(20%) = L2 fo, F(2X*) =0, k= —4ajlAor.
1927GCA ~ 377 ’ 0
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Y upBom ciyuajy u3 Teopeme 4.1 umamo paMuinjy perierha 3a IIPOu3BOJHHO T, T
u ag

a(t) = ao(ae)‘t + Te’M),

npu demy dynknuja F 3am0BosbaBa yciose gare y (4.15) u k = 0,£1. Ilpema
ToMme, Ta (amMuianja perrema Takohe ykipydyje pememe a(t) = ag Ch( %t), Koje
je nponabheno y [10] ca gomarkom pagujanuje [9] y mejcrsy.

Hpyru caydaj naje baMuiujy perrema 3a TPOU3BObHO 0 # 0 U ag

3k
a(t) = ap <06’\t + 4a(2)Ag€ ’\t>

KOja BazKe 3a MPOM3BOJHHY aHATUTHUKY (DYHKIHJY JF.

Tpehu cayuaj naje apyry dbamuinjy peniema

k
_ M —xt
a(t) = ap (ae 4a(2)Aae ) ,

npu demy dbyHKIHja F Mopa 3aJ0BOJbUTH yeaose gare y (4.17).
Ilpuverumo ga ce 3a k = 0 jemmaumna (4.16) u tpeha jenmaumna y (4.17)

HNOKJIAIA]y, 0 WK T MOpajy OUTH jeJlHaKU HYJIU, TAKO Ja UMAMO J[Ba PeIleha

At

At? a2(t) = ape )

ai(t) = ape

rie ce o ancopbyje y ag. OBo cy je Cureposa perierba, Bugern [6].

4.3 Henokauau mozes ca wianom R F(O)R

Osaj mogiert je memaBro yBeqen [25]. [ar je ciaenehum mejerBom

S = /M (Bi();éA + C’R‘IF(D)R>\/—_g d'z. (4.24)

OBo mejcTBO ce MOzKe 3amucaTn y ciaegehem o0auKy

S = /M <16jj:a + R‘l]-"(D)R>\/—_g d'z, (4.25)

o0
rae je F(O) = anD”. Kaga ysmemo fy = —gi=, taga fo npeysuma yiory
KOCMOJIOIIKe KOHCTAHTE.
Henokamnu wian R™'F(0)R je uuBapujanTan y OIHOCY Ha TpaHCOPMAIH]Y

R — CR. To 3unaum ga y cayudajy FRW Merpuke yTunaj HeJIOKaTHOCTH 3aBHCH
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caMo OJl HAYMHa HA KOJU CKaJlapHa KpuBUHA R 3aBUCH 01 BpeMeHa ¢, a He 3aBUCH O/

narensurera R.

Bamewyjylin H(R) = R"'u G(R) = R, kaou A =0, C = 1 y jennauuny (4.2)

nobujamo jenmHadnHe Kperama 3a JejcTBo (4.25)

1
—gR'F(O)R

Ru® — (V,V, = gu0)® — 3

00 n—1
%Z TLZ gMV a |:| )aaanlflR_i_Dl(Rfl)anlR)
=1 =0
G
—9 |:|l -1 anlfl — _ [ P = H -1 p-2 0 )
001 (R 0,0 R) =~ &= FOR™ ~ RAF(O)R

ITpumernmo aa onepaTop [ He nesyje camo na R Beh u ma R7L.

Tpar jennaunne (4.26) je

n—1
R® + 3000 + Z fa ) (00RO 'R+ 20RO R)

n=1 =0

R
— _1 —
2R F(OR = 1.

00-kommoHeHTa jegHaunue (4.26) je
1
Roo® — (VoV — goo)® — §QOOR_1~F(D)R

+ = anz 900 a |:|( _1)8a|:|n_1_lR—|—Dl(R_l)Dn_lR)
n=1

GOO

—20,0'(R")0,0" ''R) = S Tvet
s

(4.26)

(4.27)

(4.28)

[Iperxonne qpe jennaunse (Tpar u 00 KOMIOHEHTA) Cy eKBUBAJIEHTHE Ca jeTHATHHOM

(4.26) y cayuajy FRW wmerpuke. One cy mojecHuje 3a jajbe MCIUTHBAEE O]

jennaunne (4.26).

4.3.1 KocmoJolka peliemha ca KOHCTAHTHOM CKaJJapHOM

KpUBMHOM

N HaCTaBKy ce 0aBIMO KOCMOJIOIIKHAM pemiembuMa Ca KOHCTaHTHOM CKaJlapHOM

KpusrHOM (BHjeTH [29, 26]).

Teopema 4.2. Hexa je R = Ry = xoncmanma. Tada pewerve jednavuna xpemaroa

(4.26) uma obauk
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R, R,
1. 3a Ry > 0, a(t) = %]; +oeVFt 4 eV Tot, npu uwemy sascu 9k* = RioT,
o, 7 €R.

2. 3a Ry < 0, a(t) = \/%+UCOS _TR‘WH—Tsin _got, nPU YEeMY BAHCU
36k* = R%(0* 4+ 77), 0,7 €R.

oxas. Tlomro je R = Ry j1odujamo

a a.2 k
6(5+(5)"+55) = Ro. 4.29
a + (a) - a2 B (4.29)
Cuvenom mpomensbuie b(t) = a(t) pobujamo juneapuy audepeHIujajHy

jeTHAYUHY JPYTOr pejia ca KOHCTAHTHUM KOoeUIHjeHTHMa,
3b — Rob = —6k. (4.30)

Y 3aBucHocTH off 3Haka o1 Ry mobujamo cieneha pemema jennadunne (4.30) 3a

b(t)
Ry >0, b(t)= ;—k + oe Ex +Te” %t,
0

k _ _
Ry <0, b(t)-%—i—acosﬂ%t%—Tsin 5025,
0

rJIe Cy 0 U T HEeKN KOHCTAHTHHU KOEMDUIIHJEHTH.

(4.31)

Kana samenumo R = Ry = koucrtanta y jemnaqmue (4.27) u (4.28) mobujamo

ciaenehn cucreMm

. R() 1 . G()()
—2Jo = 167G’ éfo 167G

[locnenmu cucTeM jeTHAUMHA UM Pelllerhe aKo U CaMO aKO BayKu

R+ 4Ry = 0. (4.32)

[Tpumernmo ma Ryy MOzKeMo u3pa3utu npeko dbyukimje b(t)

R B0 _ 3((b)* — 2bb)
0y T 4b? '

Jennaunna (4.32) naje caenehie yciose 3a mapaMeTpe o u T:

Ry >0, 9k*= Ror,

s oo ) (4.33)
Ry <0, 36k = Ri(o” +7°). O

Pemema gata y (4.31) 3ajeano ca yeaosuma (4.33) orpanndasajy moryhnocru 3a

napamerap k.
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Cayuaj 1: Ry > 0

Teopema 4.3. Axo je Ry > 0 mada

1. 3a k =0 umamo pewere excnonenyujasnoz obiuka,

2. sa k = +1 umamo pewere a(t) = |/ 4 ch 3 ( fog 4 <p),

sh%( %t—i—cp)

s

_ _ =
3. 3a k = —1 umamo pewere a(t) = o
2dejea+T=R%Ch§0UU_T:R%Sh¢'

Joxas. Heka je Ry > 0. Ako je k = 0 tama w3 9k* = R2o7 crnemn na je Gapem
jenan wim o win T jeaHako Hyau. [Ipema Tome a(t) Mozke OUTH €KCIIOHEHIH]aTHOT
obauka wan je a(t) = 0. Ako y3memo k = +1 moxkemo npoHahu ¢ TakBo 12 je

o+71= R% chpnmo—17= R% sh . raBume, mobujamo

b(t) = — ch? =(y/ —t
12 1 Ry
t) =/ —ch=(y/ =2t
oft) =\ T2 34 e+ )
Ha kpajy, 3a k = —1 mozxkemo Tpancdopmucaru b(t) n a(t) na caeaehu vadun

12 1, /Ry
= —gh?=(4/—=
b(t) ROS 2( 3t+go),
12 1, /Ry
t) =1/ —|sh=(y/ —t . O
alt) =/ Ish 5 (4 5t + )]

Cayuaj 1.1: R = 12)\?

Pasmarpajmo caga ckaaupajyhu dpaxTop obanka
a(t) = ag(ore™ + me ). (4.34)

Y Tom caydajy n3pas3u 3a XabJoB mapamMerap W CKaJapHy KPUBHHY Ijiace:

)\(62)\t0'1 — 7'1)

eXg, + 7
_6(e?ME 42X (eMo? + 17)ad)
(Mo + 71)%ad )

Buaumo na oHu 3aBHCe 01 BpeMeHa t.
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Jla 6u Baxkmjio R = KOHCTaHTa MOPaMO 3a/I0BOJbUTH yCJIOB
k= 4NadoT. (4.35)

3 nocaeamer ycaosa gobujamo R = 12)\2.

Bamewyjyhin R = 12)\? y jesnauune kperawa (4.27) u (4.28) jp06ujamo

32
=———, LER, 1>1L
Jo 1 J t
Cuenmjanno, ako yamemo o7 = 71 = 3 ckammpajyhin daxrop (4.34) mocraje
a(t) = agp ch(At).

Y oBoM ciryuajy u3 yeiaoBa (4.35) BUAMMO J1a je jeMHU HETPUBHjAJTHU CJIyYa]

ka2 je k jeamaxo 1. 13 osor caenn ag = 5.
Ako y3memo o1 = 0 wim 71 = 0 ckanupajyhu daxrop (4.34) nocraje

a(t) = ape™. (4.36)

U3 ycnosa (4.35) Buaumo 1@ y oBOM ciydajy k Mopa Gurn jegraxo 0.
Cana, Heka je 0 = ajoi, T = a3, Ro =12)\* m k=4 *aloi7.

Bamemyjyhu oBo y upBy jegnaunny u3z (4.31) mobujamo
b(t) = ad(ore™ + e a(t) = ag(ore™ + ™),
U Takohe BUAMMO Jia je 3a/0BO/beH IpBH ycaoB u3 (4.33).
Cayuaj 2: Ry <0

Teopema 4.4. Axo je Ry < 0 mada 3a k = —1 umamo pewerve

alt) = \/%2 cos% (@t _ gp)

6 — =6 &
Ty COSQ U T = T sing.

Y

2de je o0 =

— : -6 6 .
Aoxas. 3a k = —1 MoxkeMo0 npoHalill  TaKBO Ja je 0 = L COSQ U T = L sinp

sanucaru b(t) u a(t) va caenehn Haunu
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12,1
b(t) = ?OCOB 5( ——t— (‘0),

12 1. [ Ry
a(t) = ?OCOSE( —?t—go)|.

Kaua je k=0 raga je 0 =7 =0, a rume u b(t) = 0.

Y mocaenmem caydajy k = +1, Ha WCTH HAYWH Kao W 3a kK = —1, MOxKeMO

12,1 R
b(t) = Rﬁosm2§(\/—?0t—<p).

[Tpumerumo ga b(t) Huje no3uTuBHO, Tako ja 3a k = +1 He nobujamo periema. [

tpancdopmucarn b(t)

Cay4aj 3: Ry =0

Cayuaj Ry = 0 MozkeMO pa3MaTpaTu Kao rpaHndau ciaydaj Ry — 0y oba ciaydaja
Ry<0wu Ry > 0.

Teopema 4.5. Kada Ry — 0 dobuja ce pewerve
k=0, a(t)=xoncmanma > 0.

Laxae, y osom cayuwajy umamo pewerwe Munroscroa.

Hoxas. 3a Ry < 0 umamo yenos 36k? = R3(0? + 72) m3 (4.33). U3 osor ycaosa,
Ry — 0 mvmmummupa k£ = 0 w npow3BOJ/bHE BPEIHOCTH 3a KOHCTaHTe o u 7. Mernm
3aK/byuak ce jgo0uja kaja je Ry > 0 ca yciosom 9k = R2o7 u3 (4.33). V oba osa
cJIydaja mocToju pemrerhe MUHKOBCKOT ipu deMmy je b(t) = xoucranta > 0, a onja je

u a(t) = goucranTa > 0, Bugern (4.31). O

[Ipumerumo 1a ce mpocTop MHUHKOBCKOT MOKe Takohe mobuTu u3 ciaydaja R =
12)2. Hanwme, pememe (4.36) samopomasa H = \. Kaga mycrumo ga A — 0y (4.36)

n06ujaMo pocTop MUHKOBCKOT K20 perieme 32
f0:07 fzeRa 1> 1.
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4.3.2 Heka KocMOJIOIIKA pelllekha CTEIIeHOT 00JIMKa

Y mactaBKy pemraBaMo jegmadume Kperama (4.27) u (4.28) 3a KOCMOJIONIKH
ckamupajyhu dbakrop a(t) n onrosapajyhe R (Bumern [27, 40]):
a(t) = CLO|t — to’a, (437)

R(t) = 6(a(20 — 1)(t —tg) 2 + %(t —1y)2). (4.38)

Cﬂyqajk:O,a#OHa%%

Teopema 4.6. 3a k =0, a # 0, a # % U % € N cxarupajyhu gparmop obauka

a = aplt — to|* je pewere jednanuna xpemarsa (4.26) akxo sasrcu

3a(2a — 1)

—0. f, = _ e
Jo=0. /i 321G (3a — 2)’
3a—1

fao=0 3a 2<n< a2 ,

3a—1

fmeR 3a n> 5

oxas. Y osoMm ciy4ajy, umamMo ciejaehy 3aBucHOCT 01 mapaMeTpa « :

a:aolt—to\o‘, H:a(t_tO)ila
R=r(t—ty)? r=6a(2a —1),
ROO = 30&(1 - Oé)(t - t0)72, GO(] = 30&2(t - t0)72.

Caga m3pasn ("R n ("R~ nocrajy
O"R = B(n,1)(t —ty) > 2, O"R™' = B(n,—1)(t —ty)* ",

B(n,1) =r(-2)"n! [[(1 =3a+2), n>1, B(0,1)=r,
=1

B(n,—1)=(r)"2"[[@-D(-3-3a+2l), n>1, B(0,-1)=r".

(4.39)

[Tpumernmo ma Baxu B(1,—1) = —2(3a+ 1)r~' u B(n,—1) = 0 ako je n > 2.

Taxobhe, mobujamo

FOR =Y foBn,1)(t —to) >,
FOR™ = foB(0,-1) (t — to)* + f B(1,—1).
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Bamemyjyhu oBe jenmnaunue y Tpar u 00 komnonenty jenunaunue (4.26) mobujamo

rt i fuB(n,1) (=3r +6(1 —n)(1 — 2n + 3a)) (t — to) "

+7 > fo(rB(n,—1)+3B(n+1,-1)) (t — to) " (4.40)

7"2

+2r Y fualt —to) " = (t —to) 7%,
— 167G

o) 1
S fur ' B(n, 1) (g - An> (t—t0)2" + > furB(n, —1) A, (t — t) ™"
n=0 n=0

_ 2 (4.41)
FR L bt =t = ()
re je
Yo = ”i B(l,-1)(B(n—=1,1)+2(1 =l)(n—10)B(n—1—1,1)), (4.42)
1=0
O = ”i B(l,-1)(=B(n—1,1)+4(1=0)(n—=1)B(n—1—1,1)), (4.43)
1=0
A, =6a(l —n)— Ta——l S w. (4.44)

220—1) 2 2a-—1

Jenuauanne (4.40) u (4.41) ce MOTY Pa3/IOKUTH ¥ CHCTEM HAPOBA jeIHAYMHA Y OTHOCY

Ha cBakuW koedwurmjent f,. VY caydajy n > 1, umamo cienehe napose:

fa(B(n,1) (=3r + 6(1 — n)(1 — 2n + 3a)) + 2r*y,) =0,

(B0 (L -a) +58) =0 (4.45)

Axko je 3C“2— L npuponan 6poj mobujamo:
3(a = 1))! —1
B(n,1) = r4"n! 3(2(a ) , n< Sa :
3a—1

B(n,1) =0, n>
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3a— 1
o = 2B(0,~1)B(n — 1,1)(3na — 2n2 — 3a — 1), n < 0‘2
60 =2B(0,—1)B(n — 1,1)(2n* + 3n + 3a — 3an+1), n <
3a—1

n=0p, =0, > )
Y n 9

3a—1
2

Ako je n >

, oaza je B(n,1) = v, = 4§, = 0. Tana je cucrem TpuBHjaTHO

3aJ0BOJBEH 3a IPOW3BOJbHE BpeaHocTu Koedunujenata f,. Ca apyre crpane, 3a

2 < n< 3"‘2—_1 CHCTEeM HMa caMoO TpuBHjaaHo pememe f, = 0. 3a n

MOMEHYTH TTap jeTHAYHHA TOCTaje

fo(=2r +6(1+3a) +3rB(1,-1)) =0, fo=0

u Heroso pememe je fo = 0. Jomr mam je octao cayuaj n = 1 kKoju ce cBogum Ha

caejiehn cucrem

.
—3r 'B(1,1 B(l,—1)4+2v) = ——
fl( r (7 )+T (7 )+ 71) 167TG7
1 —r2
A, (rB(1. —1) — 7 'B(1.1)) + ~(B(1.1 ): e
A(ArBAL=1) =T BL D)+ 5(BOLD) +78) ) = 2= 5
quje je pememe f; = —%.

[Ipumerumo ma fi — oo Kamza o — %, peMa TOMEe OBO pellleibe He MOZKe

UMUTHPATH BACHOHY V KOjO] JIOMHHUpA TaMHA MaTepHja.

Cay4gaj k=0, « - 0 (npocrop MuHKOBCKOT)

Teopema 4.7. 3a k =0 u xada o — 0 jednauune xpemaroa (4.26) cy sadosomene

aro 64IHCU

anfl€R7 fZ:O,ZZQ



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

Hoxas. Savewyjyhu (4.39) u (4.42) y Tpar jeanaunny (4.40) mobujamo

fo(—=3r +6(1+ 3a))

n

+ i Fal=2)nt TT (1 — 3+ 20) (6(1 — n)(1 — 2n + 3a) — 3r) (t — to) 2

+r<f0(1—6(3a—|—1)r Y4 fi(— 6a—2)(t—t0)_2)
+2f1(—=2r(3 — 3a) + 2r)(t — to) 2

(o] n—1
+27“an(— n—l'H (1 —3a+20) (—3na+2n°+1+3a) (t —ty) >
I=1

(4.48)
re je r = 6a(2a — 1).

Caja, kaga o — 0 U3 mocJiegibe jeanadune 100HjaMo
an "(2n+ 1)!I(1 —n)(1 — 2n)(t —ty) 2" = 0.

W3 oBor 3ak/pydyjeMo
fo.fieR, fi=0,1i>2.

Bamemyjyhu f; =0, i > 2y jennaunny (4.41) nobujamo caenehy jenHaunmy:

fo3a(3a— 1) 61— )22 120y
6a(2a0—1) 3—«a -2
+ fo 5 Y +6f1a(—1 —3a)(1 — a)(t — to) (4.49)

+ fi(6a(2a — 1)(3 — 3a) + 12a(20c0 — 1)) (t — o) 2
—(6a(2a —1))?  «
327G 200 — 1

Kama a — 0 Buaumo 1a je mocienma jeIHAUYNHA Takohe 3a70Bo/beHa 3a OIIO Koje

f07f1€]R- [l

OBo wum3riega kao penieme MwunHKOBCKOr, ajinm nomrto cy c¢su f, = 0,n > 2
0Baj MOJIe]T HUje HeJOKaJTHu Mojen rpasutanuje (4.25). Onapie cieauw ja ropea
KOCMOJIOITKA, Perrerha CTeNeHor 00JrMKa Hemajy mpocTop MUHKOBCKOT Kao CBOjY
O3/ INHY .

Hanomena: 3a nobujare mpocropa Muukosckor (k = 0, a(t) = ag = KOHCTAHTA)

3a HeJIOKAJTHE MoJies1 rpauTanuje (4.25) MozkeMo KpenyTu o1 jie CHTepoBOr pelierha

95



Jesiena ['pyjuh

a(t) = ape™ n nycrurn ga A — 0. Huje Temxo BujeTu aa cy jeJHaYMHE KpPETarba
(4.27) u (4.28) 3anoBosbene 3a a(t) = ape™ npu wemy je R = 12X u fo = —g25 A%

Taga a(t) — ag, R — 0u fo — 0 kama A — 0, u cBu f;, ¢ > 1 cy upousBobHe
KOHCTaHTe. 10 3HAYM Ja MOJeJ HeJoKatHe rpasuraiyje (4.25) y cBOM ormmmrrem
00Ky caapxku jie CHTepoBYy BAaCHOHY, KOja 3a CBOjy IO3aJWHY HMa ITPOCTOP

MUHKOBCKOT.
Cny4aj k=0, a — %

Teopema 4.8. 3a k =0 u xada o — % jednarune xpemaroa (4.26) cy sadosowene

aKo 8aNHCU

fOERa fzzO,Zzl
Aowas. Hexka o — . Cimduo kao y IPETXOAHOM Caydajy, u3 (4.48) mobujamo
jeTHAYNHY

S a2yt [T (5 + 2001 = m)(C — 20)(t — t0) > =0,

Onasae ciemu
fo.fieR, fi=0,1i>2.

Kopucrehu f; =0, i > 2, u3 jegnaqune (4.49) nobujamo

3 _
§f1(t - to) 2 = O
Onarosapajyhe perieme je
Cayuaj k#0,a=1

Heka je k # 0. Ca mnmpem na nojennocraBumo uspas (4.38) mmamo Tpu

moryhroctn: a = 0, a = % n o = 1. [Ipse aBe MoryhiHOCTH He majy pellema Koja

3a/I0BOJhABA]y jeTHaUNHe KpeTama. ¥ HACTaBKy aHAJIN3UpaMo ciaydaj a = 1.

Teopema 4.9. 3a k # 0 crasupajyhu gaxmop obauka a = ag|t — to| je pewerve

jednauuna kpemaroa (4.26) axo eastcu

f():o, fl anR, nZQ,

. —S
647G’
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ede je s = 6(1+ %).
0

oxas. 3a a =1 pobujamo

k
a=aolt—to], H=(t—1to)", R=s(t—to) % s=6(1+—),
ap
RO[} = O, LR = O, DnRil = D(n, —1)(t - to)QiQn,
D(0,-1)=s""' D(l,-1)=-8s"" D(n,—1)=0,n>2,
e je ag = ¢ = 1. Kako Mu KOPUCTHUMO NPHUPOJIHU CUCTEM jeJMHUIA, Op3uHa
ceeriocru je ¢ = 1. Ba k = —1, Baxku s = R = 0 u KOCMOJIONIKO pemiewe a = |t — 1o

uMuTHpa MUJIHEOB TPOCTOP, KOJU He TPe/ICTaB/bha PeaTUCTUIAH KOCMOJIONIKH MO/IET,

aJIn je UHTEpeCaHTaH KaO YUCTO KUHEMATUYIKHA MOAEJI.

Kopucrtehn ropme nspasze, Tpar n 00 jeaqnaduna ce cBoje Ha

1

—om —2 S _ _
3f0 + nz:%fnSD(T% _1)(t - tO) 2 + 4fl(t — tO) 2 = —167TG(t to) 2’
1
—6fos™ + %fo +6 Z fuD(n, —=1)(1 = n)(t —to) 2" + 2f1(t — o) > (4.50)
n=0
= (t—ty) >

327G

OsBaj cucrem maje ycaose 3a fo u fi :

of -2 -2
2fo —4fi(t —to) 6rC (t—to) ",
1 o8 =2
§fo +2f1(t —ty) " = e (t —to) "

Onarosapajyhe perieme je

[Ipema ToMme, KoedunujerTn f, Cy aaTu ca

A =8
e +C, fu=C

fo=

n > 1.

97



Jesiena ['pyjuh

Ha 6ucmo nobunm cxamupajyhu dbakrop a(t) crenenor obsmka (4.37), Mmopamo

yzetn fo=0u f1 = —ﬁ(l + k). Haxie, mmamo
A 3
A 3
_ D (-3 a4kD _
FO) =5 (e 5 1) , (4.52)

rae je k = +£1,0. Ilpumerumo na jennaumua (4.52) Baxkm Takohe 3a k£ = 0. 3a
k = —1, umamo F(OJ) = 0 u R = 0, ma mocroju Mnimneoso peremse a = [t — to|.
Hanomena: Tlpumerumo 7@ cBa peniema cTerneHor o0JInKa Koja cMO IpeICcTaBuIn
a(t) = aolt — to|* nmajy ckanapiy xpusuiy jeanaky R(t) = 6(a(20— 1)(t —to) "2 +
£ (t—t0)72*) (4.38), koja 3am0BosbaBa penanujy R = ¢R?, rae napamerap ¢ 3aBucu
O;L a. Osa penanuja (R = qR? je kopumhena y [25] kao KBajpaThu an3all moMohy

KOra ce peliaBajy jeJHaYMHe KpeTama. 3a HeKe MpuMepe aHzara sujertu [22, 28].
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Y 0BOM pa/ly CMO H3BeJIH jeTHAYNHE KPeTamba 3a KJIacy HEJOKAJTHHX MOJesa Koja

je nara caegehum siejcTBOM

R—2A

S — / (B222 4 e FO6(R)) Vg d'.
v \ 167G

Jennaunne kperama 3a OBe CiydajeBe HEJIOKAJIHHUX MOJEIa CY BEOMa CJIOXKEHe.

HNcnutuBame jeIHAUMHA KpeTarbha | MPOHATAXKeHhe ThbUXOBUX pelllerha je BeoMa TezKakK

3aJaTaK.

PazmaTpaaun cMO JBa MOJe]a HeJOKaJHe MoAuUKalije OIIINTe Teopuje
PEJTATHBHOCTH:  MOJeJ Ca HeJoKajgHuM 4iaHoM obsmka RF(O)R u momen ca

HEJIOKATHIM wianoM obinka R F(O)R.

[IpBu Mozmen je Mojes HeJOKaJHe TPaBHTAIMje Ca KOCMOJOITKOM KOHCTaHTOM
A u 6e3 marepuje. Kopucrehu amszan [JR = rR 4+ s mnpoHamum cMO TpPH
TUIIA HECUHI'YJIAPHUX PEIIeha ca IIPECKOKOM 338 KOCMOJIOIIKK cKa/upajyhu dpakrop
obmuka a(t) = ag(oceM+71e~). [Ipmmernmo na cBa To0GHjeHa Pelllerba 3310B0/baBajy
veaos a(t) = MNa(t) > 0, mro je y caracHocTH ca yOp3aHHM IHPEHeM BacHOHE.

Pemema mocroje 3a c¢Be Tpu BpejHocTH KoHcTaHTe £ = 0, £1.

ITpesenToBan cMO KOCMOJIOIIKA PeIllerha ¢4 KOHCTAHTHOM CKaJIapHOM KPHBHHOM
3a MO ca HeJTOKATHHM wianom obsuka R™'F(O)R. Y 0BOM MOJETy HEJOKAJHHA
wian R~'F(O)R je uusapujantan y oanocy na tpancdopmanujy R — CR, e je
C' KOHCTaHTa pa3IuyuTa o Hy’Te. Kao pe3ynTar oBe MHBAPHjAaHTHOCTHU, DeIlerha

HUCY OCeT/bUBa Ha WIaHOBe Koju cajpzke [1. Ilpema Tome y mamuMm peremuma fj

MMa YJI0TY KOCMOJIOIIKE KOHCTaHTe, Tj. fo = —ﬁ, a f;, i« > 1, cy mpousBosbHE
koucranre. Kaga je R = Ry < 0 mocroju merpupujajno peete a(t) =

—R_102 oS 5 ( —%t — go)‘ 3a k = —1. V¥V cayuajy R = Ry > 0 moctoje periema

3a cBe Tpu BpeaHoctu koucrtante k = 0,+1. Cayuaj R = Ry = 0 je pasmarpan

1

kao jgumec Ry — 0 y oba cayuaja Ry < 0 u Ry > 0. Ha raj mHauun je nobujeno
perierbe Munkockor. CBa j1o0WjeHa pelrerha cy AedpuHuCcaHa 33 CBE BPEIHOCTH

KOCMIYKOI BpeMeHa t. Pemrema 3a koja je Ry > 0 u k = 0,41 cy HecuHryaapHa
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—12

KOCMOJIOLIKA pelllera ca 1peckokoM. Peweme a(t) = /5= cos 3 ( —fog ap)

3a Koje je Ry < 0u k= —1, je CHHTYJIapHO MUKJIUIHO PeEIIerhe.

Y

Takobe, u3 momudukoBane rpapuranuje ca mHegokanumm waanom RVF(O)R
H3BEIH CMO HEKa KOCMOJIOIIKA pellerba cremeHor obmuxa a(t) = aglt — to|®.
OBa pemema Hemajy 3a mo3agwHy npoctop Mwmnkosckor. Mehyrtum, y oBom
MOJIeJTY HeJIoKaJiHe Moaudukaiuje rpapuTaiyje, noctoju ae CHTEpOBO pellerhe ca

M koje kama A — 0 maje mpocrop Mumkosckor. Iloctoju

npeckokoM a(t) = age
Takohe Hecnurynapno pememe ca npeckokom a(t) = 3 ch (M) 3a k = +1. Tpeba
nomenytn u pememe a(t) = fsh(At), 3a k = —1. Y cBa osa Tpu ciayuaja

cKaJapHa KpuWBHHA je R = 12)\? m me mocToju orpanmierme 3a Koedumumjenre f,
o0

y F(O) = Z fn0". BaxHo je HAOMEHYTH /@ MOCTOjU peretbe at) = |t — ty| Koje

n=0
oarosapa MmiHeoBoj Bacuonu 3a k = —1. Kao miycTpaliujy UMaJi CMO HNpHMEP
3
Hejokanuocru jgare ca F(O) = A (e‘4A(1+k)D — 1). Csa pelema CTEHeHOr

obamka Koja cMo npecraBuin a(t) = ao|t — to|* nmajy ckagapHy KpUBHHY jeTHAKY
R(t) =6(aa—1)(t—to) 2+ %(t—to)*za), KOja 3a710B0sbaBa petammjy (R = qR?,
e mapaMerap ¢ 3aBUCH OJI (.

Konauno, Haina HejaoxkaaHocT, kKoja je oonuka R™IF(0)R, je unBapujanTha y
onHocy Ha rTpanchopmamujy R — CR, aaun nMa yTUIA] Ha €BOJIYIH]Y BACHOHE,
nomto oneparop (1 = —d? — 3H (t)0; Koju 3aBUCH OJ] BpeMeHa Jejyje Ha CKaJTapHy
kpusuny R(t) =6 (% + Z—z + a%) KOja Takolje 3aBHCH O BpeMeHa.

Ono mrro nuje paheno y Besu ca HesjokaaHuM MogeaoM ca wianom R™IF(O)R,
a ILJIAHUPaA Ce Y Ja/beM HAaCTaBKy UCTPaskKuBarba je: OJCYCTBO JyXOBa M TaXHOHA
(Bumern [2, 3, 33]), crabustHOCT pelema, KocModionke meprypbanuje ([23]), cBoheme
Ha AjamrajuoB ciaydaj nox oapehenmm yciouma.  Ouekyje ce ga he cBe TO
OWTH YIOBOJHEHO IMOTOAHUM H300pOM KoedullmjeHaTa y AHAJIUTUYKO] (DYHKINjU

HEeJIOKaJIHOCTH.

100



Homarak A

YBoJ y BapHujalluOH pPavyyH

Y wum3ydaBamy HeKOr (DU3UYKOr CHCTeMa Y TeOpUjcKoj U3UIu OOUYHO ce
nosasu ox sarpamxnjana L(z) m omroapajyher mejerea S = [ L(z)dx. ¥
JIOKAJIHO] TEOPHjHU T0Jba JarpaHKujaH je Heka ojapeheHa (pyHKIHja 1M0/ba U IbeTOBHX
OPBUX M3BOJA IO MPOCTOPHHUM KOODJWHATAMA W BPeMeHY. ¥ HeJOKAJHO] TEeOpPUju
JIATpaHKUjaH CcapKu m3BOoJe 70 OeckonadHor pema. Ckopo csa mH(pOpMauja o
GUBUYUKOM CUCTEMY CaJIPKU C€ Y IbeIOBOM JIarpaHzKujany. ¥ KJACHUYHO] TEOPHU]jCKO]
bUBHIM 1ejCTBO CJIYXKHE 3a 100Hjambe JudepeHInjalnuX jeITHAYNHA KpeTama oMoy
MPWHIIATIA MUHAUMAJTHOT JIejCTBA Y BapPUjallMOHOM PavyHY.

Jesan 01 OCHOBHMX 3a/aTaka BapUjalMOHOT padyHa jecTe paspaja MeToja 3a
HaJTayKelkhe eKCTPeMHUX BpelHocTH dbyHKIHOoHaMa. (OBaj 3aJaTak je JocTa CAnYaH
3a/IaTKy HaJaKema ekcrpeMa (DYHKIMja DPEAJTHHX IPOMEH/HPHBUX. 33 HACTABaK
npude Kopuiihena je jgureparypa [47].

Ba mouerak, meka je S:AC N — R dyskmuonan, rae je N HOpMHpaHU
BEKTOPCKH IPOCTOpP, Tj. N je peajqHu BEKTOPCKH IIPOCTOpP CHAaOIeBEH
npeciaukaameM || - || : N — R koje cBakom z € N npuapyzKyje HeHeraTHBaH peaaH

6poj ||z||, Koju ce 30Be HOpMA O T U 33T0BOJbABA YCIOBE
1. ||z|]| = 0 axo u camo ako je x = 0,
2. |laz|| = |a|||z|| 32 cBako z € N u cBako « € R,
3. [lz+yll < |zl + ||yl 3a cBako z,y € N.

Ba esleMenT T € A KazkeMo Ja je peJaTuBHE MUHEMYM (Y ofHOCY Ha HOpMY y A)
dbyukmonana S ako nocroju § > 0 Tako na Baxkn S(x) < S(y) 3a crako y € A 3a
koje je ||y — z|| < ¢. Cana mac 3amuMa Koju je HEONXOJaH yCJaoB aa Ou x € A 6uo
pesaTHBHE MEUHUMYM. Y HacTaBKy jedHHHUIIEMO U3BOJL o1 S y = M IOKa3yjeMo Ja

ce Taj U3BOJI IOHUIITABA Y T KaJia je  pejaTuBHu MuHuMyM. [Ipobiem oapehuBama
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PEJIATUBHOI MUHHMYMa O3HauaBaliemo ca
S(x) — min na A.

Hedbunaumuja A.1. Heka je z. jemnomapamerapcka daMuanja ejeMeHara H3

A C N, npu demy je ||z. — z|| < o 3a |g] < 0(9), obuka
Te =T + €,

rae jex € A,;n € N, u 0,60(5) > 0. Tana je npBa Bapujamuja ox S y x y mpasiy 7

neduHHCaHA Ca
dS(x + en)

6S(x,n) = e

(1.1)

aKO 0Baj W3BO/I MIOCTOJH.

UsBox pedunucan ca (1.1) moxkemo 3amucaru

S(x+en) —S(x
dS(z,n) = lim (z+en) ( )
e—0 g
Osnaunmo dx = £1). dx ce 30Be BapHUjamuja o .
Kao nenocpenny nocaeauny Hdedbununuje (A.1) mobujamo caexehn neonxojan

ycJIoB ga x € A Oyne pelaTUBHH MHHHMYM.
Teopema A.1. Axo je v € A peaamusnu munumym 3a pynryuonas S : A — R,

mada je

dS(z,n) =0

3a ceaxo 1 € N Koje sadosomasa npemnocmaske u3d Jledpunuyuje A.1.

Y HacTaBKy CHEIMjaJHO pasMarpaMo CcJaydaj Kajga je OYHKIMOHAT 3a1aT
BUIIECTPYKUM HHTEIPAJIOM.

Heka je D saTBopen nogckyn ox R™. Tauky ckyna D oznauumo ca t = (!, ... t™)
1 Heka je dt = dtt...dt™. T'panuny ox D oznauumo ca OD.

Heka je C?(D) ckyn ceux menpekujnux dyHkiuja wa D uuju cy Japyru

NAPIMjaTH W3BOMM HempeKuaau, n Heka C2(D) o3HaYaBa CKyN CBUX BEKTOPCKHUX

bynxmuja

Ha D uuje Komnonente z*(t) npunanajy ckyny C?(D). Y oBoM ciy4ajy je
A2(D) = {x(t) € C3(D) : () = ¢(t),t € OD, ¢ je nara bynxnuja na OD}.
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Nmamo craenehy reoMmeTpujcKy HMHTEPHPETAIHU]Y. Axo ti, ... t™at 2"

o3HavaBajy KoopauHare y R™ u ako je x(t) € A%(D), Taga jeanaunne
o =a2%t), teD (k=1,..,n)

peCTaB/bajy m-auMen3uony xunepnospm  C,, vy R™™ upuja je rpanumna

neduHHCaHA Ca
b =¢F(t), tedD (k=1,..,n),

e je ¢(t) = (¢*(t), ..., ¢"(t)) nara dbynknuja nedunncana Ha rpapunyg on D.

Cana hemo medunncatn BapujanuoHd mpobseM KOjH Y HACTABKY PasMaTpaMo.
Heka je L = L(t' .., t™ 2 .. 2% y', ..., y™) peanno-Bpeanocna yHKIHja
nedunncana ma R™TH koja je nBa myTa HempekmaHo audepenujabuina mo
cBakoM aprymenty, u neka je x(t) = (z'(t),...,2"(t)) € A2(D). Tlpse u japyre
napiujaane u3BojIe KOMIOHeHaTa o x(t) 03HaYnMO ca

. o0rF %k

Ty = =y Tog = 7oam--
@ Yt B otBota

Taza je na A%(D) nedunucan m-TocTpyKd HHTErpaJl ca

S(m(t)):/DL(tl,...,tm;xl(t),...,x”(t);jc}(t),...,:t?(t);...;:t;(t),...,:'cg(t))dt, (1.2)

e je dt = dt'...dt™. Kpahe, (1.2) moxemo 3anucaru

S(a(t)) = /D L(t.(0) a‘g(tt))dt, (1.3)

rie Ox(t) /0t o3HauaBa CKyN CBHX NPBUX NapHujaanux ussoga 0z”(t)/0te,
k=1,..,n; a=1,..m. Ipumernmo ga je A%(D) noackyn ox ckyna C2(D) koju
je HOpMHpaHH BEKTOPCKH MPOCTOD €4 HOPMOM JIATOM Ca

oz*

(Ol = mas{ 2 (O .. lo" (O} + max { [ =

3

Konauno, umamo ciejehu Bapujanunonu mpobJieM

/L(t,x(t),ag—it)>dt—>min na  A%(D).

Heka je z(t) J0KaaHM MHHHMYM, Tj. MPETIOCTABHMO Ja 3a HeKo O > ( BaxKu
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S(z(t)) < S(y(t)) 3a craxo y(t) € A2(D) 3a koje sawu ||z(t) — y(t)|]| < 9.

Pasmartpajmo jemmonapamerapcky dbamminjy x(t, e), |e| < g9(9), dynknuja obanka
x(t,e) = x(t) + en(t), (1.4)

rae je n(t) € C2(D), n(t) = 03at € dD, u ||z(t,e) — z(t)|| < . Tama 3a |¢| < &

umamo x(t,e) € A%(D). Jemuaunna (1.4) je mapasHo Kpalin 3amuc 3a n jeHAYMHA
wh(t,e) = 2"(t) + e (1),

rae je n(t) = (n(t),...,n"(t)) u z(t,e) = (x'(t, €),...,a"(t,€)).

Y HacTaBKy padyHamo npBy Bapujarmjy 0.5 (z(t),n(t)).

Jlema A.1. Axo je x(t) € A%(D) aoxaanu munumym dynxyuonara (1.3), mada

6aHCU

oL 0 0L\ .
/D (50— g1 g )1 (e =0 (L5)

3a ceaxo n(t) € C2(D) woje ce nonuwwmasa na 0D.

Hoxa3. [Ipumerumo ma cy usBoau o L koju ce jaBpajy y (1.5) kpahu 3amuc 3a

KOMTIJIMKOBAaHHje U3pa3e, Ha PUMeED,

oL 0L (t t) (%(t))

—=—|t,z(t), —=).

ork — Oxk\7 N Ot
OBnie, ka0 u y HAcTaBKy, k = 1,...,n, 10Kk a = 1, ..., m.

Kopucrehn Tedununujy (A.1) nu Teopemy (A.1) mobujamo

d

55 (e(t),n(t) = (o /D L(t,x(t)+gn(t),ag(;> +5ag(tt)>dt>60:0 (1.6)

3a cBako 7)(t) koje 3am0BosbaBa ycaose u3z jeme. Osue je dx(t)/0t + e(dn(t)/0t)

Ak k
kpahu 3anuc 3a mn u3pasa g% + 5‘3%.

36or mempekugrocTH GyHKIHja L w OL/0s, u3BOM ¥ MHTErpaj MOTY Ja 3aMeHe

MecTa, Tako Ja JecHa crpana y jeanaunsu (1.6) mocraje

oL oL .
/D <%nk(t) + @ng)dt ~0. (1.7)
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Kopucrehu naenturer

ars (ai) = g+ s ()™

(1.7) moxkemo 3amucaru Ha caenehn HaTHH

oL 0 0L\ , o (0L .,
/D(@ B %a—fg)" “)d’f*/Da?(a—gag" )it =0.

[omrro cy dbynxuuje (OL/0i*)n* nenpexumno mudepenmujadbumme ma D, MozxeMo
npuMeHuTH CTOKCOBY TEOPEMY Ha JIDYTH WHTErpas y MOCaeIH0] jeaHadnnn. [lomro

je n*(t) = 0 ma 0D caenn

/D%(S—énk) dt = 0.

Koradno Ha OCHOBY TPETXOAHOT 3aK/bYUyjeMO Ja BaryKu

oL 0 0L
/D (5 — grm gz )@t =0 .

JIema A.2. Axo je f(t) pearno-spednocna u nenpexudna gynryuja na D u axo je

/ f&)h(t)dt =0

D

aa ceaxy Ppynruyujy h(t) € C%(D) xoja ce nonuwmasa na D, mada sasrcu
f(t) =0 3acearxo teD.

[Tomohy Jlema A.1 u A.2 MozKe ce mokaszaTu 1a Baxku cieneha Teopema.

Teopema A.2. Axo je z(t) € A2(D) aokaanu munumym @ynxyuonana S
depurucanoz ca (1.3), mada Komnonenme x*(t) 0d x(t) mopajy da sadosone caedehus

n jednavuna

oL 0 0L

%_%%:O (k=1,..,n) (1.8)

na D.

Hanomena: Jemmaunue (1.8) cy nosnare kao Ojiep-Jlarpanzxkose jenHaunue
3a BapujaluoHn TpobaeM gedunucan nomohy Burecrpykor wuaTerpaia (1.3).

OBe jemHaurHe MpeCTaB/bajy y CTBApU CKyH O/l N HEJWHEADHUX MapIUjaJTHIX

105



Jesiena ['pyjuh

nudpepeHnujaJ HuX jeJHadnHa Apyror pega. Ako ux pacmnumnemo jgodujamo caegehe

0?L oL 0?L 0L

— = + ———d il =
oteoik  Oxk - 0xi0ik" T 0itoik

0.

3a Kkpaj pazMarpamo caenehn caydaj:

Heka je S: A C N — R dbyunkuuonasn, rae je N = T9(M), nok je ckyn A ckyn
CBHX METPHYKHX T€H30pa Ha IJIATKOj MHOTOCTpyKocT M.

Heka je £ = (2°,..., 2" ') koopmunarnu cucrem na U C M. Tazna, npema Jlemu
1.12, Buaumo jga MeTpwdku TeHzop B € T20 (M) mozkemo TpejcTaBuTH Ha caejelin
HaYU1H

n—1
B = Z Bijdxi ® da’.

i, j=0

Hakie, tensop B € Ty(M) je onpehen marpumom (B;;) peasHO-BpPeTHOCHHX
dyukimja Ha Muorocrpykoctu M.

Heka je cayia M n-aumensuona mcey0-PumManoBa MHONOCTPYKOCT Ca METPUYKUM
TeH30poM (g,,). Konauno, ckyn N je HOpMHPaHH BEKTOPCKH IIPOCTOP €& HOPMOM

JIaTOM Ca

18] = \/ /M 1B @) |12V Te] doz.

e je
1(Bi;)(p)[| = sup || (Bi;) (p)yll,
yeSs
1ok je g = det(g,,), n S je jenunuana cdepa y R™.

Hedbununuja A.2. Heka je S:A— F(M). Tama je 0S:A— F(M)

npecanKaBame AepUHICAHO Ca
(05)(a)(p) = 6(S(a)(p))-
[Toroso npema Jlemu 1.12, ako je B (r, s) TeH30pCKO moJbe, Tajga Ha U BaxKu

B = Z B9 0. @0, ®di @ ... @ dat,

JOo---Js—1
rJe CBaKu HHJ/IEKC y CYMH H€ O/ 0 a0 N — 1.
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Hedbununnuja A.3. Heka je B (r,s) renzopcko nosbe. Taua je

= 6B 0, ® ... Q0 , @dr @ ... @ da.

Jo-- ]sl

Hanomena: Tlperxomna jpedununuja He 3aBucu oJ1 u3dopa KOOPJAMHATHOT

CHUCTeMa.

Teopema A.3. Hexa cy Sy u Ss (r,s) mensopcka nona, u neka je C' Koncmanmmu

dynxuuonans na A. Tada easrce caedeha ceojecmeas:
1. 6C' =0,
d(aS) + BS52)(a) = adSi(a) + B 65(a), «,B€R.
Teopema A.4. Hexa cy Si,S3 : A — R ¢pynxyuonaru. Tada eascu

5(3152)(@) = (531(@))5’2 + 31(552<a))

Teopema A.5. Hexa je S; : A — R ¢ynxyuonan u nexa je Sy : R — R. Tada

BAVICU:
(52 0 S1)(a) = S5(S1(a))dSi(a).
Teopema A.6. Heka je S (r,s) menzopcko nonwe. Tada sasrcu:

6(0uS5 51 (@) (@) = 0,655 77 71 (a) (2)),

Jo---Js—1 Jo---Js—1
2de cy S gommonenme 00 Sy odnocy na €.

Jo--Js—

Teopema A.7. Heka je L : A — F(M) u nexa je S : A — R dynkyuonan 3adam

s [ oot

ca

Tada sasrcu
552/ 0L (a)(z) d"z.
M

Teopema A.8. Bapujauuja Kpucmogerosuxr cumbora npedcmasna men3op muna
(1,2).

107



JIuteparypa

1]

[10]

P.A.R. Ade et al. Planck 2013 results. XVI. Cosmological parameters.
Astron. Astrophys., 571:A16, 2014.

[. Ya. Aref’eva, L.V. Joukovskaya, and S. Yu. Vernov. Bouncing and
accelerating solutions in nonlocal stringy models. JHEP, 0707:087, 2007.

I. Ya. Aref’eva and A.S. Koshelev. Cosmological Signature of Tachyon
Condensation. JHEP, 0809:068, 2008.

Neil Barnaby, Tirthabir Biswas, and James M. Cline. p-adic Inflation. JHEP,
0704:056, 2007.

A.O. Barvinsky. Dark energy and dark matter from nonlocal ghost-free gravity
theory. Phys.Lett., B710:12-16, 2012.

T. Biswas, A. S. Koshelev, A. Mazumdar, and S. Yu. Vernov. Stable bounce
and inflation in non-local higher derivative cosmology. JCAP, 2012.

Tirthabir Biswas, Aindri Conroy, Alexey S. Koshelev, and Anupam Mazumdar.
Generalized ghost-free quadratic curvature gravity. Class. Quant. Grav.,
31:015022, 2014.

Tirthabir Biswas, Erik Gerwick, Tomi Koivisto, and Anupam Mazumdar.
Towards singularity and ghost free theories of gravity.  Phys.Rev.Lett.,
108:031101, 2012.

Tirthabir Biswas, Tomi Koivisto, and Anupam Mazumdar. Towards a
resolution of the cosmological singularity in non-local higher derivative theories
of gravity. JCAP, 1011:008, 2010.

Tirthabir Biswas, Anupam Mazumdar, and Warren Siegel. Bouncing universes

in string-inspired gravity. JCAP, 0603:009, 2006.

108



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

[11] Fabio Briscese, Antonino Marcian, Leonardo Modesto, and Emmanuel N.
Saridakis. Inflation in (Super-)renormalizable Gravity. Phys. Rev.,
D87(8):083507, 2013.

[12] Branko Dragovi¢. Tamna strana vasione. Zbornik radova ”Teme Moderne Fizike
37, pages 520, 2010.

[13] Milan Panti¢. Uvod u Ajnstajnovu teoriju gravitacije. Novi Sad, 2005.

[14] Vladimir Dragovié¢ i Darko Milinkovié¢. Analiza na mnogostrukostima. Beograd,

2003.

[15] Gianluca Calcagni, Leonardo Modesto, and Piero Nicolini. Super-accelerating
bouncing cosmology in asymptotically-free non-local gravity. Fur.Phys.J.,
C74(8):2999, 2014.

[16] Gianluca Calcagni and Giuseppe Nardelli. Non-local gravity and the diffusion
equation. Phys.Rev., D82:123518, 2010.

[17] Sean Carroll. Spacetime and geometry (An Introduction to General Relativity).
San Francisco, 2004.

[18] Sean M. Carroll. Lecture Notes on General Relativity. Santa Barbara, 1997.

[19] T. Clifton, P.G. Ferreira, A. Padilla, and C. Skordis. Modified gravity and
cosmology. Phys.Rep., 513:1-189, 2012.

[20] C. Deffayet and R.P. Woodard. Reconstructing the Distortion Function for
Nonlocal Cosmology. JCAP, 0908:023, 20009.

[21] Stanley Deser and R.P. Woodard. Nonlocal Cosmology. Phys.Rev.Lett.,
99:111301, 2007.

[22] I. Dimitrijevic. Some ansdze in mnonlocal modified gravity. In
7th MATHEMATICAL PHYSICS MEETING: SUMMER SCHOOL AND
CONFERENCE ON MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, pages 131-140,
2013.

[23] I. Dimitrijevic, B. Dragovich, J. Grujic, A.S. Koshelev, and Z. Rakic.
Cosmology of modified gravity with R invariant nonlocality. U pripremi za

JCAP.

109



Jesiena ['pyjuh

[24]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[. Dimitrijevic, B. Dragovich, J. Grujic, and Z. Rakic. New Cosmological
Solutions in Nonlocal Modified Gravity,. ~ROMANIAN JOURNAL OF
PHYSICS, 58(5-6):550-559, 2013.

[. Dimitrijevic, B. Dragovich, J. Grujic, and Z. Rakic. A new
model of nonlocal modified gravity. PUBLICATIONS DE L INSTITUT
MATHEMATIQUE-BEOGRAD, 94(108):187-196, 2013.

[. Dimitrijevic, B. Dragovich, J. Grujic, and Z. Rakic. Some cosmological

solutions of a nonlocal modified gravity. Filomat, 2014. Primljeno za Stampu.

[. Dimitrijevic, B. Dragovich, J. Grujic, and Z. Rakic. Some power-law
cosmological solutions in nonlocal modified gravity. In Lie Theory and Its
Applications in Physics, volume 111 of Springer Proceedings in Mathematics
and Statistics, pages 241-250, 2014.

Ivan Dimitrijevic, Branko Dragovich, Jelena Grujic, and Zoran Rakic. On

Modified Gravity. Springer Proc.Math.Stat., 36:251-259, 2013.

Ivan Dimitrijevic, Branko Dragovich, Jelena Grujic, and Zoran Rakic. Constant
Curvature Cosmological Solutions in Nonlocal Gravity. In Bunoiu, OM and
Avram, N and Popescu, A, editor, TIM 2013 PHYSICS CONFERENCE,
volume 1634 of AIP Conference Proceedings, pages 18-23. W Univ Timisoara,
Fac Phys, 2014. TIM 2013 Physics Conference, Timisoara, ROMANIA, NOV
21-24, 2013.

Yves Dirian, Stefano Foffa, Nima Khosravi, Martin Kunz, and Michele
Maggiore. Cosmological perturbations and structure formation in nonlocal
infrared modifications of general relativity. JCAP, 1406:033, 2014.

Manfredo P. do Carmo. Riemannian geometry. Boston, 1992.

Branko Dragovich. p-adic and adelic cosmology: p-adic origin of dark energy
and dark matter. AIP Conf.Proc., 826:25-42, 2006.

Branko Dragovich. Nonlocal Dynamics of p-Adic Strings. Theor. Math. Phys.,
164:1151-1155, 2010.

Branko Dragovich. Towards p-Adic Matter in the Universe.  Springer
Proceedings in Mathematics and Statistics 36, pages 13-24, 2013.

110



leomerpujcka moandukamnmja AjHITTajHOBE TEOPHUje TPABUTAIU]E

[35] Branko Dragovich. On nonlocal modified gravity and cosmology. In Lie
Theory and Its Applications in Physics, volume 111 of Springer Proceedings
in Mathematics and Statistics, pages 251-262, 2014.

[36] Emilio Elizalde, Ekaterina O. Pozdeeva, and Sergey Yu. Vernov. Stability of
de Sitter Solutions in Non-local Cosmological Models. PoS, QF THEP2011:038,
2013.

[37] Emilio Elizalde, Ekaterina O. Pozdeeva, Sergey Yu. Vernov, and Ying-li Zhang.
Cosmological Solutions of a Nonlocal Model with a Perfect Fluid. JCAP,
1307:034, 2013.

[38] V. Faraoni. Nine Years of f(R) Gravity and Cosmology. Astrophysics and Space
Science Proceedings, 38:19, 2014.

[39] J. Grujic. Equations of motion in nonlocal modified gravity. In
Tth MATHEMATICAL PHYSICS MEETING: SUMMER SCHOOL AND
CONFERENCE ON MODERN MATHEMATICAL PHYSICS, pages 181-196,
2013.

[40] J. Grujic. On a new model of nonlocal modified gravity. Kragujevac Journal of

Mathematics, 2015. Primljeno za Stampu.

[41] S. Jhingan, S. Nojiri, S.D. Odintsov, M. Sami, I Thongkool, et al. Phantom and
non-phantom dark energy: The Cosmological relevance of non-locally corrected
gravity. Phys.Lett., B663:424-428, 2008.

[42] Tomi Koivisto. Dynamics of Nonlocal Cosmology. Phys.Rev., D77:123513,
2008.

[43] Tomi S. Koivisto. ~Newtonian limit of nonlocal cosmology.  Phys.Reuv.,
D78:123505, 2008.

[44] Alexey S. Koshelev. Modified non-local gravity. Rom.J.Phys., 57:894-900,
2012.

[45] Alexey S. Koshelev. Stable analytic bounce in non-local Einstein-Gauss-Bonnet
cosmology. Class.Quant.Grav., 30:155001, 2013.

[46] Alexey S. Koshelev and Sergey Yu. Vernov. On bouncing solutions in non-local

gravity. Phys.Part. Nucl., 43:666-668, 2012.
[47] John David Logan. Invariant Variational Principles. Academic press, 1977.

111



Jesiena ['pyjuh

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[55]

[56]

[57]

Leonardo Modesto and Shinji Tsujikawa. Non-local massive gravity. Phys. Lett.,
B727:48-56, 2013.

J.W. Moftat. Ultraviolet Complete Quantum Gravity. Eur.Phys.J. Plus, 126:43,
2011.

Viatcheslav Mukhanov. Physical foundations of cosmology. Cambridge, 2005.

Shin’ichi Nojiri and Sergei D. Odintsov. Modified non-local-F(R) gravity as the
key for the inflation and dark energy. Phys.Lett., B659:821-826, 2008.

Shin’ichi Nojiri and Sergei D. Odintsov. Unified cosmic history in modified
gravity: from F(R) theory to Lorentz non-invariant models. Phys.Rept.,
505:59-144, 2011.

Barrett O’Neill. Semsi-Riemannian geometry with applications to relativity.

Academic press, 1983.

Thomas P. Sotiriou and Valerio Faraoni.  f(R) Theories of Gravity.
Rev.Mod. Phys., 82:451-497, 2010.

Robert M. Wald. Space, time and gravity. Chicago, 1992.

R.P. Woodard. Nonlocal Models of Cosmic Acceleration.  Found.Phys.,
44:213-233, 2014.

Ying-li Zhang and Misao Sasaki. Screening of cosmological constant in non-local
cosmology. Int.J.Mod.Phys., D21:1250006, 2012.

112



buorpaduja

Jemena I'pyjuh pobena je 18. jamyapa 1984. roamne y Caasonckoj [loxkern
(P Xpsarcka). dumiomupana je 2007. rogube Ha MaremaTudkoM Gakyarery,
Vuupepsurera y Beorpajay, cmep Teopujcka maremMaTnka u NpuMeHe, ca IPOCETHOM
onenoMm 9.78. Hcre rogune ynucasna je JOKTOPCKe cryiuje Ha MaremaTrunukom
dakyrrery y Beorpauy, cmep I'eomerpuja. [losioxkuia je cBe ucnure Ha JOKTOPCKHM
cryaujama ca mpocednomM orenom 10.00.

Opx 2008. roamue 3amocjeHa je Ka0 aCUCTEHT Ha Y IUTE/bCKOM (DaKyITery y
Beorpanxy. pxkana je BexkOe u3 npeamera Martematuka 1, Marematuka 2 u

EneMerTapHu MaTeMaTWUYIKH TTOJMOBH.

113



Mpunor 1.
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Mpunor 2.
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Cryovjcku nporpam  Marematuka

Hacnos paga [eomMeTtpujcka mogudmkaumja AjHWTajHOBE TEOpPUje rpaBuTaLmje

Mentop gp 3opad Pakuh

Motnucanu/a JeneHa Mpyjuh

W3jaereyjem fa je wiramnada Bepavja MOr JOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO)]
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Uzjasa o kopuwhewy

Osnawhyjem YHusepautercky Oubnuoteky ,Ceetosap Mapkosuh® ga y [Aurntantm
penosutopujyM YHueepsuteta y beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKY AucepTauujy nog
HacroBoM:

FreomeTpujcka moaucpukaumja AjHwTajHose Teopuje rpasuTauuje

KOja je moje ayTopcko geno.

OucepTauujy ca ceum npuroauMa npegao/na caM y enekTpoHCKOM (popMaTy rnorogHomM
3a TPajHO apXMBUPAILE.
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1. AytopcTeo
2. AyTOpCTBO - HEeKoMepuujanHo
@Aympcmo — HekomepuujanHo — 6e3 npepane
4. AYyTOpPCTBO — HEKOMEpPUMjanHo — AenvTy Nogd UCTKUM ycnoBmMa
5. AytopcTeo — 6e3a npepage
6. AyTOopCcTBO — AEnUTH NoJ MCTUM yCroBuMa

(MonuMo fga 3aokpyxute camo jedHy of LiecT MoHyfeHuxX NULEHLM, KpaTak onuc
nuUeHuUn [ar je Ha nonehuHyu nucTa).

MoTnue Kokropaupa

;Imfiuﬁ
1

Y beorpagy, 20.03.2015. roauHe
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1. AytopctBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AUCTPUOYLMjY U jaBHO caonuiTaBaH-e
Aena, u npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauyuH oppefeH of cTpaHe ayTopa
Wny Jasaola nuueHLe, Yak 1 y komepuujande cspxe. OBo je HajcnobogHuja on cBux
nvuUeHun.

2. AytopcTBO — HekoMepumjanHo. [lo3BorbaBate yMHOXABawe, AUCTpUbyuujy 1 jaBHo
caoniitaBawe Aena, u npepaje, ako ce HaBede uMme ayTtopa Ha HauvH ogpeheH of
CTpaHe ayTopa unu fasaoua nuuedue. Osa nuueHUa He [03BOrbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby gena.

3. AytopctBO - HekomepuujanHo — 6Ge3 npepage. [o3BorbaBaTe YMHOXaBame,
anctpubyumjy v jaBHO caonwTaBawe Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukosarba WK
ynotpebe gena y cBom fdeny, ako ce HaBefe MMe ayTtopa Ha HauuH oppeheH of
CTpaHe ayTopa v fasaouta rumueHue. OBa NMUueHUa He [403BOrbaBa KOMEpLUWjanHy
ynotpeby fena. ¥ ogHocy Ha cBe OCTane fuueHLe, OBOM NULEHLIOM Ce orpaHuyaBa
Hajeehu obum npasa kopuiuhersa gena.

4. AyTOopcTBO - HeKOMepuujanHo — OEenuTW noj WCTUM ycrioBuMma. [osBorbasare
YMHOXaBake, AucTpubyLinjy v jaBHO caorniuTaBamke Aena, U npepaze, ako ce HaBefe
UMe ayTopa Ha HauuH ofpefeH of cTpaHe ayTopa wru gaBaola NMULEHLEe U ako ce
npepaga aucTtpubyupa nog WCTOM MNKM crivdHoM nuueHuom. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa komepuujanHy ynorpeby fena u npepana.

5. AytopctBo — 6e3 npepage. [o3BorbaBate yMHOXaBare, OUCTPUOYLM)Y U jaBHO
caoriuTaBatbe fena, 6es npomeHa, npeobnukosatka unu ynotpebe gena y ceom geny,
aKo ce HaBe[le uMe ayTopa Ha HayuH oapefleH of cTpaHe ayTopa WnM Oasaoua
nuueHue. OBa nuueHLa 103B0rbara Komepuujandy ynotpeby gena.

6. AytopcTBO - pgenuTM non McTUM  ycrioBuma. [lo3BorbaBate YMHOXaBake,
aucTpubyuumjy 1 jaBHO caofiluTaBame [ena, U npepaze, ako ce HaBefe Mme aytopa Ha
Ha4uMH oapeheH of cTpaHe aytopa WM [daBaoula NuUUeHUEe W ako ce npepaja
avctpubympa no4 WCTOM WM CrMMHOM nuueHuom. OBa nuUeHUa [03BOrbasa
KomepuujanHy ynotpeby pena v npepaga. CnudHa je coTBEPCKUM TNULIEHLIaMa,
O[JHOCHO NnuLieHLlamMa OTBOPEHOT Kofa.



